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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

La théorie des trajectoires rugueuses (ou rough paths) a été initiée par Terry Lyons il y a
une dizaine d’années en vue d’offrir une interprétation des intégrales dites rugueuses, car de la
forme

∫ t

s
yu dxu, (1.1)

où x est un processus fractionnaire, c’est-à-dire non différentiable mais présentant une certaine
régularité höldérienne γ ∈ (0, 1). L’engouement suscité par cette approche, et que viennent
traduire les multiples publications inspirées des travaux de Lyons, trouve essentiellement son
explication à travers deux aspects fondamentaux de la théorie : d’une part, l’élégance du pro-
cédé, qui met en avant toute la légitimité de la construction, d’autre part, la souplesse du
formalisme en jeu, qui permet d’envisager le traitement de bruits x très généraux.

Légitimité. L’intégrale rugueuse (1.1), définie au sens des rough paths, est une extension
directe de l’intégrale de Lebesgue usuelle : pour toute suite (xn) de processus différentiables
qui convergerait vers x (relativement à une topologie à préciser), la suite des intégrales

∫ t

s
yu dx

n
u :=

∫ t

s
yu ẋ

n
u du

converge vers
∫ t
s yu dxu. En d’autres termes, le procédé de construction est continu par rapport

au processus qui dirige l’intégrale. La complexité des mécanismes mis en œuvre dans la théorie
sera retranscrite par le biais des topologies qui interviennent dans l’énoncé complet de cette
dernière assertion.

Souplesse. L’interprétation de l’intégrale (1.1) n’est permise que pour une classe d’inté-
grants y spécifique, dont l’expression générale est le plus souvent liée au processus x. L’atout
majeur de la théorie des rough paths réside dans le fait que la classe d’intégrants en question
présente suffisamment de stabilité vis-à-vis de l’opération de composition avec un champ de
vecteurs σ régulier, mais aussi vis-à-vis du processus d’intégration lui-même, pour permettre
l’interprétation du système différentiel rugueux dyt = σ(yt) dxt, y0 = a, c’est-à-dire

yt = a+

∫ t

0
σ(yu) dxu, (1.2)

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

où a est une condition initiale fixée. L’ensemble des processus intégrables est en outre assez large
pour autoriser la résolution du système (1.2) par le biais d’arguments de point fixe standards.
Le principe évoqué au point précédent s’étend alors à la solution y du système, qui dépend
ainsi continûment de x : c’est le théorème de la limite universelle.

Efficacité. Aussi performante soit-elle, la méthode développée par Doss et Sussmann [31,
97] afin d’interpréter et résoudre le système (1.2) ne s’applique qu’à des processus x uni-
dimensionnels, ou lorsque les composantes du champ de vecteurs σ satisfont une certaine condi-
tion de commutativité. La théorie des rough paths prend ainsi toute sa valeur et sa spécificité
dès que x est à valeurs multi-dimensionnelles, voire infini-dimensionnelles, et ce en présence
de champs très généraux. Dans ces circonstances, elle englobe largement l’interprétation four-
nie par Young dans son article [106], et constitue à ce jour la seule approche (déterministe)
disponible lorsque le coefficient de régularité höldérienne γ est inférieur à 1/2.

La construction proposée par Lyons dans [66] prend source dans les travaux de Chen [12,
13, 14]. Si cette construction a été introduite dans la perspective d’envisager un bruit höldérien,
cette seule hypothèse ne suffit généralement pas à l’analyse du système (1.2). Les conditions
préalables à l’amorce du mécanisme des rough paths peuvent être très grossièrement résumées
par le principe général suivant :

Afin de donner sens au système (1.2) lorsque x est un processus γ-höldérien, puis
résoudre ce système, il suffit de justifier l’existence des intégrales itérées associées
à x, définies (formellement) pour tous temps s < t comme les éléments de l’algèbre
tensorielle donnés par la relation itérative

x
1

s,t = xt − xs , x
n+1

s,t =

∫ t

s
x
n

s,u ⊗ dxu, (1.3)

et ce jusqu’à un certain ordre lié au coefficient γ.

Si γ > 1/2, seul x1 entrera en jeu, et aucune hypothèse autre que la régularité höldérienne
n’est alors requise. C’est le cas dit Young, en référence à la construction proposée par ce dernier
dans [106]. Si γ ∈ (1/3, 1/2], l’analyse du système fera en outre intervenir le processus x

2 :
[0, T ]2 → V ⊗V (si x est à valeurs dans l’espace V ). Plus généralement, si γ ∈ (1/(k+1), 1/k],
il faut être en mesure de prouver l’existence des intégrales itérées jusqu’à l’ordre k.

L’ensemble x = (x1,x2, . . . ,xk) composé du processus et de ses intégrales itérées est alors
appelé trajectoire rugueuse (ou rough path) au-dessus de x. C’est seulement à partir de la donnée
de cet élément de l’algèbre tensorielle que la procédure imaginée par Lyons peut être enclenchée,
pour finalement aboutir à la résolution de (1.2) et au théorème de la limite universelle.

Pour tenter d’appréhender le mécanisme en jeu (mécanisme sur lequel nous reviendrons
en détail dans la première partie), supposons un instant le processus x différentiable et uni-
dimensionnel. Pour toute application σ : R→ R suffisamment régulière, la solution y du système
(1.2), donnée par le théorème de Cauchy classique, peut être développée entre deux instants
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s < t ∈ [0, T ] de la façon suivante :

yt − ys =

∫ t

s
σ(yu) dxu

= σ(ys) · (xt − xs) +
∫ t

s
[σ(yu)− σ(ys)] dxu

= σ(ys) · (xt − xs) + σ′(ys) ·
∫ t

s
(yu − ys) dxu + r1s,t

= σ(ys) · (xt − xs) + σ′(ys) · σ(ys) ·
∫ t

s
(xu − xs) dxu + r1s,t + r2s,t, (1.4)

où l’on a noté successivement

r1s,t =

∫ t

s

(∫ 1

0
dr

[

σ′(ys + r(yu − ys))− σ′(ys)
]

· (yu − ys)
)

dxu,

r2s,t = σ′(ys) ·
∫ t

s

∫ u

s
[σ(yv)− σ(ys)] dxv dxu.

En se référant au formalisme décrit par (1.3), et en notant en outre rs,t := r1s,t + r2s,t, la
décomposition (1.4) s’écrit également :

yt − ys = σ(ys) · x1

s,t + σ′(ys) · σ(ys) · x2

s,t + rs,t. (1.5)

Moralement, du point de vue de la régularité vis-à-vis du couple (s, t), σ(ys) ·x1
s,t (resp. σ′(ys) ·

σ(ys) · x2
s,t) représente un terme d’ordre 1 (resp. d’ordre 2), tandis que les expressions qui

composent r font apparaître des variations d’ordre 3. C’est à ce stade qu’intervient le résultat
qui va régir la construction des intégrales rugueuses (dans le cas γ > 1/3 du moins) et que l’on
peut retranscrire, de façon simplifiée, à travers l’assertion :

Si x et y sont deux processus γ-höldériens, avec γ > 1/3, et si x autorise la
construction d’une intégrale itérée d’ordre deux x

2
s,t =

∫ t
s (xu − xs) dxu telle que

∣

∣x
2

s,t

∣

∣ ≤ cx |t− s|2γ pour tous s < t ∈ [0, T ], (1.6)

alors le processus r qui apparaît dans (1.5) peut être prolongé en une fonction du
triplet (x1,x2, y), et ce de façon continue relativement à la topologie issue de la
condition (1.6) pour la seconde variable (et à une topologie plus sophistiquée pour
la troisième variable).

Cette extension permet ainsi de donner sens au membre de droite de l’expression (1.5)
dans ce contexte, pour une classe de processus y assez large. Elle fournit par là même une
interprétation légitime du système (1.2) dans le cas où γ est strictement supérieur à 1/3, cette
dernière condition permettant d’envisager le terme résiduel r comme un processus de régularité
höldérienne 3γ > 1.

Le procédé peut ensuite être étendu à des processus x moins réguliers encore, en partant
de développements du système similaires à (1.5), mais d’ordres plus élevés.

Les éléments techniques sous-jacents à cette procédure ont plusieurs fois été reprécisés au
cours des dix dernières années, d’abord par Lyons lui-même, en collaboration avec Qian [68], ou
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dans le cours de Saint-Flour [67], puis par Laure Coutin, Antoine Lejay, Peter Friz et Nicolas
Victoir (entre autres) à travers une série d’articles qui ont poussé le formalisme original jusqu’à
un degré de perfectionnement très élevé [18, 19, 21, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 62, 63, 64]. L’ouvrage
de Friz et Victoir [41] rend compte du haut niveau de maturité désormais atteint par la théorie
dans l’étude du système (1.2).

Le point de vue utilisé dans ce mémoire est celui développé par Massimiliano Gubinelli
dans son article Controlling rough paths [46]. Cette variante de la théorie des rough paths,
proche des conceptions de Feyel et De La Pradelle [33, 34], est généralement désignée par
l’appellation théorie des k-incréments. Elle restitue l’essentiel des idées originales de Lyons, tout
en s’affranchissant du cadre d’étude hautement abstrait mis en œuvre dans [68], et développé par
Friz et Victoir. A l’approche géométrique de ces derniers auteurs, Gubinelli substitue en outre
un point de vue plus algébrique du processus d’intégration contre des fonctions höldériennes,
comme est récemment venu le souligner son article Ramification of rough paths [49].

L’objectif principal de ma thèse a consisté à illustrer la souplesse des méthodes initiées par
Gubinelli à travers la considération de systèmes différentiels moins standards que le système
décrit par (1.2), et ce dans un cadre fini ou infini-dimensionnel. Deux types de travaux avaient
déjà convergé en ce sens :

– Neuenkirch, Nourdin et Tindel s’étaient penchés sur le cas de l’équation avec retard ru-
gueuse, que l’on peut écrire :

{

yt = ξ0 +
∫ t
0 σ(yu, yu−r1 , . . . , yu−rk) dxu pour tout t ≥ 0,

yt = ξt si t ∈ [−rk, 0],

où r1 < . . . < rk sont des instants fixés. Leurs résultats ont donné lieu à l’article [75].
– Plusieurs auteurs avaient envisagé la possibilité de définir des équations aux dérivées

partielles rugueuses, ou plus exactement perturbées par un bruit rugueux, autrement dit
des systèmes de la forme :

dyt = Ayt dt+ f(yt) dxt,

avec A un opérateur non borné d’un espace de Banach. Nous reviendrons plus en détail
sur ces différents travaux, mais citons dès à présent les articles de Gubinelli, Lejay et
Tindel [50, 51].

Nous avons poursuivi ce projet à travers l’étude de deux systèmes : l’équation de Volterra
et l’équation de la chaleur, toutes deux dans leur version rugueuse.

L’équation de Volterra. Il s’agit à l’origine de l’équation intégrale

yt = a+

∫ t

0
σ(t, u, yu) du,

qui, sous sa forme rugueuse, devient

yt = a+

∫ t

0
σ(t, u, yu) dxu, (1.7)

avec x un bruit fractionnaire multidimensionnel. La particularité de ce système tient bien
entendu au fait que l’intégrant σ(t, u, yu) dépende de la variable courante t, dépendance qui
induit un comportement global du système radicalement différent de celui du système standard
décrit par (1.2).
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L’équation de la chaleur. Ce travail en collaboration avec Gubinelli et Tindel faisait direc-
tement suite à l’article [51] relatif aux équations d’évolution rugueuses. L’objectif du projet
consistait à interpréter et résoudre le système infini-dimensionnel

dyt = ∆yt +
m
∑

i=1

fi(yt) dx
i
t , y0 = ψ, (1.8)

où ∆ désigne le laplacien sur un espace à préciser, ψ une condition initiale fixée, f une appli-
cation non linéaire, et x un bruit fractionnaire m-dimensionnel.

Dans ces deux situations, c’est-à-dire aussi bien pour l’équation de Volterra que pour l’équa-
tion de la chaleur, l’analyse du système a (le plus souvent) conduit à une véritable reformulation
de la notion de rough paths, basée sur une définition des intégrales itérées plus en accord avec
la forme de l’équation et le comportement algébrique des solutions potentielles.

Ce mémoire soulève également la question de l’approximation numérique des solutions de
systèmes rugueux. Un premier travail fondamental avait été entrepris dans cette direction par
Davie, dans son article [25] portant sur l’analyse du système différentiel (1.2). Les solutions
du système ne sont plus vues comme des points fixes d’une classe d’intégrants abstraite, mais
comme les limites d’un procédé itératif discret, point de vue qui conduit tout naturellement à
la définition d’un schéma d’approximation.

En collaboration avec Andreas Neuenkirch, nous avons développé cette idée (toujours dans
le cadre de l’analyse du système (1.2)) à travers la conception d’un schéma d’approximation
qui soit en outre facilement implémentable. La démarche initiée pour le système (1.2) a ensuite
été adaptée au cas de l’équation de la chaleur rugueuse, dans un contexte cette fois infini-
dimensionnel.

1.2 Application à l’analyse stochastique

En raison de leurs propriétés de régularité trajectorielle, plusieurs processus aléatoires
(continus) constituent des candidats potentiels à l’application de la théorie des rough paths,
ouvrant par là même la voie à une approche trajectorielle des systèmes différentiels stochas-
tiques. C’est le cas du processus stochastique le plus connu, le mouvement Brownien, dont les
trajectoires sont presque sûrement γ-höldériennes, et ce pour tout coefficient γ < 1/2. C’est
également le cas pour son extension immédiate, le mouvement Brownien fractionnaire, introduit
par Mandelbrot et Van Ness en 1968 dans [69] :

Définition 1.2.1. On appelle mouvement Brownien fractionnaire (abrégé en mBf dans la suite)
d’indice de Hurst H ∈ (0, 1) le processus gaussien centré BH dont la covariance est donnée par
la relation

E
[

BH
t B

H
s

]

=
1

2

{

s2H + t2H − |t− s|2H
}

.

Lorsque H = 1/2, BH coïncide avec le mouvement Brownien standard.

A partir de cette définition, le critère de Kolmogorov conduit immédiatement au résultat
de régularité escompté :

Proposition 1.2.2. Presque sûrement, les trajectoires d’un mBf d’indice de Hurst H sont
γ-höldériennes, pour tout γ < H.
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L’intérêt porté à ce processus s’est manifesté au cours des vingt dernières années au travers
de nombreuses applications, dans des registres aussi variés que l’analyse des protéines [60, 61],
la neurobiologie [85] ou la modélisation financière [98], en passant par les télécommunications
[105]. Dans toutes ces situations, les propriétés de dépendance à long terme du mBf, associées à
son auto-similarité, en font une alternative tout à fait plausible au mB standard. Ces différents
exemples viennent ainsi nourrir l’attente d’une formulation exhaustive d’une théorie du calcul
stochastique associée à ce processus, calcul qui échappe à la théorie d’Itô, dans la mesure où
un mBf d’indice H 6= 1/2 n’est pas une (semi)martingale.

La théorie des rough paths pourrait contribuer à l’obtention d’une telle formulation. Toute-
fois, en vue de l’application de ce mécanisme, se pose la question du sens à donner aux intégrales
itérées issues du mBf. Eu égard à la proposition 1.2.2, et conformément au principe général
évoqué dans la partie précédente, il advient en effet que si BH est un mBf d’indice H, nous
devons être en mesure de justifier l’existence des intégrales itérées jusqu’à l’ordre k =

[

1
H

]

.

Le cas du mouvement Brownien standard (H = 1/2) ne soulève bien entendu aucune
difficulté sur ce plan, l’intégrale itérée d’ordre 2 (appelée aussi aire de Lévy) pouvant être
définie au sens d’Itô ou de Stratonovich. Ainsi, si B = B1/2, on définira simplement B2 comme
le processus de deux variables à valeurs matricielles

B
2,ij
s,t :=

∫ t

s
(B(i)

u −B(i)
s ) dB(j)

u , (1.9)

où l’intégrale est comprise au sens d’Itô ou de Stratonovich. Le calcul stochastique trajectoriel
issu de la méthode des rough paths rejoint alors le calcul de la théorie d’Itô, l’identification des
deux procédés conduisant, via le théorème de la limite universelle, à une preuve élémentaire des
résultats classiques relatifs au support et aux grandes déviations d’une diffusion Brownienne.
Le chapitre IV de [41] rend compte de ce phénomène.

La définition de l’aire de Lévy, et plus généralement des intégrales itérées d’ordres supérieurs
à 2, pour un mBf d’indice H < 1/2, est nettement plus délicate. Comme l’observe Nualart dans
[81], on ne peut par exemple recourir à une définition de l’intégrale comme limite des sommes
de Riemann usuelles, ne serait-ce qu’en raison de la relation : si ti = i

n (i = 0, . . . , n),

n−1
∑

i=0

E
[

BH
ti (B

H
ti+1

−BH
ti )

]

=
1

2

n−1
∑

i=0

[

t2Hi+1 − t2Hi − (ti+1 − ti)2H
]

=
1

2
(1− n1−2H) → −∞

lorsque n tend vers l’infini, si H < 1/2.

Afin de donner sens à (1.9) dans ce contexte, nous sommes d’abord tentés de nous tourner
vers des approches préexistantes du calcul stochastique par rapport au mBf, telle que l’inter-
prétation donnée par Russo et Vallois dans [93], et qui donne naissance à la notion d’intégrale
symétrique :

Définition 1.2.3. L’intégrale symétrique d’un processus H relativement à un mBf, notée
∫ T
0 Hu ◦ dBu, est définie comme la limite en probabilité (si elle existe) de l’intégrale

1

2ε

∫ T

0
Hu(Bu+ε −Bu−ε) du, (1.10)

lorsque ε tend vers 0.
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Par ce dernier biais, il s’avère cette fois possible de définir l’aire de Lévy par la formule :

B
2,ij
s,t :=

∫ t

s
(B(i)

u −B(i)
s ) ◦ dB(j)

u , (1.11)

lorsque B = BH est par exemple un mBf d’indice H ∈ (1/3, 1/2). Le mécanisme des rough
paths peut alors prendre appui sur (1.11) pour conduire à l’interprétation et à la résolution du
système (1.2), palliant par là même l’absence d’une méthode de résolution plus directe pour
l’équation

Yt = a+

∫ t

0
σ(Yu) ◦ dBu

dans un cadre multi-dimensionnel, comme le souligne l’appendix du livre [8] de Biagini, Hu,
Oksendal et Bernt.

Une autre approche visant à l’obtention d’une définition acceptable des intégrales itérées,
consiste à introduire une approximation régulière Bn du mBf, puis à examiner le comportement
asymptotique des intégrales itérées associées à Bn, comprises au sens de Lebesgue :

B
2,n
s,t :=

∫ t

s
(Bn

u −Bn
s )⊗ dBn

u , B
k+1,n
s,t =

∫ t

s
B

k,n
s,u ⊗ dBn

u , k ≥ 2. (1.12)

Les limites potentielles (relativement à une topologie adéquate) de ces différentes suites consti-
tuent alors des candidats naturels à la définition d’une trajectoire rugueuse issue de B. Plusieurs
types d’approximation Bn ont été envisagées jusqu’à présent. Citons par exemple :

– L’interpolation linéaire du processus, définie relativement à une partition 0 = t0 < t1 <
. . . < tn−1 < tn = T par la formule

Bn
t = Btk +

t− tk
tk+1 − tk

(

Btk+1
−Btk

)

si tk ≤ t < tk+1.

Le comportement asymptotique des intégrales itérées construites à partir de Bn a d’abord
été étudié par Coutin et Qian dans leur article [20].

– Une approximation de type Karhunen-Loève, utilisée dans [33] :

Bn
t =

∑

i≤n

Zi ei(t),

où Bt =
∑

i∈N Z
i ei(t) est le développement de Karhunen-Loève du mBf dans une base

hilbertienne (ei) de l’espace auto-reproduisant, de telle sorte que les variables aléatoires
(Zi) correspondent à des gaussiennes centrées indépendantes.

– Une approximation basée sur la représentation intégrale du mBf, et étudiée par Millet et
Sanz-Solé dans [71]. Rappelons que le processus peut être décrit (sur [0, 1]) par la formule
Bt =

∫ 1
0 K(t, s) dWs, où W est un mouvement Brownien standard et

K(t, s) = KH(t, s) = 1{s<t}

{

cH(t− s)H−1/2 + sH−1/2F1

(

t

s

)}

,

F1(u) = 1{u>1}cH

(

1

2
−H

)∫ u−1

0
vH−3/2

(

1− (v + 1)H−1/2
)

dv.

L’approximation Bn présentée dans [71] est alors définie, pour une partition 0 = t0 <
t1 < . . . < tn = 1 donnée, par Bn

t =
∫ 1
0 Kn(t, s) dWs, avec

Kn(t, s) = 1{s<t}
1

tk+ − tk

∫ tk+1

tk

K(t, u) du si tk ≤ s < tk+1.
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– L’approximation dite analytique du mBf, récemment introduite par Unterberger [102], et
sur laquelle nous reviendrons plus en détail au cours du premier chapitre.

L’analyse des trois premiers exemples a été englobée dans une étude plus générale relative
aux processus gaussiens par Friz et Victoir [42], article dans lequel les deux auteurs mettent
en évidence un critère de convergence des intégrales itérées basé sur la fonction de covariance
du processus. Dans les trois cas, il est prouvé que les intégrales itérées associées à chacune de
ces approximations convergent si l’indice de Hurst H est supérieur à 1/4. Les limites obtenues
sont en outre communes aux trois approximations, et coïncident, presque sûrement, avec les
intégrales définies au sens de Russo-Vallois ((1.11) pour l’aire de Lévy). Nous verrons au cours du
premier chapitre que l’approximation analytique du mBf rejoint (à la limite) cette construction,
toujours sous l’hypothèse H > 1/4, donnant ainsi naissance, via la méthode des rough paths,
au même calcul stochastique.

Les constructions qui apparaissent dans ce mémoire ont d’abord été développées en vue d’une
application au mBf (d’indice de Hurst supérieur à 1/4). Nous avons cependant fait le constat,
au cours de l’étude, qu’une modification minime des structures algébriques en jeu permettait
d’étendre une majeure partie de ces constructions à une trajectoire rugueuse d’ordre 2 ou 3
(suivant le degré du développement effectué) quelconque. Les simulations associées aux schémas
d’approximation numérique mettent quant à elles en scène le Brownien fractionnaire.

Il convient de mentionner que seules les constructions proposées par Unterberger [103,
101] et Tindel et Nualart [84] rendent à ce jour possible le traitement d’un indice de Hurst
H < 1/4, même si le calcul stochastique résultant de ces deux procédures est plus difficile à
interpréter. Dans ce manuscrit, nous n’envisagerons de toute façon à aucun moment le cas d’un
coefficient de régularité höldérienne inférieur (ou égal) à 1/4. Nous n’avons cependant guère
de doute quant au fait que les constructions que nous proposons, aussi bien pour l’équation
de Volterra que pour l’équation de la chaleur, pourraient s’étendre à des processus de régularité
höldérienne quelconque, une fois mise en évidence l’existence d’une trajectoire rugueuse associée
à ces processus.

Avant de clore cette section, rappelons que la méthode des rough paths est surtout digne
d’intérêt lors de la considération de bruits multi-dimensionnels et de régularité höldérienne
inférieure à 1/2. La résolution du système (1.2) lorsque x désigne un mBf uni-dimensionnel
(d’indice de Hurst quelconque) est en effet possible via la méthode de Doss-Sussmann [31,
97], ou, dans un cadre plus général, en faisant appel à la notion d’intégrale de Newton-Côtes
développée dans [43, 45, 78]. Dans leur article [79], Nourdin et Simon mettent d’ailleurs en
évidence les similitudes entre cette dernière approche et une approche basée sur les rough paths,
dans ce contexte uni-dimensionnel. Le cas H > 1/2 (pour un mBf de dimension quelconque)
est quant à lui efficacement traité par le biais de méthodes de calcul fractionnaire trajectoriel,
comme le rapporte Nualart dans son compte-rendu [80].

1.3 Plan et résultats principaux

Le mémoire est divisé en trois parties, chacune d’entre elles correspondant (globalement) à
l’analyse d’un système différentiel différent.

La 1ère partie viendra servir un objectif double. Elle permettra dans un premier temps (à
travers le chapitre 2) de présenter les principaux éléments de la théorie des k-incréments, tels
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qu’ils ont été introduits par Gubinelli dans le cadre de l’analyse du système (1.2), et d’évoquer
les constructions et résultats issus de leur mise en œuvre. Ces constructions feront en effet office
de référence lors de développements ultérieurs. L’attention sera essentiellement portée sur le
cas γ > 1/3, qui véhicule la plupart des principes généraux caractéristiques de la méthode
des rough paths. Dans le contexte du mBf, une précision sera finalement apportée quant à la
définition de l’aire de Lévy issue de l’approximation analytique du processus.

L’autre objectif de cette première partie (restitué dans le chapitre 3) consistera en l’étude
d’un schéma numérique facilement implémentable pour le système (1.2), et donné, lorsque
x = (x(1), . . . , x(m)) et σi : R→ R, par la formule

yntk+1
= yntk +

m
∑

i=1

σi(y
n
tk
) · (x(i)tk+1

− x(i)tk ) +
1

2

m
∑

i,j=1

σi(y
n
tk
)σ′j(y

n
tk
) · (x(i)tk+1

− x(i)tk )(x
(j)
tk+1

− x(j)tk ).

La convergence de ce schéma de type Milstein (car incluant un facteur d’ordre deux) vers
la solution du système, sera établie par le biais d’un raisonnement basé sur le flot du système,
et valable pour tout coefficient γ > 1/3. Le raisonnement en question, qui fait l’objet de [28],
sera repris dans la troisième partie, dans le cadre infini-dimensionnel des EDPS.

La 2nde partie sera dédiée à l’étude de l’équation de Volterra rugueuse (1.7). Le chapitre
4 mettra d’abord en avant les résultats obtenus lors de l’analyse du système sous sa forme la
plus générale, tels qu’ils apparaissent dans [30]. Il s’agit de résultats du type :

(i) Si le coefficient de régularité höldérienne γ de x est supérieur à 1/2, un théorème
d’existence et d’unicité d’une solution globale pour (1.7), pour toute application σ :
R
+ × R

+ × R
d → L(Rm,Rd) suffisamment régulière vis-à-vis de ses trois variables.

(ii) Si γ ∈ (1/3, 1/2], et si x permet la construction d’un rough path d’ordre 2 (autrement
dit d’une aire de Lévy), un théorème d’existence et d’unicité d’une solution locale, définie
sur un petit intervalle [0, T0].

Dans ces deux situations, l’interprétation du système prendra appui sur les constructions dites
classiques de l’intégrale rugueuse, issues de l’étude du système ordinaire (1.2). On envisagera
également, à l’aide d’une interprétation plus élémentaire de l’intégrale en termes de sommes
de Riemann, la possibilité d’une singularité dans le système (1.7), c’est-à-dire d’un champ de
vecteurs de la forme

σ(t, u, y) = (t− u)−αψ(y),
où ψ : Rd → L(Rm,Rd) est une application régulière et α un paramètre positif corrélé à la
régularité γ de x.

Pour tenter de remédier aux difficultés soulevées par l’extension de la solution locale obtenue
dans le cas (ii), nous élaborerons ensuite, suivant [29], une stratégie visant à un meilleur contrôle
de la solution y, et ce lorsque le système se présente sous la forme

yt = a+

∫ t

0
φ(t− u) · σ(yu) dxu, avec φ(t) =

∫

R

St(ξ) · φ̃(ξ) dξ, (1.13)

pour un certain noyau régulier S : R+ × R → R. Cette dernière opération inclura notamment
les transformées de Laplace et de Fourier. Sous certaines conditions de régularité concernant φ̃
et σ, une solution globale sera cette fois obtenue dans le cas γ > 1/3, via une transformation du
système et une réinterprétation des intégrales itérées en jeu. L’ensemble fera l’objet du chapitre
5.
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Enfin, la 3ème partie sera consacrée à l’analyse de l’équation de la chaleur rugueuse (1.8),
et divisée en deux chapitres.

Le chapitre 6 permettra de présenter le contexte théorique de cette étude, autrement dit
les outils et espaces fonctionnels impliqués dans la phase d’interprétation du système, et qui
combinent la méthode des rough paths avec la théorie des semigroupes. Nous reprendrons en
cela les principes généraux introduits dans [51] pour une équation d’évolution quelconque, tout
en y adjoignant certaines propriétés spécifiques à l’équation de la chaleur.

Ce même chapitre rendra par ailleurs compte des résultats obtenus dans [27] dans le cadre de
la résolution de (1.8). Il s’agira d’abord de la mise en évidence d’une solution globale unique (à
valeurs dans un certain espace de Sobolev fractionnaire) dans le cas Young (γ > 1/2), pour des
champs fi suffisamment réguliers, puis d’une analyse du cas rugueux (γ ∈ (1/3, 1/2]) dans les
deux situations suivantes :

– En considérant des champs fi très généraux, ce qui donnera lieu à un théorème d’existence
et d’unicité d’une solution locale pour (1.8).

– En présence de champs fi issus d’une régularisation, c’est-à-dire de la forme fi(y)(ξ) :=
∫

dηK(ξ, η) · gi(y(η)), pour un certain noyau régularisant K. Le procédé conduira alors
à un théorème d’existence et d’unicité globale d’une solution.

Le chapitre 7, tiré de [26], permettra finalement d’évoquer la question de l’approximation
des solutions de (1.8) via un schéma numérique, dans les deux cas de figure où l’existence
d’une solution globale aura été démontrée (cas Young et cas rugueux en présence de champs
régularisés).

Si les trois parties peuvent être envisagées de façon indépendante, l’ensemble suit toutefois
un cheminement global marqué par plusieurs références inter-parties, et voit la mise en scène
de procédés de complexité croissante.
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1.4 Index des notations

1.4.1 Notations générales

Ck,b(V ;W ), k ∈ N Espace des applications k-fois différentiables de V dans W ,
dont les k premières dérivées sont bornées

Ck,b,κ(V ;W ), k ∈ N, κ ∈ (0, 1) Espace des applications k-fois différentiables de V dans W ,
dont les k premières dérivées sont bornées et dont la k-ième
dérivée est κ-höldérienne

R
m1,m2,...,mk Produit tensoriel Rm1 ⊗ R

m2 ⊗ . . .⊗ R
mk

Sk(I), k ∈ N
∗ k-ième simplexe sur I (Définition 2.1.1)

Ck(I;V ), k ∈ N Espace des k-incréments sur I à valeurs dans V (Définition
2.1.1)

δ Opérateur d’incrément standard (Définition 2.1.2)

Cµk (I;V ), k ∈ {1, 2, 3} Espaces höldériens généralisés (Sous-section 2.1.2)

Λ Opérateur d’inversion standard (Théorème 2.1.1)

Qγ,ηx (I;Rl) Espace des processus (γ, η)-contrôlés par x (Définition 2.2.4)

x = (x1,x2) 2-rough path au-dessus de x (Hypothèse 1)

x = (x1,x2,x3) 3-rough path au-dessus de x (Hypothèse 2)

1.4.2 Notations du chapitre 3

Xε ou X(ε), ε > 0 Approximation analytique du mBf (Sous-section 3.1.1)

Bn,T Interpolation linéaire du processus B sur [0, T ], suivant la
partition de pas T

n (Voir (3.13))

B
2,n,T Aire de Lévy construite à partir de Bn,T (Voir (3.14))

Y Solution du système (3.2)

Y n Solution approchée via le schéma (3.5)

Y
n

Approximation de Wong-Zakai associée à Bn (voir (3.32))

φ(.; ., .) Flot associé au système (3.34)

ψn(.; ., .) Flot numérique associé au schéma (3.35)
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1.4.3 Notations du chapitre 4

Yu Voir introduction du chapitre

σt Voir introduction du chapitre

Dσ, D2σ, ... Opérateurs différentiels successifs associés à σ (voir intro-
duction du chapitre)

D3σ Opérateur de dérivée partielle (Sous-section 4.3.1)

1.4.4 Notations du chapitre 5

φ, φ̃, S Voir (5.3) et (5.4)

Sk(I) k-ième simplexe inversé (Sous-section 5.2.1)

Lβ(V ),Lβ,φ̃(V ), β ≥ 0 Espaces fonctionnels de type L1 (Voir (5.11))

C̃k,β(I;V ), k ∈ N
∗, β ≥ 0 Espace de k-incréments à valeurs fonctionnelles (Voir (5.12))

δ̃ Opérateur d’incrément convolutionnel (Définition 5.2.1)

C̃µk,β(I;V ), k ∈ {1, 2, 3} Espaces de processus höldériens à valeurs fonctionnelles
(Sous-section 5.2.3)

Λ̃ Opérateur d’inversion convolutionnel (Proposition 5.2.9)

X̃x 1-rough path convolutionnel (Hypothèse 4)

C̃γk (I;V ), k ∈ {1, 2, 3} Voir (5.39)

Q̃γx(I;Rd) Espace des processus convolutionnels contrôlés (Définition
5.4.1)

Xx Voir (5.42)

(X̃x, X̃ax, X̃xx) 2-rough path convolutionnel (Hypothèses 5, 7 et 8)

Lφ̃ Voir (5.45)

Xax Voir (5.45)

Aγx,f (I;Rk) Espace affine des processus contrôlés localisés (Définition
5.4.7)
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1.4.5 Notations du chapitre 6

∆ Laplacien sur R
n

S Semigroupe de la chaleur sur R
n (Voir (6.9))

Bα,p, α ≥ 0, p ∈ N
∗ Espaces de Sobolev fractionnaires sur Lp(Rn) (6.2.1)

ϕ · ψ Multiplication point par point de ϕ et ψ (Notation 6.4.3)

δ̂ Opérateur d’incrément twisté (Définition 6.2.6)

Ĉκ1 (I;Bα,p) Espace des processus κ-höldériens au sens de δ̂ (Voir (6.19))

Λ̂ Opérateur d’inversion twisté (Théorème 6.2.2)

Xx 1-rough path associé à l’équation de la chaleur (Hypothèse
9)

Xk, k ∈ N
∗ Classe de champs de vecteurs spécifique (Définition 6.3.5)

f ′(ϕ), f ∈ X1 Voir Notation 6.4.2

M ⊗N , M,N ∈ L(Bp,Bp) Voir Notation 6.4.3

(Xx, Xax, Xxa, Xxx) 2-rough path associé à l’équation de la chaleur (Hypothèse
10)

CLγ,κ,p Espace de chemins rugueux (Hypothèse 10)

Q̂κα,p(I) Espace des processus contrôlés twistés (Définition 6.4.6 (γ ∈
(1/3, 1/2]) ou (6.98) (γ ∈ (1/4, 1/3]))

(Xx, Xax, Xxx) 2-rough path associé à l’équation de la chaleur régularisée
(Hypothèse 11)

Q̃κp(I) Espace de processus contrôlés (Définition 6.5.3)

(Xx, Xax, Xxx, Xxa, Xaxx, Xxxx) 3-rough path associé à l’équation de la chaleur (Hypothèse
12)

f ′′(ϕ), f ∈ X2 Voir Sous-section 6.7.1
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1.4.6 Notations du chapitre 7

∆ Laplacien sur L2([0, 1]) avec conditions au bord de Dirichlet

S Semigroupe engendré par ∆

Bκ, κ ≥ 0 Espaces de Sobolev fractionnaires associés à ∆ (Définition
7.2.1)

Q̂κx(I) Espace de processus contrôlés (Proposition 7.4.3)

y Solution du système (7.21) (cas Young) ou (7.59) (cas ru-
gueux)

yM,N Approximation de la solution via le schéma (7.25) (cas
Young) ou (7.61) (cas rugueux)

yM Approximation de Wong-Zakai du système (7.2) associée à
l’interpolation linéaire xM de x

Xx,M , Xxx,M Chemin rugueux discrétisé (Sous-sections 7.3.2 et 7.4.2)



Première partie

Retour sur le système différentiel

rugueux standard
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des

k-incréments

Les constructions que nous nous apprêtons à proposer, aussi bien pour l’équation de Vol-
terra que pour l’équation de la chaleur, s’inspirent largement de l’approche mise en avant par
Gubinelli [46] dans le cadre de l’étude du système rugueux standard :

dyit = σij(yt) dx
j
t , y0 = a ∈ R

d, (2.1)

où σ : Rd → L(Rm,Rd) est une application régulière et x : [0, T ] → R
m un bruit γ-höldérien,

pour un certain coefficient γ ∈ (0, 1). Aussi nous permettons-nous de consacrer ce premier
chapitre à la présentation des outils et concepts qui ont permis, dans [46], une compréhension
complète du système (2.1). Nous rappellerons notamment que l’interprétation de l’intégrale
∫ t
s σ

ij(yu) dx
j
u passe par une préalable dissection de l’intégrale (de Riemann)

∫ t
s σ

ij(yu) dx̃
j
u

lorsque x̃ est un processus différentiable (ou à variations bornées), comme la décomposition (1.5)
ébauchée dans l’introduction le suggérait. Ce travail de déconstruction s’effectue à l’aide de deux
opérateurs fondamentaux, l’opérateur d’incrément δ (voir Définition 2.1.2) et son inverse (en un
sens à préciser, voir Théorème 2.1.1) Λ, qui conférent à la démarche une tournure essentiellement
algébrique. Pour cette raison, la théorie des k-incréments est d’ailleurs également référencée sous
l’appellation théorie de l’intégration algébrique.

Une fois le système convenablement interprété, nous constaterons que sa résolution ne fait
quant à elle intervenir que des arguments de point fixe relativement standards, qui conduisent
à la mise en évidence d’une unique solution globale lorsque le champ de vecteurs σ est suffi-
samment régulier. Les propriétés de continuité du flot, qui constituent l’un des atouts majeurs
de la méthode rough paths, seront ensuite analysées en détail.

Ce premier chapitre est plus exactement divisé en trois sections :
– La première section est dédiée à la définition des deux opérateurs δ et Λ que nous venons

d’évoquer, ainsi qu’à l’énoncé de quelques unes de leurs propriétés. Au cours de cette pré-
sentation sera précisée la notion de régularité höldérienne pour un processus de plusieurs
variables, notion dont nous ferons usage tout au long du chapitre.

– La seconde section verra la construction de l’intégrale rugueuse
∫ t
s yu dxu, ou plus exacte-

ment les différentes constructions suivant la valeur du coefficient de régularité höldérienne
γ de x. Apparaîtra ici le concept de processus contrôlé (Définitions 2.2.4 et 2.2.9), au centre
de la théorie des k-incréments, et qui sera repris dans les chapitres suivants.
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– La troisième section viendra ensuite résumer les résultats d’existence et d’unicité d’une
solution pour le système (2.1), établis dans [46]. Nous reviendrons en détail sur les pro-
priétés de continuité de cette solution vis-à-vis du processus x et de la condition initiale
a (Théorème 2.3.1).

On fixe, et ce pour tout le chapitre, un horizon T fini.

2.1 Quelques outils

La théorie met en scène des processus continus de 1, 2 ou 3 variables temporelles. On définit
plus généralement :

Définition 2.1.1. Soit (V, ‖.‖) un espace vectoriel normé et I un intervalle inclus dans [0, T ].
Pour tout k ∈ N

∗, on appelle k-incrément de I (à valeurs dans V ) toute fonction continue g
sur le simplexe

Sk = {(t1, . . . , tk) ∈ Ik : t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk},
à valeurs dans V , et telle que gt1t2...tk = 0 s’il existe deux indices i 6= j pour lesquels ti = tj.
L’ensemble des k-incréments de I à valeurs dans V sera noté Ck(I;V ).

Par exemple, si x : [0, T ] → R
m est un processus différentiable, l’intégrale itérée d’ordre n

x
n, définie par la relation itérative (1.3), est un 2-incrément à valeurs dans le produit tensoriel
(Rm)⊗n.

2.1.1 L’opérateur d’incrément δ

Il s’agit du premier objet fondamental associé au formalisme des k-incréments.

Définition 2.1.2. Soit (V, ‖.‖) un espace vectoriel normé et I un intervalle inclus dans [0, T ].
On appelle opérateur d’incrément la suite δ = (δk)k∈N∗ d’opérateurs définie par : pour tout
k ∈ N

∗,

δk : Ck(I;V )→ Ck+1(I;V ) , (δkg)t1...tk+1
=

k+1
∑

i=1

(−1)igt1...t̂i...tk+1
,

où la notation t̂i signifie que la i-ème variable ti est omise. Pour davantage de clarté, nous
noterons δ pour δk, et ce pour tout k ∈ N

∗, l’indice k étant de toute façon implicitement
déterminé par la nature de l’incrément auquel l’opérateur est appliqué.

Ainsi, si g ∈ C1(I;V ), δg ∈ C2(I;V ) est simplement donné par (δg)st = gt − gs pour tous
s ≤ t ∈ I, tandis que si h ∈ C2(I;V ), δh ∈ C3(I;V ) est défini par

(δh)sut = hst − hsu − hut pour tous s ≤ u ≤ t ∈ I. (2.2)

Si l’intérêt porté à l’opérateur (ou plutôt la notation) δ1 semble évident dans le cadre de la
manipulation de fonctions höldériennes, l’extension de cet opérateur à des processus de plusieurs
variables peut a priori laisser perplexe. Observez cependant qu’une fois munis de la définition
(2.2), la relation de Chasles s’écrit par exemple : si x et z sont deux processus réguliers et si
hst :=

∫ t
s zu dxu (pour tous s < t), alors δh = 0. C’est ce type de raisonnement algébrique

élémentaire qui sera mis à contribution au cours de l’étude. Rappelons à présent la propriété
fondamentale de l’opérateur δ (voir [46]) :
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Proposition 2.1.3. δ est un opérateur de cohomologie, c’est-à-dire δδ = 0. Plus précisément,
la cohomologie induite par δ est exacte, autrement dit Im δk = Ker δk+1.

Ce résultat signifie en particulier que pour tout élément h ∈ Ck(I;V ) tel que δh = 0, il
existe un processus f ∈ Ck−1(I;V ) (non unique) tel que h = δf (par exemple, si I = [a, b],
ft1...tk−1

= hat1...tk−1
).

Munissons-nous dès maintenant d’une convention notationnelle pratique lorsqu’apparaissent
des produits d’incréments, et qui restera en vigueur dans le reste du mémoire :

Définition 2.1.4. Soient V et W deux espaces normés et I un intervalle inclus dans [0, T ]. Si
g ∈ Ck(I;L(V,W )) et h ∈ Cl(I;W ), pour k, l ∈ N

∗, le produit gh est défini comme le (k+ l−1)-
incrément (à valeurs dans W ) donné par la formule : pour tous t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk+l−1,

(gh)t1...tk+l−1
= gt1...tkhtktk+1...tk+l−1

. (2.3)

Avec cette convention, le théorème de Riemann-Stieltjes s’écrit par exemple : si x est à
variations bornées et si y est continu,

∫ T

0
yu dxu = lim

|∆|→0

∑

ti∈∆

(y δx)titi+1 ,

où ∆ = {0 = t0 < t1 < . . . < tn = T} est une partition de [0, T ] dont le pas tend vers 0.

Bien qu’élémentaires, les relations algébriques suivantes, qui rendent compte du comporte-
ment de l’opérateur δ vis-à-vis de cette structure produit, se révéleront utiles au cours de la
construction de l’intégrale rugueuse :

Proposition 2.1.5. L’opérateur δ satisfait les règles de différentiation :

1. Si g, h sont deux éléments de C1, alors

δ(gh) = δg h+ g δh. (2.4)

2. Si g ∈ C1 et h ∈ C2, alors

δ(gh) = δg h+ g δh, δ(hg) = δh g − h δg. (2.5)

Démonstration. Montrons simplement (2.4), les autres relations étant tout aussi triviales : si
g, h ∈ C1, alors

[δ(gh)]ts = gtht − gshs = (gt − gs)ht + gs(ht − hs) = (δg)stht + gs(δh)st,

ce qui, avec la définition 2.1.4 ci-dessus, correspond à l’assertion.

2.1.2 Espaces höldériens

Au concept très général de processus à p-variation finie utilisé dans [68] ou [41], Gubinelli
substitue une formulation plus élémentaire en vue de quantifier la notion de régularité pour
des processus de 2 ou 3 variables. Cette formulation, qui étend de façon naturelle la définition
classique des fonctions höldériennes à une variable, va (entre autres) permettre une analyse
rigoureuse de la régularité des termes qui composent les développements tels que (1.4).
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Définition 2.1.6. Soit (V, ‖.‖) un espace normé, I un intervalle inclus dans [0, T ] et α, β, µ

des paramètres positifs. On définit Cα1 (I;V ), Cα2 (I;V ) et C(α,β)3 (I;V ) par les formules :

Cα1 (I;V ) = {h ∈ C1(I;V ) : N [h; Cα1 (I;V )] := sup
s<t∈I

‖(δh)st‖
|t− s|α <∞},

Cα2 (I;V ) = {h ∈ C2(I;V ) : N [h; Cα2 (I;V )] := sup
s<t∈I

‖hst‖
|t− s|α <∞},

C(α,β)3 (I;V ) = {h ∈ C3(I;V ) : N [h; C(α,β)3 (I;V )] := sup
s<u<t∈I

‖hsut‖
|t− u|α |u− s|β

<∞}.

Enfin, on pose Cµ3 (I;V ) := ⊕0≤α≤µC(α,µ−α)3 (I;V ), et l’on munit ce dernier espace de la norme

N [h; Cµ3 (I;V )] = inf

{

∑

i

N [yi; C(αi,µ−αi)3 (I;V ), y =
∑

i

yi

}

.

Il est par exemple immédiat que si g ∈ Cα2 (I;L(V,W )) et h ∈ Cβ2 (I;V ), alors le produit gh,
tel qu’il est défini par (2.3), est un élément de Cα+β3 (I;W ).

Remarque 2.1.7. Définie de cette façon, N [.; Cα1 (I;V )] n’est bien entendu qu’une semi-norme
sur Cα1 (I;V ), et l’on aura plutôt recours, par la suite, à la norme :

N [.; C0,α1 (I;V )] := N [.; C01(I;V )] +N [.; Cα1 (I;V )], où N [h; C01(I;V )] := sup
t∈I

‖ht‖.

Remarque 2.1.8. Lorsque l’intervalle de temps I (resp. l’espace V ) considéré est clairement
déterminé par le contexte, on utilisera régulièrement le raccourci Cαk (V ) := Cαk (I;V ) (resp.
Cαk (I) := Cαk (I;V )). Suivant cette même idée, il nous arrivera d’écrire encore plus simplement
Cαk pour Cαk (I;V ).

2.1.3 L’opérateur Λ

Interrogeons-nous à présent sur les conditions requises en vue d’inverser l’opérateur δ2,
procédé qui constitue véritablement la pierre angulaire de toutes les constructions de la section
suivante, et qui s’appuie sur le résultat :

Théorème 2.1.1. On fixe un paramètre µ > 1. Pour tout h ∈ Cµ3 ([0, T ];V )∩ Im δ, il existe un
unique élément noté Λh ∈ Cµ2 ([0, T ];V ) tel que δ(Λh) = h. En outre,

‖Λh‖µ ≤ cµN [h; Cµ3 (V )], (2.6)

avec cµ = 2+2µ
∑∞

k=1 k
−µ. Cette assertion donne naissance à une application linéaire continue

Λ : Cµ3 ([0, T ];V ) ∩ Im δ → Cµ2 ([0, T ];V )

telle que

δΛ = IdCµ3 ([0,T ];V )∩Im δ et Λδ = IdCµ2 ([0,T ];V ) . (2.7)
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Démonstration. La preuve originale de ce résultat, basée sur le théorème de Stokes, se trouve
dans [46]. Nous fournissons ici une preuve plus élémentaire, qu’il sera facile d’adapter à des
contextes différents (voir le théorème 5.2.9). Pour plus de clarté dans les notations, on prend
T = 1.

Unicité. Soient M,M ′ ∈ Cµ2 tels que δM = δM ′ = h. En particulier, δ(M −M ′) = 0, et ainsi,
d’après la proposition 2.1.3, M −M ′ = δq, pour une certaine fonction q ∈ C1. Mais alors q ∈ Cµ1
avec µ > 1, donc q est constante, et par conséquent M =M ′.

Existence. Par hypothèse, nous savons qu’il existe B ∈ C2 tel que δB = h. Considérons à présent
la suite (πn)n des partitions dyadiques de [0, 1], définie par

πn = {0 = tn0 ≤ tn1 ≤ · · · ≤ tn2n = 1}, avec tni =
i

2n
,

et posons, pour tous s, t ∈ [0, 1],

Mn
st =











0 if πn ∩ (s, t) = ∅,
Bst −Bstnj −Btnj t si πn ∩ (s, t) = {tnj },
Bst −Bstnj −Btnl t −

∑l−1
i=j Btni tni+1

si πn ∩ (s, t) = {tnj ≤ · · · ≤ tnl }.
Il est facile de vérifier que l’application Mn : s, t 7→ Mn

st est continue sur [0, 1]2. Nous allons
montrer que la suite (Mn)n∈N converge dans l’espace C([0, 1]2;V ) des fonctions continues sur
[0, 1]2, muni de la norme N [· ; C02(V )] (N [y; C02(V )] = sups,t∈[0,1]‖yst‖V ).

Soient s, t ∈ [0, 1], n ∈ N. On note

πn ∩ (s, t) = {tnj ≤ tnj+1 ≤ · · · ≤ tnl }
= {tn+1

2j ≤ tn+1
2j+2 ≤ · · · ≤ tn+1

2l−2 ≤ tn+1
2l }, avec j ≤ l ≤ 2n.

Si s < tn+1
2j−1 et t ≤ tn+1

2l+1, alors

πn+1 ∩ (s, t) = {tn+1
2j−1 ≤ tn+1

2j ≤ tn+1
2j+1 ≤ · · · ≤ tn+1

2l−1 ≤ tn+1
2l },

et dans ce cas

Mn+1
st −Mn

st = (δB)stn+1
2j−1t

n+1
2j

+

l−1
∑

i=j

(δB)tn+1
2i tn+1

2i+1t
n+1
2i+2

,

ce qui, puisque δB = h, mène à

‖Mn+1
st −Mn

st‖V ≤ N [h; Cµ3 (V )]
(

1

2n+1

)µ

(1 + l − j).

On procède de la même façon dans les cas (s ≥ tn+1
2j−1, t > tn+1

2l+1), (s < tn+1
2j−1, t > tn+1

2l+1) et

(s ≥ tn+1
2j−1, t ≤ tn+1

2l+1), pour finalement obtenir

‖Mn+1
st −Mn

st‖V ≤ N [h; Cµ3 (V )]
(

1

2µ

)n+1

(2 + l − j)

≤ N [h; Cµ3 (V )]
2µ

{

2

(

1

2µ

)n

+

(

1

2µ−1

)n}

,

et ainsi

N [Mn+1 −Mn; C02(V )] ≤
N [h; Cµ3 (V )]

2µ

{

2

(

1

2µ

)n

+

(

1

2µ−1

)n}

.
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Dans la mesure où µ > 1, ceci prouve que la série
∑

nN [Mn+1−Mn; C02(V )] converge, et donc
∑

n(M
n+1−Mn) converge dans C([0, 1]2;V ) pour la norme N [· ; C02(V )], ce dernier espace étant

complet. Or, en invoquant le fait que M0 = 0, on a MN =
∑N−1

n=0 (M
n+1−Mn), ce qui entraîne

la convergence uniforme de MN vers un élément M ∈ C([0, 1]2;V ). Nous pouvons dès à présent
observer que pour tout n, Mn

tt = 0, d’où Mtt = 0, de telle sorte que M ∈ C2.
On fixe maintenant 0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ 1 et l’on note πn ∩ (s, u) = {tnj , . . . , tnl }, πn ∩ [u, t) =

{tnj′ , . . . , tnl′}, d’où πn ∩ (s, t) = {tnj , . . . , tnl } ∪ {tnj′ , . . . , tnl′}. De cette façon,

Mn
st = Bst −Bstnj −Btnl′ t −

l−1
∑

i=j

Btni tni+1
−
l′−1
∑

i=j′

Btni tni+1
−Btnl tnj′ .

Nous supposerons que tnj′ > u, le cas tnj′ = u conduisant à la même relation (2.8). Alors

Mn
st = Bst +



Bsu −Bstnj −Btnl u −
l−1
∑

i=j

Btni tni+1



+



But −Butn
j′
−Btn

l′
t −

l′−1
∑

i=j′

Btni tni+1





+Btnnu +Butn
j′
−Bsu −But −Btnl tnj′ ,

ce que l’on peut écrire sous la forme

Mn
st =Mn

su +Mn
ut + hsut − htnl utnj′ , (2.8)

Puisque h ∈ Cµ3 , on a limn→∞ htnl ut
n
j′
= 0, et ainsi, en faisant tendre n vers l’infini dans (2.8),

on obtient la relation algébrique escomptée, à savoir δM = h.

Montrons enfin que pour tous s, t ∈ [0, 1] et n ∈ N,

‖Mn
st‖V ≤ cµN [h; Cµ3 (V )] |t− s|µ , (2.9)

ce qui prouvera l’inégalité (2.6) et par là même, la régulière höldérienne de M . A cette fin,
fixons s, t ∈ [0, 1], n ∈ N. Si πn ∩ (s, t) = ∅, le résulat est évident. Si πn ∩ (s, t) = {tnj },
Mn
st = (δB)stnj t = hstnj t, d’où ‖Mn

ts‖V ≤ N [h; Cµ3 (V )] |t− s|µ ≤ cµN [h; Cµ3 (V )] |t− s|µ. Si
πn ∩ (s, t) = {tnj , . . . , tnl }, on choisit k ∈ {j + 1, . . . , l − 1} tel que

|tnk+1 − tnk−1| ≤
2

l − j − 1
|t− s| .

A ce stade, le critère de sélection que nous venons d’énoncer n’est pas très pertinent, dans la
mesure où les distances entre deux points successifs de πn sont égales. Ce critère ne prend en
fait véritablement sens que lors de l’itération de la procédure. Considérons en effet la nouvelle
partition π̂ = {tnj , . . . , tnk−1, tnk+1, . . . , t

n
l } et définissons M̂n

st suivant le même principe que Mn
st,

en utilisant π̂ au lieu de πn ∩ (s, t). Alors

Mn
st − M̂n

st = Btnk−1t
n
k+1
−Btnk−1t

n
k
−Btnk tnk+1

= htnk−1t
n
k t
n
k+1

,

et de ce fait

‖Mn
st − M̂n

st‖V ≤ N [h; Cµ3 (V )]
2µ

(l − j − 1)µ
|t− s|µ .

On itère ensuite le raisonnement jusqu’à épuisement de la partition, pour obtenir

‖Mn
st‖V ≤ N [h; Cµ3 (V )] |t− s|µ

(

2 + 2µ
l−j−1
∑

k=1

1

kµ

)

≤ cµN [h; Cµ3 (V )] |t− s|µ .
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Le lien entre cet opérateur Λ et une vision plus classique de la théorie de l’intégration
exprimée à l’aide de sommes de Riemann (éventuellement corrigées) sera donné par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.1.9. Soit g ∈ C2(V ) tel que δg ∈ Cµ3 avec µ > 1. Si δf := (Id−Λδ)g, alors

(δf)st = lim
|∆st|→0

∑

ti∈∆st

gtiti+1 ,

où ∆st = {t0 = s, . . . , tn = t} est une partition de [s, t] dont le pas |∆st| tend vers 0.

Démonstration. Il suffit d’écrire

(δf)ts =
∑

ti∈∆st

(δf)titi+1 =
∑

ti∈∆st

gtiti+1 −
∑

ti∈∆st

Λtiti+1(δg),

et d’observer que
∥

∥

∥

∑

ti∈∆st

Λti+1ti(δg)
∥

∥

∥

V
≤
∑

ti∈∆st

‖Λtiti+1(δg)‖V ≤ N [Λ(δg); Cµ2 (V )] |∆st|µ−1 |t− s| ,

donc lim|∆st|→0

∑

ti∈∆st
Λti+1ti(δg) = 0.

2.2 Construction de l’intégrale rugueuse

Comme nous l’avons rappelé en introduction, la construction de l’intégrale rugueuse

∫ t

s
ziju dx

j
u,

lorsque x et z sont deux processus höldériens à valeurs respectivement dans Rm et Rd,m, dépend
de façon substantielle de la régularité des deux processus.

Remarque 2.2.1. Lors de cette construction, il faudra garder à l’esprit le fait que la définition
recherchée devra permettre l’interprétation du système (2.1), ce qui signifie en particulier (même
si l’argument est pour l’instant un peu heuristique) que le coefficient de régularité höldérienne
κ de l’intégrant z ne pourra excéder celui de x (noté, comme jusqu’à présent, γ). En toute
logique, si y est solution de (2.1), l’intégrant z = σ(y) devrait même hériter de la régularité
de x. Cette première remarque coupe ainsi court à toute possibilité d’interprétation via un
argument d’intégration par parties, c’est-à-dire une définition du type

∫ t

s
ziju dxu :=

{

zijt x
j
t − zijs xjs

}

−
∫ t

s
dziju x

j
u.

2.2.1 Le cas Young (γ > 1/2)

Supposons pour l’instant les processus x et z différentiables. L’intégrale
∫ t
s z

ij
u dx

j
u est alors

interprétée comme l’intégrale de Lebesgue
∫ t
s z

ij
u dx

j
u =

∫ t
s z

ij
u ẋ

j
u du. Observons à présent la

décomposition élémentaire :

∫ t

s
ziju dx

j
u = zijs

∫ t

s
dxju +

∫ t

s
(ziju − zijs ) dxju = zijs (δx

j)st +

∫ t

s
(δzij)su dx

j
u. (2.10)
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En notant rist :=
∫ t
s (δz

ij)su dx
j
u, il n’est pas difficile de vérifier que (δri)sut = −(δzij)su(δxj)ut,

tandis que
∣

∣rist
∣

∣ ≤ ‖ż‖∞,[0,T ]‖ẋ‖∞,[0,T ] |t− s|2. Ces deux relations permettent d’écrire, grâce à
la seconde égalité de (2.7),

rist = Λst
(

δri
)

= −Λst
(

(δzij)(δxj)
)

.

En revenant à (2.10), on déduit la décomposition :

∫ t

s
ziju dx

j
u = zijs (δx

j)st − Λst
(

(δzij)(δxj)
)

. (2.11)

C’est à partir de ce type d’expression qu’apparaissent les possibilités d’extension de l’intégrale
à des processus x et z moins réguliers. En effet, si l’on se réfère au théorème 2.1.1, le terme
Λ
(

(δzij)(δxj)
)

fait sens dès que (δzij)(δxj) ∈ Cµ3 (I;Rd), pour un certain coefficient µ > 1.
C’est en particulier le cas si z ∈ Cκ1 (I;Rd,m) et x ∈ Cγ1 (I;Rm), avec κ ≤ γ tels que κ+ γ > 1.

Proposition 2.2.2 ([46]). Soient z ∈ Cκ1 (I;Rd,m) et x ∈ Cγ1 (I;Rm), avec 1/2 < κ ≤ γ. On
définit l’intégrale rugueuse J (zij dxj) par la formule : pour tous s < t ∈ I,

Jts(zij dxj) = zijs (δx
j)st − Λst

(

(δzij)(δxj)
)

. (2.12)

Alors :

– J (zij dxj) est bien défini en tant qu’élément de Cγ2 (I;Rd) via le théorème 2.1.1, et il existe
A ∈ Cγ1 (I;Rd), unique à une constante près, tel que δAi = J (zij dxj).

– Jst(zij dxj) coïncide avec l’intégrale de Riemann
∫ t
s z

ij
u dx

j
u quand x est un processus

régulier.
– On dispose de l’estimation :

N [J (z dx); Cγ2 (I;Rd)]
≤
{

N [z; C01(I;Rd,m)] + |I|κN [z; Cκ1 (I;Rd,m)]
}

N [x; Cγ1 (I;Rm)]. (2.13)

– Pour tous s < t ∈ I, l’intégrale Jst(zij dxj) peut être décrite par la formule :

Jst(zij dxj) = lim
|∆st|→0

∑

tk∈∆st

(zij δxj)tktk+1
, (2.14)

pour toute partition ∆st = {s = t0 < . . . < tn = t} de [s, t] dont le pas tend vers 0.

L’estimation (2.13) est une conséquence directe de la propriété de contraction (2.6). Quant
à (2.14), il suffit d’appliquer le corollaire (2.1.9), en remarquant le fait que

J (zij dxj) = (Id−Λδ)(zij δxj).

Remarque 2.2.3. Ce cas de figure est souvent désigné comme le cas Young, en référence à
l’article [106], dans lequel l’auteur établit, de façon plus directe, la convergence de la somme de
Riemann (2.14). Par analogie, les constructions qui, dans la suite du mémoire, n’impliqueront
que des développements à l’ordre un, seront elles aussi référencées sous cette appellation.
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2.2.2 Le cas γ ∈ (1/3, 1/2]

Si z et x sont γ-höldériens avec γ ∈ (1/3, 1/2], la décomposition (2.11) ne permet plus
d’étendre la définition de l’intégrale à ces deux processus : un développement plus sophistiqué
de l’intégrale (lorsque x et z sont réguliers) est alors nécessaire.

Surviennent ici deux idées fondamentales, caractéristiques de la méthode rough paths.

La première idée consiste à ne plus envisager l’intégration de processus z ∈ Cγ1 (I;Rd,m)
quelconques, mais d’une classe plus spécifique de processus liés à x, appelée classe des processus
contrôlés. Afin d’identifier la structure en question, rappelons-nous que l’intégrale rugueuse est
avant tout construite en vue de l’interprétation du système yit − yis =

∫ t
s σ

ij(yu) dx
j
u, puis de

sa résolution via un argument de point fixe. De cette façon, la solution y (potentielle) devra
elle-même appartenir à l’ensemble que nous cherchons à cerner. Un développement à l’ordre un
de l’intégrale

∫ t
s σ(yu) dxu incite à envisager la classe de processus suivante :

Définition 2.2.4. Soit I un intervalle de [0, T ] et x ∈ Cγ1 (I;Rm) avec γ > 1/3. Pour tout
l ∈ N

∗, pour tout η > γ, on dit que y ∈ C1(I;Rl) est un processus (γ, η)-contrôlé (par x) sur I,
à valeurs dans R

l, si ses incréments δy se décomposent sous la forme : pour tous s < t ∈ I,

(δyi)st = yx,ijs (δxj)st + y♯,ist , avec yx ∈ Cη−γ1 (I;Rl,m) et y♯ ∈ Cη2 (I;Rl). (2.15)

L’ensemble des processus (γ, η)-contrôlés (par x) sera noté Qγ,ηx (I;Rl), et l’on pose, si δy admet
la décomposition (2.15),

N [y;Qγ,ηx (I;Rl)] := N [y; Cγ1 (I;Rl)] +N [yx; C0,η−γ1 (I;Rl,m)] +N [y♯; Cη2 (I;Rl)], (2.16)

N [y;Q0,γ,η
x (I;Rl)] := N [y; C01(I;Rl)] +N [y;Qγ,ηx (I;Rl)]. (2.17)

On définit ensuite Qγ,ηx (I;Rk,l) (k ∈ N
∗) comme l’ensemble des processus y ∈ C1(I;Rk,l) tels

que yi = yi. ∈ Qγ,ηx (I;Rl) pour tout i = 1, . . . , k, et l’on associe aux éléments de cet ensemble
la quantité

N [y;Qγ,ηx (I;Rk,l)] :=
k
∑

i=1

N [yi;Qγ,ηx (I;Rl)].

Enfin, on notera plus simplement Qγx(I;Rl) := Qγ,2γx (I;Rl) et Qγx(I;Rk,l) := Qγ,2γx (I;Rk,l).

Remarque 2.2.5. La décomposition (2.15) n’étant pas nécessairement unique, un processus
contrôlé correspond plus exactement à la donnée d’un couple (y, yx) ∈ Cγ1 (I;Rl)×Cη−γ1 (I;Rl,m)

tel que δy − yx(δx) ∈ Cη2 (I;Rl). La norme N [y;Q0,γ
x (I;Rl)] = N [(y, yx);Q0,γ

x (I;Rl)] fait de cet
ensemble un espace de Banach.
Dans un souci de clarté, nous ne mentionnerons pas systématiquement la seconde composante
yx de façon explicite, et résumerons ainsi (y, yx) à y. Nous reviendrons sur l’aspect quelque peu
artificiel de cet "enrichissement" du processus à travers la remarque 2.3.2.

Remarque 2.2.6. L’estimation suivante, immédiate à partir de la décomposition (2.15), sera
plusieurs fois mise à contribution par la suite : si I = [l1, l2], alors pour tout y ∈ Qγx(I;Rl),

N [y; Cγ1 (I;Rl)] ≤ {1 +N [x; Cγ1 (I;Rm)]}
{

∣

∣yxl1
∣

∣+ |I|γ N [y;Qγx(I;Rl)]
}

. (2.18)

Si cette classe de processus présente tant d’intérêt, c’est d’abord en raison de sa stabilité
vis-à-vis de l’opération de composition avec une application σ régulière :
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Proposition 2.2.7 ([46]). Soit I = [l1, l2] un intervalle de [0, T ]. Si y ∈ Qγx(I;Rd) et σ ∈
C2,b(Rd;Rd,m), alors σ(y) ∈ Qγx(I;Rd,m). Plus exactement, δσij(y) = σ(y)x,ijk(δxk) + σ(y)♯,ij,
avec

σ(y)x,ijks = ∂lσ
ij(ys)y

x,lk
s , σ(y)♯,ijst =

[

δ(σij(y))st − ∂lσij(ys)(δyl)st
]

+ ∂lσ
ij(ys)y

♯,l
st ,

et l’on dispose de l’estimation :

N [σ(y);Qγx(I;Rd,m)] ≤ c1σ

{

1 +N [y;Qγx(I;Rd)]2
}

, (2.19)

avec c1σ = c1(1 + ‖σ‖∞ + ‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞). En outre, si y, ỹ ∈ Qγx(I;Rd) avec yl1 = ỹl1, et
si σ ∈ C3,b(Rd;Rd,m), alors

N [σ(y)− σ(ỹ);Qγx(I;Rd,m)]
≤ c2σ

{

1 +N [y;Qγx(I;Rd)]2 +N [ỹ;Qγx(I;Rd)]2
}

N [y − ỹ;Qγx(I;Rd)], (2.20)

avec c2σ = c2(1 + ‖σ‖∞ + ‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞ + ‖D3σ‖∞).

Démonstration. Il s’agit d’arguments de calcul différentiel standards. Par exemple, avec les
hypothèses de la proposition, en écrivant

δ(σij(y))st − ∂lσij(ys)(δyl)st =
∫ 1

0
dr r

∫ 1

0
dr′ ∂k∂lσ

ij(ys + rr′(δy)st) (δy
l)st(δy

k)st,

on obtient
∣

∣

∣

[

δ(σij(y))st − ∂lσij(ys)(δyl)st
]

−
[

δ(σij(ỹ))st − ∂lσij(ỹs)(δỹl)st
]∣

∣

∣

≤
∫ 1

0
dr

∫ 1

0
dr′

∣

∣∂k∂lσ
ij(ys + rr′(δy)st)− ∂k∂lσij(ỹs + rr′(δỹ)st)

∣

∣

∣

∣

∣
(δyl)st(δy

k)st

∣

∣

∣

+

∫ 1

0
dr

∫ 1

0
dr′

∣

∣∂k∂lσ
ij(ỹs + rr′(δỹ)st)

∣

∣

∣

∣

∣
(δyl)st(δy

k)st − (δỹl)st(δỹ
k)st

∣

∣

∣

≤ cσ |t− s|2γ
{

1 +N [y; Cγ1 (I;Rd)]2 +N [ỹ; Cγ1 (I;Rd)]2
}

N [y − ỹ; Cγ1 (I;Rd)].

Les autres estimations découlent du même type de raisonnement.

Revenons à présent à la décomposition (2.10) de l’intégrale lorsque x et z sont réguliers,
et supposons en outre que z appartienne à Qγx(I;Rd,m), autrement dit que ses incréments
admettent une décomposition de la forme

δzij = zx,ijk(δxk) + z♯,ij , avec zx ∈ Cγ1 (I;Rd,m,m) et z♯ ∈ C2γ2 (I;Rd,m). (2.21)

On obtient dans ce cas :
∫ t

s
ziju dx

j
u = zijs (δx)st + zx,ijks

(
∫ t

s
(δxk)sudx

j
u

)

+

∫ t

s
z♯,ijsu dxju. (2.22)

Avec les notations (1.3) présentées dans l’introduction, (2.22) s’écrit encore

∫ t

s
ziju dx

j
u = zijs x

1,j
st + zx,ijks x

2,kj
st + rist, (2.23)
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avec

rist =

∫ t

s
z♯,ijsu dxju =

∫ t

s
ziju dx

j
u − zijs x

1,j
st − zx,ijks x

2,kj
st .

A partir de cette dernière expression, il est ensuite facile de montrer, en utilisant la propriété
(2.5), puis les deux relations δx1,j = 0 et δx2,kj = x

1,k
x

1,j (directement vérifiables), que

(δri)sut = (δzij)sux
1,j
ut + (δzx,ijk)su x

2,kj
ut − zx,ijks (x1,k

su x
1,j
ut )

= z♯,ijsu x
1,j
ut + (δzx,ijk)su x

2,kj
ut .

Comme dans le cas Young, on déduit alors :
∫ t

s
ziju dx

j
u = zijs x

1,j
st + zx,ijks x

2,kj
st + Λst

(

z♯,ij x1,j + δzx,ijk x2,kj
)

. (2.24)

A travers ce raisonnement apparaît l’autre idée fondamentale à la base de l’approche rough
paths (dans le cas γ ∈ (1/3, 1/2]) : pour être en mesure d’étendre la décomposition (2.24), et
par là même l’intégrale

∫ t
s z

ij
u dx

j
u, à des processus x et z moins réguliers, il suffit de justifier

l’existence de l’intégrale itérée x
2
st =

∫ t
s (δx)su ⊗ dxu. Plus exactement :

Hypothèse 1. Si x ∈ Cγ1 (I;Rm) avec γ ∈ (1/3, 1/2], on admet que l’on peut construire un

processus x
2 ∈ C2γ2 (I;Rm,m) tel que δx2 = x

1 ⊗ x
1, où x

1
st := (δx)st. L’ensemble x = (x1,x2)

est alors appelé 2-rough path au-dessus de x, et l’on notera, dans un souci de concision,

‖x‖γ := N [x1; Cγ2 (I;Rm)] +N [x2; C2γ2 (I;Rm,m)].

Sous cette condition, et si z ∈ Qγx(I;Rd,m) avec γ > 1/3, le terme z♯,ij x1,j+δzx,ijk x2,kj qui
apparaît dans (2.24) satisfait les critères algébrique et analytique du théorème 2.1.1. Il devient
ainsi possible de prolonger cette décomposition et ainsi définir :

Proposition 2.2.8 ([46]). Soit I = [l1, l2] un intervalle de [0, T ]. Sous l’hypothèse 1, on définit,
pour tout z ∈ Qγx(I;Rd,m) admettant la décomposition (2.21), l’intégrale J (zij dxj) par la
formule : pour tous s < t ∈ I,

Jst(zij dxj) = zijs x
1,j
st + zx,ijks x

2,kj
st + Λst

(

z♯,ij x1,j + δzx,ijk x2,kj
)

. (2.25)

Alors :
– J (zij dxj) est bien défini via le théorème 2.1.1 et il existe un processus contrôlé A ∈
Qγx(I;Rd), unique à une constante près, tel que δAi = J (zij dxj).

– Jst(zij dxj) coïncide avec l’intégrale de Riemann
∫ t
s z

ij
u dx

j
u quand x est un processus

régulier.
– On dispose de l’estimation :

N [A;Qγx(I;Rd)] ≤ c {1 + ‖x‖γ}
{

N [z; C01(I;Rd,m)] +
∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γ N [z;Qγx(I;Rd,m)]
}

.

(2.26)
– L’intégrale Jst(zij dxj) peut être décrite par la formule :

Jst(zij dxj) = lim
|∆st|→0

∑

tl∈∆st

(

zij x1,j + zx,ijk x2,kj
)

tltl+1

, (2.27)

pour toute partition ∆st = {s = t0 < . . . < tn = t} de [s, t] dont le pas tend vers 0.
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Démonstration. On a δAi = Ax,ijx1,j+A♯,i, avecAx,ij := zij etA♯,ij := zx,ijkx2,kj+Λ(z♯,ijx1,j+
δzx,ijkx2,kj). D’après (2.18),

N [Ax; C0,γ1 (I;Rd,m)] = N [z; C0,γ1 (I;Rd,m)]

≤ N [z; C01(I;Rd,m)] + {1 + ‖x‖γ}
{

∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γ N [z;Qγx(I;Rd,m)]
}

.

Ensuite,

N [zx,ijkx2,kj ; C2γ2 (I;R)] ≤ ‖x‖γN [zx; C01(I;Rd,m,m)] ≤ ‖x‖γ
{

∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γ N [z;Qγx(I;Rd,m)]
}

,

et enfin, grâce à la propriété de contraction (2.6),

N [Λ(z♯,ijx1,j + δzx,ijkx2,kj); C2γ2 (I;R)] ≤ |I|γ N [z♯,ijx1,j + δzx,ijkx2,kj ; C3γ3 (I;R)]

≤ 2 |I|γ ‖x‖γN [z;Qγx(I;Rd,m)].

Ces trois estimations aboutissent à (2.26). Comme dans le cas Young, la relation (2.27) est une
conséquence directe du corollaire 2.1.9, en remarquant l’égalité

J (zij dxj) = (Id−Λδ)(zij x1,j + zx,ijk x2,kj).

L’écriture (2.27) de l’intégrale comme limite d’une somme sur les points d’une partition
dont le pas tend vers 0, offre un point de vue peut-être plus facile à appréhender sur cette
construction : pour définir l’intégrale rugueuse lorsque γ ∈ (1/3, 1/2], il suffit de corriger le
terme principal de la somme de Riemann usuelle (zij x1,j) à l’aide d’un terme d’ordre 2 qui
fait intervenir l’aire de Lévy du processus (zx,ijk x2,kj). La décomposition (2.25) (à l’aide de Λ)
permet toutefois une manipulation plus aisée de l’intégrale, ne serait-ce que pour établir, via
la propriété de contraction (2.6), l’estimation (2.26).

Notez enfin que la proposition (2.2.8) fournit une justification supplémentaire en faveur de
l’utilisation de l’espace Qγx. En effet, non seulement cette dernière structure est invariante lors
de la composition avec une application σ régulière (Proposition 2.2.7), mais elle reste également
stable lors du processus d’intégration, ce que l’on peut résumer à travers le schéma élémentaire :

Qγx(I;Rd) Prop.2.2.7−→ Qγx(I;Rd,m) Prop.2.2.8−→ Qγx(I;Rd)
y 7−→ σ(y) 7−→ J (σ(y) dx).

Le système (2.1) est ainsi bien défini dans l’espace Qγx(I;Rd) et l’on est en droit d’envisager
sa résolution au sein de cet ensemble par un argument de point fixe (voir la section suivante).

2.2.3 Vers des processus moins réguliers

Si le coefficient de régularité höldérienne γ de x est inférieur à 1/3, la formule (2.25) perd à
son tour sens, le terme auquel on souhaiterait appliquer Λ (c’est-à-dire z♯,ij x1,j + δzx,ijk x2,kj)
ne présentant (au mieux) qu’une régularité 3γ < 1. Un développement de l’intégrale (régulière)
∫ t
s z

ij
u dx

j
u à un ordre supérieur est alors requis.

Pour mener à bien ce développement, puis étendre la décomposition obtenue à des processus
x et z irréguliers, on reprend les ingrédients qui font le succès de la méthode dans le cas
γ ∈ (1/3, 1/2], à savoir :
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– L’identification d’un espace de processus contrôlés stable vis-à-vis de la composition et du
procédé d’intégration. La complexité de la structure en question est bien entendu amenée
à croître lorsque la régularité de x décroît.

– L’hypothèse d’existence d’intégrales itérées issues de x.
Nous nous contenterons ici de résumer le résultat issu de cette démarche lorsque γ ∈

(1/4, 1/3]. Une formulation beaucoup plus générale (pour γ ∈ (0, 1) quelconque) est conte-
nue dans l’article [49] de Gubinelli.

Hypothèse 2. Si x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm) avec γ ∈ (1/4, 1/3], on admet que l’on peut construire,

à partir de x, deux processus x
2 ∈ C2γ2 ([0, T ];Rm,m) et x

3 ∈ C3γ2 ([0, T ];Rm,m,m) tels que les
relations algébriques suivantes soient vérifiées :

δx2 = x
1 ⊗ x

1 , δx3 = x
2 ⊗ x

1 + x
1 ⊗ x

2 , x
2 + (x2)∗ = x

1 ⊗ x
1,

où l’on a noté (x2)∗ la transposée de x
2 et x1 := δx.

Définition 2.2.9. Sous l’hypothèse 2, pour tout l ∈ N
∗, on dit que y ∈ C1(I;Rl) est un

processus γ-contrôlé (par x) sur I, à valeurs dans R
l, si l’on peut mettre en évidence les deux

développements :

δzi = yx,ijx1,j + yxx,ijkx2,kj + y♯,i , δyx,ij = yxx,ijkx1,k + yx,♯,ij , (2.28)

avec yx ∈ Cγ1 (I;Rl,m), yxx ∈ Cγ1 (I;Rl,m,m), y♯ ∈ C3γ2 (I;Rl) et enfin yx,♯ ∈ C2γ2 (I;Rl,m).
On note encore Qγx(I;Rl) l’ensemble de ces processus, et Qγx(I;Rk,l) l’ensemble des processus
dont les k composantes appartiennent à Qγx(I;Rl).

Proposition 2.2.10. Si y ∈ Qγx(I;Rd) et σ ∈ C3,b(Rd;Rd,m), alors z := σ(y) ∈ Qγx(I;Rd,m).
On définit ensuite l’intégrale J (zij dxj) par la formule :

J (zij dxj)
= zij x1,j + zx,ijk x2,kj + zxx,ijkl x3,lkj + Λ

(

z♯,ij x1,j + zx,♯,ijl x2,kj + δzxx,ijkl x3,lkj
)

.

Cette construction coïncide avec l’intégrale de Riemann
∫

zij dxj lorsque x est régulier, et il
existe un processus A ∈ Qγx(I;Rd), unique à une constante près, tel que δAi = J (zij dxj).

Remarque 2.2.11. Dans le reste de ce chapitre, mais aussi dans les chapitres qui suivent, nous
nous concentrerons quasi-exclusivement sur le cas γ > 1/3, en distinguant le cas Young (γ >
1/2) et le cas que l’on qualifiera de rugueux (γ ∈ (1/3, 1/2]). Seule la section 6.6 évoquera
l’éventualité d’un bruit x γ-höldérien avec γ ∈ (1/4, 1/3], en faisant intervenir une structure de
processus contrôlés d’ordre 2 proche de (2.28).

2.3 Résolution du système

Les constructions mises en avant dans la section précédente sont suffisament souples et
générales pour permettre la résolution du système (2.1). C’est l’objet du résultat suivant, que
nous énonçons, dans un souci de concision, pour γ > 1/3 seulement.

Théorème 2.3.1. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm) (γ > 1/3) un processus satisfaisant l’hypothèse 1, et
σ ∈ C3,b(Rd,Rd,m). Sous ces conditions :
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1. Le système (2.1), interprété grâce aux propositions 2.2.7 et 2.2.8, admet une unique solu-
tion y ∈ Qγx([0, T ];Rd). Il existe en outre une fonction polynômiale P = PT,γ :→ R

+ telle
que

N [y;Qγx([0, T ];Rd) ≤ P (‖x‖γ) . (2.29)

2. L’application d’Itô

Fγ : R
d × Cγ2 ([0, T ];Rm)× C2γ2 ([0, T ];Rm,m)→ Cγ1 ([0, T ];Rd),

qui, à toute condition initiale a ∈ R
d et tout 2-rough path x = (x1,x2), associe l’unique

solution de (2.1) dans Qγx([0, T ];Rd), est localement lipschitzienne relativement à la to-
pologie höldérienne. Plus précisement : il existe une fonction K = KT,γ : (R

+)2 → R
+,

croissante par rapport à chacun de ses arguments, telle que

N [Fγ(a,x1,x2)− Fγ(ã, x̃1, x̃2); C0,γ1 ([0, T ];Rd)]

≤ K(‖x‖γ , ‖x̃1‖γ)
{

|a− ã|+N [x1 − x̃
1; Cγ2 ([0, T ];Rm)] +N [x2 − x̃

2; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)]
}

.

(2.30)

Remarque 2.3.1. L’inégalité (2.29) implique en particulier

|(δy)st − σ(ys)(δx)st| ≤ |t− s|2γ P (‖x‖γ), (2.31)

estimation qui sera utilisée dans la preuve du lemme 3.2.7.

Remarque 2.3.2. L’estimation (2.30) vient suggérer une définition équivalente de la notion de
solution pour le système rugueux (2.1), plus en accord avec le point de vue de [41] : Un processus
y ∈ Cγ1 ([0, T ];Rd) est solution de (2.1) si, pour toute suite de processus différentiables xn qui
tend vers x au sens des 2-rough paths, c’est-à-dire

N [x1 − x
1,n; Cγ2 ([0, T ];Rm)] +N [x2 − x

2,n; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)]
n→∞−→ 0, (2.32)

la suite des solutions yn du système (régulier) dyn,it = σij(ynt ) dx
n
t , y

n
0 = a, converge vers y

dans C0,γ1 ([0, T ];Rd).
De prime abord, cette seconde formulation peut sembler plus commode, voire plus naturelle,
car elle ne fait plus intervenir la structure intermédiaire des processus contrôlés. En cela, elle
masque cependant toute la spécificité du processus de résolution que nous nous apprêtons à
développer, et qui lui met en scène les espaces Qγx dans le cadre d’arguments de point fixe.
Pour cette raison, nous avons privilégié une première interprétation en termes d’intégration de
processus contrôlés, point de vue qui sera d’ailleurs repris dans les chapitres suivants. Notez
que cette approche permet en outre d’envisager des trajectoires rugueuses non géométriques,
c’est-à-dire des trajectoires pour lesquels l’existence d’une suite d’approximation xn vérifiant
(2.32) n’est pas assurée. Nous ne chercherons cependant pas à approfondir cette nuance.

Cette formulation du résultat de continuité des solutions affine très légèrement l’énoncé
original de [46], en affranchissant la constante de Lipschitz qui apparaît dans (2.30) de sa
dépendance vis-à-vis de y = Fγ(a,x

1,x2) et ỹ = Fγ(ã, x̃
1, x̃2) via l’estimation (2.29). Pour cette

raison, mais aussi pour donner une idée des arguments mis à contribution dans l’établissement
de ce type d’estimation, nous nous permettons de revenir sur les grandes lignes de la preuve
du théorème. Notez qu’un résultat tout à fait similaire est démontré dans [41] (pour un rough
path d’ordre quelconque) à l’aide du formalisme initié par Lyons.
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2.3.1 Existence et unicité de la solution

Il s’agit ici d’établir le point 1 du théorème. Nous nous concentrerons uniquement sur le cas
1/3 < γ ≤ 1/2, le cas γ > 1/2 relevant de toute façon d’arguments beaucoup plus simples, qui
font suite à l’interprétation (2.12) de l’intégrale.

Comme nous l’avons mentionné à plusieurs reprises, la solution du système sera obtenue
par le biais d’un argument de point fixe. Le raisonnement est d’abord mis en œuvre localement,
sur un petit intervalle [0, T0], puis étendu à l’intervalle entier [0, T ] dans un second temps.

Notations. Avant d’entrer dans les détails de la preuve, précisons que nous travaillons ici en
supposant fixé un horizon T (fini), à distinguer des temps intermédiaires T0, T1, .... Ceci signifie
en particulier que les constantes qui vont apparaître dans la preuve pourront dépendre de T
sans mention explicite. Cette dernière remarque vaut d’ailleurs également pour la dépendance
des constantes vis-à-vis du champ de vecteurs σ et de ses dérivées.

Raisonnement local. On considère un temps T0 ∈ (0, T ] qui sera fixé de façon retrospective au
cours de cette première étape. Pour tout y ∈ Qγx([0, T0]), on définit z = ΓT0(y) comme l’unique
processus de Qγx([0, T0]) tel que z0 = y0 et (δz)st = Jst(σ(y) dx) (en particulier, zxs = σ(ys)).
De cette façon, une solution de (2.1) sur [0, T0] correspond à un point fixe de ΓT0 .

Si y, ỹ ∈ Qγx([0, T0]) avec (y0, yx0 ) = (ỹ0, ỹ
x
0 ) = (a, σ(a)), et z = ΓT0(y), z̃ = ΓT0(ỹ), alors en

utilisant successivement (2.26) et (2.19), il est facile d’établir que

N [z;Qγx([0, T0])] ≤ cx
{

1 + T γ0N [y;Qγx([0, T0])]2
}

, (2.33)

mais aussi, grâce à (2.20),

N [z − z̃;Q0,γ
x ([0, T0])]

≤ cxT
γ
0N [y − ỹ;Q0,γ

x ([0, T0])]
{

1 +N [y;Qγx([0, T0])]2 +N [ỹ;Qγx([0, T0])]2
}

, (2.34)

avec cx = c (1 + ‖x‖γ) pour une certaine constante c > 1 (qui dépend éventuellement de
T ). On choisit à présent T0 := (16c3x)

−1/γ et l’on pose RT0 := 2 cx, de telle sorte que, si
N [y;Qγx([0, T0])] ≤ RT0 , alors par (2.33), N [z;Qγx([0, T0])] ≤ RT0 , tandis que, si en outre
N [ỹ;Qγx([0, T0])] ≤ RT0 , alors par (2.34),

N [z − z̃;Q0,γ
x ([0, T0])] ≤ N [y − ỹ;Q0,γ

x ([0, T0])] · (16c2x)−1
{

1 + 8c2x
}

≤ 9

16
N [y − ỹ;Q0,γ

x ([0, T0])].

Par conséquent, ΓT0 est une contraction stricte du sous-ensemble fermé de

(

Qγx([0, T0];Rd),N [.;Q0,γ
x ([0, T0];R

d)]
)

suivant :

BT0(a,σ(a)),RT0 =
{

y ∈ Q0,γ
x ([0, T0]); (y0, y

x
0 ) = (a, σ(a)) , N [y;Qγx([0, T0])] ≤ RT0

}

.

La restriction de ΓT0 à BT0(a,σ(a)),RT0 admet par conséquent un point fixe, que nous noterons

yT0 .
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Extension de la solution. Les mêmes arguments (avec le même temps T0) qu’à l’étape précédente
peuvent être appliqués à l’ensemble

B2T0
(

y
T0
T0
,σ
(

y
T0
T0

))

,RT0

=
{

y ∈ Qxγ([T0, 2T0]); (yT0 , yxT0) =
(

yT0T0 , σ
(

yT0T0

))

, N [y;Qxγ([T0, 2T0])] ≤ RT0

}

, (2.35)

ce qui fournit une extension de la solution sur [T0, 2T0], notée y2T0 . On répète ensuite la procé-
dure jusqu’à ce que l’intervalle [0, T ] soit recouvert, et l’on pose alors :

y =

NT0
∑

i=1

yiT0 · 1[(i−1)T0,iT0] , yx =
NT0
∑

i=1

yiT0,x · 1[(i−1)T0,iT0],

où NT0 est le plus petit entier tel que NT0 · T0 ≥ T .

Le processus (y, yx) est un processus contrôlé. En effet, si kT0 ≤ s < (k + 1)T0 < . . . <
lT0 ≤ t < (l + 1)T0, avec k < l, on peut successivement écrire :

(δy)st

= (δy)s,(k+1)T0 +
l−1
∑

i=k+1

(δy)iT0,(i+1)T0 + (δy)lT0,t

=
[

yxs (δx)st − ykT0,xs (δx)(k+1)T0,t + ykT0,♯s,(k+1)T0

]

+
l−1
∑

i=k+1

[

yiT0,xiT0
(δx)iT0,t − yiT0,xiT0

(δx)(i+1)T0,t + yiT0,♯iT0,(i+1)T0

]

+

[

ykT0,♯s,(k+1)T0
+

l−1
∑

i=k+1

yiT0,♯iT0,(i+1)T0
+ ylT0,♯lT0,t

]

= yx(δx)st +
[

(δykT0,x)s,(k+1)T0(δx)(k+1)T0,t +
l−2
∑

i=k+1

(δyiT0,x)iT0,(i+1)T0(δx)(i+1)T0,t

+(δy(l−1)T0,x)(l−1)T0,lT0(δx)lT0,t + ykT0,♯s,(k+1)T0
+

l−1
∑

i=k+1

yiT0,♯iT0,(i+1)T0
+ ylT0,♯lT0,t

]

, (2.36)

et de cette façon, on a bien (δy)st = yxs (δx)st + y♯st, avec y♯ ∈ C2γ2 ([0, T ];Rd).

Il n’est ensuite pas difficile de constater, en utilisant la décomposition

Jst(σij(y) dxj) = Js,(k+1)T0(σ
ij(y) dxj) +

l−1
∑

p=k+1

JpT0,(p+1)T0(σ
ij(y) dxj) + JlT0,t(σij(y) dxj),

que le processus contrôlé (y, yx) ainsi défini est solution de (2.1). Enfin, à partir de l’expression
(2.36), on obtient :
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N [y;Qγx([0, T ])]

≤ sup
k=1,...,NT0

N [ykT0 ;Qγx([(k − 1)T0, kT0])] + {1 + ‖x‖γ}
NT0
∑

k=1

N [ykT0 ;Qγx([(k − 1)T0, kT0])]

≤ RT0 +RT0 ·NT0 · {1 + ‖x‖γ} ≤ 2cx (1 + (T/T0 + 1) (1 + ‖x‖γ))
≤ 2cx

(

1 +
(

1 + 16 · T · c3/γx

)

(1 + ‖x‖γ)
)

,

ce qui donne l’estimation (2.29).

Unicité de la solution. C’est une conséquence de l’estimation (2.34). En effet, si y et ỹ sont
deux solutions du système, alors z = ΓT1(y) = y et z̃ = ΓT1(ỹ) = ỹ, donc, en notant Ny,ỹ =
1 +N [y;Qγx([0, T ])]2 +N [ỹ;Qγx([0, T ])]2, on a, pour tout T1 ≤ T ,

N [y − ỹ;Q0,γ
x ([0, T1])] ≤ cxT

γ
1Ny,ỹN [y − ỹ;Q0,γ

x ([0, T1])].

En choisissant par exemple T1 tel que cxT
γ
1Ny,ỹ = 1

2 , on obtient N [y− ỹ;Q0,γ
x ([0, T1])] = 0. On

itère ensuite le procédé sur [T1, 2T1] ,[2T1, 3T1],... jusqu’à ce que l’intervalle [0, T ] soit recouvert.

Le point 1 du théorème est ainsi complètement démontré.

2.3.2 Continuité de l’application d’Itô

Abordons à présent le point 2 du théorème 2.3.1. Il est clair que si x et x̃ sont deux processus
directeurs distincts, les espaces Qγx et Qγx̃ sont eux-mêmes distincts, et l’on ne peut comparer
deux éléments y ∈ Qγx, ỹ ∈ Qγx̃ relativement à une même norme de processus contrôlés. Un
artifice technique supplémentaire doit être ici mis en œuvre. Il consiste à faire intervenir, pour
y ∈ Qγx et ỹ ∈ Qγx̃, la quantité

N [y − ỹ;Qγx,x̃] = N [(y, yx)− (ỹ, ỹx);Qγx,x̃] := N [y − ỹ; C
γ
1 ] +N [yx − ỹx; C0,γ1 ] +N [y♯ − ỹ♯; C2γ2 ].

Comme dans la sous-section précédente, la preuve de l’estimation (2.30) est ensuite établie
en deux temps : d’abord localement, sur un petit intervalle [0, T0], puis globalement à l’aide du
lemme de Gronwall.

Raisonnement local. On considère un temps T0 > 0. A partir de la décomposition

δ(y − ỹ)st = [σ(ys)− σ(ỹs)] · (δx)st + σ(ỹs) · δ(x− x̃)st +
[

yxsσ
′(ys)− ỹxσ′(ỹs)

]

· x2
st

+ ỹxsσ
′(ỹs) ·

[

x
2
st − x̃

2
st

]

+ Λst
(

[

σ(y)♯ − σ(ỹ)♯
]

· δx+ σ(ỹ)♯ · δ(x− x̃)
+ δ

[

yxσ′(y)− ỹxσ′(ỹ)
]

· x2
st + δ(ỹxσ′(ỹ)) ·

[

x
2 − x̃

2
] )

,

il est facile de déduire l’estimation :

N [y − ỹ;Qγx,x̃([0, T0])]

≤ cx,x̃,y,ỹ

{

T γ0N [y − ỹ;Qγx,x̃([0, T0])] + ‖x− x̃‖γ + ‖x2 − x̃
2‖2γ + |a− ã|

}

(2.37)
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avec
cx,x̃,y,ỹ = c

{

1 + ‖x‖γ + ‖x̃‖γ +N [y;Qγx([0, T ])]2 +N [ỹ;Qγx̃([0, T ])]2
}

,

pour une certaine constante c > 0. Souvenons-nous à présent des deux estimations

N [y;Qxγ([0, T ])] ≤ P (‖x‖γ) et N [ỹ;Qx̃γ([0, T ])] ≤ P (‖x̃‖γ),

pour une même fonction polynômiale P . De cette façon, cx,x̃,y,ỹ ≤ cx,x̃, où cx,x̃ > 0 représente
là encore une expression polynômiale de ‖x‖γ et ‖x̃‖γ . En choisissant T0 = (2cx,x̃)

−1/γ , on tire
alors de (2.37) :

N [y − ỹ;Qγx,x̃([0, T0])] ≤ 2cx,x̃
{

‖x− x̃‖γ + ‖x2 − x̃
2‖2γ + |a− ã|

}

.

Extension de l’inégalité. Avec les mêmes arguments qu’à l’étape précédente, on obtient, pour
tout k ≥ 1 tel que kT0 ≤ T ,

N [y − ỹ;Qγx,x̃([kT0, (k + 1)T0])]

≤ 2cx,x̃
{

‖x− x̃‖γ + ‖x2 − x̃
2‖2γ + |ykT0 − ỹkT0 |

}

≤ 2cx,x̃

{

‖x− x̃‖γ + ‖x2 − x̃
2‖2γ + |a− ã|+ T γ0

k−1
∑

l=0

N [y − ỹ;Qγx,x̃([lT0, (l + 1)T0])]

}

et par conséquent, en utilisant le lemme de Gronwall (dans sa version discrète),

N [y − ỹ;Qγx,x̃([kT0, (k + 1)T0])] ≤ 2cx,x̃ · ek
{

‖x− x̃‖γ + ‖x2 − x̃
2‖2γ + |a− ã|

}

.

L’inégalité (2.30) devient alors une conséquence de l’estimation élémentaire :

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T ])] ≤
NT0−1
∑

k=0

N [y − ỹ;Qγx,x̃([kT0, (k + 1)T0])],

où NT0 désigne le plus petit entier tel que NT0 · T0 ≥ T , de telle sorte que NT0 ≤ 1 + T/T0 ≤
1 + T · (2cx,x̃)γ .



Chapitre 3

Un schéma d’approximation dans le

cas du mBf

La solution du système différentiel rugueux standard

y0 = a ∈ R
d , dyit = σij(yt) dx

j
t , (3.1)

interprété au sens des rough paths, a été obtenue dans la sous-section 2.3.1 par le biais d’un
argument de point fixe abstrait, qui ne donne aucune indication quant à la façon de représen-
ter (au moins dans une version approchée) cette solution. L’objectif de la présente section va
consister en la mise en place d’un schéma d’approximation numérique facilement implémen-
table pour le système (1.2), dans le cas particulier où x = BH est un mouvement Brownien
fractionnaire (abrégé en mBf) d’indice de Hurst H > 1/3. On pourra par ailleurs envisager la
présence d’un terme de dérive et ainsi écrire l’équation sous la forme :

Y0 = a ∈ R
d , dY i

t = σi0(Yt) dt+
m
∑

i=1

σij(Yt) dB
j
t , (3.2)

où σ est une application régulière et (B1, . . . , Bm) un mBf m-dimensionnel d’indice H > 1/3.

Avant de préciser la nature de ce schéma, évoquons brièvement les cas de figure qui ont été
envisagés jusqu’à présent, sans prétendre fournir une liste exhaustive des travaux relatifs à ce
problème d’approximation numérique.

Dans [73], les auteurs considèrent le cas où l’indice H est strictement supérieur à 1/2. Eu
égard à la proposition 1.2.2, c’est le cas Young, suivant la nomenclature présentée dans la
section précédente. Il est alors (entre autres) établi dans la référence ci-dessus que la solution
du système peut être approchée via le plus élémentaire des schémas, le schéma d’Euler :

Y n
0 = a , Y n,i

tnk+1
= Y n,i

tnk
+ σi0(Y n

tnk
) (tnk+1 − tnk) + σij(Y n

tnk
) (δBj)tnk t

n
k+1

, (3.3)

pour une partition Pn,T = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnn = T} de [0, T ] dont le pas est voué
à tendre vers 0. Dans ce même contexte, l’article [74] propose une analyse détaillée du cas
unidimensionnel (m = 1), avec la mise en évidence du taux de convergence exact du schéma
(3.3) et la détermination de la loi de l’erreur asymptotique.

Bien entendu, la situation où H = 1/2 (mouvement Brownien standard) est encore da-
vantage maîtrisée. Il serait vain de tenter de référencer ici l’ensemble de la littérature associée
au problème de l’approximation des diffusions d’Itô, et nous nous contenterons de renvoyer le

41
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lecteur aux deux ouvrages très complets [59] et [72]. Citons également les récentes avancées
contenues dans [22], et qui viennent en partie répondre à la question de l’implémentation du
schéma de Milstein multi-dimensionnel (nous reviendrons sur ce point dans un instant).

Lorsque H < 1/2, il convient d’abord de mentionner les deux articles [77] et [44] relatifs au
cas unidimensionnel (m = 1). Rappelons-nous que dans cette situation, le système (3.2) peut
être interprété via la méthode de Doss-Sussmann et il n’est ainsi pas nécessaire de recourir au
mécanisme des rough paths.

Le cas de figure où H < 1/2 en présence d’un bruit multidimensionnel (m ≥ 2) n’avait,
à notre connaissance du moins, pas été traité de façon explicite, autrement dit n’avait pas vu
la mise en place d’un algorithme concrètement implémentable, à partir de la seule simulation
du processus B ou de ses incréments δB par exemple. C’est ce que nous nous proposons de
réaliser ici, dans le cas où H > 1/3 (nul doute cependant que la stratégie pourrait s’étendre à
H > 1/4).

Il est facile de constater, et ceci même dans le cas unidimensionnel, que le schéma d’Euler
(3.3) n’est plus approprié lorsque H < 1/2. Examinons en effet le cas de l’équation linéaire
impliquant un mBf scalaire

Y0 = 1 , dYt = Yt dBt, t ∈ [0, 1],

équation dont la solution est explicitement donnée, aussi bien par l’approche de Doss-Sussman
qu’au sens des rough paths, par Yt = eBt . Le schéma d’Euler (3.3) appliqué à la partition
uniforme tnk =

k
n conduit quant à lui à l’approximation (évaluée au temps 1)

Y n
1 =

n−1
∏

k=0

(

1 + (δB)k/n,(k+1)/n

)

= exp

(

B1 −
1

2

n−1
∑

k=0

∣

∣(δB)k/n,(k+1)/n

∣

∣

2
+ ρn

)

,

avec limn→∞ ρn = 0 lorsque H > 1/3. Il est à présent bien connu que

n−1
∑

k=0

∣

∣(δB)k/n,(k+1)/n

∣

∣

2 p .s.−→∞

si H < 1/2, ce qui implique limn→∞ Y n
1

p.s.
= 0 6= Y1 et fournit ainsi le contre-exemple recherché.

Pour remédier à cette difficulté, un premier schéma d’approximation, valable pour un 2-
rough path x = (x1,x2) quelconque, a été proposé par Davie dans [25]. Il consiste en la
formule itérative :

yn0 = a ∈ R
d

yn,itnk+1
= yn,itnk

+ σij(yntnk
) · x1,j

tnk t
n
k+1

+ ∂pσ
ij(yntnk

)σpl(yntnk
) · x2,lj

tnk ,t
n
k+1

. (3.4)

Le terme additionnel ∂pσij(yntnk )σ
pl(yntnk

) est en fait dicté par la construction même de l’inté-
grale rugueuse. En effet, si y est solution du système, alors nécessairement, avec les notations
de la sous-section 2.2.2, yx,pl = σpl(y) 1, et l’on reconnaît ainsi dans la formule (3.4) le terme
principal de la décomposition (2.25) appliquée à y. La preuve de la convergence du schéma,
établie dans [25], consiste ensuite en une adroite manipulation des termes résiduels de cette

1. Rappelons-nous que y est obtenue comme point fixe d’une application Γ : Qγ
x → Q

γ
x, (y, y

x) 7→ (z, σ(y))
(voir la preuve du théorème 2.3.1).
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décomposition. Une extension de l’algorithme à un rough path d’ordre quelconque peut être
trouvée dans [41].

Se pose alors la question de l’implémentation de la formule (3.4). Si l’évaluation des in-
créments x

1,j
tnk t

n
k+1

= (δxj)tnk t
n
k+1

ne soulève a priori aucune difficulté, la simulation des termes

x
2,lj
tnk t

n
k+1

n’est, d’une façon générale, pas du tout évidente. Le phénomène est depuis longtemps

identifié dans le cas du mB standard : si l 6= j, on ne connaît pas explicitement la loi de la
variable aléatoire B

2,lj
st =

∫ t
s (δB

l)us dB
j
u (où l’intégrale est par exemple comprise au sens d’Itô).

Notez toutefois le cas particulier où l’hypothèse de commutativité

∂pσ
ij · σpl = ∂pσ

il · σpj

est vérifiée (pour tous i, j, l) : on peut alors s’affranchir des termes B
2,lj en faisant apparaître

les sommes
B

2,lj
st +B

2,jl
st = (δBl)st(δB

j)st.

La situation est évidemment tout aussi problématique dans le cas où H ∈ (1/3, 1/2). L’aire
de Lévy B

2 est alors interprétée via l’une des approches évoquées en introduction (intégrale
symétrique, approximations du processus,...), mais ses termes non diagonaux ne sont pas da-
vantage implémentables. La méthode que nous nous proposons d’étudier dans cette section
consiste simplement à remplacer, dans l’algorithme (3.4), l’aire B

2,lj
tnk t

n
k+1

par le double incrément
1
2(δB

l)tnk ,t
n
k+1

(δBj)tnk t
n
k+1

, donnant ainsi naissance à la définition (on rappelle que l’on prend ici
en compte le terme de dérive) :

Y n
0 = a ∈ R

d

Y n,i
tnk+1

= Y n,i
tnk

+∆n · σi0 +
{

σij +
∆n

2
· ∂pσi0 · σpj +

∆n

2
· ∂pσij · σp0

}

· (δBj)tnk t
n
k+1

+
∆2
n

2
· ∂pσi0 · σp0 +

1

2
∂pσ

ij · σpl · (δBl)tnk t
n
k+1

(δBj)tnk t
n
k+1

, (3.5)

où ∆n =
T
n désigne le pas de la partition (supposée uniforme) et où l’on a noté, pour plus de

clarté, σij = σij(Y n
tnk
), ∂pσij · σpl = ∂pσ

ij(Y n
tnk
)σpl(Y n

tnk
),...

La stratégie utilisée en vue d’établir la convergence de ce schéma vers la solution de (3.2)
prend essentiellement appui sur les propriétés de continuité du flot du système (Théorème
2.3.1), comme nous l’expliquerons dans la section 3.2. La section 3.1 rendra quant à elle compte
d’un travail préparatoire à la mise en place de cette stratégie, en abordant la question de la
discrétisation de B

2. Nous profiterons en outre de cet espace pour apporter quelques précisions
quant à la définition de cette aire de Lévy pour le mBf d’indice H > 1/3.

3.1 Quelques précisions sur l’aire de Lévy du mBf

Pour être en mesure d’appliquer le théorème 2.3.1 au système (3.2) et ainsi pouvoir affir-
mer l’existence et l’unicité d’une solution pour ce système (pour σ assez régulière), il suffit
de justifier la validité de l’hypothèse 1, autrement dit l’existence d’une aire de Lévy B

2 ∈
C2γ2 ([0, T ];Rm+1,m+1) telle que δB2 = δB ⊗ δB, et ce lorsque B := (Id, B1, . . . , Bm), la pre-
mière composante de B étant ici liée à la présence du terme de dérive.

Comme nous l’avons déjà rapporté dans la section 1.2 de l’introduction, il existe deux fa-
çons d’appréhender la construction de cette aire de Lévy du mBf, qui représente moralement
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l’intégrale
∫ t
s δBus⊗ dBu : soit l’on utilise une approche préexistante telle que l’intégrale symé-

trique, soit l’on s’appuie sur une approximation du processus (au sens des 2-rough paths) en
partant par exemple d’une interpolation linéaire ou de la décomposition de Karhunen-Loève du
Brownien fractionnaire. Un critère très général, énoncé par Friz et Victoir dans [42], montre que
ces trois approches (intégrale symétrique, interpolation linéaire, décomposition de Karhunen-
Loève) conduisent en fait à la même aire de Lévy, et par suite au même calcul stochastique.

Dans ce contexte, l’objectif de cette section est double :
– Montrer d’une part, en utilisant les résultats de [76] associés à des arguments de chan-

gements d’échelle et de stationnarité élémentaires, que l’aire de Lévy B
2 introduite par

Unterberger dans [102] coïncide avec les constructions que nous venons d’évoquer.
– Obtenir d’autre part un taux de convergence pour la suite

N [B1 −B
1,n,T ; Cγ2 ([0, T ];Rm)] +N [B2 −B

2,n,T ; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)],

où B
1,n,T (resp. B2,n,T ) représente une discrétisation particulière des incréments du pro-

cessus (resp. une discrétisation de l’aire de Lévy) qui sera exploitée dans le cadre de
l’étude de l’algorithme (3.5).

La proposition 3.1.7 viendra en fait répondre à ces deux objectifs simultanément. Pour
comprendre ce résultat, rappelons d’abord brièvement la définition de l’aire de Lévy B

2 obtenue
à partir de l’approximation analytique du mBf.

3.1.1 L’approximation analytique du mBf

Tous les processus stochastiques que nous nous apprêtons à manipuler seront implicitement
définis sur un même espace de probabilité complet (Ω,F , P ).

Comme expliqué dans [102], une décomposition particulière de la fonction de covariance
du mBf conduit à l’introduction d’un processus gaussien centré analytique X+′ défini sur le
demi-plan supérieur Π+ = {x+ iy ∈ C : y > 0} tel que, si l’on définit en outre X−

′
sur Π− par

X−
′

w = X̄+′

w , on ait, pour tous z, w ∈ Π+,

E
[

X+′

z X+′

w

]

= E
[

X−
′

z X−
′

w

]

= 0, E
[

X+′

z X−
′

w

]

=
H(1− 2H)

2 cos(πH)
(−i(z − w))2H−2. (3.6)

Le processus X+′
z doit être vu comme une approximation analytique de la dérivée du mBf.

Si l’on souhaite ensuite construire une approximation du mBf lui-même, il suffit de choisir,
pour tout t ∈ R et tout ε > 0, un chemin continu γε,t : [0, 1] → Π+ tel que γε,t(0) = iε et
γε,t(1) = t + iε, puis de définir X+,ε

t =
∫

γε,t
X+′
z dz. De la même façon, on définit le processus

X−,εt par la formule X−,εt =
∫

γ̃ε,t
X−

′

z dz, où γ̃ε,t : [0, 1] → Π− est tel que γ̃ε,t(0) = −iε et

γ̃ε,t(1) = t− iε (bien entendu, X−,εt = X̄+,ε
t ). L’approximation recherchée est alors obtenue en

prenant :
Xε
t = 2Re(X+,ε

t ) = X+,ε
t +X−,εt . (3.7)

Il est clair que le processus ainsi défini est différentiable ; sa dérivée est même égale à (Xε)′t =
X+′

t+iε+X
−′

t−iε. Le résultat suivant, tiré de [102], fournit un premier lien entre ce dernier processus
et le mBf (unidimensionnel) usuel indexé par R :

Proposition 3.1.1. Pour tout ε > 0, soit Xε le processus donné par la relation (3.7). Alors,
pour tous s, t ∈ R, on a

lim
ε→0

E [Xε
tX

ε
s ] =

1

2

{

|t|2H + |s|2H − |t− s|2H
}

.
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Il est également intéressant de noter que le processus Xε vérifie des propriétés de stationna-
rité et de changement d’échelle similaires à celles du mBf, propriétés qui seront d’ailleurs mises
à contribution pour établir le lemme 3.1.11.

Lemme 3.1.2. Les égalités en loi suivantes sont satisfaites :

1. (Stationnarité)

{(δXε)s,u+s, 0 ≤ u ≤ T − s} L= {Xε
u, 0 ≤ u ≤ T − s} , (3.8)

2. (Changement d’échelle)

{Xε
c·u, 0 ≤ u ≤ T/c} L=

{

cHXε/c
u , 0 ≤ u ≤ T/c

}

. (3.9)

Démonstration. Comme il s’agit de processus gaussiens centrés, il suffit de comparer leurs
fonctions de covariance. Par exemple, pour tous u, v ≥ 0, on a

E [(δXε)s,u+s(δX
ε)s,v+s]

= E

[(∫ u+s

s
(Xε)′x dx

)(∫ v+s

s
(Xε)′y dy

)]

=

∫ u+s

s
dx

∫ v+s

s
dy

{

E
[

X+′

x+iεX
−′

y−iε

]

+ E
[

X−
′

x−iεX
+′

y+iε

]}

=
H(1− 2H)

2 cos(πH)

∫ u+s

s
dx

∫ v+s

s
dy

{

(−i(x− y) + 2ε)2H−2 + (i(x− y) + 2ε)2H−2
}

=
H(1− 2H)

2 cos(πH)

∫ u

0
dx

∫ v

0
dy

{

(−i(x− y) + 2ε)2H−2 + (i(x− y) + 2ε)2H−2
}

= E [Xε
uX

ε
v ] ,

ce qui prouve la stationnarité du processus. La propriété de changement d’échelle est ensuite
établie avec les mêmes arguments.

De façon naturelle, la versionm-dimensionnelle de cette approximation est donnée parXε :=
(Xε,1, . . . , Xε,m), où les composantesXε,i sont construites à partir de copies indépendantesX+′ .
On peut alors envisager l’aire de Lévy construite à partir de cette approximation, suivant la
formule : pour tous 0 ≤ s < t ≤ T , 1 ≤ j1, j2 ≤ m et ε > 0 :

X
2,ε
st (j1, j2) =

∫ t

s
dXε,j1

u1

∫ u1

s
dXε,j2

u2 , (3.10)

où les intégrales sont simplement comprises au sens de Riemann. Notez que par intégration par
parties, les éléments diagonaux de cette approimation se résument en fait à

X
2,ε(j, j)st =

(δXε,j)2st
2

, j = 1, . . . ,m. (3.11)

Il s’avère que la suite X
2,ε converge relativement à la topologie höldérienne qui intervient dans

l’hypothèse 1. C’est le résultat principal de [102], que nous résumerons par l’énoncé :

Proposition 3.1.3. On fixe un coefficient γ ∈ (1/3, H). Alors, avec les notations précédentes :
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1. Le couple (Xε,X2,ε) converge dans Lp
(

Ω; Cγ1 ([0, T ];Rm) × C2γ2 ([0, T ]2;Rm,m)
)

pour tout
p ≥ 1 vers un élément (B,B2), où B est un mBf d’indice de Hurst H.

2. L’incrément B2 satisfait la relation algébrique δB2 = δB ⊗ δB.

Remarque 3.1.4. Si l’on a noté Xε (plutôt que Bε) l’approximation analytique de B, c’est pour
distinguer ce processus de l’approximation Bn,T de B par interpolation linéaire que nous nous
apprêtons à introduire.

Remarque 3.1.5. La relation (3.11) passe en particulier à la limite pour donner

B
2

st(j, j) =
(δBj)2st

2
, j = 1, . . . ,m.

Remarque 3.1.6. La prise en compte du terme de dérive dans (3.2) nécessite la définition de
composantes B

2
st(i, 0) et B

2
st(0, i) (i = 0, . . . ,m) pour l’aire de Lévy. Les formules suivantes

s’imposent ici naturellement :

B
2

st(i, 0) =

∫ t

s
(δBi)su du , B

2

st(0, i) =

∫ t

s
(δBi)ut du, (3.12)

où la deuxième formule est obtenue après intégration par parties. La matrice (B2
st(i, j))0≤i,j≤m

ainsi étendue sera encore notée B
2.

Associée à cette dernière remarque, la proposition 3.1.3 nous indique en particulier que le
processus B = (B1,B2) (où comme précédemment B

1 := δB) est un 2-rough path au-dessus
de B = (Id, B1, . . . , Bm), au sens de l’hypothèse 1. On peut ensuite s’appuyer sur cet élément
pour appliquer le théorème 2.3.1, et obtenir ainsi l’interprétation et la résolution trajectorielles
du système (2.1).

Pour faire le lien entre cette approche et les méthodes évoquées ci-dessus, autrement dit entre
B

2 et les constructions plus classiques de l’aire de Lévy, envisageons à présent une discrétisation
de ce processus B limite. A cette fin, on introduit une partition uniforme Pn,T = {tnk = kT

n , k =
0, . . . , n} de l’intervalle [0, T ], à partir de laquelle on définit successivement :

– L’approximation Bn,T de B par interpolation linéaire : pour tous t ∈ [0, T ], si k ∈
{0, 1, . . . , n− 1} est tel que tnk ≤ t < tnk+1, alors

Bn,T
t = Btnk +

(

t− tnk
T/n

)

(δB)tnk t
n
k+1

. (3.13)

– L’aire de Lévy B
2,n,T issue de Bn,T , définie au sens de Riemann par :

B
2,n,T
st (i, j) =

∫ t

s

∫ u1

s
dBn,T,(i)

u2 dBn,T,(j)
u1 . (3.14)

L’objectif du reste de cette section va alors consister à établir :

Proposition 3.1.7. Soit B = (B1,B2) le 2-rough path donné par la proposition 3.1.3 et
B
n,T = (B1,n,T ,B2,n,T ) sa discrétisation, suivant le procédé évoqué ci-dessus. Alors, pour tout

γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive θγ,H,T , finie presque sûrement, telle que,
pour tout n ∈ N

∗,

N [B1 −B
1,n,T ; Cγ2 ([0, T ];Rm+1)] +N [B2 −B

2,n,T ; C2γ2 ([0, T ];Rm+1,m+1)] ≤ θγ,H,T ·
√
log n

nH−γ
.

(3.15)



3.1. QUELQUES PRÉCISIONS SUR L’AIRE DE LÉVY DU MBF 47

Suivant ce résultat, le 2-rough path B = (B1,B2) issu de l’approximation analytique du
mBf, coïncide avec la limite obtenue en utilisant une interpolation linéaire du processus, et
donc, via les résultats de [42], avec les autres constructions de l’aire de Lévy. Notez que le taux
de convergence fourni par l’estimation (3.15) est comparable à celui qui apparaît dans [42], avec
une légère amélioration en la présence du facteur logarithmique.

3.1.2 Discrétisation du 2-rough path

Nous étudierons d’abord la convergence de la première composante (autrement dit la conver-
gence de l’interpolation linéaire vers le mBf en norme höldérienne), avant d’aborder la question
beaucoup plus délicate de la convergence de l’aire de Lévy approchée.

Convergence du B
1,n,T

On s’appuiera simplement sur le résultat suivant, emprunté à [104, Théorème 3.1] :

Proposition 3.1.8. Il existe une constante h∗ > 0 et une variable aléatoire positive θH,h∗,T ,
finie presque sûrement, telle que

sup
t∈[0,T−h]

|(δB)t,t+h| ≤ θH,h∗,T · hH ·
√

| log(1/h)|, (3.16)

pour tout h ∈ (0, h∗).

Corollaire 3.1.9. Pour tout coefficient γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive
θH,γ,T , finie presque sûrement, telle que, pour tout n ∈ N

∗,

N
[

B
1,n,T −B

1 ; Cγ2 ([0, T ],Rm+1)
]

≤ θH,γ,T ·
√

log(n) · n−(H−γ). (3.17)

Démonstration. Il s’agit donc d’estimer la quantité |δ(Bn,T − B)st| pour s, t ∈ [0, T ]. Remar-
quons tout d’abord qu’il existe un réel xH,γ > 0 telle que l’application f : (0, T ] → [0,∞),
f(x) = xH−γ

√

| log(1/x)| soit croissante sur (0, xH,γ). Sans perte de généralité, nous suppose-
rons que T/n ≤ inf(xH,γ , h

∗), où h∗ est la constante définie par la proposition 3.1.8.

(i) Considérons le cas où |t− s| ≥ T
n , avec par exemple tnk ≤ s < tnk+1 ≤ tnl ≤ t < tnl+1 pour

k < l (on rappelle que tnk = kT/n). Ainsi,

Bn,T
s = Btnk +

(

s− tnk
T/n

)

δBtnk t
n
k+1

et Bn,T
t = Btnl +

(

t− tnl
T/n

)

δBtnl t
n
l+1
,

de telle sorte que

|δ(Bn,T −B)st| ≤ |δBtnks|+ |δBtlnt|+ |δBtnk tnk+1
|+ |δBtnl tnl+1

|

≤ 4θH,T
√

| log(n/T )|
(

T

n

)H

≤ θH,T |t− s|γ
√

| log(n)|n−(H−γ)

où l’on a utilisé l’estimation (3.16) pour obtenir la seconde inégalité.

(ii) Si |t− s| < T/n avec tnk ≤ s < t < tnk+1, alors

(δBn,T )st =
t− s
T/n

(δB)tnk t
n
k+1
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et ainsi

|δ(Bn,T −B)st| ≤ |δBst|+ |δBn,T
st |

≤ θH,T
√

| log(1/(t− s))||t− s|H + θH,T |t− s|
√

| log(n/T )|
(

T

n

)H−1

≤ θH,T
√

| log(1/(t− s))||t− s|H + θH,T |t− s|γ
√

| log(n)|n−(H−γ).

En utilisant la croissance de x 7→ xH−γ
√

| log(1/x)|, on déduit

|δ(Bn,T −B)st| ≤ θH,T |t− s|γ
√

| log(n)|n−(H−γ).

(iii) Si |t− s| < T/n et tnk ≤ s < tnk+1 ≤ t < tnk+2, on écrit |δ(Bn,T−B)st| ≤ |δ(Bn,T−B)stnk+1
|+

|δ(Bn,T −B)tnk+1t
| pour se ramener ainsi au cas précédent.

L’estimation (3.17) résulte à présent de la combinaison des trois cas (i)-(iii).

Convergence de l’aire de Lévy

La preuve de l’estimation N [B2−B
2,n,T ; C2γ2 ] ≤ θ ·√lognn−(H−γ) prendra essentiellement

appui sur l’estimation suivante, tirée de l’un des principaux résultats de [76] :

Proposition 3.1.10. Pour tout p ≥ 1, il existe une constante Kp telle que, pour tous 1 ≤
i, j ≤ m,

(

E

∣

∣

∣
B

2

0,T (i, j)−B
2,n,T
0,T (i, j)

∣

∣

∣

p)1/p
≤ Kp · T 2H · n−2H+1/2. (3.18)

Démonstration. Observons tout d’abord que la variable aléatoire B
2

0,T −B
2,n,T
0,T appartient à la

somme des deux premiers chaos de Wiener associés B, et par conséquent tous les moments de
B

2

0,T −B
2,n,T
0,T sont équivalents (voir [81] pour un exposé complet de ces notions). Il suffit donc

de montrer l’existence d’une constante K > 0 telle que, pour tous i, j = 1, . . . ,m,

(

E

∣

∣

∣B
2

0,T (i, j)−B
2,n,T
0,T (i, j)

∣

∣

∣

2
)1/2

≤ K · T 2H · n−2H+1/2. (3.19)

Considérons d’abord les éléments diagonaux de B
2

0,T − B
2,n,T
0,T . On sait que B

2

0,T (j, j) =

(B
(j)
T )2/2, tandis que

B
2,n,T
0,T (j, j) =

∫ T

0
Bn,T,(j)
u dBn,T,(j)

u

=
n−1
∑

k=0

B
(j)
tnk
δB

(j)
tnk t

n
k+1

+
n−1
∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

(n

T

)2
(

u− kT

n

)

(

δB
(j)
tnk t

n
k+1

)2
du

=
n−1
∑

k=0

(

B
(j)
tnk
δB

(j)
tnk t

n
k+1

+
1

2

(

δB
(j)
tnk t

n
k+1

)2
)

=
1

2

(

B
(j)
T

)2
,

et ainsi B2

0,T (j, j)−B
2,n,T
0,T (j, j) = 0.
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Envisageons à présent un terme (i, j) non-diagonal du processus, et supposons sans perte
de généralité que i > j. En procédant comme ci-dessus, on obtient

∫ T

0
Bn,T,(i)
u dBn,T,(j)

u =
1

2

n−1
∑

k=0

(

B
(i)
tnk
+B

(i)
tnk+1

)

δB
(j)
tnk t

n
k+1

.

Nous pouvons alors faire appel à [76, Théorèmes 1.1 et 1.2] pour conclure :

(

E

∣

∣

∣B
2

0,T (i, j)−B
2,n,T
0,T (i, j)

∣

∣

∣

2
)1/2

≤ K · T 2H · n−2H+1/2. (3.20)

Il s’agit à présent de passer de l’estimation ponctuelle (3.18) (en norme Lp sur Ω) à une
estimation en norme höldérienne (presque sûre). Pour cela, nous associerons deux résultats
techniques qui surviennent assez naturellement dans ce contexte : un premier résultat relatif
aux changements d’échelle pour l’aire de Lévy B

2 (et son approximation B
2,n,T ), puis une

adaptation du lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey aux processus de deux variables.

Lemme 3.1.11. Pour tout point s ∈ Pn,T ,

{

(δB)s,u+s, (δB
n,T )s,u+s), 0 ≤ u ≤ T − s

} L
=

{

(Bu, B
n,T
u ), 0 ≤ u ≤ T − s

}

. (3.21)

Par ailleurs, si c > 0,

{

(Bcu, B
n,T
cu ), 0 ≤ u ≤ T/c

} L
=

{

cH(Bu, B
n,T/c
u ), 0 ≤ u ≤ T/c

}

. (3.22)

Enfin, si s, t ∈ Pn,T avec s ≤ t, on a

(

B
2

st(i, j),B
2,n,T
st (i, j)

) L
= (t− s)2H

(

B
2

01(i, j),B
2,n,T/(t−s)
01 (i, j)

)

(3.23)

pour tous i, j = 1, . . . ,m.

Démonstration. C’est une conséquence des propriétés classiques de stationnarité et de chan-
gement d’échelle pour le mBf et son approximation analytique ((3.8) et (3.9)). Toutefois, le
rédaction exhaustive des différents arguments successivement mis en œuvre est assez longue, et
pour cette raison, nous la reportons en appendice.

Lemme 3.1.12. Soit κ > 0, p ≥ 1 et V un espace vectoriel normé quelconque. Il existe une
constante Cκ,p,V > 0 telle que pour tout processus R ∈ C2([0, T ];V ),

N
[

R; Cκ2 ([0, T ];V )
]

≤ Cκ,p,V

(∫ T

0

∫ T

0

|Ruv|2p
|u− v|2κp+2

du dv

)1/(2p)

+ Cκ,p,V N
[

δR; Cκ3 ([0, T ];V )
]

.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à [46] pour la preuve originale de ce résultat, qui
généralise le lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (obtenu en prenant R = δf). Une
version un peu plus générale du lemme sera de toute façon établie dans le chapitre 5 (voir
Proposition 5.5.7).



50 CHAPITRE 3. UN SCHÉMA D’APPROXIMATION DANS LE CAS DU MBF

Munis de ces deux lemmes techniques, nous sommes en mesure d’établir le taux de conver-
gence escompté :

Proposition 3.1.13. Pour tout coefficient γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive
θH,γ,T , finie presque sûrement, telle que, pour tout n ∈ N

∗,

N
[

B
2,n,T −B

2 ; C2γ2 ([0, T ];Rm+1,m+1)
]

≤ θH,γ,T ·
√

log(n) · n−(H−γ).

Démonstration. Dans un souci de clarté, les constantes qui apparaîtront dans cette preuve
pourront dépendre de γ et T , mais aussi des paramètres intermédiaires p et ε, sans mention
explicite. Ces constantes seront d’ailleurs toutes désignées par la même notation K. Nous
noterons également An,T := B

2 −B
2,n,T .

Considérons tout d’abord les termes impliquant la première composante de B : on a par
exemple, à partir des expressions (3.12),

∣

∣

∣
An,Tst (i, 0)

∣

∣

∣
≤ |t− s|1+γ N [Bn,T −B; Cγ1 ([0, T ];Rm+1)],

ce qui donne l’estimation attendue grâce à (3.17). Le traitement de An,Tst (0, i) est ensuite simi-
laire. Pour les termes An,Tst (i, j), avec 1 ≤ i, j ≤ m, on procède en plusieurs étapes.

Etape 1. Cherchons tout d’abord à établir l’estimation : pour tous p ≥ 1,

(

E

∣

∣

∣
An,Tst (i, j)

∣

∣

∣

p)1/p
≤ K |t− s|2γ ·

(

n−2(H−γ) + n−H
)

, s, t ∈ [0, T ], (3.24)

et ce pour tous i, j = 1, . . . ,m, ou plutôt, par symétrie, pour tous 1 ≤ j ≤ i ≤ m. A cette fin,
nous distinguerons trois cas.

(i) Si |t− s| ≥ T
n et s, t ∈ Pn,T , i.e. s = kT

n et t = lT
n avec k < l. Alors, d’après le lemme 3.1.11,

An,Tst (i, j)
L
= B

2

01(i, j)−B
2,n,T/(t−s)
01 (i, j).

Or, puisque T
t−s =

n
l−k , B

2,n,T/(t−s)
01 (i, j) = B

2,l−k,1
01 (i, j), et donc, d’après le proposition 3.1.10,

(

E

∣

∣

∣A
n,T
st (i, j)

∣

∣

∣

p)1/p
≤ K · |t− s|2H · |l − k|−2H+1/2 ≤ K · |t− s|1/2 · n−2H+1/2

≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ), (3.25)

où nous avons en outre utilisé le fait que γ > 1/4.

(ii) Si (t − s) ≥ T
n avec tnk ≤ s < tnk+1 ≤ tnl ≤ t < tnl+1, alors, en utilisant la relation

cohomologique δ(δAn,T (i, j))stnk+1t
n
l t
= 0, on obtient la décomposition

An,Tst (i, j) = An,Tstnk+1
(i, j) +An,Ttnk+1t

n
l
(i, j) +An,Ttnl t

(i, j)

+ δ(An,T (i, j))stnk+1t
+ δ(An,T (i, j))tnk+1t

n
l t
. (3.26)

Le terme An,Ttnk+1t
n
l
(i, j) est estimé à l’aide du cas (i) :

(

E

∣

∣

∣
An,Ttnk+1t

n
l
(i, j)

∣

∣

∣

p)1/p
≤ K ·

∣

∣tnl − tnk+1

∣

∣

2γ · n−2(H−γ) ≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ).
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Pour traiter les deux derniers termes de (3.26), souvenons-nous de la relation algébrique

δ(An,T (i, j)) = δB(i) · δB(j) − δBn,T,(i) · δBn,T,(j), (3.27)

qui entraîne ici

|δ(An,T (i, j))stnk+1t
| ≤ |(δB(i))stnk+1

| · |(δB(j))tnk+1t
|+ |(δBn,T,(i))stnk+1

| · |(δBn,T,(j))tnk+1t
|,

estimation à partir de laquelle on déduit aisément, en appliquant par exemple l’inégalité de
Cauchy-Schwartz,

(

E

∣

∣

∣δ(An,T (i, j))stnk+1t

∣

∣

∣

p)1/p
≤ K · |t− s|H · (T/n)H ≤ K · |t− s|2γ ·

(

n−2(H−γ) + n−H
)

.

Le moment E[|δ(An,T (i, j))tnk+1t
n
l t
|p]1/p peut bien sûr être majoré de la même façon.

Quant au terme An,Tstnk+1
(i, j) , remarquons d’une part que

(

E

∣

∣

∣
B

2

stnk+1
(i, j)

∣

∣

∣

p)1/p
=

∣

∣tnk+1 − s
∣

∣

2H (

E
∣

∣B
2

01

∣

∣

p)1/p

≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ), (3.28)

tandis que, d’autre part,
∣

∣

∣

∣

∫ tnk+1

s
δBn,T,(i)

su dBn,T,(j)
u

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
δB

n,T,(i)
tnk t

n
k+1

δB
n,T,(j)
tnk t

n
k+1

∣

∣

∣

∫ tnk+1

s

(u− tnk)
(T/n)2

du ≤
∣

∣

∣
δB

n,T,(i)
tnk t

n
k+1

δB
n,T,(j)
tnk t

n
k+1

∣

∣

∣
.

cette dernière estimation conduisant là encore facilement à
(

E

∣

∣

∣

∣

∫ tnk+1

s
(δBn,T,(i))su dB

n,T,(j)
u

∣

∣

∣

∣

p
)1/p

≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ). (3.29)

L’association de (3.28) et (3.29) donne effectivement

(E[|An,Tstnk+1
(i, j)|p])1/p ≤ K |t− s|2γ · n−2(H−γ).

Le raisonnement est également valable pour An,Ttnl t
(i, j).

(iii) Il reste à analyser le cas (t− s) < T
n . Pour tnk ≤ s < t < tnk+1, on a

(

E

∣

∣

∣

∣

∫ t

s
(δB(i))su dB

(j)
u

∣

∣

∣

∣

p)1/p

≤ K · |t− s|2H ≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ),

et
∣

∣

∣

∣

∫ t

s
δBn,T,(i)

su dBn,T,(j)
u

∣

∣

∣

∣

≤ (t− s)2
2(T/n)2

∣

∣

∣
δB

n,T,(i)
tnk t

n
k+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
δB

n,T,(j)
tnk t

n
k+1

∣

∣

∣
,

d’où
(

E

∣

∣

∣

∣

∫ t

s
(δBn,T,(i))su dB

n,T,(j)
u

∣

∣

∣

∣

p)1/p

≤ K · |t− s|2γ · n−2(H−γ).

Le cas ((t − s) < T
n , tnk ≤ s < tnk+1 ≤ t < tnk+2) donne lieu à un traitement et un résultat

similaires, ce qui achève la preuve de (3.24).
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Etape 2. Pour appliquer le lemme 3.1.12, il faut (d’abord) être en mesure de contrôler la norme
N

[

δ(B2 − B
2,n,T ); C2γ3

]

de façon presque sûre. Pour cela, remarquons que la relation (3.27)
s’écrit également

δ(B2 −B
2,n,T ) =

[

δ
(

B −Bn,T
)]

⊗ δB + δBn,T ⊗
[

δ
(

B −Bn,T
)]

.

Par conséquent,

|δ(B2 −B
2,n,T )sut|
≤ |t− u|γ |s− u|γ

(

2N [δB; Cγ2 ] · N [δ(B −Bn,T ); Cγ2 ] + (N [δ(B −Bn,T ); Cγ2 ])2
)

et ainsi

N
[

δ(B2 −B
2,n,T ); C2γ3

]

≤ 2N [δB; Cγ2 ] · N [δ(B −Bn,T ); Cγ2 ] + (N [δ(B −Bn,T ); Cγ2 ])2.

En utilisant le lemme 3.1.9, on déduit à présent

N
[

δ(B2 −B
2,n,T ); C2γ3

]

≤ θH,γ,T ·
√

log(n) · n−(H−γ). (3.30)

Etape 3. Associé à (3.30), le lemme 3.1.12 entraîne

N
[

(B2 −B
2,n,T ); C2γ2 ([0, T ]

]

≤ K

(∫ T

0

∫ T

0

|(B2 −B
2,n,T )uv|2p

|u− v|4γp+2
du dv

)1/(2p)

+K · θH,γ,T ·
√

log(n) · n−(H−γ).

pour tout p ≥ 1. Il reste donc à montrer que

|Rn,p| ≤ θγ,H,T ·
√

log(n) · n−(H−γ) (3.31)

où

Rn,p :=

(∫ T

0

∫ T

0

|(B2 −B
2,n,T )uv|2p

|u− v|4γp+2
du dv

)1/(2p)

.

Pour cela, on commence par utiliser l’estimation (3.24) (en remplaçant γ par γ + ε/2, pour ε
assez petit), pour déduire

E|Rn,p|2p ≤
∫ T

0

∫ T

0

E|(B2 −B
2,n,T )uv|2p

|u− v|4γp+2
du dv

≤ K

∫ T

0

∫ T

0

|u− v|4γp+2εp

|u− v|4γp+2
du dv ·

(

n−4(H−γ−ε/2)p + n−2Hp
)

,

et donc, en choisissant p > 1
ε ,

E|Rn,p|2p ≤ K
(

n−4(H−γ)p+2εp + n−2Hp
)

.

Posons α = min{2(H − γ)− ε,H}. D’après l’inégalité de Tchebychev, on a, pour tout η > 0,

P (nα−ε|Rn,p| > η) ≤ E|Rn,p|2p
η2p

n2p(α−ε) ≤ K
n−2pε

η2p
.
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d’où, puisque p > 1/ε,
∞
∑

n=1

P (nα−ε|Rn,p| > η) <∞.

Le lemme de Borel-Cantelli implique alors nα−ε|Rn,p| → 0 p.s. lorsque n→∞, ce qui conduit
à (3.31) en choisissant ε > 0 de façon appropriée, dans la mesure où

α− ε = min{2(H − γ − ε), H − ε} > H − γ.

3.2 Etude du schéma

La stratégie visant à établir la convergence du schéma (3.5) vers la solution de (3.2) est
basée sur l’observation suivante : la formule (3.5) correspond au schéma de Milstein classique
(en présence de processus réguliers) appliqué à l’approximation de Wong-Zakaï du système
dirigée par Bn,T , autrement dit au système régulier

dY
n,i
t = σi0(Y

n
t ) dt+ σij(Y

n
t ) dB

n,T,j
t , Y

n
0 = a ∈ R

d, (3.32)

où, on le rappelle, Bn,T est défini par (3.13). Il est en effet facile de constater que (δBn,T )tnk t
n
k+1

=
(δB)tnk t

n
k+1

, tandis que

B
2,n,T
tnk t

n
k+1

=

∫ tnk+1

tnk

(δBn,T,l)tnku dB
n,T,j
u =

1

2
(δBl)tnk t

n
k+1

(δBj)tnk t
n
k+1

.

Cette observation n’est évidemment valable que lorsque l’on fait coïncider le pas ∆n =
T
n du

schéma avec le pas de discrétisation de B.

La convergence du schéma est alors établie en deux temps : on effectue une première tran-
sition entre la solution Y du système initial et la solution Y

n
du système approché (3.32), puis

l’on analyse du passage de Y
n

à sa discrétisation Y n via l’algorithme de Milstein.

La première étape n’est en fait qu’une conséquence directe de l’association du théorème de
continuité du flot (inégalité (2.30)) et de l’estimation (3.15). L’ensemble aboutit à :

Proposition 3.2.1. Supposons que σ ∈ C3,b(Rd;Rd,m+1) et soit γ ∈ (1/3, H). Alors, avec les
notations ci-dessus, il existe une variable aléatoire positive θγ,H,σ,T , finie p.s., telle que

N [Y − Y n
; Cγ1 ([0, T ];Rd)] ≤ θγ,H,σ,T

√
log n

nH−γ
. (3.33)

Remarque 3.2.2. On ne peut malheureusement pas transformer cette estimation presque sûre
en une estimation dans L1(Ω). C’est l’un des inconvénients de la méthodes rough paths : elle
fait apparaître des constantes aléatoires (ici θγ,H,σ,T ) non intégrables, comme le montrerait une
rapide analyse de la preuve du théorème 2.3.1.

Le passage de Y
n

à Y n va quant à lui nécessiter une étude relativement approfondie de
la procédure de discrétisation de Milstein dans le cas où le processus directeur x est régulier.
C’est l’objet de la section qui suit.



54 CHAPITRE 3. UN SCHÉMA D’APPROXIMATION DANS LE CAS DU MBF

3.2.1 Le schéma de Milstein pour les EDO dirigées par un processus régulier

Nous considérons ici le système général :

yt0 = a ∈ R
d , dyit = σij(yt) dx

j
t , t ∈ [t0,∞[, (3.34)

lorsque x = (x1, . . . , xl) est un processus continu, différentiable par morceaux, et σ ∈ C3,b(Rd,Rd,l).
Le flot associé à ce système sera noté Φ(a; t0, .), ou en d’autres termes :

yt = Φ(a; t0, t)⇐⇒ yt est l’évaluation en t de la solution de (3.34).

Le schéma de Milstein associé à (3.34) (lorsque l’équation est envisagée sur [0, T ]) est défini
par

yn,itk+1
= yn,itk + σij(yntk) · (δx

j)tktk1 + ∂pσ
ij(yntk)σ

pl(yntk) ·
∫ tk+1

tk

(δxl)tku dx
j
u, (3.35)

où tk = tnk =
kT
n . On notera Ψn(a; tp, .) le flot numérique induit par ce schéma, c’est-à-dire la

suite (yntk)k≥p telle que yntp = a et pour tout k ≥ p, la relation itérative (3.35) est vérifiée.

Commençons par examiner la divergence des flots exacts et numériques entre deux temps
successifs tk et tk+1 de la partition :

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, on a, pour tout a ∈ R
d, pour tout k = 0, . . . , n,

|Φ(a; tk, tk+1)−Ψn(a; tk, tk+1)| ≤ cσM
x
tktk+1

, avec Mx
st :=

(∫ t

s
|ẋu| du

)3

. (3.36)

Démonstration. Il suffit de partir du développement de Taylor : si y := Φ(a; tk, .),

Φ(a; tk, tk1)−Ψn(a; tk, tk+1)

=

∫ tk+1

tk

du

∫ 1

0
dr

[

∂pσ
ij(a+ r(δy)tku)− ∂pσij(a)

]

σpl(a)(δxl)tkuẋ
j
u

+

∫ tk+1

tk

du

∫ 1

0
dr ∂pσ

ij(a+ r(δy)tku)

(∫ u

tk

δ(σpl(y))tkv dxv

)

ẋju,

et l’on utilise ensuite le fait que

∣

∣(δyi)st
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫ t

s
σij(yu) dx

j
u

∣

∣

∣

∣

≤ ‖σ‖∞
∫ t

s
|ẋu| du.

En considérant le couple x = (x1 := δx,x2 :=
∫

δx⊗dx) comme un 2-rough path, l’inégalité
(2.30) implique par ailleurs :

Lemme 3.2.4. Soit γ ∈ (1/3, 1). On rappelle que

‖x‖γ := N [x1; Cγ2 ([0, T ];Rl)] +N [x2; C2γ2 ([0, T ];Rl,l)]. (3.37)

Il existe une fonction croissante CT : R→ R+ telle que

|(Φ(z; s, t)− Φ(z̃; s, t))− (z − z̃)|
|t− s|γ ≤ CT (‖x‖γ) · |z − z̃| (3.38)

et

|Φ(z; s, t)− Φ(z̃; s, t)| ≤ CT (‖x‖γ) · |z − z̃| (3.39)

pour tous s, t ∈ [0, T ] et z, z̃ ∈ R
d.
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Forts de ces deux résultats préliminaires, nous sommes en mesure de mettre en œuvre un
raisonnement classique d’analyse numérique visant à contrôler la différence entre la solution y
du système (3.34) et le flot numérique yn issu du schéma (3.35). Ce sont ces estimations qui
assureront dans un instant la transition entre Y

n
à Y n.

Proposition 3.2.5. Soit x : [0, T ]→ R
l un processus continu, différentiable par morceaux, σ ∈

C3,b(Rd;Rd,l) et a ∈ R
d. On considère le flot Φ associé au système (3.34) et le flot numérique

Ψn défini par la relation (3.35). On rappelle que pour tout k = 0, . . . , n, tk = tnk = kT/n, et l’on
pose ytk = Φ(a; 0, tk) et yntk = Ψn(a; 0, tk). Avec ces notations, il existe une fonction croissante

C̃T : R→ R
+ telle que l’on ait, pour tous 0 ≤ p < q ≤ n,

|ytq − yntq | ≤ C̃T (‖x‖γ) ·
q−1
∑

k=0

Mx
tktk+1

(3.40)

|δ(y − yn)tptq | ≤ C̃T (‖x‖γ) ·







q−1
∑

k=p

Mx
tktk+1

+ |tq − tp|γ ·
p−1
∑

k=0

Mx
tktk+1







(3.41)

où l’incrément Mx est défini dans (3.36).

Démonstration. Par définition, yntk = Φ(yntk ; tk, tk) et ytk = Φ(ynt0 ; t0, tk), et donc

ytq − yntq =
q−1
∑

k=0

(

Φ(yntk ; tk, tq)− Φ(yntk+1
; tk+1, tq)

)

.

Remarquons à présent la relation

Φ(yntk ; tk, tq) = Φ(Φ(yntk ; tk, tk+1); tk+1, tq),

qui implique, grâce à (3.39),

∣

∣Φ(yntk ; tk, tq)− Φ(yntk+1
; tk+1, tq)

∣

∣ ≤ CT (‖x‖γ) ·
∣

∣

∣Φ(yntk ; tk, tk+1)− yntk+1

∣

∣

∣ .

On utilise ensuite (3.36) pour affirmer que
∣

∣

∣
Φ(yntk ; tk, tk+1)− yntk+1

∣

∣

∣
=

∣

∣Φ(yntk ; tk, tk+1)−Ψn(yntk ; tk, tk+1)
∣

∣ ≤ C ·Mx
tktk+1

,

ce qui permet de déduire (3.40). Si q ≥ p, on écrit

δ(y − yn)tptq =
(

Φ(ytp ; tp, tq)− ytp
)

−
(

Ψn(yntp ; tp, tq)− yntp
)

=
(

Φ(ytp ; tp, tq)− ytp
)

−
(

Φ(yntp ; tp, tq)− yntp)
)

−
(

Ψn(yntp ; tp, tq)− Φ(yntp ; tp, tq)
)

.

En utilisant les mêmes arguments que ci-dessus, on peut ensuite montrer

|Ψn(znp ; tp, tq)− Φ(znp ; tp, tq)| ≤ CT (‖x‖γ) ·
q−1
∑

k=p

Mx
tktk+1

. (3.42)

(3.41) est finalement obtenu en combinant (3.38) et (3.40).
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3.2.2 Application au mBf

Sous l’hypothèse σ ∈ C3,b(Rd,Rd,m+1) (qui sera dorénavant adoptée), on rappelle que Y n

désigne la suite définie par le schéma (3.2), tandis que Y
n

représente la solution du système
approché (3.32). La proposition 3.2.5, appliquée à ce dernier système, conduit à un premier
contrôle :

Proposition 3.2.6. Pour tout γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire θγ,H,T , finie p.s.,
telle que, pour tout n ∈ N

∗,

sup
p,q=0,...,n−1, p<q

∣

∣δ(Y
n − Y n)tptq

∣

∣

|tq − tp|γ
≤ θγ,H,T

√
log n

nH−γ
. (3.43)

Démonstration. Pour faire apparaître
∣

∣δ(Y
n − Y n)tptq

∣

∣, il suffit de prendre x = Bn,T dans
la proposition 3.2.5, où n est le même pas de discrétisation que dans le schéma numérique
(3.5), puisque, comme nous l’avons souligné au début de cette section, Y n coïncide avec la
discrétisation de Milstein du système (3.2.5). En utilisant (3.16), on sait en outre que

Mx
tktk+1

=
∣

∣(δB)tktk+1

∣

∣

3 ≤ θH,T
(log n)3/2

n3H
,

et donc, d’après (3.40) et (3.15),

∣

∣δ(Y
n − Y n)tptq

∣

∣ ≤ θγ,H,T CT
(

‖Bn,T ‖γ
)

{

|q − p|
n3H

(log n)3/2 + |tq − tp|γ
p · (log n)3/2

n3H

}

≤ θγ,H,T |tq − tp|γ
(log n)3/2

n3H−1
,

où l’expression de la variable aléatoire θγ,H,T varie d’une ligne à l’autre. (3.43) est maintenant
une conséquence de l’inégalité stricte 3H − 1 > H − γ.

Le reste de cette section va consister à établir que l’estimation (3.43) reste valable sur
l’intervalle entier [0, T ] (et plus seulement sur les points tp, tq de la partition) lorsque Y n est
étendu sur [0, T ] par interpolation linéaire des points Y n

t0 , Y
n
t1 , . . . , Y

n
tn .

Intervient ici un premier résultat technique, hérité de (3.16) via l’estimation (2.29), relatif
au comportement local des variations de Y

n
:

Lemme 3.2.7. Il existe une constante h∗∗ > 0 et une variable aléatoire positive θH,h∗∗,σ,T , finie
p.s., telle que pour tout h ∈ (0, h∗∗) et tout n ≥ T

h∗∗ ,

sup
t∈[0,T−h]

|(δY n
)t,t+h| ≤ θH,h∗∗,σ,T · hH ·

√

| log(1/h)|.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, on note xH > 0 la constante telle que
l’application x 7→ xH

√

| log(1/x)| soit croissante (0, xH ]. On pose ensuite h∗∗ = min(xH , h
∗),

où h∗ désigne la constante définie par le lemme 3.1.8. Soient s, t ∈ [0, T ] tels que |t− s| ≤ h∗∗.

(i) De (2.31), on tire

∣

∣(δY
n
)st − σ(Y n

s )(δB
n,T )st

∣

∣ ≤ |t− s|2γ G(‖Bn,T ‖γ)
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pour 1/3 < γ < H et une certaine fonction croissante G : R→ R
+. En choisissant γ suffisam-

ment proche de H, on obtient

∣

∣(δY
n
)st − σ(Y n

s )(δB
n,T )st

∣

∣ ≤ θH,h∗,σ,T |t− s|H
√

log

(

1

|t− s|

)

.

(ii) Supposons d’abord que tl ≤ s ≤ t ≤ tl+1. On a
∣

∣σ(Y
n
s )(δB

n,T )st
∣

∣ ≤ θH,h∗,σ,T · |t− s| · (n/T )1−H
√

| log(n/T )|,

et puisque |t− s| ≤ T/n, i.e. n/T ≤ 1/(t− s), il en découle
∣

∣σ(Y
n
s )(δB

n,T )st
∣

∣ ≤ θH,h∗,σ,T · (t− s)H ·
√

| log(1/(t− s))|.

(iii) Si tl−1 ≤ s ≤ tl ≤ tp ≤ t ≤ tp+1 avec l ≤ p, alors

(δBn,T )st = (Bn,T
t −Btp) + (δB)tltp + (Btl −Bn,T

s ). (3.44)

Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, cette relation mène facilement, lorsque |t− s| ≤ T/n, à
∣

∣σ(Y
n
s )(δB

n,T )st
∣

∣ ≤ θH,h∗,σ,T · (t− s)H ·
√

| log(1/(t− s))| (3.45)

Si |t− s| > T/n, la décomposition (3.44) implique

∣

∣σ(Y
n
s )(δB

n,T )st
∣

∣ ≤ 2θH,h∗,σ,T · (T/n)H
√

| log(n/T )|+ θH,h∗,σ,T · (tp− tl)H ·
√

| log(1/(tp − tl))|.

et l’on retrouve l’estimation (3.45) grâce à la croissance de x 7→ xH
√

| log(1/x)|.
(iv) L’assertion est maintenant obtenue en combinant les étapes (i)-(iii).

Proposition 3.2.8. Soit {Y n
t , t ∈ [0, T ]} le processus obtenu par interpolation linéaire des

points Y n
t0 , Y

n
t1 , . . . , Y

n
tn. Pour tout γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive θγ,H,T ,

finie p.s., telle que pour tout n > 1,

N [Y n − Y n
; Cγ1 ([0, T ];Rd)] ≤ θγ,H,T ·

√

log(n) · n−(H−γ).

Démonstration. On introduit tout d’abord l’interpolation linéaire Un de Y
n

associée à la par-
tition uniforme de pas T/n. A partir du résultat du lemme 3.2.7, on peut procéder comme dans
la preuve du lemme 3.1.9 pour obtenir

N [Un − Y n
; Cγ1 ([0, T ];Rd)] ≤ θH,γ,T ·

√

log(n) · n−(H−γ).

Il suffit donc d’examiner la différence entre les deux processus linéaires par morceaux Un et
Y n. Si s ∈ [tl, tl+1] et t ∈ [tk, tk+1] pour l ≤ k, on a

δ(Un − Y n)st = δ(Y
n − Y n)tltk +

t− tk
T/n

δ(Y
n − Y n)tktk+1

− s− tl
T/n

δ(Y
n − Y n)tltl+1

. (3.46)

(i) Si l + 1 < k, alors en appliquant (3.43) aux trois termes de (3.46), on obtient, puisque
(s− tl) ≤ T/n et (t− tk) ≤ T/n,

|δ(Un − Y n)st| ≤ θH,γ,T |t− s|γ · n−(H−γ)
√

log(n). (3.47)
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(ii) Si l = k, (3.46) se simplifie en

δ(Un − Y n)st =
t− s
T/n

δ(Y
n − Y n)tktk+1

et ainsi (3.43), associée au fait que |t− s| ≤ T/n, fournit à nouveau l’estimation (3.47).

Le cas k = l + 1 peut ensuite être traité de façon similaire, ce qui achève la preuve de la
proposition.

En associant les estimations des propositions 3.2.1 et 3.2.8, on obtient le résultat de conver-
gence escompté :

Théorème 3.2.1. Supposons que σ ∈ C3,b(Rd;Rd,m+1) et soit {Y n
t , t ∈ [0, T ]} le processus

obtenu par interpolation linéaire des points Y n
t0 , Y

n
t1 , . . . , Y

n
tn issus du schéma (3.5). Pour tout

coefficient γ ∈ (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive θγ,H,σ,T telle que, si Y désigne
la solution du système (3.2), alors pour tout n ≥ 2,

N [Y − Y n; Cγ1 ([0, T ];Rd)] ≤ θγ,H,σ,T

√
log n

nH−γ
. (3.48)

3.2.3 Résultats de simulation numérique

Pour apprécier l’efficacité de l’algorithme (3.5), envisageons l’exemple élémentaire

Y0 = a ∈ R , dYt = Yt · (dB1
t + dB2

t ), (3.49)

pour lequel nous disposons de la solution explicite Yt = eB
1
t+B

2
t . La figure 3.2.3, qui rend compte

à la fois de l’application du schéma d’Euler et du schéma de type Milstein (3.5), vient illustrer
le phénomène que nous évoquions en introduction : lorsque H < 1/2 (ici H = 0.4), le schéma
d’Euler ne converge plus vers la solution du système et il devient ainsi nécessaire d’inclure des
termes d’ordre deux dans l’algorithme.

Il eut été ensuite intéressant de pouvoir comparer le taux de convergence qui apparaît
dans (3.48) avec des taux plus classiques lorsque B est un mB standard ou lorsque B est
unidimensionnel (voir par exemple [77]). Survient ici l’un des inconvénients de l’approche rough
paths que nous avons suivie (outre celui mentionné dans la remarque 3.2.2) : cette méthode
ne met en évidence qu’une estimation en norme höldérienne de la différence entre la solution
exacte et la solution approchée. Le coefficient γ dans (3.48) est en effet supposé strictement
supérieur à 1/3 et il n’est pas envisageable, eu égard aux arguments utilisés dans la preuve de
ce résultat, de faire converger γ vers 0 pour obtenir un taux de convergence étroit en norme
infinie.

Permettons-nous cependant une conjecture quant à la vitesse de convergence de ‖Y −
Y n‖∞,[0,T ], conjecture que viendront dans un instant appuyer deux exemples numériques.

Conjecture : On suppose l’indice de HurstH strictement supérieur à 1/3. Soit Y la solution
du système (3.2) et Y n le processus obtenu par interpolation linéaire des points Y n

t0 , Y
n
t1 , . . . , Y

n
tn

issus du schéma (3.5). Il existe une variable aléatoire positive θH,T , finie p.s., telle que, pour
tout n ≥ 2,

‖Y − Y n‖∞,[0,T ] ≤ θH,T ·
√

logn ·
(

n−H + n−2H+1/2
)

. (3.50)
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Figure 3.1 – Application du schéma d’Euler (en rouge) et du schéma (3.5) (en bleu) à l’ap-
proximation de la solution de (3.49) (en pointillés).

Remarque 3.2.9. L’estimation (3.50) est conforme aux résultats établis dans le cas du Brownien
standard (H = 1/2). Il est en effet prouvé dans [15] que le schéma (3.5) appliqué au système
particulier

Y 1
0 = Y 2

0 = 0 , dY 1
t = dW 1

t , dY
2
t = Y 1

t dW
2
t ,

est exactement d’ordre n−1/2, résultat qui souligne par ailleurs le coût de l’approximation
W

2
st ≈ 1

2(δW )st ⊗ (δW )st (on sait que le schéma de Milstein original est d’ordre n−1).

Pour tenter d’appréhender la norme ‖Y − Y n‖∞,[0,T ], nous avons appliqué l’algorithme au
système :

Y0 = 1, dYt = cos(Yt) dB
1
t + sin(Yt) dB

2
t , t ∈ [0, 1]. (3.51)

Observons que pour montrer (3.50), il suffirait en fait d’établir l’inégalité

sup
k=0,...,n

∣

∣

∣Ytnk − Y
n
tnk

∣

∣

∣ ≤ θH,T

√
logn

n2H−1/2
.

En effet, si Y P
n,T

désigne l’interpolation linéaire de Y relativement à la partition Pn,T =
{tnk , k = 0, . . . n}, il est facile de prouver en utilisant les mêmes arguments que dans la preuve
du lemme 3.2.7, que

‖Y − Y Pn,T ‖∞,[0,T ] ≤ 2 sup
k=0,...,n

sup
tnk≤s<t≤t

n
k+1

|(δY )st| ≤ θH,T

√
log n

nH
,
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pour une certaine variable aléatoire θH,T finie p.s. Ainsi,

‖Y − Y n‖∞,[0,T ] ≤ θH,T

√
log n

nH
+ ‖Y Pn,T − Y n‖∞,[0,T ]

≤ θH,T

√
log n

nH
+ sup
k=0,...,n

∣

∣

∣
Ytnk − Y

n
tnk

∣

∣

∣
.

Les figures 3.2.3 et 3.2.3 représentent justement la fonction

n 7→ log2

(

sup
k=0,...,2n

∣

∣

∣Y k
2n
− Y 2n

k
2n

∣

∣

∣

)

, (3.52)

pour le système (3.51). Chacun des points matérialise en fait l’erreur moyenne commise sur 50
réalisations du mBf.

1 2 3 4 5 6 7 8
−3

−2.8

−2.6

−2.4

−2.2

−2

−1.8

−1.6

Conv.ord.2H−1/2

Scheme error

Figure 3.2 – Représentation de la fonction n 7→ log2

(

supk=0,...,2n

∣

∣

∣

∣

Y k
2n
− Y 2n

k
2n

∣

∣

∣

∣

)

associée au

système (3.51) lorsque H = 0.35.

Remarque 3.2.10. Comme il est de coutume dans l’analyse des erreurs commises par un schéma
numérique, la solution exacte Y , dont nous ne connaissons pas explicitement la loi, est en fait
remplacée dans (3.52) par une approximation Y N0 très fine elle-même obtenue via l’algorithme,
pour un certain paramètre N0 très grand fixé.

3.3 Appendix

Preuve du lemme 3.1.11. On rappelle que les points de la partition Pn,T sont donnés par tnk =
kT
n pour tout k ∈ N. Introduisons à présent deux applications Fn,T− et Fn,T+ associées à cette
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Figure 3.3 – Représentation de la fonction n 7→ log2

(

supk=0,...,2n

∣

∣

∣

∣

Y k
2n
− Y 2n

k
2n

∣

∣

∣

∣

)

associée au

système (3.51) lorsque H = 0.8.

partition : pour tout u ∈ R+, Fn,T− (u) := tni et Fn,T+ (u) := tni+1 si tni ≤ u < tni+1. Avec ces

notations, on peut écrire Bn,T
u = Gn,T (B)u, où l’application mesurable Gn,T : C(R+;Rm) →

C(R+;Rm) est définie par

Gn,T (y)u := y
Fn,T− (u)

+
u− Fn,T− (u)

T/n

(

y
Fn,T+ (u)

− y
Fn,T− (u)

)

, u ∈ R
+. (3.53)

Afin d’établir (3.21), observons que Fn,T± (u+ s) = Fn,T± (u) + s si s ∈ Pn,T . Il est alors facile de
constater que

((δB)s,·+s, (δB
n,T )s,·+s) = ((δB)s,·+s, G

n,T ((δB)s,·+s),

et ainsi, grâce à la propriété de stationnarité du mBf, on a :

((δB)s,·+s, (δB
n,T )s,·+s)

L
= (B,Gn,T (B)) = (B,Bn,T ).

La preuve de (3.22) est tout à fait similaire. On part de la relation Fn,T± (c ·u) = c ·Fn,T/c± (u)

pour écrire Bn,T
cu = Gn,T/c(Bc·)u. En utilisant cette fois la propriété de changement d’échelle

du mBf, on déduit

(Bc·, B
n,T
c· ) = (Bc·, G

n,T/c(Bc·))
L
= (cHB,Gn,T/c(cHB)),

et (3.22) est à présent une conséquence de la linéarité de Gn,T/c.

Pour montrer (3.23), commençons par remarquer que, p.s.,

(B2

st,B
2,n,T
st ) = lim

η→0

(

X(η)2st,X(η)
2,n,T
st

)

,
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où X(η)2,n,T est l’aire de Lévy associée à la discrétisation X(η)n,T de X(η). La convergence
de la première composante est une conséquence de la proposition 3.1.3, tandis que, pour éta-
blir X(η)2,n,Tst → B

2,n,T
st , il suffit d’observer que X(η)2,n,Tst peut s’écrire à l’aide d’évaluations

de X(η) en des points fixés de la partition, puis d’utiliser à nouveau la proposition 3.1.3. En
faisant maintenant appel à la notation Gn,T définie par (3.53), ainsi qu’aux propriétés de sta-
tionnarité et de changement d’échelle de X(η) (Lemme 3.1.2), on déduit successivement, pour
toute fonction continue bornée ϕ : (Rm ⊗ R

m)2 → R :
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E
[

ϕ
(

B
2

st,B
2,n,T
st

)]

= lim
η→0

E
[

ϕ
(

X(η)2st,X(η)
2,n,T
st

)]

= lim
η→0,m→∞

E
[

ϕ
(

m
∑

i=0

{

X(η) i
m
(t−s)+s −X(η)s

}

⊗
{

X(η) i+1
m

(t−s)+s −X(η) i
m
(t−s)+s

}

,

m
∑

i=0

{

X(η)n,Ti
m
(t−s)+s

−X(η)n,Ts
}

⊗
{

X(η)n,Ti+1
m

(t−s)+s
−X(η)n,Ti

m
(t−s)+s

}

)]

= lim
η→0,m→∞

E
[

ϕ
(

m
∑

i=0

{

X(η) i
m
(t−s)+s −X(η)s

}

⊗
{[

X(η) i+1
m

(t−s)+s −X(η)s
]

−
[

X(η) i
m
(t−s)+s −X(η)s

]}

,

m
∑

i=0

Gn,T (X(η).+s −X(η)s) i
m
(t−s) ⊗

{

Gn,T (X(η).+s −X(η)s) i+1
m

(t−s)

−Gn,T (X(η).+s −X(η)s) i
m
(t−s)

})]

= lim
η→0,m→∞

E
[

ϕ
(

m
∑

i=0

X(η) i
m
(t−s) ⊗

{

X(η) i+1
m

(t−s) −X(η) i
m
(t−s)

}

,

m
∑

i=0

Gn,T (X(η)) i
m
(t−s) ⊗

{

Gn,T (X(η)) i+1
m

(t−s) −Gn,T (X(η)) i
m
(t−s)

})]

= lim
η→0,m→∞

E
[

ϕ
(

m
∑

i=0

X(η) i
m
(t−s) ⊗

{

X(η) i+1
m

(t−s) −X(η) i
m
(t−s)

}

,

m
∑

i=0

Gn,T/(t−s)(X(η).(t−s)) i
m
⊗

{

Gn,T/(t−s)(X(η).(t−s)) i+1
m

−Gn,T/(t−s)(X(η).(t−s)) i
m

})]

= lim
η→0,m→∞

E
[

ϕ
(

(t− s)2H
m
∑

i=0

X

(

η

t− s

)

i
m

⊗
{

X

(

η

t− s

)

i+1
m

−X
(

η

t− s

)

i
m

}

,

(t− s)2H
m
∑

i=0

Gn,T/(t−s)
(

X

(

η

t− s

))

i
m

⊗
{

Gn,T/(t−s)
(

X

(

η

t− s

))

i+1
m

−Gn,T/(t−s)
(

X

(

η

t− s

))

i
m

})]

= lim
η→0

E

[

ϕ

(

(t− s)2HX
(

η

t− s

)2

01

, (t− s)2HX
(

η

t− s

)2,n,T/(t−s)

01

)]

= E
[

ϕ
(

(t− s)2HB2

01, (t− s)2HB2,n,T/(t−s)
01

)]

,

et la propriété (3.23) est ainsi démontrée.
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Deuxième partie

L’équation de Volterra rugueuse
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Présentation

La méthode des rough paths ayant conduit à une compréhension et un traitement très com-
plets du système différentiel rugueux standard (2.1), il est à présent naturel de s’interroger sur
la flexibilité de cette approche déterministe à travers la considération de systèmes différentiels
moins classiques.

Un premier pas en cette direction a été franchi par [75], article dans lequel les auteurs
envisagent l’équation avec retard rugueuse :

{

yit = ξ0 +
∫ t
0 σ

ij(yu, yu−r1 , . . . , yu−rk) dx
j
u pour tout t ≥ 0,

yt = ξt si t ∈ [−rk, 0],
(3.54)

où r1 < . . . < rk sont des instants fixés. Le principe général qui a guidé leur analyse, et dont
nous nous inspirerons notamment dans le chapitre 5, peut être résumé de la façon suivante :
pour offrir une interprétation raisonnable du système (3.54), puis le résoudre, il suffit d’adapter
les outils utilisés dans le cas standard (processus contrôlés, intégrales itérées,...) à ce contexte
"avec retard", en partant de l’observation du comportement algébrique des solutions du système
lorsque x est un processus régulier. Il est par exemple montré (dans le cas γ ∈ (1/3, 1/2]) qu’en
tenant compte de la particularité du problème, une version modifiée de l’aire de Lévy, décrite
(moralement) par l’expression

x
2,retard
st (ν) :=

∫ t

s
dxu ⊗

∫ u+ν

s+ν
dxv, ν ∈ [−rk, 0],

s’impose spontanément lors de la construction de l’intégrale
∫ t
0 σ(yu, yu−r1 , . . . , yu−rk) dxu.

Dans les deux chapitres qui suivent, nous nous proposons de poursuivre ce projet d’extension
de la méthode rough paths en envisageant le cas de l’équation de Volterra rugueuse :

yit = ai +

∫ t

0
σij(t, u, yu) dx

j
u, (3.55)

où a ∈ R
d est une condition initiale donnée. La spécificité de ce système, par rapport à (2.1),

tient bien sûr à la dépendance de l’intégrant σ(t, u, yu) vis-à-vis de la variable courante t.
L’équation ne peut d’ailleurs se mettre sous la forme différentielle classique dyt = σ(yt) dxt, et
l’on parle plutôt d’équation intégrale.

La version régulière du système (lorsque x est différentiable) a été introduite par Volterra
mais surtout étudiée par Traian Lalescu dans son mémoire de thèse "Sur les équations de
Volterra" (1908) (repris en 1911 dans l’ouvrage "Introduction to the Theory of Integral Equa-
tions" de l’auteur). Elle a depuis été fréquemment employée dans le cadre de modèles issus de
la biologie ou de la physique. Le livre [90] fournit une collection de solutions explicites pour des
fonctions σ particulières, ainsi que de nombreuses méthodes de résolution du système.

La situation où x = W désigne un mouvement Brownien standard et σ est déterministe a
été traitée de façon exhaustive par Berger et Mizel à travers les deux articles [5, 6] (voir aussi
[65]), dans lesquels l’intégrale

∫ t
0 σ(t, u, yu) dWu est comprise au sens d’Itô. Leurs résultats ont

ensuite été étendus au cas des semi-martingales dans [91].
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Si la fonction σ est elle-même aléatoire, ce qui semble davantage plausible dans un certain
nombre de modèles, et si cette fonction s’écrit par exemple

σ(t, u, Yu) = σ̃(Ht, t, u, Yu),

pour un processus (Ht)t∈R+ donné, l’intégrant n’est plus nécessairement adapté à la filtration
du Brownien : il faut alors faire appel à des méthodes de calcul anticipant comme le calcul de
Malliavin. C’est ce qui est entrepris dans [3, 16, 17, 86, 83, 87]. Il est intéressant de noter que
dans cette dernière référence, le système de Volterra étudié vient modéliser le taux de croissance
d’un actif financier, et va ainsi au-delà des applications classiques inspirées par la biologie ou
la physique.

Eu égard à l’ensemble des travaux que nous venons de citer, il semble assez légitime d’aspirer
à une extension des résultats à un processus x plus général encore, avec notamment à l’esprit
le cas du mBf. La démarche que nous adopterons à cet effet, inspirée comme nous l’annoncions
de la théorie des rough paths, sera restituée en deux temps :

– Une première étape, retranscrite dans le chapitre 4, consistera à envisager le système via
l’interprétation standard de l’intégrale rugueuse

∫ t
0 σ(t, u, yu) dxu, telle qu’elle est présen-

tée dans la section 2.2 (on "fixe" simplement la variable t). On constatera notamment
que si cette approche générale permet un traitement satisfaisant du cas Young (γ > 1/2),
elle se révèle malheureusement limitée lorsque γ ≤ 1/2 : le raisonnement standard ne
permet en effet pas d’établir l’existence d’une solution globale du système, définie sur
tout intervalle [0, T ] donné.

– Pour tenter de remédier à cette difficulté technique, le chapitre 5 proposera ensuite une
analyse approfondie du cas particulier où le noyau se présente sous la forme particulière

σ(t, u, y) = φ(t− u) σ̃(y),

avec φ et σ̃ des fonctions régulières. Dans ce contexte, une réorganisation astucieuse du
système conduira à la mise en place d’un formalisme particulier, dit convolutionnel, basé
sur une version du 2-rough path mieux adaptée au problème.

Remarquons dès à présent que dans les deux cas, le caractère déterministe de la construction
permettra de passer outre la distinction que nous évoquions ci-dessus entre intégrants adaptés
et anticipants.

A notre connaissance, les considérations des deux chapitres qui suivent constituent la pre-
mière tentative d’application de la méthode rough paths à l’équation de Volterra (3.55). Dans
la situation où x = BH est un mBf d’indice de Hurst H > 1/4, il s’agit ainsi des premiers ré-
sultats d’existence et d’unicité (p.s) d’une solution pour (3.55). Comme dans le cas du système
standard, l’approche rough paths ne prend véritablement tout son sens que lorsque H ≤ 1/2.
Le cas Young H > 1/2 sera néanmoins examiné dans un premier temps, ne serait-ce que parce
qu’il amorce généralement la décomposition algébrique qui intervient dans le cas rugueux. No-
tez qu’une analyse plus approfondie de ce cas H > 1/2 a récemment été donnée dans [7], à
partir des idées de [82].



Chapitre 4

Une première approche

L’équation de Volterra rugueuse

yt = a+

∫ t

0
σ(t, u, yu) dxu, (4.1)

sera ici analysée dans les trois contextes suivants :
(i) Le cas Young (Section 4.1) : Lorsque x est un processus γ-höldérien avec γ > 1/2, et en

supposant l’application σ : [0, T ]× [0, T ]×R
d → R

d,m suffisamment régulière vis-à-vis de
ses trois variables, nous verrons qu’il est possible d’interpréter le système (4.1) au sens
de Young, c’est-à-dire à partir des constructions de la sous-section 2.2.1.

(ii) Le cas Young avec singularité (Section 4.2) : Toujours lorsque γ > 1/2, nous évoquerons
ensuite la possibilité de traiter la présence d’une singularité au niveau des deux variables
temporelles, c’est-à-dire un noyau de la forme

σ(t, u, y) = (t− u)−αψ(y),

pour un certain coefficient α > 0 et une fonction ψ : R
d → R

d,m assez régulière. Il
n’est alors plus possible de faire directement appel à la décomposition (2.12), et l’in-
terprétation au sens de Young passe par l’analyse attentive des sommes de Riemann
associées à l’intégrale

∫ t
0 σ(t, u, yu) dxu. Le raisonnement conduit globalement à l’hypo-

thèse γ − α > 1/2. Sous cette condition, le système (4.1) peut être interprété et résolu
dans l’espace Cκ1 ([0, T ];Rd), pour tout κ ∈ (1/2, γ).

(iii) Le cas rugueux (Section 4.3) : Lorsque γ ∈ (1/3, 1/2], les éléments caractéristiques
de la méthode des rough paths (processus contrôlés, intégrales itérées,...) doivent entrer
en scène pour permettre de donner sens à l’intégrale

∫ t
0 σ(t, u, yu) dxu. Comme dans la

section 2.3.1, la résolution du système s’effectue ensuite via un argument de point fixe dans
l’espace des processus contrôlés (Définition 2.2.4), et mène à l’obtention d’une solution
locale, définie sur un petit intervalle [0, T0], 0 < T0 ≤ T . Nous mettrons par ailleurs en
évidence les difficultés techniques qui surviennent lorsque l’on cherche à étendre cette
solution locale en une solution globale définie sur [0, T ].

Dans la mesure où il s’agit à notre connaissance de résultats nouveaux, nous nous efforcerons
de fournir dans les trois cas une rédaction exhaustive des raisonnements et des estimations
utilisés. On pourra ainsi trouver à travers les preuves de ce chapitre les quelques détails passés
sous silence dans les démonstrations du chapitre 2.
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Evoquons succintement la stratégie générale que nous avons adoptée pour obtenir les dif-
férents résultats à venir. Comme dans le cas du système différentiel rugueux standard (2.1), il
semble naturel de chercher à interpréter et à résoudre l’équation (4.1) dans un espace höldérien.
C’est l’approche suggérée par le formalisme des k-incréments, à travers l’intervention des deux
opérateurs δ et Λ. Dans ce contexte, la grande différence entre le système standard et l’équation
de Volterra (d’un point de vue pour l’instant heuristique) tient au fait que les incréments de la
solution potentielle y de (4.1) entre deux instants s < t dépendent de toute la trajectoire (de 0
à t), et pas seulement de son comportement entre s et t. En effet, si s < t, on a

(δy)st =

∫ t

s
σ(t, u, yu) dxu +

∫ s

0
[σ(t, u, yu)− σ(s, u, yu)] dxu. (4.2)

De façon prévisible, la première intégrale qui apparaît dans (4.2) peut être traitée comme dans
le cas des diffusions. Autrement dit, sous certaines conditions de régularité pour σ, la variable
supplémentaire t dans l’intégrale ne joue ici aucun rôle proéminent. C’est la seconde intégrale
de (4.2) qui constitue véritablement la spécificité de l’analyse de l’équation de Volterra, en
impliquant l’intégralité du passé des trajectoires de x et y. Pour récupérer des incréments de la
forme |t− s|κ de l’estimation de ce second terme, et ouvrir ainsi la voie à des arguments de points
fixes classiques, il faut alors recourir aux propriétés de régularité de σ vis-à-vis de sa première
variable. Dans tous les cas, l’estimation du membre de droite de (4.2) ne pourra s’effectuer
qu’en faisant apparaître la norme de y sur l’intervalle [0, t] entier. Lorsque γ ∈ (1/3, 1/2],
cette dépendance va se révéler rédhibitoire dans la mise en place de l’argument classique de
prolongement de la solution ; seule l’existence d’une solution locale pourra ainsi être établie
dans la section 4.3. Comme nous l’annoncions dans la présentation de cette partie, nous ne
sommes parvenus à surmonter ce problème d’extension que dans le cas particulier développé
dans le chapitre suivant, par le biais d’une transformation du système et d’un procédé technique
de localisation.

Concluons cette introduction en précisant plusieurs notations spécifiques à ce chapitre.
Comme nous venons de l’évoquer, la première variable temporelle t de σ sera amenée à jouer
un rôle bien distinct des deux autres variables (u, y) ∈ [0, T ] × R

d. Pour cette raison, nous
noterons fréquemment Yu := (u, yu) ∈ [0, T ] × R

d et σt(Yu) := σ(t,Yu). Par ailleurs, pour
éviter toute confusion dans la notation des indices, nous ne ferons pas directement apparaître
les dérivées partielles ∂lσ par rapport à chacune des (d+2) variables réelles de la fonction, mais
plutôt les opérateurs différentiels associés à σ, notés

Dσ : [0, T ]× [0, T ]× R
d → L(Rd+2,Rd,m),

D2σ : [0, T ]× [0, T ]× R
d → Bil(Rd+2,Rd,m), . . .

Enfin, on rappelle que si U est un ouvert d’un espace normé E, la notation Cn,b(U ;Rk,l) désigne
l’ensemble des fonctions σ : U → R

k,l n-fois différentiables, à dérivée bornées. En vue d’affiner
les hypothèses de régularité sur σ, on fera en outre intervenir les espaces intermédiaires définis
pour tout κ ∈ (0, 1) par

Cn,b,κ(U ;Rk,l) := {σ ∈ Cn,b(U ;Rk,l) : sup
x6=y

sup
i,j

∣

∣Dnσij(x)−Dnσij(y)
∣

∣

‖x− y‖κE
<∞}.
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4.1 Le cas Young

Dans cette section, nous supposerons que le coefficient de régularité höldérienne γ de x est
supérieur à 1/2. Rappelons brièvement la définition de l’intégrale qui s’impose dans ce contexte
(voir la sous-section 2.2.1) :

Proposition 4.1.1. Si z ∈ Cρ1([0, T ];Rd,n) pour un certain ρ > 0 tel que ρ+ γ > 1, alors, pour

tous s, t ∈ [0, T ], l’intégrale de Riemann
∫ t
s zu dx̃u (x̃ différentiable) s’étend au processus x à

travers la formule :

Jst(z dx) := zs(δx)st − Λst(δz δx). (4.3)

En outre, J (z dx) ∈ Cγ2 ([0, T ];Rd) et

N [J (z dx); Cγ2 ([0, T ];Rd)] ≤ cx

{

N [z; C01([0, T ];Rd,n)] + T ρN [z; Cρ1([0, T ];Rd,n)]
}

. (4.4)

Munis de cette définition, on souhaiterait pouvoir écrire le système de Volterra rugueux
(4.1) sous la forme

yt = a+ J0t(σ(t, ., y.) dx). (4.5)

Le lemme élémentaire suivant vient garantir la validité de cette écriture :

Lemme 4.1.2. Si y ∈ Cγ1 ([0, T ];Rd) et σ ∈ C1,b([0, T ]2 × R
d;Rd,n), alors, pour tout t ≥ 0,

σ(t, ., y.) ∈ Cγ1 ([0, T ];Rd,n) et

N [σ(t, ., y.); Cγ1 ] ≤ cσ(T
1−γ +N [y; Cγ1 ]). (4.6)

Démonstration. Il s’agit d’une estimation évidente : si 0 ≤ u < v ≤ T ,

|σ(t, v, yv)− σ(t, u, yu)| ≤ ‖Dσ‖∞ (|v − u|+N [y; Cγ1 ]|v − u|γ) ,

et donc N [σ(t, ., y.); Cγ1 ] ≤ ‖Dσ‖∞(T 1−γ +N [y; Cγ1 ]).

Le résultat principal de cette section est à présent le suivant :

Théorème 4.1.1. On suppose que le processus x est un élément de Cγ1 ([0, T ];Rm) avec γ > 1/2.
Soit κ ∈ (0, 1) tel que κ(1 + γ) > 1, a ∈ R

d, σ ∈ C2,b,κ([0, T ]2 × R
d;Rd,m+1). Alors l’équation

(4.5) admet une unique solution dans Cγ1 ([0, T ];Rd).

Evidemment, ce théorème peut être appliqué aux trajectoires d’un mBf pour donner :

Corollaire 4.1.3. Soit B un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/2 défini sur espace
de probabilité complet (Ω,F , P ). Soit γ ∈ (1/2, H) et κ ∈ (0, 1) tels que κ(1 + γ) > 1, a ∈ R

d,
σ ∈ C2,b,κ([0, T ]2 × R

d;Rd,m+1). Alors le système

Y i
t = a+

∫ t

0
σi0(t, u, Yu) du+

m
∑

j=1

∫ t

0
σij(t, u, Yu) dB

j
u,

interprété de façon trajectorielle grâce à la proposition 4.1.1, admet (p.s) une unique solution
dans Cγ1 ([0, T ];Rd).
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Dans un souci de clarté, nous diviserons la preuve du théorème 4.1.1 en deux propositions :
nous mettrons d’abord en évidence l’existence et l’unicité d’une solution locale, définie sur un
petit intervalle [0, T0] avec 0 < T0 ≤ T , puis nous ferons appel à des arguments de recollement
succesifs pour étendre cette solution sur [0, T ].

On rappelle que les notations Y et σt ont été précisées au cours de l’introduction de ce
chapitre, et que l’on a posé, dans le chapitre 2,

N [y; C0,γ1 ] := sup
t∈[0,T ]

|yt|+N [y; Cγ1 ].

Proposition 4.1.4 (Existence et unicité locales). Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, il
existe un temps T0 ∈ (0, T ] tel que l’équation (4.5) admet une unique solution dans Cγ1 ([0, T0];Rd).

Démonstration. C’est le même type d’argument de point fixe que dans la preuve du théorème
2.3.1. Pour le mettre en œuvre, on associe à chaque y ∈ Cγ1 ([0, T0]) l’élément z = Γ(y) défini
par

zt = Γ(y)t = y0 + J0t(σt(Y.) dx).

La solution que nous cherchons apparaîtra comme un point fixe de Γ à l’intérieur d’une boule
invariante.

Etape 1 : Invariance d’une boule. On fixe un temps T1 ∈ (0, T ] (T1 sera précisé de façon
rétrospective). Soit y ∈ Cγ1 ([0, T1]) tel que y0 = a et posons z := Γ(y), où, bien entendu,
l’application Γ est adaptée à l’intervalle [0, T1].

A ce stade, souvenons-nous de la spécificité de l’équation de Volterra. Comme dans (4.2),
l’incrément (δz)ts peut être décomposé en une somme de deux termes qui recevront un trai-
tement distinct : I1st = Jst(σt(Y) dx) et I2st = Jos([σt − σs](Y) dx). Le point de départ pour
estimer ces deux intégrales est bien sûr l’inégalité (4.4). Toutefois, en ce qui concerne I2st, il est
clair que cette dernière estimation ne suffira pas à faire émerger des incréments en |t− s| (on
cherche une estimation N [z; Cγ1 ], donc une relation de la forme

∣

∣I2st
∣

∣ ≤ |t− s|γ f(y)). C’est ici
qu’entre en jeu le résultat technique suivant, qui amorce en outre l’argument de contraction de
l’étape 2 :

Lemme 4.1.5. Soit I = [a, b] ⊂ [0, T ] et y, ỹ ∈ Cγ1 (I;Rd) tels que ya = ỹa. Alors, sous les
hypothèses du théorème 4.1.1, on a, pour tous s, t ∈ I,

N [[σt − σs](Y); Cγ1 (I)] ≤ cσ |t− s| {1 +N [y; Cγ1 (I)]} , (4.7)

N [σt(Y)− σt(Ỹ); Cγ1 (I)] ≤ cσ {1 +N [y; Cγ1 (I)] +N [ỹ; Cγ1 (I)]} N [y − ỹ; Cγ1 (I)], (4.8)

N [[σt − σs](Y)− [σt − σs](Ỹ); Cκγ1 (I)]

≤ cσ |t− s| {1 +N [y; Cγ1 (I)]κ +N [ỹ; Cγ1 (I)]κ} N [y − ỹ; Cγ1 (I)]. (4.9)

Démonstration. Voir Appendix.
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Entrons à présent dans le détail des estimations. Pour traiter I1, on utilise (4.4) pour déduire

∣

∣I1st
∣

∣ ≤ cx |t− s|γ
{

N [σt(Y); C01([0, T1])] + T γ1N [σt(Y); Cγ1 ([0, T1])]
}

≤ cx,σ |t− s|γ {1 + T γ1N [σt(Y); Cγ1 ([0, T1])]} ,

et ainsi, grâce au lemme 4.1.2, N [I1; Cγ2 ] ≤ cx,σ {1 + T γ1N [y; Cγ1 ([0, T1])]}.
On décompose ensuite I2 en I2 = I2,1 + I2,2, avec

I2,1st = [σt − σs](Y0) (δx)0s et I2,2st = Λ0s(δ([σt − σs](Y)) δx).

Remarquons d’abord que
∣

∣

∣
I2,1st

∣

∣

∣
≤ ‖Dσ‖∞ |t− s| N [x; Cγ1 ]T γ1 , et donc N [I2,1; Cγ2 ([0, T1])] ≤

cx,σT1. Quant à I2,2, on utilise la propriété de contraction (2.6) et l’estimation (4.7) pour
obtenir

∣

∣

∣
I2,2st

∣

∣

∣
≤ cxN [[σt − σs](Y); Cγ1 ([0, T1])]T γ1
≤ cx,σ |t− s| {1 +N [y; Cγ1 ([0, T1])]}T 2γ

1 ,

de telle sorte que N [I2,2; Cγ2 ([0, T1])] ≤ cx,σ T
1+γ
1 (1 +N [y; Cγ1 ([0, T1])]).

En rassemblant ces différentes estimations, on déduit

N [z; Cγ1 ([0, T1])] ≤ cx,σ {1 + T γ1N [y; Cγ1 ([0, T1])]} .

On choisit alors T1 ∈ (0, T ] tel que pour tout 0 < T0 ≤ T1, il existe un rayon AT0 pour lequel
la boule

B
AT0
T0,a

= {y ∈ Cγ1 ([0, T0]) : y0 = a, N [y; Cγ1 ([0, T0])] ≤ AT0}
est invariante par Γ. Le rayon AT0 est par ailleurs choisi comme fonction croissante de T0, ce
qui sera utilisé dans l’étape suivante.

Etape 2 : Propriété de contraction. On fixe un temps T0 ∈ (0, T1] et soit y, ỹ ∈ BAT0
T0,a

. On pose
z := Γ(y), z̃ := Γ(ỹ) et l’on décompose à nouveau δ(z − z̃) en δ(z − z̃) = J1,1 + J1,2 + J2, avec

J1,1
st = (σt(Ys)− σt(Ỹs)) (δx)st , J1,2

st = Λst

(

δ(σt(Y)− σt(Ỹ)) δx
)

,

J2
st = Λ0s

(

δ([σt − σs](Y)− [σt − σs](Ỹ)) δx
)

.

Estimons maintenant la norme γ-höldérienne de chacun de ces trois termes.

Cas de J1,1 : On a N [J1,1; Cγ2 ([0, T0])] ≤ ‖Dσ‖∞N [y − ỹ; C01([0, T0])]N [x; Cγ1 ]. Cependant,
puisque y0 = ỹ0 = a, ys − ỹs = ys − ỹs − (y0 − ỹ0), donc N [y − ỹ; C01([0, T0])] ≤ N [y −
ỹ; Cγ1 ([0, T0])]T γ0 et ainsi

N [J1,1; Cγ2 ([0, T0])] ≤ cx,σN [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])]T γ0 .

Cas de J1,2 : Les inégalités (2.6) et (4.8) fournissent :

∣

∣

∣J
1,2
st

∣

∣

∣ ≤ cN [σt(Y)− σt(Ỹ); Cγ1 ([0, T0])]N [x; Cγ1 ] |t− s|2γ

≤ cx,σ |t− s|γ (1 +N [y; Cγ1 ([0, T0])] +N [ỹ; Cγ1 ([0, T0])])N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])]T γ0 ,
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ce qui donne

N [J1,2; Cγ2 ([0, T0])] ≤ cx,σ (1 +N [y; Cγ1 ([0, T0])] +N [ỹ; Cγ1 ([0, T0])])N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])]T γ0 .

Cas de J2 : Par (2.6) et (4.9),

∣

∣J2
st

∣

∣ ≤ cN [[σt − σs](Y)− [σt − σs](Ỹ); Cκγ1 ([0, T0])]N [x; Cγ1 ]T
γ(1+κ)
0

≤ cσ,x |t− s|γ T 1+γκ
0 N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] {1 +N [y; Cγ1 ([0, T0])]κ +N [ỹ; Cγ1 ([0, T0])]κ} ,

ou en d’autres termes

N [J2; Cγ2 ([0, T0])] ≤ cσ,xT
1+γκ
0 N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] {1 +N [y; Cγ1 ([0, T0])]κ +N [ỹ; Cγ1 ([0, T0])]κ} .

Par conséquent, N [z− z̃; Cγ1 ([0, T0])] ≤ cσ,xT
γ
0 N [y− ỹ; Cγ1 ([0, T0])] {1 +AT0} et puisque l’on

a supposé z0 = z̃0, N [z − z̃; C0,γ1 ([0, T0])] ≤ cσ,xT
γ
0 N [y − ỹ; C0,γ1 ([0, T0])] {1 +AT0}. Le rayon

AT0 décroissant lorsque T0 tend vers 0, il existe un temps T0 ∈ (0, T1] tel que l’application Γ,

restreinte à la boule invariante B
AT0
T0,a

, est une contraction stricte. D’où l’existence d’un point
fixe dans cet ensemble.

L’unicité de cette solution locale est facile à établir à partir des estimations de l’étape 2.
En effet, si y et ỹ sont deux solutions dans Cγ1 ([0, T0]), on a, pour tout T0,0 ≤ T0,

N [y−ỹ; C0,γ1 ([0, T0,0])] ≤ cσ,xT
γ
0,0N [y−ỹ; C0,γ1 ([0, T0,0])] {1 +N [y; Cγ1 ([0, T0])] +N [ỹ; Cγ1 ([0, T0])]} ,

ce qui permet d’affirmer que y|[0,T0,0] = ỹ|[0,T0,0] pour T0,0 assez petit. On itère ensuite la
démarche sur [T0,0, 2T0,0], [2T0,0, 3T0,0],...jusqu’à ce que l’intervalle [0, T0] soit recouvert.

Proposition 4.1.6 (Extension de la solution). Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, la solu-
tion locale y(1) définie par la proposition précédente peut être prolongée en une unique solution
globale dans Cγ1 ([0, T ];Rd).

Démonstration. Nous allons en fait montrer l’existence d’une constante ε > 0, indépendante
de y(1), telle que y(1) puisse être prolongée en une solution sur [0, T0+ε]. La conclusion découlera
ensuite d’une simple itération de la procédure.

A cette fin, on introduit la fonction Γ définie pour tout z ∈ Cγ1 ([0, T0+ε]) tel que z|[0,T0] = y(1)

par

ẑt = Γ(z)t =

{

y
(1)
t si t ∈ [0, T0]
a+ J0t(σt(Z) dx) si t ∈ [T0, T0 + ε]

.

Comme dans la preuve précédente, nous cherchons un point fixe de Γ.

Etape 1 : Invariance d’une boule. Pour estimer N [ẑ; Cγ1 ([0, T0 + ε])], on considère séparément
les trois cas (s, t ∈ [0, T0]), (s, t ∈ [T0, T0 + ε]) et (s ≤ T0 ≤ t ≤ T0 + ε).

Dans le premier cas, on a simplement N [ẑ; Cγ1 ([0, T0])] ≤ N [y(1); Cγ1 ([0, T0])]. Si s, t ∈
[T0, T0 + ε], on décompose (δẑ)st comme précédemment, c’est-à-dire (δẑ)st = I1,1st + I1,2st +
I2,1st + I2,2st , avec

I1,1st = σt(Zs) (δx)st , I1,2st = Λst(δ(σt(Z)) δx),
I2,1st = [σt − σs](Z0) (δx)0s , I2,2st = Λ0s(δ([σt − σs](Z)) δx).
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Majorons individuellement chacun de ces termes : d’abord, en utilisant (2.6) et (4.6), on déduit
∣

∣

∣
I1,2st

∣

∣

∣
≤ cN [σt(Z); Cγ1 ([0, T0 + ε])]N [x; Cγ1 ] |t− s|2γ

≤ cσ,x {1 +N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]} |t− s|2γ ,

ce qui permet d’affirmer N [I1,2; Cγ2 ([T0, T0 + ε])] ≤ cσ,x ε
γ {1 +N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]}. Grâce à

(2.6) et (4.7), nous disposons ensuite de l’estimation suivante pour I2,2st :
∣

∣

∣
I2,2st

∣

∣

∣
≤ cN [[σt − σs](Z); Cγ1 ([0, T0 + ε])]N [x; Cγ1 ]T 2γ

≤ cσ,x |t− s| {1 +N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]} ,

d’où N [I2,2; Cγ2 ([T0, T0 + ε])] ≤ cσ,x ε
1−γ {1 +N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]}.

Puisque trivialement N [Ii,1; Cγ2 ([T0, T0 + ε])] ≤ cσ,x pour i = 1, 2, on déduit ainsi

N [ẑ; Cγ1 ([T0, T0 + ε])] ≤ cσ,x
{

1 + ε1−γN [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]
}

.

Enfin, l’estimation dans le troisième cas 0 ≤ s ≤ T0 ≤ t ≤ T0+ ε est une conséquence des deux
cas précédents : en effet,

|(δẑ)st| = |(δẑ)sT0 + (δẑ)T0t|
≤ N [y(1); Cγ1 ([0, T0])] |T0 − s|γ +N [ẑ; Cγ1 ([T0, T0 + ε])] |t− T0|γ

≤
{

N [y(1); Cγ1 ([0, T0])] +N [ẑ; Cγ1 ([T0, T0 + ε])]
}

|t− s|γ .

En rassemblant ces différentes estimations, on obtient :

N [ẑ; Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ c1σ,x

{

1 +N [y(1); Cγ1 ([0, T0])] + ε1−γN [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])]
}

.

Il est alors naturel de poser

ε = (2c1σ,x)
−1/(1−γ) (ε ne dépend pas y(1)) et N1 = 2c1σ,x

{

1 +N [y(1); Cγ1 ([0, T0])]
}

,

de telle sorte que si N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ N1, alors N [ẑ; Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ N1
2 + N1

2 = N1. En
d’autres termes, la boule

BN1

y(1),T0,ε
=

{

z ∈ Cγ1 ([0, T0 + ε]) : z|[0,T0] = y(1), N [z; Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ N1

}

est stable par Γ.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons dans un premier temps chercher à mettre en
évidence l’existence d’une constante η ∈ (0, ε] telle que l’application Γ précédemment définie
(adaptée à l’intervalle [0, T0+η]) satisfait une propriété de contraction une fois restreinte à une
certaine boule (invariante).

Soit z(1), z(2) ∈ BN1

y(1),T0,η
et posons ẑ(1) = Γ(z(1)), ẑ(2) = Γ(z(2)). Bien entendu, puisque,

par définition de Γ, ẑ(1) et ẑ(2) coïncident sur [0, T0], on a N [ẑ(1) − ẑ(2); Cγ1 ([0, T0 + η])] =
N [ẑ(1) − ẑ(2); Cγ1 ([T0, T0 + η])]. Si T0 ≤ s < t ≤ T0 + η, on utilise, comme dans la preuve de la
proposition 4.1.4, la décomposition δ(ẑ(1) − ẑ(2))st = J1,1

st + J1,2
st + J2

st, où

J1,1
st = (σt(Z(1)

s )− σt(Z(2)
s )) (δx)st , J1,2

st = Λst(δ(σt(Z(1))− σt(Z(2))) δx),



76 CHAPITRE 4. UNE PREMIÈRE APPROCHE

J2
st = Λ0s(δ([σt − σs](Z(1))− [σt − σs](Z(2))) δx),

et l’on estime ensuite chacun de ces termes séparément. Pour J1,1, on a
∣

∣

∣
J1,1
st

∣

∣

∣
≤ ‖Dσ‖∞‖z(1)s − z(2)s ‖N [x; Cγ1 ] |t− s|γ .

Or
∣

∣

∣
z(1)s − z(2)s

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
[z(1)s − z(2)s ]− [z

(1)
T0
− z(2)T0

]
∣

∣

∣
≤ N [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + η])] ηγ , (4.10)

et donc
N [J1,1; Cγ2 ([T0, T0 + η])] ≤ cx,σ η

γN [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + η])]. (4.11)

Le terme J1,2
st peut quant à lui être majoré de la façon suivante : d’après (2.6) et (4.8),

∣

∣

∣J
1,2
st

∣

∣

∣ ≤ cN [σt(Z(1))− σt(Z(2)); Cγ1 ([0, T0 + η])]N [x; Cγ1 ] |t− s|2γ

≤ cσ,x |t− s|γ ηγ {1 + 2N1}N [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + η])].

Enfin, il découle de la conjugaison de (2.6) et (4.9) :
∣

∣J2
st

∣

∣ ≤ cN [[σt − σs](Z(1))− [σt − σs](Z(2)); Cκγ1 ([0, T0 + η])]N [x; Cγ1 ]T γ(1+κ)

≤ cσ,x |t− s|γ η1−γ {1 + 2Nκ
1 }N [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + η])].

Ces différentes bornes sur J1,1
st , J1,2

st et J2
st conduisent à l’inégalité :

N [ẑ(1) − ẑ(2); Cγ1 ([0, T0 + η])] ≤ cσ,xη
1−γ {1 +Nκ

1 +N1}N [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + η])],

puis, en utilisant à nouveau l’estimation (4.10),

N [ẑ(1) − ẑ(2); C0,γ1 ([0, T0 + η])] ≤ c1σ,xη
1−γ {1 +Nκ

1 +N1}N [z(1) − z(2); C0,γ1 ([0, T0 + η])].

On peut à présent choisir η ∈ (0, ε] tel que c1σ,xη
1−γ {1 +Nκ

1 +N1} ≤ 1
2 , et l’application Γ

devient ainsi une contraction stricte sur BN1

y(1),T0,η
. Il est facile de vérifier que la boule BN1

y(1),T0,η

est elle aussi invariante par Γ, d’où l’existence d’un point fixe dans cet ensemble, noté y(1),η.

Remarquons à présent que les arguments que nous venons d’utiliser s’appliquent aux en-
sembles stables (voir le lemme 4.1.7 ci-dessus)

{

z ∈ Cγ1 ([0, T0 + 2η]) : z|[0,T0+η] = y(1),η, N [z; Cγ1 ([0, T0 + 2η])] ≤ N1

}

.

Par exemple, pour établir l’équivalent de la relation (4.11) sur cet intervalle étendu, il suffit
d’écrire, si s ∈ [T0 + η, T0 + 2η],

∣

∣

∣z(1)s − z(2)s

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣[z(1)s − z(2)s ]− [z
(1)
T0+η

− z(2)T0+η
]
∣

∣

∣ ≤ N [z(1) − z(2); Cγ1 ([0, T0 + 2η])] ηγ .

Ce constat permet d’étendre y(1),η en une solution y(1),2η sur [0, T0 + 2η], puis y(1),3η sur
[0, T0 + 3η],... jusqu’à ce que [0, T0 + ε] soit recouvert, comme nous le souhaitions initialement.

La question de l’unicité de cette solution peut ensuite être traitée comme dans la preuve de
la proposition 4.1.4, à partir des estimations mises en évidence dans l’argument de contraction.
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Lemme 4.1.7. Avec les notations de la preuve précédente, les ensembles

{

z ∈ Cγ1 ([0, T0 + lη]) : z|[0,T0+(l−1)η] = y(1),(l−1)η, N [z; Cγ1 ([0, T0 + lη])] ≤ N1

}

sont stables par Γ.

Démonstration. Si z appartient à un tel ensemble, on définit

z̃t =

{

zt if t ∈ [0, T0 + lη]

zT0+lη if t ∈ [T0 + lη, T0 + ε]
.

Clairement, z̃ ∈ BN1

y(1),T0,ε
, et donc, grâce à la première étape de la preuve précédente, Γ(z̃) ∈

BN1

y(1),T0,ε
. A présent, puisque y(1),(l−1)η est solution sur [0, T0+(l−1)η], on a Γ(z̃)|[0,T0+(l−1)η] =

y(1),(l−1)η, ce qui signifie que Γ(z̃) est un prolongement de Γ(z), et de ce fait

N [Γ(z); Cγ1 ([0, T0 + lη])] ≤ N [Γ(z̃); Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ N1.

Nous l’avons souligné dans le chapitre 2 et utilisé dans le chapitre 3 : l’un des résultats
fondamentaux de la théorie des rough paths (appliquée au système différentiel standard) est la
continuité de l’application d’Itô associée au système, telle qu’elle est retranscrite par l’inégalité
2.30. Dans ce contexte de l’équation de Volterra-Young, nous disposons du résultat analogue
suivant :

Proposition 4.1.8. On définit l’application d’Itô F par F (a, x) = y, où y est l’unique solution
(donnée par le théorème 4.1.1) du système de Volterra (4.5). Alors F est localement lipschit-
zienne. Plus précisément, il existe une application C : (R+)2 → R

+, bornée sur tout ensemble
compact, telle que pour tout a, ã ∈ R

d, x, x̃ ∈ Cγ1 ([0, T ]),

N [F (a, x)− F (ã, x̃); Cγ1 ([0, T ])] ≤ C
(

N [x; Cγ1 ([0, T ])],N [x̃; Cγ1 ([0, T ])]
)

{|a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ([0, T ])]} . (4.12)

Démonstration. L’inégalité (4.12) découle en fait facilement des différentes estimations établies
au cours des preuves des propositions 4.1.4 et 4.1.6. Nous n’esquisserons ainsi que les grandes
lignes du raisonnement.

On fixe deux éléments (a, x), (ã, x̃) ∈ R
d × Cγ1 ([0, T ]) et l’on pose y = F (a, x), ỹ = F (ã, x̃).

Etape 1 : inégalité locale. On considère un temps T0 ≤ T qui sera fixé à la fin de cette
première étape. Dans un souci de concision, on introduit la notation

R = {1 +N [y; Cγ1 ] +N [ỹ; Cγ1 ]} {1 +N [x; Cγ1 ] +N [x̃; Cγ1 ]} .

Par définition de y, ỹ, on a yt = a + J0t(σt(Y) dx) et ỹt = ã + J0t(σt(Ỹ) dx̃), donc, pour tous
s, t ∈ [0, T0], δ(y − ỹ)st = I1,1,∆st + I1,2,∆st + I2,1,∆st + I2,2,∆st , avec

I1,1,∆st = σt(Ys)(δx)st − σt(Ỹs)(δx̃)st , I1,2,∆st = Λst

(

δ(σt(Y))δx− δ(σt(Ỹ))δx̃
)

,

I2,1,∆st = [σt − σs](Y0)(δx)0s − [σt − σs](Ỹ0)(δx̃)0s,
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I2,2st = Λ0s

(

δ([σt − σs](Y))δx− σt − σs](Ỹ))δx̃
)

.

En écrivant par exemple

I1,1,∆st = σt(Ys)δ(x− x̃)st + [σt(Ys)− σt(Ỹs)](δx̃)st, (4.13)

des estimations similaires à celles de la preuve de la proposition 4.1.4 conduisent à

N [I1,1,∆; Cγ2 ([0, T0])] ≤ cσR {T γ0N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] + |a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ]} .

On procède ensuite de la même façon pour I1,2,∆, I2,1,∆, I2,2,∆ pour finalement obtenir

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] ≤ c1σR {T γ0N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] + |a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ]} .

On choisit à présent T0 = (2c1σR)
−1/γ , ce qui permet d’affirmer

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] ≤ 2c1σR {|a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ]} .

Etape 2 : Prolongement de l’inégalité. En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve
de la proposition 4.1.6, conjointement à des décompositions telles que (4.13), il n’est pas difficile
d’établir : pour tout ε > 0,

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0 + ε])]

≤ c2σR
{

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0])] + |a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ] + ε1−γN [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0 + ε])]
}

.

Par conséquent, en prenant ε = (2c2σR)
−1/(1−γ), on obtient

N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T0 + ε])] ≤ 2c2σR(2c
1
σR+ 1) {|a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ]} .

On répète ensuite la démarche sur [0, T0+2ε], [0, T0+3ε], . . . , [0, T0+ l(R)ε] où T0+ l(R)ε = T ,
et finalement N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T ])] ≤ D(R) {|a− ã|+N [x− x̃; Cγ1 ]} pour une certaine fonction
croissante D : [1,∞[→ R

+.

Etape 3 : Conclusion. Il reste à observer que le même type de raisonnement permet de
montrer que N [y; Cγ1 ] ≤ G(N [x; Cγ1 ]) et N [ỹ; Cγ1 ] ≤ G(N [x̃; Cγ1 ]) pour une certaine fonction
G : R

+ → R
+ bornée sur tout ensemble compact (nous aurions également pu mettre en

évidence cette estimation à partir de la preuve du théorème 4.1.1). Ainsi,

R ≤ {1 +G(N [x; Cγ1 ]) +G(N [x̃; Cγ1 ])} {1 +N [x; Cγ1 ] +N [x̃; Cγ1 ]}

et l’inégalité (4.12) est vérifiée avec C(a, b) = D({1 +G(a) +G(b)} {1 + a+ b}).

4.2 Le cas Young en présence d’une singularité

4.2.1 Interprétation du système

Cette section est consacrée à l’étude d’un cas particulier du système (4.1), dans lequel le
champ de vecteurs σ présente une singularité en (t, u) sur la diagonale. Plus précisément, nous
considérerons ici l’équation

yt = a+

∫ t

0
(t− u)−αψ(yu) dxu, (4.14)
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avec ψ : Rd → R
d,n une application suffisamment régulière, x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rn) avec γ > 1/2 et

α est un coefficient positif dans un intervalle à préciser. Ainsi, l’application σ qui apparaît dans
(4.1) aura tendance à exploser aux abords de la diagonale

D × R
d =

{

(t, t, y), t ∈ [0, T ], y ∈ R
d
}

.

La présence de cette singularité nous empêche d’utiliser directement la décomposition (2.10)
pour définir l’intégrale rugueuse

∫ t
0 (t− u)−αψ(yu) dxu. Une définition au sens de Young, c’est-

à-dire comme limite de sommes de Riemann, demeure néanmoins possible si α est assez petit :

Lemme 4.2.1. On fixe t ∈ [0, T ] et l’on suppose que les trois coefficients α, κ, γ sont tels que

γ > 1/2 , α < κ < γ , γ + κ− α > 1.

Enfin, soit y ∈ Cκ1 ([0, T ];Rd) et ψ ∈ C1,b(Rd;Rd,m). Alors, pour toute suite de partitions
∆k([0, t)) := {0 = t0 < t1 < . . . < tk < t} dont le pas tend vers 0 et telle que tk → t, la
somme de Riemann

∑

∆k([s,t))

(t− ti)−αψ(yti) (δx)titi+1

converge lorsque k tend vers l’infini. On définit alors naturellement

∫ t

s
(t− u)−αψ(yu) dxu := lim

k→∞

∑

∆k([s,t))

(t− ti)−αψ(yti) (δx)titi+1 . (4.15)

Démonstration. Il suffit de traduire, en termes de sommes de Riemann, la décomposition (a
priori formelle)

∫ t

0
(t− u)−αψ(yu) dxu =

∫ t

0

ψ(yu)− ψ(yt)
(t− u)α dxu + ψ(yt)

{

xt
tα
+ α

∫ t

0

xu − xt
(t− u)α+1

du

}

. (4.16)

La convergence de la somme associée à
∫ t
0

xu−xt
(t−u)α+1 du est évidente, tandis que la convergence

de la somme associée à
∫ t
0
ψ(yu)−ψ(yt)

(t−u)α dxu est une conséquence du théorème de Young. En effet,

la fonction ϕ : u→ ψ(yt)−ψ(yu)
(t−u)α appartient à Cκ−α1 ([0, t];Rd,m), puisque, si 0 < u < v < t,

|ϕv − ϕu|
≤ |ψ(yt)− ψ(yv)|

∣

∣(t− v)−α − (t− u)−α
∣

∣

+
∣

∣(t− u)−α
∣

∣ |ψ(yt)− ψ(yv)− (ψ(yt)− ψ(yu))|

≤ c1N [y; Cκ1 ] |t− v|κ
(

1

|t− v|α
)1−(κ−α) ( |v − u|

|t− v|α+1

)κ−α

+
c2

|v − u|αN [y; C
κ
1 ] |v − u|κ

≤ c1N [y; Cκ1 ] |v − u|κ−α + c2N [y; Cκ1 ] |v − u|κ−α ,

et si u < v = t, comme ϕt = 0,

|ϕv − ϕu| =
|ψ(yv)− ψ(yu)|
|(v − u)α| ≤ cN [y; Cκ1 ] |v − u|κ−α .

Le critère de convergence de Young est ainsi vérifié puisque l’on a supposé γ + κ− α > 1.
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Remarque 4.2.2. Suivant la définition (4.15), nous allons établir les estimations nécessaires à la
résolution du système (4.14) à l’aide de manipulations de sommes de Riemann. Nous aurions
également pu prendre appui sur la décomposition (4.16) et ainsi se ramener à des intégrales de
Young plus classiques. Les calculs sont en fait tout aussi laborieux dans les deux cas. Ces calculs
permettront ainsi de prendre conscience de la convivialité du cadre offert par les mécanismes
de l’intégration algébrique (lorsque ces mécanismes peuvent être directement appliqués).
Une autre approche du problème eut consisté à faire appel à une procédure de régularisation
de la singularité (remplacer (t − u)−α par (t − u + ε)−α) pour utiliser les résultats de la sec-
tion précédente. Toutefois, comme nous l’expliquerons dans la remarque 4.2.7, cette méthode
requiérerait elle aussi, dans l’argument de passage à la limite sur ε, plusieurs estimations de
sommes de Riemann similaires à celles que nous nous apprêtons à montrer.

Pour amorcer la résolution du système (4.14), il est primordial de contrôler la norme höl-
dérienne de l’intégrale définie par (4.15) (en tant que processus de t), comme nous l’avions fait
dans le cas régulier à travers l’estimation (4.4). Avant d’aborder cette tâche, permettons-nous
d’étiqueter, en vue de références ultérieures, l’estimation élémentaire suivante :

Lemme 4.2.3. Soit 0 < s < t ≤ T . Pour tout β ∈ [0, 1], il existe une constante cβ telle que
pour tout u ∈ (0, s),

∣

∣(t− u)−α − (s− u)−α
∣

∣ ≤ cβ |s− u|−α−β |t− s|β . (4.17)

Démontrons à présent le résultat de régularité escompté :

Proposition 4.2.4. Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 4.2.1, et en supposant en
outre que κ < γ − α, on pose zt :=

∫ t
0 (t− u)−αψ(yu) dxu pour tout t ∈ [0, T ]. Alors, pour tout

T0 ≤ T , le processus z est un élément de Cκ1 ([0, T0]), et l’estimation suivante est vérifiée :

N [z; Cκ1 ([0, T0])] ≤ cψ,xT
γ−α−κ
0 {1 +N [y; Cκ1 ([0, T0])]} . (4.18)

Démonstration. Comme dans la section précédente, on part de la décomposition (δz)st = Ist+
IIst, avec

Ist =

∫ t

s
(t− u)−αψ(yu)dxu et IIst =

∫ s

0

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

ψ(yu) dxu, (4.19)

et l’on estime chacun de ces deux termes séparément.

Cas de I : L’intégrale est en particulier obtenue comme limite (lorsque n tend vers l’infini) de
la suite

Jn =
2n−1
∑

i=0

(t− sin)−αψ(ysin)(δx)sin,si+1
n
, avec sin = s+

i(t− s)
2n

.

Il est facile de vérifier que

Jn+1 − Jn =
2n−1
∑

i=0

[

(t− s2i+1
n+1 )

−αψ(ys2i+1
n+1

)− (t− s2in+1)
−αψ(ys2in+1

)
]

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2+2
n+1

=
2n−1
∑

i=0

[

(t− s2i+1
n+1 )

−α − (t− s2in+1)
−α

]

ψ(ys2i+1
n+1

)(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

+
2n−1
∑

i=0

(t− s2in+1)
−α

[

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ys2in+1
)
]

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

:= A+B. (4.20)
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Or

|A| ≤ ‖ψ‖∞N [x; Cγ1 ]
|t− s|γ
(2n+1)γ

2n−1
∑

i=0

∣

∣(t− s2i+1
n+1 )

−α − (t− s2in+1)
−α

∣

∣ ,

et en faisant apparaître une somme télescopique adéquate,

2n−1
∑

i=0

∣

∣(t− s2i+1
n+1 )

−α − (t− s2in+1)
−α

∣

∣ (4.21)

= (t− s)−α
2n−1
∑

i=0

{

(

1− 2i+ 1

2n+1

)−α

−
(

1− 2i

2n+1

)−α
}

≤ (t− s)−α
(

1− 2n+1 − 1

2n+1

)−α

≤ (t− s)−α(2n+1)α.

D’où

|A| ≤ cψ,x |t− s|γ−α
(

1

2γ−α

)n+1

≤ cψ,x |t− s|κ T γ−α−κ0

(

1

2γ−α

)n+1

. (4.22)

En ce qui concerne B, on a

|B| ≤
(

2n−1
∑

i=0

(t− s2in+1)
−α

)

‖ψ′‖∞N [y; Cκ1 ]
|t− s|κ
(2n+1)κ

N [x; Cγ1 ]
|t− s|γ
(2n+1)γ

,

avec

2n−1
∑

i=0

(t− s2in+1)
−α = (t− s)−α

2n−1
∑

i=0

(

1− 2i

2n+1

)−α

≤ 2n+1

(t− s)α
∫ 1

0

du

(1− u)α

≤ 2n+1

1− α(t− s)
−α,

et ainsi

|B| ≤ cψ,xN [y; Cκ1 ] |t− s|κ+γ−α
(

1

2κ+γ−1

)n+1

(4.23)

≤ cψ,x |t− s|κN [y; Cκ1 ]T γ−α0

(

1

2κ+γ−1

)n+1

.

En revenant à (4.20) , on obtient

|Jn+1 − Jn| ≤ T γ−α−κ0 |t− s|κ {1 +N [y; Cκ1 ]} vn,

où vn est le terme général d’une série convergente. On écrit ensuite JN = J0+
∑N−1

n=0 (Jn+1−Jn),
de telle sorte qu’en laissant N tendre vers l’infini, on déduit

∣

∣

∣

∣

∫ t

s
(t− u)−αψ(yu)dxu

∣

∣

∣

∣

≤ |J0|+ T γ−α−κ0 |t− s|κ {1 +N [y; Cκ1 ]} .

Il suffit maintenant de remarquer que

|J0| =
∣

∣(t− s)−αψ(ys)(δx)st
∣

∣ ≤ ‖ψ‖∞N [x; Cγ1 ] |t− s|γ−α ≤ cψ,x |t− s|κ T γ−α−κ0 (4.24)
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pour conclure
|Ist| ≤ T γ−α−κ0 |t− s|κ {1 +N [y; Cκ1 ]} .

Cas de II : On utilise la même stratégie qu’avec I, en partant cette fois de la partition sin =
is
2n

et de la suite

Jn =
2n−1
∑

i=0

fs,t(s
i
n)ψ(ysin)(δx)sin,s

i+1
n
, où fs,t(u) :=

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

.

Alors

Jn+1 − Jn =
2n−1
∑

i=0

{

fs,t(s
2i+1
n+1 )ψ(ys2i+1

n+1
)− fs,t(s2in+1)ψ(ys2in+1

)
}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

=
2n−1
∑

i=0

{

fs,t(s
2i+1
n+1 )− fs,t(s2in+1)

}

ψ(ys2i+1
n+1

)(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

+
2n−1
∑

i=0

fs,t(s
2i
n+1)

{

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ys2in+1
)
}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

:= D + E. (4.25)

Pour traiter D, remarquons que la fonction u 7→ fs,t(u) est décroissante [0, s), d’où

2n−1
∑

i=0

∣

∣fs,t(s
2i+1
n+1 )− fs,t(s2in+1)

∣

∣ ≤
2n+1−1
∑

i=0

∣

∣fs,t(s
i+1
n+1)− fs,t(sin+1)

∣

∣ ≤
∣

∣

∣

∣

fs,t

(

2n+1 − 1

2n+1
s

)∣

∣

∣

∣

. (4.26)

En outre, suivant l’estimation élémentaire (4.17) appliquée à β = κ, on a |fs,t
(

2n+1−1
2n+1 s

)

| ≤
c

sα+κ
|t− s|κ (2α+κ)n+1, et ainsi

|D| ≤ c‖ψ‖∞N [x; Cγ1 ]sγ−α−κ |t− s|κ
(

1

2γ−α−κ

)n+1

≤ cψ,x T
γ−α−κ
0 |t− s|κ

(

1

2γ−α−κ

)n+1

. (4.27)

Quant à E, on fait à nouveau appel à (4.17) mais ici avec β = γ − α pour déduire

|E| ≤ c ‖ψ′‖∞N [y; Cκ1 ]N [x; Cγ1 ]sκ |t− s|γ−α
(

1

2κ+γ

)n+1 2n−1
∑

i=0

(

1− 2i

2n+1

)−γ

≤ cψ,xN [y; Cκ1 ]sκ |t− s|γ−α
(

1

2κ+γ−1

)n+1 ∫ 1

0

dx

(1− x)γ

≤ cψ,xN [y; Cκ1 ] |t− s|κ |t− s|γ−α−κ T κ0
(

1

2κ+γ−1

)n+1

, (4.28)

et donc

|E| ≤ cψ,xN [y; Cκ1 ]T γ−α0 |t− s|κ
(

1

2κ+γ−1

)n+1

.
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Avec les mêmes arguments que pour I, ces estimations permettent d’affirmer que
∣

∣

∣

∣

∫ s

0

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

ψ(yu) dxu

∣

∣

∣

∣

≤ |J0|+ cψ,xT
γ−α−κ
0 |t− s|κ {1 +N [y; Cκ1 ]} .

Puisque |t−α − s−α| ≤ c s−α−κ |t− s|κ, le terme J0 peut être majoré par :

|J0| =
∣

∣

{

t−α − s−α
}

(δx)0s
∣

∣ ≤ N [x; Cγ1 ]sγ−α−κ |t− s|κ , (4.29)

de telle sorte que

|IIst| =
∣

∣

∣

∣

∫ s

0

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

ψ(yu) dxu

∣

∣

∣

∣

≤ cψ,xT
γ−α−κ
0 |t− s|κ {1 +N [y; Cκ1 ]} .

Finalement, en revenant à la décomposition (4.19), les estimations de I et II que nous
venons de mettre en évidence fournissent

N [z; Cκ1 ] ≤ cψ,xT
γ−α−κ
0 (1 +N [y; Cκ1 ]),

ce qui constitue le résultat annoncé.

4.2.2 Résolution de l’équation

Grâce aux considérations de la sous-section précédente, nous sommes en mesure de donner
sens au système (4.14), et l’on sait en outre que, sous les hypothèses de la proposition 4.2.4,
si y ∈ Cκ1 , le processus z =

∫ .
0(. − u)−αψ(yu) dxu appartient lui-même à Cκ1 . Cette propriété

de stabilité va permettre la mise en place d’un argument de point fixe et ainsi nous mener au
résultat principal de cette section :

Théorème 4.2.1. On suppose que x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rn) pour un certain coefficient γ ∈ (1/2, 1),
et que ψ ∈ C2,b(Rd;Rd,n). Si α ∈ (0, 1/2) est tel que γ − α > 1/2, alors pour tout κ ∈
(1 − (γ − α); γ − α), l’équation (4.14), interprétée grâce au lemme 4.2.1, admet une unique
solution dans Cκ1 ([0, T ];Rd).

On fixe κ ∈ (1− (γ −α), γ −α). Comme dans la section 4.1, nous résoudrons le système en
identifiant sa solution avec le point fixe de l’application Γ définie, pour tout y ∈ Cκ1 ([0, T ];Rd),
par

zt = Γ(y)t = a+

∫ t

0
(t− u)−αψ(yu) dxu. (4.30)

Nous diviserons à nouveau la preuve en deux propositions, avec une résolution d’abord locale,
puis un argument de prolongement.

Proposition 4.2.5 (Existence locale). Sous les hypothèses du théorème 4.2.1, il existe un temps
T0 ∈ (0, T ] tel que l’équation (4.14) admet une unique solution y(1) dans Cκ1 ([0, T0];Rd).

Démonstration. Etape 1 : Invariance d’une boule. C’est une conséquence immédiate de la pro-
position 4.2.4 : pour tout temps T0 assez petit, il existe un rayon AT0 tel que l’ensemble

Ba,T0 = {y ∈ Cκ([0, T0]), y0 = a, N [y; Cκ1 ] ≤ AT0}

est invariant par Γ.
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Etape 2 : Propriété de contraction. Soit y, ỹ ∈ Ba,T0 , à partir desquels on définit, suivant (4.30),
z := Γ(y), z̃ := Γ(ỹ). Ainsi, δ(z − z̃)st = IIIst + IVst, avec

IIIst =

∫ t

s
(t− u)−α [ψ(yu)− ψ(ỹu)] dxu (4.31)

IVst =

∫ s

0

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

[ψ(yu)− ψ(ỹu)] dxu.

Pour estimer ces deux termes, nous ferons appel à la même stratégie que dans la preuve de
la proposition 4.2.4, stratégie qui consiste à faire intervenir les sommes de Riemann dyadiques
associées à chacune des intégrales.

Cas de III : On introduit

sin = s+
i(t− s)
2n

, Jn =
2n−1
∑

i=0

(t− sin)−α
[

ψ(ysin)− ψ(ỹsin)
]

(δx)sin,s
i+1
n
.

Alors

Jn+1 − Jn

=
2n−1
∑

i=0

{

[

(t− s2i+1
n+1 )

−α − (t− s2in+1)
−α

]

[

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ỹs2i+1
n+1

)
]}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

+
2n−1
∑

i=0

{

(t− s2in+1)
−α

[

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ỹs2i+1
n+1

)− ψ(ys2in+1
) + ψ(ỹs2in+1

)
]}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

:= F +G. (4.32)

Pour F , on a, puisque (y − ỹ)0 = 0,

|F | ≤ N [x; Cγ1 ]
|t− s|γ
(2n+1)γ

‖ψ′‖∞N [y − ỹ; Cκ1 ]T κ0
2n−1
∑

i=0

|(t− s2i+1
n+1 )

−α − (t− s2in+1)
−α|,

qui, grâce à (4.21), entraîne

|F | ≤ cψ,xN [y − ỹ; Cκ1 ] |t− s|γ−α−κ |t− s|κ
(

1

2γ−α

)n+1

T κ0 . (4.33)

En ce qui concerne G, l’inégalité (4.8) permet d’abord d’affirmer que

∣

∣

∣ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ỹs2i+1
n+1

)− ψ(ys2in+1
) + ψ(ỹs2in+1

)
∣

∣

∣

≤ cψ {1 +N [y; Cκ1 ] +N [ỹ; Cκ1 ]}N [y − ỹ; Cκ1 ]
|t− s|κ
(2n+1)κ

.

Par ailleurs,
2n−1
∑

i=0

(t− s2in+1)
−α ≤ 2n+1

(t− s)α
∫ 1

0

du

(1− u)α ,

et ainsi

|G| ≤ cψ,xN [y − ỹ; Cκ1 ] {1 + 2AT0} |t− s|κ
(

1

2γ+κ−1

)n+1

|t− s|γ−κ . (4.34)
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L’association de (4.33) et (4.34) conduit à

|IIIst| ≤ |J0|+
∞
∑

i=0

|Jn+1 − Jn| ≤ |J0|+ cψ,xT
γ−α
0 {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ] |t− s|κ .

En outre,

|J0| =
∣

∣(t− s)−α [ψ(ys)− ψ(ỹs)] (δx)st
∣

∣ (4.35)

≤ |t− s|κ |t− s|γ−α−κN [x; Cγ1 ]‖Dψ‖∞N [y − ỹ; Cκ1 ]sκ,
≤ cψ,xT

γ−α−κ
0 |t− s|κN [y − ỹ; Cκ1 ]

ce qui induit finalement

|IIIst| ≤ cψ,xT
γ−α−κ
0 {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ] |t− s|κ .

Cas de IV : La suite des approximations en jeu ici est donnée par :

sin =
is

2n
, Jn =

2n−1
∑

i=0

fs,t(s
i
n)

[

ψ(ysin)− ψ(ỹsin)
]

(δx)sin,s
i+1
n
.

Avec ces notations, la différence Jn+1 − Jn peut être décomposée en :

Jn+1 − Jn

=
2n−1
∑

i=0

{

[

fs,t(s
2i+1
n+1 )− fs,t(s2in+1)

]

[

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ỹs2i+1
n+1

)
]}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

+
2n−1
∑

i=0

{

fs,t(s
2i
n+1)

[

ψ(ys2i+1
n+1

)− ψ(ỹs2i+1
n+1

)− ψ(ys2in+1
) + ψ(ỹs2in+1

)
]}

(δx)s2i+1
n+1 ,s

2i+2
n+1

:= H +K. (4.36)

Pour estimer ces deux termes, on introduit un paramètre λ ∈ (κ, γ − α). A partir de (4.26), et
en invoquant (4.17) avec β = λ, on obtient

2n−1
∑

i=0

∣

∣fs,t(s
2i+1
n+1 )− fs,t(s2in+1)

∣

∣ ≤ c |t− s|λ (2
α+λ)n+1

sα+λ
,

qui, associé à l’estimation
∣

∣

∣
ψ(ys2i+1

n+1
)− ψ(ỹs2i+1

n+1
)
∣

∣

∣
≤ ‖ψ′‖∞N [y − ỹ; Cκ1 ] sκ, fournit

|H| ≤ cψ,x |t− s|κ |t− s|λ−κN [y − ỹ; Cκ1 ]sγ+κ−α−λ
(

1

2γ−α−λ

)n+1

(4.37)

≤ cψ,x |t− s|κ T γ−κ0 N [y − ỹ; Cκ1 ]
(

1

2γ−α−λ

)n+1

.

En vue d’estimer |K|, souvenons-nous que

∣

∣

∣
ψ(ys2i+1

n+1
)− ψ(ỹs2i+1

n+1
)− ψ(ys2in+1

) + ψ(ỹs2in+1
)
∣

∣

∣

≤ cψ {1 +N [y; Cκ1 ] +N [ỹ; Cκ1 ]}N [y − ỹ; Cκ1 ]
sκ

(2n+1)κ
.
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A l’aide de (4.17) appliqué à β = γ − α, il découle

|K| ≤ cψ,x |t− s|γ−α {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ]sκ
(

1

2κ+γ

)n+1 2n−1
∑

i=0

(

1− 2i

2n+1

)−γ

≤ cψ,x |t− s|κ |t− s|γ−α−κ {1 + 2AT0}

N [y − ỹ; Cκ1 ]T κ0
(

1

2κ+γ−1

)n+1 ∫ 1

0

du

(1− u)γ (4.38)

≤ cψ,x |t− s|κ T γ−α0 {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ]
(

1

2κ+γ−1

)n+1

.

En rassemblant les estimations de H et K, on déduit, suivant le même principe qu’avec
III,

|IVst| ≤ |J0|+ cψ,x {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ] |t− s|κ T γ−α0 .

Or J0 = [t−α − s−α] [ψ(y0)− ψ(ỹ0)] (δx)0s = 0, et ainsi

|IVst| ≤ cψ,xT
γ−α
0 {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ] |t− s|κ .

Nous venons ainsi de prouver que

N [z − z̃; Cκ1 ] ≤ cψ,xT
γ−α−κ
0 {1 + 2AT0}N [y − ỹ; Cκ1 ].

La propriété de contraction escomptée est donc clairement satisfaite lorsque Γ est restreinte
à l’ensemble invariant Ba,T0 , pour T0 suffisamment petit. D’où l’existence et l’unicité d’une
solution pour (4.14) sur [0, T0].

Proposition 4.2.6 (Existence globale). Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 4.2.1,
la solution locale y(1) ∈ Cκ1 ([0, T0]) peut être prolongée de façon unique en une solution globale
dans Cκ1 ([0, T ]).

Démonstration. Nous utilisons le même schéma général que dans la preuve de la proposition
4.1.6, en insérant les estimations de la preuve précédente.

Etape 1 : Invariance d’une boule. Soit ε > 0 et y ∈ Cκ([0, T0+ε]) tel que y|[0,T0] = y(1). On pose

zt = Γ(y)t =

{

y
(1)
t si t ∈ [0, T0]
a+

∫ t
0 (t− u)−αψ(yu) dxu si t ∈ [T0, T0 + ε].

Pour s, t ∈ [T0, T0 + ε], on considére la décomposition (4.19) de (δz)st. En ce qui concerne
I, on utilise (4.20), ainsi que les estimations (4.22), (4.23) et (4.24), pour établir

∣

∣

∣

∣

∫ t

s
(t− u)−αψ(yu) dxu

∣

∣

∣

∣

≤ cψ,x |t− s|κ
{

1 + εγ−αN [y; Cκ1 ]
}

.

Quant à II, on déduit de (4.25), (4.27), (4.28) et (4.29) l’estimation
∣

∣

∣

∣

∫ s

0

[

(t− u)−α − (s− u)−α
]

ψ(yu) dxu

∣

∣

∣

∣

≤ cψ,x |t− s|κ
{

1 + εγ−α−κN [y; Cκ1 ]
}

.
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Par conséquent,
N [z; Cκ1 ([T0, T0 + ε])] ≤ cψ,x

{

1 + εγ−α−κN [y; Cκ1 ]
}

.

En suivant les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6, on obtient alors l’existence d’une
constante ε, indépendante de y(1), et d’un rayon N1, tels que la boule

By(1),T0,ε :=
{

y ∈ Cκ1 ([0, T0 + ε]) : y|[0,T0] = y(1), N [y; Cκ1 ] ≤ N1

}

est invariante par Γ.

Etape 2 : Propriété de contraction. Soit η ≤ ε, et considérons y, ỹ ∈ Cκ1 ([0, T0 + η]) tels que
y|[0,T0] = ỹ|[0,T0] = y(1), N [y; Cκ1 ] ≤ N1 et N [ỹ; Cκ1 ] ≤ N1. On pose z = Γ(y), z̃ = Γ(ỹ).

Pour s, t ∈ [T0, T0 + η], on reprend cette fois la décomposition (4.31) de δ(z − z̃)st. En vue
de traiter III, on utilise (4.32), (4.33), (4.34) et (4.35), ce qui conduit à

|IIIst| ≤ cψ,xη
γ−α−κ |t− s|κ {1 + 2N1}N [y − ỹ; Cκ1 ].

Pour le terme IV , la décomposition (4.36), associée à (4.37), (4.38) et au fait que ψ(y0) = ψ(ỹ0),
fournit

|IVst| ≤ cψ,xη
λ−κ |t− s|κ {1 + 2N1}N [y − ỹ; Cκ1 ].

Ainsi,
N [z − z̃; Cκ1 ([T0, T0 + η])] ≤ cψ,xη

λ−κ {1 + 2N1}N [y − ỹ; Cκ1 ].
La fin de la preuve suit à présent le même schéma que la preuve de la proposition 4.1.6.

Remarque 4.2.7. Une autre approche naturelle pour cette équation de Volterra-Young singu-
lière eut consisté à remplacer dans un premier temps le noyau Kts = |t− s|−α par Kε

ts =
|t− s+ ε|−α. Le système associé à cette régularisation

yεt = a+

∫ t

0
Kε
tu ψ(y

ε
u) dxu (4.39)

peut alors être résolu dans Cγ1 ([0, T ]) en utilisant le théorème 4.1.1. On établit dans un second
temps la convergence de l’approximation yε dans Cκ1 ([0, T0]) à partir des arguments de la pro-
position 4.2.4. En effet, si l’on suit la preuve de (4.18) (ce qui implique l’étude de sommes de
Riemann), il n’est pas difficile de vérifier que

N [yε; Cκ01 ([0, T0])] ≤ cψ,x|T0|γ−α−κ0 {1 +N [yε; Cκ01 ([0, T0])]}

uniformément en ε ∈ (0, 1], pourvu que γ − α − κ0 > 0. En particulier, si T0 est assez petit,
la suite (yε) est bornée dans Cκ01 ([0, T0]), et donc elle converge (au moins le long d’une sous-
suite) vers un élément y ∈ Cκ1 ([0, T0]), pour tout κ < κ0. Pour voir que y est effectivement
solution du problème sur [0, T0], il suffit ensuite de justifier le passage à la limite dans (4.39).
Là encore, ceci peut être fait en suivant les arguments de la preuve du lemme 4.2.1, sous la
condition supplémentaire γ + κ− α > 1, qui viendra garantir la bonne définition de l’intégrale
∫ t
s Ktuψ(yu) dxu.

Cette procédure de régularisation ne fournit cependant qu’une solution locale (et à ce stade
non nécessairement unique) de (4.14). Le prolongement de la solution requiert ensuite un traite-
ment spécifique : même à l’aide d’un argument de compacité, la preuve devrait suivre le schéma
général qui nous a mené au théorème 4.2.1, et il semble ainsi difficile d’éviter la manipulation
de sommes de Riemann.
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Remarque 4.2.8. Dans la mesure où nous avons suivi les mêmes étapes que dans la preuve du
théorème 4.1.1, il est clair que la propriété de régularité (4.12) de l’application d’Itô reste vraie
pour l’équation en présence d’une singularité.

4.3 Le cas rugueux

Dans cette section, nous revenons à l’étude de l’équation de Volterra sous la forme (4.1) avec
σ une application régulière de ses trois variables, mais en supposant cette fois que le coefficient
de régularité γ de x appartient à l’intervalle (1/3, 1/2]. Cette dernière hypothèse implique
en particulier que nous ne pouvons plus nous tourner vers une interprétation de l’intégrale
∫ t
0 σ(t, u, yu) dxu au sens de Young ; le mécanisme des rough paths doit ainsi entrer en jeu.

4.3.1 Interprétation du système

Pour être en mesure de s’appuyer sur les constructions de la sous-section 2.2.2, on rappelle
qu’il faut au préalable admettre l’existence d’une aire de Lévy associée au processus x :

Hypothèse 3. On suppose que le processus x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm) (γ ∈ (1/3, 1/2]) qui dirige

l’équation (4.1) permet la construction d’une aire de Lévy x
2 ∈ C2γ2 ([0, T ];Rm,m) telle que

δx2 = x
1 ⊗ x

1 (x1 := δx).

Se pose ensuite la question de l’applicabilité de la proposition 2.2.8 dans le contexte de
l’équation (4.1). Un premier élément de réponse est apporté par le résultat suivant, dans le-
quel on fera usage des notations σt : u, y 7→ σ(t, u, y), Yu := (u, yu) et D3σ(t, u, y)(h) :=
Dσ(t, u, y)(0, 0, h) pour h ∈ R

d.

Proposition 4.3.1. On fixe un temps T0 ∈ [0, T ]. Soit y ∈ Qγx([0, T0];Rd) (Définition 2.2.4)
admettant la décomposition δyi = yx,ijx1,j + y♯,i. Si σ ∈ C2,b([0, T ]2 × R

d;Rd,m), alors, pour

tout t ∈ [0, T0], σt(Y) ∈ Qγx([0, T0];Rd,m), avec σt(Y)x,ijku = D3σ
ij(t,Yu)(yx,.ku ). En outre,

N [σt(Y);Qγx([0, T ];Rd,m)] ≤ cσ

{

1 +N [y;Qγx([0, T ];Rd)]2
}

. (4.40)

Démonstration. Puisque l’on a supposé σ ∈ C2,b([0, T ]2 × R
d;Rd,m), il s’agit d’une consé-

quence de la proposition 2.2.7. Il n’est en effet pas difficile d’identifier Y en tant qu’élément
de Qγx(I;Rd+1) en prenant Yx,0j := 0, Y♯,0 := t − s, Yx,ij := yx,ij , Y♯,i := y♯,i (i = 1, . . . , d,
j = 1, . . . ,m). Avec cette identification,

N [Y;Qγx(I;Rd+1)] ≤ c
{

1 +N [y;Qγx(I;Rd)]
}

. (4.41)

La proposition 2.2.7 entraîne alors σt(Y) ∈ Qγx(I;Rd,m) et

N [σt(Y);Qγx(I;Rd,m)] ≤ cσt

{

1 +N [y;Qγx(I;Rd)]2
}

,

avec cσt = c
{

1 + ‖Dσt‖∞ + ‖D2σt‖∞
}

≤ c
{

1 + ‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞
}

.

Ce résultat permet d’appliquer la construction (2.25) à l’intégrant σijt (Y) (lorsque y ∈
Qγx([0, T0];Rd)) pour tout t ∈ [0, T0] fixé, et par là même d’affirmer l’existence d’un processus
z̃t ∈ Cγ1 ([0, T0];Rd) tel que z̃t0 = 0 et pour tous 0 ≤ u < v ≤ T0,

(δz̃t)uv = Juv(σijt (Y) dxj).
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Avec ces notations, on définit de façon naturelle l’intégrale qui intervient dans l’équation (4.1),
lorsque y ∈ Qγx([0, T0];Rd), par la formule

J0t(σ
ij
t (Y) dxj) := z̃t,it ,

et le système devient
yit = ai + J0t(σ

ij
t (Y) dxj) , a ∈ R

d. (4.42)

Le résultat de la proposition 2.2.8 nous garantit alors que l’équation ainsi définie coïncide
avec l’équation de Volterra (régulière) si x est différentiable, ce qui témoigne de la légitimité
de cette interprétation.

4.3.2 Résolution du système

Une série de manipulations algébriques élémentaires permet d’établir que la décomposition
(4.2), qui constituait le point de départ de notre raisonnement dans les deux sections précé-
dentes, reste vraie pour l’intégrale rugueuse : si zit = ai + J0t(σ

ij
t (Y) dxj), alors

(δzi)st = Jst
(

σijt (Y) dxj
)

+ J0s

(

[σijt − σijs ](Y) dxj
)

. (4.43)

Pour résoudre le système (4.1), nous souhaiterions nous inspirer de la méthode adoptée
dans le cas des diffusions, et ainsi chercher à mettre en place un argument de point fixe dans
l’espace Qγx. Bien entendu, cette démarche requiert en premier lieu l’identification du processus
z ci-dessus en tant que processus contrôlé. A cette fin, observons qu’à partir de (4.43), on peut
écrire (δzi)st = σijs (Ys)x1,j

st + z♯,ist , avec

z♯,ist := [σijt (Ys)− σijs (Ys)]x1,j
st + σijt (Y)x,ijks x

2,kj
st + Λst

(

σijt (Y)♯x1,j + δσijt (Y)x,ijkx2,kj
)

+ J0s

(

[σijt − σijs ](Y) dxj
)

.

Par conséquent, en posant zx,ijs := σijs (Ys) pour tous s ∈ [0, T0], le couple (z, zx) définira
un processus contrôlé (dans Qγx([0, T0];Rd)) si l’on parvient à montrer que zx ∈ Cγ1 ([0, T0];Rd)
et z♯ ∈ C2γ2 ([0, T0];R

d). Ces deux résultats de régularité seront en fait vérifiés au cours de la
preuve du théorème 4.3.1. Une solution de (4.42) sur l’intervalle [0, T0] (0 ≤ T0 ≤ T ) correspond
ensuite à un point fixe de l’application

Γ : Qγx([0, T0];Rd)→ Qγx([0, T0];Rd), (y, yx) 7→ (z, zx). (4.44)

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer le résultat d’existence et d’unicité locales que
nous avions annoncé dans l’introduction de ce chapitre :

Théorème 4.3.1. Soit κ ∈ (0, 1) tel que γ(κ+2) > 1, σ ∈ C3,b,κ([0, T ]2×R
d;Rd,m) et a ∈ R

d.
Alors il existe un temps T0 ∈ (0, T ] tel que l’équation (4.42) admet une unique solution dans
Qγx([0, T0];Rd).

Comme dans le cas Young, nous allons montrer que l’application Γ définie par (4.44) est une
contraction stricte (Proposition 4.3.4) une fois restreinte à un certain sous-ensemble invariant
(Proposition 4.3.3). Les estimations suivantes seront pour cela mises à contribution :
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Lemme 4.3.2. On fixe un temps T0 ∈ [0, T ]. Soit y, ỹ ∈ Qγx([0, T0];Rd) tels que y0 = ỹ0 et
yx0 = ỹx0 . Alors, sous les hypothèses du théorème 4.3.1, on a, pour tous s, t ∈ [0, T0],

N [[σt − σs](Y);Qγx([0, T0];Rd,m)] ≤ cσ |t− s|
{

1 +N [y;Qγx([0, T0];Rd)]2
}

, (4.45)

N [σt(Y)− σt(Ỹ);Qγx([0, T0];Rd,m)] (4.46)

≤ cσ

{

1 +N [y;Qγx([0, T0];Rd)]2 +N [ỹ;Qγx([0, T0];Rd)]2
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T0];Rd)],

et

N [[σt − σs](Y)− [σt − σs](Ỹ);Qγ,γ+γκx ([0, T0];R
d,m)] ≤ cσ |t− s| (4.47)

·
{

1 +N [y;Qγx([0, T0];Rd)]1+κ +N [ỹ;Qγx([0, T0];Rd)]1+κ
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T0];Rd)].

Démonstration. Voir Appendix.

La première étape du raisonnement consiste à mettre en évidence l’existence d’un ensemble
de boules (relativement à la semi-norme des processus contrôlés) stables par Γ :

Proposition 4.3.3 (Invariance d’une boule). Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, il existe
un temps T0 ∈ (0, T ] tel que pour tout temps T1 ∈ (0, T0], la boule

B
AT1
T1

= {y ∈ Qγ([0, T1];Rd) : y0 = a, yx0 = σ(0, 0, a), N [y;Qγx([0, T1];Rd)] ≤ AT1}

est invariante par l’application Γ définie par (4.44), pour un certain rayon AT1 assez grand.

Démonstration. On fixe (temporairement) un temps T0 ≤ T et un rayon AT0 . Soit y ∈ B
AT0
T0

admettant la décomposition δyi = yx,ij x1,j + y♯,i, et posons (z, zx) := Γ(y, yx). Nous avons vu
que δzi = zx,ij x1,j + z♯,i, avec zx,ijs := σijs (Ys) et

z♯,i = z♯,i,0 + z♯,i,1,1 + z♯,i,1,2 + z♯,i,2,1 + z♯,i,2,2, (4.48)

avec

z♯,0,ist :=
[

σijt − σijs
]

(Ys)x1,j
st , z♯,1,1,ist := σt(Y)x,ijks x

2,kj
st

z♯,1,2,ist := Λst
(

σt(Y)♯,ijx1,j + δ(σt(Y)x,ijk)x2,kj
)

,

et

z♯,2,1,ist :=
[

σijt − σijs
]

(Y0)x
1,j
0s + [σt − σs] (Y)x,ijk0 x

2,kj
0s

z♯,2,2,ist := Λ0s

(

[σt − σs] (Y)♯,ijx1,j + δ [σt − σs] (Y)x,ijk x2,kj
)

.

Vérifions que cette décomposition identifie effectivement z en tant qu’élément de Qγx, c’est-
à-dire zx ∈ Cγ1 et z♯ ∈ C2γ2 . Pour zx, observons que si 0 ≤ s < t ≤ T1,

∣

∣(δzx,ij)st
∣

∣ =
∣

∣σij(t,Yt)− σij(s,Ys)
∣

∣

≤
∣

∣σij(t,Yt)− σij(s,Yt)
∣

∣+
∣

∣σij(s,Yt)− σij(s,Ys)
∣

∣

≤ ‖Dσ‖∞ |t− s|+
∣

∣δ(σijs (Y))st
∣

∣ .
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Or, en se référant à (2.18),

∣

∣δ(σijs (Y))st
∣

∣ ≤ cx |t− s|γ
{∣

∣

∣
D3σ

ij(s,Y0)(y
x,.k
0 )

∣

∣

∣
+ T γ0N [σs(Y);Qγx]

}

≤ cx,σ |t− s|γ {1 + T γ0N [σs(Y);Qγx]} ,

ce qui, associé à l’estimation (4.40), donne N [zx; Cγ1 ] ≤ cx,σ
{

1 + T γ0N [y;Qγx]2
}

.

Estimons à présent la norme 2γ-höldérienne du terme résiduel.

Cas de z♯,0,i : Clairement, N [z♯,0,i; C2γ2 ] ≤ ‖Dσ‖∞N [x; Cγ1 ]T 1−γ
0 ≤ cσ,x.

Cas de z♯,1,1,i : Puisque
∣

∣

∣σt(Y)x,ijk0

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣D3σ
ij(t,Y0)(y

x,.k
0 )

∣

∣

∣ ≤ cσ, on a, grâce à (4.40),

∣

∣

∣
z♯,1,1,ist

∣

∣

∣
≤ cσ |t− s|2γ N [x2; C2γ2 ] {1 + T γ0N [σt(Y)x; Cγ1 ]}

≤ cσ,x |t− s|2γ
{

1 + T γ0N [y;Qγx]2
}

.

Cas de z♯,1,2,i : En utilisant (2.6) et (4.40), on obtient

∣

∣

∣
z♯,1,2,i

∣

∣

∣
≤ c |t− s|3γ

{

N [σt(Y)♯; C2γ2 ]N [x; Cγ1 ] +N [σt(Y)x; Cγ1 ]N [x2; C2γ2 ]
}

≤ cx |t− s|3γ N [σt(Y);Qγx] ≤ cx,σ |t− s|2γ T γ0
{

1 +N [y;Qγx]2
}

.

Cas de z♯,2,1,i :
∣

∣

∣
z♯,2,1,ist

∣

∣

∣
≤ ‖Dσ‖∞ |t− s|T γ0N [x; Cγ1 ] + |D3σ(t,Y0)−D3σ(s,Y0)| |yx0 | N [x2; C2γ2 ]T 2γ

0

≤ cx,σ |t− s|2γ .

Cas de z♯,2,2,i : En se référant successivement à (2.6) et (4.45), il découle

∣

∣

∣
z♯,2,2,i

∣

∣

∣

≤ c T 3γ
0

{

N [[σt − σs](Y)♯; C2γ2 ]N [x; Cγ1 ] +N [[σti − σsi ](Y)x; Cγ1 ]N [x2; C2γ2 ]
}

≤ cx T
3γ
0 N [[σti − σsi ](Y);Qγx] ≤ cx,σ T

3γ
0 |t− s|

{

1 +N [y;Qγx]2
}

.

L’association de ces différentes estimations conduit à N [z♯; C2γ2 ] ≤ cσ,x
{

1 + T γ0N [y;Qγx]2
}

.
Ceci achève de montrer que (z, zx) ∈ Qγx, et l’on dispose en outre de l’estimation N [z;Qγx] ≤
cx,σ

{

1 + T γ0N [y;Qγx]2
}

. Pour garantir la propriété de stabilité annoncée, il suffit maintenant
de définir T0 comme le plus grand temps τ ∈ (0, T ] tel que l’équation cσ,x

{

1 + τγA2
}

= A
admette une unique solution Aτ .

Passons à présent à la propriété de contraction, qui viendra achever la preuve de l’existence
et de l’unicité d’une solution locale pour le système (4.42).

Proposition 4.3.4 (Propriété de contraction). Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, et avec
les notations de la proposition 4.3.3, il existe un temps T1 ∈ (0, T0] tel que pour tout T2 < T1,

l’application Γ est une contraction stricte sur la boule (invariante) B
AT2
T2

.
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Démonstration. Soit y, ỹ deux éléments de B
AT1
T1

, et posons z = Γ(y), z̃ = Γ(ỹ). Ainsi,

δ(zi − z̃i) = (zx,ij − z̃x,ij)x1,j + (z♯,i − z̃♯,i),

où zx,ijs = σijs (Ys), z̃x,ijs = σijs (Ys), et z♯,i est donné par (4.48), avec une expression similaire
pour z̃♯,i. Estimons chacun des termes de

N [z − z̃;Qγx([0, T1])] = N [zx − z̃x; C01([0, T1])] +N [zx − z̃x; Cγ1 ([0, T1])]
+N [z♯ − z̃♯; C2γ2 ([0, T1])] +N [z − z̃; Cγ1 ([0, T1])].

Cas de N [zx − z̃x; C01([0, T1])] : Si s ∈ [0, T1],
∣

∣zx,ijs − z̃x,ijs

∣

∣ =
∣

∣σijs (Ys)− σijs (Ys)
∣

∣ ≤ ‖Dσ‖∞ |ys − ỹs| .

Or y0 = ỹ0, donc |ys − ỹs| ≤ T γ1N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T1])] et N [zx − z̃x; C01([0, T1])] ≤ cσT
γ
1N [y −

ỹ;Qγx([0, T1])].
Cas de N [zx − z̃x; Cγ1 ([0, T1])] : Si 0 ≤ s < t ≤ T1,
∣

∣

∣
(zx,ijt − z̃x,ijt )− (zx,ijs − z̃x,ijs )

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
σijt (Yt)− σijt (Ỹt)− σijs (Ys) + σijs (Ỹs)

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣[σ
ij
t − σijs ](Yt)− [σijt − σijs ](Ỹt)

∣

∣

∣+
∣

∣

∣δ(σijs (Y)− σijs (Ỹ))st
∣

∣

∣ .

Ensuite,
∣

∣

∣[σ
ij
t − σijs ](Yt)− [σijt − σijs ](Ỹt)

∣

∣

∣ ≤ ‖D(σt − σs)‖∞ |yt − ỹt|
≤ ‖D2σ‖∞ |t− s| N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T1])]T γ1
≤ cσ |t− s|γ N [y − ỹ;Qγ([0, T1])]T1,

tandis que, d’après (2.18) et (4.46),
∣

∣

∣
δ(σijs (Y)− σijs (Ỹ))st

∣

∣

∣

≤ |t− s|γ N [σijs (Y)− σijs (Ỹ); Cγ1 ([0, T1])]
≤ cx |t− s|γ

{∣

∣

∣
(σs(Y)− σs(Ỹ))x0

∣

∣

∣
+ T γ1N [σs(Y)− σs(Ỹ);Qγx([0, T1])]

}

≤ cx,σ |t− s|γ T γ1
{

1 +N [y;Qγx([0, T1])]2 +N [ỹ;Qγx([0, T1])]2
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]

puisque (σs(Y) − σs(Ỹ))x0 = 0. Ainsi, en tenant compte du fait que y, ỹ ∈ B
AT1
T1

, on obtient
N [zx − z̃x; Cγ1 ([0, T1])] ≤ cx,σ

{

1 +A2
T1

}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T γ1 .

Cas de N [z♯− z̃♯; C2γ2 ([0, T1])] : Comme (y0, yx0 ) = (ỹ0, ỹ
x
0 ), (z− z̃)♯ := z♯− z̃♯ se résume en fait

à la somme de

(z − z̃)♯,0,ist := {[σijt − σijs ](Ys)− [σijt − σijs ](Ỹs)}x1,j
st

(z − z̃)♯,1,1,ist := [σt(Y)x,ijks − σt(Ỹ)x,ijks ]x2,kj
st

(z − z̃)♯,1,2,ist := Λst((σt(Y)− σt(Ỹ))♯,ij x1,j + δ(σt(Y)− σt(Ỹ))x,ijk x2,kj)

(z − z̃)♯,2,ist := Λ0s([[σt − σs](Y)♯,ij − [σt − σs](Ỹ)♯,ij ]x1,j

+ δ([σt − σs](Y)x,ijk − [σt − σs](Ỹ)x,ijk x2,kj).
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Etude de (z − z̃, )♯,0st : On a
∣

∣

∣
(z − z̃)♯,0,ist

∣

∣

∣

≤ cx |t− s|γ ‖D(σt − σs)‖∞
∣

∣

∣Ys − Ỹs
∣

∣

∣

≤ cx |t− s|1+γ ‖D2σ‖∞ |ys − ỹs|
≤ cx,σ |t− s|2γ N [y − ỹ; Cγ1 ([0, T1])]T 1−γ

1 ≤ cx,σ |t− s|2γ N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T 1−γ
1 .

Etude de (z − z̃)♯,1,1st : Puisque (σt(Y)− σt(Ỹ))x0 = 0, on obtient, grâce à (4.46),
∣

∣

∣(z − z̃)♯,1,1,ist

∣

∣

∣

≤ cx |t− s|2γ
∣

∣

∣
(σt(Y)− σt(Ỹ))xs

∣

∣

∣
≤ cx |t− s|2γ N [σt(Y)− σt(Ỹ);Qγx([0, T1])]T γ1

≤ cx |t− s|2γ
{

1 +N [y;Qγx([0, T1])]2 +N [ỹ;Qγx([0, T1])]2
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T γ1 .

Etude de (z − z̃)♯,1,2 : Par (2.6) et (4.46),
∣

∣

∣
(z − z̃)♯,1,2,ist

∣

∣

∣

≤ cx |t− s|3γ N [σt(Y)− σt(Ỹ);Qγx([0, T1])]
≤ cσ,x |t− s|2γ

{

1 +N [y;Qγx([0, T1])]2 +N [ỹ;Qγx([0, T1])]2
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T γ1 .

Etude de (z − z̃)♯,2 : D’après (2.6) et (4.47),
∣

∣

∣(z − z̃)♯,2,ist

∣

∣

∣ ≤ cxT
γ(κ+2)
1 N [[σti − σsi ](Y)− [σti − σsi ](Ỹ);Qγ,γ(1+κ)x ([0, T1])]

≤ cx,σT
γ(κ+2)
1 |t− s|

{

1 +N [y;Qγx([0, T1])]1+κ +N [ỹ;Qγx([0, T1])]1+κ
}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])].

En rassemblant ces différentes estimations, on obtient finalement N [(z − z̃)♯; C2γ2 ([0, T1])] ≤
cx,σ

{

1 +A2
T1

}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T γ1 , qui, associé à la précédente majoration de N [(z −
z̃)x; Cγ1 ([0, T1])], donne

N [z − z̃;Qγx([0, T1])] ≤ cx,σ
{

1 +A2
T1

}

N [y − ỹ;Qγx([0, T1])]T γ1 .
Si l’on définit T1 ∈ (0, T0] comme le plus grand temps tel que cx,σ

{

1 +A2
T1

}

T γ1 ≤ 1/2, il est à
présent clair que la propriété de contraction recherchée est satisfaite sur [0, T1].

Nous savons, grâce aux résultats contenus dans [20] ou [102] (rappelés en introduction et
dans le chapitre 3), que le processs B := (Id, B1, . . . , Bm), où (B1, . . . , Bm) est un mBf m-
dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/3, satisfait l’hypothèse 3. Nous sommes donc en mesure
d’appliquer le résultat du théorème 4.3.1 dans ce contexte pour obtenir :

Corollaire 4.3.5. Soit (B1, . . . , Bm) un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/3,
a ∈ R

d. Soit γ > 1/3 et κ tel que γ(κ + 2) > 1. Si σ ∈ C3,b,κ([0, T ]2 × R
d;Rd,m+1), alors il

existe un temps aléatoire T0 ∈ (0, T ] tel que, p.s, le système

Y i
t = ai +

∫ t

0
σi0(t, u, Yu) du+

m
∑

j=1

∫ t

0
σij(t, u, Yu) dB

j
u, i = 1, . . . , d,

interprété de façon trajectorielle grâce aux propositions 4.3.1 et 2.2.8, admet une unique solution
dans l’espace des processus γ-contrôlés sur [0, T0] associé à B := (Id, B1, . . . , Bm).
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4.3.3 Prolongement de la solution

Pour clore ce chapitre, évoquons brièvement les difficultés techniques qui surgissent lorsque
l’on cherche à prolonger la solution locale y(1) donnée par le théorème 4.3.1 via la méthode
utilisée dans le cas Young (Proposition 4.1.6).

Une première étape consisterait à mettre en évidence l’existence d’une constante ε > 0,
indépendante de y(1), et un rayon N1, tels que la boule

{y ∈ Qγ([0, T0 + ε]) : (y, yx)|[0,T0] = (y(1), (y(1))x), N [y;Qγx([0, T0 + ε])] ≤ N1}

soit stable par Γ. En réalité, si z := Γ(y) pour un élément y dans cette boule, une série
d’estimations standards, similaires à celles établies dans la preuve de la proposition 4.3.3, montre
que

N [z;Qγx([0, T0 + ε])] ≤ c1N [y(1);Qγx([0, T0])] + c2

{

1 + ελN [y;Qγx([0, T0 + ε])]2
}

, (4.49)

pour un certain coefficient λ > 0 et deux constantes c1, c2 avec c1 ≥ 2. Il est alors clair
qu’en raison de la présence de l’exposant 2 dans cette dernière expression, la constante ε qui
assurerait la stabilité de l’ensemble doit dépendre de y(1), ce qui est contraire à la règle que
l’on s’est prescrite.

Imaginons plus précisément que les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6 restent
valables en partant de (4.49), ce qui signifierait que l’on ait pu trouver une constante ε > 0 et
une suite de rayons (Ni) tels que

c1Ni + c2

{

1 + ελN2
i+1

}

≤ Ni+1. (4.50)

En particulier,Ni+1 ≥ c1Ni ≥ 2Ni, donc la suite (Ni) diverge vers l’infini. Par ailleurs, pour que
l’inégalité (4.50) admette effectivement une solution Ni+1 positive, la relation 1− 4ελc2(c1Ni+
c2) ≥ 0 doit être satisfaite, de telle sorte que (Ni) doit être bornée, d’où la contradiction.

Il convient également de remarquer que même si l’on autorise ε à varier d’un intervalle à
l’autre pour devenir une suite εi telle que

∑

i εi = ∞ (condition qui garantit le recouvrement
de [0, T ]), alors les mêmes arguments que ci-dessus aboutissent à l’inégalité N1

2 2
i ≤ Ni ≤ c

ελi+1

,

de telle sorte que εi ≤ c
(21/λ)i

, ce qui contredit bien sûr l’hypothèse
∑

i εi =∞.

C’est cette faille dans notre appréhension du système général (4.1) qui nous a poussés
vers l’analyse d’un cas particulier de l’équation de Volterra, pour lequel une modification du
formalisme classique (basé sur δ) permet d’éliminer, en un sens à préciser, le terme qui lie (δy)st
à son passé sur [0, s] dans la décomposition (4.2). Cette étude fait l’objet du chapitre suivant.

4.4 Appendix

Nous avons réuni dans cette section les quelques preuves de résultats de régularité qui
restaient en suspens.

Preuve du lemme 4.1.5. Pour (4.7), il suffit bien sûr d’observer que si u < v,

|[σt − σs](Yv)− [σt − σs](Yu)| ≤ ‖D(σt − σs)‖∞ |Yv − Yu|
≤ ‖D2σ‖∞ |t− s| (|v − u|+N [y; Cγ1 ] |v − u|γ) ,
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ce qui donne le résultat.

Afin d’établir (4.8), on introduit l’opérateur R défini pour tout ϕ ∈ C1,b(Rd+1) et tous
ξ, ξ′ ∈ R

d+1, par

Rϕ(ξ, ξ′) :=

∫ 1

0
Dϕ(αξ + (1− α)ξ′) dα.

Clairement, ‖Rϕ‖∞ ≤ ‖Dϕ‖∞ et ‖Rϕ(ξ1, ξ′1) − Rϕ(ξ2, ξ
′
2)‖ ≤ ‖D2ϕ‖∞(|ξ1 − ξ2| + |ξ′1 − ξ′2|).

Avec cette notation, si u < v,
∣

∣

∣[σt(Yv)− σt(Ỹv)]− [σt(Yu)− σt(Ỹu)]
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
Rσt(Yv, Ỹv)(Yv − Ỹv)−Rσt(Yu, Ỹu)(Yu − Ỹu)

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣Rσt(Yv, Ỹv)([Yv − Ỹv]− [Yu − Ỹu])
∣

∣

∣+
∣

∣

∣[Rσt(Yv, Ỹv)−Rσt(Yu, Ỹu)](Yu − Ỹu)
∣

∣

∣

≤ ‖Dσt‖∞ |[yv − ỹv]− [yu − ỹu]|
+‖D2σt‖∞(2 |v − u|+ |yv − yu|+ |ỹv − ỹu|) |yu − ỹu|

≤ N [y − ỹ; Cγ1 ] |v − u|γ
{

‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞(2T 1−γ +N [y; Cγ1 ] +N [ỹ; Cγ1 ])T γ
}

,

où, dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait que yu− ỹu = [yu− ỹu]− [y0− ỹ0]. L’estimation
(4.8) est ainsi démontrée.

En ce qui concerne (4.9), remarquons tout d’abord qu’il ne s’agit pas d’une conséquence
de (4.8), dans la mesure où nous ne disposons pas nécessairement d’une inégalité du type
‖D2(σt − σs)‖∞ ≤ c |t− s|. Un argument un peu plus fin doit donc être mis en œuvre. Pour
cela, introduisons l’opérateur L défini pour tout ϕ ∈ C2,b,κ(Rd+2) et tous s, t ∈ R, ξ, ξ′ ∈ R

d+1

par

Lϕ(s, t, ξ, ξ′) :=

∫ 1

0

∫ 1

0
D2ϕ(s+ µ(t− s), ξ + λ(ξ′ − ξ)) dµ dλ.

Ainsi, Lϕ(s, t, ξ, ξ′) est une application bilinéaire de R× (R×R
d) telle que ‖Lϕ‖∞ ≤ ‖D2ϕ‖∞

et ‖Lϕ(s, t, ξ1, ξ′1)− Lϕ(s, t, ξ2, ξ′2)‖ ≤ ‖D2ϕ‖κ (|ξ1 − ξ2|κ + |ξ′1 − ξ′2|κ).
Avec cette notation, il est facile de vérifier que

σ(t, ξ)− σ(s, ξ)− σ(t, ξ′) + σ(s, ξ′) = Lσ(s, t, ξ, ξ′)((t− s, 0), (0, ξ′ − ξ))
pour tous s, t ∈ [0, T ], ξ, ξ′ ∈ [0, T ]× R

d, de telle sorte que
∣

∣

∣
[σt − σs](Yu)− [σt − σs](Ỹu)− [σt − σs](Yv) + [σt − σs](Ỹv)

∣

∣

∣
(4.51)

=
∣

∣Lσ(s, t,Yu, Ỹu)((t− s, 0), (0,Yu − Ỹu))
−Lσ(s, t,Yv, Ỹv)((t− s, 0), (0,Yv − Ỹv))

∣

∣

≤
∣

∣

∣
Lσ(s, t,Yu, Ỹu)((t− s, 0), (0, [Yu − Ỹu]− [Yv − Ỹv]))

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣[Lσ(s, t,Yu, Ỹu)− Lσ(s, t,Yv, Ỹv)]((t− s, 0), (0,Yv − Ỹv))
∣

∣

∣

≤ ‖D2σ‖∞ |t− s| |[yu − ỹu]− [yv − ỹv]|
+‖D2σ‖κ (2 |u− v|κ + ‖yu − yv‖κ + |ỹu − ỹv|κ) |t− s| |yv − ỹv|

≤ cσ |t− s|
{

N [y − ỹ; Cκ1 ] |u− v|γ

+(2 |u− v|κ + |u− v|κγ {N [y; Cγ1 ]κ +N [ỹ; Cγ1 ]κ})N [y − ỹ; Cγ1 ]T γ
}

,

ce qui conduit au résultat escompté.
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Preuve du lemme 4.3.2. Les normes que nous envisagerons dans ce qui suit seront (implicite-
ment) relatives à l’intervalle [0, T0]. Les estimations (4.45) et (4.46) sont une conséquence de
la proposition 2.2.7. En effet, en identifiant Y en tant qu’élément de Qγx comme dans la preuve
de la proposition 4.3.1 et en utilisant (4.41), on déduit de (2.19) :

N [[σt − σs](Y);Qγx] ≤ cσt−σs {1 +N [y;Qγx]} ,

avec

cσt−σs = c
{

1 + ‖σt − σs‖∞ + ‖D(σt − σs)‖∞ + ‖D2(σt − σs)‖∞
}

≤ c |t− s|
{

1 + ‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞ + ‖D3σ‖∞
}

,

tandis que, d’après (2.20),

N [σt(Y)− σt(Ỹ);Qγx] ≤ cσt
{

1 +N [y;Qγx]2 +N [ỹ;Qγx]2
}

N [y − ỹ;Qγx],

avec

cσt = c
{

1 + ‖σt‖∞ + ‖Dσt‖∞ + ‖D2σt‖∞ + ‖D3σt‖∞
}

≤ c
{

1 + ‖σ‖∞ + ‖Dσ‖∞ + ‖D2σ‖∞ + ‖D3σ‖∞
}

.

Cherchons à présent à établir l’inégalité (4.47). A cette fin, notons ζijst := D2(σ
ij
t − σijs ), de

telle sorte que [(σt−σs)(Y)]x,ijk = ζijst(Y)(yx,.k). Ainsi, δ([(σt−σs)(Y)]− [(σt−σs)(Ỹ)])x,ijkuv =

Ast,ijkuv +Bst,ijk
uv + Cst,ijkuv +Dst,ijk

uv , avec

Ast,ijkuv := δ(ζijst(Y))uv([y − ỹ]x,.kv ) , Bst,ijk
uv := ζijst(Yu)(δ([y − ỹ])x,.k)uv,

Cst,ijkuv := [ζijst(Yv)− ζijst(Ỹv)]((δỹx,.k)uv) , Dst,ijk
uv := δ([ζijst(Y)− ζijst(Ỹ)])uv(ỹx,.ku ).

Etant donnée la régularité supposée de σ, nous pouvons utiliser le résultat du lemme 4.1.5 pour
affirmer

N [Ast, Cκγ2 ] ≤ N [D2(σt − σs)(Y); Cγ1 ]T γ(1−κ)N [y − ỹ;Qγx]
≤ cσ |t− s| {1 +N [y;Qγx]}N [y − ỹ;Qγx],

et

N [Dst; Cκγ2 ] ≤ N [D2(σt − σs)(Y)−D2(σt − σs)(Ỹ); Cκγ1 ]N [ỹ;Qγx]
≤ cσ |t− s| {1 +N [y;Qγx]κ +N [ỹ;Qγx]κ}N [y − ỹ;Qγx]N [ỹ;Qγx].

Il est par ailleurs facile de constater que N [Bst; Cκγ1 ] ≤ cσ |t− s| N [y − ỹ;Qγx], tandis que
N [Cst; Cκγ1 ] ≤ cσ |t− s| N [ỹ;Qγ ]N [y − ỹ;Qγx], d’où

N [([σti − σsi ](Y)− [σti − σsi ](Ỹ))x; Cκγ1 ]

≤ cσ |t− s|
{

1 +N [y;Qγx]1+κ +N [ỹ;Qγx]1+κ
}

N [y − ỹ;Qγx]. (4.52)

En ce qui concerne rstuv := ([σt− σs](Y)− [σt− σs](Ỹ))♯, nous savons que son expression est
donnée, en notant ϕuv(r) := Yu+ r(Yv −Yu), ϕ̃uv(r) := Ỹu+ r(Ỹv − Ỹu) et σst := σt− σs, par
rstuv = rst,1uv + rst,2uv + rst,3uv , avec

rst,1,ijuv =

∫ 1

0
dr [D1σ

ij
st(ϕuv(r))−D1σ

ij
st(ϕ̃uv(r))](v − u),
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rst,2,ijuv = D2σ
ij
st(Yu)(y♯uv)−D2σ

ij
st(Ỹu)(ỹ♯uv),

rst,3,ijuv =

∫ 1

0
dr {[D2σ

ij
st(ϕuv(r))−D2σ

ij
st(Yu)]((δy)uv)− [D2σ

ij
st(ϕ̃uv(r))−D2σ

ij
st(Ỹu)]((δỹ)uv)}.

Il est tout d’abord aisé d’établir N [rst,1; Cγ+γκ2 ] ≤ cσ |t− s| N [y− ỹ;Qγx]. Pour estimer rst,2, on
utilise l’écriture

rst,2,ijuv = [D2σ
ij
st(Yu)−D2σ

ij
st(Ỹu)](y♯uv) +D2σ

ij
st(Ỹu)([y♯uv − ỹ♯uv]),

qui mène directement à N [rst,2; Cγ+γκ2 ] ≤ cσ |t− s| {1 +N [y;Qγx]}N [y − ỹ;Qγx]. Enfin, on dé-
compose rst,3 en rst,3 = rst,3,1 + rst,3,2, avec

rst,3,1,ijuv =

∫ 1

0
dr [D2σ

ij
st(ϕuv(r))−D2σ

ij
st)(Yu)](δ(y − ỹ)uv),

rst,3,2,ijuv =

∫ 1

0
dr

[

D2σ
ij
st(ϕuv(r))−D2σ

ij
st(Yu)−D2σ

ij
st(ϕ̃uv(r)) +D2σ

ij
st(Ỹu)

]

((δỹ)uv).

Clairement, N [rst,3,1; Cγ+γκ2 ] ≤ cσ |t− s| {1 +N [y;Qγx]}N [y − ỹ;Qγx]. Pour conclure, il suffit
d’observer que l’incrément double qui apparaît entre crochets dans rst,3,2uv peut être traité exac-
tement comme (4.51) (on remplace [σt − σs] par D2[σt − σs] et Yv par ϕuv(r)), ce qui conduit
à

N [rst,3,2; Cγ+γκ2 ] ≤ cσ |t− s| {1 +N [y;Qγx]κ +N [ỹ;Qγx]κ}N [y − ỹ;Qγx]N [ỹ;Qγx].
Nous venons ainsi de prouver que l’inégalité

N [rst; Cγ+γκ2 ] ≤ cσ |t− s|
{

1 +N [y;Qγx]1+κ +N [ỹ;Qγx]1+κ
}

N [y − ỹ;Qγx],

qui, associée à (4.52), entraîne (4.47).
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Chapitre 5

Le cadre convolutionnel

5.1 Introduction

Nous poursuivons notre analyse de l’équation de Volterra rugueuse

yit = ai +

∫ t

0
σij(t, u, yu) dx

j
u, t ∈ [0, T ], (5.1)

avec x un bruit γ-höldérien m-dimensionnel, en nous concentrant sur le cas particulier où le
champ de vecteurs σ se décompose en

σij(t, u, y) = φ(t− u)ψij(y), i = 1, . . . , d, j = 1, . . . ,m, (5.2)

avec
– ψ : Rd → R

d,m une application régulière,
– φ : R+ → R un noyau que l’on peut écrire sous la forme

φ(v) =

∫

A
dξ Sv(ξ) φ̃(ξ), (5.3)

pour une certaine fonction S : R+ ×A → C qui satisfait les trois conditions : pour tout
ξ ∈ A, pour tous t, t′ ≥ 0, pour tout α ∈ [0, 1],

|St(ξ)| ≤ 1 , |St(ξ)− 1| ≤ cα |ξ|α tα , St+t′(ξ) = St(ξ) · St′(ξ). (5.4)

Notez que les trois conditions (5.4) sont en particulier satisfaites par le noyau de Laplace
(A = R

+, St(ξ) = e−ξt) et le noyau de Fourier (A = R, St(ξ) = e−2iπξ), qui sont, à vrai dire,
les deux exemples que nous avons à l’esprit.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que pour ce modèle particulier, les difficultés tech-
niques liées au prolongement de la solution donnée par le théorème 4.3.1 peuvent être surmon-
tées pour donner naissance à une solution globale définie sur un intervalle [0, T ] quelconque. A
cette fin, nous avons d’abord pris appui sur les deux observations élémentaires successives (on
suppose pour l’instant x différentiable) :

– Si σ est donnée par (5.2), alors en appliquant le théorème de Fubini, le système (5.1) peut
s’écrire sous la forme

{

yit = ai +
∫

A ỹ
i
t(ξ) φ̃(ξ) dξ

ỹit(ξ) =
∫ t
0 St−v(ξ)dx

j
v ψij(yv).

(5.5)

99
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– Avec ces notations, et à ξ ∈ A fixé, les incréments de ỹi(ξ) se décomposent en

ỹit(ξ)− ỹis(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu) +

∫ s

0
[St−u(ξ)− Ss−u(ξ)] dxju ψij(yu)

=

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu) + [St−s(ξ)− 1]

∫ s

0
Su−s(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu),

où pour obtenir cette dernière relation, on a mis à contribution la propriété d’additivité
St+t′(ξ) = St(ξ) · St′(ξ). En posant ats(ξ) := St−s(ξ)− 1, on obtient

ỹit(ξ)− ỹis(ξ) =
∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij

(

a+

∫

A
dξ φ̃(ξ) ỹu(ξ)

)

+ ats(ξ) ỹs(ξ). (5.6)

Si l’on compare le système (4.2) à la formulation (5.6), il apparaît immédiatement que la
dépendance des variations du processus inconnu (ici ỹ) entre deux temps s < t vis-à-vis de
son "passé" (sur [0, s]) est réduite à une dépendance vis-à-vis du seul "présent" s. C’est cette
observation heuristique qui va permettre la mise en évidence d’une solution cette fois globale
pour le système, d’abord sous la forme (5.6), puis, en posant simplement yt :=

∫

A dξ φ̃(ξ) ỹt(ξ),
sous la forme initiale (5.1), et ce lorsque x est un processus γ-höldérien avec γ > 1/3.

Bien entendu, la transformation du système (5.1) en (5.6) présente un coût non négligeable :
le processus inconnu n’est plus à valeurs fini-dimensionnelles mais à valeurs fonctionnelles, ce
qui nous conduira à manipuler, outre les espaces de processus höldériens introduits dans la
sous-section 2.1.2, des espaces de fonctions particuliers liés à φ̃. Sous l’hypothèse d’intégrabilité
∫

A dξ (1+|ξ|
α)|φ̃(ξ)| <∞, avec α un paramètre à préciser, nous serons ainsi incités à introduire

l’espace

Lα = Lα,φ̃ := {h : A → R :

∫

A
dξ (1 + |ξ|α)|φ̃(ξ)| |h(ξ)| <∞}. (5.7)

La résolution du système (5.6) s’effectuera ensuite dans un espace de processus höldériens à
valeurs dans Lα.

L’autre idée fondamentale qui va guider notre analyse de l’équation (5.6) est inspirée des
considérations développées dans [51] dans le cadre des EDPS (nous reviendrons en détail sur
ces considérations dans la partie suivante). Elle consiste à introduire un nouvel opérateur d’in-
crément, noté δ̃, qui agit sur les processus de deux variables à valeurs fonctionnelles de la façon
suivante : si s < t,

(δ̃h̃)ts(ξ) := (δh̃)ts(ξ)− ats(ξ) h̃s(ξ). (5.8)

Avec cette notation, le système (5.6) devient alors

(δ̃ỹi)ts(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij

(

a+

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹu(ξ)

)

. (5.9)

En réalité, si nous nous permettons de substituer à l’incrément classique δ une formulation
"convolutionnelle" basée sur δ̃, c’est parce que ce dernier objet rend lui aussi possible la
construction d’une théorie de l’intégration, par le biais d’un opérateur d’inversion que l’on
notera Λ̃ (voir Section 5.2). En cela, notre démarche est à rapprocher des idées contenues dans
[75] : le traitement du système va passer par une préalable adaptation des outils classiques de
la théorie (δ, Λ, espaces höldériens, intégrales itérées) aux comportements algébriques induits
par δ̃, avec notamment la mise en avant d’un chemin x̃ = (x̃1, x̃2) mieux adapté au problème
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que le 2-rough path usuel x = (x1,x2). L’aire de Lévy standard x
2 =

∫∫

dx ⊗ dx sera par
exemple remplacée par l’aire de Lévy "convolée"

x̃
2

ts(ξ) :=

∫ t

s
St−u(ξ) dxu ⊗ (δx)us. (5.10)

Comme dans le cas des diffusions, ce type de définition est dans un premier temps purement
formel si x est höldérien ; l’existence et la régularité de ce processus sont admises pour conduire
à l’interprétation de l’intégrale

∫ t
s St−u(ξ) dx

j
u ψij(yu) qui intervient dans le système. Le sens à

donner à la définition (5.10) lorsque x est γ-höldérien (γ > 1/3) ne sera examiné que dans un
second temps.

Vous l’aurez sans doute remarqué à travers les expressions (5.8) et (5.10) : la formulation
(5.9) de l’équation nous incite à adopter une convention notationnelle inversée pour les variables
temporelles, avec des indices qui apparaîtront dans l’ordre décroissant. Nous noterons ainsi par
exemple, si s < u < t, f ∈ C1, g ∈ C2,

(δf)ts = ft − fs , (δg)tus = gts − gtu − gus.

Le chapitre est organisé de la façon suivante :
– La section 5.2 est consacrée à l’étude de l’opérateur d’incrément δ̃, défini par (5.8) pour

les processus de deux variables temporelles et étendu de façon naturelle aux processus de
n variables temporelles, à valeurs fonctionnelles. Cette section verra ainsi se déployer la
même démarche que lors de la présentation de δ (Section 2.1), pour aboutir à l’existence
de l’opérateur d’inversion Λ̃ associé à δ̃|C3 (Théorème 5.2.9).

– Dans la section 5.3, nous revisiterons le cas Young (γ > 1/2) à partir du formalisme
issu de δ̃. Ce premier exemple nous permettra avant tout de nous familiariser avec les
outils présentés dans la section 5.2 dans le cadre de l’interprétation du système (5.9).
Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution contenu dans le théorème 5.3.2 est à
mettre en parallèle avec les résultats de la section 4.1.

– La section 5.4 abordera quant à elle le cas γ ∈ (1/3, 1/2], qui restait problématique avec le
formalisme classique. Dans ce contexte, le théorème 5.4.1 constitue à notre connaissance
le premier résultat d’existence et d’unicité d’une solution globale pour le système (5.1).

– Dans la section 5.5, nous montrerons que ces différents résultats, exprimés sous des hy-
pothèses relativement abstraites sur x, peuvent en fait être appliqués, sous certaines
conditions d’intégrabilité pour φ̃, à un 2-rough path x = (x1,x2) standard. L’approche
que nous développerons dans ce chapitre est ainsi valable lorsque l’équation (5.1) est par
exemple dirigée par un mBf multi-dimensionnel, d’indice H > 1/3.

– Enfin, l’appendix contient la preuve de la proposition 5.5.7, preuve dont l’aspect technique
aurait pu nuire à la lisibilité de la section 5.5.

5.2 L’opérateur d’incrément δ̃

Comme nous venons de le voir, l’analyse (heuristique) du système (5.1) lorsque σ est donné
par (5.2), fait apparaître un opérateur δ̃, perturbation de δ par le noyau S via

ats(ξ) := St−s(ξ)− 1.
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Dans cette section, nous allons constater que grâce aux hypothèses sur S contenues dans (5.4), δ̃
conserve certaines propriétés fondamentales de δ, à partir desquelles nous avions pu introduire,
dans la section 2.1, les outils permettant une analyse efficace des systèmes rugueux.

5.2.1 Incréments

Nous l’avons déjà évoqué en introduction : eu égard à l’ordre d’apparition des indices dans
le membre de droite de (5.9), il se révèle plus commode d’inverser la convention notationnelle
que nous utilisions jusqu’à présent pour les variables temporelles. Pour tout intervalle I de
R
+, pour tout k ∈ N

∗ et pour tout espace V , la notation Ck(I;V ) désignera donc désormais
l’ensemble des processus h continus, à valeurs dans V , définis sur le simplexe

Sk(I) := {(t1, . . . , tk) ∈ Ik : t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tk},

et tels que ht1...tk = 0 s’il existe i 6= j pour lesquels ti = tj .

Notez que cette convention préfigure en outre le formalisme qui sera adopté dans la partie
III.

5.2.2 Espaces fonctionnels sous-jacents

Conformément à la (première) définition (5.8), δ̃ sera amené à agir sur des processus à valeurs
fonctionnelles. Anticipons ici sur les sections suivantes en présentant les espaces fonctionnels
qui vont s’imposer assez naturellement dans l’analyse de (5.9) (voir par exemple la proposition
5.3.1). Il s’agit des espaces de type L1 induits par la norme

N [g̃;Lβ(V )] = N [g̃;Lβ,φ̃(V )] :=
∫

A
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|β)‖g̃(ξ)‖V , (5.11)

où β > 0 est un paramètre fixé et V un espace euclidien. On définit ensuite

C̃k,β(I;V ) := Ck(I;Lβ(V )). (5.12)

L’opérateur d’incrément classique δ agit naturellement sur ces espaces à travers la formule :

Si h̃ ∈ C̃k,β(I;V ), (δh̃)t1...tk+1
(ξ) := δ(h̃(ξ))t1...tk+1

, ξ ∈ A. (5.13)

L’opérateur δ̃ est quant à lui étendu à C̃k,β(I;V ) (k ∈ N
∗) de la façon suivante :

Définition 5.2.1. Soit I un intervalle de R
+, V un espace euclidien. Pour tout β > 0 on

définit la suite d’opérateurs δ̃k : C̃k,β(I;V ) → C̃k+1,β(I;V ) par la formule : si h̃ ∈ C̃k,β(I;V ),
alors pour tout ξ ∈ A,

(δ̃kh̃)t1...tk+1
(ξ) := (δkh̃)t1...tk+1

(ξ)− at1t2(ξ) h̃t2...tk+1
(ξ), (t1, . . . tk+1) ∈ Sk+1(I). (5.14)

En particulier, si s < u < t ∈ I,

(δ̃1h̃)ts(ξ) = h̃t(ξ)− St−s(ξ) h̃s(ξ) , (δ̃2h̃)tus(ξ) = h̃ts(ξ)− h̃tu(ξ)− St−u(ξ) h̃us(ξ).

Dans un souci de clarté, nous utiliserons une même notation δ̃ pour désigner tous les opérateurs
δ̃k, k ∈ N

∗.
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Remarque 5.2.2. Dans le reste de ce chapitre, nous ne mentionnerons explicitement la variable
dite spatiale (en référence au vocabulaire des EDP) ξ que dans de rares cas où une confusion
aurait été possible. La plupart du temps, nous écrirons ainsi plus simplement δ̃h̃ = δh̃− a · h̃.

La convention pour les produits d’incréments donnée par (2.3) sera par ailleurs conservée
dans les contextes suivants :

Lemme 5.2.3. Soit M̃ ∈ C̃n,β(I;Rk,l) et L ∈ Cm(I;Rl). Alors le produit M̃L, défini par la
relation

(M̃L)t1...tm+n−1(ξ) = M̃t1...tn(ξ)Ltn...tm+n−1 ,

appartient à C̃m+n−1,β(I;R
k). En outre, lorsque n = 2, les relations algébriques suivantes sont

vérifiées :
δ(M̃L) = δM̃ L− M̃ δL, et δ̃(M̃L) = δ̃M̃ L− M̃ δL. (5.15)

Démonstration. La première partie de l’assertion est une conséquence évidente de l’estimation
élémentaire

|M̃t1...tn(ξ)Ltn...tm+n−1 |Rk ≤ |M̃t1...tn(ξ)|Rk,l |Ltn...tm+n−1 |Rn .
Quant aux relations algébriques, la première découle simplement de la proposition 2.1.5, tandis
que pour la deuxième, il suffit d’observer que

δ̃(M̃L)t1...tm+2

= δ(M̃L)t1...tm+2 − at1t2M̃t2t3Lt3...tm+2

= (δM̃)t1t2t3Lt3...tm+2 − M̃t1t2(δL)t2...tm+2 − at1t2M̃t2t3Lt3...tm+2

= [(δM̃)t1t2t3 − at1t2M̃t2t3 ]Lt3...tm+2 − (M̃ δL)t1...tm+2 .

Munis de ces notations et résultats préliminaires, nous sommes en mesure de prouver que
la propriété de cohomologie δδ = 0, qui amorçait les constructions de la théorie de l’intégration
algébrique standard, reste vraie pour δ̃ :

Proposition 5.2.4. δ̃δ̃ = 0. On a même, pour tout β > 0 et tout k ∈ N
∗, Im δ̃|C̃k,β(I;V ) =

Ker δ̃|C̃k+1,β(I;V ).

Démonstration. Si F̃ ∈ C̃k,β(I;V ), alors en utilisant la relation δδ = 0 et le résultat du lemme
5.2.3, on déduit

δ̃δ̃F̃ = (δ − a) [(δ − a) F̃ ] = δδF̃ − δ(a F̃ )− a δF̃ + a a F̃

= −δa F̃ + a δF̃ − a δF̃ + a a F̃ = a a F̃ − δa F̃ .

Il n’est ensuite pas difficile de vérifier, à partir de l’addivité St · St′ = St+t′ , que

(δa)tus = atu aus, (t, u, s) ∈ S3(I),

ce qui donne δ̃δ̃F̃ = 0.

La relation Im δ̃|C̃k,β(I;V ) = Ker δ̃|C̃k+1,β(I;V ) peut être prouvée comme dans la proposition

2.1.3 : si Ã ∈ C̃k+1,β(I;V ) est tel que δ̃Ã = 0, on pose B̃t1...tn = Ãt1...tns, avec s un temps
arbitraire dans I. Alors

[δ̃B̃]t1...tn+1 = [δB̃]t1...tn+1s + (−1)n+1Ãt1...tn+1 − at1t2Ãt2...tns
= [δ̃Ã]t1...tn+1s + (−1)n+1Ãt1...tn+1 = (−1)n+1Ãt1...tn+1 .
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Ainsi, en posant C̃ = (−1)n+1B̃, on obtient δ̃C̃ = Ã.

Remarque 5.2.5. A partir de la relation δ̃δ̃ = 0, une récurrence immédiate conduit à la for-
mule : pour toute partition {s = t0 < t1 < . . . < tn = t} de l’intervalle [s, t], pour tout
f̃ ∈ C̃1,β([s, t];V ),

(δ̃f̃)ts =
n−1
∑

i=0

St−ti+1 · (δ̃f̃)ti+1ti . (5.16)

Ce type de décomposition sera plusieurs fois mis à contribution par la suite, notamment dans
les preuves du lemme 5.2.8 et du corollaire 5.2.10. Il s’agit en quelque sorte de l’analogue de la
formule télescopique usuelle (δf)ts =

∑n−1
i=0 (δf)ti+1ti dans le formalisme convolutionnel.

Le complexe de cochaîne (C̃k,β(I;V ), δ̃) représentera la structure à la base de toutes les
constructions de ce chapitre. Essayons de donner un aperçu de la pertinence de cette structure
dans le cadre de l’analyse du système (5.9). Pour ce faire, on pose, pour tous processus lisses
f : [0, T ]→W , g : [0, T ]→ L(W,V ),

Jts(d̃g f)(ξ) :=
∫ t

s
St−u(ξ) dgu fu, ξ ∈ A, (5.17)

et pour tout h : [0, T ]2 →W lisse,

Jts(d̃g h)(ξ) :=
∫ t

s
St−u(ξ) dgu hus. (5.18)

La relation de Chasles usuelle δ
(∫

f dg
)

= 0 devient alors :

Proposition 5.2.6. Avec les notations (5.17) et (5.18), on a, si f : [0, T ]→W et g : [0, T ]→
L(W,V ) sont deux applications lisses,

δ̃
(

J (d̃g f)
)

= 0 , δ̃
(

J (d̃g δf)
)

= J (d̃g) δf. (5.19)

Démonstration. Les deux relations sont immédiates : si s < u < t,

δ̃
(

J (d̃g f)
)

tus
= Jts(d̃g f)− Jtu(d̃g f)− St−u · Jus(d̃g f),

et St−u · Jus(d̃g f) =
∫ u
s St−v dgv fv, tandis que, à partir de cette dernière observation,

δ̃
(

J (d̃g δf)
)

=

∫ t

u
St−v dgv (δf)vs −

∫ t

u
St−v dgv (δf)vu =

(∫ t

u
St−v dgv

)

(δf)us.

5.2.3 Espaces höldériens et application Λ̃

Il s’agit ici d’adapter les espaces de processus introduits dans la sous-section 2.1.2 au
contexte convolutionnel que nous venons de présenter. Si µ, β, γ > 0 sont trois paramètres
fixés, I un intervalle de R

+ et V un espace euclidien, on commence par définir

C̃µ2,β(I;V ) := {ỹ ∈ C̃2,β(I;V ) : N [ỹ; C̃
µ
2,β(I;V )] := sup

s<t∈I

N [ỹts;Lβ(V )]
|t− s|µ <∞},
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C̃µ1,β(I;V ) := {ỹ ∈ C̃1,β(I;V ) : δ̃ỹ ∈ C̃
µ
2,β(I;V )}. (5.20)

Ensuite, en ce qui concerne les processus de 3 variables, on définit d’abord, comme dans le cas
standard, l’espace intermédiaire C̃(γ,β)3,β (I;V ) associé à la norme

N [h̃; C̃(γ,ρ)3,β (I;V )] := sup
s<u<t∈I

N [h̃tus;Lβ(V )]
|t− u|γ |u− s|ρ ,

puis C̃µ3,β(I;V ) := ⊕0≤α≤µC̃(α,µ−α)3,β (I;V ). On munit enfin ce dernier espace de la norme

N [h̃; C̃µ3,β(I;V )] := inf

{

∑

i

N [hi; C̃(ρi,µ−ρi)3,β (I;V )]; h =
∑

i

hi, 0 < ρi < µ

}

.

On remarquera notamment les deux différences substantielles par rapport aux espaces höl-
dériens définis dans la sous-section 2.1.2 :

– L’espace d’arrivée est ici supposé fonctionnel ; il dépend en outre d’un paramètre β > 0.
– La définition (5.20) de C̃µ1,β(I;V ) fait appel à l’incrément convolutionnel δ̃.

Remarque 5.2.7. Comme dans les sections précédentes, il nous arrivera d’utiliser les raccorcis
C̃µk,β(I), C̃

µ
k,β(V ) ou même C̃µk,β lorsque l’intervalle de temps I et/ou l’espace V sont clairement

déterminés par le contexte.

Il est intéressant de noter que le résultat élémentaire qui stipule que Im δ1 ∩ Cµ2 (V ) = {0}
si µ > 1, admet l’analogue direct :

Lemme 5.2.8. Soit β > 0. Si µ > 1, alors Im δ̃|C̃1,β(I;V ) ∩ C̃
µ
2,β(V ) = {0}.

Démonstration. Soit M̃ = δ̃f̃ ∈ Im δ̃|C̃1,β(I;V ) ∩ C̃
µ
2,β(V ). Suivant (5.16), on peut écrire, pour

tous s < t, M̃ts =
∑n−1

i=0 St−ti+1 · M̃ti+1ti , et ce pour toute partition Πts = {s = t0 < t1 < . . . <
tn = t} de l’intervalle [s, t]. En utilisant cette fois l’hypothèse |St(ξ)| ≤ 1 contenue dans (5.4),
on déduit

N [M̃ts;Lβ(V )] ≤
n−1
∑

i=0

N [M̃ti+1ti ;Lβ(V )] ≤ N [M̃ ; C̃µ2,β(V )] |t− s| |Πts|
µ−1 ,

et ce dernier terme tend vers 0 lorsque le pas |Πts| tend vers 0.

Forts de ces différents constats, il est maintenant possible de reprendre les idées de la preuve
du théorème 2.1.1 en vue d’établir l’existence d’un opérateur d’inversion Λ̃ adapté au formalisme
induit par δ̃ :

Proposition 5.2.9. Soit µ > 1, β > 0, I un intervalle de R
+ et V un espace euclidien.

Pour tout h̃ ∈ Ker δ̃|C̃3,β(I;V ) ∩ C̃
µ
3,β(I;V ), il existe un unique élément Λ̃h̃ ∈ C̃µ2,β(I;V ) tel que

δ̃(Λ̃h̃) = h̃. Cet élément vérifie en outre la propriété de contraction :

N [Λ̃h̃; C̃µ2,β(I;V )] ≤ cµN [h̃; C̃µ3,β(I;V )], (5.21)

avec cµ une constante qui ne dépend que de µ. Cette assertion donne ainsi naissance à une
application linéaire continue

Λ̃ : Ker δ̃|C̃3,β(I;V ) ∩ C̃
µ
3,β(I;V )→ C̃µ2,β(I;V )
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telle que
δ̃Λ̃ = Id

Ker δ̃|C̃3,β(I;V )∩C̃
µ
3,β(I;V ) et Λ̃δ̃ = IdC̃µ2,β(I;V ) . (5.22)

Démonstration. Unicité. Soit M̃, M̃ ′ ∈ C̃µ2,β(I;V ) tels que δ̃M̃ = δ̃M̃ ′ = h̃. En particulier,

δ̃(M̃ − M̃ ′) = 0, donc M̃ − M̃ ′ ∈ Im δ̃|C̃1,β(I;V ) ∩ C̃
µ
2,β(I;V ). En appliquant le résultat du lemme

5.2.8, on déduit M̃ = M̃ ′.

Existence. On suit point par point la preuve du théorème 2.1.1. On considère d’abord B̃ ∈
C̃2,β(I;V ) tel que δ̃B̃ = h̃ et l’on construit

M̃n
ts :=

{

0 si πn ∩ (s, t) = ∅
(δ̃B̃)ttnj s si πn ∩ (s, t) = {tnj }

et si πn ∩ (s, t) = {tnj ≤ ... ≤ tnl },

M̃n
ts := B̃ts − B̃ttnl −

l−1
∑

i=j

St−tni+1
· B̃ti+1ti − St−tnj · B̃tnj s,

où πn représente une partition n-dyadique de I.
Il est facile de vérifier que M̃n est continu de S2(I) dans Lβ(V ). Par ailleurs, si par exemple
πn ∩ (s, t) = {tn+1

2j ≤ tn+1
2j+2 ≤ ... ≤ tn+1

2l }, avec s < tn+1
2j−1 et t > tn+1

2l+1, alors

M̃n+1
ts − M̃n

ts = (δ̃B̃)ttn+1
2l+1t

n+1
2l

+ St−tn+1
2j

· (δ̃B̃)tn+1
2j tn+1

2j−1s
+

l−1
∑

i=j

St−tn+1
2i+2

· (δ̃B̃)tn+1
2i+2t

n+1
2i+1t

n+1
2i

,

et puisque δ̃B̃ = h̃, on déduit

N [M̃n+1
ts − M̃n

ts;Lβ(V )] ≤
N [h̃; C̃µ3,β(I;V )]

2µ

{

2

(

1

2µ

)n

+

(

1

2µ−1

)n}

.

L’estimation reste valable pour les autres cas d’intersection de πn avec (s, t). En utilisant les
mêmes arguments que pour Λ, on obtient l’existence d’une limite M̃ de M̃n dans C̃2,β(I;V ).

La relation δ̃M̃ = h̃ peut ensuite être établie suivant le procédé développé dans la preuve
du théorème 2.1.1, tout comme l’estimation

N [M̃n
ts;Lβ(V )] ≤ cµN [h̃; C̃µ3,β(I;V )] |t− s|

µ .

Nous disposons également d’un équivalent du corollaire 2.1.9, pour relier les expressions
basées sur Λ̃ à des formulations plus classiques en termes de sommes de Riemann :

Corollaire 5.2.10. Soit g̃ ∈ C̃2,β(I;V ) tel que δ̃g̃ ∈ C̃µ3,β(I;V ), pour un certain coefficient

µ > 1. Si δ̃f̃ := (Id−Λ̃δ̃)g̃, alors

(δ̃f̃)ts = lim
|Πts|→0

n
∑

i=0

St−ti+1 · g̃ti+1ti in Lβ,

où la limite est relative à toute partition Πts = {t0 = s, . . . , tn = t} de [s, t] dont le pas tend
vers 0.

Démonstration. Ce sont les mêmes arguments que dans le cas standard (voir Corollaire 2.1.9),
à partir de la décomposition (δ̃f̃)ts =

∑

i St−ti+1 · (δ̃f̃)ti+1ti .
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5.3 Le cas Young

On rappelle que l’on souhaite résoudre le système sous la forme (5.9), qui s’écrit aussi, avec
la notation (5.17),

ỹ0 := 0, δ̃ỹ = J
(

d̃x ψ

(

a+

∫

A
dη φ̃(η)ỹ(η)

))

. (5.23)

Cette expression n’a pour l’instant de sens que lorsque x est différentiable. L’objectif de cette
section est d’étendre, grâce aux outils introduits dans la section précédente, la définition du
système à un processus x γ-höldérien avec γ > 1/2, puis de résoudre le système à partir de
cette interprétation. Nous suivrons à cette fin la même démarche que dans le cas standard (sous-
section 2.2.1), et commencerons ainsi par une dissection de l’intégrale lorsque x est régulier.

5.3.1 Considérations heuristiques et interprétation du système

On suppose pour l’instant x et ỹ différentiables (en temps) et l’on pose successivement
yi := ai+

∫

A dξ φ̃(ξ) ỹ
i(ξ), zij := ψij(y). Avec ces notations, l’intégrale à interpréter correspond

à J (d̃xj zij).
La première question à se poser, avant de chercher à décomposer cette intégrale, est celle

de la régularité escomptée de l’intégrant z, et donc de y (on supposera ψ régulier), si x et ỹ
deviennent moins réguliers. Pour répondre à cette question, on observera la décomposition

(δyi)ts =

∫

A
dξ φ̃(ξ) (δỹ)ts(ξ) =

∫

A
dξ φ̃(ξ) (δ̃ỹi)ts(ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ) ats(ξ) ỹ

i
s(ξ). (5.24)

Comme ỹ désigne la solution (potentielle) du système (5.23) et que |St(ξ)| ≤ 1, on peut s’at-

tendre à ce que δ̃ỹ hérite de la régularité de x, autrement dit
∣

∣

∣
(δ̃ỹ)ts(ξ)

∣

∣

∣
≤ cx |t− s|γ (uni-

formément en ξ), ce qui conduirait, sous la condition d’intégrabilité
∫

A dξ |φ̃(ξ)| < ∞, à une

estimation du premier terme de (5.24) du type :
∣

∣

∣

∫

A dξ φ̃(ξ) (δ̃ỹ
i)ts(ξ)

∣

∣

∣ ≤ cx |t− s|γ .
Pour récupérer des incréments de la forme |t− s|γ du terme

∫

A dξ φ̃(ξ) ats(ξ) ỹ
i
s(ξ), nous solli-

citerons la troisième hypothèse contenue dans (5.4), à savoir

|ats(ξ)| = |St−s(ξ)− 1| ≤ cγ |t− s|γ |ξ|γ . (5.25)

C’est ici qu’interviennent les espaces Lβ(V ) introduits dans la sous-section 5.2.2. Il découle en
effet de (5.25)

∣

∣

∣

∣

∫

A
dξ φ̃(ξ) ats(ξ)ỹs(ξ)

∣

∣

∣

∣

≤ cγ |t− s|γ N [ỹs;Lγ(Rd)]. (5.26)

En revenant à la décomposition (5.24), il apparaît ainsi qu’à partir d’un processus ỹ évoluant
dans Lγ(Rd), on devrait récupérer un processus y, puis un processus z, höldériens au sens
classique.

Ces considérations (que quantifiera plus précisément la proposition 5.3.1) vont nous guider
dans le processus de dissection de l’intégrale J (d̃xj zij), puisque nous n’aurons désormais aucun
scrupule à faire apparaître l’incrément standard δz. On partira ainsi simplement, comme dans
le cas des diffusions, de la décomposition (on suppose toujours x régulier)

Jts(d̃xj zij) = J (d̃xj) zijs + Jts(d̃xj δzij), (5.27)

avec Jts(d̃xj) := Jts(d̃xj 1) =
∫ t
s St−u dx

j
u. Si x est seulement höldérien, une première hypo-

thèse, directement inspirée par la méthodologie des rough paths, s’impose donc naturellement :
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Hypothèse 4. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm), avec γ > 1/2. On suppose qu’il existe une suite xε de
processus différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

et telle que la suite des processus

X̃xε,i
ts (ξ) :=

∫ t

s
St−u(ξ) dx

ε,i
u

converge vers un élément Xx relativement à la topologie de l’espace C̃γ2,γ([0, T ];Rm). En parti-
culier,

X̃x ∈ Cγ2,γ([0, T ];Rm) et δ̃X̃x = 0.

Si x est différentiable, on choisit systématiquement xε := x.

Théorème 5.3.1. Soit x : [0, T ]→ R
m un processus qui satisfait l’hypothèse 4, I un intervalle

de [0, T ]. Pour tout z ∈ Cγ1 (I;Rd,m), on pose, pour tout ξ ∈ A,

J (d̃xj zij)(ξ) := X̃x,j(ξ) zij + Λ̃(X̃x,j δzij)(ξ) = (Id−Λ̃δ̃)(X̃x,j zij)(ξ). (5.28)

Alors

1. J (d̃xj zij) est bien défini en tant qu’élément de C̃γ2,γ(I;Rd), et coïncide avec l’intégrale de

Riemann
∫ t
s St−v(ξ) dxv zv quand x est différentiable.

2. On dispose de l’estimation :

N [J (d̃x z); C̃γ2,γ(I;Rd)] ≤ cx

{

N [z; C01(I;Rd,m)] + |I|γ N [z; Cγ1 (I;Rd,m)]
}

, (5.29)

où on rappelle que l’on a défini N [z; C01(I;Rd,m)] := sups∈I |zs|.
3. Pour tous s < t ∈ I,

Jts(d̃xj zij) = lim
|Πts|→0

n−1
∑

k=0

St−tk+1
· X̃x,j

tk+1,tk
zijtk dans Lγ , (5.30)

où la limite est relative à toute partition Πts = {t0 = s, . . . , tn = t} de [s, t] dont le pas
tend vers 0.

Démonstration. Pour montrer que l’intégrale définie par (5.28) coïncide avec l’intégrale de
Riemann

∫ t
s St−u(ξ) dx

j
u z

ij
u lorsque x est différentiable, revenons à la décomposition (5.27), qui

s’écrit aussi
Jts(d̃xj δzij) = Jts(d̃xj zij)− X̃x,j

ts zijs .

En appliquant l’opérateur δ̃ aux deux membres de cette relation, et en utilisant (5.19) et (5.15),
on obtient

δ̃
(

J (d̃xj zij)
)

= −δ̃X̃x,j zij + X̃x,jδzij = X̃x,j δzij ,

et donc, via (5.22),

J (d̃xj δzij) = Λ̃
(

X̃x,j δzij
)

,
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ce qui permet de retrouver (5.28).
Le fait que la formule (5.28) soit bien définie dans C̃γ2,γ lorsque z ∈ Cγ1 est une conséquence de

l’hypothèse 4. En effet, grâce à cette hypothèse, on sait que X̃x δz ∈ C2γ3,γ(I;Rd)∩Ker δ̃|C2,γ(I;Rd),

et l’on est de cette façon en droit d’appliquer Λ̃. L’estimation (5.29) est ensuite une conséquence
immédiate de la propriété de contraction (5.21). Enfin, l’écriture (5.30) découle du corollaire
5.2.10.

Afin de donner pleinement sens au système (5.23) par l’intermédiaire de la définition (5.28),
nous prendrons appui sur la proposition suivante, qui vient préciser les considérations précédant
le théorème 5.3.1 :

Proposition 5.3.1. Soit I = [l1, l2] un intervalle de [0, T ], ψ ∈ C2,b(Rd;Rd,m). Pour tout ỹ ∈
C̃γ1,γ(I;Rd), on pose y := a+

∫

A dη φ̃(η)ỹ(η). On introduit par ailleurs la notation supplémentaire

N [ỹ; C̃0,γ1,γ (I;R
d)] := N [ỹ; C̃01,γ(I;Rd)] +N [ỹ; C̃γ1,γ(I;Rd)],

avec N [ỹ; C̃01,γ(I;Rd)] := sups∈I N [ỹs;Lγ(Rd)]. Alors ψ(y) ∈ Cγ1 (I;Rd,m) et

N [ψ(y); Cγ1 (I;Rd,m)] ≤ cψN [ỹ; C̃0,γ1,γ (I;R
d)]. (5.31)

En outre, si ỹ(1), ỹ(2) ∈ C̃γ1,γ(I;Rd) sont tels que ỹ
(1)
l1

= ỹ
(2)
l1

, alors

N [ψ(y(1))− ψ(y(2)); C01(I;Rd,m)] ≤ cψ |I|γ N [ỹ(1) − ỹ(2); C̃0,γ1,γ (I;R
d)], (5.32)

N [ψ(y(1))− ψ(y(2)); Cγ1 (I;Rd,m)] ≤ cψ

{

1 +N [ỹ(2); C̃0,γ1,γ (I;R
d)]

}

N [ỹ(1) − ỹ(2); C̃0,γ1,γ (I;R
d)].

(5.33)

Démonstration. On reprend les arguments évoqués lors de l’analyse de (5.24) et basés sur
l’hypothèse (5.25) : Ainsi,

|δ(ψ(y))ts| ≤ ‖Dψ‖∞
∫

A
dξ |φ̃(ξ)| |(δỹ)ts(ξ)|

≤ ‖Dψ‖∞
{∫

A
dξ |φ̃(ξ)||(δ̃ỹ)ts(ξ)|+

∫

A
dξ |φ̃(ξ)| |ats(ξ)| |ỹs(ξ)|

}

≤ cγ‖Dψ‖∞ |t− s|γ
{

N [ỹ; C̃γ1,γ ] +N [ỹ; C̃01,γ ]
}

,

ce qui correspond à (5.31).

L’inégalité (5.32) peut être obtenue de la même façon, après avoir remarqué que, pour tout
s ∈ I,

∣

∣

∣
ψ(y(1)s )− ψ(y(2)s )

∣

∣

∣
≤ ‖Dψ‖∞

∫

A
dξ |φ̃(ξ)|

∣

∣

∣
δ(ỹ(1) − ỹ(2))sℓ1(ξ)

∣

∣

∣
.

En ce qui concerne (5.33), il suffit d’invoquer l’estimation classique

∣

∣

∣δ(ψ(y(1))− ψ(y(2)))ts
∣

∣

∣ ≤ ‖Dψ‖∞
∣

∣

∣δ(y(1) − y(2))ts
∣

∣

∣+ ‖D2ψ‖∞
∣

∣

∣δ(y(2))ts

∣

∣

∣

(∣

∣

∣
y
(1)
t − y(2)t

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
y(1)s − y(2)s

∣

∣

∣

)

.
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5.3.2 Résolution de l’équation

Le théorème 5.3.1, associé à la proposition 5.3.1, fournit, sous l’hypothèse 4, une interpréta-
tion légitime du système (5.23). Dans ce contexte, le résultat principal de cette section s’énonce
de la façon suivante :

Théorème 5.3.2. Soit x un processus qui satisfait l’hypothèse 4 et ψ ∈ C2,b(Rd;Rd,m). Alors
l’équation (5.23), interprétée grâce au théorème 5.3.1 et à la proposition 5.3.1, admet une unique
solution dans C̃γ1,γ([0, T ];Rd).

Démonstration. Soit ε > 0 (nous fixerons cette constante dans un instant), l ∈ N, et supposons

que nous ayons déjà construit une solution ỹ(l) ∈ C̃γ1,γ([0, lε]). Si l = 0, alors ỹ(0) = ỹ
(0)
0 = 0. La

preuve va consister à montrer que l’on peut étendre ỹ(l) en une solution ỹ(l+1) ∈ C̃γ1,γ([0, (l+1)ε]),
par l’intermédiaire d’un argument de point fixe.

Etape 1 : Existence de boules invariantes. Soit ỹ ∈ C̃γ1,γ([0, (l + 1)ε]) telle que ỹ|[0,lε] = ỹ(l) et

notons z̃ = Γ(ỹ) l’élément de C̃1,γ([0, (l + 1)ε]) caractérisé par z̃|[0,lε] = ỹ(l) et pour tous s, t ∈
[0, (l+1)ε], (δ̃z̃)ts = Jts

(

d̃x ψ(y)
)

, où, comme dans la proposition 5.3.1, y := a+
∫

A dη φ̃(η)ỹ(η).

L’estimation (5.29) nous indique d’abord que

N [z̃; C̃γ1,γ([lε, (l + 1)ε])] ≤ cx
{

N [ψ(y); C01([0, (l + 1)ε])] + εγ N [ψ(y); Cγ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

,

ce qui, avec (5.31), donne

N [z̃; C̃γ1,γ([lε, (l + 1)ε])] ≤ c1x,ψ

{

1 + εγN [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε])]
}

.

Si 0 ≤ s ≤ lε ≤ t ≤ (l + 1)ε, on utilise la relation δ̃δ̃ = 0 pour déduire

0 = (δ̃δ̃z̃)t,lε,s = (δ̃z̃)ts − (δ̃z̃)t,lε − St−lε · (δ̃z̃)lε,s,

d’où

N [(δ̃z̃)ts;Lγ ] ≤ N [(δ̃z̃)t,lε;Lγ ] +N [(δ̃z̃)lε,s;Lγ ]
≤ 2max

(

N [z̃; C̃γ1,γ([lε, (l + 1)ε]),N [ỹ(l); C̃γ1,γ([0, lε])]
)

|t− s|γ .

Par ailleurs, pour tout s ∈ [0, (l + 1)ε], z̃s = (δ̃z̃)s0, et donc

N [z̃; C̃01,γ([0, (l + 1)ε])] ≤ N [z̃; C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε])]T γ .

Nous sommes ainsi invités à poser

ε :=
(

4c1x,ψ(1 + T γ)
)−1/γ

Nl+1 := max
(

2(1 + T γ)N [ỹ(l); C̃γ1,γ([0, lε])], 4c1x,ψ(1 + T γ)
)

.

En effet, pour de telles valeurs, il est facile de vérifier, à partir de ce qui précède, que si
N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, (l+1)ε])] ≤ Nl+1, alors N [z̃; C̃γ1,γ([0, (l+1)ε])] ≤

Nl+1

1+T γ et N [z̃; C̃01,γ([0, (l+1)ε])] ≤
Nl+1

1+T γ T
γ , d’où N [z̃; C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε])] ≤ Nl+1. En d’autres termes, la boule

B
Nl+1

ỹ(l),(l+1)ε
= {ỹ ∈ C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε]) : ỹ|[0,lε] = ỹ(l), N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε])] ≤ Nl+1}
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est stable par Γ.

L’indépendance de ε par rapport à la condition initiale ỹ(l) nous permettra de répéter le
procédé (avec le même ε) et ainsi d’obtenir une suite de rayons (Nk)k≥1 telle que les ensembles
BNk
k ỹ,kε

sont invariants par Γ. La définition de cette dernière application devra bien sûr être
adaptée à chacun de ces ensembles.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons à présent chercher une division de l’intervalle
[lε, (l+ 1)ε] en sous-intervalles [lε, lε+ η], [lε+ η, lε+ 2η], . . . de même longueur η (qui pourra
dépendre de ε et l), et sur lesquels la propriété de contraction de Γ est vérifiée.

Soit ỹa, ỹb ∈ C̃γ1,γ([0, lε + η]) tels que ỹa
|[0,lε] = ỹb

|[0,lε] = ỹ(l), N [ỹa; C̃0,γ1,γ ([0, lε + η])] ≤ Nl+1,

N [ỹb; C̃0,γ1,γ ([0, lε + η])] ≤ Nl+1 et notons z̃a = Γ(ỹa), z̃b = Γ(ỹb), où Γ est définie comme à

l’étape 1, mais restreinte à C̃γ1,γ([0, lε+ η]). En se référant à nouveau à (5.29), on déduit

N [z̃a − z̃b; C̃γ1,γ([lε, lε+ η]) ≤ cγ,x
{

N [ψ(ya)− ψ(yb); C01([lε, lε+ η])]

+ ηγN [ψ(ya)− ψ(yb); Cγ1 ([lε, lε+ η])]
}

,

puis, d’après (5.32) et (5.33),

N [z̃a − z̃b; C̃γ1,γ([lε, lε+ η])] ≤ c2x,ψ {1 +Nl+1} ηγN [ỹa − ỹb; C̃0,γ1,γ ([lε, lε+ η])].

Puisque les processus ỹa − ỹb, z̃a − z̃b s’annulent sur [0, lε], il en découle

N [z̃a − z̃b; C̃γ1,γ([0, lε+ η])] ≤ c2x,ψ {1 +Nl+1} ηγN [ỹa − ỹb; C̃γ1,γ([0, lε+ η])].

En outre, (z̃a − z̃b)s = δ̃(z̃a − z̃b)s,lε, de telle sorte que N [z̃a − z̃b; C̃01,γ([0, lε + η])] ≤ N [z̃a −
z̃b; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])]ηγ . On obtient finalement

N [z̃a − z̃b; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])] ≤ c2x,ψ {1 +Nl+1} (1 + T γ)ηγN [ỹa − ỹb; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])].

On fixe η = inf
(

ε, (2c2x,ψ {1 +Nl+1} (1 + T γ))−1/γ
)

. Γ devient alors une contraction stricte sur

l’ensemble

{ỹ ∈ C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η]) : ỹ|[0,lε] = ỹ(l), N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])] ≤ Nl+1}.

En utilisant l’invariance de BNl+1

ỹ(l),(l+1)ε
, il est facile de constater que ce dernier ensemble est

lui-même invariant par Γ (voir le lemme 5.3.2 ci-dessous). Par conséquent, il existe un unique
point fixe dans cet ensemble, que nous noterons ỹ(l),η. Dans la mesure où η ne dépend pas de
ỹ(l), le même calcul reste ensuite vrai sur l’ensemble (invariant)

{ỹ ∈ C̃0,γ1,γ ([0, lε+ 2η]) : ỹ|[0,lε+η] = ỹ(l),η, N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ 2η])] ≤ Nl+1}.

Ainsi, ỹ(l),η peut être prolongé en une solution ỹ(l),2η définie sur [0, lε + 2η] et en itérant la
démarche jusqu’à ce que l’intervalle [lε, (l + 1)ε] soit recouvert, on obtient le prolongement
ỹ(l+1) escompté.

Lemme 5.3.2. Avec les notations de la preuve précédente, l’ensemble

{ỹ ∈ C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η]) : ỹ|[0,lε] = ỹ(l), N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])] ≤ Nl+1}

est stable par Γ.
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Démonstration. On considère un élément ỹ dans cet ensemble et z̃ := Γ(ỹ). Définissons

ŷt =

{

ỹt si t ≤ lε+ η

St−(lε+η) · ỹlε+η si t ∈ [lε+ η, (l + 1)ε].

Le processus ŷ est clairement continu et appartient ainsi à ŷ ∈ C̃1,γ([0, (l + 1)ε]). En outre, si
s, t ∈ [lε + η, (l + 1)ε], (δ̃ỹ)ts = 0, tandis que si s ≤ lε + η ≤ t, (δ̃ŷ)ts = St−(lε+η) · (δ̃ỹ)lε+η,s,
de telle sorte que N [ŷ; C̃γ1,γ([0, (l + 1)ε])] ≤ N [ỹ; C̃γ1,γ([0, lε + η])]. Puisque N [ŷ; C̃01,γ([0, (l +
1)ε])] ≤ N [ỹ; C̃01,γ([0, lε+ η])], on déduit N [ŷ; C̃0,γ1,γ ([0, (l+1)ε])] ≤ N [ỹ; C̃0,γ1,γ ([0, lε+ η])] ≤ Nl+1,

ce qui signifie que ŷ ∈ B
Nl+1

ỹ(l),(l+1)ε
. Or nous savons, d’après la première étape de la preuve

précédente, que BNl+1

ỹ(l),(l+1)ε
est stable par Γ, et donc, si ẑ := Γ(ŷ), N [ẑ; C̃0,γ1,γ ([0, (l+1)ε])] ≤ Nl+1.

Il est ensuite évident que z̃ = ẑ|[0,lε+η], ce qui mène finalement à N [z̃; C̃0,γ1,γ ([0, lε + η])] ≤
N [ẑ; C̃0,γ1,γ ([0, (l + 1)ε])] ≤ Nl+1.

Pour clore cette section, nous pouvons finalement revenir à la formulation originale de
l’équation de Volterra :

Corollaire 5.3.3. Sous l’hypothèse 4, et en supposant que ψ ∈ C2,b(Rd;Rd,m), le système

yit = ai +

∫

A
dξ φ̃(ξ)

∫ t

0
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu), t ∈ [0, T ], (5.34)

interprété grâce au théorème 5.3.1, admet une unique solution dans Cγ1 ([0, T ];Rd). En outre,
si x(1) et x(2) sont deux processus qui satisfont l’hypothèse 4, et si l’on note y(1) et y(2) les
solutions de (5.34) associées à ces deux processus (de même condition initiale a), alors

N [y(1) − y(2); Cγ1 ([0, T ];Rd)] ≤ Kx(1),x(2)N [X̃x(1) − X̃x(2) ; C̃γ2,γ([0, T ];Rm)], (5.35)

avec Kx(1),x(2) := K(N [X̃x(1) ; C̃γ2,γ ],N [X̃x(2) ; C̃γ2,γ ]), pour une certaine fonction K croissante en
ses deux arguments.

Démonstration. Si ỹ désigne la solution du système (5.23) donnée par le théorème 5.3.2, il suffit
de poser, pour tout t ∈ [0, T ], yt := a+

∫

A dξ φ̃(ξ) ỹt(ξ).
Le caractère lipschitzien de l’application d’Itô peut être établi avec les mêmes arguments que
dans la preuve de la proposition 4.1.8, d’abord appliqués à ỹ, puis à y.

5.4 Le cas rugueux

Notre objectif est toujours de résoudre l’équation sous la forme (5.23) (puis (5.34)), mais
nous supposerons cette fois le coefficient de régularité höldérienne γ de x dans l’intervalle
(1/3, 1/2]. La définition (5.28) n’est alors plus valable et, comme dans la section 4.3, des dé-
veloppements d’ordre deux deviennent nécessaires en vue d’interpréter le système. Nous adop-
terons pour cela la même stratégie que dans le cas des diffusions (sous-section 2.2.2), stratégie
caractérisée par deux étapes :

– Une première phase d’identification de la structure algébrique de la solution potentielle
ỹ, qui aboutira à l’introduction d’un espace Q̃ de processus contrôlés.

– L’extension de l’intégrale qui intervient dans le système au cas où x ∈ Cγ1 et ỹ ∈ Q̃.
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5.4.1 Processus convolutionnels contrôlés

Commençons par quelques considérations heuristiques. Comme dans le cas Young, le sys-
tème sera étudié sous la forme

ỹit(ξ) =

∫ t

0
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu) , yiu = a+

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹiu(ξ). (5.36)

On suppose pour l’instant x différentiable. L’équation (5.36) admet dans ce cas une unique
solution ỹ, dont les incréments (convolutionnels) peuvent être décomposés en

(δ̃ỹi)ts(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu) = X̃x,j
ts (ξ)ψ

ij(ys) + r̃its(ξ), (5.37)

avec

X̃x,j
ts (ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u , r̃its(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dx

j
u (δψ

ij(y))us. (5.38)

Cette décomposition élémentaire fait d’ores et déjà apparaître la structure amenée à jouer
le rôle de Qγx (Définition 2.2.4) dans l’étude du système (5.36). Approfondissons légèrement
l’analyse de (5.37) : si x et y sont γ-höldériens (γ ∈ (1/3, 1/2]), on s’attend à ce que, d’une
part, X̃x évolue dans un espace du type C̃γ2,β([0, T ];Rm), pour un certain coefficient β > 0, et

d’autre part, r̃ ∈ C̃2γ2,β([0, T ];Rd). Pour des raisons techniques qui émergeront dans la preuve du
théorème 5.4.1, nous serons en fait incités à prendre β = 1 pour obtenir une solution globale
pour le système (5.36). Comme dans la section précédente, étiquetons l’hypothèse d’existence
et de régularité du processus X̃x, qui représente moralement

∫ t
s St−u dxu :

Hypothèse 5. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm), avec γ ∈ (1/3, 1/2]. On suppose qu’il existe une suite
xε de processus différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

et telle que la suite des processus

X̃xε,i
ts (ξ) :=

∫ t

s
St−u(ξ) dx

ε,i
u

converge vers un élément Xx relativement à la topologie de l’espace C̃γ2,γ([0, T ];Rm). En parti-
culier,

X̃x ∈ Cγ2,γ([0, T ];Rm) et δ̃X̃x = 0.

Si x est différentiable, on choisit systématiquement xε := x.

Notations : Dans un souci de concision, nous utiliserons désormais le raccourci

C̃γk (I;V ) := C̃
γ
k,1(I;V ), k ∈ {1, 2, 3}. (5.39)

Fixons également dès à présent l’hypothèse d’intégrabilité sur φ̃ qui nous permettra de
mener le raisonnement à terme :

Hypothèse 6. On supposera dans cette section que
∫

A
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|) <∞.
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Eu égard aux considérations ci-dessus, le cadre de résolution du système (5.36) s’impose
assez naturellement :

Définition 5.4.1. On suppose l’hypothèse 5 satisfaite. Pour tout intervalle I de [0, T ], on
appellera processus convolutionnel contrôlé (par X̃x) sur I, à valeurs dans R

d, tout élément ỹ
dans C̃γ1 (I;Rd) dont les incréments convolutionnels se décomposent sous la forme

(δ̃ỹi)ts = X̃x,j
ts ỹx,ij + ỹ♯,its , avec ỹx ∈ Cγ1 (I;Rd,m) et ỹ♯ ∈ C̃2γ2 (I;Rd), (5.40)

L’ensemble des processus convolutionnels contrôlés sur I sera noté Q̃γx(I;Rd) et l’on munit cet
espace de la semi-norme

N [ỹ; Q̃γx(I;Rd)] := N [ỹ; C̃γ1 (I;Rd)]+N [ỹx; C01(I;Rd,m)]+N [ỹx; Cγ1 (I;Rd,m)]+N [ỹ♯; C̃2κ2 ]. (5.41)

Remarque 5.4.2. Il convient de souligner qu’en dépit de sa notation, le processus ỹx qui inter-
vient dans la décomposition (5.40) est à valeurs fini-dimensionnelles, et non fonctionnelles.

Afin de donner sens au système (5.36) lorsque ỹ ∈ Q̃γx(I;Rk), il est à présent important
d’identifier la structure algébrique de l’intégrant ψ(yu), où yu := a +

∫

A dξ φ̃(ξ)ỹu(ξ). A cette
fin, remarquons tout d’abord que, si δ̃ỹ admet la décomposition (5.40), les incréments de y
s’écrivent :

(δyi)ts =

∫

A
dξ φ̃(ξ)(δỹi)ts(ξ)

=

∫

A
dξ φ̃(ξ)(δ̃ỹi)ts(ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ)

=

∫

A
dξ φ̃(ξ)X̃x,j

ts (ξ)ỹ
x,ij
s +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ)

= Xx,j
ts ỹ

x,ij
s +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ), (5.42)

où Xx,j
ts :=

∫

A dξ φ̃(ξ)X̃
x,j
ts (ξ) est bien défini en tant qu’élement de Cγ2 ([0, T ];Rm), grâce à

l’hypothèse 5.

Essayons d’analyser la décomposition (5.42) du point de vue de la régularité höldérienne. En
ce qui concerne le dernier terme de cette décomposition, rappelons-nous l’inégalité |ats(ξ)| ≤
c |ξ| |t− s|, qui induit

∣

∣

∣

∣

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ)

∣

∣

∣

∣

≤ |t− s| N [ỹs;L1],

et laisse par là même entendre que le terme en question est très régulier. Par ailleurs, la définition
de ỹ♯,i permet d’affirmer que

∣

∣

∣

∣

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹ♯,its (ξ)

∣

∣

∣

∣

≤ |t− s|2γ N [ỹ; Q̃γx].

Forts de ces deux constats, il serait tentant d’envisager (et ce fut notre première idée) une
structure algébrique du type

{y : (δyi)ts = Xx,j
ts y

x,ij
s + y♯,its , avec yx ∈ Cγ1 (Rm,l) et y♯ ∈ C2γ2 (Rk)}.
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Il est en effet possible de montrer que cette structure est stable vis-à-vis de l’opération de
composition avec une application régulière, ce qui assurerait la transition entre y et ψ(y).

Un développement un peu plus subtil de la décomposition (5.42) conduit toutefois à des ma-
nipulations algébriques plus élémentaires. Il suffit pour cela d’observer que l’opérateur X̃x se
décompose lui-même en

X̃x
ts(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dxu = (δx)ts +

∫ t

s
atu(ξ) dxu.

Lorsque x ∈ Cγ1 (Rm), cette dernière opération est à ce stade purement formelle, et pour cette
raison, nous ne la retranscrivons qu’au travers de l’hypothèse abstraite (on rappelle que x

1 :=
δx) :

Hypothèse 7. Sous l’hypothèse 5, on admettra que la suite des processus

X̃axε,i
ts (ξ) :=

∫ t

s
atu(ξ) dx

ε,i
u ,

relativement à la topologie de l’espace C̃1+γ2,0 (Rm) (on rappelle que ce type d’espace a été défini
dans la sous-section 5.2.3). En particulier

X̃ax ∈ C̃1+γ2,0 (Rm) et X̃x
ts(ξ) = x

1

ts + X̃ax
ts (ξ). (5.43)

Remarque 5.4.3. L’hypothèse de régularité qui apparaît dans (5.43) est bien entendu suggérée
par l’estimation |ats(ξ)| ≤ c|ξ| |t− s|, en ayant parallèlement à l’esprit le fait que l’on travaille
avec l’espace L1.

En revenant à présent à (5.42), les incréments de y peuvent être développés en

(δyi)ts = x
1,j
ts (Lφ̃ ỹ

x,ij
s ) +

[

Xax,j
ts ỹx,ijs +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ)

]

, (5.44)

où l’on a noté

Lφ̃ :=

∫

A
dξ φ̃(ξ) et Xax

ts :=

∫

A
dξ φ̃(ξ)X̃ax

ts (ξ). (5.45)

Nous sommes ainsi ramenés, grâce à l’hypothèse de régularité (5.43), à la même structure
de processus contrôlés que dans l’analyse des systèmes ordinaires, et nous venons d’établir la
transition suivante :

Proposition 5.4.4. Sous les hypothèses 5 et 7, si ỹ ∈ Q̃γx(I;Rd) admet la décomposition δ̃ỹi =
X̃x,j ỹx,ij + ỹ♯,i, alors le processus y défini par y := a+

∫

A dξ φ̃(ξ)ỹ(ξ) est un processus contrôlé
standard (au sens de la définition 2.2.4), qui admet la décomposition δyi = x

1,j yx,ij+y♯,i, avec

yx,ijt = Lφ̃ ỹ
x,ij
t , y♯,its = Xax,j

ts ỹx,is +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ). (5.46)

La structure recherchée pour l’intégrant ψ(y) découle immédiatement de ce dernier résultat.
On dispose en effet, grâce à la proposition 2.2.7, de la propriété : si y ∈ Qγx(I;Rd) et ψ ∈
C2,b(Rd;Rd,m), alors z := ψ(y) ∈ Qγx(I;Rd,m), où l’espace Qγx(I;Rd,m) a lui aussi été introduit
dans la définition 2.2.4.
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5.4.2 Intégration convolutionnelle des processus contrôlés

En tenant compte des transitions qui ont été établies dans la sous-section précédente, l’inter-
prétation du système (5.36) se résume désormais à l’obtention d’un prolongement de l’intégrale
J (d̃xj zij) lorsque x est γ-höldérien (γ ∈ (1/3, 1/2]) et z ∈ Qγx(I;Rd,m). Dans la perspective
d’un argument de point fixe, il est par ailleurs primordial que ce prolongement donne naissance
à un élément de l’espace Q̃γx(I;Rd).

Pour construire l’intégrale en question, nous nous appuierons, comme dans le cas standard,
sur l’existence a priori d’une aire de Lévy convolutionnelle adaptée au problème :

Hypothèse 8. Sous l’hypothèse 5, on admettra que la suite des processus

X̃xεxε,ij
ts (ξ) :=

∫ t

s
St−u(ξ) dx

ε,i
u (δxε,j)us

converge vers un élément X̃xx relativement à la topologie de l’espace C̃2γ2 (Rm,m). En particulier,

X̃xx ∈ C̃2γ2 (I;Rm,m) et (δ̃X̃xx)tus = X̃x
tu ⊗ (δx)us. (5.47)

Une fois munis de l’hypothèse 8, voici la façon naturelle d’envisager l’intégration d’un pro-
cessus contrôlé :

Proposition 5.4.5. On suppose les hypothèses 5 et 8 satisfaites, et soit I = [l1, l2] un intervalle
fixé de [0, T ]. Pour tout processus z ∈ Qγx(I;Rd,m) admettant la décomposition

δzij = x
1,k zx,ijk + z♯,ij , (5.48)

on pose, pour tous s < t ∈ I,

Jts(d̃xj zij) := X̃x,j
ts zijs + X̃xx,jk

ts zx,ijks + Λ̃ts

(

X̃x,j z♯,ij + X̃xx,jk δzx,ijk
)

. (5.49)

Alors :

1. J (d̃xj zij) est bien défini en tant qu’élément de C̃γ2 (I;Rd) et pour tout ξ ∈ A, Jts(d̃xj zij)(ξ)
coïncide avec l’intégrale de Riemann

∫ t
s St−u(ξ) dx

j
u z

ij
u lorsque x est différentiable.

2. Pour tout h̃ ∈ L1, il existe un unique processus Ã ∈ Q̃γx(I;Rd) tel que Ãl1 = h̃ et
δ̃Ãi = J (d̃xj zij).

3. Pour tous s < t ∈ I, ξ ∈ A, Jts(d̃xj zij) peut être décrit par la formule :

Jts(d̃xj zij) = lim
|Πts|→0

n
∑

l=0

[

X̃x,j
tl+1,tl

zijtl + X̃xx,jk
tl+1,tl

zx,ijktl

]

dans L1, (5.50)

où la limite est relative à toute partition Πts = {t0 = s, . . . , tn = t} de [s, t] dont le pas
tend vers 0.

Démonstration. (1) Si x est une fonction différentiable, alors, comme dans le cas Young, on
commence par écrire

Jts(d̃xj zij)(ξ) =
∫ t

s
St−v(ξ) dx

j
v z

ij
v = X̃x,j

ts (ξ) z
ij
s +

∫ t

s
St−v(ξ) dx

j
v (δz

ij)vs.
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En injectant la décomposition (5.48) de (δzij)vs dans cette relation, on obtient

Jts(d̃xj zij)(ξ) = X̃x,j
ts (ξ) z

ij
s +

∫ t

s
St−v(ξ) dx

j
v

[

x
1,k
vs z

x,ijk
s + z♯,ijvs

]

= X̃x,j
ts (ξ) z

ij
s + X̃xx,jk

ts (ξ) zx,ijks +

∫ t

s
St−v(ξ)dxv z

♯,ij
vs ,

et ainsi, avec la notation (5.18),

Jts(d̃xj z♯,ij) = Jts(d̃xj zij)− X̃x,j
ts zijs − X̃xx,jk

ts zx,ijks . (5.51)

Appliquons à présent l’opérateur δ̃ aux deux membres de cette égalité : grâce aux relations
(5.19), (5.15), (5.48) et (5.47), on déduit successivement

δ̃
(

J (d̃xj z♯,ij)
)

= X̃x,j δzij − δ̃X̃xx,jk zx,ijk + X̃xx,jk δzx,ijk

= X̃x,j (x1,k zx,ijk) + X̃x,j z♯,ij − (X̃x,j
x
1,k) zx,ijk + X̃xx,jk δzx,ijk

= X̃x,j z♯,ij + X̃xx,jk δzx,ijk,

et l’on est donc en droit décrire, via (5.22),

J (d̃xj z♯,ij) = Λ̃
(

X̃x,j z♯,ij + X̃xx,jk δzx,ijk
)

.

En revenant à (5.51), on récupère la décomposition (5.49). Le prolongement de la décomposi-
tion à un processus x irrégulier n’est ensuite qu’une conséquence des conditions algébriques et
analytiques contenues dans l’hypothèse 8.

Quant à (3), il suffit d’appliquer le corollaire 5.2.10, après avoir observé la relation algébrique

δ̃Ãi = (Id−Λ̃δ̃)(X̃x,j zij + X̃xx,jk zx,ijk).

Remarque 5.4.6. Comme nous l’avons déjà évoqué, une autre idée, en vue d’identifier la struc-
ture de l’intégrant, aurait consisté à s’affranchir de l’hypothèse 7 et d’envisager l’espace alter-
natif Qγ,altx = {z : δzijts = Xx,k

ts zx,ijks + z♯,ijts }, avec Xx
ts =

∫

A dξ φ̃(ξ) X̃
x
ts(ξ). Un raisonnement

similaire à celui de la preuve de la proposition 5.4.5 aurait alors conduit à une décomposition
de l’intégrale de la forme

J alt(d̃xj zij) = X̃x,j zij + X̃xx,alt,jk zx,ijk + Λ̃
(

X̃x,jz♯,ij + X̃xx,alt,jk δyx,ijk − X̃3,alt,jk zx,ijk
)

,

(5.52)
où les deux processus X̃xx,alt et X̃3,alt sont définis, lorsque x est régulier, par les formules :
pour tout ξ ∈ A,

X̃xx,alt
ts (ξ) :=

∫ t

s
St−v(ξ) dxv ⊗Xx

vs , X̃3,alt
tus (ξ) :=

∫ t

s
St−v(ξ) dxv ⊗ (δXx)vus. (5.53)

D’une certaine façon, l’aire de Lévy X̃xx,alt ainsi définie semble plus en accord avec le forma-
lisme convolutionnel utilisé dans ce chapitre, puisqu’elle est construite à partir de l’itération de
l’incrément (convolutionnel) élémentaire X̃x. Cette observation est plus claire encore lorsque
l’on applique le théorème de Fubini pour écrire X̃xx,alt

ts (ξ) =
∫

A dη φ̃(η) X̂
xx,alt(ξ, η), avec

X̂xx,alt(ξ, η) :=

∫ t

s
St−v(ξ) dxv ⊗

∫ v

s
Sv−w(η) dxw.

Deux inconvénients majeurs viennent cependant contrarier cette impression :
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– D’un point de vue algébrique, le recours à X̃xx,alt entraîne l’apparition du processus
supplémentaire X̃3,alt dans la décomposition (5.52), processus issu de la relation

(δ̃X̃xx,alt)tus = X̃x
tu ⊗Xx

us + X̃3,alt
tus .

– En termes d’applications, l’extension des formules (5.53) à certains processus x höldériens
seulement est beaucoup plus difficile (notez que, dans le cas du mBf notamment, elle est
toutefois possible, en utilisant par exemple l’approximation analytique du mBf). Nous
verrons dans la section 5.5 que l’extension de X̃xx ne fait quant à elle appel qu’à un
argument d’intégration par parties élémentaire, grâce aux résultats préexistants sur les
trajectoires rugueuses.

Pour ces deux raisons, nous avons privilégié ici une formulation qui fait apparaître l’hypo-
thèse supplémentaire 7.

5.4.3 Processus contrôlés localisés

A ce stade, nous sommes pleinement en mesure de donner sens au système (5.36) sous les
hypothèses 7 et 8, comme vient le résumer la boucle :

Q̃γx Prop.5.4.4−→ Qγx Prop.2.2.7−→ Qγx Prop.5.4.5−→ Q̃γx
ỹi 7−→ yi = ai +

∫

A dξ φ̃(ξ)ỹ
i(ξ) 7−→ ψij(y) 7−→ (δ̃z̃i) = J (d̃xj ψij(y)).

La preuve de l’existence (et de l’unicité) d’une solution globale pour ce système va résulter
d’une succession d’arguments de point fixe dans les espaces Q̃γx(In), pour une certaine suite In
d’intervalles qui couvrent [0, T ]. Le recollement de ces différentes solutions locales nécessitera
un contrôle simultané des normes de ỹ et de la condition initiale h̃n = ỹln sur chaque intervalle
In = [ln, ln+1], lors de la procédure décrite par le schéma ci-dessus.

L’idée la plus naturelle consiste à décomposer la recherche d’un tel contrôle en trois esti-
mations successives, correspondant aux trois opérations qui apparaissent dans la procédure, et
ce lorsque l’espace intermédiaire Qγx(I) est muni de sa norme usuelle N [.;Qγx(I)], définie par
(2.16).

L’utilisation de cette dernière norme ne permet malheureusement pas d’obtenir un contrôle
suffisamment optimal, exprimé en termes de N [ỹ; Q̃γx(In)] et N [ỹln ;L1], et un argument tech-
nique supplémentaire doit être mis en œuvre. Cet argument passe par l’introduction d’un sous-
espace (affine) particulier deQγx(In), qui permettra essentiellement d’isoler les termes dépendant
de la condition initiale ỹln .

On supposera dans cette sous-section que le processus x satisfait l’hypothèse 8, et l’on fixe
un intervalle I = [l1, l2] arbitraire de [0, T ].

Définition 5.4.7. Soit k ∈ N
∗, f ∈ C12(I;Rk). Un processus y ∈ Cγ1 (I;Rk) sera dit γ-contrôlé

(par x) autour de f sur I si ses incréments se décomposent de la façon suivante : pour tous
s < t ∈ I,

(δyi)ts − f its = x
1,j
ts yx,ijs + y♭,its avec yx ∈ Cγ1 (I;Rm,k) et y♭ ∈ C2γ2 (I;Rk). (5.54)

On notera Aγx,f (I;Rk) l’ensemble de ces processus, et à tout y ∈ Aγx,f (I;Rk), on associe la
quantité

M[y;Aγx,f (I;Rk)] := N [yx; C01(I;Rk,m)]+N [yx; C
γ
1 (I;R

k,m)]+N [y♭; C2γ2 (I;Rk,m)]+N [y; Cγ1 (I;Rk)].
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Comme dans le cas des processus contrôlés standards, on définit ensuite, pour tout f ∈
C12(I;Rk,l), Aγx,f (I;Rk,l) comme l’ensemble des processus y ∈ Cγ1 (I;Rk,l) tels que, pour tout

j = 1, . . . , l, y.j ∈ Aγx,f (I;Rk), et l’on associe à ces éléments la quantité

M[y;Aγx,f (I;Rk,l)] :=
l

∑

j=1

N [y.j ;Aγx,f (I;Rk)].

Evidemment, Aγx,0(I) = Qγx(I) et plus généralement, pour tout f ∈ C12(I;Rk), Aγx,f (I) ⊂
Qγx(I). Le point essentiel de cette procédure de localisation autour de f réside dans le fait que
ce dernier incrément n’intervient pas (directement) dans le calcul de M[y;Aκx,h(I;Rk)].

Observons de quelle manière les ensembles Aγx,f apparaissent lors de l’intégration (contre
ξ) d’un processus convolutionnel contrôlé :

Proposition 5.4.8. On suppose les hypothèses 5 et 7 satisfaites. Soit ỹ ∈ Q̃γx(I;Rk) tel que
ỹl1 = h̃ ∈ L1 et δ̃ỹ = X̃x,j ỹx,ij + ỹ♯,i. On pose y := a+

∫

A dξ φ̃(ξ) ỹ(ξ). Alors y ∈ Aγx,f (I;Rk),
avec fts :=

∫

A dξ φ̃(ξ) ats(ξ)Ss−l1(ξ)h̃(ξ). En outre,

M[y;Aγx,f (I;Rd)] ≤ cx

{

N [ỹ; Q̃γx(I;Rd)] + |I|1−γ N [h̃;L1]
}

. (5.55)

Démonstration. A partir de (5.44), on peut écrire, pour tous s < t ∈ I,

(δyi)ts = x
1,j
ts (Lφ̃ ỹ

x,ij
s ) + X̃ax,j

ts ỹx,ijs +

∫

A
dξ φ̃(ξ) ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)ỹ

i
s(ξ)

= x
1,j
ts (Lφ̃ ỹ

x,ij
s ) + X̃ax,j

ts ỹx,ijs +

∫

A
dξ φ̃(ξ) ỹ♯,its (ξ) +

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)(δ̃ỹ

i)sl1(ξ) + f its.

On pose alors yx,ijs := Lφ̃ ỹ
x,ij
s , y♭,its := X̃ax,j

ts ỹx,ijs +
∫

A dξ φ̃(ξ)
{

ỹ♯,its (ξ) + ats(ξ)(δ̃ỹ
i)sl1(ξ)

}

. Clai-
rement,

N [y♭; C2γ2 ] ≤ cx

{

N [ỹx; C01 ] +N [ỹ♯; C̃2γ2 ] +N [ỹ; C̃γ1 ]
}

≤ cxN [ỹ; Q̃γx],

et |(δy)ts| ≤ |fts|+ |t− s|γ N [Xx; Cγ2 ]N [ỹx; C01 ] + |t− s|2γ N [y♭; C2γ2 ]. Or |fts| ≤ |t− s| N [h̃;L1],
d’où N [y; Cγ1 ] ≤ |I|1−γ N [h̃;L1] + cxN [ỹ; Q̃γx], et (5.55) est ainsi prouvé.

Le résultat qui suit constitue l’analogue de la proposition 2.2.7 dans le contexte des processus
contrôlés localisés :

Proposition 5.4.9. Soit y ∈ Aγx,f (I;Rd) avec yl1 = h et δyi− f i = x
1,j yx,ij + y♭,i, et considé-

rons une fonction ψ ∈ C3,b(Rd;Rd,m). Alors ψ(y) ∈ Aγx,Dψ(h)f (I;Rd,m) et l’estimation suivante
est vérifiée :

M[ψ(y);Aγx,Dψ(h)f (I)]

≤ cx,ψ

{

1 +M[y;Aγx,f (I)]2 + |I|
1−γM[y;Aγx,f (I)]N [f ; C12(I)] + |I|

1−γ N [f ; C12(I)]
}

. (5.56)

En outre, si y(1), y(2) ∈ Aγx,f (I;Rd,m) avec y
(1)
l1

= y
(2)
l1

, alors

N [ψ(y(1))− ψ(y(2));Qγx(I)]
≤ cx,ψN [y(1) − y(2);Qγx(I)]

{

1 +M[y(1);Aγx,f (I)]2 +M[y(2);Aγx,f (I)]2

+ |I|1−γ N [f ; C12(I)](1 +N [y(1); Cγ1 (I)] +N [y(2); Cγ1 (I)])
}

. (5.57)
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Démonstration. Pour tous s, t ∈ I,

δ(ψij(y))ts =

∫ 1

0
dλ ∂lψ

ij(ys + λ(δy)ts)(δy
l)ts

=

∫ 1

0
dλ ∂lψ

ij(ys + λ(δy)ts)f
l
ts +

∫ 1

0
dλ ∂lψ

ij(ys + λ(δy)ts)(x
1,k
ts yx,lks + y♭,lts )

= Dψ(h)fts + x
1,k
ts ψ(y)x,ijks + ψ(y)♭,1,ijts + ψ(y)♭,1,ijts , (5.58)

où l’on a noté ψ(y)x,ijks := ∂lψ
ij(ys) y

x,lk,

ψ(y)♭,1,ijts := x
1,k
ts

∫ 1

0
dλ

[

∂lψ
ij(ys + λ(δy)ts)− ∂lψij(ys)

]

yx,lks +

∫ 1

0
dλ ∂lψ

ij(ys + λ(δy)ts)y
♭,l
ts ,

ψ(y)♭,2,ijts :=

∫ 1

0
dλ

[

∂lψ
ij(ys + λ(δy)ts)− ∂lψij(ys)

]

f lts +
[

∂lψ
ij(ys)− ∂lψij(yl1)

]

f lts.

Une succession d’arguments de calcul différentiel standard permet aisément d’établir

N [ψ(y)x; C01 ] +N [ψ(y)x; Cγ1 ] +N [ψ(y)♭,1; C2γ2 ] ≤ cx,ψ

{

1 +M[y;Aγx,f ]2
}

.

Par ailleurs,
∣

∣

∣
ψ(y)♭,2ts

∣

∣

∣
≤ ‖D2ψ‖∞N [y; Cγ1 ]N [f ; C12 ]

{

|t− s|1+γ + |s− l1|γ |t− s|
}

,

d’où N [ψ(y)♭,2; C2γ2 ] ≤ cψM[y;Aγx,f ]N [f ; C12 ] |I|
1−γ . En revenant finalement à la décomposition

(5.58), on obtient :

|δ(ψ(y))ts|
≤ ‖Dψ‖∞ |t− s| N [f ; C12 ] + |t− s|γ N [x; Cγ1 ]M[y;Aγx,f ]‖Dψ‖∞ + |t− s|2γ N [ψ(y)♭; C2γ2 ],

de telle sorte que N [ψ(y); Cγ1 ] ≤ cψ,x

{

|I|1−γ N [f ; C12 ] +M[y;Aγx,f ] +N [ψ(y)♭; C
2γ
2 ]

}

, ce qui

achève la preuve de (5.56).

En ce qui concerne (5.57), commençons par écrire, avec les notations de (5.58),

δ(ψij(y(1))− ψij(y(2)))ts
= x

1,k
ts [ψ(y

(1))x,ijks − ψ(y(2))x,ijks ] + [ψ(y(1))♭,1,ijts − ψ(y(2))♭,1,ijts ] + [ψ(y(1))♭,2,ijts − ψ(y(2))♭,2,ijts ].

Si l’on se réfère à la preuve de la proposition 2.2.7, on déduit sans effort

N [ψ(y(1))x−ψ(y(2))x; C01(I)]+N [ψ(y(1))x−ψ(y(2))x; Cγ1 (I)]+N [ψ(y(1))♭,1−ψ(y(2))♭,1; C2γ2 (I)]

≤ cx,ψ

{

1 +M[y(1);Aγx,f (I)]2 +M[y(2);Aγx,f (I)]2
}

N [y(1) − y(2);Qγx(I)].

Pour le terme ψ(y(1))♭,2 − ψ(y(2))♭,2, remarquons d’abord l’estimation
∣

∣

∣ψ(y(1))♭,2 − ψ(y(2))♭,2
∣

∣

∣ ≤ |t− s| N [f ; C12(I)]
{

∫ 1

0
dλ

∣

∣

∣Dψ(y(1)s + λ(δy(1))ts)−Dψ(y(1)s )−Dψ(y(2)s + λ(δy(2))ts) +Dψ(y(2)s )
∣

∣

∣

+
∣

∣

∣
Dψ(y(1)s )−Dψ(y(1)l1

)−Dψ(y(2)s ) +Dψ(y
(2)
l1
)
∣

∣

∣

}

.
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En faisant à nouveau appel aux arguments de la preuve de la proposition 2.2.7, il est facile de
vérifier à partir de cette dernière écriture que

N [ψ(y(1))♭,2 − ψ(y(2))♭,2; C2γ2 (I)]

≤ cψ |I|1−γ N [f ; C12(I)]
{

1 +N [y(1); Cγ1 (I)] +N [y(2); Cγ1 (I)]
}

N [y(1) − y(2); Cγ1 (I)].

L’inégalité (5.57) est ensuite immédiate.

Soulignons à nouveau le fait que Aγx,f est un sous-ensemble de Qγx ; ceci signifie en parti-

culier que pour tout élément z ∈ Aγx,f (I;Rd,m), l’intégrale J (d̃xj zij) peut être définie via la
proposition 5.4.5. Dans ce contexte particulier, nous disposons de l’estimation suivante :

Proposition 5.4.10. On suppose les hypothèses 5 et 8 satisfaites. Si z ∈ Aγx,f (I;Rd,m), alors

la semi-norme du processus z̃ ∈ Q̃γx(I;Rd) défini par z̃l1 = h̃ ∈ L1 et δ̃z̃i = J (d̃xj zij) peut être
majorée par

N [z̃; Q̃γx(I;Rd)]
≤ cx

{

N [z; C01(I;Rd,m)] +
∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γM[z;Aγx,f (I;Rd,m)] + |I|
1−γ N [f ; C12(I;Rd,m)]

}

. (5.59)

Démonstration. D’après la proposition 5.4.5, la décomposition de z̃ en tant que processus convo-
lutionnel contrôlé est donnée par δ̃z̃i = X̃x,j z̃x,ij + z̃♯,i, avec z̃x = z et z̃♯ = z̃♯,1 + z̃♯,2, où

z̃♯,1,i = X̃xx,jk zx,ijk et z̃♯,2,i = Λ̃(X̃x,j (z♭,ij + f ij) + X̃xx,jk δzx,ijk).

Puisque (δzij)ts = f ijts + x
1,k
ts zx,ijks + z♭,ijts = f ijts + x

1,k
ts zx,ijkl1

+ x
1,k
ts (δzx,ijk)sl1 + z♭,ijts ,

N [ζ z̃; Cγ1 (I)] = N [z; Cγ1 (I)] ≤ cx

{

|I|1−γ N [f ; C12(I)] +
∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γM[z;Aγf,h(I)]
}

.

Quant au terme résiduel, en écrivant z̃♯,1,its = X̃xx,jk
ts zx,ijkl1

+ X̃xx,jk
ts (δzx,ijk)sl1 , on a d’abord

N [z̃♯,1; C̃2γ2 ] ≤ cx

{

∣

∣zxl1

∣

∣+ |I|γM[z;Aγx,f (I)]
}

, tandis que, grâce à la propriété de contraction

(2.6),

N [z̃♯,2; C̃2γ2 (I)] ≤ cx

{

|I|γM[z;Aγx,h(I)] + |I|
1−γ N [f ; C12(I)]

}

.

Finalement, comme δ̃z̃i = X̃x,j z̃x,ij + z̃♯,i,

N [z̃; C̃γ1 (I)] ≤ cx

{

N [z; C01(I)] +
∣

∣zxl1
∣

∣+ |I|γM[z;Aγf,h(I)] + |I|
1−γ N [f ; C12(I)]

}

,

ce qui achève la preuve de (5.59).

5.4.4 Résolution de l’équation

Nous sommes à présent en mesure de résoudre le système :

Théorème 5.4.1. On suppose les hypothèses 5, 7 et 8 satisfaites. Si ψ ∈ C3,b(Rd;Rd,m),
alors l’équation (5.23), interprétée grâce à la proposition 5.4.5, admet une unique solution dans
Q̃γx([0, T ];Rd).



122 CHAPITRE 5. LE CADRE CONVOLUTIONNEL

Démonstration. Comme nous l’annoncions, la preuve va consister en une succession d’argu-
ments de point fixe sur une suite d’intervalles (In)n qui recouvrent [0, T ]. Nous considérerons
plus exactement la suite donnée par :

INn = [lNn , l
N
n+1] avec lN0 = 0 et εn = εNn = lNn+1 − lNn =

1

N + n
, (5.60)

où N est un paramètre qui sera fixé au cours de la preuve.

Sur chacun de ces intervalles, la procédure se déroule (comme d’habitude) en deux temps :
nous commençons par établir l’existence de sous-ensembles invariants pour l’application Γ as-
sociée au système, puis nous montrons que Γ, restreinte à certains de ces sous-ensembles, est
une contraction stricte.

Les résultats établis dans la sous-section 5.4.3 montrent que pour contrôler l’image z̃ := Γ(ỹ)
d’un processus ỹ ∈ Q̃γx(INn ), il est important de disposer d’une estimation de la norme de ỹ dans
Q̃γx(INn ), mais aussi de la norme de la condition initiale h̃n := ỹlNn . C’est ce principe général qui
va guider notre raisonnement.

Etape 1 : Invariance de boules. On fixe momentanément le paramètre N qui intervient
dans la définition (5.60) des intervalles INn , et l’on introduit deux paramètres supplémentaires
α1, α2 > 0 dont les valeurs seront déterminées dans un instant. On considère les ensembles

Bh̃n
n := {ỹ ∈ Q̃γx(INn ) : ỹlNn = h̃n, ỹ

x
lNn
= ψ(hn), N [ỹ; Q̃γx(INn )] ≤ (N + n)α2},

où h̃n ∈ L1 est tel que N [h̃n;L1] ≤ (N + n)α1 et hn := a +
∫

A dξ φ̃(ξ)h̃n(ξ). Si ỹ ∈ Bh̃n
n ,

z̃ := Γ(ỹ) désigne l’élément de Q̃γx(INn ) défini par les deux conditions : z̃lNn = h̃n et pour tous

s, t ∈ INn , (δ̃z̃)ts = Jts(d̃xj ψij(y)), où y := a+
∫

A dξ φ̃(ξ)ỹ(ξ).

Avec ces notations, nous allons prouver que α1 et α2 peuvent être choisis de telle sorte que,
d’une part, les ensembles Bh̃n

n soient stables par Γ, et, d’autre part, que la propriété suivante
soit vérifiée :

(H) Si ỹ ∈ Bh̃n
n , alors N [ỹlNn+1

;L1] ≤ (N + n+ 1)α1 .

Cette dernière condition permettra de garantir la possibilité de recoller les points fixes successifs,
comme nous le verrons à la fin de la preuve.

Soit ỹ ∈ Bh̃n
n , z̃ := Γ(ỹ). En vue d’appliquer les résultats de la sous-section 5.4.3, on notera,

pour tous s < t ∈ INn ,

yt := a+

∫

A
dξ φ̃(ξ)ỹt(ξ) , f

n
ts :=

∫

A
dξ φ̃(ξ)ats(ξ)Ss−lNn (ξ)h̃n(ξ) , g

n
ts := Dψ(ylNn ) f

n
ts. (5.61)

L’estimation (5.59) montre tout d’abord que

N [z̃; Q̃γx(INn )]
≤ cx

{

N [ψ(y); C01(INn )] +
∣

∣

∣ψ(y)xlNn

∣

∣

∣+ εγnM[ψ(y);Aγx,gn(INn )] + ε1−γn N [gn; C12(INn )]
}

. (5.62)

Or, d’après les propositions 5.4.9 et 5.4.8, on sait que

ψ(y)x,ijk
lNn

= ∂pψ
ij(ylNn ) y

x,pk
lNn

= ∂pψ
ij(ylNn ) (Lφ̃ ỹ

x,pk
lNn

) = Lφ̃ ∂pψ
ij(ylNn )ψ

pk(hn),
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et donc
∣

∣

∣
ψ(y)x

lNn

∣

∣

∣
≤ cψ. Par ailleurs, il est évident que

N [gn; C12(INn )] ≤ ‖Dψ‖∞N [fn; C12(INn )] ≤ cψN [h̃n;L1].

Il découle ainsi de (5.62)

N [z̃; Q̃γx(INn )] ≤ cx,ψ

{

1 + εγnM[ψ(y);Aγx,gn(INn )] + ε1−γn N [h̃n;L1]
}

.

En mettant ensuite à contribution les estimations (5.56) et (5.55), on obtient

N [z̃; Q̃γx(INn )]
≤ c1x,ψ

{

1 + ε1−γn N [h̃n;L1] + εγnN [ỹ; Q̃γx(INn )]2 + εnN [ỹ; Q̃γx(INn )]N [h̃n;L1] + ε2−γn N [h̃n;L1]
2
}

.

(5.63)

Pour établir la stabilité de Bh̃n
n , c’est-à-dire prouver que N [z̃; Q̃γx(INn )] ≤ (N + n)α2 (pour N

assez grand), une première série de conditions s’imposent alors naturellement :






















α1 − (1− γ) < α2

2α2 − γ < α2

α1 + α2 − 1 < α2

2α1 − 2 + γ < α2,

(5.64)

système qui se résume en fait à
{

α2 < γ

α1 < 1− γ + α2.
(5.65)

Si α1, α2 > 0 vérifient ces conditions et N est suffisamment grand, la propriété de stabilité
de Bh̃n

n est alors vérifiée. En effet, à partir de (5.63), on déduit N [z̃; Q̃γx(INn )] ≤ 6c1x,ψ (N +
n)α3 , où α3 désigne le plus grand élément parmi les membres de gauche du système (5.64).
Comme α3 < α2, on peut choisir N tel que pour tout n ≥ 0, (N + n)α2−α3 ≥ 6c1x,ψ, et donc

N [z̃; Q̃γx(INn )] ≤ (N + n)α2 .

Il reste à analyser la condition (H). Pour cela, écrivons

ỹi
lNn+1

= Sεn ỹ
i
lNn
+ (δ̃ỹi)lNn+1l

N
n
= Sεn h̃

i
n + X̃x,j

lNn+1l
N
n
ψij(hn) + ỹ♯,i

lNn+1l
N
n
,

ce qui conduit à
∣

∣

∣ỹlNn+1

∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣h̃n

∣

∣

∣+cx,ψ ε
γ
n+ε

2γ
n N [ỹ; Q̃γx(INn )] ≤ (N+n)α1+cx,ψ (N+n)−γ+(N+n)α2−2γ . (5.66)

Observons ensuite l’équivalent cx,ψm
−γ+mα2−2γ

(m+1)α1−mα1 ∼m→∞ cx,ψm
−γ+mα2−2γ

α1mα1−1 , qui nous indique qu’en
ajoutant à (5.65) la condition (compatible)

α1 > 1− γ, (5.67)

on peut trouver N suffisamment grand tel que, pour tout n ∈ N
∗,

(N + n)α1 + cx,ψ (N + n)−γ + (N + n)α2−γ ≤ (N + n+ 1)α1 .
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On choisit donc N de cette façon pour obtenir, à partir de (5.66), la propriété (H).
Etape 2 : Propriété de contraction. Soit ỹ(1), ỹ(2) ∈ Bh̃n

n , z̃(1) := Γ(ỹ(1)), z̃(2) := Γ(ỹ(2)), et
l’on définit y(1), y(2) comme dans (5.61). La propriété recherchée va là encore découler des
estimations de la sous-section 5.4.3. Pour cela, il convient d’abord d’observer que si y(1), y(2) ∈
Aγx,f (I), alors y(1) − y(2) ∈ Aγx,0(I) et N [y(1) − y(2);Aγx,0(I)] = N [y(1) − y(2);Qγx(I)]. Ainsi,
d’après (5.59),

N [z̃(1) − z̃(2); Q̃γx(INn )]
≤ c

{

N [ψ(y(1))− ψ(y(2)); C01(INn )] +
∣

∣

∣ψ(y(1))xlNn
− ψ(y(2))xlNn

∣

∣

∣+ εγnN [ψ(y(1))− ψ(y(2));Qγx(INn )]
}

.

Or ψ(y(1))x
lNn
= ψ(y(2))x

lNn
et N [ψ(y(1))−ψ(y(2)); C01(INn )] ≤ εγnN [ψ(y(1))−ψ(y(2));Qγx(INn )]. En

associant ces deux observations aux estimations (5.57) et (5.55), on déduit aisément

N [z̃(1) − z̃(2); Q̃γx(INn )] ≤ cx,ψ JN+nN [ỹ(1) − ỹ(2); Q̃γx(INn )],

avec
Jn = n−γ + n−γ+2α2 + n2α1−(2−γ) + nα1−1 + nα1+α2−1,

et l’on est cette fois amenés à envisager, pour que limN→∞ JN = 0, le système






















2α2 − γ < 0

2α1 − 2 + γ < 0

α1 − 1 < 0

α1 + α2 − 1 < 0.

(5.68)

Ce système, intersecté avec les conditions (5.65) et (5.67), fournit alors l’hypothèse finale
{

0 < α2 <
γ
2

1− γ < α1 < 1− γ + α2.

Une fois munis de tels coefficients, il suffit de prendre N assez large pour que la propriété de
contraction et la propriété (H) soient simultanément satisfaites sur les ensembles invariants
Bh̃n
n .

Etape 3 : Recollement des solutions. La construction de la solution ỹ ∈ Q̃γx([0, T ]) annoncée est
à présent réduite à une procédure de recollement, que nous nous proposons de détailler.

On définit tout d’abord la suite (ỹ(n), ỹ(n),x)n≥0 suivant la procédure itérative : (ỹ(0), ỹ(0),x) ∈
Q̃κ(IN0 ) est le point fixe de Γ dans B0

0 et pour tout n ≥ 1, (ỹ(n), ỹ(n),x) ∈ Q̃κ(INn ) est le point

fixe de Γ dans B
ỹ
(n−1)

lNn
n . Cette construction est bien entendu rendu possible grâce aux deux

premières étapes. On pose ensuite, pour tout t ∈ [0, T ],

ỹt =

NT
∑

n=0

ỹ
(n)
t 1INn (t) , ỹxt =

NT
∑

n=0

ỹ
(n),x
t 1INn (t),

où NT désigne le plus petit entier tel que
∑NT

n=0 |INn | ≥ T .

Si lNk−1 < s ≤ lNk < . . . < lNk′ ≤ t < lNk′+1, on utilise la décomposition

(δ̃ỹ)ts = St−lNk
· (δ̃ỹ)lNk s + (δ̃ỹ)tlN

k′
+
k′−1
∑

i=k

St−lNi+1
· (δ̃ỹ)lNi+1l

N
i
, (5.69)
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ainsi que la relation δ̃X̃x = 0, pour déduire (δ̃ỹi)ts = X̃x,j
ts ỹx,ijs + ỹ♯,its , avec ỹ♯,its = ỹ♯,1,its + ỹ♯,2,its ,

ỹ♯,1,its := X̃x,j

tlNk

[

ỹ
(k),x,ij

lNk
− ỹ(k−1),x,ijs

]

+
k′
∑

p=k+1

X̃x,j
tlNp

[

ỹ
(p),x,ij

lNp
− ỹ(p−1),x,ij

lNp−1

]

,

ỹ♯,2ts := St−lNk
· ỹ(k−1),♯,i
lNk s

+ ỹ
(k′),♯,i

tlN
k′

+
k′−1
∑

p=k

St−lNp+1
· ỹ(p),♯,i
lnp+1l

N
p
.

A partir de ces expressions, et en raison de la régularité de chaque ỹ(k),x, il est facile de voir
que (ỹ, ỹx) appartient effectivement à Q̃γx([0, T ]).

Revenons finalement à la décomposition (5.69) pour déduire

(δ̃ỹi)ts = St−lNk
· JlNk s(d̃x

j ψij(y)) + JtlN
k′
(d̃xj ψij(y)) +

k′−1
∑

p=k

St−lNp+1
· JlNp+1l

N
p
(d̃xj ψij(y)).

En invoquant à présent la relation δ̃
(

J (d̃xj zij)
)

= 0, on obtient :

JtlN
k′−1

(d̃xj ψij(y)) = JtlN
k′
(d̃xj ψij(y)) + St−lN

k′
· JlN

k′
lN
k′−1

(d̃xj ψij(y)),

d’où

(δ̃ỹi)ts = St−lNk
· JlNk s(d̃x

j ψij(y)) + JtlN
k′−1

(d̃xj ψij(y)) +

k′−2
∑

p=k

St−lNp+1
· JlNp+1l

N
p
(d̃xj ψij(y)).

En itérant ce procédé, on aboutit à la relation (δ̃ỹi)ts = Jts(d̃xj ψij(y)) pour tous s, t ∈ [0, T ],
et ỹ constitue bien une solution globale de (5.23).

L’unicité de cette solution est ensuite facile à établir en reprenant les estimations de l’étape
2, comme dans la preuve du théorème 2.3.1.

Corollaire 5.4.11. Sous les hypothèses 5, 7 et 8, et en supposant que ψ ∈ C3,b(Rd;Rd,m), le
système

yit = ai +

∫

A
dξ φ̃(ξ)

∫ t

0
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu), (5.70)

interprété grâce aux propositions 5.4.5 et 5.4.8, admet une unique solution dans Qγx([0, T ];Rd).

Démonstration. Comme dans le cas Young, il suffit de poser, pour tout t ∈ [0, T ],

yt := a+

∫

A
dξ φ̃(ξ) ỹt(ξ),

où ỹ est le processus donné par le théorème 5.4.1.

Remarque 5.4.12. Il est possible de vérifier, en utilisant les arguments de la sous-section 2.3.2,
que la propriété de continuité de l’application d’Itô est satisfaite pour le système (5.70). Nous
reviendrons de toute façon sur ce type d’arguments à travers la preuve de la proposition 7.4.6.
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5.5 Application aux trajectoires rugueuses

L’objectif consiste à présent à montrer que les hypothèses égrenées au cours des deux sections
précédentes sont effectivement vérifiées par une large classe de processus x. Si l’on recoupe ces
différentes hypothèses (hypothèses 4, 5, 7 et 8), il s’agit globalement de prouver l’existence d’un
triplet de processus (X̃x, X̃ax, X̃xx) qui viendrait étendre les trois définitions (valables lorsque
x est régulier)

X̃x
ts(ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dxu , X̃ax

ts (ξ) =

∫ t

s
at−u(ξ) dxu, (5.71)

X̃xx
ts (ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ) dxu ⊗ x

1

us, (5.72)

à un processus x γ-höldérien, où γ > 1/3.

Les trois extensions seront établies via un argument d’intégration par parties élémentaire,
suivant l’exemple général

∫ t

s
St−u(ξ) dxu =

∫ t

s
St−u(ξ) d(xu − xt) = St−s(ξ)x

1

ts +

∫ t

s

d

du
(St−u(ξ))x

1

tu du. (5.73)

Pour plus de précision dans la mise en œuvre du procédé, nous envisagerons de façon séparée
les deux situations qui nous préoccupent : le cas de la transformée de Laplace et celui de la
transformée de Fourier.

5.5.1 Cas de la transformée de Laplace

Ici, A = R
+, St(ξ) = e−ξt. Commençons par évoquer le cas Young (γ > 1/2), pour lequel

seule la définition de X̃x est requise :

Proposition 5.5.1. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm), avec γ > 1/2. Si
∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1+ ξγ) <∞, alors

toute suite de processus différentiables xε telle que

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

satisfait l’hypothèse 4.

Démonstration. Pour tout processus x̃ différentiable, on a, grâce à (5.73),

|X̃ x̃
ts(ξ)| ≤ |e−ξ(t−s)x̃1

ts|+
∫ t

s
ξ e−ξ(t−u)|x̃1

tu| du

≤ cN [x̃; Cγ1 ]
{

|t− s|γ +
∫ t

s
|t− u|γ−1 du

}

≤ c |t− s|γ N [x̃; Cγ1 ], (5.74)

où l’on a utilisé la majoration élémentaire |ξ e−λξ| ≤ (λe)−1, valable pour tout ξ ≥ 0 et tout
λ > 0. Puisque

∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1 + ξγ) < ∞, (5.74) permet d’étendre X̃xε à x, et l’on déduit la

formule ponctuelle : pour tout x ∈ Cγ1 ,

X̃x
ts(ξ) = e−ξ(t−s)x1

ts + ξ

∫ t

s
e−ξ(t−u)x1

tu du. (5.75)
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Remarque 5.5.2. Il ne semble pas évident que l’on puisse convertir la condition d’intégrabilité
∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1 + ξγ) < ∞ en termes de régularité pour la fonction φ(t) :=

∫∞
0 dξ e−ξtφ̃(ξ)

d’origine. Il est simplement possible d’affirmer que cette condition implique φ ∈ Cγ1 ([0, T ];R),
la réciproque n’étant (a priori) pas systématique. Dans ce contexte, il paraît délicat de chercher
à comparer les hypothèses du théorème 4.3.1 (σ ∈ C3,b,κ([0, T ]2×Rd;Rd,m)) à celles du théorème
5.4.1 et de la proposition 5.5.1 (

∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1 + ξγ) <∞ et ψ ∈ C3,b(Rd;Rd,m)).

L’extension des deux processus X̃ax et X̃xx, nécessaire à l’application des résultats de la
section 5.4, c’est-à-dire lorsque γ ∈ (1/3, 1/2], va résulter du même type d’argument. Il suffit
de remarquer que, si x est un processus régulier,

X̃ax
ts (ξ) =

∫ t

s

d

du
(St−u(ξ))x

1

us du, (5.76)

tandis que, si x2 désigne en outre l’aire de Lévy standard de x (x2 :=
∫ t
s dxv ⊗ x

1
vs),

X̃xx
ts (ξ) =

∫ t

s
St−u(ξ)

d

du
(x2

us − x
2

ts) du

= St−s(ξ)x
2

ts −
∫ t

s

d

du
(St−u(ξ))(x

2

us − x
2

ts) du

= St−s(ξ)x
2

ts +

∫ t

s

d

du
(St−u(ξ))

{

x
2

tu + x
1

tu ⊗ x
1

us

}

,

où, pour obtenir la dernière égalité, nous avons utilisé la relation de Chen δx2 = x
1⊗x

1. D’où
le résultat :

Proposition 5.5.3. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm)×C2γ2 (Rm,m), pour un certain coefficient γ > 1/3. Si

∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1+ξ) <∞,

alors toute suite xε de processus différentiables telle que

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)] +N [xε,2 − x
2; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)]

ε→0−→ 0

satisfait simultanément les hypothèses 5, 7 et 8.

Démonstration. C’est le même argument de prolongement que dans la proposition 5.5.1. Il
donne naissance aux trois expressions :

X̃x
ts(ξ) = e−ξ(t−s)x1

ts + ξ

∫ t

s
e−ξ(t−u)x1

tu du , X̃
ax
ts (ξ) = ξ

∫ t

s
e−ξ(t−u)x1

us du, (5.77)

X̃xx
ts (ξ) = e−ξ(t−s)x2

ts + ξ

∫ t

s
e−ξ(t−u)

{

x
2

tu + x
1

tu ⊗ x
2

us

}

du. (5.78)

Observons en particulier l’estimation

|Xax| =
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
dξ φ̃(ξ)X̃ax

ts (ξ)

∣

∣

∣

∣

≤ N [φ̃;L1]

∫ t

s
|x1

us| du ≤ N [φ̃,L1]N [x; Cγ1 ] |t− s|1+γ ,

tandis que

|X̃xx
ts (ξ)| ≤ c

{

|x2

ts|+
∫ t

s
|t− u|−1

[

|x2

tu|+ |x1

tu| |x1

us|
]

du

}

≤ c
{

1 +N [x; Cγ1 ]2 +N [x2; C2γ2 ]
}

·
{

|t− s|2γ +
∫ t

s
|t− u|−1+2γ du+

∫ t

s
|t− u|−1+γ |u− s|γ du

}

,
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où l’on a à nouveau utilisé l’estimation |ξ e−λξ| ≤ (λe)−1.

Nous sommes ainsi en mesure de formuler une version plus explicite du corollaire 5.4.11 :

Théorème 5.5.1. Soit x : [0, T ] → R
m un processus γ-höldérien (γ > 1/3) permettant la

construction d’un 2-rough path géométrique x = (x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm)× C2γ2 (Rm,m), et supposons
la condition d’intégrabilité

∫∞
0 dξ |φ̃(ξ)|(1 + ξ) < ∞ vérifiée. Alors, si ψ ∈ C3,b(Rd;Rd,m),

l’équation

yit =

∫

A
dξ φ̃(ξ)

∫ t

0
St−u(ξ) dx

j
u ψ

ij(yu), (5.79)

interprétée grâce aux propositions 2.2.7, 5.4.5, 5.4.4 et 5.5.3, admet une unique solution dans
l’espace Q̃γx([0, T ];Rd) des processus contrôlés.

5.5.2 Cas de la transformée de Fourier

Ici, A = R, St(ξ) = e−2iπξt. Il est là encore possible de recourir à un argument d’intégration
par parties, basé (pour X̃x) sur la décomposition (5.73). La seule différence notable, par rapport
au raisonnement de la sous-section précédente, est l’absence de l’estimation |ξ e−ξt| ≤ c t−1.
Nous ne pouvons alors faire apparaître que des estimations du type

|X̃x
ts(ξ)| =

∣

∣

∣

∣

e−2iπξ(t−s)x1

ts + 2iπξ

∫ t

s
e−2iπξ(t−u)x1

tu du

∣

∣

∣

∣

≤ N [x; Cγ1 ]
{

|t− s|γ + |ξ| |t− s|1+γ
}

≤ cx |t− s|γ {1 + |ξ|} ,

qui conduisent tout naturellement aux analogues des propositions 5.5.1 et 5.5.3 :

Proposition 5.5.4. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm), avec γ > 1/2. Si
∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|1+γ) < ∞,

alors toute suite de processus différentiables xε telle que

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

satisfait l’hypothèse 4.

Proposition 5.5.5. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm)×C2γ2 (Rm,m), pour un certain coefficient γ > 1/3. Si

∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1+ |ξ|2) <

∞, alors toute suite xε de processus différentiables telle que

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)] +N [xε,2 − x
2; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)]

ε→0−→ 0

satisfait simultanément les hypothèses 5, 7 et 8.

Remarque 5.5.6. Il est intéressant de noter que la condition (d’existence et) d’intégrabilité sur
φ̃ est par exemple induite par l’hypothèse φ ∈ C4((−ε, T + ε);R) dans (5.2), pour un petit
ε > 0. En effet, il suffit alors de prolonger φ en un élément φT de C4(R;R) à support compact,
puis d’écrire, si F désigne la transformation de Fourier,

φT = Fφ̃T , avec φ̃T (ξ) := (F−1φT )(ξ) = c

∫

R

e2iπtξφT (t) dt.

Puisque φ̃T ∈ L2(R), on déduit alors
∫

R

dξ |φ̃T (ξ)|(1 + |ξ|2) ≤ 2

∫

|ξ|≤1
dξ |φ̃T (ξ)|+ c

∫

|ξ|≥1

(1 + |ξ|2)
|ξ|4

∫

R

dt |φ(4)T (t)|

≤ c
{

‖φ̃T ‖L2 + ‖φ(4)T ‖∞
}

<∞.
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Une autre façon de définir X̃x lorsque x = BH est un mBf, consiste à envisager une in-
terprétation au sens de Wiener de l’intégrale

∫ t
s St−u(ξ) dB

H
u . C’est ce que nous souhaitons

développer dans le reste de cette section, pour un indice de Hurst H > 1/2 donné. Au-delà de
l’amélioration (minime) apportée à la condition d’intégrabilité dans le cas Young (la condition
∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|γ) <∞ viendra remplacer

∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|1+γ) <∞), ces considérations

illustreront surtout la flexibilité du formalisme convolutionnel, qui permet une adaptation des
critères de régularité standards. Il est ainsi possible d’obtenir une version "convolutionnelle"
du lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey :

Proposition 5.5.7. Soit (V, ‖.‖) un espace de Banach et fixons ξ ∈ R. A tout R̃ : S2×R→ V
tel que R̃..(ξ) ∈ C2(V ), on associe la quantité

Ũ(ξ) :=

∫∫

0<v<w<T
ψ

(

‖R̃wv(ξ)‖
φ(|w − v|)

)

dvdw,

où ψ, φ : R+ → R
+ sont des fonctions strictement croissantes et φ(0) = 0. Supposons qu’il

existe C̃(ξ) ≥ 0 tel que, pour tous s < t ∈ [0, T ],

sup
s≤u≤t

‖(δ̃R̃)tus(ξ)‖ ≤ ψ−1

(

4 C̃(ξ)

|t− s|2

)

φ(t− s). (5.80)

Alors pour tous s < t ∈ [0, T ],

‖R̃ts(ξ)‖ ≤ 4

∫ |t−s|

0

[

ψ−1

(

4 Ũ(ξ)

r2

)

+ ψ−1

(

4 C̃(ξ)

r2

)]

dφ(r).

Démonstration. Voir Appendix.

Remarque 5.5.8. A partir de ce résultat, le lemme 3.1.12 est obtenu en prenant simplement
ξ = 0.

Rappelons à présent quelques éléments relatifs à la construction de l’intégrale de Wiener
d’un mBf B d’indice de Hurst H > 1/2 (voir [81] ou [8] pour davantage de détails). On
supposera que l’espace de probabilité sous-jacent (Ω,F , P ) sur lequel B est défini, est tel que
Ω corresponde à l’espace de Banach C0(R;R

m) des fonctions continues qui s’annulent en 0,
muni de la norme du supremum sur les ensembles compacts. P est alors la seule mesure de
probabilité telle que le processus canonique {Bt; t ∈ R} soit un mBf m-dimensionnel d’indice
H et la σ-algèbre F est la complétion de la σ-algèbre borélienne de Ω par rapport à P .

On considère l’espace H obtenu comme la complétion de l’ensemble E des fonctions élémen-
taires de R

m vis-à-vis du produit scalaire

〈

(1[0,t1], . . . ,1[0,tm]), (1[0,s1], . . . ,1[0,sm])
〉

=
m
∑

i=1

RH(si, ti), si, ti ∈ R,

RH désignant la fonction de covariance du mBf unidimensionnel. L’isométrie

B : E −→ L2(Ω;Rm)
(1[0,t1], . . . ,1[0,tm]) 7−→ (B1

t1 , . . . , B
m
tm)
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est ensuite étendue à H et l’on définit l’intégrale de Wiener d’un élément h ∈ H par

∫ T

0
hu dBu := B(h).

Il est en fait établi (voir les références ci-dessus) que le produit scalaire de deux fonctions
f, g ∈ H est donné par la formule

E [〈B(h), B(g)〉] = 〈f, g〉H = cH

m
∑

i=1

∫

R

∫

R

f (i)u g(i)v |u− v|2H−2 dudv, avec cH = H(2H − 1).

(5.81)

Munis de ces éléments, il est naturel de définir X̃x de la façon suivante : pour tous ξ ∈
R, s, t ∈ R+ et i ≤ n,

X̃
x,(i)
ts (ξ) =

∫ t

s
e−2iπξ(t−v)dB(i)

v := B(h1(t, s; ξ))− iB(h2(t, s; ξ)), (5.82)

avec

h1v(t, s; ξ) := cos(2πξ(t− s))1[s,t](v) ei , h2v(t, s; ξ) := sin(2πξ(t− s))1[s,t](v) ei,

ei désignant le i-ème élément de la base canonique de R
n. Nous allons montrer que ce pro-

cessus satisfait l’hypothèse 4, et ce sous la même condition d’intégrabilité (sur φ̃) que dans la
proposition 5.5.1.

Remarquons tout d’abord que la relation algébrique δ̃X̃x = 0 est immédiate. Pour montrer
que X̃x ∈ Cγ2,γ presque sûrement, nous appliquerons la proposition 5.5.7. Une étape préliminaire

consiste alors à établir qu’à ξ fixé, le processus X̃x(ξ) est un élément de C2(Rm). On dispose
plus exactement du résultat :

Lemme 5.5.9. Le processus X̃x défini par la formule (5.82) admet une modification X̃x,∗ telle
que, presque sûrement, X̃x,∗

.. (ξ) ∈ C2(Rm) pour tout ξ ∈ R.

Démonstration. Nous nous appuierons sur le critère de continuité de Kolmogorov, dans la
version suivante : si {Z̃ts(ξ), s, t ∈ [0, T ], ξ ∈ R} est un processus évoluant dans l’un des
chaos de Wiener associés à B, et si l’on dispose, pour tous N ∈ N, (s1, t1, ξ1), (s2, t2, ξ2) ∈
[0, T ]2 × [−N,N ], d’une estimation du type

E

[

∣

∣

∣Z̃t1s1(ξ1)− Z̃t2s2(ξ2)
∣

∣

∣

2
]

≤ cN {|s1 − s2|α1 + |t1 − t2|α2 + |ξ1 − ξ2|α3} , (5.83)

avec α1, α2, α3 > 0, alors Z̃ admet une modification Z̃∗ telle que, p.s., Z̃∗..(ξ) est continu pour
tout ξ ∈ R.

Pour montrer que X̃x satisfait effectivement (5.83), supposons par exemple s2 < s1 < t2 <
t1. Alors

X̃x
t1s1(ξ1)− X̃x

t2s2(ξ2)

=

∫ t1

s1

[e−2iπξ1(t1−u) − e−2iπξ2(t2−u)] dBu +
∫ t1

t2

e−2iπξ1(t1−u)dBu −
∫ s1

s2

e−2iπξ2(t2−u)dBu.
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Or, d’après (5.81),

E

[

∣

∣

∣

∣

∫ t1

t2

e−2iπξ1(t1−u)dBu

∣

∣

∣

∣

2
]

=
〈

h1, h1
〉

H
+
〈

h2, h2
〉

H

≤ c

∫ t1

t2

du

∫ t1

t2

dv |u− v|2H−2 ≤ c |t1 − t2|2H

et de même

E

[

∣

∣

∣

∣

∫ s1

s2

e−2iπξ2(t2−u)dBu

∣

∣

∣

∣

2
]

≤ c |s1 − s2|2H .

Par ailleurs, toujours grâce à (5.81), on a

E

[

∣

∣

∣

∣

∫ t2

s1

[e−2iπξ1(t1−u) − e−ξ2(t2−u)] dBu
∣

∣

∣

∣

2
]

≤ c

∫ t1

s1

du

∫ t1

s1

dv |cos(2πξ1(t1 − u))− cos(2πξ2(t2 − u))| |u− v|2H−2

|cos(2πξ1(t1 − v))− cos(2πξ2(t2 − v))|

+c

∫ t1

s1

du

∫ t1

s1

dv |sin(2πξ1(t1 − u))− sin(2πξ2(t2 − u))| |u− v|2H−2

|sin(2πξ1(t1 − v))− sin(2πξ2(t2 − v))| ,

ce qui, associé à l’estimation élémentaire

|cos(2πξ1(t1 − u))− cos(2πξ2(t2 − u))|
≤ |cos(2πξ1(t1 − u))− cos(2πξ1(t2 − u))|+ |cos(2πξ1(t2 − u))− cos(2πξ2(t2 − u))|
≤ c {|ξ1| |t1 − t2|+ |t2 − u| |ξ1 − ξ2|}
≤ c {N |t1 − t2|+ T |ξ1 − ξ2|} ,

conduit à

E

[

∣

∣

∣

∣

∫ t2

s1

[e−2iπξ1(t1−u) − e−2iπξ2(t2−u)] dBu
∣

∣

∣

∣

2
]

≤ cN {|t1 − t2|+ |ξ1 − ξ2|}2 .

Nous sommes alors en mesure de prouver le résultat escompté :

Proposition 5.5.10. Pour tout indice de Hurst H > 1/2 et tout coefficient γ ∈ (1/2, H) tel
que

∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|γ) <∞, le processus X̃x défini par (5.82) satisfait presque sûrement les

critères de l’hypothèse 4.

Démonstration. Comme nous l’avons déjà mentionné, il suffit de vérifier la condition de régu-
larité X̃x ∈ Cγ2,γ(Rm). Grâce au lemme 5.5.9, nous sommes en droit d’utiliser la proposition

5.5.7, avec ψ(x) = x2p et φ(x) = xγ+1/p, pour affirmer que
∣

∣

∣X̃x
ts(ξ)

∣

∣

∣ ≤ c |t− s|γ (Ũγ,2p(ξ))1/2p,
où p est un nombre entier positif quelconque et

Ũγ,2p(ξ) :=

∫

T×T

‖X̃x
wv(ξ)‖2p

|w − v|2γp+2
dvdw. (5.84)
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Il reste à prouver que N [Ũ1/2p
γ,2p ;Lγ ] =

∫

R
dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|γ)(Ũγ,2p(ξ))1/2p <∞ p.s., puisqu’alors

N [X̃x; C̃γ2,γ ] ≤ cN [Ũ1/2p
γ,2p ;Lγ ] <∞ p.s. Montrons en fait que E[N [Ũ1/2p

γ,2p ;Lγ ]] <∞.

Pour cela, on commence par appliquer l’inégalité de Jensen :

E[N [Ũ1/2p
γ,2p ;Lγ ]] ≤

∫

R

dξ|φ̃(ξ)|(1 + |ξ|γ)E[Ũγ,2p(ξ)]1/2p.

Remarquons à présent que nous avons établi, au cours de la preuve du lemme 5.5.9, l’estimation

E[|X̃x
wv(ξ)|2p] ≤ c |w − v|2Hp , (5.85)

ce qui conduit ici à E[Ũγ,2p(ξ)] ≤ c
∫

T×T |w − v|
2Hp−2γp+2 dwdv. En particulier, si l’on choisit

p > 1/(H − γ), E[Ũγ,2p(ξ)] ≤ M pour une certaine constante M indépendante de ξ, et par
conséquent

E[N [Ũ1/2p
γ,2p ;Lγ ]] ≤M1/2p

∫

R

dξ |φ̃(ξ)|(1 + |ξ|γ) <∞.

5.6 Appendix

Preuve de la proposition 5.5.7. Il s’agit d’une adaptation de la preuve de Stroock de l’inégalité
classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (voir [96]).

Soit s < t ∈ [0, T ]. Pour toute suite décroissante (sk) dans [s, t], on déduit de

(δ̃R̃)sksk+1s(ξ) = R̃sks(ξ)− R̃sksk+1
(ξ)− Ssk−sk+1

(ξ)R̃sk+1s(ξ) (5.86)

l’estimation ‖R̃sks(ξ)‖ ≤ ‖R̃sk+1s(ξ)‖+ ‖R̃sksk+1
(ξ)‖+ ‖(δ̃R̃)sksk+1s(ξ)‖. En itérant le procédé

à partir de s0 = t, on obtient, pour tout n ∈ N,

‖R̃ts(ξ)‖ ≤ ‖R̃sn+1s(ξ)‖+
n
∑

k=0

[

‖R̃sksk+1
(ξ)‖+ ‖(δ̃R̃)sksk+1s(ξ)‖

]

. (5.87)

Pour tout v ≥ s, on pose I(v) :=
∫ v
s ψ

(

‖R̃v(ξ)|‖
φ(v−u)

)

du, et l’on définit une suite particulière

(sk) de la façon suivante. Tout d’abord, s0 = t. Ensuite, étant donné sk ∈ (s, t], on écrit
sk = s + λk (λk ∈ (0, t − s]) et l’on définit αk < λk par la relation 2φ(αk) = φ(λk). On pose
alors sk+1 = s+ λk+1, où λk+1 ∈ (0, αk) est tel que

I(s+ λk+1) ≤
2 Ũ(ξ)

αk
and ψ

(

‖R̃sk,s+λk+1
(ξ)‖

φ(λk − λk+1)

)

≤ 2 I(sk)

αk
. (5.88)

Un tel élément existe toujours car si l’on note Ak (resp. Bk) ⊂ (0, αk) l’ensemble sur lequel la

première (resp. la seconde) inégalité n’est pas vérifiée, on a Ũ(ξ) ≥
∫

Ak
I(s+u) du > 2 Ũ(ξ)

αk
µ(Ak),

tandis que

I(sk) =

∫ λk

0
ψ

(

‖R̃sk,s+u(ξ)‖
φ(λk − u)

)

du ≥
∫

Bk

ψ

(

‖R̃sk,s+u(ξ)‖
φ(λk − u)

)

du >
2 I(sk)

αk
µ(Bk).

Ces deux inégalités conduisent à µ(Ak) < αk/2 et µ(Bk) < αk/2, et donc µ(Ak ∪Bk) < αk. Il
est ensuite facile de constater que (sk) tend vers s.
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Remarquons à présent l’inégalité

φ(λk − λk+1) ≤ φ(λk) = 2φ(αk) = 4

(

φ(αk)−
φ(αk)

2

)

≤ 4

(

φ(αk)−
φ(λk+1)

2

)

= 4(φ(αk)− φ(αk+1)).

En associant cette observation à (5.88), on obtient :

‖R̃sksk+1
(ξ)‖ ≤ φ(λk − λk+1)ψ

−1

(

2 I(sk)

αk

)

≤ 4(φ(αk)− φ(αk+1))ψ
−1

(

4 Ũ(ξ)

αkαk−1

)

≤ 4

∫ αk

αk+1

ψ−1

(

4 Ũ(ξ)

r2

)

dφ(r),

où l’on a utilisé le fait que ψ−1 est une fonction croissante. Par ailleurs, la condition (5.80)
implique :

‖(δ̃R̃)sksk+1s(ξ)‖ ≤ ψ−1

(

4 C̃(ξ)

λ2k

)

φ(λk) ≤ 4ψ−1

(

4 C̃(ξ)

λ2k

)

(φ(αk)− φ(αk+1))

≤ 4

∫ αk

αk+1

ψ−1

(

4 C̃(ξ)

r2

)

dφ(r).

Puisque R̃ (ξ) ∈ C2, on déduit, en faisant tendre n vers l’infini dans (5.87) :

‖R̃ts(ξ)‖ ≤ 4

∫ |t−s|

0

[

ψ−1

(

4 Ũ(ξ)

r2

)

+ ψ−1

(

4 C̃(ξ)

r2

)]

dφ(r),

ce qui constitue l’estimation escomptée.
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Troisième partie

L’équation de la chaleur rugueuse
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Présentation

Nous poursuivons dans cette partie notre travail d’extension du champ d’application de la
méthode rough paths, en considérant cette fois la perturbation du modèle infini-dimensionnel
des équations d’évolution.

L’objectif de l’étude est double :
– Fournir une interprétation trajectorielle de l’équation

dyt = Ayt dt+ dXt(yt), t ∈ [0, T ], (5.89)

où T désigne (toujours) un horizon positif fixé, A est un opérateur non borné défini sur
un sous-espace (dense) d’un Banach V et X ∈ C([0, T ]× V ;V ) est un bruit irrégulier en
temps, qui évolue dans l’ensemble des champs de vecteurs agissant sur l’espace V en jeu.

– Résoudre le système avec cette interprétation, puis développer une méthode d’approxi-
mation de la solution.

Comme dans le cas des systèmes rugueux ordinaires, le but implicite de cette démarche
est d’obtenir une interprétation et une analyse trajectorielles des équations d’évolution sto-
chastiques dirigées par un mBf. Dans ce contexte, il est important d’avoir à l’esprit les très
nombreux résultats obtenus lorsque le processus est un mB standard, et au sujet desquels nous
nous contenterons de mentionner [23] pour la formulation infini-dimensionnelle et [24] pour
l’approche multi-paramétrique. Dans le cas particulier de l’équation de la chaleur avec pertur-
bation Brownienne, des résultats très fins d’existence et d’unicité ont été obtenus dans [89] dans
un contexte hilbertien et dans [9] pour l’équation considérée dans un espace de Banach plus
général. Il convient également de citer, pour un bruit fractionnaire, les récents travaux relatifs à
l’interprétation et la résolution du système au sens de Young, pour des équations paraboliques
[70, 50] ou de type équation des ondes [92], ainsi que l’analyse approfondie contenue dans [100]
dans le cas spécifique d’un bruit additif. Mentionnons finalement une application des idées is-
sues de la théorie des rough paths à l’étude des équations KdV (déterministes et stochastiques)
en présence d’une condition initiale de faible régularité [47].

A notre connaissance, deux types d’approches ont jusqu’à présent été envisagés en vue de
donner sens à (5.89) via la méthodologie rough paths :

– Une première approche consiste (essentiellement) à se ramener, par le biais de transfor-
mations astucieuses de l’équation, à un système rugueux standard, de la forme générale
(2.1). Il est ensuite possible de faire appel à la multitude de résultats établis pour ce der-
nier système. Citons ici les travaux de Caruana et Friz [10], Caruana, Friz et Oberhauser
[11], ainsi que l’approche de Teichmann dans [99]. Nous reviendrons dans un instant sur
ces différents travaux.

– La seconde approche est due à Gubinelli et Tindel et contenue dans [51] : elle repose sur
une adaptation du formalisme standard des k-incréments (présenté dans le chapitre 2) aux
particularités de l’équation (5.89), et combine les mécanismes classiques des rough paths
avec des propriétés issues de la théorie des semigroupes analytiques. Le principe de base
est ainsi similaire à celui utilisé dans le chapitre 5 : pour analyser (5.89), les instruments
"classiques" que sont les opérateurs δ et Λ ou l’espace Qγx, ne sont plus appropriés et
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doivent être remplacés par des outils qui tiennent compte du comportement algébrique
et analytique des solutions (potentielles) de l’équation.

C’est cette seconde approche que nous nous proposons de développer dans les deux chapitres
qui suivent, en nous concentrant (pour plus de simplicité) sur le cas de l’équation de la chaleur

dyt = ∆yt dt+ dXt(yt), y0 = ψ, t ∈ [0, T ], (5.90)

avec ψ un élément fixé d’un certain espace fonctionnel et ∆ l’opérateur de Laplace sur un
espace Lp(Rn) (dans le chapitre 6) ou sur L2([0, 1]) avec conditions au bord de Dirichlet (dans
le chapitre 7). Comme il est de coutume dans le contexte des équations d’évolution, l’équation
sera en fait analysée sous sa forme mild

yt = Stψ +

∫ t

0
St−u dXu(yu), t ∈ [0, T ], (5.91)

où S : [0, T ] → L(V ) (V = Lp(Rn) ou V = L2([0, 1])) désigne le semigroupe de la chaleur
associé à V .

Plusieurs types d’améliorations seront apportés par rapport aux résultats de [51] : (1) Nous
envisagerons le cas d’un bruit X non-linéaire très général au lieu d’une perturbation polynô-
miale ; (2) Les résultats pourront être appliqués au cas où X est un mBf (en temps) d’indice
de Hurst H > 1/4, et plus seulement H ≥ 1/2 ; (3) Nous mettrons en évidence l’existence d’un
schéma d’approximation dans plusieurs cas de figure. Le principal coût de ces améliorations
réside dans le fait que nous ne considérerons dans les deux chapitres que des bruits à valeurs
dans un espace de dimension finie, générés par un processus x = (x1, . . . , xn) γ-höldérien. X
sera plus exactement décrit par la formule : pour tout ϕ ∈ V , pour tout t ∈ [0, T ],

Xt(ϕ) :=
m
∑

i=1

xit fi(ϕ), (5.92)

où les champs de vecteurs (fi)i=1...,m sont des applications fixées et régulières de V dans V .

Cette hypothèse relative à la dimension finie du bruit est également admise dans [10], [11]
et [99]. Précisons par ailleurs que n’est envisagé dans [10, 11] que le cas d’une perturbation
linéaire, tandis que les conditions d’application des résultats contenus dans [99] conduisent
à des hypothèses de régularité relativement abstraites sur les champs de vecteurs. Dans le
contexte qui nous intéresse, et avec la notation (5.92), les hypothèses en question peuvent être
(globalement) traduites de la façon suivante : il existe une approximation du semigroupe S par
un groupe Sε telle que les applications f̃εi (ϕ)t := Sε−tfi(S

ε
tϕ) puissent être prolongées en une

fonction régulière du couple (t, ϕ). Nous nous appuierons pour notre part sur des conditions de
régularité bien plus élémentaires, en notant toutefois qu’il est sans doute possible de rapprocher
cette dernière hypothèse du modèle étudié dans les sections 6.5 et 7.4.

Pour clore cette présentation, soulignons la ressemblance de la formulation (5.91) avec
l’équation de Volterra fini-dimensionnelle (5.1) et (5.2), ressemblance que viendront confirmer
les nombreuses similarités avec les raisonnements utilisés dans le chapitre 5. Nous reprendrons
d’ailleurs, dans cette partie, la convention utilisée dans le chapitre 5 pour les variables tem-
porelles, et qui consiste à faire figurer les indices dans le sens décroissant. D’un point de vue
"chronologique", il convient de rappeler que ce sont en fait les considérations du chapitre 5 qui
ont été inspirées par le formalisme développé dans [51] pour les EDP rugueuses, et que nous
nous apprêtons à rappeler.



Chapitre 6

Interprétation et résolution

6.1 Introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre à l’analyse de l’équation de la chaleur rugueuse
sur R

n, sous la forme mild :

yt = Stψ +

∫ t

0
St−u dXu(yu), t ∈ [0, T ], (6.1)

où T est un horizon fini fixé, St : Lp(Rn) → Lp(Rn) (p ≥ 1 à préciser) est le semigroupe de
la chaleur sur R

n, ψ une condition initiale dans Lp(Rn) et, comme nous l’annoncions dans la
présentation, X est un bruit rugueux donné par l’expression

Xt(ϕ) :=
m
∑

i=1

xit fi(ϕ), (6.2)

avec x = (x1, . . . , xm) un processus γ-höldérien et fi : Lp(Rn) → Lp(Rn) des éléments fixés.
Spécifions encore davantage ce cadre d’étude en choisissant les éléments fi de la forme

fi(ϕ)(ξ) = σi(ξ, ϕ(ξ)), (6.3)

pour des fonctions σi : Rn×R→ R suffisamment régulières. En d’autres termes, les champs de
vecteurs fi correspondent aux opérateurs de Nemytskii associés aux fonctions σi.

Evoquons en quelques mots les principes qui vont guider notre analyse de l’équation.

(a) Comme dans le cas des diffusions fini-dimensionnelles, l’interprétation de (6.1) passe
d’abord par l’observation du comportement algébrique de la solution du système lorsque x est
différentiable. En notant y cette solution, on a, pour tous s < t ∈ [0, T ],

(δy)ts = yt − ys = Stψ − Ssψ +
∫ s

0
[St−u − Ss−u] dXu(yu) +

∫ t

s
St−u dXu(yu).

Or, en utilisant la propriété d’additivité du semigroupe,

Stψ − Ssψ +
∫ s

0
[St−u − Ss−u] dXu(yu) = [St−s − Id]

{

Ssψ +

∫ s

0
Ss−u dXu(yu)

}

= atsys,

avec la notation que l’on adoptera désormais

ats := St−s − Id .
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Apparaît ici, et ce comme dans le chapitre 5, l’idée d’introduire un nouvel opérateur δ̂, dit
incrément "modifié", défini par

(δ̂y)ts := (δy)ts − atsys. (6.4)

Avec cette notation, (6.1) prend la forme plus familière

(δ̂y)ts =

∫ t

s
St−u dXu(yu) , y0 = ψ. (6.5)

Une première section, comparable à la section 5.2, viendra résumer les propriétés de ce nouvel
opérateur δ̂ (étendu aux k-incréments, pour tout k ≥ 1), telles qu’elles sont établies dans [51].
Nous rappelerons en particulier qu’il est là encore possible d’envisager l’inversion de δ̂ par
l’intermédiaire d’un opérateur Λ̂, procédé qui ouvre la voie à une théorie de l’intégration basée
sur δ̂. Dans un souci de cohérence, la notion de processus höldérien devra par ailleurs être
reprécisée dans ce contexte : un processus y ∈ C2(I;V ) sera ainsi dit γ-höldérien au sens de δ̂
(sur I) si ‖δ̂y)ts‖V ≤ c |t− s|γ pour tous s, t ∈ I.

(b) Munis de ces différents outils, l’interprétation de l’intégrale rugueuse de l’équation
résultera à nouveau d’un préalable exercice de dissection de

∫ t
s St−u dXu(yu) lorsque le pro-

cessus x qui intervient dans (6.2) est différentiable (l’intégrale est alors interprétée au sens de
Riemann). Comme dans les chapitres précédents, cette démarche fera apparaître différentes
possibilités d’extension aux processus γ-höldériens, pour γ ∈ (1/4, 1). Si γ > 1/2 (Section 6.3),
nous constaterons qu’à l’instar du cas fini-dimensionnel, seul un développement à l’ordre un
est requis : c’est le cas Young. Pour γ ≤ 1/2 (Sections 6.4, 6.5 et 6.7), la machinerie des rough
paths doit entrer en scène et il est ainsi nécessaire d’introduire à la fois des espaces de pro-
cessus contrôlés, mais aussi un chemin rugueux modifié X construit à partir de x, et amené à
jouer un rôle analogue à celui de la trajectoire standard x dans l’étude de (2.1). Dans le cas
γ ∈ (1/3, 1/2] par exemple, le chemin X en question sera composé de trois incréments Xx, Xxa

et Xxx à valeurs dans des espaces d’opérateurs, et donnés, lorsque x est différentiable, par les
formules : si ϕ, ψ ∈ Lp(Rn),

Xx,i
ts (ϕ) =

∫ t

s
Stu(ϕ) dx

i
u , Xxa,i

ts (ϕ, ψ) =

∫ t

s
Stu dx

i
u [aus(ϕ) · ψ] , (6.6)

Xxx,ij
ts (ϕ) =

∫ t

s
Stu(ϕ) dx

i
u x

1,j
us , (6.7)

pour i, j = 1, . . . ,m, où ϕ ·ψ désigne la fonction obtenue en multipliant point par point ϕ et ψ.
Une fois l’intégrale correctement définie, la résolution de l’équation (6.1) pourra être envisagée
par le biais d’arguments de point fixe standards.

(c) Au cours du raisonnement, il se révèlera indispensable de pouvoir contrôler la régularité
de u 7→ fi(yu) en fonction de la régularité de y. Nous n’aurons pour cela d’autres choix que
de nous tourner vers la formule de Taylor et les estimations du calcul différentiel ordinaire,
méthodes qui ne prennent évidemment pas en considération le formalisme basé sur l’incrément
δ̂. Il serait par exemple vain de chercher un équivalent à la règle

δ(fi(y))ts(ξ) =

∫ 1

0
dr σ′i(ξ, ys(ξ) + r(δy)ts(ξ))(δy)ts(ξ), (6.8)

exprimé en termes de δ̂. Cette observation évidente nous obligera à alterner l’usage des deux
opérateurs δ et δ̂, procédé qui n’est pas sans poser quelques difficultés quant à la régularité
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höldérienne des processus en jeu : un processus höldérien au sens de δ̂ ne l’est en effet pas
nécessairement au sens classique, c’est-à-dire au sens de δ (le même type de problème avait
été soulevé dans la section 5.3). Dans une telle situation, et si l’on se réfère à la définition
(6.4) de δ̂ ((δy)ts = (δ̂y)ts + atsys), on souhaiterait alors récupérer des incréments de la forme
|t− s|α de l’estimation du terme ‖atsys‖. C’est là qu’intervient l’un des grands principes de
notre approche, à savoir l’utilisation d’espaces de Sobolev fractionnaires Bα,p (α ∈ [0, 1/2))
basés sur Bp := Lp(Rn) (la définition exacte de ces espaces sera précisée dans la section 6.2).
On dispose effectivement de la relation (Proposition 6.2.2) : pour tout ϕ ∈ Bα,p,

‖atsϕ‖Bp ≤ cα |t− s|α ‖ϕ‖Bα,p .

Il faudra bien entendu être attentif au fait que ce gain de régularité en temps s’opère au
détriment de la régularité en espace.
Notez que les questions soulevées par la formule (6.8) sont spécifiques au cas non linéaire que
nous envisageons ici. Si les champs de vecteurs fi sont linéaires, aucun recours à la formule
de Taylor n’est nécessaire et la décomposition de l’intégrale

∫ t
s St−u dx

i
u fi(yu) peut s’effectuer

en ne faisant appel qu’à δ̂ et Λ̂. C’est ce qui a été réalisé dans [51], avec une extension de la
méthode au cas polynômial à l’aide d’intégrales itérées indexées par des arbres (voir aussi [49]
et [48] à ce sujet).

(d) Commentons à présent le rôle joué par le paramètre p. Pour cela, commençons par ob-
server que le développement de Taylor des champs de vecteurs fi fait immédiatement apparaître
des produits (point par point) d’éléments de Lp(Rn) - comme le montre la règle élémentaire
(6.8) -, autrement dit des éléments de Lp/k(Rn), pour un certain entier k ≥ 2. Dans un souci
de stabilité générale de l’équation (6.1), il importera de revenir à l’espace courant Lp(Rn) en
utilisant l’effet "régularisant" de St−u (Corollaire 6.2.3), qui permet par exemple d’affirmer :
pour tout ϕ ∈ Lp/2(Rn),

‖St−u(ϕ)‖Lp(Rn) ≤ c |t− u|−n/(2p) ‖ϕ‖Lp/2(Rn).

Nous jouerons alors sur le paramètre p (et nous éloignerons de cette façon du cadre hilbertien
de [51]) pour minimiser la singularité (en temps) issue de cette procédure de régularisation.
Dans ce contexte, le fait de choisir p assez large nous permettra par ailleurs de supposer que
l’espace Bκ,p, où κ > 0 est un paramètre fixé, est une algèbre de Banach.

(e) En vue d’appliquer nos résultats à des situations concrètes, nous nous interrogerons
finalement sur le sens à donner aux expressions du type (6.6) et (6.7) lorsque x devient irrégulier.
Comme dans la section 5.5, un argument élémentaire d’intégration par parties, combiné à des
résultats classiques de régularité pour S et a, permettra en fait de se ramener au rough path
standard x issu de x. Le procédé viendra en particulier garantir que notre raisonnement peut
être appliqué à un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/4.

Le chapitre est organisé de la façon suivante : La section 6.2 viendra d’abord rappeler les
principes de l’intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur, tels qu’ils figurent
(pour l’essentiel) dans [51]. La section 6.3 verra ensuite la mise en œuvre de ces différents
principes dans le cas où le coefficient de régularité höldérienne γ est strictement supérieur à
1/2. Le premier cas "rugueux" (γ ∈ (1/3, 1/2]) sera traité dans la section 6.4. Nous devrons alors
à nouveau faire face, comme dans la section 4.3, à un problème de prolongement de la solution
sur l’intervalle [0, T ] entier, problème qui ne sera résolu, dans la section 6.5, qu’en régularisant
les champs de vecteurs fi du système par l’intermédiaire d’un opérateur supplémentaire. La
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section 6.6 sera ensuite consacrée à la traduction des différentes hypothèses admises sur x en
termes du 2-rough path x. La section 6.7 viendra finalement conforter la validité de notre
approche à travers une brève analyse du cas γ ∈ (1/4, 1/3].

6.2 Intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur

sur R
n

Cette première section est destinée à introduire le cadre général de notre étude, ainsi que
les différents outils évoqués en introduction. Le plus important de ces outils est l’opérateur
d’incrément modifié δ̂, auquel on associera, suivant la démarche de [51], un inverse Λ̂ tout aussi
fondamental. Rappelons au préalable quelques propriétés du semigroupe de la chaleur sur R

n,
propriétés qui seront mises à contribution tout au long de notre étude.

6.2.1 Cadre d’étude

Nous nous concentrerons donc sur l’équation de la chaleur sur Lp(Rn), pour un certain entier
p qui sera précisé au cours de l’étude. Nous noterons ∆ = ∆p l’opérateur de Laplace, défini
sur l’espace de Sobolev (classique) W 2,p(Rn), et St le semigroupe associé, dont l’expression est
donnée par la formule de convolution

Stϕ = gt ∗ ϕ , avec gt(ξ) :=
1

(2πt)n/2
e−|ξ|

2/2t. (6.9)

Comme nous avons tenté de l’expliquer dans le point (c) de l’introduction, le caractère non
linéaire de la perturbation nous invite à faire intervenir des espaces de Sobolev fractionnaires,
pour lesquels nous utiliserons la définition :

Notation 6.2.1. Pour tout α > 0, pour tout p ∈ N
∗, on appellera espace de Sobolev fraction-

naire d’ordre α basé sur Lp(Rn), et l’on notera Bα,p, l’image (Id−∆)−α(Lp(Rn)), munie de la
norme

‖ϕ‖Bα,p := ‖ϕ‖Lp(Rn) + ‖(−∆)αϕ‖Lp(Rn).
On posera par ailleurs Bp = B0,p := Lp(Rn) pour tout p ∈ N

∗ ∪ {∞}.

L’espace Bα,p est également souvent appelé potentiel de Bessel d’ordre (2α, p). Les livres
d’Adams ([2]) ou de Stein ([94]) offrent une description très complète de ces espaces. Rapportons
ici deux propriétés particulières qui seront abondamment exploitées par la suite :

– Inclusions de Sobolev : Si 0 ≤ µ ≤ 2α− n
p , alors Bα,p est continûment inclus dans l’espace

C0,µ(Rn) des fonctions bornées, µ-höldériennes sur R
n.

– Algèbre : Si 2αp > n, alors Bα,p est une algèbre de Banach relativement à la multiplica-
tion point par point, autrement dit, avec les notations de l’introduction, ‖ϕ · ψ‖Bα,p ≤
‖ϕ‖Bα,p‖ψ‖Bα,p .

La théorie générale des puissances fractionnaires d’opérateurs, contenue par exemple dans
[88] ou [32], fournit ensuite des estimations très fines pour le semigroupe St :

Proposition 6.2.2. Pout tout temps T > 0 fixé, le semigroupe S donné par (6.9) satisfait les
propriétés suivantes :

– Contraction : Pour tout t ≥ 0, α ≥ 0, St est un opérateur de contraction sur Bα,p.
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– Régularisation : Pour tout t ∈ (0, T ], α ≥ 0, St envoie Bp sur Bα,p et

‖Stϕ‖Bα,p ≤ cα,T t
−α‖ϕ‖Bp . (6.10)

– Régularité höldérienne. Pour tout t ∈ (0, T ], ϕ ∈ Bα,p,

‖Stϕ− ϕ‖Bp ≤ cα,T t
α‖ϕ‖Bα,p . (6.11)

‖∆Stϕ‖Bp ≤ cα,T t
−1+α‖ϕ‖Bα,p . (6.12)

Revenons à présent au point (d) de l’introduction, qui mettait en avant la nécessité de
"régulariser", via le semigroupe, les éléments de Bp/k, k ≥ 2. Cette propriété est en fait une
conséquence immédiate du théorème de Riesz-Thorin, dont nous nous permettons de rappeler
l’énoncé :

Théorème 6.2.1 (Riesz-Thorin). Soit (p, q, s) trois entiers liés par la relation p−1 + q−1 =
1 + s−1. Si f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn), alors f ∗ g ∈ Ls(Rn) et

‖f ∗ g‖Bs ≤ ‖f‖Bp‖g‖Bq . (6.13)

Corollaire 6.2.3. Pour tous t > 0, k ∈ {1, . . . , p}, ϕ ∈ Bp/k, on dispose des estimations :

‖Stϕ‖Bp ≤ ck,nt
−
n(k−1)

2p ‖ϕ‖Bp/k , (6.14)

‖∆Stϕ‖Bp ≤ ck,nt
−1−

n(k−1)
2p ‖ϕ‖Bp/k . (6.15)

Démonstration. D’après (6.13), pour tout ϕ ∈ Bp/k,

‖Stϕ‖Bp ≤ ‖gt ∗ ϕ‖Bp ≤ ‖gt‖Bp/(p−k+1)
‖ϕ‖Bp/k ≤ ck,nt

−
n(k−1)

2p ‖ϕ‖Bp/k .

La seconde inégalité peut être prouvée de la même façon, puisque ∆Stϕ =
(

dSt
dt

)

ϕ = ∂tgt∗ϕ.

Soulignons finalement le résultat suivant, du à Strichartz [95] (voir aussi [54] pour des
résultats plus généraux), et qui permettra d’établir les estimations cruciales (6.29) et (6.30) :

Proposition 6.2.4. Pour tout α ∈ (0, 1/2) et tout p > 1, on pose

Tαf(ξ) :=





∫ 1

0
r−1−4α

[

∫

|η|≤1
|f(ξ + rη)− f(ξ)| dη

]2

dr





1/2

.

Alors f ∈ Bα,p si et seulement si f, Tαf ∈ Bp, et

‖f‖Bα,p ∼ ‖f‖Bp + ‖Tαf‖Bp . (6.16)

Remarque 6.2.5. C’est cette dernière propriété d’équivalence, indispensable pour nos estima-
tions futures (à travers la proposition 6.3.8), qui induit la contrainte systématique α ∈ [0, 1/2)
pour les espaces Bα,p susceptibles d’apparaître dans notre étude.
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6.2.2 L’incrément modifié δ̂

On fixe, dans toute cette sous-section, un intervalle I de [0, T ]. On rappelle que l’on tra-
vaillera dans ce chapitre (et dans le suivant) sur les simplexes

Sn(I) = {(s1, . . . , sn) ∈ In; s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn} .

Nous noterons ainsi Cn(I;V ) l’ensemble des fonctions continues sur Sn(I). Ces considérations
sont ici d’autant plus justifiées que l’opérateur St−u n’est défini que pour t ≥ u (i.e. sur S2

T ).
Notez à ce propos que nous aurons parfois recours à la notation Sts pour désigner St−s, et ce
dans un souci de cohérence avec notre convention de notation des indices.

Dans le point (a) de l’introduction, nous avons (brièvement) expliqué en quoi l’opérateur d’in-
crément standard δ n’était plus tout à fait adapté pour étudier (6.5). Nous lui préférerons une
version modifiée, notée δ̂, et définie par :

Définition 6.2.6. Pour tous n ∈ N
∗, y ∈ Cn(I;Bα,p), pour tous t1 ≤ . . . ≤ tn+1,

(δ̂y)tn+1...t1 := (δy)tn+1...t1 − atn+1tnytn...t1 , avec ats := St−s − Id si s ≤ t. (6.17)

Les propriétés de δ̂ ont été analysées en détail dans [51]. Le reste de cette sous-section
rassemble quelques uns de ces résultats, en commençant par la propriété fondamentale liée à
l’additivité du semigroupe :

Proposition 6.2.7 ([51]). L’opérateur δ̂ satisfait la relation de cohomologie δ̂δ̂ = 0. Plus
exactement, Ker δ̂|Cn+1(Bα,p) = Im δ̂|Cn(Bα,p).

Evoquons à présent un résultat plus trivial (sa preuve est immédiate), dont nous ferons
usage au cours de manipulations algébriques ultérieures :

Proposition 6.2.8. Si L ∈ Cn−1(V ) et M ∈ C2(L(V )), alors

δ̂(ML) = (δ̂M)L−M(δL). (6.18)

La relation de Chasles usuelle admet dans ce contexte l’équivalent :

Proposition 6.2.9. Soit x un processus différentiable. Si yts :=
∫ t
s Stu dxu fu, alors (δ̂y)tus = 0

pour tous s ≤ u ≤ t.

Comme nous l’annoncions en introduction, il convient ensuite d’adapter le notion de régu-
larité höldérienne à ce formalisme : on définira ainsi, pour tous α ∈ [0, 1/2), p ∈ N

∗, κ ∈ (0, 1),
l’espace

Ĉκ1 (I;Bα,p) :=
{

y ∈ C1(I;Bα,p) : sup
s<t∈I

N [(δ̂y)ts;Bα,p]
|t− s|κ <∞

}

. (6.19)

On reprendra par ailleurs les notations de la sous-section 2.1.2, à savoir Cκi (I;V ), i = 1, 2, 3,
κ > 0, V = Bα,p.

Enonçons enfin le résultat principal de cette sous-section, qui va permettre d’envisager
l’inversion de l’incrément modifié δ̂|C2(I;Bα,p). Il s’agit en cela de l’analogue du théorème 2.1.1
ou du théorème 5.2.9.
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Théorème 6.2.2. On fixe deux paramètres κ ≥ 0 et µ > 1. Pour tout h ∈ Cµ3 (I;Bκ,p) ∩
Ker δ̂|C3(Bκ,p), il existe un unique élément

Λ̂h ∈ ∩α∈[0,µ)Cµ−α2 (I;Bκ+α,p)

tel que δ̂(Λ̂h) = h. Λ̂h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout α ∈ [0, µ),

N [Λ̂h; Cµ−α2 (I;Bκ+α,p)] ≤ cα,µ,T N [h; Cµ3 (I;Bκ,p)]. (6.20)

Remarque 6.2.10. Notez en particulier l’effet de régularisation spatiale (potentiel) de Λ̂ : l’opé-
rateur permet plus exactement de convertir un surplus de régularité temporelle en un gain de
régularité spatiale. Ce phénomène sera exploité dans les sections 6.3, 6.4 et 6.7.

6.3 Le cas Young

Comme dans les chapitres précédents, l’appellation "cas Young" renvoie au fait que seul
des développements d’ordre un de l’intégrant seront utilisés dans cette section. Bien que ce
type de considérations ait déjà été analysé de façon approfondie dans [50] sous des conditions
de régularité spatiale plus générales sur le bruit (pour n = 1), nous avons estimé qu’il était
souhaitable d’illustrer, dans ce contexte simple, la méthode de dissection de l’intégrale que nous
souhaitons mettre en œuvre à partir des outils de la section 6.2. Nous verrons que le résultat
du théorème 6.3.1 peut être appliqué à un processus x γ-höldérien, pour tout γ > 1/2, ce qui
constitue d’ailleurs une amélioration par rapport à [51], où la condition γ > 5/6 devait être
supposée.

On fixera, dans toute cette section, un paramètre γ ∈ (1/2, 1), qui représente donc (mora-
lement) la régularité de x.

6.3.1 Interprétation de l’intégrale

L’objectif consiste à transposer le raisonnement de la sous-section 2.2.1 pour donner sens
à l’intégrale modifiée

∫ t
s Stu dx

i
u z

i
u, où z est ici un processus à valeurs dans (Bα,p)m, pour un

certain coefficient α ∈ [0, 1/2). On supposera ainsi, dans un premier temps, les processus x et z
réguliers, et l’on cherchera un développement d’ordre un de cette dernière intégrale (interprétée
au sens de Riemann) à l’aide de l’opérateur Λ̂. La formule obtenue nous permettra dans un
second temps d’étendre la définition de

∫ t
s Stu dxu zu à des processus höldériens.

Supposons donc x et z réguliers en temps (lipschitziens ou même différentiables) et observons
la décomposition

∫ t

s
Stu dxu zu =

(∫ t

s
Stu dxu

)

zs +

∫ t

s
Stu dxu (δz)us. (6.21)

En posant rts :=
∫ t
s Stv dxv (δz)vs, on a

(δ̂r)tus =

∫ t

s
Stv dxv (δz)vs −

∫ t

u
Stv dxv (δz)vu − Stu

∫ u

s
Suv dxv (δz)vs,

ce qui, en utilisant la relation StuSuv = Stv, se résume à

(δ̂r)tus =

(∫ t

u
Stv dxv

)

(δz)us. (6.22)
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Cette première étape élémentaire fait d’ores et déjà émerger l’objet qui fera office d’incré-
ment fondamental d’ordre un associé à l’équation de la chaleur (rôle que jouait x

1 pour le
système standard), à savoir

Xx,i
ts :=

∫ t

s
Stv dx

i
v.

Nous sommes par ailleurs en mesure d’inverser δ̂ dans (6.22) grâce au théorème 6.2.2. En effet,
puisque l’on a supposé x et z réguliers, il est clair que

Xx(δz) ∈ C23(Bα,p).

On déduit de cette façon la décomposition
∫ t

s
Stu dxu zu = Xx,i

ts z
i
s + Λ̂ts

(

Xx,i δzi
)

. (6.23)

Rétrospectivement, interrogeons-nous sur les conditions à réunir pour que cette dernière
décomposition conserve un sens avec des processus moins réguliers :

– D’un point de vue analytique. L’hypothèse de régularité du théorème 6.2.2 impose une
condition du type :

Xx,iδzi ∈ Cµ3 (Bα′,p) avec α′ ∈ [0, 1/2) et µ > 1.

Nous serons ainsi amener à supposer z κ-höldérien (au sens classique) en tant que
processus à valeurs dans un espace Bα′,p à préciser, autrement dit zi ∈ Cκ1 (Bα′,p), et
Xx,i ∈ Cγ2 (L(Bα′,p,Bα′,p)), avec κ+ γ > 1. Notez que ce paramètre α′ peut être inférieur
à α (on rappelle que l’on a supposé que le processus z évoluait dans Bα,p) : la propriété
de régularisation spatiale de Λ̂ (voir la remarque 6.2.10) permettra ensuite de ramener
Λ̂(Xx,i δzi) dans l’espace initial Bα,p.

– D’un point de vue algébrique. On sait que Λ̂ est défini sur les espaces Cµ3 (Bα,p) ∩ Ker δ̂,
ce qui nous contraint à supposer δ̂(Xx,i δzi) = 0. En utilisant (6.18), cette relation est en
particulier satisfaite si δ̂Xx,i = 0.

Rassemblons ces deux conditions sous l’hypothèse abstraite :

Hypothèse 9. Soit x ∈ Cγ1 ([0, T ];Rm), γ > 1/2. On admettra qu’il existe une suite xε de
processus différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

telle que la suite des processus

Xxε,i
ts :=

∫ t

s
St−u dx

ε,i
u

converge vers un élément Xx,i relativement à la topologie de l’espace Cγ2 ([0, T ];L(Bα,p,Bα,p)),
et ce pour tout α ∈ [0, 1/2) tel que 2αp > n. En particulier,

Xx,i ∈ Cγ2 ([0, T ];L(Bα,p,Bα,p)) et δ̂Xx,i = 0. (6.24)

Lorsque x est différentiable, on choisit systématiquement xε := x.

Remarque 6.3.1. La condition 2αp > n est en fait superflue dans cette dernière hypothèse. Nous
ne l’avons ajoutée qu’en vue de fusionner, dans la section 6.6, l’hypothèse 9 avec l’hypothèse
10 plus générale de la section 6.4.
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Nous sommes alors en mesure de prolonger la décomposition (6.23) à un intégrant z irré-
gulier :

Proposition 6.3.2. On fixe un intervalle I = [l1, l2] de [0, T ]. Sous l’hypothèse (9), on définit,
pour tout processus z tel que zi ∈ C01(I;Bκ,p)∩Cκ1 (I;Bp), i = 1, . . . ,m, avec κ ≤ γ et κ+ γ > 1,
l’intégrale

Jts(d̂xi zi) := Xx,i
ts z

i
s + Λ̂ts

(

Xx,i δzi
)

, s < t ∈ I. (6.25)

Alors :
– J (d̂xi zi) est bien défini en tant qu’élément de Cγ2 (I;Bκ,p), et coïncide avec l’intégrale de

Riemann
∫ t
s St−u dx

i
uz
i
u lorsque x est différentiable.

– Pour tout h ∈ Bκ,p, il existe un unique processus ẑ ∈ Ĉγ1 (I;Bκ,p) tel que zl1 = h et

δ̂ẑ = J (d̂xi zi).
– On dispose de l’estimation

N [ẑ; Ĉγ1 (I;Bκ,p)] ≤ cx
{

N [z; C01(I;Bκ,p)] +N [z; Cκ1 (I;Bp)]
}

, (6.26)

avec

cx ≤ c {N [Xx; Cγ2 ([0, T ];L(Bp,Bp))] +N [Xx; Cγ2 ([0, T ];L(Bκ,p,Bκ,p)]} (6.27)

Démonstration. La validité de la définition de Jts(d̂xi zi) est une conséquence immédiate de
l’hypothèse 9, tandis que la relation de Chasles δ̂J (d̂xi zi) = 0, qui vient justifer l’existence de
ẑ, est facilement vérifiable à partir de (6.18).

En ce qui concerne le troisième point, il suffit d’abord d’observer que

N [J (d̂xi zi); Cγ2 (Bκ,p)]
≤ N [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))]N [zi; C01(Bκ,p)] +N [Λ̂(Xx,i δzi); Cγ2 (Bκ,p)],

puis, grâce à la propriété de contraction (6.20) de Λ̂,

N [Λ̂(Xx,i δzi); Cγ2 (Bκ,p)] ≤ cN [Xx,i; Cγ2 (L(Bp,Bp))]N [zi; Cκ1 (Bp)],

ce qui achève la preuve de (6.26).

Remarque 6.3.3. Si, dans cette dernière proposition, nous nous sommes permis une telle hypo-
thèse de régularité sur l’intégrant z (z ∈ C01(I;Bκ,p) ∩ Cκ1 (Bp)), c’est aussi en anticipant sur le
résultat de la proposition 6.3.9, que nous détaillerons dans un instant.

Remarque 6.3.4. On peut s’étonner de voir apparaître une décomposition de l’intégrale qui
fasse intervenir l’incrément standard δ et non l’incrément modifié δ̂, a priori mieux adapté à
la formulation générale du problème. De prime abord, il semble peut-être plus approprié de
remplacer l’amorce (6.21) par

∫ t

s
Stu dx

i
u z

i
u =

(∫ t

s
Stu dx

i
u Sus

)

zs +

∫ t

s
Stu dxu (δ̂z)us. (6.28)

L’opérateur fondamental d’ordre un deviendrait alors X̃x,i
ts :=

∫ t
s Stu dx

i
u Sus = Sts(δx

i)ts. Tou-
tefois :
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– Il faut garder à l’esprit la forme particulière de l’intégrant du système (6.5), à savoir
zi = fi(y), pour une certaine fonction fi non linéaire. Or, comme nous l’avons évoqué
au point (c) de l’introduction, le contrôle de la régularité höldérienne au sens de δ̂ de
fi(y) passe de toute façon par l’estimation de la régularité höldérienne au sens de δ. Dans
ce contexte, les décompositions (6.21) et (6.28) donnent lieu à des considérations et des
calculs similaires.

– La définition de l’opérateur X̃x ci-dessus, certes plus explicite, est peut-être moins na-
turelle d’un point de vue algébrique : la relation δ̂Xx = 0 n’est en effet pas vérifiée par
X̃x. Nous verrons dans la section 6.6 qu’il est de toute façon très simple de définir Xx à
partir d’un processus x höldérien.

6.3.2 Résolution du système différentiel

En utilisant le formalisme que nous venons d’introduire, nous allons montrer l’existence et
l’unicité d’une solution globale pour l’équation (6.5). Présentons tout d’abord avec davantage
de précisions la classe de champ de vecteurs sur laquelle nous nous concentrerons.

Définition 6.3.5. Pour tout k ≥ 0, on définit l’espace Xk = Xk(p, n) comme l’ensemble des
applications f : Bp → Bp de la forme f(y)(ξ) = σ(ξ, y(ξ)), où σ : R

n × R → R est une
application telle que :

1. σ est à support uniformément compact vis-à-vis de la première variable, c’est-à-dire ξ 7→
σ(ξ, y) est nulle en dehors d’une boule BRn(0,M), indépendemment de y ∈ R.

2. σ est k-fois différentiable et

sup
ξ∈Rn,y∈R

{

max
l=0,...,k

|∂lyσ(ξ, y)|+ max
l=0,...,k−1

|∂ξ∂lyσ(ξ, y)|
}

<∞.

Remarque 6.3.6. Un champ de vecteurs f donné par f(y)(ξ) := σ(ξ)f̃(y(ξ)), où σ est une
fonction différentiable de R

n à support compact et f̃ ∈ Ck,b(R;R), correspond par exemple à
un élément de Xk.
Remarque 6.3.7. La condition 1 vise en fait à garantir que si σ : Rn × R → R est borné, alors
le champ de vecteurs f associé est uniformément borné dans Lp(Rn). Pour s’affranchir de cette
condition, il pourrait être intéressant d’envisager travailler avec des espaces Lp(Rn, µ), où µ est
une mesure finie sur Rn (c’est par exemple ce qui est entrepris dans [89] pour le mB standard).
Il n’est pas évident cependant que les différentes propriétés recensées dans la sous-section 6.2.1
puissent trouver leurs équivalents dans ce contexte.
Dans le chapitre suivant, l’équation sera analysée sur un espace compact, et l’on pourra alors
véritablement prendre en considération (dans certains cas de figure du moins) les opérateurs
de Nemytskii f(y)(ξ) := f̃(y(ξ)).

Evidemment, si f ∈ X0, alors ‖f(ϕ)‖Bp ≤ cf pour toute fonction ϕ (mesurable) de R
n.

Cette propriété n’est plus valable pour les espaces Bα,p dès que α > 0. Grâce à la proposition
6.2.4, on dispose dans ce cas du résultat suivant (qui anticipe par ailleurs sur l’argument de
contraction de la preuve du théorème 6.3.1) :

Proposition 6.3.8. Soit α ∈ [0, 1/2). Si f ∈ X1, alors pour tout ϕ ∈ Bα, f(ϕ) ∈ Bα,p et

‖f(ϕ)‖Bα,p ≤ cf
{

1 + ‖ϕ‖Bα,p
}

. (6.29)

En outre, si f ∈ X2 et ϕ, ϕ̃ ∈ Bα,p ∩ B∞,

‖f(ϕ)− f(ϕ̃)‖Bα,p ≤ cf
{

1 + ‖ϕ‖Bα,p + ‖ϕ̃‖Bα,p
}{

‖ϕ− ϕ̃‖Bα,p + ‖ϕ− ϕ̃‖B∞
}

. (6.30)
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Démonstration. Dans les deux cas, on utilise la norme équivalente (6.16). Pour (6.29), il suffit
ensuite d’observer que

|σ(ξ + rη, ϕ(ξ + rη))− σ(ξ, ϕ(ξ))|
≤ |σ(ξ + rη, ϕ(ξ + rη))− σ(ξ, ϕ(ξ + η))|+ |σ(ξ, ϕ(ξ + rη))− σ(ξ, ϕ(ξ))|
≤ cf {|ξ − η|+ |ϕ(ξ + rη)− ϕ(ξ)|} .

Quant à (6.30), on part de la décomposition f(ϕ)(ξ+ rη)− f(ϕ̃)(ξ+ rη)− f(ϕ)(ξ)+ f(ϕ̃)(ξ) =
A+B + C, avec

A :=

∫ 1

0
dr′

[

∂yσ(ξ + rη, (1− r′)ϕ(ξ + rη) + r′ϕ(ξ + rη))− ∂yσ(ξ, (1− r′)ϕ(ξ + rη) + r′ϕ(ξ + rη))
]

[ϕ(ξ + rη)− ϕ̃(ξ + rη)]

B :=

∫ 1

0
dr′

[

∂yσ(ξ, (1− r′)ϕ(ξ + rη) + r′ϕ(ξ + rη))− ∂yσ(ξ, (1− r′)ϕ(ξ) + r′ϕ(ξ))
]

[ϕ(ξ + rη)− ϕ̃(ξ + rη)]

C :=

∫ 1

0
dr′ ∂yσ(ξ, r

′ϕ(ξ) + (1− r′)ϕ̃(ξ)) · [ϕ(ξ + rη)− ϕ̃(ξ + rη)− ϕ(ξ) + ϕ̃(ξ)] .

Il est alors clair que |A| ≤ cσ |rη| ‖ϕ− ϕ̃‖B∞ ,

|B| ≤ cσ {|ϕ(ξ + rη)− ϕ(ξ)|+ |ϕ̃(ξ + rη)− ϕ̃(ξ)|} ‖ϕ− ϕ̃‖B∞ ,

|C| ≤ cσ |ϕ(ξ + rη)− ϕ̃(ξ + rη)− ϕ(ξ) + ϕ̃(ξ)| ,
ce qui conduit aisément à (6.30).

Justifions à présent le fait que la proposition 6.3.2, qui donne sens à l’intégrale rugueuse,
peut être appliquée aux intégrants du système :

Proposition 6.3.9. Soit I un intervalle de [0, T ], κ ∈ [0, 1/2). Si y ∈ Cκ1 (I;Bκ,p) et f ∈ X1,
alors f(y) ∈ C01(I;Bκ,p) ∩ Cκ1 (I;Bp) et

N [f(y); C01(I;Bκ,p)] +N [f(y); Cκ1 (I;Bp)] ≤ cf

{

1 +N [y; Ĉ0,κ1 (I;Bκ,p)]
}

, (6.31)

où l’on a noté, conformément aux chapitres précédents,

N [.; Ĉ0,κ1 (I;Bκ,p)] := N [.; C01(I;Bκ,p)] +N [.; Ĉκ1 (I;Bκ,p)].

Démonstration. L’estimation de N [f(y); C01(I;Bκ,p)] est une conséquence évidente de (6.29),
tandis que pour majorer N [f(y); Cκ1 (I;Bp)], il suffit d’écrire, pour tous s < t ∈ I,

‖δ(f(y))ts‖Bp ≤ cf‖(δy)ts‖Bp ≤ cf

{

‖(δ̂y)ts‖Bp + ‖atsys‖Bp
}

,

puis d’appliquer la propriété (6.11).
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Avec cette proposition, le système (6.5) fait parfaitement sens et l’on est en droit d’envisager
sa résolution :

Théorème 6.3.1. On suppose l’hypothèse 9 vérifiée, et l’on considère un champ de vecteurs
f = (f1, . . . , fm) constitué d’éléments de X2. Pour tous κ < 1/2 et p ∈ N

∗ tels que γ + κ > 1
et 2κp > n, le système

(δ̂y)ts = Jts(d̂xi fi(y)) , y0 = ψ ∈ Bκ,p, (6.32)

interprété grâce aux propositions 6.3.2 et 6.3.9, admet une unique solution globale y dans
Ĉ0,κ1 ([0, T ],Bκ,p). En outre,

N [y; Ĉ0,κ1 ([0, T ];Bκ,p)] ≤ Fκ(‖ψ‖Bκ,p ,N [Xx; Cγ2 (L(Bp,Bp))],N [Xx; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))]), (6.33)

pour une certaine fonction Fκ : (R
+)3 → R

+ croissante en ses trois arguments, et l’application
d’Itô (ψ,Xx) 7→ y associée au système est lipschitzienne.

Remarque 6.3.10. Dans ce dernier énoncé, l’opérateur Xx,i est considéré en tant qu’élément
de Cγ2 (L(Bp,Bp)) ∩ Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p)). La régularité de l’application d’Itô par rapport à Xx est
donc relative à la norme

N [.; CLκ,γ,p] := N [.; Cγ2 (L(Bp,Bp))] +N [.; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))].

Remarque 6.3.11. Il peut être intéressant d’observer que la solution y donnée par le théorème
est en fait un élément de Cγ1 ([0, T ];Bκ,p), comme le montre l’application de (6.26) et (6.31)
à y. Rien ne nous indique en revanche que cette solution évolue dans Bγ,p, et l’on ne peut
ainsi s’affranchir du paramètre supplémentaire κ (par rapport à l’énoncé du théorème 5.3.2 par
exemple).

Démonstration. C’est le même argument général que dans la preuve du théorème 5.3.2. Nous
n’établirons que l’existence d’une solution locale, et renvoyons le lecteur à cette dernière preuve
pour les détails relatifs à la procédure de prolongement.

On considère un intervalle I = [0, T∗] avec T∗ un temps amené à évoluer au cours de la
preuve, et l’application Γ : Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p) → Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p) définie par Γ(y)0 = ψ et (δ̂Γ(y))ts =
Jts(d̂xi fi(y)).
Invariance d’une boule. Soit y ∈ Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p) tel que y0 = ψ, et z := Γ(y). En associant (6.26)
et (6.31), on obtient

N [z; Ĉκ1 (I,Bκ,p)] ≤ cx,f |I|γ−κ
{

1 +N [y; Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p)]
}

.

Par ailleurs, zs = (δ̂z)s0 + Ssψ, et donc, puisque Ss est un opérateur de contraction sur Bκ,p,

N [z; C01(I,Bκ,p)] ≤ |I|κN [z; Ĉκ1 (I,Bκ,p)] + ‖ψ‖Bκ,p ,

d’où
N [z; Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p)] ≤ ‖ψ‖Bκ,p + cx |I|γ−κ

{

1 +N [y; Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p)]
}

.

On choisit alors T1 tel que cxT
γ−κ
1 ≤ 1

2 pour s’assurer de l’invariance par Γ des boules

BR
T0,ψ = {y ∈ Ĉ

0,κ
1 ([0, T0],Bκ,p) : y0 = ψ, N [y; C0,κ1 ([0, T0],Bκ,p)] ≤ R},
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pour tout T0 ≤ T1, avec (par exemple) R = 1 + 2‖ψ‖Bκ,p .
Propriété de contraction. Soit y, ỹ ∈ Ĉ0,κ1 (I,Bκ,p) tels que y0 = ỹ0 = ψ, et z := Γ(y), z̃ := Γ(ỹ).
Par (6.26), on sait d’abord que

N [z − z̃; Ĉκ1 (Bκ,p)] ≤ cx |I|γ−κ
{

N [fi(y)− fi(ỹ); C01(Bκ,p)] +N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 (Bp)]
}

. (6.34)

Pour estimer N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 (Bp)], on s’appuie sur la décomposition

σi(ξ, yt(ξ))− σi(ξ, ỹt(ξ))− σi(ξ, ys(ξ)) + σi(ξ, ỹs(ξ))

= δ(y − ỹ)ts(ξ)
∫ 1

0
dr ∂yσi(ξ, ys(ξ) + r(δy)ts(ξ))

+ (δỹ)ts(ξ)

∫ 1

0
dr {∂yσi(ξ, ys(ξ) + r(δy)ts(ξ))− ∂yσi(ξ, ỹs(ξ) + r(δỹ)ts(ξ))} ,

qui conduit aisément à

N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 (Bp)] ≤ cf

{

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)] +N [ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)]N [y − ỹ; C01(B∞)]
}

.

C’est ici qu’intervient l’hypothèse 2κp > n, qui permet de faire appel à l’inclusion de Sobolev
continue Bκ,p ⊂ B∞ pour affirmer N [y − ỹ; C01(B∞)] ≤ N [y − ỹ; C01(Bκ,p)] et par conséquent

N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 (Bp)] ≤ cN [y − ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)]
{

1 +N [ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)]
}

.

Grâce à cette inclusion de Sobolev, on déduit également de (6.30) l’estimation

N [fi(y)− fi(ỹ); C01(Bκ,p)] ≤ cN [y − ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)]
{

1 +N [y; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)] +N [ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ,p)]
}

,

En revenant à (6.34), ces estimations fournissent un contrôle de N [z − z̃; Ĉκ1 (Bκ,p)] en termes
de y et ỹ. Par ailleurs, comme z0 = z̃0 = ψ,

N [z − z̃; C01(Bκ,p)] ≤ |I|κN [z − z̃; Ĉκ1 (Bκ,p)].

A présent, si y, ỹ appartiennent tous deux à l’une des boules invariantes BR
T0,ψ

, avec T0 ≤ T1,
les résultats ci-dessus aboutissent à

N [z − z̃; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ,p)] ≤ cxT
γ−κ
0 {1 + 2R}N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ,p)].

Il suffit finalement de choisir T0 ≤ T1 tel que cxT
γ−κ
0 {1 + 2R} ≤ 1

2 afin d’obtenir la propriété
de contraction escomptée pour l’application Γ : BR

T0,ψ
→ BR

T0,ψ
, et partant l’existence d’un

point fixe.

6.4 Le cas rugueux

L’objectif de cette section consiste à franchir l’étape suivante dans la méthodologie rough
paths : Nous souhaiterions ainsi mettre en œuvre des développements plus sophistiqués de
l’intégrale pour être en mesure de traiter le bruit généré par un processus γ-höldérien avec
γ ∈ (1/3, 1/2].
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6.4.1 Considérations heuristiques

La stratégie visant à fournir une interprétation (raisonnable) de l’intégrale
∫ t
s Stu dx

i
u fi(yu)

est cette fois inspirée par le raisonnement de la sous-section 2.2.2. Dans un premier temps, on
suppose ainsi le processus x différentiable pour enclencher la procédure usuelle, marquée par
deux temps :

– Une première étape consiste à identifier la structure de l’espace Q des processus contrôlés
susceptible d’accueillir la solution du système.

– On décompose ensuite
∫ t
s Stu dx

i
u fi(yu) en tant qu’élément deQ, et ce lorsque y appartient

lui-même à Q, jusqu’à l’obtention d’une expression qui puisse être étendue à un processus
x moins régulier.

Ce raisonnement heuristique aura essentiellement pour but l’appréhension des structures
algébriques en jeu ici. Les détails relatifs aux conditions analytiques ne seront quant à eux
examinés qu’a posteriori.

Remarque 6.4.1. Dans un souci de concision, et contrairement à la section ou au chapitre
précédent, nous ne chercherons pas à déterminer explicitement la structure de l’espace "in-
termédiaire" dans lequel évolue les champs fi(y). Nous passerons ainsi plus directement à la
décomposition de

∫ t
s St−u dx

i
u fi(yu).

On rappelle que le bruit X est donné par la relation

Xt(ϕ) =
m
∑

i=1

xitfi(ϕ), avec fi(ϕ)(ξ) = σi(ξ, ϕ(ξ)).

On suppose dès à présent que les applications fi sont ici des éléments de l’espace X2 (voir la
définition 6.3.5).

Etape 1 : Identification des processus contrôlés. Une première décomposition élémentaire consiste
à écrire

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu) =

(∫ t

s
Stu dx

i
u

)

fi(ys) +

∫ t

s
Stu dx

i
u δ(fi(y))us. (6.35)

A partir de cette décomposition, et en ayant à l’esprit les considérations de la sous-section 2.2.2,
il est naturel d’imaginer que la solution (hypothétique) y de (6.5) est amenée à évoluer dans
un espace structuré par la relation

(δ̂y)ts =

(∫ t

s
Stu dx

i
u

)

yx,is + y♯ts,

où le terme y♯ admet une régularité höldérienne deux fois supérieure à celle de y. Pour la solution
elle-même, on aurait yx,is = fi(ys), y

♯
ts =

∫ t
s Stu dx

i
u δ(fi(y))us. D’où la structure algébrique

potentielle de processus contrôlés

Q = {y : δ̂y = Xx,i
ts y

x,i
s + y♯ts}, avec Xx,i

ts =

∫ t

s
Stu dx

i
u. (6.36)

Souvenons-nous que ce dernier opérateur satisfait en particulier la relation

δ̂Xx,i = 0. (6.37)

Il se révèlera par ailleurs utile, dans ce qui suit, d’écrire Xx,i comme

Xx,i = Xax,i + δxi , avec Xax,i
ts =

∫ t

s
atv dx

i
v. (6.38)
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Moralement, Xax,i admet une régularité höldérienne plus élevée que x si l’on met à contribution
la propriété (6.11) du semigroupe. Cette observation nous permettra d’incorporer les expres-
sions qui mettent en scène Xxa au sein du terme résiduel. Nous reviendrons sur l’utilité de la
décomposition (triviale) (6.38) à travers la remarque 6.4.4.

Etape 2 : Décomposition de
∫ t
s Stu dxu fi(yu) lorsque y ∈ Q. En revenant à l’expression (6.35),

c’est désormais l’intégrale
∫ t
s Stu dxu δ(fi(y))us qu’il s’agit de disséquer lorsque y ∈ Q, autre-

ment dit lorsque les incréments modifiés de y se décomposent en (δ̂y)ts = Xx,i
ts y

x,i
s +y♯ts. A cette

fin, introduisons une nouvelle notation, récurrente dans les calculs à venir :

Notation 6.4.2. Pour tout f ∈ X2, on pose

[f ′(ϕ)](ξ) := ∂yσ(ξ, ϕ(ξ))

La fonction f ′ est ainsi vue comme une application de Bp dans Bp, pour tout p ≥ 1.

Avec cette convention, observons le développement

δ(fi(y))ts = (δy)ts · f ′i(ys) +
∫ 1

0
dr

[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts

= (atsys) · f ′i(ys) + (δ̂y)ts · f ′i(ys) + fi(y)
♯,1
ts

= (atsys) · f ′i(ys) + (Xx,j
ts y

x,j
s ) · f ′i(ys) + fi(y)

♯,1
ts + fi(y)

♯,2
ts

= (atsys) · f ′i(ys) + (δxj)ts · yx,js · f ′i(ys) + fi(y)
♯,1
ts + fi(y)

♯,2
ts + fi(y)

♯,3
ts , (6.39)

où l’on a successivement introduit les notations

fi(y)
♯,1
ts :=

∫ 1

0
dr

[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts , fi(y)
♯,2
ts := y♯ts · f ′i(ys), (6.40)

fi(y)
♯,3
ts := (Xax,j

ts yx,js ) · f ′i(ys). (6.41)

On rappelle par ailleurs que la notation ϕ ·ψ fait référence au produit point par point de ϕ
et ψ. Reprécisons ce type de convention :

Notation 6.4.3. Soit ϕ, ψ deux éléments de Bp. Alors ϕ · ψ correspond à l’élément de Bp/2
défini ponctuellement par [ϕ ·ψ](ξ) := ϕ(ξ)ψ(ξ). Si M,N sont deux éléments de L(Bp;Bp), on
définit ensuite la forme bilinéaire M ⊗N par :

M ⊗N : Bp × Bp → Bp/2, (ϕ, ψ) 7→ (M ⊗N)(ϕ, ψ) :=M(ϕ) ·N(ψ).

On pose par ailleurs, dans un contexte plus général, (M ×N)(ϕ, ψ) := (Mϕ,Nψ).

Munis de ces notations, la décomposition algébrique (6.39) de δfi(y) s’écrit plus distincte-
ment :

δ(fi(y))ts = (ats ⊗ Id)(y, f ′i(y))s + (δxj)ts · yx,js · f ′i(ys) + fi(y)
♯
ts. (6.42)

Si l’on analyse la régularité des termes de cette expression, il paraît raisonnable de considérer
les deux premiers termes comme des éléments d’ordre un, et fi(y)♯ comme un élément d’ordre
deux. Nuançons toutefois cette intuition à travers les deux commentaires suivants :

(i) Pour affirmer que (ats ⊗ Id)(y, f ′i(y))s admet une régularité höldérienne strictement
positive, autrement dit pour récupérer des incréments |t− s|α de l’opérateur ats, on doit
utiliser la propriété (6.11) du semigroupe. Ceci signifie en particulier qu’un changement
d’espace doit s’opérer : si ys ∈ Bα,p, alors (ats ⊗ Id)(y, f ′i(y))s devra être majoré en tant
qu’élément de Bp. Cette remarque est également valable pour fi(y)

♯,3
ts = (Xax,j

ts yx,js )·f ′i(ys).
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(ii) Le terme fi(y)♯,1 est perçu comme un élément d’ordre deux dans la mesure où il peut
facilement être majoré (point par point) par cf |(δy)ts|2. Toutefois, en ce qui concerne la
régularité spatiale, ceci suppose que fi(y)♯,1 soit vu comme un élément de Bp/2, si y ∈ Bp.
Pour revenir à l’espace courant Bp, nous prendrons appui sur la propriété de régularisation
(6.14) du semigroupe par le biais de l’opérateur Xx (voir l’hypothèse (6.50)).

Injectons à présent la décomposition (6.42) dans (6.35) pour obtenir

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu) = Xx,i

ts fi(y)s +Xxa,i
ts (y, f ′i(y))s +Xxx,ij

ts (yx,j · f ′i(y))s

+

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(y)

♯
us, (6.43)

où l’on a introduit les opérateurs d’ordre deux (relativement à des espaces fonctionnels à pré-
ciser) :

Xxa,i
ts :=

∫ t

s
Stu dx

i
u (aus ⊗ Id) et Xxx,ij

ts :=

∫ t

s
Stu dx

i
u (δx

j)us. (6.44)

L’opérateur Xxa,i est par exemple destiné à agir sur des couples (ϕ, ψ) d’un produit d’espaces
de Sobolev suivant la formule

Xxa,i
ts (ϕ, ψ) =

∫ t

s
Stu dx

i
u [aus(ϕ) · ψ]

Puisque nous avons supposé que fi(y)
♯ admettait une régularité "double", le terme rts :=

∫ t
s Stu dx

i
u fi(yu)

♯ est ensuite légitiment considéré comme un terme d’ordre trois, dont la ré-
gularité est strictement supérieure à 1 dès que la régularité de x est supérieure à 1/3. Nous
sommes ainsi dans la même position que celle induite par (6.21), et comme dans cette dernière
situation, r va être interprété grâce à Λ̂.

Afin de calculer δ̂r, réécrivons r à partir de (6.43) :

rts =

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu)−Xx,i

ts fi(ys)−Xxa,i
ts (y, f ′i(y))s −Xxx,ij

ts (yx,j · f ′i(y))s.

Par conséquent, à l’aide de la formule algébrique (6.18), on obtient

(δ̂r)tus = Xx,i
tu δ(fi(y))us − (δ̂Xxa,i)tus(y, f

′
i(y))s +Xxa,i

tu δ(y, f ′i(y))us

− (δ̂Xxx,ij)tus(y
x,j · f ′i(y))s +Xxx,ij

tu δ(yx,j · f ′i(y))us.

En revenant à la définition même de Xxa,i et Xxx,ij , il est facile de montrer que les deux
relations algébriques suivantes sont vérifiées :

(δ̂Xxa,i)tus = Xxa,i
tu (aus × Id) +Xx,i

tu (aus ⊗ Id), (6.45)

(δ̂Xxx,ij)tus = Xx,i
tu (δx

j)us. (6.46)

En associant ces deux relations à (6.42), on déduit

(δ̂r)tus = Xx,i
tu (fi(y)

♯
us) +Xxa,i

tu ((δ̂y)us, f
′
i(ys)) +Xxa,i

tu (yu, δ(f
′
i(y))us)

+Xxx,ij
ts δ(yx,j · f ′i(y))us := Jtus. (6.47)
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Tous les termes de cette décomposition sont (moralement du moins) d’ordre trois. Souvenons-
nous que nous souhaitons traiter dans cette section le cas 3γ > 1, de telle sorte qu’il semble
effectivement sage d’inverser δ̂ à ce stade, pour obtenir

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu) = Xx,i

ts fi(ys) +Xxa,i
ts (y, f ′i(y))s +Xxx,ij

ts (yx,j · f ′i(y))s + Λ̂ts(J), (6.48)

où Jtus est donné par (6.47).

De façon naturelle, nous utiliserons (6.48) comme point de départ de notre procédé d’exten-
sion de l’intégrale dans le contexte que nous nous sommes prescrit. Pour clore ce raisonnement
heuristique, résumons les différentes hypothèses mises en avant lors de cette dissection :

– Le processus x génére quatre opérateurs Xx, Xax, Xxa et Xxx, qui satisfont les relations
algébriques (6.37), (6.45) et (6.46). Quant à la régularité höldérienne de ces opérateurs,
Xx admet la même régularité que x, Xxx une régularité double par rapport à x, tout
comme Xax et Xxa (quitte à changer d’espace, conformément à ce qui est évoqué au
point (i)).

– Les incréments (δ̂y)ts peuvent être décomposés en (δ̂y)ts = Xx
tsy

x
s + y♯ts, où y♯ admet une

régularité double par rapport à y. Par ailleurs, toujours suivant le point (i), le processus
y se doit d’évoluer dans un espace Bα,p, avec α > 0. Ces deux observations donneront
dans un instant naissance à l’espace Qκα,p.

– Les fonctions σi sont suffisamment régulières.

Remarque 6.4.4. Il peut sembler plus naturel, de prime abord, de chercher une décomposition
de l’intégrale basée sur l’intégrale (modifiée) itérée

X̃xx,ij
ts :=

∫ t

s
Stu dx

i
u (X

x,j
us ⊗ Id) =

∫ t

s
Stu dx

i
u

(∫ u

s
Suv dx

j
v ⊗ Id

)

, (6.49)

plutôt que sur l’aire Xxx
ts que nous avons introduit dans (6.44). C’est d’ailleurs ce qui est proposé

dans [51] pour le mB standard. D’une certaine façon, la définition de X̃xx
ts est plus en accord

avec le mécanisme général d’itération de la procédure rough paths. Toutefois, lorsqu’il s’agit
d’appliquer ces constructions à un mBf x d’indice de Hurst H ∈ (1/3, 1/2), il semble difficile de
justifier l’existence de l’intégrale itérée (6.49) (contrairement à ce qui se produit pour l’équation
de Volterra convolutionnelle, voir la remarque 5.4.6). D’après nos calculs, cette difficulté serait
due au manque de régularité du terme Suv dans (6.49). En effet, si l’on se réfère par exemple
à [4], la définition de l’intégrale nécessiterait un contrôle de la forme

N [Suv − Suu;L(Bα,p,Bα,p)] ≤ c |u− v|ν ,
pour un certain ν > 0. Or on sait que ce type d’inégalité ne peut être satisfait sans changer
d’espace (cf la propriété (6.11). Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers une décom-
position basée sur Xxx

ts , approche rendue possible par l’introduction de l’opérateur Xax
ts dans la

décomposition (6.39). Comme nous le verrons dans la section 6.6, la définition et l’estimation
de la régularité de Xxx sont quant à elles très faciles à établir pour le mBf, et plus généralement
pour tout 2-rough path.

6.4.2 Définition de l’intégrale

Cette sous-section ne vient que formaliser les hypothèses et constructions que nous venons
d’évoquer. On fixe désormais un coefficient γ > 1/3, qui représente (moralement) la régularité
höldérienne de x. Conformément aux considérations précédentes, nous définirons la "trajectoire
rugueuse au-dessus de x pour l’équation de la chaleur" de la façon suivante :
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Hypothèse 10. Soit x ∈ Cγ1 (Rm), γ > 1/3. On admettra l’existence d’une suite xε de processus
différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

telle que le quadruplet (Xxε,i, Xaxε,i, Xxεa,i, Xxεxε,ij) (i, j ∈ {1, . . . ,m}) défini via (6.36), (6.38)
et (6.44), converge vers un quadruplet (Xx,i, Xax,i, Xxa,i, Xxx,ij) relativement à la topologie des
espaces :

Pour Xx,i : Cγ2 (L(Bp,Bp)) ∩ Cγ2 (L(Bα,p,Bα,p)) ∩ C
γ−n/(2p)
2 (L(Bp/2,Bp)), (6.50)

Pour Xax,i : Cγ+α2 (L(Bα,p,Bp)), (6.51)

Pour Xxa,i : Cγ+α−n/(2p)2 (L(Bα,p × Bp,Bp)) ∩ Cγ2 (L(Bα,p × Bα,p,Bα,p)), (6.52)

Pour Xxx,i : C2γ2 (L(Bp,Bp)) ∩ C2γ2 (L(Bα,p,Bα,p)) ∩ C2γ2 (L(Bα,p,Bp)), (6.53)

et ce pour tout α tel que 2αp > n. Par passage à la limite, on récupère en particulier les relations
algébriques (souvenons-nous des notations 6.4.3) :

δ̂Xx,i = 0 (6.54)

Xx,i = Xax,i + δxi (6.55)

δ̂Xxa,i = Xxa,i(a× Id) +Xx,i(a⊗ Id) (6.56)

δ̂Xxx,ij = Xx,i(δxj). (6.57)

Nous noterons X = (Xx, Xax, Xxa, Xxx) le chemin ainsi défini. Suivant (6.50)-(6.53),
X appartient à un produit d’espaces d’opérateurs, noté CLγ,α,p, muni d’une norme naturelle
construite à partir de la norme de chaque espace.

Remarque 6.4.5. Comme dans l’hypothèse 9, on prend systématiquement xε := x lorsque x est
différentiable. Cette remarque vaut d’ailleurs également pour les hypothèses 11 et 12 à venir.

Dans ce contexte, la définition des processus contrôlés en jeu prend la forme suivante :

Définition 6.4.6. On fixe un intervalle I de [0, T ]. Pour tous α ∈ (0, 1/2), κ ∈ (0, 1), on
définit

Q̂κα,p(I) := {y ∈ Ĉκ1 (I,Bα,p) : (δ̂y)ts = Xx,i
ts y

x,i
s + y♯ts,

yx,i ∈ C01(I,Bα,p) ∩ Cκ1 (I,Bp), y♯ ∈ Cγ2 (I,Bα,p) ∩ C2κ2 (I,Bp)}.

On appellera Q̂κα,p(I) l’espace des processus κ-contrôlés de Bα,p (sur I), et l’on associe bien sûr
à cet ensemble la seminorme

N [y; Q̂κα,p(I)] := N [y; Ĉκ1 (I;Bα,p)] +
m
∑

i=1

{

N [yx,i; C01(I;Bα,p)] +N [yx,i; Cκ1 (I;Bp)]
}

+N [y♯; Cγ2 (I;Bα,p)] +N [y♯; C2κ2 (I;Bp)].

Dans ce qui suit, nous ne manipulerons en fait que des espaces du type Q̂κκ,p, avec 2κp > 1.

Nous pouvons à présent montrer de quelle façon les champs de vecteurs donnés par la
définition 6.3.5 agissent sur ces processus contrôlés.
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Lemme 6.4.7. On fixe un intervalle I de [0, T ]. On suppose que fi ∈ X2 (i = 1, . . . ,m) et soit
κ ∈ (1/3, γ). Sous l’hypothèse 10, si y ∈ Q̂κκ,p(I) admet pour décomposition δ̂y = Xx,iyx,i + y♯,
alors l’incrément (standard) δfi(y) peut s’écrire

δ(fi(y))ts = (ats ⊗ Id)(y, f ′i(y))s + (δxj)ts · (yx,j · f ′i(y))s + fi(y)
♯
ts, (6.58)

avec fi(y)
♯ := fi(y)

♯,1 + fi(y)
♯,2 + fi(y)

♯,3, où les éléments fi(y)
♯,k sont donnés par (6.40) et

(6.41). En outre,

N [fi(y)♯,1; C2κ2 (Bp/2)] ≤ cf,X

{

N [y; C01(Bα,p)]2 +N [y; Q̂κκ,p]2
}

(6.59)

N [fi(y)♯,2; C2κ2 (Bp)] ≤ cf,XN [y; Q̂κκ,p] , N [fi(y)♯,3; C2κ2 (Bp)] ≤ cf,XN [y; Q̂κκ,p]. (6.60)

Démonstration. L’écriture (6.58) fait référence à la décomposition (6.39). L’estimation de fi(y)♯,2

est évidente, tandis que l’estimation de fi(y)
♯,3 est une conséquence directe de l’hypothèse

(6.51). Quant à fi(y)♯,1, il suffit d’observer que

‖fi(y)♯,1ts ‖Bp/2 ≤ cf‖(δy)2ts‖Bp/2 ≤ cf‖(δy)ts‖2Bp ≤ cf

{

‖(δ̂y)ts‖2Bp + ‖atsys‖2Bp
}

,

et le résultat découle ensuite de la propriété (6.11).

Nous sommes dès lors en mesure de justifier l’utilisation de la formule (6.48) comme défini-
tion de l’intégrale rugueuse :

Proposition 6.4.8. On fixe un intervalle I = [0, T0] de [0, T ] et l’on suppose l’hypothèse
10 satisfaite. Soit y ∈ Q̂κκ,p(I) admettant pour décomposition δ̂y = Xx,iyx,i + y♯, où κ et p
sont choisis tels que κ ∈ (1/3, γ) et γ − κ > n/(2p). On suppose que le champ de vecteurs
f = (f1, . . . , fm) est composé d’éléments fi ∈ X2. Sous ces conditions, on pose, pour tous
s < t ∈ I,

Jts(d̂xi fi(y)) = Xx,i
ts fi(ys) +Xxa,i

ts (y, f ′i(y))s +Xxx,ij
ts (yx,j · f ′i(y))s + Λ̂ts(J), (6.61)

avec

Jtus := Xx,i
tu (fi(y)

♯
us) +Xxa,i

tu ((δ̂y)us, f
′
i(ys)) +Xxa,i

tu (yu, δ(f
′
i(y))us)

+Xxx,ij
ts δ(yx,j · f ′i(y))us, (6.62)

le terme f(y)♯ étant défini par la décomposition (6.58). Alors :

1. J (d̂xi fi(y)) est bien défini en tant qu’élément de Cγ2 (I;Bκ,p) et coïncide avec l’intégrale

de Riemann
∫ t
s St−u dx

i
u fi(yu) lorsque x est différentiable.

2. Pour tout ψ ∈ Bκ,p, il existe un unique élément z ∈ Q̂κκ,p(I) tel que z0 = ψ et δ̂z =

J (d̂xi fi(y)).
3. On dispose de l’estimation

N [z; Q̂κκ,p(I)] ≤ cf,X

{

1 +N [y; C01(I;Bκ,p)]2 + |I|αN [y; Q̂κκ,p]2
}

, (6.63)

pour un certain paramètre α > 0.
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Démonstration. Le fait que Jts(d̂x f(y)) coïncide avec l’intégrale de Riemann lorsque x est
régulier, correspond à ce qui a été établi dans la sous-section précédente, à travers (6.48).
Quant à la validité de cette expression pour des processus irréguliers et à l’estimation (6.63), ce
ne sont que des conséquences directes de la définition 6.3.5 et de l’hypothèse 10, associées aux
estimations du lemme 6.4.7. Vérifions par exemple la régularité de J (on travaille implicitement
sur l’intervalle I) :

– pour Xx,i(fi(y)
♯), on a, par (6.50) et (6.60),

N [Xx,i(fi(y)
♯,2 + fi(y)

♯,3); Cγ+2κ
3 (Bp)] ≤ cf,XN [y; Q̂κκ,p],

tandis que, grâce à (6.50) et (6.59),

N [Xx,ifi(y)
♯,1; Cγ+2κ−n/(2p)

3 (Bp)] ≤ cf,X

{

N [y; C01(Bκ,p)]2 +N [y; Q̂κκ,p]
}

.

– pour Xxa,i((δ̂y), f ′i(y)), l’hypothèse (6.52) entraîne

N [Xxa,i((δ̂y), f ′i(y)); Cγ+2κ−n/(2p)
3 (Bp)] ≤ cf,XN [y; Ĉκ1 (Bκ,p)] ≤ cf,XN [y; Q̂κκ,p].

– pour Xxa,i(y, δ(f ′i(y))), on obtient, à nouveau via (6.52),

N [Xxa,i(y, δ(f ′i(y))); Cγ+2κ−n/(2p)
3 (Bp)]

≤ cf,XN [y; C01(Bκ,p)]N [y; Cκ1 (Bp)]
≤ cf,XN [y; C01(Bκ,p)]

{

N [y; C01(Bκ,p)] +N [y; Q̂κκ,p]
}

.

– pour Xxx,ijδ(yx,j · f ′i(y)), on déduit de (6.53) les majorations successives

N [Xxx,ijδ(yx,j · f ′i(y)); C2γ+κ3 (Bp)]
≤ cf,X

{

N [yx,j ; Cκ1 (Bp)] +N [yx,j ; C01(Bκ,p)]N [y; Cκ1 (Bp)]
}

≤ cf,X

{

1 +N [y; C01(Bκ,p)]2 +N [y; Q̂κκ,p]2
}

.

Par ailleurs, grâce aux relations algébriques contenues dans l’hypothèse 10 et à la décomposition
(6.58), il est facile de constater que

J = −δ̂
(

Xx,i(fi(y)) +Xxa,i(y, f ′i(y)) +Xxx,ij(yx,j · f ′i(y))
)

.

Par conséquent, J ∈ Ker δ̂ ∩ Cµ3 (Bp), avec µ = γ + 2κ − n/(2p) = 3κ + (γ − κ− n/(2p)) >
1, et nous sommes effectivement en droit d’appliquer Λ̂. En utilisant ensuite la propriété de
contraction (6.20), on obtient

N [Λ̂(J); Cγ+2κ−n/(2p)
2 (Bp)] ≤ cf,X

{

1 +N [y; C01(Bκ,p)]2 +N [y; Q̂κκ,p]2
}

,

mais aussi

N [Λ̂(J); Cγ+κ−n/(2p)2 (Bκ,p)] ≤ cf,X

{

1 +N [y; C01(Bκ,p)]2 +N [y; Q̂κκ,p]2
}

.

La régularité des autres termes de la décomposition (6.61) peut être établie par le biais d’ar-
guments similaires.
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Une fois munis de la définition de l’intégrale pour les processus contrôlés, la mise en évidence
d’une solution locale unique pour le système (6.5) ne pose aucune difficulté :

Théorème 6.4.1. On suppose l’hypothèse 10 satisfaite, et le champ de vecteurs f = (f1, . . . , fm)
composé d’éléments fi ∈ X3. Pour toute paire (κ, p) ∈ (1/3, γ) × N

∗ vérifiant γ − κ > n
2p , et

toute condition initiale ψ ∈ Bκ,p, il existe un temps T0 > 0 tel que le système

(δ̂y)ts = Jts(d̂xi fi(y)) , y0 = ψ ∈ Bκ,p, (6.64)

interprété grâce à la proposition 6.4.8, admet une unique solution y dans Q̂κκ,p([0, T0]).
Démonstration. Comme dans les chapitres précédents, cette solution locale est obtenue via un
argument de point fixe. Si I := [0, T0], la stabilité d’une boule (bien choisie) de Q̂κκ,p(I) est
facile à établir à partir de (6.63), en remarquant que cette dernière estimation entraîne (avec
les notations de la proposition 6.4.8)

N [z; Q̂κκ,p(I)] ≤ cf,X

{

1 + ‖ψ‖2Bκ,p + |I|
αN [y; Q̂κκ,p(I)]

}

, (6.65)

pour un certain coefficient α > 0.

La propriété de contraction découle quant à elle de calculs certes longs mais élémentaires, et
(pour la plupart) tout à fait similaires aux estimations de la preuve du théorème 6.3.1. On
écrira par exemple, si y, ỹ ∈ Q̂κκ,p(I) sont tels que y0 = ỹ0 = ψ,

Xxa,i
ts (y, f ′i(y))s −Xxa,i

ts (ỹ, f ′i(ỹ))s = Xxa,i
ts (y − ỹ, f ′i(y))s +Xxa,i

ts (ỹ, f ′i(y)− f ′i(ỹ))s,
et par (6.52),

N [Xxa,i(y − ỹ, f ′i(y)); Cγ+κ−n/(2p)2 (I;Bp)]
≤ cXN [y − ỹ; C01(I;Bκ,p)]N [f ′i(y); C01(Bp)] ≤ cX,f |I|κN [y − ỹ; Q̂κκ,p(I)],

tandis que

N [Xxa,i(ỹ, f ′i(y)− f ′i(ỹ)); Cγ+κ−n/(2p)2 (I;Bp)]
≤ cX,fN [ỹ; C01(I;Bκ,p)]N [y−ỹ; C01(I;Bκ,p)] ≤ cX,f,ψ |I|κ

{

1 +N [ỹ; Q̂κκ,p(I)]
}

N [y−ỹ; Q̂κκ,p(I)].

En raisonnant de même avec les autres termes de la décomposition de

δ̂(z − z̃) = J
(

d̂xi [fi(y)− fi(ỹ)]
)

,

on déduit

N [z − z̃; Q̂κκ,p(I)] ≤ cX,f,ψ |I|λN [y − ỹ; Q̂κκ,p(I)]
{

1 +N [y; Q̂κκ,p(I)]2 +N [ỹ; Q̂κκ,p(I)]2
}

pour un certain λ > 0, ce qui permet effectivement de faire valoir un argument de contraction
sur un intervalle I = [0, T0] assez petit.

La question du prolongement de cette solution locale pose ensuite le même type de difficultés
que dans la sous-section 4.3.3 : le contrôle de l’intégrale sur un intervalle I donné dépend
trop fortement de la condition initiale. Pour comprendre ce phénomène, il suffit de comparer
l’estimation (6.65) avec les estimations (2.26)-(2.19).
Par ailleurs, nous ne pouvons malheureusement transposer ici le raisonnement de la section 5.4,
qui avait permis de faire face à une situation semblable. L’inégalité (6.65) se révèle en effet très
vite insuffisante dans la perspective d’un contrôle simultané de l’intégrale et de la condition
initiale sur des intervalles successifs.
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6.5 Régularisation du champ et solution globale

Nous revenons dans cette section sur le cas γ ∈ (1/3, 1/2), mais en envisageant l’éventualité
d’un champ de vecteurs régularisé par l’intermédiaire d’un opérateur supplémentaire. De façon
plus spécifique, nous nous intéresserons au système

(δ̂y)ts =

∫ t

s
Stu dx

(i)
u Sεfi(yu) , y0 = ψ, (6.66)

où fi ∈ Xk, ψ ∈ Bα,p pour des paramètres k et α à préciser, et ε est un paramètre strictement
positif fixé. Nous allons constater qu’en jouant sur l’effet régularisant de Sε, le système (6.66)
est bien plus simple à appréhender que le système (6.64) : le raisonnement de la section 5.4 (et
plus spécifiquement de la preuve du théorème 5.4.1) sera cette fois applicable et conduira à la
mise en évidence d’une unique solution globale.

Remarque 6.5.1. Ce n’est que pour plus de simplicité (et aussi pour se rapprocher du cadre
d’étude de [99]) que nous avons choisi ici un opérateur régularisant de la forme Sε. Il apparaîtra
cependant assez clairement, dans les calculs qui suivent, que nous aurions pu opter pour un
champ plus général

[f̃i(y)](ξ) :=

∫

Rn

K(ξ, η) fi(y)(η) dη, ξ ∈ R
n,

avec K un noyau suffisamment régulier et fi ∈ X3.

6.5.1 Considérations heuristiques

La propriété de régularisation (6.10) du semigroupe Sε nous permet de nous ramener à

une décomposition de l’intégrale
∫ t
s Stu dx

(i)
u Sεfi(yu) similaire à la décomposition (2.25) de

l’intégrale standard, autrement dit à une écriture qui ne fait plus intervenir l’opérateur "mixte"
Xxa. Revenons en effet à l’expression (6.39) :

δ(fi(y))ts = (δx)tsy
x
s · f ′i(ys) +

[

atsys · f ′i(ys)

+ y♯ts · f ′i(ys) + (Xax,i
ts yx,is ) · f ′i(ys) +

∫ 1

0
dr

[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts
]

, (6.67)

mais considérons cette fois le terme entre crochets comme terme résiduel, en tant que processus
évoluant dans Bp (ou éventuellement Bp/2), et notons ce terme fi(y)♯. Ce point de vue est par
exemple légitime si le processus y évolue B1,p, puisque l’on sait que, pour tous s, t ∈ I,

‖atsys · f ′i(ys)‖Bp ≤ c |t− s| ‖f ′i‖∞‖ys‖B1,p ≤ c |t− s|2κ |I|1−2κ ‖f ′i‖∞‖ys‖B1,p .

Pour des raisons de stabilité évidentes, il importera ensuite que l’intégrale
∫ t
s Stu dx

(i)
u Sεfi(yu)

(et en particulier le terme résiduel issu de la décomposition de cette intégrale) soit vu comme
un élément de B1,p, ce qui sera bien entendu rendu possible grâce à l’action de Sε. Par exemple,
par (6.10), on a

‖Sε(f(y)♯)‖B1,p ≤ c ε−1 ‖f(y)♯‖Bp .
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6.5.2 Définition de l’intégrale

En se référant aux considérations précédentes, il advient que seuls les processus Xx,i, Xax,i

et Xxx,i entrent ici en jeu. Nous nous contenterons ainsi d’une version simplifiée de l’hypothèse
10 :

Hypothèse 11. Soit x ∈ Cγ1 (Rm), γ > 1/3. On admettra l’existence d’une suite xε de processus
différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0,

telle que le triplet (Xxε,i, Xaxε,i, Xxεxε,ij) (i, j ∈ {1, . . . ,m}) défini par

Xxε,i
ts :=

∫ t

s
St−u dx

ε,i
u , Xaxε,i

ts :=

∫ t

s
atu dx

ε,i
u , Xxεxε,ij

ts :=

∫ t

s
St−u dx

ε,i
u (δxε,j)us,

converge vers un triplet (Xx,i, Xax,i, Xxx,ij) relativement à la topologie des espaces :

Pour Xx,i : Cγ2 (L(Bp,Bp)) ∩ Cγ2 (L(B1,p,B1,p)) ∩ Cγ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp)) (6.68)

Pour Xax,i : C1+γ2 (L(B1,p,Bp)) (6.69)

Pour Xxx,ij : C2γ2 (L(Bp,Bp)) ∩ C2γ2 (L(B1,p,B1,p)). (6.70)

Par passage à la limite, on récupère en particulier les relations algébriques (souvenons-nous des
notations 6.4.3) :

δ̂Xx,i = 0 (6.71)

Xx,i = Xax,i + δxi (6.72)

δ̂Xxx,ij = Xx,i(δxj). (6.73)

Les opérateurs Xx,i et Xxx,ij commutent avec Sε. (6.74)

Remarque 6.5.2. On fera appel à la propriété de commutativité dans les preuves des propositions
6.5.4 et 6.5.5.

Les processus contrôlés de la section précédente laissent ici place à une structure plus élé-
mentaire :

Définition 6.5.3. Soit I un intervalle de [0, T ]. Pour tout 1/3 < κ < γ, on définit l’espace

Q̃κp(I) :=
{

y ∈ Ĉγ1 (I;B1,p) : (δ̂y)ts = Xx,i
ts y

x,i
s + y♯ts, y

x,i ∈ Cκ1 (I;B1,p) ∩ C01(I;B1,p), y
♯ ∈ C2κ2 (I;B1,p)

}

,

et l’on associe à cette espace la norme

N [y; Q̃κp(I)] := N [yx,i; C01(I;B1,p)] +N [yx,i; Cκ1 (I;B1,p)] +N [y♯; C2κ2 (I;B1,p)].

En particulier, N [y; Ĉγ1 (B1,p)] ≤ cxN [y; Q̃κ,p]. La définition de l’intégrale s’impose ensuite
naturellement :
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Proposition 6.5.4. On fixe un intervalle I = [l1, l2] de [0, T ]. Soit y ∈ Q̃κp(I) admettant pour

décomposition δ̂y = Xx,iyx,i + y♯, avec (κ, p) ∈ (1/3, γ)×N
∗ tels que γ − κ > n/(2p). Sous ces

conditions, on pose

Jts(d̂xi Sεfi(y)) := Xx,i
ts Sεfi(ys) +Xxx,ij

ts Sε(y
x,j
s · f ′i(ys))

+ Λ̂ts

(

Xx,iSεfi(y)
♯ +Xxx,ijSεδ(y

x,j · f ′i(y))
)

, (6.75)

où fi(y)
♯ désigne le terme entre crochets dans (6.67). Alors :

– Jts(d̂xi Sεfi(y)) est bien défini en tant qu’élément de Cγ2 (I;B1,p) et coïncide avec l’intégrale

de Riemann
∫ t
s Stu dx

i
u Sεfi(yu) lorsque x est différentiable.

– Pour tout ψ ∈ B1,p, il existe un unique élément z ∈ Q̃κp(I) tel que z1 = ψ et δ̂z =

J (d̂xi Sεfi(y)).
– On dispose de l’estimation :

N [z; Q̃κp(I)] ≤ c ε−1
{

1 + |I|2(γ−κ)N [y; Q̃κp(I)]2 + |I|2(1−κ) ‖ψ‖2B1,p

}

, (6.76)

pour une certaine constante c > 0.

Démonstration. Il s’agit du même raisonnement que dans la section précédente. Vérifions par
exemple l’estimation du terme résiduel

z♯ts := Xxx,ij
ts Sε(y

x,j
s · f ′i(ys)) + Λ̂ts

(

Xx,iSεfi(y)
♯ +Xxx,ijSεδ(y

x,j · f ′i(y))
)

.

En utilisant tout d’abord (6.70) et (6.10), on obtient

‖Xxx,ij
ts Sε(y

x,j
s · f ′i(ys))‖B1,p ≤ cx |t− s|2γ ε−1‖yx,js · f ′i(ys)‖Bp

≤ c |t− s|2γ ε−1‖yx,js ‖B1,p

≤ c |t− s|2γ ε−1N [y; Q̃κp(I)].

Ecrivons ensuite fi(y)♯ = fi(y)
♯,1+fi(y)

♯,2, avec fi(y)
♯,1
ts := atsys ·f ′i(ys)+y♯ts ·f ′i(ys)+(Xax,i

ts yx,is )·
f ′i(ys), fi(y)

♯,2
ts :=

∫ 1
0 dr [f

′
i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)] · (δy)ts, puis observons les deux estimations :

‖Xx,i
tu Sεfi(y)

♯,1
us‖B1,p

≤ c |t− u|γ ε−1‖fi(y)♯,1us‖Bp
≤ c |t− u|γ ε−1

{

‖(ausys) · f ′i(ys)‖Bp + ‖(Xax,i
us yx,is ) · f ′i(ys)‖Bp + ‖y♯us · f ′i(ys)‖Bp

}

≤ c |t− u|γ ε−1
{

|u− s| ‖ys‖B1,p + |u− s|1+γ ‖yx,is ‖B1,p + ‖y♯us‖B1,p

}

≤ c |t− u|γ ε−1
{

|u− s|2κN [y; Q̃κp(I)] + |u− s|
{

N [y; Q̃κp(I)] + ‖ψ‖B1,p

}}

≤ c |t− s|γ+2κ ε−1
{

N [y; Q̃κp(I)] + |I|1−2κ ‖ψ‖B1,p

}

,



6.5. RÉGULARISATION DU CHAMP ET SOLUTION GLOBALE 163

tandis que, grâce à (6.74),

‖Xx,i
tu Sεfi(y)

♯,2
us‖B1,p = ‖SεXx,i

tu fi(y)
♯,2
us‖B1,p

≤ c |t− u|γ−n/(2p) ε−1‖fi(y)♯,2us‖Bp/2
≤ c |t− u|γ−n/(2p) ε−1‖(δy)us‖2Bp
≤ c |t− u|γ−n/(2p) ε−1

{

‖(δ̂y)us‖2Bp + ‖ausys‖2Bp
}

≤ c |t− u|γ−n/(2p) ε−1
{

|u− s|2γ N [y; Q̃κp(I)]2 + |u− s|2
{

N [y; Q̃κp(I)]2 + ‖ψ‖2B1,p

}}

≤ c |t− s|3γ−n/(2p) ε−1
{

N [y; Q̃κp(I)]2 + |I|2(1−γ) ‖ψ‖2B1,p

}

.

Une série d’estimations plus élémentaires encore, basées sur (6.70), donne par ailleurs

‖Xxx,ij
tu Sεδ(y

x,j · f ′i(y))us‖B1,p

≤ c |t− s|2γ+κ ε−1
{

1 +N [y; Q̃κp(I)]2 + |I|1−κN [y; Q̃κp(I)] · ‖ψ‖B1,p

}

.

En utilisant la propriété de contraction (6.20), on déduit à présent facilement

N [z♯; C2κ2 (I)] ≤ c ε−1
{

1 + |I|2(γ−κ)N [y; Q̃κp(I)]2 + |I|2(1−κ) ‖ψ‖2B1,p

}

.

L’estimation de N [zx,i; C0,κ1 (I;B1,p)] peut être établie avec le même type d’arguments.

Evoquons à présent la propriété de contraction qui va nous permettre de transposer sans
effort le principe de la preuve du théorème 5.4.1.

Proposition 6.5.5. On fixe un intervalle I = [l1, l2] de [0, T ]. Sous les hypothèses de la propo-
sition 6.5.4, soit y, ỹ ∈ Q̃κp(I) tels que yl1 = ỹl1 = ψ, et notons z, z̃ les deux éléments de Q̃κp(I)
définis par

zl1 = z̃l1 = ψ et δ̂z = J (d̂xi Sεfi(y)) , δ̂z̃ = J (d̂xi Sεfi(ỹ)).
Alors

N [z − z̃; Q̃κp(I)] ≤ cx ε
−1 |I|γ−κN [y − ỹ; Q̃κp(I)]

{

1 + |I|2(γ−κ) {N [y; Q̃κp(I)]2 +N [ỹ; Q̃κp(I)]2}+ |I|2(1−κ) ‖h‖2B1,p

}

. (6.77)

Démonstration. Pour tous s, t ∈ I, on a par définition

δ̂(z − z̃)ts = Xx,i
ts Sε(fi(ys)− fi(ỹs)) +Xxx,ij

ts Sε(y
x,j
s · f ′i(ys)− ỹx,js · f ′i(ỹs))

+ Λ̂ts

(

Xx,iSε(fi(y)
♯ − fi(ỹ)♯) +Xxx,ijδ(yx,j · f ′i(y)− ỹx,j · f ′i(ỹ))

)

.

Concentrons-nous uniquement sur le terme le plus difficile à appréhender, ie Xx,iSε(fi(y)
♯,2 −

fi(ỹ)
♯,2), où, suivant les notations de la preuve de la proposition 6.5.4,

fi(y)
♯,2
ts :=

∫ 1

0
dr
[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts.
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On commence pour cela par écrire

fi(y)
♯,2
ts − fi(ỹ)♯,2ts =

∫ 1

0
dr
[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· δ(y − ỹ)ts

+ (δỹ)ts · δ(y − ỹ)ts ·
∫ 1

0
dr r

∫ 1

0
dr′ f ′′i (ys + rr′(δy)ts)

+ (δỹ)2ts ·
∫ 1

0
dr r

∫ 1

0
dr′

[

f ′′i (ys + rr′(δy)ts)− f ′′i (ỹs + rr′(δỹ)ts)
]

,

de telle sorte que

‖fi(y)♯,2ts − fi(ỹ)♯,2ts ‖Bp/2 ≤ c1 ‖δ(y − ỹ)ts‖Bp
{

‖(δy)ts‖Bp + ‖(δỹ)ts‖Bp
}

+ c2 ‖(δỹ)ts‖2Bp {‖ys − ỹs‖B∞ + ‖yt − ỹt‖B∞} .

Observons ensuite que

‖δ(y − ỹ)ts‖Bp ≤ ‖δ̂(y − ỹ)ts‖B1,p + |t− s| ‖(ys − ỹs)− Ssa(ya − ỹa)‖B1,p

≤ c |t− s|γ N [y − ỹ; Q̃κp(I)],

puis

‖(δy)ts‖Bp ≤ ‖(δ̂y)ts‖B1,p + ‖ats(δ̂y)sa‖Bp + ‖atsSsah‖Bp
≤ c |t− s|κ

{

|I|γ−κN [y; Q̃κp(I)] + |I|1−κ ‖h‖B1,p

}

et enfin

‖ys − ỹs‖B∞ ≤ c ‖ys − ỹs‖B1,p ≤ c ‖ys − ỹs − Ssa(ya − ỹa)‖B1,p

≤ c |I|γ−κN [y − ỹ; Q̃κp(I)].

Ces différentes estimations conduisent aisément à

N [fi(y)♯,2 − fi(ỹ)♯,2; C2κ2 (Bp/2)] ≤ c |I|γ−κN [y − ỹ; Q̃κp(I)]
{

1 + |I|2(γ−κ)
{

N [y; Q̃κp(I)]2 +N [ỹ; Q̃κp(I)]2
}

+ |I|2(1−κ) ‖h‖2B1,p

}

.

Le reste de la preuve découle ensuite de calculs standards, essentiellement basés sur l’hypo-
thèse 11.

Nous sommes finalement en mesure de prouver le résultat d’existence globale que nous
annoncions :

Théorème 6.5.1. On suppose l’hypothèse 11 satisfaite. Soit f = (f1, . . . , fm) un champ de
vecteurs composé d’éléments de X3, et (κ, p) ∈ (1/3, γ) × N

∗ tels que γ − κ > n/(2p). Alors,
pour tout ψ ∈ B1,p, le système

(δ̂y)ts = Jts(d̂x(i) Sεfi(y)) , y0 = ψ,

interprété via la proposition 6.5.4, admet une unique solution globale y dans Q̃κp([0, T ]). En
outre,

N [y; Q̃κp([0, T ])] ≤ K(‖ψ‖B1,p , ‖X‖CLγ,κ,p), (6.78)

où K = Kε : (R
+)2 → R

+ est une fonction croissante de ses deux arguments.
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Démonstration. Il suffit de copier la preuve du théorème 5.4.1 en s’appuyant sur (6.76) et
(6.77). Par exemple, avec les notations de la preuve en question, on écrira, grâce à (6.76),

N [z; Q̃κp(INn )] ≤ cx,f,ε

{

1 + ε2(γ−κ)n N [y; Q̃κp(INn )]2 + ε2(1−κ)n ‖ψn‖2B1,p

}

, (6.79)

puis, grâce à (6.77),

N [z(1) − z(2); Q̃κp(INn )] ≤ cx,f,εJN+nN [y(1) − y(2); Q̃κp(INn )], (6.80)

où

Jn := n−(γ−κ) + n−3(γ−κ)+2α2 + n−(γ−κ+2(1−κ))+2α1 .

Les propriétés de stabilité d’un sous-ensemble et de contraction sont ensuite traduites sous la
forme de deux systèmes dont il est facile d’exhiber un couple solution (α1, α2). Pour montrer la
propriété (H) (qui permet le recollement des solutions), il suffit d’adapter (5.66) à l’opérateur δ̂.
L’estimation (6.78) est une conséquence directe du choix de N , en tenant en particulier compte
de la condition d’initialisation de la procédure : ‖ψ‖B1,p ≤ Nα1 .
Nous aurons de toute façon l’occasion de revenir sur cette démarche dans le chapitre suivant,
dans le cadre d’une approche discrète du système (Proposition 7.4.10).

6.6 Construction du chemin rugueux associé à l’équation de la

chaleur

Comme nous l’annoncions en introduction, l’objectif consiste à présent à appliquer les ré-
sultats abstraits des sections 6.3, 6.4 et 6.5 au bruit généré (via la formule (5.92)) par un
processus x γ-höldérien, avec γ > 1/3. Il s’agit donc de donner sens, dans ce contexte, au
chemin X = (Xx, Xax, Xxa, Xxx) qui apparaît dans l’hypothèse 10 (cette hypothèse couvrant
clairement l’hypothèse 9). A cette fin, nous aurons recours à la même idée générale que dans
la section 5.5, autrement dit à des arguments élémentaires d’intégration par parties.

On rappelle que lorsque x est un processus différentiable, les opérateurs Xx, Xax, Xxa et
Xxx sont définis par les formules

Xx,i
ts (ϕ)(ξ) :=

∫ t

s
Stu(ϕ)(ξ) dx

i
u , Xax,i

ts (ϕ)(ξ) :=

∫ t

s
atu(ϕ)(ξ) dx

i
u, (6.81)

Xxa,i
ts (ϕ, ψ)(ξ) :=

∫ t

s
Stu((ausϕ) · ψ)(ξ) dxiu (6.82)

Xxx,ij
ts (ϕ)(ξ) :=

∫ t

s
Stu(ϕ)(ξ) dx

i
u (δx

j)us. (6.83)

En introduisant l’aire de Lévy x
2,ij
ts :=

∫ t
s dx

i
u (δx

j)us, il n’est pas difficile de constater que ces
expressions sont équivalentes à
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Xx,i
ts = x

1,i
ts +

∫ t

s
∆Stux

1,i
us du (6.84)

Xax,i
ts =

∫ t

s
∆Stux

1,i
us du (6.85)

Xxa,i
ts =

∫ t

s
Xx,i
tu (∆Sus ⊗ Id) du (6.86)

Xxx,ij
ts = x

2,ij
ts +

∫ t

s
∆Stu x

2,ij
us du. (6.87)

C’est ce type de formulation qui laisse entrevoir les possibilités d’extension des opérateurs
à un processus höldérien. Il faudra bien entendu prendre garde au fait que l’estimation de
l’opérateur ∆Stu est susceptible d’entraîner l’apparition d’une singularité (en |t− u|−1−α, α ≥
0) sous l’intégrale.

Précisons brièvement comment obtenir (6.86). Il suffit en fait de remarquer que

∫ t

s
Stu((ausϕ) · ψ) dxiu = −

∫ t

s
du ∂u(X

x,i
tu )((ausϕ) · ψ),

où, dans cette dernière intégrale, la dérivée partielle ∂u ne s’applique qu’à l’opérateur Xx,i
tu .

Ensuite,

−
∫ t

s
du ∂u(X

x,i
tu )((ausϕ) · ψ) =

[

−Xx,i
tu ((ausϕ) · ψ)

]t

s
+

∫ t

s
duXx,i

tu (∂u(ausϕ) · ψ)

=

∫ t

s
duXx,i

tu ((∆Susϕ) · ψ).

Remarque 6.6.1. A ce stade, il n’est pas tout à fait évident que les intégrales
∫ t
s ∆Stu(δx

i)us du,...
donnent effectivement naissance à des opérateurs agissant sur Bα,p. Nous ne considérons pour
le moment ces expressions qu’en tant qu’opérateurs agissant sur l’espace C∞c des fonctions lisses
à support compact. Le prolongement aux espaces Bα,p résultera d’un argument de continuité
(voir la preuve de la proposition 6.6.2).

Proposition 6.6.2. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm) × C2γ2 (Rm,m), pour un certain coefficient γ > 1/3. Alors toute suite xε de
processus différentiables telle que

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)] +N [xε,2 − x
2; C2γ2 ([0, T ];Rm,m)]

ε→0−→ 0

satisfait l’hypothèse 10.

Démonstration. Nous nous contenterons d’estimer la norme des opérateurs définis par (6.84)-
(6.87) relativement aux topologies en jeu dans l’hypothèse 10, pour un processus différentiable
noté également x (pour plus de clarté). Le résultat de convergence recherchée découlera ensuite
immédiatement de ces estimations.

Cas de Xx,i. Les normes concernées ici sont les suivantes

N [Xx,i; Cγ2 (L(Bp,Bp))] (6.88)
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N [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))] (6.89)

N [Xx,i; Cγ−n/2p2 (L(Bp/2,Bp))]. (6.90)

Réécrivons (6.84) sous la forme :

Xx,i
ts = Stsx

1,i
ts −

∫ t

s
∆Stux

1,i
tu du. (6.91)

A partir de cette expression, on déduit aisément

‖Xx,i
ts (ϕ)‖Bκ,p ≤ ‖Sts(ϕ)‖Bκ,p |x1,i

ts |+
∫ t

s
‖∆Stu(ϕ)‖Bκ,p |x1,i

tu |du

≤ c ‖ϕ‖Bκ,p‖xi‖γ
(

|t− s|γ +
∫ t

s
|t− u|−1+γdu

)

≤ c ‖ϕ‖Bκ,p‖xi‖γ |t− s|γ ,

inégalité d’ailleurs valable pour tout κ ≥ 0, ce qui prouve à la fois (6.88) et (6.89). Pour (6.90),
on repart de (6.91) en ayant à l’esprit les deux propriétés ‖Sts(ϕ)‖Bp ≤ c ‖ϕ‖Bp/2 |t− s|−n/2p et

‖∆Sts(ϕ)‖Bp ≤ c ‖ϕ‖Bp/2 |t− s|−1−n/2p, ce qui donne

‖Xx,i
ts (ϕ)‖Bp ≤ c ‖ϕ‖Bp/2‖xi‖γ |t− s|γ−n/2p

pour tout p tel que γ − n/2p > 0. Cette estimation correspond à la norme (6.90).

Cas de Xax,i. La norme est dictée par (6.51). Là encore, commençons par observer que Xax,i

s’écrit aussi

Xax,i
ts = atsx

1,i
ts −

∫ t

s
∆Stux

1,i
tu du.

Dès lors,

‖Xax,i
ts (ϕ)‖Bp ≤ ‖ats(ϕ)‖Bp |x1,i

ts |+
∫ t

s
‖∆Stu(ϕ)‖Bp |x1,i

tu |du,

estimation qui, associée aux deux propriétés

‖ats(ϕ)‖Bp ≤ c ‖ϕ‖Bκ,p |t− s|κ ‖∆Stu(ϕ)‖Bp ≤ c ‖ϕ‖Bκ,p |t− u|−1+κ

permet effectivement d’affirmer

N [Xax,i
ts ;L(Bκ,p,Bp)] ≤ cx |t− s|γ+κ . (6.92)

Cas de Xxa,i. Si l’on se réfère à (6.52), l’objectif consiste à contrôler les normes suivantes :

N [Xxa,i; Cγ+κ−n/(2p)2 (L(Bκ,p × Bp,Bp))] et N [Xxa,i; Cγ2 (L(Bκ,p × Bκ,p,Bκ,p))]. (6.93)

A cette fin, exprimons Xxa,i
ts sous la forme

Xxa,i
ts = Xx,i

ts (ats ⊗ Id)−
∫ t

s
StuX

x,i
us (∆Sus ⊗ Id) du. (6.94)

On déduit alors

‖Xxa,i
ts (ϕ, ψ)‖Bp ≤ c1 |t− s|γ−n/(2p)

{

N [Xx,i; Cγ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp))]‖(atsϕ) · ψ‖Bp/2
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+c2N [Xx,i; Cγ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp))]
∫ t

s
|u− s|γ‖(∆Susϕ) · ψ‖Bp/2du

}

.

Or
‖(atsϕ) · ψ‖Bp/2 ≤ ‖atsϕ‖Bp‖ψ‖Bp ≤ c |t− s|κ ‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bp

et
‖(∆Susϕ) · ψ‖Bp/2 ≤ c ‖∆Susϕ‖Bp‖ψ‖Bp ≤ c |u− s|−1+κ ‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bp ,

ce qui permet de conclure

‖Xxa,i
ts (ϕ, ψ)‖Bp ≤ cN [Xx,i; Cγ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp))]‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bp |t− s|γ+κ−n/(2p),

et la première estimation relative à (6.93) est ainsi vérifiée. En ce qui concerne la seconde, on
a, toujours à partir de (6.94),

‖Xxa,i
ts (ϕ, ψ)‖Bκ,p ≤ c1N [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))]‖(atsϕ) · ψ‖Bκ,p

+ c2N [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))]
∫ t

s
|u− s|γ‖(∆Susϕ) · ψ‖Bκ,pdu.

En utilisant le fait que Bκ,p est une algèbre de Banach, on déduit ensuite

‖(atsϕ) · ψ‖Bκ,p ≤ ‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bκ,p ,

mais aussi

‖(∆Susϕ) · ψ‖Bκ,p ≤ ‖∆Susϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bκ,p ≤ c |u− s|−1 ‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bκ,p ,

d’où

‖Xxa,i
ts (ϕ, ψ)‖Bp ≤ cN [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,p,Bκ,p))]‖ϕ‖Bκ,p‖ψ‖Bκ,p(|t− s|γ +

∫ t

s
|u− s|γ−1du),

ce qui conduit à l’estimation recherchée.

Cas de Xxx,ij . Il s’agit de contrôler les normes

N [Xxx,ij ; C2γ2 (L(Bp,Bp))], (6.95)

N [Xxx,ij ; C2γ2 (L(Bα,p,Bα,p))] et N [Xxx,ij ; C2γ2 (L(Bα,p,Bp))]. Nous nous concentrerons unique-
ment sur (6.95), les autres estimées pouvant être obtenues de façon similaire.

Ecrivons d’abord Xxx,ij
ts sous la forme

Xxx,ij
ts = Stsx

2,ij
ts −

∫ t

s
∆Stu

[

x
2,ij
tu + x

1,i
tu x

1,j
us

]

du.

A partir de cette expression, on obtient immédiatement

N [Xxx,ij
ts (ϕ);Bp]

≤ cx

{

‖Sts(ϕ)‖Bp ||t− s|2γ +
∫ t

s
‖∆Stu(ϕ)‖Bp [|t− u|2γ + |t− u|γ |u− s|γ |]du

}

≤ cx

{

‖ϕ‖Bp ||t− s|2γ + ‖ϕ‖Bp
∫ t

s
|t− u|−1 [|t− u|2γ + |t− u|γ |u− s|γ |]du

}

≤ cx ‖ϕ‖Bp |t− s|2γ ,

ce qui constitue la relation escomptée.
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Grâce à cette proposition, nous sommes en mesure de retranscrire les théorèmes abstraits
6.3.1 et 6.4.1 dans le cadre plus familier des rough paths standards :

Théorème 6.6.1. Soit x = (x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm) × C2γ2 (Rm,m) (γ > 1/3) un 2-rough path
géométrique, à partir duquel on définit un bruit X via la formule

Xt(ϕ) :=
m
∑

i=1

xit fi(ϕ),

pour des éléments fi que l’on suppose dans l’espace X3. Dans ce contexte, l’équation de la
chaleur rugueuse sur R

n

(δ̂y)ts =

∫ t

s
Stu dXu(yu), y0 = ψ ∈ Bκ,p, (6.96)

interprétée grâce à la proposition 6.3.2 si γ > 1/2 et à la proposition 6.4.8 si γ ∈ (1/3, 1/2],
admet :

– Une unique solution globale dans Ĉ0,κ1 ([0, T ],Bκ,p) si γ > 1/2, où le couple (κ, p) ∈
(0, 1/2)× N

∗ est tel que γ + κ > 1 et 2κp > n.
– Une unique solution locale dans Q̂κκ,p([0, T ∗]) si γ ∈ (1/3, 1/2], où le couple (κ, p) ∈
(1/3, γ) × N

∗ est tel que γ − κ > n/(2p), et où T ∗ est un temps strictement positif qui
dépend de la condition initiale ψ et (accessoirement) des paramètres γ, κ, p, n.

En reprenant les arguments de la preuve de la proposition 6.6.2, il n’est ensuite pas difficile
de se convaincre que les expressions (6.84), (6.85) et (6.87) (qui font sens dès que x permet la
construction d’un 2-rough path) viennent également répondre aux critères de l’hypothèse 11,
et l’on est là encore en mesure de traduire le théorème 6.5.1 :

Théorème 6.6.2. On fixe un paramètre ε > 0. Soit x = (x1,x2) ∈ Cγ2 (Rm) × C2γ2 (Rm,m)
(γ > 1/3) un 2-rough path géométrique, à partir duquel on définit un bruit Xε via la formule

Xε
t (ϕ) :=

m
∑

i=1

xit Sεfi(ϕ),

pour des éléments fi que l’on suppose dans l’espace X3. Alors l’équation de la chaleur rugueuse
sur R

n

(δ̂y)ts =

∫ t

s
Stu dX

ε
u(yu), y0 = ψ ∈ Bκ,p, (6.97)

interprétée grâce à la proposition 6.5.4, admet une unique solution globale dans Q̃κp([0, T ]), où
le couple (κ, p) ∈ (1/3, γ)× N

∗ est tel que γ − κ > n/(2p).

6.7 Le cas rugueux d’ordre 3

Pour clore ce chapitre, nous nous proposons d’évoquer le cas où le coefficient de régularité γ
de x est compris entre 1/4 et 1/3, situation que nous qualifions d’ordre 3 en référence à l’étude
du système standard (voir la sous-section 2.2.3), pour laquelle l’intervention du volume de Lévy
x
3 est nécessaire.

Ces quelques considérations nous permettront de conforter la viabilité de notre approche du
système (6.5). Dans un souci de concision, les constructions qui suivent ne seront pas détaillées
avec autant de précision que dans les sections précédentes et nous nous restreindrons aux
grandes lignes du raisonnement.
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6.7.1 Construction de l’intégrale

On fixe un coefficient γ ∈ (1/4, 1/3], qui représente donc implicitement la régularité de
x. En se référant à la démarche impulsée dans les sections précédentes, nous savons que pour
être mesure d’inverser δ̂ via Λ̂, nous devons ici chercher à identifier un terme "d’ordre 4" lors
de la dissection de l’intégrale, ou plus exactement d’ordre γ + 3κ, avec κ un coefficient tel
que κ < γ et γ + 3κ > 1. Dans ce contexte, le point crucial, à la base des constructions
de cette section, est l’existence (évidente) d’un élément κ ∈ (0, 1/4) qui satisfait ces deux
dernières conditions. L’espace B2κ,p conserve alors la propriété fondamentale retranscrite par la
proposition 6.2.4, et l’on peut envisager l’éventualité d’une solution évoluant dans cet espace.
L’opérateur Xxa,i introduit dans la section 6.4, et qui représente moralement l’intégrale Xxa,i

ts =
∫ t
s Stu dx

i
u (aus ⊗ Id), devient un opérateur d’ordre 3 :

Xxa,i ∈ Cγ+2κ
2 (B2κ,p × Bp,Bp).

En tenant compte de cette observation, mais aussi en ayant à l’esprit les considérations de la
sous-section 2.2.3, il semble approprié d’introduire l’espace de processus contrôlés suivant :

Qκ2κ,p := {y ∈ Ĉκ1 (B2κ,p) : (δ̂y)ts = Xx,i
ts y

x,i
s +Xxx,ij

ts yxx,ijs + y♯ts,

(δyx,i)ts = (δxj)ts · yxx,jis + yx,♯,its ,

yx,i ∈ C01(B2κ,p) ∩ Cκ1 (Bp) , yxx,ij ∈ C01(B2κ,p) ∩ Cκ1 (Bp) , y♯ ∈ Cγ2 (B2κ,p) ∩ C3κ2 (Bp) ,
yx,♯,i ∈ C2κ2 (Bp)}, (6.98)

avec la norme naturelle qui lui est associée.

Suivant la procédure usuelle, on suppose dans un premier temps le processus x différentiable
et l’on définit les opérateurs Xx,i et Xxx,ij par les formules

Xx,i
ts :=

∫ t

s
Stu dx

i
u , Xxx,ij

ts :=

∫ t

s
Stu dx

j
u (δx

i)us. (6.99)

Par ailleurs, comme dans la section 6.4, l’entier p est choisi tel que 4κp > n, et de cette façon,
B2κ,p est une algèbre de Banach. On suppose enfin que fi ∈ X3 (voir la définition 6.3.5) et l’on
pose [f ′′i (ϕ)](ξ) := ∂2yσi(ξ, ϕ(ξ)).

Avec ces notations, si y ∈ Qκ2κ,p, un développement de Taylor élémentaire fournit

(δfi(y))us = (Xx,j
us y

x,j
s ) · f ′i(ys) + (Xxx,jkyxx,jks ) · f ′i(ys) + ausys · f ′i(ys) +

1

2
(δy)2us · f ′′i (ys)

+ y♯us · f ′i(ys) +
∫ 1

0
dr r

∫ 1

0
dr′

[

f ′′i (ys + rr′(δy)us)− f ′′i (ys)
]

· (δy)2us

= x
1,j
us · yx,js · f ′(ys) + x

2,jk
us · yxx,jks · f ′i(ys) + ausys · f ′i(ys) +

1

2
(δy)2us · f ′′i (ys)

+ (Xax,j
us yx,js ) · f ′i(ys) +Xaxx,jk(yxx,jks ) · f ′i(ys)

+ y♯us · f ′i(ys) +
∫ 1

0
dr r

∫ 1

0
dr′

[

f ′′i (ys + rr′(δy)us)− f ′′i (ys)
]

· (δy)2us
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et donc, en isolant les termes d’ "ordre 3",

(δfi(y))us = x
1,j
us · yx,js · f ′(ys) + x

2,jk
us · yxx,jks · f ′i(ys) + ausys · f ′i(ys)

+
1

2
(δxj)usy

x,j
s · (δxk)usyx,ks · f ′′i (ys) + fi(y)

♯
us.

= x
1,j
us · yx,js · f ′i(ys) + x

2,jk
us ·

{

yxx,jks · f ′i(ys) + yx,js · yx,ks · f ′′i (ys)
}

+ ausys · f ′i(ys)
+ fi(y)

♯
us, (6.100)

où fi(y)
♯
ts est un terme résiduel relativement long (mais facile) à expliciter, et que l’on peut

décomposer en fi(y)
♯
ts =

∑3
k=1 fi(y)

♯,k
ts , avec (lorsque l’on revient à un processus x γ-höldérien)

N [fi(y)♯,kts ;Bp/k] ≤ cx,f |t− s|3κ
(

1 +N [y;Qκ2κ,p]3
)

. (6.101)

Il convient bien sûr de préciser que dans le calcul qui nous a menés à (6.100), nous avons
introduit les opérateurs

Xax,i
ts :=

∫ t

s
atu dx

i
u , Xaxx,ij

ts :=

∫ t

s
atu dx

j
u (δx

i)us, (6.102)

et utilisé la relation de symétrie

x
2,jk
us + x

2,kj
us = (δxj)us(δx

k)us.

Quant à l’estimation (6.101), elle est (en partie) obtenue grâce aux hypothèses de régularité
naturelles :

Xax,i ∈ Cγ+2κ
2 (L(B2κ,p × Bp,Bp)), et Xaxx,ij ∈ C2γ+2κ

2 (L(B2κ,p,Bp)). (6.103)

A présent, en vue d’interpréter Jts(d̂xi fi(y)) en présence de processus irréguliers, il suffit
d’injecter l’expression (6.100) dans la décomposition

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu) = Xx,i

ts fi(ys) +

∫ t

s
Stu dx

i
u δfi(y)us,

pour obtenir

∫ t

s
Stu dx

i
u fi(yu) = Xx,i

ts fi(ys) +Xxx,ij
ts (yx,is · f ′j(ys)) +Xxa,i

ts (ys, f
′
i(ys))

+Xxxx,ijk
ts (yxx,ijs · f ′k(ys) + yx,is · yx,js · f ′′k (ys)) + rts, (6.104)

avec rts :=
∫ t
s Studx

i
u fi(y)

♯
us. L’opérateur Xxxx,ijk est ici défini par

Xxxx,ijk
ts :=

∫ t

s
Stu dx

k
u x

2,ij
us , (6.105)

et l’on associe à cet opérateur l’hypothèse de régularité légitime

Xxxx,ijk ∈ C3γ2 (L(B2κ,p,B2κ,p)) ∩ C3γ2 (L(Bp,Bp)). (6.106)

Conformément aux considérations de la section 6.4.1, il reste uniquement à établir le fait que δ̂r
est un terme d’ordre 4, en tant que processus à valeurs dans Bp. Nous allons plus précisément
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montrer que δ̂r ∈ Cγ+3κ−n/p
3 (Bp). Il suffira ensuite de choisir p assez grand pour que γ + 3κ−

n/p > 1.

Pour calculer δ̂r, nous supposerons l’ensemble des conditions algébriques de l’hypothèse 10
satisfaites, et nous ajouterons à ces relations le comportement algébrique de Xxxx :

(δ̂Xxxx,ijk)tus = Xx,k
tu x

2,ij
us +Xxx,jk

tu x
1,i
us . (6.107)

En ce qui concerne les conditions analytiques, nous avons déjà mentionné l’hypothèse (6.106),
à laquelle nous ajoutons une version légèrement modifiée des conditions de l’hypothèse 10 :

Xx,i ∈ Cγ2 (L(Bp,Bp)) ∩ Cγ2 (L(B2κ,p,B2κ,p)) (6.108)

Xx,i ∈ Cγ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp)) ∩ Cγ−n/p2 (L(Bp/3,Bp)) (6.109)

Xxx,ij ∈ C2γ2 (L(Bp,Bp)) ∩ C2γ2 (L(B2κ,p,B2κ,p)) ∩ C2γ−n/(2p)2 (L(Bp/2,Bp)). (6.110)

Par ailleurs, en vue de clarifier la présentation du développement, nous aurons recours à la
notation ≈ pour signifier "congru à un terme d’ordre au moins γ + 3κ− n/p", ou en d’autres

termes : pour tous h, l ∈ C3(Bp), h ≈ l ⇔ h− l ∈ Cγ+3κ−n/p
3 (Bp). Avec cette convention, notre

objectif est donc d’établir la relation δ̂r ≈ 0.

En revenant à (6.104), on a, par (6.18),

−(δ̂r)tus
= −Xx,i

tu δ(fi(y))us + (δ̂Xxx,ij)tus(y
x,i
s · f ′j(ys))−Xxx,ij

tu δ(yx,i · f ′j(y))us
+(δ̂Xxxx,ijk)tus(y

xx,ij
s · f ′k(ys) + yx,is · yx,js · f ′′k (ys))

−Xxxx,ijk
tu δ(yxx,ij · f ′k(y) + yx,i · yx,j · f ′′k (y))us

+(δ̂Xxa,i)tus(ys, f
′
i(ys))−Xxa,i

tu ((δy)us, f
′
i(ys))−Xxa,i

tu (yu, δ(f
′
i(y))us).

On peut d’ores et déjà observer que les cinquième et huitième termes de cette dernière somme
admettent la régularité escomptée. En utilisant les relations algébriques satisfaites par les opé-
rateurs, ainsi que la décomposition (6.100), on déduit ensuite

−(δ̂r)tus
≈ −Xxx,ij

tu ((δyx,i)us · f ′j(ys))−Xxx,ij
tu (yx,iu · δ(f ′i(y))us)

+Xxx,jk
tu

(

x
1,i
us ·

{

yxx,ijs · f ′k(ys) + yx,is · yx,js · f ′′k (ys)
})

+Xxa,i
tu (ausys, f

′
i(ys))−Xxa,i

tu ((δy)us, f
′
i(ys))

≈ −Xxx,ij
tu (yx,♯,ius · f ′j(ys))−Xxa,i

tu ((δ̂y)us, f
′
i(ys))

−Xxx,ij
tu

(

yx,iu · δ(f ′j(y))us − x
1,k
us · yx,ks · yx,is · f ′′j (ys)

)

≈ −Xxx,ij
tu

(

yx,iu ·
{

δ(f ′j(y))us − x
1,k
us · yx,ks · f ′′(ys)

})

.

Finalement, il est facile de voir que (δf ′i(y))us = x
1,k
us · yx,ks · f ′′i (ys) + f ′i(y)

♯
us, où f ′i(y)

♯ est tel
que

N [f ′i(y)♯ts;Bp/2] ≤ cx,f |t− s|2κN [y;Qκ2κ,p]2,
En se référant à l’hypothèse (6.110), cette inégalité permet de conclure δ̂r ≈ 0, ce qui achève
le raisonnement.

Formalisons à présent ces résultats, en fixant tout d’abord les conditions relatives à x :
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Hypothèse 12. Soit x ∈ Cγ1 (Rm), γ ∈ (1/4, 1/3]. On admet qu’il existe une suite xε de
processus différentiables vérifiant

N [xε − x; Cγ1 ([0, T ];Rm)]
ε→0−→ 0

telle que les opérateurs

Xxε,i, Xaxε,i, Xxεxε,ij , Xxεa,i, Xaxεxε,ij , Xxεxεxε,ijk

définis par (6.99), (6.102) et (6.105), convergent relativement aux normes associées aux condi-
tions (6.108)-(6.110), (6.103) et (6.106), et ce pour un triplet (γ, κ, p) tel que

γ ∈ (1/4, 1/3] , κ ∈ (0, 1/4) , p ∈ N
∗ , κ > n/p , γ − κ > n/p , γ + 3κ− n/p > 1.

Les processus limites, notés

Xx,i, Xax,i, Xxx,ij , Xxa,i, Xaxx,ij , Xxxx,ijk,

vérifient alors les relations algébriques qui apparaissent dans l’hypothèse 10, ainsi que la relation
(6.107).

Nous venons alors de prouver :

Proposition 6.7.1. On fixe un intervalle I = [l1, l2] de [0, T ]. Sous l’hypothèse 12 et en
supposant que f = (f1, . . . , fm) avec fi ∈ X3, on pose, pour tout y ∈ Qκ2κ,p(I), J (d̂xi fi(y)) :=
(Id−Λ̂δ̂)(J), où, pour tous s < t,

Jts := Xx,i
ts fi(ys) +Xxx,ij

ts (yx,is · f ′j(ys)) +Xxa,i
ts (ys, f

′
i(ys))

+Xxxx,ijk
ts (yxx,ijs · f ′k(ys) + yx,is · yx,js · f ′′k (ys)). (6.111)

Alors :

1. J (d̂xi fi(y)) est bien défini en tant qu’élément de Cγ2 (I;B2κ,p) et coïncide avec l’intégrale

de Riemann
∫ t
s Stu dx

i
u fi(yu) lorsque x est un processus différentiable.

2. Pour tout ψ ∈ B2κ,p, il existe un unique processus z ∈ Qκ2κ,p(I) tel que zl1 = ψ et

(δ̂z)ts = Jts(d̂xi fi(y)) si s < t ∈ I.
3. On dispose de l’estimation

N [z;Qκ2κ,p(I)] ≤ cf,X
{

1 +N [y; C01(I;B2κ,p)]
3 + TαN [y;Qκ2κ,p(I)]3

}

, (6.112)

pour un certain coefficient α > 0.

6.7.2 Résolution du système différentiel

Une fois munis de l’estimation (6.112), la résolution locale du système découle des arguments
de point fixe standards, et aboutit à l’énoncé :

Théorème 6.7.1. On suppose l’hypothèse 12 satisfaite et le champ f = (f1, . . . , fm) composé
d’éléments de X4. Pour tout ψ ∈ B2κ,p, il existe un temps T0 > 0 tel que le système

(δ̂y)ts = Jts(d̂xi fi(y)) , y0 = ψ, (6.113)

interprété grâce à la proposition 6.7.1, admet une unique solution y dans Qκ2κ,p([0, T0]).
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L’application de ce théorème abstrait passe ensuite par le prolongement du chemin

X
ε := (Xxε,i, Xaxε,i, Xxεxε,ij , Xxεa,i, Xaxεxε,ij , Xxεxεxε,ijk)

à tout 3-rough path géométrique x = (x1,x2,x3) ∈ Cγ2 (Rm)× C2γ2 (Rm,m)× C3γ2 (Rm,m,m) (voir
l’hypothèse 2). On suit pour cela la même stratégie que dans la section 6.6, en reprenant les
formules (6.84)-(6.87), auxquelles s’ajoutent les deux expressions

Xaxx,ij
ts :=

∫ t

s
∆Stu x

2,ij
us du,

Xxxx,ijk
ts := x

3,ijk
ts +

∫ t

s
∆Stu x

3,ijk
us du.



Chapitre 7

Schémas d’approximation

7.1 Introduction

On poursuit dans ce chapitre l’analyse de l’équation de la chaleur rugueuse (5.91), en adop-
tant cette fois un point de vue plus "discret", à travers la mise en place de schémas numériques
facilement implémentables visant à approcher la solution y. L’efficacité de ces schémas va ré-
sulter du rapprochement de deux types d’idées : D’une part, les considérations relatives à la
discrétisation du système rugueux standard, telles qu’elles apparaissent dans le chapitre 3 ou
dans [25] ; d’autre part, des méthodes classiques d’approximation de solutions d’EDPS dirigées
par un bruit de Wiener, et en particulier la méthode de Galerkin. Il serait vain de tenter de
fournir une liste exhaustive des très nombreux travaux afférents à ce dernier sujet, et nous nous
contenterons de citer les références que constituent [52] ou [53].

Comme nous le verrons dans les sections 7.3 et 7.4, la structure des schémas sera en fait
directement dictée par les constructions de l’intégrale rugueuse

∫ t
s St−u dx

i
u fi(yu) établies dans

le chapitre précédent. Si l’on se réfère par exemple à (6.25) ou à (6.75), il apparaît dans les
deux cas que l’intégrale se décompose sous la forme

(δ̂y)ts =

∫ t

s
St−u dx

i
u fi(yu) =Mts +Rts, (7.1)

avec M un terme "principal" et R = Λ̂(J) un terme "résiduel" (à ne pas confondre cependant
avec le résidu associé à la structure de processus contrôlé pour (6.75)) caractérisé par une grande
régularité vis-à-vis du couple (s, t). De façon tout à fait naturelle, les schémas que nous nous
apprêtons à étudier ne retiendrons que le terme principal entre deux temps de discrétisation,
pour s’écrire :

yntni+1
= Stni+1t

n
i
yntni +Mtni+1t

n
i
, yn0 = ψ,

où 0 = tn0 < tn1 < . . . < tnn = T est une partition de [0, T ] dont le pas tend vers 0. Le
raisonnement est en cela proche des récents travaux de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] pour
le traitement d’un bruit de Wiener : pour obtenir des schémas numériques particulièrement
efficaces, les deux auteurs prennent en effet appui sur un développement de Taylor de la solution
du système, ce qui correspond exactement à une décomposition de la forme (7.1).

A la différence du chapitre précédent, l’équation sera ici considérée sur L2([0, 1]), avec des
conditions au bord de type Dirichlet, et ce pour profiter de la diagonalisabilité du semigroupe
associé. Il n’est pas difficile de constater (ce que nous ferons dans la section 7.2) qu’une grande
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partie des propriétés et du formalisme présentés dans la section 6.2 trouve son équivalent dans
ce contexte, ce qui permettra en particulier de transposer sans justification supplémentaire
les résultats des sections 6.3 et 6.5. On ne pourra en revanche retranscrire les résultats des
sections 6.4 et 6.7, pour lesquels il importait que le paramètre p (dans Lp(Rn)) soit très grand.
L’étude de schémas d’approximation n’est de toute façon véritablement permise que lorsque
l’on dispose au préalable d’un résultat d’existence globale d’une solution, que ne fournissent pas
les théorèmes 6.4.1 et 6.7.1. Nous serons ainsi contraints de nous limiter aux deux situations
suivantes :

(i) Cas Young : le système se présente sous la forme

(δ̂y)ts =

∫ t

s
St−u dx

i
u fi(yu), y0 = ψ, (7.2)

avec ψ une condition initiale dans un espace de Sobolev à préciser, x un processus γ-höldérien
pour un certain coefficient γ > 1/2, et fi les opérateurs de Nemytskii associés à des fonctions
f̃i : R→ R régulières, c’est-à-dire

fi(y)(ξ) := f̃i(y(ξ)) pour tout y ∈ L2([0, 1]).

(ii) Cas rugueux en présence d’un champ régularisé : Le système s’écrit

(δ̂y)ts =

∫ t

s
St−u dx

i
u Sεfi(yu), y0 = ψ, (7.3)

où les notations ont la même signification que ci-dessus, mais où γ ∈ (1/3, 1/2] et ε est un
paramètre supplémentaire strictement positif fixé.

La stratégie que nous allons adopter dans les deux cas sera divisée en trois étapes, chacune
d’entre elles correspondant à un type de discrétisation différent :

(a) D’abord, une discrétisation du processus directeur x, rendue possible grâce aux propriétés
de continuité de l’application d’Itô associée au système. Nous reviendrons d’ailleurs en détail
sur ce dernier point, quelque peu négligé dans le chapitre précédent.

(b) Ensuite, une discrétisation en temps suivant la décomposition (7.1), comme nous l’avons
évoqué ci-dessus. Les systèmes (7.2) et (7.3) recevront à cette étape des traitements bien dis-
tincts : pour (7.2), la simplicité de la construction (6.25) de l’intégrale pousse à l’étude d’un
prolongement continu du schéma, tandis que pour (7.3), nous aurons plutôt recours à un rai-
sonnement discret, plus proche des preuves de [25].

(c) Enfin, une discrétisation en espace, qui consiste globalement à projeter le système sur un
espace de dimension finie, conformément à la méthode de Galerkin. L’efficacité de la procédure
sera ici assurée par la régularité (en espace) de la solution.

A notre connaissance, il s’agit là de la première tentative de mise en place de schémas
d’approximation pour des EDP impliquant un bruit fractionnaire. Grâce aux estimations du
chapitre 3, nous serons en outre en mesure d’exhiber un taux de convergence explicite pour cha-
cun de ces schémas lorsque x désigne un mBf. Dans l’énoncé de ces résultats, la distance entre
la solution exacte y et son approximation yM,N sera comme dans les chapitres précédents expri-
mée à l’aide d’une norme höldérienne, topologie inhérente à la méthodologie rough paths. Ceci
rend malheureusement délicate la comparaison avec les taux obtenus par Jentzen et Kloeden
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ou Hausenblas dans le cas d’un bruit de Wiener (voir les références ci-dessus), leurs résultats
faisant appel à la norme du supremum sur [0, T ]. Nous devrons pour notre part nous contenter
de conjectures basées sur l’observation de l’erreur empirique pour quelques simulations (voir
les sous-sections 7.3.6 et 7.4.6).

Le chapitre est organisé de la façon suivante : La section 7.2 viendra très brièvement préciser
le cadre dans lequel s’incrit notre analyse ; elle soulignera surtout les analogies avec le modèle
étudié dans le chapitre précédent. La section 7.3 est dédiée à l’étude d’un schéma numérique
pour le système dans la configuration (i) ; seule une discrétisation basée sur un développement
d’ordre 1 sera ici requise, de telle sorte que l’algorithme pourra être perçu comme une simple
adaptation du schéma d’Euler classique. Nous traiterons ensuite, dans la section 7.4, la confi-
guration (ii) ; le schéma associé mettra logiquement en scène un développement d’ordre 2, et
ressemblera ainsi davantage, comme dans le chapitre 3, au schéma de Milstein standard. Enfin,
l’appendix contient la preuve détaillée du résultat fondamental de la section 7.4.

7.2 Cadre d’étude

On considérera l’opérateur laplacien ∆ sur l’espace hilbertien l’espace hilbertien B :=
L2([0, 1]) avec conditions au bord de Dirichlet. Cet opérateur est diagonalisable, et l’on fixe
d’ailleurs dès à présent une base orthonormée de B constituée de vecteurs propres :

en(ξ) :=
√
2 sin(πnξ) (n ∈ N

∗), et les valeurs propres relatives λn := π2n2.

On notera (dans cette section du moins) (yn)n les coefficients d’une fonction y dans cette
base. Pour tout N ∈ N

∗, PN désignera l’opérateur de projection sur le sous-espace VN :=
Vect {en, 1 ≤ n ≤ N}.

Munis de ces notations, les espaces de Sobolev fractionnaires construits sur B deviennent
très faciles à caractériser :

Définition 7.2.1. Pour tout κ ≥ 0, on notera Bκ l’espace de Sobolev associé à l’opérateur
fractionnaire (−∆)κ, espace que l’on peut caractériser par

Bκ = {y ∈ L2([0, 1]) :
∞
∑

n=1

λ2κn (y
n)2 <∞}, (7.4)

et l’on munit cet espace de sa norme naturelle

‖y‖2Bκ = ‖(−∆)κy‖2B =
∞
∑

n=1

λ2κn (y
n)2. (7.5)

En outre, pour tout κ < 0, on pose Bκ := (B−κ)′, et B = B0 = L2([0, 1]).

Les propriétés élémentaires de ces espaces sont tout à fait analogues à celles du chapitre
précédent :

Proposition 7.2.2. Avec les notations ci-dessus, on dispose des propriétés :
– Inclusions de Sobolev : Si κ > 1/4 et 0 < µ < 2κ − 1/2, alors Bκ est inclus de façon

continue dans l’espace Cµ([0, 1]) des fonctions µ-höldériennes sur [0, 1].
– Algèbre de Banach : Si κ > 1/4, alors Bκ est une algèbre de Banach, c’est-à-dire ‖ϕ ·
ψ‖Bκ ≤ ‖ϕ‖Bκ‖ψ‖Bκ pour tous ϕ, ψ ∈ Bκ.
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– Projection : Pour tous 0 ≤ κ < γ et tout ϕ ∈ Bγ,

‖ϕ− PNϕ‖Bκ ≤ λ
−(γ−κ)
N ‖ϕ‖Bγ . (7.6)

Démonstration. Les deux premières propriétés sont des résultats classiques, que l’on peut trou-
ver dans [2]. La dernière propriété est quant à elle immédiate : si ϕ =

∑

n ϕ
n en ∈ Bγ ,

‖ϕ− PNϕ‖2Bκ =
∑

n≥N+1

λ2κn (ϕ
n)2 =

∑

n≥N+1

λ2(κ−γ)n λ2γn (ϕ
n)2 ≤ λ

2(κ−γ)
N ‖ϕ‖2Bγ .

Dans ce contexte, on sait que l’action du semigroupe de la chaleur prend la tournure élé-
mentaire : si ϕ =

∑

n ϕ
nen ∈ B, alors pour tout t ≥ 0, Stϕ =

∑

n e
−tλnϕnen. Il n’est alors pas

difficile d’établir, par un calcul direct, les propriétés qui font le succès du formalisme δ̂ :

Proposition 7.2.3. On dispose des propriétés :

– Contraction : Pour tout κ ≥ 0, pour tout t ≥ 0, St est un opérateur de contraction sur
Bκ.

– Régularisation : Pour tout t > 0 et tous −∞ < κ < α <∞, St envoie Bκ sur Bα et

‖Stϕ‖Bα ≤ cα,κt
−(α−κ)‖ϕ‖Bκ . (7.7)

– Régularité höldérienne : Pour tous t > 0, α > 0 et tout ϕ ∈ Bα,

‖Stϕ− ϕ‖B ≤ cαt
α‖ϕ‖Bα , (7.8)

‖∆Stϕ‖B ≤ cαt
−1+α‖ϕ‖Bα . (7.9)

Démonstration. Par exemple, pour (7.9), on sait que si ϕ =
∑

n ϕ
n en, alors

∆Stϕ =
∑

n

(λne
−tλnϕn) en,

et donc

‖∆Stϕ‖2L2 =
∑

n

(λne
−tλnϕn)2

=
∑

n

(λ1−αn e−tλn)2(λαnϕ
n)2

≤ cα(t
−1+α)2

∑

n

(λαnϕ
n)2 = cα(t

−1+α)2‖ϕ‖2Bα ,

où nous avons fait usage de l’inégalité élémentaire λκe−tλ ≤ cκ t
−κ, valable pour tous λ, κ, t > 0.

Les autres propriétés peuvent être établies avec des arguments similaires.

On rappelle que ce sont ces propriétés qui ont permis la mise en place du formalisme basé sur
l’opérateur d’incrément modifié δ̂ et surtout la construction de l’opérateur inverse (potentiel)
Λ̂ (voir [51]). La proposition 7.2.3 autorise ainsi une transposition immédiate de ces résultats,
et en particulier du théorème 6.2.2 :
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Théorème 7.2.1. On fixe un intervalle I de [0, T ] et deux paramètres κ ≥ 0 et µ > 1. Pour
tout h ∈ Cµ3 (I;Bκ) ∩Ker δ̂|C3(Bκ), il existe un unique élément

Λ̂h ∈ ∩α∈[0,µ)Cµ−α2 (I;Bκ+α)

tel que δ̂(Λ̂h) = h. Λ̂h satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout α ∈ [0, µ),

N [Λ̂h; Cµ−α2 (I;Bκ+α)] ≤ cα,µ,T N [h; Cµ3 (I;Bκ)]. (7.10)

Il peut être intéressant de remarquer que les principaux arguments techniques qui inter-
viennent dans la construction de Λ̂ (voir [51]) feront leur apparition au travers des preuves des
propositions 7.3.12 et 7.4.10. Notez par ailleurs que nous serons plusieurs fois amenés à mettre
à contribution la relation télescopique : pour tous s = t0 < t1 < . . . < tn = t,

(δ̂y)ts =
n−1
∑

i=0

Stti+1(δ̂y)ti+1ti . (7.11)

Souvenons-nous à présent que pour toute fonction f : R→ R, on définit l’opérateur de Nemyts-
kii Nf associé à f par la formule : pour tout y ∈ B, pour tout ξ ∈ [0, 1], Nf (y)(ξ) := f(y(ξ)).
Si f est assez régulier, il est ici possible de contrôler la norme ‖Nf (y)‖Bκ sans transiter par une
quelconque classe Xk :

Proposition 7.2.4. Si 0 ≤ κ < 1/2 et f ∈ C1,b(R;R), alors pour tout y ∈ Bκ,

‖Nf (y)‖Bκ ≤ cf {1 + ‖y‖Bκ} . (7.12)

Démonstration. Comme dans le chapitre précédent, l’inégalité est obtenue en utilisant une
norme équivalente, en l’occurrence (voir [2])

‖y‖2Wκ
:= ‖y‖2B +

∫ 1

0
dξ

∫ 1

0
dη
|y(ξ)− y(η)|2

|ξ − η|1+4κ .

Remarque 7.2.5. Désormais, nous noterons plus simplement f pour Nf .

La propriété (6.14), qui prenait appui sur un argument de convolution lié à la nature du
semigroupe, n’a pas d’équivalent direct dans le cadre qui nous intéresse. Nous lui substituerons,
au cours du raisonnement de la section 7.4, une relation basée sur l’inclusion suivante :

Proposition 7.2.6. Pour tout κ > 1/4, on dispose de l’inclusion continue

L1(0, 1) ⊂ B−κ. (7.13)

Démonstration. C’est une retombée directe des inclusions de Sobolev rappelées ci-dessus. En
effet, si u ∈ L1(0, 1), alors pour tout ϕ ∈ Bκ,

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
u(ξ)ϕ(ξ) dξ

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ϕ‖∞‖u‖L1(0,1) ≤ ‖ϕ‖Bκ‖u‖L1(0,1).
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7.3 Le cas Young

L’objectif de cette section consiste à introduire et analyser un schéma numérique d’approxi-
mation dans la configuration (i) décrite en introduction. Nous nous permettons au préalable de
rassembler les différents outils et résultats théoriques tirés des sections 6.3 et 6.6. Pour davan-
tage de simplicité, nous travaillerons dans toute section sur l’intervalle de temps [0, T ] = [0, 1].

7.3.1 Résultats précédents

On fixe donc dès à présent un processus x γ-höldérien, pour un certain coefficient γ > 1/2.
On supposera que ce processus peut être approché par son interpolation linéaire, hypothèse que
nous étiquetons en vue de références ultérieures :

Hypothèse 13. Soit xM le processus obtenu par interpolation linéaire de x de pas 1/M , au-
trement dit : si k

M ≤ t < k+1
M ,

xM,i
t := xik

M

+M

(

t− k

M

)

(δx) k+1
M

, k
M
. (7.14)

On admettra alors le résultat de convergence

uM := N [x− xM ; Cγ1 (Rm)]→ 0 (7.15)

lorsque M tend vers l’infini.

Comme expliqué dans la section 6.3, la compréhension du système (7.2) passe alors par
l’identification d’un processus Xx particulier :

Lemme 7.3.1. Sous l’hypothèse 13, la suite Xx,i,M des processus à valeurs opérationnelles
définis par

X x̃,i,M
ts :=

∫ t

s
Stu dx̃

M,i
u , (7.16)

converge vers un élément Xx relativement à la topologie da l’espace

Cγ2 (L(Bκ,Bκ)) ∩ Cγ−κ2 (L(B,Bκ)),

et ce pour tout 0 ≤ κ < γ. L’opérateur Xx satisfait en outre les deux propriétés :

δ̂Xx,i = 0 , PNX
x = XxPN (N ∈ N

∗),

où l’opérateur de projection PN a été défini dans la section 7.2.

Démonstration. On reprend l’argument d’intégration par parties de la section 6.6, qui aboutis-
sait à la formule explicite :

Xx,i
ts := Sts(δx

i)ts −
∫ t

s
∆Stu(δx

i)tu du. (7.17)

Notez que la convergence relative à la norme N [.; Cγ−κ2 (L(B,Bκ))], qui sera mise à contribution
au cours de la procédure de discrétisation en espace, n’apparaissait pas dans l’hypothèse 9. Elle
est cependant facile à vérifier à partir de (7.17).
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Notation 7.3.2. Pour tout coefficient κ ∈ (0, 1) fixé, on définira dans ce qui suit la norme
associée à Xx par la formule :

‖Xx‖γ,κ :=
m
∑

i=1

{

N [Xx,i; Cγ2 (L(Bκ,Bκ))] +N [Xx,i; Cγ2 (L(B,B))] +N [Xx,i; Cγ−κ2 (L(B,Bκ))]
}

. (7.18)

Réécrivons la proposition 6.3.2 dans ce contexte :

Proposition 7.3.3. Pour tout processus z = (z1, . . . , zm) tel que zi ∈ C01(Bκ) ∩ Cκ1 (B) avec
0 < κ < 1/2 et γ + κ > 1, on définit l’intégrale

Jts(d̂xi zi) := Xx,i
ts z

i
s + Λ̂ts

(

Xx,iδzi
)

. (7.19)

Alors :
– J (d̂x z) est bien définie via le théorème 7.2.1, et coïncide avec l’intégrale de Riemann

∫ t
s Stu dx

i
u z

i
u lorsque x est un processus différentiable.

– On dispose de l’estimation :

N [J (d̂x z); Cγ2 (Bκ)] ≤ c ‖Xx‖γ,κ
{

N [z; C01(Bκ)] +N [z; Cκ1 (B)]
}

. (7.20)

Le résultat principal de la section 6.3 admet à présent l’équivalent suivant :

Théorème 7.3.1. Si fi ∈ C2,b(R;R) pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, le système

(δ̂y)ts = Jts(d̂xi fi(y)) , y0 = h ∈ Bκ, (7.21)

interprété grâce à la proposition précédente, admet une unique solution globale dans Ĉκ1 (Bκ), et
ce pour tout κ tel que

1/4 < κ < 1/2 , γ + κ > 1. (7.22)

On dispose en outre du contrôle :

N [y; Ĉ0,κ1 (Bκ)] ≤ C (‖h‖Bκ , ‖Xx‖γ,κ) , (7.23)

pour une certaine fonction C croissante en ses deux arguments. On rappelle que la notation
N [.; Ĉ0,κ1 (Bκ)] renvoie à

N [y; Ĉ0,κ1 (Bκ)] := N [y; C01(Bκ)] +N [y; Ĉκ1 (Bκ)]. (7.24)

Remarque 7.3.4. Il convient d’observer que (7.23) et (7.20) entraînent en particulier

N [y; Ĉγ1 (Bκ)] ≤ ch,x.

En effet, puisque y est solution du système, on a

‖(δ̂y)ts‖Bκ ≤ ‖Jts(d̂x f(y))‖Bκ
≤ cx |t− s|γ

{

N [f(y); C01(Bκ)] +N [f(y); Cκ1 (B)]
}

.

Ensuite, grâce à (7.12) et (7.8), on déduit

N [f(y); C01(Bκ)] ≤ c
{

1 +N [y; C01(Bκ)])]
}

,

puis N [f(y); Cκ1 (B)] ≤ cN [y; Ĉ0,κ1 (Bκ)].
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7.3.2 Schéma et résultat principal

La procédure en trois temps évoquée en introduction, et qui sera analysée en détail dans
les sous-sections qui suivent, conduit de façon naturelle au schéma d’approximation suivant :
si tk = tMk := k

M ,

yM,N
0 = PNh, yM,N

tk+1
= Stk+1tky

M,N
tk

+Xx,i,M
tk+1tk

PNfi(y
M,N
tk

), (7.25)

où, conformément à (7.16), Xx,i,M
tk+1tk

:=
∫ tk+1

tk
Stk+1u dx

M,i
u .

Munis de l’hypothèse 13, nous sommes à présent en mesure d’énoncer le résultat de conver-
gence associé au schéma (7.25) :

Théorème 7.3.2. On fixe un paramètre κ ∈ (1/4, 1/2) tel que γ + κ > 1 et 2κ > γ, et l’on
suppose que fi ∈ C2,b(R,R) pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Sous l’hypothèse 13, il existe une constante
ch,x = ch,x,γ,κ > 0 telle que, si y désigne la solution de (7.21) donnée par le théorème 7.3.1 et
yM,M le processus défini par le schéma discret (7.25) en prenant N =M ,

sup
0≤p<q≤M

‖δ̂(y − yM,M )tqtp‖Bκ
|tq − tp|κ

≤ ch,x

{

‖h− PMh‖Bκ + uM +
1

Mγ+κ−1

}

. (7.26)

Les trois sous-sections suivantes sont dédiées à la preuve de ce résultat ; chacune d’entre
elles correspond à l’analyse d’un type de discrétisation.

Remarque 7.3.5. L’hypothèse 2κ > γ ne sera utilisée que pour simplifier certaines estimations
au cours de la preuve. On peut néanmoins facilement s’en affranchir, au prix d’un terme sup-
plémentaire c

Mγ−κ dans (7.26).

Remarque 7.3.6. Le choix particulier N = M n’a été fait qu’en vue de rendre la forme de
l’estimation plus agréable. Il n’est pas difficile d’obtenir un résultat plus général avec deux
entiers N et M éventuellement distincts, en reprenant un à un les arguments de la preuve qui
suit.

7.3.3 Discrétisation du processus directeur

On peut de prime abord s’interroger sur la pertinence théorique de cette première étape,
qui va en quelque sorte consister à remplacer Xx,i par Xx,i,M dans la décomposition (7.19) de
l’intégrale. L’intérêt de la procédure va en fait se révèler lors de l’implémentation concrète de
l’algorithme, dans la mesure où Xx,i,M

tk+1tk
se résume à

Xx,i,M
tk+1tk

=

∫ tk+1

tk

Stk+1u dx
i,M
u =M · (δxi)tk+1tk ·

∫ tk+1

tk

Stk+1u du,

et ainsi, seule la simulation de l’incrément (δxi)tk+1tk sera requise. Notez dès à présent que
ce commentaire sur à l’aspect pratique d’une discrétisation de Xx viendra également justifier
l’importance de la sous-section 7.4.3 dans l’étude de (7.61).

Notation 7.3.7. Pour tout M ∈ N
∗, on notera yM l’approximation de Wong-Zakaï associée à

xM (de même condition initiale h), autrement dit la solution du système (7.21) lorsque x est
remplacé par son interpolation xM .

La transition entre y et yM est rendue possible par le résultat de continuité suivant :
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Proposition 7.3.8. L’application d’Itô associée au système (7.21) est localement lipschitzienne
vis-à-vis de h et Xx. En d’autres termes, si y (resp. ỹ) représente la solution dirigée par Xx

(resp. X x̃), de condition initiale h (resp. h̃), alors

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ)] ≤ C
(

‖h‖Bκ , ‖h̃‖Bκ , ‖Xx‖γ,κ, ‖X x̃‖γ,κ
){

‖h− h̃‖Bκ + ‖Xx −X x̃‖γ,κ
}

,

(7.27)
pour une certaine fonction C croissante par rapport à chacun de ses arguments.

Démonstration. C’est le même type d’argument que dans la preuve de la proposition 4.1.8.
De façon usuelle, l’inégalité est d’abord établie localement, sur un petit intervalle [0, T0], puis
étendue sur [0, 1] en utilisant la version discrète du lemme de Gronwall.

Raisonnement local : Considérons un petit intervalle [0, T0]. En écrivant, pour tous s < t ∈
[0, T0],

δ̂(y − ỹ)ts = Jts
(

d̂x [f(y)− f(ỹ)]
)

+ Jts
(

d̂ [x− x̃] f(ỹ)
)

,

l’inégalité (7.20) entraîne immédiatement

N [y − ỹ; Ĉκ1 ([0, T0],Bκ)] ≤ c1T
γ−κ
0 ‖Xx‖γ,κ

{

N [fi(y)− fi(ỹ); C01([0, T0],Bκ)]

+N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 ([0, T0],B)]
}

+ c2‖Xx −X x̃‖γ,κ
{

N [fi(ỹ); C01(Bκ)] +N [fi(ỹ); Cκ1 (B)]
}

. (7.28)

D’après (7.23),

N [fi(ỹ); C01(Bκ)] +N [fi(ỹ); Cκ1 (B)] ≤ cN [ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ)] ≤ cx̃,h̃.

Par ailleurs, à partir de l’expression

[fi(yt)− fi(ỹt)]− [fi(ys)− fi(ỹs)] =
∫ 1

0
dr f ′i(ys + r(δy)ts) · δ(y − ỹ)ts

+

∫ 1

0
dr

[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ỹs + r(δỹ)ts)
]

· (δỹ)ts,

on déduit facilement, en utilisant en outre (7.23) et l’inclusion continue Bκ ⊂ L∞(0, 1),

N [fi(y)− fi(ỹ); Cκ1 ([0, T0],B)] ≤ c1N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)]
+c2N [ỹ; Ĉ0,κ1 (Bκ)] {‖yt − ỹt‖∞ + ‖ys − ỹs‖∞}

≤ ch̃,x,x̃

{

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)] + ‖h− h̃‖Bκ
}

.

Enfin, puisque Bκ est une algèbre de Banach, on a, pour tout t ∈ [0, T0],

‖fi(yt)− fi(ỹt)‖Bκ = ‖
∫ 1

0
dr f ′i(ỹt + r(yt − ỹt)) · (yt − ỹt)‖Bκ

≤ c ‖yt − ỹt‖Bκ {‖yt‖Bκ + ‖ỹ‖Bκ} ,

et donc, à nouveau grâce à (7.23),

N [fi(y)− fi(ỹ); C01([0, T0],Bκ)] ≤ cx,x̃,h,h̃

{

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)] + ‖h− h̃‖Bκ
}

.
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En revenant à (7.28), on peut à présent affirmer que

N [y − ỹ; Ĉκ1 ([0, T0],Bκ)]
≤ ch,h̃,x,x̃

{

T γ−κ0 N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)] + ‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖h− h̃‖Bκ
}

,

puis, comme yt − ỹt = δ̂(y − ỹ)t0 + St0(h− h̃),

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)]
≤ c1

h,h̃,x,x̃

{

T γ−κ0 N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)] + ‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖h− h̃‖Bκ
}

.

Par conséquent, en choisissant T0 ∈ (0, 1] tel que c1
h,h̃,x,x̃

T γ−κ0 = 1
2 , on obtient

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)] ≤ 2 c1
h,h̃,x,x̃

{

‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖h− h̃‖Bκ
}

.

Prolongement du résultat. Avec les mêmes arguments que dans la première étape, on déduit
facilement, pour tout k ∈ N

∗,

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([kT0, (k + 1)T0],Bκ)] ≤ 2 c1
h,h̃,x,x̃

{

‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖ykT0 − ỹkT0‖Bκ
}

,

et donc, puisqu’en raison de (7.11),

ykT0 − ỹkT0 = SkT0,0[h− h̃] +
k−1
∑

l=0

SkT0,(l+1)T0 δ̂(y − ỹ)(l+1)T0,lT0 ,

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([kT0, (k + 1)T0],Bκ)]

≤ 2 c1
h,h̃,x,x̃

{

‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖h− h̃‖Bκ + T κ0

k−1
∑

l=0

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([lT0, (l + 1)T0],Bκ)]
}

.

Le lemme de Gronwall permet alors d’affirmer

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([kT0, (k + 1)T0],Bκ)] ≤ c2
h,h̃,x,x̃

e
c3
h,h̃,x,x̃

k
{

‖Xx −X x̃‖γ,κ + ‖h− h̃‖Bκ
}

.

L’inégalité (7.27) découle finalement de la relation (consécutive là encore de (7.11))

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([0, 1],Bκ)] ≤
JT0
∑

k=0

N [y − ỹ; Ĉ0,κ1 ([kT0, (k + 1)T0],Bκ)],

où JT0 désigne le plus petit entier tel que JT0 · T0 ≥ 1.

Il suffit maintenant d’utiliser l’hypothèse 13 via le résultat élémentaire :

Lemme 7.3.9. Il existe une constante cγ,κ telle que

‖Xx −Xx,M‖γ,κ ≤ cγ,κN [x− xM ; Cγ1 (Rm)] ≤ cγ,κ uM .



7.3. LE CAS YOUNG 185

Démonstration. A partir de (7.17), on a, pour toute fonction-test ϕ,

‖(Xx,i
ts −Xx,i,M

ts )ϕ‖Bκ
≤ ‖Stsϕ‖Bκ

∣

∣δ(xi − xM,i)ts
∣

∣+

∫ t

s
‖∆Stuϕ‖Bκ

∣

∣δ(xi − xM,i)tu
∣

∣ du

≤ N [x− xM ; Cγ1 (Rm)] ‖ϕ‖Bκ
{

|t− s|γ +
∫ t

s
|t− u|−1+γ du

}

≤ 2N [x− xM ; Cγ1 (Rm)] ‖ϕ‖Bκ |t− s|γ ,
ce qui permet d’étendre l’estimation à tout élément de Bκ et ainsi d’affirmer

N [Xx,i −Xx,i,M ; Cγ2 (L(Bκ,Bκ))] ≤ 2N [x− xM ; Cγ1 (Rm)].
On utilise ensuite le même type d’argument pour majorer les normes

N [Xx,i −Xx,i,M ; Cγ2 (L(B,B))] et N [Xx,i −Xx,i,M ; Cγ−κ2 (L(B,Bκ))].

Corollaire 7.3.10. Avec les notations précédentes, il existe une constante ch,x telle que, pour
tout M ∈ N

∗,
N [y − yM ; Ĉ0,κ1 (Bκ)] ≤ ch,xuM . (7.29)

7.3.4 Discrétisation en temps

Nous souhaitons étudier, dans cette sous-section, le schéma infini-dimensionnel intermé-
diaire :

yMtk+1
= Stk+1tky

M
tk
+Xx,i,M

tk+1tk
fi(y

M
tk
) , yM0 = h. (7.30)

Commençons par prolonger continûment yM sur [0, 1], suivant la formule : si t ∈ [tk, tk+1),

yMt := Sttky
M
tk
+Xx,i,M

ttk
fi(y

M
tk
). (7.31)

Observons à présent qu’en posant rMts := Λ̂ts
(

Xx,i,Mδfi(y
M )

)

, on peut écrire, pour tout
k ∈ {0, . . . ,M − 1},

yMtk+1
= Stk+1tky

M
tk
+

∫ tk+1

tk

Stk+1u dx
i,M
u fi(y

M
u )− rMtk+1tk

. (7.32)

Le prolongement de cette expression à tous temps s < t ∈ [0, 1] conduit aux deux formules :

Lemme 7.3.11. Si tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1, alors

(δ̂yM )ts =

∫ t

s
Stu dx

i,M
u fi(y

M
u )− yM,♯

ts , (7.33)

avec

yM,♯
ts := rMttq − StsrMstp +

q−1
∑

k=p

Sttk+1
rMtk+1tk

, (7.34)

tandis que si tp ≤ s < t < tp+1,

(δ̂yM )ts = Xx,i
ts fi(y

M
tp ). (7.35)
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Démonstration. La formule (7.35) est une conséquence directe de la relation δ̂Xx,i,M = 0.
Quant à la relation (7.33), elle découle de l’association de (7.32) et de la relation algébrique
(7.11), qui donne ici

(δ̂yM )ts =

q−1
∑

k=p+1

Sttk+1
(δ̂yM )tk+1tk + (δ̂yM )ttq + Sttp+1(δ̂y

M )tp+1s

=





∫ tq

tp+1

Stu dx
i,M
u fi(y

M
u )−

q−1
∑

k=p+1

Sttk+1
rMtk+1tk





+

[

∫ t

tq

Stu dx
i,M
u fi(y

M
u )− rMttq

]

+ Sttp+1(δ̂y
M )tp+1s (7.36)

Or

(δ̂yM )tp+1s

= (δ̂yM )tp+1tp − Stp+1s(δ̂y
M )stp

=

[

∫ tp+1

tp

Stp+1u dx
i,M
u fi(y

M
u ) + rMtp+1tp

]

− Stp+1s

[

∫ s

tp

Ssu dx
i,M
u fi(y

M
u )− rMstp

]

,(7.37)

et il suffit d’injecter (7.37) dans (7.36) pour obtenir (7.33).

Nous allons nous appuyer sur les deux expressions (7.33) et (7.35) pour obtenir un contrôle
uniforme (vis-à-vis de M) de N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, 1],Bκ))], ce qui constitue le résultat principal de
cette sous-section :

Proposition 7.3.12. Il existe une constante ch,x telle que pour tout M ∈ N
∗,

N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, 1],Bκ)] ≤ ch,x. (7.38)

Démonstration. En utilisant un procédé de récurrence sur l, nous allons plus précisément mon-
trer l’assertion : Il existe une constante ε = ε(x) et un réel Nl = Nl(h, x) tel que

N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, lε])] ≤ Nl.

Pour l = 0, on prend bien sûr N0 = ‖h‖Bκ . Supposons à présent la propriété vérifiée pour un
entier l donné, et soit s, t ∈ [0, (l + 1)ε].

1er cas : s, t ∈ [lε, (l + 1)ε].

1er sous-cas : tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1, avec |t− s| ≥ 1
M . Alors, d’après (7.33),

(δ̂yM )ts =

∫ t

s
Stu dx

i,M
u fi(y

M
u )− yM,♯

ts .

En utilisant l’estimation (7.20) (appliquée avec Xx,M ), associée au fait que ‖Xx − Xx,M‖γ,κ
tende vers 0, on déduit d’abord aisément

‖
∫ t

s
Stu dx

i,M
u fi(y

M
u )‖Bκ ≤ cx |t− s|κ εγ−κ

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

.
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Par ailleurs, grâce à la propriété de contraction (7.10) de Λ̂, on obtient, pour tout v < w ∈
[0, (l + 1)ε]

‖rMwv‖B ≤ cx |w − v|γ+κ
{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

,

mais aussi
‖rMwv‖Bκ ≤ cx |w − v|γ

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

.

Ainsi,

‖yM,♯
ts ‖Bκ ≤ ‖rMttq‖Bκ + ‖rMstp‖Bκ + ‖rMtqtq−1

‖Bκ + cκ

q−2
∑

k=p

|t− tk+1|−κ ‖rMtk+1tk
‖B

≤ cx

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

·






|t− s|γ + 1

Mγ+κ−1





1

M

q−2
∑

k=p

|t− tk+1|−κ










≤ cx

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

{

|t− s|γ + |t− s|
1−κ

Mγ+κ−1

}

≤ cx |t− s|γ
{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

.

2ème sous-cas : tp ≤ s < t < tp+1. Alors (δ̂yM )ts = Xx,i,M
ts fi(y

M
tp ), et donc

‖(δ̂yM )ts‖Bκ ≤ cx |t− s|γ
{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

.

3ème sous-cas : tp ≤ s < tp+1 ≤ t < tp+2 avec |t− s| ≤ 1/M . Il suffit d’observer que
‖(δ̂yM )ts‖Bκ ≤ ‖(δ̂yM )ttp+1‖Bκ + ‖(δ̂yM )tp+1s‖Bκ , puis de se ramener au second sous-cas.

Conclusion du 1er cas :

N [yM ; Ĉκ1 ([lε, (l + 1)ε])] ≤ cxε
γ−κ

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ([0, (l + 1)ε])]
}

.

2ème cas : s < lε ≤ t ≤ (l + 1)ε. On a ‖(δ̂yM )ts‖Bκ ≤ ‖(δ̂yM )t,lε‖Bκ + ‖(δ̂yM )lε,s‖Bκ , et
donc, grâce à l’hypothèse de récurrence,

‖(δ̂yM )ts‖Bκ ≤ |t− s|κ
{

N [yM ; Ĉκ1 ([lε, (l + 1)ε])] +Nl

}

.

L’association des deux cas de figure conduit à

N [yM ; Ĉκ1 ([0, (l + 1)ε])] ≤ cxε
γ−κ

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])]
}

+Nl.

Puisque, pour tout t ∈ [0, (l + 1)ε], ‖yMt ‖Bκ ≤ ‖h‖Bκ + N [yM ; Ĉκ1 ([0, (l + 1)ε])], on déduit
ensuite

N [yM ; Ĉ0,κ1 ([0, (l + 1)ε])] ≤ ‖h‖Bκ + 2Nl + 2cxε
γ−κ

{

1 +N [yM ; Ĉ0,κ([0, (l + 1)ε])]
}

.

A partir de cette estimation, il apparaît clairement qu’il suffit de choisir ε tel que 2cxεγ−κ = 1/2
et de poser

Nl+1 := 2‖h‖Bκ + 4Nl + 1.
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Remarque 7.3.13. Cette majoration uniforme permettrait sans aucun doute de montrer, via un
un argument de compacité, la convergence de yM vers la solution y de (7.21), comme dans [25].
Nous établirons pour notre part directement la convergence de l’approximation yM,M définie
par (7.25).

7.3.5 Discrétisation en espace

Il s’agit de la dernière étape. On revient ainsi à l’étude du processus yM,N issu du schéma
général (7.25), processus que l’on prolonge continûment sur [0, 1] comme dans la sous-section
précédente, en adaptant légèrement (7.31). Grâce au corollaire 7.3.10, on sait qu’il suffit de
contrôler la norme N [yM − yM,M ; Cγ1 ([0, 1],Bκ)], où l’on rappelle que la notation yM désigne
l’approximation de Wong-Zakai, telle qu’elle a été définie dans la sous-section 7.3.3.

Commençons par observer que (7.25) est un cas particulier de (7.30), obtenu en remplaçant
le champ (y 7→ fi(y)) par le champ (y 7→ PNfi(y)). Ceci signifie en particulier que les deux
décompositions (7.33) et (7.35) restent valables pour yM,N , en substituant bien entendu à rM

et yM,♯ les processus
rM,N
ts := Λ̂ts

(

Xx,i,MPN (δfi(y
M,N ))

)

,

yM,N,♯
ts := rM,N

ttq − StsrM,N
stp +

q−1
∑

k=p

Sttk+1
rM,N
tk+1tk

,

pour tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1. Par ailleurs, dans la mesure où l’opérateur PN est
une contraction sur chaque Bα, il est clair que les arguments mis en œuvre dans la preuve de
la proposition 7.3.12 restent vrais dans ce contexte, ce qui permet directement d’affirmer :

Proposition 7.3.14. Il existe une constante cx,h telle que pour tous M,N ∈ N
∗,

N [yM,N ; Ĉ0,κ1 ([0, 1])] ≤ cx,h.

Supposons à présent les hypothèses du théorème 7.3.2 satisfaites, avec en particulier 2κ > γ
et M = N . La comparaison entre yM,M et yM va faire appel aux deux résultats préliminaires
suivants :

Lemme 7.3.15. Il existe une constante ch,x telle que si tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1,
avec |t− s| ≥ 1/M , alors

‖yM,M,♯
ts ‖Bκ ≤

ch,x
Mγ+κ−1

|t− s|κ .

Démonstration. On utilise les mêmes arguments que dans la preuve de la proposition 7.3.12,
auxquels on associe le résultat uniforme de la proposition 7.3.14, ce qui donne

‖yM,N,♯
ts ‖Bκ ≤ ‖rM,N

ttq ‖Bκ + ‖rM,N
stp ‖Bκ + ‖rM,N

tqtq−1
‖Bκ + cκ

q−2
∑

k=p

|t− tk+1|−κ ‖rM,N
tk+1tk

‖B

≤ ch,x







1

Mγ
+

1

Mγ+κ−1





1

M

q−1
∑

k=p

|t− tk+1|−κ










≤ ch,x

{

|t− s|κ
Mγ−κ

+
|t− s|1−κ
Mγ+κ−1

}

≤ cx,h
|t− s|κ
Mγ+κ−1

où, pour la dernière inégalité, on s’est appuyé sur le fait que 1/4 < κ < 1/2 < γ < 1.
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Lemme 7.3.16. Il existe une constante ch,x telle que si tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1,
avec |t− s| ≥ 1/M , alors

‖
∫ t

s
Stu dx

i,M
u (PM − Id)fi(y

M,M
u )‖Bκ ≤

ch,x

M2(γ−κ)
|t− s|κ .

Démonstration. Puisque PM commute avec le semigroupe, on peut écrire

∫ t

s
Stu dx

i,M
u (PM − Id)fi(y

M,M
u )

= Xx,i,M
ts (PM − Id)fi(y

M,M
s ) + (PM − Id)Λ̂ts(X

x,i,Mδfi(y
M,M )).

En utilisant à présent le lemme 7.3.9, ainsi que le contrôle uniforme donné par la proposition
7.3.14, on obtient facilement

‖Xx,i,M
ts (PM − Id)fi(y

M,M
s )‖Bκ ≤ cx |t− s|γ−κ ‖(PM − Id)fi(y

M,M
s )‖B

≤ cx
|t− s|γ−κ
M2κ

‖fi(yM,M
s )‖Bκ

≤ ch,x
|t− s|κ
Mγ

,

puis

‖(PM − Id)Λ̂ts(X
x,i,Mδfi(y

M,M ))‖Bκ ≤
1

M2(γ−κ)
‖Λ̂ts(Xx,i,Mδfi(y

M,M ))‖Bγ ≤ ch,x
|t− s|κ
M2(γ−κ)

.

Nous sommes désormais en mesure d’établir le résultat principal de cette sous-section, ré-
sultat qui, associé au corollaire 7.3.10, achève la preuve du théorème 7.3.2.

Proposition 7.3.17. Il existe une constante ch,x telle que pour tout M ∈ N
∗,

N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 (Bκ)] ≤ ch,x

{

‖h− PMh‖Bκ +
1

Mγ+κ−1

}

. (7.39)

Démonstration. Résultat local. On considère d’abord un intervalle I0 = [0, T0], avec T0 un temps
que nous préciserons à la fin de cette première étape. Soit s, t ∈ [0, T0].

1er cas : si tp ≤ s < t < tp+1, alors

δ̂(yM − yM,M )ts = (δ̂yM )ts −Xx,i,M
ts PMfi(y

M,M
tp ),

d’où

‖δ̂(yM − yM,M )ts‖Bκ ≤ ch,x |t− s|γ ≤ ch,x
|t− s|κ
Mγ−κ

.

2ème cas : si tp ≤ s < tp+1 ≤ t < tp+2, on revient au cas précédent après avoir remarqué
que

‖δ̂(yM − yM,M )ts‖Bκ ≤ ‖δ̂(yM − yM,M )ttp+1‖Bκ + ‖δ̂(yM − yM,M )tp+1s‖Bκ .
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3ème cas : tp ≤ s < tp+1 < . . . < tq ≤ t < tq+1 avec |t− s| ≥ 1/M . Alors

δ̂(yM − yM,M )ts =

∫ t

s
Stu dx

i,M
u

[

fi(y
M
u )− PMfi(yM,M

u )
]

+ yM,M,♯
ts

=

∫ t

s
Stu dx

i,M
u

[

fi(y
M
u )− fi(yM,M

u )
]

+

∫ t

s
Stu dx

i,M
u (Id−PM )fi(yM,M

u ) + yM,M,♯
ts .

En se référant aux deux lemmes précédents, on peut d’abord affirmer que

‖
∫ t

s
Stu dx

i,M
u (Id−PM )fi(yM,M

u ) + yM,M,♯
ts ‖Bκ ≤ ch,x

|t− s|κ
Mγ+κ−1

.

Il n’est par ailleurs pas difficile de constater que

‖
∫ t

s
Stu dx

i,M
u

[

fi(y
M
u )− fi(yM,M

u )
]

‖Bκ ≤ c1h,x |t− s|κ T γ−κ0 N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ([0, T0],Bκ)],

pour une certaine constante c1h,x que l’on fixe pour le reste de la preuve.

L’association des trois cas de figure mène à

N [yM − yM,M ; Ĉκ1 ([0, T0];Bκ)] ≤
c2h,x

Mγ+κ−1
+ c1h,xT

γ−κ
0 N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0],Bκ)].

Pour majorer N [yM − yM,M ; C01([0, T0],Bκ)], il suffit ensuite d’observer que yMs − yM,M
s =

δ̂(yM − yM,M )s0 + Ss0(h− PMh), et donc

N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0];Bκ)]

≤ ‖h− PMh‖Bκ +
2 c2h,x

Mγ+κ−1
+ 2 c1h,xT

γ−κ
0 N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0];Bκ)].

On choisit par conséquent T0 tel que 2 c1h,xT
γ−κ
0 = 1/2 pour obtenir

N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0];Bκ)] ≤ 2‖h− PMh‖Bκ +
4 c2h,x

Mγ+κ−1
. (7.40)

Prolongement du résultat : En suivant les mêmes étapes que dans le raisonnement local, on
obtient, pour tout η > 0,

N [yM − yM,M ; Ĉκ1 ([T0, T0 + η];Bκ)] ≤
c2h,x

Mγ+κ−1
+ c1h,xη

γ−κN [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0 + η],Bκ)],

ce qui, associé à (7.40), entraîne

N [yM − yM,M ; Ĉκ1 ([0, T0 + η];Bκ)]

≤ 2 ‖h− PMh‖Bκ +
5 c2h,x

Mγ+κ−1
+ c1h,xη

γ−κN [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0 + η],Bκ)],
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puis

N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0 + η];Bκ)]

≤ 5‖h− PMh‖Bκ +
10 c2h,x
Mγ+κ−1

+ 2 c1h,xη
γ−κN [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, T0 + η],Bκ)].

En prenant η = T0, on déduit alors

N [yM − yM,M ; Ĉ0,κ1 ([0, 2T0];Bκ)] ≤ 10 ‖h− PMh‖Bκ +
20 c2h,x
Mγ+κ−1

.

Il suffit ensuite de répéter la procédure jusqu’à ce que l’intervalle [0, 1] soit recouvert.

7.3.6 Résultats numériques pour le mBf

Pour être en mesure d’appliquer le théorème 7.3.2 à un processus x γ-höldérien (γ > 1/2),
la seule condition à vérifier est la convergence (7.15) de l’interpolation linéaire de ce processus.
Grâce aux résultats du chapitre 3, nous savons que cette hypothèse est en particulier (p.s)
satisfaite lorsque x = X est un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/2. En injectant
le résultat du corollaire 3.1.9, l’estimation (7.26) prend la forme plus précise :

Théorème 7.3.3. Soit X un mBf d’indice de Hurst H > 1/2. On fixe deux paramètres κ ∈
(1/4, 1/2) et γ ∈ (1/2, H) tels que γ + κ > 1 et 2κ > γ, et l’on suppose que fi ∈ C2,b(R,R),
i = 1, . . . ,m. Soit Y la solution du système

(δ̂Y )ts = Jts(d̂X f(Y )) , Y0 = h ∈ Bκ,

interprété de façon trajectorielle grâce à la proposition 7.3.3, et YM,M le processus issu du
schéma numérique (7.25). Alors il existe une variable aléatoire cγ,κ,h,X finie p.s telle que, pour
tout M ∈ N

∗,

sup
0≤p<q≤M

‖δ̂(Y − Y M,M )‖Bκ
|tq − tp|κ

≤ cγ,κ,h,X

{

‖h− PMh‖Bκ +
√

log(M)

MH−γ
+

1

Mγ+κ−1

]

. (7.41)

En pratique, le fait que le semigroupe soit diagonalisable dans la base en considérée (voir les
notations de la section 7.2) rend l’implémentation du schéma (7.25) très simple. En effet, en

posant YM,M,l
tk

:=
〈

YM,M
tk

, el

〉

, on a, pour tout l ∈ {1, . . . ,M},

YM,M,l
tk+1

= e−λl/MYM,M,l
tk

+
M2

λl

{

1− e−λl/M
}

m
∑

i=1

(δXi)tk+1tk

〈

fi(Y
M,M
tk

), el

〉

. (7.42)

Le code Matlab qui suit rend compte d’une possible implémentation de l’algorithme, pour
laquelle on a pris m = 1, et comme dans [58],

h(ξ) =
1

2
sin(πξ) +

3

5
sin(3πξ) (ξ ∈ [0, 1]), fk(x) =

k · (1− x)
1 + x2

(x ∈ R). (7.43)

Le paramètre k est ici destiné à observer l’influence de la perturbation (voir la figure 7.3.6).

La procédure simule plus précisément l’évolution en temps du processus à valeurs fonctionnelles

YM,M . A chaque pas, les coefficients de Fourier
〈

fi(Y
M,M
tk

), el

〉

sont approchés via la fonction
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de transformation en sinus discrète dst (et son inverse idst). Quant aux incréments du mBf,
ils sont calculés à l’aide (d’une version convenablement translatée) de la fonction wfbm, qui
repose sur la décomposition du processus sur une base d’ondelettes, suivant la méthode proposée
par Abry et Sellan dans [1]. Soulignons enfin le fait qu’il est possible de nuancer l’action du
semigroupe en remplaçant le semigroupe de la chaleur S∆ par St := S∆

κt, pour un certain
paramètre κ. Les résultats théoriques de cette section restent bien entendu valables pour le
système modifié.

function [ l ]= e i g v a l (N)
l = [ ] ; for i =1:N, l ( i )=( p i ∗ i )^2 ;end

function [ S]= semigr (M,N, l , kappa )
S = [ ] ; for i =1:N, v ( i )=exp(− l ( i )^2/( kappa∗M) ) ; end

function=simulyoung (H,M,N, k , kappa )
l=e i g v a l (N) ; S=semigr (M,N, l , kappa ) ;
X=(1/M)^H∗wfbm(H,M+1);
A=[1/2 ,0 ,3/5 , zeros (1 ,N−3) ] ;
u=zeros (1 ,N) ; fy=zeros (1 ,N) ;
for i =1:M

u=dst (A( i , : ) ) ; fy =0.5∗ i d s t ( k∗(1−u)./(1+u . ^ 2 ) ) ;
A( i +1 ,:)=S .∗A( i , : )

+((kappa . / l ).∗(1−S ) )∗M∗(X( i+1)−X( i ) ) . ∗ fy ;
end

E= [ ] ; for j =1:M+1, E( j , : )= dst (A( j , : ) ) ; end
plot ( linspace (0 , 1 ,N+2) ,

[ 0 , dst ( [ 1 /2 , 0 , 3/5 , zeros (1 ,N− 3 ) ] ) , 0 ] ) ;
F(1)= getframe ; for p=1:M

plot ( linspace (0 , 1 ,N+2) , [0 ,E(p +1 , : ) , 0 ] ) ;
hold o f f ;
F(p+1)=getframe ; end

movie (F, 1 , 2 )

Comme nous l’avons déjà évoqué dans l’introduction, il semble difficile de comparer le
taux de convergence (7.41) aux résultats de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] ou Hausenblas
[53] (pour un processus de Wiener), tous exprimés à l’aide de la norme du supremum (en
temps). Etant données les contraintes sur les deux paramètres κ et γ, (7.41) permet simplement
d’affirmer : si h ∈ VM ,

sup
p∈{0,...,M}

‖Ytp − YM,M
tp ‖Bκ ≤ c

log(M)

M
1
2
(H−1/2)

, (7.44)

estimation dont la non-optimalité ne fait aucun doute.

En vue d’observer le taux de convergence effectif de l’algorithme, nous avons représenté, sur
la figure 7.3.6, une simulation (moyennée sur 20 réalisations du mBf) de la fonction

n 7→ log2‖YM0,M0
1 − Y 2n,2n

1 ‖B.
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Figure 7.1 – Influence de la perturbation à travers l’observation du processus t 7→ YM,N
t (12),

pour différentes valeurs du paramètre k dans (7.43) (k = 1, 5, 20, 50). Ici, M = N = 1000,
H = 0.6, κ = 100.
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Figure 7.2 – Résultat de simulation pour n 7→ log2‖YM0,M0
1 −Y 2n,2n

1 ‖B. Ici,M0 = 211,H = 0.8,
κ = 100. La droite correspond à un taux de convergence théorique en n−H .

Dans cette expression, M0 désigne un entier très grand fixé, de telle sorte que YM0,M0 puisse
être légitimement considéré comme la solution "exacte" du problème. Ces résultats conduisent
à la conjecture suivante :

Conjecture : Soit X un mBf m-dimensionel d’indice de Hurst H > 1/2, h une condition
initiale. Il existe une variable aléatoire ch,X , finie p.s, telle que si Y désigne la solution de (7.21),

sup
p∈{0,...,M}

‖Ytp − YM,M
tp ‖Bκ ≤ ch,X

log(M)

MH
. (7.45)

Nous n’avons toutefois, à ce jour, aucune idée quant à la façon de prouver une telle estima-
tion.

7.4 Cas rugueux en présence d’un intégrant régularisé

Nous souhaitons à présent mettre en place un schéma numérique pour la configuration (ii)
décrite en introduction. Nous suivrons à cette fin la même stratégie générale, et donc la même
présentation, que dans la section précédente.

7.4.1 Rappel des résultats théoriques

Conformément aux considérations des sections 6.5 et 6.6, on suppose que le processus x
permet la construction d’un 2-rough path x = (x1,x2) ∈ Cγ1 (Rm)×C2γ2 (Rm,m), pour un certain
coefficient γ ∈ (1/3, 1/2) fixé. L’hypothèse 13 fait ensuite logiquement place à la condition
suivante :
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Hypothèse 14. Soit xM l’approximation de x définie par (7.14), et x2,M l’aire de Lévy obtenue
à partir de xM (ie x

2,M :=
∫

dxM ⊗ δxM ). On admettra le résultat de convergence

vM := N [x− xM ; Cγ1 (Rm)] +N [x2 − x
2,M ; C2γ2 (Rm,m)]→ 0

lorsque M tend vers l’infini.

Particularisons à présent le résultat de la section 6.6 à ce contexte :

Lemme 7.4.1. Sous l’hypothèse 14, les trois suites de processus

Xx,i,M
ts :=

∫ t

s
Stu dx

i,M
u , Xax,i,M

ts :=

∫ t

s
atu dx

M,i
u , Xxx,ij,M

ts :=

∫ t

s
Stu dx

M,j
u (δxi,M )us,

convergent vers trois processus, notés respectivement Xx,i, Xax,i et Xxx,ij, relativement à la
topologie des espaces suivants :

Pour Xx,i,M : Cγ2 (L(B,B)) ∩ Cγ2 (L(B1,B1)), (7.46)

Pour Xax,i,M : C1+γ2 (L(B1,B)), (7.47)

Pour Xxx,ij,M : C2γ2 (L(B,B)) ∩ C2γ2 (L(B1,B1)). (7.48)

Les trois processus limites vérifient en outre les propriétés suivantes :

δ̂Xx,i = 0, Xx,i = Xax,i + δxi, δ̂Xxx,ij = Xx,i(δxj). (7.49)

Xx,i, Xax,i et Xxx,ij commutent avec le semigroupe et l’opérateur de projection PN . (7.50)

Démonstration. Comme pour le lemme 7.3.1, il s’agit du raisonnement de la section 6.6, qui
aboutit d’ailleurs aux trois expressions :

Xx,i
ts := Sts(δx

i)ts −
∫ t

s
∆Stu(δx

i)tu du, (7.51)

Xax,i
ts := ats(δx

i)ts −
∫ t

s
∆Stu(δx

i)tu du, (7.52)

Xxx,ij
ts := Stsx

2,ij
ts −

∫ t

s
∆Stu

[

x
2,ij
tu + (δxi)tu(δx

j)us

]

du. (7.53)

Notation 7.4.2. En vue de simplifier certaines estimations à venir, on pose

‖Xx‖γ = ‖(Xx, Xax, Xxx)‖γ

:=
m
∑

i,j=1

{

N [Xx,i; Cγ2 (L(B,B))] +N [Xx,i; Cγ2 (L(B1,B1))] +N [Xax,i; C1+γ2 (L(B1,B))]

+N [Xxx,ij ; C2γ2 (L(B,B))] +N [Xxx,ij ; C2γ2 (L(B1,B1))]
}

. (7.54)
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Proposition 7.4.3. On fixe un intervalle I = [l1, l2] de [0, T ]. Pour tout κ ∈ (1/3, γ), on
introduit la classe de processus κ-contrôlés

Q̂κx(I) :=
{

y ∈ Ĉγ1 (I;B1) : (δ̂y)ts = Xx,i
ts y

x,i
s + y♯ts, y

x,i ∈ Cκ1 (I;B1), y
♯ ∈ C2κ2 (I;B1)

}

,

à laquelle on associe la seminorme

N [y; Q̂κx(I)] := N [yx,i; C01(I;B1)] +N [yx,i; Cκ1 (I;B1)] +N [y♯; C2κ2 (I;B1)].

Si y ∈ Q̂κx(I) avec décomposition δ̂y = Xx,iyx,i + y♯, et si fi ∈ C2,b(R,R) pour tout i ∈
{1, . . . ,m}, on définit l’intégrale

Jts(d̂xi Sεfi(y)) := Xx,i
ts Sεfi(ys) +Xxx,ij

ts Sε(y
x,j
s · f ′i(ys))

+ Λ̂ts

(

Xx,iSεfi(y)
♯ +Xxx,ijSεδ(y

x,j · f ′i(y))
)

, (7.55)

où fi(y)
♯ est donné par

fi(y)
♯
ts := atsys · f ′i(ys) + y♯ts · f ′i(ys) + (Xax,j

ts yx,js ) · f ′i(ys)

+

∫ 1

0
dr
[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts. (7.56)

Alors :
– J (d̂xi Sεfi(y)) est bien définie via le théorème 7.2.1, et pour tout ψ ∈ B1, il existe un

unique élément z ∈ Q̂κx(I) tel que z0 = ψ, (δ̂z)ts = Jts(d̂xi Sεfi(y)).
– Si x est un processus différentiable, Jts(d̂xi Sεfi(y)) coïncide avec l’intégrale de Riemann
∫ t
s Stu dx

i
u Sεfi(yu).

– On dispose de l’estimation :

N [z; Q̂κx(I)] ≤ c ‖Xx‖2γ
{

1 + |I|2(γ−κ)N [y; Q̂κx(I)]2 + |I|2(1−κ) ‖yl1‖2B1

}

, (7.57)

où c = c(ε) est une constante strictement positive.

Démonstration. Revenons sur quelques points de détails de cette preuve, les hypothèses en
présence différant très légèrement de celles de l’hypothèse 11 : on ne dispose plus ici de l’ef-
fet "régularisant" de Xx qui apparaissait dans (6.68). Concentrons-nous ainsi sur le terme
Xx,iSεfi(y)

♯. Les trois premiers termes issus de la décomposition de fi(y)♯ ne soulèvent aucune
difficulté et peuvent être directement traités, comme dans la proposition 6.5.4, à partir des
conditions analytiques contenues dans (7.46) : si s < u < t,

‖Xx,i
tu Sε(ausys · f ′i(ys))‖B1 ≤ ‖Xx‖γ |t− u|γ ε−1‖ausys · f ′i(ys)‖B

≤ c ‖Xx‖γ |t− u|γ |u− s| ε−1‖ys‖B,

‖Xx,i
tu Sε(y

♯
us · f ′i(ys))‖B1 ≤ c ‖Xx‖γ |t− u|γ |u− s|2κ ε−1N [y; Q̂κx],

‖Xx,i
tu Sε((X

ax,j
us yx,js ) · f ′i(ys))‖B1 ≤ c ‖Xx‖2γ |t− u|γ |u− s|1+γ ε−1N [y; Q̂κx].

Le quatrième terme de (7.56) requiert davantage d’attention, car il met en scène un produit de
deux fonctions à partir desquelles nous souhaiterions récupérer des incréments. Nous utiliserons
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à cette fin l’inclusion continue L1(0, 1) ⊂ B−κ donnée par la proposition 7.2.6, et qui, associée
à la propriété (7.7), permet d’affirmer

‖Xx,i
tu Sε

(∫ 1

0
dr
[

f ′i(ys + r(δy)ts)− f ′i(ys)
]

· (δy)ts
)

‖B1

≤ c ‖Xx‖γ |t− u|γ ε−1−κ‖(δy)us · (δy)us‖L1(0,1)

≤ c ‖Xx‖γ |t− u|γ ε−1−κ‖(δy)us‖2B. (7.58)

L’estimation des autres termes découlent ensuite directement des propriétés mises en évi-
dence dans le lemme 7.4.1.

Remarque 7.4.4. Il peut être intéressant de remarquer que l’argument utilisé pour établir (7.58),
et qui vient compenser l’absence (d’un équivalent) de l’hypothèse

Xx,i ∈ Cγ−n/(2p)2 (L(Lp/2(Rn), Lp(Rn))),

conduit à l’apparition d’une singularité plus forte en ε (ε−(1+κ) au lieu de ε−1). Ceci laisse
supposer que si nous avions choisi, dans cette section et dans la section 6.5, un opérateur
régularisant T plus "nuancé" que Sε, nous aurions du ici veiller à ce que ‖Tϕ‖B1 ≤ cT ‖ϕ‖B−κ
et plus seulement ‖Tϕ‖B1 ≤ cT ‖ϕ‖B.

On dispose alors du résultat d’existence globale et d’unicité suivant :

Théorème 7.4.1. On fixe un paramètre κ ∈ (1/3, γ). Si fi ∈ C3,b(R,R) pour tout i ∈
{1, . . . ,m}, alors le système

y0 = h ∈ B1 , (δ̂y)ts = Jts(d̂xi Sεfi(y)), (7.59)

interprété grâce à la proposition précédente, admet une unique solution globale y dans Q̂κx([0, T ]).
On dispose en outre du contrôle suivant sur y :

N [y; Q̂κx([0, T ])] ≤ C(‖Xx‖γ , ‖h‖B1), (7.60)

pour une certaine fonction C = Cε croissante en ses arguments.

7.4.2 Schéma et résultat principal

A partir des considérations de la sous-section 7.4.1, la conception d’un schéma numérique
d’approximation pour le système (7.59) est essentiellement basée sur l’observation suivante :
Si la définition (7.55) de l’intégrale rugueuse J (d̂xi Sεfi(y)) nécessite l’"enrichissement" du
processus y via un processus supplémentaire yx, la notion de solution du système peut quant
à elle être exprimée indépendamment de la structure de processus contrôlés. En effet, si y est
solution du système, il est clair que nous aurons nécessairement yx = Sεf(y)

1. Eu égard à cette
observation, le schéma recherché s’impose naturellement : pour tous M,N ∈ N

∗,
{

yM,N
0 = PNh

yM,N
tk+1

= Stk+1tky
M,N
tk

+Xx,i,M
tk+1tk

PNSεfi(y
M,N
tk

) +Xxx,ij,M
tk+1tk

PNSε

(

(SεPNfj(y
M,N
tk

)) · f ′i(yM,N
tk

)
)

,

(7.61)

1. Rappelons-nous toutefois que la résolution du système fait intervenir les espaces Q̂κ
x, tout comme la preuve

de la proposition 7.4.6.
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où tk = tMk = k
M et, comme dans la section 7.3 :

{

Xx,i,M
tk+1tk

:=
∫ tk+1

tk
Stk+1u dx

M,i
u ,

Xxx,ij,M
tk+1tk

:=
∫ tk+1

tk
Stk+1u dx

M,i
u (δxM,j)utk ,

xM désignant l’interpolation linéaire de x de pas 1/M (définie par la formule (7.14)).

Remarque 7.4.5. Le (court) raisonnement heuristique que nous venons d’utiliser pour mettre
en place (7.61) est bien entendu le même que celui qui nous avait conduit à l’introduction du
schéma (3.5) pour le système standard.

Munis de l’hypothèse 14, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal de cette
section :

Théorème 7.4.2. On suppose que fi ∈ C3,b(R,R) pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Sous l’hypothèse
14, il existe une constante ch,x telle que, si y désigne la solution de (7.59) et yM,M le processus
issu du schéma (7.61) en prenant M = N , alors, pour tout M ∈ N

∗,

sup
0≤p<q≤M

‖δ̂(y − yM,M )tqtp‖B1

|tq − tp|γ
≤ ch,x

{

‖h− PMh‖B1 + vM +
1

M3γ−1

}

. (7.62)

Ici encore, la preuve de ce résultat sera divisée en trois sous-sections.

7.4.3 Discrétisation du processus directeur

Comme dans la sous-section 7.3.3, nous aurons recours à la continuité de l’application d’Itô
pour réduire le problème à l’analyse de l’approximation de Wong-Zakai yM (nous utiliserons à
ce propos la même notation que dans la sous-section 7.3.3) :

Proposition 7.4.6. Soit x, x̃ deux processus donnant naissance à des 2-rough paths de régu-
larité γ, avec γ ∈ (1/3, 1/2), et h, h̃ ∈ B1. Si y (resp. ỹ) désigne la solution du système (7.59)
dirigé X

x (resp. Xx̃), de condition initiale h (resp. h̃), alors

N [y− ỹ; Ĉγ1 ([0, 1];B1)] ≤ C(‖h‖B1 , ‖h̃‖B1 , ‖Xx‖γ , ‖Xx̃‖γ)
{

‖h− h̃‖B1 + ‖Xx −X
x̃‖γ
}

, (7.63)

pour une certaine fonction C = Cε croissante en ses arguments.

Démonstration. La preuve repose globalement sur les mêmes arguments que ceux de la preuve
du théorème 2.3.1. On commence par définir, si y ∈ Q̂κx(I) et ỹ ∈ Q̂κx̃(I),

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃(I)] = N [(y, yx)− (ỹ, ỹx); Q̂κx,x̃(I)]
:= N [y − ỹ; Ĉγ1 (I,B1)] +N [yx − ỹx; C0,κ1 (I,B1)] +N [y♯ − ỹ♯; C2κ2 (I,B1)].

On considère d’abord un temps T0 > 0. A partir de la décomposition

δ̂(y − ỹ)ts = Jts(d̂x f(y))− Jts(d̂x̃ f(ỹ))
= Xx,i

ts Sε [fi(ys)− fi(ỹs)] +
[

Xx,i
ts −X x̃,i

ts

]

Sεfi(ỹs)

+Xxx,ij
ts Sε

[

yx,js · f ′i(ys)− ỹx,js · f ′i(ỹs)
]

+
[

Xxx,ij
ts −X x̃x̃,ij

ts

]

Sε(ỹ
x,j
s · f ′i(ỹs))

+Λ̂ts

(

Xx,iSε

[

fi(y)
♯ − fi(ỹ)♯

]

+
[

Xx,i −X x̃,i
]

Sεfi(y)
♯

+Xxx,ijSεδ
[

yx,j · f ′i(y)− ỹx,j · f ′i(ỹ)
]

+
[

Xxx,ij −X x̃x̃,ij
]

Sεδ(ỹ
x,j · f ′i(ỹ))

)

,
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une série d’estimations élémentaires montre que, pour tout k ∈ N,

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃([kT0, (k + 1)T0])]

≤ cx,x̃,y,ỹ,ykT0 ,ỹkT0

{

T κ0 N [y − ỹ; Q̂κx,x̃([0, T0]) + ‖Xx −X
x̃‖γ + ‖ykT0 − ỹkT0‖B1

}

, (7.64)

avec

cx,x̃,y,ỹ,ykT0 ,ỹkT0 := c
{

1 + ‖Xx‖γ + ‖Xx̃‖γ + ‖ykT0‖2B1
+ ‖ỹkT0‖2B1

+N [y; Q̂κx]2 +N [ỹ; Q̂κx̃]2
}

,

pour une certaine constante c = cε > 0. On s’appuie ensuite sur l’estimation (7.60), ainsi que
sur l’inégalité

‖ykT0‖2B1
≤ c

{

‖h‖2B1
+N [y; Q̂κx]2

}

,

pour affirmer

cx,x̃,y,ỹ,ykT0 ,ỹkT0 ≤ c1
x,x̃,h,h̃

:= C(‖Xx‖γ , ‖Xx̃‖γ , ‖h‖B1 , ‖h̃‖B1),

où C = Cε est une certaine fonction croissante. On choisit finalement T0 tel que c1
x,x̃,h,h̃

T κ0 = 1
2 ,

pour pouvoir déduire de (7.64) :

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃([kT0, (k + 1)T0])] ≤ 2 c1
x,x̃,h,h̃

{

‖Xx −X
x̃‖γ + ‖ykT0 − ỹkT0‖B1

}

≤ 2c1
x,x̃,h,h̃

{

‖Xx −X
x̃‖γ + ‖h− h̃‖B1

+T κ0

k−1
∑

l=0

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃(lT0, (l + 1)T0])]
}

.

En utilisant le lemme de Gronwall comme dans la preuve de (7.27), on obtient, pour tout k,

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃([kT0, (k + 1)T0])] ≤ cx,x̃,h,h̃

{

‖Xx −X
x̃‖γ + ‖h− h̃‖B1

}

.

L’inégalité (7.63) est ensuite une conséquence directe de l’estimation (obtenue à partir de (7.11))

N [y − ỹ; Ĉγ1 ([0, 1],B1)] ≤
NT0−1
∑

k=0

N [y − ỹ; Q̂κx,x̃([kT0, (k + 1)T0])],

où NT0 représente le plus petit entier pour lequel NT0 T0 ≥ 1, si bien que NT0 ≤ 1 + 1
T0
≤

1 + (2 c1
x,x̃,h,h̃

)κ.

Corollaire 7.4.7. Il existe une constante ch,x telle que, si y désigne la solution de (7.59) et
yM l’approximation de Wong-Zakai (relativement à xM ) de ce même système, alors, pour tout
M ∈ N

∗,
N [y − yM ; Ĉγ1 (B1)] ≤ ch,xvM . (7.65)

Démonstration. Il s’agit bien entendu d’une conséquence de l’association de (7.63) et de l’esti-
mation

‖Xx −X
xM ‖γ ≤ ch,x

{

N [x− xM ; Cγ1 (Rm)] +N [x2 − x
2,M ; C2γ2 (Rm,m)]

}

.

Cette dernière inégalité est facile à vérifier à partir des trois expressions décrites par (7.51) et
(7.53), en suivant les arguments de la preuve du lemme 7.3.9.
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Remarque 7.4.8. Comme dans le cas du système rugueux standard, ce dernier résultat donne
lieu à une définition équivalente de la notion de solution du système (7.3) : Un processus y ∈
Ĉγ1 ([0, 1],B1) est solution de (7.3) si pour toute suite de processus différentiables xM qui converge
vers x au sens de l’hypothèse 14, la suite yM des solutions associées converge vers y dans
Ĉγ1 ([0, 1],B1). Ce point de vue masque toutefois les structures sous-jacentes à la construction
d’un tel y, et en particulier le rôle joué par le chemin X

x.

7.4.4 Discrétisation en temps

Le schéma intermédiaire que nous souhaitons étudier dans cette sous-section est donné par :
{

yM0 = h

yMtk+1
= Stk+1tky

M
tk
+Xx,i,M

tk+1tk
Sεfi(y

M
tk
) +Xxx,ij,M

tk+1tk
Sε

(

Sεfj(y
M
tk
) · f ′i(yMtk )

)

.
(7.66)

En vue d’établir la convergence de ce schéma vers la solution y du problème, il serait tentant
de faire appel aux mêmes arguments que dans le cas fini-dimensionnel, et plus précisément à
la stratégie adoptée dans la section 3.2, basée sur les propriétés du flot du système. Nous ne
pouvons malheureusement pas transposer directement cette stratégie dans ce contexte : il faut
en effet tenir compte ici de la dépendance de la constante de Lipschitz qui apparaît dans (7.63)
vis-à-vis des conditions initiales h, h̃, dépendance dont nous pouvions nous affranchir dans le
cas des systèmes standards (comparez (7.60) à (2.29) et (7.63) à (2.30)). Pour cette raison, il
devient au préalable nécessaire d’obtenir une estimation uniforme sur yM :

Proposition 7.4.9. Il existe une constante ch,x telle que, pour tout M ∈ N
∗,

sup
0≤p<q≤M

‖(δ̂yM )tqtp‖B1

|tq − tp|γ
≤ ch,x. (7.67)

La preuve de ce résultat, dont la majeure partie est rapportée en appendix dans un souci
de clarté, consiste globalement à associer au raisonnement de Davie [25] les principes de la
preuve du théorème 6.5.1 (et donc indirectement de la preuve du théorème 5.4.1). Pour mettre
en œuvre ces principes, commençons par introduire quelques notations.

On supposera le paramètre κ fixé dans l’intervalle (1/3, γ). On pose ensuite

ηLl :=
1

L+ l
, τL0 := 0 , τLl+1 := τLl + ηLl , I

L
l := [τLl , τ

L
l+1],

de telle sorte que l’intervalle [0, 1] peut être recouvert par un nombre fini d’intervalles ILl , et
ce quel que soit L ∈ N

∗ fixé. On notera également kl = kLl l’indice défini par tk0 = 0 et
tkl−1 < τLl , tkl ≥ τLl pour l ≥ 1. On définit finalement, pour tous points tp < tq d’une partition
uniforme fixée,

JMtqtp := (δ̂yM )tqtp −Xx,i,M
tqtp Sεfi(y

M
tp )−X

xx,ij,M
tqtp Sε

(

Sεfj(y
M
tp ) · f ′i(yMtp )

)

, (7.68)

KM
tqtp := (δ̂yM )tqtp −Xx,i,M

tqtp Sεfi(y
M
tp ). (7.69)

Avec ces notations, nous montrerons en appendix les deux estimations :

Proposition 7.4.10. Il existe deux paramètres α1, α2 positifs (qui dépendent seulement de γ, κ)
et deux entiers L = L(x, h, α1, α2), M0 =M0(L), tels que, pour tout M ≥M0 et tout l ∈ N,

‖yMtkl‖B1 ≤ (L+ l)α2 , ‖JMtqtp‖B1 ≤ (L+ l)α1 |tq − tp|3κ , si tp, tq ∈ ILl . (7.70)



7.4. CAS RUGUEUX EN PRÉSENCE D’UN INTÉGRANT RÉGULARISÉ 201

A partir de (7.70), (7.67) est une conséquence quasi-immédiate de la définition de JM ,
associée aux propriétés de régularité relatives à Xx,M et Xxx,M , telles qu’elles apparaissent
dans le lemme 7.4.1. En effet, si tp, tq ∈ ILl , on déduit

‖(δ̂yM )tqtp‖B1

≤ ‖JMtqtp‖B1 + ‖Xx,i,M
tqtp Sεfi(y

M
tp )‖B1 + ‖Xxx,ij,M

tqtp Sε

(

Sεfj(y
M
tp ) · f ′i(yMtp )

)

‖B1

≤ (L+ l)α1 |tq − tp|3κ + c1ε ‖Xx‖γ |tq − tp|γ + c2ε ‖Xx‖γ |tq − tp|2γ

≤ cε,h,x |tq − tp|γ .

Le prolongement de ce résultat à tous points tp, tq de la partition est ensuite facile à déduire
de la relation télescopique (7.11), en tenant par ailleurs compte du fait que l’intervalle [0, 1]
peut être recouvert par un nombre fini AL = Ah,x d’intervalles ILl successifs.

7.4.5 Discrétisation en espace

Revenons ici au schéma principal (7.61). L’opérateur de projection PN étant contractant sur
chaque Bα, les arguments utilisés dans la section précédente restent valables pour yM,N , comme
le montrerait un rapide survol de la preuve de la proposition 7.4.10. Nous sommes ainsi en droit
d’appliquer le résultat de cette dernière proposition à yM,N sans justification supplémentaire :

Proposition 7.4.11. Il existe une constante ch,x telle que, pour tous M,N ∈ N
∗,

sup
0≤p<q≤M

‖(δ̂yM,N )tqtp‖B1

|tq − tp|γ
≤ ch,x. (7.71)

Avec ce résultat, il devient possible, afin de comparer yM,N à l’approximation de Wong-Zakai
yM , de suivre le raisonnement de la section 3.2, à l’aide des deux notations supplémentaires
suivantes :

Notation 7.4.12. Pour tout processus x permettant la construction d’un 2-rough path de ré-
gularité γ, on notera ψx le flot associé au système (7.59), autrement dit : z := ψx(h1; t0, t1) si
et seulement si z = ỹt1 , où ỹ ∈ Ĉγ1 désigne l’unique solution du système

ỹt0 = h1 , (δ̂ỹ)ts = Jts(d̂x Sεf(ỹ)), pour tous t > s ≥ t0.

On notera par ailleurs ψM le flot numérique associé à la dynamique du schéma (7.61), c’est-
à-dire : z := ψM (h1; tp, tq) si et seulement si z = ỹMtq , où ỹM est caractérisé par ỹMtp = h1
et

(δ̂ỹM )tk+1tk = Xx,i,M
tk+1tk

Sεfi(ỹ
M
tk
) +Xxx,ij,M

tk+1tk
Sε(Sεfj(ỹ

M
tk
) · f ′i(ỹMtk )) pour tout k ≥ p.

Lemme 7.4.13. Pour tout h1 ∈ B1 et tout k ∈ N,

‖ψxM (h1; tk, tk+1)− ψM (h1; tk, tk+1)‖B1 ≤
C(‖h1‖B1 , ‖Xx‖γ)

M3γ
, (7.72)

pour une certaine fonction C = Cε croissante en ses deux arguments.

Démonstration. Observons tout d’abord que si ỹ := ψxM (h1; tk, .), on a, grâce à la décomposi-
tion (7.55),

ψxM (h1; tk, tk+1)− ψM (h1; tk, tk+1) = Λ̂tk+1tk(J),
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pour un certain élément J ∈ C3γ3 (B1) qui vérifie

N [J ; C3γ3 (B1)] ≤ Cε(‖Xx‖γ)
{

N [ỹ; Q̂κx]2 + ‖h1‖2B1

}

.

(7.72) est ensuite déduite de la propriété de contraction (7.10) et de l’estimation uniforme
(7.60).

Lemme 7.4.14. Pour tout α ≥ 0, il existe une constante cα telle que

‖ψM (yM,N
tk

; tk, tk+1)− yM,N
tk+1

‖B1 ≤ cα
ε−1−α

MγN2α
.

Démonstration. Il suffit d’écrire

ψM (yM,N
tk

; tk, tk+1)− yM,N
tk+1

= Xx,i,M
tk+1tk

(

(Id−PN )Sεfi(yM,N
tk

)
)

+Xxx,ij,M
tk+1tk

(

(Id−PN )Sε
(

Sεfj(y
M,N
tk

) · f ′i(yM,N
tk

)
))

+Xxx,ij,M
tk+1tk

(

PNSε

((

(Id−PN )Sεfj(yM,N
tk

)
)

· f ′i(yM,N
tk

)
))

puis d’appliquer la propriété (7.6).

Nous sommes à présent en mesure d’étabir le résultat principal de cette sous-section. Associé
au corollaire 7.4.7, ce résultat achève la preuve du théorème 7.4.2.

Proposition 7.4.15. Avec les notations introduites jusqu’à présent, il existe une constante ch,x
telle que, pour tout M ∈ N,

sup
0≤p<q≤M

‖δ̂(yM − yM,M )tqtp‖B1

|tq − tp|γ
≤ ch,x

{

‖h− PMh‖B1 +
1

M3γ−1

}

(7.73)

Démonstration. On part de la décomposition

δ̂(yM − yM,M )tqtp =
[

ψxM (y
M
tp ; tp, tq)− ψxM (y

M,M
tp ; tp, tq)− Stqtp(yMtp − y

M,M
tp )

]

+
[

ψxM (y
M,M
tp ; tp, tq)− yM,M

tq

]

= AMtqtp +BM
tqtp .

On sait, d’après les propositions 7.4.6 et 7.4.11, que

‖AMtqtp‖B1 ≤ C(‖Xx‖γ , ‖yMtp ‖B1 , ‖yM,M
tp ‖B1) |tq − tp|γ ‖yMtp − y

M,M
tp ‖B1

≤ cx,h |tq − tp|γ ‖yMtp − y
M,M
tp ‖B1 ,

et ce dernier incrément peut être écrit comme

yMtp − y
M,M
tp = [ψxM (h; 0, tp)− ψxM (PNh; 0, tp)]

+
[

ψxM (y
M,M
0 ; 0, tp)− ψxM (yM,M

tp ; tp, tp)
]

= [ψxM (h; 0, tp)− ψxM (PNh; 0, tp)]

+

p−1
∑

k=0

[

ψxM (y
M,M
tk

; tk, tp)− ψxM (yM,M
tk+1

; tk+1, tp)
]

= [ψxM (h; 0, tp)− ψxM (PNh; 0, tp)]

+

p−1
∑

k=0

[

ψxM (ψxM (y
M,M
tk

; tk, tk+1); tk+1, tp)− ψxM (yM,M
tk+1

; tk+1, tp)
]

.
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En utilisant à nouveau les propositions 7.4.6 et 7.4.11, on déduit

‖yMtp − y
M,N
tp ‖B1 ≤ ch,x

{

‖h− PNh‖B1 +

p−1
∑

k=0

‖ψxM (yM,N
tk

; tk, tk+1)− yM,N
tk+1

‖B1

}

.

Les lemmes 7.4.13 et 7.4.14 fournissent ensuite

‖ψxM (yM,N
tk

; tk, tk+1)− yM,N
tk+1

‖B1 ≤
ch,x,ε
M3γ

,

ce qui permet de conclure quant à l’estimation de ‖AMtqtp‖. Il suffit ensuite d’utiliser les mêmes

arguments pour ‖BM
tqtp‖B1 , en partant cette fois de la décomposition

ψxM (y
M,M
tp ; tp, tq)− yM,M

tq =

q−1
∑

k=p

[

ψxM (y
M,M
tk

; tk, tq)− ψxM (yM,M
tk+1

; tk+1, tq)
]

.

7.4.6 Résultats numériques pour le mBf

L’association du théorème 7.4.2 et de l’estimation (3.15) conduit au résultat explicite sui-
vant :

Théorème 7.4.3. Soit X = (X1, . . . , Xm) un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H ∈
(1/3, 1/2]. On fixe un coefficient γ ∈ (1/3, H) et l’on suppose que fi ∈ C3,b(R,R) pour tout
i = 1, . . . ,m. Sous ces conditions, soit Y la solution du système

(δ̂Y )ts = Jts(d̂Xi Sεfi(Y )) , Y0 = h ∈ B1, (7.74)

interprété de façon trajectorielle via la proposition 7.4.3, et YM,M le processus issu du schéma
numérique (7.61). Alors il existe une variable aléatoire cε,γ,h,X finie p.s, telle que, pour tout
M ∈ N,

sup
0≤p<q≤M

‖δ̂(Y − YM,M )‖B1

|tq − tp|γ
≤ cε,γ,h,X

{

‖h− PMh‖B1 +

√

log(M)

MH−γ
+

1

M3γ−1

}

. (7.75)

Passons à présent à l’implémentation concrète de ce schéma. En projetant YM,N sur la lème

composante de la base choisie, on récupère la procédure itérative :

YM,N,l
tk+1

= e−λl/MyM,N,l
tk

+M
m
∑

i=1

(δXi)tk+1tk

(∫ tk+1

tk

e−λl(tk+1−u+ε)du

)

〈

fi(Y
M,N
tk

), el

〉

+M2
m
∑

i,j=1

(δXi)tk+1tk(δX
j)tk+1tk

(∫ tk+1

tk

e−λl(tk+1−u+ε)du (u− tk)
)

〈

(SεPNfj(Y
M,N
tk

)) · f ′i(YM,N
tk

), el

〉

.

Le calcul des coefficients de Fourier
〈

fi(Y
M,N
tk

), el

〉

peut s’effectuer par l’intermédiaire de

la transformée en sinus discrète, comme nous l’avions fait dans le cas Young, en s’appuyant sur
la formule d’approximation :

〈

fi(y
M,N
tk

), el

〉

≈ 1

N

N
∑

n=0

fi

(

yM,N
tk

( n

N

))

el

( n

N

)

.
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On utilisera cette même idée pour le calcul de
〈

(SεPNfj(Y
M,N
tk

)) · f ′i(YM,N
tk

), el

〉

, à partir de

la formule :
〈(

SεPNfj(y
M,N
tk

)
)

· f ′i(yM,N
tk

), el

〉

≈ 1

N2

N
∑

n=0

N
∑

p=0

N
∑

m=0

el

( n

N

)

ep

( n

N

)

ep

(m

N

)

e−λpεf ′i

(

yM,N
tk

( n

N

))

fj

(

yM,N
tk

(m

N

))

.

En tenant compte de ces observations, le code Matlab suivant montre une possible implé-
mentation de l’algorithme lorsque :

m = 2 , h(ξ) =
1

2
sin(πξ) +

3

5
sin(3πξ)

f1(x) =
1− x
1 + x2

, f2(x) = cos(x).

Pour être plus précis, la fonction est conçue en vue de simuler t 7→ YM,N
t

(

1
2

)

.

function [ l ]= e i g v a l (N)
l = [ ] ; for i =1:N, l ( i )=( p i ∗ i )^2 ;end

function [ S]= semigr (M,N, l , kappa )
S = [ ] ; for i =1:N, v ( i )=exp(− l ( i )^2/( kappa∗M) ) ; end

function [ ]= simulrough (H,M,N, kappa , ep )
l=e i g v a l (N) ; C=semigr (M,N, l , kappa ) ;
X1=(1/M)^H∗wfbm(H,M+1); X2=(1/M)^H∗wfbm(H,M+1);
De=(kappa . / l ) . ∗ ( exp(−(ep ∗( l /kappa ) ) )

−exp(−((1/m)+ep )∗ ( l /kappa ) ) ) ;
Dde=(kappa . / (M∗ l ) ) . ∗ exp(−ep ∗( l /kappa))−(kappa ^2) . / ( l .^2)

. ∗ ( exp(−(ep ∗( l /kappa)))−exp(−((1/M)+ep )∗ ( l /kappa ) ) ) ;
Se=exp(−ep∗ l ) ;A=[1/2 ,0 ,3/5 , zeros (1 ,N−3) ] ;
for i =1:M

u=dst (A( i , : ) ) ; fy1 =0.5∗ i d s t ((1−u)./(1+u . ^ 2 ) ) ;
fpu1=(u.^2−2∗u−1)./((1+u . ^ 2 ) . ^ 2 ) ;
fy2 =0.5∗ i d s t ( cos (u ) ) ; fpu2=sin (u ) ;
w1=Se .∗ fy1 ; u1=dst (w1 ) ;
w2=Se .∗ fy2 ; u2=dst (w2 ) ;
v11=fpu1 .∗ u1 ; x11=0.5∗ i d s t ( v11 ) ;
v12=fpu1 .∗ u2 ; x12=0.5∗ i d s t ( v12 ) ;
v21=fpu2 .∗ u1 ; x21=0.5∗ i d s t ( v21 ) ;
v22=fpu2 .∗ u2 ; x22=0.5∗ i d s t ( v22 ) ;

A( i +1 ,:)=C.∗A( i , : )+ (m∗(X1( i+1)−X1( i ) )∗De ) . ∗ fy1
+(m∗(X2( i+1)−X2( i ) )∗De ) . ∗ fy2
+(m^2∗((X1( i+1)−X1( i ) )^2)∗Dde ) . ∗ x11
+(m^2∗((X2( i+1)−X2( i ) )^2)∗Dde ) . ∗ x22
+(m^2∗((X1( i+1)−X1( i ) )∗

(X2( i+1)−X2( i ) ) )∗Dde ) . ∗ x12
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+(m^2∗((X1( i+1)−X1( i ) )∗
(X2( i+1)−X2( i ) ) )∗Dde ) . ∗ x21 ;

end
y=zeros (1 ,M+1);
for j =1:(M+1)
for l =1:((N−1)/2)

y ( j )=y ( j )+A( j , 2∗ l +1)∗(−1)^ l ;
end
end
plot ( linspace (0 , 1 ,M+1) ,y )

Comme dans le cas Young, permettons-nous finalement une conjecture quant au taux de
convergence effectif de l’algorithme relativement à la norme du supremum (en temps), à partir
de l’observation de l’erreur empirique moyenne obtenue pour 10 réalisations du mBf (voir la
figure 7.4.6).

Conjecture : Avec les notations du théorème 7.4.3, il existe une variable aléatoire ch,X
finie p.s telle que

sup
p∈{0,...,M}

‖Ytp − YM,M
tp ‖B1 ≤ c

log(M)

M2H−1/2
. (7.76)

1 2 3 4 5 6 7 8
−2.2

−2

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

Figure 7.3 – Résultat de simulation pour n 7→ log2‖YM0,M0
1 − Y 2n,2n

1 ‖B. Ici, M0 = 211,
H = 0.35, κ = 100. La droite correspond à un taux de convergence théorique en n−(2H−1/2).

7.5 Appendix

Il reste à établir la preuve de la proposition 7.4.10, qui avait été laissée en suspens. Le
développement de δ̂JM qui suit se révèlera indispensable au cours du raisonnement :
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Lemme 7.5.1. Avec les notations de la sous-section 7.4.4, on a, pour tous 0 ≤ k < l < m ≤M ,

(δ̂JM )tmtltk = Xx,i,M
tmtl

Sε

{∫ 1

0
dr f ′i(y

M
tk
+ r(δyM )tltk) ·KM

tltk

}

+Xx,i,M
tmtl

Sε

{

(δxj)tltk

∫ 1

0
dr

[

f ′i(y
M
tk
+ r(δyM )tltk)− f ′i(yMtk )

]

· Sεfj(yMtk )
}

+Xxx,ij,M
tmtl

Sεδ
(

Sεfj(y
M ) · f ′i(yM )

)

tltk

+Xx,i,M
tmtl

Sε

{∫ 1

0
dr f ′i(y

M
tk
+ r(δyM )tltk) · atltkyMtk

}

+Xx,i,M
tmtl

Sε

{∫ 1

0
dr f ′i(y

M
tk
+ r(δyM )tltk) ·Xax,i,M

tltk
Sεfi(y

M
tk
)

}

. (7.77)

Démonstration. Il ne s’agit que de développements algébriques et analytiques standards, amor-
cés par la relation (6.18).

Preuve de la proposition 7.4.10. On procède par récurrence sur l. Les trois paramètres α1, α2, L
seront déterminés au cours du raisonnement. Par ailleurs, pour tout L ≥ 1, on sait que l’inter-
valle [0, 1] peut être recouvert par un nombre fini d’intervalles IL0 , I

L
1 , . . . , I

L
AL

. La récurrence
s’achèvera à l’étape l = AL et, pour des raisons qui deviendront claires durant l’étape d’hérédité,
on prend M0(L) := L+AL.

Initialisation : l = 0. Une première condition s’impose d’emblée sur L : ‖h‖B1 ≤ Lα2 .
Ensuite, sur IL0 = [0, τL1 ], montrons par récurrence sur q : pour tout tq ≤ τL1 et tout tp < tq,
‖JMtqtp‖B1 ≤ Lα1 |tq − tp|3κ. Pour q = 1, on utilise le fait que, par définition de yM , JMt1t0 = 0.

Supposons l’inégalité vérifiée pour tout q̃ ≤ q et tq+1 ≤ τL1 . Let tp < tq+1. On considère l’indice
m = m(p, q + 1) tel que |tm − tp| ≤ 1

2 |tq+1 − tp|, |tq+1 − tm+1| ≤ 1
2 |tq+1 − tp|. De cette façon,

‖JMtq+1tp‖B1 ≤ ‖JMtqtm‖B1 + ‖JMtmtp‖B1 + ‖(δ̂JM )tq+1tmtp‖B1 + ‖(δ̂JM )tq+1tqtm‖B1

≤ 21−3κLα1 |tq+1 − tp|3κ + ‖(δ̂JM )tq+1tmtp‖B1 + ‖(δ̂JM )tq+1tqtm‖B1 .

En utilisant à présent la décomposition (7.77), il est facile de vérifier que si s < u < t sont trois
points de la partition uniforme de [0, 1] de pas 1

M , alors

‖(δ̂JM )tus‖B1 ≤ c1x |t− u|γ ‖KM
us‖B1 + c2x |t− u|γ |u− s|γ ‖(δ̂yM )us‖B1

+c3x |t− u|γ |u− s|γ |u− s| ‖yMs ‖B1 + c4x |t− u|2γ ‖(δ̂yM )us‖B1

+c5x |t− u|2γ |u− s| ‖yMs ‖B1 + c6x |t− u|γ |u− s| ‖yMs ‖B1

+c7x |t− u|γ |u− s|1+γ .

Notez que dans un souci de clarté, nous n’avons pas explicité la dépendance vis-à-vis du para-
mètre ε dans cette dernière estimation. Ce sera également le cas dans le reste de la preuve.

D’après l’hypothèse de récurrence,

‖KM
tmtp‖B1 ≤ ‖Xxx,ij

tmtp Sε(Sεfj(y
M
tp ) · f ′i(yMtp ))‖B1 + ‖JMtmtp‖B1

≤ c8x |tm − tp|2γ + |tm − tp|2γ Lα1(ηL0 )
3κ−2γ

tandis que

‖(δ̂yM )tmtp‖B1 ≤ ‖Xx,i
tmtpSεfi(y

M
tp )‖B1 + ‖Xxx,ij

tmtp Sε(Sεfj(y
M
tp ) · f ′i(yMtp ))‖B1 + ‖JMtmtp‖B1

≤ c9x |tm − tp|γ + |tm − tp|γ Lα1(ηL0 )
3κ−γ .
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En outre,
‖yMtp ‖B1 ≤ ‖h‖B1 + ‖(δ̂yM )tp0‖B1 ≤ ‖h‖B1 + c10x (η

L
0 )
γ + Lα1(ηL0 )

3κ,

et nous déduisons par conséquent

‖(δ̂JM )tq+1tmtp‖B1 ≤ |tq+1 − tp|3κ
{

c11x + c12x L
α1(ηL0 )

γ + c13x (η
L
0 )

1+γ−3κ‖h‖B1

}

.

Avec les mêmes arguments, une estimation similaire peut être obtenue pour ‖(δ̂JM )tq+1tqtm‖B1 ,
de telle sorte que

‖JMtq+1tp‖B1 ≤ |tq+1 − tp|3κ
{

Lα121−3κ + c14x + c15x L
α1(ηL0 )

γ + c16x (η
L
0 )

1+γ−3κLα2
}

.

Cette inégalité conduit aux deux hypothèses :

Lα1(η0L)
γ ≤ 1 , Lα1(1− 21−3κ) ≥ c14x + c15x + c16x (η

L
0 )

1+γ−3κLα2 .

La première hypothèse est satisfaite si α1 < γ. Quant à la seconde, elle est équivalente à

c17x L
−α1 + c18x L

−(α1−α2+1+γ−3κ) ≤ 1,

relation qui peut être vérifiée pour L assez grand, pourvu que α1 − α2 + 1 + γ − 3κ > 0,
c’est-à-dire α2 < 1 + α1 + γ − 3κ.

Sous ces conditions, on récupère finalement ‖JMtq+1tp‖B1 ≤ Lα1 |tq+1 − tp|3κ, ce qui achève la
récurrence sur q et donc la phase d’initialisation de la récurrence sur l.

Hérédité. On suppose la propriété vérifiée pour un certain l ≥ 0 fixé. On écrit ensuite

‖yMtkl+1
‖B1 ≤ ‖yMtkl‖B1 + ‖(δ̂yM )tkl+1

tkl+1−1
‖B1 + ‖(δ̂yM )tkl+1−1tkl

‖B1

≤ (L+ l)α2 + ‖(δ̂yM )tkl+1
tkl+1−1

‖B1 + ‖(δ̂yM )tkl+1−1tkl
‖B1

≤ (L+ l)α2 + c19x M
−γ + c20x (η

L
l )
γ + (ηLl )

3κ(L+ l)α1

≤ (L+ l)α2 + c21x (η
L
l )
γ + (ηLl )

3κ(L+ l)α1 .

Notez que pour majorer ‖(δ̂yM )tkl+1
tkl+1−1

‖B1 dans la troisième inégalité, nous avons simple-
ment utilisé le fait que

(δ̂yM )tkl+1
tkl+1−1

= Xx,i
tkl+1

tkl+1−1
Sεfi(y

M
tkl+1−1

) +Xxx,ij
tkl+1

tkl+1−1
Sε((Sεfj(y

M
tkl+1−1

)) · f ′i(yMtkl+1−1
)).

Observons maintenant l’équivalence

(L+ l + 1)α2 − (L+ l)α2

c21x (L+ l)−γ + (L+ l)α1−3κ
∼L→∞

α2(L+ l)α2−1

c21x (L+ l)−γ + (L+ l)α1−3κ
.

Cette propriété implique en particulier que si L est assez grand, ‖yMtkl+1
‖B1 ≤ (L + l + 1)α2 ,

pourvu que α2 − 1 + γ > 0 et α2 − 1 − α1 + 3κ > 0, ce qui se résume en fait à α2 > 1 − γ
puisque nous avons déjà supposé α1 < γ.

La vérification de ‖JMtqtp‖B1 ≤ (L+ l+ 1)α1 |tq − tp|3κ s’effectue ensuite exactement comme

dans la phase d’initialisation, en remplaçant h par yMtkl+1
.

En résumé, les conditions à imposer aux deux paramètres α1 et α2 sont retranscrites par
trois inégalités :

0 < α1 < γ , 1− γ < α2 < 1 + α1 + γ − 3κ.

Il n’est pas difficile de se convaincre que ces conditions peuvent effectivement être satisfaites si
l’on choisit d’abord α1 ∈ (κ, γ), puisque dans ce cas

(1 + α1 + γ − 3κ)− (1− γ) = α1 + 2γ − 3κ > 2(γ − κ) > 0.
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