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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

La théorie des trajectoires rugueuses (ou rough paths) a été initiée par Terry Lyons il y a
une dizaine d’années en vue d’offrir une interprétation des intégrales dites rugueuses, car de la
forme

t
/ Yu ATy, (1.1)

ol x est un processus fractionnaire, ¢’est-a-dire non différentiable mais présentant une certaine
régularité holdérienne v € (0,1). L’engouement suscité par cette approche, et que viennent
traduire les multiples publications inspirées des travaux de Lyons, trouve essentiellement son
explication & travers deux aspects fondamentaux de la théorie : d’une part, I’élégance du pro-
cédé, qui met en avant toute la Ilégitimité de la construction, d’autre part, la souplesse du
formalisme en jeu, qui permet d’envisager le traitement de bruits x trés généraux.

Légitimité. L’intégrale rugueuse (1.1), définie au sens des rough paths, est une extension
directe de l'intégrale de Lebesgue usuelle : pour toute suite (™) de processus différentiables
qui convergerait vers x (relativement a une topologie a préciser), la suite des intégrales

t t
/ Yy dx;, = / Yy Ty, du
S s

converge vers fst Yy dx,. En d’autres termes, le procédé de construction est continu par rapport
au processus qui dirige l'intégrale. La complexité des mécanismes mis en ceuvre dans la théorie
sera retranscrite par le biais des topologies qui interviennent dans 1’énoncé complet de cette
derniére assertion.

Souplesse. L'interprétation de 'intégrale (1.1) n’est permise que pour une classe d’inté-
grants y spécifique, dont 'expression générale est le plus souvent liée au processus z. L’atout
majeur de la théorie des rough paths réside dans le fait que la classe d’intégrants en question
présente suffisamment de stabilité vis-a-vis de 'opération de composition avec un champ de
vecteurs o régulier, mais aussi vis-a-vis du processus d’intégration lui-méme, pour permettre
I'interprétation du systéme différentiel rugueuz dy, = o(y;) dxy, yo = a, c’est-a-dire

t
Yt = a+/ U(yu) dxm (1‘2>
0

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ol @ est une condition initiale fixée. L’ensemble des processus intégrables est en outre assez large
pour autoriser la résolution du systéme (1.2) par le biais d’arguments de point fixe standards.
Le principe évoqué au point précédent s’étend alors & la solution y du systéme, qui dépend
ainsi continiment de x : c’est le théoréme de la limite universelle.

Efficacité. Aussi performante soit-elle, la méthode développée par Doss et Sussmann |31,
97] afin d’interpréter et résoudre le systéme (1.2) ne s’applique qu’a des processus x uni-
dimensionnels, ou lorsque les composantes du champ de vecteurs o satisfont une certaine condi-
tion de commutativité. La théorie des rough paths prend ainsi toute sa valeur et sa spécificité
dés que z est & valeurs multi-dimensionnelles, voire infini-dimensionnelles, et ce en présence
de champs trés généraux. Dans ces circonstances, elle englobe largement U'interprétation four-
nie par Young dans son article [106], et constitue & ce jour la seule approche (déterministe)
disponible lorsque le coefficient de régularité holdérienne v est inférieur a 1/2.

La construction proposée par Lyons dans [66] prend source dans les travaux de Chen [12,
13, 14]. Si cette construction a été introduite dans la perspective d’envisager un bruit holdérien,
cette seule hypothése ne suffit généralement pas a I'analyse du systéme (1.2). Les conditions
préalables & I’amorce du mécanisme des rough paths peuvent étre trés grossiérement résumeées
par le principe général suivant :

Afin de donner sens au systéeme (1.2) lorsque x est un processus y-holdérien, puis
résoudre ce systeme, il suffit de justifier l'existence des intégrales itérées associées
a x, définies (formellement) pour tous temps s < t comme les éléments de [’algébre
tensorielle donnés par la relation itérative

t
1 _ n+1 _ n
Xy =Tt —Ts , Xgf = / Xgy @ ATy, (1.3)
S
et ce jusqu’a un certain ordre lié au coefficient .

Si vy > 1/2, seul x! entrera en jeu, et aucune hypothése autre que la régularité héldérienne
n’est alors requise. C’est le cas dit Young, en référence a la construction proposée par ce dernier
dans [106]. Si v € (1/3,1/2], Panalyse du systéme fera en outre intervenir le processus x?2 :
[0,7]? = V@V (six est a valeurs dans l'espace V). Plus généralement, si v € (1/(k+1),1/k],
il faut étre en mesure de prouver l'existence des intégrales itérées jusqu’a 'ordre k.

L’ensemble x = (x!,x2,...,xX) composé du processus et de ses intégrales itérées est alors

appelé trajectoire rugueuse (ou rough path) au-dessus de x. C’est seulement a partir de la donnée
de cet élément de ’algébre tensorielle que la procédure imaginée par Lyons peut étre enclenchée,
pour finalement aboutir a la résolution de (1.2) et au théoréme de la limite universelle.

Pour tenter d’appréhender le mécanisme en jeu (mécanisme sur lequel nous reviendrons
en détail dans la premiére partie), supposons un instant le processus z différentiable et uni-
dimensionnel. Pour toute application o : R — R suffisamment réguliére, la solution y du systéme
(1.2), donnée par le théoréme de Cauchy classique, peut étre développée entre deux instants
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s <t €[0,7] de la fagon suivante :
t
U —Ys = / U(yu) dxy,
’ t
— o0z =)+ [ lolw) ~ o) do
t
= o(ys) - (x¢ —xs) + U/(ys) : / (Yu — Ys) dy + T;,t

t
= o(ys) - (2t — ) + 0’ (s) - o ys) - / (0 — ) dy + 71, 412, (14)

ot ’on a noté successivement

o= | t ( / i [0 (3 e — 90)) — ' (5)] - (e — ys>) iz,

=) [ [ toton) — otuo) dro o

En se référant au formalisme décrit par (1.3), et en notant en outre rg; := rét + rit, la
décomposition (1.4) s’écrit également :

Yo —ys = 0(ys) Xgp + 0" (ys) -0 (ys) - X2y + 7 (1.5)

Moralement, du point de vue de la régularité vis-a-vis du couple (s,t), o(ys)-x%; (resp. o’ (ys) -
o(ys) 'X?yt) représente un terme d’ordre 1 (resp. d’ordre 2), tandis que les expressions qui
composent r font apparaitre des variations d’ordre 3. C’est a ce stade qu’intervient le résultat
qui va régir la construction des intégrales rugueuses (dans le cas v > 1/3 du moins) et que 1'on
peut retranscrire, de fagon simplifiée, & travers ’assertion :

Si x ety sont deuzx processus y-héldériens, avec v > 1/3, et si x autorise la

construction d’une intégrale itérée d’ordre deux Xf’t = fst(:ru — xg) dxy telle que

x2,| <o |t — s|*Y pour tous s < t € [0,T], (1.6)

alors le processus r qui apparait dans (1.5) peut étre prolongé en une fonction du
triplet (x1,x2,y), et ce de facon continue relativement & la topologie issue de la
condition (1.6) pour la seconde variable (et a une topologie plus sophistiquée pour
la troisieéme variable).

Cette extension permet ainsi de donner sens au membre de droite de I'expression (1.5)
dans ce contexte, pour une classe de processus y assez large. Elle fournit par 14 méme une
interprétation légitime du systéme (1.2) dans le cas ou v est strictement supérieur a 1/3, cette
derniére condition permettant d’envisager le terme résiduel 7 comme un processus de régularité
holdérienne 3y > 1.

Le procédé peut ensuite étre étendu a des processus x moins réguliers encore, en partant
de développements du systéme similaires a (1.5), mais d’ordres plus élevés.

Les éléments techniques sous-jacents a cette procédure ont plusieurs fois été reprécisés au
cours des dix derniéres années, d’abord par Lyons lui-méme, en collaboration avec Qian [68], ou
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dans le cours de Saint-Flour [67|, puis par Laure Coutin, Antoine Lejay, Peter Friz et Nicolas
Victoir (entre autres) a travers une série d’articles qui ont poussé le formalisme original jusqu’a
un degré de perfectionnement trés élevé [18, 19, 21, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 62, 63, 64]. L’ouvrage
de Friz et Victoir [41] rend compte du haut niveau de maturité désormais atteint par la théorie
dans I'étude du systéme (1.2).

Le point de vue utilisé dans ce mémoire est celui développé par Massimiliano Gubinelli
dans son article Controlling rough paths [46]. Cette variante de la théorie des rough paths,
proche des conceptions de Feyel et De La Pradelle [33, 34|, est généralement désignée par
I'appellation théorie des k-incréments. Elle restitue ’essentiel des idées originales de Lyons, tout
en s’affranchissant du cadre d’étude hautement abstrait mis en ceuvre dans [68], et développé par
Friz et Victoir. A I'approche géométrique de ces derniers auteurs, Gubinelli substitue en outre
un point de vue plus algébrique du processus d’intégration contre des fonctions héldériennes,
comme est récemment venu le souligner son article Ramification of rough paths [49].

L’objectif principal de ma thése a consisté a illustrer la souplesse des méthodes initiées par
Gubinelli & travers la considération de systéemes différentiels moins standards que le systéme
décrit par (1.2), et ce dans un cadre fini ou infini-dimensionnel. Deux types de travaux avaient
déja convergé en ce sens :

— Neuenkirch, Nourdin et Tindel s’étaient penchés sur le cas de 1’équation avec retard ru-

gueuse, que 'on peut écrire :

Y = & + fg O (Yus Yu—r1 s« - - s Yu—ry, ) Ay, pour tout ¢ > 0,
Yy =& sit € [—rg, 0],

ot 7y < ...<ry sont des instants fixés. Leurs résultats ont donné lieu a larticle |75].

— Plusieurs auteurs avaient envisagé la possibilité de définir des équations aux dérivées
partielles rugueuses, ou plus exactement perturbées par un bruit rugueux, autrement dit
des systémes de la forme :

dyy = Ay dt + f(yr) dy,

avec A un opérateur non borné d’un espace de Banach. Nous reviendrons plus en détail
sur ces différents travaux, mais citons deés & présent les articles de Gubinelli, Lejay et
Tindel [50, 51].

Nous avons poursuivi ce projet & travers ’étude de deux systémes : 1’équation de Volterra
et I'équation de la chaleur, toutes deux dans leur version rugueuse.

L’équation de Volterra. 11 s’agit a l'origine de 1’équation intégrale

t
Yt = a + / U(tu u, yu) d’U,,
0

qui, sous sa forme rugueuse, devient

t
Yt = a+/ a(t,u, yu) dzy, (17)
0

avec x un bruit fractionnaire multidimensionnel. La particularité de ce systéme tient bien
entendu au fait que l'intégrant o(t,u,y,) dépende de la variable courante ¢, dépendance qui
induit un comportement global du systéme radicalement différent de celui du systéme standard
décrit par (1.2).
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L’équation de la chaleur. Ce travail en collaboration avec Gubinelli et Tindel faisait direc-
tement suite a article [51] relatif aux équations d’évolution rugueuses. L’objectif du projet
consistait & interpréter et résoudre le systéme infini-dimensionnel

dys = Ay, + Z fi(ye) dl’i y Yo =1, (1.8)

=1

ou A désigne le laplacien sur un espace a préciser, 1 une condition initiale fixée, f une appli-
cation non linéaire, et x un bruit fractionnaire m-dimensionnel.

Dans ces deux situations, ¢’est-a-dire ausst bien pour I’équation de Volterra que pour l’équa-
tion de la chaleur, l’analyse du systéme a (le plus souvent) conduit ¢ une véritable reformulation
de la notion de rough paths, basée sur une définition des intégrales itérées plus en accord avec
la forme de I’équation et le comportement algébrique des solutions potentielles.

Ce mémoire souléve également la question de l’approzimation numérique des solutions de
systemes rugueux. Un premier travail fondamental avait été entrepris dans cette direction par
Davie, dans son article [25] portant sur I'analyse du systéme différentiel (1.2). Les solutions
du systéme ne sont plus vues comme des points fixes d'une classe d’intégrants abstraite, mais
comme les limites d’un procédé itératif discret, point de vue qui conduit tout naturellement &
la définition d’un schéma d’approximation.

En collaboration avec Andreas Neuenkirch, nous avons développé cette idée (toujours dans
le cadre de l'analyse du systéme (1.2)) a travers la conception d’un schéma d’approximation
qui soit en outre facilement implémentable. La démarche initiée pour le systéme (1.2) a ensuite
été adaptée au cas de l’équation de la chaleur rugueuse, dans un contexte cette fois infini-
dimensionnel.

1.2 Application a analyse stochastique

En raison de leurs propriétés de régularité trajectorielle, plusieurs processus aléatoires
(continus) constituent des candidats potentiels a l'application de la théorie des rough paths,
ouvrant par 1a méme la voie & une approche trajectorielle des systémes différentiels stochas-
tiques. C’est le cas du processus stochastique le plus connu, le mouvement Brownien, dont les
trajectoires sont presque siirement ~-holdériennes, et ce pour tout coefficient v < 1/2. C’est
également le cas pour son extension immédiate, le mouvement Brownien fractionnaire, introduit
par Mandelbrot et Van Ness en 1968 dans [69] :

Définition 1.2.1. On appelle mouvement Brownien fractionnaire (abrégé en mBf dans la suite)
d’indice de Hurst H € (0,1) le processus gaussien centré BH dont la covariance est donnée par
la relation

1
BB BH] = S {7 + 7 — |t — s }.
Lorsque H = 1/2, BH coincide avec le mouvement Brownien standard.

A partir de cette définition, le critére de Kolmogorov conduit immeédiatement au résultat
de régularité escompté :

Proposition 1.2.2. Presque sidrement, les trajectoires d’un mBf d’indice de Hurst H sont
~v-héldériennes, pour tout v < H.
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L’intérét porté a ce processus s’est manifesté au cours des vingt derniéres années au travers
de nombreuses applications, dans des registres aussi variés que I’analyse des protéines |60, 61],
la neurobiologie [85] ou la modélisation financiére [98], en passant par les télécommunications
[105]. Dans toutes ces situations, les propriétés de dépendance a long terme du mBf, associées a
son auto-similarité, en font une alternative tout a fait plausible au mB standard. Ces différents
exemples viennent ainsi nourrir I'attente d’une formulation exhaustive d’une théorie du calcul
stochastique associée & ce processus, calcul qui échappe & la théorie d’Itd, dans la mesure ou
un mBf d’indice H # 1/2 n’est pas une (semi)martingale.

La théorie des rough paths pourrait contribuer a I'obtention d’une telle formulation. Toute-
fois, en vue de 'application de ce mécanisme, se pose la question du sens & donner aux intégrales
itérées issues du mBf. Eu égard a la proposition 1.2.2, et conformément au principe général
évoqué dans la partie précédente, il advient en effet que si B¥ est un mBf d’indice H, nous

devons étre en mesure de justifier I'existence des intégrales itérées jusqu’a 'ordre k = [%]

Le cas du mouvement Brownien standard (H = 1/2) ne souléve bien entendu aucune
difficulté sur ce plan, l'intégrale itérée d’ordre 2 (appelée aussi aire de Lévy) pouvant étre
définie au sens d’Ito ou de Stratonovich. Ainsi, si B = B2, on définira simplement B2 comme
le processus de deux variables a valeurs matricielles

.. t . - .
B2 = / (BY — BY)dBY), (1.9)

ou lintégrale est comprise au sens d’It6 ou de Stratonovich. Le calcul stochastique trajectoriel
issu de la méthode des rough paths rejoint alors le calcul de la théorie d’It6, I'identification des
deux procédés conduisant, via le théoréme de la limite universelle, a une preuve élémentaire des
résultats classiques relatifs au support et aux grandes déviations d’une diffusion Brownienne.
Le chapitre IV de [41] rend compte de ce phénoméne.

La définition de l'aire de Lévy, et plus généralement des intégrales itérées d’ordres supérieurs
a 2, pour un mBf d’indice H < 1/2, est nettement plus délicate. Comme 'observe Nualart dans
[81], on ne peut par exemple recourir & une définition de l'intégrale comme limite des sommes

de Riemann usuelles, ne serait-ce qu’en raison de la relation : si t; = = (1 =0,...,n),

n—1
ZE [Bg(ngH _B{i{)} =
=0

—_

n—

(67 — 687 — (tiga — t:)*"]
=0

1=

(1-n'"2H) &5 —x

N = N

lorsque n tend vers l'infini, si H < 1/2.

Afin de donner sens a (1.9) dans ce contexte, nous sommes d’abord tentés de nous tourner
vers des approches préexistantes du calcul stochastique par rapport au mBf, telle que 'inter-
prétation donnée par Russo et Vallois dans [93], et qui donne naissance a la notion d’intégrale
symétrique :

Définition 1.2.3. L’intégrale symétrique d’un processus H relativement a un mBf, notée
fOT H, odB,, est définie comme la limite en probabilité (si elle existe) de l'intégrale

1 (T

% ; H,(Byte — By—¢) du, (1.10)

lorsque € tend vers 0.
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Par ce dernier biais, il s’avére cette fois possible de définir I'aire de Lévy par la formule :
.. t . . -
Biﬁ::h/(Bg)—Zﬁ”)ong% (1.11)

lorsque B = BH est par exemple un mBf d’indice H € (1/3,1/2). Le mécanisme des rough
paths peut alors prendre appui sur (1.11) pour conduire a l'interprétation et a la résolution du
systéme (1.2), palliant par la méme I’absence d’une méthode de résolution plus directe pour
I’équation

¢
Yt:a—i—/ o(Y,)odB,
0

dans un cadre multi-dimensionnel, comme le souligne 'appendix du livre [8] de Biagini, Hu,
Oksendal et Bernt.

Une autre approche visant & 'obtention d’une définition acceptable des intégrales itérées,
consiste & introduire une approximation réguliére B"™ du mBf, puis & examiner le comportement
asymptotique des intégrales itérées associées & B"™, comprises au sens de Lebesgue :

t t
B2 = / (BT~ BY)@dBr . B = / BE © dBY, k> 2. (1.12)
S S
Les limites potentielles (relativement & une topologie adéquate) de ces différentes suites consti-
tuent alors des candidats naturels a la définition d’une trajectoire rugueuse issue de B. Plusieurs
types d’approximation B™ ont été envisagées jusqu’a présent. Citons par exemple :

— L’interpolation linéaire du processus, définie relativement & une partition 0 = tg < t; <

co. <tp_1 <tp, =T par la formule

t— 1t

B' = B, +
i ot — te

(Bthrl — Btk) sitp <t< Tht1-
Le comportement asymptotique des intégrales itérées construites a partir de B™ a d’abord
été étudié par Coutin et Qian dans leur article [20].

— Une approximation de type Karhunen-Loéve, utilisée dans [33] :

BZL = Z A ei(t)v
<n

ol By = Yoy Z'€i(t) est le développement de Karhunen-Loéve du mBf dans une base
hilbertienne (e;) de l'espace auto-reproduisant, de telle sorte que les variables aléatoires
(Z*) correspondent & des gaussiennes centrées indépendantes.

— Une approximation basée sur la représentation intégrale du mBf, et étudiée par Millet et
Sanz-Solé dans [71]. Rappelons que le processus peut étre décrit (sur [0, 1]) par la formule
By = fol K(t,s) dWs, ou W est un mouvement Brownien standard et

1 u—1
Fl(u) = 1{u>1}CH (2 — H> A ,UH—3/2 (1 _ ('U + 1)H—1/2) dv.

L’approximation B™ présentée dans [71] est alors définie, pour une partition 0 = tg <
t1 <...<t, =1 donnée, par B = fol K, (t,s) dWs, avec
1 tet1

Kn(t, S) = 1{s<t}m ) K(t,u) du si tk <s< tk+1.
k
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— L’approximation dite analytique du mBf, récemment introduite par Unterberger [102], et

sur laquelle nous reviendrons plus en détail au cours du premier chapitre.

L’analyse des trois premiers exemples a été englobée dans une étude plus générale relative
aux processus gaussiens par Friz et Victoir [42], article dans lequel les deux auteurs mettent
en évidence un critére de convergence des intégrales itérées basé sur la fonction de covariance
du processus. Dans les trois cas, il est prouvé que les intégrales itérées associées & chacune de
ces approximations convergent si 'indice de Hurst H est supérieur a 1/4. Les limites obtenues
sont en outre communes aux trois approximations, et coincident, presque stirement, avec les
intégrales définies au sens de Russo-Vallois ((1.11) pour laire de Lévy). Nous verrons au cours du
premier chapitre que I’approximation analytique du mBf rejoint (& la limite) cette construction,
toujours sous I'hypothése H > 1/4, donnant ainsi naissance, via la méthode des rough paths,
au méme calcul stochastique.

Les constructions qui apparaissent dans ce mémoire ont d’abord été développées en vue d’une
application au mBf (d’indice de Hurst supérieur a 1/4). Nous avons cependant fait le constat,
au cours de l’étude, qu’une modification minime des structures algébriques en jeu permettait
d’étendre une majeure partie de ces constructions a une trajectoire rugueuse d’ordre 2 ou 3
(suivant le degré du développement effectué) quelconque. Les simulations associées aux schémas
d’approximation numérique mettent quant a elles en scéne le Brownien fractionnaire.

Il convient de mentionner que seules les constructions proposées par Unterberger [103,
101] et Tindel et Nualart [84] rendent & ce jour possible le traitement d’un indice de Hurst
H < 1/4, méme si le calcul stochastique résultant de ces deux procédures est plus difficile a
interpréter. Dans ce manuscrit, nous n’envisagerons de toute fagon a aucun moment le cas d’un
coefficient de régularité héldérienne inférieur (ou égal) a 1/4. Nous n’avons cependant guére
de doute quant au fait que les constructions que nous proposons, aussi bien pour [’équation
de Volterra que pour ’équation de la chaleur, pourraient s’étendre a des processus de régularité
holdérienne quelconque, une fois mise en évidence l’existence d’une trajectoire rugueuse associée
a ces processus.

Avant de clore cette section, rappelons que la méthode des rough paths est surtout digne
d’intérét lors de la considération de bruits multi-dimensionnels et de régularité holdérienne
inférieure & 1/2. La résolution du systéme (1.2) lorsque = désigne un mBf uni-dimensionnel
(d’indice de Hurst quelconque) est en effet possible via la méthode de Doss-Sussmann [31,
97], ou, dans un cadre plus général, en faisant appel a la notion d’intégrale de Newton-Cotes
développée dans [43, 45, 78]. Dans leur article [79], Nourdin et Simon mettent d’ailleurs en
évidence les similitudes entre cette derniére approche et une approche basée sur les rough paths,
dans ce contexte uni-dimensionnel. Le cas H > 1/2 (pour un mBf de dimension quelconque)
est quant & lui efficacement traité par le biais de méthodes de calcul fractionnaire trajectoriel,
comme le rapporte Nualart dans son compte-rendu [80].

1.3 Plan et résultats principaux

Le mémoire est divisé en trois parties, chacune d’entre elles correspondant (globalement) a
Panalyse d’un systéme différentiel différent.

La 1°™® partie viendra servir un objectif double. Elle permettra dans un premier temps (&
travers le chapitre 2) de présenter les principaux éléments de la théorie des k-incréments, tels
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qu’ils ont été introduits par Gubinelli dans le cadre de I'analyse du systéme (1.2), et d’évoquer
les constructions et résultats issus de leur mise en ceuvre. Ces constructions feront en effet office
de référence lors de développements ultérieurs. L’attention sera essentiellement portée sur le
cas v > 1/3, qui véhicule la plupart des principes généraux caractéristiques de la méthode
des rough paths. Dans le contexte du mBf, une précision sera finalement apportée quant a la
définition de laire de Lévy issue de I'approximation analytique du processus.

L’autre objectif de cette premiére partie (restitué dans le chapitre 3) consistera en [’étude
d’un schéma numérique facilement implémentable pour le systéme (1.2), et donné, lorsque
z=(zM,. .. z(™) et 0; : R — R, par la formule

m
_ @)
v =y > o) (@) i)

Z o) - (@) — 2ty @) | —a).
i=1 j=1

l\DM—A

La convergence de ce schéma de type Milstein (car incluant un facteur d’ordre deux) vers
la solution du systéme, sera établie par le biais d’un raisonnement basé sur le flot du systéme,
et valable pour tout coefficient v > 1/3. Le raisonnement en question, qui fait 'objet de 28],
sera repris dans la troisiéme partie, dans le cadre infini-dimensionnel des EDPS.

La 2"9¢ partie sera dédiée a I'étude de I’équation de Volterra rugueuse (1.7). Le chapitre
4 mettra d’abord en avant les résultats obtenus lors de ’analyse du systéme sous sa forme la
plus générale, tels qu’ils apparaissent dans [30]. Il s’agit de résultats du type :

(i) Si le coefficient de régularité holdérienne v de z est supérieur a 1/2, un théoréme
d’existence et d’unicité d’une solution globale pour (1.7), pour toute application o :
Rt x RT x RY — L£(R™,R?) suffisamment réguliére vis-a-vis de ses trois variables.

(i) Sivy e (1/3,1/2], et si @ permet la construction d’un rough path d’ordre 2 (autrement
dit d’une aire de Lévy), un théoréme d’existence et d’unicité d’une solution locale, définie
sur un petit intervalle [0, Tp].

Dans ces deux situations, 'interprétation du systéme prendra appui sur les constructions dites
classiques de l'intégrale rugueuse, issues de I’étude du systéme ordinaire (1.2). On envisagera
également, & 'aide d’une interprétation plus élémentaire de 'intégrale en termes de sommes
de Riemann, la possibilité d’une singularité dans le systéme (1.7), c’est-a-dire d’un champ de
vecteurs de la forme

U(tv u, y) = (t - U)_(W(y),
oit ¢ : RY — L(R™,R?) est une application réguliére et o un paramétre positif corrélé a la
régularité v de x.
Pour tenter de remédier aux difficultés soulevées par I'extension de la solution locale obtenue

dans le cas (ii), nous élaborerons ensuite, suivant [29], une stratégie visant & un meilleur controle
de la solution g, et ce lorsque le systéme se présente sous la forme

ye=a+ / Ot —u) - o) doy,  avee 6(t) / Si(€) - D) d, (1.13)

pour un certain noyau régulier S : RT x R — R. Cette derniére opération inclura notamment
les transformées de Laplace et de Fourier. Sous certaines conditions de régularité concernant <Z>
et o, une solution globale sera cette fois obtenue dans le cas v > 1/3, via une transformation du
systéme et une réinterprétation des intégrales itérées en jeu. L’ensemble fera 'objet du chapitre

5.
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Enfin, la 3™ partie sera consacrée a I’analyse de ’équation de la chaleur rugueuse (1.8),
et divisée en deux chapitres.

Le chapitre 6 permettra de présenter le contexte théorique de cette étude, autrement dit
les outils et espaces fonctionnels impliqués dans la phase d’interprétation du systéme, et qui
combinent la méthode des rough paths avec la théorie des semigroupes. Nous reprendrons en
cela les principes généraux introduits dans [51] pour une équation d’évolution quelconque, tout
en y adjoignant certaines propriétés spécifiques a I’équation de la chaleur.

Ce méme chapitre rendra par ailleurs compte des résultats obtenus dans [27] dans le cadre de
la résolution de (1.8). Il s’agira d’abord de la mise en évidence d'une solution globale unique (a
valeurs dans un certain espace de Sobolev fractionnaire) dans le cas Young (y > 1/2), pour des
champs f; suffisamment réguliers, puis d’une analyse du cas rugueux (v € (1/3,1/2]) dans les
deux situations suivantes :
— FEn considérant des champs f; trés généraux, ce qui donnera lieu & un théoréme d’existence
et d’unicité d’une solution locale pour (1.8).
— En présence de champs f; issus d'une régularisation, c’est-a-dire de la forme f;(y)(§) :=
JdnK(&,n) - gi(y(n)), pour un certain noyau régularisant K. Le procédé conduira alors
a un théoréme d’existence et d’unicité globale d’'une solution.

Le chapitre 7, tiré de [26], permettra finalement d’évoquer la question de l’approximation
des solutions de (1.8) via un schéma numérique, dans les deux cas de figure ot 'existence
d’une solution globale aura été démontrée (cas Young et cas rugueux en présence de champs
régularisés).

Si les trois parties peuvent étre envisagées de facon indépendante, [’ensemble suit toutefois
un cheminement global marqué par plusieurs références inter-parties, et voit la mise en scéne
de procédés de complexité croissante.
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1.4 Index des notations

1.4.1 Notations générales

CFP(V:W), ke N

Espace des applications k-fois différentiables de V' dans W,
dont les k premiéres dérivées sont bornées

CFPR(V, W), k€ N,k € (0,1) Espace des applications k-fois différentiables de V' dans W,

R™1m2;. Mg

Sp(I), k e N*

Ce(I;V), keN

5
CH(I; V), ke {1,2,3}
A
QF(I;RY)
x = (x',x

x = (x',x%,x

dont les k premiéres dérivées sont bornées et dont la k-iéme
dérivée est k-holdérienne

Produit tensoriel R™ @ R™? @ ... ® R™*
k-iéme simplexe sur I (Définition 2.1.1)

Espace des k-incréments sur I & valeurs dans V' (Définition
2.1.1)

Opérateur d’incrément standard (Définition 2.1.2)

Espaces holdériens généralisés (Sous-section 2.1.2)
Opérateur d’inversion standard (Théoréme 2.1.1)

Espace des processus (7, n)-controlés par  (Définition 2.2.4)
2-rough path au-dessus de z (Hypotheése 1)

3-rough path au-dessus de x (Hypotheése 2)

1.4.2 Notations du chapitre 3

X¢ouX(e),e>0

Bn,T

BZ,n,T

R

¢(5--)
P (se)

Approximation analytique du mBf (Sous-section 3.1.1)

Interpolation linéaire du processus B sur [0,77], suivant la
partition de pas % (Voir (3.13))

Aire de Lévy construite & partir de B™T (Voir (3.14))
Solution du systéme (3.2)

Solution approchée via le schéma (3.5)

Approximation de Wong-Zakai associée a B™ (voir (3.32))
Flot associé au systéme (3.34)

Flot numeérique associé au schéma (3.35)
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1.4.3 Notations du chapitre 4

Yu Voir introduction du chapitre
oy Voir introduction du chapitre
Do, D?c, ... Opérateurs différentiels successifs associés a ¢ (voir intro-

duction du chapitre)

Dso Opérateur de dérivée partielle (Sous-section 4.3.1)

1.4.4 Notations du chapitre 5
b, 0,5 Voir (5.3) et (5.4)
Si(I) k-iéme simplexe inversé (Sous-section 5.2.1)
Ls(V),Ls5(V), =0  Espaces fonctionnels de type £y (Voir (5.11))
Crp(I;V), k€ N*,3>0 Espace de k-incréments a valeurs fonctionnelles (Voir (5.12))
6 Opérateur d’incrément convolutionnel (Définition 5.2.1)

CNI‘; 5([ V), ke {1,2,3} Espaces de processus holdériens a valeurs fonctionnelles
(Sous-section 5.2.3)

A Opérateur d’inversion convolutionnel (Proposition 5.2.9)

X 1-rough path convolutionnel (Hypothése 4)

CUI; V), ke {1,2,3}  Voir (5.39)

QI(I;RY) Espace des processus convolutionnels contrdlés (Définition
5.4.1)
X Voir (5.42)
(X, Xow Xoo) 2-rough path convolutionnel (Hypothéses 5, 7 et 8)
L; Voir (5.45)
xae Voir (5.45)
Agvf(I :RF) Espace affine des processus controlés localisés (Définition

5.4.7)
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1.4.5 Notations du chapitre 6

Bap, > 0,p € N*

-

~

CY(L; Ba,p)

XZU

Xy, k€ N*

f/(SD)y f €t
M &N, M,N € £(B,,B,)

(Xx7 Xail?, )(33‘(],7 XIQL’)

(Xﬁ, XCLCI?7 X£E$)

Qp()

()(1‘7 X&$7 XLE.’II’ XJJ(I’ Xa:l?.’E’ X(IIISE)

f'(p), f € X

Laplacien sur R"

Semigroupe de la chaleur sur R™ (Voir (6.9))

Espaces de Sobolev fractionnaires sur LP(R™) (6.2.1)
Multiplication point par point de ¢ et ¢ (Notation 6.4.3)
Opérateur d’incrément twisté (Définition 6.2.6)

Espace des processus x-holdériens au sens de 6 (Voir (6.19))
Opérateur d’inversion twisté (Théoréme 6.2.2)

1-rough path associé a I’équation de la chaleur (Hypothése
9)

Classe de champs de vecteurs spécifique (Définition 6.3.5)
Voir Notation 6.4.2
Voir Notation 6.4.3

2-rough path associé a 'équation de la chaleur (Hypothése
10)

Espace de chemins rugueux (Hypothése 10)

Espace des processus controlés twistés (Définition 6.4.6 (y €

(1/3,1/2]) ou (6.98) (v € (1/4,1/3]))

2-rough path associé a 1’équation de la chaleur régularisée
(Hypothese 11)

Espace de processus controlés (Définition 6.5.3)

3-rough path associé¢ a ’équation de la chaleur (Hypothése
12)

Voir Sous-section 6.7.1
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1.4.6 Notations du chapitre 7

7M 7M
X$ ’XCEJ?

Laplacien sur L?([0, 1]) avec conditions au bord de Dirichlet
Semigroupe engendré par A

Espaces de Sobolev fractionnaires associés & A (Définition
7.2.1)

Espace de processus contrdlés (Proposition 7.4.3)

Solution du systéme (7.21) (cas Young) ou (7.59) (cas ru-
gueux)

Approximation de la solution via le schéma (7.25) (cas
Young) ou (7.61) (cas rugueux)

Approximation de Wong-Zakai du systéme (7.2) associée a
I'interpolation linéaire ™ de z

Chemin rugueux discrétisé (Sous-sections 7.3.2 et 7.4.2)



Premiére partie

Retour sur le systéme différentiel
rugueux standard
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Chapitre 2

Eléments de la théorie des
k-incréments

Les constructions que nous nous apprétons a proposer, aussi bien pour I’équation de Vol-
terra que pour 1’équation de la chaleur, s’inspirent largement de I'approche mise en avant par
Gubinelli [46] dans le cadre de I’étude du systéme rugueux standard :

dyﬁ = aij(yt) dx{ , Yo=ac€ Rd, (2.1)

oit o : RY — L(R™,RY) est une application réguliére et x : [0, 7] — R™ un bruit y-héldérien,
pour un certain coefficient v € (0,1). Aussi nous permettons-nous de consacrer ce premier
chapitre a la présentation des outils et concepts qui ont permis, dans [46], une compréhension
compléte du systéme (2.1). Nous rappellerons notamment que I'interprétation de l'intégrale
f st 0 (y,) dxl, passe par une préalable dissection de lintégrale (de Riemann) fst 0" (yu) d,
lorsque Z est un processus différentiable (ou & variations bornées), comme la décomposition (1.5)
ébauchée dans I'introduction le suggérait. Ce travail de déconstruction s’effectue a I’aide de deux
opérateurs fondamentaux, l'opérateur d’incrément § (voir Définition 2.1.2) et son inverse (en un
sens & préciser, voir Théoréme 2.1.1) A, qui conférent a la démarche une tournure essentiellement
algébrique. Pour cette raison, la théorie des k-incréments est d’ailleurs également référencée sous
I'appellation théorie de l'intégration algébrique.

Une fois le systéme convenablement interprété, nous constaterons que sa résolution ne fait
quant & elle intervenir que des arguments de point fixe relativement standards, qui conduisent
a la mise en évidence d’une unique solution globale lorsque le champ de vecteurs o est suffi-
samment régulier. Les propriétés de continuité du flot, qui constituent I'un des atouts majeurs
de la méthode rough paths, seront ensuite analysées en détail.

Ce premier chapitre est plus exactement divisé en trois sections :

— La premiére section est dédiée a la définition des deux opérateurs § et A que nous venons
d’évoquer, ainsi qu’a I’énoncé de quelques unes de leurs propriétés. Au cours de cette pré-
sentation sera précisée la notion de régularité holdérienne pour un processus de plusieurs
variables, notion dont nous ferons usage tout au long du chapitre.

— La seconde section verra la construction de I'intégrale rugueuse fst Yy Ay, ou plus exacte-
ment les différentes constructions suivant la valeur du coefficient de régularité holdérienne
v de z. Apparaitra ici le concept de processus contrélé (Définitions 2.2.4 et 2.2.9), au centre
de la théorie des k-incréments, et qui sera repris dans les chapitres suivants.
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— La troisiéme section viendra ensuite résumer les résultats d’existence et d’unicité d’une
solution pour le systéme (2.1), établis dans [46]. Nous reviendrons en détail sur les pro-
priétés de continuité de cette solution vis-a-vis du processus x et de la condition initiale
a (Théoréme 2.3.1).

On fixe, et ce pour tout le chapitre, un horizon 7T fini.

2.1 Quelques outils

La théorie met en scéne des processus continus de 1, 2 ou 3 variables temporelles. On définit
plus généralement :

Définition 2.1.1. Soit (V,||.||) un espace vectoriel normé et I un intervalle inclus dans [0,T)].
Pour tout k € N*, on appelle k-incrément de I (4 valeurs dans V') toute fonction continue g
sur le simplexe

Sk ={(t1,...,tx) eI t <ty <...<tp},

a valeurs dans V', et telle que gi,¢,..0, = 0 sl existe deux indices © # j pour lesquels t; = t;.
L’ensemble des k-incréments de I a valeurs dans V' sera noté Ci(I; V).

Par exemple, si = : [0,7] — R™ est un processus différentiable, l'intégrale itérée d’ordre n
x", définie par la relation itérative (1.3), est un 2-incrément a valeurs dans le produit tensoriel
(R,

2.1.1 L’opérateur d’incrément J

Il s’agit du premier objet fondamental associé au formalisme des k-incréments.

Définition 2.1.2. Soit (V,||.||) un espace vectoriel normé et I un intervalle inclus dans [0, 7.
On appelle opérateur d’'incrément la suite 6 = (Og)ren+ d’opérateurs définie par : pour tout
k e N*¥,
k+1 ‘
0k : Cr(I;V) = Copa (V) o (Oktretis = D (10 ity
i=1

ou la notation t; signifie que la i-éme variable t; est omise. Pour davantage de clarté, nous
noterons & pour O, et ce pour tout k € N* [Dindice k étant de toute facon implicitement
déterminé par la nature de l'incrément auquel ['opérateur est appliqué.

Ainsi, si g € C1(I; V), dg € Co(I; V) est simplement donné par (0g)ss = g — gs pour tous
s <tel, tandis que si h € Co(I; V), 6h € C3(I; V) est défini par

(0h)sut = hst — hsy — hyy  pour tous s <u <t e l. (2.2)

Si l'intérét porté a 'opérateur (ou plutdt la notation) d; semble évident dans le cadre de la
manipulation de fonctions holdériennes, I'extension de cet opérateur a des processus de plusieurs
variables peut a priori laisser perplexe. Observez cependant qu’'une fois munis de la définition
(2.2), la relation de Chasles s’écrit par exemple : si x et z sont deux processus réguliers et si
hst = fst zy dx,, (pour tous s < t), alors dh = 0. C’est ce type de raisonnement algébrique
élémentaire qui sera mis & contribution au cours de 1’étude. Rappelons & présent la propriété
fondamentale de l'opérateur ¢ (voir [46]) :
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Proposition 2.1.3. § est un opérateur de cohomologie, c’est-a-dire 66 = 0. Plus précisément,
la cohomologie induite par 6 est exacte, autrement dit Im o = Ker Opy1.

Ce résultat signifie en particulier que pour tout élément h € Ci(I; V) tel que dh = 0, il
existe un processus f € Cy_1(/;V) (non unique) tel que h = §f (par exemple, si I = [a, ],
ft1...tk,1 = haty..tk,l)'

Munissons-nous dés maintenant d’une convention notationnelle pratique lorsqu’apparaissent
des produits d’incréments, et qui restera en vigueur dans le reste du mémoire :

Définition 2.1.4. Soient V' et W deuz espaces normés et I un intervalle inclus dans [0,T]. Si
g €Cp(L; L(V,W)) et h € Ci(I; W), pour k,l € N*, le produit gh est défini comme le (k+1—1)-
incrément (G valeurs dans W) donné par la formule : pour tous t1 <to < ... <tpi;_1,

(gh)tl---tk+l_1 = Jt1..tp htktk+1...tk+l_1 . (23)

Avec cette convention, le théoréme de Riemann-Stieltjes s’écrit par exemple : si x est &
variations bornées et si y est continu,

T
dz, = lim 0% )it s
/Oyu u |A|—>Ot§(y Jtitii

ot A={0=ty <ty <...<ty, =T} est une partition de [0, 7] dont le pas tend vers 0.

Bien qu’élémentaires, les relations algébriques suivantes, qui rendent compte du comporte-
ment de 'opérateur ¢ vis-a-vis de cette structure produit, se révéleront utiles au cours de la
construction de 'intégrale rugueuse :

Proposition 2.1.5. L’opérateur § satisfait les régles de différentiation :

1. Si g, h sont deux éléments de C1, alors
d(gh) =0gh + gdh. (2.4)
2. Sige(Cy etheclCs, alors
d(gh) =0gh+ goh, d(hg) = dhg — hdg. (2.5)

Démonstration. Montrons simplement (2.4), les autres relations étant tout aussi triviales : si
g,h € Cq, alors

[5(gh>]t3 = gthi — gshs = (gt - gs)ht + gs(ht - hs) = (5g)stht + gs((sh)sty

ce qui, avec la définition 2.1.4 ci-dessus, correspond a l’assertion.

2.1.2 Espaces holdériens

Au concept trés général de processus a p-variation finie utilisé dans [68] ou [41], Gubinelli
substitue une formulation plus élémentaire en vue de quantifier la notion de régularité pour
des processus de 2 ou 3 variables. Cette formulation, qui étend de fagon naturelle la définition
classique des fonctions holdériennes a une variable, va (entre autres) permettre une analyse
rigoureuse de la régularité des termes qui composent les développements tels que (1.4).
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Définition 2.1.6. Soit (V,||.||) un espace normé, I un intervalle inclus dans [0,T] et o, B,
des parameétres positifs. On définit C{(I; V'), C§(I1; V) et Céa’ﬂ) (I; V) par les formules :

oh)s
CHI;V)={heCi(L;V): N[hC{(I;V)]:= sup M < oo},
s<tel [t —s|

CS(I;V)={heCa(L;V): N[hC$(I;V)]:= sup HhstHa
s<tel |t — 3|

[e3% [e% hsu
C?E ’B)(I; V)y={heCs(I;V): N[h;C?() ’B)(I; V)] := sup [Pt

s<u<tel [t —u|® Ju— s/

< 00}

Enfin, on pose C§(I;V) := @ogag,ﬂéa’”_a) (1; V), et l'on munit ce dernier espace de la norme
NTh;C{(I; V)] = inf {ZN[yi;Céa““ai)(I; V), y= Zy’} :

Il est par exemple immédiat que si g € CS(I; L(V,W)) et h € CQE(I; V), alors le produit gh,
tel qu'il est défini par (2.3), est un élément de C§+’8(I; W).

Remarque 2.1.7. Définie de cette fagon, N[.;C(I; V)] n’est bien entendu qu’une semi-norme
sur C{'(1; V), et 'on aura plutdt recours, par la suite, & la norme :

N CH V)] o= N CUIL V)] 4+ N CH I V)], ot N[Rs CY(I; V)] = sup [[hul].
tel

Remarque 2.1.8. Lorsque lintervalle de temps I (resp. 'espace V) considéré est clairement
déterminé par le contexte, on utilisera régulierement le raccourci Cp(V') := Cp(I; V) (resp.
Ci(I) := Ci(I;V)). Suivant cette méme idée, il nous arrivera d’écrire encore plus simplement
Cy pour Cp(I; V).

2.1.3 L’opérateur A

Interrogeons-nous & présent sur les conditions requises en vue d’inverser I'opérateur 0o,
procédé qui constitue véritablement la pierre angulaire de toutes les constructions de la section
suivante, et qui s’appuie sur le résultat :

Théoréme 2.1.1. On fize un paramétre p > 1. Pour tout h € CY([0,T); V)N Im 8, il existe un
unique élément noté Ah € CY([0,T]; V) tel que §(Ah) = h. En outre,

[l < cu NTh; CE (V)] (2.6)
avec ¢, = 2420372 | k~H. Cette assertion donne naissance & une application linéaire continue
A:CE([0,T); V)N Im § — C5([0,T];V)

telle que
ON = Ider o 1) vynrm s €t MO = Idee o1y - (2.7)
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Démonstration. La preuve originale de ce résultat, basée sur le théoréme de Stokes, se trouve
dans [46]. Nous fournissons ici une preuve plus élémentaire, qu’il sera facile d’adapter a des
contextes différents (voir le théoréme 5.2.9). Pour plus de clarté dans les notations, on prend
T=1.

Unicité. Soient M, M’ € C§ tels que 6M = §M’' = h. En particulier, §(M — M') = 0, et ainsi,
d’apreés la proposition 2.1.3, M — M’ = §q, pour une certaine fonction ¢ € C;. Mais alors g € CY'
avec p > 1, donc ¢ est constante, et par conséquent M = M’.

Existence. Par hypothése, nous savons qu’il existe B € Cs tel que 6 B = h. Considérons a présent
la suite (7™),, des partitions dyadiques de [0, 1], définie par

i
"t ={0=t{ <t} <--- <t =1}, avect?zz—n,

et posons, pour tous s,t € [0, 1],

0 if 7™ N (s,t) =0,
M:% = Bst - Bst? - Bt;‘t sim™ N (S, t) = {t?},
Bst - Bst? - Bt?t - Z,ZL;; Bt?t?Jrl si ™ N (S, t) == {t? S s S t?}
Il est facile de vérifier que 'application M™ : s,t + MZ est continue sur [0,1]2. Nous allons
montrer que la suite (M™),en converge dans I'espace C([0,1]%; V) des fonctions continues sur
[0,1]?, muni de la norme N[5 C3(V)] (Ny; C3(V)] = supy e o nllystllv)-
Soient s,t € [0,1], n € N. On note

TN (s,8) = {0 <ty <<t
= {5t <, <<t <t} avec j <1< 27

Sis< tgjtll et t < tglfl, alors

)

n+1 _ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
O (s, t) = e <eptt <apfl <<t <

et dans ce cas

2j—1%2 2 U2i+102i42

-1
M;;J"l _ Mgﬁ = (5B)Stn+1 tnfl + Z((SB)t'rH»ltTH»l tn+1 5
i=j

ce qui, puisque 6B = h, méne &

1 M

1 .

MG — M [lv < Nh; CE (V)] <2n+1> (1+1—-3).

On procede de la méme fagon dans les cas (s > t;ljf_ll,t > tglill)v (s < t;f_lpt > tglt:l) ot
(s > t’gﬁl, t < tglfl), pour finalement obtenir

n n 1 n+1 .
M - My < N CAV)] (2”) @1 J)

MBSO, (1Y (L)),

NIM™ — M™;C)(V)] < W {2 (1>n " <11>"} '

IN

et ainsi
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Dans la mesure ot > 1, ceci prouve que la série Y N[M™ 1 — M™; C(V)] converge, et donc
>, (M —M™) converge dans C([0, 1]%; V') pour la norme N[ ; C9(V)], ce dernier espace étant
complet. Or, en invoquant le fait que M =0, on a MY = Zg:_ol (M™1 — M™), ce qui entraine
la convergence uniforme de M* vers un élément M € C([0,1]%; V). Nous pouvons dés a présent
observer que pour tout n, M;} =0, d’ott My = 0, de telle sorte que M € Cs.

On fixe maintenant 0 < s < u <t < 1 et 'on note 7™ N (s,u) = {tj st TN u,t) =
{th, ... tp}, dou ™ N (s,t) = {t,... .} U {t?,, ..., t;}. De cette facon,
-1

n
st = Bst — Bstn — Bimt — § Bynin, | E Bipey,, — Bper,-
—

Nous supposerons que t;?, > u, le cas t? = u conduisant a la méme relation (2.8). Alors

-1
Mg = Bot + | Bsu — Bstr — Bipa Z By, | + | But — Butr, — Bt — Z Binyn

7 i1

+ Biny + But?/ — Bsy — Byt — Bt?t;},,
ce que 'on peut écrire sous la forme
Mgf = Mgu + M;}t + hsut - htl"ut;?,; (28)

Puisque h € C¥, on a lim,, o hipuin, = 0, et ainsi, en faisant tendre n vers l'infini dans (2.8),
J
on obtient la relation algébrique escomptée, a savoir M = h.

Montrons enfin que pour tous s,t € [0,1] et n € N,
MGl < e N'[h; CE(V)] [t — 8], (2.9)

ce qui prouvera l'inégalité (2.6) et par 1a méme, la réguliére holdérienne de M. A cette fin,
fixons s,¢ € [0,1], n € N. Si 7" N (s,t) = 0, le résulat est évident. Si 7" N (s,t) = {t}},
M2 = (6B)are = hape, dott [Mlly < Nhs V)] — s < ¢, Nhs Ch(V)] |t — sl Si
70 (s,t) ={t],..., 4]}, on choisit k € {j +1,...,1— 1} tel que

2
iy — teal < l—]%—lH_S"

A ce stade, le critére de sélection que nous venons d’énoncer n’est pas trés pertinent, dans la
mesure ou les distances entre deux points successifs de 7" sont égales. Ce critére ne prend en
fait véritablement sens que lors de l'itération de la procédure. Considérons en effet la nouvelle
partition m = {t;?, N YR SR TR ,t'} et définissons M, suivant le méme principe que M,
en utilisant 7 au lieu de 7" N (s, t). Alors

n J—
st Btk e Bt? ity T Btkt’;;‘ﬂ - htﬁfltZtZH’
et de ce fait .
I = 3l < Ao €OV o = ol

On itére ensuite le raisonnement jusqu’a épuisement de la partition, pour obtenir
I—j—-1

MGy < Nh; CE(V)] [t — s <2+2“ ; ,;) < euNh; CE(V)][t = s
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Le lien entre cet opérateur A et une vision plus classique de la théorie de l'intégration
exprimée a 'aide de sommes de Riemann (éventuellement corrigées) sera donné par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.1.9. Soit g € Co(V) tel que 6g € C§ avec p > 1. Sidf := (Id—Ad)g, alors

(6f)st = lim Z Gtitiyrs

ot Agt = {to = s,...,t, =1} est une partition de [s,t| dont le pas |As| tend vers 0.

Démonstration. Il suffit d’écrire

(6F)ts = Y (6Fttes = D Grtr — 2, Mritiyr (59),

t; €At ti€EAst ti €At
et d’observer que
| S Aean@9)]|, < 3 180 Go)llv < NAGg): 5] 1Al It = 5],
t; EAst tzEAst
donc lima |0 ZtieAst Ay y11,(69) = 0. -

2.2 Construction de l'intégrale rugueuse

Comme nous 'avons rappelé en introduction, la construction de I'intégrale rugueuse

t
tJ Jd
/ 2] dxd,,
S

lorsque z et z sont deux processus holdériens a valeurs respectivement dans R™ et R%™ dépend
de facon substantielle de la régularité des deux processus.

Remarque 2.2.1. Lors de cette construction, il faudra garder & I'esprit le fait que la définition
recherchée devra permettre l'interprétation du systéme (2.1), ce qui signifie en particulier (méme
si Pargument est pour l'instant un peu heuristique) que le coefficient de régularité holdérienne
k de lintégrant z ne pourra excéder celui de z (noté, comme jusqu’a présent, ). En toute
logique, si y est solution de (2.1), intégrant z = o(y) devrait méme hériter de la régularité
de x. Cette premiére remarque coupe ainsi court & toute possibilité d’interprétation via un
argument d’intégration par parties, c’est-a-dire une définition du type

t t
ij i .7 LV ij d
/ dz, = {zt Ty — Zg (L‘s} / dz;) xl.
S S

2.2.1 Le cas Young (v > 1/2)

Supposons pour l'instant les processus x et z différentiables. L’mtegrale f z da:u est alors
interprétée comme l'intégrale de Lebesgue [ z L2l dad, = IN " 24 3J du. Observons a présent la

décomposition élémentaire :

t
/ 9 daxd —z”/ da?, +/ dad, = 29 (527) t—i—/ (62) gy dad.. (2.10)



30 CHAPITRE 2. ELEMENTS DE LA THEORIE DES K-INCREMENTS

En notant 7%, := f;(c&zij)su dzl,, il n'est pas difficile de vérifier que (67%) gy = —(024) gy (027 ),
tandis que |1k | < [|2]|oo, 0,711 00,77 [t — s|%. Ces deux relations permettent d’écrire, grice a
la seconde égalité de (2.7),

rly = Ay (677) = — Ay ((627)(527)) .

En revenant a (2.10), on déduit la décomposition :

/ 2 dal, = 2 (5a7) ot — Ayt ((629)(527)) . (2.11)

C’est a partir de ce type d’expression qu’apparaissent les possibilités d’extension de l'intégrale
a des processus x et z moins réguliers. En effet, si I'on se référe au théoréme 2.1.1, le terme
A ((629)(627)) fait sens deés que (62%)(d27) € C4(I;RY), pour un certain coefficient p > 1.
C’est en particulier le cas si z € Cf(I;RY™) et x € C](I;R™), avec r < v tels que k + v > 1.

Proposition 2.2.2 ([46]). Soient z € Cf(I;RY™) et z € CJ(I;R™), avec 1/2 < k < 7. On
définit Uintégrale rugueuse J (2% dz?) par la formule : pour tous s <t € I,

Tis (29 da?) = 29 (627 ) — Aot ((627)(627)) . (2.12)

Alors :
~ J (29 dx7) est bien défini en tant qu’élément de CJ (I;R?) via le théoréme 2.1.1, et il existe
A € CJ(I;RY), unique a une constante pres, tel que A" = J (2 da?).
— Jst(29 dx?) coincide avec lintégrale de Riemann fst 2 dal, quand x est un processus
régulier.
— On dispose de l’estimation :

N(J (2 dx); C3 (I;RY)]
< { Mz R 4 17 M CF (1R | N s € (LR™)). - (2.13)

~ Pour tous s < t € I, lintégrale T (2 da?) peut étre décrite par la formule :

Tst (27 da?) = |Alit|n1>0 Z (29 627 )t (2.14)
° tkeAst

pour toute partition Ag = {s =tg < ... < t, =t} de [s,t] dont le pas tend vers 0.

L’estimation (2.13) est une conséquence directe de la propriété de contraction (2.6). Quant
a (2.14), il suffit d’appliquer le corollaire (2.1.9), en remarquant le fait que

T (29 da?) = (Id —=AS) (2 7).

Remarque 2.2.3. Ce cas de figure est souvent désigné comme le cas Young, en référence a
larticle [106], dans lequel 'auteur établit, de fagon plus directe, la convergence de la somme de
Riemann (2.14). Par analogie, les constructions qui, dans la suite du mémoire, n’impliqueront
que des développements a l'ordre un, seront elles aussi référencées sous cette appellation.
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2.2.2 Le cas v € (1/3,1/2]

Si z et = sont y-holdériens avec v € (1/3,1/2], la décomposition (2.11) ne permet plus
d’étendre la définition de l'intégrale & ces deux processus : un développement plus sophistiqué
de l'intégrale (lorsque x et z sont réguliers) est alors nécessaire.

Surviennent ici deux idées fondamentales, caractéristiques de la méthode rough paths.

La premiére idée consiste a ne plus envisager l'intégration de processus z € C{ (I ;RE™)
quelconques, mais d’une classe plus spécifique de processus liés & x, appelée classe des processus
controlés. Afin d’identifier la structure en question, rappelons- nous que I integrale rugueuse est
avant tout construite en vue de I'interprétation du systéme yi — 32 = f 4 (yy) dxt,, puis de
sa résolution via un argument de point fixe. De cette fagon, la solution y (potentielle) devra
elle-méme appartenir a I’ensemble que nous cherchons a cerner. Un développement & I'ordre un
de l'intégrale fst o (yu) dz,, incite & envisager la classe de processus suivante :

Définition 2.2.4. Soit I un intervalle de [0,T] et x € C{(I;R™) avec v > 1/3. Pour tout
1 € N*, pour tout n > v, on dit que y € C1(I;RY) est un processus (v, n)-controlé (par x) sur I,
a valeurs dans R!, si ses incréments 0y se décomposent sous la forme : pour tous s < t € I,

Oy )t = y=9 (627 )t + ), avec y* € CTV(I;RY™) et of € CI(I;RY). (2.15)

L’ensemble des processus (y,n)-controlés (par x) sera noté Q3" (I;RY), et l'on pose, si 6y admet
la décomposition (2.15),

Nly; QL RY] := Ny; O (LR + Ny " (LR + N[y CHLRY], - (2.16)

Nly: Q"L R)] := Ny: €Y (I RY)] + Ny; Q0 (I RY)]. (2.17)
On définit ensuite QF"(I;R*!) (k € N*) comme ’ensemble des processus y € C1(I;RM) tels

que y* =y € QP"(I; Rl) pour tout 1 = 1,...,k, et l'on associe aux éléments de cet ensemble
la quantité

NTy; Qu"(I;R™)] ZN s Q1L RY)].

Enfin, on notera plus simplement Q) (I; RY) := Q127 (I; RY) et QF(I;R*) := Q127 (I; R*).

Remarque 2.2.5. La décomposition (2.15) n’étant pas nécessairement unique, un processus
contrdlé correspond plus exactement a la donnée d'un couple (y, y*) € C] (I; RY) x N (I; RE™)
tel que 6y — y”(dz) € CJ(I;RY). La norme Ny; Q%7 (I;RY)] = N(y, y*); Q¥ (I; RY)] fait de cet
ensemble un espace de Banach.

Dans un souci de clarté, nous ne mentionnerons pas systématiquement la seconde composante
y* de fagon explicite, et résumerons ainsi (y, y*) a y. Nous reviendrons sur I'aspect quelque peu
artificiel de cet "enrichissement" du processus a travers la remarque 2.3.2.

Remarque 2.2.6. L’estimation suivante, immédiate a partir de la décomposition (2.15), sera
plusieurs fois mise & contribution par la suite : si I = [I1, ], alors pour tout y € QF(I; R},

Ny: TR < {1+ Nas & GRM o |+ 117 Ny QUERY] . (218)

Si cette classe de processus présente tant d’intérét, c’est d’abord en raison de sa stabilité
vis-a-vis de I'opération de composition avec une application o réguliére :
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Proposition 2.2.7 ([46]). Soit I = [l1,ls] un intervalle de [0,T]. Siy € QI(I;R?) et o €
C2Y(RELREY™), alors o(y) € QH(I; RY™). Plus exactement, 60" (y) = o(y)®7*(62%) + o (y)H¥,
avec

o2 = 0 (y )yt o) = [5(0” ¥))st — O™ (ys)(5yl)st] + 00" (ys )y
et l'on dispose de ’estimation :
Nlo(y); QUERA™)] < e {1+ Ny QU R (2.19)

avec c}, = 01(1 + |lollco + | Do||oo + ||D20HOO). En outre, si y,y € Q;’(I;Rd) avec Yy, = Uiy, et
si o € CPP(RE,RE™) | alors

Nlo(y) — o(§); QU(I; R*™)]
< 2 {1+ Ny: QUERDP + N[ QULRP? Ny — 5 QULRY], (2.20)

avec ¢; = ¢*(1+||o]|oc + || Do ]|oo + | D*0||oo + [ D0l c0).-

Démonstration. 11 s’agit d’arguments de calcul différentiel standards. Par exemple, avec les
hypothéses de la proposition, en écrivant

50" (4))t — D10 (42) (')t = /0 dr /0 0’ 04016 (s + 11 (69)t) (55 )t (5t
on obtient
|07 W))st = 10 (5 (09t = [ ))st — 010" () (57|

1 1
< / dr/ dr’ ‘(%810” (ys + 7' (6y)st) — OxO10” (s + Tr’(égj)st)‘ ’(5yl)5t(6yk)st
0 0

1 1
b [ [t 00107 G+ 67)) | (69169t~ B)t(57 )
0 0

< colt— s {1+ Ny €7 (1R + N5 € (R} Ny — 55 CT (1 R,

Les autres estimations découlent du méme type de raisonnement. O

Revenons a présent a la décomposition (2.10) de l'intégrale lorsque x et z sont réguliers,
et supposons en outre que z appartienne a Q;(I ;Rdvm), autrement dit que ses incréments
admettent une décomposition de la forme

621 = ZWUR(§2R) 4 4 avec 27 € C (I; RY™™) et 2F € €37 (I;RY™). (2.21)
On obtient dans ce cas :
/ 24 dad) = 29 (0x) g + 220F ( / (6xk)sudxi> + / 240 dgd (2.22)
S S S
Avec les notations (1.3) présentées dans I'introduction, (2.22) s’écrit encore

t
i 3.0 ij o1.d z,ijk 2,kj i
/ zl)dxl, = 27 x4+ 20V x4y, (2.23)
S
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avec " ¢
i 5 7.0 _ i 3.0 _ A Ld _ jwijk L2,k
Tst _/ zsb dxu _/ Zu dxu Zs Xst’ Zs7 Xsé .

s s

A partir de cette derniére expression, il est ensuite facile de montrer, en utilisant la propriété
(2.5), puis les deux relations 0x'7 = 0 et §x%* = x1* x1J (directement vérifiables), que

i _ ij 1,5 z,ijk 2,kj zijk 1,k 1.7
(07 )sur = (627)suxyi + (02777 )suxyy” — 25" (x5 %7 )
_ i o 1.J z,ijk 2,kj
- Zgu] Xut + (52 ! )SU Xut -
Comme dans le cas Young, on déduit alors :
/ 2 el = 20 x L7 4 sk Bk A (zm x1 4§k XMJ) . (2.24)
S

A travers ce raisonnement apparait 'autre idée fondamentale a la base de "'approche rough
paths (dans le cas v € (1/3,1/2]) : pour étre en mesure d’étendre la décomposition (2.24), et
par la méme l'intégrale f; 2] dxl, & des processus x et z moins réguliers, il suffit de justifier

I'existence de I'intégrale itérée th = f;(5x) su ® dx,,. Plus exactement :

Hypothése 1. Si z € C](L;R™) avec v € (1/3,1/2], on admet que l'on peut construire un
processus x2 € C37(I; R™™) tel que 0x% = x* @ X1, ot XY, := (0x)y. L’ensemble x = (x*,x2)
est alors appelé 2-rough path au-dessus de z, et l’on notera, dans un souci de concision,

Il := Nt G R™)] + N G5 (1 R™™))

Sous cette condition, et si z € QF(I;R4™) avec v > 1/3, le terme 254 x17 4§27k x2k7 qui
apparait dans (2.24) satisfait les critéres algébrique et analytique du théoréme 2.1.1. Il devient
ainsi possible de prolonger cette décomposition et ainsi définir :

Proposition 2.2.8 ([46]). Soit I = [l1,l2] un intervalle de [0, T]. Sous Uhypothese 1, on définit,
pour tout z € QY (I;R™) admettant la décomposition (2.21), Uintégrale J (29 dx?) par la
formule : pour tous s <t €I,

Tot (29 da?) = 29 x 10 4 ik xR 4§ (ZWJ' x 1 4§,k xg’kj) . (2.25)

Alors :
~ J (29 dx?) est bien défini via le théoreme 2.1.1 et il existe un processus controlé A €
QX(I;RY), unique & une constante pres, tel que A" = J (2% dad).
~ Jst(29 da7) coincide avec 'intégrale de Riemann f; 29 dad, quand x est un processus
régulier.
— On dispose de l'estimation :

NTA; QI RY] < e {1+ [l } V125 (L RE™)] + 25| + 11 Nz QU RA™)]

(2.26)
~ L’intégrale Js (2% da?) peut étre décrite par la formule :
Tst (29 dz?) = lim Z (zij x1J @ik xz’kj) , (2.27)
|Ast|—0 titiy1
t1€Ast

pour toute partition Ag = {s =19 < ... <ty =t} de [s,t] dont le pas tend vers 0.
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Démonstration. Ona §A" = A%Ux1i4 A avec AWV = 21 et AW 1= ;@ Ukx2kT L \(250 x0T 4
§2%ikx2k7) Dapres (2.18),

NAT (I RY™)] = N300 (1 RE™)
< N5CUERY) + {1+ [l } {42 ] + 117 Vs QUERE™)] )

Ensuite,
N[0k x245; €2 (1 R)] < x|y N % C (T RE™™)] < xlly {28 | + 117 N[z QUIRE™)]

et enfin, grace a la propriété de contraction (2.6),

NIA(ZHx19 4 5Zz,ijkx2,kj);cgv(_f; R)] )" N[Zﬁ,ijxl,j + 6zr’ijkx2’kj;C§7(I;R)]

<
< 2|17 x|y Nz QLI RE™)).

Ces trois estimations aboutissent & (2.26). Comme dans le cas Young, la relation (2.27) est une
conséquence directe du corollaire 2.1.9, en remarquant ’égalité

T (29 da?) = (Id —A8) (27 x17 4 x5k x2k7),
O

L’écriture (2.27) de l'intégrale comme limite d’'une somme sur les points d’une partition
dont le pas tend vers 0, offre un point de vue peut-étre plus facile & appréhender sur cette
construction : pour définir I'intégrale rugueuse lorsque v € (1/3,1/2], il suffit de corriger le
terme principal de la somme de Riemann usuelle (2% x17) & I'aide d’un terme d’ordre 2 qui
fait intervenir I'aire de Lévy du processus (2% x2#7). La décomposition (2.25) (& I'aide de A)
permet toutefois une manipulation plus aisée de I'intégrale, ne serait-ce que pour établir, via
la propriété de contraction (2.6), 'estimation (2.26).

Notez enfin que la proposition (2.2.8) fournit une justification supplémentaire en faveur de
I'utilisation de I'espace Qf. En effet, non seulement cette derniére structure est invariante lors
de la composition avec une application o réguliére (Proposition 2.2.7), mais elle reste également
stable lors du processus d’intégration, ce que I’on peut résumer a travers le schéma élémentaire :

Prop.2.2.7 Prop.2.2.8
— —

QX(I; R QU(L; RE™) QX(I; R?)
y a(y) — J(o(y)dz).

Le systéme (2.1) est ainsi bien défini dans I'espace QJ(1; R?) et 1'on est en droit d’envisager
sa résolution au sein de cet ensemble par un argument de point fixe (voir la section suivante).

2.2.3 Vers des processus moins réguliers

Si le coefficient de régularité holdérienne «y de x est inférieur a 1/3, la formule (2.25) perd a
son tour sens, le terme auquel on souhaiterait appliquer A (c’est-a-dire 2810 x LI 4 § ik xz’kj)
ne présentant (au mieux) qu'une régularité 3y < 1. Un développement de l'intégrale (réguliére)

t ij . L .
J; zi dai, & un ordre supérieur est alors requis.

Pour mener a bien ce développement, puis étendre la décomposition obtenue & des processus
x et z irréguliers, on reprend les ingrédients qui font le succeés de la méthode dans le cas
v € (1/3,1/2], a savoir :
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— L’identification d’un espace de processus controlés stable vis-a-vis de la composition et du
procédé d’intégration. La complexité de la structure en question est bien entendu amenée
a croitre lorsque la régularité de x décroit.
— L’hypothése d’existence d’intégrales itérées issues de x.
Nous nous contenterons ici de résumer le résultat issu de cette démarche lorsque v €
(1/4,1/3]. Une formulation beaucoup plus générale (pour v € (0,1) quelconque) est conte-
nue dans article [49] de Gubinelli.

Hypothése 2. Si z € C]([0,T];R™) avec v € (1/4,1/3], on admet que l'on peut construire,
a partir de x, deuz processus x2 € C37([0, T);R™™) et x3 € C37([0, T];R™™™) tels que les
relations algébriques suivantes soient vérifiées :

xP=x'ox! |, xE=x?exl+xteox? |, x>+ )" =xtox!
ot 'on a noté (x2)* la transposée de x2 et x! := .

Définition 2.2.9. Sous [’hypothése 2, pour tout | € N*, on dit que y € C1(I;R!) est un
processus y-controlé (par x) sur I, & valeurs dans R!, si I’on peut mettre en évidence les deux
développements :

52t = Bl ld g gridky ki 4 pi syl gewijka Lk 4wl (2.28)

avec y* € C] (I; RE™), ¢ e CY(I;RV™™), ot € C3V(I;RY) et enfin y™* € C37(I;RV™).
On note encore QL(I; RY) l'ensemble de ces processus, et Qi (I;R¥!) I'ensemble des processus
dont les k composantes appartiennent a Qq(I;RY).

Proposition 2.2.10. Siy € Q)(I;R?) et o € C3P(R4RE™) | alors z := o(y) € QY(I;RI™).
On définit ensuite lintégrale J (2% da?) par la formule :

T (29 da?)

— U Xl,j + Z:v,z]k XZ,k] + Z:vx,l]kl XB,Zk] +A (Zﬁ,m xl,j + Z:r,ﬁ,ZJZXQ,k] + 5Zx:r,z_7kl X3,lk]> )

Cette construction coincide avec 'intégrale de Riemann fzij dx? lorsque x est régulier, et il
existe un processus A € Q)(I;RY), unique a une constante pres, tel que SA* = J (29 da?).

Remarque 2.2.11. Dans le reste de ce chapitre, mais aussi dans les chapitres qui suivent, nous
nous concentrerons quasi-exclusivement sur le cas v > 1/3, en distinguant le cas Young (y >
1/2) et le cas que l'on qualifiera de rugueuz (v € (1/3,1/2]). Seule la section 6.6 évoquera
I'éventualité d’un bruit « y-holdérien avec v € (1/4,1/3], en faisant intervenir une structure de
processus controlés d’ordre 2 proche de (2.28).

2.3 Reésolution du systéme

Les constructions mises en avant dans la section précédente sont suffisament souples et
générales pour permettre la résolution du systéme (2.1). C’est I'objet du résultat suivant, que
nous énongons, dans un souci de concision, pour v > 1/3 seulement.

Théoréme 2.3.1. Soit x € C] ([0, T];R™) (v > 1/3) un processus satisfaisant l’hypotheése 1, et
o € C3P (R4, RE™). Sous ces conditions :
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1. Le systéme (2.1), interprété grace aux propositions 2.2.7 et 2.2.8, admet une unique solu-
tion y € Q2([0,T);RY). Il existe en outre une fonction polynémiale P = Pr. :— R telle
que

NTy; Q([0, T|; RY) < P (||x[l,) . (2.29)
2. L’application d’Ito
E, - R % ([0, T); R™) x €37([0, T); R™™) — ([0, T); RY),

qui, o toute condition initiale a € R% et tout 2-rough path x = (x1,x2), associe l'unique
solution de (2.1) dans QY([0,T];RY), est localement lipschitzienne relativement a la to-
pologie holdérienne. Plus précisement : il existe une fonction K = Kp - : (RT)2 — RF,
croissante par rapport & chacun de ses arguments, telle que

NP (a, %1, x2) = F, (a,%,%%); ¢} (0, T); RY)
< K (|l 18 1) {Ja = al + NTx* = %%5¢3([0, ) R™)] + N x? = 2,657 ([0, T R™™)]}.
(2.30)

Remarque 2.3.1. L’inégalité (2.29) implique en particulier
|(89)st — o (ys) (02)st| < [t = 517 P(|[x]), (2.31)

estimation qui sera utilisée dans la preuve du lemme 3.2.7.

Remarque 2.3.2. L’estimation (2.30) vient suggérer une définition équivalente de la notion de
solution pour le systéme rugueux (2.1), plus en accord avec le point de vue de [41] : Un processus
y € C/([0,T); R?) est solution de (2.1) si, pour toute suite de processus différentiables 2™ qui
tend vers x au sens des 2-rough paths, c’est-a-dire

Nt = x50, THR™) + N2 — x> 657([0, T, R™™)] =37 0, (2.32)

la suite des solutions y™ du systéme (régulier) dy;' e (yp")dzy , yi = a, converge vers y
dans C?’V([O, T];RY).

De prime abord, cette seconde formulation peut sembler plus commode, voire plus naturelle,
car elle ne fait plus intervenir la structure intermédiaire des processus controlés. En cela, elle
masque cependant toute la spécificité du processus de résolution que nous nous apprétons a
développer, et qui lui met en scéne les espaces Q) dans le cadre d’arguments de point fixe.
Pour cette raison, nous avons privilégié une premiére interprétation en termes d’intégration de
processus controlés, point de vue qui sera d’ailleurs repris dans les chapitres suivants. Notez
que cette approche permet en outre d’envisager des trajectoires rugueuses non géométriques,
c’est-a-dire des trajectoires pour lesquels 'existence d’une suite d’approximation z" vérifiant
(2.32) n’est pas assurée. Nous ne chercherons cependant pas a approfondir cette nuance.

Cette formulation du résultat de continuité des solutions affine trés légérement I’énoncé
original de [46], en affranchissant la constante de Lipschitz qui apparait dans (2.30) de sa
dépendance vis-a-vis de y = F,(a,x*,x?) et § = F,(a,x',x?) via l'estimation (2.29). Pour cette
raison, mais aussi pour donner une idée des arguments mis & contribution dans I’établissement
de ce type d’estimation, nous nous permettons de revenir sur les grandes lignes de la preuve
du théoréme. Notez qu'un résultat tout a fait similaire est démontré dans [41] (pour un rough
path d’ordre quelconque) a ’aide du formalisme initié par Lyons.
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2.3.1 Existence et unicité de la solution

Il s’agit ici d’établir le point 7 du théoréme. Nous nous concentrerons uniquement sur le cas
1/3 < <1/2,le cas v > 1/2 relevant de toute fagon d’arguments beaucoup plus simples, qui
font suite a l'interprétation (2.12) de 'intégrale.

Comme nous 'avons mentionné a plusieurs reprises, la solution du systéme sera obtenue
par le biais d’'un argument de point fixe. Le raisonnement est d’abord mis en ceuvre localement,
sur un petit intervalle [0, Tp], puis étendu a 'intervalle entier [0, 7] dans un second temps.

Notations. Avant d’entrer dans les détails de la preuve, précisons que nous travaillons ici en
supposant fixé un horizon 7" (fini), & distinguer des temps intermédiaires Ty, 71, .... Ceci signifie
en particulier que les constantes qui vont apparaitre dans la preuve pourront dépendre de T'
sans mention explicite. Cette derniére remarque vaut d’ailleurs également pour la dépendance
des constantes vis-a-vis du champ de vecteurs o et de ses dérivées.

Raisonnement local. On considére un temps Ty € (0,7 qui sera fixé de fagon retrospective au
cours de cette premiére étape. Pour tout y € Qz([0, Tp]), on définit z = I'r, (y) comme l'unique
processus de Q1([0,Tp]) tel que 29 = yo et (02)st = Tst(0(y) dx) (en particulier, 27 = o(ys)).
De cette fagon, une solution de (2.1) sur [0, 7p] correspond & un point fixe de I'z,.

Siy,y € Q;/([OaTO]) avec (yanS:) = (9073%0) = (a,0(a)), et z = FTo(y)vé = FTo(g)v alors en
utilisant successivement (2.26) et (2.19), il est facile d’établir que

Nz QU([0, To])] < e {1+ TgNy: Q(0, To)))*} (2.33)

mais aussi, grace a (2.20),

Nz = 2 Q27([0, To)]
< e TgN Ty — 55 Q27 (10, To])] {1 + Ny; QX([0, To)]? + Ng: Q1(10, To])]*}, (2:34)
avec ¢, = c¢(1 4 |x[|y) pour une certaine constante ¢ > 1 (qui dépend éventuellement de
T). On choisit a présent T := (160%)*1/7 et l'on pose Ry, = 2c¢,, de telle sorte que, si
Nly; Q2([0,To))] < Ry, alors par (2.33), Nz; Q%([0,Tp])] < Ry, tandis que, si en outre
N QU0. Ty))] < Ray. alors par (2.34),
Nl =5 Q7 (0, To))) < Ny —5: (0. To))] - (16c3) ™" {1 +8c3}

< SNy -5 Q2 (0, To)).
Par conséquent, I'7;, est une contraction stricte du sous-ensemble fermé de
(<Q2(l0, 7o) R, M @47 ([0, Tol: )
suivant :

By stayrr, = W € L7(0.T0)): (vo,45) = (a.0(a)) , Ny: QU(0,To))] < R }-

To

(a,0(a)), R admet par conséquent un point fixe, que nous noterons

La restriction de I'yy, a B

yTo.
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Eztension de la solution. Les mémes arguments (avec le méme temps Tp) qu’a l'étape précédente
peuvent étre appliqués a ’ensemble

BQT 0

(o (03))

= {v e Q21D (wrowi) = (s00 (v12)) + Ny Q[T 2] < Ra ) (235)

ce qui fournit une extension de la solution sur [Ty, 27p], notée y270. On répéte ensuite la procé-
dure jusqu’a ce que 'intervalle [0, 7] soit recouvert, et I'on pose alors :

Nr, N,
T T
Y= Zyz O 1 (=1)Ty,iTo] 5 Zyz O (= 1) Ty iTo]»
=1

ot Nt, est le plus petit entier tel que Np, - Ty > T'.

Le processus (y,y”) est un processus controlé. En effet, si kTp < s < (k+1)Tp < ... <
1Ty <t < (I41)Tp, avec k < [, on peut successivement écrire :

(5y)st
-1

= (OWsmrn T O OWinirnm + O
i=k+1

=[5 02)0 = v 02) sy + 0 |

T K
+ Z [szg (62) it ¢ szO (5x)(1+1)T0,t+szo ?@+1)To}

i=k+1
lcT 4 iTo .4 ITo 4
+ Ig+1 + Z szg i+1)Tt +le§,t]
i=k+1
-2
= y"(6x)st + |(dy Mo )s (k+1)To(5$)(k+1 Tot T+ Z ZTO’:B)z'TQ,(m)TO(537)(1‘+1)T0,t
i=k+1

_ i T [Ty,
Oy T Gy (02 iy + y k+1 T Z Yite, ﬁlﬂ + le§,§]7 (2.36)
i=k+1
et de cette fagon, on a bien (0y)s = y%(dx) s + ygt, avec yf € C?([O, T);RY).

Il n’est ensuite pas difficile de constater, en utilisant la décomposition

-1

Tst(0" (y) da?) = T, (es1y1, (0¥ (y) da?) Z Tty (1)1 (07 () da? ) + Timy 1 (0 (y) da?),

p=k+1

que le processus controlé (y, y”) ainsi défini est solution de (2.1). Enfin, & partir de I’expression
(2.36), on obtient :
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Nly; Q2([0,T7)]
Nr,
< S N Q1 ([(k — 1)To, kTo))] + {1+ Ix[l5} Y N7 Q1([(k — 1)To, kTo))]
=LV k=1

< Ry + Ry - Noy - {1+ (%]l } < 2¢, (1 + (T/To + 1) (1 + [[x[]5))
<2, (14 (14167 27) (1 +|ix]))

ce qui donne l'estimation (2.29).

Unicité de la solution. C’est une conséquence de l'estimation (2.34). En effet, si y et § sont
deux solutions du systéme, alors z = I'ry, (y) = y et Z = 'y (g) = ¥, donc, en notant Ny 5 =
1+ Ny; Q2([0, 7] + N[g; Q2([0, T])]?, on a, pour tout T} < T,

Ny =5 Q27((0, 1)) < e TNy g Ny — 55 Q27([0, 1))

En choisissant par exemple T tel que ¢, 77N 5 = %, on obtient Ny — 9%7(0, T1])] = 0. On
itére ensuite le procédé sur [T, 2771 ,[2771, 3T1],... jusqu’a ce que 'intervalle [0, T'] soit recouvert.

Le point I du théoréme est ainsi complétement démontré.

2.3.2 Continuité de ’application d’Ito

Abordons a présent le point 2 du théoréeme 2.3.1. Il est clair que si x et & sont deux processus
directeurs distincts, les espaces QF et Q) sont eux-mémes distincts, et on ne peut comparer
deux éléments y € QF, § € QY relativement & une méme norme de processus controlés. Un
artifice technique supplémentaire doit étre ici mis en ceuvre. Il consiste & faire intervenir, pour
y € Q) et g € Q). la quantité

Ny =590 = Nl(w,y") — (5,57); Q1 3] = Ny — 5: CJ1 + N[y” — 5% CY7 + NTy* — 4¢3,

Comme dans la sous-section précédente, la preuve de l'estimation (2.30) est ensuite établie
en deux temps : d’abord localement, sur un petit intervalle [0, Tp], puis globalement & I’aide du
lemme de Gronwall.

Raisonnement local. On considére un temps Ty > 0. A partir de la décomposition
8y — st = o(ys) = (§s)] - (02)st + 0(Gs) - 62 — )t + [y5 0" (ys) — 570" (Fs)] - X2
0 (G) - [k = %3]+ A [ow) - 0@ - 0w+ 0(9) - 0(w - 7)
+6 [y*o'(y) — 70" (§ )} x4 + 0570’ () - [x* = %7]),

il est facile de déduire 'estimation :

Ny — 5 Q14 (10, )
< o { TNy = 5 QL0 ToD] + 12 = 2l + I = %2y + o —al b (237)
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avec

Coigg = {1+ xly + [l + Ny Q1([0, TDI* + N g; Q1 ([0, T))J*} ,
pour une certaine constante ¢ > 0. Souvenons-nous a présent des deux estimations
Nly; @5(0,T])] < P(lIx[l,) et Ng; @5([0,T])] < P(IX]l-),

pour une méme fonction polynémiale P. De cette fagon, c; 745 < ¢z, Ol ¢z 7 > 0 représente
1a encore une expression polynomiale de ||x||, et ||%||,. En choisissant Ty = (2¢, z)~'/7, on tire
alors de (2.37) :

Ny —5: Q) ;(0, To])] < 2z {llz — &l + [1x* = X2y + |a —al }.

Extension de l'inégalité. Avec les mémes arguments qu’a ’étape précédente, on obtient, pour
tout £ > 1 tel que kT < T,

Nly =5 Q; 7 ([kTo, (k + 1)To])]

< 20 {llo = Ty + 1%* = %2y + |yrry — Gem |}

IN

k—1
2623 {Ilw — El|y + I%* = &ll2y + la —al + T > Ny — 5; Q7 :([1To, (1 + 1>Tom}
=0

et par conséquent, en utilisant le lemme de Gronwall (dans sa version discréte),
Ny = §: Q) 5 ([KTo, (k + D)To])] < 2605 - € { [l = &l + %> = %*[|2, + a — al} -
L’inégalité (2.30) devient alors une conséquence de 'estimation élémentaire :

Np,—1
Ny =3C7(0,7N] < Y Ny — 5 Q) 5 ([kTo, (k + 1)Ty])],

k=0

ot Np, désigne le plus petit entier tel que Ny, - Ty > T, de telle sorte que Ny <1+ T/Ty <
1+T- (26%5)7.



Chapitre 3

Un schéma d’approximation dans le
cas du mBf{

La solution du systéme différentiel rugueux standard
yo=acR | dyi =0 (y)dal, (3.1)

interprété au sens des rough paths, a été obtenue dans la sous-section 2.3.1 par le biais d'un
argument de point fixe abstrait, qui ne donne aucune indication quant a la fagcon de représen-
ter (au moins dans une version approchée) cette solution. L’objectif de la présente section va
consister en la mise en place d'un schéma d’approximation numérique facilement implémen-
table pour le systéme (1.2), dans le cas particulier ou = = B est un mouvement Brownien
fractionnaire (abrégé en mBf) d’indice de Hurst H > 1/3. On pourra par ailleurs envisager la
présence d'un terme de dérive et ainsi écrire I’équation sous la forme :

m
Yo=a€R? | dY)=0"(V)dt+ > o"(Vi)dB], (3.2)
i=1
ot o est une application réguliére et (B!,..., B™) un mBf m-dimensionnel d’indice H > 1/3.

Avant de préciser la nature de ce schéma, évoquons briévement les cas de figure qui ont été
envisagés jusqu’a présent, sans prétendre fournir une liste exhaustive des travaux relatifs a ce
probléme d’approximation numérique.

Dans [73], les auteurs considérent le cas ou l'indice H est strictement supérieur a 1/2. Eu
égard a la proposition 1.2.2, c’est le cas Young, suivant la nomenclature présentée dans la
section précédente. Il est alors (entre autres) établi dans la référence ci-dessus que la solution
du systéme peut étre approchée via le plus élémentaire des schémas, le schéma d’Euler :

J J 0 . .

Yma L YR = YR o0 (- ) + o) OBy, (33)
pour une partition P = {0 =t} <t} < ... < " = T} de [0,7] dont le pas est voué
a tendre vers 0. Dans ce méme contexte, l'article 74| propose une analyse détaillée du cas
unidimensionnel (m = 1), avec la mise en évidence du taux de convergence exact du schéma
(3.3) et la détermination de la loi de 'erreur asymptotique.

Bien entendu, la situation ot H = 1/2 (mouvement Brownien standard) est encore da-
vantage maitrisée. Il serait vain de tenter de référencer ici 'ensemble de la littérature associée
au probléme de 'approximation des diffusions d’'Itd, et nous nous contenterons de renvoyer le

41
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lecteur aux deux ouvrages trés complets [59] et [72|. Citons également les récentes avancées
contenues dans [22], et qui viennent en partie répondre & la question de I'implémentation du
schéma de Milstein multi-dimensionnel (nous reviendrons sur ce point dans un instant).

Lorsque H < 1/2, il convient d’abord de mentionner les deux articles [77] et [44] relatifs au
cas unidimensionnel (m = 1). Rappelons-nous que dans cette situation, le systéme (3.2) peut
étre interprété via la méthode de Doss-Sussmann et il n’est ainsi pas nécessaire de recourir au
mécanisme des rough paths.

Le cas de figure ot H < 1/2 en présence d'un bruit multidimensionnel (m > 2) n’avait,
& notre connaissance du moins, pas été traité de facon explicite, autrement dit n’avait pas vu
la mise en place d’un algorithme concrétement implémentable, & partir de la seule simulation
du processus B ou de ses incréments §B par exemple. C’est ce que nous nous proposons de
réaliser ici, dans le cas ot H > 1/3 (nul doute cependant que la stratégie pourrait s’étendre a
H > 1/4).

Il est facile de constater, et ceci méme dans le cas unidimensionnel, que le schéma d’Euler
(3.3) n’est plus approprié lorsque H < 1/2. Examinons en effet le cas de 1’équation linéaire
impliquant un mBf scalaire

Yo=1, dY, =Y;dB,, te[0,1],

équation dont la solution est explicitement donnée, aussi bien par I’approche de Doss-Sussman
qu’au sens des rough paths, par Y; = eP*. Le schéma d’Euler (3.3) appliqué a la partition

uniforme ¢} = % conduit quant a lui & I'approximation (évaluée au temps 1)

n—1 n—1

1

Yin = H (1 + <6B)k:/n,(k’+1)/n) = exp <Bl - 5 Z ‘(5B>k/n,(k+l)/n}2 + pn> >
k=0 k=0

avec limy, o0 pn = 0 lorsque H > 1/3. 1l est & présent bien connu que

n—1
k=0

si H < 1/2, ce qui implique lim,,_,o Y{" 220 # Y1 et fournit ainsi le contre-exemple recherché.

Pour remédier & cette difficulté, un premier schéma d’approximation, valable pour un 2-

rough path x = (x!,x2) quelconque, a été proposé par Davie dans [25]. 11 consiste en la
formule itérative :
Yo = acR?
ni o ij 1,5 ij ! 2,15
Yoi ., = Y T o (Z’J?};) Xygn, T+ Opo"! (Z/Z;)Up (Z/%) “Xnm (34)

Le terme additionnel 8,0 (yfz)apl(yfz) est en fait dicté par la construction méme de l'inté-
grale rugueuse. En effet, si y est solution du systéme, alors nécessairement, avec les notations
de la sous-section 2.2.2, y*P! = gP!(y) !, et I'on reconnait ainsi dans la formule (3.4) le terme
principal de la décomposition (2.25) appliquée a y. La preuve de la convergence du schéma,
établie dans [25], consiste ensuite en une adroite manipulation des termes résiduels de cette

1. Rappelons-nous que y est obtenue comme point fixe d’une application I' : Q) — 9O, (v,y") — (z,0(y))
(voir la preuve du théoréme 2.3.1).
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décomposition. Une extension de l'algorithme & un rough path d’ordre quelconque peut étre
trouvée dans [41].

Se pose alors la question de I'implémentation de la formule (3.4). Si I'évaluation des in-

créments Xt;bj = (5fﬂj)tztz+1 ne souléve a priori aucune difficulté, la simulation des termes

. kt}:«l»l
Xzﬁljn
tk‘ tk‘+1
identifié dans le cas du mB standard : si [ # j, on ne connait pas explicitement la loi de la
variable aléatoire B?,jlj = fst((SBl)us dBj, (ot I'intégrale est par exemple comprise au sens d’Ito).
Notez toutefois le cas particulier ou '’hypothése de commutativité

n’est, d’une fagon générale, pas du tout évidente. Le phénoméne est depuis longtemps

Opa - ol = apad .o

est vérifiée (pour tous i, j,1) : on peut alors s’affranchir des termes B*Y en faisant apparaitre
les sommes
2.1 2.4l i
Bst ! + BstJ = (5Bl)St(6B])St'

La situation est évidemment tout aussi problématique dans le cas ot H € (1/3,1/2). L’aire
de Lévy B2 est alors interprétée via I'une des approches évoquées en introduction (intégrale
symétrique, approximations du processus,...), mais ses termes non diagonaux ne sont pas da-
vantage implémentables. La méthode que nous nous proposons d’étudier dans cette section

consiste simplement a remplacer, dans I’algorithme (3.4), l'aire B?L;ltjg+1 par le double incrément
%((531 )tZ:fZH (0B )tﬁtﬁH? donnant ainsi naissance a la définition (on rappelle que 1'on prend ici
en compte le terme de dérive) :

Y = a€R?

Yo o=y A, o Lt g B g s i By i o0 L (5B
T " 2 b 2 b it
A7 o p0 Lo i g ! j
+7 . apO' ot + §8p0' MR ((SB )tﬁtﬁﬂ ((5B )t}}t}hl’ (35)

ou A, = % désigne le pas de la partition (supposée uniforme) et ou l'on a noté, pour plus de
clarte, o = J”(Yt’%), Opo'l - oPl = 8,,0”()@%)0”(1@%),...

La stratégie utilisée en vue d’établir la convergence de ce schéma vers la solution de (3.2)
prend essentiellement appui sur les propriétés de continuité du flot du systéme (Théoréme
2.3.1), comme nous 'expliquerons dans la section 3.2. La section 3.1 rendra quant a elle compte
d’un travail préparatoire a la mise en place de cette stratégie, en abordant la question de la
discrétisation de B2. Nous profiterons en outre de cet espace pour apporter quelques précisions
quant a la définition de cette aire de Lévy pour le mBf d’indice H > 1/3.

3.1 Quelques précisions sur 'aire de Lévy du mBf

Pour étre en mesure d’appliquer le théoréme 2.3.1 au systéme (3.2) et ainsi pouvoir affir-
mer existence et l'unicité d’une solution pour ce systéme (pour o assez réguliére), il suffit
de justifier la validité de ’hypothése 1, autrement dit I'existence d’une aire de Lévy B? €
CSV([O,T];RmH’mH) telle que B2 = 0B ® 6B, et ce lorsque B := (Id, B!,..., B™), la pre-
miére composante de B étant ici liée & la présence du terme de dérive.

Comme nous 'avons déja rapporté dans la section 1.2 de l'introduction, il existe deux fa-
cons d’appréhender la construction de cette aire de Lévy du mBf, qui représente moralement
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I'intégrale fst 0Bys ® dB,, : soit 'on utilise une approche préexistante telle que 'intégrale symé-
trique, soit 'on s’appuie sur une approximation du processus (au sens des 2-rough paths) en
partant par exemple d’une interpolation linéaire ou de la décomposition de Karhunen-Loéve du
Brownien fractionnaire. Un critére trés général, énoncé par Friz et Victoir dans [42], montre que
ces trois approches (intégrale symétrique, interpolation linéaire, décomposition de Karhunen-
Loéve) conduisent en fait & la méme aire de Lévy, et par suite au méme calcul stochastique.

Dans ce contexte, I'objectif de cette section est double :

— Montrer d’une part, en utilisant les résultats de [76] associés & des arguments de chan-
gements d’échelle et de stationnarité élémentaires, que l'aire de Lévy B2 introduite par
Unterberger dans [102] coincide avec les constructions que nous venons d’évoquer.

— Obtenir d’autre part un taux de convergence pour la suite

NB' = BT ([0, T R™)] + N(B? - B2 7637 ([0, T, R™™)],

ott BV (resp. B2™T) représente une discrétisation particuliére des incréments du pro-
cessus (resp. une discrétisation de l'aire de Lévy) qui sera exploitée dans le cadre de
I'étude de l'algorithme (3.5).
La proposition 3.1.7 viendra en fait répondre & ces deux objectifs simultanément. Pour
comprendre ce résultat, rappelons d’abord briévement la définition de I’aire de Lévy B2 obtenue
a partir de I'approximation analytique du mBf.

3.1.1 L’approximation analytique du mBf

Tous les processus stochastiques que nous nous apprétons & manipuler seront implicitement
définis sur un méme espace de probabilité complet (2, F, P).

Comme expliqué dans [102], une décomposition particuliére de la fonction de covariance
du mBf conduit a I'introduction d’un processus gaussien centré analytique X+ défini sur le
demi-plan supérieur IIT = {x + iy € C : y > 0} tel que, si I'on définit en outre X~ sur I~ par
X,L;I = X%/, on ait, pour tous z,w € IIT,

H(1 - 2H)

W(—i(z —w))?H2 (3.6

BxIxi | =B |xxg | =0, BxIxG] =
Le processus X " doit étre vu comme une approximation analytique de la dérivée du mBf,
Si 'on souhaite ensuite construire une approximation du mBf lui-méme, il suffit de choisir,
pour tout ¢ € R et tout € > 0, un chemin continu 7., : [0,1] — IIT tel que 7. 4(0) = ic et
Vet(1) =t + ie, puis de définir X;“E = f% , Xj/ dz. De la méme fagon, on définit le processus
X, ° par la formule X, % = [ X-'dz, ot Fey 1 [0,1] — I est tel que 52,(0) = —ie et
Fet(1) = t — ic (bien entendu, X, ° = X,™°). L’approximation recherchée est alors obtenue en
prenant :
XF=2Re(X,7%) = X7 + X, °. (3.7)
Il est clair que le processus ainsi défini est différentiable ; sa dérivée est méme égale a (X°); =
X;;is—l—Xti ;- Le résultat suivant, tiré de [102], fournit un premier lien entre ce dernier processus
et le mBf (unidimensionnel) usuel indexé par R :

Proposition 3.1.1. Pour tout ¢ > 0, soit X¢ le processus donné par la relation (3.7). Alors,
pour tous s,t € R, on a

1
I EXEXazi{ 2H 2H |4 2H}.
lim B [XEXE] = o {6+ |5 — |t
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Il est également intéressant de noter que le processus X°¢ vérifie des propriétés de stationna-
rité et de changement d’échelle similaires & celles du mBf, propriétés qui seront d’ailleurs mises
a contribution pour établir le lemme 3.1.11.

Lemme 3.1.2. Les égalités en loi suivantes sont satisfaites :

1. (Stationnarité)
(X gups, 0Su<T—stE{X, 0<u<T—s}, (3.8)
2. (Changement d’échelle)
(X5, 0<u<T/ct & {cng/c, 0<u< T/c} . (3.9)

Démonstration. Comme il s’agit de processus gaussiens centrés, il suffit de comparer leurs
fonctions de covariance. Par exemple, pour tous u,v > 0, on a

E(0X%)suts(6X%)s0+]

AL i)
_ / SN / dy z-‘rlEXy_—/i&} {Xw ISX;IE]}

B 203)5_73}{[—[ dm/ dy {(=i(z —y) + 2e)2H=2 1 (i(x — y) + QE)QH—Q}
. H(1- . ) | )

B 2005(77[{)/0 dx/o dy {(_1(1' - y) + 25)2H 2 -+ (1($ — y) + 25)2H 2}

= EX.X],

ce qui prouve la stationnarité du processus. La propriété de changement d’échelle est ensuite
établie avec les mémes arguments.

O

De facon naturelle, la version m-dimensionnelle de cette approximation est donnée par X< :=
(X=1 ..., X5™) ot les composantes X sont construites & partir de copies indépendantes X +,
On peut alors envisager l'aire de Lévy construite a partir de cette approximation, suivant la
formule : pour tous 0 < s <t <T,1<j1,jo<mete>0:

t ) ul
X (o) = [ axi [ axg (3.10)
S S

ol les intégrales sont simplement comprises au sens de Riemann. Notez que par intégration par
parties, les éléments diagonaux de cette approimation se résument en fait a

_ (5X”)§t

X2€(4,5)st = 5 . j=1,...,m. (3.11)

Il s’avére que la suite X2 converge relativement a la topologie héldérienne qui intervient dans
I'hypotheése 1. C’est le résultat principal de [102], que nous résumerons par 1’énoncé :

Proposition 3.1.3. On fize un coefficient v € (1/3, H). Alors, avec les notations précédentes :
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1. Le couple (X¢,X*¢) converge dans LP(Q;C] ([0, T];R™) x C%V([O,T]Q;Rmvm)) pour tout
p > 1 vers un élément (B,B2), ou B est un mBf d’indice de Hurst H.

2. L’incrément B? satisfait la relation algébrique 0B? = 6B ® dB.

Remarque 3.1.4. Sil'on a noté X< (plutot que B¢) approximation analytique de B, c¢’est pour
distinguer ce processus de I’approximation B™T de B par interpolation linéaire que nous nous
apprétons a introduire.

Remarque 3.1.5. La relation (3.11) passe en particulier a la limite pour donner

o §B7)? )
B2(j,j) = (2)‘%, j=1,...,m.
Remarque 3.1.6. La prise en compte du terme de dérive dans (3.2) nécessite la définition de
composantes B2,(i,0) et B%(0,4) (i = 0,...,m) pour laire de Lévy. Les formules suivantes
s’imposent ici naturellement :

t t
B2(i,0) / (0B)awdu , B2(0,i) = / (6B du, (3.12)

ot la deuxiéme formule est obtenue aprés intégration par parties. La matrice (B2(4,7))o<ij<m
ainsi étendue sera encore notée B2.

Associée a cette derniére remarque, la proposition 3.1.3 nous indique en particulier que le
processus B = (B!, B2) (ot comme précédemment B! := §B) est un 2-rough path au-dessus
de B = (Id, B!, ..., B™), au sens de I'’hypothése 1. On peut ensuite s’appuyer sur cet élément
pour appliquer le théoréme 2.3.1, et obtenir ainsi 'interprétation et la résolution trajectorielles
du systéme (2.1).

Pour faire le lien entre cette approche et les méthodes évoquées ci-dessus, autrement dit entre
B2 et les constructions plus classiques de 'aire de Lévy, envisageons a présent une discrétisation
de ce processus B limite. A cette fin, on introduit une partition uniforme P, r = {t} = '%T, k=
0,...,n} de lintervalle [0, 7], & partir de laquelle on définit successivement :

— L’approximation B™? de B par interpolation linéaire : pour tous t € [0,7], si k €

{0,1,...,n — 1} est tel que ¢ <t <t} , alors

T t— 1t}
B =By + < 7 /nk OB)gey, - (3.13)

— Laire de Lévy B2™71 issue de BT, définie au sens de Riemann par :
)

t u1 . .
B (i) = [ [ a0 apyro, (3.14)

L’objectif du reste de cette section va alors consister a établir :

Proposition 3.1.7. Soit B = (B1,B2) le 2-rough path donné par la proposition 3.1.3 et
BT = (BYT B2nT) sa discrétisation, suivant le procédé évoqué ci-dessus. Alors, pour tout
v € (1/3,H), il existe une variable aléatoire positive 0~ g1, finie presque sirement, telle que,
pour tout n € N*,

N[B! = BY T3 (10, THR™ )] + N[B? - BT, (10, THR™ ™) < 0, - ==

Viogn
3.15)
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Suivant ce résultat, le 2-rough path B = (B!, B?2) issu de 'approximation analytique du
mBf, coincide avec la limite obtenue en utilisant une interpolation linéaire du processus, et
donc, via les résultats de [42], avec les autres constructions de 'aire de Lévy. Notez que le taux
de convergence fourni par I'estimation (3.15) est comparable a celui qui apparait dans [42], avec
une légére amélioration en la présence du facteur logarithmique.

3.1.2 Discrétisation du 2-rough path

Nous étudierons d’abord la convergence de la premiére composante (autrement dit la conver-
gence de l'interpolation linéaire vers le mBf en norme holdérienne), avant d’aborder la question
beaucoup plus délicate de la convergence de l'aire de Lévy approchée.

Convergence du B1"»7

On s’appuiera simplement sur le résultat suivant, emprunté a [104, Théoréme 3.1] :

Proposition 3.1.8. Il existe une constante h* > 0 et une variable aléatoire positive O p= T,
finie presque strement, telle que

sup  [(6B)ernl < Op e - BT/ Tog(1/h)], (3.16)

te[0,7—h|
pour tout h € (0, h*).

Corollaire 3.1.9. Pour tout coefficient v € (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive
O~ 1, finie presque sirement, telle que, pour tout n € N*,

N[BYT =B ([0, T, R™)] < 01 - /log(n) -0~ ). (3.17)

Démonstration. 11 s’agit donc d’estimer la quantité |§(B™! — B)g| pour s,t € [0,T]. Remar-
quons tout d’abord qu’il existe un réel zp . > 0 telle que l'application f : (0,7] — [0, 00),
f(z) = 2177 /[log(1/x)]| soit croissante sur (0,z ). Sans perte de généralité, nous suppose-
rons que T'/n <inf(zg,h"), ot h* est la constante définie par la proposition 3.1.8.

1) Considérons le cas ou [t — s| > I, avec par exemple t7? < s < 7, , < tP <t <t , pour
n k k41 l I+1
k <l (on rappelle que ¢} = kT'/n). Ainsi,

nT S — t}g n, T’ t— t’ln
BJ* = B + Ti/n 5Bt}gt§§+1 et B, = B+ Ti/n 5Bt?t?+1’

de telle sorte que

6(B™" = B)st| < |0Bups| + 0By (| + 16Bygey, || + [6Bipe

P
T\ H
<49y 7/ |log(n/T)| <n> < Oy rlt — |7/ log(n)[n~H=Y)

ou 'on a utilisé I'estimation (3.16) pour obtenir la seconde inégalité.
(ii) Si [t —s| < T/n avec tf < s <t <t} ., alors

t—s

(08" o = 7 OB,
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et ainsi
6(B™" — B)y| < [6By| + 0B |

T H-1
< O/ TR/ sl = 51 + .11t 5| Tog /D (

< 00\ log(1/(t = s))[[t = s + Oprlt — 5| v/log(n)[n =",

En utilisant la croissance de = +— 2 ~7/]log(1/z)|, on déduit

0(B™T — B)g| < 0ur|t — s[7y/|log(n)n~H=7).

(ili) Si [t —s| < T/net t} <s <}, <t <ty ,, onécrit [§(B"T—B)y| < [6(B™" - B)stp, |+
|6(B™T — B)¢z, ¢ pour se ramener ainsi au cas précédent.
L’estimation (3.17) résulte & présent de la combinaison des trois cas (i)-(iii).

O

Convergence de 1’aire de Lévy

La preuve de I'estimation N B2 — B2 T, (3227] <0-+logn n~ (=) prendra essentiellement
appui sur I'estimation suivante, tirée de 'un des principaux résultats de |76] :

Proposition 3.1.10. Pour tout p > 1, il ewxiste une constante K, telle que, pour tous 1 <
i,j < m,
P\ 1/p
(B[BE(.5) - BIR" G.0)| ) < K- T2, (3.18)
Démonstration. Observons tout d’abord que la variable aléatoire BgT — Bg’;’T appartient a la

somme des deux premiers chaos de Wiener associés B, et par conséquent tous les moments de
B&T — Bg:;’T sont équivalents (voir [81] pour un exposé complet de ces notions). Il suffit donc

de montrer I'existence d’une constante K > 0 telle que, pour tous 2,7 =1,...,m,
1/2
( ‘BOT i,7) — Bg;T(z ])‘ > < K-TH . 2012, (3.19)
Considérons d’abord les éléments diagonaux de BST - Bg’;ﬁ’T. On sait que BgT(j,j) =

(B(Tj))2/2, tandis que

T
0

n—

i
() s () kel 2 kT () 2
- § :B OB /t < —) (98);,,) du

=0
5 (st ) - )

et ainsi B&T(j,j) — Bg;;T( j)=0.
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Envisageons a présent un terme (4,7) non-diagonal du processus, et supposons sans perte
de généralité que ¢ > j. En procédant comme ci-dessus, on obtient

n—1
1
n, T, n, T (1) (4)
/B @ gprT0) §§jB +B )5Btitn
k=0

0 k" k+1

Nous pouvons alors faire appel a [76, Théorémes 1.1 et 1.2] pour conclure :
o\ 1/2
(E‘B(%,T(z',j) - B2, j)‘ > < K.T2H . 2H+1/2, (3.20)

O

Il s’agit a présent de passer de l'estimation ponctuelle (3.18) (en norme LP sur §2) a une
estimation en norme holdérienne (presque sire). Pour cela, nous associerons deux résultats
techniques qui surviennent assez naturellement dans ce contexte : un premier résultat relatif
aux changements d’échelle pour l'aire de Lévy B2 (et son approximation B2™7) puis une
adaptation du lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey aux processus de deux variables.

Lemme 3.1.11. Pour tout point s € Py, T,

{(6B)sursr OB anss), 0<u<T -5} £{(By, BPT), 0<u<T—s}. (3.21)
Par ailleurs, si ¢ > 0,
{(Bew, BE1), 0 < u < T/} £ {CH(BU, BYT/), 0<u< T/c} . (3.22)
Enfin, si s,t € P, avec s <t, on a

(B2,(3,5), BZ"T (i, §)) £ (t — ) (B2, (3, 5), Ba""/ " (i, 5)) (3.23)
pour tous i,5 = 1,...,m.

Démonstration. C’est une conséquence des propriétés classiques de stationnarité et de chan-
gement d’échelle pour le mBf et son approximation analytique ((3.8) et (3.9)). Toutefois, le
rédaction exhaustive des différents arguments successivement mis en ceuvre est assez longue, et
pour cette raison, nous la reportons en appendice. ]

Lemme 3.1.12. Soit Kk > 0, p > 1 et V un espace vectoriel normé quelconque. Il existe une
constante Cy. p v > 0 telle que pour tout processus R € Co([0,T]; V),

N[R;C5([0,T7; V]

’R ’2p 1/(2p)
< Cyx o du dv +Crpv N|OR;C5([0,T]; V).
7p7 7p7 3

|u — v|2rpt2

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [46] pour la preuve originale de ce résultat, qui
généralise le lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (obtenu en prenant R = §f). Une
version un peu plus générale du lemme sera de toute fagon établie dans le chapitre 5 (voir
Proposition 5.5.7).

O
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Munis de ces deux lemmes techniques, nous sommes en mesure d’établir le taux de conver-
gence escompteé :

Proposition 3.1.13. Pour tout coefficient v € (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive
Or 1, finie presque sirement, telle que, pour tout n € N¥,

N[B*"T —B? :¢y7([o, T R™™ 0] < 0y - y/log(n) - n~H=),

Démonstration. Dans un souci de clarté, les constantes qui apparaitront dans cette preuve
pourront dépendre de v et T, mais aussi des paramétres intermédiaires p et e, sans mention
explicite. Ces constantes seront d’ailleurs toutes désignées par la méme notation K. Nous
noterons également A1 := B% — B2n7T,

Considérons tout d’abord les termes impliquant la premiére composante de B : on a par
exemple, & partir des expressions (3.12),

’AZ);T(%O)‘ S |t — S|1+’YN[BTL,T o B,CY([O,T],Rm+1)],

ce qui donne estimation attendue grace a (3.17). Le traitement de A7 (0, ) est ensuite simi-

laire. Pour les termes Agt’T(z', j), avec 1 <i,7 < m, on procéde en plusieurs étapes.

Etape 1. Cherchons tout d’abord a établir I’estimation : pour tous p > 1,
nT . P\ /P % ([ —2H-v) ,  —H
(E}Ast’ (z,])‘ ) <Klt—s*(n +n7H), stel0 1), (3.24)

et ce pour tous i,j = 1,...,m, ou plutdt, par symétrie, pour tous 1 < j < i < m. A cette fin,
nous distinguerons trois cas.

(i) Si |t —s| > % et s,t € Ppr,ie 5= ]%T et t = %T avec k < [. Alors, d’apreés le lemme 3.1.11,
T, o L . 20,T/(t—s),. -
A" (,) £ B (3,4) - By ).

Or, puisque % =5 Bg’ln’T/(tfs)(i,j) = B(z)’llfk’l(i,j), et donc, d’aprés le proposition 3.1.10,

1/p
<E ‘AZt,T(Z.?j)‘P) < K|t - S‘2H - k’—2H+1/2 <K-|t— 3\1/2 . 2H+1/2
<K - |t —s|? n72H), (3.25)
ol nous avons en outre utilisé le fait que v > 1/4.

(i) Si (t —s) > % avec t) < s < tf ; < 1 <t <t} alors, en utilisant la relation

cohomologique 5(5A"7T(i,j))stg+1t?t = 0, on obtient la décomposition

AuT(05) = Ay (65) + AR (6) + Ay (0,)
+ (5(An’T(i,j))5tn ¢+ (S(AH’T(Z,]))tn tht- (326)

k+1 k+1

Le terme A?ﬁfltf (i,7) est estimé a I'aide du cas (i) :

P\ 1/p
(BART 4 GD|) " < K- =t 770 2 < Kt s,
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Pour traiter les deux derniers termes de (3.26), souvenons-nous de la relation algébrique
§(A™T (G, 5)) = 6BW . 5BV — 5T . s T0), (3.27)
qui entraine ici

(A" (6, ))etg, o] < GBD)p |- 16BD) g ol + 1B D)y |- 16B D),

estimation a partir de laquelle on déduit aisément, en appliquant par exemple l'inégalité de
Cauchy-Schwartz,

1/p
(B0 TG | ) S Kl sl ()T < K= s (2 ),

Le moment E[|5(A”’T(z',j))tz“t?t]p]l/p peut bien str étre majoré de la méme fagon.

Quant au terme Agggﬂ(i, Jj) , remarquons d’une part que
B 1/p_ tn 2H E B2 p\1/p
i, (0,7) =[ti = s (B[BG )
< K-t —s|* 2=, (3.28)

tandis que, d’autre part,

tether et

tn
/k (SBnT(l)dBnT

(53” ) 5 g T0)

i (u—t}) nT,() s T (5)
W) g, <‘5BM spnT0)|
/s (T/) tt,€+1 tt

cette derniére estimation conduisant 14 encore facilement &

(E

L’association de (3.28) et (3.29) donne effectivement

mn P 1/p
/k+1(5B"»T7(i))sungva > <Kt — s o 2H), (3.29)

(B[ AL GNP < K|t — s - 0720,

st"

Le raisonnement est également valable pour AZ&?(@', 7).
(iii) II reste & analyser le cas (t —s) < % Pour ¢ <s <t <1y ,ona

(e

t A e\ /P
/ (6B, dB&J) > <K-lt—sPP<K-|t—s? -n2H),

et
n,T,(i n,T,(j (t n,T, (i) ’ n,T,(7)
BLPOaBpT O < g, laBtntn 5B
d’ou

t
/ (5B7’L,T,(Z) )su dBZ‘vTv (])

S

p\ 1/p
> <K-|t—s?- n—2(H=7)

<E

Le cas ((t —s) < o, tf < s <t} <t <t},,) donne lieu & un traitement et un résultat
similaires, ce qui acheve la preuve de (3.24).
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Etape 2. Pour apphquer le lemme 3.1.12, il faut (d’abord) étre en mesure de controéler la norme
N [5(B2 B2nT); C } de fagon presque stire. Pour cela, remarquons que la relation (3.27)
s’écrit également

5(B?>—B>"") = [5(B-B"")| ®@6B+dB"" @ [6(B—B"T)].
Par conséquent,

’5(B2 - B2’n’T)sut‘
<[t —ul|s —u|” (2N[0B;C5] - N1§(B — B™T);C3] + (N[8(B — B™T);C3])?)

et ainsi
N[6(B? ~ B2""):C57] < 2N[0B:C3) - N16(B — B™"):C3] + (N[6(B — B™"):3))*
En utilisant le lemme 3.1.9, on déduit & présent

N[6(B2 —B2"T); "] <07 - /log(n) - n~H), (3.30)
FEtape 3. Associé a (3.30), le lemme 3.1.12 entraine
N[(B? — BT, ¢ (0, 7])

T (T |(B2 _ B27n’T)uv|2p 1/(2p) L
=K </ /0 |’LL — U|4’Yp+2 du dv) + K - 0H777T . log(n) -n ( ’Y)‘

pour tout p > 1. Il reste donc & montrer que

|Rnp| < 0417 - \/log(n) - n~H=) (3.31)

n, 1/(2p)
T (B2 — B2nT),, |2P i /(2p
|u_v|4’yp+2 .

Pour cela, on commence par utiliser 1’estimation (3.24) (en remplagant «y par v + £/2, pour &
assez petit), pour déduire

T 20T\ |2
E[(B* —B*™"),, |7
2
E|Rnp|p</ / ]u—v\‘”p” du dv

T \u ‘47p+2€p
(A (H—y—¢/2)p —2Hp
<K/ / \u—v\47p+2 du dv (n +n ),

ou

et donc, en choisissant p > %
E|Rn,| % < K(n—4(H—’Y)P+25p + n_sz).

Posons a = min{2(H — ) — ¢, H}. D’aprés l'inégalité de Tchebychev, on a, pour tout n > 0,

’R ,p| p(a—e) < Kn—2p€

e n¥

PRy p| > 1) <
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d’on, puisque p > 1/¢,
o
> P(n"F|Rpyl > n) < oo.
n=1
Le lemme de Borel-Cantelli implique alors n®~¢|R,, ,| — 0 p.s. lorsque n — oo, ce qui conduit

a (3.31) en choisissant € > 0 de fagon appropriée, dans la mesure ou

a—ec=min{2(H —vy—¢),H—¢} > H —~.

3.2 Etude du schéma

La stratégie visant a établir la convergence du schéma (3.5) vers la solution de (3.2) est
basée sur I'observation suivante : la formule (3.5) correspond au schéma de Milstein classique
(en présence de processus réguliers) appliqué a l'approximation de Wong-Zakal du systéme
dirigée par B™T, autrement dit au systéme régulier

dvy' = oY} dt + 0 (Y7)dBM" | Yo =aeRY (3.32)

ot on le rappelle, BT est défini par (3.13). Il est en effet facile de constater que (5Bn’T)tgtg+1 =
(6B)ger, ,, tandis que

t'fL
20,7 _ [ *H T, Ty Lo j
Bwufﬂ/ (6B™ epu dBy™ = S (0B ey, (0B )y, -

ti

Cette observation n’est évidemment valable que lorsque l'on fait coincider le pas A,, = % du
schéma avec le pas de discrétisation de B.

La convergence du schéma est alors établie en deux temps : on effectue une premiére tran-
sition entre la solution Y du systéme initial et la solution Y" du systéme approché (3.32), puis
'on analyse du passage de Y a sa discrétisation Y via 'algorithme de Milstein.

La premiére étape n’est en fait qu’une conséquence directe de ’association du théoréeme de
continuité du flot (inégalité (2.30)) et de l'estimation (3.15). L’ensemble aboutit a :

Proposition 3.2.1. Supposons que o € C3P(RYGREI™ L) et soit v € (1/3, H). Alors, avec les
notations ci-dessus, il existe une variable aléatoire positive 0 g o, finie p.s., telle que

Vlogn
’CY([Q T]a Rd)] S HW,H,U,TnTi- (333)

NY -V
Remarque 3.2.2. On ne peut malheureusement pas transformer cette estimation presque stire
en une estimation dans L'(2). C’est 'un des inconvénients de la méthodes rough paths : elle
fait apparaitre des constantes aléatoires (ici 6, g5, 7) non intégrables, comme le montrerait une
rapide analyse de la preuve du théoréme 2.3.1.

Le passage de Y a Y™ va quant & lui nécessiter une étude relativement approfondie de
la procédure de discrétisation de Milstein dans le cas ol le processus directeur x est régulier.
C’est 'objet de la section qui suit.
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3.2.1 Le schéma de Milstein pour les EDO dirigées par un processus régulier

Nous considérons ici le systéme général :
Yo =a € R dyl = o (y) dw{ ,t € [to, 00, (3.34)
lorsque 2 = (2!, ..., 2') est un processus continu, différentiable par morceaux, et o € C3P(R?, R%).
Le flot associé a ce systéme sera noté ®(a;tp,.), ou en d’autres termes :
yr = ®(a;to,t) <= y est I'évaluation en t de la solution de (3.34).

Le schéma de Milstein associé a (3.34) (lorsque I’équation est envisagée sur [0, 7]) est défini
par

) ) . ) L tht1 .
i = Ut o) - (62, + 000 (yi o (YR - /t (02" dcd, (3.35)
k

ou tp =t = % On notera ¥"(a;ty,.) le flot numérique induit par ce schéma, c’est-a-dire la
suite (yi, )r>p telle que yi, = a et pour tout k > p, la relation itérative (3.35) est vérifiée.

Commengons par examiner la divergence des flots exacts et numériques entre deux temps
successifs ¢ et tr41 de la partition :

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, on a, pour tout a € R, pour tout k =0,...,n,
t 3

| (a; th, thr1) — O™ (@ ty, thyr)| < co My, ., avec Mg = </ |0 du) . (3.36)

S

Démonstration. 11 suffit de partir du développement de Taylor : si y := ®(a; t, .),

D(a;ty, ter) — V" (a5, try1)

1 1 g i, A
= / du/ dr (8,0 (a 4+ r(6Y)1eu) — Opo™ (a)] o (@) (6ah)s, uid,
tr 0

tk+1 1 . u .
+ / du/ dr 0,0” (a + 7(0Y)t,u) < 5(” ()t dmv> &,
tr 0 ti

et 'on utilise ensuite le fait que
t
<ol [ fou] du.
S

En considérant le couple x = (x! := 6z, x? := J dx®dz) comme un 2-rough path, I'inégalité
(2.30) implique par ailleurs :

(60 )at| = / o () da,

O

Lemme 3.2.4. Soit v € (1/3,1). On rappelle que
[l = N x5 €3 ([0, T R] + Nx?: €57 ([0, T]; RY)). (3.37)
1l existe une fonction croissante Cp : R — Ry telle que

[(P(z55,1) — D(Z;8,¢) — (2 — )|
|t — s|?

< Cr(lxll) - |z = 2| (3.38)
et
[D(z;5,1) = @(%;s,8)| < Cr([x]ly) - |2 — 2| (3.39)

pour tous s,t € [0,T] et z,7 € RY,
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Forts de ces deux résultats préliminaires, nous sommes en mesure de mettre en ceuvre un
raisonnement classique d’analyse numérique visant a controler la différence entre la solution y
du systéme (3.34) et le flot numérique y™ issu du schéma (3.35). Ce sont ces estimations qui
assureront dans un instant la transition entre Y a Y™.

Proposition 3.2.5. Soit z : [0,7] — R un processus continu, différentiable par morceauz, o €
C3O(REREY) et a € RY. On consideére le flot ® associé au systeme (3.34) et le flot numérique
U™ défini par la relation (3.35). On rappelle que pour tout k = 0,...,n, tp =t = kT /n, et l'on
pose yp, = ®(a;0,tx) et y; = ¥"(a;0,tx). Avec ces notations, il eviste une fonction croissante

Cr: R — Rt telle que Uon ait, pour tous 0 < p < q < n,

-1

L

M.Z’

trtk+1

M

e, — il < Crllxly) - (3.40)

=0
q—

H

p—1

ZMtktk+1 + |tq tp|7 Z tktk+1 (341)

=p k=0

10(y =y )epty] < Cr(|Ix[5) -

/—/h«?r

ou Uincrément M® est défini dans (3.36).
Démonstration. Par définition, y = ®(yp s tr, tr) et yr, = P(yi;to, tx), et donc

q—1

v, = Uh = > (Pt te) — PR, i thy1s b))
k=0

Remarquons a présent la relation

D(ypy stk tq) = P(P(Yr st thr1)s Lt 1, ),

qui implique, grace a (3.39),

D (yps s th tg) — P(ur, s tkrns )| < Cr(lxlly) - ‘(I)(y;ZStkvtk-i-l) ~ Ui |-

On utilise ensuite (3.36) pour affirmer que

“I)(y&;tk,tkﬂ) —p | = [Pt thar) — O (yps e tegn) | S C - My,

ce qui permet de déduire (3.40). Si ¢ > p, on écrit

0y = Y tpty = (Pt tps tg) — Ut,) — (‘P"(yt shpty) — yf,,)
= (unitnte) =) — (Pt te) = 0)) = (V" (05t t) = Ryl itpta) )

En utilisant les mémes arguments que ci-dessus, on peut ensuite montrer
(U™ (2p5tp,tg) — (25 tp, 2g)| < Cr([Ix]l5) ZMtktk+1 (3.42)

(3.41) est finalement obtenu en combinant (3.38) et (3.40). O
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3.2.2 Application au mBf

Sous I'hypothése o € C3P(RY, R4 1) (qui sera dorénavant adoptée), on rappelle que Y™
désigne la suite définie par le schéma (3.2), tandis que Y représente la solution du systéme
approché (3.32). La proposition 3.2.5, appliquée a ce dernier systéme, conduit & un premier
controle :

Proposition 3.2.6. Pour tout v € (1/3, H), il existe une variable aléatoire 6~ p 1, finie p.s.,
telle que, pour tout n € N*,

‘5(?” - Yn)tptq‘ < \/m

0 .
— ’y,H,T nH_,y

sup (3.43)

p,q=0,....,n—1,p<q ‘tq - tpW

Démonstration. Pour faire apparaitre |(5(7n —Y")i,t,|, il suffit de prendre z = B™T dans
la proposition 3.2.5, ot n est le méme pas de discrétisation que dans le schéma numérique
(3.5), puisque, comme nous ’avons souligné au début de cette section, Y coincide avec la
discrétisation de Milstein du systéme (3.2.5). En utilisant (3.16), on sait en outre que

3 (log n)3/2
Mty = [0B)utr | < Onr = s

et donc, d’aprés (3.40) et (3.15),

A

|5(?'” B Yn)tptq ‘

0 g — pl p - (logn)®/?
0y a1 Cr (HB ’THv) { e (log n)3/2 + [tg — tp]” ———

(log n)3/?

< Oymrlty —tpl” 3H—T

ou I'expression de la variable aléatoire 6, g varie d’'une ligne a l'autre. (3.43) est maintenant
une conséquence de l'inégalité stricte 3H —1 > H — .
O

Le reste de cette section va consister a établir que l'estimation (3.43) reste valable sur
I'intervalle entier [0,77] (et plus seulement sur les points t,,t, de la partition) lorsque Y™ est
étendu sur [0, 7] par interpolation linéaire des points Y, Y;", ..., Y".

to?
Intervient ici un premier résultat technique, hérité de (3.16) via 'estimation (2.29), relatif
au comportement local des variations de Y :

Lemme 3.2.7. Il existe une constante h** > 0 et une variable aléatoire positive O p+= 51, finie
p.s., telle que pour tout h € (0,h*) et tout n > h%,

Sup ‘(6?n)t,t+h‘ <Oun>or- hit. V/[1og(1/h)|.

te[0,7—h]

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, on note g > 0 la constante telle que
'application z +— x1\/[log(1/x)| soit croissante (0, z]. On pose ensuite h** = min(z g, h*),
ou h* désigne la constante définie par le lemme 3.1.8. Soient s,t € [0, 7] tels que |t — s| < h**.

(i) De (2.31), on tire

6Y")st = o (Y)(OB™ )| < |t —s[* G(IB™T],)
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pour 1/3 < v < H et une certaine fonction croissante G': R — R*. En choisissant ~ suffisam-
ment proche de H, on obtient

5N Svald n 1
[(6Y")st = o(Y)EB " st| < Oppeor [t — 5| k’g(rt—s)

(ii) Supposons d’abord que t; < s <t <t;41. On a
0 (V) (OB )t < Onpe o - [t = |- (n/T) /| log(n/T)),
et puisque |t — s| < T/n, ie. n/T < 1/(t—s), il en découle
}J(Y )(5B"T t‘<9Hh*aT t—s \/]10g (1/(t — s))|-

(iii) Si -1 < s <t; <t, <t <tpyq avecl < p, alors

(5Bn’T)st = (BtmT - Btp) + (5B)tltp + (Btl - B?T)' (3'44)

Comme dans la preuve du lemme 3.1.9, cette relation méne facilement, lorsque |t —s| < T'/n, a

lo(Y)(0B™ )| < O o (£ — )7 - \/[log(1/(t — 5))| (3.45)

Si |t —s| > T'/n, la décomposition (3.44) implique

o (V) GB™ )| < 261110 o0 (T/m) ™/ [I08(0/T)| + 0511 o7+ by — )™ /N0 (1/ (1 — 1))

et I'on retrouve l'estimation (3.45) grace a la croissance de z +— = /| log(1/z)].

(iv) L’assertion est maintenant obtenue en combinant les étapes (i)-(iii).
OJ

Proposition 3.2.8. Soit {Y",t € [0,T]} le processus obtenu par interpolation linéaire des
points Yy Y/, ... Y. Pour tout v € (1/3, H), il eriste une variable aléatoire positive 0y,
finie p.s., telle que pour tout n > 1,

NIY" = Y"1 ([0, TERY] < 6y - V/og(n) - n =7,

Démonstration. On introduit tout d’abord linterpolation linéaire U™ de Y associée  la par-
tition uniforme de pas T'/n. A partir du résultat du lemme 3.2.7, on peut procéder comme dans
la preuve du lemme 3.1.9 pour obtenir

N[U™ — " C{([0,T7; Rd)] <O~ -+/log(n) - n~H=),

Il suffit donc d’examiner la différence entre les deux processus linéaires par morceaux U™ et
Y™ Sis € [t ti41] et t € [tg, trs1] pour I <k, on a

n t—tk —n S—tl —n

S(U™ =Yg =06(Y" = Y™)4u, + W&(Y — Y "irtens — mé(Y Y "), (3.46)

(i) Si I 4+ 1 < k, alors en appliquant (3.43) aux trois termes de (3.46), on obtient, puisque
(s—t) <T/net(t—ty) <T/n,

(U™ = Y™)ot| < Op |t — 57 - n~H=1/log(n). (3.47)
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(ii) Sil =k, (3.46) se simplifie en

n n _ti‘g v yn
(U =Y = o 6" =)

Upti41

et ainsi (3.43), associée au fait que |t — s| < T'/n, fournit & nouveau l'estimation (3.47).

Le cas kK = [ + 1 peut ensuite étre traité de fagon similaire, ce qui achéve la preuve de la
proposition.
O

En associant les estimations des propositions 3.2.1 et 3.2.8, on obtient le résultat de conver-
gence escompteé :

Théoréme 3.2.1. Supposons que o € CHP(REREI™HL) et soit {Y", t € [0,T]} le processus
obtenu par interpolation linéaire des points Y0, Y/!, ..., Y" issus du schéma (8.5). Pour tout
coefficient v € (1/3, H), il existe une variable aléatoire positive 0 p o1 telle que, si'Y désigne
la solution du systéme (3.2), alors pour tout n > 2,

JIogn
NIY = Y™¢)([0,T]; RY)] < 6., H’U’T%' (3.48)

3.2.3 Reésultats de simulation numérique
Pour apprécier lefficacité de I'algorithme (3.5), envisageons l'exemple élémentaire

Yo=a€R , dY;=Y;-(dB} +dB}), (3.49)

pour lequel nous disposons de la solution explicite Y; = eBi+Bi La figure 3.2.3, qui rend compte
a la fois de I'application du schéma d’Euler et du schéma de type Milstein (3.5), vient illustrer
le phénomeéne que nous évoquions en introduction : lorsque H < 1/2 (ici H = 0.4), le schéma
d’Euler ne converge plus vers la solution du systéme et il devient ainsi nécessaire d’inclure des

termes d’ordre deux dans 1’algorithme.

Il eut été ensuite intéressant de pouvoir comparer le taux de convergence qui apparait
dans (3.48) avec des taux plus classiques lorsque B est un mB standard ou lorsque B est
unidimensionnel (voir par exemple [77]). Survient ici 'un des inconvénients de ’approche rough
paths que nous avons suivie (outre celui mentionné dans la remarque 3.2.2) : cette méthode
ne met en évidence qu’une estimation en norme holdérienne de la différence entre la solution
exacte et la solution approchée. Le coefficient « dans (3.48) est en effet supposé strictement
supérieur a 1/3 et il n’est pas envisageable, eu égard aux arguments utilisés dans la preuve de
ce résultat, de faire converger v vers 0 pour obtenir un taux de convergence étroit en norme
infinie.

Permettons-nous cependant une conjecture quant a la vitesse de convergence de ||Y —
Y”||007[O7T], conjecture que viendront dans un instant appuyer deux exemples numériques.

Conjecture : On suppose 'indice de Hurst H strictement supérieur a 1/3. Soit Y la solution
du systéme (3.2) et Y™ le processus obtenu par interpolation linéaire des points Y;7, Y;7, ..., Y}"
issus du schéma (3.5). Il existe une variable aléatoire positive 8 7, finie p.s., telle que, pour

tout n > 2,
1Y = Y"loo o) < O - Viogn - (n™ 4 n21/2). (3.50)



3.2. ETUDE DU SCHEMA 59

45 T

I
|

i /\w *\5\ T
[T y ,ur : ”

, Hﬂl f \ W u\,, W‘ /

15 Hh /\ /‘\/‘]/, l‘ / \\L( K/u \WW\M

— i
\ \v /. /\0
\//\/\/\\
1V‘A—/ \
M

FIGURE 3.1 — Application du schéma d’Euler (en rouge) et du schéma (3.5) (en bleu) a l'ap-
proximation de la solution de (3.49) (en pointillés).

Remarque 3.2.9. L’estimation (3.50) est conforme aux résultats établis dans le cas du Brownien
standard (H = 1/2). Il est en effet prouvé dans [15] que le schéma (3.5) appliqué au systéme
particulier

Yo =Y2=0 , dY}!=dWw} K6 dY? =Y 'dW}?,
est exactement d’ordre n~/2, résultat qui souligne par ailleurs le cott de l’approximation
W2, ~ 2(6W)g @ (W) (on sait que le schéma de Milstein original est d’ordre n=1).

Pour tenter d’appréhender la norme [|Y" — Y|/, 0,77, nous avons appliqué I'algorithme au
systéme :
Yo =1, dY;=cos(Y;)dB} +sin(Y;)dBZ, te]0,1]. (3.51)

Observons que pour montrer (3.50), il suffirait en fait d’établir I'inégalité

Vlogn
su Y <O0gr—i-.
kzO,.I.).,n tg| = 74t L 2H-1/2

En effet, si yPmt désigne l'interpolation linéaire de Y relativement & la partition P™T =
{t}, k=0,...n}, il est facile de prouver en utilisant les mémes arguments que dans la preuve
du lemme 3.2.7, que

Iy —y”" ”oo 7] <2 sup sup  |(0Y)se| < Onr

k=0,...,n t} <S<t<tk+1
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pour une certaine variable aléatoire 6 7 finie p.s. Ainsi,

vd1ogn

1Y =Yoo < Our 5
n

vlogn
< Our 5 + sup

n k=0,...,n

n,T
+YF - Y| o077

n
Yip = Yin |

Les figures 3.2.3 et 3.2.3 représentent justement la fonction

) , 55

pour le systéme (3.51). Chacun des points matérialise en fait I’erreur moyenne commise sur 50
réalisations du mBf.

n
Y. —Y?
2n an

n — logy sup
k=0,...,2"

-1.6 T
Conv.ord.2H-1/2
& Scheme error
_1 8 L -
ot 0 ]
o
=22 E
¢
-24f 4 ]
v

-2.61 B
¢

-2.81 E
-3 . . . . . .

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 3.2 — Représentation de la fonction n — log, (supkzo’mgn
2TL

systéme (3.51) lorsque H = 0.35.

Y, - Y%
2n

) associée au

Remarque 3.2.10. Comme il est de coutume dans ['analyse des erreurs commises par un schéma
numérique, la solution exacte Y, dont nous ne connaissons pas explicitement la loi, est en fait
remplacée dans (3.52) par une approximation Y No trés fine elle-méme obtenue via I’algorithme,
pour un certain paramétre Ny trés grand fixé.

3.3 Appendix

Preuve du lemme 3.1.11. On rappelle que les points de la partition P, 7 sont donnés par ¢} =
kT

=~ pour tout k € N. Introduisons a présent deux applications F™T et F_T_L’T associées a cette
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& Scheme error

n
Vi — V2
2" on

FIGURE 3.3 — Représentation de la fonction n +— log, (Squo,...,2n ) associée au

systéme (3.51) lorsque H = 0.8.

partition : pour tout u € Ry, F™" (u) := ¢ et F_fT(u) =t si by < w <t Avec ces
notations, on peut écrire BT = G™T(B),, ou I'application mesurable G™T : C(R*;R™) —
C(RT;R™) est définie par

uw— F™ ()

n, T L -
G (y)u = ny’T(u) + T (yFi,T(u) - yF:L,T(u)> y u € R+. (353)

Afin d’établir (3.21), observons que FQT(U +5s) = F;’T(u) +ssis e Ppr. Il est alors facile de
constater que

((6B)s, 45, (OB" s 4s) = ((0B)s, 45, GV ((0B)s,45),

et ainsi, grace a la propriété de stationnarité du mBf, on a :
L
((0B)s.tss (6B™ ) ss) £ (B,G™T(B)) = (B, B™).

La preuve de (3.22) est tout a fait similaire. On part de la relation F;’T(C-u) =c- FLL’T/C(U)
pour écrire BT = gnT/ ¢(B..)y. En utilisant cette fois la propriété de changement d’échelle
du mBf, on déduit

(B.., BT = (B..,G"T/*(B..)) £ (¢ B, G™T/¢(cH B)),

et (3.22) est & présent une conséquence de la linéarité de G™7/¢.

Pour montrer (3.23), commengons par remarquer que, p.s.,

27 7T 1 27 ’T
(B2, BY"") = lim (X%, X)),
n—0
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ott X(n)2™7T est l'aire de Lévy associée a la discrétisation X (n)™T de X (n). La convergence
de la premiére composante est une conséquence de la proposition 3.1.3, tandis que, pour éta-
blir X(n)%™" — B%™T | il suffit d’observer que X(n)%™ peut s’écrire a aide d’évaluations
de X (n) en des points fixés de la partition, puis d’utiliser & nouveau la proposition 3.1.3. En
faisant maintenant appel & la notation G™? définie par (3.53), ainsi qu’aux propriétés de sta-
tionnarité et de changement d’échelle de X (1) (Lemme 3.1.2), on déduit successivement, pour

toute fonction continue bornée ¢ : (R™ @ R™)? — R :
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E [‘P <B§t’ B?in’T)}

— lmE [<p (X(n)zt, X(n)?in’Tﬂ

n—0
= Bl > {XO) o= XD @ {X D20y = XD oy
=0

> GTX () s = X)) £ g @ { T (X () s = X(0)s) i,y
i=0

=l B[e( X0 @ (X0 - X))

n—0,m—o00

= am el ox () ofx (1) L x (7))
(t—s)*" iG”’T/(t‘S) (X <t y S)) ® {G"’T/(t—@ (X (t u S)

1=0

2 27”7T/(t_8)
© (t—S)2HX( n ) ,(t—S)ZHX( n )

o (P - P

= lim F

n—0

et la propriété (3.23) est ainsi démontrée.
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Deuxiéme partie

L’équation de Volterra rugueuse
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Présentation

La méthode des rough paths ayant conduit & une compréhension et un traitement trés com-
plets du systéme différentiel rugueux standard (2.1), il est & présent naturel de s’interroger sur
la flexibilité de cette approche déterministe & travers la considération de systémes différentiels
moins classiques.

Un premier pas en cette direction a été franchi par [75], article dans lequel les auteurs
envisagent |’ équation avec retard rugueuse :

=& + fo I (Y, Yu—rys - -+ » Yu—ry ) 7, POUT toUt t > 0, (3.54)
- gt sit e [_rk’vo]a
oury < ...<r sont des instants fixés. Le principe général qui a guidé leur analyse, et dont

nous nous inspirerons notamment dans le chapitre 5, peut étre résumé de la fagon suivante :
pour offrir une interprétation raisonnable du systéme (3.54), puis le résoudre, il suffit d’adapter
les outils utilisés dans le cas standard (processus controlés, intégrales itérées,...) a ce contexte
"avec retard”, en partant de 'observation du comportement algébrique des solutions du systéme
lorsque x est un processus réqulier. 11 est par exemple montré (dans le cas v € (1/3,1/2]) qu’en
tenant compte de la particularité du probléme, une version modifiée de l'aire de Lévy, décrite
(moralement) par l’expression

X2 retard / dzxy, ®/ dx,, vV E [—Tkyo]a
“+v

s’impose spontanément lors de la construction de 'intégrale fo (Yus Yu—rys -+ > Yu—ry ) Ty

Dans les deux chapitres qui suivent, nous nous proposons de poursuivre ce projet d’extension
de la méthode rough paths en envisageant le cas de ’équation de Volterra rugueuse :

¢
yy =a' —I—/ o¥ (t,u,yy) dxl,, (3.55)
0

oit a € RY est une condition initiale donnée. La spécificité de ce systéme, par rapport a (2.1),
tient bien sir a la dépendance de l'intégrant o(t,u,y,) vis-a-vis de la variable courante t.
L’équation ne peut d’ailleurs se mettre sous la forme différentielle classique dy; = o(y;) dxy, et
I'on parle plutot d’équation intégrale.

La version réguliére du systéme (lorsque z est différentiable) a été introduite par Volterra
mais surtout étudiée par Traian Lalescu dans son mémoire de thése "Sur les équations de
Volterra" (1908) (repris en 1911 dans I'ouvrage "Introduction to the Theory of Integral Equa-
tions" de 'auteur). Elle a depuis été fréquemment employée dans le cadre de modéles issus de
la biologie ou de la physique. Le livre [90] fournit une collection de solutions explicites pour des
fonctions o particuliéres, ainsi que de nombreuses méthodes de résolution du systéme.

La situation ot x = W désigne un mouvement Brownien standard et o est déterministe a
été traitée de fagon exhaustive par Berger et Mizel & travers les deux articles |5, 6] (voir aussi
[65]), dans lesquels l'intégrale fo o(t,u,y,) dW, est comprise au sens d’'It6. Leurs résultats ont
ensuite été étendus au cas des semi-martingales dans [91].
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Si la fonction o est elle-méme aléatoire, ce qui semble davantage plausible dans un certain
nombre de modéles, et si cette fonction s’écrit par exemple

o(t,u,Y,) =a(Hyt,u,Yy,),

pour un processus (H;);crp+ donné, l'intégrant n’est plus nécessairement adapté a la filtration
du Brownien : il faut alors faire appel a des méthodes de calcul anticipant comme le calcul de
Malliavin. C’est ce qui est entrepris dans [3, 16, 17, 86, 83, 87]. Il est intéressant de noter que
dans cette derniére référence, le systéme de Volterra étudié vient modéliser le taux de croissance
d’un actif financier, et va ainsi au-dela des applications classiques inspirées par la biologie ou
la physique.

Fu égard a I’ensemble des travaux que nous venons de citer, il semble assez légitime d’aspirer
a une extension des résultats & un processus x plus général encore, avec notamment a ’esprit
le cas du mBf. La démarche que nous adopterons a cet effet, inspirée comme nous 1’annoncions
de la théorie des rough paths, sera restituée en deux temps :

— Une premiére étape, retranscrite dans le chapitre 4, consistera & envisager le systéme via
I'interprétation standard de I'intégrale rugueuse fg o (t,u,yy) dx,, telle qu’elle est présen-
tée dans la section 2.2 (on "fixe" simplement la variable t). On constatera notamment
que si cette approche générale permet un traitement satisfaisant du cas Young (v > 1/2),
elle se révele malheureusement limitée lorsque v < 1/2 : le raisonnement standard ne
permet en effet pas d’établir 'existence d’une solution globale du systéme, définie sur
tout intervalle [0, 7] donné.

— Pour tenter de remédier & cette difficulté technique, le chapitre 5 proposera ensuite une
analyse approfondie du cas particulier ot le noyau se présente sous la forme particuliére

o(t,u,y) = ¢t —u)a(y),

avec ¢ et ¢ des fonctions réguliéres. Dans ce contexte, une réorganisation astucieuse du
systéme conduira & la mise en place d’un formalisme particulier, dit convolutionnel, basé
sur une version du 2-rough path mieux adaptée au probléme.
Remarquons dés a présent que dans les deux cas, le caractére déterministe de la construction
permettra de passer outre la distinction que nous évoquions ci-dessus entre intégrants adaptés
et anticipants.

A notre connaissance, les considérations des deux chapitres qui suivent constituent la pre-
miére tentative d’application de la méthode rough paths a ’équation de Volterra (3.55). Dans
la situation ott # = B est un mBf d’indice de Hurst H > 1 /4, il s’agit ainsi des premiers ré-
sultats d’existence et d’unicité (p.s) d’une solution pour (3.55). Comme dans le cas du systéme
standard, I’approche rough paths ne prend véritablement tout son sens que lorsque H < 1/2.
Le cas Young H > 1/2 sera néanmoins examiné dans un premier temps, ne serait-ce que parce
qu’il amorce généralement la décomposition algébrique qui intervient dans le cas rugueux. No-
tez qu’une analyse plus approfondie de ce cas H > 1/2 a récemment été donnée dans [7], a
partir des idées de [82].



Chapitre 4

Une premieéere approche

[’équation de Volterra rugueuse

t
Y =a+ / o(t,u,yy) da,, (4.1)
0

sera ici analysée dans les trois contextes suivants :

(i) Le cas Young (Section 4.1) : Lorsque z est un processus -holdérien avec v > 1/2, et en
supposant I'application o : [0, 7] x [0, T] x R — R%™ suffisamment réguliére vis-a-vis de
ses trois variables, nous verrons qu’il est possible d’interpréter le systéme (4.1) au sens
de Young, c’est-a-dire & partir des constructions de la sous-section 2.2.1.

(ii) Le cas Young avec singularité (Section 4.2) : Toujours lorsque v > 1/2, nous évoquerons
ensuite la possibilité de traiter la présence d’une singularité au niveau des deux variables
temporelles, c¢’est-a-dire un noyau de la forme

U(ta U, y) = (t - u)faw(y%

pour un certain coefficient o > 0 et une fonction ¢ : R4 — R%™ assez réguliére. Il
n’est alors plus possible de faire directement appel & la décomposition (2.12), et 'in-
terprétation au sens de Young passe par l'analyse attentive des sommes de Riemann
associées a l'intégrale fg o(t,u,yy) dz,. Le raisonnement conduit globalement a I’hypo-
thése v — a > 1/2. Sous cette condition, le systéme (4.1) peut étre interprété et résolu
dans l'espace Cf ([0, T]; R?), pour tout x € (1/2,7).

(i) Le cas rugueuz (Section 4.3) : Lorsque v € (1/3,1/2], les éléments caractéristiques
de la méthode des rough paths (processus controlés, intégrales itérées,...) doivent entrer
en scéne pour permettre de donner sens a l'intégrale fg o(t,u,yy,) dr,. Comme dans la
section 2.3.1, la résolution du systéme s’effectue ensuite via un argument de point fixe dans
Pespace des processus controlés (Définition 2.2.4), et méne a 'obtention d’une solution
locale, définie sur un petit intervalle [0,7p], 0 < Tp < T. Nous mettrons par ailleurs en
évidence les difficultés techniques qui surviennent lorsque l'on cherche & étendre cette
solution locale en une solution globale définie sur [0, 7.

Dans la mesure ot il s’agit a notre connaissance de résultats nouveaux, nous nous efforcerons
de fournir dans les trois cas une rédaction exhaustive des raisonnements et des estimations
utilisés. On pourra ainsi trouver a travers les preuves de ce chapitre les quelques détails passés
sous silence dans les démonstrations du chapitre 2.

69
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Evoquons succintement la stratégie générale que nous avons adoptée pour obtenir les dif-
férents résultats & venir. Comme dans le cas du systéme différentiel rugueux standard (2.1), il
semble naturel de chercher & interpréter et a résoudre I’équation (4.1) dans un espace holdérien.
C’est 'approche suggérée par le formalisme des k-incréments, a travers I'intervention des deux
opérateurs 0 et A. Dans ce contexte, la grande différence entre le systéme standard et I’équation
de Volterra (d’un point de vue pour I'instant heuristique) tient au fait que les incréments de la
solution potentielle y de (4.1) entre deux instants s < ¢ dépendent de toute la trajectoire (de 0
a t), et pas seulement de son comportement entre s et t. En effet, si s < ¢, on a

(0y)st = / o(t,u, yy) dx, + /OS [o(t, u,yy) — o(s,u,yy)] day. (4.2)

De fagon prévisible, la premiére intégrale qui apparait dans (4.2) peut étre traitée comme dans
le cas des diffusions. Autrement dit, sous certaines conditions de régularité pour o, la variable
supplémentaire t dans l'intégrale ne joue ici aucun role proéminent. C’est la seconde intégrale
de (4.2) qui constitue véritablement la spécificité de Ianalyse de ’équation de Volterra, en
impliquant l'intégralité du passé des trajectoires de z et y. Pour récupérer des incréments de la
forme |t — s|" de Pestimation de ce second terme, et ouvrir ainsi la voie a des arguments de points
fixes classiques, il faut alors recourir aux propriétés de régularité de o vis-a-vis de sa premiére
variable. Dans tous les cas, 'estimation du membre de droite de (4.2) ne pourra s’effectuer
qu’en faisant apparaitre la norme de y sur l'intervalle [0,¢] entier. Lorsque v € (1/3,1/2],
cette dépendance va se révéler rédhibitoire dans la mise en place de 'argument classique de
prolongement de la solution ; seule I'existence d’une solution locale pourra ainsi étre établie
dans la section 4.3. Comme nous l'annoncions dans la présentation de cette partie, nous ne
sommes parvenus i surmonter ce probléme d’extension que dans le cas particulier développé
dans le chapitre suivant, par le biais d’une transformation du systéme et d’un procédé technique
de localisation.

Concluons cette introduction en précisant plusieurs notations spécifiques a ce chapitre.
Comme nous venons de ’évoquer, la premiére variable temporelle ¢ de o sera amenée a jouer
un role bien distinct des deux autres variables (u,y) € [0,7] x R Pour cette raison, nous
noterons fréquemment Y, = (u,y,) € [0,T] x R? et 04(),) := o(t,),). Par ailleurs, pour
éviter toute confusion dans la notation des indices, nous ne ferons pas directement apparaitre
les dérivées partielles Jjo par rapport a chacune des (d+2) variables réelles de la fonction, mais
plutot les opérateurs différentiels associés a o, notés

Do : [0,T] x [0,T] x R — £(R+2 RE™),

D?¢ :[0,T] x [0,T] x RY = Bil(R*2 R™),

Enfin, on rappelle que si U est un ouvert d’un espace normé E, la notation C™P(U; R¥!) désigne
I’ensemble des fonctions o : U — R¥! n-fois différentiables, & dérivée bornées. En vue d’affiner
les hypothéses de régularité sur o, on fera en outre intervenir les espaces intermédiaires définis
pour tout k € (0,1) par

D" i —_ Dn ij
C"’b’”(U;Rk’Z) ={o € C"’b(U;Rk’Z) : supsup ‘ () J (y)‘

< 00}
vty i |z —yll%
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4.1 Le cas Young

Dans cette section, nous supposerons que le coefficient de régularité holdérienne v de x est
supérieur a 1/2. Rappelons briévement la définition de I'intégrale qui s’impose dans ce contexte
(voir la sous-section 2.2.1) :

Proposition 4.1.1. Si z € Cf([O,T];Rd’”) pour un certain p > 0 tel que p+~ > 1, alors, pour
tous s,t € [0,T], Uintégrale de Riemann fst 2y ATy (T différentiable) s’étend au processus x a
travers la formule :

Tst(zdx) := z5(0x) st — At (02 6). (4.3)
En outre, J(zdx) € C3([0, T]; RY) et

N1T (=dw); ([0, T RY)] < e {N [z CO([0, TR + TN [.CL([0, THRMM] . (4.4)

Munis de cette définition, on souhaiterait pouvoir écrire le systéme de Volterra rugueux
(4.1) sous la forme

ye = a+ Jolo(t,.,y) dx). (4.5)
Le lemme élémentaire suivant vient garantir la validité de cette écriture :

Lemme 4.1.2. Siy € C/([0,T];RY) et o € C°([0,T]% x R4 RE™), alors, pour tout t > 0,
o(t,y.) € Cl([0,TR™™) et

Nlo(t,.,y.);C]] < co(T 7 + Ny C7)). (4.6)
Démonstration. 11 s’agit d’une estimation évidente : si 0 <u <v < T,
o (t,v,y0) = o(t, u,yu)| < 1Do o (Jv —ul + Ny; C v —ul"),

et donc No(t,.,y.);C]] < |Do|loo(TH7 + Ny; C]])-

Le résultat principal de cette section est a présent le suivant :

Théoréme 4.1.1. On suppose que le processus x est un élément de C{ ([0, T]; R™) avecy > 1/2.
Soit k € (0,1) tel que k(1 +7) > 1, a € RY, o € C>%7([0,T])? x R4 RE™H) . Alors I’équation
(4.5) admet une unique solution dans CJ ([0, T]; R?).

Evidemment, ce théoréme peut étre appliqué aux trajectoires d’'un mBf pour donner :

Corollaire 4.1.3. Soit B un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/2 défini sur espace
de probabilité complet (2, F, P). Soit v € (1/2,H) et x € (0,1) tels que k(1 4+7) > 1, a € RY,
o € C3PR([0,T)? x RGRE™FTY) . Alors le systeme

Ytz-=a+/ O(t,u,Yy) du+z/ I(t,u,Yy)dBI,

interprété de fagon trajectorielle grace a la proposition 4.1.1, admet (p.s) une unique solution
dans C] ([0, T]; R%).
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Dans un souci de clarté, nous diviserons la preuve du théoréme 4.1.1 en deux propositions :
nous mettrons d’abord en évidence I'existence et I'unicité d’une solution locale, définie sur un
petit intervalle [0, Tp] avec 0 < Ty < T, puis nous ferons appel a des arguments de recollement
succesifs pour étendre cette solution sur [0, 7).

On rappelle que les notations Y et oy ont été précisées au cours de 'introduction de ce
chapitre, et que 'on a posé, dans le chapitre 2,

N[y;C?’W] = sEupﬂ lye| + Ny; CY.
telo,

Proposition 4.1.4 (Existence et unicité locales). Sous les hypothéses du théoréme 4.1.1, il
existe un temps Ty € (0, T tel que léquation (4.5) admet une unique solution dans C] ([0, Tp]; RY).

Démonstration. C’est le méme type d’argument de point fixe que dans la preuve du théoréme
2.3.1. Pour le mettre en ceuvre, on associe a chaque y € C{([0,7p]) I'élément z = I'(y) défini
par

ze =T (y)e = yo + Jot(0r(Y.) dx).

La solution que nous cherchons apparaitra comme un point fixe de I' & I'intérieur d’une boule
invariante.

FEtape 1 : Invariance d’une boule. On fixe un temps 77 € (0,7] (1) sera précisé de fagon
rétrospective). Soit y € C([0,T1]) tel que yo = a et posons z := I'(y), ou, bien entenduy,
I'application T" est adaptée a l'intervalle [0, 77].

A ce stade, souvenons-nous de la spécificité de I’équation de Volterra. Comme dans (4.2),
I'incrément (dz);s peut étre décomposé en une somme de deux termes qui recevront un trai-
tement distinct : I}, = Ju(0n(V)dz) et 14 = Tos([or — 05](V) dz). Le point de départ pour
estimer ces deux intégrales est bien sir I'inégalité (4.4). Toutefois, en ce qui concerne I, il est
clair que cette derniére estimation ne suffira pas a faire émerger des incréments en |t — s| (on
cherche une estimation N[z;C{], donc une relation de la forme |IZ| < |t — s|” f(y)). C'est ici
qu’entre en jeu le résultat technique suivant, qui amorce en outre ’argument de contraction de
I'étape 2 :

Lemme 4.1.5. Soit I = [a,b] C [0,T] et y,§ € C](I;R?) tels que yo = §a. Alors, sous les
hypothéses du théoréme 4.1.1, on a, pour tous s,t € I,

Nlloe = oJ(V); ¢/ (D)] < o |t = s[ {1+ Ny: & (D]} (4.7)

Noe(Y) = a(V); € (D] < eo {1+ Ny Y (D] + NG ¢ (D]} Ny — 4:¢1 (D), (4.8)

Nllot = o(¥) = [or = 0](¥); €77 (1)]
< colt = s[{1+ Ny: &/ (D] + N5 ¢/ (D))"} Ny — 5;¢/(D)]. - (4.9)

Démonstration. Voir Appendix. OJ
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Entrons & présent dans le détail des estimations. Pour traiter I, on utilise (4.4) pour déduire

74| co |t — 5|7 {N[o0(¥); ([0, T1])] + T{ Non(¥); €1 ([0, Tu])] }

<
< Golt—s|7{1+ T”’J\/’[at (V); ([0, TA])]}

et ainsi, grace au lemme 4.1.2, NI*;CJ] < ¢z o {1+ T7Ny; C{ ([0, T1])]}-
On décompose ensuite 12 en I? = 1% 4 1?2, avec
It = [on = 0)(V0) (6x)os et Lg" = Aos(d([or — o](V)) 62).

< ||Do|loo |t = s| Nx; C])TY, et donc N[I%1;C5 ([0, Th])] <
czoT1. Quant & 122 on utilise la propriété de contraction (2.6) et I’estimation (4.7) pour
obtenir

Remarquons d’abord que ‘Isgt’l

IN

cx Nor — os](V); ¢/ ([0, T1])] T7
oo |t —s| {1+ NTy;C] (0, 1))} T},

2,2
Ist }

IN

de telle sorte que NI22;CJ([0,T1])] < oo T} (1 + NTy; 7 (0, T1))]).

En rassemblant ces différentes estimations, on déduit
Nz 61 ([0, T])] < e o {1+ TYNTy: €1 ([0, T1])]} -

On choisit alors 77 € (0,77 tel que pour tout 0 < Ty < 77, il existe un rayon A, pour lequel
la boule N
Bro ={y €l ([0, To]) : yo=a, Ny;C/([0,Tp])] < A, }

est invariante par I'. Le rayon Arp, est par ailleurs choisi comme fonction croissante de 7Ty, ce
qui sera utilisé dans ’étape suivante.

Etape 2 : Propriété de contraction. On fixe un temps Ty € (0,77] et soit y, g € BT0 o. On pose
z:=T(y),Z:=T(§) et I'on décompose & nouveau §(z — 2) en §(z — z) = JH1 + JL2 + J2 avec

T3t = @) = 0D) 02) 5 T = A (8(0(Y) = ou()) 6w

T2 = Aos (8(or = 0] ) = [o1 = 0] (9)) bz

Estimons maintenant la norme ~-holdérienne de chacun de ces trois termes.
Cas de Jb' 2 On a N[JYCI([0,To])] < ||Dolloo Ny — §;CY([0, To])] N [z; C]]. Cependant,

puisque yo = Go = @, Ys — §s = Ys — ¥s — (Yo — o), donc Ny — 5;C{([0,To])] < Ny —
7;C] ([0, Tp))] T et ainsi

NI CH([0,To))] < o Ny = 5:C1 ([0, ToD] 75
Cas de J%? : Les inégalités (2.6) et (4.8) fournissent :

cNov(V) = oe(¥); €1 ([0, To))] N[5 €T |t — s[*7
Cao [t = 5" (1+ Ny; €1 ([0, To])] + N{g: €1 ([0, To])]) Ny — ;€7 ([0, To])] T3,

IN

1,2
Jst ’

IN
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ce qui donne
N[TH2.63([0, To])] < exo (1+NTy; € ([0, To])] + N5 €7 (10, To))]) My — 4: €7 ([0, To])] T
Cas de J? : Par (2.6) et (4.9),

3] < eNlow = oY) = low = o] 0); 657 ([0, To]) N a; €7 77 )
< Con |t —s|T Ty TNy — §;C7([0, To))] {1+ Ny; €7 ([0, To)))® + N[g; C7 (10, To))]"}

ou en d’autres termes
N30, To])] < conTy Ny — ;€1 ([0, To))] {1 + NTy; €7 ([0, To))]* + N [3j; €7 ([0, To])]*}

Par conséquent, N[z — 2; C] ([0, Tp])] < o1y Ny —5;C] ([0, Tp])] {1 + Ag, } et puisque 'on
a supposé zg = Zo, Nz — % CY7([0, To))] < conTy Ny — 5;CY7([0, To])] {1 + Az, }. Le rayon
Ar, décroissant lorsque Ty tend vers 0, il existe un temps Ty € (0,71] tel que I'application T,
restreinte & la boule invariante B?OT’Z, est une contraction stricte. D’ot 'existence d’un point
fixe dans cet ensemble.

L’unicité de cette solution locale est facile & établir a partir des estimations de I'étape 2.
En effet, si y et § sont deux solutions dans C] ([0, Tp]), on a, pour tout Ty < T,

Ny=5; 77 ([0, Too])] < co e Ty oN ly—5: €17 (10, Too])] {1 + Ny; €1 ([0, To))] + N[g; €1 ([0, To))1}

ce qui permet d’affirmer que yjo0.1,,] = Y|j0,100] POUr Too assez petit. On itére ensuite la
démarche sur [T, 270,0], [270,0, 370,0],-..jusqu’a ce que I'intervalle [0, Tp] soit recouvert.
O

Proposition 4 1.6 (Extension de la solution). Sous les hypothéses du théoréme 4.1.1, la solu-
tion locale y ) définie par la proposition précédente peut étre prolongée en une unique solution
globale dans C] ([0, T];RY).

Démonstration. Nous allons en fait montrer I'existence d’une constante ¢ > 0, indépendante
de yD), telle que y(!) puisse étre prolongée en une solution sur [0, To+¢€]. La conclusion découlera
ensuite d’une simple itération de la procédure.

A cette fin, on introduit la fonction I' définie pour tout z € C7 ([0, Tp+<]) tel que 2|j0,1] = y®
par

1 .
5 = (), = yg ) si t € [0, o] .
a+ Jot(or(Z)dx) site [Ty, Ty + €]

Comme dans la preuve précédente, nous cherchons un point fixe de T'.

Etape 1 : Invariance d’une boule. Pour estimer N[2;C]([0,Tp + €])], on considére séparément
les trois cas (s,t € [0,70)), (s,t € [To,To +¢]) et (s <Tp <t <Tp+ 6)

Dans le premier cas, on a simplement N[%;C]([0,To])] < Ny™M;C ([0, Tt ])] Si S t €
[To, To + 6] on décompose (8%)s comme précédemment, c'est-a-dire (62)y = IL' + IL?
Iifl + Is£ , avec

I = 01(Z) (62)st 15152 = A (6(0r(2)) o),

)

Lt = [oe = 0](20) (52)os 1" = Aos(8([or — 05](2)) 6z).
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Majorons individuellement chacun de ces termes : d’abord, en utilisant (2.6) et (4.6), on déduit

L7 < eNlo2): (0, T + )] Nas €] 1t = s
< cm{l+N[z;C¥([0,To+s])]}yt—s\QV,

ce qui permet d’affirmer NIV C) ([T, To + €])] < cope? {1+ N[2;C]([0,Tp + €])]}. Grace a
(2.6) et (4.7), nous disposons ensuite de I’estimation suivante pour 13252

IP| < eNllow = o)(2); ([0, Ty + e])] Nai €1 7
Cou It = 5| {1+ N[5:C1(0, Ty + )]}

IA

d'oit N[I%%C5([To, To + £])] < o7 {1 + N2;C{ ([0, To + €])]}-
Puisque trivialement N'[I%Y;CJ([To, Ty + €])] < ¢ pour i = 1,2, on déduit ainsi

N&CH([To, To +€])] < con {1+ "IN [2;C] ([0, T + e}

Enfin, 'estimation dans le troisiéme cas 0 < s < Ty <t < Ty + ¢ est une conséquence des deux
cas précédents : en effet,

1(02)st| = [(02) sy, + (62) ]
< NyD; ([0, To)] |To — s + N2 €7 (1T, To + &) [t = To[?

< (WO CI 0. ToD] + N G ([T, To + €D f 1t s

En rassemblant ces différentes estimations, on obtient :
N Y0, To + )] < ch {14+ NIy €1 (0, To])] + N5 €1 (10, To +€))]
Il est alors naturel de poser
€= (20(17’93)*1/(1*7) (¢ ne dépend pas y(V)) et Ny = 20},@ {1 +N[y(1);C¥([O,T0])]} ,

de telle sorte que si N[z;C] ([0, Ty + €])] < Ny, alors N'[2;C7 ([0, Ty +¢])] < &t + Mt = Ny En
d’autres termes, la boule

BV

M e = {7 €CHO.To+e): 2oz = v, MesCl(0,To+e)] < M}

est stable par T'.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons dans un premier temps chercher & mettre en
évidence l'existence d’une constante n € (0,¢] telle que application I' précédemment définie
(adaptée a l'intervalle [0, Tp +n]) satisfait une propriété de contraction une fois restreinte a une
certaine boule (invariante).

Soit z(1, 22 ¢ Bé\g) Ty €6 POSODS 2 = 1(zM), 2 = (). Bien entendu, puisque,
par définition de T', 21 et 22 coincident sur [0,7p], on a N[ — 2.7 ([0, Ty + n])] =
N[zD — 2(2);C¥([T0, To+n))]. Si Ty < s <t <Ty+mn, on utilise, comme dans la preuve de la

proposition 4.1.4, la décomposition (21 — 2®)), = gL 4 JL2 4 g2 on

Tt = (0(Z)) = 0y (2D)) (02)se . T7 = Aat(6(0e(2W) — 0(23)) 6),
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Ti = Dos(8([or = 05) (W) — [on = 0)(21))) 6),

et I'on estime ensuite chacun de ces termes séparément. Pour J5!, on a

i | S 1De sz = 2PN Tz: 711t = ol

Or
A =20 = |20 2] = o) = 21 S VO @i (0. T+, (4.10)
et donc
NI CH ([T, To +0])] < g 1N D = 23510, Ty + 1)) (4.11)

Le terme Jslf peut quant a lui étre majoré de la fagon suivante : d’aprés (2.6) et (4.8),

TR < eNloED) - 0 2®): ¢ (0, To + n)IN s G 1 — 5/
o = s 17 {1+ 2N VD = 235CY (0, Ty + 1))

A

Enfin, il découle de la conjugaison de (2.6) et (4.9) :

’JSQt‘ < ceNllor — Us](Z(l)) — o — JS](Z(Q));CIIW([O,TO + nm/\/’[x,ciy] 77 (14r)
S ot = s L+ ANFYATE) 2T (0, Ty + ).

Ces différentes bornes sur J;t’l, Jslt’2 et J2 conduisent & l'inégalité :
NW = 225:0(10, Ty +n])] < coan' ™ {14+ N{ + N}N W — 2257 ([0, Ty + )],
puis, en utilisant & nouveau 'estimation (4.10),

N1E® — 23:¢07((0, Ty +n))] < g on' ™ {14 Nf + N} N[ = 22;.¢07([0, Ty + ).

On peut & présent choisir n € (0,&] tel que ¢} ,n* =7 {1+ Nf + N1} < &, et Papplication T

devient ainsi une contraction stricte sur B! . 1 est facile de vérifier que la boule B!
yM),To,n y) To,n

est elle aussi invariante par I', d’ou I'existence d’un point fixe dans cet ensemble, noté y(l)’".
Remarquons a présent que les arguments que nous venons d’utiliser s’appliquent aux en-
sembles stables (voir le lemme 4.1.7 ci-dessus)

{z € CY([0,To+2n])  2jomprn =y, Nz Cl ([0, To +2n])] < Nl} .

Par exemple, pour établir I’équivalent de la relation (4.11) sur cet intervalle étendu, il suffit
d’écrire, si s € [Ty +n, To + 21),

RO

2] — 125 — Al | S NE® = 2@57 ([0, To + 20)] .

0|

Ce constat permet d’étendre y(M" en une solution y()2" sur [0, Ty + 27|, puis yM3" sur
[0, Th + 37),... jusqu’a ce que [0, T + €] soit recouvert, comme nous le souhaitions initialement.

La question de 'unicité de cette solution peut ensuite étre traitée comme dans la preuve de
la proposition 4.1.4, a partir des estimations mises en évidence dans 'argument de contraction.
O
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Lemme 4.1.7. Avec les notations de la preuve précédente, les ensembles
{zect@ T+ zpomam =y N0, T + )] < N

sont stables par T'.

Démonstration. Si z appartient & un tel ensemble, on définit

_ 2t if t € [0, Ty + In)
Zt = .
! ZTo+In ift e [TO +In, Ty + 5}

Ny
y(1)7TO)€

. A présent, puisque y)-(=D7 est solution sur [0, T+ (I—1)7], on a L(Z)i10,10+0-1)

Clairement, Z € B

Ny
By(l)»T07€

yW-U=1n " ce qui signifie que T'(2) est un prolongement de T'(2), et de ce fait

, et donc, grace a la premiére étape de la preuve précédente, I'(Z) €

n =

N (2): €1 ([0, To + In))] < NL(2);CY ([0, Tp +€])] < Ni.
O

Nous l'avons souligné dans le chapitre 2 et utilisé dans le chapitre 3 : 'un des résultats
fondamentaux de la théorie des rough paths (appliquée au systéme différentiel standard) est la
continuité de 'application d’It6 associée au systéme, telle qu’elle est retranscrite par 'inégalité
2.30. Dans ce contexte de I’équation de Volterra-Young, nous disposons du résultat analogue
suivant :

Proposition 4.1.8. On définit l’application d’It6 F par F(a,z) =y, oty est 'unique solution
(donnée par le théoréme 4.1.1) du systéeme de Volterra (4.5). Alors F est localement lipschit-
zienne. Plus précisément, il existe une application C : (RT)? — RT, bornée sur tout ensemble
compact, telle que pour tout a,a € R, z,% € C]([0,T)),

N[F(a,2) = F(a,2); ¢/ ([0, T])] < C(Na; €7 ([0, TN)], N[#;¢{ ([0, T])))
{la—a| + Nz — &C](0,T]]}. (4.12)

Démonstration. L’inégalité (4.12) découle en fait facilement des différentes estimations établies
au cours des preuves des propositions 4.1.4 et 4.1.6. Nous n’esquisserons ainsi que les grandes
lignes du raisonnement.
On fixe deux éléments (a,z), (@,7) € R? x C]([0,7T]) et I'on pose y = F(a,z), § = F(a, 7).
Etape 1 : inégalité locale. On considére un temps Ty < T qui sera fixé a la fin de cette
premiére étape. Dans un souci de concision, on introduit la notation

R={1+Nly;C/1 + N[g; C{ I} {1 + Nz; €] + N[ CT ]}

Par définition de y, 7, on a y = a + Joi(0¢(Y) dx) et g, = a + Jot(04(Y) dz), donc, pour tous
. LA | 7124 | 2UA [ 224
s, t €00, To), 0y —9)st = Iy = + 1707 + 157 + 15377, avec

I = 0D (00) — (D)) o 15 = A (80007 — 8(u(D))52)

1552 = oy — 0 (M0) (62)0s — [o0 — 0] (Vo) (62)os,
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137 = Nos (8((o = 0,)0)0x = 01 — 0.] ()67 ) .
En écrivant par exemple
I = 0(V)d(a — @)st + [01(Vs) — ot (Po))(67) st (4.13)

des estimations similaires a celles de la preuve de la proposition 4.1.4 conduisent &

NIE2:63([0,To))] < e R{TYN Ty — :C1 ([0, To])] + la — a| + Na — 271} -
On procéde ensuite de la méme facon pour I>2 1%LA 1224 pour finalement obtenir

Ny = 5:¢1([0, To))] < o R{TG Ny — 5;C] ([0, To))] + |a — a| + N[z — & C]]} .
On choisit a présent Ty = (2cL R)~Y/7, ce qui permet d’affirmer

Ny = 5:¢] ([0, To])] < 2¢,R{la —a| + Nz — :C{]}-

Etape 2 : Prolongement de l'inégalité. En utilisant les mémes arguments que dans la preuve
de la proposition 4.1.6, conjointement & des décompositions telles que (4.13), il n’est pas difficile
d’établir : pour tout € > 0,

Nly = 5:€{ ([0, To + ¢])]
< G R{Ny = 5:C1 ([0, ToD)] + la — a| + Nz — & €] + £ TNy — §:C7 (10, To + €])] } -

Par conséquent, en prenant € = (2¢2R)~Y/ (=7 on obtient
Ny = 5:C1([0,Th + €])] < 2¢2R(2c, R+ 1) {|a — | + Nz — #;C]]} .

On répete ensuite la démarche sur [0, Ty + 2¢], [0, Tp + 3¢}, . .., [0, To + 1(R)e] ou Ty +1(R)e = T,
et finalement Ny — 4;C/([0,T])] < D(R){|a — a|] + N[z — %;C]]} pour une certaine fonction
croissante D : [1,00[— RT.

Etape 8 : Conclusion. 11 reste & observer que le méme type de raisonnement permet de
montrer que Ny;C]] < GWNz;C]]) et Ng;C]] < G(N[z;C]]) pour une certaine fonction
G : Rt — RT bornée sur tout ensemble compact (nous aurions également pu mettre en
évidence cette estimation a partir de la preuve du théoréme 4.1.1). Ainsi,

R < {1+ GNz;:CY]) + GV[E DL + N €] + N7 61 ]}

et l'inégalité (4.12) est vérifice avec C(a,b) = D({1 + G(a) + G(b)} {1 + a + b}).

4.2 Le cas Young en présence d’une singularité

4.2.1 Interprétation du systéme

Cette section est consacrée a 1'étude d’un cas particulier du systéme (4.1), dans lequel le
champ de vecteurs o présente une singularité en (¢, u) sur la diagonale. Plus précisément, nous
considérerons ici I’équation

Y =a+ /0 (t —u) " “Y(yy) day, (4.14)
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avec 1 : R? — R™ une application suffisamment réguliére, = € C] ([0, T]; R") avec v > 1/2 et
« est un coefficient positif dans un intervalle & préciser. Ainsi, 'application o qui apparait dans
(4.1) aura tendance & exploser aux abords de la diagonale

D xRY = {(t,t,y), te [O,T],yeRd}.

La présence de cette singularité nous empéche d’utiliser directement la décomposition (2.10)
pour définir 'intégrale rugueuse fg (t — u)~*)(yy) dxy. Une définition au sens de Young, c’est-
a-dire comme limite de sommes de Riemann, demeure néanmoins possible si « est assez petit :

Lemme 4.2.1. On fize t € [0,T] et l'on suppose que les trois coefficients a, k,7y sont tels que
y>1/2 | a<k<7y , v+r—a>1.

Enfin, soit y € C{([0,T];RY) et o € CHO(RE,RE™). Alors, pour toute suite de partitions
Ar([0,t)) :==4{0 =ty < t; < ... <t < t} dont le pas tend vers O et telle que ti, — t, la
somme de Riemann

Z (t - ti)iafl/}(yti) (5x)titi+l

Ag([s,t))

converge lorsque k tend vers Uinfini. On définit alors naturellement

—00
Ak ([s:t))

/; (t - u)iaw(yu) day = klim Z (t - ti)iaw(yti) (6x)titi+1‘ (4'15>

Démonstration. 11 suffit de traduire, en termes de sommes de Riemann, la décomposition (a
priori formelle)

/Ot(t — ) () day = /Ot W dy + (yr) {fj + a/ot % du} . (4.16)

s [t me— s .
La convergence de la somme associée a fo % du est évidente, tandis que la convergence

de la somme associée a fg %

la fonction ¢ : u — % appartient & Cf~*([0,¢]; R%™), puisque, si 0 < u < v < t,

dx, est une conséquence du théoréme de Young. En effet,

|§0v - ‘Pu’
[$(ye) — (o)l [(E—0) " = (¢ —u) ]
+ (= u) " () — (o) — W(ye) — ()l

K K 1 1={r—a) |U - u| e €2 K K
et Ny; CT [t — v (,tv|a) (|t—v|”‘+1> +m/\/[y,€1]|v—u|

< aNyCillv—ul""" + o N y; Cf] v — ™,

IN

IN

et siu < v =1t, comme p; = 0,

Wj(yv) — ¢(yu)| < CN

v —we] S

|00 — pul = [y; Cr] v —u

Le critére de convergence de Young est ainsi vérifié puisque I'on a supposé v+ k — a > 1.
O
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Remarque 4.2.2. Suivant la définition (4.15), nous allons établir les estimations nécessaires a la
résolution du systéme (4.14) a 'aide de manipulations de sommes de Riemann. Nous aurions
également pu prendre appui sur la décomposition (4.16) et ainsi se ramener a des intégrales de
Young plus classiques. Les calculs sont en fait tout aussi laborieux dans les deux cas. Ces calculs
permettront ainsi de prendre conscience de la convivialité du cadre offert par les mécanismes
de l'intégration algébrique (lorsque ces mécanismes peuvent étre directement appliqués).

Une autre approche du probléme eut consisté a faire appel a une procédure de régularisation
de la singularité (remplacer (t —u)™ par (t — u + ¢)~%) pour utiliser les résultats de la sec-
tion précédente. Toutefois, comme nous l'expliquerons dans la remarque 4.2.7, cette méthode
requiérerait elle aussi, dans 'argument de passage & la limite sur e, plusieurs estimations de
sommes de Riemann similaires a celles que nous nous apprétons a montrer.

Pour amorcer la résolution du systéme (4.14), il est primordial de controler la norme hol-
dérienne de l'intégrale définie par (4.15) (en tant que processus de t), comme nous 'avions fait
dans le cas régulier a travers I'estimation (4.4). Avant d’aborder cette tache, permettons-nous
d’étiqueter, en vue de références ultérieures, ’estimation élémentaire suivante :

Lemme 4.2.3. So0it 0 < s <t <T. Pour tout B € [0,1], il existe une constante cg telle que
pour tout u € (0, s),

[(t—u)™ = (s —u) " <cgls —ul* Pt —s|”. (4.17)
Démontrons a présent le résultat de régularité escompté :

Proposition 4.2.4. Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 4.2.1, et en supposant en
outre que Kk < 7y — @, on pose z; := fg(t — u) " (yy) dxy, pour tout t € [0,T]. Alors, pour tout
To < T, le processus z est un élément de C§([0,Tp]), et l'estimation suivante est vérifiée :

Nz €T ([0, To])] < ey Ty " {1+ Ny; CF ([0, To))]} - (4.18)

Démonstration. Comme dans la section précédente, on part de la décomposition (6z)s = I +
11, avec

Ist = / (t — U)iaw(yu)dmu et Ilst = /(;S [(t - u)ia - (S - u)ia] w(yu) d.%'u, (4'19>

et l'on estime chacun de ces deux termes séparément.

Cas de I : L’intégrale est en particulier obtenue comme limite (lorsque n tend vers l'infini) de
la suite

an—1 -
o : i(t —s)
In = Z (t—sy,) aw(ysz)(éx)%’s#l, avec s;, = $ + O
i=0
Il est facile de vérifier que
2n 1
2i+1\— % \—
Jur1 —Ju = Z (= 25y en) — (= 20) ™ (g )] (00) s s
1=
an 1 '
= Z [(t - 57212111)7 —(t— 5n+1) a] ¥(y, 2z+1)(5$) saiitsoik?
=0
on 1
+ Z smi1)” [w(ysgﬂ) - w(ysggﬂ)} (02) 2it 2iv2

= A+B. (4.20)
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)

5|W o
Al < lYlloeN ;€ 2n+1 Z (=525 ™ = (t = sit) ™

et en faisant apparaitre une somme telescoplque adéquate,

m—1
S|t — 2 — (= s2,)7 (4.21)
i=0
2" —1 . —Q . —«
o 2i+1 2
=(t-s) Z{(l_znﬂ> _<1_2n+1> }
i=0

2nt — 1

<o (1-25) < e

D’ou
1 n+1 1 n+1
|A‘ < Cpx |t - S|’Yia (270[) < Cop,x ’t - S‘HTgiaiﬁ <2fya> : (4'22)
En ce qui concerne B, on a
on—1
L t—sf" t— s
|B’ < <Z£ (t - 512111) a) le”ooN[y’Cl] (2n+1) N[ C’y] (2n+1)'y’
=
avec
2n—1 on_1 .\ —a 1
2i ontl du
t— 82 )T = (t—s)7 1—— <
2 (sl = (=) ) () <o) o
2n+1
et ainsi
+1
B| < Nly; CF |t — s["7 Ly 4.23
Bl < epaNly - o™ (s (4.23)

IN

1 n+1
coalt =P MO (5t )
En revenant a (4.20) , on obtient

[ Tngr = Jnl ST [t = " {1+ Ny 11} on,

ol v, est le terme général d’une série convergente. On écrit ensuite Jy = JO+Z£LV;01(Jn+1 —Jn),
de telle sorte qu’en laissant N tendre vers I'infini, on déduit

t
/(t—U)O‘w(yu)d% < |Jol + T " [t = s[* {1+ Ny; CT]} -

Il suffit maintenant de remarquer que

ol = |(t = 8) ¥ (ys) (02)st| < [N [25CIT [t = 877 S e |t —s|" T (4.24)
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pour conclure

o] < T5 7" [t — s|" {1 + Ny: C1]} -
Cas de II : On utilise la méme stratégie qu’avec I, en partant cette fois de la partition s, gfl
et de la suite

2" —1

In = ZO fS,t(Siz)d}(ys%)(5$)s%,sff1’ ol fsi(u) = [(t —u)"" = (s - u)—oc] :

Alors
2n—1
Jnt1 —Jn = Z {fst( L D(yis) = fouls s (Y2 )}(533) 261 2642

21"201

= 2 el — Boalsed} o) 00
2" —1
+ 2 Fueleitn) {0ag) — Vs )} 0

= D+ FE. - (4.25)

Pour traiter D, remarquons que la fonction u — fs,(u) est décroissante [0, s), d’ou

2n—1 ' antl_1 ‘ ontl _ 1
Z |for(saiil) = Forlsmy)| < D |fsalsith) = For(shan)| < | For <2n+1‘9) ‘ (4.26)
1=0

En outre, suivant 'estimation élémentaire (4.17) appliquée & 8 = &, on a |fs; (%s) | <

=57 [t — 8|7 (227%)" L et ainsi

1 n+1
Dl < cllllaN s Cls" [t — 8| ( )

27—a—kK

1 n+1
< ey Ty - 8" <2,y_a_ﬁ) : (4.27)

Quant & E, on fait & nouveau appel a (4.17) mais ici avec = v — « pour déduire

El < "l NTy: CEIN [z: Cs" |t y—a 1\ 1 2 \ 7
Bl < cl[d[|eoN[y; CTIN 25 C{]s™ [t — s Sy Z S
i=0

o Cu 1 e dx
< cpaNy; Crls® |t — | <W> /0 A=z

1 n+1
o NIy CEl e — sl |t — s T <) , (4.28)

IN

9r+y—1

et donc

+1
|E| < ¢y Ny CTITH )t — s|® ! '
>~ ’Lb,:L’ y; 1 0 2/{_,'_7_1 .
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Avec les mémes arguments que pour I, ces estimations permettent d’affirmer que

< ol + epaTg 7 [t = s|" {1 + Ny; CT} -

/0 [t =) = (5 — )] ¥(va) da

Puisque [t7% — 7| < ¢s™* " |t — s|", le terme Jy peut étre majoré par :
|Jo| = Ht*a — s*a} ((5:6)05} < Nz Cs7™ 7" |t — 8|, (4.29)

de telle sorte que

|[Ty| = < ey Tg Tt —s|" {1+ Ny; CT]}

/0 [t = ) — (s — w)~) (ga) da

Finalement, en revenant a la décomposition (4.19), les estimations de I et II que nous
venons de mettre en évidence fournissent

Nz €T < ey Ty~ (1 + Ny; C1)),

ce qui constitue le résultat annoncé.

4.2.2 Résolution de I’équation

Gréace aux considérations de la sous-section précédente, nous sommes en mesure de donner
sens au systéme (4.14), et 'on sait en outre que, sous les hypothéses de la proposition 4.2.4,
si y € Cf, le processus z = fo( — u)"*Y(yy) dx,, appartient lui-méme a C§. Cette propriété
de stabilité va permettre la mise en place d’un argument de point fixe et ainsi nous mener au
résultat principal de cette section :

Théoréme 4.2.1. On suppose que x € C] ([0, T];R™) pour un certain coefficient v € (1/2,1),
et que 9 € C*P(RLRY™). Sia € (0,1/2) est tel que v — a > 1/2, alors pour tout r €
(1= (y = a);y — ), Uéquation (4.14), interprétée grace au lemme 4.2.1, admet une unique
solution dans C{([0, T]; RY).

On fixe k € (1 — (v — a),y — a). Comme dans la section 4.1, nous résoudrons le systéme en
identifiant sa solution avec le point fixe de I'application I' définie, pour tout y € C5([0, T]; R?),
par

=T = at [ (= 0)v(m) do. (4.30)

Nous diviserons & nouveau la preuve en deux propositions, avec une résolution d’abord locale,
puis un argument de prolongement.

Proposition 4.2.5 (Existence locale). Sous les hypothéses du théoréme 4.2.1, il existe un temps
Ty € (0,7 tel que Uéquation (4.14) admet une unique solution y» dans Cr([0, Tp]; RY).

Démonstration. Etape 1 : Invariance d’une boule. C’est une conséquence immédiate de la pro-
position 4.2.4 : pour tout temps T assez petit, il existe un rayon Ar, tel que I'ensemble

BG,TO = {y S CH([OvTO])’ Yo = a, N[y,c'f] < ATO}

est invariant par IT'.
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FEtape 2 : Propriété de contraction. Soit v,y € By 1,, & partir desquels on définit, suivant (4.30),
z:=T(y), 2:=T(y). Ainsi, §(z — 2)s = 11 + IV, avec

[, — / (= ) () — 9G] di (4.31)
v, = /0 [ = w) = (s — u)®] [(on) — ()] de

Pour estimer ces deux termes, nous ferons appel & la méme stratégie que dans la preuve de
la proposition 4.2.4, stratégie qui consiste a faire intervenir les sommes de Riemann dyadiques
associées a chacune des intégrales.

Cas de III : On introduit

. 2n—1
i it—s iy—a ~
=t S ) ) — ()] (02) g
i=0
Alors
Jn+1 J;
m—1 '
-2 {6 =27 = = )™ [$lo) — @) | 00) s
-1
> {6 =527 [V(yaen) = ¥@am) — e, ) + 0@, )] | 02) 20 o0

e (4.32)

Pour F', on a, puisque (y —¢)o = 0,
it — s n—1 ' '
[Pl < Na; ] 5gys @) 1 llooN Ty = 55 CRITE Y 1t = i)™ = (¢ = sni) ™),
i=0
qui, grace a (4.21), entraine
1 n+1
A< callo-scle- oo () (4.33)

En ce qui concerne G, I'inégalité (4.8) permet d’abord d’affirmer que

blyen) = V(i) — Ul ) + e, )|

K ~. Ak ~. Ak t—s|"
< o {1+ T Cf) + NI O Ny — 3G

Par ailleurs,

2" —1 1

RSy

2 ) = Tga g e
et ainsi

~ K K 1 n+1 — K
61 < couly = 5T (14 24n} =" (s ) =P (434)
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L’association de (4.33) et (4.34) conduit &

o0
[ITT| < [ Jol + D [ns1 = Jn| < 1ol + cy Ty~ {1+ 240} Ny — §:CF |t — 5|
1=0

En outre,
[Jo| = [(t =) [¥(ys) — ¥(Fs)] (62)st] (4.35)
< = st — s N G DYoo N [y — 5 CF]s™,
< ey Ty = S|P Ny — §:CF]

ce qui induit finalement
[1Tst| < cy T " " {1+ 240} Ny — 5;CT] |t — 5|

Cas de I'V : La suite des approximations en jeu ici est donnée par :

2" —1

S:L['”L 27’L’ 7’L - Z fst ys%) - w(gs%)} (5'%.)8%,87;;‘—1'

Avec ces notations, la différence J,+1 — J, peut étre décomposée en :

In+1 — Jn
21 . .
= Z;Hﬁwﬁﬁ—ﬁAﬁHﬂW@%@—w@ﬁnﬂwwgﬁﬁﬁ
2" —1
# 2 {Fnaloti) [Pag) = V) = 00, )+ 00|} 0y
= H —i—f_(. (4.36)

Pour estimer ces deux termes, on introduit un paramétre A € (k,y — «). A partir de (4.26), et
en invoquant (4.17) avec 5 = A, on obtient

- 21 +1 2% A\ (2a+/\)n+1
Z |f5t nl+1 fs,t(SnZ_H)‘ §C|t—s| W’

qui, associé a I'estimation ‘w(ysmﬂ) — (7, 21+1) <Y looN [y — 93 CF] ", fournit
n+1

- 1o\
|H| < Co |t - 8|I€ |t - S’)\ KN[y _ 57 Cf]s’)ﬂ*ﬂfaf)\ (2701)\) (437)

IN

3 1 n+1
cyu |t = s|" Ty "Ny — 5:C7] (27_&_)\> :
En vue d’estimer |K|, souvenons-nous que
by pen) = D p) = e, ) + @)
<c¢{1+N[yvcl]+N[y7cl]}N[y yvcl]

Ii

(2n+1)
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A Taide de (4.17) appliqué a 8 = v — a, il découle

1 n+12"—1 2 -
K| < epalt—s/"""{1+2A7} Ny — §;Cf]s" (2,&7) > <1 - 2n+1>
i=0
Cpaft —s® |t — s {1+ 2470}
Ny — §;CT1T; (W’Vl) /0 A=y (4.38)

. . B - 1 n+1
o lt = S5 {1+2ATO}N[y—y;c1]<) .

IN

IN

9K+7—1

En rassemblant les estimations de H et K, on déduit, suivant le méme principe qu’avec
177

)

[Vt < |Jo| + o {1 + 240, } N[y — §: C] [t — s|" Tg ™.
Or Jo = [t7% = 7] [¥(y0) — ¥(0)] (62)os = 0, et ainsi
[IVitl < ey Ty " {1+ 240} Ny — 55 CT] [t — s
Nous venons ainsi de prouver que
Nz = % CF] < ey Ty " {1+ 245} Ny — 3;Cyl.

La propriété de contraction escomptée est donc clairement satisfaite lorsque I' est restreinte
a l'ensemble invariant B, 7,, pour Tj suffisamment petit. D’ot I'existence et l'unicité dune
solution pour (4.14) sur [0, 7).

Ol

Proposition 4.2.6 (Existence globale). Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.2.1,
la solution locale y(l) € Ci([0,Tv]) peut étre prolongée de fagon unique en une solution globale
dans C{([0,T7).

Démonstration. Nous utilisons le méme schéma général que dans la preuve de la proposition
4.1.6, en insérant les estimations de la preuve précédente.

Etape 1 : Invariance d’une boule. Soit € > 0 et y € C*([0, Ty +¢]) tel que yjjo. 1) = y™M. On pose

1 :
2 = () = y§ ) t si t € [0, 1]
a+ [yt —u)"Y(yu)de, site [To,To+ ¢l

Pour s,t € [Ty, Tp + €], on considére la décomposition (4.19) de (dz)s. En ce qui concerne
I, on utilise (4.20), ainsi que les estimations (4.22), (4.23) et (4.24), pour établir

t
/ (t — w)= () diu| < g0t — 5| {1+ 7Ny CF]}

Quant a 11, on déduit de (4.25), (4.27), (4.28) et (4.29) l'estimation

/0 [ = ) — (s — w)) (ya) d

<cpalt—s|” {1 + 7N y; Cf]} )
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Par conséquent,

Nz CE([To, To + €])] < cpe {1+ "N y; CF}

En suivant les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6, on obtient alors ’existence d’une
constante €, indépendante de y(l), et d’un rayon N, tels que la boule

B, 1y == {y € Ci([0,To +€]) : Yoz =y, Ny €yl < Nl}

est invariante par I.
FEtape 2 : Propriété de contraction. Soit n < e, et considérons y,y € Cf([0,Tp + n]) tels que
Y1) = Fio.r) = ¥V, Ny CF] < Ny et N[ C] < Ny On pose z = I'(y), 2 =I(7).

Pour s,t € [Ty, To + 1], on reprend cette fois la décomposition (4.31) de d(z — Z)s. En vue
de traiter 111, on utilise (4.32), (4.33), (4.34) et (4.35), ce qui conduit &

[IIIg| < cpen’ 7" |t —s|" {1+ 2N1} Ny — 3;CT.

Pour le terme IV, la décomposition (4.36), associée a (4.37), (4.38) et au fait que 1 (yo) = ¥ (7o),
fournit
[TVl < ey |t = s|" {1 + 2N } N[y — 5 CF].

Ainsi,
Nz = 5 CE([To, Ty + )] < cpam®* {1+ 2N} Ny — €]

La fin de la preuve suit & présent le méme schéma que la preuve de la proposition 4.1.6.

O]

Remarque 4.2.7. Une autre approche naturelle pour cette équation de Volterra-Young singu-
liere eut consisté & remplacer dans un premier temps le noyau K;s = [t —s|”® par Kf, =
|t —s+¢| . Le systéme associé a cette régularisation

t
¥ =at / K2, 0(y) dea (4.39)
0

peut alors étre résolu dans C; ([0, 7]) en utilisant le théoréme 4.1.1. On établit dans un second
temps la convergence de I'approximation y° dans C§([0,Tp]) & partir des arguments de la pro-
position 4.2.4. En effet, si I'on suit la preuve de (4.18) (ce qui implique I’'étude de sommes de
Riemann), il n’est pas difficile de vérifier que

Ny Cr0 ([0, To])] < epa|To["™* 7" {1+ Ny C1°([0, To))]}

uniformément en ¢ € (0, 1], pourvu que 7 — o — kg > 0. En particulier, si Ty est assez petit,
la suite (y°) est bornée dans C7°([0,Tp]), et donc elle converge (au moins le long d’une sous-
suite) vers un élément y € Cy([0,Tp]), pour tout k < kg. Pour voir que y est effectivement
solution du probléme sur [0, Tp], il suffit ensuite de justifier le passage a la limite dans (4.39).
La encore, ceci peut étre fait en suivant les arguments de la preuve du lemme 4.2.1, sous la
condition supplémentaire v+ kK — « > 1, qui viendra garantir la bonne définition de l'intégrale

fst K (yy) day,.

Cette procédure de régularisation ne fournit cependant qu’une solution locale (et a ce stade
non nécessairement unique) de (4.14). Le prolongement de la solution requiert ensuite un traite-
ment spécifique : méme a 'aide d’un argument de compacité, la preuve devrait suivre le schéma
général qui nous a mené au théoréme 4.2.1, et il semble ainsi difficile d’éviter la manipulation
de sommes de Riemann.
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Remarque 4.2.8. Dans la mesure oil nous avons suivi les mémes étapes que dans la preuve du
théoreme 4.1.1, il est clair que la propriété de régularité (4.12) de 'application d’'Ito reste vraie
pour I'équation en présence d’'une singularité.

4.3 Le cas rugueux

Dans cette section, nous revenons a ’étude de 1’équation de Volterra sous la forme (4.1) avec
o une application réguliére de ses trois variables, mais en supposant cette fois que le coefficient
de régularité v de x appartient a l'intervalle (1/3,1/2]. Cette derniére hypothése implique
en particulier que nous ne pouvons plus nous tourner vers une interprétation de l'intégrale
t . L .
fo o(t,u,yy) dx, au sens de Young; le mécanisme des rough paths doit ainsi entrer en jeu.

4.3.1 Interprétation du systéme

Pour étre en mesure de s’appuyer sur les constructions de la sous-section 2.2.2, on rappelle
qu’il faut au préalable admettre 'existence d’'une aire de Lévy associée au processus x :

Hypothése 3. On suppose que le processus v € C{([0,T|;R™) (v € (1/3,1/2]) qui dirige
Uéquation (4.1) permet la construction d’une aire de Lévy x2 € C227([0,T];Rm’m) telle que
ox?2 =xt@x! (x! :=dz).

Se pose ensuite la question de I'applicabilité de la proposition 2.2.8 dans le contexte de
I’équation (4.1). Un premier élément de réponse est apporté par le résultat suivant, dans le-
quel on fera usage des notations oy : u,y — o(t,u,y), Yy = (u,yu) et Dzo(t,u,y)(h) =
Do (t,u,y)(0,0,h) pour h € RY.

Proposition 4.3.1. On fize un temps Ty € [0,T]. Soit y € Q2([0,Tp]; RY) (Définition 2.2.4)
admettant la décomposition dy' = y®Ix1I 4 8. G o€ C%2([0, T)? x R4 RE™), alors, pour
tout t € [0,Tp], o¢(Y) € QL([0, To); R*™), avec oy (V)e* = Do (t, V) (ye®). En outre,

No(¥); Q1[0 T R™)] < e {1+ Ny: QU([0, T RY . (4.40)
Démonstration. Puisque I'on a supposé o € C>P([0,7]? x R%RE™), il s’agit d’une consé-
quence de la proposition 2.2.7. Il n’est en effet pas difficile d’identifier ) en tant qu’élément

de Q)(I;R¥™1) en prenant Y= := 0, Y80 .= ¢t — 5, YT = @0 Phi .= obi (j = 1,...,d,
j=1,...,m). Avec cette identification,

N[5 QR < e {1+ Ny QUIR) (4.41)
La proposition 2.2.7 entraine alors o4()) € QF(I; R%™) et
No(V); QR ™) < e, {14 Ny QUERY}
avec g, = ¢ {1+ ||Dotllos + [ D?*0t]loc } < ¢ {1+ ||D0||oc + | D?*0|oc }- O
Ce résultat permet d’appliquer la construction (2.25) a lintégrant o/ () (lorsque y €
92([0, Tp]; RY)) pour tout t € [0, Tp] fixé, et par 1a méme d’affirmer I'existence d’un processus
2 e C] ([0, Tp); R?) tel que 2 = 0 et pour tous 0 < u < v < Tp,

(62t)u’v = juv(o'ij (37) de‘J)
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Avec ces notations, on définit de fagon naturelle I'intégrale qui intervient dans ’équation (4.1),
lorsque y € Q7([0, To]; RY), par la formule

Jot(0 (V) da?) := 2,7,

et le systéme devient -
yi = a' + Joe(of (V) dz?) , acR (4.42)

Le résultat de la proposition 2.2.8 nous garantit alors que I’équation ainsi définie coincide
avec 'équation de Volterra (réguliére) si x est différentiable, ce qui témoigne de la légitimité
de cette interprétation.

4.3.2 Résolution du systéme

Une série de manipulations algébriques élémentaires permet d’établir que la décomposition
(4.2), qui constituait le point de départ de notre raisonnement dans les deux sections précé-
dentes, reste vraie pour l'intégrale rugueuse : si z; = a’ + Jor(0}’ (V) da?), alors

(625t = Tot (a;'j (V) da ) + Jos ( 0% — o¥)(Y) da ) . (4.43)

Pour résoudre le systéme (4.1), nous souhaiterions nous inspirer de la méthode adoptée
dans le cas des diffusions, et ainsi chercher & mettre en place un argument de point fixe dans
I'espace Q7. Bien entendu, cette démarche requiert en premier lieu I'identification du processus
z ci-dessus en tant que processus controlé. A cette fin, observons qu’a partir de (4.43), on peut
écrire (021) g = 0 (Vo)x57 + 251 avec

A =l () = oV D)) + o DT + At (o () + 507 (1))
+ oo (o = o)) da?).
Par conséquent, en posant 229 := o (Vs) pour tous s € [0,Tp], le couple (z,2%) définira
un processus controlé (dans Q7 ([0, Tp]; RY)) si 'on parvient a montrer que 2% € C] ([0, Tp]; RY)
et 2f € Cgv([O,T 0); RY). Ces deux résultats de régularité seront en fait vérifiés au cours de la

preuve du théoréme 4.3.1. Une solution de (4.42) sur l'intervalle [0, 7p] (0 < Ty < T') correspond
ensuite & un point fixe de 'application

I QU([0, Tol;RY) — QX([0, To[; R, (y,4") v (2, 2%). (4.44)

Nous sommes & présent en mesure d’énoncer le résultat d’existence et d’unicité locales que
nous avions annoncé dans 'introduction de ce chapitre :

Théoréme 4.3.1. Soit x € (0,1) tel que y(k+2) > 1, ¢ € C¥4([0,T]2 x RL; RY™) et a € RY.
Alors il existe un temps Ty € (0,T] tel que l’équation (4.42) admet une unique solution dans
Q2([0, To[; RY).

Comme dans le cas Young, nous allons montrer que I’application I" définie par (4.44) est une
contraction stricte (Proposition 4.3.4) une fois restreinte & un certain sous-ensemble invariant
(Proposition 4.3.3). Les estimations suivantes seront pour cela mises a contribution :
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Lemme 4.3.2. On five un temps Ty € [0,T]. Soit y,5 € QX([0, To]; R?) tels que yo = o et
ys = gg. Alors, sous les hypothéses du théoreme 4.3.1, on a, pour tous s,t € [0, Tp],

Nllow = o)(0); Q0. Tols R*™)] < ¢ [t = s {1+ Nys Q0. T RP},  (4.45)

Nloe(Y) = o0(I); Q1([0, To); R™)] (4.46)
< o {1+ Ny: Q1(0, Tols RN + N[5 Q[0 ToJ: R f Ny - 5; Q3(0. To); ),

et
Nlo: = 0,J(V) = [0 = 0)(V); Q27 7([0, To; RY™)] < ¢ |t — 5| (4.47)
{1+ s Q0. ToJs R+ N[5 @310, Tol: R | My — 5 Q3((0, To]: ).
Démonstration. Voir Appendix. O

La premiére étape du raisonnement consiste a mettre en évidence ’existence d’un ensemble
de boules (relativement a la semi-norme des processus controlés) stables par I :

Proposition 4.3.3 (Invariance d’une boule). Sous les hypothéses du théoréme 4.3.1, il existe
un temps Ty € (0,T] tel que pour tout temps Ty € (0,Tp], la boule

B?lTl ={y € Q([0,TW];RY) : yo =a, y§ = 0(0,0,a), Ny; Q1([0, T1];RY)] < Ar }

est invariante par Uapplication T' définie par (4.44), pour un certain rayon A, assez grand.

. . . A
Démonstration. On fixe (temporairement) un temps Ty < T et un rayon Ag,. Soit y € BTOT0
admettant la décomposition dy’ =y x*7 + y®?, et posons (z,2%) := I'(y,y*). Nous avons vu
que §z° = 22U x4+ 24 avec 28 = 0 (V) et

S — B0 4 L 812 a2 1 Zﬂ,i,2,2’ (4.48)
avec
A= ol ol ax. AN = ()7
25%1,2,1' — Ast(at(y)u’ijxl’j+5(Ut(y)x’ijk)xz’kj),
et
EP = (ol = oV 0k + lon — 0] )5 P g
2= s ([0 — 0] (VP9 4 Gy — o] (V)79 x24T )

Vérifions que cette décomposition identifie effectivement z en tant qu’élément de Q. c’est-
a-dire 2% € C] et 2f € Cg”’. Pour 2%, observons que si 0 < s <t < T,

(02 st| = |0 (t, 1) — 0 (s,Ds)]|
S ‘Ulj(t)yt) - Uij(svyt)| + ‘O-ij(sayt) - Uij(says)‘
< Dol [t = s+ [6(07 (V))st] -
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Or, en se référant a (2.18),

007 (V))ut] < ex lt = s {| Do (5. 00) (657™)| + Ty M s (): Q21 |
<cpolt = s {1+ TgN(os(V); QI1},
ce qui, associé & D'estimation (4.40), donne N[z%;C]] < ¢z 0 {1+ T Ny; Q1) }.

Estimons & présent la norme 2+v-holdérienne du terme résiduel.

Cas de 2207 : Clairement, N'[z497; C3"] < || Do ooN[z; CI1 Ty 7 < coa.

Cas de 211" : Puisque ‘Jt()})g’ijk‘ = ‘DgO’ij(t, yo)(yg"k)‘ < ¢4, On a, grace a (4.40),
< ot s N C L+ TN [0 (V)75 0}
< coult— s {1+ TYNy; Q1)

Cas de 25127 : En utilisant (2.6) et (4.40), on obtient

’ Si124

< eft — s {N oD W O] + Mo ()5 TN 0371
< et — s Noe (V) QY] < cao |t — [T TH {1+ Ny; Q2)%} .

A

Cas de zH210

ﬁ72717i
Zst

< [1Do oo [t = s| ToN[w; C7] + [ D3o(t, o) — Do (s, Vo) lyg | N [x*; €3] T3

< Cpglt — P

Cas de 25%%7 : En se référant successivement a (2.6) et (4.45), il découle

’ S22

< T {Nllor = o) (V)5 TN s T + ot — o3)(0)"5 CHIN [ cs”]}
< e Ty Not = o) (V) QY] < oo Ty [t — s {1+ Ny; Q117 .

L association de ces différentes estimations conduit a N[z%C27] < ¢oa {1+ T)Ny; Q31*}.
Ceci achéve de montrer que (z,2z%) € Q3, et I'on dispose en outre de I'estimation N[z; Q7] <
Cro {1 + T (;’./\/’ [y; Ql}Q}. Pour garantir la propriété de stabilité annoncée, il suffit maintenant
de définir T comme le plus grand temps 7 € (0,77 tel que I'équation ¢y, {1 + T”A2} = A
admette une unique solution A-.

O

Passons a présent a la propriété de contraction, qui viendra achever la preuve de 1'existence
et de l'unicité d’une solution locale pour le systéme (4.42).

Proposition 4.3.4 (Propriété de contraction). Sous les hypothéses du théoreme 4.3.1, et avec
les notations de la proposition 4.3.3, il existe un temps Ty € (0,Tp] tel que pour tout To < T,

L . . . . A
Uapplication T' est une contraction stricte sur la boule (invariante) BTQTQ.
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. A ~ ~ L
Démonstration. Soit y,§ deux éléments de BTlTl, et posons z =I'(y), 2 =T'(g). Ainsi,
5(2 = 2 = (289 — zm0)x1I 4 (Zﬁﬂ' — 5t1,i)7

ou 25 = g (V,), 22 = 6 (Y), et 28 est donné par (4.48), avec une expression similaire
pour 4%, Estimons chacun des termes de

Nz = 2 QU0 Ta])] = Nz — 2% C7((0, Tn])] + N[z — 2%.¢1 ([0, Ta])]
+ N[ = 2:.637(10,T1))] + Nz — 261 ([0, Ta])].
Cas de N[z* — z%;C9(0,T1])] - Si s € [0, Ty],
|20V = 20| = |0 (Vs) — 0 (Vs)| < |1 Dolloo lys — 5s] -

Or yo = go, donc |ys — gis| < TYNTy — 5;¢] ([0, Tn])] et N[=" — 2%,C0([0,T))] < e T{ Ny —
¥ Qa([0, T1])]-
Cas de N[z* — z%;C]([0,T1])] : Si0<s<t<Ty,

(9 =2 = (29— 7Y)

D) = P (D) = ¥ () + oH(3)
< |lof — o¥100) — o7 — oFIOh)| + [8(eF () ~ oF (D))t].

Ensuite,

107 = o910 — o7 = o¥1P0)| < I1D(or = o) oo Iy — 5
1D oot = 5| Ny = 5:.C7 (0, Ti)]TY

o |t —s|" Ny — 3; Q([0, T1])|T1,

INININ

tandis que, d’apres (2.18) et (4.46),
(o (V) = a7 (V))st
< Jt=s No? (V) — ¥ (V)] ([0, T1))]
ot = 5" {|(0u(¥) = s )| + TIN o) = 0 (P); QU([0, T1])]}
< ot =87 TV {1+ Ny; QU[0, T])]* + NG5 Q([0, Ti)I*} Ny — 55 Q2([0, Th))]

IN

puisque (05(Y) — os( ) & = 0. Ainsi, en tenant compte du fait que y,y € B ! on obtient
Nz — 250, Til)] < cap {1+ A2} Ny — 5 Q2((0, T)IT]

]
Cas de N'[2F — éﬂ;Cz ([0, T1])] : Comme (yo,y8) = (Y0, 98), (2 — 2)F := 2F — 2* se résume en fait
a la somme de

(= D5 = {0} — o)(Vs) — [0} — c¥)(Ve) Iy

(2= D)5 = (D)2 — oy (V) TR x5

(2= 25" = Aal(00(Y) — 00(V)5 x4 8(04(Y) — 00(P)) ™% x2M)
(2= 25" = Nos((lor — 0] (V)* = [00 — 0] (V) ]x™

+0([or — o )(V)" 7 — [o0 — o] (V)" xBH),
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Ftude de (z — Z, )u’ :On a

0,
‘(Z - Z)ﬁst '

cz |t = 8[| D (o - Vs

<
< eft— |1+7||D20'”00|y5 Us|
< cxg|t—s|27/\/'[y y,CV([O Tlm il < cxa’t_S‘hN[y yan([OlemTlli’y

FEtude de (z — z)ﬁ’ L Puisque (04()) — 04()))& = 0, on obtient, grace a (4.46),
[
< colt—sf? ‘(at(y) —aV)i| < colt— s Now) — 0u(Y); Q2([0, T1])]T]

< eolt = s {1+ Ny Q20 TP + Ng; @110, i) Ny — §5 Q2(10, i

Etude de (z — 2)»12 : Par (2.6) et (4.46),

’(z _ Z)ﬁ,1,2z
< oot = s No(Y) — ae(Y); Q1([0, Th))]
< ot — )P {1+ Ny; Q([0, 1)) + Ng; Q2([0, Ti))*} Ny — 5; Q2([0, Tu])] TY

Etude de (z — 2)%2 : D’aprés (2.6) et (4.47),
< T PN (ot — of](V) — [of — o$](D); Q2719 ([0, T1))]

< oI 1= | {1+ Ny Q0. TD) T + N g5 Q2([0, i)} My — g5 Q3([0, T1]))-

2,0
‘(Z - Z)gt

En rassemblant ces différentes estimations, on obtient finalement N[(z — 2)% C37([0, T1))] <
oo {1+ A%} Ny — 5; Q3([0, Ta])]TY, qui, associé a la précédente majoration de N[(z —
z)%; ¢{ ([0, Tl])] donne

Nz = 2 QU[0,11])] < co {1+ A%} Ny — 55 Q2(0, T1])]TT -

Si l'on définit 77 € (0, Tp] comme le plus grand temps tel que ¢z » {1 + A%l } T7 <1/2,ilest a
présent clair que la propriété de contraction recherchée est satisfaite sur [0, 77].
Ol

Nous savons, grace aux résultats contenus dans [20] ou [102] (rappelés en introduction et
dans le chapitre 3), que le processs B := (Id, B',..., B™), ou (B!,...,B™) est un mBf m-
dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/3, satisfait ’hypothése 3. Nous sommes donc en mesure
d’appliquer le résultat du théoréme 4.3.1 dans ce contexte pour obtenir :

Corollaire 4.3.5. Soit (B!,..., B™) un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/3,
a € R Soit v > 1/3 et k tel que y(k +2) > 1. Si o € C¥#([0,T)? x RGRE™HY) alors il
existe un temps aléatoire Ty € (0,T] tel que, p.s, le systéme

t m t
yj:a“r/ aio(t,u,yu)du+2/ o (t,u,Y,)dBl, i=1,...,d,
0 .

interprété de facon trajectorielle grace aux propositions 4.3.1 et 2.2.8, admet une unique solution
dans lespace des processus y-controlés sur [0, Ty] associé a B := (Id, BY,..., B™).
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4.3.3 Prolongement de la solution

Pour clore ce chapitre, évoquons briévement les difficultés techniques qui surgissent lorsque
I'on cherche a prolonger la solution locale y") donnée par le théoréme 4.3.1 via la méthode
utilisée dans le cas Young (Proposition 4.1.6).

Une premiére étape consisterait & mettre en évidence l'existence d’une constante £ > 0,
indépendante de y(l), et un rayon Nj, tels que la boule

{ye @0, To+¢): v,y o = @, M), Ny; QU0, Ty +€])] < N1}

soit stable par I'. En réalité, si z := I'(y) pour un élément y dans cette boule, une série
d’estimations standards, similaires a celles établies dans la preuve de la proposition 4.3.3, montre
que

e @10, To + D)) < Ny s Q0 To]) + 2 {1+ Wlys Q0. Ty +e)P ), (4.49)

pour un certain coefficient A > 0 et deux constantes ci,co avec ¢; > 2. Il est alors clair
qu’en raison de la présence de l'exposant 2 dans cette derniére expression, la constante € qui
assurerait la stabilité de ’ensemble doit dépendre de y(l), ce qui est contraire a la régle que
I’on s’est prescrite.

Imaginons plus précisément que les arguments de la preuve de la proposition 4.1.6 restent
valables en partant de (4.49), ce qui signifierait que 1’on ait pu trouver une constante ¢ > 0 et
une suite de rayons (1V;) tels que

caN; + ¢ {1 + EANZ%i—l} < Ni—l—l- (450)

En particulier, N;+1 > ¢1 N; > 2N;, donc la suite (N;) diverge vers 'infini. Par ailleurs, pour que
I'inégalité (4.50) admette effectivement une solution N; 1 positive, la relation 1 —4e*cy(cy N; +
c2) > 0 doit étre satisfaite, de telle sorte que (1V;) doit étre bornée, d’ott la contradiction.

Il convient également de remarquer que méme si I’'on autorise € a varier d’un intervalle a

l'autre pour devenir une suite ¢; telle que ), &; = oo (condition qui garantit le recouvrement
de [0,77), alors les mémes arguments que ci-dessus aboutissent a I'inégalité %21 <N; < Ef )
41

de telle sorte que ¢; < (QTCA)“ ce qui contredit bien str I'hypotheése ) . e; = oo.

C’est cette faille dans notre appréhension du systéme général (4.1) qui nous a poussés
vers 'analyse d’'un cas particulier de I’équation de Volterra, pour lequel une modification du
formalisme classique (basé sur §) permet d’éliminer, en un sens a préciser, le terme qui lie (dy) st
a son passé sur [0, s| dans la décomposition (4.2). Cette étude fait 'objet du chapitre suivant.

4.4 Appendix

Nous avons réuni dans cette section les quelques preuves de résultats de régularité qui
restaient en suspens.

Preuve du lemme 4.1.5. Pour (4.7), il suffit bien siir d’observer que si u < v,

ot — 05]( V) — [or — 5] (V)| |D(or = 05)loc [V — Vul

ID?0 o [t = sl (lv = ul + Ny; CI] |v —ul"),

IAINA
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ce qui donne le résultat.

Afin d’établir (4.8), on introduit I'opérateur R défini pour tout ¢ € CYP(RIF!) et tous
£,¢ € R, par

1
Rw@@U::A Dp(a + (1 - a)¢') da.

Clairement, [[R¢]lo < [[D¢lloc et [|Ro(&1,€1) — Rp(&2, )| < [I1D%@lloo (€1 — &2l + [€1 — &)

Avec cette notation, si u < v,
10:0%) = 1 (D) = [o0(D) = 2(F)]
Rat(ymjjv)(yv - j)v) - Ro't(yu75)u)(yu - jju)

< ‘Ro't(yv,j)v)([yv - 5)1)] - D}u - j)u]) + [Ro't(ym)}v) - Rgt(ym ju)](yu - j)u)

| Dotlloo [[yo — Go] — [yu — Gull
+||D2Ut||oo(2 v —u| + Yo — Yul + T — Gul) [Yu — Jul
Ny = 5110 —ul" {[|Doloc + | D*0 o (2T + Ny: CJ] + N[5 CINT}

IN

IN

ou, dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que y, — Gy = [Yu — Ju) — [Y0 — o). L’estimation
(4.8) est ainsi démontrée.

En ce qui concerne (4.9), remarquons tout d’abord qu’il ne s’agit pas d’une conséquence
de (4.8), dans la mesure ou nous ne disposons pas nécessairement d’une inégalité du type
|D?(0y — 05)||oo < |t — s|. Un argument un peu plus fin doit donc étre mis en ceuvre. Pour

cela, introduisons I'opérateur L défini pour tout ¢ € C>2*(R%+2) et tous s,t € R, &, ¢ € R4F!
par

Lip(s,1,6,€) /)/‘D2 (5 + u(t — ), + A€ — €)) dudA.

Ainsi, Lp(s,t,£,¢') est une application bilinéaire de R x (R x R?) telle que || Lo|loo < | D?0|| o0

et HL@(s,t,&,ﬂ) - LQO(S, t7§27§é)” < HD290HH (|€1 - SQIK + |€i - fé‘n)
Avec cette notation, il est facile de vérifier que

o(t,6) = 0(5,6) = o(t,) + 0(5,€) = Lo(s,£,£,€)((t — ,0), (0,€' ~ €))
pour tous s,¢ € [0,7], &,&" € [0,T] x RY, de telle sorte que
o = 0 D) = [0 = 0] D) = [0 = ) D) + [0 — 0] (30)
= |Lo(st, Y, Yu)((t = 5,0), (0, Y = V)
—M@tMJM( $,0), (0, Yy = )|
< |Eols,t, Y D) (= 5,00, (0, [V = V] = o = 20)))|
1205, 20 D) = Lar(s, £, Y0, B)]((E = 5,0), (0,2 = )|

< D0 lloc It = sl lyu = Gul = [yo — 5ol
HD? ol (2| = 0 + [lyu = yoll ™ + |G = Gul™) [t = 5] lyo — Gl
< colt = s {Nly = 7;:Cf] Ju — o]
+(2Ju—v|" + [u— o TNy G + NG G H Ny — 5560 T7

(4.51)

ce qui conduit au résultat escompté.
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Preuve du lemme 4.3.2. Les normes que nous envisagerons dans ce qui suit seront (implicite-
ment) relatives a l'intervalle [0, Tp]. Les estimations (4.45) et (4.46) sont une conséquence de
la proposition 2.2.7. En effet, en identifiant ) en tant qu’élément de Q7 comme dans la preuve
de la proposition 4.3.1 et en utilisant (4.41), on déduit de (2.19) :

Nllor = 05](V); Q] < o0, {1 + Ny; Q1

Crmoe = {1+ lor = 0slloo +|D(0r = ) oo + [|1D* (01 = 7)o }
clt = s[ {1+ [|Dollo + | D?*0llo + | D?0]|oo }

IN

tandis que, d’aprés (2.20),
Nor(Y) = 0:(V); Q2] < o {1+ NTy; Q2 + N5 Q2 } Ny — 45 Q7,

avec
o = c{l+lotloo + [Dotlloc + [|D%0t]lc + | D0t oc }
< c{l+|lollo + [1Dolloc + | D%0 o + HDS’UHoo} ~
Cherchons & présent a établir I'inégalité (4.47). A cette fin, notons ¢ := Dy(ol — %), de

telle sorte que [(or — o) (V)] *9F = ¢ (V) (y™*). Ainsi, ([(00 = 05) (V)] — (00 — Us)(y)])%"k =

Ailz}wk + Bst Jijk Cilzfj,zjk + Dst Jijk . avec
AR = 5(CMue(ly —a15™) B = ¢ D) (0(ly = 1) u,
CSt gk : [C (yv) - <;g(5}v)]<(5gx’k)uv) ’ Dii}ijk = 5([C;i (y) - Cgt(jj)])uv(yi k)

Etant donnée la régularité supposée de o, nous pouvons utiliser le résultat du lemme 4.1.5 pour
affirmer

NIA® 5] < N[Dsy(or — 05)(Y); CHIT PN [y — §; Q)
< colt— s {1+ Ny QI Ny — 5: Q1
et
NID*C5") < N[Da(or — o) (V) — Dalor — a5)(V): CING; Q7

<
< colt = s {1+ Nly; Q) + Ny Q" Ny — 5 QN [5; Q1

Il est par ailleurs facile de constater que N[B%;C;"] < ¢, |t — s| Ny — §; QF], tandis que
NIC* T < o [t = s| N7 QN [y — 55 Qi dotr

N(lof = o51(¥) = [0} = o5](V))";C17)

<ot —s| {1+ Ny; Q' + N[5 QU Ny — ; Q1. (4.52)
En ce qui concerne 75t := ([oy — o](V) — [0¢ — o*s](j)))f, nous savons que son expression est
donnee en notant SOuv( ) Vu +r(yv - yu)a (ﬁuv(r) = yu + 7’(-yv - yu) et og 1= 0y — 05, par

st 1 st,2 st,3
TQS;;} =Tuw +Tw + Tu'u , avec

1 By .
Pl / dr (D16 (pun(r)) — D10 (un(r)] (v — u),
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Pt = Dy (Vu) (Yh) — Dao (V) (i),
1 .. .. .. o
TZ?’” = /0 dr {[D20¢(0uv (1)) = D20 g (V)| (0Y)ur) — [D2‘7gt(€5uv(7ﬂ)) - DQJ;%O)U)]((‘SQ)W)}-

Il est tout d’abord aisé d’établir N [r*41; CJ7] < ¢, [t — s| Ny — §; Q7. Pour estimer r*2, on
utilise Iécriture

ra Y = (D20 (V) = Daogg(Vu)l(Whe) + Daoig (V) ([ — Fhn))s
qui méne directement a N[5, CJH™) < ¢y |t — 5| {1 + Ny; Q2]} Ny — #; Q3. Enfin, on dé-

compose 1553 en b3 = b3l L psh3.2 ayec

1 y y
Tzsﬁ;’g’l’ij = /0 dr [D2Ugf(90uv(7")) - D2Ugt)(yun(5(y = Puv);

126229 = [ ar [Daoi(eun(r) = DaoiO0) = Dol (Bunr) + Dar(3)] (57D

Clairement, N[rt31; I < ¢y [t — s| {1 + Ny; QI} Ny — §; Q7). Pour conclure, il suffit
d’observer que 'incrément double qui apparait entre crochets dans pats2 peut étre traité exac-
tement comme (4.51) (on remplace [0y — o] par Doy — 04| et Yy, par ¢u,(r)), ce qui conduit
a

Nr32:C8 ] < o [t = s| {1+ Ny; QUF + N5 QA" Y Ny — §; QUN[g; Q1.

Nous venons ainsi de prouver que 'inégalité
N[F5CT < o [t = s| {1+ Ny; QU1 + NG5 QUM Ny — 45 Q4

qui, associée a (4.52), entraine (4.47).
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Chapitre 5

Le cadre convolutionnel

5.1 Introduction

Nous poursuivons notre analyse de ’équation de Volterra rugueuse

t
yp =a' +/ o (t,u,yy) dxl, te€][0,T], (5.1)
0

avec x un bruit v-holdérien m-dimensionnel, en nous concentrant sur le cas particulier ou le
champ de vecteurs o se décompose en

O'Zj(t’u’y)qu(t—u)wzj(y)? /1:217"’7d7 j:]"""m’ (5'2)

avec
— ¢ : R* — R%™ une application réguliére,
— ¢ : RT™ — R un noyau que 'on peut écrire sous la forme

b(v) = /A € 5,(€) (&), (5.3)

pour une certaine fonction S : RT x A — C qui satisfait les trois conditions : pour tout
¢ € A, pour tous t,t' > 0, pour tout « € [0, 1],

1St <1, [S(E) =1 S calél®t™  Seer(§) = Se(§) - Sy (€)- (5.4)

Notez que les trois conditions (5.4) sont en particulier satisfaites par le noyau de Laplace

A =TRT, 5. (&) = e %) et le noyau de Fourier (A = R, S;(&) = e 27¢), qui sont, & vrai dire,
Y

les deux exemples que nous avons a ’esprit.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que pour ce modéle particulier, les difficultés tech-
niques liées au prolongement de la solution donnée par le théoréme 4.3.1 peuvent étre surmon-
tées pour donner naissance a une solution globale définie sur un intervalle [0, 7] quelconque. A
cette fin, nous avons d’abord pris appui sur les deux observations élémentaires successives (on
suppose pour l'instant x différentiable) :

— Si o est donnée par (5.2), alors en appliquant le théoréme de Fubini, le systéme (5.1) peut

s’écrire sous la forme ' ‘ o
v = [0 86 de 55
GO = fy Se—o(€)dat 7 (o). ‘

99
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— Avec ces notations, et a £ € A fixé, les incréments de §°(¢) se décomposent en

gi(&) — 72(8)

/ Seal€) dad, 47 (3,) + /0 T [Stma(€) = Seu(€)] dad 4 (3)

- / St—u(&) dal, 7 (yu) + [S—s(£) — 1] /05 Su-s(&) dad, b (ya),

ou pour obtenir cette derniére relation, on a mis & contribution la propriété d’additivité

Serp(§) = Se(€) - Sp(€). En posant azs(§) := Si—s(§) — 1, on obtient

O~ 46 = [ Simu(e) el (a+ /A df&(f).@u@) Fan©E).  (56)

Si Pon compare le systéme (4.2) a la formulation (5.6), il apparait immédiatement que la
dépendance des variations du processus inconnu (ici g) entre deux temps s < ¢ vis-a-vis de
son "passé" (sur [0, s]) est réduite & une dépendance vis-a-vis du seul "présent" s. C'est cette
observation heuristique qui va permettre la mise en évidence d’une solution cette fois globale
pour le systéme, d’abord sous la forme (5.6), puis, en posant simplement y; := fA d§ qg(f) (&),
sous la forme initiale (5.1), et ce lorsque x est un processus y-holdérien avec v > 1/3.

Bien entendu, la transformation du systéme (5.1) en (5.6) présente un coiit non négligeable :
le processus inconnu n’est plus & valeurs fini-dimensionnelles mais a valeurs fonctionnelles, ce
qui nous conduira & manipuler, outre les espaces de processus holdériens introduits dans la
sous-section 2.1.2, des espaces de fonctions particuliers liés & <Z~> Sous 'hypothése d’intégrabilité
Jadg(1+[¢]%) |(€)| < oo, avec o un paramétre & préciser, nous serons ainsi incités a introduire
I’espace

Lo=Logim{h: A= R: [ A+ AN RO] < o0, (5.7

La résolution du systéme (5.6) s’effectuera ensuite dans un espace de processus holdériens a
valeurs dans L.

L’autre idée fondamentale qui va guider notre analyse de I’équation (5.6) est inspirée des
considérations développées dans [51] dans le cadre des EDPS (nous reviendrons en détail sur
ces considérations dans la partie suivante). Elle consiste a introduire un nouvel opérateur d’in-
crément, noté 5, qui agit sur les processus de deux variables & valeurs fonctionnelles de la fagon
suivante : si s < t,

(6R)1s(€) := (6R)1s(€) — ars(€) hs(€). (5.8)

Avec cette notation, le systéme (5.6) devient alors

(57 )1al6) = / Sy ul€) i 4 <a+ /A df&(é)@h(&)) (5.9)

En réalité, si nous nous permettons de substituer a I'incrément classique d une formulation
"convolutionnelle" basée sur , c’est parce que ce dernier objet rend lui aussi possible la
construction d’une théorie de l'intégration, par le biais d'un opérateur d’inversion que 'on
notera A (voir Section 5.2). En cela, notre démarche est a rapprocher des idées contenues dans
[75] : le traitement du systéme va passer par une préalable adaptation des outils classiques de
la théorie (0, A, espaces holdériens, intégrales itérées) aux comportements algébriques induits
par 0, avec notamment la mise en avant d’un chemin x = (%', %2) mieux adapté au probléme
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que le 2-rough path usuel x = (x',x2). L’aire de Lévy standard x2? = [[ dz @ dx sera par
exemple remplacée par aire de Lévy "convolée"

Comme dans le cas des diffusions, ce type de définition est dans un premier temps purement
formel si = est holdérien ; I'existence et la régularité de ce processus sont admises pour conduire
a l'interprétation de l'intégrale fst St (€) dal, 1" (y,,) qui intervient dans le systéme. Le sens &
donner a la définition (5.10) lorsque = est y-holdérien (y > 1/3) ne sera examiné que dans un

second temps.

Vous l'aurez sans doute remarqué a travers les expressions (5.8) et (5.10) : la formulation
(5.9) de I’équation nous incite & adopter une convention notationnelle inversée pour les variables
temporelles, avec des indices qui apparaitront dans ’ordre décroissant. Nous noterons ainsi par
exemple, si s <u <t, f€Cy, g€ Co,

(5f)ts =fi—fs (5g)tus = 9ts — Gtu — Gus-

Le chapitre est organisé de la facon suivante :

— La section 5.2 est consacrée a étude de Popérateur d’incrément 8, défini par (5.8) pour
les processus de deux variables temporelles et étendu de fagon naturelle aux processus de
n variables temporelles; a valeurs fonctionnelles. Cette section verra ainsi se déployer la
méme démarche que lors de la présentation de § (Section 2.1), pour aboutir & 'existence
de Popérateur d’inversion A associé a 5‘63 (Théoréme 5.2.9).

— Dans la section 5.3, nous revisiterons le cas Young (y > 1/2) & partir du formalisme
issu de 4. Ce premier exemple nous permettra avant tout de nous familiariser avec les
outils présentés dans la section 5.2 dans le cadre de 'interprétation du systéme (5.9).
Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution contenu dans le théoréme 5.3.2 est a
mettre en paralléle avec les résultats de la section 4.1.

— La section 5.4 abordera quant a elle le cas v € (1/3,1/2], qui restait problématique avec le
formalisme classique. Dans ce contexte, le théoréme 5.4.1 constitue & notre connaissance
le premier résultat d’existence et d’unicité d’une solution globale pour le systéme (5.1).

— Dans la section 5.5, nous montrerons que ces différents résultats, exprimés sous des hy-
pothéses relativement abstraites sur x, peuvent en fait étre appliqués, sous certaines
conditions d’intégrabilité pour 6, a un 2-rough path x = (x1,x?) standard. L’approche
que nous développerons dans ce chapitre est ainsi valable lorsque 1’équation (5.1) est par
exemple dirigée par un mBf multi-dimensionnel, d’indice H > 1/3.

— Enfin, 'appendix contient la preuve de la proposition 5.5.7, preuve dont ’aspect technique
aurait pu nuire a la lisibilité de la section 5.5.

5.2 L’opérateur d’incrément ¢

Comme nous venons de le voir, I'analyse (heuristique) du systéme (5.1) lorsque o est donné
par (5.2), fait apparaitre un opérateur J, perturbation de § par le noyau S via

ats(g) = Stfs(g) -1
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Dans cette section, nous allons constater que grace aux hypothéses sur S contenues dans (5.4), &
conserve certaines propriétés fondamentales de d, a partir desquelles nous avions pu introduire,
dans la section 2.1, les outils permettant une analyse efficace des systémes rugueux.

5.2.1 Incréments

Nous I'avons déja évoqué en introduction : eu égard a 'ordre d’apparition des indices dans
le membre de droite de (5.9), il se révéle plus commode d’inverser la convention notationnelle
que nous utilisions jusqu’a présent pour les variables temporelles. Pour tout intervalle I de
RT, pour tout k& € N* et pour tout espace V, la notation Cp(I; V) désignera donc désormais
I’ensemble des processus h continus, a valeurs dans V', définis sur le simplexe

Sk(l) = {(tr,- . ty) €I t1 >t > ... > 1},

et tels que hy, . ¢, = 0 ¢’il existe ¢ # j pour lesquels t; = ¢;.

Notez que cette convention préfigure en outre le formalisme qui sera adopté dans la partie
I11.

5.2.2 Espaces fonctionnels sous-jacents

Conformément a la (premiére) définition (5.8), 0 sera amené a agir sur des processus a valeurs
fonctionnelles. Anticipons ici sur les sections suivantes en présentant les espaces fonctionnels
qui vont s’imposer assez naturellement dans 1’analyse de (5.9) (voir par exemple la proposition
5.3.1). Il s’agit des espaces de type £! induits par la norme

NG Ls(V)] = Nlg; L 5 (V)] := /Ad€ I+ EM)3(E)lvs (5.11)
ol 8 > 0 est un parameétre fixé et V' un espace euclidien. On définit ensuite
Crp(I;V) = Cu(I; La(V)). (5.12)
L’opérateur d’incrément classique  agit naturellement sur ces espaces a travers la formule :
SiheCrp(I; V), (6h)er. 1y (&) = 6(A(E))irtrrs € €A (5.13)

L’opérateur & est quant a lui étendu a ékwg(f ; V) (k € N¥) de la fagon suivante :

Définition 5.2.1. Soit 1 un intervalle de R*i V' un espace euclidien. Pour tout @ > 0 on
définit la suite d’opérateurs 6y, : Cpg(I; V) = Cry1,8(L; V') par la formule : si h € Cpg(I; V),
alors pour tout € € A,

(5kh)t1...tk+1(f) = (5kh)t1...tk+1(f) - Gtm(f) Btz.,.tkﬂ(f), (tlv . --tk+1) € 5k+1(—7)- (5~14)

En particulier, si s <u <tel,

(017)1(€) = he() = Si—s(O) hs(§)  (52R)tus(€) = N5 () — hea(€) — St—u(€) s (€).

Dans un souci de clarté, nous utiliserons une méme notation § pour désigner tous les opérateurs

o, ke N*.



5.2. L’OPERATEUR D’INCREMENT § 103

Remarque 5.2.2. Dans le reste de ce chapitre, nous ne mentionnerons explicitement la variable
dite spatiale (en référence au vocabulaire des EDP) £ que dans de rares cas ot une confusion
aurait été possible. La plupart du temps, nous écrirons ainsi plus simplement 0h = 6h — a - h.

La convention pour les produits d’incréments donnée par (2.3) sera par ailleurs conservée
dans les contextes suivants :

Lemme 5.2.3. Soit M € C,5(I;R®!) et L € Cpp(I;RY). Alors le produit ML, défini par la
relation . )
(ML)t1~--tm+n—1(§) = Mtl-utn (é‘) Ltnv~-tm+n—17

appartient @ (fm+n_1”3(l; R¥). En outre, lorsque n = 2, les relations algébriques suivantes sont
vérifiées : ) . . o o .

O(ML)=6ML—MJL, et 6(ML)=d6ML— MGL. (5.15)
Démonstration. La premiére partie de ’assertion est une conséquence évidente de I'estimation
élémentaire

‘Mtlu-tn(é) ‘Ltnn-tm-‘—n—l|RI€ S |Mt1-~~tn(£)‘Rk’l|Ltn-~-tm+n—1‘R"'

Quant aux relations algébriques, la premiére découle simplement de la proposition 2.1.5, tandis
que pour la deuxiéme, il suffit d’observer que

S(ML)tlmtm+2
= 5(ML)t1---tm+2 - at1t2Mt2t3Lt3---tm+2

— (6M)t1t2t3Lt3‘..tm+2 - Mtltg (5L)t2...tm+2 - atthMtthLtg...tm+2
= [(0M)tytats — atyts Migts| Lty tyyn — (M OL)g,

m—+2°

O]

Munis de ces notations et résultats préliminaires, nous sommes en mesure de prouver que
la propriété de cohomologie d6 = 0, qui amorcait les constructions de la théorie de 'intégration
algébrique standard, reste vraie pour 9 :

Proposition 5.2.4. 50 = 0. On a méme, pour tout 5 > 0 et tout k € N*, Img\éw(ﬂ/) =

Kerd, ., sy

Démonstration. Si F € ék,ﬁ (I; V), alors en utilisant la relation 66 = 0 et le résultat du lemme
5.2.3, on déduit

00F = (0—a)[(6—a)F)|=06F —6(aF)—adF +aak
—daF+adF —adF+aaF =aaF —daF.

Il n’est ensuite pas difficile de vérifier, & partir de 'addivité Sy - Sy = Syv, que
(5a)tus = Aty Aus, (t, u, S) S 83(‘[)7

ce qui donne 60F = 0.

La relation Im 6|ék,/3( Lv) = Ker 6\0}4@, r,v) beut étre prouvée comme dans la proposition

o 8 B 3
213 :si A € Chp18(L;V) est tel que 6A = 0, on pose By, 1, = Aty ..4,s, aVec s un temps
arbitraire dans I. Alors

OBt = 6Bl tyns + (1" Ay ) — a1, Ay s

= [5A]t1~~-tn+15 + (_1)n+1fit1~-tn+1 = (_1)n+1/~1t1--~tn+1'
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Ainsi, en posant C' = (—1)"*! B, on obtient 6C' = A.
O

Remarque 5.2.5. A partir de la relation 66 = 0, une récurrence immédiate conduit a la for-
mule : pour toute partition {s = to < t; < ... < t, = t} de lintervalle [s,t], pour tout
feCip(ls 1 V),

n—1
(6f)s = Z St—ti+1 ’ (6f)ti+lti' (5'16)
i=0
Ce type de décomposition sera plusieurs fois mis a contribution par la suite, notamment dans
les preuves du lemme 5.2.8 et du corollaire 5.2.10. Il s’agit en quelque sorte de I’analogue de la
formule télescopique usuelle (5f)is = Y10 (3£)s, 1t; dans le formalisme convolutionnel.

Le complexe de cochaine ((?kﬁ(l ; V),g) représentera la structure a la base de toutes les
constructions de ce chapitre. Essayons de donner un apercu de la pertinence de cette structure
dans le cadre de l'analyse du systéme (5.9). Pour ce faire, on pose, pour tous processus lisses
f:00,T] =W, g:[0,T] = LW, V),

Tialdg 1)(€) = / Se-u(€)dgu fur €€ A (5.17)

et pour tout h : [0,T)> — W lisse,

La relation de Chasles usuelle § ( [f dg) = 0 devient alors :

Proposition 5.2.6. Avec les notations (5.17) et (5.18), on a, si f :[0,T] — W et g:[0,T] —
LW, V) sont deuz applications lisses,

5(7Wdgn) =0 , §(Idgsf)) =T (dg)sf. (5.19)
Démonstration. Les deux relations sont immédiates : si s < u < t,

5 (79 ), = Tuldg ) = Tuldy ) = St~ Fus(dg 1)

et Sy_y - jus(dg f) = fsu Si_v dgy fv, tandis que, a partir de cette derniére observation,

5(j(cig5f / St—vdgy (0f)vs / St—vdgy (0f)ou = (/ Si— vdgv) (6 f)us

5.2.3 Espaces holdériens et application A

Il s’agit ici d’adapter les espaces de processus introduits dans la sous-section 2.1.2 au
contexte convolutionnel que nous venons de présenter. Si p, 3,7 > 0 sont trois parameétres
fixés, I un intervalle de R™ et V un espace euclidien, on commence par définir

~ o e Ngis; Ls(V
Cys(L;V) :=={g € Cop(I; V) : N[5 Cy 4(1; V)] = SgpIW
s<te -
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Cly(I; V) :={g € CLp(I; V) : 6 € Cy 5(1;V)}. (5.20)
Ensuite, en ce qui concerne les processus de 3 variables, on définit d’abord, comme dans le cas
standard, I'espace intermédiaire C?%"B ) (I; V) associé a la norme

. Nhtus; Ls(V)]
Nh;C(%p) I;V)] = su o ;
[ 3.8 ( ) s<u<Pt)eI |t — U|V ‘U - 5|p

puis égﬁ(l; V)= Gaogaguéécfé“*a)(l; V). On munit enfin ce dernier espace de la norme

N[ﬁ,égﬁ( 1nf{2/\/h Cp“” pZ(IV h:Zhi,O<pi<u}.

On remarquera notamment les deux différences substantielles par rapport aux espaces hol-
dériens définis dans la sous-section 2.1.2 :

— L’espace d’arrivée est ici supposé fonctionnel ; il dépend en outre d’'un parameétre 6> 0.

— La définition (5.20) de C“ 5(1; V) fait appel a I'incrément convolutionnel 5.

Remarque 5.2.7. Comme dans les sections précédentes, il nous arrivera d’utiliser les raccorcis
Ci s(I), Cj; 5(V) ou méme Cy’ 5 lorsque l'intervalle de temps I et/ou I'espace V sont clairement
déterminés par le contexte.

Il est intéressant de noter que le résultat élémentaire qui stipule que Imd; N C4Y (V) = {0}
si u > 1, admet 'analogue direct :

Lemme 5.2.8. Soit 5 > 0. Si > 1, alors Im<§|c~1 sy N égﬁ(V) = {0}.

Démonstration. Soit M = 6f € Im S|C'1,ﬁ(l;V) N égﬁ(V) Suivant (5.16), on peut écrire, pour

tous s < t, M5 = Z?;ol St—t;1 Mtiﬂt“ et ce pour toute partition Il;s = {s =ty <t; < ... <
t, =t} de lintervalle [s, ¢]. En utilisant cette fois I'hypothése |S¢(€)| < 1 contenue dans (5.4),
on déduit

n—1
NMes; L5(V)] < Y- N [Meyyp 1 L(V)] < NM;Co (V)] [t — | [Hesl "
i=0
et ce dernier terme tend vers 0 lorsque le pas |II;s| tend vers 0. O

Forts de ces différents constats, il est maintenant possible de reprendre les idées de la preuve
du théoréme 2.1.1 en vue d’établir I'existence d’'un opérateur d’inversion A adapté au formalisme
induit par ¢ :

Proposition 5.2.9. Soit > 1,8 > 0, I un intervalle de RY et V un espace euclidien.
Pour tout h € Keré‘c Sv) 0 Cgﬁ(I V), il existe un unique élément Ah € C s(1; V) tel que

6(Ah) = h. Cet élément vérifie en outre la propriété de contraction, :
NAR;CY 5(I; V)] < e N'[h; Cf 5 (I; V)], (5.21)

avec ¢, une constante qui ne dépend que de p. Cette assertion donne ainsi naissance a une
application linéaire continue

A Keré‘éw(kv) ﬂcgﬁ(l; V) — Cgﬁ(l; V)
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telle que

oA = et Ao= ldey (1) (5.22)

Id
Kerélc s V)ﬂCS sEV)

Démonstration. Unicité. Soit M, M’ & CQB(I; V) tels que 6M = 6M’ = h. En particulier,
S(M — M’) =0, d~onc ]\:4 — M’ €Im glél,B(I;V) OCNZB(I; V). En appliquant le résultat du lemme
5.2.8, on déduit M = M’.

Ezistence. On suit point par point la preuve du théoréeme 2.1.1. On consideére d’abord B €
Cap(I; V) tel que 6B = h et 'on construit

- Jo st N(s,t) =0
~@B)ups st (s,t) = {t7}
et si "N (s,t) ={t] <..<'}

-1
M{, := Bys = Bup — Y St-ty,, - Be
i=j

ir1ti T St—t; : Bt?87

ou 7" représente une partition n-dyadique de I.

Il est facile de vérifier que M™ est continu de Sa(I) dans Lg(V'). Par ailleurs, si par exemple
w0 (s,1) = {5 <t <<t avee s < 5 et ¢ > 15t alors

242 S 2417
~ ~ o~
MM — M= (6B f1m+1 + S +1 - 5B +1yn+1 + E S +1 - +1 ,m+1 n+1
ts ts ( )ttglﬂtgl t—ty; ( gj ty s t—tyly )tgi+2t§i+1tgi ’

et puisque 6B = h, on déduit

NI = NI L£5(V)] < N[B;éifu; n {2 (;ﬂ)n " ( 2:1>n} .

L’estimation reste valable pour les autres cas d’intersection de 7™ avec (s,t). En utilisant les
mémes arguments que pour A, on obtient 'existence d’une limite M de M™ dans Ca g(I; V).

La relation 6M = h peut ensuite étre établie suivant le procédé développé dans la preuve
du théoréme 2.1.1, tout comme ’estimation

N L5(V)] < e NTh: G 5 (1 V)] [t — s
U

Nous disposons également d'un équivalent du corollaire 2.1.9, pour relier les expressions
basées sur A a des formulations plus classiques en termes de sommes de Riemann :

Corollaire 5.2.10. Soit § € C~27B(I; V) tel que 6g € 53’:5([; V), pour un certain coefficient
p>1.8i6f := (Id—Ad)g, alors

(5 = lim S m Lg,
(6/)1s \Htsl—mz t—tiv1 " Gtisrts 8
ot la limite est relative a toute partition s = {to = s,...,t, = t} de [s,t] dont le pas tend

vers 0.

Démonstration. Ce sont les mémes arguments que dans le cas standard (voir Corollaire 2.1.9),
a partir de la décomposition (0f)¢s = > ; St—t,1 - (0 )ts1ti-
O
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5.3 Le cas Young

On rappelle que 'on souhaite résoudre le systéme sous la forme (5.9), qui s’écrit aussi, avec
la notation (5.17),

Joi=0, =7 (m (a + [ dn&(n)@(n))) - (5.23)

Cette expression n’a pour 'instant de sens que lorsque z est différentiable. L’objectif de cette
section est d’étendre, grace aux outils introduits dans la section précédente, la définition du
systéme & un processus x y-holdérien avec v > 1/2, puis de résoudre le systéme a partir de
cette interprétation. Nous suivrons a cette fin la méme démarche que dans le cas standard (sous-
section 2.2.1), et commencerons ainsi par une dissection de I'intégrale lorsque z est régulier.

5.3.1 Considérations heuristiques et interprétation du systéme

On suppose pour l'instant z et g différentiables (en temps) et l'on pose successivement
Yyl =a'+ fA de ¢(€) §74(€), 249 := 1" (1)). Avec ces notations, intégrale a interpréter correspond
a J(dx? Z).

La premiére question & se poser, avant de chercher & décomposer cette intégrale, est celle
de la régularité escomptée de l'intégrant z, et donc de y (on supposera v régulier), si x et g
deviennent moins réguliers. Pour répondre a cette question, on observera la décomposition

(64 )1 = /,4 dE 3(€) (57)1s(€) = /A 4 3(€) (37 )s(€) + /,4 dEJE) an(©) FE).  (5.24)

Comme g désigne la solution (potentielle) du systéme (5.23) et que [S:(§)| < 1, on peut s’at-

<
<

tendre & ce que 67 hérite de la régularité de x, autrement dit ‘(ng)ts(g) ey [t — 8|7 (uni-

formément en &), ce qui conduirait, sous la condition d’intégrabilite [, d§ 1(€)] < o0, & une
estimation du premier terme de (5.24) du type : UA de ¢(€) (ngz)ts(f)‘ <yt —s|.

Pour récupérer des incréments de la forme [t — 5|7 du terme [, d§ B(€) ass(€) 71(€), nous solli-
citerons la troisiéme hypothése contenue dans (5.4), a savoir

|ass(§)] = [Se-s(§) = 1 < ey [t — 57 [¢]7 (5.25)

Cest ici qu’interviennent les espaces L5(V') introduits dans la sous-section 5.2.2. Il découle en
effet de (5.25)

‘ /A 06 B(E) ars(€)(€)]| < ¢ [t — 5" Miis £ (RY). (5.26)

En revenant a la décomposition (5.24), il apparait ainsi qu’a partir d’un processus § évoluant
dans EW(]Rd), on devrait récupérer un processus y, puis un processus z, holdériens au sens
classique.

Ces considérations (que quantifiera plus précisément la proposition 5.3.1) vont nous guider
dans le processus de dissection de 'intégrale J (ij 247, puisque nous n’aurons désormais aucun
scrupule & faire apparaitre 'incrément standard 6z. On partira ainsi simplement, comme dans
le cas des diffusions, de la décomposition (on suppose toujours x régulier)

Tis(dx? 29y = J(da?) 29 + Fps(da? 6219), (5.27)
avec Jis(da?) = Jis(dai 1) = i) St Si_wdad. Si x est seulement héldérien, une premiére hypo-

thése, directement inspirée par la méthodologie des rough paths, s’impose donc naturellement :
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Hypotheése 4. Soit z € C]([0,T];R™), avec v > 1/2. On suppose qu’il existe une suite x° de
processus différentiables vérifiant

Nz — ;¢ ([0, T]; R™)] =3 0,

)= [ S ot

converge vers un élément X* relativement a la topologie de I’espace é;ﬁ([o, T);R™). En parti-
culier,

et telle que la suite des processus

X* ey ([0, T;R™) et 6X* =0

Si x est différentiable, on choisit systématiquement x° := x.

Théoréme 5.3.1. Soit z: [0,T] — R™ un processus qui satisfait I’hypothése 4, I un intervalle
de [0,T]. Pour tout z € CJ(I;RE™), on pose, pour tout £ € A,

T (da? 29)(€) == X9 (€) 27 + A(X™ 6277)(€) = (1d—A8)(X™7 27)(€). (5.28)

Alors
1. J(dx? 29) est bien défini en tant qu’élément de Cgﬁ(f; RY), et coincide avec l'intégrale de
Riemann f; St—v(§) dxy 2, quand x est différentiable.

2. On dispose de ’estimation :
N[T(dz 2):C] (LRY)] < ¢, {N[z;C?(I;Rd’m)] I Nz €l (I Rd’m)]} . (5.29)

ot on rappelle que Uon a défini Nz;C)(I; R*™)] := supye; |2s)-
3. Pour tous s <te€l,

J ZJ ij
Tis(dx = mlﬁlgl&g Z St—tyir - tk+1 1 2, dans Lo, (5.30)
ot la limite est relative o toute partition s = {ty = s,...,t, =t} de [s,t] dont le pas

tend wvers 0.

Démonstration. Pour montrer que lintégrale définie par (5.28) coincide avec l'intégrale de
Riemann f S (€) dzd, 2 lorsque x est différentiable, revenons a la décomposition (5.27), qui
s’écrit aussi o o o

Tis(dz? 627) = Fys(da? 27) — X7 22
En appliquant I'opérateur § aux deux membres de cette relation, et en utilisant (5.19) et (5.15),

0 (j(dxj z”)) = —0X" 2V + XTI 52 = X¥ 624,

et donc, via (5.22),
J(da? 629y = A (Xx’j (5zij> ,
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ce qui permet de retrouver (5.28). )

Le fait que la formule (5.28) soit bien définie dans C;7 lorsque z € C{ est une conséquence de
I'hypothése 4. En effet, grace a cette hypothése, on sait que X% §z € Cg;([; R NKer 8|02,7([;Rd),
et 'on est de cette fagon en droit d’appliquer A. L’estimation (5.29) est ensuite une conséquence
immeédiate de la propriété de contraction (5.21). Enfin, 'écriture (5.30) découle du corollaire

5.2.10.
0

Afin de donner pleinement sens au systéme (5.23) par U'intermédiaire de la définition (5.28),
nous prendrons appui sur la proposition suivante, qui vient préciser les considérations précédant
le théoréme 5.3.1 :

Proposition 5.3.1. Soit I = [l1,ls] un intervalle de [0,T], ¢ € C%P (R4 RY™). Pour tout § €
Clv (I; RY), on posey := a—{—fA dn &(n)y(n). On introduit par ailleurs la notation supplémentaire

N (I RY) == N5 ) (T RY)] + N[5 €7 (I RY)],
avee NGO, (IR i= sup,er Njsi £(RE)]. Alors (y) € C (I;RI™) et
N (y); € (LRY™)] < ey N[5 G0 (1R, (531)
En outre, si §V, 53 e C}vﬁ(I;Rd) sont tels que gl(ll) = gjl(f), alors

Np(y™) — @) I RY™)] < ey |17 NP — 5@ 07 (1 RY)], (5.32)

NT(y™) = @) UL RY™)] < e {1+ NG5 QLR N - 52507 (1 RY)
(5.33)

Démonstration. On reprend les arguments évoqués lors de analyse de (5.24) et basés sur
I'hypothese (5.25) : Ainsi,

(@)l < DGl /,4 4 |3(€)] [(57)45(©)
< eruoo{Adf@(é)ﬂ(émts(&ﬂ+/Ad§\<z3<§>\rats@m@s(f)r}
< DYoo It = s { N5 EL) + N5 €L

ce qui correspond a (5.31).

L’inégalité (5.32) peut étre obtenue de la méme fagon, aprés avoir remarqué que, pour tout
sel,

vl — v < IDwle | a1 [5G0 -5 6)]

En ce qui concerne (5.33), il suffit d’invoquer 'estimation classique

S((y™M) — v(y®))es

< IDY oo |35 = ¥

+ D% los |35 e

(’yfl) - y?)’ +

(2)

ygl) —Ys

).

O
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5.3.2 Reésolution de I’équation

Le théoréme 5.3.1, associé a la proposition 5.3.1, fournit, sous I’hypothése 4, une interpréta-
tion légitime du systéme (5.23). Dans ce contexte, le résultat principal de cette section s’énonce
de la fagon suivante :

Théoréme 5.3.2. Soit  un processus qui satisfait Uhypotheése 4 et ¢ € CP(REGREY™). Alors
léquation (5. 2%’), interprétée grice au théoréme 5.3.1 et a la proposition 5.3.1, admet une unique
solution dans Ciw([O, T];RY).

Démonstration. Soit € > 0 (nous fixerons cette constante dans un instant), | € N, et supposons
que nous ayons déja construit une solution ) € CNK,Y([O, le]). Sil =0, alors gj(oz = g((]o) =0. La
preuve va consister a montrer que I'on peut étendre §*) en une solution g+ ¢ (31777([0, (I+1)e)),
par l'intermédiaire d’un argument de point fixe.

FEtape 1 : Existence de boules invariantes. Soit § € CNK,Y([O, (I + 1)e]) telle que gjjo,1e) = 7 et
notons # = T'() I'élément de Cy ([0, (I + 1)e]) caractérisé par Zoge] = 7" et pour tous s,t €
[0, (I+1)e], (62)ss = Tis <ch w(y)), o1, comme dans la proposition 5.3.1, y := a+ [, dn o(n)g(n).

L’estimation (5.29) nous indique d’abord que
Nz CL (e, (U + De))] < e {NTe(y): CL([0, (0 + De])] + & Mao(); €1 ([0, (L + De])] }

ce qui, avec (5.31), donne
NI CL (e, (14 Del)] < by {1+ NG (0, (+ D] -

Si0<s<le<t<(l+1)e, on utilise la relation 56 =0 pour déduire
0= (Sgg)t,la,s = (Sz)ts - (Sé)t,la — Si—ie - (Sg)la,sa
d’ou

N1(02)1s; £5]

IN

N(02) 1165 £4) + N1(02)1c55 £4)
2 max (/\/[2; C7 ([, (1 + D)), N 7P €7 (o, zg])]) It — 8|7

A

Par ailleurs, pour tout s € [0, (I + 1)¢], Z5 = (52)80, et donc
NTzCL ([0, (1 + De])] < N2 CRI([0, 1+ 1)e])] T
Nous sommes ainsi invités & poser

(4el 1+ 1)
Mo o= max (201 TON (G056 (0. 1) Ack (14 T7)

3

En effet, pour de telles valeurs, il est facile de vérifier, a partir de ce qui précede, que si
N1 CY7(0, 14+ 1)e])] < Nija, alors N2C7 ([0, (14 1)e])] < £ et N2 CY ([0, (14 1D)e])] <

1N+l}1w T7, dou N[z; é?”j/([(), (I + 1)e])] < Nij1. En d’autres termes, la boule

Niy1

Nt = € 0.+ D)+ djoag =7, N0, (1 + D] < N}

1y
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est stable par I'.

L’indépendance de e par rapport a la condition initiale §!) nous permettra de répéter le
procédé (avec le méme €) et ainsi d’obtenir une suite de rayons (Nj)x>1 telle que les ensembles

B,ﬁ\g’“ks sont invariants par I'. La définition de cette derniére application devra bien str étre
adaptée a chacun de ces ensembles.

Etape 2 : Propriété de contraction. Nous allons & présent chercher une division de 'intervalle
[le, (I + 1)e] en sous-intervalles [le, le + )], [le +n,le + 27|, ... de méme longueur 7 (qui pourra
dépendre de € et 1), et sur lesquels la propriété de contraction de I est vérifiée.

Soit 5%, 9" € C,([0,1e + n]) tels que Gy g = gy = 9 N [5%:CY7([0, le + )] < N,
N[g]b;C(l)g([O,la +n])] < Niy1 et notons 2 = I'(§?), 2° = ['(§), ot T' est définie comme &

Pétape 1, mais restreinte a C?ﬁ([O, le +n]). En se référant & nouveau a (5.29), on déduit

Nz = 2] (e le + 1)) < ey u{ N0 (") — ¥(); CL([le, le + n))]
+ N () — (y°); €] (e, le + )]},
puis, d’aprés (5.32) et (5.33),
N[z = 22507 ([le, e + )] < &2 {1+ Niga } " NTG* — 3% CY7 ([le, Le + 7)),

b

Puisque les processus §* — 3P, 22 — 2® s’annulent sur [0, ], il en découle

N[zt = 2501 (0,1 +0))] < &y {1+ Newa} NG = 3% 1, ([0, e+ n]))-

En outre, (3* — 2P)y = §(3* — 2P),., de telle sorte que N[5 — 2°; CN?W([O, le +n))] < N2> —
2b;C~?”,’YY([O, le +n])]nY. On obtient finalement

NIz = 2501510, + )] < &G {1+ N } (1 + T NG = 575 €70, 1e + 7))

On fixe n = inf <5, (QCi’lp {1+ N1} (1+ T”/))—I/W). " devient alors une contraction stricte sur

I’ensemble

{5 €CY7([0,2e +n)) = Goge =5V, N5 CPI([0,1e + )] < N}

Nit1
g0, (1+1)e
lui-méme invariant par I' (voir le lemme 5.3.2 ci-dessous). Par conséquent, il existe un unique

point fixe dans cet ensemble, que nous noterons g](l)’". Dans la mesure ou n ne dépend pas de
7, le méme calcul reste ensuite vrai sur Uensemble (invariant)

{5 € CYI(0,1e +20)) © Giogessy = 57, NG Y0, le + 20))] < Nija }.

En utilisant I'invariance de B il est facile de constater que ce dernier ensemble est

Ainsi, g0 peut étre prolongé en une solution §()27 définie sur [0,le 4+ 27| et en itérant la
démarche jusqu’a ce que lintervalle [le, (I + 1)e] soit recouvert, on obtient le prolongement
D escompté.

]

Lemme 5.3.2. Awvec les notations de la prewve précédente, ’ensemble
{7 € CYY([0,1e + 7))« oz = 3V, NG CYI([0,1e + )] < Niga}

est stable par T'.
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Démonstration. On considére un élément § dans cet ensemble et Z := I'(y). Définissons

. Ut sit<le+n
Yt = 5 )
Si—(le4n) * Yern sit € [le+n, (I + 1)l

Le processus ¢ est clairement continu et appartient ainsi a § € C~1ﬂ([0, (I +1)e]). En outre, si
s,t € [le +n, (I 4+ 1)e], (09)es = 0, tandis que si s < le +n <, (69)s = St—(le+77) ’ (5g)l€+7],55
de telle sorte que ./\/'[;Q;(fl”ﬁ([(), I+ De))] < J\/[g;éﬁy([o,z@ + n])]. Puisque N[Q;é?ﬁ([O, (I +
Del)] < NG5 €, ([0, L +7])], on déduit Ng; €7 ([0, L+ D)e])] < N ([0, e +))] < N,

ce qui signifie que y € B;\Z;rzl e Or nous savons, d’aprés la premiére étape de la preuve
précédente, que B;\([ﬁ,%l-s-l)s est stable par T, et donc, si 2 := T'(¢), N[2; é?::yy([(), (I+1)e])] < Nija.

Il est ensuite évident que Z = 2 o4y, ce qui méne finalement a /\/[2;(5’3’;’([0,16 + 7)) <

/\/'[2;(?%;’([0, (L +1)e])] < Niga.
O]

Pour clore cette section, nous pouvons finalement revenir & la formulation originale de
I’équation de Volterra :

Corollaire 5.3.3. Sous I’hypothése 4, et en supposant que 1) € C>P(R%:RI™), le systéme

%=w+A@aaA&ﬂ@wwwthemm (5.34)

interprété grace au théoréme 5.3.1, admet une unique solution dans C]([0,T);R?). En outre,
si 2 et 2@ sont deux processus qui satisfont Uhypotheése 4, et si 'on note y(l) et y(2) les
solutions de (5.34) associées a ces deux processus (de méme condition initiale a), alors

N — IO, THRY] < Ko ooNIZ= — X200 (0.THR™),  (535)

d 1 5 it 2 5 . . .
avec K () z2) = K(/\/'[Xx< );C;’W],N[X“*’( );C;ﬁ]), pour une certaine fonction K croissante en
ses deux arguments.

Démonstration. Siy désigne la solution du systéme (5.23) donnée par le théoréme 5.3.2, il suffit
de poser, pour tout t € [0,T], y; :=a+ [, de d(&) 7 (€).

Le caractére lipschitzien de 'application d’It6 peut étre établi avec les mémes arguments que
dans la preuve de la proposition 4.1.8, d’abord appliqués a g, puis a y. L]

5.4 Le cas rugueux

Notre objectif est toujours de résoudre 1'équation sous la forme (5.23) (puis (5.34)), mais
nous supposerons cette fois le coefficient de régularité holdérienne v de z dans l'intervalle
(1/3,1/2]. La définition (5.28) n’est alors plus valable et, comme dans la section 4.3, des dé-
veloppements d’ordre deux deviennent nécessaires en vue d’interpréter le systéme. Nous adop-
terons pour cela la méme stratégie que dans le cas des diffusions (sous-section 2.2.2), stratégie
caractérisée par deux étapes :

— Une premiére phase d’identification de la structure algébrique de la solution potentielle

7, qui aboutira & l'introduction d’un espace O de processus controlés.
— L’extension de I'intégrale qui intervient dans le systéme au cas ou z € C] et g € Q.
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5.4.1 Processus convolutionnels controlés

Commencons par quelques considérations heuristiques. Comme dans le cas Young, le sys-
téme sera étudié sous la forme

- / Se—ul€)dri vi(ys) . yi=at / de B(E)T (). (5.36)
0 A

On suppose pour l'instant z différentiable. L’équation (5.36) admet dans ce cas une unique
solution g, dont les incréments (convolutionnels) peuvent étre décomposés en

/ Stal€) dard 1 () = X2 (€0 (y,) + 7€), (5.37)
X5 (6) = / S u(€)dal, | 7€) = / Stal€) da, (97 (1)) s (5.38)

Cette décomposition élémentaire fait d’ores et déja apparaitre la structure amenée & jouer
le role de QF (Définition 2.2.4) dans 1'étude du systéme (5.36). Approfondissons légérement
l'analyse de (5.37) : si x et y sont y-holdériens (v € (1/3,1/2]), on s’attend & ce que, d'une
part, X® évolue dans un espace du type C2 ﬁ([O T];R™), pour un certain coefficient 8 > 0, et

d’autre part, 7 € (327 6<[0’ TY; Rd). Pour des raisons techniques qui émergeront dans la preuve du
théoréme 5.4.1, nous serons en fait incités & prendre § = 1 pour obtenir une solution globale
pour le systéme (5.36). Comme dans la section précédente, ethuetons I’hypotheése d’existence
et de régularité du processus X%, qui représente moralement f St dxy

Hypotheése 5. Soit x € C{([0,T];R™), avec v € (1/3,1/2]. On suppose qu’il existe une suite
€ de processus différentiables vérifiant

Nz® — ;07 ([0, T|; R™)] =3 0,

et telle que la suite des processus
. t .
X = [ Sieae) ot

converge vers un élément X7 relativement a la topologie de l’espace CN;W([O,T];R’”). En parti-
culier, o
X®ecy (0,T;R™) et 6X°=0

St x est différentiable, on choisit systematzquement =z
Notations : Dans un souci de concision, nous utiliserons désormais le raccourci

CHI V) =C] (I;V), ke{1,2,3}. (5.39)

Fixons également dés a présent I’hypothése d’intégrabilité sur qz; qui nous permettra de
mener le raisonnement & terme :

Hypothése 6. On supposera dans cette section que

/ de [H(O)](1 + [€]) < oo
A
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Eu égard aux considérations ci-dessus, le cadre de résolution du systéme (5.36) s’impose
assez naturellement :

Définition 5.4.1. On suppose Uhypothése 5 saéz’sfaite. Pour tout intervalle I de [0,T], on
appellera processus convolutionnel controlé (par X®) sur I, & valeurs dans R?, tout élément §j
dans CY(I;Rd) dont les incréments convolutionnels se décomposent sous la forme

(07 )es = X520 G50 4 g% avec  § € CJ(I; R¥™) et i € C2V(I;RY), (5.40)

L’ensemble des processus convolutionnels controlés sur I sera noté Q) (I;RY) et I'on munit cet
espace de la semi-norme

NG5 QUIRY] = NG € (1 RY+N 575 CF (I RY™)+N 157 € (RN €57 (5.41)

Remarque 5.4.2. 11 convient de souligner qu’en dépit de sa notation, le processus y* qui inter-
vient dans la décomposition (5.40) est a valeurs fini-dimensionnelles, et non fonctionnelles.

Afin de donner sens au systéme (5.36) lorsque g € QZ(I :RF), il est & présent important
d’identifier la structure algébrique de 'intégrant ¥ (y,), ot y, = a + fA dé () Tu(€). A cette
fin, remarquons tout d’abord que, si 53} admet la décomposition (5.40), les incréments de y
s’écrivent :

() = /A de B(€) (57145 6)
- / 4 $(€) (57 iu() + / de $(€)ans ()7 (€)
- / de B XTI ()77 + / de B(E)7h (& / 4 B(E)ars(€)7(€)
= XTI+ / de BE)T(€) + / 4 3(€)ass (7€), (5.42)
A
ol ths’J : fA de (& ’J (€) est bien défini en tant qu’élement de Cj([0,T];R™), grace a

I’hypothese 5.

Essayons d’analyser la décomposition (5.42) du point de vue de la régularité holdérienne. En
ce qui concerne le dernier terme de cette décomposition, rappelons-nous l'inégalité |a.s(€)| <

clél |t — s|, qui induit
[ asd@anioiie

et laisse par 14 méme entendre que le terme en question est trés régulier. Par ailleurs, la définition
de %' permet d’affirmer que

< |t - S|N[gs;£1]a

] /dw Ok ) ‘_It—slz’*/\/[g;@z].

Forts de ces deux constats, il serait tentant d’envisager (et ce fut notre premiére idée) une
structure algébrique du type

{y: (6y")is = XETy2 4 4Pt avec y* € CF (R™) et of € C37(RF)}.
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Il est en effet possible de montrer que cette structure est stable vis-a-vis de I'opération de
composition avec une application réguliére, ce qui assurerait la transition entre y et 1(y).

Un développement un peu plus subtil de la décomposition (5.42) conduit toutefois & des ma-
nipulations algébriques plus élémentaires. Il suffit pour cela d’observer que 'opérateur X% se
décompose lui-méme en

X0 = [ Sal@dra = 601+ [ aul)dna

Lorsque z € C] (R™), cette derniére opération est a ce stade purement formelle, et pour cette
raison, nous ne la retranscrivons qu’au travers de I’hypothése abstraite (on rappelle que x!
ox) :

Hypothése 7. Sous U'hypothése 5, on admettra que la suite des processus
~ e t .
X = [ ) dsy
S

relativement a la topologie de [’espace CN'%’JBV(]R”L) (on rappelle que ce type d’espace a été défini
dans la sous-section 5.2.3). En particulier

X e Gy (R™) et Xi(€) = xiy + X{T(6). (5.43)

Remarque 5.4.3. L’hypothése de régularité qui apparait dans (5.43) est bien entendu suggérée
par 'estimation |a;s(§)| < c[€| |t — s|, en ayant parallélement a U'esprit le fait que I'on travaille
avec l'espace L.

En revenant a présent a (5.42), les incréments de y peuvent étre développés en

(69 )es = x50 (L 727) + [X+ / 4 () (©) + / 4 H(E)an(©FLO)],  (5.49)

ou l'on a noté

L;= /A dEH(E) et XpT = /A dé (&) X (©). (5.45)

Nous sommes ainsi ramenés, grace a ’hypothése de régularité (5.43), a la méme structure
de processus controlés que dans 'analyse des systémes ordinaires, et nous venons d’établir la
transition suivante :

Proposition 5.4.4. Sous les hypothéses 5 et 7, si y € QV(I Rd) admet la décomposition Sgi =
X©Igeid 4 ght glors le processus y défini par y := a + fA d€ qb €)y(&) est un processus controlé
standard (au sens de la définition 2.2.4), qui admet la décomposition oy = x1J y®i + b avec

G = Loty = X / a€ ()75 (€) + / 4 $(&)ar(E)TA(E).  (5.46)

La structure recherchée pour l'intégrant 1(y) découle immédiatement de ce dernier résultat.
On dispose en effet, grace a la proposition 2.2.7, de la propriété : si y € QF(I;R?) et 1) €
C2P (R RE™) alors z := 9(y) € Qi(I;R™), ot I'espace Qp (1;R%™) a lui aussi été introduit
dans la définition 2.2.4.
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5.4.2 Intégration convolutionnelle des processus controlés

En tenant compte des transitions qui ont été établies dans la sous-section précédente, 'inter-
prétation du systéme (5.36) se résume désormais a 'obtention d’un prolongement de I'intégrale
J(dz? 27) lorsque x est y-holdérien (y € (1/3,1/2]) et z € Q}(I; R%™). Dans la perspective
d’un argument de point fixe, il est par ailleurs primordial que ce prolongement donne naissance
a un élément de Pespace QF(I;RRY).

Pour construire 'intégrale en question, nous nous appuierons, comme dans le cas standard,
sur 'existence a priori d'une aire de Lévy convolutionnelle adaptée au probléme :

Hypothése 8. Sous [’hypothése 5, on admettra que la suite des processus
~ EE o t . .
X = [ Simul€) dai (529,
S

converge vers un élément X** relativement a la topologie de 'espace égW(Rmm) En particulier,

X% e COLR™™) et (6X™)s = X2, @ (6)ys. (5.47)

Une fois munis de I'’hypothése 8, voici la fagon naturelle d’envisager I'intégration d’un pro-
cessus controlé :

Proposition 5.4.5. On suppose les hypothéses 5 et 8 satisfaites, et soit I = [l1,l2] un intervalle
fivé de [0, T]. Pour tout processus z € QF(I; RE™) admettant la décomposition

2% = xbk jmiik o 4 (5.48)
on pose, pour tous s <t € I,
%s(dx]‘ Zij) — X z,j zy +Xm?,jk xuk —I—A (X:c,j Zti,ij +Xx:c,jk 5zx,ijk> ) (5'49)

Alors :

1. J(da? 29 est bien défini en tant qu’élément de C, (£; Rd) et pour tout £ € A, Jys(da? 27)(€)
coincide avec l'intégrale de Riemann f Si—w(&) dal, 27 lorsque x est différentiable.

2. Pour tout~h € Ly, il existe un unique processus A € QL(I;R?) tel que Ah = h et
SA" = J(dz? 2Y).
3. Pour tous s<tel, €A, jts(cZafj 20 peut étre décrit par la formule :

n

. jk ik
$S( m] Z]) B |H£H\Il>oz [th+1,tl ztz Xgiftz ZZEL Y ] dans El’ (5'50)
=0
ot la limite est relative a toute partition Mg = {to = s,...,t, =t} de [s,t] dont le pas

tend wvers 0.

Démonstration. (1) Si x est une fonction différentiable, alors, comme dans le cas Young, on
commence par écrire

Tia(di? 219)(€) = / S1o(€) dud 29 = XTI (€) 29 + / S0 (€) dad (527,
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En injectant la décomposition (5.48) de (0z%),s dans cette relation, on obtient

Tis(da? 29)(€) = X5I(€) z”—l—/ Sy (&) da? [Xl’k f”k—i-zﬁ”}

vSs )

= XA+ XN @ 2 + / St-o(§)day 257

et ainsi, avec la notation (5.18),

Tis(da? 290y = Fo(da? 29) — X“w X”’]k ik, (5.51)
Appliquons & présent I'opérateur 8 aux deux membres de cette égalité : grace aux relations
(5.19), (5.15), (5.48) et (5.47), on déduit successivement

5 <j(dxj zﬂ7ij)> X 500 _ §xedk ik o ek g @ik
— R (b ik e b (e LRy ik ek g ek
Xwi bid o xwedk goeiik
et 'on est donc en droit décrire, via (5.22),
J(ci:cj zﬁ’ij) =A (Xx’j il 4 xeek 52”3’”]“) .

En revenant a (5.51), on récupére la décomposition (5.49). Le prolongement de la décomposi-
tion & un processus x irrégulier n’est ensuite qu’'une conséquence des conditions algébriques et
analytiques contenues dans I’hypotheése 8.

Quant a (3), il suffit d’appliquer le corollaire 5.2.10, aprés avoir observé la relation algébrique
0A! = (Id —A8) (X ™7 24 4 Xwodk zoiik),
]

Remarque 5.4.6. Comme nous 'avons déja évoqué, une autre idée, en vue d’identifier la struc-
ture de l'intégrant, aurait consisté a s’affranchir de I’hypothése 7 et d’envisager ’espace alter-
natif Q7™ = {z: 629 = XF 00F 4 50y avee XE = [ d€ $(€) X£(€). Un raisonnement
similaire & celui de la preuve de la proposition 5.4.5 aurait alors conduit & une décomposition
de l'intégrale de la forme

jalt(dxj zz’j) — X®d i 4 Xewaltgk ik |} <Xx,jzﬁ,z‘j 1 Xewaltjk 6yx,ijk: _ g3altk zxz]k) ’

(5.52)
ot les deux processus X#%alt et X32lt sont définis, lorsque « est régulier, par les formules :

pour tout £ € A,
t
xx alt / S, v dxv ® X ’ lezlt(é) = / St—v(&) dx, ® (5X‘T)Uus (553)

D’une certaine facon, 'aire de Lévy X#%2lt ainsi définie semble plus en accord avec le forma-
lisme convolutionnel utilisé dans ce chapitre, puisqu’elle est construite a partir de 'itération de
I'incrément (convolutionnel) élémentaire X*. Cette observation est plus claire encore lorsque
Pon applique le théoréme de Fubini pour écrire X521 (¢) = Judn d(n) X=al (£ ), avec

A~ t !
X:m:,alt(é"n) = / St—v(é) dxv ®/ Sv—w(n) dl‘w.

Deux inconvénients majeurs viennent cependant contrarier cette impression :
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— D’un point de vue algébrique, le recours a X**2! entraine I'apparition du processus
supplémentaire X32!* dans la décomposition (5.52), processus issu de la relation

(S}E—xx,alt)tus _ thu ® Xtafs + X?},alt.

tus

— En termes d’applications, I'extension des formules (5.53) a certains processus x holdériens
seulement est beaucoup plus difficile (notez que, dans le cas du mBf notamment, elle est
toutefois possible, en utilisant par exemple I'approximation analytique du mBf). Nous
verrons dans la section 5.5 que l'extension de X** ne fait quant a elle appel qu’a un
argument d’intégration par parties élémentaire, grace aux résultats préexistants sur les
trajectoires rugueuses.

Pour ces deux raisons, nous avons privilégié ici une formulation qui fait apparaitre 'hypo-

thése supplémentaire 7.

5.4.3 Processus controlés localisés

A ce stade, nous sommes pleinement en mesure de donner sens au systéme (5.36) sous les
hypotheéses 7 et 8, comme vient le résumer la boucle :

Qg Propﬁ)44 Ql Prop._2.>2.7 Q; Prolg45 Ql

Jo— yi=al 4 [LdEeOF ) —  WUy) (027 = J(da Yl (y)).

La preuve de 'existence (et de I'unicité) d’une solution globale pour ce systéme va résulter
d’une succession d’arguments de point fixe dans les espaces QF (I,), pour une certaine suite I,
d’intervalles qui couvrent [0,T]. Le recollement de ces différentes solutions locales nécessitera
un contrdle simultané des normes de g et de la condition initiale R = U1, sur chaque intervalle
I, = [ln, ln+1], lors de la procédure décrite par le schéma ci-dessus.

L’idée la plus naturelle consiste & décomposer la recherche d’un tel contréle en trois esti-
mations successives, correspondant aux trois opérations qui apparaissent dans la procédure, et
ce lorsque l'espace intermédiaire Q7 (I) est muni de sa norme usuelle N[.; Q2 (I)], définie par
(2.16).

L’utilisation de cette derniére norme ne permet malheureusement pas d’obtenir un contréle
suffisamment optimal, exprimé en termes de N[§; QX ()] et N'[g, ; £1], et un argument tech-
nique supplémentaire doit étre mis en ceuvre. Cet argument passe par 'introduction d’un sous-
espace (affine) particulier de Q3(I,,), qui permettra essentiellement d’isoler les termes dépendant
de la condition initiale ¥, .

On supposera dans cette sous-section que le processus x satisfait ’hypotheése 8, et 'on fixe
un intervalle I = [I1, o] arbitraire de [0, 7.

Définition 5.4.7. Soit k € N*, f € C3(I;R¥). Un processus y € C](I;R¥) sera dit ~-controlé
(par x) autour de f sur I si ses incréments se décomposent de la fagon suivante : pour tous
s<tel,

(Oy")es — fis = x037 4™ + yyt avee y* € CJ(I;R™F) et o € C3V(I;RF). (5.54)

On notera A;’J(I;Rk) l’ensemble de ces processus, et a tout y € .Al’f(I;Rk), on associe la
quantité

Mly; A J(LRR)] o= Ny®; CYLRP™ N [y CF (1 RF ™)+ N [y’ €37 (1; RE™)+N [y; €] (1; RF)].
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Comme dans le cas des processus controlés standards, on définit ensuite, pour tout f €
CI(I; RFY), A;’ff(I;Rk’l) comme l'ensemble des processus y € CJ(I;R¥!) tels que, pour tout
ji=1,...,1,y7 € Agf(I;Rk), et l'on associe a ces éléments la quantité

l
Miys A3 (RN i= 3 N5 AL (LRY)

J=1

Evidemment, A7 ;(I) = Qz(I) et plus généralement, pour tout f € CI(I;RF), AZJ(I) C
Q2(I). Le point essentiel de cette procédure de localisation autour de f réside dans le fait que
ce dernier incrément n’intervient pas (directement) dans le calcul de My; A%, (I; R¥)].

Observons de quelle maniére les ensembles AZ 7 apparaissent lors de l’1ntegrat10n (contre
¢) d’un processus convolutionnel controlé :

Proposition 5.4.8. On suppose les hypothéses 5 et 7 satisfaites. Soit § € QA’(I R¥) tel que
Gi, = h € Ly et b5 = X% %5 + bt On pose y —a—i—fAdf(b &) y(g). AlorsyE.A ek R¥),

avec fis = [, d€ B(€) ars(€)Ss—, (OR(E). En outre,
Mly; A7 (I RY] < o N[ QL RY] + 177 N[hs £]}. (5.55)

Démonstration. A partir de (5.44), on peut écrire, pour tous s < t € I,
e = (L3 + X9+ [ de© it + [ atd©m 070
= X (L) + X i+ [ O + [ de GG (©) + fi

On pose alors g3 := Ly g5,y = X9 G0 + [ dg 3(€) {(€) + as(€) (67, ()} Clai
rement,

N3 €3] < e (N7 €] + N G + N3 T} < e N3 O3,

ot |()es| < |fus| + ]t = s N[XT NG CF] + [t — sV N[5 €37 Or | fus] < [t — 5| Nhs L4],
d'ou N y; €71 < [I1'77 NTh; £1] 4 o Ni; O, et (5.55) est ainsi prouvé.
O

Le résultat qui suit constitue I'analogue de la proposition 2.2.7 dans le contexte des processus
controlés localisés :

Proposition 5.4.9. Soit y € A} f(I; RY) avec y;, = h et 5yi fi=xbI ymil 4P et considé-
rons une fonction v € CH(R% RE™). Alors ¢ (y) € .A7 (I RE™) et Iestimation suivante
est vérifiée :

Mp(y); A;,Dw(h)f(D]

< o {1+ Mlys A (D + 1177 Mlys A7 [ (DINIFC () + 1 NIF D] (5.56)
En outre, si y™M),y?) e Al’f(I;Rd’m) avec yl( ) = yl(l), alors

Ny = v (y?); QUI)]

< Cx,z/JN[?/(l) - y(2)3 Q;(I)]{l + M[y(1)§ AZJ(I)]Q + M[y(2)§ Azyf(f)]Q
HIITYNEC D]+ Ny 7 (D] + Ny 7 (D)} (5.57)
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Démonstration. Pour tous s,t € I,
1
S = [ AN+ A (5

1 1
= / AN O (ys + N(0y)es) fls + / AN Y (g + A(0y)is) (x1F 4 + 22ty
0 0
= DY) frs + x5 O () 2 1 p(y) T+ y)i, (5.58)

ol 'on a noté ¢(y)§’ijk = O (ys) y™ ',

.. 1 s . 1 ..
Dy = x /0 A [0 (ys + A(6y)is) — O (ys)] y=* + /0 AN O (g5 + NOy)us)ybr,

b = /0 N 0 g M) — D00 (1)) £+ (000 (5) = D109 )] Fs
Une succession d’arguments de calcul différentiel standard permet aisément d’établir
N ()" €8] + N ()5 )+ N ()53 < e {1+ Ml A 12}
Par ailleurs,
(w(y)'if

ot Nih(y)»%; €3] < epM]y; A NIl |1]*~7. En revenant finalement a la décomposition
(5.58), on obtient :

< 1Dl N [y; CTIN [ 5 C3) {\t — s s — 4| |t — s|} ,

10(4(Y))1s]
< D lloo [t = s|NTS; Ca] + 1t — s Na; CIM [ys AT fIIDWlloo + It — s N (y)5 €3],

de telle sorte que N[Y(y);C]] < ey {]I|1_7N‘[f;c21] + Mly; A (] +N[¢(y)b;C§7]}, ce qui

achéve la preuve de (5.56).

En ce qui concerne (5.57), commengons par écrire, avec les notations de (5.58),

S (D) =)
=5 O — e+ [ — e+ MY - ).

Si 'on se référe a la preuve de la proposition 2.2.7, on déduit sans effort

NS @) N D) () C I+ NP P 3 (7)]
< cpg {1+ My D AL (D + MEy®; AL (1P} N — ;1))

Pour le terme (312 — 4(y(?))»2, remarquons d’abord 'estimation
()2 = vy @2 < |t = s| N5 CH(D)]
1
{ / dX ‘Dw(yé” + A6y M )is) = DY (ySY) — Dy + M0y'P)is) + D?ﬂ(yéz))‘
0

+ | Du ) = Do) - Deu) + Dey)| }-
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En faisant & nouveau appel aux arguments de la preuve de la proposition 2.2.7, il est facile de
vérifier & partir de cette derniére écriture que

Np(yM)P2 — (yP)2c0(D)
< ey |1 NFCHID) {1 + N el +N[y<2>;ci<f>]}N[y<” —y@;c1 ().

L’inégalité (5.57) est ensuite immédiate.
O

Soulignons a nouveau le fait que A’ 7 est un sous-ensemble de QF ; ceci signifie en parti-
culier que pour tout élément z € A] e RE™) V'intégrale J (da? z7) peut étre définie via la
proposition 5.4.5. Dans ce contexte particulier, nous disposons de I’estimation suivante :

Proposition 5.4.10. On suppose les hypothéses 5 et 8 satisfaites. Si z € Azf(I;]Rd’m), alors
la semi-norme du processus 2 € Q3 (I; RY) défini par Zl, = heletdz =J(da? 27) peut étre
majorée par

Nz QUL RY)]

< e { W5 CUTLRE™)] 4 [of |+ 1117 Mz AT ((RE™)] + |1 W7 el LRI (5.59)

Démonstration. D’apres la proposmon 5.4.5, la décomposition de Z en tant que processus convo-
lutionnel controlé est donnée par 03¢ = X% 5041 4 41 avec 2% = z et 2% = 281 4 282 on

Zﬁ,l,i — an:,jk Za:,ijk et 21:1,2,@' _ ]\(Xx,j (Zb,ij + f@]) + Xa:a:,jk 5Zx,ijk)_

1.k ngk: 1.k x5k

‘ 3 y Lk s ij b,ij
Puisque (62%)s = —|— X, + z = [ +x;; 20+ Xy (62%URY g, 4 207,

NICHC] (D] = N0l (D] < o {1 NIFCHD] + |28, + 117 Mz A (D]}

Quant au terme résiduel, en écrivant zﬁ’l’l = Xm’ﬂC m]k + X 2k (55, k)., on a d’abord
N[ CO) < ey {}Zh‘ + [I|" M [Z;Ax,f( )]}, tandis que, grace a la propriété de contraction
(2.6),

NI D] < e {11 MIzs AL, (1] + 117 NTfCHD]

Finalement, comme 03¢ = X7 554 4 z4i,
N3 CUD] < e { Nz CHD) + |28 + 11 Mzs AT, (D) + 1177 Nf D]
ce qui achéve la preuve de (5.59). O

5.4.4 Résolution de I’équation

Nous sommes & présent en mesure de résoudre le systéme :

Théoréme 5.4.1. On suppose les hypothéses 5, 7 et 8 satisfaites. Si ¢ € C3P(R%REI™),
alors Uéquation (5.23), interprétée grice a la proposition 5.4.5, admet une unique solution dans
QX([0, T]; RY).
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Démonstration. Comme nous l’annoncions, la preuve va consister en une succession d’argu-
ments de point fixe sur une suite d’'intervalles (I,,), qui recouvrent [0,7]. Nous considérerons
plus exactement la suite donnée par :

1
IV =[000 ) avecl) =0ete, =l =1, — 1) = Nan (5.60)

ou N est un paramétre qui sera fixé au cours de la preuve.

Sur chacun de ces intervalles, la procédure se déroule (comme d’habitude) en deux temps :
nous commencons par établir I’existence de sous-ensembles invariants pour 'application I' as-
sociée au systéme, puis nous montrons que I'; restreinte & certains de ces sous-ensembles, est
une contraction stricte.

Les résultats établis dans la sous-section 5.4.3 montrent que pour controler I'image z := I'(9)
d’un processus 7 € Qa(IY), il est important de disposer d’une estimation de la norme de y dans
QX (IN), mais aussi de la norme de la condition initiale A, := Yy - C’est ce principe général qui
va guider notre raisonnement.

Etape 1 : Invariance de boules. On fixe momentanément le paramétre N qui intervient

dans la définition (5.60) des intervalles I'¥, et 'on introduit deux paramétres supplémentaires

a1, > 0 dont les valeurs seront déterminées dans un instant. On considére les ensembles
By = {g € QUIY) : Gy = hn, Gy = ¥(hn), N[5 QU] < (N +n)°2},

ol h,, € L1 est tel que N[ﬁn;ﬁl] < (N +n)* et hy := a+ fAdf(;(é)iLn(é). Sige Bf;bn,
%z := I'(§)) désigne Iélément de QF(I) défini par les deux conditions : Zn = hn et pour tous
s,t € IV, (02)es = Jes(da? 7 (y)), ov y 1= a+ [ dEG(E)F(S).

Avec ces notations, nous allons prouver que a; et ag peuvent étre choisis de telle sorte que,

d’une part, les ensembles Bﬁ" soient stables par I', et, d’autre part, que la propriété suivante
soit vérifiée :

(H)  Sij e B, alors N s £1] < (N +n4 1)

Cette derniére condition permettra de garantir la possibilité de recoller les points fixes successifs,
comme nous le verrons a la fin de la preuve.

Soit g € Bf{”, Z :=T'(y). En vue d’appliquer les résultats de la sous-section 5.4.3, on notera,
pour tous s < t € IV,

Yr o= a+[4d€<5(5)§t(5) > Jis 22/ dé (&) ars(€) Sy (E)hn(€) , gl = DY(yy) fiz- (5.61)
L’estimation (5.59) montre tout d’abord que
Nz QUL

< e {N () PN + [v o)y W) AL g (I)] + el g} (5.62)

Or, d’aprés les propositions 5.4.9 et 5.4.8, on sait que

D) = 0 () Y™ = 0™ (i) (L i) = L 0 () w7 (),
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et donc ‘w(y)fN’ < ¢y. Par ailleurs, il est évident que

N1g" C3(I))] < I1DWlloe NS Co(I))] < ey Nin; £1]:

I1 découle ainsi de (5.62)

N QU < e {14 ) MES): AL go (1) + €477 N £}
En mettant ensuite a contribution les estimations (5.56) et (5.55), on obtient

NIz QI
<y {1+al Y N s £1] + €1 Nij; QLN )] +gn/\/[g;@;<yy)}/\f{ﬁn;£1]+g$;wuan;cl]2}.
(5.63)

Pour établir la stabilité de B,}:f", ¢est-a-dire prouver que N[z; QF(IN)] < (N 4 n)*? (pour N
assez grand), une premiére série de conditions s’imposent alors naturellement :

—(1=-7)<a
2000 — v <
s (5.64)
al +as —1 < as

2000 — 24+ v < ao,

systéme qui se résume en fait a

{0‘2 =7 (5.65)

ap <1-— v+ o.
Si o, 0 > 0 vérifient ces conditions et N est suffisamment grand, la propriété de stabilité
de Bl est alors vérifice. En effet, & partir de (5.63), on déduit N[2; QF(I))] < 6cglcw (N +
n)*, ou ag désigne le plus grand élément parmi les membres de gauche du systéme (5.64).
Comme a3 < ag, on peut choisir N tel que pour tout n > 0, (N 4 n)*2~ > 60316#}, et donc

Nz QRN < (N +n)*2.

Il reste a analyser la condition (H). Pour cela, écrivons

gliﬁlvu =57 le + (5y )lN N = =S, hl + XZN Iy WJ( n) + ti% N

n+1"n

ce qui conduit &

| < W NG QU] < (N+1)* +cap (N+0) 77 +(N+0)22720. (5.66)
— o —2 — ag—2
Observons ensuite ’équivalent % o0 %, qui nous indique qu’en

ajoutant a (5.65) la condition (compatible)
ay >1—1, (5.67)
on peut trouver N suffisamment grand tel que, pour tout n € N*,

(N 4+ 1) + e (N +1) 7 + (N +0)%77 < (N 40+ 1)
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On choisit donc N de cette fagon pour obtenir, a partir de (5.66), la propriété (H).

Etape 2 : Propriété de contraction. Soit §), 52 € Bhn () .= 1(5(V), 2?) .= T(5?), et
lon définit y(M,y? comme dans (5.61). La propriété recherchée va 1a encore découler des
estimations de la sous-section 5.4.3. Pour cela, il convient d’abord d’observer que si y™V), y3 e
AL (D), alors yM) —y@ e AT (1) et N[y —y@; A7 (D] = N[y — y&; QU(I)]. Ainsi,
d’aprés (5.59),

N[ED — £, Q’Y(IN)]
< W r™) = sy D] + [pD)y — bl | + SN ED) - @) QUEN} -
Or ¢(yM)iy = v(y)fy et N (y) —(y); CYLY)] < ea N (y™) =9 (y); Q2(LY)]. En

associant ces deux observations aux estimations (5.57) et (5.55), on déduit aisément

avec
J, = n~7 + n—7+2a2 + n2a1—(2—y) + nal—l + nal—‘,—cxg—l7

et I'on est cette fois amenés & envisager, pour que limy_,o Jy = 0, le systéme

2000 — v <0
200 =24+ v <0 (568)
ar—1<0 '

o] +ag—1<0.

Ce systéme, intersecté avec les conditions (5.65) et (5.67), fournit alors I'hypothése finale

0<ag <
l—v<o <1—=7v+as.

Une fois munis de tels coefficients, il suffit de prendre N assez large pour que la propriété de
contraction et la propriété (H) soient simultanément satisfaites sur les ensembles invariants
Bhn,
Etape 3 : Recollement des solutions. La construction de la solution § € Q3([0,T]) annoncée est
a présent réduite & une procédure de recollement, que nous nous proposons de détailler.

On définit tout d’abord la suite (g]( n) gn)e )n>0 suivant la procédure itérative : (g@),gm%x) €
OF(IY) est le point fixe de I’ dans BY et pour tout n > 1, (5™, 5(M*) € Q%(IL) est le point

~(n 1))
fixe de I' dans Bnl” . Cette construction est bien entendu rendu possible grace aux deux
premiéres étapes. On pose ensuite, pour tout ¢ € [0,77],

Nr
= 7" () Z 5"y v (
n=0

ot Np désigne le plus petit entier tel que ZQEO IN|>T.
Si l,lg\l1 <s< l,iv <. . < lé\,f <t< l,]c\fﬂ, on utilise la décomposition

k'—1
(05)es = Spgy - (5Dvs + ODay + D Sy, - 6Dy v (5.69)

i+1%
i=k



54. LE CAS RUGUEUX 125

ainsi que la relation 6X* = 0, pour déduire (ngi)ts = X T gl g yf;, , avec yfg = yfgl’z + 7 ~ﬂ %
k al
717 ’ -~ 77“ ~ - ,,“ % 7A ~ —1,,”
i K3 [0 0]+ 3 i i -l
p=k+1 P
( )ﬁ = ).

~4,2 ~(k—1),8,3 ~( i

Yis 1= St_lxjcv th "t Z Spy, [P yl;—H )
A partir de ces expressions, et en raison de la régularité de chaque y(k) 1l est facile de voir

que (7, ") appartient effectivement a Q7([0,T]).

Revenons finalement & la décomposition (5.69) pour déduire
K -1

(5 )es = Sy~ Ty o(d? 09 () + Ty (A7 $9(y)) + Z S - T o (e ().

p+1°p

En invoquant a présent la relation & (j (da? z”)) = 0, on obtient :

T, (A 99 (y)) = Tyag (A 69 () + S,y - Tpvy (A9 99 (),

Tk —1

d’ou

(57)es = Sygp - Ty (A 99 () + Ty, (da? 479 (y)) + Z S, Ty (47 67 ().

p+1

En itérant ce procédé, on aboutit a la relation (07%)ss = Jis(d? 1 (y)) pour tous s,t € [0, 77,
et § constitue bien une solution globale de (5.23).

L’unicité de cette solution est ensuite facile & établir en reprenant les estimations de ’étape
2, comme dans la preuve du théoréme 2.3.1. O

Corollaire 5.4.11. Sous les hypothéses 5, 7 et 8, et en supposant que 1 € CHP(RERE™), le
systeme

. . ~ t . ..
i+ [ a5i) [ s, (5.70)
interprété grace aux propositions 5.4.5 et 5.4.8, admet une unique solution dans Q4 ([0,T); ]Rd).

Démonstration. Comme dans le cas Young, il suffit de poser, pour tout ¢t € [0, 7],

yoima+t /A de 3(6) 7 6).

ou g est le processus donné par le théoréme 5.4.1. ]

Remarque 5.4.12. 11 est possible de vérifier, en utilisant les arguments de la sous-section 2.3.2,
que la propriété de continuité de I'application d’It6 est satisfaite pour le systéme (5.70). Nous
reviendrons de toute facon sur ce type d’arguments a travers la preuve de la proposition 7.4.6.
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5.5 Application aux trajectoires rugueuses

L’objectif consiste & présent & montrer que les hypotheéses égrenées au cours des deux sections
précédentes sont effectivement vérifiées par une large classe de processus . Si 'on recoupe ces
différentes hypothéses (hypotheéses 4, 5, 7 et 8), il s’agit globalement de prouver I'existence d’un
triplet de processus (X r Xoer X TT) qui viendrait étendre les trois définitions (valables lorsque
x est régulier)

Xz (6) = / S u(©dr, , XE(E) = / arul€) dir, (5.71)

~ t
() = [ SO dn, o, (5.72)

a un processus x y-holdérien, ou v > 1/3.

Les trois extensions seront établies via un argument d’intégration par parties élémentaire,
suivant I'exemple général

t t t
[ Sea@ o= [ i@l - ) = Su(©xh+ [ Sa(@xbdu. (573

Pour plus de précision dans la mise en ceuvre du procédé, nous envisagerons de fagon séparée
les deux situations qui nous préoccupent : le cas de la transformée de Laplace et celui de la
transformée de Fourier.

5.5.1 Cas de la transformée de Laplace

Ici, A = RT, Si(§) = e~ Commencons par évoquer le cas Young (v > 1/2), pour lequel
seule la définition de X7 est requise :

Proposition 5.5.1. Soit z € C] ([0, T);R™), avec y > 1/2. Si [;° d¢ 16(6)|(1+&7) < oo, alors
toute suite de processus différentiables x¢ telle que

Nla® = ;.¢1 (0, T); R™)] =3 0,
satisfait ’hypothése 4.

Démonstration. Pour tout processus Z différentiable, on a, grace a (5.73),

| X7 )

IN

t
e €=IgL | 4 / £ €00 |ZL | du

IN

t
e N|z; CY] {|t — |7+ / It — w7t du} < clt—s|"N[z; €], (5.74)

ou l'on a utilisé la majoration élémentaire |€e ] < (Ne)7H, valable pour tout § > 0 et tout
A > 0. Puisque [~ d¢ [p(£)[(1+ &) < oo, (5.74) permet d’étendre X & z, et 'on déduit la
formule ponctuelle : pour tout z € C7,

¢
st(f) = e_g(t_s)xl}s + f/ e_g(t_“)xtlu du. (5.75)

O
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Remarque 5.5.2. 1l ne semble pas évident que 1’on puisse convertir la Condition d’intégrabilité
IS 16(€)|(1 4+ €7) < oo en termes de régularité pour la fonction ¢(t) = [ dge ()
d’origine. Il est simplement possible d’affirmer que cette condition unphque ¢ € C/([0,T;R),
la réciproque n’étant (a priori) pas systématique. Dans ce contexte, il parait délicat de chercher
a comparer les hypothéses du théoréme 4.3.1 (o € C3P#([0, T)? x R4 R%4™)) 4 celles du théoréme
5.4.1 et de la proposition 5.5.1 (f;~ d¢ 16(E)|(1 +€7) < o0 et ¥ € CBP(RE; RE™)).

L’extension des deux processus X et X®* nécessaire a I'application des résultats de la
section 5.4, c’est-a-~dire lorsque v € (1/3,1/2], va résulter du méme type d’argument. Il suffit
de remarquer que, si x est un processus régulier,

t
AT d
X2(6) = [ So(S-ul©)d du (5.76)
tandis que, si x? désigne en outre laire de Lévy standard de z ( f dr, @ xL)),

- d
KO = [ Sl o~ <t
td
= Sea@xd — [ G (Sul€)6, —x) du
St d
= Sts(f)xt25+/ %(Stfu(g)) {Xt2u+xtlu®x1lw )

otl, pour obtenir la derniére égalité, nous avons utilisé la relation de Chen 6x? = x! ® x!. D’oil
le résultat :

Proposition 5.5.3. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) € CJ(R™)xC3Y (R™™), pour un certain coefficienty > 1/3. Si Jo7 d€|o(8)]1(14€) < o0
alors toute suite x° de processus différentiables telle que

Naf — 2;C1 ([0, T; R™)] + Nx52 — x2;¢2([0, T); R™™)] =2 0

satisfait simultanément les hypothéses 5, 7 et 8.

Démonstration. C’est le méme argument de prolongement que dans la proposition 5.5.1. 11
donne naissance aux trois expressions :

t
XE() = e_g(t_s)xgs +§/ e_g(t_u)x%u du , X[(¢ §/ —&(t-u) x s du, (5.77)

X (€)= et 7Ixd +£/ 2 4 xp, @2} du (5.78)

Observons en particulier ’estimation

xee = | [ dedo i) < M) [ ok du < N3, LN ) [t — s
tandis que S
i@l < e{bhl [ le—al™ [+ ekl )
< c{l + Nz €] +N[x2;C§7]}

¢ ¢
‘{|t—s|27+/ It —u| T2 du+/ It — )"y — 5|7 du},
S S
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oil 'on a & nouveau utilisé I'estimation |€ e™¢| < (Xe)™L. O
Nous sommes ainsi en mesure de formuler une version plus explicite du corollaire 5.4.11 :

Théoréme 5.5.1. Soit x : [0,T] — R™ un processus v-héldérien (v > 1/3) permettant la
construction d’un 2-rough path géométrique x = (x!,x2) € CJ (R™) x C27(Rm M), et supposons

la condition d’intégrabilité [J° de|p(6)|(1 + &) < oo vérifice. Alors, si i) € CHP(RERE™),
l’équation

yi = /A de () /0 S (€) da, 17 (), (5.79)

interpréte:e grace aux propositions 2.2.7, 5.4.5, 5.4.4 et 5.5.3, admet une unique solution dans
Vespace Q3([0,T); RY) des processus controlés.

5.5.2 Cas de la transformée de Fourier

Ici, A =R, S;(€) = e~ 27! 11 est 1a encore possible de recourir 4 un argument d’intégration
par parties, basé (pour X ) sur la décomposition (5.73). La seule différence notable, par rapport
au raisonnement de la sous-section précédente, est I'absence de l'estimation |£e | < ¢t~ 1.
Nous ne pouvons alors faire apparaitre que des estimations du type

t
XE©) =[x 4 2ing [ o2, du
S

< Nl {le= sl + el 1t = sl < el — s {1481},
qui conduisent tout naturellement aux analogues des propositions 5.5.1 et 5.5.3 :
Proposition 5.5.4. Soit € C]([0,T;R™), avec v > 1/2. Si [, d€|d(€)|(1 + |£['H) < o,

alors toute suite de processus différentiables x* telle que

Nz® — z;¢] ([0, T); R™)] =X 0,

satisfait ’hypothése 4.

Proposition 5.5.5. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) € CJ(R™) x C37 (R™™), pour un, certain coefficient v > 1/3. Si Jrd& 1oL+ ¢ <
oo, alors toute suite x de processus différentiables telle que

Nz — 207 ([0, T R™)] + N[x52 — x%,¢37([0, T, R™™)] <28 0

satisfait simultanément les hypothéses 5, 7 et 8.

Remarque 5.5.6. 1l est intéressant de noter que la condition (d’existence et) d’intégrabilité sur
¢ est par exemple induite par I'hypothése ¢ € C4((—e, T + ¢);R) dans (5.2), pour un petit
e > 0. En effet, il suffit alors de prolonger ¢ en un élément ¢ de C*(R;R) & support compact,
puis d’écrire, si F' désigne la transformation de Fourier,

or = For, avec or(€) := (F1or)(€) = c/R€2i7rt£¢T(t) dt

Puisque ¢ € L%(R), on déduit alors

d + [€]? d +

< c{HqBTHLHHqﬁ(T“Hw} < .



5.5. APPLICATION AUX TRAJECTOIRES RUGUEUSES 129

Une autre facon de définir X lorsque = B est un mBf, consiste 4 envisager une in-
terprétation au sens de Wiener de l'intégrale fst S (€)dBH. Cest ce que nous souhaitons
développer dans le reste de cette section, pour un indice de Hurst H > 1/2 donné. Au-dela de
I'amélioration (minime) apportée a la condition d’intégrabilité dans le cas Young (la condition
Jg d€ 16(€)|(1 + |€]7) < oo viendra remplacer Jg dé |(€)[(1 + |€]*7) < 00), ces considérations
illustreront surtout la flexibilité du formalisme convolutionnel, qui permet une adaptation des
critéres de régularité standards. Il est ainsi possible d’obtenir une version "convolutionnelle"
du lemme classique de Garsia-Rodemich-Rumsey :

Proposition 5.5.7. Soit (V. ||.||) un espace de Banach et fivons £ € R. A tout R:SyxR =V
tel que R_(&) € Co(V'), on associe la quantité

o ERGIAY
vie) = //0<v<w<Tw (gb(\w - U|)> doduv,

ol P, ¢ : RY — RT sont des fonctions strictement croissantes et ¢p(0) = 0. Supposons qu’il
existe C(§) > 0 tel que, pour tous s <t € [0,T1],

sup [|(6R)s ()] < 01 (40@> ot — ). (5.80)

s<u<t ’t — 8’2

Alors pour tous s <t € [0,T1],

5 [t—s| 7 A
IRu©ll <4 [ [w-l (4?}@ ) ry! (4%5) )] ao(r).

Démonstration. Voir Appendix. ]

Remarque 5.5.8. A partir de ce résultat, le lemme 3.1.12 est obtenu en prenant simplement
£E=0.

Rappelons a présent quelques éléments relatifs a la construction de 'intégrale de Wiener
d’'un mBf B d’indice de Hurst H > 1/2 (voir [81] ou [8] pour davantage de détails). On
supposera que 'espace de probabilité sous-jacent (€2, F, P) sur lequel B est défini, est tel que
Q corresponde a l'espace de Banach Cy(R;R™) des fonctions continues qui s’annulent en 0,
muni de la norme du supremum sur les ensembles compacts. P est alors la seule mesure de
probabilité telle que le processus canonique {By;t € R} soit un mBf m-dimensionnel d’indice
H et la g-algébre F est la complétion de la g-algébre borélienne de €2 par rapport a P.

On considére 'espace H obtenu comme la complétion de 'ensemble £ des fonctions élémen-
taires de R™ vis-a-vis du produit scalaire

m

((Ljo,ea]s > Lo t])s Ljo,sa]s - - - Lo,sm])) = ZRH(Siati)a si,ti € R,
=1

Ry désignant la fonction de covariance du mBf unidimensionnel. L’isométrie

B: £ —  L%(;R™)
(1[0,t1]7"'a1[0,tm}) — (Bt1177BZ7n)
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est ensuite étendue & H et 'on définit 'intégrale de Wiener d’un élément h € H par

T
/ hy dBy := B(h).
0

Il est en fait établi (voir les références ci-dessus) que le produit scalaire de deux fonctions
f,9 € H est donné par la formule

_ Cen S (9) g [ — o[2H~2 v _ Y
E[(B(h),B(g))] = {f, 9)» CH;/R/R]”U gy |u — v dudv, avec cy=H(2H —1)

(5.81)

Munis de ces éléments, il est naturel de définir X% de la facon suivante : pour tous £ e
R,s,te Ry et 1 <mn,

) t
X0 = / e B ABY = B(h'(t,5:€)) — 1 B(h(1, ;). (5.82)

S

avec

hy(t, 5:€) = cos(2mE(t — 8)) 1 g (v) € hi(t,5:€) = sin(2mE(t — 5)) 1, 4 (v) €,

e; désignant le i-éme élément de la base canonique de R"™. Nous allons montrer que ce pro-
cessus satisfait I'hypothése 4, et ce sous la méme condition d’intégrabilité (sur ¢) que dans la
proposition 5.5.1.

Remarquons tout d’abord que la relation algébrique X% = 0 est immédiate. Pour montrer
que X7¥ € C;W presque siirement, nous appliquerons la proposition 5.5.7. Une étape préliminaire

consiste alors a établir qu’a ¢ fixé, le processus X7(€) est un élément de Co(R™). On dispose
plus exactement du résultat :

Lemme 5.5.9. Le processus X7 défini par la formule (5.82) admet une modification X©* telle
que, presque strement, X**(&) € Co(R™) pour tout £ € R.

Démonstration. Nous nous appuierons sur le critére de continuité de Kolmogorov, dans la
version suivante : si {Z(€), s,t € [0,T], € € R} est un processus évoluant dans 'un des
chaos de Wiener associés a B, et si 'on dispose, pour tous N € N, (s1,t1,&1), (s2,t2,&2) €
[0,7]? x [~N, N], d’'une estimation du type

B |06 - Zul@)] | Sexflon -l 41—l 4l - @™}, 689

avec aq,ag, a3 > 0, alors Z admet une modification Z* telle que, p.s., Z*(ﬁ) est continu pour
tout € € R.

Pour montrer que X% satisfait effectivement (5.83), supposons par exemple s3 < 1 < ty <
t1. Alors

th;sl (51) - thQSQ (62)
t t s
_ / 1[6_2i7T§1(t1—u) _ e—2iﬂ52(t2—u)] dBu +/ 1 e_ingl(tl—u)dBu _/ 1 e_infg(tQ—u)dBu.

S1 to 52
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Or, d’apres (5.81),

2

t
g /162iwgl(t1u)dBu — <h17 h1>'H + <h2, h2>’H

to

t1 t1
<c/ du/ dv Ju—v)*P 72 < clt; —to*H
to to

et de méme
s1 2
E / e*?iﬂfg (ta—u) dBu

52

<cls; — SQ\ZH.

Par ailleurs, toujours grace a (5.81), on a

to 2

S1

< c/tl du /t1 dv |cos(2m€1 (t1 — 1)) — cos(2ma(ta — )| |u — v|*F 2
s s
1 1 |cos(2m&1 (t1 — v)) — cos(2m&a(ta — v))|
+{/ﬂm/hm$m@ﬁﬂmm)sm@ﬂﬂmmnumM2
s s
1 1 [sin(27&1 (¢ — v)) — sin(2w&a(te — v))|,
ce qui, associé a ’estimation élémentaire

|cos(2m&1 (t1 — u)) — cos(2w&a(ta — u))|

< Jeos(2n€(tr — u)) — cos(2m& (t2 — u))| + [eos(2m&i (12 — u)) — cos(2ma(ts — )|
< A& [t —to] + [tz — ul|& — &}
< c{N|t1 —to] + T |1 — &},

conduit &

2

E

t2 . .
/ [e7simbiltimw) _ o=2inea(a=w)] 4B, | | < ey {[t1 — to| + |61 — &}

S1

Nous sommes alors en mesure de prouver le résultat escompté :

Proposition 5.5.10. Pour tout indice de Hurst H > 1/2 et tout coefficient v € (1/2, H) tel
que [ d&|d(E)(1+ [€]7) < oo, le processus X* défini par (5.82) satisfait presque sirement les
critéres de ’hypothese 4.

Démonstration. Comme nous 'avons déja mentionné, il suffit de vérifier la condition de régu-
larité X* € C;N(Rm). Grace au lemme 5.5.9, nous sommes en droit d’utiliser la proposition
5.5.7, avec h(x) = 2% et ¢p(x) = x7TV/P, pour affirmer que ‘f(fs({)’ < clt — s7 (Uy2p(6))/%,
ou p est un nombre entier positif quelconque et

g 1 Xz, ()11
U = dvdw. 5.84
r2r(¢) /T><T |w — |21+ o (5:84)
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Il reste a prouver que N| 71/22;), L] = [pdé 1) (1 + [€]7)( ,Y’Qp(g))l/QP < 00 p.s., puisqu’alors
N[XI;C; | <eN| ,1/22;, 4] < oo p.s. Montrons en fait que E[N[ﬁi@p; L] < o0

Pour cela, on commence par appliquer I'inégalité de Jensen :

~1/2 - -
BN L1 < [ dela©)1(1+1€0) BT a1 .
Remarquons a présent que nous avons établi, au cours de la preuve du lemme 5.5.9, 'estimation
E[IX5,(©)17] < clw —v|*P, (5.85)

ce qui conduit ici a E[Uy2,(£)] < ¢ [ |lw — o*HP72PF2 quydy. En particulier, si Pon choisit
p > 1/(H — ), E[U,2,(£)] < M pour une certaine constante M indépendante de &, et par
conséquent

v:2p

BINTOY: £,]) < MY/ / dE |B(E)|(1 + [¢]") < .

5.6 Appendix

Preuve de la proposition 5.5.7. 11 s’agit d’'une adaptation de la preuve de Stroock de 'inégalité
classique de Garsia-Rodemich-Rumsey (voir [96]).

Soit s < t € [0,T]. Pour toute suite décroissante (sj) dans [s,t], on déduit de

(SR)sksk+1s(£) = Rsks(f) - R5k5k+1(€) - ‘S’Sk*SkJrl (é)RSkJrlS(E) (5'86)

Vestimation || Ry (€)| < | By s(E)| + | Bsysiys () + (0R)s51415(€)]] En itérant le procede
a partir de sg = t, on obtient, pour tout n € N,

1Res (O] < | Ryl +Z [HRskskH O+ 1O R) o415 - (5.87)
Pour tout v > s, on pose I(v) := f (”RZ u‘)H) du, et 'on définit une suite particuliére

(sx) de la fagon suivante. Tout d abord, sy = t. Ensuite, étant donné s; € (s,t], on écrit
sk =5+ A (A € (0,t — s]) et 'on définit ap < Mg par la relation 2¢(ax) = ¢(A;). On pose
alors sgy1 = 8+ Aer1, o0 A1 € (0, ) est tel que

20U (€) Ry siran I _ 21 (sk)
I(s+ Apy1) < . and 1/1( 50k = Aer1) >§ o (5.88)

Un tel élément existe toujours car si 'on note Ay (resp. By) C (0, o) Uensemble sur lequel la

premiére (resp. la seconde) inégalité n’est pas vérifiée, on a U (&) > fAk I(s+u)du > %}EOM(A;C),
tandis que

Mo (ROl 1 Rspsu(€) 2 I(sk)
I(s :/ sk’s“‘duz/ Mdu>73.
2 ( S0 — ) s\ o0 — ) o B0
Ces deux inégalités conduisent a pu(Ay) < ag/2 et u(By) < ag/2, et donc pu(Ax U By) < ay. 11
est ensuite facile de constater que (si) tend vers s.
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Remarquons a présent I'inégalité

Ak — Mit1) < O(Ak) = 2¢(ay) =4 <¢(O‘k) - qb(;k)>

<4 (ot - “3) a6 - o))

En associant cette observation a (5.88), on obtient :

Rl 60% = M) (2 < o) - olansn)v (j;f)
< af" g (W) do(r).

oit on a utilisé le fait que 1~ ! est une fonction croissante. Par ailleurs, la condition (5.80)
implique :

IN

G Rsrs(@ < v (4(“;55)) 60w < 19 (4(“;55)) (6law) — dlaw1)
k k

4/% - (4(;55))@(7,).

Puisque R (€) € Co, on déduit, en faisant tendre n vers I'infini dans (5.87) :

_ [t—s| 7 S
IRu(El <4 [ [wl (4%5)> o (4%5))

ce qui constitue l'estimation escomptée. O

IN

do(r),
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Troisiéme partie

L’équation de la chaleur rugueuse
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Présentation

Nous poursuivons dans cette partie notre travail d’extension du champ d’application de la
méthode rough paths, en considérant cette fois la perturbation du modéle infini-dimensionnel
des équations d’évolution.

L’objectif de I’étude est double :
— Fournir une interprétation trajectorielle de ’équation

dy, = Ayy dt + dX,(y,), te€[0,7], (5.89)

ou T désigne (toujours) un horizon positif fixé, A est un opérateur non borné défini sur
un sous-espace (dense) d'un Banach V et X € C([0,7] x V;V) est un bruit irrégulier en
temps, qui évolue dans I'’ensemble des champs de vecteurs agissant sur ’espace V en jeu.

— Reésoudre le systéme avec cette interprétation, puis développer une méthode d’approxi-
mation de la solution.

Comme dans le cas des systémes rugueux ordinaires, le but implicite de cette démarche
est d’obtenir une interprétation et une analyse trajectorielles des équations d’évolution sto-
chastiques dirigées par un mBf. Dans ce contexte, il est important d’avoir a esprit les trés
nombreux résultats obtenus lorsque le processus est un mB standard, et au sujet desquels nous
nous contenterons de mentionner 23] pour la formulation infini-dimensionnelle et [24] pour
I’approche multi-paramétrique. Dans le cas particulier de I’équation de la chaleur avec pertur-
bation Brownienne, des résultats trés fins d’existence et d’unicité ont été obtenus dans [89] dans
un contexte hilbertien et dans [9] pour I’équation considérée dans un espace de Banach plus
général. Il convient également de citer, pour un bruit fractionnaire, les récents travaux relatifs a
I'interprétation et la résolution du systéme au sens de Young, pour des équations paraboliques
[70, 50] ou de type équation des ondes [92], ainsi que 1’analyse approfondie contenue dans [100]
dans le cas spécifique d’un bruit additif. Mentionnons finalement une application des idées is-
sues de la théorie des rough paths a I’étude des équations KdV (déterministes et stochastiques)
en présence d'une condition initiale de faible régularité [47].

A notre connaissance, deux types d’approches ont jusqu’a présent été envisagés en vue de

donner sens a (5.89) via la méthodologie rough paths :

— Une premiére approche consiste (essentiellement) & se ramener, par le biais de transfor-
mations astucieuses de ’équation, & un systéme rugueux standard, de la forme générale
(2.1). 11 est ensuite possible de faire appel a la multitude de résultats établis pour ce der-
nier systéme. Citons ici les travaux de Caruana et Friz [10], Caruana, Friz et Oberhauser
[11], ainsi que I'approche de Teichmann dans [99]. Nous reviendrons dans un instant sur
ces différents travaux.

— La seconde approche est due & Gubinelli et Tindel et contenue dans [51] : elle repose sur
une adaptation du formalisme standard des k-incréments (présenté dans le chapitre 2) aux
particularités de I’équation (5.89), et combine les mécanismes classiques des rough paths
avec des propriétés issues de la théorie des semigroupes analytiques. Le principe de base
est ainsi similaire & celui utilisé dans le chapitre 5 : pour analyser (5.89), les instruments
"classiques" que sont les opérateurs § et A ou l'espace QF, ne sont plus appropriés et
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doivent étre remplacés par des outils qui tiennent compte du comportement algébrique

et analytique des solutions (potentielles) de I’équation.
C’est cette seconde approche que nous nous proposons de développer dans les deux chapitres
qui suivent, en nous concentrant (pour plus de simplicité) sur le cas de I’équation de la chaleur

dyt = Ayt dt + dXt(yt)a Yo = wv te [Oa T]7 (590)

avec 1 un élément fixé d’un certain espace fonctionnel et A l'opérateur de Laplace sur un
espace LP(R™) (dans le chapitre 6) ou sur L?([0,1]) avec conditions au bord de Dirichlet (dans
le chapitre 7). Comme il est de coutume dans le contexte des équations d’évolution, I’équation
sera en fait analysée sous sa forme mild

t
ye = Sitb + / SiwdXu(ya), te€[0,T], (5.91)
0

ot S :[0,T] — L(V) (V = LP(R") ou V = L?([0,1])) désigne le semigroupe de la chaleur
associé a V.

Plusieurs types d’améliorations seront apportés par rapport aux résultats de [51] : (1) Nous
envisagerons le cas d’un bruit X non-linéaire trés général au lieu d’une perturbation polyno-
miale; (2) Les résultats pourront étre appliqués au cas ot X est un mBf (en temps) d’indice
de Hurst H > 1/4, et plus seulement H > 1/2; (3) Nous mettrons en évidence 'existence d’un
schéma d’approximation dans plusieurs cas de figure. Le principal cott de ces améliorations
réside dans le fait que nous ne considérerons dans les deux chapitres que des bruits & valeurs
dans un espace de dimension finie, générés par un processus x = (xl, ..., x") y-holdérien. X
sera plus exactement décrit par la formule : pour tout ¢ € V', pour tout ¢ € [0, 71,

Xi(p) ==Y =i filw), (5.92)
=1

ou les champs de vecteurs (f;)i=1...m sont des applications fixées et réguliéres de V' dans V.

Cette hypothése relative a la dimension finie du bruit est également admise dans [10], [11]
et [99]. Précisons par ailleurs que n’est envisagé dans |10, 11] que le cas d’une perturbation
linéaire, tandis que les conditions d’application des résultats contenus dans [99] conduisent
a des hypothéses de régularité relativement abstraites sur les champs de vecteurs. Dans le
contexte qui nous intéresse, et avec la notation (5.92), les hypothéses en question peuvent étre
(globalement) traduites de la fagon suivante : il existe une approximation du semigroupe S par
un groupe S¢ telle que les applications ﬁ(g@)t = S, fi(Sfp) puissent étre prolongées en une
fonction réguliere du couple (¢, ). Nous nous appuierons pour notre part sur des conditions de
régularité bien plus élémentaires, en notant toutefois qu’il est sans doute possible de rapprocher
cette derniére hypothése du modéle étudié dans les sections 6.5 et 7.4.

Pour clore cette présentation, soulignons la ressemblance de la formulation (5.91) avec
I’équation de Volterra fini-dimensionnelle (5.1) et (5.2), ressemblance que viendront confirmer
les nombreuses similarités avec les raisonnements utilisés dans le chapitre 5. Nous reprendrons
d’ailleurs, dans cette partie, la convention utilisée dans le chapitre 5 pour les variables tem-
porelles, et qui consiste a faire figurer les indices dans le sens décroissant. D’un point de vue
"chronologique", il convient de rappeler que ce sont en fait les considérations du chapitre 5 qui
ont été inspirées par le formalisme développé dans [51| pour les EDP rugueuses, et que nous
nous apprétons a rappeler.



Chapitre 6

Interprétation et résolution

6.1 Introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre & I'analyse de ’équation de la chaleur rugueuse
sur R™, sous la forme mild :

t
v = Spib + / Si—wdXu(ya), te0.T], (6.1)
0

ot T est un horizon fini fixé, S; : LP(R™) — LP(R™) (p > 1 a préciser) est le semigroupe de
la chaleur sur R™, ¢) une condition initiale dans LP(R™) et, comme nous l’annoncions dans la
présentation, X est un bruit rugueux donné par ’expression

m
Xi(p) =Y _ @i fily), (6.2)
i=1
avec = (z',...,2™) un processus y-holdérien et f; : LP(R™) — LP(R"™) des éléments fixés.
Spécifions encore davantage ce cadre d’étude en choisissant les éléments f; de la forme
fi(@)(§) = ai (& (€)), (6.3)

pour des fonctions g; : R” x R — R suffisamment réguliéres. En d’autres termes, les champs de
vecteurs f; correspondent aux opérateurs de Nemytskii associés aux fonctions o;.

Evoquons en quelques mots les principes qui vont guider notre analyse de 1’équation.

(a) Comme dans le cas des diffusions fini-dimensionnelles, I'interprétation de (6.1) passe
d’abord par I'observation du comportement algébrique de la solution du systéme lorsque x est
différentiable. En notant y cette solution, on a, pour tous s < t € [0, T},

s t
(5?/)153 =Yt —Ys = Stl/} - st + / [St—u - Ss—u] qu(yu) + / St—u qu(yu)
0 s
Or, en utilisant la propriété d’additivité du semigroupe,
Sﬂ/) - Ss@b + / [Stfu - szu] qu(yu) = [Stfs - Id] {SS@ZJ + / Ss—u qu(yu)} = AtsYs,
0 0

avec la notation que l'on adoptera désormais

Qs ‘— Stfs —1d.

139
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Apparait ici, et ce comme dans le chapitre 5, I'idée d’introduire un nouvel opérateur 5, dit
incrément "modifié", défini par

(53/)1‘/5 = (5y)ts — QtsYs- (64)

Avec cette notation, (6.1) prend la forme plus familiére

A t
(5y)ts = / St—u qu(yu) 3 Yo = w (65)

Une premiére section, comparable & la section 5.2, viendra résumer les propriétés de ce nouvel
opérateur § (étendu aux k-incréments, pour tout k > 1), telles qu'elles sont établies dans [51].
Nous rappelerons en particulier qu’il est 14 encore possible d’envisager l'inversion de ) par
I'intermédiaire d’un opérateur A, procédé qui ouvre la voie & une théorie de 'intégration basée
sur 4. Dans un souci de cohérence, la notion de processus holdérien devra par ailleurs étre
reprécisée dans ce contexte : un processus y € Co(I; V') sera ainsi dit «-holdérien au sens de )
(sur I) si ||6y)ss||v < ¢|t — 5|7 pour tous s, ¢ € I.

(b) Munis de ces différents outils, U'interprétation de l'intégrale rugueuse de I’équation
résultera & nouveau d’un préalable exercice de dissection de fst St—u dXy(yy) lorsque le pro-
cessus x qui intervient dans (6.2) est différentiable (I'intégrale est alors interprétée au sens de
Riemann). Comme dans les chapitres précédents, cette démarche fera apparaitre différentes
possibilités d’extension aux processus y-holdériens, pour v € (1/4,1). Siy > 1/2 (Section 6.3),
nous constaterons qu’a l'instar du cas fini-dimensionnel, seul un développement & l'ordre un
est requis : c’est le cas Young. Pour v < 1/2 (Sections 6.4, 6.5 et 6.7), la machinerie des rough
paths doit entrer en scéne et il est ainsi nécessaire d’introduire & la fois des espaces de pro-
cessus controlés, mais aussi un chemin rugueux modifié X construit a partir de z, et amené a
jouer un role analogue a celui de la trajectoire standard x dans ’étude de (2.1). Dans le cas
v € (1/3,1/2] par exemple, le chemin X en question sera composé de trois incréments X%, X*¢
et X** & valeurs dans des espaces d’opérateurs, et donnés, lorsque z est différentiable, par les
formules : si ¢, € LP(R"™),

X0 = [ Sulp)dsl, . Xi(ew) = [ Swdsl lenle) 0], 69)
S S
.. t . .
X0 = [ Suule) dol <l (67)
S
pour ¢,7 =1,...,m, ol p-1 désigne la fonction obtenue en multipliant point par point ¢ et .

Une fois I'intégrale correctement définie, la résolution de I’équation (6.1) pourra étre envisagée
par le biais d’arguments de point fixe standards.

(c) Au cours du raisonnement, il se révélera indispensable de pouvoir controler la régularité
de u — fi(yy) en fonction de la régularité de y. Nous n’aurons pour cela d’autres choix que
de nous tourner vers la formule de Taylor et les estimations du calcul différentiel ordinaire,
méthodes qui ne prennent évidemment pas en considération le formalisme basé sur I'incrément
5. 11 serait par exemple vain de chercher un équivalent a la régle

5(F())ia(€) = /0 dr o€, s E) + 1(61)ea(€)) (50)1s(£), (6.8)

exprimé en termes de 5. Cette observation évidente nous obligera & alterner 1'usage des deux
opérateurs d et J, procédé qui n’est pas sans poser quelques difficultés quant a la régularité
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holdérienne des processus en jeu : un processus holdérien au sens de & ne lest en effet pas
nécessairement au sens classique, c’est-a-dire au sens de ¢ (le méme type de probléme avait
été soulevé dans la section 5.3). Dans une telle situation, et si I'on se référe a la définition
(6.4) de & ((0y)ss = (0y)1s + aysys), on souhaiterait alors récupérer des incréments de la forme
|t — s|* de Destimation du terme |laisys||. C'est 1a qu’intervient I'un des grands principes de
notre approche, a savoir l'utilisation d’espaces de Sobolev fractionnaires B, (o € [0,1/2))
basés sur B, := LP(R™) (la définition exacte de ces espaces sera précisée dans la section 6.2).
On dispose effectivement de la relation (Proposition 6.2.2) : pour tout ¢ € By,

lats@lls, < calt =% l¢llB..,-

Il faudra bien entendu étre attentif au fait que ce gain de régularité en temps s’opére au
détriment de la régularité en espace.

Notez que les questions soulevées par la formule (6.8) sont spécifiques au cas non linéaire que
nous envisageons ici. Si les champs de vecteurs f; sont linéaires, aucun recours a la formule
de Taylor n’est nécessaire et la décomposition de l'intégrale fst Si—u dzl, fi(yy) peut seffectuer
en ne faisant appel qu’a § et A. Clest ce qui a été réalisé dans [51], avec une extension de la
méthode au cas polynomial a 'aide d’intégrales itérées indexées par des arbres (voir aussi [49]
et [48] a ce sujet).

(d) Commentons a présent le role joué par le paramétre p. Pour cela, commengons par ob-
server que le développement de Taylor des champs de vecteurs f; fait immédiatement apparaitre
des produits (point par point) d’éléments de LP(R™) - comme le montre la régle élémentaire
(6.8) -, autrement dit des éléments de LP/F(R™), pour un certain entier & > 2. Dans un souci
de stabilité générale de I’équation (6.1), il importera de revenir a I’espace courant LP(R™) en
utilisant l'effet "régularisant”" de S;—, (Corollaire 6.2.3), qui permet par exemple d’affirmer :
pour tout ¢ € LP/2(R™),

1St—u(@) Loy < elt — ul ™ |||l Loz n)-

Nous jouerons alors sur le paramétre p (et nous éloignerons de cette fagon du cadre hilbertien
de [51]) pour minimiser la singularité (en temps) issue de cette procédure de régularisation.
Dans ce contexte, le fait de choisir p assez large nous permettra par ailleurs de supposer que
I'espace By p, oit £ > 0 est un parametre fixé, est une algébre de Banach.

(e) En vue d’appliquer nos résultats a des situations concrétes, nous nous interrogerons
finalement sur le sens & donner aux expressions du type (6.6) et (6.7) lorsque = devient irrégulier.
Comme dans la section 5.5, un argument élémentaire d’intégration par parties, combiné a des
résultats classiques de régularité pour S et a, permettra en fait de se ramener au rough path
standard x issu de x. Le procédé viendra en particulier garantir que notre raisonnement peut
étre appliqué & un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/4.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante : La section 6.2 viendra d’abord rappeler les
principes de 'intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur, tels qu’ils figurent
(pour l'essentiel) dans [51]. La section 6.3 verra ensuite la mise en ceuvre de ces différents
principes dans le cas ou le coefficient de régularité holdérienne ~ est strictement supérieur a
1/2. Le premier cas "rugueux" (y € (1/3,1/2]) sera traité dans la section 6.4. Nous devrons alors
a nouveau faire face, comme dans la section 4.3, & un probléme de prolongement de la solution
sur lintervalle [0, T entier, probléme qui ne sera résolu, dans la section 6.5, qu’en régularisant
les champs de vecteurs f; du systéme par I'intermédiaire d’'un opérateur supplémentaire. La
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section 6.6 sera ensuite consacrée & la traduction des différentes hypothéses admises sur x en
termes du 2-rough path x. La section 6.7 viendra finalement conforter la validité de notre
approche a travers une bréve analyse du cas v € (1/4,1/3].

6.2 Intégration algébrique associée au semigroupe de la chaleur
sur R"

Cette premiére section est destinée & introduire le cadre général de notre étude, ainsi que
les différents outils évoqués en introduction. Le plus important de ces outils est I'opérateur
d’incrément modifié & , auquel on associera, suivant la démarche de [51], un inverse A tout aussi
fondamental. Rappelons au préalable quelques propriétés du semigroupe de la chaleur sur R”,
propriétés qui seront mises & contribution tout au long de notre étude.

6.2.1 Cadre d’étude

Nous nous concentrerons donc sur I’équation de la chaleur sur LP(R™), pour un certain entier
p qui sera précisé au cours de I’étude. Nous noterons A = A, I'opérateur de Laplace, défini
sur I'espace de Sobolev (classique) W2P(R"), et S; le semigroupe associé, dont ’expression est
donnée par la formule de convolution

1
Sip=gix@ , avec g(§) = ( e IelF/2e (6.9)

27t )n/2

Comme nous avons tenté de 'expliquer dans le point (c) de l'introduction, le caractére non

linéaire de la perturbation nous invite & faire intervenir des espaces de Sobolev fractionnaires,
pour lesquels nous utiliserons la définition :

Notation 6.2.1. Pour tout a > 0, pour tout p € N*, on appellera espace de Sobolev fraction-
naire d’ordre o basé sur LP(R™), et l’on notera Bq.p, Uimage (Id—A)~*(LP(R™)), munie de la
norme

10180y = Il Lo@®n) + [[(=A) %@l Lo ®n).-

On posera par ailleurs By = By := LP(R™) pour tout p € N* U {oo}.

L’espace B, est également souvent appelé potentiel de Bessel d’ordre (2c,p). Les livres
d’Adams (|2]) ou de Stein (|94]) offrent une description trés compléte de ces espaces. Rapportons
ici deux propriétés particuliéres qui seront abondamment exploitées par la suite :

— Inclusions de Sobolev : Si0 < p < 20— %, alors B, ; est continiment inclus dans I'espace

CO*(R™) des fonctions bornées, u-hdldériennes sur R”.

— Algebre : Si 2ap > n, alors B, ), est une algébre de Banach relativement a la multiplica-
tion point par point, autrement dit, avec les notations de l'introduction, |¢ - 9| 5,, <
111Ba o 11| B -

La théorie générale des puissances fractionnaires d’opérateurs, contenue par exemple dans

[88] ou [32], fournit ensuite des estimations trés fines pour le semigroupe S; :

Proposition 6.2.2. Pout tout temps T > 0 fizé, le semigroupe S donné par (6.9) satisfait les
propriétés suivantes :
— Contraction : Pour tout t > 0, a > 0, S; est un opérateur de contraction sur Be .
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— Régularisation : Pour tout t € (0,T], a >0, Sy envoie B, sur B, et

1SellBay < cart™(l¢lls,- (6.10)

— Régularité holdérienne. Pour tout t € (0,T], ¢ € Bap,
1Stp = #llB, < cartIellBa,- (6.11)

1ASlls, < caxt™ T ¢l5..,- (6.12)

Revenons a présent au point (d) de lintroduction, qui mettait en avant la nécessité de
"régulariser", via le semigroupe, les éléments de B, i, k > 2. Cette propriété est en fait une
conséquence immédiate du théoréme de Riesz-Thorin, dont nous nous permettons de rappeler
I’énoncé :

Théoréme 6.2.1 (Riesz-Thorin). Soit (p,q,s) trois entiers liés par la relation p~' + ¢~ =
1+s7L Si f e LP(R") et g € LY(R™), alors f+ g € L¥(R™) et

1+ glls, < 15, ll9ll5,- (6.13)

Corollaire 6.2.3. Pour toust >0, k€ {1,...,p}, » € By, on dispose des estimations :

~ n(k—1)
1Seells, < crnt 2 @llB, (6.14)
_1_n(k=1)
1ASells, < crnt™ 2 |l¢lls, .- (6.15)

Démonstration. D’apreés (6.13), pour tout ¢ € B,

_n(k=1)
1Seelis, < llge* ells, < NgellB, i lellB, ) < crnt™ 2 llglls,,-

La seconde inégalité peut étre prouvée de la méme fagon, puisque AS;p = ( dd—‘%) p = 0gixp. O

Soulignons finalement le résultat suivant, du & Strichartz [95] (voir aussi [54] pour des
résultats plus généraux), et qui permettra d’établir les estimations cruciales (6.29) et (6.30) :

Proposition 6.2.4. Pour tout a € (0,1/2) et tout p > 1, on pose

9 1/2

= 1r_1_40‘ rn) — r
T f(§) = /0 [/|n<1!f(§+ n) — f(€)|dn| d

Alors f € By st et seulement si f,T,f € By, et

Remarque 6.2.5. C’est cette derniére propriété d’équivalence, indispensable pour nos estima-
tions futures (& travers la proposition 6.3.8), qui induit la contrainte systématique a € [0,1/2)
pour les espaces B, ;, susceptibles d’apparaitre dans notre étude.
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6.2.2 L’incrément modifié &

On fixe, dans toute cette sous-section, un intervalle I de [0,77]. On rappelle que l'on tra-
vaillera dans ce chapitre (et dans le suivant) sur les simplexes

Sn(I) ={(s1,...,8n) €I"; 51 > 52>+ > 5p}.

Nous noterons ainsi C,,(I; V') 'ensemble des fonctions continues sur S, (7). Ces considérations
sont ici d’autant plus justifiées que Popérateur S;_, n’est défini que pour ¢ > u (i.e. sur S3).
Notez & ce propos que nous aurons parfois recours a la notation S5 pour désigner S;_g, et ce
dans un souci de cohérence avec notre convention de notation des indices.

Dans le point (a) de I'introduction, nous avons (briévement) expliqué en quoi 'opérateur d’in-
crément standard § n’était plus tout a fait adapté pour étudier (6.5). Nous lui préférerons une
version modifiée, notée §, et définie par :

Définition 6.2.6. Pour tous n € N*,y € C,,(I; By p), pour tous t1 < ... <tnyq,

O trsrts = (OY)tnsrots = CtnyrtnYtn.trs GVEC pg = Sy_g — Id si s < t. (6.17)

Les propriétés de § ont été analysées en détail dans [51]|. Le reste de cette sous-section
rassemble quelques uns de ces résultats, en commencant par la propriété fondamentale liée a
I’additivité du semigroupe :

Proposition 6.2.7 ([51]). L’opéAmteUTS satisfait la relation de cohomologie 56 = 0. Plus
ezactement, Kerdc, (B,,) = Imic, (Ba.,)-

Evoquons a présent un résultat plus trivial (sa preuve est immédiate), dont nous ferons
usage au cours de manipulations algébriques ultérieures :

Proposition 6.2.8. Si L € C,,—1(V) et M € Co(L(V')), alors
S(ML) = (6M)L — M(5L). (6.18)
La relation de Chasles usuelle admet dans ce contexte ’équivalent :

Proposition 6.2.9. Soit x un processus différentiable. Si yis 1= fst Sty dxy fu, alors (Sy)tus =0
pour tous s < u < t.

Comme nous 'annoncions en introduction, il convient ensuite d’adapter le notion de régu-
larité holdérienne a ce formalisme : on définira ainsi, pour tous « € [0,1/2), p € N*, k € (0,1),
I’espace

A~

Ci(I; Bap) == {y € Ci(I;Byp) : sup N1(Oy)tsi Bap] < oo} : (6.19)

s<tel |t —s[”
On reprendra par ailleurs les notations de la sous-section 2.1.2, a savoir CF(I; V), i = 1,2, 3,
k>0, V = Bay.
Enoncons enfin le résultat principal de cette sous-section, qui va permettre d’envisager

Iinversion de l'incrément modifié djc,(1;5, ,)- Il s’agit en cela de l'analogue du théoreme 2.1.1
ou du théoréme 5.2.9.
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Théoréme 6.2.2. On fize deur parameétres k > 0 et p > 1. Pour tout h € C§(I;Byp) N
Kerdic,s, ), il existe un unique élément

Ah € ﬂaE[O,,u)Célia(I; BnJra,p)
tel que 5(Ah) = h. Ah satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout o € [0, ),
NAR; CY (I3 Bavap)] < Capur N CH(I; Bip)]- (6.20)

Remarque 6.2.10. Notez en particulier 'effet de régularisation spatiale (potentiel) de A : Popé-
rateur permet plus exactement de convertir un surplus de régularité temporelle en un gain de
régularité spatiale. Ce phénoméne sera exploité dans les sections 6.3, 6.4 et 6.7.

6.3 Le cas Young

Comme dans les chapitres précédents, 'appellation "cas Young" renvoie au fait que seul
des développements d’ordre un de l'intégrant seront utilisés dans cette section. Bien que ce
type de considérations ait déja été analysé de fagon approfondie dans [50] sous des conditions
de régularité spatiale plus générales sur le bruit (pour n = 1), nous avons estimé qu'il était
souhaitable d’illustrer, dans ce contexte simple, la méthode de dissection de I'intégrale que nous
souhaitons mettre en ceuvre a partir des outils de la section 6.2. Nous verrons que le résultat
du théoréme 6.3.1 peut étre appliqué a un processus x y-holdérien, pour tout v > 1/2, ce qui
constitue d’ailleurs une ameélioration par rapport a [51], ou la condition v > 5/6 devait étre
supposée.

On fixera, dans toute cette section, un parameétre v € (1/2,1), qui représente donc (mora-
lement) la régularité de .

6.3.1 Interprétation de l’intégrale

L’objectif consiste a transposer le raisonnement de la sous-section 2.2.1 pour donner sens

NI ot N .. R m
a l'intégrale modifiée fs Sy dxt 2 ol z est ici un processus & valeurs dans (Ba,p)™, pour un

certain coefficient av € [0,1/2). On supposera ainsi, dans un premier temps, les processus x et z
réguliers, et ’on cherchera un développement d’ordre un de cette derniére intégrale (interprétée
au sens de Riemann) a l'aide de l'opérateur A. La formule obtenue nous permettra dans un
second temps d’étendre la définition de fst Sty ATy 2y & des processus holdériens.

Supposons donc z et z réguliers en temps (lipschitziens ou méme différentiables) et observons

la décomposition
t t t
/ Sty ATy 2y = (/ Stu dacu> Zs +/ Sty Ay, (02)ys. (6.21)

En posant 7y := fst Sty dxy (02)ys, on a

(5r tus = / Sty dxy (02)y / Sty Ay (02)py — Sm/ Suw dxy (02)ys,

ce qui, en utilisant la relation Sy, Sy, = Siy, se résume a

(6r)tus = (/ut Sty darv> (02)us- (6.22)
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Cette premiére étape élémentaire fait d’ores et déja émerger 'objet qui fera office d’incré-
ment fondamental d’ordre un associé¢ & l'équation de la chaleur (réle que jouait x! pour le
systéme standard), a savoir

t
$7Z D Z
th —/ Stvdxy-
s

Nous sommes par ailleurs en mesure d’inverser § dans (6.22) grace au théoréme 6.2.2. En effet,
puisque l'on a supposé x et z réguliers, il est clair que

X%(52) € C3(Bap)-

On déduit de cette fagon la décomposition
t - . ~ . .
/ S dy 20, = X2 20 + Ags (Xm 5zl) . (6.23)
S

Rétrospectivement, interrogeons-nous sur les conditions & réunir pour que cette derniére
décomposition conserve un sens avec des processus moins réguliers :
— D’un point de vue analytique. L’hypothése de régularité du théoréme 6.2.2 impose une
condition du type :

X520 € C(Byrp) avec o’ €10,1/2) et pu > 1.

Nous serons ainsi amener & supposer z k-holdérien (au sens classique) en tant que
processus a valeurs dans un espace B, , a préciser, autrement dit 2 e Ci(Bu p), et
X% e CJ(L(Ba p, Barp)), avec k + 7 > 1. Notez que ce paramétre o peut étre inférieur
a o (on rappelle que I'on a supposé que le processus z évoluait dans B, p) : la propriété
de régularisation spatiale de A (voir la remarque 6.2.10) permettra ensuite de ramener
A(X®52") dans Iespace initial B, .

— D’un point de vue algébrigue. On sait que A est défini sur les espaces C4 (Ba,p) N Ker 3,
ce qui nous contraint & supposer (X®¥§2%) = 0. En utilisant (6.18), cette relation est en
particulier satisfaite si SXTi = .

Rassemblons ces deux conditions sous I’hypothése abstraite :

Hypothése 9. Soit © € C]([0,T);R™), v > 1/2. On admettra qu’il existe une suite z° de
processus différentiables vérifiant

Nla® = 0] ([0, TER™)] =0,
telle que la suite des processus
Xf’:’i = /t St—u d:cf;i
s

converge vers un élément X% relativement a la topologie de ’espace C3([0,T]; L(Bap: Bayp)),
et ce pour tout o € [0,1/2) tel que 2ap > n. En particulier,

X% e C)([0,T); L(Bap, Bap)) et X% =0. (6.24)
Lorsque x est différentiable, on choisit systématiquement x° := x.

Remarque 6.3.1. La condition 2ap > n est en fait superflue dans cette derniére hypothése. Nous
ne I'avons ajoutée qu’en vue de fusionner, dans la section 6.6, I’hypothése 9 avec I’hypothése
10 plus générale de la section 6.4.
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Nous sommes alors en mesure de prolonger la décomposition (6.23) & un intégrant z irré-
gulier :

Proposition 6.3.2. On fize un intervalle I = [l1,12] de [0,T]. Sous Uhypothése (9), on définit,
pour tout processus z tel que 2 € CY(I; By p) NCF(I;By), i =1,...,m, avec k <y et K+ > 1,
l'intégrale o o o
Tis(da' 2') = Xp0' 2l 4+ Ay (XT02"), s<tel (6.25)
Alors :
— J(dz' 2%) est bien défini en tant qu’élément de Cy(I; By ), et coincide avec lintégrale de
Riemann fst Sy dxt 2% lorsque x est différentiable.
— Pour tout h € Byp, il existe un unique processus z € C](I;Byp) tel que z, = h et
02 = J(dx' 2Y).

~ On dispose de l'estimation
N5 CI(I; Byp)] < e {N[2:CY (15 By p)] + N2 CF (15 By)]} (6.26)

avec
o < c{N[X"C3([0,T); L(By, By))] + N[X5C3 ([0, T; L(Brep, Brep)]} (6.27)

Démonstration. La validité de la définition de \7755(621‘1 z') est une conséquence immeédiate de
I’hypothése 9, tandis que la relation de Chasles 6.7 (dz" z*) = 0, qui vient justifer 'existence de
Z, est facilement vérifiable a partir de (6.18).

En ce qui concerne le troisiéme point, il suffit d’abord d’observer que

NI (dz' 2);C3 (Brp)]
< N[XCH(L(Brp, Brp))| N[z CL(Brep)] + NA(X ™ 62);C3 (Brop),

puis, grace a la propriété de contraction (6.20) de A,
N[A(Xx’i 5Zi)SC;(BH,p)] < CN[XI’iQC;(ﬁ(pr Bp))}J\/’[zi;Cf(Bp)],

ce qui achéve la preuve de (6.26).
U

Remarque 6.3.3. Si, dans cette derniére proposition, nous nous sommes permis une telle hypo-
theése de régularité sur intégrant z (2 € CY(I;Byp) NCF(By)), c’est aussi en anticipant sur le
résultat de la proposition 6.3.9, que nous détaillerons dans un instant.

Remarque 6.3.4. On peut s’étonner de voir apparaitre une décomposition de l'intégrale qui
fasse intervenir I'incrément standard § et non l'incrément modifié 4, a priori mieux adapté a
la formulation générale du probléme. De prime abord, il semble peut-étre plus approprié de
remplacer 'amorce (6.21) par

t t t
/ Stu d:UZ z; = </ Sty dxz Sus> Zs +/ Sty Ay, (02)ys. (6.28)

L’opérateur fondamental d’ordre un deviendrait alors XZSZ = fst Spy dxt Sus = Ss(02%)ss. Tou-
tefois :
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— Il faut garder a l'esprit la forme particuliére de l'intégrant du systéme (6.5), a savoir
2t = fi(y), pour une certaine fonction f; non linéaire. Or, comme nous l’avons évoqué
au point (c) de I'introduction, le contréle de la régularité holdérienne au sens de 6 de
fi(y) passe de toute fagon par estimation de la régularité holdérienne au sens de 6. Dans
ce contexte, les décompositions (6.21) et (6.28) donnent lieu & des considérations et des
calculs similaires.

— La définition de 'opérateur X% ci-dessus, certes plus explicite, est peut-étre moins na-
turelle d’un point de vue algébrique : la relation 6X7 = 0 n'est en effet pas vérifiée par
X*. Nous verrons dans la section 6.6 qu’il est de toute fagon trés simple de définir X% a
partir d’un processus x holdérien.

6.3.2 Reésolution du systéme différentiel

En utilisant le formalisme que nous venons d’introduire, nous allons montrer I’existence et
I'unicité d’une solution globale pour ’équation (6.5). Présentons tout d’abord avec davantage
de précisions la classe de champ de vecteurs sur laquelle nous nous concentrerons.

Définition 6.3.5. Pour tout k > 0, on définit l'espace Xy, = Xi(p,n) comme l'ensemble des
applications f : B, — By, de la forme f(y)(§) = o(&,y(&)), ot o : R* x R — R est une
application telle que :

1. o est a support uniformément compact vis-a-vis de la premiére variable, c’est-a-dire & —
o(&,y) est nulle en dehors d’une boule Brn (0, M), indépendemment de y € R.

2. o est k-fois différentiable et

sup { max \8l (&, y)|+ max. |858 o(€, )} < 0.
EeR™ yeR 1=0,....k =0,..

Remarque 6.3.6. Un champ de vecteurs f donné par ( (&) = o(&)f(y(€)), ou o est une

fonction différentiable de R™ & support compact et f € C* P(R;R), correspond par exemple &

un élément de A}.

Remarque 6.3.7. La condition 1 vise en fait & garantir que si o : R® x R — R est borné, alors
le champ de vecteurs f associé est uniformément borné dans LP(R"™). Pour s’affranchir de cette
condition, il pourrait étre intéressant d’envisager travailler avec des espaces LP(R"™, i), ou p est
une mesure finie sur R™ (c’est par exemple ce qui est entrepris dans [89] pour le mB standard).
Il n’est pas évident cependant que les différentes propriétés recensées dans la sous-section 6.2.1
puissent trouver leurs équivalents dans ce contexte.

Dans le chapitre suivant, I’équation sera analysée sur un espace compact, et 'on pourra alors
véritablement prendre en considération (dans certains cas de figure du moins) les opérateurs

de Nemytskii f(y)(&) := f(?ﬂf))

Evidemment, si f € Xp, alors | f(¢)|s, < ¢y pour toute fonction ¢ (mesurable) de R™.
Cette propriété n’est plus valable pour les espaces B, dés que a > 0. Grace a la proposition
6.2.4, on dispose dans ce cas du résultat suivant (qui anticipe par ailleurs sur 'argument de
contraction de la preuve du théoréme 6.3.1) :

Proposition 6.3.8. Soit o € [0,1/2). Si f € Xy, alors pour tout ¢ € By, f(p) € Bayp et

1 (O)Ba, < e {1+ ll¢llBa, } - (6.29)
En outre, si f € Xy et ¢, ¢ € Bap N B,

1£ () = F(DBay < e {1+ 10180, + 1280, } {0 = BllBay, + 0 = @ls - (6.30)
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Démonstration. Dans les deux cas, on utilise la norme équivalente (6.16). Pour (6.29), il suffit
ensuite d’observer que

lo(§+rn,(§+1n)) — (&, ¢(6))]
0§+ 10,06 +1n) — (& @€+ )|+ o (€, 0§ +rn) — (& ()]
cr 1€ —nl+ e +rn) —e(E)]}-

Quant & (6.30), on part de la décomposition f(p)(§ +rn) — f(@)(§ +rn) — f(9)(§) + f(©)(§) =
A+ B+ C, avec

1
A::/ dr’
0

[0yo (& +rn, (1 —=1")p(E+ ) +7'p(& + 1)) — Oyo (&, (1 = 1")p(& +rn) +r'o(€ +11))]
[p(§+rn) — @(§ +rn)]

<
<

1
B = /0 dr' [8,0(€. (1 — ')o(€ + 1) + (€ + ) — 8,0(E, (L — r')p(€) + r'(6))]
[o(&+1n) — @(§ 4 m1)]

1
Ci= [ 0,0(6.5'6(6) + (1= 1)3(0) - [olé +0) = BL€ + 1) = 0(6) + BLE).
Il est alors clair que |A| < ¢, || ||l¢ — @B,
|B| < co {[p(€+11) — ()] + A€ +7110) = P(E)|} |0 — PllBoc s

IC] < colp(€+1n) —B(€+1n) —9(§) + P(E)]

ce qui conduit aisément & (6.30). O

Justifions a présent le fait que la proposition 6.3.2, qui donne sens & l'intégrale rugueuse,
peut étre appliquée aux intégrants du systéme :

Proposition 6.3.9. Soit I un intervalle de [0,T], k € [0,1/2). Siy € C{(I;Bxp) et f € X1,
alors f(y) € CY(I; Byp) NCE(I; By) et

NF @) COT: )] + N1F 0):CH(I By)] < e {1+ Ny: CO° (5 By} (6.31)
ot l’on a noté, conformément aux chapitres précédents,
N5 CY" (15 Bep)] := N1 CUT; Bip)] + N1 C (15 By ).

Démonstration. L'estimation de N[f(y);C](I;B.p)] est une conséquence évidente de (6.29),

0
1
tandis que pour majorer N'[f(y); Cf(I; Bp)], il suffit d’écrire, pour tous s < t € I,

1607 @))esl, < exl6w)esls, < 5 {NGWslls, + larstslls, }

puis d’appliquer la propriété (6.11). O
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Avec cette proposition, le systéme (6.5) fait parfaitement sens et I’on est en droit d’envisager
sa résolution :

Théoréme 6.3.1. On suppose l’hypothése 9 vérifiée, et l'on considére un champ de vecteurs
f="{(f1,..., fm) constitué d’éléments de Xo. Pour tous k < 1/2 et p € N* tels que v+ r > 1
et 2kp > n, le systéme

(69)es = Tis(da’ fiy)) + yo =1 € Bry, (6.32)

interprété grace aux propositions 6.3.2 et 6.3.9, admet une unique solution globale y dans
C:([)“‘{(I:O? T:I’ B,‘{,p)- En Outre,

Ny ([0, T Brp)] < Fu(l9 15, NTX "5 €3 (L(By, By)), N X7 C3 (L By, Brp))]), (6.33)

pour une certaine fonction Fy : (RT)3 — RT croissante en ses trois arguments, et l'application
d’Ité (¢, X*) — y associée au systéme est lipschitzienne.

Remarque 6.3.10. Dans ce dernier énoncé, I'opérateur X% est considéré en tant qu’élément
de CJ(L(Bp, Bp)) N Cq (L(By,p, Brp)). La régularité de Papplication d’Itd par rapport & X* est
donc relative & la norme

N[5CLYP] = NT; € (L(By, Bp))l + N5 C3 (L(Brp, Brp))].

Remarque 6.3.11. Il peut étre intéressant d’observer que la solution y donnée par le théoréme
est en fait un élément de C]([0,77; By p), comme le montre 'application de (6.26) et (6.31)
a y. Rien ne nous indique en revanche que cette solution évolue dans B, ,, et I'on ne peut
ainsi s’affranchir du parameétre supplémentaire x (par rapport a ’énoncé du théoréme 5.3.2 par
exemple).

Démonstration. C’est le méme argument général que dans la preuve du théoréme 5.3.2. Nous
n’établirons que 'existence d’une solution locale, et renvoyons le lecteur a cette derniére preuve
pour les détails relatifs & la procédure de prolongement.

On considére un intervalle I = [0,7%] avec T un temps amené a évoluer au cours de la
preuve, et I'application I : CA?’”(I,B,W) — é?’R(I,B,{,p) définie par T'(y)o = ¢ et (0T(y))us =
Tis(da? fi(y)).

Invariance d'une boule. Soit y € CY" (I, By,p) tel que yo = 1, et z := I'(y). En associant (6.26)
et (6.31), on obtient

N CEL Bup)] < ey 1117 {14 Nys O (1, By }

Par ailleurs, z; = (373) s0 + Ss1, et donc, puisque S, est un opérateur de contraction sur B,

Nz CUI, Bp)] < 11" Nz; CE(I, Brp)] + ¢l

K,p?

d’oul
N2 Y51, Bep)] < 0ls,., + €0 [T {14+ Nys CX°(1, By )]}

On choisit alors Ty tel que ¢, T " < % pour s’assurer de 'invariance par I" des boules

BZRioﬂp ={y ¢ CA?’K([O,TO],BW,) D Yo =1, N[?/;C%K([OvTOLBN,p)] < R},
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pour tout Ty < 71, avec (par exemple) R =1+ 2||¢||5, .

Propriété de contraction. Soit y, 7 € é?’”([,8n7p) tels que yo = 5o = ¥, et z:=T(y), 2 :=T'(9).
Par (6.26), on sait d’abord que

Nz = % CF(Bep)] < co I {NTfily) = fi(§); CY(Bryp)l + N1fily) — fi(@); CF(By)]} - (6.34)
Pour estimer N[fi(y) — fi(3]); CF(B,)], on s’appuie sur la décomposition
0i(&ye(8)) — 0i(& 3 (§)) — 0§, ys(§)) + 0i(&, Us(£))
=06(y — s () /01 dr 9yoi(&, ys (&) + 7(0y)es(£))

1
+ (69)1s(€) /0 dr{9y0i(&,ys(§) + r(0y)ts(§)) — 0yoi(&, () + 7(69)es(€))}
qui conduit aisément a
Nfily) = £:(5): CF (By)) < e {NTy = 5 O (Brp)) + N1 6 (B | N Ty — 55 CF(Boo)] |

C’est ici qu’intervient I’hypothése 2kp > n, qui permet de faire appel & I'inclusion de Sobolev
continue By, C Boo pour affirmer Ny — §; CY(Boo)] < Ny — §;CY(Bx )] et par conséquent

NIily) = Fi@)CEB)) < eNy = 5560 (B {1+ N3 CV*(Bey)] |
Gréace a cette inclusion de Sobolev, on déduit également de (6.30) 'estimation
N1fily) = @) CBup)) < eNTy = G5 V" (Bup)) {14+ Nys €0 (Brp)] + N5 0 (B |

En revenant a (6.34), ces estimations fournissent un controle de N[z — ;CF(B, )] en termes
de y et . Par ailleurs, comme zg = Zp = ),

Nz = 5CY(Bep)] < |I" Nz — % CF(Beyp))-

A présent, si y, § appartiennent tous deux & I'une des boules invariantes BQI% 4 AVeC Ty < 1Ti,
les résultats ci-dessus aboutissent a

N[Z - Z;é?’ﬁ([(L TO]» Bl‘”wp)] § CZT(’)Y_R {1 + 2R} N[y - g; CA?’H([Ov TO]a BH,P)]‘

11 suffit finalement de choisir Ty < Ty tel que ¢, 7y " {1 4+ 2R} < % afin d’obtenir la propriété
de contraction escomptée pour 'application I' : B%J v Bfio v €t partant I’existence d’un
point fixe.

O

6.4 Le cas rugueux

L’objectif de cette section consiste & franchir I'étape suivante dans la méthodologie rough
paths : Nous souhaiterions ainsi mettre en ceuvre des développements plus sophistiqués de
Iintégrale pour étre en mesure de traiter le bruit généré par un processus y-holdérien avec

v e (1/3,1/2].
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6.4.1 Considérations heuristiques

La stratégie visant a fournir une interprétation (raisonnable) de I'intégrale fst St dzt, fi(yu)
est cette fois inspirée par le raisonnement de la sous-section 2.2.2. Dans un premier temps, on
suppose ainsi le processus 2 différentiable pour enclencher la procédure usuelle, marquée par
deux temps :

— Une premiére étape consiste a identifier la structure de 'espace Q des processus controlés

susceptible d’accueillir la solution du systéme.

— On décompose ensuite fst Spu dx, fi(y.,) en tant qu’élément de Q, et ce lorsque y appartient

lui-méme a 9, jusqu’a 'obtention d’une expression qui puisse étre étendue a un processus
2 moins régulier.

Ce raisonnement heuristique aura essentiellement pour but 'appréhension des structures

algébriques en jeu ici. Les détails relatifs aux conditions analytiques ne seront quant a eux
examinés qu’a posteriori.
Remarque 6.4.1. Dans un souci de concision, et contrairement & la section ou au chapitre
précédent, nous ne chercherons pas a déterminer explicitement la structure de ’espace "
termédiaire" dans lequel évolue les champs f;(y). Nous passerons ainsi plus directement a la
décomposition de f; St dzl fi(yy).

n-

On rappelle que le bruit X est donné par la relation

m

Xi(p) = aifilp), avec fi(9)(€) = oi(&, @(€)).

i=1

On suppose dés a présent que les applications f; sont ici des éléments de l'espace X (voir la
définition 6.3.5).

Etape 1 : Identification des processus controlés. Une premiére décomposition élémentaire consiste
a écrire

t 4 t ' t '
/ St di, fiya) = ( / Swdxz) filys) + / St i, 5(f(y) s (6.35)

A partir de cette décomposition, et en ayant a l’esprit les considérations de la sous-section 2.2.2,
il est naturel d’imaginer que la solution (hypothétique) y de (6.5) est amenée a évoluer dans
un espace structuré par la relation

t
(0y)ts = ( / Stu dwz> yo 4yl

ott le terme y* admet une régularité holdérienne deux fois supérieure a celle de y. Pour la solution
elleeméme, on aurait ys* = fi(ys), yfs = f; Spu dxt 5(fi(y))us- Dot la structure algébrique
potentielle de processus controlés

Q={y: dy=X.J"yI"+ yfs}, avec X' = / Sty dxl,. (6.36)
S
Souvenons-nous que ce dernier opérateur satisfait en particulier la relation

SX = . (6.37)

Il se révelera par ailleurs utile, dans ce qui suit, d’écrire X** comme

. t .
X=X 452", avec X' = / Ay dy,. (6.38)
S
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Moralement, X %% admet une régularité holdérienne plus élevée que x si 'on met & contribution
la propriété (6.11) du semigroupe. Cette observation nous permettra d’incorporer les expres-
sions qui mettent en scéne X% au sein du terme résiduel. Nous reviendrons sur 'utilité de la
décomposition (triviale) (6.38) a travers la remarque 6.4.4.

Etape 2 : Décomposition de fst St dxy fi(yy) lorsque y € Q. En revenant a l'expression (6.35),
c’est désormais l'intégrale fst St dxy 0(fi(y))us qu'il s’agit de disséquer lorsque y € Q, autre-

ment dit lorsque les incréments modifiés de y se décomposent en (6y)s = X' y&" —&—yfs. A cette

fin, introduisons une nouvelle notation, récurrente dans les calculs & venir :

Notation 6.4.2. Pour tout f € Xs, on pose
[F/(@)](€) = 0y (€, »(8))

La fonction f est ainsi vue comme une application de By, dans By, pour tout p > 1.

Avec cette convention, observons le développement

1
0(fi)es = (0Y)us fz(y8)+/ dr [fi(ys +71(0y)es) — fi(ys)] - (69)es

(arsys) - £ (ys) + (0y)es - F1(ys) + Fily)
= (atsys) - z(@/) (stﬂ g’]) f(y5)+fz( ) +fz( )
= (atsys) - f ( s) + (6 )ts st f(ys)"’fz( ) + fily ) + fily )ts ,(6.39)

ot 'on a successivement introduit les notations

1
fily)ht = /0 dr [fi(ys +r(0y)s) — Fws)] - Guis > L2 = vb, - filys),  (6.40)

+
+

73 Pp— 2 K2

F)E = (XE7y09) - £lws). (6.41)
On rappelle par ailleurs que la notation ¢ -4 fait référence au produit point par point de ¢

et 1. Reprécisons ce type de convention :

Notation 6.4.3. Soit ¢,v deux éléments de By,. Alors ¢ -1 correspond a U'élément de B,/
défini ponctuellement par [¢ - ](€) := (&) Y(§). Si M, N sont deux éléments de L(By; By), on
définit ensuite la forme bilinéaire M & N par :

M®N : By x By = By,  (p,9) = (M & N)(p,v) := M(p) - N().
On pose par ailleurs, dans un contexte plus général, (M x N)(p,v) := (Mp, Ny).

Munis de ces notations, la décomposition algébrique (6.39) de ¢ f;(y) s’écrit plus distincte-
ment :

S(FiW))is = (ars @ 1A)(y, F{(y))s + (027)1s - 27 - fi(ys) + fi(w)fs- (6.42)

Sil'on analyse la régularité des termes de cette expression, il parait raisonnable de considérer
les deux premiers termes comme des éléments d’ordre un, et f;(y)* comme un élément d’ordre
deux. Nuangons toutefois cette intuition & travers les deux commentaires suivants :

(i) Pour affirmer que (a;s ® Id)(y, f/(y))s admet une régularité holdérienne strictement
positive, autrement dit pour récupérer des incréments |t — s|* de l'opérateur ass, on doit
utiliser la propriété (6.11) du semigroupe. Ceci signifie en particulier qu'un changement
d’espace doit s’opérer : si ys € By p, alors (ats ® Id)(y, f/(y))s devra étre majoré en tant
qu’élément de B),. Cette remarque est également valable pour fl(y)gf’ = (XM’J yf’J) fi(ys).
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(ii) Le terme fi(y)®! est percu comme un élément d’ordre deux dans la mesure oil il peut
facilement étre majoré (point par point) par cs |(dy)ss|?. Toutefois, en ce qui concerne la
régularité spatiale, ceci suppose que f;(y)®! soit vu comme un élément de B,/2, siy € By.
Pour revenir a I’espace courant B, nous prendrons appui sur la propriété de régularisation
(6.14) du semigroupe par le biais de 'opérateur X* (voir I’hypothése (6.50)).

Injectons a présent la décomposition (6.42) dans (6.35) pour obtenir

t ' , L
/St“d%fz‘(yu)zst”fz( )s + XeB (y, FLW))s + X559 (6™ - fL(y))s
S t ‘
+ / Seudts fiy)hs, (6.43)

ot 'on a introduit les opérateurs d’ordre deux (relativement & des espaces fonctionnels & pré-
ciser) :

. t . . t . .
D vl :—/ Sy dat, (ays @ Id) et X[20Y = / Sty dxl, (627 )ys. (6.44)

L’opérateur X% est par exemple destiné a agir sur des couples (¢,) d'un produit d’espaces
de Sobolev suivant la formule

:taz 90 '¢ / Studx aus( )¢]

Puisque nous avons supposé¢ que f;(y)f admettait une régularité "double", le terme 7y :=
fst Sy dt, fi(yu)ﬁ est ensuite légitiment considéré comme un terme d’ordre trois, dont la ré-
gularité est strictement supérieure a 1 dés que la régularité de x est supérieure a 1/3. Nous
sommes ainsi dans la méme position que celle induite par (6.21), et comme dans cette derniére
situation, r va étre interprété grace a A.

Afin de calculer ér, réécrivons r & partir de (6.43) :

t .
e :/ Stu dal, fi(yu) = X35 Filys) = X5 (0, £{))s — Xi 7 (™ - £())s-
Par conséquent, a l'aide de la formule algébrique (6.18), on obtient

(6r)tus = X7 0(fi(W)us — OX™ ) s (y, 1(0))s + Xi 6 (Y, £1(y) us
_(SXM’U)MS(Q e fi(y))s +Xm”]5( fz/(y))us

En revenant a la définition méme de X*%' et X*% il est facile de montrer que les deux
relations algébriques suivantes sont vérifiées :

(6X™) s = X5 (@ X 1d) + X5 (ays © 1d), (6.45)
(OXT5 ) s = XM (827 )y (6.46)

En associant ces deux relations a (6.42), on déduit

(6r)ews = XE LWL + X2 ((09)uss £1(0s)) + X2V (s 5(FL (1) s
+ XSSy fL))us = Juus- (6.47)



6.4. LE CAS RUGUEUX 155

Tous les termes de cette décomposition sont (moralement du moins) d’ordre trois. Souvenons-
nous que nous souhaitons traiter dans cette section le cas 3v > 1, de telle sorte qu’il semble
effectivement sage d’inverser § a ce stade, pour obtenir

t . . . . ~
/ Studay, fi(ya) = X5 Filys) + X550, Fiw)s + X5 (™7 fi()s + Aes(T), (6.48)

ot Jyys est donné par (6.47).

De fagon naturelle, nous utiliserons (6.48) comme point de départ de notre procédé d’exten-
sion de 'intégrale dans le contexte que nous nous sommes prescrit. Pour clore ce raisonnement
heuristique, résumons les différentes hypothéses mises en avant lors de cette dissection :
— Le processus x génére quatre opérateurs X*, X% X% et X qui satisfont les relations
algébriques (6.37), (6.45) et (6.46). Quant a la régularité holdérienne de ces opérateurs,
X7 admet la méme régularité que x, X** une régularité double par rapport a x, tout
comme X% et X** (quitte & changer d’espace, conformément & ce qui est évoqué au
point (i)).

— Les incréments (3y)t5 peuvent étre décomposés en (3y)ts = XLyd + yfs, ot y! admet une
régularité double par rapport a y. Par ailleurs, toujours suivant le point (i), le processus
y se doit d’évoluer dans un espace B, p, avec o > 0. Ces deux observations donneront
dans un instant naissance a I'espace Qp .

— Les fonctions o; sont suffisamment réguliéres.

Remarque 6.4.4. 1l peut sembler plus naturel, de prime abord, de chercher une décomposition
de l'intégrale basée sur l'intégrale (modifiée) itérée

.. t . . t . u .

plutdt que sur Vaire X% que nous avons introduit dans (6.44). C’est d’ailleurs ce qui est proposé
dans [51] pour le mB standard. D’une certaine fagon, la définition de ng est plus en accord
avec le mécanisme général d’itération de la procédure rough paths. Toutefois, lorsqu’il s’agit
d’appliquer ces constructions & un mBf z d’indice de Hurst H € (1/3,1/2), il semble difficile de
justifier 'existence de 'intégrale itérée (6.49) (contrairement a ce qui se produit pour I’équation
de Volterra convolutionnelle, voir la remarque 5.4.6). D’aprés nos calculs, cette difficulté serait
due au manque de régularité du terme Sy, dans (6.49). En effet, si I'on se référe par exemple
a [4], la définition de I'intégrale nécessiterait un contrdle de la forme

N1Sus = Su: £(Bap Bay)] < = v]”

pour un certain ¥ > 0. Or on sait que ce type d’inégalité ne peut étre satisfait sans changer
d’espace (cf la propriété (6.11). Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers une décom-
position basée sur X[*, approche rendue possible par I'introduction de 'opérateur X/ dans la
décomposition (6.39). Comme nous le verrons dans la section 6.6, la définition et l’estimation
de la régularité de X** sont quant a elles trés faciles a établir pour le mBf, et plus généralement

pour tout 2-rough path.

6.4.2 Définition de l’intégrale

Cette sous-section ne vient que formaliser les hypothéses et constructions que nous venons
d’évoquer. On fixe désormais un coefficient v > 1/3, qui représente (moralement) la régularité
holdérienne de x. Conformément aux considérations précédentes, nous définirons la "trajectoire
rugueuse au-dessus de x pour 1’équation de la chaleur" de la fagon suivante :
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Hypotheése 10. Soit z € C] (R™), v > 1/3. On admettra lexistence d’une suite ¢ de processus

différentiables vérifiant
e—0

Naz® —2;C/ ([0, T|; R™)] — 0,

telle que le quadruplet (X®%, X251, X@7ai X225 G 5 c {1,... m}) défini via (6.36), (6.38)
et (6.44), converge vers un quadruplet (X®°, X%t X®ai XU relativement a la topologie des
espaces :

Pour X™: CJ(L(By, By)) N C3(L(Bags Bay)) N €3~ P (L(B, 5. B,)). (6.50)
Pour X' ;. CI (L (Bap, Bp)), (6.51)
Pour X" C;+a_n/(2p) (L(Bayp x By, By)) NCy (L(Bap X Bap, Bap)), ( )
Pour X* ng(ﬁ(BlH By)) N 6227(5(8&% Bap)) N C?(E(Ba,pa By)), ( )

et ce pour tout « tel que 2ap > n. Par passage a la limite, on récupére en particulier les relations
algébriques (souvenons-nous des notations 6.4.3) :

§X™ =0 (6.54)

Xx,i _ Xaa;,i + 5%’1 (655)

SX T = X (g x Id) + X (a © Id) (6.56)
SXTT = XTi(5T), (6.57)

Nous noterons X = (X%, X% X% X*) le chemin ainsi défini. Suivant (6.50)-(6.53),
X appartient ¢ un produit d’espaces d’opérateurs, noté CLV*P muni d’une norme naturelle
construite a partir de la norme de chaque espace.

Remarque 6.4.5. Comme dans ’hypothése 9, on prend systématiquement z° := x lorsque z est
différentiable. Cette remarque vaut d’ailleurs également pour les hypothéses 11 et 12 a venir.
Dans ce contexte, la définition des processus contrélés en jeu prend la forme suivante :
Définition 6.4.6. On fize un intervalle I de [0,T]. Pour tous o € (0,1/2), k € (0,1), on
définit
Qi p(1) = {y € CF(L. Bay) = (By)rs = Xii'yd + v,
y"t € CUI, Bop) NCH(ILBy), vF € CY(I,Bay) NCR(I,B,)}.

On appellera Qf ,(I) Uespace des processus k-controlés de Bep (sur 1), et l'on associe bien sir
a cet ensemble la seminorme

N[Z/? Qi,p(f)] = N[?/? CA’f(I; Ba,p)] + Z {N[yx’iS C?U% Ba,p)] +N[y$’i;Cf(I; Bp)]}
i=1

+ Ny C3(I; Bay)] + Nyh C37 (1 By))-

Dans ce qui suit, nous ne manipulerons en fait que des espaces du type QAQP, avec 2kp > 1.

Nous pouvons & présent montrer de quelle fagon les champs de vecteurs donnés par la
définition 6.3.5 agissent sur ces processus controlés.
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Lemme 6.4.7. On fize un intervalle I de [0,T]. On suppose que f; € Xo (i =1,...,m) et soit
k€ (1/3,7). Sous Uhypothese 10, siy € QF ,(I) admet pour décomposition dy = X Byt 4oyl
alors lincrément (standard) 0 f;(y) peut s’écrire

S(fi(y))is = (ass @ 1d)(y, FL(y))s + (627 Vs - (4™ - fL(y))s + Fi(y)Ls, (6.58)

avec fi(y)* = fi(n)P 4+ fi(y)P? + fi(x)*3, ou les éléments f;(y)™* sont donnés par (6.40) et
(6.41). En outre,

N5 C3(Byya)] < e x { Ny O (Bay) P + Ny O 1} (6.59)

NUfi)P% 035 (Bp)] < erx Nys @iyl o NIfiw)% 63 (By)] < epx Ny; Qi) (6.60)

Démonstration. L’écriture (6.58) fait référence a la décomposition (6.39). L’estimation de f;(y)*?
est évidente, tandis que l'estimation de fi(y)ﬁ’g’ est une conséquence directe de I’hypothése
(6.51). Quant a f;(y)*!, il suffit d’observer que

71 N
1@ s, s < erll@nEls, . < erl @il < ef {IGWlE, + lasyslig, }

et le résultat découle ensuite de la propriété (6.11).
U

Nous sommes dés lors en mesure de justifier I'utilisation de la formule (6.48) comme défini-
tion de l'intégrale rugueuse :

Proposition 6.4.8. On fize un intervalle I = [0,Tp] de [0,T] et l'on suppose l’hypothese
10 satisfaite. Soit y € Qp ,(I) admettant pour décomposition oy = X®'y™" + Yt ot k et p
sont choisis tels que k € (1/3,7) et v — k > n/(2p). On suppose que le champ de vecteurs

f = (f1,.-., fm) est composé d’éléments f; € Xo. Sous ces conditions, on pose, pour tous
s<tel,

Tis(da’ fi(y)) = X5 filys) + X500 (0, £ W)s + X507 (™ - f1()s + s (), (6.61)
avec

Jtus = ij(f@(y)is) + Xfua7i((8y)u5a fz/(ys» + Xfuayi(ym 5(fz/(y))u8) B
+ szsm,l](;(yz,j ) f’L,(y))USa (6'62)

le terme f(y)* étant défini par la décomposition (6.58). Alors :
1. J(dz' fi(y)) est bien défini en tant qu’élément de CJ(I;B.,p) et coincide avec Uintégrale
de Riemann fst Sy dal, fi(yy) lorsque  est différentiable.

2. Pour tout 1 € By, il eviste un unique élément z € sz(I) tel que zg = Y et bz =
J(dz" fi(y))-

3. On dispose de l’estimation
N3 Q5 (D) < epx {14+ Ny UL Bep) P + 119 Nys 5, 2F . (6.63)

pour un certain parametre a > 0.
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Démonstration. Le fait que %s(dx f(y)) coincide avec l'intégrale de Riemann lorsque x est
régulier, correspond a ce qui a été établi dans la sous-section précédente, a travers (6.48).
Quant a la validité de cette expression pour des processus irréguliers et a l'estimation (6.63), ce
ne sont que des conséquences directes de la définition 6.3.5 et de I’hypothése 10, associées aux
estimations du lemme 6.4.7. Vérifions par exemple la régularité de J (on travaille implicitement

sur l'intervalle I) :
— pour X%(fi(y)"), on a, par (6.50) et (6.60),

NIXZ(fi)*? + fiy)?); €37 (By)] < epx Ny; Qs
tandis que, grace a (6.50) et (6.59),
NTX fily ) ¢ 2O (B)] < e { Ny CLBy)I? + Nys Q5,1
~ pour X®i((§y), f1(y)), 'hypothese (6.52) entraine
NIX (@), fiy)): €370 (B,)] < eqx Ny € (Brp)] < epx Ny: Q)
— pour X*®¥(y,8(f!(y))), on obtient, & nouveau via (6.52),

NX(y, 8(f1(y))):Co > P (B,)]
< erx Ny € (Bip)IN [y; CF (By)]

< e Ny O (Bl {NTs €0 (Bp)] + Nys Q5,1
— pour X*U§(y®J . fl(y)), on déduit de (6.53) les majorations successives

NIX05(y™ - ()G (B,)]
< epx ANTY™5CE(By)] + N5 CF (Brop) N Ty; CF (By)] }
< epx {1 N O Bop)? + Ny: Q5,2

Par ailleurs, grace aux relations algébriques contenues dans I’hypothése 10 et a la décomposition
(6.58), il est facile de constater que

T = =6 (X7 (fily)) + X*'(y, f{(y)) + X9 (y™ - fl(y))) -
Par conséquent, J € Kerd N C(Bp), avec u = v + 26 —n/(2p) = 3k + (v — K —n/(2p)) >

1, et nous sommes effectivement en droit d’appliquer A. En utilisant ensuite la propriété de
contraction (6.20), on obtient

NTAW): e3P O (B,)] < e {14 My € (Bop)? + Nys Q5 }
mais aussi
NTAW: BB )] < e {14 Nys O (Bep) 2 + Nys O3, 1}
La régularité des autres termes de la décomposition (6.61) peut étre établie par le biais d’ar-

guments similaires.

O
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Une fois munis de la définition de 'intégrale pour les processus controlés, la mise en évidence
d’une solution locale unique pour le systéme (6.5) ne pose aucune difficulté :

Théoréme 6.4.1. On suppose I’hypothése 10 satisfaite, et le champ de vecteurs f = (f1,..., fm)
composé d’éléments f; € X3. Pour toute paire (k,p) € (1/3,v) x N* vérifiant v — k > %, et
toute condition initiale 1 € By p, il existe un temps Ty > 0 tel que le systeme

(09)es = Tis(da’ fi(y)) + yo =1 € By, (6.64)
interprété grace a la proposition 6.4.8, admet une unique solution y dans QAQ’p([O, To)).

Démonstration. Comme dans les chapitres précédents, cette solution locale est obtenue via un
argument de point fixe. Si I := [0, 7], la stabilité d’une boule (bien choisie) de Qﬁyp(f ) est
facile a établir a partir de (6.63), en remarquant que cette derniére estimation entraine (avec
les notations de la proposition 6.4.8)

Nz Q5 (D] < epx {1+ Il , + 11 Ny: @5, (1]} (6.65)

pour un certain coefficient o > 0.
La propriété de contraction découle quant & elle de calculs certes longs mais élémentaires, et
(pour la plupart) tout a fait similaires aux estimations de la preuve du théoréme 6.3.1. On
écrira par exemple, si y,§ € Qp (1) sont tels que yo = go = 7V,

X"y, £i))s — X (G, £i))s = X5 (y — 9, i (W)s + X5 (0, £i(y) — £i())s,
et par (6.52),

NX™ @y — g, fi(y));Cy PN (1;B,)]
< ex Ny — 55 CY(T; B p)IN 1 (9); €Y (By)] < exp |T1F Ny — §; Q% (1)),

tandis que
NIX™ (G, f{(y) = S L B)]
< ox AN O By Iy C L3 Bu)] < ex, o 1 {14+ NG Q5 (D]} My—5: Q5 (D)

En raisonnant de méme avec les autres termes de la décomposition de
5z = 2) = 7 (da' [£ily) = £:(@)])
on déduit

Nz = 5 Q5 (D] < ex g 1T Ny = 5 O, (D] {1+ Ny O (DI + N3 O, (1]}

pour un certain A > 0, ce qui permet effectivement de faire valoir un argument de contraction
sur un intervalle I = [0, Tp] assez petit. O

La question du prolongement de cette solution locale pose ensuite le méme type de difficultés

que dans la sous-section 4.3.3 : le controle de l'intégrale sur un intervalle I donné dépend
trop fortement de la condition initiale. Pour comprendre ce phénomeéne, il suffit de comparer
Pestimation (6.65) avec les estimations (2.26)-(2.19).
Par ailleurs, nous ne pouvons malheureusement transposer ici le raisonnement de la section 5.4,
qui avait permis de faire face & une situation semblable. L’inégalité (6.65) se révéele en effet trés
vite insuffisante dans la perspective d’un controle simultané de l'intégrale et de la condition
initiale sur des intervalles successifs.
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6.5 Reégularisation du champ et solution globale

Nous revenons dans cette section sur le cas v € (1/3,1/2), mais en envisageant 1’éventualité
d’un champ de vecteurs régularisé par I'intermédiaire d’un opérateur supplémentaire. De fagon
plus spécifique, nous nous intéresserons au systéme

t
(0y)es = / St dz$ S fi(ya) 5 wo =1, (6.66)

ou f; € Xy, ¥ € By pour des paramétres k et a a préciser, et € est un parameétre strictement
positif fixé. Nous allons constater qu’en jouant sur l'effet régularisant de Se, le systéme (6.66)
est bien plus simple & appréhender que le systéme (6.64) : le raisonnement de la section 5.4 (et
plus spécifiquement de la preuve du théoréme 5.4.1) sera cette fois applicable et conduira a la
mise en évidence d'une unique solution globale.

Remarque 6.5.1. Ce n’est que pour plus de simplicité (et aussi pour se rapprocher du cadre
d’étude de [99]) que nous avons choisi ici un opérateur régularisant de la forme S.. Il apparaitra
cependant assez clairement, dans les calculs qui suivent, que nous aurions pu opter pour un
champ plus général

fi@I&) == [ K(&n) fily)(n)dn, €& eR",

R”

avec K un noyau suffisamment régulier et f; € Aj.

6.5.1 Considérations heuristiques

La propriété de régularisation (6.10) du semigroupe S. nous permet de nous ramener a
une décomposition de lintégrale fst Stu dxqu) Se fi(yy) similaire a la décomposition (2.25) de
I'intégrale standard, autrement dit & une écriture qui ne fait plus intervenir I'opérateur "mixte"
X", Revenons en effet a I'expression (6.39) :

5CF ()i = (B2)ust - £ (ys) + [y fs)
F oyl Fl(ys) + (XS Y20 - fl(ys) +/O dr [f{(ys +7(0y)es) — fi(ys)] - (6y)es|, (6.67)

mais considérons cette fois le terme entre crochets comme terme résiduel, en tant que processus
évoluant dans B, (ou éventuellement 3,/5), et notons ce terme fi(3)f. Ce point de vue est par
exemple légitime si le processus y évolue Bi ;,, puisque 'on sait que, pour tous s,t € I,

2 1-2
lassys - £i(ys)lls, < clt = s fillscllysllz,, < clt = s [T 1 fillcllysll5y,,-

Pour des raisons de stabilité évidentes, il importera ensuite que l'intégrale fst Stu dwgf ) Se fi(yu)
(et en particulier le terme résiduel issu de la décomposition de cette intégrale) soit vu comme
un élément de By, ce qui sera bien entendu rendu possible grace a I’action de Se. Par exemple,
par (6.10), on a

IS:(fF @)y, < e I (),
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6.5.2 Définition de l’intégrale

En se référant aux considérations précédentes, il advient que seuls les processus X ¢, X%t
et X" entrent ici en jeu. Nous nous contenterons ainsi d’une version simplifiée de I’hypothése
10 :

Hypotheése 11. Soit z € CJ (R™), v > 1/3. On admettra lezistence d’une suite ¢ de processus
différentiables vérifiant

Nz — ;¢ ([0, T]; R™)] =3 0,

telle que le triplet (X1, X950 X*°2%i0) (G € {1,...,m}) défini par
€ ; t . € ; t . E..E ;7 t . .
X t= / Sp_ydxlt X! ::/ ap, dzst XUV = / Sty dx5t (0257 ) ys,
S S S

converge vers un triplet (X%, Xt X% relativement a la topologie des espaces :

Pour X' : C3(L(By, By)) NCI(L (B, Brp)) N C3 " PP (L(B, o, By)) (6.68)
Pour X% ;. CyT(L(Byp, By)) (6.69)
Pour X™ ;. C3(L(By, B)) N C3 (L(B1p, Bip)). (6.70)

Par passage a la limite, on récupére en particulier les relations algébriques (souvenons-nous des
notations 6.4.3) :

SX™ =0 (6.71)

X = X% 4§t (6.72)

SXTT = XTI (§xT). (6.73)

Les opérateurs X' et X™% commutent avec S.. (6.74)

Remarque 6.5.2. On fera appel a la propriété de commutativité dans les preuves des propositions
6.5.4 et 6.5.5.

Les processus controlés de la section précédente laissent ici place a une structure plus élé-
mentaire :

Définition 6.5.3. Soit I un intervalle de [0,T]. Pour tout 1/3 < k <7y, on définit I’espace

QD) =
{y e CUIBL,) By = XEWE 4yl y™ € CEUILBL) NCUT: Buy), o € G (13 Byy) }

et l'on associe a cette espace la norme
Nly; Q5(1)] i= Ny™ CY(I; Bip)] + Ny™ Cf (1; Bup)] + N[y C3F(1; Buy)].

En particulier, Ny; CJ (Bi,)] < ¢z Ny; Qrp). La définition de l'intégrale s’impose ensuite
naturellement :
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Proposition 6.5.4. On fize un intervalle I = [l1,1s] de [0,T]. Soity € Q;(I) admettant pour
décomposition by = Xiy®i 4yt quec (k,p) € (1/3,7) x N* tels que v — k > n/(2p). Sous ces
conditions, on pose

Tis(da’ Sef;(y)) := X{2'Se fi(ys) + X9 Sc(y - fl(ys))
+ A (X TS fi(y)* + XTS5 (y" - fl (y))) , (6.75)

ot fi(y)? désigne le terme entre crochets dans (6.67). Alors :
— Jis(da? S f;(y)) est bien défini en tant qu’élément de CJ(I; By p) et coincide avec lintégrale
de Riemann f; Sty dxl, S fi(yu) lorsque = est différentiable.
— Pour tout ¢ € By, il existe un unique élément z € Q’;(I) tel que z, = ¢ et 6z =

J(dz' S.f;(y)).

— On dispose de l’estimation :
NIz Qp(D)] < e {14+ PO Ny Qp (02 + 1P el . (6.76)
pour une certaine constante ¢ > 0.

Démonstration. 1l s’agit du méme raisonnement que dans la section précédente. Vérifions par
exemple 'estimation du terme résiduel

2y i= XIS (e fiys)) + Aas (XPUS iy + X800y - fl(w)) ) -

En utilisant tout d’abord (6.70) et (6.10), on obtient

IN

cr [t = s e My - fys)lls,
< clt— 5|27 5_1||y§’]||31,p

< clt— s e Ny Qp )],

15 Se (- fi(ya)) I,

az,t :I:,i)

Ecrivons ensuite f;(y)* = fi(y)*'+ fi(u)"?, avee fi)iy = ausya S (ys)+uls- F{ () + (X005
fH(ys), fi(y)gf = fol dr [f!(ys + r(0y)es) — f1(ys)] - (0y)ts, puis observons les deux estimations :

I1X0"Se fi(W)ia sy
< cft—ul e M fiw)ialls,

< clt—al = {Ilausys) - o) lls, + 1 CXEY2) - fiws) s, + s - £, }
< clt—ul e {u— sl lyslla, + o= sl y2 sy, + Iyl b

< clt—ul e {Ju— s Ny QD] + lu — s { Ny QD) + 161131, } }

< clt— s NIy Qp )] + 111 sy, }
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tandis que, grace a (6.74),

X5 S= fi@)iE s, = IS-X0 fiw)Ells,,,
< clt—u" T L) s, .
< elt =l | (By)us 3,
< clt—al ™ | Gy)uslE, + llauys B, |
< eft—al M e fju - PNy QD + u— s {N Ty QD2 + w13, b}
< cft— s Ny Qp (D + PO el b

Une série d’estimations plus élémentaires encore, basées sur (6.70), donne par ailleurs

X5 Se8(y™ - F1(9)uslly,,
< cft— s e {14 Ny QDI + 11 Ny @ (D] 10l |-

En utilisant la propriété de contraction (6.20), on déduit a présent facilement
NI ()] < ce™ {14 10 My QP + 11P0 w3, , )

Lestimation de N [z%%; CY"(I; By )] peut étre établie avec le méme type d’arguments.
O

Evoquons a présent la propriété de contraction qui va nous permettre de transposer sans
effort le principe de la preuve du théoréme 5.4.1.

Proposition 6.5.5. On fize un intervalle I = [l1,1s] de [0,T]. Sous les hypothéses de la propo-
sition 6.5.4, soit y,y € Q;(I) tels que y;, = 41, = ¥, et notons z,z les deux éléments de QS(I)
définis par

do= = et bo=J(dd S fily) , 65 = T(dr' S.f(5)).

Nz =2 Q5] < coe I " Ny — : Q5(I)]
{14 11PO™) Wy QDI + N1 @(DP} + 1P Inl, b (677)

Démonstration. Pour tous s,t € I, on a par définition

0(2 = 2)is = X' Se(filys) — i) + X009 Se(y2 - fllys) — 527 - F1(Fs))
+ Ags (vaisé-(fi(y)ﬁ — [i@)F) + XTIy - fl(y) — 57 - f{(g))) .

Concentrons-nous uniquement sur le terme le plus difficile a appréhender, ie X®*S, (f;(y)»? —
fi()%2), ou, suivant les notations de la preuve de la proposition 6.5.4,

1
RS = [ dr o+ 60)0) = F00)] - @
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On commence pour cela par écrire
1
L) — @3 = /0 dr [£{(ys +r(0y)es) = Fi ()] - 5y — Dhes
1 1
e 0= Die- [ drr [ ' Gye)
0 0

1 1
+ (53])%3 / d”“/ dr’ [ z'”(ys + ’I“T’,(éy)ts) - fz'”(gs + T?“,(ég)ts)] )
0 0
de telle sorte que

1£:(0)E2 = £ (@), o < 10Cy — Deslls, {I10W)es s, + 11(07)es, }
+ 2 11(67)esl1, {llys — Fsll s + v — Gell 5}

Observons ensuite que

180y = Dislim, < 180y = Duslizn,, + £ = 51 s — ) = Sealva — G 51,
< clt— s Ny -5 Q5(1)],
puis
16w)slls, < 1Gwiellsy,, + laes(Gy)sals, + laisSsabls,
elt = s* {11~ Ny QD] + 111 1A, }

IN

et enfin
lys — ?jsHBOC < cllys — gsHBLP < cllys — Us — Ssa(Ya — ga)HBLP
< I Ny = 5;Qp ()]

Ces différentes estimations conduisent aisément a

NI = £ C3*(Byya)] < [ Ny — 55 Q@ (1)
{110 Ny @D + N QDI+ 117 [l }
Le reste de la preuve découle ensuite de calculs standards, essentiellement basés sur ’hypo-

these 11.
U

Nous sommes finalement en mesure de prouver le résultat d’existence globale que nous
annoncions :

Théoréme 6.5.1. On suppose U’hypothése 11 satisfaite. Soit f = (f1,..., fm) un champ de
vecteurs composé d’éléments de X3, et (k,p) € (1/3,7) x N* tels que v — k > n/(2p). Alors,
pour tout V¥ € By, le systéme

(0y)es = Tus(dzD Sefiy)) o yo =¥,

interprété via la proposition 0.5.4, admet une unique solution globale y dans Qg([O,T]). En
outre,

Ny: @y ([0, TD] < K(I¢lls, . 1Xlecrer), (6.78)

ot K = K. : (RY)? = RY est une fonction croissante de ses deuz arguments.
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Démonstration. 11 suffit de copier la preuve du théoréme 5.4.1 en s’appuyant sur (6.76) et
(6.77). Par exemple, avec les notations de la preuve en question, on écrira, grace a (6.76),

N QU] € ape {1+ 20N QU+ 20wl ). (679)
puis, grace a (6.77),
N = 2@ Qr(IN)] < o penaN Ty =y Q1)) (6.80)

ou
J, = n—(’y—l’i) + n—3(7—m)+20¢2 + n—(v—n+2(l—n))+2a1‘

Les propriétés de stabilité d’un sous-ensemble et de contraction sont ensuite traduites sous la
forme de deux systémes dont il est facile d’exhiber un couple solution (aq, c2). Pour montrer la
propriété (H) (qui permet le recollement des solutions), il suffit d’adapter (5.66) a I'opérateur 5.
L’estimation (6.78) est une conséquence directe du choix de N, en tenant en particulier compte
de la condition d’initialisation de la procédure : [[¢||5, , < N1

Nous aurons de toute facon 'occasion de revenir sur cette démarche dans le chapitre suivant,
dans le cadre d’une approche discréte du systéme (Proposition 7.4.10). O

6.6 Construction du chemin rugueux associé a I’équation de la
chaleur

Comme nous 'annoncions en introduction, 1'objectif consiste a présent a appliquer les ré-
sultats abstraits des sections 6.3, 6.4 et 6.5 au bruit généré (via la formule (5.92)) par un
processus = ~-holdérien, avec v > 1/3. Il s’agit donc de donner sens, dans ce contexte, au
chemin X = (X%, X% X** X*) qui apparait dans I'hypothése 10 (cette hypothése couvrant
clairement 'hypothése 9). A cette fin, nous aurons recours a la méme idée générale que dans
la section 5.5, autrement dit & des arguments élémentaires d’intégration par parties.

On rappelle que lorsque x est un processus différentiable, les opérateurs X, X X*¢ et
X** sont définis par les formules

X2 ()(€) = / Su(@)(©)drl, , XIHp)(€) = / anl9)(©) dzl,  (681)

X . 0)(©) 1= [ Sul(aug) - 0)(©)do (6.5
X)) = [ Sulo)©) dal, (627).s (6.5
En introduisant l'aire de Lévy xtzs’ij = fst da?, (527)ys, il n'est pas difficile de constater que ces

expressions sont équivalentes &
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X5 = x| ASxdu (6.84)
S
Xt = tAwa;v;'du (6.85)
S
X2 = / XTI (AS, © 1d) du (6.86)
S
XEe = xf;ij+/tAStuxﬁ’sij du. (6.87)
S

C’est ce type de formulation qui laisse entrevoir les possibilités d’extension des opérateurs
& un processus holdérien. Il faudra bien entendu prendre garde au fait que I'estimation de
Popérateur ASy, est susceptible d’entrainer 'apparition d’une singularité (en |t — u\_l_o‘, a >
0) sous l'intégrale.

Précisons briévement comment obtenir (6.86). Il suffit en fait de remarquer que

[ Stul(aue) - w)dat, =~ [ dudu (X5 (@) - 0)

ou, dans cette derniére intégrale, la dérivée partielle 9, ne s’applique qu’a 'opérateur Xfu’i.
Ensuite,

t

- /:duauwfw((aus@)-w) = [-XE (@) -v)] + /:dquﬂau(ausso)-w)

S

t .
- / du XZ (ASusp) - 1),

Remarque 6.6.1. A ce stade, il n’est pas tout a fait évident que les intégrales f; ASi (65%)ys du,...
donnent effectivement naissance & des opérateurs agissant sur B, ;. Nous ne considérons pour
le moment ces expressions qu’en tant qu’opérateurs agissant sur ’espace C2° des fonctions lisses
a support compact. Le prolongement aux espaces B, résultera d’'un argument de continuité
(voir la preuve de la proposition 6.6.2).

Proposition 6.6.2. Soit x un processus permettant la construction d’un 2-rough path x =
(x1,x2) € CJ(R™) x C37(R™™), pour un certain coefficient v > 1/3. Alors toute suite 2° de
processus différentiables telle que

Naf — ;G ([0, T R™)] + Nx52 — x2,¢2 ([0, T); R™™)] =2 0
satisfait ’hypothése 10.

Démonstration. Nous nous contenterons d’estimer la norme des opérateurs définis par (6.84)-
(6.87) relativement aux topologies en jeu dans I’hypotheése 10, pour un processus différentiable
noté également = (pour plus de clarté). Le résultat de convergence recherchée découlera ensuite
immeédiatement de ces estimations.

Cas de X**. Les normes concernées ici sont les suivantes

N[Xx’i§ Cg(ﬁ(Bp, By))] (6.88)
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N[X™ C3 (L(Brps Brp))] (6.89)
NIX™5C3 P (L (B2, By)] (6.90)

Réécrivons (6.84) sous la forme :
) ) t .
Xt = Stsx;l;’ — / ASmxtl,j du. (6.91)
S

A partir de cette expression, on déduit aisément

t
?‘ 1" 17'
IX5 (1B < ISes (@)1, 2" +/ IASu(9)l18,. , 15 |

S

t
< clllls.. 2l <\t— i+ [ rt—ur“wu) < cllplls., il 1t — s,
S

inégalité d’ailleurs valable pour tout x > 0, ce qui prouve a la fois (6.88) et (6.89). Pour (6.90),
on repart de (6.91) en ayant a l'esprit les deux propriétés [|Sis(¢)l|s, < cll¢llB, .|t — 5|7/ et

[ASs(0)lB, < cllells,,lt — s|~17"/2P ce qui donne

IX5 () ls, < cllells, 1|4t — s /2

pour tout p tel que v —n/2p > 0. Cette estimation correspond a la norme (6.90).

Cas de X' La norme est dictée par (6.51). La encore, commengons par observer que X %%
s’écrit aussi

) ) t )
Xtaf’Z = CLtSX:S’z — ASp,x
Deés lors,
¢
7‘ 17‘ 17‘
1Xe " (@)ls, < llaws(@)l18, 1% +/ 1AS ()8, 1%z 1du,
S
estimation qui, associée aux deux propriétés
Hats((p)HBp S c HCPHBH,})’t - S‘K HAStu(SO)HBp S c ||80H8m,p‘t - u|71+,{
permet effectivement d’affirmer
NIXE LBy Bp)] < ¢ |t — 5|77 (6.92)
Cas de X*'. Si I'on se référe & (6.52), objectif consiste a controler les normes suivantes :

NIxFwt eI/ (p(B, % By By))] et NIX*E:CY(L(Bep % Bup Bryp)).  (6.93)

A cette fin, exprimons X" sous la forme

Xta;a,z = st’l(ats & Id) - / Stquél (ASUS & Id) du. (694)

On déduit alors

X5 (0, 9) 1, < [t — s~ @ IN X037 LB, 0, Bp))(ats) - ¥,
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t
+E N X3 (L (B, 2, B,))] / = 5" [(ASus) - 3, pdu}-

Or
[(atsp) - ¥llB,,, < latsells,|1¥lB, < clt =" [lels,.,[¢8,

et
-1
1(ASus®) - ¥l 5 < cl|ASusplls, 1¥ll5, < clu—s""""[lolls,, ¢85,

ce qui permet de conclure
Ta,i T —n/(2 -
1X55 (0 ) s, < eNTX™5 63O LBy Bp) el 46, It = 5770/,

et la premiére estimation relative a (6.93) est ainsi vérifiée. En ce qui concerne la seconde, on
a, toujours a partir de (6.94),

I1X55 (0, )8,y < € NXPHC3(L(Brp, Bep))lll(aese) - ¥ 115,
t
NGBy Bp))) [ = [ (ASus0) - V],
En utilisant le fait que B, , est une algébre de Banach, on déduit ensuite

[asse) - YllBep < llellB, 1915,

mais aussi
||(ASU5@) : ’lil)”Bn,p S ”ASUSC)D”BA,pr(bHBR,p S C|U - 8‘71 ||()0||Bn,p||¢||8n,p7
d’ou
) ) t
12X (e, )8, < e N[XCH(L(Brp, Brp)llllls. ,1¢11B.,, (1t = s + / u— |7 du),
S

ce qui conduit & ’estimation recherchée.

Cas de X*% 11 s’agit de controler les normes
NXT:C57(L(By, By))), (6.95)

N[X515; CV (L (B, Bap))] et N[X#%:C3V(L(By.p, By))]. Nous nous concentrerons unique-
ment sur (6.95), les autres estimées pouvant étre obtenues de fagon similaire.
Ecrivons d’abord X;."" sous la forme

t
rx,ij 2,ij 2,ij 141
X = SeXiy —/ ASi, [Xm + x5, %7 | du.
S
A partir de cette expression, on obtient immédiatement

NIXE (0); By)

t
< cx{|sts<so>usp|\t—s|%+ / ||Asm<so>||spnt—ur%+|t—u|v|u—srf|1du}
S
t
—1
< cx{|so||sp\|t—s|27+uso||gp [ = Ht—um|t—u|m—s|mdu}
S
2
< o HSDHBp |t — s 7

ce qui constitue la relation escomptée.
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Grace a cette proposition, nous sommes en mesure de retranscrire les théorémes abstraits
6.3.1 et 6.4.1 dans le cadre plus familier des rough paths standards :

Théoréme 6.6.1. Soit x = (x!,x?) € CJ(R™) x C;V(Rm’m) (v > 1/3) un 2-rough path
géométrique, a partir duquel on définit un bruit X wvia la formule

Xi(p) ==Y =i filw),
=1

pour des €éléments f; que l'on suppose dans l’espace X3. Dans ce contexte, ’équation de la
chaleur rugueuse sur R™

t
(5y)es = / SwdXu(ya)s Yo = € Brp, (6.96)

interprétée grace a la proposition 6.3.2 si vy > 1/2 et a la proposition 6.4.8 si v € (1/3,1/2],
admet :
— Une unique solution globale dans é?’”([O,T],BH,p) siy > 1/2, ou le couple (k,p) €
(0,1/2) x N* est tel que v+ K > 1 et 2kp > n.
— Une unique solution locale dans Q:’p([O,T*]) siy € (1/3,1/2], ou le couple (k,p) €
(1/3,7) x N* est tel que v — k > n/(2p), et ou T* est un temps strictement positif qui
dépend de la condition initiale 1) et (accessoirement) des paramétres 7y, Kk, p,n.

En reprenant les arguments de la preuve de la proposition 6.6.2, il n’est ensuite pas difficile
de se convaincre que les expressions (6.84), (6.85) et (6.87) (qui font sens dés que = permet la
construction d’un 2-rough path) viennent également répondre aux critéres de ’hypothése 11,
et ’on est 1a encore en mesure de traduire le théoréme 6.5.1 :

Théoréme 6.6.2. On fize un paramétre ¢ > 0. Soit x = (x',x2) € CJ(R™) x C37(R™™)
(v > 1/3) un 2-rough path géométrique, a partir duquel on définit un bruit X¢ via la formule

Xi(p) =} S file),
=1

pour des éléments f; que l'on suppose dans ’espace Xs3. Alors l’équation de la chaleur rugueuse
sur R™

t
(5y)ts - / Stu dXi(yu)y Yo = w € Bn,pa (6.97)

N

interprétée grace a la proposition 6.5.4, admet une unique solution globale dans Q’;([O,T]), ol
le couple (k,p) € (1/3,7) x N* est tel que v — k > n/(2p).

6.7 Le cas rugueux d’ordre 3

Pour clore ce chapitre, nous nous proposons d’évoquer le cas ou le coefficient de régularité -y

de x est compris entre 1/4 et 1/3, situation que nous qualifions d’ordre 3 en référence a 1’'étude
du systéme standard (voir la sous-section 2.2.3), pour laquelle I'intervention du volume de Lévy
x3 est nécessaire.
Ces quelques considérations nous permettront de conforter la viabilité de notre approche du
systéme (6.5). Dans un souci de concision, les constructions qui suivent ne seront pas détaillées
avec autant de précision que dans les sections précédentes et nous nous restreindrons aux
grandes lignes du raisonnement.
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6.7.1 Construction de l’intégrale

On fixe un coefficient v € (1/4,1/3], qui représente donc implicitement la régularité de
. En se référant a la démarche impulsée dans les sections précédentes, nous savons que pour
étre mesure d’inverser § via A, nous devons ici chercher & identifier un terme "d’ordre 4" lors
de la dissection de l'intégrale, ou plus exactement d’ordre v + 3k, avec x un coefficient tel
que k < v et v+ 3k > 1. Dans ce contexte, le point crucial, a la base des constructions
de cette section, est lexistence (évidente) d’un élément x € (0,1/4) qui satisfait ces deux
dernieres conditions. L’espace By, conserve alors la propriété fondamentale retranscrite par la
proposition 6.2.4, et 'on peut envisager I'éventualité d’une solution évoluant dans cet espace.
L’opérateur X*®* introduit dans la section 6.4, et qui représente moralement I'intégrale Xt =
fst Sy dxt, (ays @ Id), devient un opérateur d’ordre 3 :

X7 e CJ (Bowp X By, By).

En tenant compte de cette observation, mais aussi en ayant a l'esprit les considérations de la
sous-section 2.2.3, il semble approprié d’introduire I’espace de processus controlés suivant :

Q5 = 1y € Cr(Banyp) : (5y)is = X2y + X{0Uyzmid 4yt
(6y™)es = (027)3s - y2™00 4y,
Y7 € C)(Bayp) NCE(By) , 4™ € CV(Bawy) NCE(By) , o € CJ(Bayyp) NCIF(By) |
Yy € C3F(By)},  (6.98)

avec la norme naturelle qui lui est associée.

Suivant la procédure usuelle, on suppose dans un premier temps le processus « différentiable
et 'on définit les opérateurs X** et X*%% par les formules

) t .
Xig' = / Swdxl, , Xp7 = / Spu da, (6") (6.99)

Par ailleurs, comme dans la section 6.4, 'entier p est choisi tel que 4kp > n, et de cette fagon,
Ba.p est une algebre de Banach. On suppose enfin que f; € &3 (voir la définition 6.3.5) et 'on

pose [f(9)](€) = jai(&, ¢(£))-

Avec ces notations, si y € Q’é‘,{’p, un développement de Taylor élémentaire fournit
. ) 1
(B fiW))us = (X5 y57) - £ilys) + (XYY - fi(ys) + qusys - Fi(ys) + 500V 17 (us)

1 1
+ ygs ' fz/(ys) +/ dTT/(; d?“/ [fz”(ys + rr,((sy)us) - fi//(ys)] ’ (53/)1%5

. 1
= xpd - yBd - f(ys) +x2k 2””’“-f-’(ys)+ausys-f{(ys)+§(5y)3s-f{'(ys)
+ (XAZT YT - fl(ys) + X O mIR (yrdky L fl(y,)

1 1
+ ygs : le(ys) +/0 d?"?’/(; dT/ [fz”(ys + TTI((Sy)us) - fi”(ys)] ’ (5y)12m
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et donc, en isolant les termes d” "ordre 3",
O fi(W)us = %0 -y - [/ ys) +x2" - y275 - £1(ys) + ausys - £ (ys)
+ 5(5$j)usy§’j (02 usy" - 11 (ys) + fiy)is
=k y2 - S + xR ) Ty ) |+ ausys - FH()
+ fi(y)hs, (6.100)

ou fi(y )ts est un terme résiduel relativement long (mais facile) a expliciter, et que 1'on peut
décomposer en f;(y ) Ek iy )t’S , avec (lorsque 'on revient a un processus x y-holdérien)

[fl( )ts ’ p/k] < Ca, f ‘t - 8‘35 (1 +N[y7 Q2/€p] ) . (6101)

Il convient bien siir de préciser que dans le calcul qui nous a menés a (6.100), nous avons
introduit les opérateurs

X[t = / apdrl, | XEU / Ay, Azl (02" ys, (6.102)
S S
et utilisé la relation de symétrie
Xg’sjk + Xg’skj = (5xj)u5(5$k)us

Quant a Pestimation (6.101), elle est (en partie) obtenue grace aux hypothéses de régularité
naturelles :

X € CF T (L(Bonp X By, By)), et XU € CT(L(Bowp, By)). (6.103)

A présent, en vue d'interpréter Jis(dz? fi(y)) en présence de processus irréguliers, il suffit
d’injecter I'expression (6.100) dans la décomposition

/Studx fl(yu) th fz ys /Studx 5fz( )us;

pour obtenir

/ Spuda, fily) = X5 file) + XE59 (20 - £1(52)) + X2 (g, ()
X EEAIR (Al L) oy By f () 4 s, (6.104)

avec Ty 1= f Sudzt, fi(y )us L’opérateur X =%k est ici défini par

xewiik /Studxfj x2 (6.105)

et I’on associe & cet opérateur 'hypothése de régularité 1égitime
X € G (L(Bawp Bawp)) 1€y (£(By, By))- (6.106)

Conformément aux considérations de la section 6.4.1, il reste uniquement a établir le fait que or
est un terme d’ordre 4, en tant que processus a valeurs dans B,. Nous allons plus précisément
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montrer que or € C;—FSR_TL/F(BP). Il suffira ensuite de choisir p assez grand pour que v + 3k —
n/p > 1.

Pour calculer 57", nous supposerons 1’ensemble des conditions algébriques de I'hypothése 10
satisfaites, et nous ajouterons a ces relations le comportement algébrique de X*** :

(bxwwidky, = XDk y2ii 4 xredk gL (6.107)

us *

En ce qui concerne les conditions analytiques, nous avons déja mentionné ’hypothése (6.106),
a laquelle nous ajoutons une version légérement modifiée des conditions de 'hypothése 10 :

X™ € C3(L(Bp, By)) N CY(L(Barps Bar,p)) (6.108)
X e 037 L(B, 5, B,)) 1 Cy T (L(Bys, By) (6.109)
X0 € C2V(L(By, By)) N C3(L(Bar s Banp)) N C37 ™ PV (L(B, o, B,)). (6.110)

Par ailleurs, en vue de clarifier la présentation du développement, nous aurons recours a la
notation ~ pour signifier "congru & un terme d’ordre au moins v + 3x — n/p", ou en d’autres

termes : pour tous h,l € C3(By), h=l < h—1¢€ CngSH_"/p(Bp). Avec cette convention, notre
objectif est donc d’établir la relation dr ~

En revenant a (6.104), on a, par (6.18),
— (07 us
= X5 y))us + (OXT™) s (T - fi(ys)) — X T8 (y™ - £1(y))us
HOX TR (Y2 frys) YRyt f (W)
= X0y )+ y™ W) us
HOX ) s (s £ s)) = XE (69 uss £ Ws)) = X Wur 6CF(Y) us)-

On peut d’ores et déja observer que les cinquiéme et huitiéme termes de cette derniére somme
admettent la régularité escomptée. En utilisant les relations algébriques satisfaites par les opé-
rateurs, ainsi que la décomposition (6.100), on déduit ensuite

—(57“)tus

~ —Xm”((csyg“) 'fj/‘(ys))_Xmﬂ( x’z‘s(fz/(y))US)
X (b (Y f(ys) Sy (s })
F X0 (ausyss 1 (s) — X ((09)uss £ (ys))

— Xl b fi(s)) — xal((éy)u&fz(ys))
= XEE (D) — X TR 1 (0)
X0 (- {0 wD)us = XU 07" 11w )

Finalement, il est facile de voir que (6f/(y))us = Xl Ly ok M (ys) + fl(y )i, ot fl(y)? est tel
que

Q

Q

NI @) Byya) < caglt — s/ Ny; Q5. )%

En se référant a I'hypothése (6.110), cette inégalité permet de conclure or a2 0, ce qui achéve
le raisonnement.

Formalisons & présent ces résultats, en fixant tout d’abord les conditions relatives a x :
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Hypothése 12. Soit z € C/(R™), v € (1/4,1/3]. On admet qu’il existe une suite z° de
processus différentiables vérifiant

Nz® — ;] ([0, T);R™)] =2 0

telle que les opérateurs
)(wg 4 )((lZE i )(IE$E ] )($E(li )((Z.’L'ELEE ] )(:vgm‘f:rg ijk
) s k) s ) .7’ k) s ) ]’ ) .7

définis par (6.99), (6.102) et (6.105), convergent relativement auzx normes associées aux condi-
tions (6.108)-(6.110), (6.103) et (6.106), et ce pour un triplet (v, k,p) tel que

v€(1/4,1/3], ke (0,1/4) , peN", k>n/p, y—k>n/p, y+3k—n/p> 1
Les processus limites, notés
Xx,i Xax,i Xxx,ij X:Ea,i Xaxw,ij me:p,ijk
b b b b b )
vérifient alors les relations algébriques qui apparaissent dans l’hypothése 10, ainsi que la relation
(6.107).
Nous venons alors de prouver :

Proposition 6.7.1. On fize un intervalle I = [l1,l5] de [0,T]. Sous Uhypothése 12 et en
supposant que f = (fi,..., fm) avec f; € X3, on pose, pour tout y € 95, (1), J(dz" fi(y)) :=
(Id—Ad)(J), ow, pour tous s < t,

Jis = XG0 Filys) + X WS £i(09) + X5 (s £ (05))
+ X (e f () y Py T f (ys). (6.111)
Alors :
1. J(dx' fi(y)) est bien défini en tant qu’élément de C(I; Bap) et coincide avec lintégrale

de Riemann f; St dxt fi(yy) lorsque x est un processus différentiable.

2. Pour tout 1 € Bayp, il existe un unique processus z € Q5 (I) tel que z, = ¢ et
(02)1s = Tus(dx® fi(y)) sis <tel.
3. On dispose de ’estimation

Nz; Q5 (1] < e x {1+ Ny; €Y (13 Bany)” + TN y; Q5 (D]} (6.112)

pour un certain coefficient o > 0.

6.7.2 Reésolution du systéme différentiel

Une fois munis de lestimation (6.112), la résolution locale du systéme découle des arguments
de point fixe standards, et aboutit & I’énoncé :

Théoréme 6.7.1. On suppose ’hypotheése 12 satisfaite et le champ f = (fi,..., fm) composé
d’éléments de Xy. Pour tout ¢ € Bay p, il existe un temps Ty > 0 tel que le systéme

Oy)s = Tis(da’ £ (), yo =1, (6.113)

interprété grace a la proposition 6.7.1, admet une unique solution y dans Q5 ([0, Ty]).
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L’application de ce théoréme abstrait passe ensuite par le prolongement du chemin
E 5 € 5 EpnE 54 € - EpnE 54 E € pE 4 k
XE .— (Xx ,Z’Xal‘ ,z’XJJ T ,zgva a,z7Xa:v T ’Z],Xx rfxij )
a tout 3-rough path géométrique x = (x!,x2,x3) € CJ(R™) x CSW(Rm’m) X CS’W(RWW’”) (voir

I'hypothése 2). On suit pour cela la méme stratégie que dans la section 6.6, en reprenant les
formules (6.84)-(6.87), auxquelles s’ajoutent les deux expressions

t
arx,ij 2,ij
Xis .—/ ASp, x307 du,
S

t
xgowiik Sk | / ASy, x31% gy
S



Chapitre 7

Schémas d’approximation

7.1 Introduction

On poursuit dans ce chapitre 'analyse de ’équation de la chaleur rugueuse (5.91), en adop-
tant cette fois un point de vue plus "discret", & travers la mise en place de schémas numériques
facilement implémentables visant & approcher la solution y. L’efficacité de ces schémas va ré-
sulter du rapprochement de deux types d’idées : D’une part, les considérations relatives a la
discrétisation du systéme rugueux standard, telles qu’elles apparaissent dans le chapitre 3 ou
dans [25] ; d’autre part, des méthodes classiques d’approximation de solutions d’EDPS dirigées
par un bruit de Wiener, et en particulier la méthode de Galerkin. Il serait vain de tenter de
fournir une liste exhaustive des trés nombreux travaux afférents a ce dernier sujet, et nous nous
contenterons de citer les références que constituent [52] ou [53].

Comme nous le verrons dans les sections 7.3 et 7.4, la structure des schémas sera en fait
directement dictée par les constructions de I'intégrale rugueuse fst Sy dxl, fi(y,) établies dans
le chapitre précédent. Si 'on se référe par exemple a (6.25) ou a (6.75), il apparait dans les
deux cas que l'intégrale se décompose sous la forme

t .
(§y)es = / Siwdai filya) = Mis + Ry, (7.1)

avec M un terme "principal" et R = A(J ) un terme "résiduel" (a ne pas confondre cependant
avec le résidu associé a la structure de processus controlé pour (6.75)) caractérisé par une grande
régularité vis-a-vis du couple (s,t). De fagon tout a fait naturelle, les schémas que nous nous
apprétons a étudier ne retiendrons que le terme principal entre deux temps de discrétisation,
pour s’écrire :

1+1"1

n — n . n o __
Yir, | = Sthlt?yt? + M, ens Yo =,

ou 0 =tf <t < ... <ty =T est une partition de [0,7] dont le pas tend vers 0. Le
raisonnement est en cela proche des récents travaux de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] pour
le traitement d’un bruit de Wiener : pour obtenir des schémas numériques particuliérement
efficaces, les deux auteurs prennent en effet appui sur un développement de Taylor de la solution
du systéme, ce qui correspond exactement a une décomposition de la forme (7.1).

A la différence du chapitre précédent, I'équation sera ici considérée sur L2([0,1]), avec des
conditions au bord de type Dirichlet, et ce pour profiter de la diagonalisabilité du semigroupe

associé. Il n’est pas difficile de constater (ce que nous ferons dans la section 7.2) qu’une grande
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partie des propriétés et du formalisme présentés dans la section 6.2 trouve son équivalent dans
ce contexte, ce qui permettra en particulier de transposer sans justification supplémentaire
les résultats des sections 6.3 et 6.5. On ne pourra en revanche retranscrire les résultats des
sections 6.4 et 6.7, pour lesquels il importait que le parameétre p (dans LP(R™)) soit trés grand.
L’étude de schémas d’approximation n’est de toute facon véritablement permise que lorsque
I’on dispose au préalable d’un résultat d’existence globale d’une solution, que ne fournissent pas
les théorémes 6.4.1 et 6.7.1. Nous serons ainsi contraints de nous limiter aux deux situations
suivantes :

(i) Cas Young : le systéme se présente sous la forme

A t .
G = [ Si-udsl, fiw), 0=, (72)

avec ¢ une condition initiale dans un espace de Sobolev a préciser, x un processus y-holdérien
pour un certain coefficient v > 1/2, et f; les opérateurs de Nemytskii associés a des fonctions
fi : R — R réguliéres, c’est-a-dire

Fiw)(€) = fi(y(€)) pour tout y € L*([0,1)).

(i) Cas rugueuz en présence d’un champ régularisé : Le systéme s’écrit

A~ t .
Goie = [ Si-sdely Sefilun)s w0 =0, (7.3)

ou les notations ont la méme signification que ci-dessus, mais ot v € (1/3,1/2] et € est un
parameétre supplémentaire strictement positif fixé.

La stratégie que nous allons adopter dans les deux cas sera divisée en trois étapes, chacune
d’entre elles correspondant & un type de discrétisation différent :
(a) D’abord, une discrétisation du processus directeur x, rendue possible grace aux propriétés
de continuité de l'application d’'Itd associée au systéme. Nous reviendrons d’ailleurs en détail
sur ce dernier point, quelque peu négligé dans le chapitre précédent.

(b) Ensuite, une discrétisation en temps suivant la décomposition (7.1), comme nous l’avons
évoqué ci-dessus. Les systémes (7.2) et (7.3) recevront a cette étape des traitements bien dis-
tincts : pour (7.2), la simplicité de la construction (6.25) de I'intégrale pousse a I’étude d'un
prolongement continu du schéma, tandis que pour (7.3), nous aurons plutot recours a un rai-
sonnement discret, plus proche des preuves de [25].

(c) Enfin, une discrétisation en espace, qui consiste globalement a projeter le systéme sur un
espace de dimension finie, conformément a la méthode de Galerkin. L’efficacité de la procédure
sera ici assurée par la régularité (en espace) de la solution.

A notre connaissance, il s’agit 1a de la premiére tentative de mise en place de schémas
d’approximation pour des EDP impliquant un bruit fractionnaire. Grace aux estimations du
chapitre 3, nous serons en outre en mesure d’exhiber un taux de convergence explicite pour cha-
cun de ces schémas lorsque x désigne un mBf. Dans I’énoncé de ces résultats, la distance entre
la solution exacte y et son approximation ™" sera comme dans les chapitres précédents expri-
mée & I’aide d’une norme holdérienne, topologie inhérente & la méthodologie rough paths. Ceci
rend malheureusement délicate la comparaison avec les taux obtenus par Jentzen et Kloeden
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ou Hausenblas dans le cas d’'un bruit de Wiener (voir les références ci-dessus), leurs résultats
faisant appel a la norme du supremum sur [0, 7]. Nous devrons pour notre part nous contenter
de conjectures basées sur I'observation de l'erreur empirique pour quelques simulations (voir
les sous-sections 7.3.6 et 7.4.6).

Le chapitre est organisé de la facon suivante : La section 7.2 viendra trés briévement préciser
le cadre dans lequel s’incrit notre analyse ; elle soulignera surtout les analogies avec le modéle
étudié dans le chapitre précédent. La section 7.3 est dédiée a I'étude d'un schéma numérique
pour le systéme dans la configuration (i) ; seule une discrétisation basée sur un développement
d’ordre 1 sera ici requise, de telle sorte que ’algorithme pourra étre per¢cu comme une simple
adaptation du schéma d’Euler classique. Nous traiterons ensuite, dans la section 7.4, la confi-
guration (ii); le schéma associé mettra logiquement en scéne un développement d’ordre 2, et
ressemblera ainsi davantage, comme dans le chapitre 3, au schéma de Milstein standard. Enfin,
I’appendix contient la preuve détaillée du résultat fondamental de la section 7.4.

7.2 Cadre d’étude

On considérera l'opérateur laplacien A sur l'espace hilbertien 'espace hilbertien B :=
L?(]0,1]) avec conditions au bord de Dirichlet. Cet opérateur est diagonalisable, et I'on fixe
d’ailleurs dés a présent une base orthonormée de B constituée de vecteurs propres :

en(€) == V2sin(mng) (n € N*), et les valeurs propres relatives A, := 72n?.

On notera (dans cette section du moins) (y"), les coefficients d’une fonction y dans cette
base. Pour tout N € N* Py désignera 'opérateur de projection sur le sous-espace Vy =
Vect {e,,, 1 <n < N}.

Munis de ces notations, les espaces de Sobolev fractionnaires construits sur B deviennent
trés faciles a caractériser :

Définition 7.2.1. Pour tout k > 0, on notera B, [’espace de Sobolev associé a [’opérateur
fractionnaire (—A)", espace que 'on peut caractériser par

B, = {y € L*([0,1]) ZA% "2 < 00}, (7.4)
et l’on munit cet espace de sa norme naturelle

lylls, = I1(=2)"ylE = Z/\Q“ ") (7.5)

En outre, pour tout k < 0, on pose B, := (B_,)', et B = By = L?([0,1]).

Les propriétés élémentaires de ces espaces sont tout a fait analogues a celles du chapitre
précédent :

Proposition 7.2.2. Avec les notations ci-dessus, on dispose des propriétés :
— Inclusions de Sobolev : Si k > 1/4 et 0 < pu < 2k — 1/2, alors B, est inclus de fagon
continue dans 'espace C*([0,1]) des fonctions p-héldériennes sur [0, 1].
— Algebre de Banach : Si k > 1/4, alors By, est une algébre de Banach, c’est-a-dire || -

Vs, <llelsl¢lls, pour tous ¢,4 € By.
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— Projection : Pour tous 0 < k <y et tout ¢ € B,

le — Prells, < AnT " llells, (7.6)

Démonstration. Les deux premiéres propriétés sont des résultats classiques, que ’on peut trou-
ver dans [2|. La derniére propriété est quant a elle immeédiate : si ¢ =) " e, € B,,

K n K— n 2(k—
lo = Preld, = D AZ(eM2= 30 XEIAZ()2 <Xl
n>N+1 n>N+1

O]

Dans ce contexte, on sait que 'action du semigroupe de la chaleur prend la tournure élé-
mentaire : si ¢ = Y ¢"e, € B, alors pour tout t >0, Syp = >, e e, . 1l n'est alors pas
difficile d’établir, par un calcul direct, les propriétés qui font le succés du formalisme § :

Proposition 7.2.3. On dispose des propriétés :
— Contraction : Pour tout k > 0, pour tout t > 0, Sy est un opérateur de contraction sur
B.

— Régularisation : Pour tout t > 0 et tous —00 < k < a < 00, Sy envoie By sur B, et
I1SilB. < cant™* le]5,- (7.7)
— Régularité héldérienne : Pour tous t > 0, > 0 et tout ¢ € By,
1St — ol < cat®[lol| B4 (7.8)
1ASlls < cat™ l¢ll5,- (7.9)

Démonstration. Par exemple, pour (7.9), on sait que si ¢ =) ¢" ey, alors

AStSO = Z()\ne_w‘”gon) €n,

n

et donc

1ASipll7: = ) (e ™)
= e e

< TP (09" = T el

n

otl nous avons fait usage de l'inégalité élémentaire e < ¢, t=*, valable pour tous \, s, ¢ > 0.
Les autres propriétés peuvent étre établies avec des arguments similaires. ]

On rappelle que ce sont ces propriétés qui ont permis la mise en place du formalisme basé sur
Popérateur d’incrément modifié & et surtout la construction de lopérateur inverse (potentiel)
A (voir [51]). La proposition 7.2.3 autorise ainsi une transposition immédiate de ces résultats,
et en particulier du théoréme 6.2.2 :
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Théoréme 7.2.1. On fize un intervalle I de [0,T] et deux paramétres k > 0 et p > 1. Pour
tout h € C§(I; Bx) N Kerdic,(s,), il eviste un unique élément

Ah € ﬂae[oﬂu)cg_a(f; B,@_;,_a)
tel que 3(]\h) = h. Ah satisfait en outre la propriété de contraction : pour tout o € [0, 1),
NAR;CE (I3 Bita)] < Capur Nh; CH(I; BL)]. (7.10)

Il peut étre intéressant de remarquer que les principaux arguments techniques qui inter-
viennent dans la construction de A (voir [51]) feront leur apparition au travers des preuves des
propositions 7.3.12 et 7.4.10. Notez par ailleurs que nous serons plusieurs fois amenés & mettre
a contribution la relation télescopique : pour tous s =ty < t; < ... <t, =1,

n—1

(Sy)ts = Z Stti+1(3y)ti+1ti‘ (711)
=0

Souvenons-nous a présent que pour toute fonction f : R — R, on définit 'opérateur de Nemyts-
kii Ny associé a f par la formule : pour tout y € B, pour tout £ € [0,1], Nf(y)(€) == f(y(§)).
Si f est assez régulier, il est ici possible de controler la norme ||N¢(y)||s, sans transiter par une
quelconque classe A} :

Proposition 7.2.4. 5i 0 <k < 1/2 et f € CH°(R;R), alors pour tout y € B,

INt@)lls. < ep{l+lyls,.}- (7.12)

Démonstration. Comme dans le chapitre précédent, 'inégalité est obtenue en utilisant une
norme équivalente, en 'occurrence (voir [2])

1 1 2
2 . yl2 d d y(&) —y(n)| .
Iy, = ol + e [ an @80

Remarque 7.2.5. Désormais, nous noterons plus simplement f pour Ny.

La propriété (6.14), qui prenait appui sur un argument de convolution lié a la nature du
semigroupe, n’a pas d’équivalent direct dans le cadre qui nous intéresse. Nous lui substituerons,
au cours du raisonnement de la section 7.4, une relation basée sur I'inclusion suivante :

Proposition 7.2.6. Pour tout k > 1/4, on dispose de l'inclusion continue
LY0,1) € B_,. (7.13)

Démonstration. C’est une retombée directe des inclusions de Sobolev rappelées ci-dessus. En
effet, si u € L'(0,1), alors pour tout ¢ € B,

1
) [ u@te) d&] < Nelloellull oy < Il Nl -
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7.3 Le cas Young

L’objectif de cette section consiste & introduire et analyser un schéma numérique d’approxi-
mation dans la configuration (i) décrite en introduction. Nous nous permettons au préalable de
rassembler les différents outils et résultats théoriques tirés des sections 6.3 et 6.6. Pour davan-
tage de simplicité, nous travaillerons dans toute section sur I'intervalle de temps [0, 7] = [0, 1].

7.3.1 Reésultats précédents

On fixe donc dés a présent un processus x y-holdérien, pour un certain coefficient v > 1/2.
On supposera que ce processus peut étre approché par son interpolation linéaire, hypothése que
nous étiquetons en vue de références ultérieures :

Hypothése 13. Soit M e processus obtenu par interpolation linéaire de x de pas 1/M, au-
trement dit : si 45 <t < &L

xiw’i = + M (t - ) (0%) kt1 & . (7.14)

On admettra alors le résultat de convergence
upr = Nz — 2M;CJ(R™)] — 0 (7.15)
lorsque M tend vers l'infini.

Comme expliqué dans la section 6.3, la compréhension du systéme (7.2) passe alors par
I'identification d’un processus X particulier :

Lemme 7.3.1. Sous Uhypothése 13, la suite X%*M des processus a valeurs opérationnelles
définis par

XEM / t Sy diM, (7.16)
5
converge vers un élément X7 relativement a la topologie da [’espace
Cy (L(By, Bi)) N C3 " (L(B, By)),
et ce pour tout 0 < k < 7. L’opérateur X% satisfait en outre les deux propriétés :
6X™ =0 , PyX®=X"Py (N eN¥),
ot l'opérateur de projection Py a été défini dans la section 7.2.

Démonstration. On reprend I'argument d’intégration par parties de la section 6.6, qui aboutis-
sait & la formule explicite :

. 4 t ,
X5 = Su60 )~ [ ASu(6a)edu (717)

Notez que la convergence relative a la norme N[.;CJ~ " (L (B, B,))], qui sera mise a contribution
au cours de la procédure de discrétisation en espace, n’apparaissait pas dans I’hypothése 9. Elle
est cependant facile & vérifier a partir de (7.17). O
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Notation 7.3.2. Pour tout coefficient k € (0,1) fixé, on définira dans ce qui suit la norme
associée 4 X" par la formule :

[ X, ==
S { NI CY(L(By, Bo))] + NX: CH(LB, B))) + N[X™ ™ (£(B, B)) L (7.18)
i=1
Réécrivons la proposition 6.3.2 dans ce contexte :

Proposition 7.3.3. Pour tout processus z = (z%,...,2™) tel que z* € CY(B,) N CF(B) avec

0<k<1/2ety+k>1, on définit l'intégrale
Tis(da? 27) := X' 20 4+ Ay (X™'62"). (7.19)
Alors :

- j(czx z) est bien définie via le théoréme 7.2.1, et coincide avec l'intégrale de Riemann
[* Sy dai, 21 lors t différentiabl
s Studxy, 2, que x est un processus différentiable.

— On dispose de l'estimation :

NI (de 2);C3(Bi)] < el| X |l {NT25 €7 (Bi)] + Nz CE(B)]} (7.20)
Le résultat principal de la section 6.3 admet & présent 1’équivalent suivant :
Théoréme 7.3.1. Si f; € C>P(R;R) pour tout i € {1,...,m}, le systeme
(69)es = Tis(da’ fiy)) » wo =h € By, (7.21)

interprété grdace a la proposition précédente, admet une unique solution globale dans CAf(Bn), et
ce pour tout K tel que
1/4<k<1/2 |, ~v+Krk>1. (7.22)

On dispose en outre du controle :
50,k T
Ny €7 (Br)] < C ([1hlB,s X lye) (7.23)

pour une certaine fonction C croissante en ses deux arguments. On rappelle que la notation

N1 €Y (By)] renwoie a
Ny: €1 (Bx)] = Ny; € (B)] + Ny: €1 (B,)) (7.24)
Remarque 7.3.4. 11 convient d’observer que (7.23) et (7.20) entrainent en particulier
Nly: €] (Br)] < eha-
En effet, puisque y est solution du systéme, on a

16)sllz, < 1 Tes(dz £ ()5,
< et — s {NTf(); CU(B)] + N f(y): CE(B)]} -

Ensuite, grace a (7.12) et (7.8), on déduit
N (): € (B < e {1+ Ny (Y (Bo)DI}
puis Nf(y); C (B)] < e Ny: G (By))-
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7.3.2 Schéma et résultat principal

La procédure en trois temps évoquée en introduction, et qui sera analysée en détail dans
les sous-sections qui suivent, conduit de fagon naturelle au schéma d’approximation suivant :
: _4M ._ k.
slty =1t = 37,
M,N M,N M,N z,i,M /. M,N
yO - PNh7 ytk_H - Stk_;,_ltkytk, + X PNf’L(ytk )7 (725)

thy1ly
N 2 N m,i,M e tk+1 M,i
olt, conformément a (7.16), X; " = ftk SteprudTy
Munis de 'hypothése 13, nous sommes & présent en mesure d’énoncer le résultat de conver-
gence associé au schéma (7.25) :

Théoréme 7.3.2. On fize un parametre k € (1/4,1/2) tel que v+ Kk > 1 et 2k > 7, et l'on
suppose que f; € C*P(R,R) pour touti € {1,...,m}. Sous I’hypothése 18, il eviste une constante
Cha = Chaqywe > 0 telle que, siy désigne la solution de (7.21) donnée par le théoreme 7.5.1 et
yMM e processus défini par le schéma discret (7.25) en prenant N = M,

10(y — ™M)t |18,
sup .
0<p<q<M ‘tq - tp‘

1
< Cha {Hh = Pahl|s, +un + W} . (7.26)

Les trois sous-sections suivantes sont dédiées & la preuve de ce résultat; chacune d’entre
elles correspond a l’analyse d’un type de discrétisation.

Remarque 7.3.5. L’hypothése 2k >  ne sera utilisée que pour simplifier certaines estimations
au cours de la preuve. On peut néanmoins facilement s’en affranchir, au prix d’un terme sup-

plémentaire 57— dans (7.26).

Remarque 7.3.6. Le choix particulier N = M n’a été fait qu’en vue de rendre la forme de
I’estimation plus agréable. Il n’est pas difficile d’obtenir un résultat plus général avec deux
entiers N et M éventuellement distincts, en reprenant un & un les arguments de la preuve qui
suit.

7.3.3 Discrétisation du processus directeur

On peut de prime abord s’interroger sur la pertinence théorique de cette premiére étape,
qui va en quelque sorte consister a remplacer X% par X**M dans la décomposition (7.19) de
I'intégrale. L’'intérét de la procédure va en fait se révéler lors de I'implémentation concréte de

. N x5, M . N
lalgorithme, dans la mesure ou X, '’ = se résume a
. l41 trg1
oM WM i
th+1tk = / Sty dy™ = M- (62")4, 11, / Styerru du,
tk ty

et ainsi, seule la simulation de l'incrément (5x%)y, .t sera requise. Notez dés & présent que
ce commentaire sur a ’aspect pratique d’une discrétisation de X7 viendra également justifier
I'importance de la sous-section 7.4.3 dans 1’étude de (7.61).

Notation 7.3.7. Pour tout M € N*, on notera g™ approzimation de Wong-Zakai associée
M (de méme condition initiale h), autrement dit la solution du systéme (7.21) lorsque x est

remplacé par son interpolation x™ .

La transition entre y et ™ est rendue possible par le résultat de continuité suivant :
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Proposition 7.3.8. L’application d’Ité associée au systéme (7.21) est localement lipschitzienne
vis-a-vis de h et X*. En d’autres termes, siy (resp. §) représente la solution dirigée par X7
(resp. X*), de condition initiale h (resp. h), alors

Ny = 5 (B < € (1l Wl 1K s 1K) { 1B = lls, + X7 = X%}
(7.27)

pour une certaine fonction C' croissante par rapport a chacun de ses arguments.

Démonstration. C’est le méme type d’argument que dans la preuve de la proposition 4.1.8.
De fagon usuelle, I'inégalité est d’abord établie localement, sur un petit intervalle [0, Tp], puis
étendue sur [0, 1] en utilisant la version discréte du lemme de Gronwall.

Raisonnement local : Considérons un petit intervalle [0, Tp]. En écrivant, pour tous s < ¢ €
[0, To),

~

5y = )es = is (da [F() = F@)]) + Tos (Ao = 7] F@))
I'inégalité (7.20) entraine immédiatement
Ny — §;CE([0, To], B)] < ClT(;y*KHXxH’Y,n{N[fi(y) — fu(®);C1([0, To], By)]

+ NTfily) = f(@) (0, ), BT}
+ eal| X7 = X7 ANTA (@) (B + NI @) CF (B} (7.28)

D’apres (7.23),
NTi(@); €L (B + Nfi(); CF (B)] < e N[5 €1 (By)] < ¢

Par ailleurs, a partir de ’expression
1
[filye) = fi(@e)] = [fiys) — fi(Fs)] = /0 dr fi(ys +1(0y)ts) - 6(y — §)es
1
+/O dr [fz/(ys +7(0y)ts) — fz/(?js + T(dg)tS)] - (69)ts»

on déduit facilement, en utilisant en outre (7.23) et 'inclusion continue B, C L*(0, 1),

N[fz(y) - fl(g),Cf([O,To],B)] < CIN[y - Q;CA%H([OvTO]vBH)}
e N[5 CV (B {1y — iello + |ys — Fslloo}
< Cha AN = 50, To], Bo)] + |1h = hlls, }

Enfin, puisque B, est une algébre de Banach, on a, pour tout ¢ € [0, Tp],

1
Vo) — fiG)ls, = | /O dr £+ (v — 30)) - (e — 3015

cllye = gells. Allyells. + 11915}

IN

et donc, & nouveau grace a (7.23),

s lly

NUFi(y) = Fi5); €0, To), B < e 5 {N Ty — 55 C(10, Tol, Bi)) + 1 — s, }
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En revenant a (7.28), on peut a présent affirmer que

Ny — 5: €7 ([0, To), By)]
S O {TJ_“N[y — §;CY ([0, Ty), Be)] + | X* — X7

ot Il = Rlls, }
puis, comme y; — G = 0(y — §)wo + Swo(h — h),

N[y - g; é?,ﬁ([o’ TO]? BH)]

<l AT N = (0.1, B + 157 = X7+ 10— s, }.
Par conséquent, en choisissant T € (0, 1] tel que c}ll i iTg = %, on obtient

Ny — 5;CY"([0, To), B.)] < 2¢ -

B, @ {HXI — X%y + | = iLHBn} .

Prolongement du résultat. Avec les mémes arguments que dans la premiére étape, on déduit
facilement, pour tout k € N*,

Ny = §:CO" (KT, (k + DTo). B)] < 2k 1K = X e+ lwiry — G 5.}

et donc, puisqu’en raison de (7.11),

k—1
YrT, — UkTy = Sko0lh — h] + Z Skto,(1+1)To 0 (Y — U) (14+-1)T0 1T »
=0
Nly — §;CY"([kTo, (k + 1)To), By)]
k—1
<205 1K = X 0 = hlls, + T5 S0 Ny = 5 € (1o, (1 + DT), Bo)l |-
=0

Le lemme de Gronwall permet alors d’affirmer

~ 50,k 5.k T T 7
Ny = 5 6 ((KTo, (k + DTl Bo)] < 2 eies ™ {|IX7 = X7yt 1 = R, }

2 ~
h,h,x,T
L’inégalité (7.27) découle finalement de la relation (consécutive 1a encore de (7.11))

Jr,
Ny = §:CP7([0,1], Bo)] <> Ny — §: G ([KTo, (k + 1)To), By)],
k=0

ou Jp, désigne le plus petit entier tel que Jp, - Ty > 1.

11 suffit maintenant d’utiliser '’hypothése 13 via le résultat élémentaire :

Lemme 7.3.9. Il existe une constante cy , telle que

1X7 = XM < ey N — 23 CY(R™)] < .
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Démonstration. A partir de (7.17), on a, pour toute fonction-test ¢,

7‘ 7-7M
I(X55" = X ells.

t
< Siels, 8" = o] + [ 1ASupls, [5G - 2] du

IN

N =L@ ol {1 =P+ [ fp =l du}
s
< 2Nz -2l ®R™)] llgls, [t — s/,
ce qui permet d’étendre I'estimation & tout élément de B, et ainsi d’affirmer
N[x=F— XM Y (L(By, By))] < 2N [z — 2™ C) (R™)).
On utilise ensuite le méme type d’argument pour majorer les normes
Nx®h— XBeM e (L(B,B))] et N[X®— X™4M CI7 (L(B, By))].
O

Corollaire 7.3.10. Avec les notations précédentes, il existe une constante cy , telle que, pour
tout M € N*,
Ny =5 (B)] < cpaunr. (7.29)

7.3.4 Discrétisation en temps

Nous souhaitons étudier, dans cette sous-section, le schéma infini-dimensionnel intermé-
diaire :
M M @i,M o M M _
ytk+1 - Sthrltkytk + Xt]H,ltku(ytk ) ) Yo — h. (730)

Commengons par prolonger continiiment y™ sur [0, 1], suivant la formule : si ¢ € [tg, tpy1),

0, M
y' = Suut! + X5 Fiyl!). (7.31)

Observons a présent qu’en posant )/ := Ass (X LM f (yM )), on peut écrire, pour tout
ke{0,...,M —1},

let1
M M i, M M M
ytk+1 - Stk+1tkytk + / Stk+1u ddi fl(yu ) - Ttk+1tk‘ (732)

tg

Le prolongement de cette expression a tous temps s < ¢t € [0, 1] conduit aux deux formules :

Lemme 7.3.11. Sit, <s<tpy1 <... <ty <t <tgy1, alors

t
(B )is = / St dais (g — %, (7.33)
S
avec
qg—1
M7 Pyp—
Yt b= ri‘t/{l — Stsré\fp + Zstthrth]\:Htk? (7.34)
k=p

tandis que sit, < s <t <tpi1,

N

(6™ )es = X7 fi(yh). (7.35)
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Démonstration. La formule (7.35) est une conséquence directe de la relation oX®M = 0,
Quant a la relation (7.33), elle découle de 'association de (7.32) et de la relation algébrique
(7.11), qui donne ici

q—1
(5yM)tS = Z Sttk+1 (5yM)tk+1tk + (5yM)ttq + Sttp+1 (5yM)tp+13
k=p+1

tq g1

_ WM p (M E M

- Stu dwu fz(yu ) - Sttk+lrtk+1tk
tp+1 k=p+1

t
Sew dai™ filya') — it
tq

+ + Sttpia (gyM)tm—lS (7.36)

~

(5yM)tp+15
= (5yM)tp+1tp - Stp+1s(5yM)stp

tp+1 . 5 1
= [/t Stp+1u deM fz(yzjy) + Ti\p{_ltp] - Stp+1s [/t Ssu deM fz(yiv[) - Tg\;[p 7(7-37)
p P
et il suffit d’injecter (7.37) dans (7.36) pour obtenir (7.33).
O

Nous allons nous appuyer sur les deux expressions (7.33) et (7.35) pour obtenir un controle
uniforme (vis-a-vis de M) de N[y ;C? "([0,1], Bx))], ce qui constitue le résultat principal de
cette sous-section :

Proposition 7.3.12. II existe une constante cy, , telle que pour tout M € N*,
Ny™; EP7([0,1), Bo)] < cha- (7.38)

Démonstration. En utilisant un procédé de récurrence sur [, nous allons plus précisément mon-
trer l'assertion : Il existe une constante ¢ = ¢(x) et un réel N; = N;(h, x) tel que

Ny™; C™ ([0, Le])) < N

Pour [ = 0, on prend bien str Ny = ||h||g,.. Supposons & présent la propriété vérifiée pour un
entier [ donné, et soit s,t € [0, (I + 1)e].

1°" cas : s,t € [le, (14 1)e].
197 sous-cas : ty < s <tpy1 <...<ty <t <tg, avec |t —s| > ﬁ Alors, d’apres (7.33),

t .
(GyM s = / Spu dai™ £y — y M2,

En utilisant I'estimation (7.20) (appliquée avec X*M) associée au fait que | X* — X*M|
tende vers 0, on déduit d’abord aisément

’y?n

t ) N
I Suudel fihls, < colt = s e {1+ M52 (0. 0+ DT}
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Par ailleurs, grace a la propriété de contraction (7.10) de A, on obtient, pour tout v < w €
[0, (1 + 1)e]
Irit s < e fw — o™ {1+ My P ([0, 1+ De)]}

mais aussi

It s, < colw =o' {14+ N5 07 ([0, 1+ 1)e])] }

Ainsi,
q—2
Ies “lls. < i s + i s, + I s+ e 1t =t~ IrdY, o, D5
k=p
< e {1+ NM (D, (Hl)em}-
- 18 .
|t—$’ M"H'K Py ‘t—tk+1|
k=p
M. A0,k 0% |t_5|1_H
< e {1+ NN+ DD It sl + ST
< eolt— s {1+ NIV EN(0, 1+ e}
20 sous-cas < t, < s <t <tpy1. Alors (dyM), = m’Z’MfZ(yt ), et donc

10y )esls, < o lt = s {1+ Ny™: G2 (0, (1 + D] } -

3EME sous-cas : tp < s < tpy1 <t < tpyo avec |t —s| < 1/M. Il suffit d’observer que
10y )esllB. < 1100y )ity i1 |8, + 1(0y™ )¢, 15|18, puis de se ramener au second sous-cas.

Conclusion du 1°" cas :

N G (e, 1+ D] < ene ™ {14+ N CO% (0, (0 + D]}

2me cas 1 s < le <t < (14 e On a [|(0y™ )sslls. < 10y eiellse + 11005™ )ic sl et
donc, grace a I’hypothése de récurrence,

1Oy islis, < [t = sl {NT™: Ci (e, 1+ 1)el)] + Ni
L’association des deux cas de figure conduit &
N0, 1+ Del)] < eas™ {1+ MM €070, 0+ D)} +

Puisque, pour tout ¢ € [0, (I + 1)el, [[yM |5, < ||hll5. + N[y™:CE([0, (I + 1)e])], on déduit
ensuite

NI CP (0, (1 D] < 1], + 280+ 20~ {1+ My C([0, 1+ el

A partir de cette estimation, il apparait clairement qu’il suffit de choisir ¢ tel que 2¢,e?™" = 1/2
et de poser
Niy1:=2||h||g,. +4N; + 1.
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Remarque 7.3.13. Cette majoration uniforme permettrait sans aucun doute de montrer, via un
un argument de compacité, la convergence de y* vers la solution y de (7.21), comme dans [25].
Nous établirons pour notre part directement la convergence de I'approximation y™"* définie
par (7.25).

7.3.5 Discrétisation en espace

M.N jssu du schéma

Il s’agit de la derniére étape. On revient ainsi a I’étude du processus y
général (7.25), processus que 'on prolonge contintiment sur [0, 1] comme dans la sous-section
précédente, en adaptant légérement (7.31). Grace au corollaire 7.3.10, on sait qu’il suffit de
controler la norme N g™ — y™MM: €7 ([0,1],B,)], ott I'on rappelle que la notation 7™ désigne

I’approximation de Wong-Zakai, telle qu’elle a été définie dans la sous-section 7.3.3.
Commencons par observer que (7.25) est un cas particulier de (7.30), obtenu en remplacant

le champ (y — fi(y)) par le champ (y — Py fi(y)). Ceci signifie en particulier que les deux

décompositions (7.33) et (7.35) restent valables pour ¥, en substituant bien entendu & r™

et yM ¥ les processus
rp ™ = Ay (XPOM Py (8 £;(yMY)))

q—1
MNj M,N
Yis' = rttq Stsrst + E Sttk+17"tk+1tkv
k=p

pour t, < s <tpy1 < ... <ty <t <ty Parailleurs, dans la mesure ot 'opérateur Py est
une contraction sur chaque Bg, il est clair que les arguments mis en ceuvre dans la preuve de
la proposition 7.3.12 restent vrais dans ce contexte, ce qui permet directement d’affirmer :

Proposition 7.3.14. Il existe une constante ¢y, telle que pour tous M, N € N*,
NTy™N:CP7 ([0, 1))] < ea -

Supposons a présent les hypothéses du théoréme 7.3.2 satisfaites, avec en particulier 2k > ~
et M = N. La comparaison entre y™M et 7 va faire appel aux deux résultats préliminaires
suivants :

Lemme 7.3.15. Il existe une constante cp , telle que sit, < s <tpi1 <... <ty <t <tgqr,
avec |t — s| > 1/M, alors

lyps H_WV* 5]

Démonstration. On utilise les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 7.3.12,
auxquels on associe le résultat uniforme de la proposition 7.3.14, ce qui donne

q—2
M,N, M,N
lyte s, < ||7"ttq ||B~+||7"stp ”BK‘|‘||7"tqtq 1HBN+CHZ\t—tk+1| 17t 1B
k=p

1
< Cha W+M’y+n 1 Z‘t_t’””

e i W
Ch,x M=+ + M+r—1 - C$7hW

ot, pour la derniére inégalité, on s’est appuyé sur le fait que 1/4 <k < 1/2 <~y < 1. O

IN
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Lemme 7.3.16. Il existe une constante cy, telle que sit, < s <t,i1 <... <ty <t <tgy1,
avec |t — s| > 1/M, alors

Ch,x

t
I Suadaif (Pas = 10 £, < ot = ol

Démonstration. Puisque Py commute avec le semigroupe, on peut écrire
! i, M M,M
[ Sudai (P~ 1) £
S

= XM Py —1d) fi(yM M) + (P — Td) A (XB0M 5 £ (y ™M),

En utilisant & présent le lemme 7.3.9, ainsi que le contréle uniforme donné par la proposition
7.3.14, on obtient facilement

XM (P = 1) £yl M) ls, < ealt— s (Par — 1) (M) |15
t—s"
< e s,
o i
S Chx MY
puis
_ i, M MM i, M MM |t —s["
[(Par = 1) Ay (X*2M5 £ (™M) |15, < M2(7 K)\\Ats(X 0fity™ s, < ehary =
OJ

Nous sommes désormais en mesure d’établir le résultat principal de cette sous-section, ré-
sultat qui, associé au corollaire 7.3.10, achéve la preuve du théoréme 7.3.2.

Proposition 7.3.17. Il existe une constante cp, , telle que pour tout M € N*,

N — g™ M (BL)] < e {Hh ~ Pahlls, + (7.39)

1
Myts—1 ("
Démonstration. Résultat local. On considére d’abord un intervalle Iy = [0, Ty, avec Ty un temps

que nous préciserons a la fin de cette premiére étape. Soit s,t € [0, Tp).

1" cas : sit, < s <t <tpy1, alors

~

. 3 o
0@ = yM M) = (05 )s = X5 Parfily ™),

d’out
183" = 5 )l < et = s < ep il
y o -y ts||Be > Ch,x‘ — S| > Chax M-+
2°M€ cas s ty <5 <tpr1 <t <tpy9, on revient au cas précédent aprés avoir remarqué
que

S—M _ MM S=M MM §—M _ MM
16 =y Desllse < N0@™ =y ety llse + 19T = 4™ )ty pa5l8c-
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M cas ity <8 <tlpry <...<ty <t <ty avec |t—s|>1/M. Alors
5@ " = [ Sde (GG~ Puf)] o
= /St Spu dzt™ [f:(@A1) — fi(ya )]
+/t Spu dzi™ (1d —Pay) fi (20 4 yAE

En se référant aux deux lemmes précédents, on peut d’abord affirmer que

t
- MM, t—s|"
||/8 Studv’UZM (Id_PM)fi(yﬁ/[’M) + Yis tiH& > th

Il n’est par ailleurs pas difficile de constater que
¢
II/ St da™ [fi@a") = filys " D]lls. < chplt =57 Tg "N = y™ M CO%([0, To), By,
S

pour une certaine constante c,lI , que l'on fixe pour le reste de la preuve.

L’association des trois cas de figure méne a

2

N = y™MM;Cr ([0, To); Be)] <

< W+6hx T NgM — y™M; CY ([0, To), By))-

Pour majorer N[gM — yM-M;¢9([0,Ty), By)], il suffit ensuite d’observer que M — yM —

S(gM — yMM) o 4 Syo(h — Pprh), et done

N =y CP7 ([0, To); Be)]
2

< ||h — Pyhls, + +20hmTJ "N yM’M;CA?’E([OvTO];Bn)]-

A[7+n 1
On choisit par conséquent Tj tel que 2 c,ll zTg ~" =1/2 pour obtenir

2

50. K 4C T
N = ™M E (0. To]; B.)) < 2[lh — Parhlls, + 5 57e- (7.40)

Prolongement du résultat : En suivant les mémes étapes que dans le raisonnement local, on
obtient, pour tout n > 0,

2
. [ e O
NTGM — MM Cr([To, To + 1]; Be)) < ~ s + ch o "N GM — y™ M C05([0, Ty + 17], Be)],

M+r—1
ce qui, associé a (7.40), entraine
N =y M CE([0, To + n]; Be)]
2
<2|[h = Pahll, + +ch ol TN MM CE (0, To + ), B,

A47+n 1
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puis

NG — MM CY5((0, To + n); By)

2
Ochw

< 5Hh— PMh”BH + W

+2ch NN = yMMCY ([0, Ty + ), Be)]

En prenant n = Ty, on déduit alors

2

M MM, 50, . “h,
N =y 75C07([0,2T0); By)] < 10||h*PMhHBK+MT,£1-
Il suffit ensuite de répéter la procédure jusqu'a ce que U'intervalle [0, 1] soit recouvert. O

7.3.6 Résultats numériques pour le mBf

Pour étre en mesure d’appliquer le théoréme 7.3.2 & un processus x y-holdérien (v > 1/2),
la seule condition & vérifier est la convergence (7.15) de 'interpolation linéaire de ce processus.
Grace aux résultats du chapitre 3, nous savons que cette hypothése est en particulier (p.s)
satisfaite lorsque z = X est un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H > 1/2. En injectant
le résultat du corollaire 3.1.9, 'estimation (7.26) prend la forme plus précise :

Théoréme 7.3.3. Soit X un mBf d’indice de Hurst H > 1/2. On fize deux paramétres k €
(1/4,1/2) et v € (1/2,H) tels que v+ K > 1 et 25 > 7y, et l'on suppose que f; € C>°(R,R),
i=1,...,m. Soit Y la solution du systéme

(5Y)t8 - tjts(CZX f(Y)) , Yo=hebB,

interprété de facon trajectorielle grace o la proposition 7.8.3, et YMM le processus issu du

schéma numérique (7.25). Alors il existe une variable aléatoire c. . x finie p.s telle que, pour
tout M € N*,

S(Y —yMM
sup 16 ( )

0<p<q<M Ity — tp]”

. log(M) 1
< Cymhx M= Puhlls, + “Sr7=—+ 5| - (T41)

En pratique, le fait que le semigroupe soit diagonalisable dans la base e, considérée (voir les
notations de la section 7.2) rend I'implémentation du schéma (7.25) trés simple. En effet, en

posant Yti\/I’M’l = <Yti\/I’M,el>, on a, pour tout [ € {1,..., M},
M? N
Vit = e MRy 2 (1= S 0X o (RO M) ). (1.42)
i=1

Le code Matlab qui suit rend compte d’une possible implémentation de 1’algorithme, pour
laquelle on a pris m = 1, et comme dans [58],

ME) = 2 sin(r) + sin(3n6) (€ < 0.1]), e =0T wem), (7.43)

Le parameétre k est ici destiné a observer I'influence de la perturbation (voir la figure 7.3.6).
La procédure simule plus précisément 1’évolution en temps du processus a valeurs fonctionnelles

YMM A chaque pas, les coefficients de Fourier < fZ(YT;Q/[M), el> sont approchés via la fonction
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de transformation en sinus discréte dst (et son inverse idst). Quant aux incréments du mBf,
ils sont calculés a I’aide (d’une version convenablement translatée) de la fonction wfbm, qui
repose sur la décomposition du processus sur une base d’ondelettes, suivant la méthode proposée
par Abry et Sellan dans [1]. Soulignons enfin le fait qu’il est possible de nuancer 'action du
semigroupe en remplacant le semigroupe de la chaleur S® par S; := S,ﬁ, pour un certain
paramétre k. Les résultats théoriques de cette section restent bien entendu valables pour le

systéme modifié.

function|l]=eigval (N)
1=[]; for i=1:N, 1(i)=(pixi)"~2;end

function [S|=semigr (M,N, 1 kappa)
S=[];for i=1:N, v(i)=exp(—1(i)~2/(kappasM));end

function—simulyoung (H,M,N,k, kappa)
l=eigval (N);S=semigr (M,N, 1, kappa);
X=(1/M) "Hswfbm (H,M+1);
A=[1/2,0,3/5,zeros (1 ,N—-3)]
u=zeros (1 ,N); fy=zeros(1,N);
for i=1:M

u=dst (A(i,:)); fy=0.5%xidst (kx(1—u)./(1+u.~2));

A(i+1,:)=S.%A(i,:)

+((kappa./1).%(1—=S))s«Mx(X(i+1)-X(i)).*fy;

Y

end
E=[];for j=1M+1, E(j,:)=dst(A(j,:));end
plot (linspace (0,1 ,N+2),
[0,dst([1/2,0,3/5,zeros(1,N=3)]),0]);
F(1)=getframe;for p=1:M
plot (linspace (0,1 ,N+2) [0,E(p+1,:),0]);
hold off:
F(p+l)=getframe ;end
movie (F,1,2)

Comme nous l'avons déja évoqué dans l'introduction, il semble difficile de comparer le
taux de convergence (7.41) aux résultats de Jentzen et Kloeden [55, 56, 57, 58] ou Hausenblas
[53] (pour un processus de Wiener), tous exprimés a l'aide de la norme du supremum (en
temps). Etant données les contraintes sur les deux paramétres x et v, (7.41) permet simplement
d’affirmer : si h € V),

log(M)
M, M g
8. <

Sup ||Ytp_Ytp I m,

pG{O,,M}

(7.44)

estimation dont la non-optimalité ne fait aucun doute.

En vue d’observer le taux de convergence effectif de I’algorithme, nous avons représenté, sur
la figure 7.3.6, une simulation (moyennée sur 20 réalisations du mBf) de la fonction

Mo, M, on gn
nt— 10g2”Y1 o — Y] |5
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k=1 k=5

k=20 k=50

FIGURE 7.1 — Influence de la perturbation & travers I'observation du processus ¢ — YtM’N(%),

pour différentes valeurs du paramétre k dans (7.43) (k = 1,5,20,50). Ici, M = N = 1000,
H = 0.6, & = 100.
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FIGURE 7.2 - Résultat de simulation pour n — log,|| Y™ —y>" " || 5. Iei, My = 21, H = 0.8,
x = 100. La droite correspond a un taux de convergence théorique en n~

Dans cette expression, My désigne un entier trés grand fixé, de telle sorte que Y Mo-Mo puisse
étre légitimement considéré comme la solution "exacte" du probléme. Ces résultats conduisent
a la conjecture suivante :

Conjecture : Soit X un mBf m-dimensionel d’indice de Hurst H > 1/2, h une condition
initiale. Il existe une variable aléatoire ¢y, x, finie p.s, telle que si Y désigne la solution de (7.21),

MM log(M)
sup ||V, =Y, B, < ehx ——-
pe{0,...,M } P tp MH

(7.45)

Nous n’avons toutefois, & ce jour, aucune idée quant a la fagon de prouver une telle estima-
tion.

7.4 Cas rugueux en présence d’un intégrant régularisé

Nous souhaitons & présent mettre en place un schéma numérique pour la configuration (ii)
décrite en introduction. Nous suivrons a cette fin la méme stratégie générale, et donc la méme
présentation, que dans la section précédente.

7.4.1 Rappel des résultats théoriques

Conformément aux considérations des sections 6.5 et 6.6, on suppose que le processus x
permet la construction d’un 2-rough path x = (x1,x?) € C] (R™) x CSW(R’”””), pour un certain
coefficient v € (1/3,1/2) fixé. L’hypothése 13 fait ensuite logiquement place a la condition
suivante :
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Hypothése 14. Soit 2™ 'approzvimation de x définie par (7.14), et x*M ’aire de Lévy obtenue
a partir de 2™ (ie x>M .= [dzM ® 62M ). On admettra le résultat de convergence
vy = Nz — 2™ ¢ (R™)] + N[x% - Xz,M;C§~/<Rm,m)] —0
lorsque M tend vers l'infini.
Particularisons & présent le résultat de la section 6.6 & ce contexte :

Lemme 7.4.1. Sous l’hypothése 14, les trois suites de processus
t . .. t . .
x717M / Stu dx Xtan’Z’M = / Ay, dl’uM’l, XZSIJ‘%M = / Stu dll?iwﬂ (51’2’M)u5,
S S

convergent vers trois processus, notés respectivement X', X' et XTI relativement a la
topologie des espaces suivants :

Pour X®*M . CJ(L(B,B)) NCJ(L(By, Br)), (7.46)
Pour XM . 3t (L(By, B)), (7.47)
Pour X™M . c2V(£(B,B))NCS (L(By,Br)). (7.48)

Les trois processus limites vérifient en outre les propriétés suivantes :
SX™ =0, X% =Xy, SXU = XP(52T). (7.49)
X@ X9 ot XTU commutent avec le semigroupe et opérateur de projection Py. (7.50)

Démonstration. Comme pour le lemme 7.3.1, il s’agit du raisonnement de la section 6.6, qui
aboutit d’ailleurs aux trois expressions :

= Sts 533‘ / AStu 51’ tu (751)
Xffl = (Its (S$ / AStu (sl‘ tu (752)
t
X = S x5 / AStu xwf + (62") (627 ) s | du, (7.53)
]

Notation 7.4.2. En vue de simplifier certaines estimations & venir, on pose
X5y = [[(X*, X%, X*9)| |
= > {NIXTSCIL(B, B))] + NXCH(L(B1, Br)] + NX ¢ (L(By, B))]

ij=1

+ N[X™03; 3 (L(B, B))] + N[X™;, €3 (L(By, Br))]}. (7.54)
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Proposition 7.4.3. On fize un intervalle I = [l1,l2] de [0,T]. Pour tout x € (1/3,7), on
introduit la classe de processus k-controlés

Qs(1) = {y € CHI B = byl = X2 + s, y™ € CH(ILBY), o € G¥(IBY) },
a laquelle on associe la seminorme
Nly; Q5(D)] := Ny™ C(L; Bu)] + NTy™ CF (15 B1)] + Ny €37 (1 Br))-
Siy e QF(I) avec décomposition oy = Xiy®i + ot et si fi € C*P(R,R) pour tout i €
{1,...,m}, on définit l'intégrale

kaS(szl Safz(y)) = Xgisefi(yS) + Xff’ijsa(yf’j : f@l(ys))
+ Ats <«Xm’i'5‘6fi(y)ti =+ XxLijSe(S(yI’j : fz/(y))> ) (755)

ot fi(y)? est donné par

Fi)hs = awsys - Fl(ys) + vhs - Fl(ys) + (XETy29) - fl(ys)
1
4 / dr [f!(ys + r(09)is) — [(5)] - (Ot (7.56)

Alors :
— J(dz" S. fi(y)) est bien définie via le théoréme 7.2.1, et pour tout ¥ € By, il existe un
unique élément z € Q5(I) tel que zo = 1, (02)ss = Jis(dat S fi(y)).
~ Six est un processus différentiable, Jis(dz' Sef;(y)) coincide avec Uintégrale de Riemann,
fst Stu dl‘z Sefl(yu)

— On dispose de l’estimation :
N5 Q5(D)] < e X2 {1+ (1207 Nys QE(DP + 1P |l I, } . (757)

ot ¢ = ¢(e) est une constante strictement positive.

Démonstration. Revenons sur quelques points de détails de cette preuve, les hypothéses en
présence différant trés légérement de celles de ’hypothése 11 : on ne dispose plus ici de 'ef-
fet "régularisant" de X? qui apparaissait dans (6.68). Concentrons-nous ainsi sur le terme
XS, f;(y)f. Les trois premiers termes issus de la décomposition de f;(y)? ne soulévent aucune
difficulté et peuvent étre directement traités, comme dans la proposition 6.5.4, & partir des
conditions analytiques contenues dans (7.46) : si s < u < t,

X7 S (ausys - fiys)lls, < 1Ky |t = ul” e lausys - fi(ys) 15
< el X[y Jt =l fu— s|e 7 lyss,
7. 2 — A
X S (s - Ji(ws)) sy < € 1XE ||y ¢ —ul” Ju— s e N y; QF,
Xz S (X 7ye?) - fi(ys)) sy < eI X5 ¢ =l Ju — 5|7 e Ny; Q).

Le quatriéme terme de (7.56) requiert davantage d’attention, car il met en scéne un produit de
deux fonctions a partir desquelles nous souhaiterions récupérer des incréments. Nous utiliserons
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a cette fin I'inclusion continue L'(0,1) C B_, donnée par la proposition 7.2.6, et qui, associée
a la propriété (7.7), permet d’affirmer

1
H‘Xz l </0 dr [fz,(ys + T(éy)ts) - fz,(ys)] : (5y)ts> HBl

< el Xy Jt =l e R0y )us - (09)usll i (0.1)
< Xy 1t =l e 0y us 1 B- (7.58)

L’estimation des autres termes découlent ensuite directement des propriétés mises en évi-
dence dans le lemme 7.4.1. OJ

Remarque 7.4.4. 1l peut étre intéressant de remarquer que ’argument utilisé pour établir (7.58),
et qui vient compenser I’absence (d'un équivalent) de 'hypothése

Xt e eI (LR, L(RM),

conduit & l'apparition d’'une singularité plus forte en ¢ (5_(1+”) au lieu de £71). Ceci laisse
supposer que si nous avions choisi, dans cette section et dans la section 6.5, un opérateur
régularisant 7' plus "nuancé" que S, nous aurions du ici veiller a ce que [|[T¢||p, < crll¢llB_.
et plus seulement | T¢||5, < crl¢|B.

On dispose alors du résultat d’existence globale et d’unicité suivant :

Théoréme 7.4.1. On fize un paramétre v € (1/3,7). Si f; € C*(R,R) pour tout i €
{1,...,m}, alors le systeme

vw=heB , (09 = Tis(de' S fi(y)), (7.59)

interprété grace a la proposition précédente, admet une unique solution globale y dans Qg([o, T)).
On dispose en outre du contréle suivant sury :

NTy; Q5([0.T1)] < C(IX7 |, [[Al|s, )+ (7.60)

pour une certaine fonction C' = C croissante en ses arguments.

7.4.2 Schéma et résultat principal

A partir des considérations de la sous-section 7.4.1, la conception d’un schéma numérique
d’approximation pour le systéme (7.59) est essentiellement basée sur 'observation suivante :
Si la définition (7.55) de lintégrale rugueuse J(dz’S.fi(y)) nécessite 1""enrichissement" du
processus y via un processus supplémentaire y*, la notion de solution du systéme peut quant
a elle étre exprimée indépendamment de la structure de processus controlés. En effet, si y est
solution du systéme, il est clair que nous aurons nécessairement y* = S. f(y) !. Eu égard a cette
observation, le schéma recherché s’impose naturellement : pour tous M, N € N*,

yéw’N = Pyh
M,N M )
ytk+1 Stk+1tkytk Xta;j_ltk PNS f’L (ytk ) Xtmkx_,_ll‘ék PNS ((SgPNf] (ytk )) f/(ytk )) ’

(7.61)

1. Rappelons-nous toutefois que la résolution du systéme fait intervenir les espaces OF, tout comme la preuve
de la proposition 7.4.6.
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tM a7 et, comme dans la section 7.3 :

x4, M | rtp4a
{thJrltk - ft Stk+1u dZL‘u >

zx,ig,M | (tks1 M.,j
th“tk = i, Stk+1ud (59” )Utk7

ou ty =

M désignant P'interpolation linéaire de = de pas 1/M (définie par la formule (7.14)).

Remarque 7.4.5. Le (court) raisonnement heuristique que nous venons d’utiliser pour mettre
en place (7.61) est bien entendu le méme que celui qui nous avait conduit a I'introduction du
schéma (3.5) pour le systéme standard.

Munis de I'hypothése 14, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal de cette
section :

Théoréme 7.4.2. On suppose que f; € C3P(R,R) pour tout i € {1,...,m}. Sous I’hypothése
14, il existe une constante cp 4 telle que, siy désigne la solution de (7.59) et yMM e processus
issu du schéma (7.61) en prenant M = N, alors, pour tout M € N*,

||8(y - yM7M)tqtp ||Bl
sup 5
0<p<g<M |tq - tp|

1
<ns {In=Putlle, +ou+ 5=}
Ici encore, la preuve de ce résultat sera divisée en trois sous-sections.

7.4.3 Discrétisation du processus directeur

Comme dans la sous-section 7.3.3, nous aurons recours a la continuité de I'application d’Itd
pour réduire le probléme & I’analyse de 'approximation de Wong-Zakai 7 (nous utiliserons a
ce propos la méme notation que dans la sous-section 7.3.3) :

Proposition 7.4.6. Soit x,2& deux processus donnant naissance & des 2-rough paths de régu-
larité ~y, avec v € (1/3,1/2), et h,h € By. Siy (resp. §) désigne la solution du systeme (7.59)
dirigé X* (resp. X*), de condition initiale h (resp. h), alors

Ny =5 C1([0,1; Br)] < C(IRlsy, [1Blsy X7y 1X7]) {Hh — hlls, + |IX* ~ X”Ellw} , (7.63)

pour une certaine fonction C = C croissante en ses arguments.

Démonstration. La preuve repose globalement sur les mémes arguments que ceux de la preuve
du théoréeme 2.3.1. On commence par définir, si y € Q5(1) et y € Q5(I),

Ny =5 Q5:(D] = Ny, v") — (5,5%); Q5 z(D)]
= Ny = 5:C) (1, B1)] + Ny* — 5% ¢ (1, B1)] + Ny* — 7% C3°(1, B1)].
On considére d’abord un temps 7y > 0. A partir de la décomposition
0y =0 = Tus(dw f(y)) — Ts(dZ f(§))
= XE'Sfilys) — fi@)] + [ X5 - X0 Soi5)

XS [y - f(ys) — 027 - 1)

+ [XE - XTI S 1)

+he (X795 [ filw) = G + (X5 = X SLfiy)
FXTISE [y - () — 55 - f(@)]
+ [XTEN — XTI S 5 (5 - ff (z?))),
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une série d’estimations élémentaires montre que, pour tout k € N,

A~

Nly =4 Q¢ ([FTo, (k + 1)To))]
< Ca,2,y,9:YxT, UkT, {T(‘;{ N[y - QS@([O,TOD + HXx - XfH’Y + HykTo - ngouBl} ) (7'64>
avec
oy gury = ¢ {1 X+ X, + oy I3, + W 13, + Nl G2 + s 512}

pour une certaine constante ¢ = ¢. > 0. On s’appuie ensuite sur l'estimation (7.60), ainsi que
sur l'inégalité
lyiral, < e {IRIE, + Ny Q2

pour affirmer

1 . -
vai7y7g7ykT07ngO S C$7j7h7}~l = C(‘|X:EH’Y7 ”X':EH’Y? ||h||81’ ||h||Bl)’
ou C' = (g est une certaine fonction croissante. On choisit finalement Ty tel que ci ank 15 = 3,

pour pouvoir déduire de (7.64) :

Ny = 3 Qo (KTo, (k+ DT < 2¢) 5 1K = X7l + e, — i s}
< QCi,@,h,E{HXI — X[y + |[b = hlls,
k—1
I YNy = 3 Q5 (o, (14 1T
=0

En utilisant le lemme de Gronwall comme dans la preuve de (7.27), on obtient, pour tout k,

~

Ny = 5 QK To, (k+ DT < 5 {I1X7 = X7l 4+ 17— Bl }

L’inégalité (7.63) est ensuite une conséquence directe de 'estimation (obtenue & partir de (7.11))
Ngy—1

Ny —5:¢1([0,1],B)] < > Ny — 5 Q5 4 ([kTo, (k + 1)Ty])],
k=0

ou N, représente le plus petit entier pour lequel Np, Ty > 1, si bien que Nz, < 1+ Tio <
1 K
1+(2 C:c,a:«,h,iz) :
O
Corollaire 7.4.7. Il existe une constante cy, telle que, siy désigne la solution de (7.59) et
g™ Uapprozimation de Wong-Zakai (relativement a acM) de ce méme systeme, alors, pour tout
M e N*¥,
Ny =76 (B)] < ehrvnr. (7.65)

Démonstration. 11 s’agit bien entendu d’une conséquence de 'association de (7.63) et de 'esti-
mation

X7 = Xy < ene { A = 25 CTR™)] + N® = 3503 ®™™) )

Cette derniére inégalité est facile a vérifier a partir des trois expressions décrites par (7.51) et
(7.53), en suivant les arguments de la preuve du lemme 7.3.9.
O
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Remarque 7.4.8. Comme dans le cas du systéme rugueux standard, ce dernier résultat donne
lieu & une définition équivalente de la notion de solution du systéme (7.3) : Un processus y €
C?([O, 1], B1) est solution de (7.3) si pour toute suite de processus différentiables 2 qui converge
vers x au sens de I’hypothése 14, la suite 3™ des solutions associées converge vers y dans
C?([O, 1], By). Ce point de vue masque toutefois les structures sous-jacentes a la construction
d’un tel y, et en particulier le réle joué par le chemin X%,

7.4.4 Discrétisation en temps

Le schéma intermédiaire que nous souhaitons étudier dans cette sous-section est donné par :

y' =h
M M @i, M M xx,ij,M M M (7.66)
Yt = Stk“tkytk +X kHth’Efi(ytk )+ th+1tk Se (SEfj(ytk ) fi (ytk )) :

En vue d’établir la convergence de ce schéma vers la solution y du probléme, il serait tentant
de faire appel aux mémes arguments que dans le cas fini-dimensionnel, et plus précisément a
la stratégie adoptée dans la section 3.2, basée sur les propriétés du flot du systéme. Nous ne
pouvons malheureusement pas transposer directement cette stratégie dans ce contexte : il faut
en effet tenir compte ici de la dépendance de la constante de Lipschitz qui apparait dans (7.63)
vis-a-vis des conditions initiales h, h, dépendance dont nous pouvions nous affranchir dans le
cas des systémes standards (comparez (7.60) a (2.29) et (7.63) a (2.30)). Pour cette raison, il
devient au préalable nécessaire d’obtenir une estimation uniforme sur y* :

Proposition 7.4.9. Il existe une constante cy, , telle que, pour tout M € N¥,

S, M
1O sl

< chg- (7.67)
0<p<g<M |tq - tpp ‘

La preuve de ce résultat, dont la majeure partie est rapportée en appendix dans un souci
de clarté, consiste globalement & associer au raisonnement de Davie [25] les principes de la
preuve du théoréme 6.5.1 (et donc indirectement de la preuve du théoréme 5.4.1). Pour mettre
en ceuvre ces principes, commencons par introduire quelques notations.

On supposera le paramétre  fixé dans U'intervalle (1/3,7). On pose ensuite

1
I L L L, L 7L L L
=T o 0T 0, oy =7+ I =1 714),

de telle sorte que l'intervalle [0, 1] peut étre recouvert par un nombre fini d’intervalles IlL , et
ce quel que soit L € N* fixé. On notera également k; = k:lL Iindice défini par t, = 0 et

tg—1 < TlL, g, > TZL pour [ > 1. On définit finalement, pour tous points ¢, < ¢, d'une partition
uniforme fixée,

TN = Gy g, — XEEMSFiT) = XIS (S - 1)) (7.68)
KM= 0y )iy, — XM S iy, (7.69)

Avec ces notations, nous montrerons en appendix les deux estimations :

Proposition 7.4.10. Il existe deux parameétres oy, ag positifs (qui dépendent seulement de v, k)
et deurx entiers L = L(x, h,aq,a9), My = My(L), tels que, pour tout M > My et tout | € N,

it s, < (L0 I s < (LD [tg =t sity,tg € I (7.70)
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A partir de (7.70), (7.67) est une conséquence quasi-immédiate de la définition de JM|
associée aux propriétés de régularité relatives a X®M et X*M telles qu'elles apparaissent
dans le lemme 7.4.1. En effet, si ¢,,t, € I', on déduit

10y™ egty |15,
< 1 s+ IXEEM S Fi s, + 157, (S £) - ) s,
< (L4D™ |t — tp|3ﬁ + C; 1X5 )y [tg — " + Cg X5y [tq = tp‘%
< Ceng ltg— tp|7-
Le prolongement de ce résultat a tous points ¢,, ¢, de la partition est ensuite facile & déduire

de la relation télescopique (7.11), en tenant par ailleurs compte du fait que 'intervalle [0, 1]
peut étre recouvert par un nombre fini Ay, = A, , d’intervalles 1 lL successifs.

7.4.5 Discrétisation en espace

Revenons ici au schéma principal (7.61). L’opérateur de projection Py étant contractant sur
chaque By, les arguments utilisés dans la section précédente restent valables pour y™~, comme
le montrerait un rapide survol de la preuve de la proposition 7.4.10. Nous sommes ainsi en droit
d’appliquer le résultat de cette derniére proposition a y™V sans justification supplémentaire :

Proposition 7.4.11. Il exziste une constante cp, 4 telle que, pour tous M, N € N*,

H (5yM’N)tqtp H81
sup ~ <
0<p<g<M  |tg — 1yl

Choo- (7.71)

Avec ce résultat, il devient possible, afin de comparer 4" a ’approximation de Wong-Zakai
7™, de suivre le raisonnement de la section 3.2, a I'aide des deux notations supplémentaires
suivantes :

Notation 7.4.12. Pour tout processus x permettant la construction d’un 2-rough path de ré-
gularité ~y, on notera 1, le flot associé au systeme (7.59), autrement dit : z := 1, (hy;to,t1) st
et seulement si z = §y,, oty € C{ désigne 'unique solution du systeme

Ut = h1 (09)1s = Tis(dx S-£(§)), pour tous t > s > tg.
On notera par ailleurs v™ le flot numérique associé & la dynamique du schéma (7.61), c’est-
a-dire : z = wM(hl;tp,tq) si et seulement si z = g],f\;[, ou §M est caractérisé par ng‘pj = h
et

T vt = X0 S f (@) + XM S(Se £ - (G pour tout k > p.

tet1ti 123 tkt1tk

Lemme 7.4.13. Pour tout hi € By et tout k € N,

Cllalls 1X7]l5)
M3y ’

[zt (st tos1) — O™ (has i, tes) |5y < (7.72)

pour une certaine fonction C' = C croissante en ses deur arguments.

Démonstration. Observons tout d’abord que si g := t,m (hy;tk,.), on a, grace a la décomposi-
tion (7.55),
Gt (Pt tir1) — UM (Bt trrn) = Mgy, (),
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pour un certain élément J € Cgﬂ/(Bl) qui vérifie
N3 (B1)] < Cal1X7 1) {155 Q12 + 1, }

(7.72) est ensuite déduite de la propriété de contraction (7.10) et de l'estimation uniforme

(7.60). ]
Lemme 7.4.14. Pour tout o > 0, il existe une constante ¢ telle que
M, M,N M,N gl
1™ (e ™3 s ter1) = Yy 131 < Caq msa

Démonstration. 11 suffit d’écrire
DMyt te) —
= Xy (a=Pa)Sfilyl™)) + XM (ad =P (Sefiw™) - ™)) )
XM (s (((d=Po)Sefiui™) - ™))
puis d’appliquer la propriété (7.6). Ol

Nous sommes a présent en mesure d’étabir le résultat principal de cette sous-section. Associé
au corollaire 7.4.7, ce résultat achéve la preuve du théoréme 7.4.2.
Proposition 7.4.15. Avec les notations introduites jusqu’a présent, il existe une constante cp, 4
telle que, pour tout M € N,
Hé(yM - yM’M)tqtp ||Bl
sup 5
0<p<g<M [tq — Byl

1
< Chg {Hh — Pyrhlg, + e } (7.73)
Démonstration. On part de la décomposition
S M M,M —M M,M | _M M, M
e e [%M (T, s tpstq) = Yarr (Y, stpste) = Stot, (Tt — Wi, )}
M,M M,M
+ [¢xM (ytp stptq) — Y, ]
M M
= Atqtp + thtp-
On sait, d’aprés les propositions 7.4.6 et 7.4.11, que
_ M,M _ M,M
1AL e < CUXT s 1T s ey, M) [t =t 1700 — v, Il
M M,M
< canltg =ty 19, — e, 1815
et ce dernier incrément peut étre écrit comme
_ M, M
oy =, = [aar(hi0,1p) — Ypar (Pyhs 0,1,)]
M,M M, M
o (™50, 1) = Yo (M, 1y)]
= [y (h;0, tp) — Y, (Pyh; 0, tp)]
p—1
M,M M,M
+ Z |:¢xM (ytk ) tk? tp) - dsz <ytk+1 ) tk-i—la tp)j|
k=0

- [%—M (h7 0, tp) - me (PNh; 0, tp)]

p—1
M,M M,M
+> [w (Wpnr (Wi ™ sty trgd )i b1 tp) — Cpnr (U st tp)} :
k=0
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En utilisant a nouveau les propositions 7.4.6 et 7.4.11, on déduit

p—1

_ M,N M,N M,N

78, — v, " s < cha {Hh — Prhlls, + Y e (g s ths test) = Ui,y \81} :
k=0

Les lemmes 7.4.13 et 7.4.14 fournissent ensuite

M,N M,N Ch,z,
[0onr (Y s s 1) = Yy By < g

M3’

ce qui permet de conclure quant & l’estimation de ||A1]t\;[t,, [|. 11 suffit ensuite d’utiliser les mémes

arguments pour HB%P ||, , en partant cette fois de la décomposition

q—1

M, M M,M M, M M, M
wxﬂl (ytp 7tp7 tq) - ytq - |:¢$M (ytk 7tk7 tq) - wxiw (ytk-H ) tk+17 tq):| .
k=p

7.4.6 Résultats numériques pour le mBf

L’association du théoréme 7.4.2 et de 'estimation (3.15) conduit au résultat explicite sui-
vant :

Théoréme 7.4.3. Soit X = (X',..., X™) un mBf m-dimensionnel d’indice de Hurst H €
(1/3,1/2]. On fize un coefficient v € (1/3, H) et l'on suppose que f; € C3P(R,R) pour tout
i=1,...,m. Sous ces conditions, soit Y la solution du systéme

(0Y )i = Tis(dX' S.f;(Y)) , Yo=he B, (7.74)

interprété de facon trajectorielle via la proposition 7.4.3, et YMM le processus issu du schéma
numérique (7.61). Alors il existe une variable aléatoire c.p x finie p.s, telle que, pour tout
M €N,

16(Y — YMM) |5,

log(M 1
Scs,v,h,X{Hh—PMhllsﬁr s(M) | } (7.75)

sup
¥ _ —
0<p<g<M |tq - tp| MH= M3t
Passons & présent & I'implémentation concréte de ce schéma. En projetant Y MV sur la [¢me

composante de la base choisie, on récupére la procédure itérative :

m ) tht1
}/;i\/ifv,l = e—Al/Myé\f,N,l + M Z((SXZ)tkHtk (/ e—/\z(tk+1—u+5)du> <fz(y;fi\4»N), el>

i=1 Uk

s ; ) [
+ M Z (OX )t 186 OX )11 </ e Mkt gy (u— tk)>

i,j=1 tr

((SPufs () - F ) )

Le calcul des coefficients de Fourier < fZ(YtQ/‘[N), el> peut s’effectuer par I'intermédiaire de

la transformée en sinus discréte, comme nous ’avions fait dans le cas Young, en s’appuyant sur
la formule d’approximation :

() = 5 5 (2 () ().
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On utilisera cette méme idée pour le calcul de <(56Pij(Y;QJ’N)) : fz’(Y;QJN), el>, a partir de
la formule :

zz S ) () e (R (0 (3) 6 6 (3))

En tenant compte de ces observations, le code Matlab suivant montre une possible implé-
mentation de l'algorithme lorsque :

m=2 , h()= %sin(ﬂf) + gsin(37r£)
1—-2z

ho =1

» Ja(x) = cos().

Pour étre plus précis, la fonction est conc¢ue en vue de simuler ¢ +— YtM’N (%)

function|l]=eigval (N)
l1=[]; for i=1:N, 1(i)=(pi*i)~2;end

function [S]=semigr (M,N, 1, kappa)
S=|]|;for i=1:N, v(i)=exp(—1(i)~2/(kappaxM));end

function |[|=simulrough (H,M,N, kappa , ep)
l=eigval (N); C=semigr (M,N,1 kappa);
X1=(1/M) "Hswibm (H,M+1); X2=(1/M) Hswfbm (H,M+1);
~(kappa./1).x(exp(—(epx(1/kappa)))
“exp(—((1/m)+ep)(1/kappa))):
Dde=(kappa./(M«x1)).xexp(—epx*(1/kappa))—(kappa~2)./(1.72)
« (exp(—(ep*(1/kappa))) —exp(—((1/M)+ep)«(1/kappa))):
Se=exp(—epx1);A=[1/2,0,3/5,zeros (1 ,N-3)];
for i=1:M
u=dst (A(i,:)); fyl=0.5xidst((1—u)./(1+u."2));
fpul=(u."2—-2%xu—1)./((1+u.~2).72);
fy2=0.5%idst (cos(u)); fpu2=sin(u);
wl=Se.xfyl; ul=dst(wl);
w2=Se.xfy2; u2=dst(w2);

vll=fpul .*ul; x11=0.5%idst (v1l);
v12=fpul .*u2; x12=0.5%idst (v12);
v21=fpu2.xul; x21=0.5%idst (v21);
v22=fpu2.%xu2; x22=0.5%xidst (v22)

A(i+1,:)=C.xA(i,:)+ (mx(X1(i+1)—X1(i))*De).xfyl
+(mx (X2(1+1)—X2( i ))*De).* fy2
+m~ 2% ((X1(i+1)—X1(1))"~2)*Dde).*xx11
+m” 2% ((X2(14+1)—X2(i))"2)xDde).*xx22
+m” 2% ((X1(1+1)—X1(1))
2(i41)—X2(1))

(
(X
(X
(X *

(X )xDde).xx12
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+m 2% ((X1(i+1)—X1(1))=*
(X2(i41)—X2(i)))*Dde).*x21;

end
y=zeros (1 ,M+1);
for j=1:(M+1)
for 1=1:((N-1)/2)

y(J)=y (D) +AQ 2« 1+ 1)(=1)"1;
end
end
plot (linspace (0,1 M+1),y)

Comme dans le cas Young, permettons-nous finalement une conjecture quant au taux de
convergence effectif de 1’algorithme relativement a la norme du supremum (en temps), a partir
de l'observation de lerreur empirique moyenne obtenue pour 10 réalisations du mBf (voir la
figure 7.4.6).

Conjecture : Avec les notations du théoréme 7.4.3, il existe une variable aléatoire ¢y x
finie p.s telle que

log(M)
M,M g
sup ||V, =Y, g € c———5. (7.76)
pef0,... M} P tp 1 M2H-1/2
-0.8
_1 <> |
o
-12f o .
-14} ¢ g
O
-16f o 1
-1.8f .
_2, 4
-22 ‘
2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 7.3 — Résultat de simulation pour n logZHYIMO’M0 - Y12n’2n|]3. Ici, My = 21,

H =0.35, K = 100. La droite correspond a un taux de convergence théorique en n~(2H-1/2)

7.5 Appendix

Il reste a établir la preuve de la proposition 7.4.10, qui avait été laissée en suspens. Le
développement de 6JM qui suit se révélera indispensable au cours du raisonnement :
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Lemme 7.5.1. Avec les notations de la sous-section 7.4.4, on a, pour tous0 < k <l <m < M,
1
. M
55 = X5 [ 52+ 00 ) 5,

) 1
+ X5 S {(wm / dr [fh! + 09" )uee) = FH )] - S-S )}
+ X:):x 0 MS d (Safj(yM) ’ fi,(yM))tztk

1
M
+X70M s, {/0 dr f (! +r(6y™)es,) - atztkyt]‘f}

1
Xiift?fss{ [ ! o) X, fz<ytk>}. .77)

Démonstration. Il ne s’agit que de développements algébriques et analytiques standards, amor-
cés par la relation (6.18). O

Preuve de la proposition 7.4.10. On procéde par récurrence sur [. Les trois paramétres aq, ag, L
seront déterminés au cours du raisonnement. Par ailleurs, pour tout L > 1, on sait que 'inter-
valle [0, 1] peut étre recouvert par un nombre fini d’intervalles IOL,IlL, o0 ﬁL. La récurrence
s’achévera a I'étape [ = Ap, et, pour des raisons qui deviendront claires durant I’étape d’hérédité,
on prend My(L) := L+ Ar.

Initialisation : 1 = 0. Une premiére condition s’impose d’emblée sur L : ||hljg, < L.
Ensuite, sur Ié: = [O,TIL], montrons par récurrence sur ¢ : pour tout ¢, < TlL et tout t, < g4,
Hth s, < L |t —t,|*". Pour ¢ = 1, on utilise le fait que, par définition de y™, JM =o0.
Supposons l'inégalité vérifiée pour tout ¢ < g et 441 < . Let tp < tg+1. On consideére 'indice
m =m(p,q+1) tel que [tm — tp| < 3 [tgr1 — tpl, [tgr1 — tms1] < 3 [tg+1 — tp|. De cette fagon,

M < S TM
12 s < Wi, sy + 1T, Iy + 10T )ttt 50+ 10T )ty sty 154

3
< 2V Ity — 6P 10T e rtmty 1By 10T Ve st |11 -

En utilisant & présent la décomposition (7.77), il est facile de vérifier que si s < u < t sont trois
points de la partition uniforme de [0, 1] de pas ﬁ, alors

10T sz, < exlt = ul | Kuslls, + ¢ [t =l fu = 5| [10™ us | 5,
e |t —ul fu— s Ju—s| y)" H& + g |t = ul*7 [[(0y™ )usl,
2

e |t —ul™ fu— s 1y |sy + 5 |t —ul” [u— s][ly" ||,

T |t —ul" |u— s
Notez que dans un souci de clarté, nous n’avons pas explicité la dépendance vis-a-vis du para-
métre € dans cette derniére estimation. Ce sera également le cas dans le reste de la preuve.
D’apres 'hypothése de récurrence,

| tmtpHBl < Hanft:,]S (Se fj(yf‘f) : f‘/(yi\f))H& + HJ%%H&

< ‘tm _ tp‘Q’Y + ‘tm _ tp’2W Loc1( )3/@ 2y

tandis que

10y ity lls, < IXEY SefituiDls, + IXE5Y S (S £l - £ WD), + 172 |15,
Cz |tm — tpp + tm — tp|’y L (g )3H_W'

IN
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En outre,
lyey 15, < [lhlls, + 100" )e,0llsy < 1Bl + ()7 + L ()™,

et nous déduisons par conséquent
HOTM )ttty 18y < [tgir = tol™ { e + L ()7 + (g )7 ||hlls, }

Avec les mémes arguments, une estimation similaire peut étre obtenue pour [|(0J)¢_, .t 18,
de telle sorte que

7 sy < Ttgrs — b {21795 4 el g L ()7 4 )+ )

Cette inégalité conduit aux deux hypothéses :
L) <1, L1 207%) > el o + oy 9o,
La premiére hypothése est satisfaite si a1 < . Quant & la seconde, elle est équivalente a

Ci'?Lial + CiSLf(a17a2+1+'yf3n) < 1’

relation qui peut étre vérifiée pour L assez grand, pourvu que a; — as + 1+ v — 3k > 0,
c’est-a-dire ao < 1+ ag + v — 3k.

. . s 2 N M 3K . N
Sous ces conditions, on récupére finalement || J;” ; [, < L [tg41 —tp[™", ce qui acheéve la
récurrence sur g et donc la phase d’initialisation de la récurrence sur (.

Heérédité. On suppose la propriété vérifiée pour un certain [ > 0 fixé. On écrit ensuite

M M s M s M
Hytle I8, < Hytkl‘|31+”(5y )tkl+1tkl+1—1"81 + [ (dy )tkH_lfltleBl

< (L+D™+ ”(SyM)tletleA I8, + ”(SyM)tkHlﬂtkl 13,
< (LD 4 M+ O + )L+ )
< (LD + e () + () (L + D)

Notez que pour majorer H(SyM ) dans la troisiéme inégalité, nous avons simple-

ment utilisé le fait que

s M v X (M TT,1] (oM L, M
(6y )tkl+1tkl+171 - thl+1tkl+1_1ngz(ytkl+1_1) + thl+1tkl+1_1S€((SEf‘](ytkH—l_l)) fi(ytkH_l_l))'

Uy oy thy -1 13,

Observons maintenant 1’équivalence

(L+1+1)%2 — (L+1)* (L + 1)1
UL+ 1)~7 4 (L4 D)er=3r T F7° UL 1 1)~ + (L + [)on=3x"

Cette propriété implique en particulier que si L est assez grand, ||y£\,fl o g, < (L+1+ 1),
pourvu que ag — 1+ > 0 et ag — 1 — a3 + 3k > 0, ce qui se résume en fait & ag > 1 — v
puisque nous avons déji supposé ay < 7.

La vérification de Hth]V[tp Iy, < (L+1+1)2|t, —t,)*" seffectue ensuite exactement comme

dans la phase d’initialisation, en remplagant h par y% e

En résumé, les conditions & imposer aux deux paramétres a; et as sont retranscrites par
trois inégalités :
O<ap<vy , 1l=v<ax<l4+a+v—3k
Il n’est pas difficile de se convaincre que ces conditions peuvent effectivement étre satisfaites si
l'on choisit d’abord a; € (k,7y), puisque dans ce cas

I+a1+7—-3k)—(1—7)=a1+2y -3k >2(y—k) >0.
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