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❉❡♣✉✐s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡s ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠❡♥é✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉① rés❡❛✉① ♥❡✉r♦✲
♥❛✉① ❬▼P✹✸❪✱ ❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❬◆❡✉✻✻❪✱ ❡t ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ▲✐♥❞❡♥♠❛②❡r ❬▲✐♥✻✽❪✳
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ ❛❝❝é❧éré✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ♦♥t ♣♦✉ssé ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à ❛❜str❛✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
♣♦✉r ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ré❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❛
été ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♦✉ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱
♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s str✉❝t✉ré❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
str✉❝t✉r❡s ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ▼ét❛♣❤♦r❡ ❈❤✐♠✐q✉❡

▲❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡♣✉✐s ♣rès ❞❡ ✸✵ ❛♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❣✐ss❡♥t ❧✬✉♥❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡
❧✐❜r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s
♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✱ q✉✐ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❡♥ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s❡❧♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ♣ré❝✐s❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ré❛❝t✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥❝♦✉r❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t♦✐r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❇▼✽✻❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ●❛♠♠❛✳ ▲❡ ❜✉t
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛✐t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛t♦♠✐q✉❡s ❛❣✐ss❛♥t ❧✬✉♥❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s
❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡t✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ✉♥❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❝❛❧❝✉✲
❧❛t♦✐r❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s str✉❝t✉rés ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❬❋▼✾✽❪ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❡t
❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡♥❛♥t ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♠❛♥÷✉✈r❛♥t ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t❡ ✭❈❍❆▼✮ ❬❇❇✾✷❪ ét❡♥❞ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ●❛♠♠❛ ❡♥ ✐♥tr♦✲

❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s rè❣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❤❛✉✛❛❣❡ ✭♣♦✉r ré❛rr❛♥❣❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✮✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ✭♣♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
✐♥✉t✐❧❡s ❛♣rès q✉✬✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛✐t ❡✉ ❧✐❡✉✮✱ ♦✉ ❞❡s rè❣❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❢♦r♠❛✲

✸



❧✐s♠❡ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡t ❝♦♠♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳
❉❛♥s ❆❧❈❤❡♠② ❬❋❇✾✻❪✱ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ❬❇❛r✽✹❪ ❡t ✉♥❡

ré❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ét❛✐t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦✲
♦r❣❛♥✐s❛♥ts ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳
▲❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❇❋❘✵✹✱ ❘❛❞✵✼❪ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é

s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ■❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✭❍❖❈▲✮ ❬❇❋❘✵✻❝✱ ❇❋❘✵✻❛✱ ❇❋❘✵✼❪ ét❡♥❞ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s s♦♥t ❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦✉ ❧❡s P✲s②stè♠❡s ❬P❛✉✵✷❪ s♦♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦✲

❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ■❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é✱ ✐♥s♣✐rés
♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡
❡♥ ❞✐✈❡rs ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡t ❝♦♦♣ér❛♥t
♣♦✉r ❛❝❝♦♠♣❧✐r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡s ♠❡♠✲
❜r❛♥❡s ❞✬✉♥ P✲s②stè♠❡ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡s
rè❣❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s rè❣❧❡s ❧✐é❡s à ❝❤❛q✉❡
ré❣✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♦♣èr❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡s P✲s②stè♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❡t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡s ✐❞é❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡t ✉t✐❧❡s ✿ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❡s ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡s✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡s P✲s②stè♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧é❣❛♥t ❡t ♣✉✐ss❛♥t✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❞✉rs ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✈❡rs ❬P❘❈✵✽❪✳
▼●❙ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❬●▼✵✶✱ ●✐❛✵✸✱ ❙♣✐✵✻❪✳ ■❧

❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❞✐r✐❣❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s✉r ❞❡s ❡♥t✐tés str✉❝✲
t✉ré❡s ♣❛r ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s ❬●▼✵✶❪✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐tés ♦r❣❛♥✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ▼●❙✱ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s à ❞❡s t②♣❡s ♣❧✉s str✉❝t✉rés✳ ▼●❙ ❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞✬✐♠❜r✐q✉❡r ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ▼●❙ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉♥✐✜❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥s♣✐rés ❝♦♠♠❡ ●❛♠♠❛✱ ❧❡s P✲s②stè♠❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▲✐♥❞❡♥♠❛②❡r✳
▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✳ ❈✬❡st

✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦ù ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ❛ss♦❝✐❛t✐❢s ❡t
❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t s✉✐✈r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚♦✉s
❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ❝❤✐♠✐❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡st ✏✉♥ s②stè♠❡ ❝réé ♣❛r
❧✬❤♦♠♠❡ q✉✐ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✉♥ ré❡❧ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✑ ❬❉❩❇✵✶❪✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡
❝❤✐♠✐❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭♦✉ rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s
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♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜①❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✳

❱❡rs ✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛s♣❡❝t ❜✐♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥✮ ❡t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❞é❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥✮ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈✐✲
✈❛♥t❡s✱ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❝✐❞❡s ♥✉❝❧é✐q✉❡s✱ ♣r♦té✐♥❡s✱ ❧✐♣✐❞❡s✱ ❤②❞r❛t❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡
♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♠❜✐♥❡r✱ s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s ❡♥t✐tés ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❛ ❜✐♦❝❤✐♠✐❡ ❝♦♠♠❡ s❝✐❡♥❝❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ rô❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✈❛r✐❡♥t ❞❡s ❧✐st❡s à ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡t ❣r❛♣❤❡s ❬❈❛r✵✺❛❪✳

❈❛r❞❡❧❧✐ ❡t ❩❛✈❛tt❛r♦ ♦♥t ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❬❈❩✵✽❪✱ q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ✈❡rs ❧❛
❜✐♦❝❤✐♠✐❡✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞éq✉❛t❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ét❛✐t très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❛✉✲
t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐tés ✭♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ à ✉♥ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❝❤✐♠✐❡✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❚✉r✐♥❣✲
❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ❛ ❡♥❝♦✉r❛❣és à ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❥✉st✐✜❡ ♥♦tr❡ ❜✉t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡ γ✲
❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✭✐✮ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❡t ✭✐✐✮ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳
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❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡

●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐✲
✈✐té q✉✬✐❧ ♣❡✉t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r✱ ♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈é ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ét❡♥❞ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥
q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛✐s ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ str✉❝✲
t✉ré❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é♥♦té❡
♣❛r Σ✱ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❡ r❡❧✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈❑✵✶❪ ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé❡s s✉r ❧❛
♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s str✉❝t✉ré❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡t
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❀ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✳ ❇❛sé s✉r
❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s Σ✲str✉❝t✉ré❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡
❆❜str❛✐t✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♦✉
s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❡t ❧❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛❜str❛②♦♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✢♦tt❡♥t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❧❡s ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ét❛♥t ❞✉ à t♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ♠♦♥❞❡
♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
♠♦♥❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ❛♣♣❡❧é❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡✳

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ é❧❡✈é❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❞❡s str❛té❣✐❡s ❡♥
t❛♥t q✉✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡t ❧❡s ✐♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬é❝❤❡❝✳

✼



▲❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts ♣♦✉r ❧❡s ▼♦❧é❝✉❧❡s ❇✐♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❬❆■❑✵✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❚❖▼✱
❡♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❛s❊❧ ❬❇❈❈+✵✸✱ ❇■❑✵✻✱
■❜❛✵✹❪✱ ❝❡❧❛ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ré❛❝t❡✉r ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s s②stè♠❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s✱ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r ❝❤✐♠✐q✉❡ ❬❆■❑✵✻❪ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❬❆❑✵✼❪✱ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
♦ù ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛t♦♠❡s ♦✉ ❛✉① ♣r♦té✐♥❡s✱ ❡t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ❝ré❡♥t ♦✉ ❝❛ss❡♥t ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡
❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦ù ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès✱ ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♣♦rts✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❛❝❤❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡s ♣♦rts
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
✐❞❡♥t✐✜♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱
❡t ♦ù ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♥♦❡✉❞✱ ❞✬✉♥
♥♦♠ ❞❡ ♥♦❡✉❞ ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦rts✳ ❯♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞✬❛rêt❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ✭♣♦rt
s♦✉r❝❡✱ ♣♦rt ❝✐❜❧❡✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✭♦✉ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✮ ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ s✉r ❝❡s
❣r❛♣❤❡s ❬❆❑✵✽❝❪✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ✭✐✮ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts ❡t ✭✐✐✮ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉✳ ■❧ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛✣✲

♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥
♣♦✉r ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❛ été ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❇❨❋❍✵✻❪✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ été ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐✲
♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ② s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛ttr✐❜✉és t②♣és
❡t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
❡s♣r✐t✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛ été ❧❡ κ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❉▲✵✹❪ ❀ ❝✬❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
♣r♦té✐♥❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ s✐t❡s ❡t
❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ❊❧❧❡ ❡♠♣❧♦✐❡
✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❬▼✐❧✾✾❪ ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ② s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♥♦♠s ♣❛rt❛❣és✳
❉❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❛❜str❛✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❜♦ît❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s✐t❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱

❛②❛♥t ❞❡s ét❛ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rts ♣♦✉r
❝♦♥t❡♥✐r ❧✬ét❛t✱ ❡t ❡♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❛♥t ❞❡s s✐t❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛tt❛❝❤é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt✱
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡✈✐❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ❈❤❛q✉❡ s✐t❡ ❛ ✉♥ ét❛t ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❬❆❑✵✼❪✳ ❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s
❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ q✉✐✱ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❝ré❡
✉♥❡ ❛rêt❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✮ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡

✽



❧❛ ✈♦✐❡ é♣✐❞❡r♠✐q✉❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❊●❋❘✮✳ ▲❡s
♣r♦t❛❣♦♥✐st❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t q✉❛tr❡ ♣r♦té✐♥❡s ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❙ ✭❙✳❙ ét❛♥t ❧❡✉r
❢♦r♠❡ ❞✐♠❡r✐sé❡✮✱ ❞❡✉① ♣r♦té✐♥❡s ré❝❡♣t❡✉r ❘✱ ❡t ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❛❞❛♣t❡✉r ❆✳ ▲❡s s✐t❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡✉r ét❛t ✿ ❝❡r❝❧❡s r❡♠♣❧✐s ♣♦✉r ❧❡s s✐t❡s ❛tt❛❝❤és ❡t ❝❡r❝❧❡s
✈✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐t❡s ❧✐❜r❡s✳
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❋✐❣✳ ✵✳✶✿ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s r❡❧✐és ♣❛s ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡♥ ❡♠✲
♣❧♦②❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❧❡s ❞♦t❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐
♥♦✉s ♠♦t✐✈❡ à ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ Σ ❞❛♥s ❧❡ ρΣ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛✲
té❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✜❝❛tr✐❝❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ρpg✲
❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t
❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ s♦♥t ❡①♣r✐✲
♠❛❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛♣♣r♦♣r✐és ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳
❊♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s ❬❆❑✵✽❛❪✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ❍❖❈▲ s❡ s♦♥t ❛✈érés ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❬❘❛❞✵✼❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥q✉êté s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❬❆❑✵✽❞✱ ❆❑✵✽❜❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ str❛✲
té❣✐❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ st❛t✉t q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✭♠♦❧é❝✉❧❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✐❞❡ ❧❡ s②stè♠❡
à s✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❡r ❡t à ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊●❋❘✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❆❥♦✉t❡r ❞❡ ❧❛ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❊①é❝✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r r❛ttr❛♣❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❡♥ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐été

✾



❞✬❛✉t♦✲ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s q✉✬♦♥ ✈❡✉t q✉✬✉♥ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛ss❡✱ s♦♥t ❧✬♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❛❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❉❡ t❡❧s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s ❬❈❘❈❋❙✵✹✱ ▼❘▼+✵✽❪✳
●râ❝❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦t♦♥s ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✉ ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✕ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s ✭❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❚r❡❡ ▲♦❣✐❝✱
❈❚▲✮ ❬❈●P✵✵❪ ✕ ✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts q✉❡ ♥♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s str❛té❣✐❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s t❡♠♣♦✲
r❡❧❧❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé ❞❡ ❞ét❡❝✲
t❡r s❡s ♣r♦♣r❡s é❝❤❡❝s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❡✉t êtr❡ éq✉✐♣é ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡
ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé s✉r
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥ç✉ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥♥é❡s✳

✶✵



P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡

▲❛ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P❛rt✐❡ ■ ❊♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛
réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳ ❉✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜str❛✐t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✱ ♦ù Σ ❞é♥♦t❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s❛ s②♥t❛①❡ ❡t s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ét❛♣❡s✱
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ r❡♥❞❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à
✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧✳

P❛rt✐❡ ■■ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜str❛✐t ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♣✉✐s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ◆♦✉s
ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♥♦✉s ✐♥st❛♥❝✐♦♥s ❧❡
ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té✲
❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

P❛rt✐❡ ■■■ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❣râ❝❡ ❛✉① str❛té❣✐❡s ❡♥❝♦❞é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ✐♥st❛♥❝✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣✲
t❡✉r ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♣✐❞❡r♠❡ ✭❊●❋❘✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s
✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❚❖▼✱ q✉✐ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❛✈❡❝ s♦rt❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❈❡t ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❡✉r
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

✶✶



P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

▲❛ P❛rt✐❡ ■✱ ❧❛ P❛rt✐❡ ■■ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♦♥t été tr❛❞✉✐ts ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳
▲❛ P❛rt✐❡ ■■■ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s❡r✈❡✉r ❞❡ t❤ès❡s✲❡♥✲❧✐❣♥❡ ❞✉ ❈❡♥tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❉✐r❡❝t❡ ✕ ❈◆❘❙✱ ✈✐❛ ❧❡ ❧✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ✿
❤tt♣✿✴✴t❡❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴t❡❧✲✵✵✸✸✼✺✺✽✴❡♥✴

✶✷

http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00337558/en/


Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t

✶✸
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❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s str❛té❣✐❡s✳

✶✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❬❇◆✾✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❘❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s R ⊆ A × B ❡t
S ⊆ B × C✱ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

R ◦ S = {(a, c) | ∃b ∈ B.(a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ S}

❙♦✐t → ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r ✿
✕ →0 ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r A✱
✕ →n ❧❛ n✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ →✱ →n=→ ◦ →n−1✱ ♣♦✉r n > 0✱
✕ →= ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❞❡ →✱ →==→ ∪ →0✱
✕ ← ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ →✱ ←= {(y, x) | x→ y}✱
✕ ↔ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ →✱ ↔=→ ∪ ←
✕ →+ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ →✱ →+= ∪n>0 →

n✱
✕ →∗ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ →✱ →∗=→0 ∪ →+✱
✕ ↔∗ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ →✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té✮✳ ❙♦✐t → ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r A✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t x ❞❛♥s A ❡st ré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❛♥s A t❡❧ q✉❡ x → y ❀ x ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭♦✉ s♦✉s ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡✮ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ y
t❡❧ q✉❡ x→∗ y✳ ❉❡✉① é❧é♠❡♥ts x ❡t y ❞❛♥s A s♦♥t ❥♦✐❣♥❛❜❧❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ z ❞❛♥s A t❡❧ q✉❡
x→∗ z ❡t y →∗ z✱ ❡t ♦♥ ❧❡ ❞é♥♦t❡ ♣❛r x ↓ y✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭Pr♦♣r✐étés ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ❙♦✐t → ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r A✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
→ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✿

✕ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✐ x→ y1 ❡t x→ y2 ✐♠♣❧✐q✉❡ y1 ↓ y2 ❀
✕ ❝♦♥✢✉❡♥t❡ ✐❢ x→∗ y1 ❡t x→∗ y2 ✐♠♣❧✐q✉❡ y1 ↓ y2 ❀
✕ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ ✭♦r ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡✮ s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡
x0 → x1 → . . . ❀

✕ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❀
✕ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡ ❡t t❡r♠✐♥❡✳

✶✺
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▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▼❛✐s s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s❡
t❡r♠✐♥❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ❬◆❡✇✹✷❪✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ ❡st
❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

✶✳✷ ●r❛♣❤❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭●r❛♣❤❡s ét✐q✉❡tés✮✳ ❯♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬ét✐q✉❡tt❡s L = (LV ,LE) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡t ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞✬❛rêt❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✜♥✐ s♦✉s L ❡st ✉♥
t✉♣❧❡ G = (V,E, sG, tG, lG) ♦✉ ✿
✕ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {v1, . . . , vk} ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❡❧és ♥♦❡✉❞s ♦✉ s♦♠♠❡ts✱
✕ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ V × V ❛♣♣❡❧és ❛rêt❡s✱
✕ sG, tG : E → V s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t

✕ lG = (lGV , l
G
E) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✭lGV : V → LV ✮ ❡t ❛rêt❡s

✭lGE : E → LE✮✳

❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r VG s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡t ♣❛r EG
s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s✳
❯♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (v, v) s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❜♦✉❝❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ (u, v)✱ u ❡t v s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t

❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✜♥ ❛✈❡❝ u s♦✉r❝❡ ❡t v ❝✐❜❧❡ ❀ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ u ❡t v s♦♥t ❞❡s
♥÷✉❞s ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❛✈❡❝ v ét❛♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ u✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ s✐ ❧❡
♥÷✉❞ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✜♥✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛rêt❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❯♥ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡
♦ù ❧❡s ❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ♣❡r♠✐s❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ E ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛✐r❡s ❡♥ V ×V ✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥÷✉❞s {v1, . . . , vn} t❡❧s q✉❡ (v1, v2)✱ . . .✱
(vn−1, vn) s♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡s✳
❯♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s s❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t

❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❡t ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡✳ ❙✐ ✉♥ ♥÷✉❞ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ✈♦✐s✐♥✱ s❛
❧✐st❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡st ✈✐❞❡✳
❯♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡t ❞✬❛rêt❡s

s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ G✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ H ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡s G ❡st ✐♥❞✉✐t s✐✱
♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts v ❡t u ❞❡ H✱ (v, u) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ H s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (v, u) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ G✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ G
s✬✐❧ ❛ t♦✉s ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s G ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s f : G → H ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s fV : VG → VH ❡t

fE : EG → EH q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ❝✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t
❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t fV ◦ tG = tH ◦ fE ✱ fV ◦ sG = sH ◦ fE ✱ lHV ◦ fV = lGV ✱
lHE ◦ fE = lGE ✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s f : G→ H ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✉♥

s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ dom(f) ❞❡ G ✈❡rs H✱ ❛✈❡❝ dom(f) ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✳
▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭♣❛rt✐❡❧s✮ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❡t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❝♦♠♠❡ ♣❛✐r❡s ❞✬✐❞❡♥t✐tés s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

✶✻



✶✳✸ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❆❜str❛✐ts

✶✳✸ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❆❜str❛✐ts

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ♣❧✉s t❛r❞ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s
str❛té❣✐❡s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❬❑❑❑✵✽❪ ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬êtr❡ ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ✭❆❘❙✮
❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té ♦r✐❡♥té (O,S)✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡ O s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s
❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ S s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ♣❛s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥✮✳ P♦✉r ✉♥ ❆❘❙ ❞♦♥♥é A ✿

✶✳ ❯♥ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ét✐q✉❡té❡ φ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ s❛ s♦✉r❝❡ a ❡t s❛ ❝✐❜❧❡
b✳ ❖♥ ❧✬é❝r✐t a _φ

A b✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t a _φ b s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳

✷✳ ❯♥❡ A✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♦✉ A✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ π ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ A✳

✸✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ π ❡st ✜♥✐✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t a0 _φ0 a1 _φ1 a2 . . . _
φn−1 an ❡t ♦♥

❞✐t q✉❡ a0 s❡ ré❞✉✐t ❡♥ an ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ π = φ0φ1 . . . φn−1 ❀ ♦♥ ❧❡ ❞é♥♦t❡ ❛✉ss✐
♣❛r a0 _π an✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ π ❡st ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {a0} ❞é♥♦té ♣❛r ❞♦♠(π)✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡
π ❡st ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {an} ❞é♥♦té ♣❛r [π](a0)✳

✹✳ ❯♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡ s✐ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ③ér♦✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉r❝❡ a
❡st ❞é♥♦té ♣❛r ida✳

✺✳ ▲❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞ér✐✈❛t✐♦♥s π1;π2 ❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❛♥❞ π1 ❡st ✜♥✐ ❡t ❞♦♠(π2) =
[π1](❞♦♠(π1)) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

π1;π2 : ❞♦♠(π1) _π1

A ❞♦♠(π2) _π2

A [π2]([π1](❞♦♠(π1)))

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬✉♥❡ A✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❝❛✲
té♥❛t✐♦♥ ❞❡ π1 ❡t π2✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ A✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡

à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮✳ P♦✉r A = (O,S) ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ ✿
✕ A t❡r♠✐♥❡ ✭♦✉ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✮ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✜♥✐❡ ❀

✕ ✉♥ ♦❜❥❡t a ❡♥ O ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé q✉❛♥❞ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛②❛♥t
❧❛ s♦✉r❝❡ a ❀

✕ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ s✐ s❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❀
✕ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t a ❡st ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t A = (O,S) ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t
s✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts a✱ b✱ c ❞❛♥s O✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s A✲❞ér✐✈❛t✐♦♥s π1 ❡t π2✱ q✉❛♥❞
a _π1 b ❡t a _π2 c✱ ✐❧ ❡①✐st❡ d ❞❛♥s O ❡t ❞❡✉① A✲❞ér✐✈❛t✐♦♥s π3, π4 t❡❧s q✉❡ c _π3 d ❡t
b _π4 d✳
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✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✶✳✹ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❚❡r♠❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❬❇◆✾✽✱ ●▼✾✷❪✳

✶✳✹✳✶ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s

❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (S,F) ♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡s ❡t F
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦rtés✱ F = {FS1...Sn,S | S1, . . . Sn, S ∈ S}✳ P♦✉r
f ∈ FS1...Sn,S ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ f : S1 . . . Sn → S✳ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦r❞♦✲s♦rté❡ ❡st ✉♥
tr✐♣❧❡t (S,≤,F) t❡❧ q✉❡ (S,F) ❡st ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté❡ ❡t (S,≤) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ f ∈ FS1...Sn,S ∩ FS′

1
...S′

n,S
′ ❡t Si ≤ S′

i ♣♦✉r t♦✉s i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs S ≤ S′✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s ♠✉❧t✐✲s♦rté❡s ❀ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♦r❞♦♥é❡s✲s♦rté❡s ❡st
❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬●▼✾✷❪✳
◗✉❛♥❞ f ∈ FS1...Sn,S ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛ ❧❡ r❛♥❣ 〈S1 . . . Sn, S〉✱ ❧✬❛r✐té S1 . . . Sn✱ ❡t ❧❛ s♦rt❡

S✳ ❙✐ n = 0✱ ❛❧♦rs f ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❙✐ ❧✬❛r✐té ❞❡ f ❡st ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
f ❡st ✈❛r✐❛❞✐q✉❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❛♥❞ S ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❧✬❛r✐té ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳
❙♦✐t (S,F) ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté❡ ❡t X = {XS}S∈S ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ S✲s♦rté❡ ❞✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ s♦rt❡ S s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ (S,F) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ✱ ❞é♥♦té T (F ,X )S ✱ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t XS t❡❧ q✉❡
f(t1, . . . , tn) ❡st ❞❛♥s T (F ,X )S ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ f : S1 . . . Sn → S ❡t ti ∈ T (F ,X )Si

♣♦✉r
1 ≤ i ≤ n✱ n ≥ 0✳ ❆❧♦rs T (F ,X ) =

⋃

T (F ,X )S∈S ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❣é♥éré ♣❛r ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ (S,F) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ✳

▲❡ s②♠❜♦❧❡ t♦♣ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❞é♥♦té Head(t)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ❞é♥♦té ♣❛r Var(t)✳ ❙✐ Var(t) ❡st ✈✐❞❡✱ t ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✳
T (F) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ❖♥ ♦♠❡t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ s♦rt❡s q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t
❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❯♥ t❡r♠❡ t ∈ T (F ,X ) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s t
❛♣♣❛r❛ît ✉♥ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳
❙♦✐❡♥t N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡t N+ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❞✐st✐♥❝ts

❞❡ ③ér♦✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ③ér♦ N
∗
+ ❡st ❞é✜♥✐

♣❛r p = ǫ | n | p.p✱ ♦ù ǫ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞❡ ❡t n ∈ N+✳ P♦✉r t♦✉s p, q ∈ N
∗
+✱ p

❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ q s✬✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ N
∗
+ t❡❧ q✉❡ q = p.r✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s Pos(t) ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❡st ❞é✜♥✐ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ǫ ∈ Pos(t) ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦♣ ❞❡ t✳
✕ P♦✉r t♦✉s p ∈ Pos(t) ❡t t♦✉s i ∈ N

∗
+✱ p.i ∈ Pos(t) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 1 ≤ i ≤ |arity(f)|

♦ù f ∈ F ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ s✐t✉é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❡ t✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t s✐t✉é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ∈ Pos(t) ❧❡ t❡r♠❡ ❞é♥♦té ♣❛r t|p q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀p.r ∈ Pos(t), r ∈ Pos(t|p) ❡t Head(t|p.r) = Head((t|p)|r)

✶✽



✶✳✹ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❚❡r♠❡s

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r t[s]p ❧❡ t❡r♠❡ t ♦ù ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡
t❡r♠❡ s✳
❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
{x1, . . . , xk} ❞❡ X ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡ ❞❛♥s T (F ,X )✱ ❡t ♦♥ ❧✬é❝r✐t σ = {x1 7→
t1, . . . , xk 7→ tk}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡ dom(σ) = {x1, . . . , xk}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ à ✉♥ t❡r♠❡ t✱ ❞é♥♦té ♣❛r σ(t)✱ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✉❧t❛♥é t♦✉t❡s
❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡✉rs σ✲✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s σ ❡t µ ❡st ❞é♥♦té ♣❛r σµ ❡t (σµ)(t) = σ(µ(t)) ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ σ ✐♥st❛♥❝✐❡ x s✐ x ∈ dom(σ)✳
❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

δ t❡❧❧❡ q✉❡ σ′ = δσ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ é❝r✐t σ . σ′✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ σ✳
❉❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ σ(s) = σ(t)✳ P✉✐s

σ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ♣♦✉r s ❡t t s✐ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r σ′

❞❡ s ❡t t✱ σ . σ′✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❋✐❧tr❛❣❡✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t ✜❧tr❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′✱ ♦✉ q✉❡ t′ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞❡ t✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ t′ = σ(t)✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡t t′ ❧❡ s✉❥❡t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st
❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ✜❧tr❛❣❡ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢✱ s✐ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t✳

✶✳✹✳✷ ❚❤é♦r✐❡s ➱q✉❛t✐♦♥❡❧❧❡s

❯♥❡ é❣❛❧✐té ♦✉ ❛①✐♦♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s T (F ,X ) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
〈l, r〉✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r l = r✱ ♦ù l ❡t r s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡✳ P♦✉r E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛①✐♦♠❡s✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r ←→E ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ s✉r T (F ,X ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
s ←→E t s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ l = r ❞❛♥s E✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s s ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
t❡❧ q✉❡ s|p = σ(l) ❡t t = s[σ(r)]p✳ ▲❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ←→E ✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r
∗
←→E ✱ ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❣é♥éré ♣❛r E✱ ♦✉✱ ❡♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡
E✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣♦✉r

f ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✿

(A) ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z))
(C) ❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té f(x, y) = f(y, z)
(I) ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ f(x, x) = x

(Ue) ❯♥✐té f(x, e) = f(e, x) = x

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s t❤é♦r✐❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❛✈❡❝
✉♥✐té ✭❆❯✮✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✭❆❈✮✱ ♦✉ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❛✈❡❝
✉♥✐té ✭❆❈❯✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡ E ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡r♠✉t❛t✐✈❡ s✐ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ s ←→E t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s s ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s t✳

✶✾



✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s s♦♥t é❣❛✉① ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛✲
t✐♦♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♠♦ts✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❣❛✉① ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t ✜❧tr❡
♠♦❞✉❧♦ E ✉♥ t❡r♠❡ s s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ s

∗
←→E σ(t)✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❬❇❙✵✶❪✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳

✶✳✹✳✸ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❚❡r♠❡s

❙♦✐❡♥t (S,F) ❡t X ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♠✉❧t✐✲s♦rté❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✮✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
T (F ,X ) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦r✐❡♥té❡✱ ❞é♥♦té❡ l → r✱ ♦ù l ❡t r s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
T (F ,X )✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s l ❡t r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ R ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r
T (F ,X )✳

P❛r❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛✉① rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐✲
t✉r❡ ét✐q✉❡té❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ id : l→ r✳
◗✉❡❧q✉❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé❡s s✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r ✿
✕ Var(r) ⊆ Var(l) ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✱

✕ l 6∈ X ✭❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱
✕ l ❡t r s♦♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s♦rt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✮✳ ❙♦✐t R ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r T (F ,X )✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à R s✉r T (F ,X ) ❡st ❞é♥♦té❡ →R ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ t→Rs s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s t✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r ❞❛♥s R ❡t ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ t|p = σ(l) ❡t s = t[σ(r)]p✳ ▲❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ t|p ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ l ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ r❡❞❡①✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s R s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ →R✳
❚♦✉s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡♥
❣é♥ér❛❧✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t ❝❛r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❡①♣r❡ss✐✈❡
q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬❉❛✉✾✷❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s

s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é✱
❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ str✐❝t✳

✷✵



✶✳✹ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❚❡r♠❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❬❉❡r✽✷❪ ❙♦✐t F ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s R s✉r T (F ,X ) t❡r♠✐♥❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ≻
t❡❧ q✉❡ l ≻ r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ l→ r ∈ R✳

▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s t❡r♠✐✲
♥❛♥ts ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é❡ ❡♥ t❡st❛♥t ❧❛
❥♦✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❬❇◆✾✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭P❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✮✳ ❙♦✐❡♥t l→r ❡t g→d ❞❡✉① rè❣❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ g→d s✉r l→r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡ p ∈ Pos(l)✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ (σ(r), σ(l)[σ(d)]p) t❡❧❧❡ q✉❡ σ ❡st ✉♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r
❞❡ g ❡t l|p✳

❙✐ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❥♦✐❣♥❛❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
✜♥✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s

s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❘éé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s R s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t❡r♠❡s T (F ,X )✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ l→r ✐❢ s1→t1, . . . , sk→tk
❛✈❡❝ l, r, s1, . . . , sk, t1, . . . tk ∈ T (F ,X )✳
✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s R s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s Var(r)∪Var(c) ⊆ Var(l)✱
♦ù c ❡st ✉♥❡ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱ s1→t1, . . . , sk→tk✳

✕ ❈❤❛q✉❡ tj ❞❛♥s c ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Ru✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s rè❣❧❡s ❞❛♥s R s❛♥s ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ R✱ ✉♥ t❡r♠❡ t s❡ réé❝r✐t
❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ t′✱ q✉✐ ❡st ❞é♥♦té ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ t→Rt

′ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ l→r ✐❢ c✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ❞❛♥s t✱ ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t|ω = σ(l)✱
❡t σ(s1)→Rut1, . . . , σ(sk)→Rutk✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳
◗✉❛♥❞ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r✐❡♥tés ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦t ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s é❣❛❧✐tés q✉✐ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦r✐❡♥té❡s s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡
❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♠♦❞✉❧♦ ❝❡s é❣❛❧✐tés ♥♦♥ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❘éé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ t❡r♠❡s R ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s E ✱ ❧❡ t❡r♠❡ t s❡ réé❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ s ♣❛r R
♠♦❞✉❧♦ E ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é♥♦té t −→R/E s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ l → r ∈ R✱ ✉♥ t❡r♠❡ u✱ ✉♥❡

♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s u ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧s q✉❡ t
∗
←→E u[σ(l)]p ❡t s

∗
←→E u[σ(r)]p✳

✷✶



✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ −→R/E ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝❛r ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ✉♥
t❡r♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ E ✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬P❙✽✶❪✱ ❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r ❬❏❑✽✻❪✱
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ réé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡st ❞é♥♦té❡
→R,E ✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛✲

t✐✈✐té✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ →R,E ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s réé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈✐té ✭❆❈✮✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ❆❈ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ ❆❈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ ❆❈ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❇❑◆✽✼❪ ❡t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✳✺ ➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❈❛té❣♦r✐❡s

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❬▼❛❝✾✽❪ ✉t✐❧✐✲
sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ♣✉s❤♦✉t✱ ❡t
❝❛té❣♦r✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❈❛té❣♦r✐❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
✕ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é♥♦té❡ ♣❛r Obj(C)✳
✕ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭♦✉ ✢è❝❤❡s✮ ❞é♥♦té❡ ♣❛r Arr(C)✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
f ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t s♦✉r❝❡ A ❡t ♦❜❥❡t ❝✐❜❧❡ B✱ ❛✈❡❝ A ❡t B ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C✳ ◆♦✉s
❞é♥♦t♦♥s ♣❛r C(A,B) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t A ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡t B✳

✕ ❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ◦ : C(A,B)× C(B,C)→ C(A,C) q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡

s✐ f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), h ∈ C(C,D) ❛❧♦rs h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

✕ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐❞❡♥t✐té idA ∈ C(A,A) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts A✱ q✉✐ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ◦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∀f ∈ C(A,B) f ◦ idA = f = idB ◦ f.

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❋♦♥❝t❡✉r✮✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r F ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✈❡rs ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ D✱ ♥♦té
F : C→ D✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❛ss✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t A ❞❛♥s C ✉♥ ♦❜❥❡t F (A) ❞❛♥s D✱ ❡t
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢è❝❤❡ q✉✐ ❛ss✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡ f : A → B ❞❡ C ✉♥❡ ✢è❝❤❡ F (f) :
F (A)→ F (B) ❞❛♥s D✱

t❡❧s q✉❡
F (idA) = idF (A), F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭P✉s❤♦✉t✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✱ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s f : A → B
❡t g : A → C✱ ✉♥ ♣✉s❤♦✉t ❞❡ f ❡t g ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t D ❡t ❞❡✉① ✢è❝❤❡s h1 : C → D
❡t h1 : B → D ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✷✷



✶✳✻ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❛♣❤❡

✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✮ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡ ✿

A
f //

g

��

B

h1

��
C

h2

// D

✭✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✮ P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t D′ ❡t ✢è❝❤❡s i1 : B → D′ ❡t i2 : C → D′ t❡❧❧❡s q✉❡
i1 ◦ f = i2 ◦ g✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✉♥✐q✉❡ D → D′ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✭✷✮
❡t ✭✸✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

A

(1)

f //

g

��

B

h1

�� i1

��

(2)C

(3)

h2 //

i2 ''PPPPPPPPPPPPPP D

  A
AA

AA
AA

A

D′

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❈❛té❣♦r✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦✲
r✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭❙tr✐❝t s②♠♠❡tr✐❝ str✐❝t ♠♦♥♦✐❞❛❧
❝❛t❡❣♦r②✱ sss♠❝✮ (B,+, e) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ B éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r + : B × B → B
❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ♦✉ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t e ❛♣♣❡❧é ❧✬♦❜❥❡t ✉♥✐t ♦✉ ♦❜❥❡t
✐❞❡♥t✐té q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✿

✶✳ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts Ob(B) ❡st ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à + ❛✈❡❝ ❧✬é❧é✲
♠❡♥t ♥❡✉tr❡ e✱ ✭✐✳❡✳✱ ✰ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✮✱

✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ f ∈ B(a, b) ❡t g ∈ B(a′, b′) ❧❛ s♦♠♠❡ f + g ❡st ❞❛♥s B(a+ a′, b+ b′)
❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✭❈✶✮ (f + g) + h = f + (g + h)✱
✭❈✷✮ ide + f = f = f + ide✱
✭❈✸✮ ida + idb = ida+b✱
✭❈✹✮ (u+ v) ◦ (f + g) = u ◦ f + v ◦ g✱
✭❈✺✮ f + g = g + f ♣♦✉r t♦✉t f, g ∈ Arr(B)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ét✐q✉❡tés ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♠❡ ✢è❝❤❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ●r❛♣❤❡✳ ❊♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s ❛✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❛rt✐❡❧s✱
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ●r❛♣❤❡P✳

✶✳✻ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❛♣❤❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡ ❝❛❝❤❛♥t ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✏❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉s❤♦✉t✑
✭❉♦✉❜❧❡ P✉s❤❖✉t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❉P❖✮ ❬❘♦③✾✼✱ ❊❊❑❘✾✼✱ ❊❑▼❘✾✼❪✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ L ; R ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s L ❡t R ❛♣♣❡❧és

♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥tr❡
❡✉①✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉

✷✸



✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❝❡✉① ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ✉♥✐q✉❡s ❛✉① ♥÷✉❞s✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ K ❞❡ L
q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ R ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ r❡❧✐❡❢ ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ tr✐♣❧❡t L← K → R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✮✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖✱ ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
p : L ← K → R ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ l : K → L ❡t r : K → R
♦ù L,K,R s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✜♥✐s ❡t s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

❯♥ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ♣✉s❤♦✉t s✐♠♣❧❡ SPO ❬❊❍❑+✾✼❪ ♦✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉s❤♦✉t DPO ❬❈▼❘+✾✼❪✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉s❤♦✉t✱ q✉✐ ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✮✳ ❯♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ G ✈❡rs H ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p : L ← K → R ❡①✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥str✉✐t ✿

L

��

Koo

��

// R

��
G Doo // H

♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❝❛rrés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ♣✉s❤♦✉ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Graph✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ D ❡st
❛♣♣❡❧é ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ K ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✏✐♥t❡r❢❛❝❡✑✱ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦✉ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té ♣❛r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ R ❡st ✐♥té❣ré ❛✉ ❣r❛♣❤❡ D✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ D ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ G q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞❛♥s L ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s K✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉s❤♦✉t
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s H ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞❛♥s
K✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❙❝❤✾✼❪✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❡ ❣r❛♣❤❡ L ; R à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❤ôt❡✱ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡ G′

s❡❧♦♥ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❚r♦✉✈❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜❧tr❛♥t m ♣♦✉r L ❞❛♥s G ✭❛✐♥s✐ m(L) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡
G✮✳

✷✳ ❘❡t✐r❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ m(L) ❞❡ G rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ G−✳

✸✳ ❆❥♦✉t❡ m(R) ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ G−✳

✹✳ ❘❡❝♦♥♥❡❝t❡ m(R) ❡t G−✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦t✐❢ ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬▼❡❤✽✹❪✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ q✉✐
❞✐✛èr❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
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✶✳✼ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉① ❬❯❧❧✼✻✱ ▲❱✵✷✱ ❩ü♥✾✻✱ ❱❛❧✵✷❪✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❆●● ❬❊❘❚✾✼❪✱ P❘❖●❘❊❙ ❬❙❲❩✾✼❪✱ ❡t ❈❧❡❛♥ ❬P❊✾✸❪✳
P❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬❊❊❑❘✾✼❪✳

✶✳✼ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐ts ❬❑❑❑✵✽❪✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡ R ♦✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ G ❣é♥èr❡

✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♦✉ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛r❝s ♦r✐❡♥tés s♦♥t ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♦✉ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s✳
❆❧♦rs✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s R ♦✉ ❞❛♥s G ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✉
s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ❛ss♦❝✐é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❙tr❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡✮✳ P♦✉r ✉♥ ❆❘❙ A ❞♦♥♥é ✿

✶✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ζ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛✲
t✐♦♥s ✭✜♥✐❡s ♦✉ ♥♦♥✮ ❞❡ A✳

✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ à ✉♥ ♦❜❥❡t a✱ ❞é♥♦té ♣❛r [ζ](a)✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ a ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❛♥s ζ ✿
[ζ](a) = {b | ∃π ∈ ζ t❡❧ q✉❡ a _π b} =

⋃

π∈ζ πa✳
▲♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ζ ♥✬❛ ♣♦✉r s♦✉r❝❡ a✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ str❛té❣✐❡ s✉r a é❝❤♦✉❡✳

✸✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦♥t s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ζ ✿

❞♦♠(ζ) =
⋃

δ∈ζ

❞♦♠(δ)

✹✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❡st Id = {ida | a ∈
O}✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬❆❘❙✱ ❛✐♥s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ {a} s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧✬♦❜❥❡t a ❡t r❡✲
t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛♣♣❡❧é❡ Fail ❀
s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❝❤♦✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳
■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❘éé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t
A = (O,S) ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ζ✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ✭♦✉ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ✮ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ζ✳

✷✺



✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t A ❡st ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
R✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ s♦✉s ζ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ t→R

ω t
′ q✉✐ ❛ ❧✐❡✉

❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ζ✳
❙✐ A ❡st ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡

❞❡ ❣r❛♣❤❡ str❛té❣✐q✉❡ ζ ❡st ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ G→ H✳

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❡♥✉♠ér❛♥t t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts ♦✉ ♣❛r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
str❛té❣✐❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été s✉✐✈✐❡s✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ str❛té❣✐❡ ❧é❣è✲
r❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts t❡❧s q✉❡ ❊▲❆◆✶ ❬❑❑❱✾✺✱ ❇❑❑❘✵✶❜❪✱ ❙tr❛t❡❣♦✷ ❬❱✐s✵✶❪✱ ❚❖▼✸ ❬❇❇❑+✵✼❛✱
❇❇❑+✵✼❝❪ ♦✉ ▼❛✉❞❡✹ ❬▼❖▼❱✵✺❪✳ ❚♦✉s ❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ str❛té✲
❣✐❡ ✢❡①✐❜❧❡s ❡t ❡①♣r❡ss✐❢s ♦✉ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s
♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❜❛s✲♥✐✈❡❛✉✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ str❛té❣✐❡ ❚❖▼ q✉✐ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❬❑❑❑✵✽❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡

❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s à ♣❛rt✐r
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❜✐❛✐sé à ❣❛✉❝❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛♣♣♦rt❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té✳

❈♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ str❛té❣✐❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st s♦✐t ❧✬■❞❡♥t✐té q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Id ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ✈✐❞❡s✱ ❋❛✐❧ q✉✐ ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡
❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s Fail✱ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s
s✐♠♣❧❡s ✭✉♥❡ ét❛♣❡✮ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ R✳ Sequence(ζ1, ζ2)✱ ❛✉ss✐ ❞é♥♦té ♣❛r ζ1; ζ2✱ ❡st ❧❛
❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ζ1 ❡t ζ2 ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t a ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ ❆❘❙
A✱ [ζ1; ζ2](a) = [ζ2]([ζ1](a))✳

❈♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s✱ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❡t ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts✳

✜rst First(ζ1, ζ2) ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉❡
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ str❛té❣✐❡ ❀ ❡❧❧❡ é❝❤♦✉❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s é❝❤♦✉❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❜✐❛✐sé à ❣❛✉❝❤❡✳
[First(ζ1, ζ2)](a) = s✐ [ζ1](a) ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s ❛❧♦rs [ζ1](a) s✐♥♦♥ [ζ2](a)✳

♥♦t Not(ζ) é❝❤♦✉❡ s✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s✱ ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥ s✐ ζ é❝❤♦✉❡ ✿
[Not(ζ)](a) = s✐ [ζ](a) é❝❤♦✉❡ ❛❧♦rs Id s✐♥♦♥ Fail✳

✐❢ t❤❡♥ ❡❧s❡ IfThenElse(ζ1, ζ2, ζ3) ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡ ✿ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s✱ ❡❧❧❡
❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ str❛té❣✐❡✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ str❛té❣✐❡✱ ❡❧❧❡ é❝❤♦✉❡
s✐ ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ζ2 ❡t ζ3 é❝❤♦✉❡♥t✳
[IfThenElse(ζ1, ζ2, ζ3)](a) = s✐ [ζ1](a) ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s ❛❧♦rs [ζ2](a) s✐♥♦♥ [ζ3](a)✳

✶❤tt♣✿✴✴❡❧❛♥✳❧♦r✐❛✳❢r
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣r♦❣r❛♠✲tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳♦r❣✴❙tr❛t❡❣♦
✸❤tt♣✿✴✴t♦♠✳❧♦r✐❛✳❢r
✹❤tt♣✿✴✴♠❛✉❞❡✳❝s✳✉✐✉❝✳❡❞✉

✷✻

http://elan.loria.fr
http://www.program-transformation.org/Stratego
http://tom.loria.fr
http://maude.cs.uiuc.edu


✶✳✼ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡

✜①♣♦✐♥t ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ µ ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à rec ❞❛♥s ❖❈❛♠❧✮ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s✳ µx.ζ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ζ
❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥st❛♥❝✐é❡ à µx.ζ✱ ✐✳❡✳✱ µx.ζ = ζ[x← µx.ζ]✳

▲❡s str❛té❣✐❡s Sequence ❡t First s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ✉♥❡
❧✐st❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s✳

❚♦✉t❡s ❝❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡ str❛té❣✐❡s ✉t✐❧❡s✳
❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Try(ζ) = First(ζ, Id) q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ζ s✐ ❡❧❧❡
♣❡✉t✱ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ Id s✐♥♦♥✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
Repeat ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ✐tér❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✿
Repeat(ζ) = µx.Try(ζ;x)✳

❙✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧✬❆❘❙ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭♦✉ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮✱
❛❧♦rs ❧❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❤❛✉t❡s ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦✉ ❧❡❢t♠♦st✲✐♥♥❡r♠♦st s♦♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s All(ζ) ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ζ✳ ❙✉r ✉♥
t❡r♠❡ t✱ All(ζ) ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ s✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ✐♠♠é❞✐❛t ✿
[All(ζ)](f(t1, ..., tn)) = f(t′1, ..., t

′
n) s✐ [ζ](ti) = {t′i} ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❡t é❝❤♦✉❡

s✬✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ [ζ](ti) é❝❤♦✉❡✳

✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ One(ζ) ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ζ q✉✐ ♥✬é❝❤♦✉❡
♣❛s s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ❙✉r ✉♥ t❡r♠❡ t✱ One(ζ) ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲
t❡r♠❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ t ♦ù ζ ♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s ✿
[One(ζ)](f(t1, ..., tn)) = f(t1, ..., t

′
i, ..., tn) s✐ [ζ](ti) = {t′i} ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ 1 ≤ j < i✱

[ζ](tj) = ∅✱ ❡t é❝❤♦✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i✱ [ζ](ti) é❝❤♦✉❡✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ All ❡t One s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣❛r❝♦✉rs ❞✬❛r❜r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s TopDown(ζ) =
µx.Sequence(ζ,All(x)) ✿ ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❤❛✉t ❞✉ t❡r♠❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré✱ ♣✉✐s ❧❛ str❛té❣✐❡ TopDown(ζ) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s
✐♠♠é❞✐❛ts ❞✉ t❡r♠❡✳

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ à ❧❛ str❛té❣✐❡ First✱ ❊▲❆◆ ❛ ❞❡✉① ❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ str❛té❣✐❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ✿

❞♦♥✬t ❦♥♦✇ dk(ζ1, . . . , ζn) ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ζ1✱ . . .✱ ζn✳
❊❧❧❡ é❝❤♦✉❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s é❝❤♦✉❡♥t✳

❞♦♥✬t ❝❛r❡ dc(ζ1, . . . , ζn) ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥✬é❝❤♦✉❛♥t
♣❛s ζi✳ ❊❧❧❡ é❝❤♦✉❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s é❝❤♦✉❡♥t✳

✷✼



✶ ◆♦t✐♦♥s Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣❧❛♥t❡♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ t❡r♠❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ t❡r♠❡s ❡t s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✿

TopDown(ζ) = µx.ζ;All(x)
BottomUp(ζ) = µx.All(x; ζ)
OnceTopDown(ζ) = µx.F irst(ζ,One(x))
OnceBottomUp(ζ) = µx.F irst(One(x), ζ)
Innermost(ζ) = Repeat(OnceBottomUp(ζ))
Outermost(ζ) = Repeat(OnceTopDown(ζ))

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ✿

[First(a→ b, a→ c)](a) = {b}
[First(a→ c, a→ b)](b) = ∅
[Try(b→ c)](a) = {a}
[Repeat(First(b→c, a→b))](a) = {c}
[TopDown(a→ b)](f(g(a, d), h(h(a)))) = {f(g(b, d), h(h(b)))}

✷✽



✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❢♦♥❞é
s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ t❡❧s q✉✬✐♠♣❧❛♥tés ❞❛♥s ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❡t s✉r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳
▲❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥✲

❣❛❣❡ Γ ❞❡ ❬❇▼✽✻❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é❝r✐t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝✲
t✐♦♥✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❝è❞❡
❛❧♦rs ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜és ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝✲
t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡
❝❤✐♠✐q✉❡ ✭❈❍❡♠✐❝❛❧ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✱ ❈❍❆▼✮ ❬❇❇✾✷❪✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐♠✲
♣❧❛♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❍❖❈▲✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ✸❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s
♣❛r❧❡r♦♥s ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✳

✷✳✶ ▲❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❍❖❈▲

▲❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❇❋❘✵✹✱ ❘❛❞✵✼❪ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❞❡ ❜❛s❡✱ ❛②❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ X ✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ γ〈p〉.M ✱ s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 〈M〉✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡ γ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧
❛r❣✉♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♠♦t✐❢s ❛✜♥ ❞❡
♠♦t✐✈❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▼♦❧é❝✉❧❡s M ::= X | γ〈P〉.M | M,M | 〈M〉
▼♦t✐❢s P ::= X

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❙②♥t❛①❡ ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❛✐❞❡ à s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❡rt❡✱ ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ♣❧❛❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡

✷✾



✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦♠♠é❡ γ✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

(γ〈x〉.M), 〈N〉 →γ M [x := N ] s✐ 〈N〉 ❡st ✐♥❡rt❡

♦ù ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❡rt❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞♦♥♥é❡✱
♦♣èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❡❧ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡
λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥s✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ♠♦❧é✲
❝✉❧❡✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ♦✉ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ❛ss❡③ ❡①♣r❡ss✐✈❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥ ❞❡s ❜✉ts
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
✭❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❈❤❡♠✐❝❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❍❖❈▲✮ ❬❇❋❘✵✻❝✱ ❇❋❘✵✻❛✱ ❇❋❘✵✼❪ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❛✜♥
❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ét❡♥❞ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
é♥✉♠érés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱
❡t ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❧✉s r✐❝❤❡ s✉✐✈❛♥t ✿

P ::= X | ω | ident = P | P,P | 〈P〉

❙♦✐❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s P, P1, P2 ∈ P✱ ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡sM,M1,M2 ∈M✱ ω ✜❧tr❡ t♦✉t❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
♥♦♠♠é❡ ident q✉✐ ✜❧tr❡ P ✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ P1, P2 ✜❧tr❡ t♦✉t❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ M1,M2 t❡❧❧❡ q✉❡ Pi ✜❧tr❡
Mi✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❡t 〈P 〉 ✜❧tr❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ 〈M〉 t❡❧❧❡ q✉❡ P ✜❧tr❡ M ✳ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ γ⌊C⌋P.M ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ q✉✐
❞❡✈r❛✐t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ true ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ γ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ γ〈x〉⌊x⌋.x✮
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉✳ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ γ✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✬♦ù
s♦♥ ♥♦♠ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ à ✉s❛❣❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥
❡♥❝♦❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡t r❡❝✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ à ✉s❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ✉♥❡ γ✲ré❞✉❝t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs
❴+❴ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❝♦❞é❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❞éq✉❛t❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡
❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳

✶✳ 〈γ〈x〉.(x+ 1), 〈1〉〉, γ〈r〉.〈r + 1〉, 〈1〉 →γ 〈2〉, γ〈r〉.〈r + 1〉, 〈1〉 →γ 〈2〉, 〈2〉

✷✳ γ〈y〉.(γ〈x〉.(x+ y), 〈b〉), 〈γ〈x〉.x, 〈a〉〉 →γ γ〈y〉.(γ〈x〉.(x+ y), 〈b〉), 〈a〉 →γ

γ〈x〉.(x+ a), 〈b〉 →γ b+ a

✷✳✷ ▲❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✭♦✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍✳ ❈✐rst❡❛
❡t ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r ❬❈❑✵✶❪✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❊▲❆◆ ❜❛sé s✉r ❧❛

✸✵



✷✳✷ ▲❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧

réé❝r✐t✉r❡ ❬❈❑✾✽❪✳ ❉❛♥s ❬❈❑▲✵✷❪✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛ été
♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ét❡♥❞ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡
ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❤ér✐t❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✭♦✉ ❛❜str❛❝t✐♦♥✮ ✏❴ _ ❴✑✱
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ✏❴ ❴✑✱ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ✏❴ ≀ ❴✑✳ ❉❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s λ✲
❛❜str❛❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s λx.t s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡ p _ t✱ ♦ù p ❡t
t s♦♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ p ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♠♦t✐❢✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ p
ét❛♥t ❧✐é❡s à t✳ ▲❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛❜str❛②❛♥t s✉r ✉♥ ♠♦t✐❢✱ ♣❧✉tôt q✉❡
s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝❧é ❞❡ ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳
❙❛ s②♥t❛①❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ♦ù X r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t K ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ✏❴ ≀❴✑ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❞❡s str✉❝✲
t✉r❡s✱ ❡t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
♦✉ ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❚❡r♠❡s T ::= X | K | P _ T | T T | T ≀ T

▼♦t✐❢s P ⊆ T

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❙②♥t❛①❡ ❞❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❡t✐t ♣❛s ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
p≪ t3✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r t3 s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ σ(t2)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦t✐❢s P ♥✬❡st ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ✜①é ✭P ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✮✱ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ré❢✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

(ρ) (p _ t2)t3 →ρ σ1(t2) ≀ . . . ≀ σn(t2) ≀ . . . ♦ù σi ∈ Sol(p≪ t3)

(δ) (t1 ≀ t2)t3 →δ t1t3 ≀ t2t3

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧

❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❡♥❝♦❞❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❈❑▲❲✵✸❪✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s
❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❈❑✵✶❪✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧
❛ été ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❬❈❋✵✼❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡❧q✉❡s ρ✲t❡r♠❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s a, b✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s
x, y✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❴ + ❴✱ ❡t s❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❬❈❑✵✶❪✳

✸✶



✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧

✶✳ (y _ ((x _ x+ y) b)) ((x _ x) a)→ρ (y _ (b+ y)) ((x _ x) a)→ρ

(y _ (b+ y)) a→ρ b+ a
▲❡ ρ✲t❡r♠❡ (y _ ((x _ x+ y) b)) ((x _ x) a) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ γ✲♠♦❧é❝✉❧❡
❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳

✷✳ (((x _ x+ 1) _ (1 _ x)) (a _ a+ 1)) 1→ρ (1 _ a) 1→ρ a
▲❡ ρ✲t❡r♠❡ (((x _ x+ 1) _ (1 _ x)) (a _ a+ 1)) 1 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ λ✲t❡r♠❡s st❛♥❞❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✷✳✸ ❱❡rs ✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t

❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❡♥t✐✲
tés à ét❛ts✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❥♦✐♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❡❧é ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ ♦✉ ❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ ❬❈❩✵✽❪✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ q✉♦✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❜str❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞é❝r✐✈❛♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ Σ ♣♦✉r ❧❡s

♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ Σ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s str✉❝t✉ré❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞❡s
♦❜❥❡ts Σ✲str✉❝t✉rés✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✱ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ rè❣❧❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ❍❖❈▲✱ ✈✐❛ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦✉ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢ r❡str❡✐♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts
♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡
ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❧♦❜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬❈❑✵✶❪ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❬❇❇❈❑✵✺❪ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❞❡ t❡r♠❡s
❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❡r♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s
s♣é❝✐❛❧❡s✳
▲❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝♦♥ç✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❛✈❡❝ ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦ù ❧❡s ❡♥t✐tés ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t
♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s✉r
❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✓ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡t ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ s♦✉s✲s♣é❝✐✜é❡ ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ✔ ❬❇❘❋✵✹❪✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❡s ét❛ts✱ ❡t
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s
rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝réé❡s
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s rè❣❧❡s✳ ❆❧♦rs✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
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✭❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❛♥s t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s rè❣❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s❡ ré✈è❧❡ ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts
❞❡ str❛té❣✐❡ ❡t ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❝✳

✷✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ P❛rt✐❡

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t✳ ❊♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❡♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❡t ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s str❛té❣✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬♦❜❥❡ts
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛✣♥♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré❝✉♣ér❡r ✉♥ é❝❤❡❝ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t
❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✳ ❈♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s str❛té❣✐❡s
♣❡rs✐st❛♥t❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❣r♦s ❣r❛✐♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡s ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❝❤♦✉é❡s ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ✭✐✮ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
s✉r ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮✱ ✭✐✐✮ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡
γ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❍❖❈▲ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✽✮✱ ❡t ✭✐✐✐✮ r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ✐❞é❡s ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉①
❢✉t✉rs ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✾✮✳
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✸ ❙②♥t❛①❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s✱ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛
s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✳

✸✳✶ ❖❜❥❡ts str✉❝t✉rés

◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✈✐❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ♦❜✲
❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✜①é❡ Σ✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❞❛♥s
✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥✱ ✐✳❡✳ ✢♦tt❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉♣❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥
♦❜❥❡t str✉❝t✉ré✳ ◆♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡t é❣❛❧❡♠❡♥t str✉❝✲
t✉ré✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦ï❞❛❧❡✱ ❡t str✐❝t❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ sssmc✱ ♣♦✉r str✐❝t s②♠♠❡tr✐❝ str✐❝t ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✮ ✿
SSSMCΣ = (Σ,❴ ❴, ε) ❛✈❡❝ ❴ ❴ : Σ× Σ→ Σ ✉♥ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉①t❛♣♦s❡r
❞❡✉① ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✱ ❡t ε ❧✬♦❜❥❡t ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❞❡ Σ s❛t✐s❢❛ss❡
❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬✉♥ sssmc✳ ❙♦✐t O ❞é♥♦t❛♥t Obj(SSSMCΣ) ❡t T ❞é♥♦t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t
❞✬❛①✐♦♠❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ sssmc ✿

O1 O2 =T O2 O1

(O1 O2) O3 =T O1 (O2 O3)
O1 ε =T O1

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡ts O1, O2, O3 ❞❛♥s O✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ SSSMCΣ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s
❞❡ Σ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ T✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ❴ ❴ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉r

❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡
r❡♣rés❡♥t♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥✜①❡ ♥♦♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ❊♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Σ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡rs✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

▼✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❙♦✐t Σ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❡t✐t❡ ❛✈❡❝ Ob(Σ) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞✐st✐♥❝ts✱ ❡t
✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ a, b, c, d ∈ Ob(Σ)✱ ❛❧♦rs
aba✱ c✱ bdbbb✱ cabbacccb s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❀ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❤✐♠✐q✉❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✳

▼✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é❡ F ✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

✸✺



✸ ❙②♥t❛①❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❙♦✐❡♥t a, b, c, f, g, h ∈ F ✱
❛✈❡❝ a, b, c ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ f ❡t g ✉♥❛✐r❡s✱ ❡t h ❜✐♥❛✐r❡✳ ❆❧♦rs f(c) f(c) g(h(a, c)) h(a, g(f(b)))
❡t g(a) s♦♥t ❞❡✉① ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

●r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s Graph ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱
❡t ❞♦♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ❴ ❴ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ε ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ✈✐❞❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s O ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t
♥♦✉s ❧❛ ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r XO✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ✢è❝❤❡s ✈❡rs t♦✉t ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡t str✉❝t✉ré ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ Σ✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r Var(O) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t O✳

✸✳✷ ❆❜str❛❝t✐♦♥s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
str✉❝t✉rés ❞❛♥s O✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡t ❡st ❛♣♣❡❧é ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❡t ét❛♥t éq✉✐♣é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s✳ ❈❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❙♦✐t Ao ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿

A0 ::= {(O1, f, O2) | O1, O2 ∈ O, f ∈ SSSMCΣ(O1, O2)}

P♦✉r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ A✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r LA ❡t RA ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ (O1, f, O2)✱ ❝♦♠♠❡
❛②❛♥t ✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ O1 s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ⇒ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s

♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❡ Σ✱ ❡t ✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ O2✱ ❛✐♥s✐ O1
f
⇒ O2✳ ❍♦r♠✐ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♣é❝✐✜♦♥s ♣❛s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r A0 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés
O ⇒ O✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ sssmc ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❛rt✐❛✉① GraphP ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❢♦r♠❛❧✐sé ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✏s✐♠♣❧❡ ♣✉s❤♦✉t✑ ✭❙P❖✮✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ g : (LA
f
⇒ RA) → (LA′

f ′
⇒

RA′) s✉r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡A0✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés
〈gL : LA → LA′ , gR : RA → RA′〉 t❡❧❧❡ q✉❡ gR ◦ f = f ′ ◦ gL✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Abs0(O) ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s s✉r O ❛✈❡❝ A0 ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
s✉r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ A0 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s A0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞é✜✲

♥✐❡ ❝♦♠♠❡ {(A, g,A′) | A,A′ ∈ A0, g ∈ Abs0(O)(A,A′)} ♦✉ (O ⇒ O)⇒ (O ⇒ O) ♣♦✉r
rés✉♠❡r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s A0 ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣rés❡♥t ♣❛r ✿

A0 ::= O ⇒ O | (O ⇒ O)⇒ (O ⇒ O)

✸✻



✸✳✸ ▼♦❧é❝✉❧❡s ❆❜str❛✐t❡s

✸✳✸ ▼♦❧é❝✉❧❡s ❆❜str❛✐t❡s

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✬❛✈♦✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐❡♥t
❞❡s ♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦✉ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡♥t✐té
✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t str✉❝t✉ré✱ ❡t
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s s✉r A0✳
❙♦✐t M0 ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛✈❡❝ Ob(M0) = O ∪ A0✱ ❡t Arr(M0) = Arr(SSSMCΣ) ∪

Arr(Abs0(O))✳
❆❧♦rs✱ à ♣❛rt✐❡ ❞❡ M0 ❡t ❞✉ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ❴ ❴ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✈✐❞❡ ε✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r sssmc ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s SSSMCM0
✳ ❙♦✐tM0

❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ SSSMCM0
✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦ù ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ✿

A1 = {(O, f,M) | O ∈ O,M ∈ Ob(SSSMCM0
), f ∈ M0(O,M)}

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♣❛r O ⇒M0✳
❊♥ ♥♦✉s ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ M ❛✈❡❝ Ob(M) = Ob(M0) ∪ A1✱ ❡t Arr(M0) = Arr(SSSMCΣ) ∪
Arr(Abs0(O))✳ ❆❧♦rs✱ s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ SSSMCM0

✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ sssmc ❛ss♦❝✐é à M ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✳ ❙♦✐tM ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ SSSMCM✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✐té✲

r❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❆②❛♥t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛té❣♦r✐q✉❡s✱ ♥♦✉s

❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦ù ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s ♣❧✉s ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛té❣♦r✐q✉❡s✳ ❙♦✐t X ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡
XO ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱
❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A0 ::= O ⇒ O | (O ⇒ O)⇒ (O ⇒ O)
M0 ::= O | A0 | M0 M0

A ::= A0 | O ⇒M0

M ::= X | M0 | A | M M

❚♦✉t❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s A ❛ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧⇒ ❞✐st✐♥❣✉é✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❞é✜♥✐t
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ T ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞é✲

✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ sssmc ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ T ❣é♥èr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s O✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜❥❡ts
str✉❝t✉rés✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ét❡♥❞✐♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r
❛✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❢❡r♠é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❴ ❴ ✭❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥✮ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s
❛❜str❛✐t❡s✱ q✉✐ ét❡♥❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ =T s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❡ Σ✱ s❛✲
t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

M1 M2 =T M2 M1

M1 ε =T M1

(M1 M2) M3 =T M1 (M2 M3)

♣♦✉r t♦✉t M1,M2,M3 ∈M✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥✱ t❡❧ q✉✬❛①✐♦♠❛t✐sé ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ T ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♠✉❧t✐✲
❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛①✐♦♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés
❡t✴♦✉ r❡t✐rés ❞❡ T✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♥♦✉s r❡t✐r♦♥s ❧✬❛s♣❡❝t s②♠étr✐q✉❡ str✐❝t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s
✉♥ ❛①✐♦♠❡ ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

✸✳✹ ❙♦✉s✲♦❜❥❡ts✱ ❙♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❋✐❧tr❛❣❡

❚♦✉t ♦❜❥❡t str✉❝t✉réO q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ Σ ♣❡✉t êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés O1 ❡t O2 ❝♦❧❧és ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r O1⌊O2⌋B ❛♥❞ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s O1

✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ O2 ✉♥ s♦✉s✲♦❜❥❡t ♦✉ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡ ❡t B ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❡s

♠❡♠❜r❡s ❡t ❧❛ ✢è❝❤❡✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡✱
❡t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ L⇒ B✳ ❙✐ ♥♦✉s
❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❝♦♠♠❡ L−⌊L1⌋B′ ❡t R−⌊R1⌋B′′ ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ L⇒ R
❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ (L− ⇒ R−)⌊L1 ⇒ R1⌋B′⇒B′′ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Σ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✉♥❡

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s L
f
⇒ R ❡♥ ❧❛ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡ L1

f ′
⇒ R1✱

❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ L− f ′′
⇒ R−✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ B′

f ′′′
⇒ B′′ ♦ù B′ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ❛rêt❡s

(1, 4) ❡t (3, 4)✱ B′′ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛rêt❡ (4, 3)✱ ❡t f ′′′ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❛rêt❡ (3, 4) à ❧✬❛rêt❡ (4, 3)✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ f ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f ′ s✉r ❧❡s s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡s✱
f ′′ s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❡t f ′′′ s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❉❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥♦♥✲❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛
♠ê♠❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
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f ′

⇒

✹ ✹f ′′

⇒

L
f
⇒ R

L1
f ′

⇒ R1

L− f ′′

⇒ R−

✶ ✷

✸
✹

f
⇒

✶ ✷

✸
✹

✶ ✷

✸

✶ ✷

✸

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤s

▲❡ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❧✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ ❡t ❧✐é❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✐✳❡✳✱ ❞❛♥s O ⇒ M ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡
O s♦♥t ❧✐é❡s à M ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧✐é❡s✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✱ s♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s FV (M) ❡t s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s BV (M) s♦♥t
❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ s✐ M = X ❛❧♦rs FV (M) = {X} ❡t BV (M) = ∅ ❀
✕ s✐ M = O ❛❧♦rs FV (M) = Var(O) ❡t BV (M) = ∅ ❀
✕ s✐ M = M1 ⇒ M2 ❛❧♦rs FV (M) = FV (M2) \ FV (M1) ❡t BV (M) = BV (M2) ∪
BV (M1) ∪ FV (M1) ❀

✕ s✐ M = M1 M2 ❛❧♦rs FV (M) = FV (M1) ∪ FV (M2) ❡t BV (M) = BV (M1) ∪
BV (M2)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❧❝✉❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❧✐❡✉rs✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ♠♦❞✉❧♦ ❧✬α✲❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
❡t ♠♦❞✉❧♦ ❧✬❤②❣✐è♥❡✲❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❬❇❛r✽✹❪✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧✐é❡s ♦♥t
❞❡s ♥♦♠s ❞✐✛ér❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡sM✱ σ : X 7→M✳ ◆♦✉s ❧✬é❝r✐✈♦♥s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ {X1 7→ M1, . . . , Xn 7→ Mn} s✬✐❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐

✸✾



✸ ❙②♥t❛①❡

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss♦❝✐é❡s à ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ■❧ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡M ✈❡rsM✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✜♥✐❡ σ = {X1 7→ M1, . . . , Xn 7→ Mn} à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❛❜str❛✐t❡ M ✱ σ(M)✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t Mi ♣♦✉r Xi✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❬❈❑✵✶❪✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡s✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦t✐❢✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
♠♦❧é❝✉❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲♦❜❥❡t ❡st ❛♣♣❡❧é s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ❙✐ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡♥t✐èr❡✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦t✐❢ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ❛♣♣❡❧é ✜❧tr❛❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❙♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ T✮✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡ ♠♦❞✉❧♦ T ❡st ✉♥❡
♣❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s M ≺≺T M ′✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s✲
✜❧tr❛♥t❡ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (σ,M ′′,B) ♦ù Σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ M ′′ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✱
❡t B ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡❧❧❡ q✉❡ M ′′⌊σ(M)⌋B =T M ′✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t M ≺≺T M ′ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✜❧tr❛♥t s✐ σ(M) =T M ′✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ M ′′ ❡st ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✈✐❞❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧❛ ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r M ≪ M ′✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧ ς✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡ M ≺≺T M

′ ♣❛r Sol(M ≺≺T M
′)✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ Σ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t T✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲
✜❧tr❛❣❡ ♠♦❞✉❧♦ T ❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❢♦✉r♥✐✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✜❧tr❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞é✲
r❡r ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❀ ❝❡❝✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
♦ù ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és✳

✸✳✺ ▼♦♥❞❡s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥❞❡ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡
❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé✳ ▲✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✓ ❝♦♥s❝✐❡♥t ✔ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ◆♦✉s
r❡♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐❢ [ ]
❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r [M ] ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ∈ M✳
❙✐ M ❡st ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ m ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ n ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❡ O ❡t p ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱
❛❧♦rs ❧❡ ♠♦♥❞❡ [M ] ❡st ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r (m+n+ p) ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
♠♦♥❞❡s V ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

V ::= Y | [M]

♦ù Y ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✵



✸✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ▼♦♥❞❡s ♦✉ ▼✉❧t✐✈❡rs

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠♦♥❞❡✱ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
str✉❝t✉rés ❡t tr♦✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❵

A2
O1

A1

A3
O2

❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜♦ît❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s
A1✱ A2✱ ❡t A3✱ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés O1 ❡t O2✳

✸✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ▼♦♥❞❡s ♦✉ ▼✉❧t✐✈❡rs

■❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬é✈♦❧✉❡r ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ✭✉♥ ét❛t✮ ✈✐❛
✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐❢ { } ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ❡♥ ❧❡s ❥✉①t❛♣♦s❛♥t✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡
✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs ✭♦✉ ♠ét❛✲✉♥✐✈❡rs✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛♣♣❡❧é ✉♥✐✈❡rs✮✳ ▲❡s
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♠♦♥❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✳ ❙♦✐tW ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
♠✉❧t✐✈❡rs✳ ❆❧♦rs ✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs ❝♦♥s✐st❡ s♦✐t ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Z✱ s♦✐t ✉♥❡
❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥❞❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✈❡rs✳

W ::= Z | {V . . .V} | {W . . .W}

▲❛ t❤é♦r✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r { } ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦♥❞❡s✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠✉❧t✐✈❡rs ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ { } ét❛♥t ✈❛r✐❛❞✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❛♣♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥ts ✿

{{V 1
1 . . . V

1
n1
} . . . {V k

1 . . . V
k
nk
}} ≡ {V 1

1 . . . V
1
n1
. . . V k

1 . . . V
k
nk
}

{{V1 . . . Vn} V
′
1 . . . V

′
m} ≡ {V1 . . . Vn V

′
1 . . . V

′
m}

✸✳✼ ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙②♥t❛①❡ ❞❡ ❇❛s❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧

❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✱ q✉✐
✐♥❝❧✉t ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✱ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✱ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ❡t
❞❡s ♠✉❧t✐✈❡rs✳

✹✶



✸ ❙②♥t❛①❡

✭❖❜❥❡ts str✉❝t✉rés✮ O

A0 ::= O ⇒ O

| (O ⇒ O)⇒ (O ⇒ O)

M0 ::= O | A0 | M0 M0

✭❆❜str❛❝t✐♦♥✮ A ::= A0 | O ⇒M0

✭▼♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✮ M ::= X | M0 | A | M M

✭▼♦♥❞❡s✮ V ::= Y | [M]

✭▼✉❧t✐✈❡rs✮ W ::= Z | {V . . .V} | {W . . .W}

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ❙②♥t❛①❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧

✹✷



✹ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à P❡t✐t P❛s

✹✳✶ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❇❛s❡

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✉♥ ♠♦♥❞❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [A1 . . . An O1 . . . Om]✱ ❛✈❡❝ n,m ≥ 0✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r❛❣✐r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❛②❛♥t ❞✉ s❡♥s s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♥♦♥✲ré✉ss✐❡ ❡①♣r✐♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠✉t❛t✐❢✳

❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r LA ⇒ RA ❛✈❡❝ ξ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ✢è❝❤❡✱ ❡t M ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡
ς ∈ Sol(LA ≺≺ M) ❛✈❡❝ ς = (σ,M ′,B) ❀ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡ ❣❛r❛♥t✐t
❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ A ❡t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M
♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡M s❡❧♦♥ A ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥sM ❧❛ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡ Σ(LA)
♣❛r Σ(RA) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ B ♠✐s❡ à ❥♦✉r s✉✐✈❛♥t ξ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ M ❛
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ M ′⌊σ(LA)⌋B✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ M s✉✐✈❛♥t A
❡st ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡ σ(LA)
♣❛r σ(RA)✳

❯♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡
❞❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

A M −→ {[ς1(RA)] . . . [ςn(RA)]} s✐ Sol(LA ≺≺M) = {ς1, . . . , ςn}

A M −→ A M s✐♥♦♥

❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ A à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
t♦✉t❡s ❞❡✉① ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡✱ s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ❛❧t❡r♥és ✭♦✉ s♦✉s✲
ét❛ts✮ {[M1] . . . [Mn]} t❡❧❧❡ q✉❡ Sol(LA ≺≺ M) = {ς1, . . . , ςn} ❡t ςi(RA) = Mi✳ ❯♥ é❝❤❡❝
❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥t✐tés ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧✬♦❜❥❡t str✉❝t✉rés s♦♥t r❡t♦✉r♥és ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❆❧❝❤❡♠② ❬❋❇✾✻❪✱ ♦ù s✐ ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s ✭r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s λ✲
❡①♣r❡ss✐♦♥s t②♣é❡s✮ s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥♥❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs t②♣❡s
s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ é❧❛st✐q✉❡✳

✹✸



✹ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à P❡t✐t P❛s

✹✳✷ ❘❡♥❞r❡ ❧✬❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❊①♣❧✐❝✐t❡

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❞♦♥♥❡♥t ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s s♣é❝✐✜é
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ Σ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉s r❛✣♥♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s

❛❝t❡✉rs ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ré✉ss✐❡ ✭❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ é❝❤♦✉é✮ ✿ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛❝t❡✉rs
✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t r❡t♦✉r♥és✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❞❡
♣r♦❝❡ss✱ ♦ù ❞❡s t❡sts ❛♣♣r♦♣r✐és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ❡t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ A ❝❤♦✐s✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❞✬êtr❡ ré❛❧✐✲
sés ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s♦❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♦✉ ❜❧♦q✉❡ ❧✬❛❝❝ès ❛✉①
❛✉tr❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ❡♥t✐tés ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t✳ ❯♥ ♠♦♥❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ @ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❍❆▼✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s

✉♥ s②stè♠❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❡t q✉✐ r❡str✉❝t✉r❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ✉♥ ♣r♦❝é❞é
❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✳ ▲❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ✐s♦❧❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ A ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡
M ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡①♣r✐♠é ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(Rchauffement) [N A M ] −→h [N A@M ] ✭✹✳✶✮

▲❡s ét❛♣❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s♦❧é❡ A s✉r ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡
M ✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✱
s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(Application) A@M −→a {[ς1(RA)] . . . [ςn(RA)]}

s✐ Sol(LA ≺≺M) = {ς1, . . . , ςn} ✭✹✳✷✮

(ApplicationEchec) A@M −→af A M s✐ Sol(LA ≺≺M) = ∅ ✭✹✳✸✮

◗✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t str✉❝t✉ré ré✉ss✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧
❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✱ ♣r❡♥❞
♣❧❛❝❡ ❡t s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜r❛♥❝❤❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré✲
é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t
♣❛s à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡st ❞✉♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(Refroidissement) [N {[M1] . . . [Mn]}] −→c {[N M1] . . . [N Mn]} ✭✹✳✹✮

✹✹



✹✳✸ ❆✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ▲♦❝❛❧❡

✹✳✸ ❆✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ▲♦❝❛❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st ❤❛✉t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✈✐❛ ❧❛ str❛té❣✐❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣r❡♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s
à ré❝❤❛✉✛❡r✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✈✐❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s ❧❡ ♥♦♥✲
❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✉ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ r❡st❛♥t r❡♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

[A1 A2 O]

hwwooooooooooo

h ''OOOOOOOOOOO

[A1@O A2] [A1 A2@O]

▲❡ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s A1 ❡t A2 ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t str✉❝t✉ré O ❡st ❝❤❛✉✛é✱
❞♦♥♥❛♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s à
❛♣♣❧✐q✉❡r à O✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦ù ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝réé❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s
❡st ❥♦✐❣♥❛❜❧❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜str❛✐t ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣❡✉t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❢♦r❝é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦♣r✐é❡s✳ ❊♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛✉
❝❛❧❝✉❧✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés✳

✹✳✹ ❉✬❛❜♦r❞ r❡❢r♦✐❞✐r✱ ♣✉✐s ré❝❤❛✉✛❡r

❆♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❡t ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡✱ ❡t
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t
❡t ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[M {[M1 A O][M2] . . . [Mn]}]

h
��

c
++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

[M{[M1 A@O][M2] . . . [Mn]}] {[M M1 A O][M M2] . . . [M Mn]}

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ A@O −→a {[N1] . . . [Nk]}✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❥♦✐✲
❣♥❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✿

[M {[M1 A@O][M2] . . . [Mn]}] −→a

[M {[M1 {[N1] . . . [Nk]}][M2] . . . [Mn]}] −→c

[M {{[M1 N1] . . . [M1 Nk]}[M2] . . . [Mn]}] ≡

[M {[M1 N1] . . . [M1 Nk][M2] . . . [Mn]}] −→c

{[M M1 N1] . . . [M M1 Nk][M M2] . . . [M Mn]}

✹✺



✹ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à P❡t✐t P❛s

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿

{[M M1 A O][M M2] . . . [M Mn]} −→h

{[M M1 A@O][M M2] . . . [M Mn]} −→a

{[M M1 {[N1] . . . [Nk]}][M M2] . . . [M Mn]} −→c

{{[M M1 N1] . . . [M M1 Nk]}[M M2] . . . [M Mn]} ≡

{[M M1 N1] . . . [M M1 Nk][M M2] . . . [M Mn]}

❙✐ A@O −→af A O ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❥♦✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❡t ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❆✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ré❝❤❛✉✛é s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ✉♥ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♠✉❧t✐✈❡rs
❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳

✹✳✺ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❊①♣❧✐❝✐t❡

❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿

✭❘é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✮ [N A M ] −→h [N A@M ]

✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ A@M −→a {[ς1(RA)] . . . [ςn(RA)]}

s✐ Sol(LA ≺≺M) = {ς1, . . . , ςn}

✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❊❝❤❡❝✮ A@M −→af A M ✐❢ Sol(LA ≺≺M) = ∅

✭❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮ [N {[M1] . . . [Mn]}] −→c {[N M1] . . . [N Mn]}

❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
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✺ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❛✉ ❈❛❧❝✉❧

▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤❛♥❣é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠é❝❛✲
♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❈❑▲❲✵✸❪ ♦ù ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
s♦♥t ❡♥❝♦❞é❡s ❞❛♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ str❛té❣✐❡ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s
❛❜str❛✐t❡s q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❝♦❞❡♥t✳ ❆❧♦rs✱ ❣râ❝❡ ❛✉① str❛té❣✐❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣❡rs✐st❛♥t❡s✳

✺✳✶ ❉❡s ❙tr❛té❣✐❡s s♦✉s ❋♦r♠❡s ❞✬❆❜str❛❝t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♥♥és ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts s✉✐✲
✈❛♥ts ✭❛❧✐❛s✮ ✿ id ♣♦✉r Id✱ fail ♣♦✉r Fail✱ first ♣♦✉r First✱ seq ♣♦✉r ❴;❴✱ not ♣♦✉r
Not✱ ifThenElse ♣♦✉r IfThenElse✱ try ♣♦✉r Try✱ repeat ♣♦✉r Repeat✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s [❴](❴) ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ @✳
▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ A s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉
s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s
❝♦♠♠❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r
❧❛ str❛té❣✐❡ S ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❡❝ ♦✉ ♦❜❥❡t
stuck✱ stk✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠♦♥❞❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉❝✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ stk✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ❞✬é❝❤❡❝ stk ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✳

(ApplicationEchec) A@M −→af {[stk]} s✐ Sol(LA ≺≺M) = ∅ ✭✺✳✶✮

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ♦✉ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❙♦✐❡♥t S, S1, S2 ❞❡s str❛té❣✐❡s✳ ◆♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s Id✱ Fail✱ ❴;❴✱ ❡t First
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✺ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❛✉ ❈❛❧❝✉❧

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❛❧✐❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s s✉✐✈❛♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

id , X ⇒ X

fail , X ⇒ stk

seq(S1, S2) , X ⇒ S2@(S1@X)

first(S1, S2) , X ⇒ (S1@X) (stk⇒ (S2@X))@(S1@X)

not(S) , X ⇒ first(stk⇒ X,X ′ ⇒ stk)@(S@X)

ifThenElse(S1, S2, S3) , X ⇒ first(stk⇒ S3@X,X
′ ⇒ S2@X)@(S1@X)

▲✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼ ❡st r❡✲
♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ♣❛s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧✬♦❜❥❡t é❝❤❡❝ stk✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦♥❞❡ {[stk]}✳ ▲✬é❝❤❡❝ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡t é❝❤❡❝ ❝♦♠♠❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ttr❛♣❡r ❡t tr❛✐t❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✉♥ é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡✳

▲❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ❝♦♠♣♦sé❡ Try ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❛✐✲
sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s first ❡t id✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s str❛té❣✐❡s
❛❜str❛✐t❡s✱ ❝❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳

try(S) , first(S, id)

▲❛ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ Repeat ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ µ ❡t ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ str❛té❣✐❡ try ❡t seq ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

repeat(S) , µX.try(seq(S,X))

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦❞❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ µ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ✐tér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈❑✵✶❪ ✿

repeat(S) , Θ@J(S)

♦ù
Θ , A@A

A , X ⇒ (Y ⇒ Y@((X@X)@Y )))

J(S) , Y ⇒ (X ⇒ first(seq(S, Y ), id)@X)

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ à ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ seq✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❞✐str✐❜✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿

(AppRefroidissement) S@{[M1] . . . [Mn]} −→ac {[S@M1] . . . [S@Mn]} ✭✺✳✷✮

▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❢r♦✐✲
❞✐ss❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❜r❛♥❝❤❛♥t ❞❛♥s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✭✐❝✐✱ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s✳

✹✽



✺✳✷ ❆♣♣❡❧✲♣❛r✲◆♦♠ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❙tr❛té❣✐❡s

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧❛t✐r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥
♠✉❧t✐✈❡rs ✿

(Applatissement) {[{[M1] . . . [Mn]}]} −→f {[M1] . . . [Mn]} ✭✺✳✸✮

❙✐ ✉♥ é❝❤❡❝ ❛♣♣❛r❛ît ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡t✐r♦♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬♦❜❥❡t é❝❤❡❝ s✐ ❝✬❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ✉♥
♠✉❧t✐✈❡rs ❥✉①t❛♣♦sé à ❞✬❛✉tr❡s ♠✉❧t✐✈❡rs✱ ♦✉ s✐ ❝✬❡st ❥✉①t❛♣♦sé à ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦♥❞❡✱ s❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✈❡rs ❡t ♠♦♥❞❡s✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❞❡
❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

{[stk]} W ′ ≡ W ′

[stk] V ′ ≡ V ′

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛①✐♦♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ first(S1, S2) à ✉♥ ♦❜❥❡t O ❧♦rq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s S1@O ❛♥❞
(stk⇒ (S2@X))@(S1@X) s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ❧✬♦❜❥❡t é❝❤❡❝ stk✳

✺✳✷ ❆♣♣❡❧✲♣❛r✲◆♦♠ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❙tr❛té❣✐❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❡❧✲♣❛r✲♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐
❡♠♣ê❝❤❡ t♦✉t❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♠♦♥❞❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❱♦②♦♥s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ s✐ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭s♦✐t ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❊❝❤❡❝✮✱
♦✉ ✭❆♣♣❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮✮ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ [X ⇒ S2@S1@X O]✳ ❆❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❛ rè❣❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t ❝♦♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
❙✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ S1 ❡t S2 ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥✐ ❞❡s

❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬é❝❤❡❝ stk✱ ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ S1 s✉✐✈✐❡ ❞❡ S2 ❡t O ré✉ss✐❡✱
❛❧♦rs ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s❡ ré❞✉✐t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ {[stk]}✳
▲❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❣❛✉❝❤❡ ♠è♥❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ♥♦♥✲s♦✉❤❛✐té ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t tr♦♣

tôt ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♥♦♥✲s♦✉❤❛✐té ❡st
é❧✐♠✐♥é ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❣râ❝❡ ❛✉ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ✿ ♣✉✐sq✉❡ S1@X ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ♦❜❥❡t str✉❝t✉ré✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ S2@S1@X✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ S2@S1@M ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
@ ✈❛ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦✉s ♣❛r❛♠étr♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ S2@S1@M ❝♦♠♠❡
S2@(S1@M)✳

✺✳✸ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ ❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s s♦✉s ❋♦r♠❡
❞✬❆❜str❛❝t✐♦♥s

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s

✹✾



✺ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❛✉ ❈❛❧❝✉❧

[X ⇒ S2@S1@X O]

a
ttiiiiiiiiiiiiiiii

h **UUUUUUUUUUUUUUUUU

[X ⇒ S2@{[stk]} O]

ac

��

[(X ⇒ S2@S1@X)@O]

a

��
[X ⇒ {S2@stk} O]

h
��

[{[S2@S1@O]}]

≡

[(X ⇒ {S2@stk})@O]

a

��

{[S2@S1@O]}

[{[{S2@stk}]}]

a

��
[{[{[{S2@stk}]}]}]

≡
��

{[stk]}

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❡❧✲♣❛r✲♥♦♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

t❡❧❧❡ q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳ P♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ζ ❡t s♦♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ S
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡st ❝♦rr❡❝t s✬✐❧ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ id ❡t fail✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts id ❡t fail s♦♥t ❞❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡s ❝♦rr❡❝ts
❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s Id ❡t Fail r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ seq✮✳ ❙✐ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s S1 ❡t S2 s♦♥t ❞❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s
❝♦rr❡❝ts ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s ζ1 ❡t ζ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs seq(S1, S2) ❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡
❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ Sequence(ζ1, ζ2)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ first✮✳ ❙✐ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s S1 ❡t S2 s♦♥t ❞❡s ❡♥❝♦✲
❞❛❣❡s ❝♦rr❡❝ts ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s ζ1 ❡t ζ2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs first(S1, S2) ❡st ✉♥
❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ First(ζ1, ζ2)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ not✮✳ ❙✐ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ S ❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t
❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ζ✱ ❛❧♦rs not(S) ❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡
Not(ζ)✳

✺✵



✺✳✹ ➱t❡♥❞r❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❡t ✉♥❡ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬➱❝❤❡❝

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ifThenElse✮✳ ❙✐ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s S1✱ S2✱ S3 s♦♥t ❞❡s
❡♥❝♦❞❛❣❡s ❝♦rr❡❝ts ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s ζ1✱ ζ2✱ ζ3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ifThenElse(S1, S2, S3)
❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ IfThenElse(ζ1, ζ2, ζ3)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ µ ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❆ ♣rés❡♥t✱ s✐ S
❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡❝t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ζ✱ ❛❧♦rs try(S) ❡t repeat(S) s♦♥t ❞❡s
❡♥❝♦❞❛❣❡s ❝♦rr❡❝ts ❞❡ Try(ζ) ❡t Repeat(ζ) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
str❛té❣✐❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ str❛té❣✐❡ S ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ str❛té✲
❣✐❡ ♣r✐♠✐t✐❢s id✱ fail✱ seq✱ first✱ not✱ ifThenElse✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✱ ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ré✉ss✐ ❞❡ S@M ❣é♥èr❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s {[M1] . . . [Mn]} t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ Mi ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M ♣❛r réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛
str❛té❣✐❡ S✳

▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❛♥❣❧❛✐s❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✺✳✹ ➱t❡♥❞r❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❡t ✉♥❡ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥
❞✬➱❝❤❡❝

❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ str❛té❣✐❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ S ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡
M ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❝ ✿

(RchauffementR) [N S M ] −→hr [N seq(S, try(stk⇒ S M))@M ] ✭✺✳✹✮

❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ✭✺✳✹✮ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ s✐ S@M s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬é❝❤❡❝ stk✱ ❛❧♦rs ❧❛ str❛té❣✐❡ try(stk⇒ S M) r❡st❛✉r❡
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉❥❡tt❡s à ré❞✉❝t✐♦♥ ❀

✕ s✐ S@M ré✉ss✐t✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ try(stk⇒ S M) ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡
rés✉❧t❛t✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❡t stk ⇒
S M ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s S ❡t M ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré❝❤❛✉✛é❡s ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♥❡ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✢è❝❤❡ ❡t ♥♦♥ ❥✉①t❛♣♦sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱
✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥
♠♦♥❞❡ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s r❡t♦✉r♥❡r ❧✬♦❜❥❡t ❞✬é❝❤❡❝ stk✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ❡st ❥✉st❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❧✐❡✉

✺✶



✺ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❛✉ ❈❛❧❝✉❧

❞❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré❝✉♣ér❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t❡ S ❡t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✱ ♦♥
♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥ é❝❤❡❝ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t M ♦✉ ♠ê♠❡ S✳

✺✳✺ ❙tr❛té❣✐❡s P❡rs✐st❡♥t❡s

➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
ré✉ss✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s
❛✈❡❝ ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❛ str❛té❣✐❡ ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ❝♦♥s♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳

◗✉❡❧q✉❡s ❢♦✐s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ str❛té❣✐❡ ♣❡rs✐st❡♥t q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥
❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉❝❝ès✱ ❧❛ ❞✉♣❧✐q✉❡ ✿

S! , µX.seq(S,first(stk⇒ stk, Y ⇒ (Y X)))

❉✉r❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ S! à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ✱ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ♣❡✉✈❡♥t
s❡ ♣❛ss❡r ✿

✕ ❙✐ S!@M s❡ ré❞✉✐t ❡♥ {[stk]} ❛❧♦rs ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ stk ⇒ stk ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❀ ❛❧♦rs ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ stk ❛✈❡❝ ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ S! M ❀

✕ ❙✐ S!@M s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs W ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ first
❡st ❛♣♣❧✐q✉é✱ Y ❡st ✐♥st❛♥❝✐é ❛♣r W ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡st S! W ❀ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ S! à ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ W ✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ Repeat✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ✐tér❛✲
t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈❑✵✶❪ ✿

S! , Θ@K(S)

K(S) , Z ⇒ (X ⇒ seq(S, first(stk⇒ stk, Y ⇒ (Y Z))@X)

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t❡✉r µ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈❑✵✶❪✱
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ str❛té❣✐❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❞é✜♥✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐tM ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡t S ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s S ♥✬❛ ♣❛s stk ❝♦♠♠❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❙✐ S@M −→∗ {[stk]}✱ ❛❧♦rs
S! M −→hr−→

∗ {[S! M ]}✱ s✐♥♦♥✱ s✐ S@M −→∗ {[M1] . . . [Mn]}✱ n ≥ 1✱ ✐✳❡✳✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s✱ ❛❧♦rs S! M −→hr−→

∗ {[S! M1] . . . [S! Mn]}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❛❜str❛✐t❡ ♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❛s ❧❛ str❛té❣✐❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ♣❡rs✐st❡♥t❡s ♣❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ♣❡rs✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✺✷



✺✳✻ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙②♥t❛①❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❙tr❛té❣✐❡s

✺✳✻ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙②♥t❛①❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
❙tr❛té❣✐❡s

❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ str❛té❣✐❡s ❡t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱
♥♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡s à ✉♥❡
str❛té❣✐❡✳

✭❖❜❥❡ts str✉❝t✉rés✮ O

A0 ::= O ⇒ O | (O ⇒ O)⇒ (O ⇒ O)

M0 ::= O | A0 | M0 M0

✭❆❜str❛❝t✐♦♥s✮ A ::= A0 | O ⇒M0

✭▼♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✮ M ::= X | M0 | S | M M | stk

✭❙tr❛té❣✐❡s✮ S ::= A

| stk⇒ stk | stk⇒M

| X ⇒ stk | X ⇒M

| X ⇒ Vapp | X ⇒ Vapp Vapp

✭▼♦♥❞❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ Vapp ::= S@M | S@Vapp | S@W

✭▼♦♥❞❡s✮ V ::= Y | [M] | [M Vapp] | [M W]

✭▼✉❧t✐✈❡rs✮ W ::= Z | {V . . .V} | {W . . .W}

❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❙②♥t❛①❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ str❛té❣✐❡s

✭❘é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t❘✮ [N S M ] −→hr [N seq(S, try(stk⇒ S M))@M ]

✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ S@M −→a {[ς1(RS)] . . . [ςn(RS)]}

s✐ Sol(LS ≺≺M) = {ς1, . . . , ςn}

✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❊❝❤❡❝✮ S@M −→af {[stk]} s✐ Sol(LS ≺≺M) = ∅

✭❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮ [M {[M1] . . . [Mn]}] −→c {[M M1] . . . [M Mn]}

✭❆♣♣❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮ S@{[M1] . . . [Mn]} −→ac {[S@M1] . . . [S@Mn]}

✭❆♣♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t✮ {[{[M1] . . . [Mn]}]} −→f {[M1] . . . [Mn]}

❋✐❣✳ ✺✳✸✿ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ str❛té❣✐❡s

✺✸



✺ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❙tr❛té❣✐❡s ❛✉ ❈❛❧❝✉❧

✺✹



✻ ❘é❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ à ●r♦s ●r❛✐♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ♠❛
ré❞✉❝t✐♦♥ à ❣r❛✐♥ ♣❧✉s ✜♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡
❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✱ s✉✐✈✐ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ré❛rr❛♥❣❡r ❧❛
str✉❝t✉r❡✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r♦s ❣r❛✐♥✱ ♥♦✉s ♥❡
♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ♣❧✉s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡t ✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡✱ ♠❛✐s s✉r s♦♥ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à
❞❡s ✜♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭➱t❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ [N S M ] ❡st ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ tr♦✐s ét❛♣❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ✭❘é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t❘✮

[N S M ] −→hr [N seq(S, try(stk⇒ S M))@M ]

✷✳ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❊❝❤❡❝✮✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❆♣♣❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ✭❆♣♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t✮✱ ❡t
♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❉é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✾ ❡t ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜❥❡t ❞✬é❝❤❡❝ stk ✿

[N seq(S, try(stk⇒ S M))@M ] −→∗ [N {[M1] . . . [Mn]}]

✸✳ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ✭❘❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✮ ✿

[N {[M1] . . . [Mn]}] −→ {[N M1] . . . [N Mn]}

❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡ ✭♦✉ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r
τ
−→✱ s✐ ❧❡ rè❣❧❡

❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ stk ⇒ S M ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
❧❛ str❛té❣✐❡ S ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à M é❝❤♦✉❡✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✈✐s✐❜❧❡
s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭▼♦♥❞❡s ✐♥❡rt❡s ❡t st❛❜❧❡s✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ♠♦♥❞❡ V ❡st ✐♥❡rt❡ s✐ s♦✐t ✿
✕ ∃ O1, . . . , Om ∈ O t❡❧ q✉❡ V ≡ [O1 . . . Om] ♦✉
✕ ∃ S1, . . . , Sn ∈ S ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ t❡❧ q✉❡ V ≡ [S1 . . . Sn]✳

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ♠♦♥❞❡ V = [S1 . . . Sn O1 . . . Om] ❡st st❛❜❧❡ s✬✐❧ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ✈✐❛ ❞❡s ét❛♣❡s s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡s✳
❯♥ ♠✉❧t✐✈❡rs ❡st ✐♥❡rt❡ ✭r❡s♣✳ st❛❜❧❡✮ s✐ ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ✐♥❡rt❡ ✭r❡s♣✳

st❛❜❧❡✮✳

✺✺



✻ ❘é❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ à ●r♦s ●r❛✐♥

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ✐♥❡rt❡ s✬✐❧ ❝♦♥s✐st❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❡ O ♦✉ ❡♥ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t❡✱ ❡t ✐❧
❡st st❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❡st❡ ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦♥❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡✮✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡s ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❧❛ ♥♦t♦♥s Z⇒ ♦✉
S
Z⇒ ♣♦✉r (

τ
−→)∗ −→ ❡t

(
τ
−→)∗ −→S r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ré✉ss✐❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳

❊♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛✐s ♣❧✉s
♣❡t✐t ❡♥ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❥✉st❡ ❬❈●P✵✵❪ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù s✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t s♦✉✈❡♥t
♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥t
s♦✉✈❡♥t✳ ❙✐ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
str❛té❣✐❡ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥❝♦r❡ ❡t ❡♥❝♦r❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱
❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ✈❛ ❥❛♠❛✐s é✈♦❧✉❡r✳

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡
S ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M é♥♦♥❝❡ q✉❡ ✿

[S M ]
S
Z⇒ {[M1] . . . [Mn]} s✐ [S](M) = {M1, . . . ,Mn}, n ≥ 1

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✐♥st❛♥❝✐é
♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s à ♣♦rts ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✈❛♥t ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠♦♥❞❡s t❡❧ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st
ré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥
♠✉❧t✐✈❡rs {V1 . . . Vn} s❡ ré❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞❛♥s
✉♥ ♠✉❧t✐✈❡rs W ✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t {V1 . . . Vn} Z⇒W ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ {i1, . . . , ip} ∪
{ip+1, . . . , in} ❞❡ {1, . . . , n}✱ ❛✈❡❝ 1 ≤ p ≤ n✱ ♦ù ✿

✕ Vik Z⇒Wik ✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ 1 ≤ k ≤ p✱ ❡t
✕ Vil ❡st st❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t l✱ p+ 1 ≤ l ≤ n✱

t❡❧❧❡ q✉❡ W ≡ {Wi1 . . .WipVip+1
. . . Vin}✳

✺✻



✼ ❙tr❛té❣✐❡s P♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
à ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❬▼❡s✾✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
♣r❡♥❞r❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ✕ ✉♥
❛s♣❡❝t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡✈r❛✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ s✐ ❧❡✉rs ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✜❧tr❡♥t
❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ Σ✱ ♦♥ ❞♦✐t
❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✳
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛❜s✲

tr❛❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s ❡t ❜✐♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s à
❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
✭❛❜str❛❝t✐♦♥s✮ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❙♣✐✵✻❪✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛

str❛té❣✐❡ ❞♦♥✬t ❝❛r❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❊▲❆◆ ❬❇❑❑❘✵✶❛❪ ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝❤♦✐s✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ str❛té❣✐❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥✬é❝❤♦✉❛♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❀ s✐ ❡❧❧❡
r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ❛❧♦rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st séq✉❡♥t✐❡❧
♣✉✐sq✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❬❙▼❈+✵✽❪ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r P s②stè♠❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ❬●✐❧✼✼❪ ♦ù ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❞✉r❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❬❇❑✵✷✱ ❇●✵✻❪✳
❉✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sés s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❡t

✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡✉① ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s P s②stè♠❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬P❛✉✵✷❪✳ ❉❛♥s ❬■❨❉✵✺❪✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs r❡✈♦✐❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❧❡s P s②stè♠❡s✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞✉
❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣♦✉r k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛❜❧❡s ❛✉① ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡t n ≤ k✱ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿

n✲▼❛①✲P❛r❛❧❧è❧❡ s♣é❝✐✜❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛✉ ♣❧✉s n str❛té❣✐❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥
✉♥❡ ét❛♣❡ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❀

≤ n✲P❛r❛❧❧è❧❡ s♣é❝✐✜❡ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s n str❛té❣✐❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❀

n✲P❛r❛❧❧è❧❡ s♣é❝✐✜❡ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t n str❛té❣✐❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✭❛✉ss✐
❛♣♣❡❧é ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❧✐♠✐té✮✳

✺✼
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✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ γ✲❈❛❧❝✉❧ ❡t ❍❖❈▲

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ γ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❡t à ❍❖❈▲ q✉✐ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✳
▲✬❛s♣❡❝t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡

s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés ❞❛♥s ❧❡ st②❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡
λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❍❖❈▲ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❞❡s r❡♥♦♠♠❛❣❡s ❛❞❛♣tés
❞❡ λ✲❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❣❛❣♥♦♥s ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
❉❛♥s ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉❡s à ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ ♠❛♥q✉❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡st ♣r✐✈✐❧é✲
❣✐é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❡❧✲♣❛r✲♥♦♠✱ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✢è❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s str✉❝t✉rés
❡♥r✐❝❤✐t ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
❈❡❝✐ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
ét❛t✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❍❖❈▲ ét❡♥❞ ❧❡ γ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉✲

♣ér✐❡✉r ✿ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts
♣♦✉r ✉♥❡ γ✲❛❜str❛❝t✐♦♥✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❇♦♦❧é❡♥♥❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
s✉r ❧❡s ❇♦♦❧é❡♥s✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐❝✐✱ ♠❛✐s
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❬❈❑✵✶❪ ♦ù ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ l _ r s✐ c ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
❧❡ ρ✲t❡r♠ l _ (True _ r)cρ ♦ù True ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t cρ ❧❡ ρ✲t❡r♠ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ c ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❇♦♦❧é❡♥♥❡✱ s♦✐t True✱ s♦✐t False✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡rs✐st❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s

❞❡ ré❛❝t✐♦♥ à ✉s❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ γ✲❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥s♦♠♠é❡s
♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❖❈▲ ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐❝✐♣❧✐❝✐té ♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡

♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❬❇❋❘✵✻❜✱ ❘❛❞✵✼❪✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
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✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ γ✲❈❛❧❝✉❧ ❡t ❍❖❈▲
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✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❛✲
♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❡t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ r✐❝❤❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s
❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ Σ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♠♦❧é❝✉❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡
❡♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✜❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st ❡♥r✐❝❤✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s✳

❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♣♦✐♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳
✕ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ▼●❙ ❬●▼✵✷❛✱ ❙♣✐✵✻❪ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥té❣r❡r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣rés❡♥té
✐❝✐✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❬●✐❛✵✸❪ ✭♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✈♦✐r ❬●▼✵✷❜❪✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡
ré❡❧✱ ✈♦✐r ❬❙▼✵✺❪✮✳

✕ ❉❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ✉♥
♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
rés♦❧✈♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ▼❛✐s q✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❄ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ M ✱ ❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡✱ ❡t s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts ❞✉
♠♦♥❞❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥MN ⇒M ✱ ❡❧❧❡ ✈❛ ❢♦✉r♥✐r t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ N ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ♥❡ ✜❧tr❡♥t ♣❛s M ✳ ❇✐❡♥✲
sûr✱ ❝❡❧❛ ❢♦✉r♥✐r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s❝♦♠♣té✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉①
t②♣❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡t ❧❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡

✻✶



✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥t✐❡r ♦✉ s✉r ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❆❧♦rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

✕ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ A ❡t ✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ M ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ré❝❤❛✉✛❡r✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à t❡st❡r s✐ A
❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à M ✭✐✳❡✳✱ s✐ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ A ✜❧tr❡ ✈❡rs ✉♥ s♦✉s✲♠♦t✐❢ ❞❡
M✮✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢✱ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥té✲
r❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ t❡st ❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré✲
❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❀ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬é❝❤♦✉❡r❛ ❥❛♠❛✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ t❡❧s t❡sts
❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ♥❡ ♠❛r❝❤❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡
s♦✉❤❛✐té ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ str❛té❣✐❡✳

✕ ❉❛♥s ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s
❝♦♠♠❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❡t s✐ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❡♥❝♦❞❡r ❝♦♠♠❡
str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❯♥❡ ■♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡

❆❜str❛✐t ❇❛sé❡ s✉r ❞❡s ●r❛♣❤❡s

✻✸





✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

▲❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♦✉ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❜str❛✐ts✮ ✉t✐❧✐sés
✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❯▼▲✱ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❳▼▲✱ rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✢✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡✳
P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ s♣é❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦✉ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧✲
❝✉❧❛t♦✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❬❊P✵✺❪✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❘♦③✾✼✱ ❊❊❑❘✾✼✱ ❊❑▼❘✾✼❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ♦ù ❧❡s ♥÷✉❞s ♦♥t

❞❡s s✐t❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❛♣♣❡❧és ♣♦rts✱ ❡t ♦ù ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ❛tt❛❝❤és à ❞❡s ♣♦rts
s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ♥÷✉❞s✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é✲
❝✉❧❛✐r❡s ❢♦r♠és ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ✿ ✉♥❡
♣r♦té✐♥❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡s r✉st✐♥❡s à s❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ♦✉ s✐t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
♣r♦té✐♥❡ ❛✈❡❝ s❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✐t❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❧❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts t❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ❞❛♥s P❛rt✐❡ ■✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❞❡ rés❡❛✉①
❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✶✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥t✐✲

♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❤é✲
r❡♥t❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✮✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞é✜♥✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s q✉✐
✈♦♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
❡t ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❊♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ♥♦✉s
❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✶✵✳✹ ❡t ✶✵✳✺✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✻✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts str❛té❣✐q✉❡ ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛❜str❛✐ts ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❛❜str❛✐t❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ P♦✉r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

✻✺



✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

♦✉ ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣♦rts ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❛♥s ✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡s ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✼✱ ❡t ❛❞❛♣t♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s tôt✳
❊♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✽✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s ❜✐❣r❛♣❤✐❝❛✉① ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✾✮✳

✶✵✳✶ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣♦rts s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞s
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭P✲❙✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❯♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠s ∇ =
〈∇N ,∇P〉 ♦ù ✿
✕ ∇N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞s✱
✕ ∇P ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠s ❞❡ ♣♦rts✱

t❡❧s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞ N ❡st ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦rts
Interface(N) ⊆ ∇P ✳

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ ♣♦rts ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts
❞❡✉① à ❞❡✉①✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s a, b, c, . . . ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡∇P ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦♠

❞❡ ♣♦rt✱ A,B,C, . . . ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡∇N ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞✱ x, y, z, . . . ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
XP ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣♦rt✱ ❡t X,Y, Z, . . . ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ XN ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠
❞❡ ♥÷✉❞✳ ❚♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞✐❝és✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r ∇X ❧❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡
❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ∇N ∪XN ✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥♦♠s ❞❡ ♣♦rt✮
❞❡ ∇P ∪XP ✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬Interface ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ Interface(X) ⊆ ∇P ∪ XP ♣♦✉r t♦✉t X ∈ XN ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rt✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X ✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rt ét✐q✉❡té s✉r ∇X ❡st ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t G = 〈VG, EG, lvG, leG〉 ♦ù ✿
✕ VG ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥÷✉❞s✱
✕ EG ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛rêt❡s✱
EG = {〈(v1, p1), (v2, p2)〉 | vi ∈ VG, pi ∈ Interface(lvG(vi)) ∪ XP}} ❀

✕ lvG : VG → ∇N ∪ XN ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s✱
✕ leG : EG → (∇P ∪ XP) × (∇P ∪ XP) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s
t❡❧❧❡ q✉❡ leG(〈(v1, p1), (v2, p2)〉) = (p1, p2)✳

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❛r ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ✉♥✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠♦ts ♥♦♥✲✈✐❞❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t s②♠❜♦❧❡s ❧✐ttér❛✉① {i, j, k, . . .}✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ i.j.1✱ 2✱ 1.3 s♦♥t tr♦✐s
✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ♥÷✉❞✳ ▲❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉♥✐q✉❡s ❝❛r ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts
♥÷✉❞s à ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ✉♥✐q✉❡s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❛ ✉♥ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♥♦♠ n
❞❡ ∇N ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦rts ❞❡ Interface(n) ∪ XP ✳
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✶✵✳✷ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts ❡t ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ◆÷✉❞s

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✭✐✮ ID(G) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐❞❡♥t✐✲
✜❛♥ts ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❡ G✱ ❡t ✭✐✐✮ Var(G) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ID(G) ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s G✳
❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞❡✉① ✈✉❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✿ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✲❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✱
♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❧❡s ♣♦rts ❡♥ r❡❧✐❡❢✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛r ♣❧✉s
s✉❣❣❡st✐✈❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

< 1:A || a, b, c >

a
c

b

e

d

a

1:A 4:C

2:B
3:A

< 3:A || a, b, c >< 2:B || e >

< 4:C || d >

(a,e) (b,e)

b

(d,c)

(b,a) (a,d)

c

❋✐❣✳ ✶✵✳✶✿ ❉❡✉① ✈✉❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

✶✵✳✷ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts ❡t ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ◆÷✉❞s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧✐és ❛✉ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r
❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s
✐♥st❛♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ t❡❧s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❧✐❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥

♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞ ❝♦♥st❛♥ts ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❛ss♦❝✐é❡s à r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣rès✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
G ❡t H s✉r ∇X ❛✈❡❝ Var(H) ⊆ Var(G)✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts f : G→ H
❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f = 〈fV : VG → VH , fE : EG → EH〉 q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ψ✱ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ v ∈ VG✱ lvG(v) = (fV ◦ lvH)(v) s✐ lvG(v) /∈ XN ❡t (fV ◦ lvh)(v) /∈ XN ❀
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ v ∈ VG✱ s✐ Interface(lvG(v)) = {p1, . . . , pi, x1, . . . , xj , y1, . . . , yl} ❛✈❡❝
i, j, l ≥ 0✱ ❛❧♦rs Interface((fV ◦ lvH)(v)) = {p1, . . . , pi+j , z1, . . . , zl} ❛✈❡❝ 0 ≤ k ≤ j
t❡❧ q✉❡ {y1, . . . , yl} =ψ {z1, . . . , zl}

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ EG✱ s✐ leG(e) = 〈(v1, p1), (v2, p2)〉✱ ❛❧♦rs (fE ◦ leH)(e) =
〈(fV (v1), p

′
1), (fV (v2), p

′
2)〉 ❛✈❡❝ p

′
i ∈ Interface(fV (vi))✱ t❡❧ q✉❡ pi =ψ p

′
i✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❙♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts f : G→ H
❡st ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ f : G →֒ H✮ s✐ fV (v) = v ❡t fE(e) = e ♣♦✉r t♦✉t

✻✼



✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

v ∈ VG ❡t e ∈ EG à ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣rès✳ ❆❧♦rs G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts ❞❡ H ❞é♥♦té ♣❛r G ⊆ H✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G ❞❡ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❝♦♠✲

♣❧❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦rts ❞❡ G ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s E′ ❞❛♥s
H✱ ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ E′ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❙♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥❞✉✐t✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts f : G→ H✱ f(G) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥❞✉✐t ❞❡ H✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ❙♦✐❡♥t f : G→ H ❡t
g : H → I ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❆❧♦rs ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ h : G → I
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♥♦té❡ ♣❛r g ◦ f ✭♦✉ f ; g✮ ❡st ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s h = 〈hV : VG →
VI , hE : EG → EI〉 ❞é✜♥✐❡s ♣❛r hV = gV ◦ fV ❡t hE = gE ◦ fE ✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐❞❡♥t✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮✳ ❙♦✐t f ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ f = 〈fV , fE〉 : G → H✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ f ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✭♦✉ ♠♦♥♦ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✮ s✐ fV ❡t fE s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s
❞✐s♦♥s q✉❡ f ❡st ✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭♦✉ é♣✐ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢✮ s✐ fV ❡t fE
s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① s✉r❥❡❝t✐❢s✳
❙✐ f ❡st ♠♦♥♦ ❡t é♣✐✱ ✐✳❡✳✱ fV ❡t fE s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❜✐❥❡❝t✐❢s✱ ❛❧♦rs f ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

✭♦✉ ✐s♦✮ ❡t ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s G ∼= H ❀ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r [G] = {H | H ∼= G} ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à
✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❣r❛♣❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts G ❡t H s✉r
∇X ❛✈❡❝ Var(H) ⊆ Var(G)✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ : VG → P(VH)
❡t ♥♦✉s ❧❛ ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ξ : G→ H✳
❙✐ ξ1 : G→ H ❡t ξ2 : H → I s♦♥t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♥÷✉❞s✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ξ2 ◦ ξ1 : G→ I ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(ξ2 ◦ ξ1)(a) =
⋃

b∈ξ1(a)

ξ2(b), ∀a ∈ VG

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ s✐ ξ1(a) = ∅✱ ❛❧♦rs (ξ2 ◦ ξ1)(a) = ∅✳
▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✐❞❡♥t✐té ξ : G→ G ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❧❡ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞ ✿ ξ(v) = {v}✱ ∀v ∈ VG✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ξ : VG → P(VH) s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ G✱ ❡♥

❞é✜♥✐ss❛♥t ξ : EG → P(EH) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
♣♦✉r e ∈ EG ❛✈❡❝ e = 〈(v, p), (u, r)〉✱
✕ s✐ ξ(v) = {v1, . . . , vk} ❡t ξ(u) = {u1, . . . , un}✱ k, n ≥ 1✱ ❛❧♦rs
ξ(e) = {〈(vi, p), (uj , r)〉 | p ∈ Interface(vi), r ∈ Interface(uj)} ❀

✻✽



✶✵✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡

✕ s✐ ξ(v) = ∅ ♦✉ ξ(u) = ∅ ❛❧♦rs ξ(e) = ∅✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s G
f
−→ H ❡t G

ξ
=⇒ H ♣♦✉r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝

♣♦rts f : G→ H ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ξ : G→ H r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts g : G → H ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ❞❡ G ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {g(x)}✳ ▲❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts G

g
→

H
ξ
⇒ I ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s G

ξ◦g
=⇒ I ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(ξ ◦ g)(v) = ξ(g(v)), ∀v ∈ VG
(ξ ◦ g)(e) = ξ(g(e)), ∀e ∈ EG

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ ♥÷✉❞s G
ξ
⇒ H

g
→ I ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s G

g◦ξ
=⇒ I ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

∀v ∈ VG, (g ◦ ξ)(v) =

{

{g(v1), . . . , g(vn)} , s✐ ξ(v) = {v1, . . . , vn}, n ≥ 1

∅ , s✐ ξ(v) = ∅

∀e ∈ EG, (g ◦ ξ)(e) =

{

{g(e1), . . . , g(em)} , s✐ ξ(e) = {e1, . . . , em}, m ≥ 1,

∅ , s✐ ξ(e) = ∅

✶✵✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡

✶✵✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❙♦✐❡♥t L ❡t G ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X t❡❧s q✉✬✐❧s ♥❡
♣❛rt❛❣❡♥t ❛✉❝✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ♥÷✉❞✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠ ❞❡
♣♦rt✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❙♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ str✐❝t ❡♥tr❡ L
❡t G ❛ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ g(L) ∪G− ∪ B ♦ù ✿

✕ g : L → G ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛♣♣❡❧é ♠♦r♣❤✐s♠❡ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t
t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ g(L) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ G ❀

✕ G− ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛♣♣❡❧é ❝♦♥t❡①t❡✱ ❛✈❡❝ G− = G \ g(L)✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s VG− = VG \ Vg(L)✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡sEG− = {〈(u, p), (v, r)〉 ∈
EG | u, v ∈ VG−} ❀

✕ B ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✭❛♣♣❡❧és ♣♦♥ts✮ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✜❧tré✳

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛❧♦rs G = G−⌊g(L)⌋B✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts L ❡t ✉♥

❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s✉❥❡t G ♣❛r L ≺≺ G✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♦♥t ❧❛
❢♦r♠❡ (g,G−,B)✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r Sol(L ≺≺ G) ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳
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✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ L ≺≺ G✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ♥÷✉❞ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ Var(L) ∩ Var(G) = ∅ ❡t ID(L) ∩ ID(G) = ∅✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s
r❡♥♦♠♠♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ♥÷✉❞ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡
❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés✉♠♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦rts ❛✈❡❝ ♥♦♠s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
✉♥ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✳
◆♦✉s q✉❛❧✐✜♦♥s ✉♥ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❞❡ str✐❝t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts

✐♥❞✉✐t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ G✳ ❯♥ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥✲str✐❝t ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G s❡❧♦♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts L ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts g r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♥♦♥✲✜❧tré❡s ❞❡ G ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés
❞❛♥s g(L)✳ ❆❧♦rs g(L) ∪ Ue ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ G ❡t ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s
G = G−⌊g(L)⌋Ue

B ✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦♥ts ❡t ❞✬❛rêt❡s ♥♦♥✲✜❧tré❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

B = {e ∈ EG | (sG(e) ∈ G− ∧ tG(e) ∈ g(L)) ∨ (sG(e) ∈ g(L) ∧ tG(e) ∈ G−)}

Ue = {e ∈ EG | e /∈ g(L) ∧ sG(e) ∈ g(L) ∧ tG(e) ∈ g(L)}

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
L ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s✉❥❡t G à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♦ù ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❡st ✈✐❞❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦ù ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭❋✐❧tr❛❣❡✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ L ✜❧tr❡ str✐❝t❡♠❡♥t G s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts g : L→ G✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥
♠♦t✐❢ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rt L ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s✉❥❡t G ♣❛r L≪ G✳

▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ♥♦♥✲str✐❝t s✐ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts g ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡t s❡✉❧ gV ❞♦✐t êtr❡ s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs G ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts g(L) ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥✲✜❧tré❡s ✭✐✳❡✳✱ ❛rêt❡s s❛♥s ✉♥❡ ♣ré✲✐♠❛❣❡ ❞❛♥s L✮✳

✶✵✳✸✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡

❆✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♥♦✉s r❡♣ré✲
s❡♥t♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ét✐q✉❡tés ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✭♦✉ ❧✐st❡s✮✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ét✐q✉❡té ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡
♥✲✉♣❧❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞✱ ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♥÷✉❞ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞ s♦✉r❝❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ♦ù ✉♥
✈♦✐s✐♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ♥÷✉❞ ❝✐❜❧❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✭♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦rts✮ ✿

N ::= id : nname : {pname, . . . , pname}
Eq ::= (id⌢(pname, pname)∗)∗

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ S ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t♦✉t❡ s♦rt❡✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡
N ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ét✐q✉❡tés✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ E ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s s✱ n✱ ❡t e ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❞❡s ♥÷✉❞s✱ ❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❚♦✉s
❝❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞❡①és✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✱ ❞é♥♦té ♣❛r G✱ ❡st ❡♥❝♦❞é ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ét✐q✉❡tés ✿

{1 : A : {a, b}, 2 : B : {e}, 3 : A : {a, b, c}, 4 : C : {d}}

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✿

{1 ::= (1⌢∅), (2⌢(a, e), (a, e), (b, e)), (3⌢(b, a)), (4⌢∅);
2 ::= (1⌢∅), (2⌢∅), (3⌢∅), (4⌢∅);
3 ::= (1⌢∅), (2⌢∅), (3⌢∅), (4⌢(a, d));
4 ::= (1⌢(d, b)), (2⌢∅), (3⌢∅), (4⌢∅)}

a b

e

d

a

1:A 4:C

2:B
3:A

b

G

c

❋✐❣✳ ✶✵✳✷✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭Pré✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ◆♦✉s ❞✐✲
s♦♥s q✉❡ (σ,N,E) ❡st ✉♥❡ ♣ré✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ (N1, E1) ≺≺ (N2, E2)
s✐ ✿

✶✳ σ : ID(N1) ∪ XN ∪ XP → ID(N2) ∪ ∇ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ÷✉❞✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞✱ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣♦rt
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s (N1, E1) ❀

✷✳ σ(N1) ⊆ N2✱ σ(E1) ⊆ E2✱ ✐✳❡✳✱ σ((N1, E1)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ (N2, E2) ❀

✸✳ E = E2 \ σ(E1)✱ N = N2 \ σ(N1)✳

❙✐ (N1, E1) ❡t (N2, E2) ❡♥❝♦❞❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts G1 ❡t G2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t
(σ,N,E) ❡st ✉♥❡ ♣ré✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ (N1, E1) ≺≺ (N2, E2)✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲
✜❧tr❛❣❡ G1 ≺≺ G2✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré✲s♦❧✉t✐♦♥ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝❧❛✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ◆♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ (N1, E1) ≺≺ (N2, E2) ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞é✜♥✐❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✺✲✉♣❧❡t N1 ≺≺ N2 HE1⋆E2I ∅�∅ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡s t❡r♠❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✱ ❛♣♣❡❧és
t❡r♠❡s ✜❧tr❛♥ts✱ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✏❴ H❴ ⋆❴I ❴ � ❴✑ ❛✈❡❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✿
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(1er) ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❝♦♠✲
♣♦s❛♥t ❡t rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❡♥ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rt à
♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❀

(2e & 3e) ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❀

(4e) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s q✉✐ ✈❛ ❢♦r♠❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡①tr❛✐t à
♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❀

(5e) ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ✜❧tr❛♥t ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✐✱ s♦✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t
❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❢❛❧s❡✱ s♦✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ✜❧tr❛❣❡✮ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐st❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡st ✈✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s
♥♦r♠❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ✜❧tr❛♥t s♦♥t false HE′

1⋆E
′
2IN

′
�σ′ ❡t true H∅⋆E′

2IN
′
�σ✳

◆♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❡♥ tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣éré❡ s✉r
❧❡s t❡r♠❡s ✿ ❞é❝♦♠♣♦s❡r (D1−9)✱ rés♦✉❞r❡ (S1−3)✱ ❡t ♥❡tt♦②❡r (C1−2)✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s t❡♥t❡
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✴ éq✉❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❣✐ss❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ♦✉ ❡♥ ❧✬❡✛❛ç❛♥t✱ ♦✉ ❡♥ r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬é❝❤❡❝
♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r M ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳

(D1) (S1 ≺≺ S2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →
∨

s1∈S1

s2∈S2

(s1 ≺≺ s2) ∧ (S1 \ {s1}) ≺≺ (S2 \ {s2}) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ

s✐ |S1| ≥ 1, |S2| ≥ 1, |S1|+ |S2| ≥ 3

(D2) (S ≺≺ ∅) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ → ❢❛❧s❡ HE1 ⋆ E2I N � σ

s✐ |S| ≥ 1

(D3) (∅ ≺≺ N2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →M HE1 ⋆ E2I N ∪N2 � σ

(D4) (∅ ≺≺ S) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →M HE1 ⋆ E2I N � σ

(D5) (∅ ≺≺ P ) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ → ❢❛❧s❡ HE1 ⋆ E2I N � σ

✼✷



✶✵✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡

(D6) (id1 : nname1 : P1 ≺≺ id2 : nname2 : P2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →

(id1 ≺≺ id2) ∧ (nname1 ≺≺ nname2) ∧ (P1 ≺≺ P2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ

(D6bis) (id1 : nname1 : P1 ≺≺ id2 : nname2 : P2) ∧M HE1 ⋆ E2I N#N0 � σ →
∨

P2=P ′

2
,P ′′

2

|P1|=|P ′

2
|

(id1 ≺≺ id2) ∧ (nname1 ≺≺ nname2) ∧ (P1 ≺≺ P
′
2) ∧M

HE1 ⋆ E2I N#N0 ∪ {id2 : nname2 : P ′′
2 }� σ

(D7) (id⌢1 S1 ≺≺ id
⌢
2 S2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →

(id1 ≺≺ id2) ∧ (S1 ≺≺ S2) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ

(D8) (p1, p2) ≺≺ (p3, p4) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →

p1 ≺≺ p3 ∧ p2 ≺≺ p4 ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ

(D9) a ≺≺ b ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →

s✐ (a 6= b) ❛❧♦rs ❢❛❧s❡ HE1 ⋆ E2I N � σ

s✐♥♦♥ M HE1 ⋆ E2I N � σ

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✐ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❡t
❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳

(S1) (x≪ id) ∧M HE1;x = H1;E2 ⋆ E3; id = H2;E4I N � σ →
(H1{x 7→ id} ≪ H2) ∧M{x 7→ id} H(E1;x = H1;E2){x 7→ id} ⋆ E3; id = H2;E4I
N � σ ∪ {x 7→ id}

(S2) (x≪ nname) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →
(M{x 7→ nname} HE1{x 7→ nname} ⋆ E2I N � σ ∪ {x 7→ nname}

(S3) (x≪ p) ∧M HE1 ⋆ E2I N � σ →
(M{x 7→ p} HE1{x 7→ p} ⋆ E2I N � σ ∪ {x 7→ p}

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t rés♦❧✉❡s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❡✛❛❝❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
❞✉ ♠ê♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❡s ♣♦♥ts✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t é❣❛❧ à ❢❛❧s❡ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥ts
❞✬✐❞❡♥t✐té ❡♥ ❧❡s r❡t✐r❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ (C2)✳

(C1) true HE1; id = H;E2 ⋆ E3; id = H ′, H,H ′′;E4I N � σ →
true HE1; id = ∅;E2 ⋆ E3; id = H ′, H ′′;E4I N � σ

(C2) (false HE1 ⋆ E2I N � σ) ∨ T → T

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r êtr❡ très
❡✣❝❛❝❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡t très ✐♥t✉✐t✐❢ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r
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✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ✐♠♣❧❛♥t❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
t❡❧s q✉❡ P❘❖●❘❊❙ ✭P❘❖❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ●r❛♣❤ ❘❊✇r✐t✐♥❣ ❙②st❡♠s✮ ❬❙❲❩✾✼❪ ❡t ❆●●
✭❆ttr✐❜✉t❡❞ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs✮ ❬❊❘❚✾✼❪✳

▲❡♠♠❡ ✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ t❡r♠✐♥❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❚♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ M HE1 ⋆ E2I N � σ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rè❣❧❡s (D1−9)✱ (S1−3)✱ (C1−2) ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
❙✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ N1 ≺≺ N2 HE1 ⋆ E2I N � σ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ (N1, E1) ≺≺ (N2, E2) ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✶✳ false HE1 ⋆ E2I N � σ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❀

✷✳
∨

i=1,n

true H∅ ⋆ EiI Ni � σi✱ n ≥ 1✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♥✲✉♣❧❡t (σi, Ni, Ei)✱ ♣♦✉r i = 1, n✱

❡st ✉♥❡ ♣ré✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✳

✶✵✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❘éé❝r✐t✉r❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts L,R s✉r ✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡

∇X ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ξ : VL → P(VR)✱ ❞é♥♦té ♣❛r L ⇒ R ♦✉ L
ξ
=⇒ R✱ t❡❧

q✉❡ Var(R) ⊆ Var(L) ❡t ID(R) ⊆ ID(L)✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts L ❛♥❞ R s♦♥t ❛♣♣❡❧és
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ξ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r
❧❡s ♥÷✉❞s ✿

✶✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ v ∈ VL ❛✈❡❝ ξ(v) = {v}✱ ❛❧♦rs v ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❀

✷✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ v ∈ VL ❛✈❡❝ ξ(v) = ∅ ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ v ❡st ❡✛❛❝é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❀

✸✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ v ∈ VL ❛✈❡❝ ξ(v) = {v1, v2}✱ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉♣❧✐q✉❡ ♦✉ ❞é❝♦✉♣❡ ❧❡
♥÷✉❞ ❀

✹✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ u ∈ VR t❡❧ q✉❡ ξ−1({u}) ❡st ❞é✜♥✐ ❡t ξ−1({u}) = {v1, . . . , vk}
❡t ξ(vi) = {u}✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, .., k✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ♥÷✉❞s
v1, . . . , vk ❞❛♥s u ❀

✺✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ u ∈ VR ❡t v1, . . . , vk s♦♥t t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ VL✱ ❛✈❡❝ k ≥ 2✱ t❡❧s
q✉❡ u ∈ ξ(v1) ∩ . . . ∩ ξ(vk) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ i✱ 1 ≤ i ≤ k t❡❧ q✉❡ vi s❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs ❧❛
rè❣❧❡ ❢✉s✐♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s v1, . . . , vk ❞❛♥s u✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞
ξ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ L ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ R ✿
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✶✵✳✺ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘éé❝r✐t✉r❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ✭❊♥❝♦❞❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts L⇒ R ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✿
✕ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts L ❡t R s✉r ✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X ❛♣♣❡❧és✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱
❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❡❧s q✉❡ Var(R) ⊆ Var(L) ❡t
ID(R) ⊆ ID(L)✱

✕ ✉♥ ♥÷✉❞ s♣é❝✐❛❧ ✏✢è❝❤❡✑✱⇒✱ q✉✐ ❛ ✉♥ ♣♦rt ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ❞❛♥s L q✉✐ ❡st ♣rés❡r✈é
❞❛♥s R✱ ❡t ❧❡ ♣♦rt tr♦✉ ♥♦✐r✱ ♥♦♠♠é bh✱

✕ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ L ✈❡rs ⇒ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ❞❡ L ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥ ♣♦rt ❞❡
⇒ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❛❝é✱ ❡t à ❜❤ s✐♥♦♥✱

✕ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ⇒ ✈❡rs R✱ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❜❤ à ✉♥ ♣♦rt ❞❡ R✳
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦rt ❞❡ L à ❞❡s ♣♦rts ❞❡ R ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s
✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡✳

❊①♣r✐♠❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❝♦♠♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st
très ❛❞❛♣té❡ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rt ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✭s✉r ✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X ✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✭s✉r ✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X ✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ q✉❛tr❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts ✿ ✭❛✮ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣♦rts t♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦rt
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ❡♥ ❞❡✉① ♥÷✉❞s✱ ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣♦rt✱ ✭❜✮ ❡✛❛❝❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t s❡s ♣♦rts✱
✭❝✮ ❡✛❛❝❡r ❞❡✉① ❛rêt❡s✱ ❡t ✭❞✮ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳

✶✵✳✺ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘éé❝r✐t✉r❡

❙♦✐t L ⇒ R ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ g ♣♦✉r L ❞❛♥s G✳
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r L ⇒ R à G ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡

❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹ ✿

✶✳ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ g✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ G−✱ ❡t ❧❡s ♣♦♥ts B ✭❧❡✉r ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✮✱

✷✳ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❞❛♥s G✱

✸✳ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦♥ts s❡❧♦♥ ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ⇒✱

✹✳ r❡t✐r❡r ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ g(L) q✉✐ ❡st à ♣rés❡♥t ❞é❝♦♥♥❡❝té
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

✼✺
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i:X

j:Y

x z
y

i.j:X.Y

1 2
3

(a) (b)

(c) (d)

❋✐❣✳ ✶✵✳✸✿ ❘è❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts

L R
G

L R g(L)

g(R)
g(L)g(R)

g(L)g(R)

G-
G- G-

G-

B

B

Bg
Bg

(1)

(2)

(3)(4)

❋✐❣✳ ✶✵✳✹✿ ➱t❛♣❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡

▲❡ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ L ⇒ R à G ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❞éq✉❛t❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ g(L) ♣❛r g(R) ❞❛♥s G ❡t ❝♦♠♠❡♥t g(R) ❡st r❡❝♦♥♥❡❝té
❛✈❡❝ G✳
❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ♣❡♥❞❛✐s♦♥ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s G− s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s ✭♥♦♥
❡✛❛❝é❡s✮ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ❯♥ ♣♦♥t ♦✉ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♥♦♥✲✜❧tré❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡♥❞❛♥t❡
s✐ ❧✬❡①tré♠✐té v ❞❡ gV (LV ) ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❛❝é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ξ(v) 6= ∅✳
❙✐ ✉♥ ♣♦♥t ♦✉ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♥♦♥✲✜❧tré❡ ❛ ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❛♥s g(L) q✉✐ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r

✼✻



✶✵✳✻ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡❝♦♥♥❡❝té à g(R) ❧♦rs ❞✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ξ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✱ ♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡
❧❡ r❡❝♦♥♥❡❝t❡r ❀ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ♣♦♥ts ♦✉ ❛rêt❡s ♥♦♥✲✜❧tré❡s✳
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❧❡

♥÷✉❞ ✢è❝❤❡⇒ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡♥r❡❣✐str❡♥t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡s ♣♦♥ts ♦✉ ♥÷✉❞s ♣❛rt✐❡❧s ♥♦♥✲✜❧trés✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♥÷✉❞
✢è❝❤❡ ⇒ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡t ✉♥❡ ❛rêt❡ 〈(v, p), (u, p′)〉 t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡
❡①tré♠✐té ❞❡ ❧✬❛rêt❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (u, p′)✱ ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ (p′, r) ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ⇒✱
❡t ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s 〈(v, p), (wi, p′i)〉 ♣♦✉r (wi, p

′
i) ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡

❛②❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ r ❞❛♥s ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts R✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❛✈❡❝ ♣♦rts G s❡ réé❝r✐t ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G′✱ ❞é♥♦té ♣❛r G⇒R G′✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✿
✕ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts L⇒ R ❞❛♥s R ❡t
✕ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (g,G−,B) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ L ≺≺ G

t❡❧❧❡s q✉❡ G = G−⌊g(L)⌋B ❡t G′ = G−⌊g(R)⌋⇓gB✱ ♦ù ♣❛r ⇓g B✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧❛ tr❛❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ❞❡s ♣♦♥ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❡t s❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ✐♥st❛♥❝✐é❡s
♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ g✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥
rés✉❧t❛♥t✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ = (g,G−,B) ❞✬✉♥ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ L ≺≺ G s✉r R ❡♥ t❛♥t q✉❡ σ(R) = G−⌊g(R)⌋⇓gB✳
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ♥♦♥✲

str✐❝t g✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❡st ✐❞❡♥t✐✜é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥✲✜❧tré❡s
Ue✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s G = G−⌊g(L)⌋Ue

B ❡t G = G−⌊g(R)⌋
⇓gUe

⇓gB
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ✿ g(i) = 1✱ g(j) = 2✱ g(X) = A✱ g(Y ) = B✱ g(x) = a✱
g(z) = b✱ g(y) = e✱

✕ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ G− ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ♥÷✉❞s ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r 3 ❡t 4 ❡t ❧❡s ❛rêt❡s
〈(3, a), (4, d)〉✱ ❡t

✕ ❧❡s ♣♦♥ts 〈(1, b), (3, a)〉 ❡t 〈(4, d), (1, b)〉✳
❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ♣♦♥ts s♦♥t ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ❝❛r ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ♥÷✉❞ q✉✐ ❡st ❞é❝♦✉♣é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✵✳✻ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❛❜str❛✐t❡ r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳
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✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

a b

e

d

a

1.1:A.1
4:C

2:B
3:A

b

1.2:A.2

a b

e

d

a

1:A 4:C

2:B
3:A

b

G G'

c c

❋✐❣✳ ✶✵✳✺✿ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸
✭❛✮ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G′

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✭❘éé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t A = (OR,SR) ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts R✱ ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ζ ❞❡ A✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts ✭♦✉ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ❧❛ str❛té❣✐❡ ζ✮ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ ζ✳
❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ζ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡

réé❝r✐t✉r❡ G→R G′ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ζ✳

▲✬✐❞é❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❣r❛♣❤❡ r❡♠♦♥t❡ ❛✉① ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣r♦❣r❛♠♠és ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬❇✉♥✼✾❪ q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣ér❛t✐✈❡s✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ P❘❖●❘❊❙
❝♦♥s✐❞érèr❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣ér❛t✐✈❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♠❛✐s ✐❧s ❧❡s ❞é✜♥✐r❡♥t ❞❛♥s ✉♥ st②❧❡ à ❧❛ Pr♦❧♦❣ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❧❡ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❬❙❝❤✾✼✱ ❙❲❩✾✼❪ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❡ ❝❤♦✐① ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬❍P✵✶❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ séq✉❡♥❝✐❡❧❧❡✱ ❡t
❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡s
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

✶✵✳✼ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts ❋❛✐❜❧❡s

P❛r❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣♦rts ♦✉ ❧❡s ♥÷✉❞s ❀ ♦✉✱ ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦rts ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♦ù s❡✉❧ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦rts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✉♥
♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ t❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ InterfacePertinente ❡t
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s
❛❥✉st♦♥s ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡s✳
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✶✵✳✼ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts ❋❛✐❜❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡ G s✉r ✉♥❡ ♣✲
s✐❣♥❛t✉r❡ ∇X ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦rts
✭✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ v ∈ VG ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Interface(lvG(v))✳ ◆♦✉s
❞é♥♦t♦♥s ♣❛r InterfacePertinente(v) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦rts ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ v ∈ VG✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✶ ✭▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts f : G→ H ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
s✉r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐és ✿

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ v ∈ VG, InterfacePertinente(lvG(v)) ⊆ InterfacePertinente((fV ◦ lvH)(v))

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡✱ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡
❢❛✐❜❧❡✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥✲

t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ♣❛rt✐❡❧s ♥♦♥✲✜❧trés✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ♣❛rt✐❡❧s
♥♦♥✲✜❧trés Un ✿

Un = {v ∈ gV (VL) | Interface(lvH(v)) \ InterfacePertinente(v) 6= ∅}

❙♦✐t L⇒ R ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❢❛✐❜❧❡✱ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G = G−⌊g(L) ∪ Un⌋B

❆❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❜❛sé s✉r ❝❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ ❛ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

G′ = G−⌊g(R) ∪ V ⌋⇓gB ♦ù V ∈⇓g Un

♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ♣♦rts ♥♦♥✲✜❧trés✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rt ♥♦♥✲str✐❝t ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✿

G = G−⌊g(L) ∪ Un⌋
Ue

B ❡t G′ = G−⌊g(R) ∪ V ⌋
⇓gUe

⇓gB
♦ù V ∈⇓g Un

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ G ✭❛✉ss✐ ❞♦♥♥é ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✭❛✮✳ ▲❡s
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts rés✉❧t❛ts G′ ❡t G′′ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ 1✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣♦rt ♥♦♥✲✜❧tré c ❡♥ 1.1 ❡t ❡♥ 1.2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❡♥ r❡❞✐r✐❣❡❛♥t ❧❡s
❞❡✉① ♣♦♥ts 〈(4, d), (1, c)〉 ❡t 〈(1, b), (3, a)〉 ✈❡rs 1.1 ❡t 1.2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧✬ét❛♣❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ♥÷✉❞ 4 ❛✉ ♥÷✉❞ ♣❛rt✐❡❧ ♥♦♥✲✜❧tré 1
❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦rts {c}✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❝❡ ♥÷✉❞ ♣❛rt✐❡❧ à
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s rés✉❧t❛♥ts 1.1 ❡t 1.2✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✼✾



✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

a

c

b

e

d

a

1.1:A.1
4:C

2:B
3:A

b

1.2:A.2

a
c

b

e

d

a

1:A 4:C

2:B
3:A

b

a

c

b

e

d

a

1.1:A.1
4:C

2:B
3:A

b

1.2:A.2 1:A

G

I

G"

c

c

c

a

c

b

e

d

a

1.1:A.1
4:C

2:B
3:A

b

1.2:A.2

G'

c

❋✐❣✳ ✶✵✳✻✿ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐✲
❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✭❛✮ s✉r G rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts G′ ❡t G′′ ❛✈❡❝ ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ I

✶✵✳✽ ❙✉r ❧❛ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬P❧✉✵✺❪ ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rt ♦ù ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✜♥
❞✬êtr❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✳
❙♦✐t P●r❛♣❤ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ét✐q✉❡tés s✉r

✉♥❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ✜①❡ ∇ ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
♥÷✉❞ ❝♦♠♠❡ ✢è❝❤❡s✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♣✉s❤♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P●r❛♣❤ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♣✉s❤♦✉t ❞❡ ❬▼❛❝✾✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✭P✉s❤♦✉t ❛❧t❡r♥❛♥t✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s A⇒ B ❡t ✉♥

✽✵



✶✵✳✽ ❙✉r ❧❛ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts A→ C✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts D ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts B → D ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s C ⇒ D ❡st ✉♥ ♣✉s❤♦✉t ❛❧t❡r♥❛♥t
❞❡ A⇒ B ❡t A→ C s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té A ⇒ B → D = A → C ⇒ D ♦✉✱ ✈✐❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❝♦♠♠✉t❡♥t ✿

A

(1)

+3

��

B

��
C +3 D

❯♥✐✈❡rs❛❧✐té P♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts D′✱ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts B → D′

❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞ C ⇒ D′ t❡❧s q✉❡ A⇒ B → D′ = A→ C ⇒ D′✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts D → D′ t❡❧ q✉❡ B → D → D′ = B → D′

❡t C ⇒ D → D′ = C ⇒ D′ ✭✐✳❡✳✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ A

(1)

+3

��

B

��

��

(2)C

(3)

+3

#+PPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPP D

  A
AA

AA
AA

A

D′

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ❯♥ ♣✉s❤♦✉t ❛❧t❡r♥❛♥t ❞❛♥s P●r❛♣❤ ❡st ✉♥ ♣✉s❤♦✉t s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞
❛✉ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✉s❤♦✉t ❛❧t❡r♥❛♥t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣✉s❤♦✉ts ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❬❊❤r✼✾❪✳ ❙♦✐❡♥t ξ : A ⇒ B ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
♥÷✉❞s ❡t g : A → C ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs ✉♥ ♣✉s❤♦✉t
❛❧t❡r♥❛♥t

A
ξ +3

g

��

B

g∗

��
C

ξ∗
+3 D

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ VD = (VB+VC)/≈ ♦ù ≈ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼ ❞é✜♥✐❡

♣❛r g(v) ∼ ξ(v) ♣♦✉r t♦✉t v ∈ VA✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r u ∈ VB + VC ✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ u ♣❛r r❛♣♣♦rt à ≈ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

[u] =

{

{g(u)} s✐ u ∈ VB
{v} s✐ u ∈ VC \ Vg(A)

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛s❡ ❝♦✉✈r❡ ❛✉ss✐ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ u ∈ Vg(A)

♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥÷✉❞ v ∈ VA t❡❧ q✉❡ g(v) = u✱ ❡t ξ(v) = {v1, . . . , vn} ⊆ VB✳ ❆✐♥s✐
[u] = {[v1], . . . , [vn]}✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r u ∈ VA✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ g(v) ∼ ξ(v) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ g(v) ❡t ξ(v) s♦✐t (g ◦ ξ)(v) ❞é✜♥✐ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✳

✽✶



✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

✕ ED = (EB + EC)/≈ ♦ù ≈ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼
❞é✜♥✐❡ ♣❛r g(e) ∼ ξ(e) ♣♦✉r t♦✉t e ∈ EA✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r e ∈ EB + EC ✿
✕ s✐ e ∈ EB✱ ❛❧♦rs [e] = e✱
✕ s✐ e ∈ EC ✱ sC(e) ∈ Vg(A)✱ tC(e) /∈ Vg(A)✱ ❡t ξ(g

−1(sC(e))) = ∅✱ ❛❧♦rs [e] ♥✬❡st ♣❛s
❞é✜♥✐ ❀

✕ s✐ e ∈ EC ✱ tC(e) ∈ Vg(A)✱ sC(e) /∈ Vg(A)✱ ❡t ξ(g
−1(tC(e))) = ∅✱ ❛❧♦rs [e] ♥✬❡st ♣❛s

❞é✜♥✐ ❀
✕ s✐ e ∈ EC ✱ sC(e) ∈ Vg(A)✱ tC(e) /∈ Vg(A)✱ ❡t ξ(g

−1(sC(e))) = {v1, . . . , vk}✱ ❛❧♦rs
[e] = {e1, . . . , ek} ♦ù sD(ei) = g(vi) ❡t tD(ei) = tC(e)✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, k ❀

✕ s✐ e ∈ EC ✱ tC(e) ∈ Vg(A)✱ sC(e) /∈ Vg(A)✱ ❡t ξ(g
−1(tC(e))) = {v1, . . . , vk}✱ ❛❧♦rs

[e] = {e1, . . . , ek} ♦ù tD(ei) = g(vi) ❡t sD(ei) = sC(e)✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, k✳
✕ ξ∗ : C ⇒ D ❡t g∗ : B → D s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts r❡s♣❡❝t✐❢s ❡♥✈♦②❛♥t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
ξ∗(x) = [x] ❡t g∗(x) = [x] ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s sé♣❛ré♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t G ❡t H ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ L
ξ
=⇒ R ✉♥❡ rè❣❧❡

❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡t g : L → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs G ❞ér✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t H ♣❛r ξ ❡t g✱ ❞é♥♦té ♣❛r G ⇒ξ,g H s✐ ❧❡ ♣✉s❤♦✉t
❛❧t❡r♥❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ❡①✐st❡ ✿

L
ξ +3

g

��

R

g∗

��
G

ξ∗
+3 H

❯♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G ✈❡rs ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts H✱ ❞é♥♦té ♣❛r
G⇒∗ H✱ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s G = G0 ⇒ G1 ⇒ . . .⇒ Gn = H ♣♦✉r
✉♥ n ≥ 0✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡ ♣✉s❤♦✉t ❛❧t❡r♥❛♥t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡ G ❡♥ H ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡

❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts L
ξ
=⇒ R ❡t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s♦✉s✲✜❧tr❛♥t g✳

▲❡♠♠❡ ✷ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✮✳

❙♦✐❡♥t G ❡t H ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ L
ξ
=⇒ R ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝

♣♦rts✱ ❡t g : L → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs G s❡ réé❝r✐t ❡♥
H ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ξ ❡t g s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ G ❞ér✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t H ♣❛r ξ ❡t g✳

❙♦✐❡♥t Li
ξi⇒ Ri✱ i = 1, 2✱ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ▲❡s ❞❡✉①

réé❝r✐t✉r❡s à ✉♥❡ ét❛♣❡ ✭♦✉ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s✮ G ⇒ξi,gi
Hi✱ i = 1, 2✱ ❛✈❡❝ g1 6= g2 s✐

ξ1 = ξ2 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✐ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ r1 ❡t r2 ❞❛♥s G
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t G = g1(L1) ∪ g2(L2)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s ❞❡✉① réé❝r✐t✉r❡s ❡st ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ H1 ⇐ G ⇒ H2 ❡st ❥♦✐❣♥❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts ✐s♦♠♦r♣❤❡s I1 ❡t I2 t❡❧s q✉❡ Hi ⇒

∗ Ii✳
▲❛ ❥♦✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

❛✈❡❝ ♣♦rts ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
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✶✵✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❙②stè♠❡s ❘é❛❝t✐❢s ❞❡ ❇✐❣r❛♣❤❡s

réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❥♦✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ H1 ⇐ξ,g1 G⇒ξ,g2

H2 ❞♦✐t êtr❡ r❡♥❢♦r❝é❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ v ❞❛♥s G ♣rés❡r✈é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s {v1, . . . , vn}✱ n ≥ 1✱ ✐❧
② ❛ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s H1 ⇒

∗ I1 ❡t H2 ⇒
∗ I2 ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f : I1 → I2 t❡❧s q✉❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {v1, . . . , vn} ❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ V ′ ❡t V ′′ ❛✈❡❝
✕ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❛♥s I1 ❡t I2 ❞ér✐✈és ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❛♥s V ′ s♦♥t r❡❧✐é ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
f ✱ ❡t

✕ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ V ′′ s♦♥t ❡✛❛❝és ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❥♦✐❣♥❛❜✐❧✐té ❢♦rt❡✳
❆❧♦rs✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦✉✈és ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s

❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❬P❧✉✵✺❪ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

▲❡♠♠❡ ✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s s❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❥♦✐❣♥❛❜❧❡s✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts t❡r♠✐♥❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳

✶✵✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❙②stè♠❡s ❘é❛❝t✐❢s ❞❡ ❇✐❣r❛♣❤❡s

▲❡s s②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s ✭❇✐❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❘❡❛❝t✐✈❡ ❙②st❡♠s✱ ❇❘❙s✮ s♦♥t ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❬▼✐❧✵✶✱ ❏▼✵✹✱
▼✐❧✵✻❪✳ ❯♥ ❜✐❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦rêt ❞✬❛r❜r❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝❛❧✲
❝✉❧❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✱ ❡t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s
❧✐❡♥s ♦✉ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✐❡♥s✳ ❆❧♦rs✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥
❞❛♥s ✉♥ ❇❘❙ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ✉♥ r❡❞❡① r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬❡♥tr❡❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❡t ❧✐❛❣❡✱ ❡t ✉♥ ré❛❝t✉♠ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢✳ ❱✐❛
❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ❇❘❙ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ♠♦❜✐❧❡ ✭❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✐❡♥s✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ♠♦❜✐❧❡ ✭❡♥
❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✮✳
❯♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥ ❜✐❣r❛♣❤❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ ♣♦rts

♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r ❞✬❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❝♦♥trô❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✬✉♥ ❜✐❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ s❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥tr❡❧❛❝és
❡t ❧❡s ♣♦rts s♦♥t ❧✐és ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t✳
▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ♦ù ✿ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞✬❛r✐té ✜①❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦rts✮ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s
s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s ✭♣❛s ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t✮✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t
♥♦♥ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✭✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦rts ❞❡ ♥÷✉❞s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ♣♦rts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✜①é✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦rt ❡st ✶ ♦✉ ✵ ✭q✉❛♥❞ ❧❡ ♣♦rt ❡st ❧✐❜r❡✮✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❜✐❣r❛♣❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉

❜✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ r❡❞❡① ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐s❝r❡ts✱ ❡t
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ r❡❞❡① ♣❛r ❧❡ ré❛❝t✉♠✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♣♣❡❧é ✜❧tr❛❣❡✱ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬❇❉●▼✵✼❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s ❜❛s✐q✉❡s ❡t

✽✸



✶✵ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❜✐❣r❛♣❤❡ ❡t ❛♣rès✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱
♣♦✉r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ r❡❞❡① ❡t ❧❡ ❜✐❣r❛♣❤❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ r❡❞❡① ❡t
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s ❢❛ç♦♥s ❞♦♥t ❡st tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s❡♠❜❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞✉❧♦ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ré❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
r❡❞❡①✱ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❀ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦♥ts ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❡♥
ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❢♦✉r♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts q✉✐ s♦✐t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❡t ❞✉ ♠♦✐♥s ♣❧✉s é❧é❣❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts q✉✐
s♣é❝✐✜❡♥t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡
❞✉♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♥÷✉❞✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r q✉❡❧❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts s✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❜✐✲

❣r❛♣❤❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ❡♠♣r✉♥t❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s ❬❑▼❚✵✽❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s

❡①✐st❛♥ts✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❝é❞és ❜✐♦❝❤✐✲
♠✐q✉❡s✳ ❆❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s
♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✏❜✉❞❞✐♥❣✑ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♦ù ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✈✐✈❛♥t à ❧✬✐♥té✲
r✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ s♦♥t tr❛♥s♣♦rté❡s ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❞é❥à ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❬❑▼❚✵✽❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐♥té✲
r❡ss❛♥ts ♠♦t✐✈❛♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ♥❡
♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❜✐❣r❛♣❤❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐✲
s❛❣és✳

✶✵✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ✭s♦✉s✮✲✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❛♥❛❧②sé ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✳ ▲❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡
❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t
❛❧♦rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳
■❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té✲
❣♦r✐❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
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✶✵✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❝♦♠♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t✲
♥✐✈❡❛✉ ✭❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❙②st❡♠s✱ ❍▲❘❙✮ ❬❊❍❑PP✾✵❪✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s t❡s✲
t❡r q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✲❍▲❘ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❛✜♥
q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❍▲❘✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ❆✉ss✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❍▲❘ ❛❞❤é✲
s✐✈❡s ❬❊PP❍✵✻❪✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢✉t✉r❡✱ ♣❧✉s ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✭s♦✉s✮✲✜❧tr❛❣❡

s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡
❜✐❣r❛♣❤❡s ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡s
❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ❛✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r❢♦✐s ♥❡ ♣❛s
êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❆✉ss✐✱ q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♣♦✉r ❧❡
✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ♠♦t✐❢s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❬❯❧❧✼✻✱ ❙❚✾✾✱ ▲❱✵✷✱ ❱❛❧✵✷✱ ❩ü♥✾✻❪✳ ❉❡ ♣❛r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱
q✉✐ ❡st ✉♥ ❣❡♥r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✐t s✐t✉é q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✳
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✶✶ ▲❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧ ✿ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé

s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝

P♦rts

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t✱ ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✱
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Σ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥st❛♥❝✐♦♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
PGraph ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜str❛✐t❡s
❡t ❧❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡❧❛ ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛♣♣r♦♣r✐és✳
❊♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ❡t ❡♥

❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

✶✶✳✶ ❙②♥t❛①❡

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s à ♣❛s✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
❡t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✮ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rt✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ♣rés❡♥té❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✐❝✐✳

◆÷✉❞s

❯♥ ♥÷✉❞ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡✱ ✉♥ ♥♦♠✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦rts✳ ▲❡s
✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ ♥÷✉❞ s♦♥t s♦✐t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ s♦✐t ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❡♥tr❡ i ❡t n✱ ♦✉
❧❡✉r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞ s♦♥t ✭✐✮ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ♦✉ ❝♦♥❝❛té♥é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡t ✭✐✐✮ ❞❡s ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥s
❞❡ ♥♦♠s✳ ▲❡s ♥♦♠s ❞❡ ♣♦rts s♦♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❙♦✐❡♥t id✱ pname✱ ❡t nname ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡
♥÷✉❞s✱ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ♣♦rts✱ ❡t ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ♥÷✉❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
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✶✶ ▲❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧ ✿ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♣♦rts ❡t ♥÷✉❞s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P♦rts P ::= • pname

◆÷✉❞s N ::= XN | id : nname : P+

❯♥ ♣♦rt ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ♣♦rt✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❡♥t✐té
❛✈❡❝ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡✱ ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ♥÷✉❞ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦rts✳ ●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥
♥÷✉❞ ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦ît❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ♣♦rts✳

❖❜❥❡ts ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛♣♣❡❧és ♦❜❥❡ts
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✈✐❞❡✱
s♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞✱ s♦✐t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❥✉①t❛♣♦sés✱ s♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❜♦✉❝❧❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦rt✱ s♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡✉① ♣♦rts ❞✐✛ér❡♥ts✱
s♦✐t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❝♦♥♥❡❝tés ✿

❖❜❥❡ts ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts O ::= XO ✈❛r✐❛❜❧❡s

| ε ❣r❛♣❤❡ ✈✐❞❡

| N ♥÷✉❞

| O O ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥

| N ·__ ❜♦✉❝❧❡

| N hh ❝♦♥♥❡①✐♦♥

| O· ��· O ❝♦♥♥❡①✐♦♥

❆❜str❛❝t✐♦♥s

❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts ♣♦✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❡t ✉♥ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s✳ ▲❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❛ ❞❡✉① ♣♦rts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ✉♥
♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ p0 ❡t ✉♥ ♣♦rt tr♦✉ ♥♦✐r bh✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣♦sé❡s s✉r
❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣♦rts✳ ❯♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥♥❡❝té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡✱ ❡t ✉♥ ♣♦rt tr♦✉ ♥♦✐r ♣❡✉t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
❞♦♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s♦✐t ✉♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ♦✉ ✉♥ ♣♦rt tr♦✉ ♥♦✐r✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✻✱ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ O1 ⇒ O2 ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts

❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❛ ✉♥ ♣♦rt ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ❞❡ O1 q✉✐ ❡st ♣rés❡r✈é ❞❛♥s O2✱ ❧❡ ♣♦rt
tr♦✉ ♥♦✐r ❡t ❧❡ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ❀

✕ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ♣rés❡r✈é p ❞❡ O1 à s♦♥ ♣♦rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞
✢è❝❤❡✱ q✉✐ à s♦♥ t♦✉r ❡st ❝♦♥♥❡❝té ❛✉① ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ p ❞❛♥s O2 ❀
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✶✶✳✶ ❙②♥t❛①❡

✕ ❧❡s ♣♦rts ❡✛❛❝és ❞❡ O1 s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ tr♦✉ ♥♦✐r✳
P♦✉r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (O1 ⇒ O2)⇒ (O′

1 ⇒ O′
2)✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❝♦♥♥❡❝t❡ ❞❡s ♣♦rts ❞✐st✐♥❝ts ❞✉ tr♦✉ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧❛ ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ O1 ⇒ O2 à ❞❡s ♣♦rts
❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ O′

1 ⇒ O′
2 s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ A0 s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A0 ::= ⇒

...

��(( ��((
O

...

66 FF

O

| ⇒

...

��'' ��''
O ⇒ O

...

44 BB

O ⇒ O

◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❞♦♥t
❧❛ ♣♦✐❣♥é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐s ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❝✐❜❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳
❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❛❜str❛✐t❡s ❡st ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
G0 ::= O | A0 | G0 G0

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

A ::= A0 | ⇒

...

��(( ��((
O

...

77 GG

G0

♦ù ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ O ⇒ G0 ❛✈❡❝ G0 ∈ G0✱ ❧❡s ♣♦✐❣♥é❡s ❞❡s ♥÷✉❞s
✢è❝❤❡s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s G0 s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés à ❧❛ ♣♦✐❣♥é❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ✢è❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❊♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ O ⇒ G0 ❛✈❡❝
G0 ∈ G0 q✉✐ s♣é❝✐✜❡ q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣♦rts t♦✉s ❧❡s
❞❡✉① ❝♦♥♥❡❝tés à ✉♥ ♣♦rt ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ s❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥ ❞❡✉① ♥÷✉❞s✱ ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥
✉♥ ♣♦rt✱ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s r❡st❛♥t ♣rés❡r✈é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ t♦✉t ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞é❥à ❞é❝♦✉♣é ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝â❜❧❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t✐r❡ts ❛✜♥
❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳

▼♦❧é❝✉❧❡s ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ P♦rts

❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ρpg é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉
❝❛❧❝✉❧✱ ❛♣♣❡❧és ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st ❞é✜♥✐ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✿

G ::= X | O | A | G G | ε
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✶✶ ▲❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧ ✿ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

k.1 : X.1

j : Y

x1 x2

i : X

x1 x2

i.1 : X.1 i.2 : X.2

x2

x1

x2

x1

⇒⇒

y

j : Y

y

k : X

k.2 : X.2

❋✐❣✳ ✶✶✳✶✿ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝â❜❧❛❣❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ s♣é❝✐✜❡♥t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞
✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s i : X ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ j : Y ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞é❝♦✉♣❛♥t t♦✉t ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ q✉❡ i

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
Σ ❞❛♥s ❧❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✹ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✮✳ ▲❛
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❛♥s ♠♦♥❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rts ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✱ à ❧❛
❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠✉t❛t✐✈❡ ❴❴ ❡t à ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

i : name : (p1, . . . , pk) ≡ i : name : (pπ(1), . . . , pπ(k)) ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k

O1· ��·O2 ≡ O2· ·�� O1

G ε ≡ G

G1 . . . Gn ≡ Gπ(1) . . . Gπ(n) ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n

▼♦♥❞❡s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✏❝♦♥s❝✐❡♥t✑ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s q✉✬✐❧
❝♦♥t✐❡♥t ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ✉♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❞é♥♦té
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r p0✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r [ ] ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥
♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ♦ù ❧❛ ♣♦✐❣♥é❡ ❞✉ ♥÷✉❞ [ ] ❡st
❝♦♥♥❡❝té ❛✉① ♣♦✐❣♥é❡s ❞❡s ✢è❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❛✉① ♣♦✐❣♥é❡s
❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥÷✉❞ [ ] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✈❛r✐❛❞✐q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐❢✳

❯♥ ♠♦♥❞❡ ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✾✵



✶✶✳✶ ❙②♥t❛①❡
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��''
A . . . A O

♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

[ ]
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xx��
...

��&&
A+ O

♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✿

[ ]

...

		��
O

➚ ❧✬é❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ [G] ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❣r❛♣❤❡
❛✈❡❝ ♣♦rts G ∈ G✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts r❡♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t [A . . .A O]✱ [A+ O]✱ ❡t [O] r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❙♦✐t Y ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞❡s ♠♦♥❞❡s ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

V ::= Y | [G]

▼✉❧t✐✈❡rs

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r { } q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ✭♦✉ ♠✉❧t✐✈❡rs✮✳ ▲❛ ♣♦✐❣♥é❡ ❞✉ ♥÷✉❞ { } ❡st ❝♦♥♥❡❝té ❛✉① ♣♦✐❣♥é❡s
❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ❝♦♥s✐st❡ s♦✐t ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Z✱ s♦✐t ✉♥ ♠♦♥❞❡✱ s♦✐t ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♠♦♥❞❡s ✿

W ::= Z | {V . . .V} | {W . . .W}

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ♠♦♥❞❡s✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ {W W} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
s✉✐✈❛♥t ✿

{ }

~~||
||

||
||

  B
BB

BB
BB

B

W . . . W

▲❛ t❤é♦r✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r { } s✉✐t ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜str❛✐t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✹✳

✾✶



✶✶ ▲❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧ ✿ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

✶✶✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

✶✶✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
P♦rts

▲❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ {[A1 . . . An O]}✱ ❛✈❡❝ Ai ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ n ≥ 0✱ ❡t O
✉♥ ♦❜❥❡t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ◆♦✉s ✐♥s✲
t❛♥❝✐♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✜❧tr❛❣❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✺✳

(L⇒ R) G −→ {[ς1(R)] . . . [ςn(R)]} s✐ Sol(L ≺≺ G) = {ς1, . . . , ςn} ✭✶✶✳✶✮

A G −→ A G s✐♥♦♥ ✭✶✶✳✷✮

▲❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❡t ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ♦♥t à ♣rés❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❛✈❡❝ ♣♦rts s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h : [ ]
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−→ [ ]
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A G @
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��''
A

>>~~~~~~~
G

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝
♣♦rts s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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c : G { }
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−→ [ ]
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G G1 G Gn

G1 Gn

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❛✐sé✲
♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♥÷✉❞s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦rts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ é❝❤❡❝
stk ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡✳

✾✷



✶✶✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

✶✶✳✷✳✷ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❘è❣❧❡ ❞❡ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡
❛✈❡❝ P♦rts

❚♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✱
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✭s♦✉s✮✲✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✭♥÷✉❞s ❞❡ ✜❧✲
tr❛❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐sé ❛✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s ❝✬❡st très t❡❝❤♥✐q✉❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

▲✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡t à ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❛ été ✐♥s♣✐ré❡
♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❘és❡❛✉① ❞✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ◆❡ts✮ ❡t ❧❡s
❘és❡❛✉① ❇✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❇✐❣r❛♣❤✐❝❛❧ ◆❡ts✮ ❬❋▼❙✵✻❪✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✿

✶✳ ≪ ♣♦✉r ✜❧tr❡r ❞❡✉① ♣♦rts✱ s♦♥ ♣♦rt ♣♦✐❣♥é❡ ❡st ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡ ♣♦rt
♠♦t✐❢ ❡t✱ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❝♦♥♥❡❝té ❛✉ ♣♦rt s✉❥❡t ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ❀

✷✳ ≪ ♣♦✉r ✜❧tr❡r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦rts ❀ t♦✉s ❧❡s ♣♦rts ❞✉ ♠♦t✐❢ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉
♣♦✐❣♥é❡ ❞❡ ≪✱ q✉✐ ❡st à s♦♥ t♦✉r ❝♦♥♥❡❝té à t♦✉s ❧❡s ♣♦rts ❞✉ s✉❥❡t✳

◗✉❛♥❞ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❞❡✉① ♣♦rts ♣♦✐❣♥é❡s ❞❛♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡t ❧❡
s✉❥❡t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ ♥♦✉s ✜❧tr♦♥s ❞❡s ♥÷✉❞s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ≪ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❞❡✉① s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ D1✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts s✉✐✈❛♥t❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿

❋✐❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s N· ��·≪ · ��·N

❋✐❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ≪

...

��''
N+

...

66 DD

N+

| ≪

...

		��
N+

| ≪

N+

...

HH VV

❋✐❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s
•

pname · ��·≪ · ��·
•

pname

❋✐❧tr❛❣❡ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ≪

...

��''
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✶✶ ▲❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧ ✿ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❇❛sé s✉r ❧❛ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❙tr❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ●r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ P♦rts

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜str❛✐t ❡st ✐♥st❛♥❝✐é
♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ét❛✲♥✐✈❡❛✉ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❡
r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳
❉❛♥s ❬❋▼❙✵✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ρ✲

❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥
rés❡❛✉ ❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✱
❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ❛✐❡♥t ✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st✐♥❣✉é ❡t q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❆❧♦rs✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r ✐♥tér❡ss❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ❡t ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐❣r❛♣❤✐q✉❡s
à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❞✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r
❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré s♦♥
❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛èr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐✲
♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡
str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳

▲❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t ✭♦✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✮ s♦♥t ✭✐✮ ❞❡s ♠♦❧é✲
❝✉❧❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ Σ q✉✐ ❧❡s ❞♦t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té✱ ✭✐✐✮ ❞❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s str✉❝t✉ré❡s ❡t ✭✐✐✐✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥ç✉❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ●râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t
❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❞é ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧✬❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦✉r♥✐ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t
♣♦✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞é✜♥✐s s✉r
✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♠ét❛✲♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈❛❧✐❞é ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s str❛té❣✐❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t à
✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ré❡❧✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❤ér✐✲
té❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡st
❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡
s♦✉s str❛té❣✐❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s
❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✉t♦✲ré♣❛r❛tr✐❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ✐♥té❣r❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❣râ❝❡ à ❧❛

✾✼



❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ à ❡♥❝♦❞❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❡t à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬é❝❤❡❝✳

✾✽



❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té✲
❣✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥té
q✉❡❧q✉❡s str❛té❣✐❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t
êtr❡ ♠❡♥é❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❡♥❝♦❞❡r ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s
str❛té❣✐❡s✳ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥trô❧é❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡s ❡st ✉♥❡
q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❛❞r❡ss❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ✈❛❧❛❜❧❡s✳
❙✉r ✉♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛❞r❡ss❡

❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉t ❛✐❞❡r ❞❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❜✐♦✲✐♥s♣✐rés✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❡ss❛②❡r
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✉t❛♥t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐és ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ✈♦✐r s✐
❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♦✉ s✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢✳ ❯♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ❧❡ ❞♦t❡r ❞✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣♦✉r ❧❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ❬❑▼❚✵✽❪✳
❆❧♦rs ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❜❛sés s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ♦✉ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st♦❡❝❤✐♦♠étr✐q✉❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ✐♥❝❧✉t ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❛✈❡❝ ♣♦rts ❣❛✉❝❤❡s ❡t ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡♥r✐❝❤✐r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ❜❛sé
s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s✱ ét✉❞✐❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ✈♦✐r s✐
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❜✐❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ➱❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦✲
❝❤✐♠✐q✉❡ ❛❜str❛✐t✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡①✐st❛♥ts ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
■❧ s❡r❛✐t très ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡

✾✾



♣❤❛s❡ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❬❘❛❞✵✼❪✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡✲
❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝
♣♦rts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ réé❝r✐✲
t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠✐s❡ ❡♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❚❖▼ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡
♥✬❡st ♣❛s très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❚❖▼ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s
t❡r♠❡s✲❣r❛♣❤❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❣é♥ér❛✉① ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st
✈✐s✉❡❧✱ ❞♦♥❝ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t ❡♥ ❢♦✉r✲
♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❛✐❞❡r à ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ❞❡
❧❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

✶✵✵



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s

✶✵✶





✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜❛s❡❞
♦♥ str❛t❡❣✐❝ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
s②st❡♠s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✉s✐♥❣
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ st✉❞② ❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳

✶✷✳✶ ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣

❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❬❑❈✵✸❪ r❡❢❡rs t♦ s❡❧❢✲♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ s②st❡♠s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤
s♦♠❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡
❤✉♠❛♥ ♥❡r✈♦✉s s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ st✐❧❧ ✈✐t❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠♦st✲✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❡❧❢✲♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬❑❈✵✸❪ ❛r❡ s❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s❡❧❢✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣r♦t❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❣❛✐♥❡❞ ♠✉❝❤ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡✲

❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s s❡r✈✐❝❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ●r✐❞s✳ ❋♦r
s✉❝❤ s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ❛♠❜✐t✐♦✉s
❣♦❛❧✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①❤❛✉st✐✈✐t②✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❜r❛♥❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬❈❛r✵✺❜✱ ❉P✵✹❪
❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s ❬▼✐❧✵✻❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
❜✐♦❧♦❣② s✉❝❤ ❛s ❬❈●✵✵✱ ❘P❙+✵✹✱ ▲❚✵✼✱ ◗▲❋+✵✻❪✳
❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❍❖❈▲ ✉s❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♠❡✲

t❛♣❤♦r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠s ♦r ❣r✐❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❬❇❋❘✵✻❛✱ ❇❋❘✵✼❪✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❊❛❝❤

r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❧❡❞ ♣♦rts✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② ❛
♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r str❛t❡❣✐❝ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝❤❛✐♥ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣
t♦ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss r✉❧❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❛s ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ s♦ t♦
r❡✇r✐t❡ t❤❡♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❛❧s♦ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r✉❧❡s t❤❛t ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ r✉❧❡s✳
❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❛ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ❡①❛♠♣❧❡ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❘❋✵✹❪ ❛♥❞

✶✵✸



✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

✐❧❧✉str❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❜r♦✉❣❤t ❜② str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❑✵✽❞✱ ❆❑✵✽❜❪✳

✶✷✳✶✳✶ ❙tr❛t❡❣②✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙❡❧❢✲▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

■♥ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ✭r✉❧❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜② ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r✐♠❛r② ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❝q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
t❤❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❡❡❦ ♥❡✇ ✇❛②s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥❝② ✈✐❛ ♥❡✇ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t t❤❡② ❞❡❞✉❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐❞❡❛❧ s②st❡♠✱ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♠❛❧✐❝✐♦✉s ❛tt❛❝❦s ♦r
❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❝❛❞❡s ♠❛② ♦❝❝✉r✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠s ♠✉st ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ ❢❛❝❡ t❤❡♠ ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣✱
s❡❧❢✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②s✲
t❡♠ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❘❋✵✹❪ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ s♦♠❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♣♦rts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ ♣♦rt ❤❛s ❛ ❞❡❣r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐t t♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦rt ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣r❡ss✱ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s✱ t❤❛t
❛ ♣♦rt ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ ✇❡
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♣♦rt ❤❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ✵ ❜② ❛ s❧❛s❤❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦rt✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣♦rts✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❍❍❚✾✻❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸ ✭❆ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦✲
s❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❘❋✵✹❪✳
■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❛✐❧ s❡r✈❡rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❛❞❞r❡ss ❞♦♠❛✐♥ ❀ t❤❡
❝❧✐❡♥ts s❡♥❞ ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧✐❡♥ts ✜rst t♦ t❤❡✐r s❡r✈❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❢♦r✇❛r❞s
t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t t♦ ✐ts ❝❧✐❡♥ts✳ ❙❡r✈❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❤❡♥ s❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠✳ ❚❤❡

♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣♦rts✱ ❡❛❝❤ ♣♦rt ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s❡r✈❡r✳ ❆
s❡r✈❡r ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ❤❛♥❞❧❡r ♣♦rt ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣♦rts ❢♦r t❤❡
❝❧✐❡♥ts✳ ❆ ❝❧✐❡♥t ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ❤❛♥❞❧❡r ♣♦rt ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ ❛ s❡r✈❡r✳ ❆❧❧ ❝❧✐❡♥t✱ s❡r✈❡r ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦rts ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼❡s✲
s❛❣❡s ❛r❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦rt ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❛♠❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ✭rec @ domain # m✮
✇❤❡r❡ rec ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝❧✐❡♥t✱ domain ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r
❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ m t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ■❢ r❡❞✉♥❞❛♥t✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭✇❤❡♥ ❛rr✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✈❡r ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❛t t❤❡ ❝❧✐❡♥t✮✳ ■♥ t❤❡ s②s✲
t❡♠✱ t❤❡ s❡r✈❡r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✺ ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥ ❛
❝r❛s❤❡❞ st❛t❡✳

✶✵✹



✶✷✳✶ ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
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❋✐❣✳ ✶✷✳✶✿ ❆ ♠❛✐❧ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳
❚♦ s✉♣♣♦rt ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ s②st❡♠ ❡①❛♠♣❧❡✱ r✉❧❡s ❡①♣r❡ss ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛
❝❧✐❡♥t s❡♥❞s ❛ ♠❛✐❧ t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷ t❤❡ ❜❛s✐❝ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐❧ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❣r❛♣❤s ❜② ♥♦t ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❛rr♦✇ ♥♦❞❡✳ ❆ ♠❛✐❧ s❡♥t ❜② ❛ ❝❧✐❡♥t ❣♦❡s t♦ ✐ts s❡r✈❡r ✿ ✐❢
t❤❡ ♠❛✐❧ ✐s s❡♥t t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✈❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤❡♥ ✐t ❣♦❡s t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦rt ❜②
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❋✐❣✳ ✶✷✳✷✿ ❇❛s✐❝ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠
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✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

r✶✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣♦rt ❜② r✷✳ ❇② r✉❧❡ r✸ ❛ s❡r✈❡r ❢♦r✇❛r❞s ❛ ♠❛✐❧ t♦ ❛ ❝❧✐❡♥t
✐❢ ❤❡ ✐s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳ ❘✉❧❡ r✹ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❛ s❡r✈❡r ❢♦r✇❛r❞s ❛ ♠❛✐❧ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐❢ ✐ts
r❡❝✐♣✐❡♥t ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ r✉❧❡ r✺ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r✇❛r❞s ❛ ♠❛✐❧ t♦
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡r✈❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡r✈❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧✳

❙❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡
r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳
❘✉❧❡ r✻ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❛ ❝❧✐❡♥t r❡❝✐♣✐❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛✐❧ t❡❧❧✐♥❣ ❤✐♠ t♦ ♠✐❣r❛t❡

t♦ ❛ s❡r✈❡r k′ ❞♦❡s s♦ ✐❢ t❤❡ s❡r✈❡r k′ ❤❛s ❛ ❢r❡❡ ❝❧✐❡♥t ♣♦rt✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❢r❡❡ ❝❧✐❡♥t ♣♦rt
♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r k′ ❜② ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❞❡❣r❡❡✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡ t♦
t❤❛t ♣♦rt✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ✈✐s✉❛❧ ✇❛②✱ ✇❡ ♣✐❝t✉r❡❞ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❧❛s❤❡❞ ❡❞❣❡✳ ❇✉t ❤♦✇
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠❛✐❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❛rr✐✈❡ ❧❛t❡r ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r k ❢♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥t i ❄ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛ ♥❡✇ r✉❧❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢
t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♥❣ ❝❧✐❡♥ts✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ♦♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
✐♥tr♦❞✉❝❡s✱ ❜❡s✐❞❡s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤✱ ❛ ♥❡✇ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ ❛
❝❧✐❡♥t ♠✐❣r❛t❡s✱ ❤❡ ♠✉st ❣❡t ❛❧❧ ♠❛✐❧s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❤✐♠ t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r ❀
t❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ t❤❡ str❛t❡❣② first(repeat(r3), r6)✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛ s❡r✈❡r ❜② t✇♦

♦r ♠♦r❡ s❡r✈❡rs ♦r✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✱ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s❡r✈❡rs ❜② ♦♥❡ s❡r✈❡r✳ ❚❤❡♥
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r✉❧❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞
♠❡r❣✐♥❣ ♥♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r s❡r✈❡rs✳

❙❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣

❆♥ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠ ❞❡t❡❝ts ✇❤❡♥ ❛ s❡r✈❡r ❝r❛s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞
s❡r✈❡r t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝✉t✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡♣❛✐r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡r✈❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❛❜♦✉t t♦ ❜❡ s❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s❡r✈❡r✳ ❘✉❧❡ r✼ ❝r❡❛t❡s ❛ t❡♠♣♦r❛r② s❡r✈❡r ♥❛♠❡❞ ❚❙❡r✈❡r ❛s ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡r✈❡r
❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝ts ✐t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛ s❡r✈❡r ❢❛✐❧❡❞✮✳
❚❤❡ ❛rr♦✇ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦rts ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r ♥♦❞❡ k✱
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡r✈❡r ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣♦r❛r②
s❡r✈❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❡❞❣❡s
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❛rr♦✇ ♥♦❞❡✱ ❜✉t ❥✉st t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡r✈❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ ♦♥❡ ✐s t❡♠♣♦r❛r②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ♠✉st tr② r❛✲

♣✐❞❧② t♦ ❝♦♥♥❡❝t t♦ ♦t❤❡r s❡r✈❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭r✉❧❡ r✽✮✳ ❲❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②
❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ s❡r✈❡r ♥♦❞❡ j ❤❛s ❛ ❢r❡❡ ❝❧✐❡♥t ♣♦rt✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡
♠❛✐❧s ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ✈✐❛ t❤❡ r✉❧❡s r✾ ❛♥❞ r✶✵✳ ❇✉t ❛❧❧ t❤✐s ♠✉st
♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❜❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐❧s ❛❧r❡❛❞② t❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝r❛s❤❡❞ s❡r✈❡r
✭r✉❧❡ r✶✶✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ r✉❧❡s t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ str❛t❡❣②
r7; repeat(r11); repeat(first(r8, r9, r10))✳ ❇② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛ str❛t❡❣②✱ t❤❡ r❡✲
❝♦✈❡r② ❢r♦♠ t❤❡ s❡r✈❡r ❝r❛s❤ ✐s ❛ss✉r❡❞✳ ❆ r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② s❡r✈❡r ✇❤❡♥
✐t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛s ❝❧✐❡♥ts ♥♦r ♣❡♥❞✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳
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k:Server

h

i:Network

s

k.0:TServer

h

i:Network

s

k.0:TServer

h

i:Network

s1

l:Client

h

c c'

j:Server

hs2

r8

k.0:TServer

h

i:Network

s1c c'

j:Server

hs2

l:Client

h

 l@k#m  l@j#m

l.0:TServer

h

i:Network

s j@k#m out i/o r9

l.0:TServer

h

i:Network

s  j@k#mout i/o

l.0:TServer

h

i:Network

s j@k#m in i/o r10

l.0:TServer

h

i:Network

s  j@k#min i/o

k.0:TServer

in

l:Client

h cin  l@#m
r11

k.0:TServer

in

l:Client

h cin m

k:Server

i:Client

c

h

k':Server

c'

j:Network

s1 s2h h

k:Server

c

k':Server

i:Client

c'

h

i:Network

s1 s2h h

r6

 i@k#m  i@k'#m

k:Server

h

 move(k')in

r7
if failure(k)

c c c

❋✐❣✳ ✶✷✳✸✿ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠

❙❡❧❢✲♣r♦t❡❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❛ s♣❛♠ ❛rr✐✈❡s ❛t ❛ s❡r✈❡r ♥♦❞❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡ r✶✷ ❞❡❧❡t❡s ✐t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ s❡r✈❡r ❤❛s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛✐❧ ✐s ❛ s♣❛♠✳ ❚❤❡ r✉❧❡s r✶✸ ❛♥❞ r✶✹ ❛r❡
❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ r✶✷ ❜✉t ❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t ❜♦t❤
❡♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ s♣❛♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t s♣❛♠ s❡♥❞✐♥❣✱ t❤❡
r✉❧❡ r✶✹ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ r✺✱ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ r✶✷ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ r✸✳
❚❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ r✸ ❛♥❞ r✶✷ ❜② try(r12); r3✱ ❛♥❞ r✺ ❛♥❞ r✶✸ ❜② try(r14); r5✳

❲❤❡♥ ❛ ❝❧✐❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♠❛✐❧ ❛♥❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❛♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐❧ ✐s ❛ s♣❛♠✱ ✐t ❞❡❧❡t❡s t❤❡ ♠❛✐❧ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡r✈❡r ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ r✉❧❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❛t ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r ♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ ♠❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s

✶✵✼



✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡ r✶✺ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✹✳

k:Server

c

l:Client

in  m
r15

if isSpamForClient(m)

h

k:Server

c

l:Client

inh

k:Server

 i@#min

k:Server

in

k:Server

in  j@#m
r12

k:Server

in
if isSpamForServer(m)

l:Client

in  m

i:Network

i/o  j@k#m

r13

r14

l:Client

in

i:Network

i/o

if isSpamForClient(m)

if isSpamForNetwork(m)

❋✐❣✳ ✶✷✳✹✿ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠

❙❡❧❢✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ s❡r✈❡r ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ s❡r✈❡r ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞
♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② r✉❧❡ r✶✻✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② s❡r✈❡r ❤❛s ❛ ❤❛♥❞❧❡r
❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡r ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦rt ❢♦r
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ s❡r✈❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡r✈❡r ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✱
❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡r✈❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❞✐s♣❛t❝❤ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞
s❡r✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s in(k) ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡r✈❡r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛t
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s in(k.0) ♦♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡r✈❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❣♦❡s t♦ k ✭r✉❧❡
r✶✼✮✱ ❡❧s❡ ✐t ❣♦❡s t♦ k.0 ✭r✉❧❡ r✶✽✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② s❡r✈❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❧♦❛❞
♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ♠❡ss❛❣❡✭s✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♥♦❞❡ ❀ ❤❡♥❝❡ r✉❧❡ r✶✽ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ r✉❧❡ r✶✼✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣② first(r18, r17)✳ ❆ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ❢r♦♠ k.0 t♦ k
✭r✉❧❡ r✶✾✮ ✇❤❡♥ in(k) < in(k.0)✳ ■❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡r✈❡r ❢❛✐❧s✱ t❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡ r✷✵ ❝r❡❛t❡s
❛ t❡♠♣♦r❛r② s❡r✈❡r s✐♠✐❧❛r❧② t♦ r✉❧❡ r✼ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ r❡❝♦✈❡rs ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ t❤❡
❛✉①✐❧✐❛r② s❡r✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡❧❡t❡s✳

✶✷✳✶✳✷ ❚♦✇❛r❞s ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✉t♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞
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k:Server

h

i:Network

s
r20

k.0:TServer

h

i:Network

s

k:Server

h

k:Server

h

i:Network

s

k.0:EServer

h

i:Network

s

k:Server

h

in

if isSaturated(k)

k.0:EServer

h

i:Network

s

k:Server

h

in

 j@k#m
k.0:EServer

h

i:Network

s

k:Server

h

in

 j@#m

i/o i/o

in

if in(k) < in(k.0)

k.0:EServer

h

i:Network

s

k:Server

h

in

 j@k#m
k.0:EServer

h

i:Network

s

k:Server

h

in  j@#m

i/o i/o

in

if in(k) >= in(k.0)

k.0:EServer

h

k:Server

h

in
 j@#m

in

k.0:EServer

h

k:Server

h

in

 j@#m
in

if in(k) < in(k.0)

k.0:EServer

h

in

in

r16

r17

r18

r19

in

in

if failure(k)

❋✐❣✳ ✶✷✳✺✿ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠

s❡❧❢✲♠❛♥❛❣✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❡❧♣s ✐♥❞❡❡❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦rt ❣r❛♣❤s
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡♠ ❛s ♦❜❥❡❝t ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♦r str❛t❡❣✐❡s✱ ❤❡♥❝❡
❛s ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧
❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ r❡❝♦✈❡r②
str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤ str❛t❡❣② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ▲❡t recovery(S) ❞❡♥♦t❡ t❤❡
r❡❝♦✈❡r② str❛t❡❣② ❢♦r S✳ ❚❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ S ✇❡ ❤❛✈❡ first(S, recovery(S))✳ ■❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r②

✶✵✾



✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

str❛t❡❣② ✐s id t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ try(S) ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ❛ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✉s✐♥❣ fail ❛s r❡❝♦✈❡r②
str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐❢ t❤❡ str❛t❡❣② S ❢❛✐❧s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧✐t② ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✐❞❡s✱ G⇒ G✱ t❡st✐♥❣
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♣♦rt
❣r❛♣❤ STK t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✈❡r✐❢②✐♥❣ s✉❝❤
❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s t❤❡♥ ✿

first(G⇒ G,X ⇒ STK)!
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝② ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡r✈❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♦r ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✈❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♦❜❥❡❝t ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ✿

(G⇒ STK)!

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛❜♦✈❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ STK s✐❣♥❛❧✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✏r❡♣❛✐r❡❞✑ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦♣❡rt②
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② r✉❧❡s ♦r str❛t❡❣✐❡s t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❙✉❝❤ ✐❞❡❛s
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ♦♣❡♥ ❛ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
r✉♥t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ✐♥ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✹
❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ t♦ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠✳

✶✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

P♦rt ❣r❛♣❤s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♣♦rt ✭❝❛❧❧❡❞ s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✮ t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦t❤❡r ♣♦rt ❀ ✇❡
❝❛❧❧ s✉❝❤ r❡str✐❝t❡❞ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❆❜str❛❝t ❇✐♦❝❤❡✲
♠✐❝❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r
●r❛♣❤s ✭❈▼●✮ ❬❆❑✵✽❛❪✳ ❚❤❡ ✜rst✲❝✐t✐③❡♥s ♦❢ t❤❡ ❈▼● ❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

■♥ ❬❆❑✵✼❪✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝
r❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈✐❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s ❢♦r ❢r❡❡ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♣✐❞❡r♠❛❧ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r r❡❝❡♣t♦r ✭❊●❋❘✮ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✜rst✲❝❧❛ss ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡
✐ts ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐ts ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♠❛② ❝❛♣t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs
♦❢ s②st❡♠s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❡❧❢✲♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❝t✉❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
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✶✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

✶✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❈♦♠♣❧❡①❡s ❛s P♦rt ●r❛♣❤s

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤
♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥ ✐t ❝❛♥ ❜✐♥❞ t♦ ♦r ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤✳ ❚❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❜str❛❝t❡❞ ❛s
s✐t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞ ♦r ❢r❡❡✱ ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ❤✐❞❞❡♥✳ ❆ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐t❡s ♦♥ ✐ts s✉r❢❛❝❡✳ Pr♦t❡✐♥s ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝t ❛t s♣❡❝✐✜❝ s✐t❡s ❜②
❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜♦✉♥❞s ❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠
✐s ❞②♥❛♠✐❝✱ ❤❛s ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ❛
r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❝❤ ❣r❛♣❤s✳

▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ♥❛♠❡ ✐ts
s✐t❡ ♥❛♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ✭▼♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤✮✳ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♦✈❡r ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡
✇❤♦s❡ ♣♦rts ❤❛✈❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡
♣♦rts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ❜♦♥❞s✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s✐t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ❢r❡❡✱ ❛♥❞ ❛ s❧❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ❤✐❞❞❡♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✹✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢t❡♥❧②
st✉❞✐❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♠s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬❉▲✵✹✱ ▲❚✵✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦t❛❣♦♥✐sts
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✿
✕ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❊●❋ s✐t✉❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❧✐❣❛♥❞✱
✕ t❤❡ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦t❡✐♥ ❊●❋❘ ✇✐t❤ t✇♦ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r s✐t❡s ❛♥❞ t✇♦ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r
s✐t❡s ❛s ❛ r❡❝❡♣t♦r✱ ❛♥❞

✕ t❤❡ ❛❞❛♣t❡r ♣r♦t❡✐♥ ❙❍❈ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧✳
❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❛s ❛♥
❡♠♣t② ❜♦① ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ s✐t❡s ❛s s♠❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①✳
❚❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❛s ❜❡❧♦✇ ✿
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2
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■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤

✶✶✶



✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧
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❋✐❣✳ ✶✷✳✻✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❊●❋❘ ♠♦❞❡❧

✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❛t❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
❜♦✉♥❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞✐♠❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❜✐♥❞s t♦ ❛ r❡❝❡♣t♦r✳

❘❡✇r✐t✐♥❣ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✻ ✭▼♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✮✳ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ❛ ♣♦rt
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✳ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ♥♦t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤✱ ❜✉t ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛rr♦✇ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡
❢♦r ✐ts ♣♦rts✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡

❛rr♦✇ ♥♦❞❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐t ❡♠❜❡❞s ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❊●❋❘
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ✿
✭r✶✮ t✇♦ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥s ❢♦r♠ ❛ ❞✐♠❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ❀
✭r✷✮ ❛♥ ❊●❋ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♣t♦r ❜✐♥❞ ♦♥ ❢r❡❡ s✐t❡s ❀
✭r✸✮ t✇♦ r❡❝❡♣t♦rs ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❊●❋ ❞✐♠❡r ❜✐♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✐♠❡r
❘❚❑ ❀

✭r✹✮ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✐♠❡r ❘❚❑ ❛❝t✐✈❛t❡s ✐ts❡❧❢ ❜② ❛tt❛❝❤✐♥❣ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❣r♦✉♣s ❀
✭r✺✮ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❘❚❑ ❜✐♥❞s t♦ ❛♥ ❛❞❛♣t❡r ♣r♦t❡✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ✐t ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s
❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡
r✷ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ●✬✳

✶✶✷



✶✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s
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i:EGF

j:EGF

1

2
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1
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j:SHC

1
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3

❋✐❣✳ ✶✷✳✼✿ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✶✷✳✽✿ ●✑ ❛♥❞ ●✑✬ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ●✬ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ r✷ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s

✶✷✳✷✳✷ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ❙tr❛t❡❣✐❝ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
❢♦r ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ●❛s❊❧ ♣r♦❥❡❝t ❬❇❈❈+✵✸✱ ❇■❑✵✻✱ ■❜❛✵✹❪ ✐♥ ❛♥ ❊▲❆◆✲❜❛s❡❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❛ ❚❖▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❜✐♦❧♦❣② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❈▲✵✻❪ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s✳
❆ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♠♦✉♥ts
t♦ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡t ♦r ♠✉❧t✐s❡t✮ ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❯s✉❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✭❛s r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

✶✶✸



✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

❞✐♥❣ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t♦
❡✈❡r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♥❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦r ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
s❛t✐s✜❡❞✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✼✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✱ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❊●❋❘ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐s
❛ ✇♦r❧❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ t❤❡ ✜✈❡
r❡❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ G ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s
✭♦r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥✮ ✿

✶ ✿❊●❋ ✷ ✿❊●❋ ✸ ✿❊●❋ ✹ ✿❊●❋ ✺ ✿❊●❋❘ ✻ ✿❊●❋❘ ✼ ✿❙❍❈✱

❲❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r t❤❡
❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛s ♣❡rs✐st❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡
✇♦r❧❞ [r1! r2! r3! r4! r5! G]✳ ❚❤❡♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ r✉❧❡s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❛ st❛❜❧❡ st❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ❜✐♥❞✐♥❣
s✐t❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ♦r r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ str❛t❡❣② first ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

r✉❧❡s ❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ first(r2, r1) ✐s s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❊❋● ❞✐♠❡r ❜✐♥❞s ❛ r❡❝❡♣t♦r ❛s s♦♦♥ ❛s
✐t ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s [first(r2, r1)! r3! r4! r5! G]✳ ❲❡ ❝❛♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢②
t❤✐s st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t r✸ ✐s ♥♦t ♣❡rs✐st❡♥t ✿ [first(r2, r1)! r3 r4! r5! G]✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
r✉❧❡ r✸ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✐♠❡r ❘❚❑ ❀ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
s✉❝❤ r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✐♠❡r ❘❚❑✳
❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s ✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t♦rs✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s r✶✱
r✷ ❛♥❞ r✸✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❚❑ ♣❛t❤✇❛②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s r✹✱ r✺✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t r✷ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r r✶✱ ❛♥❞ ❛♥② r❡❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst
st❛❣❡ ❤❛s ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r ❛♥② r❡❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ✿

[first(first(r2, r1), r3) first(first(r2, r1), r4) first(first(r2, r1), r5) G]
❋♦r ❡✈❡r② s✉❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❞

❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♠♦r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤
❍ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾ ♦r ●✑✬ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙❡❧❢✲▼❛♥❛❣❡♠❡♥t Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ s✐♠♣❧② s✉❣❣❡st s♦♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥ P ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
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✶✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

7:SHC
12

1
5:EGFR

2
3

4

1 6:EGFR
2

3
4

1.2:EGF.EGF

2

3.4:EGF.EGF

2

2 2

1

1

1

1

❋✐❣✳ ✶✷✳✾✿ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ❍ ❢♦r t❤❡ ❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥✳ ❙✉❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜② ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭P ⇒ G′ A✮ t❤❛t ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❛❜str❛❝t✐♦♥ A t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ✈✐r✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛tt❡r♥ PV ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ PV ⇒ A ✇✐❧❧ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ✈✐r✉s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥
❛❜str❛❝t✐♦♥ t♦ r❡♣❛✐r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ✈✐r✉s ♣r♦❞✉❝❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❜str❛❝t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t
❛❧❧ s✉❝❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥ ♠✉st ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳

✶✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❘❡❧❛t❡❞ ❋♦r♠❛❧✐s♠s

❯s✐♥❣ ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❤❛s
❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s✉❝❤ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬❍❋❇+✵✻❪ ✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❆♥ ✐♥s♣✐r✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦ ✇❛s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❇✐♦◆❡t●❡♥ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❨❋❍✵✻❪ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t②♣❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❣r❛♣❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬❇❨❋❍✵✻❪✮✱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts
❛❧❧♦✇ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤❡ κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬❉▲✵✹❪ ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦t❡✐♥s ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛s

❣r❛♣❤s✲✇✐t❤✲s✐t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛♣❤✲r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❜♦♥❞s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❜② s❤❛r❡❞ ❧❛❜❡❧ ♥❛♠❡s✳ ❆ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛t
♠♦st ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❜✉t ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❛❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬▼✐❧✾✾❪
r❛t❤❡r t❤❛t ♦♥ ❣r❛♣❤s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦t❡✐♥s✳ ❆ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱ ❜✐♦κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬▲❚✵✼❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛♥❡
❝❛❧❝✉❧✐ ❬❈❛r✵✺❜❪ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥
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✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳
❚❤❡ t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❇✐♦◆❡t●❡♥ ❛♥❞ t❤❡ κ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♣❤

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣❡t ❛ ♥❡✇ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ✐ts❡❧❢ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡✜♥❡❞
❜② str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝ ❬❊❑▲+✵✹❪ ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛r❡

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❜② t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥
t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❤❡ ▼❛✉❞❡✶ ❬❈❉❊+✵✷❪
s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✶✸ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❣r❛♣❤s ✿ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐sts✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝
t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❡r♠✲r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚❖▼✷ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

✐❞❡❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❚❖▼ ❢♦r r❡✇r✐t✐♥❣ t❡r♠✲❣r❛♣❤s ❬❇▼✵✽❪ ❀ t❤✐s ✇❛② ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞ s✐t❡ ✭♦r ♣♦rt✮ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ s✐t❡ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
♣♦✐♥t❡rs ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ♦❢ ❣r❛♣❤s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡s
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t❡rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ r❡✇r✐t❡
str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❚❖▼ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❡①♣r❡ss
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r✉❧❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❲❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♦✲

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ♣r♦t❡✐♥s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✇❡ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧
❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❬❆■❑✵✻❪✮ ✿ ❛t♦♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣♦rts✱ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡
❡❞❣❡s✳

✶✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❢♦r t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❡①❤✐❜✐ts✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♣♦✇❡r ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s ❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍❖❈▲ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ●r✐❞s
♦r ❧❛r❣❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s✳ ❆s ❛ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t②
t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❜②
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✶❤tt♣✿✴✴♠❛✉❞❡✳❝s✳✉✐✉❝✳❡❞✉
✷❤tt♣✿✴✴t♦♠✳❧♦r✐❛✳❢r

✶✶✻

http://maude.cs.uiuc.edu
http://tom.loria.fr


✶✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✲
✐♥s♣✐r❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜✉t ✐t ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✏❞✐✛❡r❡♥t✑ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❧✉r❛❧✐t②
♦❢ s✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s r❛✐s❡s q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r✱ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣②
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛♥❞ s❦✐❧❧s ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋●❑✵✸❪ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠❛❦❡s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞②✳
❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♣❡♥s ♠❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

s②st❡♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ❧✐♠✐t ♦✉r ❛✐♠ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❜✉t t♦ ❤❡❧♣
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡✇ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ■♥
t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s P➔✉♥ ✐♥ ❬P❛✉✵✻❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s✮✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ t❛❝t✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✮✱ ✐s ❛♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧❧② st✉❞②✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❲❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❞♦♠❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② t✉♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢
❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥✲❉◆❆ ♦r ♣r♦t❡✐♥✲❧✐♣✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬❋❇❍✵✺❪✳
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✶✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧
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✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤

❘❡✇r✐t✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ ♣♦rt
❣r❛♣❤s r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛s t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❛s ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳
❆♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤s ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼❡s✾✻❪

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ▼❛✉❞❡ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ♥❛♠❡ ✭♦r ✐❞❡♥t✐✜❡r✮ ❛♥❞ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s ✿
t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥❛✲
❝❡♥❝② ❧✐st ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤
♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✿ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s
✭❛s ✉s✉❛❧ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ s②st❡♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛✲
❝❡♥❝② ❧✐sts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t❡rs✮✳ ❋♦r t❤❡
♠♦r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♥♦❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❋♦r ♥♦❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝r❡❛t✐♥❣ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s ❜② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②
❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s✳ ❲❤❡r❡❛s ❢♦r ♥♦❞❡ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✐ts❡❧❢ ❀ t❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ③❡r♦
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t ❜❡❝♦♠❡s ❣❛r❜❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡✳
❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s

❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐st ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ q✉✐t❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣♦rts ❛♥❞ ♠❛♥② ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❬▼❡s✾✻❪ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❤♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢
♥♦❞❡s✳ ❋♦r t❤❡ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ • ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✭♦r s✐♥❦✮
❛♥❞ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ❞❡❧❡t❡❞ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ❜② ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❧❡t✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣ ❛ ❞❡❧❡t❡❞ ♣♦rt ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✶ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝

s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s t❡r♠s ♦✈❡r t❤✐s s✐❣♥❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
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✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✷ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛s t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❲❡ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤✐♥ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✸✮ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐♥ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✹✮✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✺ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡
✐t ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✻✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✼ ✇❡ ❡♠❜❡❞ t❤❡ t❡r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣
❝❛❧❝✉❧✉s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳

✶✸✳✶ ❚❡r♠ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ P♦rt ●r❛♣❤s

✶✸✳✶✳✶ ❆♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ = (S, <,F) ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❛s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐sts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳
❆♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐st ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛s
♣❛✐rs ♦❢ ♣♦rts✳
❚❤❡ s♦rt s❡t S ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦rts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r

❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❛s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ ✿

S = {Id, Name, Port, Node, Edge, Neighbor, AdjacencyEq, PortSet, NodeSet,

EdgeSet, NeighborSet, AdjacencyEqSet, PGraph}

❚❤❡ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❳ < ❳❙❡t ❢♦r ❳ ∈ {Port✱ Node, Edge, Neighbor,
AdjacencyEq}✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ s♦rt X ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s F ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶ ✇❤❡r❡ ❳ t❛❦❡s s♦rt ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {Node✱ Edge✱ Neighbor✱ AdjacencyEq}✳
❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ❴,❴ ✭✉♥✐♦♥✮ ✐s ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡t s♦rts✱
❛♥❞ ǫ❳ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ✭t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✮ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❴,❴ ♦♥ t❤❡
s♦rt ❳✳ ❲❡ ✉s❡ ǫ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ǫ❳ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s♦rt ❳ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♣❡r❛t♦r • ✐s ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ Id✲✱ ❛ Port✲ ♦r ❛
Node✲s♦rt❡❞ t❡r♠✳

✶✸✳✶✳✷ ❆ ❚❡r♠ ❆❧❣❡❜r❛ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s

▲❡t X ❜❡ ❛♥ (S, <)✲s♦rt❡❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t TΣ ❛♥❞ TΣ(X ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛
♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❡r♠s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✼ ✭❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s t❡r♠s✮✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛s
❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ E(G) = T1LT2M ♦❢ s♦rt PGraph ✇❤❡r❡ ✿
✕ T1 ∈ TΣ,NodeSet(X ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥ G✱ ❛♥❞

✶✷✵



✶✸✳✶ ❚❡r♠ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ P♦rt ●r❛♣❤s

• : −→ Id • : −→ Port • : −→ Node ǫ❳ : −→ ❳❙❡t

❴,❴ : ❳❙❡t ❳❙❡t −→ ❳❙❡t [ACU(ǫ❳)]

〈❴ : ❴ || ❴〉 : Id Name PortSet −→ Node

(❴,❴) : Port Port −→ Edge

❴⌢❴ : Id EdgeSet −→ Neighbor

❴ ≏ ❴ : Id NeighborSet −→ AdjacencyEq

❴L❴M : NodeSet AdjacencyEqSet −→ PGraph

❋✐❣✳ ✶✸✳✶✿ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡t F

✕ T2 ∈ TΣ,AdjacencyEqSet(X ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ V ✭✐❢ ❛♥②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❡❞❣❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❚❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤G ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠ ✿

E(G) = (〈1 : A || a, b, c〉, 〈2 : B || e〉, 〈3 : A || a, b, c〉, 〈4 : C || d〉)L
1 ≏ (2⌢(a, e), (b, e)), (3⌢(b, a))),
2 ≏ ǫ,
3 ≏ 4⌢(a, d),
4 ≏ 1⌢(d, c) M

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ♠✉st s❛t✐s❢② t✇♦ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦✲
♣❡rt✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ❬▼❡s✾✻❪ ❢♦r t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✽ ✭❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠s✮✳ ❆ t❡r♠ t ∈ TΣ,PGraph(X ) ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐❢ ✿
✕ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❝❝✉rs ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ s❡t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥
s❡t ❛s ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r s❡t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❀

✕ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦r ♣♦rt ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t ♠✉st ❛❧s♦ ♦❝❝✉r
✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ s❡t ✭✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✏❞❛♥❣❧✐♥❣ ❡❞❣❡s✑✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♠♦❞✉❧♦
❆❈❯✮ ❢♦r t❤❡ t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✉s❡❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✾ ✭❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✮✳ ❆ t❡r♠ t ∈ TΣ,PGraph(X ) ✐s ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ✿
✕ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❀
✕ ♦♥❧② ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡ts ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r t❡r♠s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ G ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

(〈1 : A || a, b, c〉, 〈2 : B || e〉, 〈3 : A || a, b, c〉, 〈4 : C || d〉)L
1 ≏ (2⌢(a, e), (b, e)), (3⌢(b, a))),
3 ≏ 4⌢(a, d),
4 ≏ 1⌢(d, c) M

✶✷✶



✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

✶✸✳✷ ♣❣✲❘❡✇r✐t❡ ❘✉❧❡s

❋♦r ❛❧❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦✈❡r TΣ,PGraph(X )✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ♥♦❞❡
✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t♦ ❜❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ♦✈❡r
TΣ,PGraph(X ) ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐❢ ❜♦t❤ t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣❣✲r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❛
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ♦✈❡r TΣ,PGraph(X )✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✵ ✭❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛s t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞
✭✇❡❛❦✮ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ L ; R✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐t ❛s ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ E(L ; R) =
t _ t′ ✇✐t❤ t ❛♥❞ t′ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ E(L) ❛♥❞ E(R) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ✭✇❡❛❦✮ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ❛ ♣❣✲r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ s✐♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
t❤❡ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ❛ ♣❣✲r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❡❛❝❤
✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ GetMap✳ ■t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ TΣ,Node(X ) t♦ TΣ,NodeSet(X ) ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ■❞❡♥t✐t② ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✵✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✭❛✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✐s ✿

(〈i : X || x, z〉, 〈j : Y || y〉)Li ≏ j⌢(x, y), (z, y)M _

(〈i.1 : X.1 || x〉, 〈i.2 : X.2 || z〉, 〈j : Y || y〉)L(i.1 ≏ j⌢(x, y)), (i.2 ≏ j⌢(z, y))M

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠

ξ = {〈i : X || x, z〉 7→ (〈i.1 : X.1 || x〉, 〈i.2 : X.2 || z〉)),
〈j : Y || y〉 7→ 〈j : Y || y〉}

✶✸✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❣✲❘❡✇r✐t❡ ❘✉❧❡s

❆❢t❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡✐r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ s♦♠❡
♣r❡♣❛r❛t♦r② st❡♣s ❜❡❢♦r❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❝✉st♦♠✐③❡ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦♥ TPGraph(X ) ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ s②st❡♠❛t✐❝
❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❡❧♣ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞
❛♣♣❧②✐♥❣ r❡✇r✐t❡ st❡♣s ✐♥ s✉❜t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
r❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❬❑▼✵✶❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t✇♦ ❝♦♥st❛♥t ♦♣❡r❛t♦rs a ❛♥❞ b✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦♣❡r❛t♦r ❴|❴✱ ✐✳❡✳✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥ ❛ r✉❧❡ a → b|b ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ a|X → b|b|X ✇✐t❤ X ❛ s❡t
✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜t❡r♠s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t t❡r♠✱ ❧✐❦❡
a|b|b|a|b|a✳

✶✷✷



✶✸✳✹ ❆✉①✐❧✐❛r② ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦✈❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ✉s✉❛❧❧②
❞❡♥♦t❡ ❜②W ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜② t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❡r♠ t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡
t1 _ t2✱ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ s❡t✲s♦rt❡❞ t❡r♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
r✉❧❡ (t1 _ t2)✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❡t✲s♦rt❡❞ s✉❜t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ✭❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✵ ✐s ✿

(〈i : X || x, z,W p
1 ,W

p
2 〉, 〈j : Y || y,W p

3 〉,W
n
4 )L(i ≏ (j⌢((x, y), (z, y),W e

5 )),W h
6 ),W a

7 M _

(〈i.1 : X.1 || x,W p
1 〉, 〈i.2 : X.2 || z,W p

2 〉, 〈j : Y || y,W p
3 〉,W

n
4 )L(i.1 ≏ j⌢(x, y)),

(i.2 ≏ j⌢(z, y)), (i ≏ (j⌢W e
5 ),W h

6 ),W a
7 M

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ξ = (〈i : X || x, z,W p
1 ,W

p
2 〉) 7→ 〈i.1 : X.1 || x,W p

1 〉, 〈i.2 :
X.2 || z,W p

2 〉), (〈j : Y || y,W p
3 〉) 7→ {〈j : Y || y,W p

3 〉) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
Wi ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡t s♦rts✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡✐r s❡t s♦rt ✿ p ❢♦r PortSet✱ n ❢♦r NodeSet✱ e ❢♦r EdgeSet✱ h ❢♦r NeighborSet✱ a ❢♦r
AdjacencyEqSet✳

✶✸✳✹ ❆✉①✐❧✐❛r② ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥✳

■♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆♦❞❡✲▼♦r♣❤✐s♠

▲❡t σ ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ξ ❛ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ξσ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❜②
σ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ξ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ✿

{ti 7→ ti1, . . . , t
i
ki
| i ∈ I}σ = {σ(ti) 7→ σ(ti1), . . . , σ(tik) | i ∈ I}

◆♦❞❡✲▼♦r♣❤✐s♠ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ξ t♦ ❛ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥♦❞❡
♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ξ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ξ(NLAM) ✉s✐♥❣ t❤❡
t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ A ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❢r♦♠ A✳
❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥♦❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ PGraph✲s♦rt❡❞ t❡r♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡
✭Pr♦♣❛❣❛t❡✮✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ✭❉✐str✐❜✉t❡✮✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ✭❆♣♣❧②❙r❝✮ ✭♦r ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ✭❆♣♣❧②❚❛r✮✮ tr❛♥s❢♦r♠s
✐t ✐♥ n ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭♥❡✐❣❤❜♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✷✳

✶✷✸



✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

i : Id; t, t1, . . . , tn : Node; N,T : NodeSet; A : AdjacencyEqSet; S1, . . . , Sk : ❳❙❡t;

V : NeighborSet; E : EdgeSet

(Propagate) {t 7→ T}NLAM→ NL{t 7→ T}AM

(Distribute) {t 7→ T}(S1, . . . , Sk)→ {t 7→ T}S1, . . . , {t1 7→ t2}Sk

(ApplySrc) {t 7→ t1, . . . , tn}(i ≏ V )→

✐❢ id(t) 6= i t❤❡♥ i ≏ ({t 7→ t1, . . . , tn}V )

❡❧s❡ id(t1) ≏ ({t 7→ t1, . . . , tn}V ), . . . , id(tn) ≏ ({t 7→ t1, . . . , tn}V )

(ApplyTar) {t 7→ t1, . . . , tn}(i
⌢E)→

✐❢ id(t) 6= i t❤❡♥ i⌢E ❡❧s❡ id(t1)⌢E, . . . , id(tn)⌢E

❋✐❣✳ ✶✸✳✷✿ ❘✉❧❡s ❢♦r ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭A✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ A ✐s str♦♥❣❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❛ PGraph✲t❡r♠✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❡r♠ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r
♥♦t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ♦r ♥♦t ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ♦r ✐t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡
✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳

❘✉❧❡s ❢♦r ❊♥s✉r✐♥❣ ❲❡❧❧✲❋♦r♠❡❞♥❡ss

▲❡tW ❜❡ t❤❡ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠ t❡r♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ♦❢ PGraph✲s♦rt❡❞ t❡r♠s
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✽ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

(w1) ❞❡❧❡t❡s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❀

(w2) ❞❡❧❡t❡s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❀

(w3) ❞❡❧❡t❡s ❡①tr❛✲❡❞❣❡s ✭❡❞❣❡s ✇❤♦s❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦rts ♦❢ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✮✳

❚❤❡ ❡①tr❛✲❡❞❣❡s ♠❛② ♦❝❝✉r ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
(ApplySrc) ❛♥❞ (ApplyTar) ♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤♦✉t
❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r v ❛ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ports(v) ✇✐❧❧
r❡t✉r♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦rts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
PGraph✲s♦rt❡❞ t❡r♠s ✐♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ (w3) ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② v✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ (w3) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ ports(•) = ∅✳
■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✷ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ W✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ W ✐s str♦♥❣❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❛t ❛♥② t❡r♠ t ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② W✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② t↓W ✳

✶✷✹



✶✸✳✹ ❆✉①✐❧✐❛r② ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s

u, v : Id, t1, t2 : NeighborSet, t3, t4 : EdgeSet, p, r : Port

(w1) • ≏ t1 → ǫAdjacencyEq

(w2) •
⌢t3 → ǫNeighbor

(w3) (v ≏ t1, (u
⌢t3, (p, r), t4), t2)→ (v ≏ t1, (u

⌢t3, t4), t2)

✐❢ p /∈ ports(v) ♦r r /∈ ports(u)

❋✐❣✳ ✶✸✳✸✿ ❘✉❧❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ t❡r♠ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠ ✭W✮

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❋♦r♠

▲❡t C ❜❡ t❤❡ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✹✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s tr❛♥s❢♦r♠
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✾ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

(c1) ♠❡r❣❡s ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐♥t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦rt s❡ts ❀

(c2) ❞❡❧❡t❡s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✇✐t❤ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❀

(c3) ♠❡r❣❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡ts ♦❢ ❡❞❣❡s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❀

(c4) ❞❡❧❡t❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❀

(c5) ♠❡r❣❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t♦
♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ s❡ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

v : Id, n : Name, t1, t2 : PortSet, t3, t4 : NeighborSet, t5, t6 : EdgeSet

(c1) 〈v : n || t1〉, 〈v : n || t2〉 → 〈v : n || t1, t2〉

(c2) v
⌢ǫEdge → ǫNeighbor

(c3) (v⌢t5), (v
⌢t6) → v⌢t5, t6

(c4) v ≏ ǫNeighbor → ǫAdjacencyEq

(c5) (v ≏ t3), (v ≏ t4) → v ≏ t3, t4

❋✐❣✳ ✶✸✳✹✿ ❘✉❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭C✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ C ✐s str♦♥❣❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② t ↓C t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② C✳

✶✷✺



✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

✶✸✳✺ ❚❤❡ ♣❣✲❘❡✇r✐t✐♥❣ ❘❡❧❛t✐♦♥

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡①t❡♥❞❡❞
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❡r♠s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ✭♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ t❡r♠ t ♦❢ s♦rt PGraph r❡✇r✐t❡s t♦ ❛ t❡r♠ t′ ✉s✐♥❣
❛ ♣❣✲r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ r : t1 _ t2 ✇✐t❤ r : t1 _ t2 ❛♥❞ ξ = GetMap(r)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② t
r
_ t′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❈❯✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

t1 ≪ t✱ s✉❝❤ t❤❛t t′ = ξσ(σ(t2))↓W↓C ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t
t ♣❣✲r❡✇r✐t❡s t♦ t′ ❜② r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ t = E(G) ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✽
❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ t1 _ t2 ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊①❛♠♣❧❡ ✷✵ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✶ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✭❛✮
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✳

✶✳ ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t1 ≪ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿

σ = {i 7→ 1, X 7→ A, x 7→ a, z 7→ b, j 7→ 2, Y 7→ B, y 7→ e, W p
1 7→ ǫ,

W p
2 7→ c, W p

3 7→ ǫ, Wn
4 7→ (〈3 : A || a, b, c〉, 〈4 : C || d〉), W e

5 7→ ǫ,

W h
6 7→ 3⌢(b, a), W a

7 7→ ((3 ≏ 4⌢(a, d)), (4 ≏ 1⌢(d, c))}

✷✳ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t2 ❜② σ ✿

σ(t2) = (〈1.1 : A.1 || a〉, 〈1.2 : A.2 || b, c〉, 〈2 : B || e〉, 〈3 : A || a, b, c〉, 〈4 : C || d〉)L
1.1 ≏ 2⌢(a, e),
1.2 ≏ 2⌢(b, e), (3⌢(b, a)),
3 ≏ 4⌢(a, d),
4 ≏ 1⌢(d, c) M

❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r 1 ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ✈❛❧✐❞ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐♥ t❤✐s t❡r♠ ❀

✸✳ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ξ ❜② σ ✿

ξσ = 〈1 : A || a, b, c〉 7→ 〈1.1 : A.1 || a〉, 〈2.2 : A.2 || b, c〉,
〈2 : B || e〉 7→ {〈2 : B || e〉

✹✳ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ σ(t2) ✿

ξσ(σ(t2)) →
+
A (〈1.1 : A.1 || a〉, 〈1.2 : A.2 || b, c〉, 〈2 : B || e〉, 〈3 : A || a, b, c〉,
〈4 : C || d〉)L
1.1 ≏ 2⌢(a, e),
1.2 ≏ 2⌢(b, e), 3⌢(b, a),
3 ≏ 4⌢(a, d),
4 ≏ 1.1⌢(d, c), 1.2⌢(d, c) M

✇✐t❤ (ApplyTar) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ 4 ≏ 1⌢(d, c) ❀

✶✷✻



✶✸✳✻ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

✺✳ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠ ✉s✐♥❣ W ✿

ξσ(σ(t2)) ↓W = (〈1.1 : A.1 || a〉, 〈1.2 : A.2 || b, c〉, 〈2 : B || e〉, 〈3 : A || a, b, c〉,
〈4 : C || d〉)L
1.1 ≏ 2⌢(a, e),
1.2 ≏ 2⌢(b, e), 3⌢(b, a),
3 ≏ 4⌢(a, d),
4 ≏ 1.2⌢(d, c) M

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ 4 ≏ 1.1⌢(d, c), 1.2⌢(d, c)
(ExtraEdges)
−−−−−−−−→ 4 ≏ 1.2⌢(d, c) s✐♥❝❡ t❤❡

♣♦rt c ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣♦rt s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② 1.1✱ ❜✉t ✐t ♦❝❝✉rs ✐♥
t❤❡ ♣♦rt s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② 1.2 ❀

✻✳ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✉s✐♥❣ C ❀ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✿

ξσ(σ(t2)) ↓W↓C = ξσ(σ(t2)) ↓W

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ σ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t t❡r♠ ξσ(σ(t2)) ↓W↓C
✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t ✐s t❤❡ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G′ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ■❢ t ♣❣✲r❡✇r✐t❡s t♦ t′ ❛♥❞ t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ t❤❡♥
t′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ❲❡ s❛✇ t❤❛t ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ O1 ⇒ O2 ❤❛s ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠s (O1 ⇒ O2)⇒ (O′

1 ⇒ O′
2) ❛♥❞ O ⇒ G

❤❛✈❡ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞
t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s✱ t❤❡♥ ✐t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✶✮✳

✶✸✳✻ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❛s ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✮✳

✶✳ ▲❡t G,G′ ❜❡ t✇♦ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ r ❛ ✇❡❛❦ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❛♥❞ m ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
♠♦r♣❤✐s♠ s✉❝❤ t❤❛t G

r
; G′ ✉s✐♥❣ m✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❛♥❞ ❛

t❡r♠ t′ s✉❝❤ t❤❛t E(G)
E(r)
−_ t′ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❛♥❞ t′ = E(G′)✳

G
r
m

///o/o/o/o/o/o/o/o/o

E
��

G′

E
��

E(G) = t
E(r)

∃σ
// ∃t′

✶✷✼



✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

✷✳ ▲❡t G ❜❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤✱ t = E(G)✱ t1 _ t2 ❛ ♣❣✲r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ t′ s✉❝❤ t❤❛t t
t1_t2
−_ t′

✇✐t❤ σ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t1 ≪ t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st
❛✮ ❛ ✇❡❛❦ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ r s❛t✐s❢②✐♥❣ E(r) = t1 _ t2✱

❜✮ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ σ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢
t ❛♥❞ G✱ ❛♥❞

❝✮ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G′ s✉❝❤ t❤❛t G
r
; G′ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ m ❛♥❞

E(G′) = t′✳

E(G) = t
t1_t2
σ

// t′

G

E

OO

∃r s✳t✳ E(r)=t1_t2

∃m
///o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o ∃G′

E

OO

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G
✉s✐♥❣ ❛ r✉❧❡ G1 ; G2 ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠m✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ t = E(G) ✉s✐♥❣
t1 _ t2 = E(G1 ; G2) s✐♥❝❡ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t1 ≪ t ❤❛✈❡ ❛s ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s✐s
t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ m✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♥♦❞❡s ♣r♦❞✉❝❡s k
r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡✲♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❛ t❡r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ k s♦❧✉t✐♦♥s
❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈❯✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✸✳✼ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ρ✲❈❛❧❝✉❧✉s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✺✱
✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❢♦r t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
✕ t❛❦❡ ❢♦r K t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ✐♥ F ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ s♦rts (S, <)
❛♥❞ ❢♦r X ❛♥ (S, <)✲s♦rt❡❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀

✕ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ♣❛tt❡r♥s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠s ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ TΣ,PGraph(X ) ❀
✕ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✶✮✳

❲❡ ❜❡♥❡✜t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❣r♦✉♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦r r❡s✉❧ts
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆s ❢♦r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ (δ) ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r

str✉❝t✉r❡s ✐s t❛❦❡♥ ❛s s✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♥❡✇ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ t1 _ t2 ♦♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠ t3 ✐♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

(ρtpg) (t1 _ t2) t3 →ρ S(ς1(t2)) ≀ . . . ≀ S(ςn(t2)),

✐❢ Sol(t1 ≪ t3) = {σ1, . . . , σn}, ξ = GetMap(t1 _ t2), ςi = σi ◦ ξ
σi

✇❤❡r❡ t1 _ t2 ✐s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ r✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t1 _ t2✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥ ACU✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ S ✐s ❛ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ❛ t❡r♠ t♦ ✐ts ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s W ❛♥❞ C✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ t❡r♠✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ρtpg✲❝❛❧❝✉❧✉s✳

✶✷✽
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❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

▼✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ■✳ ▼❛❝❦✐❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ P✐♥t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋▼P✵✼❪ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧✉s
❢♦r ❣r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❛ s②♥t❛① ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠s
✭❈❘❙s✮ ❬❑❧♦✽✵❪ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❡r♠✲❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s
❛ ✭❤②♣❡r✮❣r❛♣❤ ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ η[x1, x2, . . . , xn].{s | t} ✇❤❡r❡ s ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✭t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ❣❧✉❡❞ ✇✐t❤
♦t❤❡r ❣r❛♣❤s✮✱ t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❞❣❡s ✭✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ ❡♥❞♣♦✐♥ts✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞❡r η ❤✐❞✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s x1, x2, . . . , xn t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r
L⇒ R ❛ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ L ❛♥❞ R ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t✇♦ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛s ❛❜♦✈❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ L ❛♥❞ R✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Z(l)⇒ Z(r) ✇✐t❤ Z
❛ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ♦✈❡r ❛ ✜rst✲♦r❞❡r

s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛
♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❣r❛♣❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ρtpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✿
✕ t❤❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ γ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐❞❡❛ ❢r♦♠
t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② Σ ❀

✕ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❀

✕ t❤❡ ρtpg✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ρtpg✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✳

✶✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞
♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❡r♠s ❢r♦♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s✉❜t❡r♠s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡
❧❛❜❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞
❛ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r ♣♦rt
❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❣✲r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r
t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳
■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ❚❖▼ ❬❇❇❑+✵✼❜❪ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦✲

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✱ ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
♦♥❡ ✐♥ ❬▼❡s✾✻❪ ✿ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛s ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❧✐st ♦❢ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
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✶✸ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
❜② ✐ts ♥♦❞❡ s❡t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❜② ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦rt ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦rt✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❇❇✵✼❪ ❢♦r ❛ t❡r♠
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s ❝②❝❧✐❝ t❡r♠ ❣r❛♣❤s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs ❛♥❞ ❚❖▼✬s ♠❛①✐♠❛❧ s❤❛r✐♥❣ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
❝♦♠♣✉t❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ t❡r♠s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ r❡✇r✐t✐♥❣ t❡r♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠
t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❚❖▼ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳
❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✱

♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❘❙s ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❡r♠✲❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣
s②st❡♠s ❬P❧✉✾✾❪✱ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ◆❡ts ❬▲❛❢✾✵❪✱ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❬❆▲✾✹❪✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♥❡ts ❬❆❧❡✾✾❪✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✇❛②s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❛s ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❘❙✲❜❛s❡❞ s②♥t❛① ✐♥ ❬❋▼P✵✼❪✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤✐❝❛❧
❢♦r♠❛❧✐s♠s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ◆❡ts r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ♣♦rt ❣r❛♣❤s s✐♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ✭❛ ♥♦❞❡✮ ❤❛s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
♣♦rts✳

✶✸✵



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤✱ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s
❛♥❞ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ◆♦❞❡s ✇✐t❤ ♣♦rts r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭♦❜❥❡❝ts✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡❞❣❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❡♥t✐t✐❡s ♦r ♥♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠
❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ✭♣♦rts✮✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ♠❡r❣✐♥❣✱ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ♦r
❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐ts str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❛❞❞ ♠♦r❡ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✈✐❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s t❤❛t ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡
♦t❤❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ✈✐❛ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢
❛ s❡t ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ t❤❛t ❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡s✐❣♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❡♥❞♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t

♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✐s t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛
s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t♦ ♠❡❡t ❛s t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ✇❡ ♣✉t t❤❡♠ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
✈❡r✐✜❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❡♠♣♦r❛❧
❧♦❣✐❝✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r✉♥t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ s②st❡♠ t♦
❞❡t❡❝t ✐ts ♦✇♥ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s✱ r✉♥t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s②st❡♠ st❛t❡s ✐♥ t✐♠❡✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤
r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❚r❡❡ ▲♦❣✐❝ ✭❈❚▲✮ ❬❈●P✵✵❪✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞
✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
t❤❡ r❡✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠✳

✶✸✶



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt② p ❛s t❤❡ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛ AG(p) ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ p ✐s tr✉❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❢❛t❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛s AF(p)
❢♦r p ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ p ✐s
tr✉❡✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❈❚▲ ❛s t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r✉♥✲

t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❬❇▼❘✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
❚❖▼ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛
♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛s ❜❛s✐❝ str❛t❡❣✐❡s ✭s❡t ♦❢ r✉❧❡s✮✳ ❚❤❡♥ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♥♦♥✲❢❛✐❧✐♥❣
str❛t❡❣② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s tr✉❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❚▲ ❤❛s ❛❧✲
r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬❈❘❈❋❙✵✹✱ P❈✵✸✱
❇❘❏+✵✺✱ ▼❘▼+✵✽❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬❈❘❈❋❙✵✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡s✐✈❡♥❡ss
♦❢ ❈❚▲ ❢♦r ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢
❛ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥❝❡r♥
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t ♣❛t❤✇❛②s ✭r❡❛❝❤❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ st❛t❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t✮✱ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▲❛t❡r✱ ✐♥ ❬▼❘▼+✵✽❪ t❤❡
❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
♦❝❝✉rr❡♥❝❡✴❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡s❡
♣❛tt❡r♥s ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡r✐❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❬❈❘❈❋❙✵✹❪✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❢r♦♠ ❈❚▲ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✶✮✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛s str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦✈❡r
♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❤❡r❡
t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✭str❛t❡❣✐❝✮ ♣♦rt
❣r❛♣❤ r❡✇r✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✷ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✇✐t❤ ❛ s❡t
♦❢ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❣✉❛r❞ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❣✉❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ t❤❡
♠✉❧t✐✈❡rs❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ str❛t❡❣② ♦♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ❢♦r ❛
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✶✹✳✶ ❈❚▲ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s ❛♥❞ P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❈❚▲ ❢r♦♠ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐✲
t✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❛ ✜rst st❛❣❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❛❜♦✉t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆♥

❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❀ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣♦rt

✶✸✷



✶✹✳✶ ❈❚▲ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s ❛♥❞ P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t♦rs t♦ ♦❜t❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ s❛t✐s✲
❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❀ ✐♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ s❡✈❡✲
r❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡
❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s ❬❈●P✵✵❪ ✉s✐♥❣ ♣❛t❤ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✳

✶✹✳✶✳✶ P♦rt ●r❛♣❤ ❊①♣r❡ss✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ ♣♦rt ♥❛♠❡s
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ ∇ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ◆♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ Id∗✱ ✇❤❡r❡ Id = Int ∪ VarId✮✳ ▲❡t ∇ = 〈∇N ,∇P〉 ❜❡ ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡✱
❛♥❞ X = (XN ,XP) ❛ ♣❛✐r ♦❢ s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❛♠❡s ❢♦r ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♣♦rts✳ ❚❤❡♥ ∇X

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡ 〈∇N ∪XN ,∇P ∪XP〉✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t str✐♥❣s
✭❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs✮ ❢r♦♠ ∇N ✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ XN ✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ ♣♦rt ♥❛♠❡s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥st❛♥t str✐♥❣s ❢r♦♠ ∇P ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧♦✇❡r ❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✮ ❢r♦♠ XP ✳
❆ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥str✉❝t ♦❢ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ ✿ t❤❡ ❡♠♣t② ❣r❛♣❤✱ ❛ ♥♦❞❡✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❜② ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦rts✱ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦rts ❛♥❞ ♦♥ ❛ s❛♠❡ ♣♦rt✳
❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝ts✳
▲❡t σ : X → Int∗ ∪ ∇ ❜❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r

♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ ♣♦rt ♥❛♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② σ∗

t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ σ ♦✈❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✹✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✷ ✭❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✮✳ ❆ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G s❛t✐s✜❡s ❛ ♣♦rt
❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ γ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t σ s✉❝❤ t❤❛t G ≡
σ∗(γ)✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② G |=σ γ✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ γ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ✐❢ γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s G✱ ✐✳❡✳✱ Sol(γ ≪ G) 6= ∅✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
❡①♣r❡ss✐♦♥ γ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❜② G✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G 6|=σ γ✱ ✐❢ Sol(γ ≪ G) = ∅✳

✶✹✳✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝t♦rs✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✈❡r✐❢②
♦♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✸ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✮✳ ●✐✈❡♥ ∇X ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r✲
♠✉❧❛s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② FS(∇X )✱ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
✕ ⊤ ❛♥❞ ⊥ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❀

✶✸✸



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

◆♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ξ ::= n✱ n ∈ Int ❝♦♥st❛♥t ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r

| i✱ i ∈ VarId ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r

| ξ1.ξ2 ❝♦♠♣♦s❡❞ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r

◆♦❞❡ ♥❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s α ::= A✱ A ∈ ∇N ❝♦♥st❛♥t ♥♦❞❡ ♥❛♠❡

| X✱ X ∈ XN ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡

| α1.α2 ❝♦♠♣♦s❡❞ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡

| α.n✱ n ∈ Int ❝♦♠♣♦s❡❞ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡

P♦rt ♥❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s β ::= a✱ a ∈ ∇P ❝♦♥st❛♥t ♣♦rt ♥❛♠❡

| x✱ x ∈ XP ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦rt ♥❛♠❡

P♦rt ♥❛♠❡ ❧✐st ❡①♣r❡ss✐♦♥s β ::= ε ❡♠♣t② ❧✐st

| β ♣♦rt ♥❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

| β, β ❧✐st ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥

P♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s γ ::= ε ❡♠♣t② ❣r❛♣❤

| ξ : α : β ♥♦❞❡

| γ1 γ2 ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥

| γ1 · ��· γ2 ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

| γ ·__ ❧♦♦♣

| γ ee s❡❧❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✹✳✶✿ P♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

✕ ❛♥② ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ γ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❀
✕ ✐❢ ϕ✱ ϕ1✱ ❛♥❞ ϕ2 ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ ¬ϕ✱ ϕ1 ∧ ϕ2✱ ϕ1 ∨ ϕ2✱ ϕ1 → ϕ2✱ ❛♥❞

◊ϕ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s FS(∇X )✳
❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs ⊤✱ ⊥✱ ¬✱ ∧✱ ∨✱ → ❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧

❧♦❣✐❝ ❢♦r ✏tr✉❡✑✱ ✏❢❛❧s❡✑✱ ✏♥♦t✑✱ ✏❛♥❞✑✱ ✏♦r✑✱ ❛♥❞ ✏✐♠♣❧✐❡s✑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦♣❡✲
r❛t♦r ◊ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ♦♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦r ♣♦rt s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ❆s
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs ⊥✱ ¬✱ ❛♥❞ ∨ ❀ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ⊤✱ ∧✱ ❛♥❞ →✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✹ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ∈
FS(∇X ) ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G |= ϕ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

G |= ⊤

G 6|=⊥

G |= γ ⇔ ∃σ s✉❝❤ t❤❛t G |=σ γ

✶✸✹



✶✹✳✶ ❈❚▲ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s ❛♥❞ P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ϕ ::= ⊤ tr✉❡

| ⊥ ❢❛❧s❡

| γ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥

| ¬ϕ ♥❡❣❛t✐♦♥

| ϕ1 ∧ ϕ2 ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥

| ϕ1 ∨ ϕ2 ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥

| ϕ1 → ϕ2 ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

| ◊ϕ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♠♦❞❛❧✐t②

❋✐❣✳ ✶✹✳✷✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s

G |= ¬ϕ ⇔ G 6|= ϕ

G |= ϕ1 ∧ ϕ2 ⇔ G |= ϕ1 ❛♥❞ G |= ϕ2

G |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ G |= ϕ1 ♦r G |= ϕ2

G |= ϕ1 → ϕ2 ⇔ G 6|= ϕ1 ♦r G |= ϕ2

G |= ◊ϕ ⇔ ∃G′ ⊑ G s✉❝❤ t❤❛t G′ |= ϕ

❲❤❡r❡❛s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ γ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ✐❢ γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ G✱ G str✉❝t✉r❛❧❧② s❛t✐s✜❡s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ◊γ ✐s γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦rt
❣r❛♣❤ s✉❜♠❛t❝❤✐♥❣ G✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ G |= ◊γ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Sol(γ ≺≺ G) 6= ∅✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐s ✉♣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✉s✐♥❣
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ϕ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ■❢ G |= ϕ ❛♥❞ G ≡ G′ t❤❡♥ G′ |= ϕ✳

✶✹✳✶✳✸ ❙t❛t❡ ❛♥❞ P❛t❤ ❋♦r♠✉❧❛s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❈❚▲ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s s②st❡♠s ♦r ❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
st❛t❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✺ ✭❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ ❬❈●P✵✵❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s AP ✱ ❛
❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r AP ✐s ❛ ❝♦♥str✉❝t K = (S,Rt, L) ✇❤❡r❡ ✿

✶✳ S ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱

✷✳ Rt ⊆ S × S ✐s ❛ t♦t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✱
∃s′ ∈ S s✉❝❤ t❤❛t sRts′✱

✸✳ L : S → 2AP ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ s ∈ S t❤❡ s❡t ♦❢
t❤♦s❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ AP t❤❛t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s✳

✶✸✺



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ s❡ts ♦❢ st❛t❡s✳ ❆ ♣❛t❤ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡ K ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ s ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s π = s0s1s2 . . . s✉❝❤ t❤❛t
s = s0 ❛♥❞ Rt(si, si+1) ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ πi r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✉✣① ♦❢ π st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❑r✐♣❦❡

str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ st❛t❡ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥
♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛ st❛t❡ ❛ ❧❛❜❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡
s❛t✐s✜❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ t❡st t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ s✉❜♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❛ ✭str❛t❡❣✐❝✮ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s ❢♦r r❡✇r✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❬❊▼❙✵✹❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✻ ✭▼♦❞❡❧ ❢♦r ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s
♦✈❡r ❛ ♣✲s✐❣♥❛t✉r❡∇X ❛♥❞ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠R ✐s ❛ ❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ s②st❡♠
M = (Ob(PGraph),→•

R, LPGraph) ✇❤❡r❡ ✿
✕ Ob(PGraph) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣♦rt
❣r❛♣❤s PGraph✱

✕ →R ✐s t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② R ♦♥ Ob(PGraph)✱
✕ →•

R ✐s t❤❡ t♦t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦→R ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ s❡❧❢✲❧♦♦♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
♦r t❡r♠✐♥❛❧ st❛t❡ G ✭✐✳❡✳✱ G ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ R✮ ❀

✕ LPGraph : Ob(PGraph) → P(FS(∇X )) t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G t♦ ❛ s❡t ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❤♦❧❞ ✐♥ G✱ t❤❛t ✐s✱ LPGraph(G) = {ϕ ∈ FS(∇X ) | G |= ϕ}✳

■❢ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ st❡♣s ❛r❡ ♦♥❡✲st❡♣ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣s ❞❡✜✲
♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✭P●❘❙✮✳ ❲❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ❛s ❛❜♦✈❡ ❤❛s ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠ R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦rr♦✇
❛❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ♦♥ ♣❛t❤s✱ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ str❛t❡❣②✱ str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ str❛t❡❣② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
▲❡t G ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦rt ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ tr❡❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧M ♦✈❡r
∇X ❛♥❞ R ✇✐t❤ G t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②M(R, G)✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ tr❡❡ ✇✐t❤ G ❛s t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♣❛t❤✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤✐s tr❡❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ✐❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳
❚❤❡ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s r❡❢❡r t♦ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞
t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛t❤
q✉❛♥t✐✜❡rs A ❛♥❞ E ❤❡❧♣ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ tr❡❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦♣❡r❛t♦rs ✭X✱ F✱ G✱ U✱ R✮ ❤❡❧♣ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ s✉❝❤ ❛
tr❡❡✳ ❆ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜✈❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✿
✕ X ✭♥❡❳t t✐♠❡✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❀
✕ G ✭●❧♦❜❛❧❧② ♦r ❛❧✇❛②s✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ❛t ❡✈❡r② st❛t❡ ♦♥ t❤❡
♣❛t❤ ❀

✕ F ✭❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❋✉t✉r❡✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡rt② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❤❛s t♦
❤♦❧❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❀

✶✸✻



✶✹✳✶ ❈❚▲ ❢♦r P♦rt ●r❛♣❤s ❛♥❞ P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣

✕ U ✭❯♥t✐❧✮ t❛❦❡s t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②
❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ✉♥t✐❧ s♦♠❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❀

✕ R ✭❘❡❧❡❛s❡✮ ✐s ❛❧s♦ ❜✐♥❛r② ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡
♣❛t❤ ✉♥t✐❧ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ s②♥t❛① ♦❢ ❈❚▲ ❬❈●P✵✵❪ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛s ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❈❚▲
❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✸✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✼ ✭❙t❛t❡ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s✮✳ ❚❤❡ s❡ts ♦❢ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
✕ ❛♥② str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❀
✕ ✐❢ ψ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ Aψ ❛♥❞ Eψ ❛r❡ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❀
✕ ✐❢ φ, φ1, φ2 ❛r❡ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ ¬φ✱ φ1∧φ2✱ φ1∨φ2✱ φ1 → φ2 ❛r❡ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❀
✕ ✐❢ φ, φ1, φ2 ❛r❡ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ Xφ✱ Gφ✱ Fφ✱ φ1Uφ2✱ φ1Rφ2 ❛r❡ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s✳

■♥ ❈❚▲ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡♠✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ✐s {⊥,¬,∨,EX,EG,EU}✳

❙t❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s φ ::= ϕ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛

| ¬φ ♥❡❣❛t✐♦♥

| φ1 ∧ φ2 ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥

| φ1 ∨ φ2 ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥

| φ1 → φ2 ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

| Aψ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❤s

| Eψ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤

P❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ψ ::=

| Xφ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤

| Gφ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤

| Fφ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤

| φ1Uφ2 ✉♥t✐❧

| φ1Rφ2 r❡❧❡❛s❡

❋✐❣✳ ✶✹✳✸✿ ❋♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧M ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❈❚▲✳ ■❢ φ ✐s ❛ st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥M, G |= φ ♠❡❛♥s t❤❛t φ ❤♦❧❞s ❛t t❤❡ st❛t❡
G ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧M✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ψ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥M, π |= ψ ♠❡❛♥s
t❤❛t ψ ❤♦❧❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ π ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ M✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ M, πk |= φ ♠❡❛♥s
t❤❛t φ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ k✲t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ π ✐♥M✳

✶✸✼



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✽ ✭❚❡♠♣♦r❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt
❣r❛♣❤s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧M ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❢♦r G ❛ st❛t❡ ✐♥M ❛♥❞ π ❛ ♣❛t❤ ✿

M, G |= ¬φ ⇔ M, G 6|= φ

M, G |= φ1 ∧ φ2 ⇔ M, G |= φ1 ❛♥❞M, G |= φ2

M, G |= φ1 ∨ φ2 ⇔ M, G |= φ1 ♦rM, G |= φ2

M, G |= φ1 → φ2 ⇔ M, G 6|= φ1 ♦rM, G |= φ2

M, G |= Aψ ⇔ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ π st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ●, M, π |= ψ

M, G |= Eψ ⇔ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ π st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ● s✉❝❤ t❤❛tM, π |= ψ

M, π |= Xφ ⇔ M, π1 |= φ

M, π |= Gφ ⇔ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 0, M, πk |= φ

M, π |= Fφ ⇔ t❤❡r❡ ❡①✐sts k ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛tM, πk |= φ

M, π |= φ1Uφ2 ⇔ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ k ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛tM, πk |= φ2 ❛♥❞

❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i < k, M, πi |= φ1

M, π |= φ1Rφ2 ⇔ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 0, ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② i < j M, πi 6|= φ1 t❤❡♥

M, πj |= φ2

✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜✐❣✲st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✇✐t❤ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❀ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s str❛t❡❣✐❡s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s t❡st❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❛①✳

✶✹✳✷✳✶ ❙②♥t❛①

❲❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✇♦r❧❞s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛s

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥
❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✐♥ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
❢r♦♠ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ✉s✉❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❢r♦♠ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝ ✿

ϕ ::= ⊤ | ⊥ | ◊γ | ¬ϕ | ϕ1 ∧ ϕ2 | ϕ1 ∨ ϕ2 | ϕ1 → ϕ2

❆♥② ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ γ ♠✉st ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ s✐♥❝❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ◊γ s✉♣♣♦s❡s s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✉❜♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳

✶✸✽



✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❈❚▲ ❢♦r
♣♦rt ❣r❛♣❤s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜❥❡❝t ♣♦rt ❣r❛♣❤s✳ ❇✉t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❛rr♦✇ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ⇒ ❛♥❞ @✱
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♥♦❞❡s✳

❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❜② ❛ str❛t❡❣②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ γ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
τ ❢r♦♠ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ str❛t❡❣✐❡s ✭♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

τ(⊤) = id

τ(⊥) = fail

τ( ◊γ) = γ ⇒ γ

τ(¬ϕ) = not(τ(ϕ))

τ(ϕ1 ∧ ϕ2) = seq(τ(ϕ1), τ(ϕ2))

τ(ϕ1 ∨ ϕ2) = first(τ(ϕ1), τ(ϕ2))

τ(ϕ1 → ϕ2) = X ⇒ seq(τ(ϕ1),first(stk⇒ X, τ(ϕ2)))@X

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ▲❡t ϕ ❜❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ❛♥❞ G ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤
♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡♥ τ(ϕ)@G r❡❞✉❝❡s ❡✐t❤❡r t♦ {[G]} ♦r t♦ {[stk]}✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ϕ ♦♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ❢❛✐❧s✱ t❤❡♥
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❜② G✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❈♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ϕ ❛
str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❢ G |= ϕ t❤❡♥ τ(ϕ)@G −→∗ {[G]}✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢
G 6|= ϕ t❤❡♥ τ(ϕ)@G −→∗ {[stk]}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ϕ
❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❢ τ(ϕ)@G −→∗ {[G]} t❤❡♥ G |= ϕ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢
τ(ϕ)@G −→∗ {[stk]} t❤❡♥ G 6|= ϕ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ t❤❡♥✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
τ(ϕ1 ∧ ϕ2) = τ(ϕ2 ∧ ϕ1)✱ ❤❡♥❝❡ ✿

seq(τ(ϕ1), τ(ϕ2)) = seq(τ(ϕ2), τ(ϕ1))

❙✉❝❤ str❛t❡❣② ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦r seq ✐s ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣②
♦♣❡r❛t♦r first✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✸ ✭❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐r✉s ✐♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✮✳ ❆ ✉s✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♣♦ss✐❜❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✈✐r✉s❡s ✐s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡
❛s s♦♦♥ t❤❡② ❡♥t❡r t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐r✉s

✶✸✾



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣❛tt❡r♥ γ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬γ✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❡ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ γ ⇒ γ✳ ■❢ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t t❤❡ ✈✐r✉s ♣❛tt❡r♥ γ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧②✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❝❝✉r ✐♥
t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇♦r❧❞s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐r✉s
♣❛tt❡r♥ γ ✐♥ ❛ st❛t❡ ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ γ ⇒ γ✱ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✇❡ ❞♦ ♥♦t t❡st t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬γ✱ ❜✉t t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✏♣♦s✐t✐✈❡✑
❢♦r♠✉❧❛ ◊(γ ⇒ γ)✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛❜str❛❝t✐♦♥s
t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

❈❚▲ ❋♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧

❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡ ❈❚▲ ♦♣❡r❛t♦rs ✿ AX✱ EX✱ AF✱ EF✱ AG✱ EG✱ AU✱ EU✱ AR✱
ER✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ϕ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇♦r❧❞s ♦r ♠✉❧t✐✈❡rs❡✱
✇❡ ✉s❡ ϕ ❛s str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ✇♦r❧❞s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛t❤ q✉❛♥t✐✜❡rs
A ❛♥❞ E ❢♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♦✈❡r ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ✇♦r❧❞s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

F1 ::= ϕ

F2 ::= Aϕ | Eϕ

F3 ::= AXϕ | EXϕ | AFϕ | EFϕ | AGϕ | EGϕ | A(ϕUϕ) | E(ϕUϕ) | A(ϕRϕ) | E(ϕRϕ)

Fv ::= F1 | F3 | ¬Fv | Fv ∨ Fv | Fv ∧ Fv

Fw ::= F2 | F3 | ¬Fw | Fw ∨ Fw | Fw ∧ Fw

●✉❛r❞❡❞ ❲♦r❧❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐✈❡rs❡s

❲❡ ❣✉❛r❞ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ F ✿

Dv ::= |= Fv | |=
? Fv | 6|= Fv | Dv Dv

FV ::= V Dv

Dw ::= |= Fw | |=
? Fw | 6|= Fw | Dw Dw

FW ::= W Dw | {FV . . .FV} | {FW . . .FW}

✇❤❡r❡ ✿
✕ V |= F ✭W |= F ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇♦r❧❞ V ✭r❡s♣✳ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✮ ✇❤❡r❡ F ❤♦❧❞s✱
✕ V |=? F ✭W |=? F ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇♦r❧❞ V ✭r❡s♣✳ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ F ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ❢♦r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

✶✹✵



✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

✕ V 6|= F ✭W 6|= F ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇♦r❧❞ V ✭r❡s♣✳ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✮ ✇❤❡r❡ F ❞♦❡s ♥♦t
❤♦❧❞✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s ❡①t❡♥❞s ♥❛t✉r❛❧❧② ♦♥
❣✉❛r❞❡❞ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ❣✉❛r❞❡❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s ✿

V1 D ≡ V2 D ✐❢ V1 ≡ V2

W1 D ≡W2 D ✐❢ W1 ≡W2

❢♦r ❛♥② D ❛♥❞ D′ ❣✉❛r❞s ♦♥ ❛ ✇♦r❧❞ ♦r ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙✐♥❝❡ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ F ∈ Fv ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ F1∪F3✱

F = F1 ∧ . . . ∧ Fk✱ k ≥ 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ F ❛s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t♦
❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ k ❣✉❛r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s F1, . . . , Fk✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

|=? (F1 ∧ . . . ∧ Fk) ≡ |=? F1 . . . |=
? Fk

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❣✉❛r❞s ♦✈❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ F1 ∪ F3 ❛♥❞
F2 ∪ F4 s✐♥❝❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠✉❧❛s✳
❆ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② ❛ ❢♦r♠✉❧❛ F ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ Aϕ ♦r Eϕ ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦r❧❞s ❣✉❛r❞❡❞ ❜② F ✿

{W1 . . .Wn} |=
? F ≡ {W1 |=

? F . . .Wn |=
? F} ✐❢ F 6= Aϕ ∨ F 6= Eϕ

✶✹✳✷✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ st❡♣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ str❛t❡❣② t♦ ❛♣♣❧② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❢❛✐r✳ ■❢ ❛ ✇♦r❧❞ ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ str❛t❡❣②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t ♦♥❧② ♦♥❡ str❛t❡❣② t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❀
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❡✈♦❧✈❡✱ ♥❡✈❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s t♦ ❜❡ ✭♣♦ss✐❜❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✮ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❛ ❲♦r❧❞ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ▼✉❧t✐✈❡rs❡

❚❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ❜② ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② τ(ϕ) ♦♥ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❲❡
❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛ ✇♦r❧❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ [G] |= ϕ ✐❢ G |= ϕ✳ ❲❡
❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ❛s ❛ str❛t❡❣② ♦♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✿

Svϕ = [X]⇒ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ [X] |= ϕ,X2 ⇒ [X] 6|= ϕ)@X

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ▲❡t [G] ❜❡ ❛ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ϕ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥ Svϕ@V r❡❞✉❝❡s t♦
[G] |= ϕ ✐❢ G |= ϕ ❛♥❞ t♦ [G] 6|= ϕ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ✇♦r❧❞ V ❣✉❛r❞❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❣✉❛r❞❡❞ ✇♦r❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② Svϕ ♦♥ V ✿

V |=? ϕ ≡ Svϕ@V

✶✹✶



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

■❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❧❞ V s❛t✐s✜❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛
ϕ✱ ✐✳❡✳✱ τ(ϕ)@G −→∗ {[G]}✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ V |=? ϕ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ V |= ϕ
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Svϕ@V ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ V ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ϕ✱ ✐✳❡✳✱ τ(ϕ)@G −→∗ {[stk]}✱ t❤❡♥
t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ V |=? ϕ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ V 6|= ϕ✳
❲❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ♦r ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② ❛

str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛t❤ q✉❛♥t✐✜❡rs A ❛♥❞ E ❛❧s♦ ❢♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
✇♦r❧❞s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ t♦ s❛② t❤❛t ✿
✕ Aϕ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✐❢ ϕ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇♦r❧❞ ❢r♦♠ W ❀

{V1 . . . Vn} |= Aϕ⇔ ∀i, 1 ≤ i ≤ n, Vi |= ϕ

✕ Eϕ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✐❢ ϕ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✇♦r❧❞ ❢r♦♠ W ✿

{V1 . . . Vn} |= Eϕ⇔ ∃i, 1 ≤ i ≤ n, Vi |= ϕ

❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s Aϕ ❛♥❞ Eϕ ❛s str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ t❡st t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ϕ ♦♥ W ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ str❛t❡❣② ✇❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ W r❡❞✉❝❡s
t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r✳ ▲❡t t❤✐s ❜❡ SwAϕ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧❡❢t✲❜✐❛s❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛ str❛t❡❣② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✿

SwAϕ = first(S1, S2)

S1 = {[X]} ⇒ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ {[X]} |= Aϕ,X2 ⇒ {[X]} 6|= Aϕ)@X

S2 = {[X] Z} ⇒

ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ {[X] |= ϕ SwAϕ@Z}, X2 ⇒ {[X] Z} 6|= Aϕ)@X

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str❛t❡❣② SwEϕ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Eϕ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ❛❧s♦
❛s ❛ ❧❡❢t✲❜✐❛s❡❞ ❝❤♦✐❝❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ SwAϕ ✿

SwEϕ = first(S3, S4)

S3 = {[X]} ⇒ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ {[X]} |= Eϕ,X2 ⇒ {[X]} 6|= Eϕ)@X

S4 = {[X] Z} ⇒

ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ {[X] Z} |= Eϕ,X2 ⇒ {[X] 6|= ϕ SwEϕ@Z})@X

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ▲❡t W = {[G1] . . . [Gn]} ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡✱ ❛♥❞ ϕ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳
❚❤❡♥ SwAϕ@W r❡❞✉❝❡s t♦ ❡✐t❤❡r W |= Aϕ ✐❢ Gi |= ϕ ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛♥❞ t♦ W 6|= Aϕ
♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ▲❡t W = {[G1] . . . [Gn]} ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡✱ ❛♥❞ ϕ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳
❚❤❡♥ SwEϕ@W r❡❞✉❝❡s t♦ ❡✐t❤❡r W |= Eϕ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ s✉❝❤ t❤❛t Gi |= ϕ✱
❛♥❞ t♦ W 6|= Eϕ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✹✷



✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t st❛t❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦r ifThenElse✳
❚❤❡♥✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❛ ❣✉❛r❞❡❞ ✇♦r❧❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ❣✉❛r❞❡❞ ❜②

❛ ❢♦r♠✉❧❛ Aϕ ♦r Eϕ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② SwAϕ ♦r SwEϕ
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✿

W |=? Aϕ ≡ SwAϕ@W W |=? Eϕ ≡ SwEϕ@W

❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② t❡st ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② t❤❡
str❛t❡❣✐❡s SwAϕ ❛♥❞ SwEϕ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ♦❢ ✇♦r❧❞s
❣✉❛r❞❡❞ ❜② s❛t✐s✜❡❞ ♦r ♥♦♥✲s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❣r♦✉♣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✿

{V |= ϕ W |= Aϕ} ≡ {V W} |= Aϕ
{V 6|= ϕ W |= Aϕ} ≡ {V |= ϕ W 6|= Aϕ} ≡ {V W} 6|= Aϕ
{V 6|= ϕ W 6|= Eϕ} ≡ {V W} 6|= Eϕ
{V 6|= ϕ W |= Eϕ} ≡ {V |= ϕ W 6|= Eϕ} ≡ {V W} |= Eϕ

❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ●✉❛r❞❡❞ ❲♦r❧❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐✈❡rs❡s

❲❡ ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ⇛ ❜❡t✇❡❡♥ ❣✉❛r❞❡❞ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ❣✉❛r❞❡❞ ♠✉❧t✐✲
✈❡rs❡s✳ ❋♦r V |=? F t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❛r❞❡❞ ✇♦r❧❞✱ ✐❢ ❛t ❛♥② st❡♣ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡
W |= F ✭W 6|= F ✮✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❧❞ V s❛t✐s✜❡s F ✭❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② F
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

AXϕ ❛♥❞ EXϕ

■❢ ❛ ✇♦r❧❞ V ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣✉❛r❞ |=? AXϕ r❡❞✉❝❡s ✐♥ ❛ st❡♣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ W ✱
t❤❡ ❣✉❛r❞ r❡❞✉❝❡s ❛s ✇❡❧❧ t♦ |= AXϕ ✐❢ ❡✈❡r② ✇♦r❧❞ ✐♥ W s❛t✐s✜❡s ϕ✱ ♦r 6|= AXϕ
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ r❡❛s♦♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❛ ✇♦r❧❞ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② |=? EXϕ ❜② t❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡
♠✉❧t✐✈❡rs❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ r❡❞✉❝❡s t♦ ✐♥ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇♦r❧❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ ϕ✳

V |=? AXϕ ⇛ first(W |= Aϕ⇒W |= AXϕ,W 6|= Aϕ⇒W 6|= AXϕ)@(W |=? Aϕ)

✐❢ V Z⇒W ✭✶✹✳✶✮

V |=? EXϕ ⇛ first(W |= Eϕ⇒W |= EXϕ,W 6|= Eϕ⇒W 6|= EXϕ)@(W |=? Eϕ)

✐❢ V Z⇒W ✭✶✹✳✷✮

AGϕ

■❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ AGϕ ✐s ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇♦r❧❞ [G] t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐t
r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡r t❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② G✱ ♦r ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✉♥s❛t✐s✜❡❞
♦t❤❡r✇✐s❡✳

[G] |=? AGϕ ⇛ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒W |=? AGϕ,X2 ⇒W 6|= AGϕ)@G

✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✸✮

✶✹✸



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳ ❚❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ AGϕ✱ EGϕ✱ AFϕ✱
♦r EFϕ ❢♦r ❛ ✇♦r❧❞ [G] ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ Z⇒ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ❢♦r G✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ AGϕ ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇♦r❧❞ [G]✱ t❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ ✿

[G] |=? AGϕ ≡ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒ [G] |= AGϕ,X2 ⇒ [G] 6|= AGϕ)@G

✐❢ [G] ✐s Z⇒ ✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

❙✐♥❝❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✉❛r❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦r❧❞s✱ ❛t
❛♥② ♠♦♠❡♥t ✇❡ ❝❛♥ r❡❣r♦✉♣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥
❡❛❝❤ ✇♦r❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s ✿

{V 6|= AGϕ W |=? AGϕ} ≡ {V |=? AGϕ W 6|= AGϕ} ≡ {V W} 6|= AGϕ

{V 6|= AGϕ W |= AGϕ} ≡ {V |= AGϕ W 6|= AGϕ} ≡ {V W} 6|= AGϕ

{V 6|= AGϕ W 6|= AGϕ} ≡ {V W} 6|= AGϕ

{V |= AGϕ W |= AGϕ} ≡ {V W} |= AGϕ

EGϕ
❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② ❛ ❢♦r♠✉❧❛ EGϕ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② AGϕ✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ✇♦r❧❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❣✉❛r❞❡❞ ♠✉t✐✈❡rs❡✳

[G] |=? EGϕ ⇛ ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒W |=? EGϕ,X2 ⇒W 6|= EGϕ)@G

✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✹✮

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦r ✐♥✲s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ EGϕ ✐♥ ❛ ♠✉❧✲
t✐✈❡rs❡ ✐s r❡❣r♦✉♣❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

{V 6|= EGϕ W 6|= EGϕ} ≡ {V W} 6|= EGϕ

{V 6|= EGϕ W |= EGϕ} ≡ {V |= EGϕ W 6|= EGϕ} ≡ {V W} |= EGϕ

AFϕ

❲❤❡♥ t❡st✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ AFϕ ♦♥ ❛ ✇♦r❧❞ [G]✱ ✐❢ G s❛t✐s✜❡s ϕ✱
t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳

[G] |=? AFϕ ⇛

ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒W |= AFϕ,X2 ⇒W |=? AFϕ)@G ✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✺✮

✶✹✹



✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❲❡ r❡❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ AFϕ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

{V |= AFϕ W |= AFϕ} ≡ {V W} |= AFϕ

{V |= AFϕ W 6|= AFϕ} ≡ {V 6|= AFϕ W |= AFϕ} ≡ {V W} 6|= AFϕ

{V 6|= AFϕ W 6|= AFϕ} ≡ {V W} 6|= AFϕ

{V |=? AFϕ W 6|= AFϕ} ≡ {V 6|= AFϕ W |=? AFϕ} ≡ {V W} 6|= AFϕ

EFϕ
❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② ❛ ❢♦r♠✉❧❛ EFϕ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② AFϕ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❛s ❢♦r EGϕ ❛♥❞ AGϕ✳

[G] |=? EFϕ ⇛

ifThenElse(τ(ϕ), X1 ⇒W |= EFϕ,X2 ⇒W |=? EFϕ)@G ✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✻✮

❚❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r EFϕ ✐s ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

{V |= EFϕ W |=? EFϕ} ≡ {V |=? EFϕ W |= EFϕ} ≡ {V W} |= EFϕ

{V |= EFϕ W 6|= EFϕ} ≡ {V 6|= EFϕ W |= EFϕ} ≡ {V W} |= EFϕ

{V |= EFϕ W |= EFϕ} ≡ {V W} |= EFϕ

{V 6|= EFϕ W 6|= EFϕ} ≡ {V W} 6|= EFϕ

A(ϕ1Uϕ2)

■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ2 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② G✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Uϕ2)
✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ϕ1 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② G t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥ ❛ st❛t❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞♦❡s ♥♦t✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❡st✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡s✳ ■❢ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ❛r❡ ❞♦ ♥♦t
❤♦❧❞ ✐♥ G✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Uϕ2) ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

[G] |=? A(ϕ1Uϕ2) ⇛

ifThenElse(τ(ϕ2),

X1 ⇒W |= A(ϕ1Uϕ2),

X2 ⇒ (ifThenElse(τ(ϕ1),

X3 ⇒W |=? A(ϕ1Uϕ2),

X4 ⇒W 6|= A(ϕ1Uϕ2))@G))@G

✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✼✮

■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞ [G] ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Z⇒✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Uϕ2)
❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ2 ❤♦❧❞s ✿

[G] |=? A(ϕ1Uϕ2) ≡

ifThenElse(τ(ϕ2), X1 ⇒ [G] |= A(ϕ1Uϕ2), X2 ⇒ [G] 6|= A(ϕ1Uϕ2))@G

✐❢ [G] ✐s Z⇒ ✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

✶✹✺



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❲❡ r❡❛ss❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Uϕ2) ✐♥s✐❞❡
❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✿

{V 6|= A(ϕ1Uϕ2) W |=
? A(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V |=

? A(ϕ1Uϕ2) W 6|= A(ϕ1Uϕ2)}

≡ {V W} 6|= A(ϕ1Uϕ2)

{V 6|= A(ϕ1Uϕ2) W 6|= A(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V W} 6|= A(ϕ1Uϕ2)

{V |= A(ϕ1Uϕ2) W |= A(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V W} |= A(ϕ1Uϕ2)

{V 6|= A(ϕ1Uϕ2) W |= A(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V |= A(ϕ1Uϕ2) W 6|= A(ϕ1Uϕ2)}

≡ {V W} 6|= A(ϕ1Uϕ2)

E(ϕ1Uϕ2)

❆❣❛✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ E(ϕ1Uϕ2) ♦♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳

[G] |=? E(ϕ1Uϕ2) ⇛

ifThenElse(τ(ϕ2),

X1 ⇒W |= E(ϕ1Uϕ2),

X2 ⇒ (ifThenElse(τ(ϕ1),

X3 ⇒W |=? E(ϕ1Uϕ2),

X4 ⇒W 6|= E(ϕ1Uϕ2))@G))@G

✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✽✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ E(ϕ1Uϕ2) ♦♥ ❛ Z⇒✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇♦r❧❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
❝❛s❡ ♦❢ A(ϕ1Uϕ2)✳

❚❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ E(ϕ1Uϕ2) ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✐s✲
❢❛❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦r❧❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

{V |= E(ϕ1Uϕ2) W |=
? E(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V |=

? E(ϕ1Uϕ2) W |= E(ϕ1Uϕ2)}

≡ {V W} |= E(ϕ1Uϕ2)

{V |= E(ϕ1Uϕ2) W |= E(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V |= E(ϕ1Uϕ2) W |= E(ϕ1Uϕ2)}

≡ {V W} |= E(ϕ1Uϕ2)

{V 6|= E(ϕ1Uϕ2) W 6|= E(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V W} 6|= E(ϕ1Uϕ2)

{V |= E(ϕ1Uϕ2) W |= E(ϕ1Uϕ2)} ≡ {V W} |= E(ϕ1Uϕ2)

A(ϕ1Rϕ2)

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Rϕ2) ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐❢ ❜♦t❤ ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ❤♦❧❞ ♦r ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■❢ ϕ2 ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞ [G] ❛♥❞ ϕ1 ❞♦❡s ♥♦t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
A(ϕ1Rϕ2) ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡✳ ❲❤❡r❡❛s ✐❢ ϕ2 ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞✱ ❜✉t ❤❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱

✶✹✻



✶✹✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s ✿ t❤❡ ρvpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❛♥❞ ϕ1 ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ A(ϕ1Rϕ2) ❤♦❧❞s✳

[G] |=? A(ϕ1Rϕ2) ⇛

ifThenElse(τ(ϕ2),

X1 ⇒ (ifThenElse(τ(ϕ1),

X2 ⇒W 6|= A(ϕ1Rϕ2),

X3 ⇒W |=? A(ϕ1Rϕ2))@G),

X4 ⇒ ifThenElse(τ(ϕ1),

X5 ⇒W |= A(ϕ1Rϕ2),

X6 ⇒W 6|= A(ϕ1Rϕ2))@G))@G

✐❢ [G] Z⇒W ✭✶✹✳✾✮

■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞ [G] ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Z⇒✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Rϕ2)
❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ2 ❤♦❧❞s ❛♥❞ ϕ1 ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✿

[G] |=? A(ϕ1Rϕ2) ≡

ifThenElse(τ(¬ϕ1 ∧ ϕ2), X1 ⇒ [G] |= A(ϕ1Rϕ2), X2 ⇒ [G] 6|= A(ϕ1Rϕ2))@G

✐❢ [G] ✐s Z⇒ ✲✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Rϕ2) ✐♥s✐❞❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✐s
r❡❣r♦✉♣❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

{V 6|= A(ϕ1Rϕ2) W |=
? A(ϕ1Rϕ2)} ≡ {V |=

? A(ϕ1Rϕ2) W 6|= A(ϕ1Rϕ2)}

≡ {V W} 6|= A(ϕ1Rϕ2)

{V 6|= A(ϕ1Rϕ2) W 6|= A(ϕ1Rϕ2)} ≡ {V W} 6|= A(ϕ1Rϕ2)

{V |= A(ϕ1Rϕ2) W |= A(ϕ1Rϕ2)} ≡ {V W} |= A(ϕ1Rϕ2)

{V 6|= A(ϕ1Rϕ2) W |= A(ϕ1Rϕ2)} ≡ {V |= A(ϕ1Rϕ2) W 6|= A(ϕ1Rϕ2)}

≡ {V W} 6|= A(ϕ1Rϕ2)

E(ϕ1Rϕ2)

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r A(ϕ1Rϕ2) ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ A(ϕ1Rϕ2) ❜② E(ϕ1Rϕ2)✳

▼♦❞❡❧

■❢ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ♦❜❥❡❝ts
❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣✲♦♥❡✲st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
s②st❡♠ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
❈❚▲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
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✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✾ ✭▼♦❞❡❧✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r ∇X ❢♦r t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✐s ❛ ❑r✐♣❦❡ str✉❝t✉r❡ s②st❡♠
Kpg = (Q, Z⇒•, LQ) ✇❤❡r❡ ✿
✕ (Q, Z⇒) ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✿
✕ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ❀
✕ Z⇒• ✐s t❤❡ ❜✐❣✲st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ s❡❧❢✲❧♦♦♣ ❢♦r
❡✈❡r② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ st❛t❡ ❀

✕ LQ : Q → P(FS(∇X )) t❤❛t ♠❛♣s t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ W t❤❡ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
✐t s❛t✐s✜❡s✱ ✐✳❡✳✱ LQ(W ) = {Aϕ | ϕ ∈ FS(∇X ) s✉❝❤ t❤❛t W |= Aϕ} ∪ {Eϕ | ϕ ∈
FS(∇X ) s✉❝❤ t❤❛t W |= Eϕ}✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ Kpg ✇✐t❤ W t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✿
✕ ❢♦r φ ∈ F3✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Kpg,W |= φ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts W ′ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Z⇒
s✉❝❤ t❤❛t W |=? φ ⇛∗ W ′ |= φ ❀

✕ ❢♦r φ ❡✐t❤❡r AGϕ✱ A(ϕ1Uϕ2)✱ ♦r A(ϕ1Rϕ2)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Kpg,W |= φ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥②
st❛t❡ W ′ s✉❝❤ t❤❛t W |=? φ ⇛∗ {W1 |=

? φ . . .Wn |=
? φ} ❛♥❞ W ′ ≡ {W1 . . .Wn} ❀

✕ ❢♦r φ ❡✐t❤❡r EGϕ✱ E(ϕ1Uϕ2)✱ ♦r E(ϕ1Rϕ2)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Kpg,W |= φ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥②
st❛t❡ W ′ s✉❝❤ t❤❛t W |=? φ ⇛∗ {W1 |=

? φ FW} ❛♥❞ W ′ ❝♦♥s✐sts ♦❢ W1 ❛♥❞ ❛❧❧
♠✉❧t✐✈❡rs❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣✉❛r❞❡❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ FW ❀

✕ ❢♦r φ ❡✐t❤❡r AFϕ ♦r EFϕ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Kpg,W |= φ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts W ′ s✉❝❤ t❤❛t
W |=? φ ⇛∗ W ′ |= φ ❀

✕ ❢♦r φ ❡✐t❤❡r AXϕ ♦r EXϕ✱ ✇❡ ❤❛✈❡Kpg,W |= φ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐stW ′ s✉❝❤ t❤❛tW |=? φ ⇛ W ′ |= φ✳

✶✹✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙②st❡♠s

■♥ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠✱ ✐❢ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✉t♦✲
r❡♣❛✐r✐♥❣ ❤✐♠s❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❛s ✉♥s❛t✐s✜❡❞✱
❛ r❡♣❛r❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ♠❛② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ♥❡✇ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♦❜❥❡❝ts ♦r str❛t❡❣✐❡s ♦r ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❣✉❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❛t ♠♦♠❡♥t ♦♥✳
■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ✜♥❞s t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦r ✐♥s❛✲

t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣✉♠♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❧❞s✳ ▲❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ✭✶✹✳✸✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ AGϕ✳ ❲❡
r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r✉❧❡ X2 ⇒W 6|= AGϕ ❜② X2 ⇒ (X ′ ⇒ (X ′ 6|= AGϕ))@W ✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢
✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❣✉❛r❞s ❢r♦♠ Dv ✐♥ ✇♦r❧❞s✳
❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ✇♦r❧❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ str❛t❡❣② t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ✭✐♥✮s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡
✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ ✐s X 6|= ϕ⇒ G X |=? φ ✇❤❡r❡ G ♠❛② ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦❜❥❡❝t ♣♦rt
❣r❛♣❤s ♦r str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡♣❛✐r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✉❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞
❝♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r r❡♣❛✐r✐♥❣ ♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳
▲❡t ✉s s❡❡ ❜❡❧♦✇ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦rt ❣r❛♣❤ r❡s♣❡❝t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ✿
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✶✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈✐r✉s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ Virus ❀ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ AG¬Virus
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡♣❛✐r✐♥❣ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✿

X 6|= AG¬Virus⇒ XAntibiotic |=? AG¬Virus

✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♥t✐❜✐♦t✐❝ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ✿

XVirus 6|= AG¬Virus⇒ X |=? AG¬Virus

✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ✈✐r✉s✳

✷✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ A(ϕ1Uϕ2) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ϕ1 ❜❡❢♦r❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ϕ2 ✐s
❢♦r♠❡❞✳ ■❢ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡ V 6|= A(ϕ1Uϕ2)✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥
❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥ ❛ r❡♣❛✐r✐♥❣ str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✿

X 6|= A(ϕ1Uϕ2)⇒ X M |=? A(ϕ1Uϕ2)

✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ M ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭❢♦r M
s✉❝❤ t❤❛t M |= ϕ1✮✳

❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s t♦
✇♦r❧❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❡rs❡s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② s❡❡ ✐❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦
❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡❛❝t t♦ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✱
✐✳❡✳✱ t♦ s❡❧❢✲♠❛♥❛❣❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s r❡s♣♦♥s❡ t♦ s♦♠❡ t❡sts✳

✶✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧ ❛ r✉♥t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❡②♦♥❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠
❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡✲
t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❧❢✲♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❆❜str❛❝t ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✇❡ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❛❜str❛❝t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡

ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ γ✳ ❆

❢♦r♠✉❧❛ γ s✉♣♣♦s❡s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② γ✱ ✇❤✐❝❤
tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❢♦r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✱ ❜✉t ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❲❤❡r❡❛s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ◊γ
s✉♣♣♦s❡s ❛ s✉❜♠❛t❝❤✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ■✱ ✐✳❡✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✿ ❧♦❝❛❧❧② ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② s♦❧✈✐♥❣
❛ s✉❜♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✮ ♦r✴❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ■❢ ✇❡

✶✹✾



✶✹ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ρpg✲❈❛❧❝✉❧✉s

❛❧❧♦✇ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭t♦ s❡❡ ✐❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ t♦
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❛ ❢♦r♠✉❧❛ γ ♦♥ ❛ ♣♦rt ❣r❛♣❤ G ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❣❧♦❜❛❧❧② ♦♥ G t❤❡ str❛t❡❣② γ ⇒ γ ❀ t❤❡♥ ❢♦r t❤❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♠♦❞❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ◊γ✱ t❤❡ str❛t❡❣②
γ ⇒ γ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳

❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ❈❚▲
❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ❛ ✜rst st❛❣❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ ❈❚▲ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞
❛s ❣✉❛r❞s ✐♥ t❤❡ ρvpg✲❝❛❧❝✉❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❧♦❣✐❝ ❈❚▲✯ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✶✺✵



❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣

P❛t❤✇❛② ❋r❛❣♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❖▼

❚❤❡ ●❖▼ ❙②♥t❛① ❢♦r ▼♦❧❡❝✉❧❛r ●r❛♣❤s

❆ ♥♦❞❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦rts✱ ❛ ♣♦rt ❜② ❛ ♥❛♠❡✱ ❛
❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ❛ st❛t❡✱ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❜② ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs t♦
♣♦rts✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ♥♦❞❡s ❀ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❆ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡♥ ❛ ❧✐st ♦❢ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦rt ❣r❛♣❤ ❞✉r✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❊❛❝❤ ❧✐st ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳

♠♦❞✉❧❡ t❡r♠
✐♠♣♦rts ❙tr✐♥❣ ✐♥t
❛❜str❛❝t s②♥t❛①

❙tr✉❝t✉r❡ ❂ str✉❝t✭ ❙tr✉❝t✉r❡✯ ✮
⑤ ◆♦❞❡s✭ ♥✿◆♦❞❡▲✐st ✮

◆♦❞❡▲✐st ❂ ❝♦♥❝◆✭ ◆♦❞❡✯ ✮
◆♦❞❡ ❂ ♥♦❞❡✭ ✐❞✿❯✐❞✱ ♣❧✐st✿P♦rt▲✐st ✮

❯✐❞ ❂ ✉✐❞✭ ✉✐❞✿❙tr✐♥❣✱ ♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣ ✮

P♦rt▲✐st ❂ ❝♦♥❝P✭ P♦rt✯ ✮
P♦rt ❂ ♣♦rt✭ ♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣✱ ♥❡✐❣❤❧✐st✿◆❡✐❣❤❜♦✉r▲✐st✱ st❛t❡✿❙t❛t❡ ✮
❙t❛t❡ ❂ ❜✭✮ ⑤ ✈✭✮ ⑤ ❤✭✮

◆❡✐❣❤❜♦✉r▲✐st ❂ ❝♦♥❝◆●✭ ◆❡✐❣❤❜♦✉r✯ ✮
◆❡✐❣❤❜♦✉r ❂ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✭ ♥♦❞❡✿◆♦❞❡✱ ♣♦rts✿P♦rt▲✐st ✮

◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❂ ♥♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✭ ❜❡❢♦r❡✿◆♦❞❡✱ ❛❢t❡r✿◆♦❞❡▲✐st✮
◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥▲✐st ❂ ❝♦♥❝◆❙✭ ◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✯ ✮

■♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤✱ ❛ ♣♦rt ✭♦r s✐t❡✮ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ♦t❤❡r
♣♦rt✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ❛ ♣♦rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡
♣♦rt ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✳ ❚❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ♦♥ ❛ ♣♦rt ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♣♦rt✳ ■❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦rt ✐s ❜✭✮ ❢♦r ❜♦✉♥❞✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦rt ✐s ❛❧r❡❛❞②
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥♥❡❝t t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣♦rt✳

✶✺✶



❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ P❛t❤✇❛② ❋r❛❣♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❖▼

❲❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❧✐st ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦r ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❛ ♥♦❞❡ ❧✐st✱ ✇❡ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❤♦♦❦s ❢♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✇❡ ❢♦r❜✐❞
t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐♥ ❧✐sts ♦❢ ♣♦rts ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

❝♦♥❝◆✿♠❛❦❡❴✐♥s❡rt✭♥♦❞❡✱ ♥♦❞❡s✮ ④
✪♠❛t❝❤✭◆♦❞❡ ♥♦❞❡✱ ◆♦❞❡▲✐st ♥♦❞❡s✮ ④

♥❅▲❛❜◆♦❞❡✭✐✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐✱♥❛♠❡✮✱ ❴✮✮✱
❝♦♥❝◆✭①❅▲❛❜◆♦❞❡✭✐✶✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐✶✱♥❛♠❡✶✮✱ ❴✮✮✱ ❧✐st✯✮ ✲❃ ④
✐❢ ✭❵♥❛♠❡✳❝♦♠♣❛r❡❚♦✭❵♥❛♠❡✶✮ ❁ ✵✮ ④

r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭♥✱ r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ ❧✐st✯✮✮❀
⑥
❡❧s❡ ✐❢ ✭❵♥❛♠❡✳❝♦♠♣❛r❡❚♦✭❵♥❛♠❡✶✮ ❃ ✵✮ ④

r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ ❝♦♥❝◆✭♥✱ ❧✐st✯✮✮❀
⑥
❡❧s❡ ④

✐❢ ✭❵✐✳❝♦♠♣❛r❡❚♦✭❵✐✶✮ ❁ ✵✮ ④
r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭♥✱ r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ ❧✐st✯✮✮❀

⑥
❡❧s❡ ④
r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ r❡❛❧▼❛❦❡✭♥✱ ❧✐st✯✮✮❀

⑥
⑥

⑥
♥❅♥♦❞❡✭✉✐❞✭❴✱♥❛♠❡✮✱ ❴✮✱
❝♦♥❝◆✭①❅♥♦❞❡✭✉✐❞✭❴✱♥❛♠❡✶✮✱ ❴✮✱ ❧✐st✯✮ ✲❃ ④

✐❢ ✭❵♥❛♠❡✳❝♦♠♣❛r❡❚♦✭❵♥❛♠❡✶✮ ❁❂ ✵✮ ④
r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭♥✱ r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ ❧✐st✯✮✮❀

⑥
❡❧s❡ ④
r❡t✉r♥ ❵r❡❛❧▼❛❦❡✭①✱ ❝♦♥❝◆✭♥✱ ❧✐st✯✮✮❀

⑥
⑥

⑥
⑥

❋♦r r❡str✉❝t✉r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ❛❢t❡r ❛♥ ❛rr♦✇ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡s ❤♦♦❦✳
❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞✉❧❡
s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡❢t♠♦st ✐♥♥❡r♠♦st str❛t❡❣②✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡
♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ s②st❡♠✳

♠♦❞✉❧❡ t❡r♠✿r✉❧❡s✭✮ ④

✴✴ ♠❡r❣❡ t❤❡ ♣♦rt ❧✐sts ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s
❝♦♥❝◆✭❛✯✱ ▲❛❜◆♦❞❡✭✐❞✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐❞✱ ♥❛♠❡✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✶✯✮✮✮✱ ❜✯✱

▲❛❜◆♦❞❡✭✐❞✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐❞✱ ♥❛♠❡✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✷✯✮✮✮✱ ❝✯✮
✲❃

❝♦♥❝◆✭❛✯✱ ▲❛❜◆♦❞❡✭✐❞✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐❞✱ ♥❛♠❡✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✶✯✱ s❧✷✯✮✮✮✱ ❜✯✱ ❝✯✮

✶✺✷



✴✴ ♠❡r❣❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦rt
❝♦♥❝P✭❛✯✱ ▲❛❜P♦rt✭✐❞✱ ♣♦rt✭♣✱ ❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✮✱ s✮✮✱ ❜✯✱

▲❛❜P♦rt✭✐❞✱ ♣♦rt✭♣✱ ❝♦♥❝◆●✭♥❧✷✯✮✱ s✮✮✮
✲❃

❝♦♥❝P✭❛✯✱ ▲❛❜P♦rt✭✐❞✱ ♣♦rt✭♣✱ ❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✱ ♥❧✷✯✮✱ s✮✮✱ ❜✯✮

✴✴ ♠❡r❣❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♣♦rts ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs
❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭①✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✶✯✮✮✱ ♥❧✷✯✱

♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭①✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✷✯✮✮✱ ♥❧✸✯✮
✲❃

❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭①✮✱ ❝♦♥❝P✭s❧✶✯✱ s❧✷✯✮✮✱ ♥❧✷✯✱ ♥❧✸✯✮

✴✴ r❡♠♦✈❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st ♦❢ ♣♦rts
❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭①✮✱ ❝♦♥❝P✭✮✮✱ ♥❧✷✯✮
✲❃

❝♦♥❝◆●✭♥❧✶✯✱ ♥❧✷✯✮

✴✴ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥♦❞❡s
str✉❝t✭❛✯✱ ①✱ ❜✯✱ ①✱ ❝✯✮ ✲❃ str✉❝t✭❛✯✱ ①✱ ❜✯✱ ❝✯✮

⑥

❆ s✐❣♥❛❧ ✭❊●❋✮✱ ❛ r❡❝❡♣t♦r ✭❊●❋❘✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣t❡r ✭❙❍❈✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❖▼
❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

♥♦❞❡✭✉✐❞✭✧✶✧✱ ✧❊●❋✧✮✱ ❝♦♥❝P✭♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✱
♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮

♥♦❞❡✭✉✐❞✭✧✺✧✱ ✧❊●❋❘✧✮✱ ❝♦♥❝P✭♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✱
♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✱
♣♦rt✭✧s✸✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✱
♣♦rt✭✧s✹✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮✮

♥♦❞❡✭✉✐❞✭✧✼✧✱ ✧❙❍❈✧✮✱ ❝♦♥❝P✭♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✱
♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮✮

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦t❡✐♥s t❤r❡❡ ♠♦r❡
s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✉✐❞✭✧✷✧✱ ✧❊●❋✧✮✱ ✉✐❞✭✧✸✧✱ ✧❊●❋✧✮✱ ✉✐❞✭✧✹✧✱ ✧❊●❋✧✮✱ ❛♥❞
❛ r❡❝❡♣t♦r ♣r♦t❡✐♥ ✉✐❞✭✧✻✧✱ ✧❊●❋❘✧✮✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ✇❡ ❛❞❞ ❧❛❜❡❧s t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ♣♦rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ♣♦✐♥t❡rs ❢♦r

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

◆♦❞❡ ♥♦❞❡❊●❋✶ ❂
▲❛❜◆♦❞❡✭✧✶✧✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✧✶✧✱ ✧❊●❋✧✮✱

❝♦♥❝P✭▲❛❜P♦rt✭✧s✶✧✱ ♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✱
▲❛❜P♦rt✭✧s✷✧✱ ♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮✮✮✮❀

❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡♥ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s ❛s ❛❜♦✈❡ ✿

❙tr✉❝t✉r❡ ♠❣r❛♣❤ ❂ ❵str✉❝t✭◆♦❞❡s✭❝♦♥❝◆✭♥♦❞❡❊●❋✶✱♥♦❞❡❊●❋✷✱♥♦❞❡❊●❋✸✱♥♦❞❡❊●❋✹✱
♥♦❞❡❊●❋❘✺✱ ♥♦❞❡❊●❋❘✻✱ ♥♦❞❡❙❍❈✼✮✮✮❀

✶✺✸



❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ P❛t❤✇❛② ❋r❛❣♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❖▼

❆rr♦✇ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
t❛r❣❡t ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡ ✕ s❡t
♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ✜rst r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❡r♠ ✇✐t❤ ❛ str❛t❡❣② ✐♥♥❡r♠♦st ❢♦r
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ t❡r♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡ts✳

◆♦❞❡▲✐st ✐♥t❡r♠ ❂ r❤s❀

✪♠❛t❝❤✭◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥▲✐st ♥♦❞❡❙✉❜sts✮ ④
❝♦♥❝◆❙✭❴✯✱ ①✱ ❴✯✮ ✲❃ ④
tr② ④
✐♥t❡r♠ ❂ ✭◆♦❞❡▲✐st✮❵■♥♥❡r♠♦st■❞✭❆♣♣❧②◆♦❞❡❙✉❜st✶✭①✮✮✳✈✐s✐t✭✐♥t❡r♠✮❀
✐♥t❡r♠ ❂ ✭◆♦❞❡▲✐st✮❵■♥♥❡r♠♦st■❞✭❆♣♣❧②◆♦❞❡❙✉❜st✷✭①✮✮✳✈✐s✐t✭✐♥t❡r♠✮❀
⑥ ❝❛t❝❤ ✭❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡ ❡✮ ④

❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭✧❊rr♦r ❛t ❆♣♣❧②◆♦❞❡❙✉❜st✿ ✧ ✰ ❡✮❀
⑥
⑥

⑥

r❡t✉r♥ ✐♥t❡r♠❀

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❆♣♣❧②◆♦❞❡❙✉❜st✶✭❡✿◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
❛♥❞ ❆♣♣❧②◆♦❞❡❙✉❜st✷✭❡✿◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t♦♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧✳

❘❡❛❝t✐♦♥ ❘✉❧❡s

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❊●❋ ♣r♦t❡✐♥s✳
❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣② ✿

✪str❛t❡❣② ❊●❋❉✐♠❡r✐③❛t✐♦♥❙tr❛t✭❝✿❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ ❡①t❡♥❞s ■❞❡♥t✐t②✭✮ ④
✈✐s✐t ❙tr✉❝t✉r❡ ④
◆♦❞❡s✭❝♦♥❝◆✭
♥❧✶✯✱

▲❛❜◆♦❞❡✭✐✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐✱✧❊●❋✧✮✱
❝♦♥❝P✭▲❛❜P♦rt✭✧s✶✧✱ ♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✱

▲❛❜P♦rt✭✧s✷✧✱ ♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮✮✮✮✱
♥❧✷✯✱
▲❛❜◆♦❞❡✭❥✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭❥✱✧❊●❋✧✮✱

❝♦♥❝P✭▲❛❜P♦rt✭✧s✶✧✱ ♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✱
▲❛❜P♦rt✭✧s✷✧✱ ♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ❤✭✮✮✮✮✮✮✱

♥❧✸✯✮✮ ✲❃ ④

◆♦❞❡❙✉❜st✐t✉t✐♦♥▲✐st ♥♦❞❡❙✉❜sts ❂ ❵❝♦♥❝◆❙✭✮❀
◆♦❞❡▲✐st r❤s ❂
❵❝♦♥❝◆✭

✶✺✹



♥❧✶✯✱
▲❛❜◆♦❞❡✭✐✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭✐✱✧❊●❋✧✮✱

❝♦♥❝P✭▲❛❜P♦rt✭✧s✶✧✱
♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭❥✮✱

❝♦♥❝P✭❘❡❢P♦rt✭✧s✶✧✮✮✮✮✱ ❜✭✮✮✮✱
▲❛❜P♦rt✭✧s✷✧✱ ♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✮✮✮✱

♥❧✷✯✱
▲❛❜◆♦❞❡✭❥✱ ♥♦❞❡✭✉✐❞✭❥✱✧❊●❋✧✮✱

❝♦♥❝P✭▲❛❜P♦rt✭✧s✶✧✱
♣♦rt✭✧s✶✧✱ ❝♦♥❝◆●✭♥❡✐❣❤❜♦✉r✭❘❡❢◆♦❞❡✭✐✮✱

❝♦♥❝P✭❘❡❢P♦rt✭✧s✶✧✮✮✮✮✱❜✭✮✮✮✱
▲❛❜P♦rt✭✧s✷✧✱ ♣♦rt✭✧s✷✧✱ ❝♦♥❝◆●✭✮✱ ✈✭✮✮✮✮✮✮✱

♥❧✸✯✮❀

❝✳❛❞❞✭❵◆♦❞❡s✭♥♦❞❡❙✉❜st❆♣♣✳❛♣♣❧②❆❧❧✭r❤s✱ ♥♦❞❡❙✉❜sts✮✮✮❀
⑥

⑥
⑥

■t s❡❛r❝❤❡s t✇♦ ♥♦❞❡s ❊●❋ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣♦rt ✈✐s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣
t♦ ❡❛❝❤ ✈✐s✐❜❧❡ ♣♦rt ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t❛❦❡♥ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s
✉s❡❞ ❢♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
r✉❧❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ GetMap ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st
♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛♣♣✐♥❣s ✭♦r ♥♦❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳
❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss ❊●❋❉✐♠❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ ❛ ♠❡t❤♦❞

❛♣♣❧② ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✐t r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣②
❊●❋❉✐♠❡r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t tr✐❡s t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ ✜rst r❡❛❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐❢ ❛♥②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t
r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥♣✉t str✉❝t✉r❡ ✿

✪str❛t❡❣② ❘✉❧❡✶✭✮ ❡①t❡♥❞s ■❞❡♥t✐t②✭✮ ④
✈✐s✐t ❙tr✉❝t✉r❡ ④
①❅◆♦❞❡s❬❪ ✲❃ ④
❊●❋❉✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ r ❂ ♥❡✇ ❊●❋❉✐♠❡r✐③❛t✐♦♥✭✮❀
❙tr✉❝t✉r❡ s ❂ ❵str✉❝t✭r✳❛♣♣❧②✭①✮✮❀
✪♠❛t❝❤✭s✮ ④

str✉❝t✭✮ ✲❃ ④ r❡t✉r♥ ❵①❀ ⑥
❴ ✲❃ ④ r❡t✉r♥ s❀ ⑥

⑥
⑥

⑥
⑥

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❘✉❧❡✷✱ ❘✉❧❡✸✱ ❘✉❧❡✹✱ ❘✉❧❡✺ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s r2✱ r3✱ r4✱ r5 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✺✺



❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ P❛t❤✇❛② ❋r❛❣♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❖▼

●❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❖♥❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ✿

seq(repeat(first(r2, r1)), seq(r3, seq(r4, r5)))

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✐♥ ❚❖▼ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ str❛t❡❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✈❛r✐❛❞✐❝ ❛♥❞ t❤❛t
❈❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s first✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❙tr✉❝t✉r❡ r❡s✉❧t ❂ ✭❙tr✉❝t✉r❡✮❵❙❡q✉❡♥❝❡✭
❘❡♣❡❛t■❞✭❴str✉❝t✭❈❤♦✐❝❡■❞✭❘✉❧❡✷✭✮✱ ❘✉❧❡✶✭✮✮✮✮✱
❘❡♣❡❛t■❞✭❴str✉❝t✭❘✉❧❡✸✭✮✮✮✱
❘❡♣❡❛t■❞✭❴str✉❝t✭❘✉❧❡✹✭✮✮✮✱
❘❡♣❡❛t■❞✭❴str✉❝t✭❘✉❧❡✺✭✮✮✮✮✳✈✐s✐t✭♠❣r❛♣❤✮❀

❲❡ t❡st❡❞ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❢t❡r r❡❞✉❝✐♥❣
♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ❘✉❧❡✶✭✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t✇♦ ❜② t✇♦ t❤❡ ❊●❋ ♣r♦t❡✐♥s✳
▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❚❖▼ ♣r♦❣r❛♠ ❛ ♣r❡tt②✲

♣r✐♥t❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ✐s ♣r✐♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱ ❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃

❚❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡s✉❧t ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣② ❘✉❧❡✶✭✮
✐s ✿

✶✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱ ❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃
✷✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱ ❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃
✸✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃❤✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱ ❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✈✮✱✭s✷✲❃❤✮❃

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✹ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s✳ ❲❡
❣✐✈❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✳

✶✺✻



✶✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✻❫s✷✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✷✮✱✭s✷✲❃✺❫s✷✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✺❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✷✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✻❫s✷✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✷✮✱✭s✷✲❃✺❫s✷✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✻❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✸✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✷✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✈✮❃ ✫✫✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✺❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✹✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✷✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✈✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✻❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✺✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✷✮✱✭s✷✲❃✻❫s✷✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✺❫s✷✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✺❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✻✮
❁✶✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✶✮✱✭s✷✲❃✺❫s✶✮❃✱ ❁✷✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✹❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✸✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✶✮✱✭s✷✲❃✻❫s✶✮❃✱ ❁✹✿❊●❋⑤⑤✭s✶✲❃✷❫s✶✮✱✭s✷✲❃✈✮❃✱
❁✺✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✶❫s✷✮✱✭s✷✲❃✻❫s✷✮✱✭s✸✲❃✈✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✻✿❊●❋❘⑤⑤✭s✶✲❃✸❫s✷✮✱✭s✷✲❃✺❫s✷✮✱✭s✸✲❃✼❫s✶✮✱✭s✹✲❃❤✮❃✱
❁✼✿❙❍❈⑤⑤✭s✶✲❃✻❫s✸✮✱✭s✷✲❃✈✮❃
✼✮
✳✳✳

✶✺✼



❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❋❘ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ P❛t❤✇❛② ❋r❛❣♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❖▼

✶✺✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❈▲✵✻❪ ❖❛♥❛ ❆♥❞r❡✐✱ ●❛❜r✐❡❧ ❈✐♦❜❛♥✉ ❛♥❞ ❉♦r❡❧ ▲✉❝❛♥✉ ✕ ✓ ❊①♣r❡ss✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧
▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ P s②st❡♠s ❜② ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✔✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼❡♠✲
❜r❛♥❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❍✳ ❏✳ ❍♦♦❣❡❜♦♦♠✱ ●✳ P❛✉♥✱ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❧♦✲
♠❛❛✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✸✻✶✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✱
♣✳ ✶✺✹✕✶✻✾✳ ✶✶✸

❬❆■❑✵✻❪ ❖❛♥❛ ❆♥❞r❡✐✱ ▲✐❧✐❛♥❛ ■❜❛♥❡s❝✉ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ◆♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ❋♦r✲
♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ✔✱ ❆❧❣❡✲
❜r❛✱ ▼❡❛♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❊ss❛②s ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❏♦s❡♣❤ ❆✳ ●♦❣✉❡♥
♦♥ t❤❡ ❖❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ ❍✐s ✻✺t❤ ❇✐rt❤❞❛② ✭❑✳ ❋✉t❛ts✉❣✐✱ ❏✳✲P✳ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞
❏✳ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✵✻✵✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✾✹✕✷✶✺✳ ✽✱ ✶✶✻

❬❆❑✵✼❪ ❖❛♥❛ ❆♥❞r❡✐ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r
▼♦❞❡❧✐♥❣ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✳ ✔✱ ❙❨◆❆❙❈ ✬✵✼ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆✐♥t❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❝✐❡♥t✐✲
✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✼✱ ♣✳ ✹✵✼✕✹✶✹✳ ✽✱ ✶✶✵

❬❆❑✵✽❛❪ ✖ ✱ ✓ ❆ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ❇❛s❡❞ ♦♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✔✱ Pr❡✲
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✽✳
✾✱ ✶✶✵

❬❆❑✵✽❜❪ ✖ ✱ ✓ ❆ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ●r❛♣❤ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✔✱ ●r❛♣❤
❚❤❡♦r②✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❤♦✉❣❤t✳ ❆ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❈❡❧❡❜r❛t✐♥❣
▼❛rt✐♥ ❈❤❛r❧❡s ●♦❧✉♠❜✐❝✬s ✻✵t❤ ❇✐rt❤❞❛②✱ ✷✵✵✽✳ ✾✱ ✶✵✹

❬❆❑✵✽❝❪ ✖ ✱ ✓ ❆ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ▼✉❧t✐❣r❛♣❤s ✇✐t❤ P♦rts✳ ✔✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❘❯▲❊✬✵✼✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✶✾✱ ✷✵✵✽✱
♣✳ ✻✼✕✽✷✳ ✽

❬❆❑✵✽❞❪ ✖ ✱ ✓ ❙tr❛t❡❣✐❝ P♦rt ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✔✱ ❚❋■❚✱
✷✵✵✽✳ ✾✱ ✶✵✹

❬❆▲✾✹❪ ❆♥❞r❡❛ ❆s♣❡rt✐ ❛♥❞ ❈♦s✐♠♦ ▲❛♥❡✈❡ ✕ ✓ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✔✱ ❍❖❆ ✭❏✳ ❍❡❡✲
r✐♥❣✱ ❑✳ ▼❡✐♥❦❡✱ ❇✳ ▼ö❧❧❡r ❛♥❞ ❚✳ ◆✐♣❦♦✇✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✽✶✻✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✹✱ ♣✳ ✶✕✶✾✳ ✶✸✵

❬❆❧❡✾✾❪ ❱❧❛❞✐♠✐r ❆❧❡①✐❡✈ ✕ ✓ ◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ◆❡ts ✔✱ ❚❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② ♦❢ ❆❧❜❡rt❛✱ ✶✾✾✾✳ ✶✸✵

❬❇❛r✽✹❪ ❍❡♥❦ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ✕ ❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛✲❈❛❧❝✉❧✉s✱ ✐ts s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ s❡❝♦♥❞
❡❞✐t✐♦♥ ❡❞✳✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳✱ ❊❧s❡✈✐❡r
❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡rs ❇✳ ❱✳ ✭◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✮✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✶✾✽✹✳ ✹✱ ✸✾
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇❇✾✷❪ ●ér❛r❞ ❇❡rr② ❛♥❞ ●ér❛r❞ ❇♦✉❞♦❧ ✕ ✓ ❚❤❡ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✳ ✔✱
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✾✻ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✷✶✼✕✷✹✽✳ ✸✱ ✷✾

❬❇❇✵✼❪ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞ ❛♥❞ P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r ✕ ✓ ❚❡r♠✲❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ✉s✐♥❣ r❡✲
❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ✔✱ Pr❡✲♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❚❡r♠s ❛♥❞ ●r❛♣❤s ✲ ❚❊❘▼●❘❆P❍✱ ✷✵✵✼✳ ✶✸✵

❬❇❇❈❑✵✺❪ ❈❧❛r❛ ❇❡rt♦❧✐ss✐✱ P❛♦❧♦ ❇❛❧❞❛♥✱ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕
✓ ❆ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❈②❝❧✐❝ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❚❡r♠ ●r❛♣❤s✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦✲
♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✷✼ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✷✶✕✹✶✳ ✸✷

❬❇❇❑+✵✼❛❪ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞✱ P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r✱ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✱ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞
❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s ✕ ✓ ❚♦♠ ✿ P✐❣❣②❜❛❝❦✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♥ ❥❛✈❛ ✔✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✺✸✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✼✱ ♣✳ ✸✻✕✹✼✳ ✷✻

❬❇❇❑+✵✼❜❪ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞✱ P❛✉❧ ❇r❛✉♥❡r✱ ❘❛❞✉ ❑♦♣❡t③✱ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞
❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s ✕ ✓ ❚♦♠ ✿ P✐❣❣②❜❛❝❦✐♥❣ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ♦♥ ❏❛✈❛✳ ✔✱ ❘❚❆✬✵✼
✭❋✳ ❇❛❛❞❡r✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✺✸✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✼✱ ♣✳ ✸✻✕✹✼✳ ✶✷✾

❬❇❇❑+✵✼❝❪ ✖ ✱ ❚♦♠ ▼❛♥✉❛❧✱ ▲❖❘■❆✱ ◆❛♥❝② ✭❋r❛♥❝❡✮✱ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✺ ❡❞✳✱ ❏✉❧② ✷✵✵✼✳ ✷✻

❬❇❈❈+✵✸❪ ❖❧✐✈✐❡r ❇♦✉r♥❡③✱ ●✉②✲▼❛r✐❡ ❈ô♠❡✱ ❱❛❧ér✐❡ ❈♦♥r❛✉❞✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞
▲✐❧✐❛♥❛ ■❜❛♥❡s❝✉ ✕ ✓ ❆ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❆✉t♦♠❛t❡❞ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❑✐♥❡t✐❝ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ✔✱ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭❘❚❆ ✷✵✵✸✮ ✭❘✳ ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳
✷✼✵✻✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✱ ♣✳ ✸✵✕✹✺✳ ✽✱ ✶✶✸

❬❇❉●▼✵✼❪ ▲❛rs ❇✐r❦❡❞❛❧✱ ❚r♦❡❧s ❈❤r✐st♦✛❡r ❉❛♠❣❛❛r❞✱ ❆r♥❡ ❏✳ ●❧❡♥str✉♣ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥
▼✐❧♥❡r ✕ ✓ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❇✐❣r❛♣❤s ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉✲
t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✼✺ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✸✕✶✾✳ ✽✸

❬❇❋❘✵✹❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇❛♥âtr❡✱ P❛s❝❛❧ ❋r❛❞❡t ❛♥❞ ❨❛♥♥ ❘❛❞❡♥❛❝ ✕ ✓ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r
❈❤❡♠✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❙t②❧❡ ✔✱ ❯PP ✭❏✳✲P✳ ❇❛♥âtr❡✱ P✳ ❋r❛❞❡t✱ ❏✳✲▲✳ ●✐❛✲
✈✐tt♦ ❛♥❞ ❖✳ ▼✐❝❤❡❧✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✺✻✻✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✱ ♣✳ ✽✹✕✾✺✳ ✹✱ ✷✾

❬❇❋❘✵✻❛❪ ✖ ✱ ✓ ❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✔✱ ❊❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✸✺ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✸✕✶✸✳ ✹✱
✸✵✱ ✶✵✸

❬❇❋❘✵✻❜❪ ✖ ✱ ✓ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠✉❧t✐s❡ts ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✔✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✻ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✺✺✼✕✺✽✵✳ ✺✾

❬❇❋❘✵✻❝❪ ✖ ✱ ✓ ❚♦✇❛r❞s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r✐❞s ✔✱ ❙❆❈ ✭❍✳ ❍❛❞❞❛❞✱ ❡❞✳✮✱
❆❈▼✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✹✹✺✕✹✹✻✳ ✹✱ ✸✵

❬❇❋❘✵✼❪ ✖ ✱ ✓ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❙❡❧❢✲❖r❣❛♥✐③✐♥❣ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❈❤❡✲
♠✐❝❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✔✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸
✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✻✶✕✶✼✼✳ ✹✱ ✸✵✱ ✶✵✸

❬❇●✵✻❪ ❖❧✐✈✐❡r ❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❋❧♦r❡♥t ●❛r♥✐❡r ✕ ✓ Pr♦✈✐♥❣ P♦s✐t✐✈❡ ❆❧♠♦st ❙✉r❡ ❚❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❯♥❞❡r ❙tr❛t❡❣✐❡s ✔✱ ❘❚❆ ✭❋✳ P❢❡♥♥✐♥❣✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✵✾✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✸✺✼✕✸✼✶✳ ✺✼

✶✻✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇■❑✵✻❪ ❖❧✐✈✐❡r ❇♦✉r♥❡③✱ ▲✐❧✐❛♥❛ ■❜❛♥❡s❝✉ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ❋r♦♠ ❈❤❡♠✐✲
❝❛❧ ❘✉❧❡s t♦ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡ ✶✹✼ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✶✸✕✶✸✹✳ ✽✱ ✶✶✸

❬❇❑✵✷❪ ❖❧✐✈✐❡r ❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘❡✇r✐t❡ ❙tr❛t❡❣✐❡s✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❊▲❆◆ ✔✱ ❘❚❆ ✭❙✳ ❚✐s♦♥✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✸✼✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✱ ♣✳ ✷✺✷✕✷✻✻✳ ✺✼

❬❇❑❑❘✵✶❛❪ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦ý✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥✲
❣❡✐ss❡♥ ✕ ✓ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✇✐t❤ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❊▲❆◆ ✿ ❆ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s ✔✱
■♥t✳ ❏✳ ❋♦✉♥❞✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳ ✶✷ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✻✾✕✾✺✳ ✺✼

❬❇❑❑❘✵✶❜❪ P❡t❡r ❇♦r♦✈❛♥s❦ý✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍❡❧❡♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥✲
❣❡✐ss❡♥ ✕ ✓ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❊▲❆◆ ✿ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✷ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✶✱
♣✳ ✻✾✕✾✽✳ ✷✻

❬❇❑◆✽✼❪ ❉❛♥ ❇❡♥❛♥❛✈✱ ❉❡❡♣❛❦ ❑❛♣✉r ❛♥❞ P❛❧✐❛t❤ ◆❛r❡♥❞r❛♥ ✕ ✓ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
▼❛t❝❤✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s ✔✱ ❏✳ ❙②♠❜✳ ❈♦♠♣✉t✳ ✸ ✭✶✾✽✼✮✱ ♥♦✳ ✶✴✷✱ ♣✳ ✷✵✸✕✷✶✻✳ ✷✷

❬❇▼✽✻❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇❛♥❛tr❡ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ▲❡ ▼❡t❛②❡r ✕ ✓ ❆ ◆❡✇ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼♦✲
❞❡❧ ❛♥❞ ■ts ❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦❢ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ✔✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✺✻✻✱ ■◆❘■❆✱
✶✾✽✻✳ ✸✱ ✷✾

❬❇▼✵✽❪ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞ ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ✕ ✓ ❚❡r♠✲●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❱✐❛
❊①♣❧✐❝✐t P❛t❤s ✔✱ ❘❚❆ ✭❆✳ ❱♦r♦♥❦♦✈✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✺✶✶✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✱ ♣✳ ✸✷✕✹✼✳ ✶✶✻

❬❇▼❘✵✼❪ ❊♠✐❧✐❡ ❇❛❧❧❛♥❞✱ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s ✕ ✓ ❇②t❡❝♦❞❡
❘❡✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ❚♦♠ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✾✵
✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✾✕✸✸✳ ✶✸✷

❬❇◆✾✽❪ ❋r❛♥③ ❇❛❛❞❡r ❛♥❞ ❚♦❜✐❛s ◆✐♣❦♦✇ ✕ ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❆❧❧ ❚❤❛t✳✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✳ ✶✺✱ ✶✽✱ ✷✶

❬❇❘❋✵✹❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇❛♥âtr❡✱ ❨❛♥♥ ❘❛❞❡♥❛❝ ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ❋r❛❞❡t ✕ ✓ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♣❡✲
❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❙②st❡♠s ✔✱ ■❆❙❙❊✱ ■❙❈❆✱ ✷✵✵✹✱ ♣✳ ✼✷✕✼✾✳ ✸✷✱ ✶✵✸✱
✶✵✹

❬❇❘❏+✵✺❪ ●ré❣♦r② ❇❛tt✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❘♦♣❡rs✱ ❍✐❞❞❡ ❞❡ ❏♦♥❣✱ ❏♦❤❛♥♥❡s ●❡✐s❡❧♠❛♥♥✱ ❘❛❞✉
▼❛t❡❡s❝✉✱ ▼✐❝❤❡❧ P❛❣❡ ❛♥❞ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✕ ✓ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❜② ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✿ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ♥✉tr✐t✐♦♥❛❧ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ✔✱ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✷✶ ✭✷✵✵✺✮✱
♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✾✕✷✽✳ ✶✸✷

❬❇❙✵✶❪ ❋r❛♥③ ❇❛❛❞❡r ❛♥❞ ❲❛②♥❡ ❙♥②❞❡r ✕ ✓ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢
❆✉t♦♠❛t❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❏✳ ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❆✳ ❱♦r♦♥❦♦✈✱ ❡❞s✳✮✱ ❊❧s❡✈✐❡r
❛♥❞ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✶✱ ♣✳ ✹✹✺✕✺✸✷✳ ✷✵

❬❇✉♥✼✾❪ ❍♦rst ❇✉♥❦❡ ✕ ✓ Pr♦❣r❛♠♠❡❞ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ✔✱ ●r❛♣❤✲●r❛♠♠❛rs ❛♥❞
❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❇✐♦❧♦❣② ✭❱✳ ❈❧❛✉s✱ ❍✳ ❊❤r✐❣ ❛♥❞
●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✶✾✼✾✱ ♣✳ ✶✺✺✕✶✻✻✳ ✼✽

✶✻✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇❨❋❍✵✻❪ ▼✳ ▲✳ ❇❧✐♥♦✈✱ ❏✳ ❨❛♥❣✱ ❏✳ ❘✳ ❋❛❡❞❡r ❛♥❞ ❲✳ ❙✳ ❍❧❛✈❛❝❡❦ ✕ ✓ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②
❢♦r ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✳ ✔✱ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ❱■■ ✭❈✳ Pr✐❛♠✐✱ ❆✳ ■♥❣ó❧❢s❞ótt✐r✱ ❇✳ ▼✐s❤r❛ ❛♥❞
❍✳ ❘✳ ◆✐❡❧s♦♥✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✷✸✵✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✻✱ ♣✳ ✽✾✕✶✵✻✳ ✽✱ ✶✶✺

❬❈❛r✵✺❛❪ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ✕ ✓ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡s ♦❢ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✳ ✔✱ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ■■■ ✭❈✳ Pr✐❛♠✐✱ ❊✳ ▼❡r❡❧❧✐✱ P✳ P✳ ●♦♥✲
③❛❧❡③ ❛♥❞ ❆✳ ❖♠✐❝✐♥✐✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✼✸✼✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✶✹✺✕✶✻✽✳ ✺

❬❈❛r✵✺❜❪ ✖ ✱ ✓ ❇r❛♥❡ ❈❛❧❝✉❧✐✳ ✔✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✱ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❈▼❙❇ ✷✵✵✹✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛② ✷✻✲✷✽✱ ✷✵✵✹✱ ❘❡✈✐s❡❞
❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs ✭❱✳ ❉❛♥♦s ❛♥❞ ❱✳ ❙❝❤ä❝❤t❡r✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✵✽✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✷✺✼✕✷✼✽✳ ✶✵✸✱ ✶✶✺

❬❈❉❊+✵✷❪ ▼❛♥✉❡❧ ❈❧❛✈❡❧✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❉✉rá♥✱ ❙t❡✈❡♥ ❊❦❡r✱ P❛tr✐❝❦ ▲✐♥❝♦❧♥✱ ◆❛r❝✐s♦
▼❛rtí✲❖❧✐❡t✱ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ❛♥❞ ❏♦s❡ ❋✳ ◗✉❡s❛❞❛ ✕ ✓ ▼❛✉❞❡ ✿ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✽✺
✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✶✽✼✕✷✹✸✳ ✶✶✻

❬❈❋✵✼❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ●❡r♠❛✐♥ ❋❛✉r❡ ✕ ✓ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ P❛tt❡r♥✲❇❛s❡❞ ❈❛❧✲
❝✉❧✐ ✔✱ ❘❚❆ ✭❋✳ ❇❛❛❞❡r✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✺✸✸✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✱ ♣✳ ✼✽✕✾✷✳ ✸✶

❬❈●✵✵❪ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❉✳ ●♦r❞♦♥ ✕ ✓ ▼♦❜✐❧❡ ❛♠❜✐❡♥ts✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✹✵ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✼✼✕✷✶✸✳ ✶✵✸

❬❈●P✵✵❪ ❊❞♠✉♥❞ ▼✳ ❈❧❛r❦❡✱ ❖r♥❛ ●r✉♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❉♦r♦♥ ❆✳ P❡❧❡❞ ✕ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✱
▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✳ ✶✵✱ ✺✻✱ ✶✸✶✱ ✶✸✸✱ ✶✸✺✱ ✶✸✼

❬❈❑✾✽❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ❚❤❡ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❈❛❧❝✉❧✉s ❛s ❛ ❙❡✲
♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❊▲❆◆ ✔✱ ❆❙■❆◆ ✭❏✳ ❍s✐❛♥❣ ❛♥❞ ❆✳ ❖❤♦r✐✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✺✸✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✽✱ ♣✳ ✽✹✕✽✺✳ ✸✶

❬❈❑✵✶❪ ✖ ✱ ✓ ❚❤❡ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❈❛❧❝✉❧✉s ✲ P❛rt ■ ❛♥❞ ■■ ✔✱ ▲♦❣✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■●P▲
✾ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✹✷✼✖✹✾✽✳ ✼✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✹✵✱ ✹✽✱ ✺✷✱ ✺✾

❬❈❑▲✵✷❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐ ✕ ✓ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❈❛❧❝✉❧✉s
✇✐t❤✭♦✉t✮ ❚②♣❡s ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✼✶
✭✷✵✵✷✮✱ ♣✳ ✸✕✶✾✳ ✸✶

❬❈❑▲❲✵✸❪ ❍♦r❛t✐✉ ❈✐rst❡❛✱ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐ ❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ✕ ✓ ❘❡✲
✇r✐t❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✽✻ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✺✾✸✕✻✷✹✳ ✸✶✱ ✹✼

❬❈▼❘+✾✼❪ ❆♥❞r❡❛ ❈♦rr❛❞✐♥✐✱ ❯❣♦ ▼♦♥t❛♥❛r✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝❛ ❘♦ss✐✱ ❍❛rt♠✉t ❊❤r✐❣✱ ❘❡✐❦♦
❍❡❝❦❡❧ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲ö✇❡ ✕ ✓ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✲ P❛rt ■ ✿ ❇❛s✐❝ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❉♦✉❜❧❡ P✉s❤♦✉t ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✭●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ❡❞✳✮✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✶✻✸✕✷✹✻✳ ✷✹

✶✻✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❈❘❈❋❙✵✹❪ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❈❤❛❜r✐❡r✲❘✐✈✐❡r✱ ▼❛r❝ ❈❤✐❛✈❡r✐♥✐✱ ❱✐♥❝❡♥t ❉❛♥♦s ❋r❛♥ç♦✐s ❋❛❣❡s
❛♥❞ ❱✐♥❝❡♥t ❙❝❤ä❝❤t❡r ✕ ✓ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ q✉❡r②✐♥❣ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦s✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✷✺ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✷✺✕✹✹✳ ✶✵✱
✶✸✷

❬❈❩✵✽❪ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❛♥❞ ●✐❛♥❧✉✐❣✐ ❩❛✈❛tt❛r♦ ✕ ✓ ❖♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P♦✇❡r ♦❢
❇✐♦❝❤❡♠✐str② ✔✱ ❆❇✬✵✽ ✭❑✳ ❍♦r✐♠♦t♦✱ ●✳ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣❡r✱ ▼✳ ❘♦s❡♥❦r❛♥③ ❛♥❞
❍✳ ❨♦s❤✐❞❛✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✺✶✹✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✽✱ ♣✳ ✻✺✕✽✵✳ ✺✱ ✸✷

❬❉❛✉✾✷❪ ▼❛① ❉❛✉❝❤❡t ✕ ✓ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✉r✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡s ❜② ❛ ❘❡❣✉❧❛r ❘❡✇r✐t❡
❘✉❧❡ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✵✸ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✹✵✾✕✹✷✵✳ ✷✵

❬❉❡r✽✷❪ ◆❛❝❤✉♠ ❉❡rs❤♦✇✐t③ ✕ ✓ ❖r❞❡r✐♥❣s ❢♦r ❚❡r♠✲❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✔✱ ❚❤❡♦r❡✲
t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✼ ✭✶✾✽✷✮✱ ♣✳ ✷✼✾✕✸✵✶✳ ✷✶

❬❉▲✵✹❪ ❱✐♥❝❡♥t ❉❛♥♦s ❛♥❞ ❈♦s✐♠♦ ▲❛♥❡✈❡ ✕ ✓ ❋♦r♠❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣②✳ ✔✱ ❚❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✷✺ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✻✾✕✶✶✵✳ ✽✱ ✶✶✶✱ ✶✶✺

❬❉P✵✹❪ ❱✐♥❝❡♥t ❉❛♥♦s ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ Pr❛❞❛❧✐❡r ✕ ✓ Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ❇r❛♥❡ ❈❛❧❝✉❧✉s✳ ✔✱
❈▼❙❇ ✭❱✳ ❉❛♥♦s ❛♥❞ ❱✳ ❙❝❤ä❝❤t❡r✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
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❬❉❩❇✵✶❪ P❡t❡r ❉✐ttr✐❝❤✱ ❏❡♥s ❩✐❡❣❧❡r ❛♥❞ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❇❛♥③❤❛❢ ✕ ✓ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❈❤❡♠✐str✐❡s
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❬❊❊❑❘✾✼❪ ❍✳ ❊❤r✐❣✱ ●✳ ❊♥❣❡❧s✱ ❍✳✲❏✳ ❑r❡♦✇s❦✐ ❛♥❞ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣ ✭❡❞s✳✮ ✕ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷ ✿
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❬❊❍❑+✾✼❪ ❍❛rt♠✉t ❊❤r✐❣✱ ❘❡✐❦♦ ❍❡❝❦❡❧✱ ▼❛rt✐♥ ❑♦r✛✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲ö✇❡✱ ▲❡✐❧❛ ❘✐❜❡✐r♦✱
❆♥♥✐❦❛ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ ❈♦rr❛❞✐♥✐ ✕ ✓ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ●r❛♣❤
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ P❛rt ■■ ✿ ❙✐♥❣❧❡ P✉s❤♦✉t ❆♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❉♦✉❜❧❡ P✉s❤♦✉t ❆♣♣r♦❛❝❤ ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉✲
t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✭●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱
❡❞✳✮✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✷✹✼✕✸✶✷✳ ✷✹

❬❊❍❑PP✾✵❪ ❍❛rt♠✉t ❊❤r✐❣✱ ❆♥♥❡❣r❡t ❍❛❜❡❧✱ ❍❛♥s✲❏ör❣ ❑r❡♦✇s❦✐ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡s❝♦ P❛r✐s✐✲
Pr❡s✐❝❝❡ ✕ ✓ ❋r♦♠ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs t♦ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❙②st❡♠s ✔✱
●r❛♣❤✲●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❍✳ ❊❤r✐❣✱ ❍✳✲
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❧②♥ ▲✳ ❚❛❧❝♦tt ✕ ✓ P❛t❤✇❛② ▲♦❣✐❝ ✿ ❊①❡❝✉t❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡t✲
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❧✉♠❡ ✸ ✿ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✳
✷✸✱ ✻✺

❬❊▼❙✵✹❪ ❙t❡✈❡♥ ❊❦❡r✱ ❏♦s❡ ▼❡s❡❣✉❡r ❛♥❞ ❆♠❜❛r✐s❤ ❙r✐❞❤❛r❛♥❛r❛②❛♥❛♥ ✕ ✓ ❚❤❡
▼❛✉❞❡ ▲❚▲ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦❡r ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r
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❬❊P✵✺❪ ❍❛rt♠✉t ❊❤r✐❣ ❛♥❞ ❯❧r✐❦❡ Pr❛♥❣❡ ✕ ✓ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✔✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s ✿ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■♥t❡r♥✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❙②st❡♠s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s
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❬❊PP❍✵✻❪ ❍❛rt♠✉t ❊❤r✐❣✱ ❏✉❧✐❛ P❛❞❜❡r❣✱ ❯❧r✐❦❡ Pr❛♥❣❡ ❛♥❞ ❆♥♥❡❣r❡t ❍❛❜❡❧ ✕ ✓ ❆❞❤❡✲
s✐✈❡ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❙②st❡♠s ✿ ❆ ◆❡✇ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✔✱ ❋✉♥❞❛♠✳ ■♥❢♦r♠✳ ✼✹ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✕✷✾✳ ✽✺

❬❊❘❚✾✼❪ ❈❧❛✉❞✐❛ ❊r♠❡❧✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘✉❞♦❧❢ ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧❡ ❚❛❡♥t③❡r ✕ ✓ ❚❤❡ ❆●● ❆♣✲
♣r♦❛❝❤ ✿ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱
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❬❋❇✾✻❪ ❲❛❧t❡r ❋♦♥t❛♥❛ ❛♥❞ ▲❡♦❲✳ ❇✉ss ✕ ✓❚❤❡ ❜❛rr✐❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✿ ❋r♦♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s t♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✳ ✔✱ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❇❛rr✐❡rs✳ ✭❏✳ ❈❛st✐ ❛♥❞
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❬❋❇❍✵✺❪ ❏❛♠❡s ❘✳ ❋❛❡❞❡r✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲✳ ❇❧✐♥♦✈ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ❙✳ ❍❧❛✈❛❝❡❦ ✕ ✓ ●r❛♣❤✐❝❛❧
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ✔✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✷✵✵✺ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❆❈✮✱ ❙❛♥t❛ ❋❡✱ ◆❡✇
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❬❋●❑✵✸❪ ❖❧✐✈✐❡r ❋✐ss♦r❡✱ ■s❛❜❡❧❧❡ ●♥❛❡❞✐❣ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ✔✱ PP❉P✱ ❆❈▼✱ ✷✵✵✸✱
♣✳ ✶✷✹✕✶✸✺✳ ✶✶✼

❬❋▼✾✽❪ P❛s❝❛❧ ❋r❛❞❡t ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ▲❡ ▼ét❛②❡r ✕ ✓ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ●❛♠♠❛✳ ✔✱ ❙❝✐✳ ❈♦♠✲
♣✉t✳ Pr♦❣r❛♠✳ ✸✶ ✭✶✾✾✽✮✱ ♥♦✳ ✷✲✸✱ ♣✳ ✷✻✸✕✷✽✾✳ ✸

❬❋▼P✵✼❪ ▼❛r✐❜❡❧ ❋❡r♥á♥❞❡③✱ ■❛♥ ▼❛❝❦✐❡ ❛♥❞ ❏♦r❣❡ ❙♦✉s❛ P✐♥t♦ ✕ ✓ ❆ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r
❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✼✷ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✹✺✕✺✽✳ ✶✷✾✱ ✶✸✵

❬❋▼❙✵✻❪ ▼❛r✐❜❡❧ ❋❡r♥á♥❞❡③✱ ■❛♥ ▼❛❝❦✐❡ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s✲❘é❣✐s ❙✐♥♦t ✕ ✓ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
◆❡ts ✈s✳ t❤❡ r❤♦✲❝❛❧❝✉❧✉s ✿ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❇✐❣r❛♣❤✐❝❛❧ ◆❡ts✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s
✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✺✹ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✶✾✕✸✷✳ ✾✸✱ ✾✹

❬●✐❛✵✸❪ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ●✐❛✈✐tt♦ ✕ ✓ ■♥✈✐t❡❞ ❚❛❧❦ ✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ❚r❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❉②♥❛✲
♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✔✱ ❘❚❆ ✭❘✳ ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✼✵✻✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✱ ♣✳ ✷✵✽✕✷✸✸✳ ✹✱ ✻✶
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❬●✐❧✼✼❪ ❉❛♥✐❡❧ ❚✳ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ✕ ✓ ❊①❛❝t st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝✲
t✐♦♥s✳ ✔✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ✽✶ ✭✶✾✼✼✮✱ ♥♦✳ ✷✺✱ ♣✳ ✷✸✹✵✕✷✸✻✶✳ ✺✼

❬●▼✾✷❪ ❏♦s❡♣❤ ❆✳ ●♦❣✉❡♥ ❛♥❞ ❏♦s❡ ▼❡s❡❣✉❡r ✕ ✓ ❖r❞❡r✲❙♦rt❡❞ ❆❧❣❡❜r❛ ■ ✿ ❊q✉❛t✐♦✲
♥❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥❤❡r✐t❛♥❝❡✱ ❖✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ P❛rt✐❛❧
❖♣❡r❛t✐♦♥s✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✵✺ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✶✼✕✷✼✸✳
✶✽

❬●▼✵✶❪ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ●✐❛✈✐tt♦ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ▼✐❝❤❡❧ ✕ ✓ ▼●❙ ✿ ❛ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ Pr♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❖❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✺✾ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✷✽✻✕✸✵✹✳ ✹

❬●▼✵✷❛❪ ✖ ✱ ✓ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛s ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙♣❛❝❡s ✔✱ ❯▼❈ ✭❈✳ ❈❛❧✉❞❡✱ ▼✳ ❏✳
❉✐♥♥❡❡♥ ❛♥❞ ❋✳ P❡♣❡r✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✺✵✾✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✱ ♣✳ ✶✸✼✕✶✺✵✳ ✻✶

❬●▼✵✷❜❪ ✖ ✱ ✓ ❚❤❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✔✱ ❋✉♥❞❛♠✳ ■♥✲
❢♦r♠✳ ✹✾ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✳ ✶✕✸✱ ♣✳ ✶✷✸✕✶✹✺✳ ✻✶

❬❍❋❇+✵✻❪ ❲✐❧❧✐❛♠ ❙✳ ❍❧❛✈❛❝❡❦✱ ❏❛♠❡s ❘✳ ❋❛❡❞❡r✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲✳ ❇❧✐♥♦✈✱ ❘✐❝❤❛r❞ ●✳ P♦s✲
♥❡r✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍✉❝❦❛ ❛♥❞ ❲❛❧t❡r ❋♦♥t❛♥❛ ✕ ✓ ❘✉❧❡s ❢♦r ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙✐❣♥❛❧✲
❚r❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳ ✔✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ❙❚❑❊ ✸✸✹ ✭✷✵✵✻✮✳ ✶✶✺

❬❍❍❚✾✻❪ ❆♥♥❡❣r❡t ❍❛❜❡❧✱ ❘❡✐❦♦ ❍❡❝❦❡❧ ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧❡ ❚❛❡♥t③❡r ✕ ✓ ●r❛♣❤ ●r❛♠✲
♠❛rs ✇✐t❤ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✔✱ ❋✉♥❞❛♠✳ ■♥❢♦r♠✳ ✷✻ ✭✶✾✾✻✮✱
♥♦✳ ✸✴✹✱ ♣✳ ✷✽✼✕✸✶✸✳ ✶✵✹

❬❍P✵✶❪ ❆♥♥❡❣r❡t ❍❛❜❡❧ ❛♥❞ ❉❡t❧❡❢ P❧✉♠♣ ✕ ✓ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❇❛s❡❞ ♦♥ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✔✱ ❋♦❙❙❛❈❙ ✭❋✉r✐♦
❍♦♥s❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛r✐♥♦ ▼✐❝✉❧❛♥✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳
✷✵✸✵✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✷✸✵✕✷✹✺✳ ✼✽

❬■❜❛✵✹❪ ▲✐❧✐❛♥❛ ■❜❛♥❡s❝✉ ✕ ✓ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r rè❣❧❡s ❡t str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞✬❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s ♣♦❧②❝②✲
❝❧✐q✉❡s ✔✱ ❚❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ✷✵✵✹✳ ✽✱ ✶✶✸

❬■❨❉✵✺❪ ❖s❝❛r ❍✳ ■❜❛rr❛✱ ❍s✉✲❈❤✉♥ ❨❡♥ ❛♥❞ ❩❤❡ ❉❛♥❣ ✕ ✓ ❖♥ ✈❛r✐♦✉s ♥♦t✐♦♥s ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ P ❙②st❡♠s ✔✱ ■♥t✳ ❏✳ ❋♦✉♥❞✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳ ✶✻ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✹✱
♣✳ ✻✽✸✕✼✵✺✳ ✺✼

❬❏❑✽✻❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s
♠♦❞✉❧♦ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ✔✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✶✺ ✭✶✾✽✻✮✱ ♥♦✳ ✹✱
♣✳ ✶✶✺✺ ✕ ✶✶✾✹✳ ✷✷

❬❏▼✵✹❪ ❖❧❡ ❍♦❣❤ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ✕ ✓ ❇✐❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭r❡✲
✈✐s❡❞✮ ✔✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣♦rt ✺✽✵✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✹✳ ✽✸

❬❑❈✵✸❪ ❏❡✛r❡② ❖✳ ❑❡♣❤❛rt ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ▼✳ ❈❤❡ss ✕ ✓ ❚❤❡ ❱✐s✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠✐❝ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ✔✱ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ✸✻ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✹✶✕✺✵✳ ✶✵✸

❬❑❑❑✵✽❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ✕ ✓ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥s ✔✱ ❋❡st❝❤r✐❢t ✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢ P❡t❡r ❆♥❞r❡✇s✱ ❙t✉❞✐❡s
✐♥ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✷✵✵✽✳ ✶✼✱ ✷✺✱ ✷✻
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❬❑❑❱✾✺❪ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥ ❱✐tt❡❦ ✕ ✓ ❉❡s✐❣♥✐♥❣
❈♦♥str❛✐♥t ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s✳ ✔✱
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ◆❡✇♣♦rt P❛♣❡rs✳
✭P✳ ❱❛♥ ❍❡♥t❡♥r②❝❦ ❛♥❞ ❱✳ ❙❛r❛s✇❛t✱ ❡❞s✳✮✱ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✱ ♣✳ ✶✸✶✕✶✺✽✳
✷✻

❬❑❧♦✽✵❪ ❏❛♥ ❲✐❧❧❡♠ ❑❧♦♣ ✕ ✓ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✔✱ ❚❤❡s✐s✱ ❈❲■✱ ❆♠✲
st❡r❞❛♠✱ ✶✾✽✵✳ ✶✷✾

❬❑▼✵✶❪ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r ❛♥❞ P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ✕ ✓ Pr♦♠♦t✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ t♦ ❛
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✿ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡✇r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s
✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ✔✱ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ Pr♦❣r❛♠✳ ✶✶ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✷✱
♣✳ ✷✵✼✕✷✺✶✳ ✶✷✷

❬❑▼❚✵✽❪ ❏❡❛♥ ❑r✐✈✐♥❡✱ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❛♥❞ ❆♥❣❡❧♦ ❚r♦✐♥❛ ✕ ✓ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❇✐❣r❛♣❤s ✔✱
❚❤❡ ✷✹t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ✷✵✵✽✳ ✽✹✱ ✾✾

❬▲❛❢✾✵❪ ❨✈❡s ▲❛❢♦♥t ✕ ✓ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ◆❡ts ✔✱ P❖P▲✱ ✶✾✾✵✱ ♣✳ ✾✺✕✶✵✽✳ ✶✸✵

❬▲✐♥✻✽❪ ❆r✐st✐❞ ▲✐♥❞❡♥♠❛②❡r ✕ ✓ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ■ ❛♥❞ ■■ ✭✶✾✻✽✮✱ ♥♦✳ ✶✽✱ ♣✳ ✷✽✵✕
✸✶✺✳ ✸

❬▲❚✵✼❪ ❈♦s✐♠♦ ▲❛♥❡✈❡ ❛♥❞ ❋❛❜✐❡♥ ❚❛r✐ss❛♥ ✕ ✓ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞
❝❡❧❧s✳ ✔✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✼✶ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✷✱
♣✳ ✶✸✾✕✶✺✹✳ ✶✵✸✱ ✶✶✶✱ ✶✶✺

❬▲❱✵✷❪ ❏❛✈✐❡r ▲❛rr♦s❛ ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧ ❱❛❧✐❡♥t❡ ✕ ✓ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ●r❛♣❤ P❛tt❡r♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✔✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✷ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✹✵✸✕✹✷✷✳ ✷✺✱ ✽✺

❬▼❛❝✾✽❪ ❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✕ ❈❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❲♦r❦✐♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥✱ ✷♥❞ ❡❞✳✱
●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✽✳ ✷✷✱ ✽✵

❬▼❡❤✽✹❪ ❑✉rt ▼❡❤❧❤♦r♥ ✕ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷ ✿ ●r❛♣❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❆♥
❊❆❚❈❙ ❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✽✹✳ ✷✹

❬▼❡s✾✷❪ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ✕ ✓ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛s ❛ ❯♥✐t❡❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢
❈♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✾✻ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✼✸✕✶✺✺✳
✺✼

❬▼❡s✾✻❪ ✖ ✱ ✓❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛s ❛ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ✿ ❛ Pr♦❣r❡ss
❘❡♣♦rt ✔✱ ❈❖◆❈❯❘ ✭❯✳ ▼♦♥t❛♥❛r✐ ❛♥❞ ❱✳ ❙❛ss♦♥❡✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✶✾✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✱ ♣✳ ✸✸✶✕✸✼✷✳ ✶✶✾✱ ✶✷✶✱ ✶✷✾

❬▼✐❧✾✾❪ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ✕ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❙②st❡♠s ✿ t❤❡ P✐✲❈❛❧❝✉❧✉s✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳ ✽✱ ✶✶✺

❬▼✐❧✵✶❪ ✖ ✱ ✓❇✐❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❘❡❛❝t✐✈❡ ❙②st❡♠s✳ ✔✱ ❈❖◆❈❯❘ ✭❑✳ ●✳ ▲❛rs❡♥ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐❡❧✲
s❡♥✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✶✺✹✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✶✱
♣✳ ✶✻✕✸✺✳ ✽✸

✶✻✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬▼✐❧✵✻❪ ✖ ✱ ✓ P✉r❡ ❜✐❣r❛♣❤s ✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ✔✱ ■♥❢✳ ❈♦♠♣✉t✳ ✷✵✹ ✭✷✵✵✻✮✱
♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✻✵✕✶✷✷✳ ✽✸✱ ✶✵✸

❬▼❖▼❱✵✺❪ ◆❛r❝✐s♦ ▼❛rtí✲❖❧✐❡t✱ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r ❛♥❞ ❆❧❜❡rt♦ ❱❡r❞❡❥♦ ✕ ✓ ❚♦✇❛r❞s ❛ str❛✲
t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ▼❛✉❞❡ ✔✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❋✐❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥
❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❲❘▲❆ ✷✵✵✹✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ▼❛r❝❤
✷✼ ✕ ❆♣r✐❧ ✹✱ ✷✵✵✹ ✭◆✳ ▼❛rtí✲❖❧✐❡t✱ ❡❞✳✮✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✼✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✹✶✼✕✹✹✶✳ ✷✻

❬▼P✹✸❪ ❲✳ ❙✳ ▼❝❈✉❧❧♦✉❣❤ ❛♥❞❲✳ P✐tts ✕ ✓❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛s ✐♠♠❛♥❡♥t
✐♥ ♥❡r✈♦✉s ❛❝t✐✈✐t② ✔✱ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t❤✐❝❛❧ ❇✐♦♣❤②s✐❝s ✺ ✭✶✾✹✸✮✱ ♣✳ ✶✶✺✕
✶✸✸✳ ✸

❬▼❘▼+✵✽❪ P❡❞r♦ ❚✳ ▼♦♥t❡✐r♦✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❘♦♣❡rs✱ ❘❛❞✉ ▼❛t❡❡s❝✉✱ ❆♥❛ ❚✳ ❋r❡✐t❛s ❛♥❞
❍✐❞❞❡ ❞❡ ❏♦♥❣ ✕ ✓ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r q✉❡r②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❝❡❧❧✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ✔✱ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✷✹ ✭✷✵✵✽✮✱ ♥♦✳ ✶✻✱ ♣✳ ✷✷✼✕✷✸✸✳
✶✵✱ ✶✸✷

❬◆❡✉✻✻❪ ❏♦❤♥ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✕ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❙❡❧❢✲❘❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❆✉t♦♠❛t❛✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
■❧❧✐♥♦✐s Pr❡ss✱ ❈❤❛♠♣❛✐❣♥✱ ■❧❧✐♥♦✐s✱ ✶✾✻✻✳ ✸

❬◆❡✇✹✷❪ ▼✳❍✳❆✳ ◆❡✇♠❛♥ ✕ ✓ ❖♥ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✧❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡✧ ✔✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✹✸ ✭✶✾✹✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✷✸✕✷✹✸✳ ✶✻

❬P❛✉✵✷❪ ●❤❡♦r❣❤❡ P❛✉♥ ✕ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✳
✹✱ ✺✼

❬P❛✉✵✻❪ ✖ ✱ ✓ ❚✇❡♥t② ❙✐① ❘❡s❡❛r❝❤ ❚♦♣✐❝s ❆❜♦✉t ❙♣✐❦✐♥❣ ◆❡✉r❛❧ P ❙②st❡♠s✳ ✔✱
❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ P ❙②st❡♠s ❲❡❜ P❛❣❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴♣s②st❡♠s✳❞✐s❝♦✳✉♥✐♠✐❜✳✐t✳✱
✷✵✵✻✳ ✶✶✼

❬P❈✵✸❪ ❙❛❜✐♥❡ P❡r❡s ❛♥❞ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❈♦♠❡t ✕ ✓ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❚r❡❡
▲♦❣✐❝ t♦ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ Ps❡✉❞♦♠♦♥❛s ❆❡✲
r✉❣✐♥♦s❛ ✔✱ ❈▼❙❇ ✭❈✳ Pr✐❛♠✐✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳
✷✻✵✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✱ ♣✳ ✹✼✕✺✻✳ ✶✸✷

❬P❊✾✸❪ ▼❛r✐♥✉s ❏✳ P❧❛s♠❡✐❥❡r ❛♥❞ ▼❛r❦♦ ❈✳ ❏✳ ❉✳ ✈❛♥ ❊❡❦❡❧❡♥ ✕ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧ ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣✱ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✾✸✳ ✷✺

❬P❧✉✾✾❪ ❉❡t❧❡❢ P❧✉♠♣ ✕ ✓ ❚❡r♠ ●r❛♣❤ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲❛♥✲
❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❚♦♦❧s ✭❍✳ ❊❤r✐❣✱ ●✳ ❊♥❣❡❧s✱ ❍✳✲❏✳ ❑r❡♦✇s❦✐ ❛♥❞ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱
❡❞s✳✮✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✾✱ ♣✳ ✸✕✻✶✳ ✶✸✵

❬P❧✉✵✺❪ ✖ ✱ ✓ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡✈✐s✐t❡❞ ✔✱ Pr♦❝❡ss❡s✱ ❚❡r♠s
❛♥❞ ❈②❝❧❡s ✿ ❙t❡♣s ♦♥ t❤❡ ❘♦❛❞ t♦ ■♥✜♥✐t②✱ ❊ss❛②s ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❏❛♥ ❲✐❧❧❡♠
❑❧♦♣✱ ♦♥ t❤❡ ❖❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ ❍✐s ✻✵t❤ ❇✐rt❤❞❛② ✭❆✳ ▼✐❞❞❡❧❞♦r♣✱ ❱✳ ✈❛♥ ❖♦s✲
tr♦♠✱ ❋✳ ✈❛♥ ❘❛❛♠s❞♦♥❦ ❛♥❞ ❘✳ ❈✳ ❞❡ ❱r✐❥❡r✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✽✸✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✷✽✵✕✸✵✽✳ ✽✵✱ ✽✸

❬P❘❈✵✽❪ ●❤❡♦r❣❤❡ P❛✉♥ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❏♦sé ❘♦♠❡r♦✲❈❛♠♣❡r♦ ✕ ✓ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❛s ❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈❡❧❧✉❧❛r ❙②st❡♠s ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ✔✱ ❙❋▼
✭▼✳ ❇❡r♥❛r❞♦✱ P✳ ❉❡❣❛♥♦ ❛♥❞ ●✳ ❩❛✈❛tt❛r♦✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✺✵✶✻✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✱ ♣✳ ✶✻✽✕✷✶✹✳ ✹

✶✻✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬P❙✽✶❪ ●❡r❛❧❞ ❊✳ P❡t❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❊✳ ❙t✐❝❦❡❧ ✕ ✓ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❙❡ts ♦❢ ❘❡❞✉❝t✐♦♥s
❢♦r ❙♦♠❡ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r✐❡s✳ ✔✱ ❏✳ ❆❈▼ ✷✽ ✭✶✾✽✶✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✸✸✕✷✻✹✳ ✷✷

❬◗▲❋+✵✻❪ ❩❤❡♥❣✇❡✐ ◗✐✱ ▼✐♥❣❧✉ ▲✐✱ ❈❤❡♥❣ ❋✉✱ ❉♦♥❣②✉ ❙❤✐ ❛♥❞ ❏✐♥②✉❛♥ ❨♦✉ ✕ ✓ ▼❡♠✲
❜r❛♥❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ✿ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ●r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✔✱ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ Pr❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ✶✽ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✶✹✱ ♣✳ ✶✼✾✾✕✶✽✵✾✳ ✶✵✸

❬❘❛❞✵✼❪ ❨❛♥♥ ❘❛❞❡♥❛❝ ✕ ✓ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✏❝❤✐♠✐q✉❡✑ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✔✱ ❚❤ès❡ ❞❡
❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✼✳ ✹✱ ✾✱ ✷✾✱ ✺✾✱ ✶✵✵

❬❘♦③✾✼❪ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣ ✭❡❞✳✮ ✕ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜②
●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✳
✷✸✱ ✻✺

❬❘P❙+✵✹❪ ❆✈✐✈ ❘❡❣❡✈✱ ❊❦❛t❡r✐♥❛ ▼✳ P❛♥✐♥❛✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ▲✉❝❛ ❈❛r❞❡❧❧✐ ❛♥❞
❊❤✉❞ ❨✳ ❙❤❛♣✐r♦ ✕ ✓ ❇✐♦❆♠❜✐❡♥ts ✿ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt✲
♠❡♥ts✳ ✔✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✷✺ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✹✶✕✶✻✼✳ ✶✵✸

❬❙❝❤✾✼❪ ❆♥❞② ❙❝❤ürr ✕ ✓ Pr♦❣r❛♠♠❡❞ ●r❛♣❤ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❙②st❡♠s✳ ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✭●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ❡❞✳✮✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✹✼✾✕✺✹✻✳ ✷✹✱ ✼✽

❬❙▼✵✺❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❙♣✐❝❤❡r ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ▼✐❝❤❡❧ ✕ ✓ ❯s✐♥❣ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙♣❡r♠
❈r❛✇❧✐♥❣ ✔✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭✶✮ ✭❱✳ ❙✳
❙✉♥❞❡r❛♠✱ ●✳ ❉✳ ✈❛♥ ❆❧❜❛❞❛✱ P✳ ▼✳ ❆✳ ❙❧♦♦t ❛♥❞ ❏✳ ❉♦♥❣❛rr❛✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✸✺✶✹✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✽✷✵✕✽✷✼✳ ✻✶

❬❙▼❈+✵✽❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❙♣✐❝❤❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼✐❝❤❡❧✱ ▼✐❦♦❧❛❥ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ●✐❛✈✐tt♦ ❛♥❞
Pr③❡♠②s❧❛✇ Pr✉s✐♥❦✐❡✇✐❝③ ✕ ✓ ❙t♦❝❤❛st✐❝ P s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✔✱ ❇✐♦s②st❡♠s ✾✶ ✭✷✵✵✽✮✱
♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✹✺✽✕✹✼✷✳ ✺✼

❬❙♣✐✵✻❪ ❆♥t♦✐♥❡ ❙♣✐❝❤❡r ✕ ✓❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✔✱ ❚❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬➱✈r②✱ ✷✵✵✻✳ ✹✱ ✺✼✱ ✻✶

❬❙❚✾✾❪ ❘♦♥ ❙❤❛♠✐r❛ ❛♥❞ ❉❡❦❡❧ ❚s✉r❛ ✕ ✓ ❋❛st❡r ❙✉❜tr❡❡ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✔✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✸✸ ✭✶✾✾✾✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✻✼✕✷✽✵✳ ✽✺

❬❙❲❩✾✼❪ ❆♥❞② ❙❝❤ürr✱ ❆♥❞r❡❛s ❏✳ ❲✐♥t❡r ❛♥❞ ❆❧❜❡rt ❩ü♥❞♦r❢ ✕ ✓ ❚❤❡ P❘❖●❘❊❙
❆♣♣r♦❛❝❤ ✿ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ✔✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▲❛♥✲
❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❚♦♦❧s ✭❍✳ ❊❤r✐❣✱ ●✳ ❊♥❣❡❧s✱ ❍✳✲❏✳ ❑r❡♦✇s❦✐ ❛♥❞ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱
❡❞s✳✮✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✼✱ ♣✳ ✹✼✾✕✺✹✻✳ ✷✺✱ ✼✹✱ ✼✽

❬❯❧❧✼✻❪ ❏✳ ❘✳ ❯❧❧♠❛♥ ✕ ✓ ❆♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙✉❜❣r❛♣❤ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✔✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❆❈▼ ✷✸ ✭✶✾✼✻✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✸✶✕✹✷✳ ✷✺✱ ✽✺

❬❱❛❧✵✷❪ ●❛❜r✐❡❧ ❱❛❧✐❡♥t❡ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❚r❡❡s ❛♥❞ ●r❛♣❤s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✳ ✷✺✱ ✽✺

❬❱✐s✵✶❪ ❊❡❧❝♦ ❱✐ss❡r ✕ ✓ ❙tr❛t❡❣♦ ✿ ❆ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r Pr♦❣r❛♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s✳ ❙②st❡♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❙tr❛t❡❣♦ ✵✳✺✳ ✔✱ ❘❡✇r✐t✐♥❣

✶✻✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❘❚❆✬✵✶✮ ✭❆✳ ▼✐❞❞❡❧❞♦r♣✱ ❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✵✺✶✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ▼❛② ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✸✺✼✕✸✻✶✳ ✷✻

❬❩ü♥✾✻❪ ❆❧❜❡rt ❩ü♥❞♦r❢ ✕ ✓ ●r❛♣❤ P❛tt❡r♥ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ P❘❖●❘❊❙ ✔✱ ❚❆●❚ ✭❏✳ ❊✳
❈✉♥②✱ ❍✳ ❊❤r✐❣✱ ●✳ ❊♥❣❡❧s ❛♥❞ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✵✼✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✱ ♣✳ ✹✺✹✕✹✻✽✳ ✷✺✱ ✽✺

✶✻✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

✶✼✵



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✵✳✶ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s r❡❧✐és ♣❛s ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✸✳✶ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜♦ît❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡s ❛❜str❛❝✲

t✐♦♥s A1✱ A2✱ ❡t A3✱ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts str✉❝t✉rés O1 ❡t O2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✸ ❙②♥t❛①❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✶ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✹✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣❡❧✲♣❛r✲♥♦♠ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✷ ❙②♥t❛①❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ str❛té❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✺✳✸ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ρ〈Σ〉✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ str❛té❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✶✵✳✶ ❉❡✉① ✈✉❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✶✵✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✶✵✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✶✵✳✹ ➱t❛♣❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✶✵✳✺ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❋✐✲

❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✭❛✮ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts G rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts
G′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✶✵✳✻ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❞♦♥♥é❡ ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✭❛✮ s✉r G rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts G′ ❡t G′′ ❛✈❡❝
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦rts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✶✶✳✶ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝â❜❧❛❣❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ s♣é❝✐✜❡♥t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬✉♥
♥÷✉❞ ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s i : X ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ j : Y
❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞é❝♦✉♣❛♥t t♦✉t ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ q✉❡ i ✳ ✳ ✳ ✾✵

✶✷✳✶ ❆ ♠❛✐❧ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✶✷✳✷ ❇❛s✐❝ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✶✷✳✸ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ✳ ✳ ✶✵✼
✶✷✳✹ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✶✷✳✺ ❘✉❧❡s ❢♦r s❡❧❢✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐❧ ❞❡❧✐✈❡r② s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✶✷✳✻ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❊●❋❘ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✶✷✳✼ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✶✼✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✷✳✽ ●✑ ❛♥❞ ●✑✬ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ●✬ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ r✷ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✶✷✳✾ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛♣❤ ❍ ❢♦r t❤❡ ❊●❋❘ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② ❢r❛❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✶✸✳✶ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡t F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
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✶✹✳✸ ❋♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❈❚▲ ❢♦r ♣♦rt ❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
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✶✼✷





❘és✉♠é

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❢♦r♠❡❧s ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❛✉
s✉❥❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s sûrs ♦ù ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✱ ❡t ♦ù
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣t❡r s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r ❞é✲

❝r✐r❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❣✐ss❡♥t ❧✬✉♥❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡
❧✐❜r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❇✐♦❝❤✐♠✐q✉❡
❆❜str❛✐t ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
str✉❝t✉ré❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♠♦❧é❝✉❧❡s✳
▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♦✉ ❞❡s ré❛❝t✐❢s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡

❝❧❛ss❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts ❡t ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡ ✐♥st❛♥❝✐és ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ♣♦rts
s♦♥t ❛ss❡③ ❡①♣r❡ss✐❢s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐♦❝❤✐♠✐q✉❡s✳
❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ str❛té❣✐q✉❡ ♦✉✈r❡♥t ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❜❛sé
s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❞é❧✐sés✳
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❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠❛❧ t♦♦❧s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤✐s ✇♦r❦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ t♦ st✉❞② s❛❢❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧✉s r❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ r❡✲
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♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♣❡❝✲
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t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
s②st❡♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❣r❛♣❤ r❡✇r✐t✐♥❣✱ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✲
✇♦r❦s✱ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s
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