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La Motivation : des Calculs Chimiques aux
Calculs Biochimiques

Depuis les prémisses de 'informatique, des chercheurs se sont intéressés aux modéles in-
formatiques inspirés par la nature, ces travaux ont mené, par exemple, aux réseaux neuro-
naux , aux automates cellulaires [Neu66], et aux systémes de Lindenmayer [Lin68§].
Tandis que le développement de 'informatique théorique a accéléré, la simplicité des prin-
cipes de base de la chimie ont poussé les chercheurs a abstraire un paradigme informatique
pour programmer en termes de molécules, solutions de molécules et réactions, ce qui a
été appelé modéle de programmation chimique ou métaphore chimique. Dans ce qui suit,
nous passons en revue ce paradigme informatique, puis nous présentons une maniére de
déplacer le modéle & une dimension biologique, en considérant des molécules structurées.
Le résultat est un calcul biochimique abstrait qui peut étre instancié pour différentes
structures et qui peut étre étendu avec des éléments de vérification.

La Métaphore Chimique

La métaphore calculatoire chimique est utilisée dans la conception de paradigmes de
calcul depuis prés de 30 ans. Cette métaphore décrit le calcul en termes de solution
chimique dans laquelle les molécules représentant des données agissent 'une sur ’autre
librement selon des regles de réaction. Des solutions chimiques sont représentées par des
multi-ensembles et le calcul procéde par réécriture, qui consomme des éléments et en pro-
duit des nouveaux selon des régles précises. Plusieurs réactions se produisent en paralléle
si elles ne concourent pas pour les mémes données. Par conséquent les multi-ensembles
représentent la structure fondamentale des modéles de calcul chimiques. Le modéle cal-
culatoire chimique a été proposé par [BMS86| en utilisant le formalisme Gamma. Le but
de ce travail était de capturer l'intuition du calcul comme évolution globale d’une col-
lection de valeurs atomiques agissant 'une sur 'autre librement. La généralité des régles
assure une grande puissance expressive et, d’une facon directe, une universalité calcu-
latoire. Plus généralement, les multi-ensembles structurés définis dans [FM98]| peuvent
étre vus comme moyens syntaxiques permettant 'organisation des données explicites, et
fournissant une notation menant aux programmes de plus haut niveau manceuvrant des
structures de données plus complexes.

La machine chimique abstraite (CHAM) [BB92| étend le formalisme Gamma en intro-
duisant la notion de sous-solution incluse dans une membrane, ainsi qu'une classification
des regles comme des régles de chauffage (pour réarranger une solution de telle sorte que
la réaction puisse avoir lieu), des régles de refroidissement (pour enlever les molécules
inutiles aprés qu'une réaction ait eu lieu), ou des régles ordinaires de réaction. Ce forma-



lisme a été congu comme modéle concurrent et comme maniére spécifique pour définir la
sémantique opérationnelle des systémes concurrents.

Dans AlChemy [FB96], les molécules sont des A-termes normalisés [Bar84] et une
réaction entre deux molécules correspond a une G-réduction. La motivation fondamentale
de ce systéme calculatoire était de développer un modéle formel pour des systémes auto-
organisants inspirés par les systémes biologiques.

Le v-calcul Rad07] a été con¢u comme un calcul d’ordre supérieur développé
sur les éléments de base du paradigme chimique. Il généralise le modéle chimique en
considérant également les réactions comme des molécules. Le langage de programmation
chimique d’ordre supérieur (HOCL) [BERO6¢, BFR06a, BFROT7]| étend le y-calcul par des
éléments de programmation. On a démontré que ces formalismes sont appropriés pour
modéliser des systémes autonomes et pour la programmation des grilles.

Les systémes de membrane ou les P-systémes [Pau02] sont un autre exemple de mo-
déle chimique. Ils représentent un modéle abstrait du calcul paralléle et distribué, inspirés
par des compartiments de cellules et des membranes moléculaires. Une cellule est divisée
en divers compartiments, chaque compartiment ayant une tache différente, et coopérant
pour accomplir simultanément une tache plus générale pour le systéme entier. Les mem-
branes d’un P-systéme déterminent des régions ot des multi-ensembles des objets et des
régles d’évolution peuvent étre placés. Les objets évoluent selon les régles liées & chaque
région, et les régions coopérent afin de maintenir un comportement approprié du sys-
téme entier. Les P-systémes fournissent une abstraction convenable pour les systémes
paralléles, et un cadre approprié pour des algorithmes distribués et paralléles. Le calcul
de membranes est directement inspiré par la biologie des cellules et emploie des idées
nouvelles et utiles : localisation, structures hiérarchisées, distribution et communication.
Les P-systémes fournissent un modéle de calcul élégant et puissant, capable de résoudre
des problémes calculatoires durs dans un temps raisonnable et utile pour modéliser des
phénomenes biologiques divers [PRCOS].

MGS est un autre formalisme basé sur le modele chimique [GMOI] [Gia03), [Spi06]. 11
a été congu pour représenter et diriger des transformations locales sur des entités struc-
turées par des topologies abstraites [GMOI]. Un ensemble d’entités organisées par une
topologie abstraite s’appelle une collection topologique. Dans MGS, la collection varie
des ensembles et des multi-ensembles & des types plus structurés. MGS a la capacité
d’imbriquer des topologies afin de décrire les systémes biologiques. Utilisant la transfor-
mation sur des multi-ensembles, MGS est un formalisme unifiant les modéles calculatoires
biologiquement inspirés comme Gamma, les P-systémes, les systémes de Lindenmayer.

La réécriture de multi-ensembles se trouve au noyau de tous ces formalismes. C’est
un cas particulier de réécriture de termes ou les symboles de fonction sont associatifs et
commutatifs. Plusieurs cadres fournissent des environnements efficaces pour appliquer des
régles de réécriture de multi-ensembles, pouvant suivre des stratégies d’évaluation. Tous
les formalismes mentionnés ci-dessus sont des exemples particuliers de chimie artificielle
basée sur le mécanisme de réécriture. Une chimie artificielle est “un systéme créé par
I’homme qui est semblable & un réel systéme chimique” [DZB01]. Formellement, une
chimie artificielle est définie par 'ensemble de toutes les molécules possibles, ’ensemble
des regles de collision (ou régles de réaction) représentent des interactions parmi les



molécules, et ’algorithme décrivant comment les régles sont appliquées sur un ensemble
fixe de molécules.

Vers un Calcul Biochimique

Une extension naturelle de la métaphore chimique consiste & ajouter un aspect biolo-
gique en fournissant aux molécules une structure particuliére et des possibilités d’associa-
tion (complexation) et de dissociation (décomplexation) entre elles. Dans les cellules vi-
vantes, les molécules comme les acides nucléiques, protéines, lipides, hydrates de carbone
peuvent se combiner, selon leurs propriétés structurelles, pour former des entités plus
complexes. La biochimie comme science se concentre fortement sur le réle, la fonction,
et la structure de telles molécules. Dans une représentation informatique, les structures
de données qui décrivent le mieux ces molécules varient des listes & des structures plus
complexes, en passant par les arbres et graphes [Car05al.

Cardelli et Zavattaro ont montré, dans [CZ08|, que le passage de la chimie vers la
biochimie, en employant pour les molécules une structure adéquate, capable d’exprimer
des connexions entre elles, était trés intéressant d’un point de vue calculatoire. Les au-
teurs ont montré qu’en ajoutant des possibilités de base d’association et de dissociation
entre les entités (pour la complexation et la décomplexation respectivement) & un forma-
lisme basé sur une algébre de processus minimale pour modéliser la chimie, on augmente
la puissance informatique de telle sorte que le modéle calculatoire obtenu est Turing-
complet. Ce résultat nous a encouragés a croire que 1’ajout des possibilités d’association
et de dissociation pour des molécules représente un dispositif essentiel pour passer d’un
modéle chimique minimal & un modéle biochimique. En outre, il justifie notre but de
définir un calcul biochimique en étendant le modéle chimique minimal proposé par le -
calcul avec (i) une structure pour des molécules qui permette ’expression de connexions
entre les molécules, et (ii) des opérations sur ces connexions.






Un Calcul Biochimique Basé sur la Réécriture de
Graphes avec Ports

Un Calcul Biochimique Abstrait

Le passage d’un modele chimique & un modéle biochimique et le gain dans I'expressi-
vité qu’il peut nous fournir, nous a motivé dans le travail présenté dans cette thése. Nous
proposons un calcul qui étend le v-calcul par des possibilités plus puissantes d’abstraction
qui considérent pour le filtrage non pas seulement une variable mais une molécule struc-
turée. Nous supposons que la structure considérée pour des molécules, en général dénotée
par X, leur permet également de se relier. Cette approche est semblable & la définition
du p-calcul [CKO01] comme extension du A-calcul et de la réécriture de premier ordre. Le
résultat est un calcul de réécriture avec des possibilités d’ordre supérieur basées sur la
meétaphore chimique avec les molécules structurées ayant des possibilités de connexion et
des reégles de réaction sur de telles molécules ; nous 'avons appelé le p(s)-calcul. Basé sur
les capacités de connectivité des molécules X-structurées, nous considérons le p(xy-calcul
comme étant une extension biochimique du v-calcul, d’ou le nom de Calcul Biochimique
Abstrait.

Les éléments de premiére classe du p(xy-calcul sont des objets structurés représentant
les molécules, des abstractions représentant les régles de réécriture sur les molécules ou
sur d’autres abstractions, et des applications d’abstraction. Les objets structurés et les
abstractions sont définis au méme niveau en tant que molécules. D’aprés les principes
du modéle chimique, une juxtaposition des molécules dans un multi-ensemble représente
également une molécule. Nous abstrayons I'environnement ou les molécules flottent en
utilisant un opérateur qui les groupe dans un monde. Une interaction entre une abs-
traction et une molécule peut avoir lieu de maniére multiple, cela étant du a toutes les
solutions de filtrage possibles entre I'abstraction et la molécule. Par conséquent un monde
peut avoir plusieurs possibilités d’évolution que nous rassemblons dans une structure des
mondes alternatifs appelée multiverse.

La puissance expressive élevée du px)-calcul nous permet de modéliser un certain
contréle sur la composition ou le choix de 'ordre d’application des regles & 'aide des
notions de la stratégie et de la réécriture stratégique. Nous encodons des stratégies en
tant qu’abstractions particuliéres et les incluons dans le calcul au méme niveau que
les autres molécules. En outre, les stratégies nous permettent d’exploiter l'information
d’échec.



La Structure de Graphes avec Ports pour les Molécules Biologiques

Dans [AIKO06], nous avons étudié I'implantation des modéles de graphes dans TOM,
en nous inspirant du travail poursuivi dans le cadre du projet GasEl BIKO06,
[ha04], cela afin de simuler un réacteur chimique. Ce projet a été développé en utilisant
les systémes basés sur des régles et des stratégies, appliqué au probléeme de la génération
automatique des mécanismes de cinétique suivant I’approche de la chimie artificielle. Dans
les deux applications, la modélisation d’un réacteur chimique [ATK06] et la modélisation
des interactions de protéines [AKOQT], les molécules sont représentées comme des graphes
ot les nceuds correspondent aux atomes ou aux protéines, et les réactions sont des regles
de réécriture de graphes qui créent ou cassent des liens entre les nceuds. A l'issue de
ces travaux, nous avons identifié une structure de graphes ou les noeuds ont plusieurs
points d’accés, appelés des ports, permettant d’attacher les arétes du graphe. Ces ports
fournissent une division explicite de la connectivité des noeuds. Dans cette thése, nous
identifions une classe générale de graphes orientés avec des arétes et des boucles multiples,
et ol une étiquette de noeud est un triplet composé d’un identificateur de noeud, d’un
nom de noeud et d’un ensemble de ports. Une étiquette d’aréte est une paire (port
source, port cible). Nous appelons un tel graphe un graphe avec ports (ou multigraphes
avec ports) et nous définissons une relation de réécriture stratégique appropriée sur ces
graphes [AK08¢c]. Nous fournissons également une axiomatisation (i) des graphes avec
ports et (ii) de la réécriture de graphes avec ports en utilisant une algébre de termes de
premier ordre appropriée, et une relation correspondante de réécriture de termes.

Le concept de graphes avec ports n’est pas nouveau. Il peut se voir comme un raffi-
nement de I'information de connectivité des noeuds. Notons qu’une source d’inspiration
pour notre travail sur les graphes avec ports, a été le formalisme basé sur les graphes
présenté dans [BYFHO6]. Ce formalisme a été défini pour modéliser les réseaux biochi-
miques, les complexes de protéines y sont représentées par des graphes attribués typés
et les classes de réactions par des régles de transformation de graphes. Dans le méme
esprit, un autre formalisme d’inspiration a été le k-calcul [DLO04]; c’est un langage de
protéines formelles qui modélise les complexes moléculaires par des graphes avec sites et
leurs interactions par une opération particuliére de réécriture de graphes. Elle emploie
une notation algébrique proche du m-calcul [Mil99] et les liens entre les protéines dans
les complexes moléculaires y sont représentés par des noms partageés.

Des protéines sont abstraites par des boites avec des sites d’interaction sur la surface,
ayant des états particuliers. Par conséquent, en raffinant l’information des ports pour
contenir ’état, et en les appelant des sites avec au plus une aréte attachée a chaque port,
la réécriture de graphes avec ports devient appropriée & la modélisation des interactions
de complexes moléculaires. Chaque site a un état indiquant la disponibilité pour une
connexion. Nous appelons cette variante des graphes avec ports, utilisée pour modéliser
les complexes moléculaires, des graphes moléculaires [AK07]. En Figurenous illustrons
au milieu un modéle de réaction qui, appliqué sur le graphe moléculaire de gauche, crée
une aréte (appelée lien dans le cadre biochimique) comme nous pouvons le voir dans
le graphe moléculaire de droite. Cet exemple est extrait d’un exemple de taille plus
importante, développé en Section Dans cette section, on modélise un fragment de



la voie épidermique de signalisation du récepteur de facteur de croissance (EGFR). Les
protagonistes de ’exemple sont quatre protéines de signal dénotées par S (S.S étant leur
forme dimerisée), deux protéines récepteur R, et une protéine adapteur A. Les sites sont
représentés différemment selon leur état : cercles remplis pour les sites attachés et cercles
vides pour les sites libres.

Fig. 0.1: Deux graphes moléculaires reliés pas une réaction de complexation

Comme on I’a déja vu dans ’exemple ci-dessus, la modélisation des molécules en em-
ployant la structure des graphes avec ports les dote de capacités de raccordement. Ceci
nous motive & instancier la structure abstraite 3 dans le ps-calcul avec les graphes avec
ports. En conséquence, nous obtenons un calcul biochimique basé sur la réécriture stra-
tégique de graphes avec ports, le ppg-calcul. Les graphes avec ports représentent une
structure unificatrice pour représenter toutes sortes de molécules abstraites dans le p,4-
calcul. En outre, les opérations sous-jacentes au mécanisme d’application, le filtrage et
le remplacement, habituellement définis & I'extérieur du calcul de réécriture, sont expri-
mables en utilisant des noeuds appropriés et des transformations de graphes avec ports.
En limitant les graphes avec ports aux graphes moléculaires, nous obtenons un calcul
pour modéliser les réseaux biochimiques [AK08a].

Etant donné que le ~-calcul et le HOCL se sont avérés bien adaptés a la modélisa-
tion des systémes autonomes [Rad(07], nous avons également enquété sur les propriétés
du ppg-calcul pour cette modélisation [AKO08d, [AKO8b]. En particulier, l'usage de stra-
tégies ayant le méme statut que les objets (molécules) dans le calcul, aide le systéme
a s’auto-organiser et & coordonner les comportements de ses composants. Cette étude
est également pertinente pour la modélisation de systémes biologiques en raison de leur
comportement trés complexe et autonome. Ainsi nous utilisons le p,g-calcul pour la mo-
délisation d’un fragment de la voie de signalisation de 'EGFR. Toujours dans le cadre
de la modélisation des systémes autonomes, nous analysons la possibilité d’intégrer des
éléments de vérification dans le calcul sur la base de ses capacités d’ordre supérieur.

Au-dela de la Simulation : Ajouter de la Vérification a I'Exécution
dans le Calcul Biochimique

Dans le cadre de la modélisation des systémes autonomes, la vérification & ’exécution
est utile pour rattraper des situations problématiques, on parle en ce cas de propriété



d’auto-réparation. Les conditions typiques qu’on veut qu’un systéme satisfasse, sont ['oc-
currence, la conséquence et 'invariance de propriétés structurales ou comportementales
particuliéres. De tels types de conditions sont également intéressantes pour vérifier des
modéles biochimiques [CRCEFS04, MRM™T08].

Grace a la possibilité d’encoder les stratégies comme objets du calcul et a la construc-
tion de multiverses qui comprennent toutes les interactions possibles entre une abstrac-
tion et une molécule, nous dotons le p,4-calcul d’'une méthode automatisée pour valider
le comportement du systéme en ce qui concerne quelques conditions ou propriétés de
conception initiales. Nous exprimons les conditions sous forme de formules de logique
temporelle standard — logique des arbres computationnels (Computational Tree Logic,
CTL) [CGPO0] -, celle-ci étant bien adaptée pour raisonner sur la réduction de graphes
avec ports. Les propositions atomiques sont des formules structurelles basées sur les ex-
pressions de graphes avec ports que nous encodons avec des stratégies. Dans ce contexte,
nous vérifions que le systéme modélisé satisfait une proposition atomique utilisant le
meécanisme d’évaluation des stratégies de réécriture. Nous avons mis les formules tempo-
relles au méme niveau que la description du systéme dans le p,4-calcul et nous obtenons
une technique de vérification & I’exécution qui permet au systéme modélisé de détec-
ter ses propres échecs. En outre, le systéme modélisé peut étre équipé de stratégies de
récupération pour manipuler ’échec des conditions initiales.

En conclusion, nous proposons un formalisme biochimique d’ordre supérieur basé sur
la réécriture stratégique de structures spécifiques, qui est congu non seulement pour
simuler I’évolution d’un systéme dans le temps, mais également pour vérifier la structure
et I’évolution du systéme par rapport a des propriétés données.
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Plan de la Thése

La thése est organisée comime suit :

Partie [l En Chapitre [T nous passons en revue les notions et les concepts de base sur la
réécriture et les stratégies que nous employons dans la thése. Du Chapitre [2 au
Chapitre |§| nous proposons un calcul abstrait appelé le psy-calcul, ou X dénote la
structure des molécules. Nous présentons sa syntaxe et sa sémantique par étapes,
a partir de I'intuition de base, rendant explicite ’application d’une abstraction a
une molécule. Nous définissons alors les stratégies comme des abstractions dans le
calcul.

Partie [T Nous étudions une instance du calcul abstrait biochimique pour une structure
particuliére de graphe.

Chapitre [I0] Nous définissons la structure de graphes avec ports, puis présentons un
algorithme de filtrage pour les graphes avec ports, des régles de réécriture de
graphes avec ports et une relation de réécriture sur les graphes avec ports. Nous
étudions également la propriété de confluence pour la réécriture de graphes
avec ports.

Chapitre [11] A partir de la structure des graphes avec ports, nous instancions le
p(zy-calcul pour obtenir un calcul biochimique basé sur la réécriture strate-
gique de graphes avec ports.

Partie [[ITl Nous étudions des applications et des extensions pour le p,4-calcul.

Chapitre [I2] Nous illustrons la pertinence du ppg-calcul pour modéliser des sys-
témes autonomes grace aux stratégies encodées sous forme de molécules dans
le calcul. Nous instancions également le p,4-calcul par la structure de graphes
moléculaires pour modéliser un fragment de la voie de signalisation du récep-
teur au facteur de croissance de 'épiderme (EGFR). Enfin, nous donnons les
idées principales de I'implantation en TOM, qui est détaillée dans I’ Annexe[A]

Chapitre [I3] Nous donnons une sémantique opérationnelle pour la réécriture de
graphes avec ports, basée sur des termes algébriques définis sur une signature
avec sortes ordonnées appropriée. Cet encodage des graphes avec ports et leur
relation de réécriture nous permettent d’instancier le p-calcul pour obtenir un
calcul de réécriture pour des termes encodant les graphes avec ports.

Chapitre [T4] Nous étendons la syntaxe du calcul au moyen d’une classe de formules
temporelles et sa sémantique pour vérifier la satisfaction de ces formules. Nous
obtenons de cette facon un calcul biochimique avec des possibilités de vérifi-
cation & l’exécution.
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Pour finir, nous donnons une conclusion générale, ainsi que des perspectives pour des
travaux futurs.

La Partie[l] la Partie [T ainsi que la conclusion de la thése ont été traduits en frangais.
La Partie [[T]] provient de la thése en anglais. Une version compléte en anglais de cette
thése est disponible sur le serveur de théses-en-ligne du Centre pour la Communication
Scientifique Directe — CNRS, via le lien suivant :
http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00337558 /en /
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Premiére partie

Un Calcul Biochimique Abstrait
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1 Notions Préliminaires

Dans cette partie nous présentons les notions utiles concernant la réécriture de termes,
la réécriture de graphes et la réécriture sous stratégies.

1.1 Relations binaires et leurs propriétés

Dans ce qui suit nous passons en revue des définitions de base et des notations, ainsi
que des propriétés habituelles des relations binaires [BN9S].

Définition 1 (Relations binaires). Etant données deux relations binaires R C A x B et
S C B x C, leur composition est définie par

Ro S ={(a,c)| 3be€ B.(a,b) € RN (b,c) € S}

Soit — une relation binaire définie sur ’ensemble A. On dénote par :
— —0 lidentité sur A,

— —" la n-iéme composition de —, —="=— o —="~1 pour n > 0,

0

— —7~ la cloture réflexive de —, -===— U —°,
— « linverse de —, «—= {(y,z) | * — y},

— « la cléture symétrique de —, «<s=— U «

— —T la cloture transitive de —, —1= U,~g —",

— —* la cloture réflexive et transitive de —, —*=—0U —¥,

— «* la cloture réflexive, transitive et symétrique de —.

Définition 2 (Réductibilité). Soit — une relation sur A. Un élément = dans A est ré-
ductible §’il y a un élément y dans A tel que x — y; x est irréductible (ou sous forme
normale) s'il n’est pas réductible. Une forme normale de z est un élément irréductible y
tel que x —* y. Deux éléments x et y dans A sont joignables s’il existe z dans A tel que
r —* zet y —* z, et on le dénote par x | y.

Deéfinition 3 (Propriétés des relations binaires). Soit — une relation sur A. La relation
— est appelée :
— localement confluente si x — y1 et x — yo implique y1 | y2;
— confluente if x —* y; et x —* yo implique y1 | y2;
— fortement normalisante (or elle termine) si il n’existe pas une séquence infinie
Ty — L1 — ...,

— normalisante si chaque élément de A a une forme normale ;
— convergente si elle est confluente et termine.
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1 Notions Préliminaires

La preuve de la confluence d’une relation est en général difficile. Mais si la relation se
termine, il suffit de prouver que la relation est localement confluente.

Théoréme 1 (Lemme de Newman [New42]). Une relation fortement normalisante est
confluente si elle est localement confluente.

1.2 Graphes

Définition 4 (Graphes étiquetés). Un alphabet d’étiquettes £ = (Ly, Lg) est une paire
d’ensembles d’étiquettes de noeuds et d’étiquettes d’arétes. Un graphe fini sous £ est un
tuple G = (V, E, s%,t%,1%) ou :
— V est un ensemble {v1, ..., v} d’éléments appelés noeuds ou sommets,
— F est un ensemble d’éléments du produit cartésien V' x V appelés arétes,
~ s9 1% . E — V sont les fonctions qui donne la source et la cible d’une aréte respec-
tivement, et
— 19 = (I§,1%) est la fonction d’étiquetage pour les noeuds (I : V. — Ly) et arétes
(% :E — Lg).

Si G est un graphe, on dénote généralement par Vi son ensemble de nceuds et par Eg
son ensemble d’arétes.

Une aréte de la forme (v,v) s’appelle boucle. Pour une aréte (u,v), u et v s’appellent
des nceuds de fin avec u source et v cible; d’ailleurs nous disons que u et v sont des
nceuds adjacents, avec v étant le voisin de u. Une aréte est incidente & un nceud si le
neceud est 'un de ses nceuds de fin. Une aréte est multiple s’il y a une autre aréte avec la
méme source et la méme cible ; autrement elle est simple. Un multigraphe est un graphe
ou les arétes multiples et les boucles sont permises, c.-a-d., E' est un multi-ensemble des
paires en V x V. Un chemin est une séquence de nceuds {vy,...,v,} tels que (vy,v2), ...,
(vn—1,vy,) sont des arétes du graphes.

Une liste d’adjacence pour un nceud est donné par une liste de paires se composant
d’un voisin et de I’étiquette correspondante de ’aréte. Si un noeud n’a aucun voisin, sa
liste d’adjacence est vide.

Un sous-graphe d’un graphe G est un graphe dont les ensembles de nceuds et d’arétes
sont des sous-ensembles de ceux de GG. Un sous-graphe H d’un graphes G est induit si,
pour n’importe quelles paires de sommets v et u de H, (v,u) est une aréte de H si et
seulement si (v, u) est une aréte de G. Autrement dit, H est un sous-graphe induit de G
s’il a tous les arétes qui apparaissent dans GG au-dessus du méme ensemble de sommets.

Un morphisme de graphes f : G — H est une paire de fonctions fi : Vg — Vi et
fE : Eq — Epg qui préserve les sources, les cibles et les étiquettes tout en préservant
I'adjacence, i.e., qui satisfait fiy o t& = t o fg, fiy 0 s¢ = s o fg, l{f ofy = l‘c/;,
Mo fp=1¢.

Un morphisme partiel de graphes f : G — H est un morphisme total de graphes d’'un
sous-graphe dom(f) de G vers H, avec dom(f) appelé le domaine de f.

La composition de deux morphismes (partiels) de graphes est définie par la composition
des composants, et les identités comme paires d’identités sur les composantes.
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1.3 Systémes de Réduction Abstraits

1.3 Systémes de Réduction Abstraits

Habituellement un systéme de réduction abstrait est décrit par un ensemble et une
relation binaire définie sur cet ensemble. Afin de raisonner plus tard sur la notion des
stratégies, dans cette thése nous adoptons les définitions générales de [KKKO08| basées sur
la notion de graphe. Ces définitions nous permettent de décrire les différentes maniéres
possibles pour un objet d’étre atteint & partir d’'un autre objet par réduction.

Définition 5 (Systéme de réduction abstrait). Un systéme de réduction abstrait (ARS)
est un graphe étiqueté orienté (O,S). Les nceuds de O sont appelés des objets et les
arétes orientées de S sont appelées des pas.

Définition 6 (Dérivation). Pour un ARS donné A :

1. Un pas de réduction est une aréte étiquetée ¢ ensemble avec sa source a et sa cible
b. On 'écrit a —iﬁ b, ou simplement a —? b §’il n’y a pas d’ambiguité.

2. Une A-dérivation ou A-séquence de réduction est un chemin 7 dans le graphe A.

3. Quand le chemin 7 est fini, il peut étre écrit ag —% a; % qy... %1 g, et on
dit que ag se réduit en a, par la dérivation m = ¢g¢1 ... P,—1; on le dénote aussi
par ag —" a,. La source de 7 est le singleton {ap} dénoté par dom(r). La cible de
7 est le singleton {a,} dénoté par [r](ap).

4. Une dérivation est vide si sa longueur est zéro. La dérivation vide avec la source a
est dénoté par id,.

5. La concaténation de deux dérivations 71; 2 est définie quand 7y est fini et dom(ms) =
[m1](dom(7r1)) comme suit :

w5 mo + dom(my) =7 dom(me) —7¢ [me]([m1](dom(my)))

On note qu’une A-dérivation est la concaténation de ses pas de réduction. La conca-
ténation de 7 et s, si elle est possible, est une nouvelle A-dérivation.

Les définitions qui suivent généralisent les propriétés classiques d’une relation binaire
& un systéme de réduction abstrait.

Définition 7 (Terminaison). Pour A = (O,S) un systéme de réduction abstrait, on dit
que :
— A termine (ou est fortement normalisant) si toutes les dérivations ont une longueur
finie;
— un objet a en O est normalisé quand la dérivation vide est la seule dérivation ayant
la source a;
— une dérivation est normalisante si sa cible est normalisée ;
— un systéme de réduction abstrait est faiblement normalisant si chaque objet a est la
source d’une dérivation normalisante.

Définition 8 (Confluence). Un systéme de réduction abstrait A = (O, S) est confluent
si pour tous les objets a, b, ¢ dans O, et pour toutes les A-dérivations 71 et mo, quand
a —" bet a—"2c il existe d dans O et deux .A-dérivations w3, w4 tels que ¢ =™ d et
b —™ d.
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1.4 Reéécriture de Termes

Cette section contient les notions de base sur I’algébre de termes de premier ordre et

la réécriture de termes [BN9S8, [GM92].

1.4.1 Algébre de termes

Une signature multi-sortée est une paire (S,F) ot S est un ensemble de sortes et F
un ensemble de symboles de fonctions sortés, F = {Fs, 5,5 | S1,...5,5 € S}. Pour
f € Fs,..s,,5 on utilise la notation f:S; ... S, — §. Une signature ordo-sortée est un
triplet (S, <,F) tel que (S, F) est une signature multi-sortée et (S, <) est un ensemble
partiellement ordonné, et les symboles de fonction satisfont la condition de monotonicité
suivante : si f € Fg, 5,5 N Fer. 51 5 et S; < S! pour tous i, 1 < i < mn,alors S <S5
Dans ce qui suit, pour représenter la réécriture de termes, on considére seulement des
signatures multi-sortées; une introduction compléte sur les algebres ordonées-sortées est
faite dans [GM92].

Quand f € Fs,. s,.5, on dit que f ale rang (S;...S,,S), larité S;...S,, et la sorte
S.Sin =0, alors f est appelé constante. Si l’arité de f est d’une longueur variable, alors
f est variadique. En général, quand S est un singleton, I’arité d’un symbole de fonction
est réduite a un entier naturel.

Soit (S,F) une signature multi-sortée et X = {Xs}ges une famille S-sortée d’en-
sembles disjoints de variables.

Définition 9. L’ensemble des termes de sorte S sur la signature (S,F) et Iensemble
de variables X, dénoté T (F,X)g, est le plus petit ensemble qui contient Xg tel que
f(t1,...,t,) est dans 7T (F, X)g chaque fois que f: S1...S, — Sett; € T(F,X)gs, pour
1<i<n,n>0. Alors 7(F,X) =T (F,X)ses est 'algébre de termes généré par la
signature (S,F) et I'ensemble de variables X.

Le symbole top d’un terme est dénoté Head(t). L’ensemble de variables apparaissant
dans un terme t est dénoté par Var(t). Si Var(t) est vide, t est appelé un terme clos.
T (F) est 'ensemble de tous les termes clos. On omet les noms de sortes quand ils sont
donnés par le contexte. Un terme t € 7 (F,X) est linéaire si chaque variable dans ¢
apparait un seule fois.

Soient N ’ensemble des entiers naturels et N ’ensemble de entiers naturels distincts
de zéro. L’ensemble des séquences finies d’entiers naturels distincts de zéro N* est défini
par p =€ | n | p.p, ol € représente une séquence vide et n € No. Pour tous p,q € N, p
est un préfixe de ¢ s'il existe r € N tel que ¢ = p.r.

L’ensemble des positions Pos(t) d'un terme ¢ est défini récursivement comme suit :

— € € Pos(t) est la position top de t.

— Pour tous p € Pos(t) et tous i € N, p.i € Pos(t) si et seulement si 1 <4 < |arity(f)]

ou f € F est le symbole situé a la position p de t.
On appelle un sous-terme de ¢ situé a la position p € Pos(t) le terme dénoté par ¢, qui
satisfait la condition suivante :

Vp.r € Pos(t),r € Pos(t),) et Head(t),,) = Head((t,))
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1.4 Réécriture de Termes

On dénote par t[s], le terme t ou le sous-terme a la position p a été remplacé par le
terme s.

Une substitution ¢ est une association de chaque variable d’'un sous-ensemble fini
{z1,...,2} de X vers un terme de méme sorte dans 7 (F, X), et on l'écrit 0 = {z1 —
t1,...,xg +— tr}. On défini le domaine de o comme dom(o) = {x1,...,x}. L’application
d’une substitution o & un terme ¢, dénoté par o(¢), remplace de maniére simultané toutes
les apparitions des variables par leurs o-images correspondantes. La composition de deux
substitutions o et u est dénoté par ou et (ou)(t) = o(u(t)) pour tout terme ¢t. On dit
que o instancie z si x € dom(o).

Une substitution o est plus générale qu’une substitution ¢’ s’il existe une substitution
d telle que o/ = do. Dans ce cas on écrit o < ¢’. On dit que ¢’ est une instance de o.

Deux termes sont unifiables si il existe une substitution o telle que o(s) = o(t). Puis
o est le plus général unificateur pour s et ¢ si pour n’'importe quel autre unificateur o’
desett,o <o

Définition 10 (Filtrage). On dit qu'un terme ¢ filtre un terme t’, ou que t’ est une instance
de t, si il existe une substitution o telle que t' = o (t).

Généralement on appelle ¢ le motif et ¢’ le sujet du filtrage. Ce type de filtrage est
connu comme filtrage syntaxique. Le filtrage syntaxique est décidable. Il est linéaire
dans la dimension du motif, si le motif est linéaire. Sinon, le filtrage est linéaire dans la
dimension du sujet.

1.4.2 Théories Equationelles

Une égalité ou axiome dans une algébre de termes 7 (F,X) est une paire de termes
(l,r), dénotée par [ = r, ou [ et r sont des termes de méme sorte. Pour F un ensemble
d’axiomes, on dénote par «—p la relation binaire symétrique sur 7 (F,X) définie par
s «—ptsiil y aun axiome [ = r dans E, une position p dans s et une substitution o
tel que s|, = o(l) et t = s[o(r)],. La cloture réflexive et transitive de «— g, dénotée par
5, est la théorie équationelle généré par F, ou, en plus court, la théorie équationelle
E.

Certaines des théories qu’on utilise dans cette thése sont définies dans ce qui suit pour
f un symbole de fonction binaire :

(A) Associativite f(f(xa y)v Z) = f(x7 f(y7 Z))
(C) Commutativite f(x,y) = f(y, 2)
(I) Idempotence flz,z) =2

(Ue) Unite f(z,e) = fle,x) =x

On peut combiner ces théories pour obtenir par exemple des théories associatives avec
unité (AU), associatives et commutatives (AC), ou associatives et commutatives avec
unité (ACU). De plus, une théorie équationelle E est une théorie permutative si pour
chaque équation s «—p t, le nombre d’apparitions de chaque symbole dans s est le
méme que dans t.
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Le probléme de décider si deux termes arbitraires sont égaux dans une théorie équa-
tionelle est connu comme le probléme des mots.

La notion de filtrage peut étre généralisé pour prendre en compte le fait que des termes
peuvent étre égaux modulo une théorie équationelle donnée. On dit qu’un terme ¢ filtre
modulo E un terme s si il existe une substitution o telle que s «—— g o(t).

Contrairement au probléme de filtrage syntaxique, le probléme de filtrage modulo une
théorie équationelle est indécidable en général [BSOI]. Quand il existe des algorithmes,
ils peuvent avoir une complexité assez grande.

1.4.3 Réécriture de Termes

Soient (S, F) et X' une signature multi-sortée et un ensemble de variable tels que définis
précédemment.

Définition 11 (Regle de réécriture). Une régle de réécriture pour 'algébre de termes
T (F,X) est une paire de termes orientée, dénotée [ — r, ou [ et r sont des termes de
T (F,X). Nous appelons [ et  respectivement membre de gauche et de droite d’une regle.

Un systéme de réécriture de termes est un ensemble R de regles de réécriture pour
T(F,X).

Parfois, nous ajoutons des étiquettes aux régles pour les identifier. Une régle de réécri-
ture étiquetée a la forme id : [ — r.
Quelques restrictions sont généralement imposées sur une régle de réécriture | — r :
~ Var(r) C Var(l) (’ensemble des variables du membre de droite est un sous-ensemble
de l'ensemble des variables du membre de gauche),
— | ¢ X (le membre de gauche n’est pas une variable),
— [ et r sont de la méme sorte.

Deéfinition 12 (Relation de réécriture). Soit R un systéme de réécriture sur 7 (F, X). La
relation de réécriture associée a R sur 7 (F,X') est dénotée —p et est définie comme
suit : t—ps si il existe une position p dans ¢, une régle de réécriture [ — r dans R et une
substitution o telle que t|, = o(l) et s = t[o(r)],. Le sous-terme ¢|, est une instance du
membre de gauche [ et est appelé un redex.

Les propriétés d’un systéme de réécriture de termes R sont celles d’une relation — .
Tous ces propriétés, en particulier la terminaison et la confluence sont indécidables en
général. Ce n’est pas surprenant car la réécriture de termes est au moins aussi expressive
que les machines de Turing. En effet, les machines de Turing peuvent étre exprimées sous
forme d’une simple régle de réécriture .

Cependant, il existe des méthodes pour rendre ces propriétés décidables pour des classes
spécifiques de systémes de réécriture de termes. Par exemple, la terminaison d’un systéme
de réécriture de termes peut étre prouvée en utilisant un ordre de simplification approprié,
grace au théoréeme ci-dessous. Un ordre de réécriture est un ordre compatible sur un
ensemble de termes. Un ordre de simplification est un ordre de réécriture qui contient la
relation de sous-terme strict.
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Théoréeme 2. [Der82] Soit F une signature avec un ensemble fini de symboles. Un systéme
de réécriture de termes R sur 7 (F,X) termine s’il existe un ordre de simplification >
tel que [ > r pour chaque regle Il — r € R.

La confluence peut étre décidable pour les systémes de réécriture de termes termi-
nants en appliquant le lemme de Newman qui assure que la confluence locale implique
la confluence pour de tels systémes. La confluence locale peut étre décidée en testant la
joignabilité de paires critiques [BNOSg].

Définition 13 (Paire critique). Soient [—r et g—d deux régles avec des ensembles de va-
riables disjoints. Nous appelons paire critique dans la régle g—d sur [—r a la position non
variable p € Pos(l), la paire (o(r),o(l)[o(d)]p) telle que o est un plus général unificateur
de g et |,

Si chaque paire critique est joignable, le systéme de réécriture de termes est confluent
localement. Puisque le nombre de paires critiques dans un systéme de réécriture de termes
fini est également finie, la confluence locale est décidable.

Les systémes de réécriture conditionnels apparaissent naturellement dans certaines des
spécifications adoptées dans cette thése.

Définition 14 (Réécriture conditionnelle). Un systéme de réécriture de termes condi-
tionnel est un ensemble de régles de réécriture conditionnelles R sur un ensemble de
termes 7 (F,X). Chaque régle de réécriture est de la forme [—r if s1—t1,..., sp—tg
avec I, 7, 81,..., Sk, t1,...tp € T(F,X).
— Pour chaque régle dans R systéme de réécriture de termes Var(r)UVar(c) C Var(l),
ol ¢ est une abréviation pour la partie conditionnelle de la régle, s;—t1,. .., sg—tk.
— Chaque t; dans ¢ est une forme normale fondée par rapport & R,,, qui contient toutes
les régles dans R sans leurs parties conditionnelles.

Définition 15. Etant donné un systéme de réécriture conditionnel R, un terme ¢ se réécrit
dans un terme t’, qui est dénoté comme d’habitude t— gt’ si il existe une régle de réécriture
conditionnelle [— if ¢, une position w dans ¢, et une substitution o satisfaisant t|,, = o(l),
et 0'(81)—>Rut1, .. ,U(Sk)—>Rutk.

Nous introduisons a présent la notion de réécriture modulo un ensemble d’équations.
Quand les axiomes d’une théorie équationnelle peuvent étre orientés dans un systéme
de réécriture de termes canonique, les régles de réécriture peuvent étre utilisées pour
résoudre le probléme du mot dans une telle théorie. Cependant, il y a des égalités qui ne
peuvent pas étre orientées sans perdre la propriété de terminaison. Un exemple typique
est 'axiome de commutativité. Dans ce cas, le raisonnement équationnel a besoin d’une
relation de réécriture différente qui fonctionne sur des classes d’équivalence de termes
modulo ces égalités non orientables.

Définition 16 (Réécriture modulo classes d’équivalence). Soient un systéme de réécriture
de termes R et un ensemble d’axiomes &, le terme t se réécrit dans le terme s par R
modulo &, ce qui est dénoté t — g/ s, s'il existe une régle | — r € R, un terme u, une

position p dans u et une substitution o, tels que t « g u[o(l)], et s ——g u[o(r)]p.
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La relation — /¢ n’est pas satisfaisante en termes d’efficacité car pour réécrire un
terme, il est nécessaire de cherche dans toute la classe d’équivalence £. Une telle recherche
est encore plus difficile dans le cas de classes d’équivalence infinies. Afin de résoudre ce
probléme, une relation plus faible a été proposée par [PS81], et généralisée par [JK86],
dans laquelle le filtrage est remplacé par le filtrage modulo une théorie équationnelle.
Cette relation est appelée réécriture modulo une théorie équationnelle et est dénotée
—RE-

En pratique, la théorie équationnelle la plus utilisée est ’associativité et la commuta-
tivité. La relation —pg ¢ est appelée dans ce cas réécriture modulo associativité et com-
mutativité (AC). L'efficacité du filtrage modulo AC est essentielle pour les performances
de la réécriture modulo AC. Cependant, le filtrage modulo AC est connu comme étant
un probléme NP-difficile [BKNS87| et peut avoir un nombre exponentiel de solutions.

1.5 Eléments de Théorie des Catégories

Nous passons en revue quelques éléments de la théorie des catégories utili-
sés dans cette thése. Nous rappelons les définitions de catégorie, foncteur, pushout, et
catégorie strictement monoidale et strictement symétrique.

Définition 17 (Catégorie). Une catégorie C est donnée par :

— Une classe d’objets dénotée par Obj(C).

— Une classe de morphismes (ou fleches) dénotée par Arr(C), ou chaque morphisme
f a un unique objet source A et objet cible B, avec A et B des objets de C. Nous
dénotons par C(A, B) la classe de tous les morphismes de 1'objet A vers 'objet B.

— Une loi de composition o : C(A, B) x C(B,C) — C(A,C) qui est associative, c’est-
a-dire

si f € C(A, B),g € C(B,C), h € C(C, D) alors ho(go f) = (hog) o f.

— Un morphisme identité id4 € C(A, A) pour tous les objets A, qui est un élément
neutre pour o, c’est-a-dire

Vf e C(A, B) foida=f=1idpof.
Un foncteur est un morphisme de catégories.

Définition 18 (Foncteur). Un foncteur F' d’une catégorie C vers une catégorie D, noté
F : C — D, consiste en deux fonctions :
— la fonction objet qui assigne a chaque objet A dans C un objet F'(A) dans D, et
— la fonction fleche qui assigne a chaque fleche f : A — B de C une fleche F(f) :
F(A) — F(B) dans D,
tels que
F(ida) = idpay,  Flgo f)=F(g)oF(f)

Définition 19 (Pushout). Etant donné une catégorie C, une paire de fleches f : A — B
et g: A — C, un pushout de f et g consiste en un objet D et deux fleches hy : C' — D
et h1 : B — D pour lesquelles les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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(commutativité) Le diagramme ci-dessous commute :

A1

R

CT2>D

(universalité) Pour tout objet D’ et fleches i1 : B — D’ et ia : C — D’ telles que
i1 0 f =130 g, il existe un morphisme unique D — D’ tel que les diagrammes (2)
et (3) ci-dessous commutent.

f

A——B
gl @) lh\
ho i1

C—=D 2

)
]

DI

Définition 20 (Catégorie strictement monoidale et strictement symétrique). Une catégo-
rie strictement monoidale et strictement symétrique (Strict symmetric strict monoidal
category, sssmc) (B, +,e) est une catégorie B équipée d'un bifoncteur + : B x B — B
appelé le produit tensoriel ou somme disjointe, et un objet e appelé ’objet unit ou objet
identité qui satisfait :
1. la classe des objets Ob(B) est un monoide commutatif par rapport & + avec 1’élé-
ment neutre e, (i.e., + est associatif, commutatif, avec un élément neutre),
2. pour chaque f € B(a,b) et g € B(d',b') la somme f + g est dans B(a + a',b+ V)
et satisfait les axiomes suivants :
(CY) (f+g) +h=Ff+(g+h),
(C2) ide + f = f = f +ide,
(03) ida + idb = idaera
(C4) (u+wv)o(f+g)=uof+vog,
(C5) f+g=g+ f pour tout f,g € Arr(B).

Exemple 1. La catégorie ayant des graphes étiquetés comme objets et des morphismes de
graphes comme fleches s’appelle Graphe. En limitant les fléeches aux morphismes partiels,
une nouvelle catégorie est obtenue, appelée Graphe®.

1.6 Transformation de Graphe

Dans cette section, nous décrivons briévement ’intuition se cachant derriére la transfor-
mation de graphe et I’approche algébrique, aussi appelée “approche du double pushout”
(Double PushOut approach, DPO) [Roz97, [EEKRI7, [EKMRIT].

Une régle de transformation de graphe L ~ R consiste en deux graphes L et R appelés
membre de gauche et de droite respectivement, et un morphisme de graphe partiel entre
eux. Le morphisme de graphe partiel fournit une correspondance entre les éléments du

23



1 Notions Préliminaires

membre de gauche et ceux du membre de droite. Graphiquement, cette correspondance
est fournie par ’association d’identifiants uniques aux nceuds. Le sous-graphe K de L
qui est associé & un sous-graphe de R est généralement mis en relief par la représentation
de la régle de transformation de graphe sous forme de triplet L «+— K — R.

Définition 21 (Reégle de transformation de graphe). Dans ’approche DPO, une production
p: L «— K — R est une paire d’homomorphismes de graphe | : K — Letr: K - R
ou L, K, R sont des graphes finis et sont appelés le membre de gauche, U'interface et
le membre de droite respectivement. Un systéme de transformation de graphe est un
ensemble fini de régles de transformation de graphe.

Un dérivation directe de graphe peut étre formalisée dans le cadre catégorique sous
forme de pushout simple SPO ou double pushout DPO [CMRT97|. Nous

présentons ici I’approche du double pushout, qui a été la premiére approche proposée.

Définition 22 (Dérivation directe). Une dérivation directe de G vers H utilisant une
production p : L «+— K — R existe si et seulement si le diagramme ci-dessous peut étre
construit :

L<=—K—R
G=—D——H

ot les deux carrés doivent étre des pushouts dans la catégorie Graph. Dans ce cas, D est
appelé le graphe de contexte.

Etant donné une production, le graphe K peut étre vu comme une “interface”, dans
le sens ou il n’est pas affecté par ’étape de réécriture elle-méme, mais il est nécessaire
pour spécifier comment le membre de droite R est intégré au graphe D. Intuitivement,
le graphe de contexte D est obtenu & partir du graphe G en effacant tous les éléments
de G qui ont une pré-image dans L mais pas dans K. Le second diagramme de pushout
représente l'insertion dans H de tous les éléments de R qui n’ont pas de pré-image dans
K.

En général, comme présenté dans [Sch97], 'application d’une régle de transformation
de graphe L ~ R & un graphe G, appelé graphe hote, produit un nouveau graphe G’
selon les étapes suivantes :

1. Trouve un morphisme filtrant m pour L dans G (ainsi m(L) est un sous-graphe de
G).

2. Retire le sous-graphe m(L) de G résultant en le graphe de contexte G~.

3. Ajoute m(R) au graphe de contexte G~.

4. Reconnecte m(R) et G™.

Le probléme de trouver un motif pour une régle donnée est une instance du probléme
d’homomorphisme de sous-graphe, qui est connu comme étant NP-complet [Meh84]. En
fait, il existe de nombreuses définitions de graphe et de transformations de graphe, qui
difféerent suivant les motivations et le contexte d’application. Il y a plusieurs algorithmes
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disponibles pour le filtrage de motifs de graphe, nous pouvons mentionner certains de ces
travaux [UII76, LV02, [Ziin96, [Val02]. Parmi les outils existants pour la transformation de
graphe, nous pouvons mentionner AGG [ERT97], PROGRES [SWZ97], et Clean [PE93].
Plus d’information sur les domaines d’application et les outils pour les transformations
de graphe peuvent étre trouvées dans [EEKRI7].

1.7 Réécriture Stratégique

La notion de stratégie utilisée dans cette thése est fondamentale dans la réécriture.
Nous donnons ici une présentation générale des idées principales en suivant l’approche
basée sur les systémes de réduction abstraits [KKKOS§].

Un systéme de réécriture de terme R ou systéme de transformation de graphe G génére
un systéme de réduction abstrait dont les noeuds sont des termes ou des graphes respec-
tivement, et dont les arcs orientés sont des étapes de réécriture ou dérivations directes.
Alors, une dérivation dans R ou dans G est un chemin dans le graphe sous-jacent au
systéme de réduction abstrait associé.

Définition 23 (Stratégie abstraite). Pour un ARS A donné :

1. Une stratégie abstraite ¢ est un sous-ensemble de 1’ensemble de toutes les dériva-
tions (finies ou non) de A.

2. Appliquer la stratégie ¢ & un objet a, dénoté par [(](a), consiste en l’ensemble de
tous les objets qui peuvent étre atteints a partir de a en utilisant une dérivation
dans ( :

[(J(a) = {b | 3m € ( tel que a =" b} =, ¢, ma.
Lorsqu’aucune dérivation dans ¢ n’a pour source a, nous disons que ’application
de stratégie sur a échoue.

3. Le domaine d’une stratégie est ’ensemble des objets qui sont source d’une dériva-
tion dans ( :

dom(¢) = _J dom(s)

4. La stratégie qui contient uniquement toutes les dérivations vides est Id = {id, | a €

oL,

Remarquons que, suivant la définition ci-dessus, une stratégie n’est pas définie pour
tous les objets de ’ARS, ainsi c’est une fonction partielle. Une stratégie qui contient
uniquement des dérivations infinies depuis une source {a} s’applique a 'objet a et re-
tourne I'ensemble vide. L’ensemble vide de dérivations est une stratégie appelée Fail;
son application échoue systématiquement.

Il est maintenant possible de donner une définition de la réécriture stratégique :

Définition 24 (Réécriture stratégique). Etant donné un systéme de réduction abstrait
A= (0,8) et une stratégie ¢, une dérivation de réécriture stratégique (ou dérivation de
réécriture sous la stratégie () est un élément de (.
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Si le systéme de réduction abstrait A est généré par un systéme de réécriture de termes
R, une étape de réécriture stratégique sous ¢ est une étape de réécriture t—5t' qui a lien
dans une dérivation de (.

Si A est généré par un systéme de transformation de graphe, une étape de réécriture
de graphe stratégique ¢ est une dérivation directe G — H.

Une stratégie peut étre décrite en enumérant tous ses éléments ou par un langage de
stratégie. Différentes approches ont été suivies, produisant des langages de stratégie lége-

rement différents tels que ELAN]|[KKV95, BKKROID], Strategd?| [Vis01], TOMF]
BBK*07c| ou Maudeﬁ [MOMYV05]. Tous ces langages fournissent des langages de straté-

gie flexibles et expressifs ou des stratégies de haut-niveau sont définies en combinant des
primitives de bas-niveau. Nous décrivons ci-dessous les éléments principaux du langage
de stratégie TOM qui sont pertinents pour cette thése.

En suivant [KKKO08], nous pouvons distinguer deux classes de constructions dans le
langage de stratégie : la premiére classe permet de construire des dérivations a partir
d’éléments de base, a savoir les regles de réécriture. La seconde classe correspond aux
constructions qui expriment le controle, en particulier le choix biaisé & gauche. De plus,
la capacité d’exprimer la récursion dans le langage apporte encore plus d’expressivité.

Constructeur de stratégies élémentaires. Une stratégie élémentaire est soit I’ldentité qui
correspond a I’ensemble Id de toutes les dérivations vides, Fail qui dénote I’ensemble vide
des dérivations F'ail, ou un ensemble de régles de réécriture R qui représente dérivations
simples (une étape) avec les régles de R. Sequence((y,(2), aussi dénoté par (i; (o, est la
concaténation de (7 et (o chaque fois qu’elle existe : pour un objet a donné dans un ARS

A, [G1; G (a) = [¢([G](a)).

Constructeurs de stratégies de controle. Quelques constructions sont nécessaires pour
construire des dérivations, branchements et pour prendre en compte la structure des
objets.

first Flirst(C1,(2) applique la premiére stratégie si elle n’échoue pas, sinon elle applique
la seconde stratégie ; elle échoue si les deux stratégies échouent. Remarquons qu'’il
s’agit d’un choix déterministe, plus précisément, le choix biaisé a gauche.
[First(C1,¢2)](a) = si [(1](a) n’échoue pas alors [(1](a) sinon [(2](a).

not Not({) échoue si la stratégie ¢ n’échoue pas, et elle ne fait rien si ¢ échoue :
[Not(¢)](a) = si [¢](a) échoue alors Id sinon Fail.

if then else IfThenElse((1, (2, (3) applique la premiére stratégie : si elle n’échoue pas, elle
applique la seconde stratégie, sinon elle applique la troisiéme stratégie, elle échoue
si les deux stratégies (2 et (3 échouent.
[[fThenElse((y, €2, (3)](a) = si [¢1](a) n’échoue pas alors [(2](a) sinon [(3](a).

"http://elan.loria.fr

http:/ /www.program-transformation.org/Stratego
®http://tom.loria.fr

*http://maude.cs.uiuc.edu
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1.7 Réécriture Stratégique

fixpoint L’opérateur de récursion p (comparable & rec dans OCaml) est introduit pour
permettre la définition récursive de stratégies. ux.( applique la dérivation dans ¢
avec la variable z instanciée a px.C, i.e., px.¢ = ([z — px.C|.

Les stratégies Sequence et Flirst s’étendent naturellement pour étre applicables & une
liste de stratégies.

Toutes ces stratégies sont alors composées pour construire d’autre stratégies utiles.
Une stratégie composée est par exemple Try(¢) = First(¢,Id) qui applique ¢ si elle
peut, et applique la stratégie Id sinon. De maniére similaire, I’opération de combinaison
Repeat est utilisée avec l'opérateur de point fixe pour itérer ’application d’une stratégie :

Repeat(¢) = px.Try(¢; x).

Si les objets dans ’ARS ont une structure hiérarchique (ou sous forme de termes),
alors les stratégies sont appliquées uniquement sur les positions hautes et les stratégies
telles que bottom-up, top-down ou leftmost-innermost sont des caractéristiques d’ordre
supérieur qui décrivent comment les régles de réécriture devraient étre appliquées. Les
constructeurs de contréle de base pour de telles stratégies sur les termes sont les suivants :

tous les sous-termes All({) dénote ’ensemble de toutes les dérivations dans ¢. Sur un
terme ¢, All(¢) applique la stratégie ¢ sur tous les sous-termes immédiat :
[AT(O)](f(t1y -y tn)) = f(H), s th) s1[C](t:) = {t;} pour tout i, 1 < i < n, et échoue
s'il existe i tel que [C](t;) échoue.

un sous-terme One(¢) donne un moyen de sélectionner une dérivation dans ¢ qui n’échoue
pas si elle existe. Sur un terme t, One(() applique la stratégie ¢ sur le premier sous-
terme immédiat de ¢ ol ¢ n’échoue pas :
[One(O)](f(t1, ..oy tn)) = f(t1, ..o, th, o ty) si [C] () = {t;} et pour tout 7, 1 < j <1,
[¢](tj) = 0, et échoue si pour tout 4, [(](t;) échoue.

Les opérateurs de combinaison All et One sont utilisés en combinaison avec l'opérateur
de point fixe pour définir des parcours d’arbre. Par exemple, nous avons TopDown(({) =
pux.Sequence(C, All(x)) : la stratégie ¢ est d’abord appliquée en haut du terme consi-
déré, puis la stratégie TopDown(() est appelée récursivement sur tous les sous-termes
immédiats du terme.

En addition a la stratégie Flirst, ELAN a deux autres stratégies pour décrire le choix
de stratégies a appliquer a partir d’un ensemble de stratégies :

don’t know dk((i,...,(,) dénote I'ensemble de toutes les dérivations dans (i, ..., (.
Elle échoue si toutes les stratégies échouent.

don’t care dc((y, ..., (,) dénote 'ensemble de toutes les dérivations d’une stratégie n’échouant
pas ;. Elle échoue si toutes les stratégies échouent.

27



1 Notions Préliminaires

D’autres stratégies de haut-niveau implantent le parcours de terme et la normalisation
de termes et sont bien connues dans la littérature systéme de réécriture de termes

TopDown(() = px.C; All(zx)

BottomUp(() = px.All(x; Q)
OnceTopDown(¢) = px.First(¢,One(z))
OnceBottomUp(¢) = px.First(One(x),()
Innermost(Q) Repeat(OnceBottomUp(())
Outermost () = Repeat(OnceTopDown(())

Exemple 2. Quelques exemples d’application de stratégie :

First(a — b,a — ¢)](a) = {b}
First(a — ¢,a — b)|(b) =0

[
[
{Try(b — ¢)](a) {a}
[

Repeat(First(b—c,a—b))](a) {c}
TopDown(a — b)|(f(g(a,d), h(h(a)))) = {f(g(b,d), h(h(D)))}
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2 Motivation et Vue d’Ensemble du Calcul

Dans cette partie, nous introduisons un modéle abstrait de calcul biochimique fondé
sur les principes de la métaphore chimique, tels qu’implantés dans le «-calcul, et sur les
principes du calcul par réécriture.

La métaphore chimique a été proposée comme paradigme computationnel dans le lan-
gage I' de [BMS8G]. Celui-ci décrit des calculs en termes d’une solution chimique dans
laquelle les molécules représentant des données interagissent au moyen de régles de réac-
tion. Les solutions chimiques sont représentées par des multi-ensembles. Le calcul procéde
alors par applications de régles de réécriture qui consomment et produisent de nouveaux
éléments en fonction des conditions et transformations spécifiés par les régles de réac-
tion. Ce modele a été utilisé comme fondement pour la définition de la machine abstraite
chimique (CHemical Abstract Machine, CHAM) [BB92].

Afin de comprendre les caractéristiques particuliéres du calcul biochimique abstrait,
nous proposons dans ce chapitre de d’abord présenter la métaphore chimique telle qu’im-
plantée dans le «-calcul et HOCL, puis le calcul par réécriture. Dans un 3° temps, nous
parlerons du passage au modéle biochimique.

2.1 Le ~y-calcul et HOCL

Le v-calcul [BFR04, Rad07] a été con¢u afin de proposer un calcul d’ordre supérieur
de base, ayant les caractéristiques essentielles du paradigme chimique. Celui-ci généralise
le modeéle chimique en représentant les réactions comme des molécules. La structure
fondamentale est le multi-ensemble. La syntaxe du calcul définit une molécule comme
étant soit une variable x € X', soit une abstraction (p).M, soit une solution (M), ou
encore un multi-ensemble de solutions. Une y-abstraction est une fonction ayant un seul
argument, une variable d’un ensemble &X. Nous appelons ces arguments motifs afin de
motiver la définition de notre calcul par la suite.

Molécules Mo=X | v(P)M| MM| (M)
Motifs Po=X

Fig. 2.1: Syntaxe du -calcul

Les propriétés d’associativité et de commutativité de la construction de multi-ensembles
aide & simuler le mouvement brownien des molécules dans une solution. Lorsqu’une abs-
traction entre en contact avec une solution inerte, une réaction prend place selon la régle
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de calcul suivante, nommée v-réduction :
(v(z).M),(N) —~ M[z := N] si (N) est inerte

ou une solution est inerte si elle contient uniquement des abstractions et des variables ou
uniquement des solutions et des variables. La sémantique du 7y-calcul contient, en plus de
la régle ci-dessus, deux autres régles pour représenter des réactions dans un contexte. Les
regles de localité et de solution indiquent que toute opération sur une molécule donnée,
opére également sur un multi-ensemble plus large et une solution resectivement.

La nature d’ordre supérieur du -calcul permet d’encoder certains éléments de pro-
grammation du calcul sous forme d’expressions complexes, tel qu’on peut le faire dans le
A-calcul, comme par exemple les opérateurs booléens, les entiers, les identifiants de molé-
cule, les paires de molécules, ou la récursivité. Cependant, ces constructions ne sont pas
toujours assez expressives pour modéliser des programmes plus complexes. Un des buts
du modéle de programmation biochimique tel que proposé par les auteurs du ~-calcul est
de modéliser les systémes autonomes et complexes. Le langage chimique d’ordre supérieur
(Higher-Order Chemical Language, HOCL) BFRO6a, a été proposé afin
de satisfaire cet objectif. Celui-ci étend le v-calcul avec les éléments de programmation
énumérés ci-dessus, mais également des réactions conditionnelles et la capture atomique,
et ce qui est plus important, avec le langage de motifs plus riche suivant :

P:X|w|zdent:7p|73773|<7)>

Soient des motifs P, P;, P, € P, et des molécules M, My, My € M, w filtre toute molécule
nommeée ident qui filtre P, le motif P;, P filtre toute molécule M7, M> telle que P; filtre
M;, pour i = 1,2, et (P) filtre toute solution (M) telle que P filtre M. Une abstraction
prend alors la forme | C | P.M avec C une condition ; une condition est une molécule qui
devrait étre évaluée comme une constante true (représentant la y-abstraction v(z)|z].x)
pour que la réaction ait lieu. Une abstraction est consommeée par une ~-réduction, d’ou
son nom de régle de réaction & usage unique. Ensuite, suivant le mécanisme de récursion
encodé par une constante let rec, des régles de réaction & usage multiple sont définies
comme des régles de réaction qui ne sont pas consommeées par une y-réduction.

Exemple 3. Considérons quelques exemples de molécules dans le ~y-calcul ainsi que des
réductions possibles. Nous utilisons des entiers et 'opération d’addition sur les entiers
__+ _ qui peut étre encodée par des molécules adéquates en suivant les mémes idées que
le A-calcul.

L (y{z).(z + 1), (1)), v(r)-r+1), (1) =5 (2), 7(r).(r+ 1), (1) =5 (2), (2)

2. 1y).(v(@)(e +y), B), (via)a, (@) — v{y)-(via)(a+y), B), (a) =
Y(z).(x+a), (b) =, b+a

2.2 Le p-calcul

La premiére version du calcul de réécriture (ou p-calcul) a été introduit par H. Cirstea
et C. Kirchner [CKO01], afin de donner une sémantique au langage ELAN basé sur la
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réécriture [CK98|. Dans [CKLO02|, une version simplifiéce du calcul de réécriture a été
proposée. Le p-calcul étend la réécriture de termes du premier ordre et le A-calcul. Le
p-calcul hérite du A-calcul sa puissance d’ordre supérieur et le traitement explicite des
fonctions et de leurs applications. Il a été introduit pour rendre explicite les ingrédients
de la réécriture, en particulier les notions de régle de réécriture (ou abstraction) “  — 7,
I’application de régle “ 7 et la structure de résultat “ @ 7. Dans le p-calcul, les A-
abstractions usuelles Az.t sont remplacées par des abstractions de régle p — ¢, ol p et
t sont deux termes arbitraires, avec p étant appelé un motif, et les variables libres de p
étant liées & t. Le p-calcul généralise le A-calcul en abstrayant sur un motif, plutét que
sur une simple variable. Ce genre de généralisation est une caractéristique clé de notre
approche.

Sa syntaxe est définie en Fig. [2.2] ou X' représente l’ensemble des variables et K l'en-
semble des symboles de fonction. L’opérateur “ @ 7 regroupe des termes dans des struc-
tures, et, suivant la théorie choisie pour cet opérateur, il fournit des listes, des ensembles
ou des multi-ensembles pour représenter des résultats multiples.

Termes T:=X|K|P—-T|TT|TT
Motifs PCT

Fig. 2.2: Syntaxe de p-calcul

La sémantique de réduction & petit pas du p-calcul est définie par les deux régles
d’évaluation de la Fig. 2.3] Si o est une solution de substitution du probléeme de filtrage
p < ts, alors I'application de la régle de réécriture sur ¢3 s’évalue en o(t2). L’ensemble des
motifs P n’est pas a priori fixé (P est un parameétre du calcul), et la puissance de filtrage
du p-calcul peut étre réfulée en utilisant des théories arbitraires. Ainsi, la sémantique du
calcul et ses propriétés dépendent essentiellement de ces paramétres.

(p) (p—btz)tgg —p Ul(tg)z...ZUn(tg)Z... ou o; ESOl(p<<t3)
(6)  (hita)ts —s tatzliats

Fig. 2.3: Sémantique du p-calcul

Une caractéristique importante du p-calcul est sa capacité & encoder des stratégies de
réécriture comme cela est montré dans [CKLWO03]|. Les stratégies de base sont des régles
de réécriture. Une application immédiate de 1'utilisation de stratégies de réécriture dans
le p-calcul est 'encodage de la réécriture conditionnelle [CK01]. La confluence du p-calcul
a été prouvée pour les motifs algébriques linéaires [CFQO7].

Exemple 4. Considérons quelques p-termes sur un ensemble de constantes a, b, variables
x,y, opération d’addition _ + | et ses réductions [CKO1].
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L (y—=((z—=z+y)b) (z—=2x)a) =, (y—(b+y)) (£ —=2)a) =
(y = (+y)a—pbta
Le p-terme (y — ((x = +y) b)) ((x — z) a) correspond a la seconde y-molécule
de Iexemple [3]

2 (z—»2+1)»(1—2) (a—a+1)1—=,1—-a)l—,a
Le p-terme (((z = x+1) = (1 = z)) (a = a+ 1)) 1 n’a pas de régle de réécriture
de A-termes standard correspondante.

2.3 Vers un Calcul Biochimique Abstrait

Une différence entre les modéles chimiques et biochimiques réside dans le fait que
la représentation habituelle des molécules dans un modéle biochimique utilise des enti-
tés & états, qui peuvent se joindre dans un processus appelé complexation ou associa-
tion [CZ0§|. En conséquence de quoi, dans un modéle biochimique, une molécule peut
étre vue comme un objet abstrait avec une structure interne décrivant, entre autres,
toutes les connexions possibles avec d’autres molécules.

Nous étendons le modeéle chimique en considérant une structure abstraite ¥ pour les
molécules, et pour les régles de calcul. La structure ¥ devrait permettre de modéliser aussi
bien des connexions entre objets que des actions de création et de suppression de telles
connexions. Le résultat est un calcul basé sur des molécules structurées de réécriture,
ce que nous appelons p(xy-calcul. Les objets de premiere classe du p(xy-calcul sont des
objets Y-structurés, des régles de réécriture entre objets structurés, et des applications
de régles. Ce calcul généralise le A-calcul, le y-calcul et le HOCL, via un mécanisme
d’abstraction plus puissant, qui considére le filtrage non seulement sur des variables
ou des motifs construit sur un langage de motif restreint, mais aussi sur des objets
plus génériques construit sur une structure algébrique et un ensemble de variables. Le
p(sy-calcul englobe également le calcul de réécriture [CKO1] et le calcul de réécriture de
graphes de termes [BBCKO05| en considérant que les structures arborescentes de termes
et les structures de graphes de graphes de termes respectivement sont des structures
spéciales.

Le p(xy-calcul est congu comme un formalisme de modélisation de systemes complexes
avec une topologie dynamique, ou les entités dans un certain état ont une structure
particuliére et interagissent de maniére concurrente en suivant un comportement décrit
par des régles de réécriture. Grace a la nature paralléle intrinséque de la réécriture sur
des sous-termes disjoints et & ’application de régles décentralisée, nous modélisons un
mouvement Brownien, un principe de base du modéle chimique consistant en « une
distribution libre et une réaction sous-spécifiée entre molécules » [BRF04], en considérant
les molécules comme étant des objets structurés.

En considérant le p(sy-calcul comme un cadre pour la modélisation de systémes, nous
obtenons un gain en expressivité en choisissant les descriptions adéquates des états, et
une grande flexibilité dans la modélisation de systémes dynamiques. Par exemple, des
régles peuvent étre consominées par application, et de nouvelles régles peuvent étre créées
par application d’autres régles. Alors, a la place d’un comportement non déterministe
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(et potentiellement sans terminaison) de I'application des abstractions, on peut vouloir
introduire un controle sur la composition ou le choix des régles & appliquer. La notion
d’abstraction se réveéle assez puissante pour exprimer un tel controle, grace aux concepts
de stratégie et de réécriture stratégique. De plus, les stratégies permettent d’exploiter
I'information d’échec.

2.4 Structure de la Partie

Dans le reste de cette partie, nous présentons la syntaxe et la sémantique d’un calcul
biochimique abstrait. En Chapitre [3] nous définissons la syntaxe des entités de base du
calcul. Nous continuons en Chapitre [] avec la définition de la sémantique de réduction
a petits pas du calcul, en nous basant sur trois étapes : le réchauffement, I’application,
et le refroidissement. En Chapitre [f] nous définissons des stratégies sous forme d’objets
du calcul et prouvons la correction de leur définition. Ensuite, nous raffinons le calcul
de maniére & récupérer un échec d’application avec la stratégie d’interaction initiale et
des objets structurés. Comme application des stratégies, nous définissons des stratégies
persistantes qui ne sont pas consommeées par des interactions. En Chapitre [6] nous défi-
nissons une sémantique de réduction & gros grain, de maniére a rendre les invisibles les
interactions échouées dans I’évolution du systéme. Nous terminons par (i) une discussion
sur d’autres stratégies possibles dans le calcul (Chapitre [7)), (ii) une comparaison avec le
~-calcul et HOCL (Chapitre, et (iii) remarques de conclusion et idées pour des travaux
futurs (Chapitre [9)).
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Dans ce qui suit, nous décrivons, étape par étape, tous les éléments définissant la
syntaxe du calcul, ainsi que l'application de substitution et le filtrage.

3.1 Objets structurés

Nous modélisons les états d’un systéme via des objets structurés décrits par des ob-
jets d’une catégorie fixée . En accord avec 'intuition biochimique, les objets sont dans
un mouvement Brownien, i.e. flottant dans une soupe biochimique, formant ainsi un
objet structuré. Nous simulons le mouvement Brownien en considérant une opération
de juxtaposition sur deux objets structurés qui construit un objet également struc-
turé. Formellement, nous considérons une catégorie strictement monoidale, et stricte-
ment symétrique (appelée sssme, pour strict symmetric strict monoidal category)
SSSMCy, = (3, _,e)avec __ :X x X — X un bifoncteur permettant de juxtaposer
deux objets structurés, et € l'objet vide avec la condition que la fleche de ¥ satisfasse
Paxiome d’un sssme. Soit O dénotant Obj(SSSMCy) et T dénotant 'ensemble suivant
d’axiomes définissant un sssmc :

0102 =1 0O Oy
(01 O2) O3 =1 01 (02 O3)
01 E =T 01

pour tout objets O1, 0, O3 dans O. Les fleches de SSSM Cs; sont exactement les fléches
de X qui satisfont les axiomes de T.

Puisque le bifoncteur ~ correspond & un opérateur associatif et commutatif sur
des objets structurés, nous pouvons le voir comme un opérateur variadique, et nous le
représentont habituellement dans une forme infixe non parenthésée.

Exemple 5. En instanciant la catégorie 3, nous obtenons des objets structurés particu-
liers, comme suit :

Multi-ensembles de constantes Soit ¥ une catégorie petite avec Ob(X) un ensemble de
constantes. Nous prenons alors une fleche pour chaque paire d’objets distincts, et
une fleche d’identité pour chaque objet. Par exemple, si a,b,c,d € Ob(X), alors
aba, ¢, bdbbb, cabbaccch sont des exemples de multi-ensembles. Nous remarquons
que cette structure n’a pas de caractéristiques intrinséques permettant d’exprimer
des connexions entre objets; ainsi elle est plus adéquate pour décrire un modele
chimique qu’un modéle biochimique.

Multi-ensemble de termes. Si, au lieu de constantes comme ci-dessus, nous considérons
des termes algébriques sur une signature de premier ordre donnée F, et un ensemble
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de variables, nous obtenons des multi-ensembles de termes. Soient a, b, ¢, f, g, h € F,
avec a, b, ¢ des constantes, f et g unaires, et h binaire. Alors f(c) f(c) g(h(a,c)) h(a,g(f(b)))
et g(a) sont deux multi-ensembles de termes.

Graphes. Nous considérons la catégorie de graphes Graph dont les objets sont des graphes,
et dont les fleches sont des morphismes de graphes. Alors, le bifoncteur  cor-
respond a une somme disjointe de graphes, et € au graphe vide.

Nous considérons une sous-classe particuliére d’objets dans O comme des variables, et
nous la dénotons par Xp. Une variable est un objet avec des fleches vers tout autre objet.
La définition exacte des variables dans un objet structuré dépend de chaque instance
particuliére de ¥. Nous dénotons par Var(O) la classe des variables apparaissant dans la
structure d’un objet O.

3.2 Abstractions

Nous définissons une abstraction comme étant une paire ordonnée de deux objets
structurés dans O, telle que le premier objet est appelé membre de gauche, et le second
membre de droite, et étant équipée avec un morphisme entre ces deux membres. Ce
morphisme spécifie une transformation de I'objet du membre de gauche en l'objet du
membre de droite. Soit A, I’ensemble d’abstractions suivant :

Ay = {(Ol,f, 02) ‘ 01,09 € O,f S SSSMCE(Ol,Og)}

Pour une abstraction A, nous dénotons habituellement par L4 et R4 les membres de
gauche et de droite respectivement. Nous représentons une abstraction (Oq, f, O2), comme
ayant un membre de gauche O; suivi par un opérateur = qui n’apparait pas dans les

objets structurés de X, et un membre de droite O2, ainsi O £ O». Hormi lorsque cela est
nécessaire, nous ne spécifions pas le morphisme entre les deux membres d’une abstraction.

Ainsi, nous pouvons aussi définir Ag comme la classe d’abstraction entre objets structurés
0=0.

Exemple 6. Les abstractions définies sur le sssmc construit pour la catégorie de graphes
avec des morphismes partiaux Graph® correspond au concept des transformations de
graphes formalisé au moyen de I’approche de “simple pushout” (SPO).

Dans une seconde étape, nous définissons un morphisme g : (L4 N Ry) — (La £>
R 4/) sur une abstraction de Ay, comme une paire de morphismes sur des objets structurés
(91 : La — La/,gr : Ra — Ras) telle que gro f = f" o g.. Nous pouvons alors définir
une catégorie Absy(Q) d’abstractions sur O avec Ay la classe d’objets, et des morphismes
sur des abstraction de Ag sous forme de fléches.

Nous étendons la classe d’abstractions Ag avec une nouvelle classe d’abstractions défi-
nie comme {(A4,g,A") | A, A" € Ay, g € Absy(O)(A, A")} ou (O = O) = (O = O) pour
résumer. En conséquence, la classe d’abstractions Ag est définie & présent par :

Ay::=0=0] (0= 0)= (0= 0)
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3.3 Molécules Abstraites

L’idée principale de ce calcul est d’avoir toutes les entités au méme niveau, que ce soient
des objets représentant les états du systéme, ou des abstraction représentant différents
comportements du systéme, ou encore leurs interactions. Nous appelons une telle entité
une molécule abstraite. Nous définissons graduellement la classe des molécules abstraites
de facon a inclure les abstractions dont le membre de gauche est un objet structuré, et
le membre de droite est une molécule abstraite, et également les abstractions sur Ag.

Soit My une catégorie avec Ob(My) = O U Ay, et Arr(Mp) = Arr(SSSMCyx) U
Arr(Absy(0)).

Alors, a partie de Mg et du bifoncteur  vu précédemment, et de ’objet vide €, nous
pouvons construire un premier sssmc pour les molécules abstraites SSSMCy,. Soit My
la classe des objets de SSSMCy,.

Nous pouvons alors définir des abstractions avec des objets structurés dans le membre
de gauche, et des molécules abstraites dans le membre de droite, ol le morphisme entre
ces deux membres est un morphisme entre objets structurés :

A1 ={(0,f,M) | O € O, M € Ob(SSSMCh,), f € Mo(O, M)}

En résumé, nous pouvons représenter la classe de telles abstractions par O = M.

En nous fondant sur ces deux nouvelles classes d’abstractions, nous considérons une
nouvelle catégorie M avec Ob(M) = Ob(My) U A1, et Arr(Mg) = Arr(SSSMCyx) U
Arr(Absy(Q)). Alors, similairement & la construction de SSSMC,, nous considérons
le sssmc associé & M dont les objets sont exactement les molécules abstraites. Soit M la
classe des objets de SSSMCyy.

Nous remarquons que, en suivant la procédure ci-dessus, nous pouvons construire ité-
rativement des abstractions et molécules d’ordre supérieur.

Ayant des molécules abstraites construites en utilisant des concepts catégoriques, nous
donnons ci-dessous leur définition schématique, que nous utiliserons dans le reste du
chapitre, ot nous ne ferons plus référence aux concepts catégoriques. Soit X I'union de
Xo avec une classe de variables pour un type quelconque de molécules abstraites. Alors,
la syntaxe des objets du calcul est la suivante :

Ay == 0=0]|(0=0)=(0=0)
Moy == O| Ay | My My

A = Ay | 0= M,

M = X | My|A| MM

Toute abstraction dans A a un opérateur fleche principal = distingué, celui qui définit
le morphisme entre les deux membres de I'abstraction.

Comme nous ’avons mentionné précédemment, T dénote I'’ensemble des axiomes dé-
finissant les propriétés du sssmc des objets structurés et les morphismes entre eux. En
conséquence, T géneére une relation de congruence structurelle entre les objets dans O.
Puisque les abstractions et les molécules abstraites sont construites & partir d’objets
structurés, il est naturel que nous étendions la relation de congruence structurelle sur
aux molécules abstraites.
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Définition 25 (Congruence structurelle sur des molécules abstraites). La relation de
congruence structurelle sur des molécules abstraites est la relation de congruence la
plus petite fermée par rapport &  (juxtaposition) sur des ensembles de molécules
abstraites, qui étende la congruence structurelle = sur des objets structurés de X, sa-
tisfaisant ainsi les axiomes suivants :

My My =t My M,
My e =1 M
(My My) M3 =1 My (My Ms)

pour tout My, My, M3 € M.

L’opérateur de juxtaposition, tel qu’axiomatisé par la théorie T construit des multi-
ensembles. De maniére équivalente, nous pouvons considérer que la juxtaposition cor-
respond & un opérateur variadique, ainsi que les parenthéses ne sont plus nécessaires.
Si Pon veut un type de collection différent, de nouveaux axiomes doivent étre ajoutés
et/ou retirés de T. Par exemple, si nous retirons I’aspect symétrique strict de la catégorie
monoidale (i.e., la commutativité), nous obtenons des listes, alors que si nous ajoutons
un axiome pour 'idempotence, nous obtenons des ensembles.

3.4 Sous-objets, Sous-molécules, Substitutions, Filtrage

Tout objet structuré O qui n’est ni une variable, ni un opérateur constant de 3 peut étre
décomposé en deux objets structurés O1 et Os collés ensembles, & partir d’une position
relative de 'un par rapport a l'autre. Une position est décrite par une information de
voisinage. Nous dénotons une telle décomposition par O;|Oz]g and nous appelons O
un contexte, Oy un sous-objet ou sous-molécule et B une information de voisinage.

Une abstraction a également une structure particuliére donnée par la structure de ses
membres et la fleche, ainsi elle peut étre décomposée en un contexte, une sous-molécule,
et une information de voisinage. Considérons par exemple ’abstraction L. = B. Si nous
décomposons chaque membre comme L™ | L1 |p et R™| Ry |pr, alors abstraction L = R
a une décomposition (L~ = R™)|L1 = Ry |p=p».

Exemple 7. Considérons ¥ une catégorie de graphes. Nous illustrons en Figure [3.1] une
décomposition d’'une abstraction sur des graphes L :f> R en la sous-molécule L é Ry,

le contexte L~ L5 R, et I'information de voisinage B’ LY B ot B’ consiste en les arétes
(1,4) et (3,4), B” consiste en l'aréte (4,3), et f" associe l'aréte (3,4) a laréte (4, 3).
Nous remarquons que f est décomposée en trois morphismes f’ sur les sous-molécules,
1" sur les contextes, et f” sur les informations de voisinage.

De par la structure non-hiérarchique des graphes, dans une décomposition de molécule
de graphe, nous pouvons échanger le contexte avec la sous-molécule, et nous obtenons la
méme molécule de graphe initiale comme nous pouvons le voir dans 'exemple ci-dessus.
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; L
L=R
< .
o - 9?2 e - @2
! f/
L & R, T = T
.3 .3
" 4 f” 4
L L R U = .

Fig. 3.1: A decomposition of an abstraction on graphs

Le seul type de lieur dans le py)-calcul est 'abstraction. Ainsi, les notions de variable
libre et liée sont similaires & celles de p-calcul, i.e., dans O = M les variables libres de
O sont lices & M.

Définition 26 (Variables libres et lides). Etant donné une molécule abstraite M, son
ensemble de variables libres F'V (M) et son ensemble de variables lices BV (M) sont
définis comme suit :
~si M = X alors FV(M) ={X} et BV(M) =0;
—si M = O alors FV (M) = Var(O) et BV( )
—si M = M; = Mj alors FV(M) = FV(M>)
BV (M) UFV (M)
—si M = M; My alors FV(M) = FV(M;) U FV (M) et BV(M) = BV (M;) U
BV (M3).

T V(M) et BV(M) = BV(Ms) U

Comme dans tout calcule impliquant des lieurs, nous travaillons modulo I’a-convention
et modulo I’hygiéne-convention de Barendregt [Bar84], i.e. les variables libres et liées ont
des noms différents.

Définition 27 (Substitution). Une substitution o est une association entre 1’ensemble des
variables X et I’ensemble des molécules abstraites M, o : X — M. Nous I'écrivons sous
la forme {X; — My,..., X, — M,} ¢'il y a seulement un nombre fini de variables qui
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ne sont pas associées & elles-mémes. Il s’étend de maniére unique a un homomorphisme

de M vers M.

L’application d’une substitution finie 0 = {X; — Mj,..., X,, — M,} & une molécule
abstraite M, o(M), est obtenue en substituant M; pour X;, 1 < i < n, en utilisant le
renommage de variable approprié pour éviter la capture des variables libres [CK01].

Etant donné une molécule abstraite, nous nous intéressons a la transformation de
certaines de ses sous-molécules, qui vérifient certaines caractéristiques. De telles carac-
téristiques définissent un motif. Le procédé d’identification de sa localisation dans la
molécule donnée, et d’association avec un sous-objet est appelé sous-filtrage. Si la trans-
formation concerne la molécule entiére, i.e., le motif doit étre identifié & une molécule
par substitution, alors seule une association entre les éléments du motif et ceux de la
sous-molécule doit étre fournie, et le procédé est appelé filtrage.

Définition 28 (Sous-filtrage modulo T). Une équation sous-filtrante modulo T est une
paire ordonnée de molécules abstraites M <1 M’. Une solution d’une équation sous-
filtrante est un triplet (o, M, B) ou X est une substitution, M” une molécule abstraite,
et B une information de voisinage telle que M”|o(M)|g =1 M’. Nous appelons un
probléme sous-filtrant M <7 M’ un probléme filtrant si (M) =1 M’, ou de maniére
équivalente, M" est la molécule vide, et nous la dénotons par M < M’. Nous dénotons
habituellement une solution sous-filtrante par le symbol ¢, et ’ensemble de toutes les
solutions de I’équation sous-filtrante M <1 M’ par Sol(M <1 M'").

Pour chaque instantiation de la structure 3 des objets et T, un algorithme de sous-
filtrage modulo T devrait également étre fourni. Pour des raisons d’optimisation, il peut
étre utile de définir une relation de congruence entre les solutions filtrantes, et de considé-
rer alors uniquement les solutions correspondant aux représentants de classe; ceci repré-
sente un moyen de réduire ’explosion combinatoire qui peut apparaitre dans la situation
ou des multi-ensembles d’objets sont manipulés.

3.5 Mondes

Nous définissons la construction de monde en placant les molécules dans un envi-
ronnement ot elles peuvent interagir librement. En d’autres termes, un monde est une
encapsulation d’'une molécule abstraite existant dans un état du systéme modélisé. L’en-
vironnement est « conscient » de toutes les molécules abstraites qu’il contient. Nous
représentons cette connaissance en considérant un opérateur variadique permutatif | |
construisant un monde qui prend en argument toutes les molécules abstraites de 1’envi-
ronnement. Nous dénotons par [M] un monde contenant la molécule abstraite M € M.
Si M est une juxtaposition de m variables, n objets structurés de O et p abstractions,
alors le monde [M] est une construction basée sur (m +n+ p) composants. La classe des
mondes V est définie comme suit :

Vo= Y[ M

oll YV est un ensemble de variables.
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Une représentation graphique intuitive de ’environnement en tant que monde, consi-
dére une boite rectangulaire agissant comme un conteneur, fournissant une intuition
d’un environnement. Nous illustrons en Figure [3.2] un monde consistant en deux objets
structurés et trois abstractions.

A
0, 5
Ay

A, O

Fig. 3.2: Représentation sous forme de boite d’'un monde consistant en les abstractions
Aq, Ag, et Az, et les objets structurés Op et Os.

3.6 Structures de Mondes ou Multivers

Il peut y avoir différentes fagons pour un systéme d’évoluer d'un monde (un état) via
une interaction réussie entre deux molécules. Afin de collecter tous les résultats possibles
d’évolution, nous introduisons un opérateur variadique permutatif { } pour construire
une structure de mondes en les juxtaposant. Une structure de mondes est aussi appelée
un multivers (ou méta-univers, puisqu’un monde peut aussi étre appelé univers). Les
mondes possibles dans un multivers sont appelés mondes alternatifs. Soit W la classe des
multivers. Alors un multivers consiste soit en une variable dans une ensemble Z, soit une
juxtaposition de mondes, ou encore une juxtaposition de multivers.

W= Z|{V..V}H{W.. W}

La théorie sous-jacente de l'opérateur { } est donné par la congruence structurelle
suivante :

Définition 29 (Congruence structurelle sur les mondes). La relation de congruence struc-
turelle sur les multivers est la plus petite relation de congruence satisfaisant la propriété
de { } étant variadique, et les axiomes d’applatissement suivants :

Vit vy AVE L VE Y
{vi...Vpy vl vied

Vit vl v VRS
A T VAR VA A

3.7 Vue d’Ensemble de la Syntaxe de Base du Calcul

En Figure [3.3] nous résumons la syntaxe du calcul telle que définie jusqu’alors, qui
inclut des objets structurés, des abstractions, des molécules abstraites, des mondes et
des multivers.

41



3 Syntaxe

(Objets structurés)

(Abstraction
(Molécules abstraites

)
)
(Mondes)
)

(Multivers

§<§L§

0=0
(0O=0)=(0=0)

O Ay | Mo My

Ao | O = My

X[ Mo| Al MM

Y| M]
Z|{y.. v {W..w}
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4 Sémantique a Petit Pas

4.1 Sémantique de Base

La sémantique de p(x)-calcul correspond a un systéme dont I’état initial est un monde
de la forme [A;... A4, O1...0p], avec n,m > 0. Chaque abstraction peut interagir de
maniére non-déterministe avec une molécule abstraite du méme monde. Une telle inter-
action peut produire un résultat ayant du sens si ’équation filtrante entre le membre de
gauche de ’abstraction et la molécule abstraite est valide ; dans le cas contraire, 'inter-
action non-réussie exprime simplement le mouvement Brownien modélisé par 'opérateur
de juxtaposition permutatif.

Soit A une abstraction décrite par Ly = R4 avec £ le morphisme inclu dans 'opé-
rateur fleche, et M une molécule abstraite telle qu’il existe une solution sous-filtrante
¢ € 8ol(La < M) avec ¢ = (o, M’', B); l'existence d’une solution sous-filtrante garantit
le succes de l'interaction. L’interaction entre ’abstraction A et la molécule abstraite M
produit une transformation de M selon A en remplagant dans M la sous-molécule (L 4)
par X(R4) en utilisant I'information de voisinage B mise a jour suivant £. Ainsi, si M a
une décomposition M'|o(L4)]g, alors le résultat de la transformation de M suivant A
est une molécule abstraite obtenue a partir de M en remplagant la sous-molécule o (L 4)
par o(R4).

Une interaction entre une abstraction et une molécule abstraite est décrite par 1'une
des regles suivantes :

AM — {[(Ra)]...[sn(Ra)]} si Sol(La < M)={s1,...,n}
AM — A M sinon

Fig. 4.1: Sémantique de base de p(xy-calcul

Une application réussie de I'abstraction A & une molécule abstraite M, appartenant
toutes deux au méme monde, se réduit en une structure de mondes alternés (ou sous-
états) {[Mi]...[My,]} telle que Sol(Ly < M) = {<1,...,sn} et ¢;(R4a) = M;. Un échec
de filtrage indique que l'interaction entre les deux entités est impossible, d’ou le fait que
I’abstraction initiale et I’objet structurés sont retournés inchangés. Cette approche est
similaire & celle de Alchemy [FB96], ou si deux molécules (représentées comme des \-
expressions typées) se collisionnent de maniére aléatoire dans une réaction et leurs types
sont incompatibles, alors la réaction est considérée élastique.
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4 Sémantique & Petit Pas

4.2 Rendre I’Application Explicite

Les régles d’évaluation données en Figure [£.1] donnent ’idée principale de 'application
d’une abstraction sous forme d’une réécriture en une étape. Nous n’avons pas spécifié
comment les opérations de filtrage et de remplacement, i.e., 'application effective de
I’abstraction, sont réalisées, puisque ces opérations, habituellement définies au niveau de
I'instance du calcul, dépendent de la structure > des objets, parameétre du calcul.

Nous raffinons la sémantique des interactions de maniére & comprendre quels sont les
acteurs et afin de mieux controler le procédé d’application. Revenons & la situation ou
Papplication n’a pas réussie (le filtrage a échoué) : I'interaction est élastique et les acteurs
initiaux sont retournés. Nous introduisons un second niveau d’organisation interne et de
process, ou des tests appropriés peuvent étre réalisés. Nous définissons un opérateur d’ap-
plication qui permet l'isolation d’une molécule abstraite M et une abstraction A choisie
aléatoirement pour 'interaction. Ainsi, en plus de permettre différents tests d’étre réali-
sés pendant 'application, 'opération d’application isole également ou bloque ’accés aux
autres abstractions aux deux entités interagissant. Un monde d’application est construit
en utilisant un opérateur d’application @ qui prend en arguments une abstraction et une
molécule abstraite M.

En utilisant un mécanisme similaire & celui de CHAM, une interaction prend place dans
un systéme apres une procédure de préparation, et qui restructure le systéme, un procédé
de réchauffement. Le réchauffement isole une abstraction A et une molécule abstraite
M dans un monde d’application. Ceci est exprimé au moyen de la régle d’évaluation
suivante :

(Rchauffement) [N A M| — [N AQM] (4.1)

Les étapes calculant ’application d’une abstraction isolée A sur une molécule abstraite
M, incluant les opérations de filtrage et d’application de substitutions (remplacement),
sont exprimées par les régles d’évaluation suivantes :

(Application) AQM —, {[s1(RA)] ... [sn(RA)]}
si Sol(La < M)={s1,...,sn} (4.2)
(ApplicationEchec) AQM — s AM si Sol(La < M)=10 (4.3)

Quand I’application d’une abstraction sur un objet structuré réussit dans I’état actuel
du systéme, une régle de refroidissement, le dual de la régle de réchauffement, prend
place et se charge de reconstruire 1’état du systéme en branchant le résultat de la ré-
écriture dans l’environnement. Le contexte consistant en des molécules ne participant
pas a l'interaction, est dupliqué pour chaque résultat au moyen de la régle d’évaluation
suivante :

(Refroidissement) [N {[Mi]...[Mu]}] —¢ {[N My]...[N M.} (4.4)

44



4.3 Au sujet de la Confluence Locale

4.3 Au sujet de la Confluence Locale

Le modele chimique est hautement non-déterministe : d’une part, via la stratégie
d’interaction intrinséque non-déterministe premettant de choisir les molécules abstraites
a réchauffer, et d’autre part, via le choix de la solution sous-filtrante. En considérant
une structure de tous les résultats possibles d’'une application, nous éliminons le non-
déterminisme apporté par des solutions multiples au sous-filtrage. Cependant, le degré de
non-déterminisme restant rend le calcul localement non-confluent. Prenons un exemple :

[A1 Az O]

T

[4;Q0 Ay] [A; A,@O0]

Le monde consistant en deux abstractions A; et Ay et un objet structuré O est chauffé,
donnant naissance & deux possibilités correspondant & chacune des deux abstractions a
appliquer & O. Dans ce cas particulier, ou la paire critique créée par les deux abstractions
est joignable, la réduction converge, mais en général, elle ne converge pas. En conséquence,
la relation de réécriture induite par les régles de réduction donnant la sémantique de base
du calcul abstrait biochimique n’est pas locallement confluent. Dans de telles conditions,
la confluence peut habituellement étre forcée en utilisant des stratégies d’évaluation ap-
propriées. En Chapitre 5] nous donnons quelques moyens pour ajouter des stratégies au
calcul, afin de controler les interactions entre abstractions et objets structurés.

4.4 D’abord refroidir, puis réchauffer

Analysons les conditions pour le réchauffement et le refroidissement d’un monde, et
I'importance de leur succession dans le temps. Les régles de réduction de réchauffement
et de refroidissement donnent naissance aux paires critiques suivantes :

(M {[My A O][M] ... [My]}]

P

[M{[M1 AQO][My] ... [My,]}] {IM My A O|[M Ms]...[M M,]}

Si nous considérons que AQO —, {[NV1]...[INg]}, la paire critique ci-dessus est joi-
gnable, puisque d’une part :

(M {[M1 AQO][Ma]...[My]}] —a

[MA[My A{[N] .. [N H[M] .. . [Mp]}] —e
(M {{[My Ny]...[My Ny} [Ma)]. .. [Mn]}] =
(M {[My Ni]...[Mi Ni][Ma] ... [Mp]}] —e
{[M My Ni]...[M My Ni)[M My)...[M M}
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4 Sémantique & Petit Pas

et d’autre part :

(M My AO|[M My)]...[M My} —n

(M M, AGO|[M M) ... [M M)} —q

{[M My {[N1] ... [Ne]}H[M My]...[M Myl} —.
{IM My Ny [M My Ng}HM Ms]...[M M,]} =
(M My Ni]...[M My Ni[M Msy)]...[M M,]}

Si AQO —,5 A O nous obtenons toujours la joignabilité. Ce résultat montre que
I’ordre de réduction en utilisant le réchauffement et le refroidissement n’est pas important.
Afin de suivre I'intuition biochimique, et pour des raisons de simplicité, nous décidons de
donner une priorité d’application plus haute & la régle d’évaluation de refroidissement.
En conséquence, un monde est réchauffé seulement aprés un refroidissement du multivers
auquel il appartient.

4.5 Vue d’ensemble de la Sémantique du Calcul avec Application
Explicite

En Figure [£.2] nous regroupons toutes les régles d’évaluation du calcul ou 'application
d’une abstraction & une molécule abstraite est rendue explicite :

(Réchauffement) [N A M] — [N AQM]
(Application) AQM — 4 {[c1(RA)] ... [sn(RA)]}
siSol(Ly < M) ={s1,...,%n}
(ApplicationEchec) AQM — 4 A M if Sol(Ly < M) =10
(Refroidissement) [N {[Mi]...[M,]}] —c{[N Mi]...[N M,]}

Fig. 4.2: Sémantique de px)-calcul avec application explicite
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5 Ajouter des Stratégies au Calcul

Le parallélisme intrinséque de la réécriture sur des sous-termes disjoints en utilisant
les abstractions disponibles dans un monde peut étre changé en considérant un meéca-
nisme de controle ou un ordre d’application des abstraction. Les stratégies de réécriture
fournissent un tel controle dans un cadre basé sur des régles. Dans cette section, nous
définissons les stratégies comme des objets du calcul, en utilisant les constructions de
base, comme on peut le faire dans le A-calcul ou le «y-calcul. Pour une telle définition,
nous utilisons une approche similaire a celle de [CKLW03] ou les stratégies de réécriture
sont encodées dans des régles de réécriture. Les définitions des objets de stratégie sont
données avec les preuves de leur correction par rapport & la sémantique des stratégies
abstraites qu’elles encodent. Alors, grace aux stratégies, de nouvelles extensions du calcul
sont possibles, comme par exemple 'interception d’un échec dans 'application ou pour
définir des stratégies persistantes.

5.1 Des Stratégies sous Formes d’Abstractions

Considérons pour les combinateurs de stratégie donnés en Section [I.7], les objets sui-
vants (alias) : id pour Id, fail pour Fail, first pour First, seq pour _; , not pour
Not, ifThenElse pour IfThenElse, try pour Try, repeat pour Repeat. L’opérateur d’ap-
plication pour les stratégies [ |(_) de la Section correspond a la construction @.
Les abstractions de A sont des exemples élémentaires de stratégies et correspondent au
systéme de réduction abstrait sur lequel nous définissons les stratégies.

Dans ce qui suit, lorsque nous souhaitons mettre en relief 'utilisation de stratégies
comme abstractions, nous remplagons le symbole pour 'abstraction par le symbole pour
la stratégie S dans chaque regle d’évaluation.

En premier, nous étendons la syntaxe des molécules abstraites avec I’échec ou objet
stuck, stk. Nous imposons la restriction sur un monde qu’il ne doit contenir aucune
abstraction dont ’application peut produire stk. Cet objet d’échec stk est le résultat de
I’échec de l'application d’une abstraction a une molécule abstraite.

(ApplicationEchec) AQM — ¢ {[stk]} si Sol(La < M) =10 (5.1)

Nous appelons une abstraction étendue ou une stratégie une abstraction dont le membre
de droite peut contenir le constructeur de 'application.

Soient S, 51,52 des stratégies. Nous encodons les stratégies Id, Fail, ; | et First
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5 Ajouter des Stratégies au Calcul

sous la forme des alias pour les abstractions étendues suivants respectivement :

id & X=X
fail £ X = stk
seq(Sl, Sg) = X = SQ@(Sl@X)
ﬁI‘St(Sl,SQ) £ X = (Sl@X) (Stk = (SQ@X))@(Sl@X)
not(S) 2 X = first(stk = X, X’ = stk)@Q(SQX)
ifThenElse(S1, Sz, 53) =

X = first(stk = S3@X, X’ = $@X)Q(S,@X)

L’échec de lapplication d’une stratégie abstraite comme définie en Section [I.7] est re-
présenté par I’ensemble vide. Cependant, nous définissons un échec de 'application d’une
stratégie dans le p(xy-calcul non pas par un ensemble vide, mais par le singleton contenant
lobjet échec stk, i.e., une structure avec un monde {[stk]}. L’échec explicite fournit une
plus grande expressivité aux objets de stratégie dans le p(xy-calcul. En considérant une
stratégie avec I’objet échec comme membre de gauche, nous pouvons attraper et traiter
de maniére appropriée un échec de I'application par une autre stratégie.

Les objets correspondant a la stratégie abstraite composée Try est alors définie ai-
sément a partir des stratégies first et id, comme vu dans le cas général des stratégies
abstraites, cf Section [L.7]

try(S) = first(S,id)

La stratégie composée Repeat est définie en utilisant 'opérateur de récursion p et les
objets de stratégie try et seq comme suit :

repeat(S) £ uX.try(seq(S, X))

Nous pouvons encoder ’abstraction g en utilisant le combinateur de point-fixe du A-calcul
comme cela a été fait pour encoder les itérateurs dans le p-calcul [CKO1] :

repeat(S) £ ©Q.J(S)

. O £ A@A
A 2 X = (Y= Ya(Xxax)ay)))
J(S) £ Y = (X = first(seq(S,Y),id)@X)

Puisque nous considérons tous les résultats possibles d’une application, et que nous
pouvons appliquer une stratégie & un monde d’application comme c’est le cas pour la
définition de seq, nous avons besoin d’une régle d’évaluation qui distribue I'application
d’une stratégie & chaque monde dans la structure :

(AppRefroidissement) SQ{[M]...[My,]} —ac {[SQM;]...[SQM,]} (5.2)

Le nom de la régle provient du fait qu’elle a les caractéristiques d’une régle de refroi-
dissement, en branchant dans deux contextes (ici, un monde d’application) les éléments
d’une structure de mondes.
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5.2 Appel-par-Nom dans le Calcul avec Stratégies

Une seconde regle est nécessaire pour applatir un monde consistant uniquement en un
multivers :

(Applatissement) {{[M:] ... [Mp]}]} —f {[Mi]... [M,]} (5.3)

Si un échec apparait pendant le procédé d’application, nous le manipulons explicite-
ment. Nous retirons un monde contenant 1’objet échec si c’est I’'unique monde dans un
multivers juxtaposé a d’autres multivers, ou si c’est juxtaposé & un autre monde, se com-
portant ainsi comme un élément neutre pour la juxtaposition de multivers et mondes.
En conséquence, nous étendons la relation de congruence structurelle sur les mondes de
la Définition [29] avec les deux axiomes suivants :

{[stk]} W/ = W'
[stk] V! = V’

Par exemple, le premier axiome ci-dessus peut étre utilisé pour réduire ’application
d’une stratégie first(S7,.S2) & un objet O lorqu’au moins une des molécules S;@0O and
(stk = (52@X))Q(S;@X) se réduit en 'objet échec stk.

5.2 Appel-par-Nom dans le Calcul avec Stratégies

Nous considérons une stratégie d’évaluation de type appel-par-nom pour le calcul, qui
empéche toute réduction a I'intérieur d’une abstraction. Dans ce qui suit, nous motivons
le choix d’une telle stratégie d’évaluation.

Nous avons vu que la définition d’une stratégie peut contenir des mondes d’application.
Voyons ce qui se passe si une régle d’abstraction (soit (Application), (ApplicationEchec),
ou (AppRefroidissement)) est appliquée a l'intérieur d’une abstraction. Considérons par
exemple le monde [X = S2@S;@X O]. Alors la régle de refroidissement et la regle
d’application se chevauchent comment sur la Figure |5.1]

Si en particulier les membres de gauche de S et Sz ne sont ni des variables, ni des
constantes d’échec stk, et que 'application séquentielle de S suivie de S et O réussie,
alors la branche de droite se réduit en quelque chose différent de {[stk]}.

Le branchement gauche méne a un résultat non-souhaité obtenu en réduisant trop
tot dans le membre de droite de I'abstraction. Un autre branchement non-souhaité est
éliminé dés le début grace au typage des molécules abstraites : puisque S1@X n’est pas
un objet structuré, la régle d’application ne peut pas étre utilisée pour réduire So@QS;QX .
En conclusion, pour une expression So@S51@QM la priorité de 'opérateur d’application
@ va de droite & gauche, c’est-a-dire nous paramétrons l’expression So@S1@M comme
So@Q(S1QM).

5.3 Correction de I’ Encodage des Stratégies sous Forme
d’Abstractions

Nous énongons que notre encodage des stratégies de réécriture sous forme d’abstrac-
tions dans le p(x-calcul est correct par rapport a la sémantique des stratégies abstraites

49



5 Ajouter des Stratégies au Calcul

[X = SQ@Sl@X O]

/ x

X = S@{[stk]} O] (X = S$»@$,@X)Qo]
X = {Sy@stk} O] [{[S2@5;@0]}]
h
(X = {S»@stk})QO] {[S2@8,Q0]}

a

{[{S2@stk}]}]

a

{H[{52@stk}]}]}]

{[stk]}

Fig. 5.1: Illustration de la nécessité d'une évaluation de type appel-par-nom dans le calcul

telle que donnée en Section [I.7] Pour une stratégie de réécriture ¢ et son encodage S
dans le calcul, nous énongons que l’encodage est correct s’il préserve les solutions. La
correction de 'encodage dépend de la correction de la définition de réduction d’une abs-
traction et d’une molécule abstraite par rapport a la relation de réécriture définie sur les
molécules abstraites.

Proposition 1 (Correction de id et fail). Les objets id et fail sont de encodages corrects
des stratégies abstraites Id et Fail respectivement.

Proposition 2 (Correction de seq). Siles abstractions étendues Sy et S sont des encodages
corrects des stratégies abstraites (1 et (3 respectivement, alors seq(S1, S2) est un encodage
correct de la stratégie abstraite Sequence((y, (2).

Proposition 3 (Correction de first). Si les abstractions étendues S; et S2 sont des enco-
dages corrects des stratégies abstraites (1 et (s respectivement, alors first(S7,.S2) est un
encodage correct de la stratégie abstraite First((1, (2).

Proposition 4 (Correction de not). Si I’abstraction étendue S est un encodage correct

de la stratégie abstraite (, alors not(S) est un encodage correct de la stratégie abstraite
Not ().
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5.4 Etendre la Sémantique avec des Stratégies et une Récupération d’Echec

Proposition 5 (Correction de ifThenElse). Si les abstractions étendues S1, Sz, S3 sont des
encodages corrects des stratégies abstraites (1, (2, (3 respectivement, alors if ThenElse(S1, So, S3)
est un encodage correct de la stratégie abstraite If ThenElse((y, (2, (3).

Remarque 1. La correction de I’encodage de 'opérateur de récursion p dans le pixy-calcul
est équivalent & la notion de correction correspondante dans le p-calcul. A présent, si S
est un encodage correct d’une stratégie abstraite ¢, alors try(S) et repeat(S) sont des
encodages corrects de Try(() et Repeat(() respectivement.

Le théoréme suivant résume les résultats précédents sur la correction de 'encodage de
stratégies.

Théoréme 3. Pour chaque objet de stratégie .S obtenu en combinant des objets de straté-
gie primitifs id, fail, seq, first, not, ifThenElse, et pour chaque molécule abstraite M, un
calcul réussi de SQM génére une structure de mondes {[M;]...[M,]} telle que chaque
molécule abstraite M; est obtenue & partir de M par réécriture stratégique suivant la
stratégie S.

Les preuves des résultats énoncés dans cette section sont disponibles dans la version
anglaise de ce document.

5.4 Etendre la Sémantique avec des Stratégies et une Récupération
d’Echec

En nous basant sur les définitions de stratégies, nous pouvons reformuler la régle de ré-
duction principale modélisant I'interaction entre une stratégie S et une molécule abstraite
M dans un monde en utilisant un mécanisme d’interception d’échec :

(RchauffementR) [N S M| —p, [N seq(S, try(stk = S M))QM] (5.4)

Une réduction utilisant la régle (5.4) procéde en 1'une des étapes suivantes :

~ 81 SQM se réduit en l'objet d’échec stk, alors la stratégie try(stk = S M) restaure

les molécules initiales sujettes a réduction ;

— si SQM réussit, alors 'application de la stratégie try(stk = S M) ne change pas le

résultat.

Nous appelons cette réduction améliorée réchauffement avec récupération et stk =
S M une régle de récupération. Les deux molécules S et M du membre de droite de la
régle de récupération ne peuvent pas étre réchauffées avant que la régle ne soit appliquée
puisqu’elles sont des arguments de I’'objet fleche et non juxtaposées dans un monde. Ainsi,
il n’y a aucun risque d’une réduction récursive utilisant cette régle de réchauffement.

Le comportement présenté ci-dessus pour la régle de réchauffement avec récupération
est possible sous I’hypothése que les emplacement de stratégies directement dans un
monde ne doivent pas retourner ’objet d’échec stk.

Remarque 2. La régle de réchauffement avec récupération (5.4) est juste un exemple de
manipulation d’un échec de filtrage apparaissant dans le procédé d’application. Au lieu
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5 Ajouter des Stratégies au Calcul

de simplement récupérer ’abstraction interagissante S et la molécule abstraite M, on
peut imaginer d’autres facons de manipuler un échec dans une interaction, comme par
exemple en modifiant M ou méme S.

5.5 Stratégies Persistentes

A ce niveau de définition du calcul, une stratégie est consommée par une interaction
réussie avec une molécule abstraite M. Un avantage est que, puisque nous travaillons
avec des multi-ensembles, une stratégie peut étre multiple, et chaque interaction entre
la stratégie et une molécule abstraite M consomme une occurrence de la stratégie. Cela
permet de controler le nombre maximum de fois qu’une interaction peut avoir lieu.

Quelques fois, il peut étre intéressant d’avoir une persistence des stratégies. Dans ce
cas, une stratégie ne devrait pas étre consommée par la réduction. Dans ce but, nous
définissons un combinateur de stratégie persistent qui applique une stratégie donnée en
argument, et, en cas de succeés, la duplique :

S12 X seq(S, first(stk = stk, Y = (V X)))

Durant I'application de la stratégie S! a une molécule abstraite M, deux choses peuvent
se passer :
— Si S!@M se réduit en {[stk]} alors l'abstraction stk = stk est appliquée; alors la
régle de réchauffement avec récupération remplace stk avec la juxtaposition S! M ;
— Si S1@QM se réduit & un multivers W alors le second argument de la stratégie first
est appliqué, Y est instancié apr W et le résultat final est S! W ; alors la régle de
refroidissement distribue la stratégie S! & chaque monde de W.
Comme pour ’encodage de la stratégie Repeat, nous utilisons un encodage des itéra-
teurs comme dans le p-calcul [CKO01] :

OQK(S)
Z = (X = seq(S, first(stk = stk, Y = (Y Z))QX)

(1> |l>

K(S)

A partir de la correction de I'encodage de l'itérateur p comme dans le p-calcul [CKO1],
le résultat suivant prouve que le combinateur de stratégie persistent est correctement
défini :

Proposition 6. Soit M une molécule abstraite et S une stratégie telle que toute abstraction
apparaissant dans S n’a pas stk comme membre de droite. Si SQM —* {[stk]}, alors
S!'M —p,—* {[S! M]}, sinon, si SQM —* {[Mi]...[M,]}, n > 1, i.e., 'application
n’échoue pas, alors S! M —p,,—* {[S! M;i]...[S! M,]}.

Remarque 3. Si nous considérons que application réussie d’une stratégie & une molécule
abstraite ne consomme pas la stratégie, alors les stratégies sont persistentes par défini-
tion, et nous n’avons plus besoin de définir le combinateur persistent pour les stratégies.
Cependant, 'approche actuelle nous donne la liberté de fournir des stratégies avec un
comportement persistent, alors que d’autres existent dans un nombre limité d’occur-
rences, ainsi elles sont consommeées par des applications.
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5.6 Vue d’ensemble de la Syntaxe et de la Sémantique du Calcul avec Stratégies

5.6 Vue d’ensemble de la Syntaxe et de la Sémantique du Calcul avec

Stratégies

En Figure [5.2] nous donnons une syntaxe du calcul avec stratégies et en Figure [5.3]
nous revisitons les régles d’évaluation du calcul ot une abstraction est généralisées & une

stratégie.

(Objets structurés)

(Abstractions)
(Molécules abstraites)

(Stratégies)

(Mondes d’application)
(Mondes)
(Multivers)

O
Ao
My
A
M
S

Vapp

v
w

O0=0|(0=0)=(0=0)
O | Ay | Mo My

Ao | O = My

X | My |S| MM |stk
A

stk = stk | stk = M

X =stk| X =M

X = Vapp | X = Vapp Vapp
SaQM | say,,, | saw

Y IM] | [M Vagp] | M W]
ZI{V.. VY {wW..owy

Fig. 5.2: Syntaxe du px)-calcul avec stratégies

(RéchauffementR)
(Application)

(ApplicationEchec
(Refroidissement

(AppRefroidissement

)
)
)
)

(Applatissement

[N S M] —p; [N seq(S, try(stk = S M))QM]
SAM —q {[a1(Rs)] - [sn(Rs)]}

si Sol(Ls < M) = {s1,... 5}

SQM — ¢ {[stk]} si Sol(Lg < M) =1

(M {[M] ... [Mp]}] —c {[M My]...[M My}
SQ{[M]...[M]} —ac {[SQM]]...[SQM,]}
{{[dM]. . [M]}]) — g {[M]. . [My]}

Fig. 5.3: Sémantique du p(x)-calcul avec stratégies
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6 Reélation de Reduction & Gros Grain

Dans cette section, nous définissons une nouvelle relation de réduction basée sur ma
réduction & grain plus fin définie en Figure [5.3] Cette relation consiste en une étape
de réchauffement, suivi par des applications et d’autres opérations pour réarranger la
structure, et finalement une étape de refroidissement. A ce niveau de gros grain, nous ne
nous concentrons plus sur le processus interne de l'interaction entre une stratégie et une
molécule, mais sur son résultat final. Nous utiliserons une telle relation de réduction &
des fins de vérification au Chapitre [14]

Définition 30 (Etape d’évolution). Une étape d’évolution d'un monde [N S M] est une
réduction correspondant a la composition séquentielle de trois étapes comme suit :

1. la reégle de réchauffement (RéchauffementR)

[N S M] —p; [N seq(S, try(stk = S M))QM]

2. l'union des régles d’application (Application) et (ApplicationEchec), la régle de
distribution (AppRefroidissement), la régle d’applatissement (Applatissement), et
modulo la relation de congruence structurelle sur les mondes données en Défini-
tion [29) et étendue pour l'objet d’échec stk :

[N seq(S,try(stk = S M))QM] —* [N {[M]...[M,]}]
3. la régle de refroidissement (Refroidissement) :
[N {[M]...[M,]}] — {[N Mi]...[N M,]}

Une étape d’évolution est silencieuse (ou non-observable), dénotée par ——, si le régle
de récupération stk = S M est appliquée durant la seconde étape. En d’autres termes,
la stratégie S choisie pour étre appliquées & M échoue. Une étape d’évolution est visible
si elle n’est pas silencieuse.

Définition 31 (Mondes inertes et stables). Nous disons qu'un monde V' est inerte si soit :
-~ 301,...,0, € O tel que V=[01...0p] ou
- 351,...,8, € S du méme ordre tel que V =[S;...5,].
Nous disons qu'un monde V = [S7... 5, O1...0Oy,] est stable s’il peut évoluer unique-
ment via des étapes silencieuses.
Un multivers est inerte (resp. stable) si chaque monde composite est inerte (resp.
stable).
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6 Rélation de Reduction & Gros Grain

En d’autres termes, un monde est inerte s’il consiste uniquement en un multi-ensemble
d’objets structurés de O ou en un multi-ensemble de stratégies non-interagissante, et il
est stable si toutes les molécules abstraites sont irréductibles par rapport au reste des
stratégies de ce monde.

Définition 32 (Réduction en une étape & gros grain d’un monde). Une réduction en
une étape a gros grain d’un monde est induite par un nombre fini d’étapes d’évolution

silencieuses et une étape d’évolution visible. Nous la notons = ou 2 pour (——)* — et
(L)* —g respectivement si la stratégie appliquée réussie est pertinente.

En supprimant les étapes silencieuses, nous obtenons un modéle équivalent mais plus
petit en taille. Le choix de la stratégie et de la molécule abstraite pour le réchauffement
devrait étre juste dans le sens ot si une stratégie est choisie infiniment souvent
pour l'application, alors les autres stratégies doivent également étre choisies infiniment
souvent. Si un monde contient plus d’une stratégie, nous ne voulons pas qu’une seule
stratégie soit appliquée encore et encore, puisqu’en particulier, si elle n’est pas applicable,
le systéme ne va jamais évoluer.

Informellement, la relation de réduction en une étape & gros grain entre une stratégie
S et une molécule abstraite M énonce que :

1S M] & {[My]...[M]} si [S](M) = {M,...,My},n>1

Nous avons besoin d’un niveau de réduction a gros grain dans le py)-calcul instancié
pour les graphes & ports afin de vérifier en Chapitre [I4] la satisfiabilité d’une formule
temporelle seulement aprés le refroidissement et avant le réchauffement d’un monde.

La réduction en une étape & gros grain d’un multivers correspond & une réduction en
une étape a gros grain d’un nombre maximum de mondes tel qu’au moins un monde est
réductible dans une étape a gros grain :

Définition 33 (Réduction en une étape a gros grain d’un multivers). Nous disons qu’un
multivers {V;...V,} se réduit de maniére synchrone en une étape a gros grain dans
un multivers W, ce qui s’écrit {Vi...V,} = W, §'il existe une partition {iy,..., i} U
{ipt1,...,in} de {1,...,n}, avec 1 <p < n, ou :

- Vi, & W, , pour tout k, 1 <k <p, et

— V;, est stable, pour tout I, p+1<1<n,
telle que W = {W;, ... W, V; Vil b

ip1 * -
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7 Stratégies Possibles pour le Calcul

Une extension possible du calcul est de bénéficier de la nature concurrente intrinséque
a la réécriture [Mes92]. Dans cette optique, toutes les interactions possibles peuvent
prendre place en paralléle dans un monde modélisant le déplacement Brownien — un
aspect essentiel du modéle chimique. Une stratégie paralléle devrait sélectionner plusieurs
abstractions et les appliquer sur une molécule abstraite si leurs membres de gauche filtrent
des parties disjointes de la molécule. Alors, pour chaque structure particuliére >, on doit
définir le caractére disjoint de deux sous-molécules dans une molécule abstraite.

En ajoutant plus de contrdle au moyen de stratégies pour grouper ’application d’abs-
tractions, nous pouvons formaliser d’autres types de parallélisme. Une stratégie intéres-
sante pour la régulation du parallélisme lorsqu’on modélise des systémes réels et bio-
logiques et particulier, concerne la dimension stochastique du choix des abstractions &
appliquer. Une description formelle de I'application stochastique de régles de réécriture
(abstractions) peut étre trouvée dans [Spi06].

Nous obtenons une application séquentielle d’abstractions en utilisant par exemple la
stratégie don’t care du langage ELAN : celle-ci choisit a partir d’un ensemble
de stratégies données, une stratégie n’échouant pas pour I’état actuel du systéme; si elle
regroupe toutes les stratégies a partir de I’état, alors I’évolution du systéme est séquentiel
puisqu’une seule stratégie est appliquée a chaque étape d’évolution. Dans [SMCT08| une
stratégie séquentielle stochastique est définie pour P systémes basée sur 'algorithme de
simulation stochastique de Gillespie |GII77] ou les régles sont assignées des probabilités
qui peuvent changer durant la simulation. En outre, les concepts de réécriture probabiliste
et les stratégies probabilistes ont été étudiées dans [BK02, BGO6].

D’autres stratégies paralléles utilisées dans les modeéles de calcul basés sur les régles et
inspirés par la biologie sont par exemple ceux inspirés par les mécanismes de controle dis-
ponibles pour les P systémes, les modéles du calcul de membrane [Pau02]. Dans [IYD05],
les auteurs revoient certaines notions du parallélisme pour les P systémes. En termes du
calcul que nous avons présenté dans cette partie, pour k£ le nombre de stratégies appli-
cables aux objets structurés dans un monde et n < k, les réductions paralléles suivantes
peuvent étre considérées :

n-Max-Paralléle spécifie qu'un ensemble maximal d’au plus n stratégies est appliqué en
une étape et qu’aucun autre sous-ensemble plus grand n’est applicable;

< n-Paralléle spécifie que tout sous-ensemble d’au plus n stratégies est appliqué;

n-Paralléle spécifie que tout sous-ensemble d’exactement n stratégies est appliqué (aussi
appelé parallélisme limité).
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8 Comparaison avec le v-Calcul et HOCL

Dans cette section, nous comparons l’expressivité du calcul biochimique abstrait par
rapport au y-calcul, et & HOCL qui le généralise.

L’aspect principal de cette généralisation concerne I'utilisation de régles de réécriture
sur des objets structurés dans le style p-calcul & la place d’abstractions comme dans le
A-calcul. HOCL considére une large classe de motifs qui sont des renommages adaptés
de A-expressions souvent complexes. Cependant, nous gagnons en puissance expressive
dans le p(xy-calcul en considérant une classe plus abstraite de motifs.

Dans le ~y-calcul, les conditions sur les réductions dues a l’encapsulation de solutions
impose une stratégie d’application en profondeur. Le p(sy-calcul n’a pas de constructeur
d’encapsulation pour les molécules abstraites, mais ce manque syntaxique est privilé-
gié par rapport a l'ajout de stratégies dans le calcul. Cependant, la réduction dans le
p(zy-calcul utilise une stratégie d’évaluation, I’évaluation d’appel-par-nom, qui interdit la
réduction sous un opérateur fleche dans une abstraction. L utilisation de motifs structurés
enrichit le pis)-calcul avec la capacité d’encoder des stratégies sous forme d’abstractions.
Ceci ouvre la voie & la définition de diverses stratégies pour contréler I’évolution d’un
état.

Dans une premiére étape, HOCL étend le y-calcul avec deux structures d’ordres su-
périeur : les conditions sur les réactions et la capture atomique (plusieurs arguments
pour une y-abstraction). L’utilisation de stratégies permet la définition d’abstractions
avec des conditions Booléennes puisque nous pouvons définir la relation de congruence
sur les Booléens. Nous n’avons pas formalisé les abstractions conditionnelles ici, mais
I'approche est similaire & celle du p-calcul pour I’encodage de réécritures condition-
nelles [CKOI] ou une reégle de réécriture conditionnelle I — 7 si ¢ est représentée par
le p-term I — (True — r)c, o True est une constante et ¢, le p-term décrivant la
réduction du terme ¢ en une constante Booléenne, soit True, soit False.

Nous remarquons également que les stratégies persistentes correspondent aux régles
de réaction & usage multiple du y-calcul, qui sont des régles de réaction non consommées
par une réduction.

Nous n’avons pas considéré 'extension de HOCL avec multiciplicité négative ou infinie
pour les molécules [BERO6D, Rad07], mais cela est aussi possible pour le p(sy-calcul en
utilisant une approche similaire.
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9 Conclusion

Dans cette partie, nous avons introduit un calcul d’ordre supérieur basé sur la méta-
phore chimique classique. En permettant des motifs complexes pour les réactions et une
structure riche pour décrire les molécules et les connexions possibles entre elles, nous
fournissons un calcul avec une coloration biologique additionnelle.

Cette partie présente les fondations de la thése. Dans les chapitres suivants, nous allons
instancier la structure X avec la structure de graphes avec ports et la transformation de
molécules structures avec la relation de réécriture de graphes avec ports telle que définie
en Chapitre [I0] Les caractéristiques principales du calcul résultant de ce travail sont
donnés dans le Chapitre [[T] avec la preuve que les graphes avec ports représentent une
structure unifiante pour représenter des régles de réécriture de graphes avec ports et pour
décrire opérationnellement 1’application d’'une regle de réécriture de graphes avec ports
a un graphe avec ports. Ensuite, en Chapitre [I4] le calcul biochimique sur les graphes
avec ports est enrichi avec des fonctionnalités de vérification, une approche qui pourrait
étre utilisée également pour d’autres structures.

Travaux futurs

Pour conclure cette partie, nous aimerions pointer quelques directions en lien avec le

travail présenté ici.

— Une direction de recherche intéressante est de voir comment les structures topolo-
giques considérées dans MGS [GM02a), peuvent s’intégrer au calcul présenté
ici. Le caractére utile des structures topologiques et de leurs transformations pour
modéliser des systémes avec une structure dynamique a été démontré [Gia03| (pour
les systémes de membrane par exemple, voir [GMO02b], et pour un exemple biologique
réel, voir [SMO03)]).

— Dans la sémantique du pxy-calcul une abstraction est appliquée localement a un
objet représentant la structure physique de I'état du systéme modélisé puisque nous
résolvons une équation de filtrage entre le membre de gauche d’une abstraction et une
partie de molécule abstraite. Mais que se passe-t-il si nous voulons qu’une abstraction
soit appliquée globalement sur une molécule abstraite ? Par exemple, si nous voulons
qu’une régle trouve un motif M, le conserve, et supprime tous les autres objets du
monde. Si nous considérons ’abstraction M N = M, elle va fournir tous les résultats
possibles du filtrage de N avec les molécules du monde qui ne filtrent pas M. Bien-
str, cela fournira le résultat escompté, mais aussi certaines solutions correspondant
a des contextes partiels. Nous pourrions traiter ce probléme en considérant deux
types d’abstraction, les globales et les locales, alors que, au niveau sémantique, les
regles d’évaluation décrivant leurs applications vont considérer des solutions dune
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équation de filtrage sur le systéme entier ou sur un sous-systéme respectivement.
Alors ’'exemple de I'abstraction ci-dessus devrait étre globale. Il serait intéressant
d’analyser les implications de la différentiation entre les abstractions.

L’approche actuelle pour modéliser les interactions entre une abstraction A et une
molécule abstraite M consiste & les réchauffer, et seulement ensuite a tester si A
est applicable & M (i.e., si le membre de gauche de A filtre vers un sous-motif de
M), et dans le cas positif, de 'appliquer. Une autre approche potentiellement inté-
ressante est de déplacer le test d’applicabilité d’une abstraction dans la régle de ré-
chauffement ; alors la régle d’application n’échouera jamais. Cependant, de tels tests
d’applicabilité d’une abstraction & une molécule abstraite ne marche plus comme
souhaité pour les stratégies puisque le membre de gauche d’une stratégie peut étre
une variable et le probléme de sous-filtrage a toujours une solution. Alors, le pro-
bléme qui devrait étre résolu est de déterminer les conditions d’application pour
différents constructeurs de stratégie.

Dans Chapitre[7], nous avons mentionné quelques pistes d’évolution paralléle pour les
systémes. Nous devrions étudier plus avant comment celles-ci peuvent étre exprimées
comme stratégies de réécriture, et si cela est possible, comment les encoder comme
stratégies dans le ps)-calcul.



Deuxiéme partie

Une Instance du Calcul Biochimique
Abstrait Basée sur des Graphes
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10 Réécriture de Graphes avec Ports

Les graphes sont des structures de données (ou types de données abstraits) utilisés
intensivement pour décrire des structures complexes telles que diagrammes UML, ar-
chitecture de microprocesseurs, documents XML, réseaux de communication, flux de
données, réseaux de neurones, systémes biologiques, etc., de facon directe et intuitive.
Pour les systémes complexes, en plus de fournir une description statique, des transforma-
tions de graphes permettent de modéliser leur évolution dynamique de maniére uniforme.
Le calcul par transformation de graphes n’est pas limité & la programmation, spécifica-
tion ou implantation, c’est un concept fondamental également pour la concurrence et la
distribution, la modélisation visuelle et la transformation de modéles, et les modéles cal-
culatoires en général [EP05|. Des approches différentes ont été proposées pour formaliser
les transformations de graphes et leurs applications [Roz97, [EEKRI7, [EKMR97].

Dans ce chapitre, nous étudions une classe particuliére de graphes, ou les nceuds ont
des sites de connexion explicites appelés ports, et ou les arcs sont attachés & des ports
spécifiques des nceuds. Cette structure de graphes est inspirée par les complexes molé-
culaires formés dans les interactions protéine-protéine dans un réseau biochimique : une
protéine est caractérisée par une collection de petites rustines a sa surface, appelées do-
maines ou sites fonctionnels, utilisées pour se connecter & une autre protéine. Ainsi, la
protéine avec sa collection de sites est modélisée par un graphe avec ports. L’objectif de
ce chapitre est de définir formellement les graphes avec ports, le sous-filtrage de graphes
avec ports, les régles de réécriture de graphes avec ports et la relation de réécriture de
graphes avec ports tels que nous pouvons instancier le Calcul Biochimique Abstrait in-
troduit dans Partie [} Le résultat est un calcul sur les graphes avec ports présenté dans
Chapitre [11] avec des applications en modélisation de systémes autonomes et de réseaux
biochimiques.

Nous commengons par définir les graphes avec ports en Section [I0.1] puis nous conti-
nuons avec la définition d’un morphisme de graphes avec ports et les définitions inhé-
rentes de composition et de sous-graphes (Section . Nous introduisons également
un morphisme de graphes avec ports particulier défini uniquement sur les nceuds qui
vont étre utilisés pour encoder la correspondance entre éléments du membre de gauche
et du membre de droite d’une régle de réécriture de graphes avec ports. En Section [10.3]
nous définissons les équations de filtrage et sous-filtrage pour graphes avec ports et nous
fournissons un algorithme de sous-filtrage correct et complet. Dans les deux sections
suivantes, et [10.5] nous donnons la définition de régles de réécriture de graphes
avec ports et définissons une relation de réécriture sur les graphes avec ports. Alors, en
Section [10.6| nous montrons briévement comment obtenir une relation de réécriture de
graphes avec ports stratégique en instanciant les définitions des systémes de réduction
abstraits et les stratégies abstraites du Chapitre [I] Pour les situations oi nous pouvons
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ou avons besoin de spécifier une information partielle sur les ports des nceuds dans une
régle de réécriture de graphe avec ports, nous définissons les graphes avec ports faibles en
Section et adaptons la relation de réécriture de graphes avec ports définie plus tot.
En Section [10.8], nous étudions la confluence de la relation de réécriture de graphes avec
ports en nous basant sur des résultats connus pour les hypergraphes. Nous terminons
avec une comparaison avec les systémes réactifs bigraphicaux (Section .

10.1 Graphes avec Ports

Nous commengons par définir comment les ports sont associés & des noms de nceuds
au moyen d’une signature.

Définition 34 (P-Signature). Une p-signature est une paire d’ensembles de noms V =
(V. y,Va)ou:

— V_y est un ensemble de noms de noeuds,

— V4 est un ensemble de noms de ports,
tels que chaque noms de noeud N est associés a un ensemble fini de ports
Interface(N) C V ».

Notons que, par définition, les noms de ports associés & un nom de nceud sont distincts
deux a deux.

Dans ce qui suit, les symboles a, b, c, . . . décrivent ’ensemble V 5 des constantes de nom
de port, A, B,C,...’'ensemble V_, des constantes de nom de nceud, z, ¥, z, . . . 'ensemble
X% des variables de nom de port, et X,Y, Z,... 'ensemble X 4 des variables de nom
de noeud. Tous les symboles peuvent étre indicés. Nous notons par V< la p-signature
associant & un nom de nceud de V_y UX 4, une interface (ensemble fini de noms de port)
de Vo U X». Nous étendons la définition d’Interface d’une variable de nom de nceud de
telle sorte que Interface(X) C V» U X pour tout X € X 4.

Définition 35 (Graphe avec port). Etant donnée une p-signature V%, un graphe avec
port étiqueté sur V¥ est un n-uplet G = (Vg, Eg, lvg, leg) ou :
— Vi est un ensemble fini de nceuds,
— E¢ est un multi-ensemble fini d’arétes,
Ec = {{(v1,p1), (v2,p2)) | vi € Vg, pi € Interface(lvg(v;)) U Xx}};
— lvg : Vg — V_y UX 4 est la fonction d’étiquetage pour les noeuds,
~leg: Eg — (Vo UX%) x (Ve UXyp) est la fonction d’étiquetage pour les arétes
telle que leq(((v1,p1), (v2,p2))) = (P1,p2)-

Nous représentons les nceuds par des identifiants uniques qui sont des mots non-vides
utilisant des entiers et symboles littéraux {3, j, k, .. .}. Par exemple, i.j.1, 2, 1.3 sont trois
identifiants de nceud. Les identifiants doivent étre uniques car nous autorisons différents
nceuds a avoir le méme nom. Ainsi, I’ensemble des nceuds est donné sous la forme d’un
ensemble d’identifiants uniques, et chaque noeud a un type associé décrit par un nom n
de V_y et un ensemble de ports de Interface(n) U X%.
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10.2 Morphismes de Graphes avec Ports et Morphismes de Neeuds

Nous notons (i) ID(G) 'ensemble des symboles littéraux apparaissant dans les identi-
fiants de nceud de G, et (ii) Var(G) 'ensemble ID(G) auquel nous ajoutons l’ensemble
des variables de nom apparaissant dans G.

En Figure[10.1] nous illustrons deux vues d’un graphe avec ports : sur la gauche, nous
utilisons la représentation classique d’un multi-graphe étiqueté, alors que sur la droite,
nous mettons les ports en relief. Nous utiliserons cette derniére représentation, car plus
suggestive, pour les graphes avec ports.

<1:A|lab,c> <4:C|ld> 1:A 4:C
(de)

(a,e) (b,e) (baa) (a:d)

\/

<2:B”e> <3:A||a,b,c>

Fig. 10.1: Deux vues d’un graphe avec ports.

10.2 Morphismes de Graphes avec Ports et Morphismes de Neeuds

Dans cette section, nous introduisons les concepts liés au graphes avec ports nécessaires
ala définition de transformations sur les graphes avec ports. Nous commencons par définir
les morphismes de graphes avec ports utilisés pour mettre en relation deux graphes avec
ports dans le but de définir la relation de sous-filtrage. Nous étudions également quelques
instances particuliéres de tels morphismes.

Un morphisme de graphes avec ports lie les éléments de deux graphes avec ports en
préservant les sources et cibles des arétes, les noms de nceud constants et les interfaces
associées & renommage de variable prés.

Définition 36 (Morphisme de graphes avec ports). Etant donnés deux graphes avec ports
G et H sur V¥ avec Var(H) C Var(G), un morphisme de graphes avec ports f : G — H
est une paire de fonctions f = (fy : Vg — Vi, fg : E¢ — Eg) qui, pour un renommage
de variables v, satisfait les conditions suivantes :
— pour chaque v € Vi, lvg(v) = (fv o lvg)(v) silvg(v) & Xy et (fvolvp)(v) & Xy
— pour chaque v € Vg, si Interface(lvg(v)) = {p1,...,pi,Z1,-.., T, Y1,..., Y1} avec
i,j,0 > 0, alors Interface((fy o lvg)(v)) = {p1,...,Pitj: 21,..., 21} avec 0 < k < j
tel que {y1,...,u} =y {21,..., 21}
— pour chaque e € Eg, si leg(e) = ((vi,p1), (v2,p2)), alors (fg o leg)(e) =
((fv(v1),p1), (fv(v2), p5)) avec p; € Interface(fv (v;)), tel que p; =y p;.

Définition 37 (Sous-graphe avec ports). Un morphisme de graphes avec ports f : G — H
est une inclusion (également notée f : G — H) si fy(v) = v et fg(e) = e pour tout
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v € Vg et e € Eg & un renommage de variables prés. Alors GG est un sous-graphe avec
ports de H dénoté par G C H.

Nous disons qu’un sous-graphe avec ports G de H est un sous-graphe avec ports com-
plet si pour toute paire de ports de G' connectés par un multi-ensemble d’arétes E' dans
H, le multi-ensemble E’ apparait également dans G.

Définition 38 (Sous-graphe avec ports induit). Etant donné un morphisme de graphes
avec ports f : G — H, f(G) est appelé le sous-graphes avec ports induit de H.

Définition 39 (Composition de morphismes de graphes avec ports). Soient f: G — H et
g : H — I deux morphismes de graphes avec ports. Alors leur composition h : G — [
habituellement dénotée par g o f (ou f;g) est la paire de fonctions h = (hy : Vg —
Vi,hg : Eq — Ey) définies par hy = gy o fy et hgp = ggp o [E.

Comme dans le cas des morphismes de graphes classiques, 'opération de composition
sur les morphismes de graphes avec ports est associative, avec comme élément neutre le
morphisme identité.

Définition 40 (Morphismes de graphes avec ports particuliers). Soit f un morphisme de
graphes avec ports, f = (fv, fg) : G — H. Nous disons que f est un monomorphisme
(ou mono ou encore morphisme injectif) si fy et fg sont tous les deux injectifs. Nous
disons que f est un épimorphisme (ou épi ou encore morphisme surjectif) si fy et fg
sont tous deux surjectifs.

Si f est mono et épi, i.e., fy et fr sont tous deux bijectifs, alors f est un isomorphisme
(ou iso) et nous écrivons G = H ; en outre, nous dénotons par [G] = {H | H = G} la
classe d’isomorphismes de G.

Dans ce qui suit, nous introduisons un morphisme de graphes particulier qui associe a
un neeud d'un graphe un ensemble de nceuds d’un autre graphe.

Définition 41 (Morphisme de nceuds). Etant donnés deux graphes avec ports G et H sur
V* avec Var(H) C Var(G), un morphisme de nceuds est une fonction & : Vg — P(Vy)
et nous la dénotons par ¢ : G — H.

Si& :G — Het&: H— I sont deux morphismes de neeuds, alors leur composition
est un morphisme de nceuds & 0 & : G — I défini comme suit :

(&o&)(a)= |J &), Yae Vg

beéi(a)

Par convention, si £(a) = (), alors (£2 0 &1)(a) = 0.

Le morphisme de neeuds identité £ : G — G associe & un nceud le singleton contenant
le méme noeud : £(v) = {v}, Yv € V.

Nous étendons un morphisme de nceud & : Vg — P(Vg) sur les arétes de G, en
définissant £ : Eg — P(Eg) comme suit :
pour e € Eg avec e = ((v,p), (u,r)),

—si &(v) = {vr,...,v} et E(u) ={u1,...,un}, k,n > 1, alors

£(e) = {{(vi,p), (uj,7)) | p € Interface(v;), r € Interface(u;)};
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— si &(v) =0 ou &(u) = 0 alors &(e) = 0.

Nous utilisons les notations G ERN Het G é H pour un morphisme de graphes avec
ports f: G — H et un morphisme de nceuds & : G — H respectivement.

Remarque 4. Un morphisme de graphes avec ports g : G — H peut étre vu comme
un morphisme de neeuds qui associe a chaque élément = de G le singleton {g(z)}. La
composition d’un morphisme de nceud avec un morphisme de graphes avec ports G EN

H é I est un morphisme de nceuds G % I défini comme suit :

(€og)(v) =&(g(v), Yv e Vg
(§og)(e) =&(g(e)), Ve € Eq

Inversement, la composition d’un morphisme de graphes avec ports avec un morphisme

de nceuds G é H L T est également un morphisme de nceuds G g:O£> I défini comme
suit :

{g(v1),.- s g(vn)} 5 si€(v) ={v1,... o0}, n>1
0 , 81 E(v)=10

{g(e1),...,g(em)} , sig
) , 81§

Vv € Vi, (go&)(v) =

Ve € Eg,(go§)(e) =

10.3 Filtrage

10.3.1 Définition Générale

Soient L et G deux graphes avec ports sur la méme p-signature V< tels qu’ils ne
partagent aucun identifiant de nceud, variable de nom de neceud ou variable de nom de
port.

Deéfinition 42 (Sous-filtrage). Nous disons que le probléme de sous-filtrage strict entre L
et G a des solutions s'il existe une décomposition de G de la forme g(L) UG~ U B ou :

— g : L — GG est un morphisme de graphes avec ports appelé morphisme sous-filtrant

tel que le motif g(L) est un sous-graphe complet de G ;

— G~ est un graphe avec ports appelé contexte, avec G~ = G \ g(L), donné par l'en-

semble des noeuds V- = Vi \ Vy(z, et 'ensemble des arétes Eq- = {((u, p), (v,7)) €
Eq | u,v € VG*};
— B est un ensemble d’arétes (appelés ponts) qui ont une extrémité dans le graphe de
contexte et ’autre dans le sous-graphe filtré.
Nous écrivons alors G = G~ |g(L) | 5.

Nous notons le probléme de sous-filtrage entre un motif de graphe avec ports L et un
graphe avec ports sujet G par L < G. Les solutions au probléme de sous-filtrage ont la
forme (g, G, B). Alors, par Sol(L < G) nous dénotons I’ensemble de toutes les solutions
du probléme de sous-filtrage.
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En général, nous supposons que pour tout probléme de sous-filtrage L. << G, I’ensemble
des variables et identifiants de nceud apparaissant dans chaque graphe avec ports sont
disjoints, i.e., Var(L) N Var(G) = 0 et ID(L) NID(G) = 0. Si ce n’est pas le cas, nous
renommons de maniére appropriée les variables et identifiants de nceud afin de satisfaire
cette condition. Nous présumons que tous les ports avec noms variables appartenant a
un méme graphe avec ports sont disjoints deux a deux.

Nous qualifions un sous-filtrage de strict, lorsque le motif est un sous-graphe avec ports
induit complet de G. Un sous-filtrage non-strict considére un quatriéme composant de
la décomposition de G selon un graphe avec ports L et un morphisme de graphes avec
ports g représenté par un ensemble d’arétes non-filtrées de G avec les deux extrémités
dans g(L). Alors g(L) U U, est un sous-graphe induit complet de G et nous écrivons
G =G~ g(L)]§.

Formellement, les ensembles de ponts et d’arétes non-filtrées sont définis comme suit :

B = {e€Eq|(sagle) e G- ANtg(e) € g(L))V (sg(e) € g(L) Ntg(e) € GT)}
U = {e€ Eg|e¢g(L)Nsale) €g(L)Ntale) € g(L)}

Nous obtenons la définition habituelle du filtrage entre le motif de graphe avec ports
L et le graphe avec ports sujet G & partir de la définition du sous-filtrage ou le contexte
est vide, ou de maniére équivalente, ou le morphisme de sous-filtrage est en fait un
isomorphisme.

Définition 43 (Filtrage). Nous disons que L filtre strictement G s'il existe un isomor-
phisme de graphes avec ports g : L — G. Nous dénotons le probléme de filtrage entre un
motif de graphe avec port L et un graphe avec ports sujet G par L < G.

Le filtrage est non-strict si le morphisme de graphes avec ports g est un monomorphisme
et seul gy doit étre surjectif. Alors G est décomposé en le graphe avec ports g(L) et
Pensemble des arétes non-filtrées (i.e., arétes sans une pré-image dans L).

10.3.2 Un algorithme de sous-filtrage

Afin de fournir un algorithme de sous-filtrage pour les graphes avec ports, nous repreé-
sentons un graphe avec ports par 'ensemble des nceuds étiquetés et ’ensemble (poten-
tiellement vide) des équations d’adjacence (ou listes). Un neeud étiqueté est défini par le
n-uplet consistant en I'identifiant du nceud, le nom du noeud et U'interface. Une équation
d’adjacence est définie par I'identifiant du nceud source et ’ensemble des voising, ol un
voisin est donné par I'identifiant de nceud cible et I’ensemble des arétes (paires de ports) :

N == id:nname: {pname, ... pname}
Eq == (id™(pname, pname)*)*

Nous utilisons le symbole S pour désigner des ensembles de toute sorte, le symbole
N pour désigner des ensembles de nceuds étiquetés, le symbole E pour désigner des
ensembles d’équations d’adjacence, et les symboles s, n, et e pour désigner des éléments
d’un ensemble générique, des nceuds, et des équations d’adjacence respectivement. Tous
ces symboles peuvent étre indexés.
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Exemple 8. Le graphe avec ports représenté en Figure [10.2] dénoté par G, est encodé de
la maniére suivante :
— l’ensemble des nceuds étiquetés :

{1:A4:{a,b},2: B:{e},3:A:{a,b,c},4:C:{d}}
— P'ensemble des équations d’adjacence :

(L= (170), (2 (a,¢), (a,¢), (b,€)), (37 (b, ), (470);

2=

~—
S

Fig. 10.2: Un exemple de graphe avec ports

Définition 44 (Pré-solution du probléme de sous-filtrage de graphe avec ports). Nous di-
sons que (o, N, E) est une pré-solution du probléme de sous-filtrage (N7, E1) < (N3, E2)
Sio:
1. 0 : ID(N1)U Xy UXp — ID(N3) UV est une substitution définie sur 1’ensemble
des identifiants de ceud, les variables de nom de nceud, et variables de nom de port
apparaissant dans (N, F1);

2. 0(N1) C Nog, 0(E1) C Ey, ie., 0((IN1, E1)) est un sous-graphe de (Na, Es);
3. F= EQ\O’(El), N = N2 \O’(Nl)

Si (N1, Eq) et (Na, E2) encodent les graphes avec ports G et Gy respectivement, et
(0, N, E) est une pré-solution du probléme de sous-filtrage (N1, E1) < (Na, Es), alors
nous pouvons trouver facilement la solution correspondante pour le probléme de sous-
filtrage G1 < Ga. Ainsi, nous utiliserons également les termes de solution sous-filtrante
pour une pré-solution a moins que cela ne soit pas clair & partir du contexte.

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme de sous-filtrage. Nous encodons le
probléme de sous-filtrage (N1, E1) < (Na, E2) pour une donnée d’entrée du probléme
définie sous forme de 5-uplet N1 < No { E1 % Es§ 0> sur lequel les régles de I’algorithme
peuvent étre appliquées. Les termes impliqués dans ’algorithme de sous-filtrage, appelés
termes filtrants, ont une structure “ | % § > 7 avec la sémantique suivante pour
chaque argument :
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(1¢") une liste (conjonction) d’équations de filtrage obtenues récursivement en décom-
posant et résolvant les équations de filtrage et en traversant le graphe avec port a
partir des informations de voisinage ;

(2¢ & 3¢) deux ensembles d’équations d’adjacence fournissant les informations de voisi-
nage pour chaque membre des équations de filtrage en premiére position ;

un ensemble de noeuds qui va former le graphe avec ports de contexte, extrait a
4¢ ble d d i f 1 h ts d text trait &
partir des ensembles de nceuds de filtrage de différentes tailles;

a substitution (partielle) construite en résolvant les équations de filtrage dans le
5¢) 1 bstituti partiell truit ésolvant les équati de filtrage d 1
premier argument.

Nous considérons qu’un terme filtrant est en forme normale si, soit le premier argument
a la valeur false, soit le premier argument a la valeur true (i.e., il n’y a plus d’équations
de filtrage) et la premiére liste d’équations d’adjacence est vide. Ainsi, les deux formes
normales possibles pour un terme filtrant sont false { E{xE,§ N'>o” et true {(xEL§ N'>o.

Nous regroupons les régles en trois ensembles selon leur type de modification opérée sur
les termes : décomposer (D1_g), résoudre (S1_3), et nettoyer (Ci_2). Une caractéristique
commune a toutes les régles de décomposition et résolution est que chacune d’elles tente
de résoudre la premiére équation / équation la plus & gauche de la liste & partir de la
premiére position du terme.

Les régles de décomposition agissent seulement sur la premiére équation de filtrage
dans la liste en la décomposant ou en l'effacant, ou en retournant un résultat d’échec
pour le sous-filtrage. Nous dénotons par M une liste d’équations de filtrage.

(Dl) (51%5’2)/\MZE1*EQSNI>O'—>

\/ (s1 < s2) A (S1\ {s1}) < (S2\ {s2})) A M {E1 % Es§ N> o

51€51
EDYSD)

15112 1,15 2 1, 11] + [S5] > 3
(D2) (S =< 0)AM {Ey*Ey§ Ni>o — false (E1 x Es§ N> o
si]S|>1
(D3) (0 < No)AM {Ey%Es§ N> — M {E % Es§ NUN 1> &
(D)) (D <S)AM{E «E§ N>o — M {Ei*xESN>o
(D5) (0 < P)AM [EyxEy§ Ni>o — false (F1 xFEs§ Ni>o
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(De) (idy : nname; : Py < idy : nnamey : Po) N M {Eyx Es§ N> o —
(idy < id2) A (nname; < nnamez) A (P < Po) AM [Ey x Es§ N> o
(Dgbis) (idy : nname; : Py K idy : nnamey : Po) N M {Ey x Eo§ N#Ny>o —
\/ (idy < ids) A (nname; < nnames) A (P, < Py) A M

Py=P},PY
|P1[=| Py

{Ey * Es§ N#No U {ids : nnamey : Py} > o

(D7) (id] Sy < idy Sa) AM {Ey Eo§ N> o —

(idl =< ng) VAN (51 < SQ) AN M ZEl *EQS Np>o
(Ds) (p1,p2) < (p3,pa) NM {E1x Ex§ N>o —

p1L <K p3s Apy < paANM [Ey % Es§ N>o
(Dy) a<bANM{EixEy§ N>o —

si (a #b) alors false {Ey x E2§ N> o

sinon M {Ey x E3§ N> o

Chacune des équations de résolution est appliquée si le membre de gauche d’une équa-
tion de filtrage est une variable. La substitution actuelle est étendue avec une association
entre la variable et la constante dans le membre de droite de ’équation de filtrage, et
chaque occurrence de la variable est remplacée par la constante dans ’ensemble du terme
de filtrage.

(Sl) (I’ <K id)/\MZEl;I':Hl;EQ*Eg;id:HQ;E4SNI>0'—>
(Hi{x — id} < Hy) N M{x — id} {(E1;x = Hy; Ey){x — id} x Es;id = Hy; E4§
N oU{x — id}
(S2) (x < nname) N\M [{Ey xEx§ N>o —
(MA{z — nname} | E1{x — nname} x E3§ N > o U {z — nname}
(83) (x<<p)/\MZE1*EQSN>a—>
(M{z > p} 1E1{z — p} % Ba N> 0 U {z — p}

Les régles de nettoyage sont appliquées lorsque toutes les équations sont résolues. La
premiére régle efface les ensembles communs de voisins & partir des équations d’adjacence
du méme identifiant afin d’obtenir le reste des arétes du contexte et les ponts. Alors, nous
définissons les termes de filtrage ayant le premier composant égal a false comme éléments
d’identité en les retirant en utilisant la regle (Cg).

(C1) true (Ey;id = H;FEs* FEs;id=H' H H"; E,§ N>o —
true {Eq;id = 0; Eo x Es;id = H',H"; E4§ N> o
(Co) (false ([E1*EyS N>o)VT — T

Clairement, l’algorithme de sous-filtrage présenté ici n’est pas congu pour étre trés
efficace. Nous présentons un algorithme simple et trés intuitif pour résoudre un probléme
de sous-filtrage. Des algorithmes plus efficaces sont disponibles dans la littérature sur
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les graphes, en particulier pour les outils implantant des transformations de graphes
tels que PROGRES (PROgramming with Graph REwriting Systems) [SWZ97] et AGG
(Attributed Graph Grammars) [ERT97].

Lemme 1. L’algorithme de sous-filtrage termine.

Théoréme 4. Tout terme de filtrage M {E; x E2§ N > 0 a une unique forme normale
par rapport aux régles (Di_g), (Si—3), (C1_2) consistant en la disjonction des termes de
filtrage en forme normale.

Si la forme normale du terme de filtrage N1 < Ny { E1 x E2§ N > o correspondant au
probléeme de sous-filtrage (N1, Eq) < (N2, E») a la forme :

1. false { E1 x E2§ N > o, alors le probléme de sous-filtrage n’a pas de solution ;

2. \/ true {0 x E;§ N; > 0y, n > 1, alors chaque n-uplet (o, N;, E;), pour i = 1,n,
i=1n
est une pré-solution du probléme de sous-filtrage.

10.4 Regles de Réécriture

Définition 45 (Régle de réécriture de graphe avec ports). Une régle de réécriture de
graphe avec ports est donnée par deux graphes avec ports L, R sur une p-signature

V* et un morphisme de nceuds ¢ : Vi — P(Vg), dénoté par L = R ou L £ R, tel
que Var(R) C Var(L) et ID(R) C ID(L). Les graphes avec ports L and R sont appelés
le membre de gauche et de droite de la régle respectivement, et £ le morphisme de
correspondance.

Remarque 5. Dans le contexte de la définition ci-dessus, nous présentons informellement
dans ce qui suit, quelques opérations particuliéres que les regles peuvent appliquer sur
les nceuds :

—_

. ¢'il y a un neeud v € Vg, avec {(v) = {v}, alors v n’est pas modifié par la regle;

[\]

. 8" il y a un neeud v € Vg, avec {(v) = 0 alors le noeud v est effacé par la régle;

3. 8'il y a un neeud v € Vg, avec £(v) = {v1, v}, alors la régle duplique ou découpe le
neeud ;

4. ¢'il y a un neeud u € Vg tel que €71 ({u}) est défini et £ 1({u}) = {v1,..., v}
et £(v;) = {u}, pour tout ¢ = 1, .., k, cela signifie que la régle fusionne les nceuds

v1,...,U, dans u;

5. 8’il y a un noeeud u € Vi et vy, ..., v sont tous les nceuds de Vi, avec k > 2, tels
que u € &(vy) N...NE(vx) et il existe 4, 1 < i < k tel que v; se découpe, alors la
régle fusionne partiellement les nceuds vy, ..., v, dans w.

Nous pouvons représenter une régle de réécriture de graphe avec ports sous forme de
graphe avec ports si nous définissons un encodage de noeud dans le morphisme de nceud
¢ donnant la correspondance entre les nceuds de L et les nceuds de R
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Définition 46 (Encoder une régle de réécriture de graphe avec ports sous forme de graphe
avec ports). Une régle de réécriture de graphe avec ports L = R est un graphe avec ports
consistant en :

— deux graphes avec ports L et R sur une p-signature V* appelés, comme d’habitude,
les membres de gauche et de droite respectivement, tels que Var(R) C Var(L) et
ID(R) C ID(L),

— un neeud spécial “fleche”, =, qui a un port pour chaque port dans L qui est préservé
dans R, et le port trou noir, nommé bh,

— des arétes de L vers = associant chaque port de L de maniére unique & un port de
= g’il n’est pas effacé, et a bh sinon,

— des arétes de = vers R, associant chaque port différent de bh a un port de R.

tels que la correspondance d'un port de L & des ports de R est exprimée par les arétes
incidentes au nceud fleche.

Exprimer une régle de réécriture de graphe avec ports comme graphe avec ports est
trés adaptée aux représentations graphiques. Cependant, pour étudier les propriétés de la
relation de réécriture de graphe avec ports, dans cette section, nous utilisons la premiére
définition de régle de réécriture de graphe avec port donnée en Définition [45]

Définition 47 (Systéme de réécriture de graphe avec ports). Un systéme de réécriture de
graphe avec ports (sur une p-signature V%) est un ensemble fini de régles de réécriture
de graphes avec ports (sur une p-signature V).

Exemple 9. Nous illustrons en Figure [[0.3] quatre régles de réécriture de graphe avec
ports : (a) décomposer un nceud avec deux ports tous deux connectés au méme port
d’un autre nceud en deux nceuds, ayant chacun un port, (b) effacer un nceud et ses ports,
(c) effacer deux arétes, et (d) fusionner deux nceuds.

10.5 Relation de Réécriture

Soit L = R une régle de réécriture de graphe avec ports, et G un graphe avec ports
tels qu’il existe un morphisme de sous-filtrage g pour L dans G.

L’étape de réécriture correspondant & appliquer L = R a G peut étre décomposée
dans les étapes plus petites ci-dessous, comme illustré en Figure [I0.4] :

1. trouver le morphisme de sous-filtrage g, le contexte G, et les ponts B (leur orien-
tation n’est pas importante dans la représentation graphique),

2. identifier le membre de gauche de la régle avec un sous-graphe isomorphe dans G,
3. traduire les ponts selon le nceud fléche =,

4. retirer le nceud fleche et le sous-graphe isomorphe g(L) qui est a présent déconnecté
du graphe de contexte.
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i1:X1 i2:X2

© : @

Fig. 10.4: Etapes de réécriture

Le point délicat lors de ’application de L = R & G consiste & définir de maniére
adéquate le remplacement de g(L) par g(R) dans G et comment g(R) est reconnecté
avec G.

Habituellement, dans la transformation de graphe, le filtrage doit vérifier une condition
de pendaison qui garantit que les extrémités des arétes dans G~ sont préservées (non
effacées) par 'application de la régle. Un pont ou une aréte non-filtrée n’est pas pendante
si extrémité v de gy (Ly ) n’est pas effacée par 'application, i.e., £(v) # 0.

Si un pont ou une aréte non-filtrée a une extrémité dans g(L) qui est modifiée par
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la régle de réécriture, alors il ne peut pas étre reconnecté a g(R) lors du remplacement.
Cependant, en étendant le morphisme de nceud & sur les arétes, on fournit un moyen de
le reconnecter ; nous appelons cette opération traduction de fléche et elle est nécessaire
pour les ponts ou arétes non-filtrées.

Si nous considérons la seconde définition de régle de réécriture de graphe avec ports, le
neeud fleche = ainsi que les arétes incidentes enregistrent les modifications des extrémités
des ponts ou nceuds partiels non-filtrés. L’opération traduction de fléche prend un nceud
fleche = ainsi que toutes les arétes incidentes et une aréte ((v,p), (u,p’)) telle qu'une
extrémité de I'aréte, par exemple (u,p’), est la source d’'une aréte (p/,r) incidente & =,
et elle retourne l'ensemble des arétes ((v,p), (w;,p})) pour (w;,p,) une cible de laréte
ayant la source r dans le nceud fléche.

Définition 48. Etant donné un systéme de réécriture de graphe avec ports R, un graphe
avec ports G se réécrit en un graphe avec ports G’, dénoté par G =5 G’, 8'il existe :

— une régle de réécriture de graphe avec ports L = R dans R et

— une solution (g, G~,B) au probléme de sous-filtrage L < G
telles que G = G~ [g(L)|p et G' = G™|g(R)]y,B, ou par |4 B, nous dénotons la traduc-
tion de fleche des ponts, en utilisant le nceud fleche et ses arétes incidentes instanciées
par le morphisme de sous-filtrage g.

Notons que cette définition donne la condition pour réécrire un graphe avec ports en
utilisant une regle de réécriture, et également la construction du graphe avec ports en
résultant.

Nous pouvons a présent définir I’application d’une solution o = (g, G~,8) d’un pro-
bleme de sous-filtrage L < G sur R en tant que o(R) = G~ |g(R)]y,5-

Si nous considérons, dans la Définition un morphisme de graphe avec ports non-
strict g, alors un nouvel ensemble d’arétes est identifié, I’ensemble des arétes non-filtrées

Ue. En conséquence, nous avons G = G~ |g(L)|% et G = G~ Lg(R)jtlge.

Exemple 10. Nous illustrons en Figure[I0.5]un résultat de Papplication de la régle donnée
en Figure [I0.3] sur le graphe avec ports G basée sur la décomposition suivante :
— le morphisme de sous-filtrage : g(i) = 1, g(j) =2, g(X) = A, g(Y) = B, g(z) = a,
g(z) =b, g(y) = e,
— le graphe de contexte G~ consiste en les noeuds identifiés par 3 et 4 et les arétes
(3, 0), (4,d)), et
— les ponts ((1,b), (3,a)) et ((4,d), (1,b)).
Alors les deux ponts sont modifiés par la traduction de fléche car ils ont une extrémité
appartenant & un noeud qui est découpé par la régle d’application.

10.6 Réécriture Stratégique de Graphe avec Ports

A partir de la définition de réécriture stratégique abstraite rappelée dans Chapitre ,
nous pouvons formaliser la réécriture stratégique de graphe avec ports.
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LA 1.2:A2 4:C

Fig. 10.5: Une application de la régle de réécriture de graphe avec ports de la Figurem
(a) sur un graphe avec ports G résultant en le graphe avec ports G’

Définition 49 (Réécriture stratégique de graphe avec ports). Etant donné un systéme de
réduction abstrait A = (Og,Sg) généré par un systéme de réécriture de graphe avec
ports R, et une stratégie ( de A, une dérivation stratégique de réécriture de graphe avec
ports (ou dérivation de réécriture de graphe avec ports sous la stratégie ¢) est un élément
de (.

Une étape de réécriture stratégique de graphe avec ports sous ¢ est une étape de
réécriture G —gr G’ qui apparait dans une dérivation de (.

L’idée d’imposer des conditions de séquencage sur les applications de transformation
de graphe remonte aux grammaires de graphes programmeés introduites dans [Bun79| qui
considérent des structures de contrdle impératives. Plus tard, les auteurs de PROGRES
considérérent non seulement ces structures de contréle impératives déterministes pour
appliquer des transformations de graphe, mais ils les définirent dans un style a la Prolog en
utilisant la recherche en profondeur et le retour-arriére [Sch97, [SWZ97| afin de controler
le choix non-déterministe de l'application de régle. Plus récemment, dans [HPOI], les
auteurs ont montré que 'application non-déterministe, la composition séquencielle, et
I'itération forment un ensemble minimal de constructions de programmation suffisantes
pour assurer la complétude calculatoire d’'un langage de programmation fondé sur la
transformation de graphe.

10.7 Graphes avec Ports Faibles

Parfois, nous n’avons qu’une information partielle sur les ports ou les nceuds ; ou, pour
des raisons de simplicité, nous considérons dans une régle de réécriture de graphe avec
ports, uniquement les ports pertinents pour la transformation. Nous introduisons une
restriction des graphes avec ports ol seul un sous-ensemble des ports de I'interface d’un
nom de nceud est considéré. Nous appelons un tel sous-ensemble InterfacePertinente et
les graphes avec ports sont appelés graphes avec ports faibles. Dans ce qui suit, nous
ajustons en conséquence les définitions de morphisme et relation de réécriture pour les
graphes avec ports faibles.
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Définition 50 (Graphe avec ports faible). Un graphe avec ports faible G sur une p-
signature V< est un graphe avec ports avec la restriction suivante : ’ensemble des ports
(interface) de chaque nceud v € Vi est un sous-ensemble de Interface(lvg(v)). Nous
dénotons par InterfacePertinente(v) ’ensemble des ports associé & chaque noeud v € V.

Définition 51 (Morphisme de graphes avec ports faible). Un morphisme de graphes avec
ports faible est un morphisme de graphes avec ports f : G — H avec la condition faible
sur I’égalité des interfaces de deux nceuds associés :

pour chaque v € Vi, InterfacePertinente(lvg(v)) C InterfacePertinente((fy o lug)(v))

En suivant les définition de la Section [10.2] les définitions correspondantes pour les
graphes avec ports faibles peuvent étre déduites simplement, en particulier, les notions
de régle de réécriture de graphe avec ports faible, sous-graphe faible, et sous-filtrage
faible.

Un morphisme de graphes avec ports faible implique ’existence d’un ensemble d’in-
terfaces de nceuds partiels non-filtrés, correspondant & un ensemble de noeuds partiels
non-filtrés U, :

Uy, = {v € gy (VL) | Interface(lvg (v)) \ InterfacePertinente(v) # 0}

Soit L = R une régle de réécriture de graphe avec ports faible, sous-filtrant faiblement
un graphe avec ports G en utilisant la décomposition suivante :

G =G [g(L)Uln]s

Alors le résultat de application de la régle de réécriture basé sur ce sous-filtrage a la
forme :

G =G Lg(R) U VJUQB ou V EUg Uy

puisque 'application de la traduction de fleche peut avoir différents choix de destination
pour les ports non-filtrés.

De maniére évidente, pour un morphisme de graphes avec port non-strict faible, nous
avons :

G=Gg(L) Ul | et G' =G [g(R)UV 7 on V ely Uy,

Exemple 11. En Figure[10.6] nous illustrons le graphe avec ports résultant de la réécriture
de G (aussi donné en Figure en utilisant la régle donnée en Figure m (a). Les
graphes avec ports résultats G’ et G” sont obtenus en découpant le nceud 1, en choisissant
de placer le port non-filtré ¢ en 1.1 et en 1.2 respectivement, puis en redirigeant les
deux ponts ((4,d), (1,¢)) et ((1,b),(3,a)) vers 1.1 et 1.2 respectivement. Dans l'étape
intermédiaire, nous mettons en relief 'incidence du neeud 4 au neeud partiel non-filtré 1
avec ’ensemble de ports {c}. La substitution de nceud peut associer ce nceud partiel a
chacun des deux nceuds résultants 1.1 et 1.2. Ainsi, deux solutions sont possibles.
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Fig. 10.6: Une application de la régle de réécriture de graphe avec ports donnée en Fi-
gure [10.3] (a) sur G résultant en deux graphes avec ports G’ et G” avec un
graphe avec ports intermédiaire 1

10.8 Sur la Confluence de la Réécriture de Graphe avec Ports

Dans cette section, nous analysons la propriété de confluence pour les systémes de
réécriture de graphe avec ports, en nous basant sur ’approche utilisée dans [Plu05|] pour
les systémes de réécriture d’hypergraphe. En premier, nous introduisons la catégorie de
graphe avec port ol nous définissons le concept de dérivation directe correspondant a
la réécriture de graphe avec ports en une étape. Puis, nous donnons informellement les
conditions que les systémes de réécriture de graphe avec ports doivent satisfaire afin
d’étre localement confluent.

Soit PGraph une catégorie ayant comme objets des graphes avec ports étiquetés sur
une p-signature fixe V et des morphismes de graphes avec ports et des morphismes de
neeud comine fléches.

Nous définissons un pushout particulier dans la catégorie PGraph fondée sur la défini-
tion classique de pushout de [Mac9§].

Définition 52 (Pushout alternant). Etant donnés un morphisme de nceuds A = B et un
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morphisme de graphes avec ports A — C', un graphe avec ports D avec un morphisme de
graphes avec ports B — D et un morphisme de nceuds C' = D est un pushout alternant
de A= B et A— C siles conditions suivantes sont satisfaites :

Commutativitée A == B — D = A — C = D ou, via un diagramme, les diagrammes
commutent :

A=——B
|
C=—=D
Universalité Pour tout graphe avec ports D', morphisme de graphes avec ports B — D’
et morphisme de nceud C = D' telsque A= B — D' = A — C = D', il existe un
unique morphisme de graphes avec ports D — D’ tel que B — D — D' = B — D’
et C =D — D' =C =D (ie., les diagrammes (2) et (3) ci-dessous commutent
respectivement). A—— B

Remarque 6. Un pushout alternant dans PGraph est un pushout si nous considérons les
morphismes de graphes avec ports comme un morphisme de nceuds associant un nceud
au singleton contenant son image.

La construction d’'un pushout alternant est basée sur la construction des pushouts en
théorie des ensembles comme donnée en |[Ehr79]. Soient £ : A = B un morphisme de
neeuds et g : A — C un morphisme de graphes avec ports injectif. Alors un pushout

alternant

A—>p

g g*
C ? D
peut étre construit comme suit :
— Vp = (VB4 V) /~ oil = est la relation d’équivalence générée par la relation ~ définie
par g(v) ~ &(v) pour tout v € V4. Alors, pour u € Vg + Vi, la classe d’équivalence
de u par rapport & =~ est définie comme :

{g(u)} siueVp
[u] = Cwe VT

{v} S1u € C\ g(A)
Nous remarquons que la premiére case couvre aussi la situation d'un neeud u € Vi »)
puisqu’il existe un nceud v € Vy tel que g(v) = u, et £(v) = {v1,...,v,} C Vp. Ainsi
[u] = {foal, - -, [va]}-
En d’autres termes, pour u € Vy, 'équivalence g(v) ~ &(v) implique que le représen-
tant de la classe d’équivalence de g(v) et &(v) soit (g o &)(v) défini en Section |10.2}
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~ Ep = (Ep + E¢)/~ ou = est la relation d’équivalence générée par la relation ~
définie par g(e) ~ £(e) pour tout e € E4. Alors pour e € Eg + E¢ :
— si e € Ep, alors [e] = e,
~sie € Eg, scle) € Vyay, tale) & Vyay, et E(g " (sc(e))) = 0, alors [e] n’est pas

défini ;

~ si e € Eg, to(e) € Vyay, scle) & Vyay, et E(g7 (tc(e))) = 0, alors [e] n’est pas
défini ;

~si e € Eg, sc(e) € Vyay, tole) & Vyay, et E(g (sc(e))) = {v1,..., v}, alors
le] = {e1,...,ex} on SD(el) = g(v;) et tp(e;) = to(e), pour tout i = 1, k;

- siee€ Eg, tc( ) € Vy(ay, sc(e) & Vyay, et (g7 (te(e))) = {vl,...,vk}, alors
le] ={e1,...,ex} ou tD(eZ) = g(v;) et SD(el-) = sc(e), pour tout i = 1, k.
- & :C = Det g": B— D sont les morphismes de noeuds et de graphes avec
ports respectifs envoyant chaque élément dans sa classe d’équivalence, c’est-a-dire,
£*(x) = [z] et g*(x) = [x] pour les nceuds et les arétes séparément.

Définition 53 (Dérivation). Soient G et H deux graphes avec ports, L é R une régle
de réécriture de graphe avec ports, et g : L — G un morphisme de graphes avec ports
injectif. Alors G dérive directement H par £ et g, dénoté par G =¢ 4 H si le pushout

alternatif suivant existe :

—f.R

L
gi g*
G :> H
Une dérivation d’'un graphe avec ports G vers un graphe avec ports H, dénoté par

G =* H, est une séquence de dérivations directes G = Gy = G1 = ... = G, = H pour
un n > 0.

Nous remarquons que la construction donnée ci-dessus pour le pushout alternant cor-
respond & une réécriture de graphe avec ports de G en H utilisant la régle de réécriture

de graphe avec ports L é R et le morphisme sous-filtrant g.

Lemme 2 (Correspondance entre une relation de réécriture et une dérivation directe).

Soient G et H deux graphes avec ports, L é R une régle de réécriture de graphe avec
ports, et g : L — G un morphisme de graphes avec ports injectif. Alors G se réécrit en
H en utilisant £ et g si et seulement si G dérive directement H par € et g.

Soient L; % R;, i = 1,2, deux régles de réécriture de graphe avec ports. Les deux
réécritures a une étape (ou dérivations directes) G =¢, 5, H;, @ = 1,2, avec g # go si
&1 = & sont indépendantes si U'intersection des membres de gauche de r1 et 19 dans G
consiste en des éléments non modifiés par ’application de la régle. Si les deux étapes
sont indépendantes et G = ¢1(L1) U g2(L2), alors la paire des deux réécritures est une
paire critique. Une paire critique Hy <= G = Hs est joignable s’il existe deux graphes
avec ports isomorphes I et I tels que H; =* I;.

La joignabilité de toutes les paires critiques d’un systéme de réécriture de graphes
avec ports ne garantit pas la confluence locale (comme c’est le cas pour les systémes de
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réécriture de termes). La condition de joignabilité d’une paire critique Hy <¢ 4, G =¢ g,
Hy doit étre renforcée de sorte que pour chaque noeud v dans G préservé par les deux

dérivations directes sous la forme du méme ensemble de nceuds {vy,...,v,}, n > 1, il
y a des dérivations H; =* [ et Hy =* I et un isomorphisme f : Iy — Iy tels que
I’ensemble {v1,...,v,} a une décomposition en V' et V" avec
— tous les noeuds dans I7 et Iy dérivés des nceuds dans V7 sont relié par I'isomorphisme
f, et

~ tous les neeuds de V" sont effacés pendant les dérivations.
Cette condition est appelée joignabilité forte.

Alors, les résultats sur la confluence locale et la confluence prouvés pour les systémes
de réécriture d’hypergraphe dans sont également utilisés pour les systemes de
réécriture de graphes avec ports.

Lemme 3 (Confluence). Un systéme de réécriture de graphes avec ports est confluent
localement si toutes ses paires critiques sont fortement joignables. Si, de plus, le systéme
de réécriture de graphes avec ports termine, alors il est confluent.

10.9 Comparaison avec les Systemes Réactifs de Bigraphes

Les systémes réactifs de bigraphes (Bigraphical Reactive Systems, BRSs) sont un mo-
dele graphique de calcul ou la connectivité et la localité sont importants [Mil0T) TM04!
Mil06]. Un bigraphe consiste en une forét d’arbres décrivant les positions des objets cal-
culatoires dans le systéme, appelée graphe de places, et un hypergraphe décrivant les
liens ou connexions entre les objets, appelé graphe de liens. Alors, une régle de réaction
dans un BRS est une paire de bigraphes, un redex représenté par un motif d’entrela-
cement et liage, et un réactum indiquant comment les réactions changent le motif. Via
de telles régles de réaction, BRS représente un formalisme adapté pour la modélisation
de la connectivité mobile (en changeant le graphe de liens) et de la localité mobile (en
changeant le graphe de places).

Un objet dans un bigraphe est représenté par un nceud avec un nombre fixe de ports
pour connecter d’autres noeuds donnés par un controle associé. L’ensemble de tous les
controles possibles pour les noeuds d’un bigraphe représente sa signature. De plus, puisque
les aspects de localité et connectivité sont indépendants, les nceuds peuvent étre entrelacés
et les ports sont liés indépendemment de I’entrelacement.

Les graphes avec ports sont une variation des bigraphes o : les nceuds sont étiquetés
avec des controles d’arité fixe (correspondant aux ensembles de ports) mais les controles
sont atomiques (pas d’entrelacement), le graphe de liens est simplement un graphe, et
non un hypergraphe (une aréte connecte exactement deux ports de nceuds). Cependant,
les ports dans les graphes avec ports n’ont pas un degré d’incidence fixé, alors que pour
les bigraphes, le degré d’incidence d’un port est 1 ou 0 (quand le port est libre).

L’application d’une régle de réaction sur un bigraphe est basée sur la décomposition du
bigraphe en redex de la regle de réaction, un contexte, et certains parametres discrets, et
en remplacant le redex par le réactum. Le probléme de trouver une telle décomposition,
appelé filtrage, est traité dans [BDGMOT| en utilisant une classe de bigraphes basiques et
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des opérateurs pour décomposer le bigraphe et aprés, a partir de telles décompositions,
pour a la fois le redex et le bigraphe a transformer, en identifiant inductivement le redex et
le contexte. Les facons dont est traité le probléme de filtrage pour les bigraphes et pour les
graphes avec ports semble équivalent modulo I'expressivité additionnelle du formalisme
bigraphique : le probléme de filtrage est réduit dans les deux cas & la recherche d’'un
redex, d’un contexte, d’'un parameétre; la fonctionnalité d’un tel parameétre est similaire
a la notion d’ensemble de ponts utilisée pour les graphes avec ports. En conséquence, en
étudiant de maniére plus approfondie ’algorithme de filtrage & base de décomposition
fourni pour les bigraphes, il semblerait qu’on puisse trouver un algorithme de filtrage
pour les graphes avec ports qui soit plus efficace, et du moins plus élégant. Cependant,
nous avons défini des régles de réaction plus expressives pour les graphes avec ports qui
spécifient la division d’un nceud, alors que dans les systémes bigraphiques, on ne peut que
dupliquer un nceud. Il serait intéressant d’étudier quelle modification, une telle opération
de division impliquerait pour le modéle catégorique des bigraphes.

A partir de travaux existants sur les bigraphes et les systémes de réaction de bi-
graphes, nous pourrions améliorer la théorie mathématique des graphes avec ports, en
utilisant la théorie des catégories, ainsi qu’en empruntant des techniques pour la défini-
tion d’extensions des graphes avec ports, telles que, par exemple, les bigraphes stochas-
tiques [KMTOS].

Nous avons identifié la structure des graphes avec ports indépendemment des bigraphes
existants, dans le contexte de la modélisation d’interaction entre protéines, ainsi comme
un formalisme basé sur I'information nécessaire a la modélisation de tels procédés biochi-
miques. Ajouter les capacités d’entrelacement pour les noeuds comme dans les bigraphes
pourrait permettre de modéliser d’autres types d’interactions biologiques, comme par
exemple, le processus de “budding” de la membrane, ou les molécules vivant a l'inté-
rieur de la cellule sont transportées vers d’autres cellules, qui est déja formalisée dans
le contexte des bigraphes stochastiques [KMTO08|. Néanmoins, d’autres exemples inté-
ressants motivant la nécessité d’ajouter ’entrelacement aux graphes avec ports et ne
nécessitant pas toutes les caractéristiques spécifiques aux bigraphes devraient étre envi-
sageés.

10.10 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons formalisé la structure des graphes avec ports, le probléme
de (sous)-filtrage pour les graphes avec ports, et une relation de réécriture de graphe avec
ports. Nous avons aussi analysé la confluence de la relation de réécriture de graphe avec
ports en nous basant sur des résultats classiques pour les hypergraphes. Le sous-filtrage
et la relation de réécriture définis pour les graphes avec ports dans ce chapitre sont
alors utilisés pour instancier le calcul biochimique abstrait dans le prochain chapitre,
afin d’obtenir un calcul de réécriture pour les graphes avec ports.

Il y a encore du travail & faire dans la formalisation des fondements mathématiques
de la réécriture de graphes avec ports en utilisant des éléments de la théorie des caté-
gories, en particulier pour analyser ’adéquation de la structure de graphes avec ports
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comme structure de haut-niveau dans le contexte des systémes de remplacement de haut-
niveau (High-Level Replacement Systems, HLRS) [EHKPP90]. Alors, nous devrions tes-
ter quelles conditions-HLR sont satisfaites dans la catégorie des graphes avec ports, afin
que nous puissions bénéficier des résultats existant pour les systémes HLR, par exemple
le parallélisme. Aussi, dans cette direction, une autre perspective théorique d’étude de
la structure des graphes avec ports pourrait étre de considérer les catégories HLR adhé-
sives [EPPHO6].

Un autre direction future, plus pragmatique, concerne le probléme de (sous)-filtrage
sur les graphes avec ports et la recherche d’un algorithme de filtrage efficace. Une solution
possible est de mettre en relation un filtrage de graphes avec ports avec un filtrage de
bigraphes; cependant les graphes avec ports ont une structure bien plus simple que les
bigraphes, ainsi, un algorithme de filtrage pour les bigraphes pourrait parfois ne pas
étre efficace pour les graphes avec ports. Aussi, quelques algorithmes généraux pour le
filtrage par motifs pourraient étre considérés [UIL76 [ST99, LV02, [Val02, [Ziin96]. De par la
structure des graphes avec ports, qui est plus riche que celle de graphe, et en méme temps,
qui est un genre particulier de bigraphes, il semblerait que l'algorithme de filtrage pour
les graphes avec ports soit situé quelque part entre les algorithmes de filtrage classiques
pour les graphes, et ceux pour les bigraphes.
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11 Le p,,-Calcul : Un Calcul Biochimique Basé
sur la Reéécriture Stratégique de Graphe avec
Ports

Introduction

Dans la Partie |I|, nous avons introduit un Calcul Biochimique Abstrait, le p(sy-calcul,
modélisant des interactions entre molécules abstraites sur une structure décrite par les
objets d'une catégorie . Dans ce chapitre, nous instancions le p y-calcul avec la catégorie
PGraph : nous considérons la structure de graphe avec ports et la relation de réécriture
de graphe avec ports définies dans le Chapitre [10] pour modéliser les molécules abstraites
et leur interactions respectivement. Le résultat de cela est un calcul de réécriture de
graphe avec ports, appelé le pps-calcul. La structure de graphe avec ports apporte une
plus grande expressivité dans la représentation des objets du calcul. En conséquence, nous
sommes capable de définir des régles d’évaluation pour le filtrage et le remplacement en
utilisant des nceuds et des transformations de graphes avec ports appropriés.

En Section [I1.I] nous présentons les caractéristiques principales de la syntaxe, et en
Section [I1-2] la sémantique du calcul fournie par la structure de graphes avec ports.

11.1 Syntaxe

Nous introduisons pas & pas, tous les éléments définissant la syntaxe du calcul. Nous
commengons par définir les objets graphes avec ports sous forme de graphes avec ports
et les abstractions (régles de réécriture de graphe avec ports) également sous forme de
graphes avec port. Toutes les entités du calcul sont présentée graphiquement ici.

Neeuds

Un noeud est décrit par un identifiant unique, un nom, et un ensemble de ports. Les
identifiants de nceud sont soit des entiers, soit des lettres minuscules entre i et n, ou
leur concaténation. Les noms de neeud sont (i) des chaines de caractéres majuscules qui
peuvent étre indexées par ou concaténées avec des entiers, et (ii) des concaténations
de noms. Les noms de ports sont des chaines de caracteéres minuscules éventuellement
indexées par des entiers. Soient i¢d, pname, et nname les ensembles des identifiants de
nceuds, des noms de ports, et des noms de nceuds respectivement.
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La syntaxe des ports et noeuds est la suivante :

Ports P := e pname

Neeuds N = Xy | id : nname : P+

Un port est un point avec un nom de port. Un nceud est soit une variable, soit une entité
avec un identifiant unique, un nom de nceud et un ensemble de ports. Graphiquement, un
neceud est représenté sous la forme d’une boite avec des points & la surface, correspondant
aux ports.

Objets Graphes avec Ports

Nous modélisons les états d’un systéme au moyen de graphes avec ports appelés objets
graphes avec ports, qui peuvent étre soit une variable, soit un graphe avec ports vide,
soit un neceud, soit deux objets graphes avec ports juxtaposés, soit un nceud avec une
boucle sur le méme port, soit un neeud avec une aréte connectant deux ports différents,
soit deux objets graphes avec ports connectés :

Objets Graphes avec Ports O 1= Xp variables
| € graphe vide
| N noeud
| OO0 juxtaposition

| N @ boucle

| N D connexion
| O X 0O connexion

Abstractions

Une abstraction de premier ordre dans le pp4-calcul consiste en deux objets graphes
avec ports pour les membres de gauche et de droite, et un nceud fleche intégrant la
correspondance entre les deux membres. Le nceud fleche a deux ports particuliers, un
port poignée pg et un port trou noir bh. Quelques restrictions doivent étre imposées sur
la connectivité de ces deux types de ports. Un port poignée peut étre connecté uniquement
& un autre port poignée, et un port trou noir peut uniquement étre la cible d’'une aréte
dont la source est soit un port poignée ou un port trou noir.

A partir de la Définition , une abstraction O; = Oy est un graphe avec ports
construit comme suit :

— le neeud fléche a un port pour chaque port de O qui est préservé dans Oz, le port

trou noir et le port poignée;

— une aréte connecte chaque port préservé p de O; a son port correspondant du nceud

fleche, qui & son tour est connecté aux ports correspondants de p dans Oy ;
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— les ports effacés de O7 sont connectés au trou noir.

Pour les abstractions de la forme (01 = O3) = (O] = 0)), le neeud fleche principale
connecte des ports distincts du trou noir pour la fleche principale de O = O» a des ports
de la fleche principale de O} = O} suivant le morphisme entre les deux abstractions.

Les abstractions de Ay sont définies graphiquement comme suit :

28 W

0O=0

Ay =

Nous identifions le nceud fléche principale d’une abstraction comme le nceud fléche dont
la poignée n’est pas mis en correspondance avec un autre nceud fleche. Ainsi, dans une
abstraction, la poignée de la fléche principale ne peut pas étre une cible ou une source
d’une aréte dont la source ou cible respectivement est un nceud fleche.

Par counstruction, une abstraction est un graphe avec ports.

Une classe intermédiaire de molécules de graphes avec ports abstraites est définie
comme suit :

Go =01 Ao | Go Go

Alors, ’ensemble des abstractions est défini par :

N

ou pour chaque abstraction de la forme O = Gy avec Gy € Gy, les poignées des neeuds
fleches des abstractions dans Gy sont connectés a la poignée du nceud fléeche dans I’abs-
traction.

A = A

Exemple 12. En Figure nous illustrons une abstraction de la forme O = Gg avec
Go € Gp qui spécifie qu'un neoeud avec n’importe quel nom et avec deux ports tous les
deux connectés a un port d’'un autre nceud se découpe en deux nceuds, ayant chacun
un port, les connexions restant préservées. De plus, ’abstraction introduit une nouvelle
abstraction qui découpe de maniére similaire tout nceud ayant le méme nom que celui
déja découpé par 'abstraction. Ici, nous représentons le cablage en utilisant des tirets afin
de distinguer clairement les arétes des membres de gauche et de droite de ’abstraction.

Molécules Graphes avec Ports

Soit X un ensemble de variables. L’ensemble G de tous les objets p,, élémentaires du
calcul, appelés molécules graphes avec ports est défini schématiquement par :

Gu=X|O|A|GG|e
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Fig. 11.1: Une abstraction avec cablages explicites qui spécifient le découpage d’un nceud
identifié par le couple de variables i : X connectée & un nceud j : Y et introduit
une régle découpant tout nceud ayant le méme nom que ¢

En utilisant une structure de graphes avec ports pour instancier la structure paramétrique
¥ dans le p(xy-calcul, nous obtenons une définition de molécules graphes avec ports.

En nous basant sur la structure particuliére des graphes avec ports, nous définissons
une congruence structurelle sur les molécules graphes avec ports.

Définition 54 (Congruence structurelle sur les molécules graphes avec ports). La
congruence structurelle sur les molécules graphes avec ports dans monde simple est la
plus petite congruence close par rapport a une permutation des ports d’un nceud, a la

juxtaposition permutative et & la connexion d’arétes, satisfaisant ainsi les axiomes
suivants :
i:name: (p1,...,p) = ti:name: (pz(1),...,pr(k)) pour toute permutation de taille k
01" N0y = 0 N0y
Ge = G
Gi1...Gp, = Gz(1)...Gz(n) pour toute permutation de taille n

Mondes

Nous rappelons qu’un monde est un conteneur représentant les molécules graphes avec
ports dans un environnement. L’environnement est “conscient” de tous les noeuds qu’il
contient et des connexions entre eux. Afin d’exprimer cette conscience, nous attachons
& chaque nceud dans un objet graphe avec ports, un port poignée auxiliaire, dénoté
habituellement par pg. Nous définissons alors l'opérateur | | comme un nceud avec un
port poignée, et un monde est un graphe avec ports ou la poignée du nceud [ ] est
connecté aux poignées des fleches principales de toutes les abstractions et aux poignées
de tous les nceuds de l'objet graphe avec ports qui ne sont pas des abstractions. Nous
rappelons que ce nceud [ ] correspond & un opérateur variadique permutatif.

Un monde a la représentation graphique suivante :
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A" oA o

AN

ou simplement un objet graphe avec ports s’il n’y a pas d’abstraction dans I’état :

[

g..

O

ou, de maniére équivalente :

S

A D’écrit, nous utilisons la notation [G] pour un monde contenant une molécule graphe
avec ports G € G. Par exemple, les notations correspondantes pour les trois graphes avec
ports représentés précédemment sont [A... A O], [AT O], et [O] respectivement.

Soit Y un ensemble de variables. Alors I’ensemble V des mondes est défini comme suit :

V=Y |[G]

Multivers

Nous introduisons un neeud avec un port poignée pour l'opérateur { } qui construit une
structure de mondes (ou multivers). La poignée du neeud { } est connecté aux poignées
de tous les mondes composants. Une structure de mondes consiste soit en une variable
dans un ensemble Z, soit un monde, soit un multi-ensemble de structures de mondes :

Wae=Z | {V..V}|{W.. W}

De maniére similaire aux mondes, la notation {)V W} représente le graphe avec ports
suivant :

N

La théorie sous-jacente & la structure de multi-ensemble de I'opérateur { } suit les
lignes de la congruence structurelle définie dans le cas abstrait en Section [3.6] basée sur
la congruence structurelle pour les molécules graphes avec ports de la Définition [54]
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11.2 Sémantique

11.2.1 Régles d’Evaluation sous forme de Régles de Réécriture de Graphes avec
Ports

Le ppg-calcul exprime I’évolution d'un systéme dont I’état initial est un monde de la
forme {[A;...A, O]}, avec A; une abstraction, pour tout i, 1 < ¢ < n, n > 0, et O
un objet graphe avec ports. L’interaction réussie entre une abstraction et une molécule
graphe avec ports donne naissance & une transformation de graphe avec ports. Nous ins-
tancions les régles d’évaluation du px)-calcul (Figure avec les molécules graphes avec
ports. La résolution du probléme de sous-filtrage, ainsi que ’application de la solution
du probléme de sous-filtrage sont définies & I'extérieur du calcul, en nous basant sur la
relation de réécriture de graphe avec ports définie en Section [10.5]

(L=R) G — {[c1(R)]...[sn(R)]} si Sol(L<G)={s1,...,sn} (11.1)
AG— A G sinon (11.2)

Le régles de réchauffement et de refroidissement ont & présent une représentation basée
sur les graphes avec ports. La régle de réchauffement est la régle de réécriture de graphe
avec ports suivante :

A/H\\G |

h :

La régle de refroidissement est représentée par la régle de réécriture de graphe avec
ports suivante :

¢ G {} — {H\ /H\
SN L) L)
[] [] G Gy G Gn

i |

G1 Gn

La sémantique du p(xy-calcul incluant des stratégies qui peuvent étre instanciées aisé-
ment en utilisant les graphes avec ports et tous les opérateurs auxiliaires pour modéliser
I'interaction, correspond aux nceuds avec des ports. En particulier, la construction échec
stk est un nceud avec un port poignée.
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11.2.2 Mécanisme d’Application sous forme de Régle de Réécriture de Graphe
avec Ports

Toutes les étapes calculant 'application d’une abstraction a un objet graphe avec ports,
incluant les opérations de (sous)-filtrage et de remplacement, sont exprimables utilisant
les graphes avec ports en considérant quelques autres noeuds auxiliaires (nceuds de fil-
trage, par exemple) et en étendant la relation de réduction avec quelques régles d’évalua-
tion graphiques. Ce mécanisme peut étre internalisé au calcul, mais c’est trés technique.
Nous donnons uniquement l’idée principal de cette encodage, les détails peuvent étre
trouvés dans la version anglaise de ce document.

L’idée d’utiliser des graphes avec ports pour encoder le calcul lui-méme, 'application
et les résultats, et & présent pour encoder également ’algorithme de filtrage, a été inspirée
par l'encodage du p-calcul en utilisant les Réseaux d’Interaction (Interaction Nets) et les
Réseaux Bigraphiques (Bigraphical Nets) [FMS06].

Nous considérons deux types de nceuds de filtrage :

1. < pour filtrer deux ports, son port poignée est la cible de I'aréte connectant le port
motif et, en méme temps, est la source de ’aréte connecté au port sujet au filtrage ;

2. < pour filtrer deux ensembles de ports; tous les ports du motif sont connectés au
poignée de <, qui est a son tour connecté & tous les ports du sujet.

Quand un nceud de filtrage connecte deux ports poignées dans a la fois le motif et le
sujet, alors on dit que nous filtrons des nceuds.

Nous considérons deux nceuds de filtrage différents, puisque nous voulons faire une dis-
tinction quand le nceud de filtrage <« connecte deux singletons. Une condition similaire
a également été utilisée dans I'algorithme de filtrage donné pour les graphes avec ports
au Chapitre [I0] dans la régle de décomposition D;. Nous ajoutons les constructions de
sous-graphes avec ports suivantes & ’ensemble des objets élémentaires du calcul :

Filtrage entre nceuds N XN TW
Filtrage entre ensembles de nceuds <« | € |
/ \ ()
Uy \
N N+ NF N
Filtrage entre nceuds pname -~ N < N pname
Filtrage entre ensembles de nceuds &K | <« |
/ \ [y 1)
YRY
Pt P+t pt pt
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11.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons vu comment le Calcul Biochimique Abstrait est instancié
par la structure de graphes avec ports. Cette structure apporte une plus grande flexibilité
au calcul en permettant ’encodage d’opérations de méta-niveau telles que le filtrage et le
remplacement utilisées dans 'application comme régles d’évaluation. Ceci prouve encore
une fois 'universalité de la structure de graphes avec ports, en plus de la possibilité
d’encoder une régle de réécriture de graphe avec ports sous forme de graphe avec ports
que nous avons montré au Chapitre [T0}

Dans [FMS06], les auteurs proposent des réseaux bigraphiques pour encoder le p-
calcul dans le contexte de la définition de stratégies de réduction efficaces; en particulier
ils utilisent les réseaux de bigraphiques pour modéliser le filtrage dans le p-calcul. Un
réseau bigraphique est une combinaison entre des réseaux d’interaction et des bigraphes,
afin que les contrdles associés aux nceuds aient un port principal distingué et que les
interactions agissent entre ports principaux. Alors, un travail futur intéressant concerne
I’étude d’un calcul biochimique sur les bigraphes et I’adéquation des réseaux bigraphiques
a I'expression du filtrage et du remplacement dans le calcul comme nous 'avons fait pour
le ppg-calcul.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons défini un calcul biochimique adapté aux besoins de la mo-
délisation des interactions biologiques et des systémes autonomes, nous avons exploré son
expressivité et étudié certaines de ses propriétés. Notre approche différe du modéle chi-
mique classique par la formalisation & un niveau supérieur et 'utilisation de la réécriture
stratégique de graphes pour modéliser les réseaux biochimiques.

Les entités de base du calcul biochimique abstrait (ou p(sy-calcul) sont (i) des molé-
cules définies sur une structure ¥ qui les dote des possibilités de connectivité, (ii) des
abstractions sur de telles molécules structurées et (iii) une application d’abstraction.
La différence principale du modéle chimique réside dans la structure des molécules et
la possibilité de définir une abstraction sur des modéles complexes. D’un point de vue
informatique, nous avons congu ce calcul pour modéliser des interactions concurrentes
entre les abstractions et les molécules. Avec l'aide de la réécriture stratégique, quelques
interactions peuvent étre congues avec plus de controle. Grace a ’expressivité de 'aspect
biochimique du psy-calcul, nous avons codé des stratégies comme objets du calcul.

Nous avons identifié une structure de graphes et ’avons formalisée en tant que graphes
avec ports, nous avons défini un algorithme de filtrage correspondant et une relation
de réécriture. En paralléle, nous avons fourni un codage pour les graphes avec ports et
pour la réécriture de graphes avec ports en utilisant des termes algébriques définis sur
une signature de premier ordre et la réécriture de termes. Ensuite nous avons utilisé
la structure des graphes avec ports pour instancier le calcul biochimique abstrait. Le
résultat est un calcul biochimique basé sur la réécriture sous stratégies de graphes avec
ports. Dans le cadre de ce calcul nous avons montré la grande expressivité de la structure
de graphes avec ports, par exemple pour exprimer des abstractions et des opérations
de méta-niveau comme le filtrage et le remplacement utilisé dans I'application d’une
abstraction a une molécule.

Nous avons validé notre modéle biochimique basé sur la réécriture sous stratégies de
graphes avec ports, en "appliquant a I'exemple d'un systéme autonome et également &
un fragment d’un systéme biochimique réel. L’application au calcul autonome est héri-
tée du modéle chimique d’ordre supérieur et ’application biologique représente une des
motivations de cette these. Nous avons vu que la structure de graphes avec ports est
bien adaptée & la modélisation des deux types d’application et, en outre, la réécriture
sous stratégies nous permet de modéliser les propriétés d’auto-organisation des systémes
autonomes et de générer des réseaux biochimiques.

Finalement, nous avons prouvé une fois de plus 'extensibilité et I’expressivité du calcul
en incluant une technique de vérification a ’exécution. La motivation principale provient
de la modélisation des propriétés auto-réparatrices dans le calcul autonome. Nous avons
pu mettre en pratique et intégrer la vérification & exécution dans le calcul, grace a la
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capacité du calcul & encoder des stratégies et & manipuler I’échec.
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Travaux futurs

Une premiére amélioration du calcul pourrait étre la définition de nouvelles straté-
gies pour controler les interactions entre les molécules. Nous avons briévement présenté
quelques stratégies paralléles possibles dans le Chapitre [7], mais d’autres études devraient
étre menées pour déterminer comment les encoder et également pour trouver d’autres
stratégies. L’équilibre approprié entre les interactions controlées et non controlées est une
question intéressante & adresser pour une application donnée et les systémes biologiques
peuvent nous fournir des intuitions valables.

Sur un plus long terme, le travail sur le calcul présenté dans cette thése s’adresse
au probleme de ’adéquation des stratégies pour décrire les systémes biochimiques et les
propriétés d’auto-organisation de systémes autonomes en général. Nous pensons que 1'uti-
lisation des stratégies peut aider des biologistes et des informaticiens & mieux comprendre
le comportement de tels systémes, leurs propriétés d’auto-organisation par exemple, pour
en déduire de nouveaux principes d’organisation et de comportement, aussi bien que pour
définir de nouveaux modéles informatiques bio-inspirés. A cette fin, nous devrions essayer
de modéliser autant d’exemples appropriés de systémes biologiques que possible et voir si
leur comportement peut étre décrit en utilisant des stratégies existantes ou si de nouvelles
stratégies doivent étre définies.

Le calcul que nous avons proposé dans cette thése est un formalisme qualitatif. Une
extension du calcul pourrait étre de le doter d’'une sémantique quantitative. En particulier
pour le p,g-calcul il devrait étre facile de définir une relation stochastique de réécriture
sur les graphes avec ports, puisqu’elle a déja été étudiée pour les bigraphes [KMTO0S].
Alors nous devrions également intégrer des stratégies de réécriture stochastiques. Dans le
cadre de la modélisation des réseaux biochimiques, la dimension stochastique du modéle
nous permettra de dériver des modeéles quantitatifs plus réalistes tels que les modéles
basés sur des équations différentielles ordinaires ou des modéles stoechiométriques.

Une autre direction intéressante & poursuivre inclut la similitude entre les graphes
avec ports gauches et les bigraphes. D’une part nous pourrions enrichir le formalisme
de réécriture de graphes avec ports en adaptant les résultats, les propriétés et les ap-
plications des bigraphes. Dune part, nous pourrions définir un calcul biochimique basé
sur les systémes réactifs de bigraphes, étudier ses propriétés et expressivité et voir si
nous pouvons exprimer l'application d'une régle de réaction de bigraphes par 'intermé-
diaire des transformations de bigraphes comme nous pouvons le faire avec les graphes
avec ports. Egalement au sujet des structures alternatives pour instancier le calcul bio-
chimique abstrait, nous devrions étudier lesquels des exemples existants inspirés de la
littérature sur les systémes de remplacement de haut-niveau, pourraient fournir au calcul
des applications intéressantes.

Il serait tres utile d’avoir une implantation du calcul biochimique. Dans une premiére
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phase nous devrions considérer ’exécution du modéle chimique [Rad07]. Dans une se-
conde étape nous devrions fournir une implantation pour la réécriture de graphes avec
ports. Dans cette thése nous avons défini une sémantique opérationnelle pour la réécri-
ture de graphes avec ports basée sur la réécriture de termes, et nous ’avons mise en
application dans TOM pour les graphes moléculaires; cependant, 1’exécution courante
n’est pas trés efficace pour de grands graphes avec ports. Nous avons déja quelques idées
pour améliorer son efficacité, soit en utilisant une bibliothéque de TOM concernant des
termes-graphes, soit en considérant des algorithmes de filtrage plus efficaces pour des
graphes généraux ou pour des bigraphes. Notre formalisme basé sur des graphes est
visuel, donc assez facile & comprendre. Nous devrions tirer profit de cet aspect en four-
nissant une interface graphique pour aider a la visualisation des graphes avec ports et de
leurs transformations.
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12 Case Studies for the p,4-calcul

In this chapter we analyze two applications for the ppg4-calcul. In the first part we show
that the extension from higher-order chemical model to the biochemical calculus based
on strategic port graph rewriting preserves the good properties of modeling autonomous
systems. We illustrate its expressivity for modeling properties of such systems using
an example of a mail delivery system. In the second part we instantiate the pp4-calcul
for modeling interactions between proteins and generating a biochemical network. The
motivation of this second case study comes naturally from the biological inspiration model
for port graphs.

12.1 Autonomic Computing

Autonomic computing [KC03]| refers to self-manageable systems initially provided with
some high-level instructions from administrators. This is a concept introduced in 2001
with an intended biological connotation : the simplest biological example is that of the
human nervous system where the brain does not need to handle all low-level still vital
functions of the body. The four most-important aspects of self-management as presented
in [KC03| are self-configuration, self-optimization, self-healing, and self-protection.

This idea of biologically inspired formalism gained much interest with the recent deve-
lopment of large scale distributed systems such as service infrastructures and Grids. For
such systems, there is a crucial need for theories and formal frameworks to model compu-
tations, to define languages for programming and to establish foundations for verifying
important properties of these systems. Several approaches contributed to this ambitious
goal. Without exhaustivity, let us mention in particular the brane calculus [Car05b, [DP04]
and the bigraphical reactive systems [Mil06], but also several formalisms inspired from
biology such as [CG00, RPST04] LT07, QLFT06].

The chemical programming as formalized by HOCL uses the chemical reaction me-
taphor to express the coordination of computations and it proved to be well-suited for
modeling self-organizing and autonomic systems or grids in particular [BFR06al BFROT].

In this section, we propose port graphs as a formal model for distributed resources. Each
resource is modeled by a node with explicit connection points called ports. We model the
lack of global information, the autonomous and distributed behavior of components by a
multiset of port graphs and rewrite rules which are applied locally, concurrently, and non-
deterministically. Moreover strategic port graph rewriting takes into account control on
computations by allowing us to chain rewrite rules. By moving from port graph rewriting
to the ppg-calcul, we are able to express rules and strategies as port graphs and so to
rewrite them as well. The pp4-calcul also permits the design of rules that create new rules.
We apply this formalism for a mail delivery system example borrowed from and
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12 Case Studies for the pp4-calcul

illustrate through this example the additional expressivity brought by strategic rewriting.

This work was presented in [AK08d), [AKO8D].

12.1.1 Strategy-Based Modeling of Self-Management

In autonomic computing, systems and their components reconfigure themselves auto-
matically according to directives (rules and strategies) given initially by administrators.
Based on these primary directives and their acquired knowledge along the execution,
the systems and their components seek new ways of optimizing their performance and
efficiency via new rewrite rules and strategies that they deduce and include in their own
behavior. Since there is no ideal system, functioning problems and malicious attacks or
failure cascades may occur, and the systems must be prepared to face them and to solve
them. In the following, we show how the properties of self-configuration, self-healing,
self-protection and self-optimization can be handled by the autonomic mail delivery sys-
tem inspired from [BRE04] and modeled using the pps-calcul. For this purpose some
additional rewrite rules are defined.

In addition to the previously presented concepts, we assume a few more information
available in the nodes and ports, which corresponds to existing notions in graph theory.
In particular, each port has a degree information that counts the number of incoming
and outgoing edges connecting it to other nodes of the object port graph. In our running
example, this information allows us to express, through conditions in the rules, that
a port is saturated, or on the contrary that it has no incident edge. Graphically, we
represent the condition that a port has the incidence degree 0 by a slashed dangling edge
connected to the port. If we do not consider the incidence degree information for the
ports, the previous condition correspond to a negative application condition in the graph
transformation framework [HHT96].

Exemple 13 (A mail delivery system). In order to illustrate our approach and the propo-
sed concepts, we develop the example of a mail delivery system borrowed from [BRE04].
It comsists of a network of several mail servers, each with its own address domain ; the
clients send messages for other clients first to their server domain, which in turn forwards
them to the network and recovers the messages sent to its clients. Servers are distributed
resources with connections between them, when sending and receiving the messages.

In Figure [I2.1] we illustrate an initial configuration of the mail delivery system. The
network is a node with several ports, each port being connected to at most one server. A
server node has a handler port for connecting to the network, and several ports for the
clients. A client node has a handler port for connecting to a server. All client, server and
network nodes have two ports for the incoming and outgoing messages respectively. Mes-
sages are nodes with only one port and their names have the form (rec @ domain # m)
where rec is the identifier of the recipient client, domain is the identifier of the server
domain, and m the body of the message. If redundant, the domain and/or the client
identifiers are removed (when arrived in the server domain or at the client). In the sys-
tem, the server identified by 5 is disconnected from the network node, hence it is in a
crashed state.
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7:Client 2:Server 1:Network
4:Server [ ]

cl 8:Client
c2
out
h .
6:Client

3:Server 9:Client

5:Server

Fig. 12.1: A mail system configuration

The evolution of the distributed system is modeled via port graph transformations,
themselves expressed by port graph rewrite rules and the generated rewriting relation.
To support intuition, in the mail system example, rules express what happens when a
client sends a mail to a client in the same network.

We illustrate in Figure the basic rules for the mail system. Since the correspon-
dence between the left- and right-hand sides of the rules are the identities, we simplify
the graphs by not detailing the arrow node. A mail sent by a client goes to its server : if
the mail is sent to a client in the same server domain then it goes to the input port by

i:Client k:Server i:Client k:Server
. 1

S S e R

i:Client k:Server i:Client k:Server

r2 if k<>1

. - ”_\‘. lCl#m
i:Client k:Server i:Client k:Server
%n h} : in].m é’ ﬂ.

k:Server i:Network k:Server i:Network
k:Server i:Network k:Server i:Network

5

Fig. 12.2: Basic rules for the mail delivery system
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rl, otherwise to the outgoing port by r2. By rule r3 a server forwards a mail to a client
if he is the recipient. Rule r4 specifies that a server forwards a mail to the network if its
recipient is not in the domain, while rule r5 specifies that the network forwards a mail to
the appropriate server according to the server domain information contained in the mail.

Self-configuration

The self-configuration is simply described by the concurrent application of the five
rules given in Figure [12.2 using the reduction semantics of the p,s-calcul.

Rule r6 in Figure [[2.3] specifies that a client recipient of a mail telling him to migrate
to a server k' does so if the server k' has a free client port. We model a free client port
on the server k&’ by a condition on its degree, specifying that there is no incident edge to
that port. In a more visual way, we pictured this condition with a slashed edge. But how
to deal with mails that will probably arrive later on the server k for the client ¢ 7 The
problem is solved by introducing in the system a new rule that will update the address of
the migrating clients. It is possible that the application of a rewrite rule on a port graph
introduces, besides modifying the port graph, a new rewrite rule. In addition, before a
client migrates, he must get all mails addressed to him that are already on the server;
this is modeled via the strategy first(repeat(r3),r6).

Another interesting problem may concern the operations of replacing a server by two
or more servers or, the other way around, replace a group of servers by one server. Then
biologically inspired port graph rules from Figure m (a) and (d) for splitting and
merging nodes could be applied as well for servers.

Self-healing

An autonomic system detects when a server crashes and the connection of the crashed
server to the network is cut. It is expected to repair the problem of the clients connected
to the crashed server and of the mails that were about to be sent from that particular
server. Rule r7 creates a temporary server named TServer as a copy of the crashed server
and connects it to the network (assuming there is a procedure checking if a server failed).
The arrow node of the rule encodes the correspondence of all ports of the server node k,
and consequently, all connections with the crashed server are recovered by the temporary
server. Note that, for simplifying the graphical representation, we do not include all edges
incident to the arrow node, but just the relevant ones.

Since the server replacing the crashed one is temporary, all the clients must try ra-
pidly to connect to other servers which are not fully occupied (rule r8). We graphically
express that the server node j has a free client port, i.e., with no incident edges. The
mails are forwarded to the network node via the rules r9 and r10. But all this must
not happen before sending the mails already there to the clients of the crashed server
(rule r11). Instead of simply adding all these rules to the system, we add the strategy
r7;repeat(rll); repeat(first(r8,r9,r10)). By composing these rules in a strategy, the re-
covery from the server crash is assured. A rule should delete the temporary server when
it no longer has clients nor pending messages.
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Fig. 12.3: Rules for self-configuration and self-healing in the mail delivery system

Self-protection

When a spam arrives at a server node, the filtering rule r12 deletes it, assuming that
the server has a procedure for deciding when a mail is a spam. The rules r13 and r14 are
analogous to r12 but for a client node and a network node, assuming as well that both
entities have their own spam detection procedure. In order to limit spam sending, the
rule r14 should have a higher priority than r5, and the rule r12 a higher priority than r3.
Then we replace r3 and r12 by try(r12);r3, and r5 and r13 by try(r14); 5.

When a client receives a mail and, based on a spam decision procedure, concludes that
the mail is a spam, it deletes the mail and provides the server with a new rule specifying
that from now on the server node should delete all mails of this kind. This behavior is
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specified by the rule r15 in Figure [12.4]

k:Server k:Server
E‘]‘r\. j@#m ri2 E‘]‘ if isSpamForServer(m)
[:Client I:Client
ri3 if isSpamForClient(y
‘,\. if isSpamForClient(m)
i:Network i:Network

i/o @ktm rl4 if isSpamForNetwork(m)

k:Server [:Client

k:Server [:Client
o e
[ oo = D

k:Server k:Server

Ea=EE

if isSpamForClient(m)

Fig. 12.4: Rules for self-protection in the mail delivery system

Self-optimization

Assuming that a server can determine when it is saturated, i.e., when it reaches the
maximal load of incoming messages, a particular type of server for equilibrating the load
of the saturated server is created by rule r16. Such an auxiliary server has a handler
for connecting to the network node and to the saturated server node, and a port for
incoming messages. We call a server with an associated server for equilibrating the load,
an optimized server. Then, when the network has a message to dispatch to an optimized
server, if the number of incoming messages in(k) on the optimized server is smaller that
the incoming messages in(k.0) on its associated server, then the message goes to k (rule
rl7), else it goes to k.0 (rule r18). Since an auxiliary server is created due to an overload
of incoming messages, it is obvious that the next message(s) from the network node will
be dispatched to the auxiliary node; hence rule r18 will be executed before rule r17,
which is expressed by the strategy first(r18,r17). A message is dispatched from k.0 to k
(rule r19) when in(k) < in(k.0). If an optimized server fails, then the rule r20 creates
a temporary server similarly to rule r7 which in addition recovers all messages on the
auxiliary server which it deletes.

12.1.2 Towards Embedding Runtime Verification in the Model

We have shown in the previous section how a particular autonomic system can be
modeled using the ppg-calcul. The model should also ensure formally that the intended
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Fig. 12.5: Rules for self-optimization in the mail delivery system

self-managing specification of the system helps indeed preserving the properties of the
system. Some properties can be verified by checking the presence of particular port graphs
and we can easily encode them as object port graphs, abstractions, or strategies, hence
as entities of the pp4-calcul. Consequently, the properties can be placed at the same level
as the specification of the modeled system and they can be tested at any time.

One possibility of embedding verification in the model consists in associating a recovery
strategy for each strategy modeling a behavior of the system. Let recovery(S) denote the
recovery strategy for S. Then instead of S we have first(.S, recovery(S)). If the recovery
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strategy is id then we obtain try(S) which avoids a failure, whereas using fail as recovery
strategy does not change the failure if the strategy S fails. Of course, what needs to be
done is to determine which are the recovery strategies for each strategy of the system.

Another possiblity of embedding verification in the model consists in expressing an
invariant of the system as a port graph rewrite rule with identical sides, G = G, testing
the presence of a port graph G. The failure of the invariant is handled by a failure port
graph STK that does not allow the execution to continue. The strategy verifying such
an invariant is then :

first(G = G, X = STK)!
For instance in our running example, this strategy is useful to ensure the persistency of
a given critical server of the network, or may be used also to check that there is always a
minimal number of servers available in the network. From another perspective, we express
the unwanted occurrence of a object port graph G in the system using the strategy :
(G = STK)!

In both cases above, instead of yielding the failure STK signaling that a property of
the system is not satisfied, the problem can be “repaired” by associating to each property
the necessary rules or strategies to be inserted in the system in case of failure. Such ideas
need to be further explored since they open a wide field of possibilities for combining
runtime verification and self-healing in ppg-calcul. In particular, we show in Chapter
how we can increase the expressivity of the pp,-calcul by embedding a particular set of
formulas in a suitable temporal logic to the syntax and adjusting correspondingly the
reduction semantics in order to verify such formula in parallel with the evolution of the
modeled system.

12.2 Molecular Graphs. Biochemical Networks

Port graphs provide a modeling formalism for molecular complexes by restricting the
connectivity of a port (called site in the biological model) to at most one other port ; we
call such restricted port graphs molecular graphs. We instantiate the Abstract Bioche-
mical Calculus with the structure of molecular graphs to obtain a Calculus of Molecular
Graphs (CMG) [AKO08a]. The first-citizens of the CMG are molecular graphs, molecular
graph rewrite rules, and their interactions.

In [AKO7], we already introduced the basic ideas of the graph rewriting and strategic
rewriting for modeling biochemical networks. We also gave an encoding via term rewriting
which provided us for free a term rewriting calculus for biochemical systems. In the same
paper, we illustrated the biological motivation for using this formalism with an example
based on the epidermal growth factor receptor (EGFR) signaling pathway. With respect
to the result of this preliminary work, in this section we present the calculus of molecular
graphs where the rules and the strategies are first-class elements. We also illustrate
its expressive power provided by its higher-order features that may capture behaviors
of systems capable of self-management. However further work is needed to understand
whether this corresponds to actual biological models.
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12.2.1 Modeling Molecular Complexes as Port Graphs

The behavior of a protein is given by its functional domains that determine which
other protein it can bind to or interact with. These domains are usually abstracted as
sites that can be bound or free, visible or hidden. A protein is characterized by the
collection of interaction sites on its surface. Proteins can connect at specific sites by
low energy bounds forming molecular complexes. A biochemical system is represented as
a discrete system consisting of interacting components which give rise to structural and
behavioral transformation of the components and of the system as a whole. Such a system
is dynamic, has an emergent behavior, is highly concurrent and non-deterministic.

In the following we show how molecular complexes can be represented by some par-
ticular graphs, and how their interactions can be modeled by graph rewrite rules and a
rewriting relation on such graphs.

Molecular Graphs

We represent molecular complexes as a particular class of port graphs. For a given
biological model, we can extract a p-signature by associating to each protein name its
site names.

Définition 55 (Molecular graph). A molecular graph is a port graph over a p-signature
whose ports have states and each port can be the endpoint of at most one edge. The
ports are called sites and the edges bonds. Graphically, the state of a site is represented
as a filled circle for bound, an empty circle for free, and a slashed circle for hidden.

Exemple 14. We consider a fragment of the EGFR signaling pathway, an example oftenly
studied by various formalisms, for instance the s-calculus [DL04, [LT07]. The protagonists
of this model are :

— the signal protein EGF situated outside the cell acting as a ligand,

— the transmembrane protein EGFR with two extracellular sites and two intracellular

sites as a receptor, and

— the adapter protein SHC situated inside the cell.
Using the same graphical representation as for port graphs, we represent a protein as an
empty box having the identifier placed at the exterior and the sites as small points on
the surface of the box.

Then the three types of proteins above are represented graphically as below :

@)
O Q
EGF EGFR SHC

In Figure [I2.6] we illustrate in the left side a molecular graph representing the initial
state of the system that will be studied throughout this section. The molecular graph
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Fig. 12.6: Initial and intermediate molecular graphs in the EGFR model

in the right side represents an intermediary state where two signal proteins are already
bound forming a dimer which in turn binds to a receptor.

Rewriting Molecular Graphs

Définition 56 (Molecular graph rewrite rule). A molecular graph rewrite rule is a port
graph rewrite rule where the left- and right-hand sides are molecular graphs. A molecular
graph rewrite systems is a finite set of molecular graph rewrite rules.

We note that a molecular graph rewrite rule is not a molecular graph, but a port graph,
since the arrow node does not satisfy the constraint of the maximum one incidence degree
for its ports.

In the case of molecular graph rewrite rules we represent the edges incident to the
arrow node only if the correspondence it embeds is ambiguous.

Exemple 15. In Figure [12.7] we present the molecular graphs rewrite rules for the EGFR
signaling pathway :

(rl) two signaling proteins form a dimer represented as a single node;

(r2) an EGF dimer and a receptor bind on free sites;

(r3) two receptors activated by the same EGF dimer bind creating an active dimer

RTK;
(r4) an active dimer RTK activates itself by attaching phosphate groups;
(r5) an activated RTK binds to an adapter protein activating it as well.

The rewriting relation induced by a set of molecular graph rewrite rules is similar
to the port graph rewrite relation up to the constraints imposed on molecular graphs
as particular port graphs. In a similar way, the strategic molecular graph rewriting is
defined based on the strategic port graph rewriting.

Exemple 16. We illustrate in Figure [I2.8] two possible results of applying the rewrite rule
r2 on the molecular graph G’.
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Fig. 12.7: The reaction patterns in the EGFR signaling pathway fragment
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Fig. 12.8: G” and G”’ are obtained from G’ by rewriting using the rule r2 on different
subgraphs

12.2.2 Biochemical Network Generation by Strategic Rewriting

Strategic rewriting is a suitable formalism for modeling the highly concurrent and
non-deterministic behavior of complex systems in general. Strategies were already used
for a chemical application, more precisely for modeling automated generation of the
kinetic mechanism in the GasEl project [BCCT03, [BIK06, Tha04] in an ELAN-based
implementation and then in a TOM-based implementation. A first link between strategies
and computation models inspired by biology is presented in [ACL0O6| where highly parallel
control mechanisms in membrane systems are expressed by means of rewrite strategies.

A biochemical system as a particular complex system is not completely described by its
components and the way they interact by means of reactions, but also by the behavior
of the system as a whole. Modeling the generation of a biochemical network amounts
to defining how a set of reaction patterns is applied on a collection (set or multiset) of
molecules. Strategic rewriting provides a formal model for expressing the control on the
reaction rule application.

Usually, given an initial molecular graph describing the structure a biological system
and the set of reaction patterns (as rewrite rules) describing its behavior, the correspon-
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ding biochemical network is constructed by repeatedly applying the reaction patterns to
every state of the system until no new states are obtained or a termination condition is
satisfied.

Exemple 17. In the calculus of molecular graphs, for the system corresponding to the
EGFR pathway fragment described in the previous examples, the initial state of the is
a world consisting of the molecular graph G and several strategies built upon the five
reaction rules. G can be also written as the following juxtaposition of molecular graphs
(or nodes in this particular situation) :

1 :EGF 2 :EGF 3 :EGF 4 :EGF 5 :EGFR 6 :EGFR 7 :SHC,

We see in the following a few examples of strategies for generating the biochemical
network. The most straightforward way of modeling the biochemical network for the
EGFR signaling pathway fragment presented here is to consider the juxtaposition of the
reaction rules as persistent strategies. Hence the initial state of the system is the simple
world [r1! r2! r3! r4! r5! G]. Then any of the five rules is applied exhaustively. We can
easily prove that the system will reach a stable state since the number of free binding
sites decreases or remains constant with every successful rule application.

The strategy first can be used to specify a higher priority in the application of two
rules; for instance, first(re,r1) is saying that an EFG dimer binds a receptor as soon as
it is created. Then the initial state is [first(r2,r1)! r3! r4! r5! G]. We can slightly modify
this state such that r3 is not persistent : [first(r2,r1)! r3 r4! r5! G]. This means that the
rule r3 is consumed when creating the active dimer RTK ; having only one instance of
such rule allows the creation of only one active dimer RTK.

The execution can be separated in two stages : the first one is concerned with the
extracellular interactions between the signals and the receptors, hence the reactions rl,
r2 and r3, while the second one with the RTK pathway, hence the reactions r4, r5. If we
consider that r2 has a higher application priority over rl, and any reaction from the first
stage has priority over any reaction from the second stage, then the initial world of the
system is :

[first(first(r2,r1),r3) first(first(r2,rl),r4) first(first(r2,rl),r5) G]

For every such initial state, the interactions take place non-deterministically and
concurrently, and all will reduce to a state of equilibrium where no more rules can be
applied. For each of the states above, an equilibrium state contains the molecular graph
H given in Figure [12.9 or G”’ from Figure [12.8]

Modeling Self-Management Properties of Biological System

In this paragraph we simply suggest some capabilities made available by the expressive
power of the calculus of molecular graphs. They need to be further explored in the context
of biological systems.

The occurrence of a molecular graph pattern P in the state of the system may indicate
that a specific action should be included in the system behavior along with a possible
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Fig. 12.9: The molecular graph H for the EGFR signaling pathway fragment in the equi-
librium state

change of the molecular graph pattern. Such adaptive situation can be easily specified in
the calculus by an abstraction (P = G’ A) that creates a new abstraction A to handle the
situation. For instance, if a virus characterized by a pattern PV appears in the system,
then the application of the abstraction PV = A will delete the virus and introduce an
abstraction to repair the possible damage the virus produced.

Another high-level capability of the calculus is represented by second-order abstractions
which can transform abstractions on molecular graphs ; for instance, at a certain moment
all such abstractions involving a particular protein must be changed to take into account
a mutation of the protein.

12.2.3 Comparisons with Related Formalisms

Using graph rewriting and rule-based formalisms for modeling biological systems has
already been done by several authors. A review of such rule-based formalisms can be found
in with emphasis on the capability of representing the topology of complexes.

An inspiring starting point for our work was the graphical formalism BioNetGen pre-
sented in [BYFHO6] for modeling biochemical networks where the protein complexes are
represented by typed attributed graphs, and classes of reactions are modeled by graph
transformation rules. This model considers also quantitative information on reactions.
Our approach, developed on a rule-based modeling framework and extensively using ex-
pressive graphical representations (like the one of [BYFHO0G]), focuses on providing in
addition a strategic rewriting dimension and higher-order capabilities. These two aspects
allow a flexible modeling for the generation of biochemical networks.

The k-calculus is a language of formal proteins which models complexes as
graphs-with-sites and their interactions as a particular graph-rewriting operation. The
bonds are represented in complexes by shared label names. A reaction is restricted to at
most one complexation or decomplexation. Such a requirement is quite restrictive, but ex-
pressive enough to allow non-linear reaction like modeling the synthesis or degradation of
proteins. The algebraic notation used for the s-calculus is based on the 7-calculus [Mil99]
rather that on graphs in order to express the combinatorics of the interactions between
proteins. A step forward, biok-calculus [LT07] combines the k-calculus with the brane
calculi [Car05b] providing a more expressive formalism by modeling the effects of protein
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interactions on the interaction capabilities of membranes.

The two formalisms BioNetGen and the k-calculus are both based on a visual graph
representation and on a rule-based semantics as the calculus we propose. We use the
same approach to get a new calculus that differentiates itself through the control defined
by strategies and the higher-order capabilities.

Pathway Logic [EKL™04] is a rewriting system formalism, where proteins and cells are
modeled by algebraic terms, and reactions by term rewrite rules. It is designed to work on
two levels of abstraction, one concerning the protein states, and the other concerning the
protein-protein interactions handled by means of graph rewriting. The Maudeﬂ [CDEF02]
system is used for implementing Pathway Logic, providing executability of the specifica-
tions and analytic tools. The first-order term encoding for port graphs defined in Chap-
ter [13]is close to the Pathway Logic approach to use algebraic terms and rewrite rules for
modeling molecules and reactions respectively. There is a difference in the representation
of graphs : we use a set of nodes and a set of adjacency lists, whereas in Pathway Logic
the graph representation is based on a set of nodes and a set of edges.

We also provide a term-rewriting implementation using TOME| based on a very similar
idea used for the encoding in Chapter [I3] In addition, we use the pointers introduced
in TOM for rewriting term-graphs [BMO0S]; this way each bound site (or port) in the
interface of a protein has an associated pointer to the node and site it is connected. The
pointers ensure the well-formedness of graphs since the condition of no dangling edges
is equivalent to the condition of no dangling pointers. We also benefit from the rewrite
strategies in TOM for expressing the biochemical network generation as well as to express
more complex rules. We give details of the implementation in Appendix [A]

In addition to the formalism introduced by Pathway Logic for modeling protein inter-
actions, we propose a higher-order calculus which permits the expression of control of
rewrite rule applications inside the calculus.

While on the one side the p,4-calcul is capable of modeling interactions between bio-
chemical entities like proteins, on the other side we are obviously able to model as well
chemical reactions (like the ones in [ATKO6]) : atoms represent the nodes, the valence
of an atom gives the number of identical ports, and chemical bonds between atoms are
edges.

12.3 Conclusions

In the first part of this chapter we saw that the biochemical calculus instantiated for the
structure of port graphs exhibits, as expected, the same expressivity power for modeling
autonomous systems as the higher-order chemical language. HOCL is a well-suited model
of computation for the specification of complex computing infrastructures such as Grids
or large autonomous systems. As a future direction, we should consider the expressivity
the ppg-calcul can provide by considering a port graph structure for the resources and by
controlling the order of interactions.

"http://maude.cs.uiuc.edu
“http://tom.loria.fr
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12.3 Conclusions

In the second part of the chapter, we showed that the pj,4-calcul is not only a biologically-
inspired calculus but it is well-suited for modeling biochemical networks. We described
the evolution of a biochemical system using several “different” strategies. The plurality
of such strategies raises questions on the possibility of defining a comparison relation
on strategies with the aim of finding the smaller, canonical or most efficient strategy
between two strategies. In order to handle these problems one has to make intensive
use of theoretical tools and skills in rewriting theory. A starting point for approaching
this problem is the simplification process of strategies introduced in [FGKO03| concerning
the termination problem for strategic rewriting. The usefulness of solving such problems,
both from the theoretical and application point of view, makes this direction interesting
for future study.

Strategic rewriting opens many possibilities for modeling different aspects of biological
systems at different abstraction levels. In particular, we plan to explore the capabilities of
this formalism to model and reason about the adaptability and flexibility of cell behavior.
We do not limit our aim to modeling some well-known biological systems, but to help
understand their behavior and deduce new organization and behavioral principles. In
the same vein as Paun in [Paul6], we consider that reasoning at the level of strategies
of computing (rewrite strategies), rather than at the tactic level (rewrite rules), is an
incentive direction of formally studying biological systems.

We focused in this section on interactions between proteins at the level of functional
domains. However, the model we propose can be easily tuned to represent other types of
biomolecular interactions, such as protein-DNA or protein-lipid interactions [FBH05].
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph
Rewriting

In this chapter we define a function encoding port graphs as algebraic terms, port
graphs rewrite rules as term rewrite rules, and the port graph rewrite relation defined in
Chapter [I0] as a term rewrite relation. The motivation of this encoding is to obtain an
implementable operational semantics for port graph rewriting.

An axiomatization of labeled graphs as algebraic data types was introduced in [Mes96)]
in the context of presenting the Rewriting Logic, and its implementation Maude in par-
ticular, as a semantic framework for different models of concurrency. Using an object-
oriented approach, a node is an object with a name (or identifier) and two attributes :
the first one for the data element representing the label, and the second one for the adja-
cency list consisting of the the immediate neighbors in the graph. The nodes of a graph
must fulfill two requirements : different node objects must have different node names
(as usual for any object-oriented system), and the node names occurring in the adja-
cency lists of objects must be present in the graph (to avoid dangling pointers). For the
more delicate problems of node creation and node deletion, some solutions are presented.
For node creation the solution presented considers creating fresh names by conveniently
appending numbers to the node names. Whereas for node deletion, a new attribute is
added to each node object which counts the references to itself; then a node with zero
reference count becomes garbage, and then deleted. However, this solution is not always
appropriate since it assumes that a graph cannot contain a disconnected node.

As we will see in this chapter, for encoding a port graph we separate the set of nodes
from the set of edges grouped in adjacency lists. However, we could as well consider
to include the adjacency list in the nodes, but the representation would then be quite
complicated for a node with many ports and many outgoing edges.

Concerning the node creation, we consider the same solution as the one presented
in [Mes96] to preserve the uniqueness of the identifiers of the nodes. Related to the
problem of dangling edges, we have showed in Chapter [I0] how in a port graph rewrite
rule each node from the left-hand side deleted by the rule is mapped to the empty set of
nodes. For the term encoding we introduce a special node o called the black hole (or sink)
and we replace a deleted node in an intermediate step by a black hole. The behavior of
a black hole consists in deleting itself along with the incident edges. In a similar way we
use the black hole to replace in an intermediary step a deleted port as well. Hence, the
dangling edges are deleted using some particular intermediate and transparent operation
as we will see later in this chapter.

This chapter is structured as follows. We start by defining in Section [I3.I] an algebraic
signature and the encoding of port graphs as terms over this signature with appropriate
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conditions for well-formedness and canonical form. In Section we encode port graph
rewrite rules as term rewrite rules. We prepare the definition of the encoding of the port
graph rewriting relation by extending the term rewrite rules with variables in order to
handle the context within a rule is applied (Section and by defining some auxiliary
operations and reduction relations necessary for in the replacement process (Section.
In Section [I3:5] we define the encoding of the port graph rewriting relation and we prove
it correct and complete with respect to the port graph rewriting relation in Section [I3.6]
In Section we embed the term approach on port graph rewriting in the rewriting
calculus obtaining a term rewriting calculus for port graphs.

13.1 Term Encoding of Port Graphs

13.1.1 An Algebraic Signature for Port Graphs

We define an order-sorted signature ¥ = (S, <, F) for encoding port graphs. In order
to eliminate redundancies, we represent a port graph as a pair consisting of the set of
node labels and the set of adjacency lists instead of the sets of nodes labels and edges.
An adjacency list for a node is the list of its neighbors with the corresponding edges as
pairs of ports.

The sort set S consists of sorts for each component or set of components needed for
encoding a port graph as an algebraic term :

S = {Id, Name, Port, Node, Edge, Neighbor, AdjacencyEq, PortSet, NodeSet,
EdgeSet, NeighborSet, AdjacencyEqSet, PGraph}

The subsort relation is defined by X < XSet for X € {Port, Node, Edge, Neighbor,
AdjacencyEq}, i.e. each term of sort X can be seen as a set with a single element.

The set of operation symbols F allowing to describe the port graph structure is given in
Figurewhere X takes sort values from the set {Node, Edge, Neighbor, AdjacencyEq}.
The associative-commutative operator , (union) is overloaded on each of the set sorts,
and ex denotes the identity element (the empty set) for the union operation , on the
sort X. We use € instead of ex whenever the sort X can be easily deduced from the
context. The constant operator e is overloaded as well, it can be an Id-, a Port- or a
Node-sorted term.

13.1.2 A Term Algebra for Port Graphs

Let X be an (S, <)-sorted family of variables. Let 7x; and 7x(X') denote the algebra
of ground terms and the algebra of terms with variables in X’ respectively generated by
the signature .

Définition 57 (Encoding port graphs as terms). We encode a port graph G = (V, E) as
an algebraic term £(G) = T1(T3) of sort PGraph where :
— T1 € Tx, NodeSet (X) represents the set of all node labels in G, and
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13.1 Term Encoding of Port Graphs

e : —1Id e : — Port e : — Node ex : — XSet
, : XSet XSet — XSet [ACU (ex)]
(_: | ) : Id Name PortSet — Node
(,) . Port Port — Edge
- : Id EdgeSet — Neighbor
= : Id NeighborSet — AdjacencyEq
() : NodeSet AdjacencyEqSet — PGraph

Fig. 13.1: The operation set F

— Ty € Tx, AdjacencyEqSet (X) is the set of adjacency equations providing the neighbors
for each node in V (if any) and the pairs of ports corresponding to the incident
edges.

Exemple 18. The port graph G illustrated in Figure[10.1]is encoded as the following term :

£G) = ((1:A]ab,c),(2:B|e),(3:A]abc),4:C[d)
1= (27(a,e), (b, €)), (37 (b,a))),
2 =€,
3=4"(a,d),
4=17(d,c) )

Additionally, algebraic terms encoding port graphs must satisfy two structural pro-
perties in order to be considered well-formed. These two properties are also mentioned
in [Mes96] for the axiomatizating graphs as algebraic data types.

Définition 58 (Well-formed terms). A term t € s, pgraph(X) is well-formed if :
— each node identifier occurs at most once in the node set, in the adjacency equation
set as left-hand side of an adjacency equation, in the neighbor set of a node identifier ;
— each node identifier or port occurring in the adjacency equation set must also occur
in the node set (i.e., there should be no “dangling edges”).

We also impose a canonical form (a representative of each equivalence class modulo
ACU) for the terms encoding port graphs, in order to eliminate useless information as
follows :

Définition 59 (Canonical form). A term ¢ € 7y paraph(&X) is in canonical form if :
— the right-hand sides of adjacency equations are non-empty sets of neighbors;
— only non-empty sets of edges occur in neighbor terms.

Exemple 19. The term in canonical form corresponding to G is the following :

((1:A]ab,c),(2:B|e),3:A]a,b,c),(4:C | d))
1= (27(a,¢€), (b,¢)), (37 (b, a))),
3=4"(a,d),
4=17(d,c))
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph Rewriting

13.2 pg-Rewrite Rules

For all rewrite rules over 7s; pGraph(&), according to Definition , we impose node
identifiers occurring in the left-hand side to be variables. We say that a rewrite rule over
75 PGraph(X) is well-formed if both t; and ¢, are well-formed. We call pg-rewrite rule a
well-formed rewrite rule over 7x; paraph(X).

Définition 60 (Encoding port graph rewrite rules as term rewrite rules). Given a labeled
(weak) port graph rewrite rule L ~ R, we encode it as a term rewrite rule £(L ~ R) =
t — t' with ¢ and ' the canonical forms of £(L) and £(R) respectively.

The encoding of a (weak) port graph rewrite rule is a pg-rewrite rule since, by definition,
the term encoding a port graph is well-formed.

The node-morphism from nodes of the left-hand side to nodes of the right-hand side
of a pg-rewrite rule can be extracted automatically by means of an analysis on each
identifier occurrence. We call this procedure GetMap. It produces a set of elementary
mappings from 7x, Node(X) t0 75 Nodeset (X) for each node occurring in the left-hand side
of the rule. Identity mappings are usually omitted. The node-morphism for a port graph
rewrite rule is encoded as in the following example.

Exemple 20. The encoding of the port graph rewrite rule (a) given in Figure is :

(i X [ 2,2), (G2 Y | )i = 5™ (), (2 ) —
(i1 X1 @), (125 X2 2), G2 Y [yl =57 (2,)), (12 = 5 (2,p)))

with the node-morphism

€ = [(i:X |22 — ((i1: X1 a),(i.2: X.2 | 2)),
Y y)—G:Y [y}

13.3 Extending the pg-Rewrite Rules

After encoding port graphs and their transformation rules, we continue with some
preparatory steps before encoding the port graph rewriting relation into a term rewriting
relation.

In a first step we customize the rewrite rules on 7pgraph(X) before applying them. In
order to model port graph rewriting using algebraic terms, we need to handle the context
of the port graph in which the replacement is performed. This is done by a systematic
enrichment of rewrite rules with extension variables that help storing the context and
applying rewrite steps in subterms. This is a usual method employed when performing
rewriting modulo associativity and commutativity [KMO01]. For instance, let us consider
two constant operators a and b, and a set operator | | i.e., associative and commutative
with neutral element. Then a rule a — b|b is extended to a|X — b|b|X with X a set
variable such that it can be applied on different subterms of a non-constant term, like
a|blbla|bla.

122
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In the context of encoding port graphs and rewrite rules over port graphs, we usually
denote by W an extension variable and by ¢ the extension of term ¢. For each rewrite rule
t1 — t9, extension variables are appended to set-sorted terms to produce the extended
rule (£; — t2). An extension variable is added to each set-sorted subterm in the left-hand
side (and accordingly in the right-hand side).

Exemple 21. The extension of the rule given in Example [20]is :

(X | a2, W WD), G Y | WEL WG = (G (2, 9), (=, ), WE)), W), W) —
(1 X0 | 2, W), 4020 X2 | 2 WE) (G2 Y | WE), WL = 5 (2, 9),
(1.2 = 7 (zy), (i = (7 WE), W), W2)

with the node-morphism & = ((i : X | z,2, W', W8)) — (i1 : X1 | o, WD), (i.2 :
X2 | 2WE), ((G:Y | y,WE) — {{J: Y | y,WP)) where the extension variables
W; have appropriate set sorts. The exponents used for the extension variables indicate
their set sort : p for PortSet, n for NodeSet, e for EdgeSet, h for NeighborSet, a for
AdjacencyEqSet.

13.4 Auxiliary Operations and Reduction Relations

In this section we define some operations necessary for the definition of the rewriting
relation.

Instantiation of a Node-Morphism

Let o be a substitution and ¢ a node-morphism. We denote by £ the instantiation by
o of variables occurring in & computed component-wise :

(s bl | € T)7 = {o(t)) = o(th),....o(th) | i € T}

Node-Morphism Application

The application of a node-morphism £ to a term encoding a port graph as we have
introduced in in Definition HI] consists in applying sequentially each elementary node
mapping of £ on the term. This is achieved by reducing the term {(N(A)) using the
term rewrite system A from Figure [[3.2] In the following we explain each rule from A.
An elementary node mapping is propagated inside an PGraph-sorted term using the rule
(Propagate), inside the set of adjacency equations of neighbors using the rule (Distribute),
and then applied on each of them. The application of a node-morphism on an adjacency
equation using the rule (ApplySrc) (or a neighbor using the rule (ApplyTar)) transforms
it in n adjacency equations (neighbors respectively), one for each corresponding node in
the right-hand side of the mapping, and propagates the node-morphism application on
the set of neighbors. We illustrate the node-morphism application in Example 22|
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph Rewriting

i:1d; t,tq,...,t, : Node; N,T : NodeSet; A : AdjacencyEqSet; Si,...,S; : XSet;
V : NeighborSet; E : EdgeSet

(Propagate) {t+— T}N(A) — N({t+— T}A)
(Distribute) {t~— T}(S1,...,Sk) — {t = T}S1,...,{t1 — t2}Sk
(ApplySrc) {t—ti,...,ty,}(i=V) —
if id(t) # @ then i = ({t — t1,...,t}V)
else id(t1) = ({t — t1,...,to}V), ... id(ty) = ({t — t1,...,tn}V)
(ApplyTar) {t—t1,...,t,}(i"E) —
if id(t) # i then i~ F else id(t1)"E, ... id(t,) " FE

Fig. 13.2: Rules for node-morphism application (.A)

Proposition 7. A is strongly terminating and confluent.

After applying a node-morphism on a PGraph-term, the resulting term may be either
not well-formed, or not in canonical form, or it may contain black holes. For this purpose
we define in the following reductions for cleaning and computing the canonical form.

Rules for Ensuring Well-Formedness

Let W be the rewrite system defined by the rules presented in Figure[I3.3] These rules
transform terms with respect to the condition of well-formedness of PGraph-sorted terms
specified in Definition [58] as follows :

(w1) deletes the adjacency equations for black holes;
(w2) deletes the black hole neighbors;

(ws) deletes extra-edges (edges whose endpoints do not appear among the ports of the
connected nodes).

The extra-edges may occur after the application of the node-morphism according to
(ApplySrc) and (ApplyTar) on adjacency equations and neighbors respectively, without
checking the connectivity between the new nodes. For v a node identifier, ports(v) will
return the set of ports of the node. This condition could be avoided by considering
PGraph-sorted terms in both sides of the rule (w3) with the set of nodes containing the
term encoding the node identified by v, and the set of adjacency equations containing the
sides of the rule (w3) respectively. In the particular case of the black hole, ports(e) = ().

In Example 22] we illustrate a reduction using the rules in W.

Proposition 8. W is strongly terminating and confluent.

A direct consequence of the result above is that any term ¢ has a unique normal form
with respect to the reduction relation induced by W, which we denote by ¢ |y .
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13.4 Auxiliary Operations and Reduction Relations

w,v : Id, t1,ts : NeighborSet, ts,t4 : EdgeSet, p,r : Port

(w1) =11 — €adjacencyEq

(w2) @7t3 — €Neighbor

(ws) (v ="ty,(u"ts,(p,7r),t4),t2) — (v ="1t1,(u " ts, t4),t2)
if p & ports(v) or r ¢ ports(u)

Fig. 13.3: Rules for reducing a term to a well-formed term (W)

Computing the Canonical Form

Let C be the rewrite system defined by the rules in Figure[I3.4] These rules transform
terms in the canonical form specified by Definition [59] as follows :

c1) merges nodes having the same identifier into one node by merging their port sets;
c2) deletes a neighbor with empty set of edges;

(
(c2)

(c3) merges the associated sets of edges for identical neighbors;
(cs) deletes adjacency equations with empty set of neighbors;
(c5)

cs) merges adjacency equations having the same identifier in the first component into

one adjacency equation by merging the sets in the second component.

v :1d, n: Name, t1,ts : PortSet, t3,t4 : NeighborSet, t5,%s : EdgeSet

UheEdge — €Neighbor
(Uf\t5>,(vﬂt6) — ’U/_\t5,t6

Fig. 13.4: Rules for computing a canonical form (C)
Using the same proof technique as for Proposition[8] we can prove the following result :
Proposition 9. C is strongly terminating and confluent.

We denote by t |¢ the unique normal form of a term ¢ with respect to the reduction
relation induced by C.
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph Rewriting

13.5 The pg-Rewriting Relation

We are now ready to define the pg-rewriting relation. Operationally, we apply extended
rewrite rules which allow us to deal only with rule application at the root position of
terms.

Définition 61 (pg-rewriting relation). A term ¢ of sort PGraph rewrites to a term ¢’ using
a pg-rewrite rule r : t; — to with 7 : ¢} — t3 and £ = GetMap(7), which is denoted
by t Loy , if there exists a substitution o, a solution of the ACU-matching problem
t1 < t, such that t' = £7(o(t2)) lwlc. We call this relation pg-rewriting and we say that
t pg-rewrites to ¢’ by 7.

Exemple 22. We present here a result of pg-rewriting the term ¢t = £(G) from Example
encoding the port graph from Figure [I0.1] using the rewrite rule ¢; — ¢o given in
Example [20| and extended in Example [21| which encodes the port graph rewrite rule (a)
from Figure[10.3] This result of the pg-rewriting corresponds to the port graph rewriting
depicted in Figure [10.6]

1. one solution of the matching problem ¢; < ¢ is given by the substitution :

o = {i—1, X—A z—a, 2b j—2, Y =B y—e WH—e
Whi—c, WY—e, Wir— ((3: A a,b,e),(4:C|d)), W¢— e,
Wi = 37(b,a), Wi = ((3=47(a,d)), (4 =17(d,c))}

2. we instantiate ¢, by o :

o(te) = ((1.1: A.l(” a>), (1.2: A2 | b,c),(2:B|e€),(3: A a,bc),4:C|d)
1.1 =27 (a,e),
1.2 =27(b,e), (37(b,a)),
3=4"(a,d),
4=17(d,c))

and we note the occurrence of the node identifier 1 in the adjacency equation set
which is no longer a valid node identifier in this term;
3. we instantiate the node-morphism £ by o :

& = (1:A|abey—(1.1: A1 a),(2.2: A2 | b,c),
(2:B|e)—~{(2:B|e)
4. we apply the instantiated node-morphism on o(ts) :
€(0(@) —% (L1:A1]a),(12:A2]b,e),(2: B e}, (3: A | abc),
(4:C | d)
1.1 =27 (a,e),
1.2 =27 (b,e), 37(b,a),
3=4"(a,d),
4=117(d,c), 1.27(d,c) )

with (ApplyTar) being the last rule used in the reduction on 4 = 17(d, ¢);
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5. we compute the well-formed term using W :

&%(o(t2) lw = ((1.1: A1 a),(1.2: A2 | b,c),(2:B|e),(3:4]a,b,c),
(4:C | d))
1.1 =27 (a,e),
1.2 =27 (b,e), 37(b,a),
3=47(a,d),
4=127(d,c))
using the reduction 4 = 1.17(d, ¢),1.27(d, ¢) (Batraldges) .. 1.27(d, ¢) since the
port ¢ does not occur in the port set of the node identified by 1.1, but it occurs in
the port set of the node identified by 1.2;

6. in the end we compute the canonical form using C; however no rule is applied :
£7(o(t2)) lwle = €7(o(t2)) lw

The above solution o of the matching problem leads to the result term £7(o(%2)) lwle
which in fact is the term encoding of the port graph G’ in Figure [10.6]

Proposition 10. If ¢ pg-rewrites to ¢’ and ¢ is a well-formed term in canonical form then
t' is well-formed and in canonical form.

Remarque 7. We saw that a port graph rewrite rule Oy = Oy has a port graph repre-
sentation ; therefore the abstractions of the forms (01 = O2) = (O] = O}) and O = G
have a port graph representation. Since here we defined an encoding for port graphs and
the port graph rewriting relation handles, then it encompasses all types of port graph
molecules considered in the p,g-calcul (Chapter .

13.6 Operational Correspondence

In this section we show that the encoding of the weak port graph rewrite relation from
Chapter [10] as a term rewriting relation is sound and complete.

Théoréeme 5 (Operational correspondence).

1. Let G, G’ be two port graphs, r a weak port graph rewrite rule and m a port graph
morphism such that G ~> G’ using m. Then there exists a substitution ¢ and a

£(r)
term t' such that £(G) — t’ using the substitution o and ¢ = E(G’).

G o G

ig E
£ v

@) =1t gy
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph Rewriting

2. Let G be port graph, t = £(G), t1 — t2 a pg-rewrite rule, and ' such that ¢ e t
with o the solution of the matching ¢; < ¢ used in the rewriting. Then there exist

a) a weak port graph rewrite rule r satisfying £(r) = t; —» to,
b) a port graph morphism that can be constructed using o and the structures of

t and G, and
¢) a port graph G’ such that G ~> G’ using the matching morphism m and
EG) =t
(@) =t ——72 v
A
ST &

Im

There is also a correspondence between all possible results of rewriting a port graph G
using a rule G; ~ Gy and a morphism m, and possible results of rewriting t = £(G) using
t1 — to = E(G1 ~ G3) since all solutions of the matching #; < ¢ have as common basis
the encoding of m, but different mappings for the extension variables. Hence, while the
application for port graphs of the node-morphism on unmatched partial nodes produces k
results, the application of node-morphism for a term produces a term and the k solutions
arise from different solutions of the ACU-matching problem with the extension variables.

13.7 Relation to the p-Calculus

Based on the encoding of the port graph rewriting relation as defined in Section [I3.5]
we instantiate the p-calcul for terms encoding port graphs as follows :
— take for K the operation symbols in F with the partial ordered set of sorts (S, <)
and for X an (S, <)-sorted family of variables ;
— consider as patterns well-formed terms in canonical form in 7x, pgraph(X);
— consider only port graph rewrite rules corresponding to the possible types of abs-
traction in the ppg-calcul (Chapter [11]).
We benefit in addition of the structure operator which allows grouping rules or results
of applications.
As for the semantics, while (§) dealing with the distributivity of the application over
structures is taken as such from the p-calcul, we need a new rule for the application of a
rewrite rule t;1 — t9 on a well-formed term t3 in canonical form as follows :

(ptpg) (1 = £2) t3 —, S(c1(t2)) 1. .. 1 S(sn(2)),
if Sol(t; < t3) ={01,...,0n},& = GetMap(t; —» t2),5; = 0; 0 &%

where t; — t5 is the extended rule associated to t; — to, the matching problem is solved
using an ACU-matching algorithm, and S is a strategy which reduces a term to its normal
form with respect to rewriting systems W and C, i.e., to a canonical well-formed term.

We obtain this way a term rewriting calculus for port graphs, which is an instance of
the p-calcul, and we call it the py,4-calculus.
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13.8 Conclusions

Comparison with the Higher-Order Calculus for Graph Transformation

M. Fernandez, I. Mackie, and J. S. Pinto introduced in [FMP07] a higher-order calculus
for graph Transformation Using a syntax based on the Combinatory Reduction Systems
(CRSs) |[KIo80] and on the equational notation for term-graph rewriting. In this calculus
a (hyper)graph is a term of the form n[xy,x2,...,z,].{s | t} where s is a set of variables
representing the interface of the graph (the nodes where the graph may be glued with
other graphs), t the list of edges (with each edge given by its label and endpoints),
and the binder n hiding all nodes z1,xo,...,z, that are not in the interface. Then for
L = R a graph transformation rule, L and R are encoded by two terms [ and r as above
such that their interfaces define a mapping between the nodes of L and R. The graph
transformation rule is transformed basically into a rule of the form Z(l) = Z(r) with Z
a metavariable corresponding to the context.

In this chapter, we have encoded port graphs as algebraic terms over a first-order
signature. However, by adding context variables, we have obtained an extension of a
port graph rewrite rule in the similar way as in the higher-order calculus for graph
transformation.

The Relation between the p,,-Calculus and the p;,,-Calculus

In the following we review the relations between the calculi we developed until now :

— the px)-calcul generalizing the y-calculus based on the pattern matching idea from
the p-calcul on an arbitrary structure described by 3;

— the ppg-calcul instantiating the pisy-calcul using the port graph structure and the
port graph rewriting relation ;

— the pypg-calculus as a rewriting calculus on algebraic terms encoding port graphs.

Therefore the ppg-calcul is based on the pypg-calculus in a similar way the pxy-calcul

is based on the p-calcul.

13.8 Conclusions

In this chapter we provided a sound and complete axiomatization of port graphs and
port graph rewriting using terms from a suitable first-order algebra and a term rewriting
relation. A term encoding a port graph consists of two subterms, one for the set of node
labels, and the other for the set of adjacency equations for each node. We have defined
a rewriting relation such that the rewrite rules are applied at the top position of terms.
As a consequence, we have instantiated the p-calcul with the algebraic signature for port
graphs, the class of patterns and abstractions corresponding to the abstractions used in
the ppg-calcul, and the pg-rewriting relation, and we obtained a rewriting calculus for
terms encoding port graphs.

In the implementation of port graphs using TOM [BBKT07h] for modeling the bio-
chemical example presented in Chapter [12] we preferred a representation similar to the
one in [Mes96] : a set of terms encoding the nodes as identifier, name, and list of im-
mediate neighbors. The main lines of this implementation are presented in Appendix [A]
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13 Term Rewriting Semantics for Port Graph Rewriting

We have used an encoding more efficient for programming by representing a port graph
by its node set and each edge by a pointer to the target port associated to the source
port. The gain in efficiency is provided by the pointers introduced in for a term
graph rewriting implementation which handles cyclic term graphs as well. In addition,
the use of pointers and TOM’s maximal sharing is very important in order to cope with
computer representation of large terms. A further development of this implementation
would be to generalize to rewriting terms encoding port graphs. We could benefit from
the traversal strategies in TOM to improve the implementation, in particular the research
of particular patterns.

The encoding we presented here is focused on port graphs and port graph rewriting,
nevertheless it can be used for graphs and graph rewriting. The syntax proposed by
higher-order calculus for graph transformation based on CRSs is more general and ex-
pressive since the aim of the calculus is to encompass graph and term-graph rewriting
systems [PIu99], Interaction Nets [Lafo0], Interaction Systems [AL94], non-deterministic
nets [Ale99)], and process calculi. In consequence, based on the similarity between the
ways of encoding graphs as as we did and using the CRS-based syntax in [FMPO7], we
could imagine a calculus based on port graph rewriting for simulating the other graphical
formalisms mentioned above. In particular, the Interaction Nets represent a formalism
that could be easily encoded by port graphs since an agent (a node) has distinguished
ports.
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In Chapter [I0] we have defined the structure of port graph, port graph rewrite rules
and a rewriting relation for port graphs. We have designed this formalism for modeling
complex systems with dynamical topology whose components interact in a concurrent
and distributed manner. Nodes with ports represent components (objects), while edges
communication channels. Then port graph rewrite rules are used for modeling the in-
teractions between some entities or nodes capable of creating connections among them
at specific points (ports), breaking connections, merging, splitting, or deleting nodes, or
any combination of these operations. A dynamic system whose initial state is represented
by a port graph structure evolves according to a set of port graph rewrite rules leading
to change in the its structure over time. In Chapter [I1] we have defined a higher-order
formalism, the pp4-calcul, where we reason about the description of the state and the
description of the system’s behavior at the same level. This allowed us to add more ex-
pressive power in modeling a system via port graph rewrite rules that may introduce
other port graph rewrite rules and via strategies for controlling the application order of
a set of port graph rewrite rules. We then have shown the capabilities of the pj,4-calcul
to model autonomous systems and biochemical networks. After defining a formal speci-
fication framework for such systems, the next step that comes naturally is to provide an
automated method for validating the behavior of the system with respect to some initial
design requirements or properties.

In this chapter our aim is to endow the calculus with a method of verifying a given set
of requirements for a modeled system. A particularly relevant formalism for expressing
properties of dynamic systems is temporal logic. Therefore we express the requirements a
system behavior has to meet as temporal formulas in a suitable logic and we put them at
the same level as the system description. Then the behavior of the system is dynamically
verified to satisfy the given requirements based on the semantics of the chosen temporal
logic. We obtain a runtime verification technique which allows the running system to
detect its own failures. Usually, this verification technique increases the confidence in the
correctness of the system behavior with respect to its formal specification. In particular,
for autonomous systems, runtime verification is useful for recovering from problematic
situation, hence for the self-healing property.

In order to reason about the evolutions of the structure of system states in time,
we consider a standard temporal logic that is well-suited for reasoning on port graph
reduction, the Computational Tree Logic (CTL) [CGP00]. The atomic propositions are
structural formulas which we encode by means of some adequate rewrite strategies and
we verify that the modeled system satisfies them using the evaluation mechanism of
the rewrite strategies. Then the CTL formulas constructed on these atomic propositions
allow us to formulate requirements about the dynamic properties of the modeled system.
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For instance we can express an invariant property p as the CTL formula AG(p) (i.e., for
all possible executions, at any moment, p is true), whereas a fatality property as AF(p)
for p an atomic proposition (i.e., for all possible executions, there is a moment when p is
true).

In the following we motivate the choice of CTL as temporal logic for performing run-
time verification in the ppg-calcul. On one hand, the idea of using of the strategy forma-
lism for ensuring the satisfiability of CTL formulas came from [BMRO7]. In this paper
TOM strategies are used for expressing temporal properties of the method code in a
program with predicates as basic strategies (set of rules). Then a terminating non-failing
strategy ensures that the encoded CTL formula is true. On the other hand, CTL has al-
ready been used for querying and validation of molecular interactions [CRCES04, [PC03],
BRJ™05, MRM™08]. For instance, in the authors showed the expresiveness
of CTL for formalizing a wide variety of biological queries on the possible behaviors of
a biochemical system. Some typical biological queries are identified and they concern
reachability of particular states from an initial state, properties about pathways (reacha-
bility of a state under a certain constraint), stability properties. Later, in [MRMT08] the
authors identified temporal logic patterns for expressing biological queries concerning
occurrence/exclusion, consequence, sequence, and invariance of cellular events. These
patterns cover all biological queries identified in [CRCEFS04].

The structure of the chapter is as follows. We start with an overview of the concepts
from CTL adjusted for a system whose initial state has the structure of a port graph
and whose behavior is described by a port graph rewrite system (Section . The
particularity comes from the treatment of atomic propositions as structural formulas over
port graphs. Then we model the evolution of such a system by a transition system where
the states are port graphs and the transition relation is defined using the (strategic) port
graph rewrite relation. In Section [I4.2] we extend the syntax of the p,,-calcul with a set
of CTL formulas that guard the worlds and multiverses. Then we extend the semantics
of the ppg-calcul for testing the satisfiability of formulas guarding the worlds and the
multiverses with respect to the initial world of the modeled system. In particular, we
define the satisfaction of a structural formula on a state of the system as the successful
application of an appropriate strategy on the state. At the end of the section we illustrate
the approach by some formulas encoded in the newly defined calculus, the pp -calcul, for a
biological system modeled using the pps-calcul. We end the chapter with some conclusions
and perspectives.

14.1 CTL for Port Graphs and Port Graph Rewriting

In this chapter we review the syntax and semantics of CTL from a port graph rewri-
ting perspective. The difference from the classical definition comes from the particular
set of atomic propositions we consider, as well as from the associated definition of the
satisfaction relation.

In a first stage we define a set of formulas for reasoning locally about subgraphs. An
elementary formula is represented by a port graph expression; then we combine port
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graph expressions using Boolean connectors to obtain structural formulas. The satis-
faction problem of a port graph expression is equivalent to a matching problem; in
consequence, the satisfaction problem for a structural formula is decomposed to seve-
ral satisfaction problems for port graph expressions. In a second stage, we review the
CTL formulas [CGP00] using path quantifiers and temporal operators together with the
corresponding satisfaction relation for reasoning on port graph rewriting.

14.1.1 Port Graph Expressions

We consider the same domains for the node identifiers, node names, and port names
given by a p-signature V as in Chapter [[0] We briefly recall their construction in the
following. Node identifiers are constructed based on integers, variables, and sequential
composition (hence Id*, where Id = Int U Varld). Let V = (V_4, V) be a p-signature,
and X = (X 4,X») a pair of sets of variables names for nodes and ports. Then V%
denotes the p-signature (V_y UX 4,V % UX%). The node names can be constant strings
(capital letters) from V_j, variables from X 4, and sequential compositions of a node
name and an integer, or sequential composition of two node names. The port names can
be constant strings from V 4 or variables (lower case letters) from Xg.

A port graph expression can be associated to each construct of a port graph defined
in Chapter [I1] : the empty graph, a node, composition of graphs by juxtaposition and
connection between two ports, and self-connection on different ports and on a same port.
Figure [[4.1] summarizes these constructs.

Let o : X — Int* UV be a variable assignement from variables to constants for
node identifiers, node names, and port names respectively. We usually denote by o*
the extension of o over port graph expressions. We define the satisfaction relation of
port graph expressions using the structural congruence relation = defined on port graph
molecules given by Definition

Définition 62 (Satisfaction of port graph expressions). A port graph G satisfies a port
graph expression « if and only if there exists a variable assignement ¢ such that G =
o*(7y), which we denote by G =7 ~.

Remark that a port graph expression ~ is satisfied by a port graph G if v corresponds
to a port graph which matches G, i.e., Sol(y < G) # 0. It follows that a port graph
expression 7 is not satisfied by G, denoted by G }£7 7, if Sol(y < G) = 0.

14.1.2 Structural Formulas

Based on the port graph expressions defined above and on the Boolean connectors, we
introduce in the following the structural formulas whose satisfaction we intend to verify
on the states of a system. These formulas represent the atomic propositions for a model.

Définition 63 (Structural formulas). Given V* a p-signature, the set of structural for-
mulas, denoted by FS(V?), is constructed inductively as follows :
— T and L are structural formulas;
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Node identifier expressions & = n,né€lInt constant node identifier
| 4,4 € Varld variable node identifier
| &1.& composed node identifier

Node name expressions a == A A€V constant node name
| X, X eX, variable node name
| .00 composed node name
| a.mn,n € Int composed node name

Port name expressions I} = a,a€Vyp constant port name
| z,x€Xp variable port name

Port name list expressions [ = ¢ empty list
| B port name expression
| 3,8 list concatenation

Port graph expressions you= € empty graph
| ¢€:a:8 node
| 7 72 juxtaposition
| 7 N4  connection
0O oo
|

self connection

Fig. 14.1: Port graph expressions

— any port graph expression 7 is a structural formula ;
— if ¢, 1, and @y are structural formulas, then —p, 1 A w2, @1V @2, Y1 — @2, and
<> are structural formulas.

In Figure we give the grammar generating the set of structural formulas FS(VY).
The Boolean operators T, L, =, A, V, — are the usual operators from propositional

VA4

logic for “true”, “false”, “not”, “and”, “or”, and “implies” respectively. The somewhere ope-
rator < requires that the property holds on a fragment or port subgraph of the state. As
already known, we can consider only the Boolean operators 1, -, and V ; then combina-

tions of these operators define the other Boolean operators, T, A, and —.

Définition 64 (Structural satisfaction). The satisfiability of a structural formula ¢ €

FS(V?Y) by a port graph G, denoted by G = ¢, is defined inductively as follows :

GET
G L
GEx
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true

Structural formulas ¢ == T
1 false
5

port graph expression

- negation

1 Vs  disjunction

\

\

\

| @1 Ap2  conjunction
\

| @1 — @2 implication
\

2 g” somewhere modality

Fig. 14.2: Structural formulas for port graphs

G- < Gl

G E 1A < G ¢ and G ¢

G 1V < G E¢1or GE e

G E @1 — p2 & G £ 1 or G = o

Gl <p & 3G’ C G such that G’ = ¢

Whereas a structural formula v is satisfied by a port graph G if v corresponds to a
port graph matching G, G structurally satisfies a formula <>+ is 7 corresponds to a port
graph submatching G.

Proposition 11. G = < if and only if Sol(y < G) # 0.

The following proposition states that the structural satisfaction is up to the structural
congruence relation on port graphs given by Definition [54] The proof is immediate using
induction over the structure of .

Proposition 12. If G = ¢ and G = G’ then G’ = ¢.

14.1.3 State and Path Formulas

The models for CTL are labeled transitions systems or Kripke structures where each
state is labeled by the set of the satisfied atomic proposition.

Définition 65 (Kripke structure [CGP00]). Given a set of atomic propositions AP, a
Kripke structure over AP is a construct I = (S, Ry, L) where :
1. S is a finite set of states,

2. R, € § x S is a total relation called the transition relation, i.e., for all s € S,
s’ € S such that sR;s’,

3. L : S — 247 is the labeling function associating to each state s € S the set of
those atomic proposition in AP that hold in the state s.
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Sometimes the Kripke structure must specify a set of initial sets of states. A path in
the structure K from a state s is an infinite sequence of states m = sgs1s2 ... such that
s = sg and Ry(s;, s;+1) holds for all i > 0. The notation 7 refers to the suffix of 7 starting
from the element of the ¢-th position.

We define the semantics of CTL for port graphs with respect to an adequate Kripke
structure. In this case, the atomic propositions for a state are structural formulas on
port graphs. However, we do not associate to a state a label consisting of the set of the
satisfied atomic propositions, since we can test the satisfaction of such a proposition by
using a submatching algorithm.

We can easily associate a Kripke structure to a (strategic) rewriting system by following
the same lines as for rewrite theories in Rewriting Logic [EMS04].

Définition 66 (Model for CTL for port graph rewriting). A model for CTL for port graphs
over a p-signature V* and the port graph rewriting system R is a Kripke structure system
M = (Ob(PGraph), =%, LpGraph) Where :
— Ob(PGraph) is the set of states given by the set of objects in the category of port
graphs PGraph,
— —pR is the one-step rewriting relation defined by R on Ob(PGraph),
— —% is the total relation associated to —x which adds a self-loop for each irreducible
or terminal state G (i.e., G cannot be further rewritten using rules in R);
— LpGraph : Ob(PGraph) — P(FS(VY)) that maps each port graph G to a set of
structural formulas that hold in G, that is, Lpgrapn(G) = {¢ € FS(VY) | G = ¢}

If in the definition of an abstract reduction system we consider that the objects are
equivalence classes of port graphs and the steps are one-step port graph rewritings defi-
ning the transition relation, we obtain a port graph reduction system (PGRS). We remark
that every model for CTL for port graphs as above has an underlying port graph reduc-
tion system generated by the port graph rewriting system R. Therefore we can borrow
all definitions from abstract reduction systems on paths, derivations, concatenation of
derivations, strategy, strategy application, and strategy derivation.

Let G be the initial port graph. The computational tree associated to a model M over
V* and R with G the initial state, denoted by M(R, ), is obtained by unwinding the
structure into a possibly infinite tree with G as the root. Then whenever we consider
a path, we refer to a path in this tree starting from the root if not otherwise specified.
The state formulas and the path formulas refer to structural properties of states and
to properties of the branching structure of the underlying graph respectively. The path
quantifiers A and E help describing the branching structure in the computation tree,
while the path operators (X, F, G, U, R) help describing properties of a path in such a
tree. A property of a path is formulated using five basic operators :

— X (neXt time) requires that a property has to hold in the next state of the path;
G (Globally or always) requires that a property has to hold at every state on the
path;

— F (Finally, eventually, or in the Future) requires that a property eventually has to
hold somewhere on the path;
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— U (Until) takes two properties as arguments, and it requires that the first property
has to hold until some state where the second property holds ;
— R (Release) is also binary and it requires that the second property holds along the
path until and including the state where the first property holds.
In the following we give the usual syntax of CTL [CGP00] where we consider the
structural formulas defined previously as atomic propositions. The syntax of the CTL
formulas for port graphs is summarized in Figure [14.3

Définition 67 (State and path formulas). The sets of state formulas and path formulas
are defined as follows :
— any structural formula is a state formula;
— if ¢ is a path formula, then At and E are state formulas;
— if ¢, ¢1, o are state formulas, then =@, ¢1 Ada, ¢1V ¢a, p1 — P2 are state formulas;
— if ¢, ¢1, P2 are state formulas, then X¢, Go, Fo, ¢1Upa, ¢p1Repo are path formulas.

In CTL there is a minimal set of operators such that all formulas can be expressed
using them. One such minimal set is {1, -, V,EX, EG, EU}.

State formulas ¢ == ¢ structural formula
T negation
| ¢1A¢2  conjunction
| @1V ¢2  disjunction
|
|
|

¢1 — ¢o implication

Ay for all paths
Ey exists a path
Path formulas ¢ =
X on the next state in the path
Go globally on the path

¢1Ua until

|
|
| Fo somewhere on the path
|
|  ¢1Ropo release

Fig. 14.3: Formulas in CTL for port graphs

The semantics of CTL for port graphs with respect to a model M is similar to the one
of CTL. If ¢ is a state formula, the notation M, G |= ¢ means that ¢ holds at the state
G in the model M. Similarly, if ¢ is a path formula, then the notation M, 7 |= ¢ means
that ¢ holds along the path 7 in the model M, while the notation M, 7* = ¢ means
that ¢ holds in the state on the k-th position of the path 7 in M.
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Définition 68 (Temporal satisfaction). The satisfiability of formulas in CTL for port
graphs in a model M is defined inductively as follows, for G a state in M and 7 a path :

M,G | —¢ = M,G [~ ¢

MGEWW NPy & M, G = ¢1 and M, G = ¢

MGEM Vo &  MGE¢G or M,GE ¢

M,G':¢1—>¢2 = M,Gbé(ﬁlorM,G):(ﬁz

M, G = Ay & for every path 7 starting from G, M, 7 = v

M,G = Ey & there is a path 7 starting from G such that M, 7 = ¢

M, =X & MalEoe

M, = Go & forall k>0, M, 7" = ¢

M, 7t =Fo & there exists & > 0 such that M, 7% = ¢

M, 7 = p1Udo & there exists a k > 0 such that M, 7% |= ¢ and
forall 0 <i <k, M, 7" |= ¢

M, 7 = ¢1Roy & forall j >0, if for every i < j M, n’ [~ ¢ then

M)ﬂ-j ': ¢2

14.2 Embedding Verification in the pp,-Calculus : the py -Calculus

We extend the ppg-calcul by including a subset of CTL formulas in the syntax and by
defining a new big-step reduction semantics which extends the big-step reduction relation
of the ppg-calcul with verification of formulas; we call this calculus the p) -calcul. The
structural formulas are represented as strategies, hence their satisfiability is tested based
on the evaluation mechanism available for strategies. For temporal formulas new objects
need to be added to the syntax.

14.2.1 Syntax

We add to the syntax of the pj4-calcul the formulas to be verified along the reduction
of structures of worlds. We define the state and path formulas as objects of the calculus.

Structural Formulas

The structural formulas we consider for p, -calcul correspond to structural formulas in
CTL for port graphs in disjunctive or conjunctive normal form constructed inductively
from port graph expressions and usual logical connectives from predicate logic :

=T | L |9y -1 Apa]o1Ves|er— e

Any port graph expression 7 must be quantified by a somewhere modality in order
to be a structural formula since a formula <>y supposes solving a submatching problem
which is supported currently in the ppgs-calcul.
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The port graph expressions used in the structural formulas presented for CTL for
port graphs in Section [I4.1] correspond to object port graphs. But they can be easily
extended to port graph molecules since the arrow and application operators, = and @,
are represented as nodes.

Verification of Structural Formulas using Strategies

We represent a structural formula by a strategy. Assuming that any port graph ex-
pression v can be seen as a port graph molecule in the calculus, we define the mapping
7 from structural formulas to strategies (or extended abstractions) as follows :

7(T) = id

(L) = fail

(%) = 7=7

7(2e) = not(7(¢))

T(p1 Ap2) = seq(7(p1), T(p2))

T(p1 V) = first(7(p1), 7(2))

T(p1 — w2) = X = seq(7(p1), first(stk = X, 7(p2)))QX

Proposition 13. Let ¢ be a structural formula in the pp -calcul and G a port graph
molecule. Then 7(p)@QG reduces either to {[G]} or to {[stk]}.

Intuitively, if the application of the strategy encoding ¢ on a port graph G fails, then
the formula is not satisfied by G.

Proposition 14 (Correctness of the encoding). Let G be a port graph molecule and ¢ a
structural formula in the pp -calcul. If G |= ¢ then 7(p)QG —* {[G]}, otherwise, if
G W~ ¢ then 7(9)QG —* {[stk]}.

Proposition 15 (Completeness of the encoding). Let G be a port graph molecule and ¢
a structural formula in the p,g-calcul. If 7(p)QG —* {[G]} then G |= ¢, otherwise, if
T(p)QG —* {[stk]} then G [~ ¢.

Remarque 8. Since the conjunction is commutative then, intuitively, we have the equality
T(1 A p2) = T(p2 A1), hence :

seq(7(p1),7(w2)) = seq(7(p2), (1))

Such strategy equality is possible due to the particular encoding of a port graph expres-
sion. Obviously, this equality does not imply that the strategy operator seq is commu-
tative. The same discussion can be made for the disjunction encoded using the strategy
operator first.

Exemple 23 (Verifying the absence of a virus in a biological system). A usual problem
in modeling a biological system possibly exposed to viruses is to detect their presence
as soon they enter the system. In other words, we do not want that a particular virus
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described by a pattern v occurs in a state of the system, hence the state should not
satisfy the formula —v.

This problem has also an alternative solution which does not use the logical negation.
In the conditions of heating with recovery, we add in the world corresponding to the state
of the system an abstraction v = ~. If at any moment the virus pattern v occurs in the
system, the abstraction will eventually successfully apply, hence it will no longer occur in
the sequel worlds since it is consumed by the application. Then the absence of the virus
pattern v in a state is assured by the presence of the abstraction v = ~, in consequence
we do not test the satisfiability of the formula —, but the satisfiability of the “positive”
formula <*(y = «). Remark that this procedure is possible since we allow abstractions
to be applied on other abstractions.

CTL Formulas in the py -calcul

We include in the pp -calcul the temporal formulas built upon the structural formulas
defined previously and the CTL operators : AX, EX, AF, EF, AG, EG, AU, EU, AR,
ER. In addition, since ¢ is a structural formula verifiable on the port graph molecule
contained by a world, and we have also the concept of a structure of worlds or multiverse,
we use ¢ as structural formula on worlds, and for a multiverse we use the path quantifiers
A and E for quantifying over a structural formula on worlds. Hence the set of formulas
we define for the py -calcul is the following :

Fi ouw= o

Fo = Ap|Ep

F3 = AXe |EXe | AFp | EFp | AGy | EGy [ A(pUp) | E(pUyp) | A(¢Ryp) | E(¢Re)
Fo v= F|Fs| ~Fo | FoVF | Fo AT,

Fo = Fo| Fa|Ful|FoV Fu| FuolFu

Guarded Worlds and Multiverses

We guard the worlds and the multiverses with formulas from F :

D, = EFR|EF|EFID D,

FV == VD,

Dy = EFu| E Fu| ¥ Fu| Dy Dy
FW = WDy, | {FV...FV} | {FW...FW}

where :
- VEF (W EF) corresponds to a world V' (resp. multiverse W) where F' holds,
-V E"F (W E" F) corresponds to a world V (resp. multiverse W) on which the
satisfaction of a formula F' being tested for satisfaction, and
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- V£ F (W £ F) corresponds to a world V' (resp. multiverse W) where F' does not
hold.
The structural congruence relation on worlds and multiverses extends naturally on
guarded worlds and guarded multiverses :

MWwD=Vy D if Vi=V,
WlDEWQD if WlEWQ

for any D and D’ guards on a world or on a multiverse respectively.

Since any formula F' € F, can be expressed as a conjunction of formulas from F; U F3,
F=FAN...\NFy, k> 1, we can decompose the guard considering F' as a formula into
a juxtaposition of k£ guards with the formulas Fi, ..., Fj. For instance,

(RN ANF) = ER.EER

In the following we consider only guards over elementary formulas in F; U F3 and
Fo U Fy since the satisfaction of a composed formula is reduced to the satisfaction in
parallel of all component elementary formulas.

A multiverse guarded by a formula F which does not have the form Ay or Ey is
equivalent to the juxtaposition of the component worlds guarded by F :

Wi, WY F={(WE"F..W,="F}if F#ApVF #Egp

14.2.2 Semantics

We consider that for each evolution step the choice of a strategy to apply among all
available in a world is deterministic. This choice must also be fair. If a world contains
more than one strategy, we do not want only one strategy to be chosen for interaction;
in particular, if it is not applicable, the system will never evolve, never giving the chance
to the other strategies to be (possibly successfully) applied.

Satisfaction of Structural Formulas on a World and on a Multiverse

The satisfaction of a structural formula ¢ by a port graph molecule in a world can be
easily verified by evaluating the encoding strategy 7(¢) on the port graph molecule. We
extend the use of a structural formula for a world by defining [G] = ¢ if G = ¢. We
encode the formula ¢ as a strategy on a world :

Sy = [X] = ifThenElse((p), X1 = [X] F ¢, X2 = [X] £ ¢)QX

Proposition 16. Let [G] be a world and ¢ a structural formula. Then SZ@QV reduces to
[G] E ¢ if G = ¢ and to [G] £ ¢ otherwise.

We consider that a world V' guarded by a structural formula ¢ is equivalent to the
guarded world resulting from the application of the strategy Sg on V' :

VE g =Sav
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If the molecular port graph G contained by the world V satisfies the structural formula
@, i.e., 7(p)@QG —* {[G]}, then the satisfaction problem V [=7 ¢ is reduced to V = ¢
by computing SZ@QV. Otherwise, if V' does not satisfy ¢, i.e., 7(9)@G —* {[stk]}, then
the satisfaction problem V' [=7 ¢ is reduced to V' £ ¢.

When we deal with a multiverse, we need to universally or existentially quantify a
structural formula. We use the path quantifiers A and E also for quantifying over the
worlds in a multiverse to say that :

— Ay is satisfied by a multiverse W if ¢ is satisfied in each world from W ;

V.. ValEAp eV, 1<i<n Vo
— Eg is satisfied by a multiverse W if ¢ is satisfied in one world from W :
(Vi..Vi}EEpes3il<i<nViko

We encode the formulas Ay and Eg as strategies on worlds and multiverses. In order
to test the satisfiability of ¢ on W we define a strategy whose application on W reduces
to a positive or negative answer. Let this be S’KQD defined as a left-biased choice between
a strategy defined on a multiverse containing a single world and a strategy defined on an
arbitrary multiverse :

Sy, = first(S1, o)
[X]} = ifThenElse(r(0), X1 = {[X]} F Ap, X2 = {[X]} }£ Ap)aX
(X] Z} =

ifThenElse(7 (), X1 = {[X] = ¢ SK,QZ}, Xo = {[X] Z} [£ Ap)QX

S1=A{
Sy ={

We define the strategy Sg,, for testing the satisfiability of E¢ in a multiverse W also
as a left-biased choice similarly to SKp :

Sﬁp = ﬁI‘St(Sg, S4)
S3 = {[X]} = ifThenElse(7(¢), X1 = {[X]} = Ep, Xo = {[X]} £ Ep)@X
Sy = {[X] Z} =
ifThenElse(7(¢), X1 = {[X] Z} = Ep, Xo = {[X] £ ¢ Sg,QZ})QX
Proposition 17. Let W = {[G1]...[Gn]} be a multiverse, and ¢ a structural formula.

Then S, QW reduces to either W = Ap if G; = g for all 4, 1 <i < n, and to W [~ Ap
otherwise.

Proposition 18. Let W = {[G1]...[G,]} be a multiverse, and ¢ a structural formula.
Then Si,@W reduces to either W = Egp if there exists i, 1 <4 < n, such that G; |= ¢,
and to W £ Ep otherwise.
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The proofs of the previous two propositions use the result stated by Proposition [T4]
and the definition of the strategy operator ifThenElse.

Then, similarly for a guarded world, we consider that a multiverse W guarded by
a formula Ay or E¢ is equivalent to the result of applying the strategy SKSO or Sﬂa
respectively on the multiverse :

W E" Ap = Sy QW W E" Ep = 5§ oW

The satisfiability test of a structural formula for a multiverse W is propagated by the
strategies Si, and S, inside the multiverse such that we obtain a multiverse of worlds
guarded by satisfied or non-satisfied formulas. We then regroup the information on the
satisfaction based the following congruences :

VEeWEAp;={V W} EAp
VEeWEAp={VEeWIEAp,={V W} Ap
{VEeWIEEp={V W} £ Ep
(VEeWEEp={VEeWEEp={V W} EEp

Reduction Relation on Guarded Worlds and Multiverses

We define now the reduction relation = between guarded worlds and guarded multi-
verses. For V' ):? F' the initial guarded world, if at any step in the reduction we have
W E F (W £ F), it means that the initial world V satisfies F' (does not satisfy F
respectively).

’ AXyp and EX¢p ‘
If a world V having a guard |=° AXy reduces in a step to the multiverse W,
the guard reduces as well to = AXyp if every world in W satisfies ¢, or = AXp
otherwise. We reason similarly for a world guarded by =7 EX¢ by testing if the
multiverse the world reduces to in a step contains a world satisfying ¢.

V=" AXp = first(W = Ap = W = AXp, W = Ap = W = AXp)Q(W =7 Ag)

if Vi W (14.1)
V ' EXg = first(W = Ep = W = EXp, W = Ep = W ¥ EXp)Q(W =’ Ep)
if Ve w (14.2)

AGp
If a formula AGy is being tested on a simple world [G] then in the next state it
remains under testing if the formula ¢ is satisfied by G, or it becomes unsatisfied
otherwise.

[G] E" AGy = ifThenElse(r(¢), X1 = W £’ AGp, Xa = W £ AGy)aG
if [G] = W (14.3)
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EGy

AFp

144

Remarque 9. The satisfaction problem of a formula of the type AGp, EGyp, AFp,
or EFp for a world [G] irreducible with respect to the reduction relation = is
equivalent to the satisfaction problem of the structural formula ¢ for G. If we
consider for instance the formula AGy and the irreducible world [G], then we
have :

[G] =" AGy = ifThenElse(7(¢), X1 = [G] = AGp, X» = [G] = AGp)aG
if [G] is & -irreducible

Since a formula guarding a multiverse is distributed to each component worlds, at
any moment we can regroup the information on the satisfaction of the formula on
each world in order to find the satisfaction information on the multiverse in the
following situations :

{VEAGe W E AGp} = {V E" AGp W £ AGpl = {V W} ¥~ AGep
{VIEAGe W = AGp} ={V E AGp W £ AGp} ={V W} £~ AGe
{VEAGe W £ AGp} ={V W} = AGe

{VEAGe W E AGe} ={V W} E AGyp

The reduction in the pp -calcul of a world guarded by a formula EGy is similar to
the reduction of a world guarded by AGep. This similarity is due to the reasoning
at the level of one world, hence the universal and existential quantification are
equivalent. Obviously, this kind of similarity no longer happens in the case of a
guarded mutiverse.

[G] E" EGy = ifThenElse(r(¢), X1 = W ' EGyp, Xo = W £ EGp)QG
if [G] = W (14.4)

The information on the satisfaction or in-satisfaction of a formula EGy in a mul-
tiverse is regrouped as follows :

{VEEGe W £ EGp} ={V W} £ EGp
{VEEGp W = EGe} ={V EEGp W £ EGp} ={V W} = EGyp

When testing the satisfiability of a formula AFp on a world [G], if G satisfies ¢,
then we conclude that the formula is satisfied at this point, otherwise the formula
continues to be tested.

[G] =¥ AFp =
ifThenElse(7(p), X1 = W = AFp, Xo = W Y AFp)QG if [G] = W (14.5)
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We reassemble the information on the satisfaction of a formula AF¢ on a multiverse
as follows :

{VEAFp W E AFp} ={V W} = AFp

{VEAFe W £ AFp} ={V |~ AFp W = AFp} = {V W} £ AFp
{VEAFp W £ AFp} ={V W} £ AFp

{VE"AFe W £ AFp} = {V = AFp W =7 AFp} = {V W} = AFyp

EFp

The reduction in pp,-calcul of a world guarded by a formula EF¢ is similar to the
reduction of a world guarded by AF¢ on the same basis as for EGyp and AGp.

[G] =" EFp =
ifThenElse(7(), X1 = W = EFp, Xo = W =’ EFp)QG if [G] = W (14.6)

The satisfaction information for EF¢p is grouped in a multiverse as follows :

{VEEFp W =" EFp} = {V =" EFp W = EFp} = {V W} = EFgp
{V =EEFp W £ EFp} = {V £ EFp W = EFp} = {V W} = EFgp
{VEEFp W EEFp} ={V W} EEFp

{VEEFe W EEFp} ={V W} £ EFp

A(p1Ugpo)

If the second structural formula ¢, is satisfied by G, then the formula A(p;Ups)
is satisfied. Otherwise, if in addition (1 is satisfied by G then we are still in a state
where the first property holds whereas the second does not, hence we keep testing
the formula in the next states. If both structural formulas ¢; and @9 are do not
hold in G, then the formula A(¢1Ugps) does not hold.

[G] " Alp1Up2) =
ifThenElse(7(y2),
X1 =W E A(p1Ugps),
Xy = (ifThenElse(7(¢1),
X3 = W E" Alp1Ups),
Xy=W bé A(gOlU(pg))@G))@G
if [G] =W (14.7)
If the current world [G] is irreducible with respect to =, then the formula A(p1Ugs)
holds if and only if @9 holds :
(Gl E* A(p1Up2) =
ifThenElse(T(g)g),Xl = [G] ): A(ngU(pQ), X5 = [G] b& A(golUgOg))@G
if [G] is & -irreducible
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14 Runtime Verification in the ppq-Calculus

We reassemble partial information on the satisfaction of a formula A(p;Uys) inside
a multiverse :

{V 1 A(01Ugpa) W =" A(p1Upa)} = {V E" A(1Upa) W = A(p1Upo)}
={V W}~ A(p1Ups)

{V I~ A(o1Ugpa) W I~ A(p1Upa)} = {V W} = A(p1Ugps)

{VEA(@1Up) W = A(p1Upa)} = {V W} = A(p1Ugps)

{V £ A(p1Up2) W E A(p1Up2)} ={V E A(p1Up2) W £ A(p1Up2)}
={V W} E A(p1Ugps)

E(p1Up2)
Again the reasoning over the satisfaction of the formula E(¢1Ug2) on a world is
similar to the one for the counterpart universally quantified formula.

[G] E* E(p1Up2) =
ifThenElse(7(¢2),
X1 =W E(e1Up),
Xy = (ifThenElse(7 (1),
X5 = W " E(p1Ugpa),
Xy = W £ E(p1Ug2))0QG))QG
if [G] = W (14.8)

The result on the satisfaction of E(¢1Ups) on a =-irreducible world is similar to
case of A(p1Ugpy).

The satisfaction of a formula E(p1Ups) on a multiverse is deduced from the satis-
faction information on the component worlds as follows :

{V = E(p1Up2) W " E(p1Ugs)} = {V E" E(p1Ug2) W = E(p1Up)}
={V W} E E(p1Ugp2)

{VEE(@Up2) W E E(p1Up2)} ={V E E(p1Up2) W = E(p1Up2) }
={V W} | E(p1Ugp2)

{V I E(p1Up2) W E E(p1Up2)} = {V W} [~ E(p1Up2)

{VEE(@1Up2) W = E(p1Up2)} = {V W} = E(p1Ugpo)

AlpiRe) |
The formula A(p1R¢p2) does not hold if both ¢ and ¢2 hold or do not hold in the
same time. If po holds in the current world [G] and ¢; does not, then the formula
A(p1Rep2) continues to be tested in the next state. Whereas if @2 does not hold in
the current world, but held in the previous one if we are not in the initial state,
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and 7 holds, then A(p1Rgs) holds.

[G] B A(p1Repa) =
ifThenElse(7(¢2),
X1 = (ifThenElse(7(¢1),
Xy = W = A(p1Rep),
X3 = W ' A(p1Rg2))QG),
X4 = ifThenElse(7(p1),
X5 = W = A(p1Rea),
X = W £ A(p1Re2))QG))QG
if |Gl W (14.9)

If the current world [G] is irreducible with respect to =, then the formula A(¢1Rep2)
holds if and only if @9 holds and ¢ does not hold :

[G] E" A(p1Rep2) =
ifThenElse(T(—'gpl AN C,DQ),Xl = [G] ): A((le(pg),XQ = [G] F’E A((leQOQ))@G
if [G] is & -irreducible

The information on the satisfaction of a formula A(p1Re2) inside a multiverse is
regrouped as follows :

{V } A(p1Repa) W =" A(p1Repa)} = {V " A(p1Re2) W = A(p1Re2)}
={V W} £ A(p1Reo)

{V £ A(p1Rp2) W~ A(p1Rpa)} = {V W}~ A(p1Rg2)

{V E A(p1Rp2) W = A(p1Rga)} = {V W} = A(p1Rg2)

{V I A(p1Rp2) W = A(p1Rp2) } = {V | A(p1Rp2) W I~ A(p1Rep2)
={V W} £ A(p1Re2)

E(p1Re2)

The reduction is defined similarly to the one for A(p;Rgs) where we replace the
formula A(¢1Rp2) by E(p1Rep2).

Model

If we instantiate an abstract reduction system with port graph molecules as objects
and the big-one-step reduction relation from the py4-calcul as the transition relation, we
obtain a higher-order port graph reduction system. We stress that the obtained reduction
system is of higher-order in order to distinguish from the port graph reduction system
associated to a port graph rewriting system. In the following we define a model for the
CTL based on a higher-order port graph reduction system.
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Définition 69 (Model). A model over V< for the ppg-calcul is a Kripke structure system
Kpg = (Q,=°, Lg) where :
~ (Q,) is a higher-order port graph reduction with :
— @ is the set of states, each state consisting of a multiverse;
— B* is the big-step reduction relation of the pp4-calcul which adds a self-loop for
every irreducible state;
~ Lo : @ — P(FS(V?Y)) that maps to each state W the set of structural formulas
it satisfies, i.e., Lo(W) = {Ap | ¢ € FS(VY) such that W = Ap} U{Ep | ¢ €
FS(V?Y) such that W = Eg}.

In the following we define the satisfaction of a formula ¢ in a model K,, with W the

initial state :

— for ¢ € F3, we have Ky, W = ¢ if there exists W’ irreducible with respect to =
such that W =" ¢ =* W' = ¢;

— for ¢ either AGyp, A(¢1Ugpsa), or A(p1Rep2), we have Kpg, W = ¢ until reaching any
state W’ such that W =° ¢ 2* {W1 =X ¢... W, | ¢} and W' = {Wy ... W, };

— for ¢ either EGyp, E(p1Uyps), or E(¢1Rep2), we have ICpg, W = ¢ until reaching any
state W' such that W |* ¢ =* {W; =’ ¢ FW} and W’ consists of W; and all
multiverses occurring in the guarded multiverse F'IW ;

— for ¢ either AFp or EFp, we have Kpg, W |= ¢ if there exists W’ such that

WE =W ¢;
for ¢ either AX¢ or EX¢, we have Ky, W = ¢ if there exist W’ such that W =* ¢ = W' = ¢.

14.2.3 Application in Modeling Autonomous Systems

In an autonomous system, if a failure occurs, the system has the capability of auto-
repairing himself. In the context of the pp,-calcul, a failure can be tested by the in-
satisfaction of a temporal formula. Then, as soon as the formula is marked as unsatisfied,
a reparation rule becomes applicable and it may remove the unsatisfied formula, introduce
some new port graph objects or strategies or modify the existing one, or even add a new
formula for guarding the execution from that moment on.

In a first step, when an evaluation rule of the py -calcul finds the satisfaction or insa-
tisfaction of a formula, this information has to be pumped into the current worlds. Let us
consider for instance the rule concerning the reduction with the formula AGy. We
replace the rule Xo = W £ AGy by X9 = (X' = (X' £ AGp))@QW. This is possible if
we extend the syntax of the calculus by adding guards from D, in worlds.

Then, each world has to be equipped with a strategy to handle such information
on the (in)satisfaction of a formula. A typical example of an abstraction handling the
insatisfaction of a formula ¢ is X j= ¢ = G X =’ ¢ where G may consist of object port
graphs or strategies for repairing the problem that produced the insatisfaction of the
formula. Therefore each formula guarding the evolution of the modeled system should
come with the corresponding port graph molecules for repairing or improving the system.
Let us see below two examples from a biological system where the port graph respect the
conditions imposed for molecular graphs :
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1. We can handle the insatisfaction of an invariant stating that there is no virus
described by a structural formula Virus; then the invariant has the form AG—Virus
and the associated repairing strategy could be :

X £ AG—Virus = X Antibiotic =" AG-Virus
which introduces an antibiotic in the system, or, something simpler :
XVirus £ AG-Virus = X =° AG-Virus

which removes the virus.

2. A formula of the type A(p1Ups) can be used to ensure the constant existence
of a signal protein described by ¢; before a molecular complex described by 2 is
formed. If at any moment we have V' }= A(p1Ugps), it means that the signal protein
disappeared from the system. Then a repairing strategy would be :

X I Alpr1Ugps) = X M =" A(p1Upo)

which introduces the molecule M for ensuring the presence of the signal (for M
such that M = ¢q).

These examples illustrate our initial motivation of integrating temporal formulas to
worlds and multiverses such that we can not only see if a formula is satisfied, but also to
give the possibility to the system to react to such information, either positive or negative,
i.e., to self-manage its behavior as response to some tests.

14.3 Conclusions

In this chapter we have embedded in the pp4-calcul a runtime verification technique
for a particular set of CTL formulas. As a consequence, beyond a simulation formalism
for a dynamic systems, the obtained calculus, the pj-calcul, provides an automatic me-
thod for modeling self-management properties. This result can be easily generalized for
the Abstract Biochemical Calculus provided that we make precise the set of structural
formulas for abstract molecules.

There are several extensions worth considering for increasing the expressivity of the
ppg-calcul. We summarize them in the following.

The structural formulas for the pj -calcul do not contain a port graph expression 7. A
formula v supposes a matching of the current state with the pattern described by v, which
translates into the global application concept already mentioned in the possible extensions
for the semantics of the pp,-calcul, but not currently supported. Whereas a formula <>y
supposes a submatching verification, hence a local application of a particular abstraction
as defined in the ppg-calcul. A solution of this problem is to consider the possible approach
mentioned in the perspectives of the Chapter [[} i.e, to consider two ways of applying an
abstraction on a molecule : locally (corresponding to the current approach by solving
a submatching problem) or/and globally (corresponding to a matching problem). If we
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allow the two types of application by considering two distinct operators for application
(to see if this information should be encoded in the abstraction itself to be then passed to
the application operator), then we can verify a formula v on a port graph G by applying
globally on G the strategy v = v ; then for the somewhere modality, i.e., <, the strategy
v = ~ should be applied locally.

For the current form of the pp -calcul we have considered only a particular set of CTL
formulas. In a first stage we should investigate which formulas from CTL can be added
as guards in the py -calcul. Then, in a second stage, we should move the more expressive
logic CTL* and investigate the possibility of embedding the satisfaction relation for some
formulas in the calculus.
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A Implementation of the EGFR Signaling
Pathway Fragment using TOM

The GOM Syntax for Molecular Graphs

A node is specified by an identifier, a name and a list of ports, a port by a name, a
list of neighbors, and a state, a neighbor by a reference to node and a set of pointers to
ports. The node substitution is a pair of a node and a list of nodes; it corresponds to an
elementary mapping defined by a node morphism. A port graph is then a list of nodes
and a structure collects all possible resulting port graph during rewriting. Each list is
constructed using a associative variadic operator with neutral element.

module term
imports String int
abstract syntax

Structure = struct( Structure* )
| Nodes( n:NodeList )

NodeList = concN( Node* )
Node = node( id:Uid, plist:PortList )

Uid = uid( uid:String, name:String )

PortList = concP( Port* )
Port = port( name:String, neighlist:NeighbourList, state:State )
State = b() | v() | h()

NeighbourList = concNG( Neighbour* )
Neighbour = neighbour( node:Node, ports:PortList )

NodeSubstitution = nodeSubstitution( before:Node, after:NodeList)
NodeSubstitutionList = concNS( NodeSubstitution* )

In a molecular graph, a port (or site) can only be connected to maximum one other
port. We consider a list of neighbors for a port in order to cover the case when the
port is not connected which corresponds to an empty list of neighbors, concNG(). The
restriction of the incidence degree on a port is maintained thanks to the state associated
to the port. If the state of a port is b() for bound, it means that the port is already
connected, and in consequence it is not considered for an interaction where it would be
connect to another port.
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When a node list is constructed or an insertion or appending operation is performed
on a node list, we make sure that no duplicates are introduced. This is possible by adding
hooks for modifying the creation operation for a list of nodes. In a similar way we forbid
the insertion of duplicates in lists of ports and neighbors.

concN:make insert(node, nodes) {
%match(Node node, NodeList nodes) {
n@LabNode(i, node(uid(i,name), )),
concN(x@LabNode(il, node(uid(il,namel), )), list*) -> {
if (‘name.compareTo(‘namel) < 0) {
return ‘realMake(n, realMake(x, list*));

else if (‘name.compareTo(‘namel) > 0) {
return ‘realMake(x, concN(n, list*));

else {
if (i.compareTo(‘il) < 0) {
return ‘realMake(n, realMake(x, list*));
}
else {
return ‘realMake(x, realMake(n, list*));

}
}

n@node(uid(_,name), ),
concN(x@node(uid(_,namel), ), list*) -> {
if (‘name.compareTo(‘namel) <= 0) {
return ‘realMake(n, realMake(x, list*));
}
else {
return ‘realMake(x, concN(n, list*));

}
}
}
}

For restructuring the terms after an arrow translation operation we use the rules hook.
This construct enables to define a set of conditional rewrite rules over the current module
signature. These rules are applied systematically using a leftmost innermost strategy.
Thus, the only terms that can be produced and manipulated in the Tom program are
normal with respect to the defined system.

module term:rules() {

// merge the port lists of two identical nodes
concN(a*, LabNode(id, node(uid(id, name), concP(sl1%))), b*,
LabNode(id, node(uid(id, name), concP(sl2*%))), c*)
->
concN(a*, LabNode(id, node(uid(id, name), concP(sl1*, s12%))), b*, c*)
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// merge the neighbours of the same port
concP(a*, LabPort(id, port(p, concNG(nl1*), s)), b*
LabPort(id, port(p, concNG(nl2*), s)))
->
concP(a*, LabPort(id, port(p, concNG(nll*, nl2*), s)), b*)

// merge the references to ports of two identical neighbours
concNG (nl1*, neighbour(RefNode(x), concP(s11*)), nl2*,
neighbour(RefNode(x), concP(s12*)), nl3*)
->
concNG (nl1*, neighbour(RefNode(x), concP(sl1¥*, s12*)), nl2* nl3*)

// remove a neighbour with an empty list of ports

concNG (nl1*, neighbour(RefNode(x), concP()), nl2*)
->

concNG(nl1*, nl2¥)

// eliminate duplicates in a structure of nodes
struct(a*, x, b*, x, ¢*) -> struct(a*, x, b*, c*)

}

A signal (EGF), a receptor (EGFR) and an adapter (SHC) are represented in TOM
as follows :

node(uid("1", "EGF"), concP(port("s1", concNG(), v())),
port("s2", concNG(), h()))

node(uid("5", "EGFR"), concP(port("s1", concNG(), v()),
port("s2", concNG(), v()),
port("s3", concNG(), h()),
port("s4", concNG(), h())))

node(uid("7", "SHC"), concP (port("s1", concNG(), v()),
port("s2", concNG(), h())))

The initial molecular graph contains in addition to the above proteins three more
signal proteins identified by uid("2", "EGF"), uid("3", "EGF"), uid("4", "EGF"), and
a receptor protein uid("6", "EGFR").

For each protein we add labels to each node and port in order to use pointers for
representing bonds. For instance, a signal protein is labeled as follows :

Node nodeEGF1 =
LabNode("1", node(uid("1", "EGF"),
concP(LabPort("s1", port("s1", concNG(), v())),
LabPort("s2", port("s2", concNG(), h())))));

The molecular graph is constructed using seven nodes with labels as above :

Structure mgraph = ‘struct(Nodes(concN(nodeEGF1,nodeEGF2,nodeEGF3,nodeEGF4,
nodeEGFR5, nodeEGFRG, nodeSHCT)));
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Arrow Translation

We implement the application of a node morphism on both on the source and the
target of an edge based on the rules described in Figure [13.2] For each pair of node — set
of nodes in the node morphism, we first reduce the term with a strategy innermost for
applying the node substitution on the sources, and then, in a second step, we reduce the
obtained term using the innermost strategy for the targets.

NodeList interm = rhs;

%match(NodeSubstitutionList nodeSubsts) {
concNS(_* x, _*) -> {
try {
interm = (NodeList)‘InnermostId(ApplyNodeSubst1(x)).visit(interm);
interm = (NodeList)‘InnermostId(ApplyNodeSubst2(x)).visit(interm);
} catch (VisitFailure e) {
System.out.println("Error at ApplyNodeSubst: " + e);

}
}

return interm;

We do not give the details here of the strategies ApplyNodeSubst1(e:NodeSubstitution)
and ApplyNodeSubst2(e:NodeSubstitution) since they are too technical.

Reaction Rules

For each of the five reaction patterns we followed the same steps in the implementation.

We give some details here for the first reaction, the dimerization of two EGF proteins.
The reaction pattern as described graphically in Figure [12.7) is implemented as the
following strategy :

%ostrategy EGFDimerizationStrat(c:Collection) extends Identity() {
visit Structure {
Nodes(concN(
nll*,
LabNode(i, node(uid(i,"EGF"),
concP(LabPort("s1", port("s1", concNG(), v())),
LabPort("s2", port("s2", concNG(), h()))))),
nl2*,
LabNode(j, node(uid(j,"EGF"),
concP(LabPort("s1", port("s1", concNG(), v())),
LabPort("s2", port("s2", concNG(), h()))))),
nl3%*)) -> {

NodeSubstitutionList nodeSubsts = ‘concNS();

NodeList rhs =
‘concN(
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nll*,
LabNode(i, node(uid(i,"EGF"),
concP (LabPort("s1",
port("s1", concNG(neighbour(RefNode(j),
concP(RefPort("s1")))), b())),
LabPort("s2", port("s2", concNG(), v()))))),
nl2*,
LabNode(j, node(uid(j,"EGF"),
concP (LabPort("s1",
port("s1", concNG(neighbour(RefNode(i),
concP (RefPort("s1")))),b())),
LabPort("s2", port("s2", concNG(), v()))))),
nl3*);

c.add(‘Nodes(nodeSubst App.applyAll(rhs, nodeSubsts)));

}
}
}

It searches two nodes EGF with the first port visible, and it connects them by adding
to each visible port a reference to the other one. The collection taken as argument is
used for gathering all possible results of the matching. In the implementation for each
rule we provide as well the associated node morphism, hence there is no need to define
the procedure GetMap used in the term encoding defined in Chapter [I3] In the rule
described above the node morphism is the identity, hence it corresponds to an empty list
of elementary mappings (or node substitutions as they are called in the implementation).

This strategy is included in a class EGFDimerization. This class contains also a method
apply which takes a structure and returns it reduced with the strategy
EGFDimerization.

Then in the main Java program we have the following strategy that tries to apply
the first reaction rule and returns the structure of all possible results if any, otherwise it
returns the input structure :

%strategy Rulel() extends Identity() {
visit Structure {
x@Nodes[] -> {
EGFDimerization r = new EGFDimerization();
Structure s = ‘struct(r.apply(x));
%match(s) {
struct() -> { return ‘x; }
_ ->{returns; }
}
}
}
}

In a similar way we implement the strategies Rule2, Rule3, Rule4, Rule5 for the reaction
patterns r2, r3, r4, rb respectively.
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Generating the Biochemical Network using Strategies
One strategy that generates the biochemical networks is :
seq(repeat(first(r2, rl)), seq(r3, seq(r4, r5)))

Taking into account that in TOM the sequence strategy operator is variadic and that
Choice is the same as first, the implementation of this strategy is the following :

Structure result = (Structure)‘Sequence(
Repeatld(_struct
Repeatld(_struct
RepeatId(_struct
RepeatId(_struct

Choiceld(Rule2(), Rulel()))),
Rule3())).

Ruled())).
Rule5()))).visit(mgraph);

o~~~ —~

We tested other strategies mentioned in the Chapter [I2] For instance, after reducing
only with the first strategy Rulel() we obtained three possible molecular graphs corres-
ponding to the possibilities of connected two by two the EGF proteins.

Let us present here the result. We implemented also in the TOM program a pretty-
printer method, hence the initial molecular graph is printed as follows :

<1:EGF||(s1->v),
<3:EGF||(s1->v),
<5:EGFR||(s1->v
<6:EGFR||(s1->v

§2->h)>, <2:EGF||(s1->v),(s2->h)>

$2->h)>, <4:EGF||(s1->v),(s2->h)>
,(82->v),(s3->h),(s4->h)>

,(82->v),(s3->h),(s4->h)>, <7:SHC]||(s1->v),(s2->h)>

— — N N

The successful result of reducing the initial molecular graphs with the strategy Rulel()
is :

1)
<1:EGF||(s1->2"s1),(s2->V) >,

<2:EGF||(s1->1"51),(s2->v)>, <3:EGF||(s1->4"s1),(s2->Vv) >
<4:EGF||(s1->3"s1), (s2 >v)>,

<5:EGFR||(s1->v),(s2->v), (s3 >h),(s4->h)>
<6:EGFR||(s1->v),(s2->v),(s3->h),(s4->h)>, <7:SHC||(s1->v),(s2->h)>
2)
<1:EGF||(s1->3"s1),
<3:EGF||(s1->1"s1),
<5:EGFR||(s1->v),(s
<6:EGFR||(s1->v),(
3)
<1:EGF||(s1->4"51),(s2->v) >, <2:EGF||(s1->3"s1),(s2->Vv) >
<3:EGF||(s1->2"51),(s2->v) >, <4:EGF||(s1->1"s1),(s2->Vv) >
<5:EGFR||(s1->V),(s2->v),(s3->h),(s4->h) >
<6:EGFR||(s1->v),(s2->v),(s3->h),(s4->h)>, <7:SHC||(s1->v),(s2->h)>

(82->v)>, <2:EGF||(s1->4"51),(s2->v)>

(82->v)>, <4:EGF||(s1->2"51),(s2->v) >
2->v),(83->h),(s4->h)>

$2->v),(s3->h),(s4->h)>, <7:SHC]||(s1->v),(s2->h)>

The result of the biochemical network generation consists of 24 molecular graphs. We
give below the first ones.
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1)
<1:EGF||(s1->2"51),(s2->v) >, <2:EGF||(s1->1"s1),(s2->v) >,
<3:EGF||(s1->4"51),(s2->5"s1)>, <4:EGF||(s1->3"s1),(s2->6"s1)>,
<5:EGFR||(s1->3"52),(82->6"82),(s3->7"s1),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->4"52),(52->5"82),(s3->v),(s4->h) >,
<T7:SHC||(s1->5"83),(s2->v) >

2)

<1:EGF||(s1->2"s1),(s2->v) >, <2:EGF||(s1->1"s1),(s2->V)>,
<3:EGF||(s1->4"51),(s2->5"51)>, <4:EGF||(s1->3"s1),(s2->6"s1)>,
<5:EGFR||(s1->3"52),(52->6"52),(s3->v),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->4"52),(52->5"82),(s3->7"s1),(s4->h) >,
<7:SHC||(s1->6"83),(s2->v)>

3)

<1:EGF||(s1->2"51),(s2->v) >, <2:EGF||(s1->1"81),(s2->v) >,
<3:EGF||(s1->4"51),(s2->6"51)>, <4:EGF||(s1->3"s1),(s2->5"s1)>,
<5:EGFR||(s1->4"52),(52->v),(s3->7"s1),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->3"52),(s2->v)> &&(s2->v),(s3->v),(s4->h)>,
<7:SHC||(s1->5"83),(s2->v)>

n

<1:EGF||(s1->2"51),(s2->v) >, <2:EGF||(s1->1"81),(s2->v) >,
<3:EGF||(s1->4"51),(s2->6"s1)>, <4:EGF||(s1->3"s1),(s2->5"s1)>,
<5:EGFR||(s1->4"52),(52->V),(s3->V),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->3"52),(82->v),(s3->7"51),(s4->h) >,
<7:SHC||(s1->6"83),(s2->V)>

5)

<1:EGF||(s1->3"51),(s2->5"s1)>, <2:EGF||(s1->4"s1),(s2->V) >,
<3:EGF||(s1->1"51),(s2->6"s1)>, <4:EGF||(s1->2"s1),(s2->V) >,
<5:EGFR||(s1->1"52),(s2->6"82),(s3->7"s1),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->3"52),(s2->5"82),(s3->v),(s4->h) >,
<T7:SHC||(s1->5"83),(s2->V)>

6)

<1:EGF||(s1->3"51),(s2->5"s1) >, <2:EGF||(s1->4"s1),(s2->V) >,
<3:EGF||(s1->1"51),(s2->6"s1)>, <4:EGF||(s1->2"s1),(s2->V) >,
<5:EGFR||(s1->1"52),(s2->6"82),(s3->v),(s4->h) >,
<6:EGFR||(s1->3"52),(82->5"82),(s3->7"s1),(s4->h) >,
<7:SHC||(s1->6"83),(s2->v) >

7)

s2
s2
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Résumé

L’objectif de cette thése est d’explorer des descriptions formelles pour la structure et le
fonctionnement des systémes biologiques, ainsi que des outils formels pour raisonner au
sujet de leur comportement. Cette thése s’inscrit dans les travaux étudiant les modeéles
informatiques strs ou les calculs sont exprimés par I'intermédiaire de la réécriture, et ou
nous pouvons compter sur la vérification formelle pour exprimer et valider les propriétés
des modéles.

Dans cette thése nous développons un calcul de réécriture d’ordre supérieur pour dé-
crire des molécules, des régles de réaction, et la génération des réseaux biochimiques. Le
calcul est basé sur la métaphore chimique en décrivant les calculs en termes de solutions
chimiques dans lesquelles les molécules représentant des données agissent 1'une sur ’autre
librement selon des régles de réaction. Ainsi nous avons obtenu un Calcul Biochimique
Abstrait étendant le modéle chimique d’ordre supérieur en considérant des molécules
structurées. Le calcul est équipé d’une spécification naturelle de la concurrence et des
mécanismes de controle grace & expression des stratégies de réécriture sous forme de
molécules.

La description des complexes moléculaires ou des réactifs chimiques appartient a une
classe spécifique de graphes. Nous définissons la structure des graphes avec ports et nous
montrons que les principes du calcul biochimique instanciés pour les graphes avec ports
sont assez expressifs pour modéliser des systémes autonomes et des réseaux biochimiques.
En plus, les techniques de la réécriture stratégique ouvrent la voie au raisonnement basé
sur les calculs et a la vérification des propriétés des systémes modélisés.

Mots clefs : calcul de réécriture, réécriture de graphes, stratégies de réécriture, réseaux
biochimiques, systémes autonomes

Abstract

The objective of this thesis is to explore formal descriptions for the structure and func-
tioning of biological systems, as well as formal tools for reasoning about their behavior.
This work takes place in the overall prospective to study safe computational models where
computations are expressed via rewriting, and where we can rely on formal verification
to express and validate suitable properties.

In this thesis we develop a higher-order calculus rewriting for describing molecules, re-
action patterns, and biochemical network generation. The calculus is based on the chem-
ical metaphor by describing the computations in terms of chemical solutions in which
molecules representing data freely interact according to reaction rules. This way we ob-
tained an Abstract Biochemical Calculus as an extension of the higher-order chemical
model by considering structured molecules. The calculus is provided with a natural spec-
ification of concurrency and of controlling mechanisms by expressing rewrite strategies
as molecules.

The description of molecular complexes or chemical reactants belong to specific classes
of graphs. We define the structure of port graphs and we show how the principles of the
biochemical calculus instantiated for port graphs are expressive enough for modeling au-
tonomous systems and biochemical networks. In addition, strategic rewriting techniques
open the way to reason about the computations and to verify properties of the modeled
systems.

Keywords: rewriting calculus, graph rewriting, strategic rewriting, biochemical net-
works, autonomous systems
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