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Introduction générale

La complexité croissante des systemes rencontrés dans 1’industrie a sans aucun doute généré
de nouveaux problemes dont la résolution constitue autant de défis a relever par I’automaticien.
La conduite de ces systemes requiert, d’une part, des stratégies de commande de plus en plus
sophistiquées de facon a améliorer et/ou a maximiser les performances du systeme et, d’autre
part, ’intégration de modules de surveillance en mesure d’assurer un bon fonctionnement et la
sécurité des opérateurs. Les solutions apportées a ces deux problemes passent souvent par une
phase de connaissance de 1’état de fonctionnement du systeme par le biais d’une estimation en-
tiere ou partielle de ses variables d’état et éventuellement des grandeurs perturbatrices (défauts,
entrées inconnues, etc.). En effet, de nombreuses techniques de synthese de lois de commande
sont congues en supposant que 1’état du systéme est accessible a la mesure. Or, sur un plan pra-
tique, divers facteurs physiques, techniques ou économiques rendent particulierement difficile
voire impossible la mesure de la totalité des variables du systeme, d’ou le besoin de procéder
a une estimation des variables non mesurables. Dans le contexte de la surveillance, 1’estima-
tion de I’état du systeme est une source de redondance analytique. Elle permet de générer des
symptomes de défaillance du systeme a partir d’un test de cohérence entre des signaux extraits
du systeme qui renseignent sur son comportement réel et des signaux estimés qui traduisent le
comportement attendu. Tout écart non permis entre ces signaux révele la présence éventuelle de
défauts affectant le fonctionnement du systeme, défauts qu’il convient ensuite d’estimer.

D’une facon générale, I’estimation de 1’état d’un systeme s’opere par le biais d’un systeme
dynamique auxiliaire, couramment appelé estimateur d’état ou observateur. 1l est concu sur la
base d’un modele capable de représenter avec précision le comportement réel du systeme. La
complexité de ce modele doit en outre demeurer admissible et ce, de facon a rendre la tache de
synthese et de mise en ceuvre de I’observateur la plus aisée possible (étude de sa stabilité et de
la convergence de I’erreur d’estimation, minimisation du volume de calculs, etc.).

Les premieres études relatives a I’estimation d’état ont ét€ menées a partir de modeles de
structure linéaire relativement peu complexes. Les outils théoriques de synthese d’observateurs,
basés sur ce genre de modele, semblent avoir atteint une certaine maturité et de nombreuses
techniques d’estimation d’état sont disponibles. Cependant, le recours a ces techniques peut
présenter certaines limites dans nombre de situations pratiques. En effet, la caractérisation de
nombreux systemes physiques a 1’aide de modeles linéaires s’accompagne généralement d’hy-
potheses simplificatrices, souvent restrictives qui conduisent par exemple a considérer de faibles
variations du systeme autour d’un point de fonctionnement donné, réduisant de fait le domaine
de validité du modele. L’estimation d’état fournie par I’observateur concu sur la base de telles
hypotheses se révele inefficace lorsque 1’ objectif est d’obtenir une estimation d’état valable dans
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un large domaine de fonctionnement du systeme et non plus seulement au voisinage d’un point
de fonctionnement donné, les performances du modele se dégradant des que le systeme s’en
éloigne.

Afin de satisfaire cet objectif, la synthese de 1’observateur doit se faire sur la base de modeles
plus complexes de nature non linéaire en mesure de représenter le comportement du systeme
dans une large plage de fonctionnement. Cette approche, objet de développements constants
depuis une trentaine d’années, est a I’origine de différentes techniques de syntheése d’observa-
teurs (filtres de Kalman étendus, observateurs a grand gain, observateurs adaptatifs, etc.) pour
des classes spécifiques de modeles non linéaires. Toutefois, en raison de la multiplicité de leurs
structures et de leur complexité mathématique, les modeles non linéaires rendent la synthese
et la mise en ceuvre de I’observateur plus difficiles et délicates que dans le cas des modeles
linéaires. A ces difficultés se superpose en outre le probleme épineux soulevé par 1’obtention
d’une représentation globale du comportement du systeéme.

En effet, la mise en équations des lois de la conservation de la masse et de 1’énergie qui gou-
vernent un systeéme conduit en regle générale a un modele de connaissance trop complexe, a la
mise en ceuvre délicate. Dans bon nombre de situations pratiques, le manque de connaissances
a priori sur le systeme peut compromettre la réussite d’une démarche de modélisation phéno-
ménologique. Dans ce cas de figure, le recours a des techniques de modélisation expérimentale
élaborées a partir des mesures d’entrée/sortie recueillies sur le systeme s’impose. Dans le cadre
de cette démarche de modélisation, la caractérisation appropriée du systeme est tributaire d’un
choix judicieux de la structure du modele. Ce choix est d’autant plus compliqué que le modele
obtenu doit pouvoir étre exploité lors de la synthese de 1’observateur. Au probléme posé par la
syntheése de I’observateur vient donc se greffer le probleme initial de 1’identification paramé-
trique du modele avec toutes les difficultés qu’il comporte.

Pour ces raisons, les phases de modélisation du systtme et de syntheése de 1’observateur
doivent étre envisagées conjointement de maniere a livrer une solution adaptée aux problemes
soulevés par I’estimation d’état et par le diagnostic. Il convient alors de proposer des techniques
d’estimation d’état congues a partir de modeles de représentation non linéaire, d’une part, assez
généraux de fagon a prendre en compte un nombre varié de situations de fonctionnement du
systeme (haut degré de généralité pour I’identification) et, d’autre part, structurellement aptes a
favoriser la synthese de 1’observateur. La problématique abordée dans cette these se situe préci-
sément dans cet axe de recherche.

La stratégie d’estimation d’état proposé€e dans ce mémoire est basée sur une technique de
modélisation globale connue sous le nom générique d’ approche multimodéle. Son principe s’ ap-
puie sur la réduction de la complexité du systeme par le fractionnement de son espace de fonc-
tionnement en un nombre fini de zones de fonctionnement. Un sous-modeéle de structure simple
et souvent linéaire peut alors servir a la description du comportement dynamique du systeme
dans chaque zone. Le comportement global du systeme est ensuite représenté en considérant
judicieusement la contribution relative de chaque sous-modele au moyen d’une fonction de
pondération associée a chaque zone de fonctionnement.



Les multimodeles sont reconnus pour leurs capacités a approcher les comportements dy-
namiques, aussi complexes soient-ils, d’'une large gamme de systemes. Ils se révelent tout a
fait adaptés a la modélisation de systemes a partir de données expérimentales. Leur structure
possede en outre des propriétés mathématiques tres intéressantes d’un point de vue de I’automa-
tique. En effet, les multimodeles facilitent 1’extension de certains outils d’analyse développés
dans le cadre des systemes linéaires aux systemes non linéaires et ce, sans avoir a effectuer
d’analyse spécifique sur la non-linéarité du systeme.

Dans cette approche de modélisation, deux grandes familles de multimodeles sont recen-
sées selon la structure mise a profit pour agréger les sous-modeles. La premiere, connue sous
I’appellation de multimodéle de Takagi-Sugeno, est constituée de sous-modeles partageant un
vecteur d’état unique. La seconde, connue sous 1’appellation de multimodeéle découplé, fait in-
tervenir des sous-modeles découplés (c.-a-d. indépendants), chacun d’entre eux possédant son
propre vecteur d’état.

L’intérét suscité par le multimodele de Takagi-Sugeno lors de la modélisation, de la com-
mande ou de I’estimation d’état des systemes non linéaires a largement ét€ démontré. Toutefois
d’un point de vue structurel, tous les sous-modeles constituant ce multimodele ont la méme
dimension, un vecteur d’état unique étant employé. La complexité des sous-modeles est par
conséquent constante quelle que soit la complexité du systeme dans les différentes zones de
fonctionnement. Le multimodele ainsi obtenu risque alors d’étre sur-paramétré et sa complexité
inutilement augmentée.

La structure du multimodele découplé, quant a elle, introduit une certaine flexibilité dans
I’étape de modélisation. Elle permet en effet d’introduire des sous-modeles dont les vecteurs
d’état peuvent étre de dimensions différentes et se démarque ainsi des structures de multimo-
deles classiquement utilisées. Dans un contexte d’identification, le multimodele découplé offre
alors des degrés de liberté supplémentaires dans la mesure ot il rend possible la modélisation
de systemes complexes dont la structure peut varier en fonction du régime de fonctionnement.
En effet, la dimension de chaque sous-modele peut s’adapter a la complexité du systeme dans
chaque zone de fonctionnement. Il parait intéressant, pour ces raisons, d’exploiter la structure du
multimodele découplé lors de la synthese d’un observateur. Les possibilités offertes par ce genre
de multimodele pour la reconstruction de I’état d’un systeme et pour son diagnostic semblent
néanmoins peu exploitées au regard des travaux actuellement publiés. Les recherches engagées
dans le cadre de ce mémoire visent donc a proposer des outils destinés a 1’estimation d’état des
systemes et ce, de la phase de modélisation a 1I’aide d’un multimodele découplé jusqu’a la phase
de synthese d’observateurs d’état robustes.

Organisation et contributions

Ce mémoire de these a été rédigé a I’image du multimodele découplé composé de sous-modeles
indépendants les uns des autres. En effet, sa rédaction traduit la volonté de rendre les chapitres
indépendants les uns des autres tout en veillant a les insérer dans un ensemble cohérent et ho-
mogene.



Introduction générale

L’ organisation du mémoire reproduit les différentes étapes qui conduisent a la résolution de
nombreux problemes rencontrés dans les sciences de I'ingénieur, a savoir 1’analyse et le choix
d’une structure de modele, 1’identification paramétrique du systeme, le développement d’outils
théoriques de synthese puis leur mise en ceuvre.

Le premier chapitre fait figure d’introduction a I’approche multimodele. Il expose les concepts
et les principes généraux sur lesquels elle repose et propose une définition précise de la termi-
nologie classiquement utilisée. 11 établit les différences entre les deux principales structures de
multimodeles. Le second chapitre aborde le probléme soulevé par 1’identification des systemes
non linéaires a partir d’une structure multimodele découplé. Loin d’étre exhaustif, ce chapitre
a néanmoins le mérite de fournir les éléments nécessaires a la représentation multimodele d’un
systeme a partir d’une démarche expérimentale d’identification de type boite noire. Les troi-
sieme et quatriéme chapitres, cceur du mémoire, sont dédiés au probleme posé par I’ estimation
d’état d’un systéme a partir de sa représentation multimodele. Le troisiéme chapitre propose
une extension de I’observateur de Luenberger ou a gain proportionnel classiquement employé
dans les problemes d’estimation d’état. Le recours a la seconde méthode de Lyapunov conduit
a ’obtention des conditions garantissant la convergence vers z€éro de I’erreur d’estimation sous
la forme d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. Dans le quatrieme chapitre, ces ré-
sultats sont étendus a la synthese des observateurs d’état “robustes” vis-a-vis des perturbations,
des incertitudes paramétriques et des entrées inconnues susceptibles d’affecter le comportement
dynamique du systeme. L’estimation d’état robuste aux perturbations et aux incertitudes para-
métriques est initialement traitée en considérant un observateur a gain proportionnel. Le gain
de cet observateur est obtenu de fagon a atténuer I’impact de ces perturbations sur I’erreur d’es-
timation tout en imposant des performances dynamiques (vitesse de convergence, etc.). Cet ob-
servateur n’offre toutefois pas au concepteur tous les degrés de liberté nécessaires a 1’obtention
d’un compromis satisfaisant entre les performances dynamiques de 1’observateur et le rejet des
perturbations, un objectif dégradant généralement I’autre. Pour surmonter ces difficultés, il est
fait appel a une structure particuliere d’observateur dit a gain proportionnel-intégral en mesure
de généraliser I’observateur a gain proportionnel standard et d’introduire des degrés de liberté
supplémentaires dans la phase de synthese. Quant au probleme de 1’estimation d’état robuste
vis-a-vis des entrées inconnues, il est traité a I’aide d’un observateur particulier a entrées incon-
nues dit observateur a gain multi-intégral. Ce dernier rend possible 1’estimation simultanée de
I’état du systeme et des entrées inconnues affectant son comportement. Ces estimations peuvent
étre directement mises a profit face aux problemes posés par le diagnostic et la surveillance des
systemes. Soulignons que la conception des observateurs a gain proportionnel-intégral et a gain
multi-intégral n’a, a notre connaissance, pas encore été abordée dans un cadre multimodele.
Enfin, le cinquiéme chapitre établit, a partir de quelques exemples académiques, un lien entre
la démarche d’identification et celle de I’estimation d’état et montre dans quelle mesure ces
résultats peuvent étre exploités dans un contexte de diagnostic des systemes non linéaires.
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Chapitre 1. Introduction a I’approche multimodéle

1.1 Introduction

La caractérisation du comportement dynamique d’un systeme, par le biais d’'un modele mathé-
matique, représente une étape fondamentale dans de nombreuses disciplines scientifiques telles
que les sciences physiques et de la nature, les sciences sociales et économiques, les sciences
de I’'ingénieur, etc. Dans ce dernier contexte, le modele mathématique joue un role central dans
la conception (dimensionnement des composants, simulation numérique), 1’étude (analyse des
mécanismes inhérents au comportement du systeme) et la conduite (optimisation du comporte-
ment, commande et surveillance) d’un systeme existant ou a construire.

Le modele mathématique d’un systéme est une image abstraite de la réalité qui se présente
généralement sous la forme d’un ensemble de variables, de fonctions et/ou d’équations. Comme
I’'indiquent Edwards et Hamson dans I’introduction de leur ouvrage Guide to mathematical
modelling [Edwards et Hamson, 2001] :

“Laréussite d’un modele dépend généralement de la facilité avec laquelle il pourra
étre utilisé et de la précision de ses prédictions. Remarquons également que tout
modele possede un domaine restreint de validité et ne peut €tre exploité en dehors
de ce domaine. !

Leurs propos mettent clairement en évidence les trois aspects fondamentaux que tout modele
est censé revétir, a savoir le domaine de validité, la précision et la simplicité.

Tout modele possede un domaine restreint de validité fixé, a titre d’exemple, par les aspects
physiques du systeme ou par les hypotheses de travail émises lors de la procédure de modélisa-
tion.

La précision implique que le modele décrit le plus fidelement possible les phénomenes et les
interactions entre les différentes grandeurs caractéristiques du systeme ou a défaut son com-
portement entrée/sortie. Le modele livre ainsi, dans son domaine de validité, des prédictions a
posteriori exactes et exploitables ultérieurement.

Enfin, la simplicité conditionne le choix des outils théoriques permettant de répondre a des ob-
jectifs classiques en automatique tels que 1’estimation des variables non directement mesurables
ou la commande du systeme.

La simplicité et la précision du modele sont toutefois deux objectifs de modélisation antago-
nistes, la simplicité du modele dégradant en regle générale la précision des estimations et vice
versa. Il s’avere alors nécessaire de parvenir, au cours de I’étape de modélisation, a un compro-
mis entre ces deux aspects et ce, tout en garantissant le domaine de validité le plus large possible.

Ce compromis passe souvent par le choix de la structure de modele la plus apte a représenter
le comportement dynamique du systeéme. Dans un contexte d’identification des systeémes, deux
grandes familles de modeles peuvent étre distinguées en fonction de leur type de structure, li-
néaire ou non linéaire.

L’identification des systemes basée sur une structure linéaire a temps invariable (LTI) a
atteint un certain degré de maturité et des outils performants d’identification ont été établis dans

I« Generally the success of a model depends on how easily it can be used and how accurate are its predictions.
Note also that any model will have a limited range of validity and should not be applied outside this range. ”
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la littérature [Walter et Pronzato, 1994; Ljung, 1999; Mensler, 1999]. D’apres Ljung [1999], la
sortie y(¢) d’un modele LTT a temps discret excité par une entrée u(r) et perturbé par un bruit
additif w(r) peut étre caractérisée d’une fagon générale par un modele de la forme

A(g y(t) = wit) (1.1)

ol ¢! est I'opérateur retard et ott A(¢~!), B(¢g~'), C(¢g~"), D(g™1), F(q~!) sont des poly-
némes en g~ !. Il est possible de recenser, selon les polyndmes choisis, environ 32 structures
différentes de modeles, les plus répandues étant celles du modele a réponse impulsionnelle finie
(A=C=D=F=1), du modele a erreur de sortie (A=C=D=1), du modele ARX (F=C=D=1) et du
modele ARMAX (F=D=1). La structure mathématique des modeles LTI a favorisé I’émergence
de nombreuses techniques d’identification, d’analyse et de commande qui ont permis de fonder
les principes de I’automatique moderne. Ces outils théoriques simplifient considérablement la
résolution de nombreux problemes régulierement rencontrés en automatique.

La majorité des systemes physiques présente cependant des comportements bien plus com-
plexes et donc difficiles a caractériser dans une large plage de fonctionnement par des modeles
linéaires de la forme (1.1). En effet, ’hypothese de linéarité du systeme n’y est vérifiée que tres
localement autour d’un point de fonctionnement donné. La modélisation correcte du comporte-
ment global de ces systémes nécessite le recours a des modeles de représentation plus “sophisti-
qués” de nature non linéaire. La relation entrée/sortie d’un modele non linéaire se présente sous
la forme générale

) = glo),0)+w() (1.2)

ou g(.) est le modele, 6 le vecteur de parametres du modele et ¢ () le vecteur de régression
c.-a-d. le vecteur de variables expliquant le comportement du systeme. Le vecteur de régression
fait intervenir les variables d’entrée du systeme et éventuellement de sortie du modele ou du
systeme a identifier. Sjoberg et al. [1995] proposent un classement, établi en fonction du vecteur
de régression utilisé, des différentes familles de modeles non linéaires :

e Modeles NFIR, dans lesquels seul u(t — k) est utilisé pour construire le vecteur de ré-
gression.

e Modeles NARX, dans lesquels u(r — k) et y(t — k) servent a construire le vecteur de
régression.

e Modeles NOE, dans lesquels u(t — k) et §(r — k) servent a construire le vecteur de ré-
gression, §(¢) étant la sortie du modele.

e Modeles NARMAX, dans lesquels u(t — k), y(r — k) et €(t — k) servent a construire le
vecteur de régression avec £(t) = y(t) — $(1).

Il convient toutefois de remarquer que le choix du vecteur de régression ne détermine pas
la structure interne du modele, toute forme mathématique de g(.) étant admissible comme mo-
dele. Des lors, I’extension aux systemes non linéaires des structures proposées dans le cadre des
systemes linéaires est difficilement envisageable. Il n’existe évidemment pas de modele unique
apte a caractériser le comportement d’un systeme, différents modeles pouvant étre employés en
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fonction de la structure interne choisie. Afin de guider au mieux ce choix, outre les criteres de
simplicité et de précision requis, des criteres supplémentaires tels que la flexibilité, la généralité
(c.-a-d. la capacité a prendre en compte un nombre varié de situations différentes de modélisa-
tion) et la transparence (c.-a-d. la facilité a interpréter et/ou a analyser le modele) doivent étre
pris en considération.

L’¢élaboration de modeles de représentation non linéaire destinés a la prévision, la com-
mande ou la surveillance figure parmi les themes de recherche incontournables en automatique.
On peut mentionner, parmi les différentes structures de modeles non linéaires couramment
utilisées, les séries temporelles et de Volterra, les estimateurs a noyau, les modeles a blocs
structurés, les réseaux de neurones, les modeles flous, les modeles par décomposition en onde-
lettes, I’approche multimodele et des approches hybrides issues de la combinaison de différentes
approches comme par exemple les modeles neuro-flous [Jang, 1993; Babuska et Verbruggen,
2003], les modeles flous d’Hammerstein [Abonyi et al., 2000] ou les réseaux de neurones de
modeles de type Wiener et de type Hammerstein [Janczak, 2004] (une étude approfondie des
structures de modeles et des techniques de modélisation est présentée dans [Sjoberg et al., 1995;
Boukhris, 1998; Ljung, 1999; Gasso, 2000]).

Le choix d’un modele non linéaire souleve donc un probleme fondamental, chaque struc-
ture présentant a la fois un certain nombre d’avantages et d’inconvénients. Le modele recherché
doit, dans tous les cas, €tre suffisamment général de facon a représenter avec précision une large
classe de systemes. Sa structure doit de plus favoriser 1’élaboration d’outils théoriques d’ana-
lyse et de synthese destinés a faciliter son exploitation. Toutefois, la multitude de formes que
peut revétir un modele non linéaire rend difficile la mise en place d’une théorie unique a la fois
générale (c.-a-d. applicable a toutes les formes) et exhaustive (c.-a-d. en mesure d’exploiter de
facon systématique n’importe quel modele non linéaire).

Dans ce mémoire, on a opté pour une approche multimodele. En effet, les multimodeles
constituent un outil adapté a la modélisation des systemes complexes. Ils sont également dotés
d’une structure aux propriétés mathématiques particulierement intéressantes du point de vue de
I’automatique. Ils permettent donc de parvenir a un bon compromis entre complexité et simpli-
cité. Le présent chapitre, divisé en quatre sections, introduit I’approche multimodele. Il débute
par un rappel succinct des tests permettant de conclure sur le caractere linéaire ou non linéaire
d’un systeme. Cette étape de tests permet de justifier le choix du type de structure, linéaire ou
non, utilisé lors de la phase d’identification. Apres ces considérations générales, la deuxieme
section présente les modeles a blocs structurés, formes de multimodele relativement élémen-
taires. L”approche multimodele proprement dite fait 1’objet des deux dernieres sections. Une
présentation des principes régissant 1’approche multimodele et de la terminologie a laquelle
elle fait appel est proposée. Une attention particuliere est accordée aux différentes structures de
multimodeles. En effet, dans ce contexte de modélisation, 1’agrégation des sous-modeles peut
s’opérer de diverses facons donnant toutes lieu a différentes classes de multimodeles [Filev,
1991]. Deux grandes familles de multimodeles sont recensées selon 1’utilisation d’un vecteur
d’état unique (multimodeéle de Takagi-Sugeno) ou de plusieurs vecteurs d’état (multimodele dé-
couplé) dans les équations du multimodele. Le lien entre 1’approche multimodele et d’autres
techniques de modélisation de systemes non linéaires est clairement mis en évidence.
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1.2 Sur le caractere linéaire ou non linéaire d’un systeme

Dans un contexte d’identification, la détermination du caractere, linéaire ou non linéaire, du sys-
teme a identifier constitue une étape fondamentale. Il est possible pour y parvenir de procéder a
une série de tests sur les données d’entrée et de sortie mises a disposition pour I’identification.
Cette information sur la nature du systéme peut aider le concepteur a choisir la famille de mo-
deles, linéaire ou non linéaire, la plus apte a représenter son comportement dynamique.

Cette section se propose de rappeler quelques tests classiques permettant de déterminer la
nature linéaire ou non d’un systeme.

1.2.1 Propriétés de linéarité d’un systeme

Un systeme présente un comportement linéaire s’il répond favorablement aux propriétés de
superposition et d’homogénéité définies ci-dessous [Haber et Keviczky, 1999; Nowak, 2002].

Définition 1.1 (Superposition). Un systéme obéit au principe de superposition si les réponses
du systéeme a différentes excitations sont additives. Soit par exemple y|(t) la réponse du systéme
a Dexcitation uy(t) et y2(t) la réponse a ’excitation uy(t). La propriété de superposition est
vérifiée si la réponse a lentrée u(t) = u; (t) +uy(t) est donnée par y(t) = yi(t) + y2(t).

Définition 1.2 (Homogénéité). Un systeme obéit au principe d’homogénéité si les réponses
du systeme a différentes excitations sont proportionnelles. Soit par exemple, u(t) et cu(t) deux
signaux d’excitation appliqués séparément au méme systeme (ou c est une constante). La pro-
priété d’homogénéité est vérifiée si les sorties résultant de I’application de ces entrées sont
données respectivement par y(t) et cy(t) quel que soit le facteur d’échelle c utilisé.

ayuy (t) + axus(t) . o ary1(t) +axya(t)
-~ »| Systtmelinéaire | — 0 "

a1u1(l)+azu2(l‘) Systeme f(alul(t)-i-azuz(t)) #alyl(t)—l—azyg(t)
——— —
non linéaire

Figure 1.1 — Systéme linéaire et systeéme non linéaire

La sortie y(¢) d’un systeme linéaire a une entrée u(z) de la forme :

u(t) = iaiui(l‘) (1.3)
i=1

doit vérifier, d’une fagon générale, la condition :
p
(1) =) amilt) (1.4)
i=1
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ou y; est la sortie du systeme a une excitation particuliere u;, soit

yi(t) = g(ui(t)) (1.5)
ou g(.) est le systéme a tester.

En conclusion, un systeme est dit linéaire s’il obéit conjointement aux propriétés 1.1 et 1.2
et par opposition un systeme est dit non linéaire s’il ne les respecte pas (voir figure 1.1).

1.2.2 Tests de non-linéarité d’un systeme

Haber et Keviczky [1999] proposent un recueil de tests non paramétriques dans les domaines
temporels, fréquentiels ou spectraux. Ces tests délivrent un certain nombre d’indices permettant
de conclure sur le caractere non linéaire d’un systeme.

Les relations entre les tests portant sur la non-linéarité et les indices associés sont les sui-
vantes :

e Tous les tests sont définis de fagon a obtenir un indice nul si le systeme est linéaire.

e Si I’indice associé au test est différent de zéro alors le systeme étudié est de nature non
linéaire.
e Le fait que I'indice soit nul n’est pas une condition suffisante pour conclure sur la li-

néarité du systeme, sauf si au cours du test le systeme a été excité par tous les signaux
admissibles en amplitude et en forme.

e Un test réalisé sur un systeme excité par un nombre fini de signaux peut fournir un indice
renseignant sur la non-linéarité du systeme. Rien ne peut cependant tre avancé sur la
linéarité.

e Les tests et les indices ne sont valables que dans un domaine particulier de fonctionne-

ment du systeme déterminé par les signaux d’entrée. En effet, le méme test peut conduire
a un indice différent si un autre domaine de fonctionnement est exploré.

Deux tests réalisés dans le domaine temporel sont rappelés ci-dessous [Billings et Voon,
1983; Thomson et al., 1996].

Test temporel basé sur la réponse indicielle

Considérons un niveau normal de fonctionnement (normal operating level) du systeme [ug(t), yo(?)].
Le test comprend deux phases. La premiere phase consiste a appliquer un changement constant

au niveau du signal d’excitation soit ug(7) + Auy, a enregistrer le signal ainsi obtenu y () puis

a ramener le systeme a son comportement nominal de départ. La seconde phase consiste a ap-
pliquer un deuxieme signal d’excitation au systéme soit uo(t) + Auy et a enregistrer la nouvelle
sortie du systeme y,(¢). Remarquons que les changements Au; et Auy sont liés par la relation :

Auy = pAuy (1.6)
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ou p est un facteur d’échelle. On calcule ensuite le rapport :

5(t) = y2(t) =0 (1.7)

yi(t) = yo
Si 8(¢) n’est pas constant ou égal a p alors le systeme peut étre considéré comme non linéaire.

Les changements de p doivent étre positifs et négatifs de facon a explorer 1’espace de fonction-
nement du systeme. Un indice sur la non-linéarité du systeme est donné par :

o(t)—
y — max 30|
r pl
Ainsi, en considérant des signaux sans bruit, un systeme est non linéaire si 17 > 0 (linéaire si
n = 0 dans la plage de fonctionnement donnée). Dans le cas contraire, il convient de reproduire
le test plusieurs fois et d’en prendre la valeur moyenne si les signaux sont bruités.

(1.8)

Remarque 1.1. Le fait que deux systemes aient un indice similaire ne se traduit pas par des
comportements dynamiques similaires. En effet, ce test est basé sur le comportement en régime
statique du systeme, son comportement dynamique n’étant pas pris en considération.

Remarque 1.2. Ce fest peut également étre effectué a partir de ’analyse de la caractéristique
entrée/sortie du systeme en régime statique. La relation établie entre les données d’entrée et de
sortie doit étre linéaire et de pente constante égale a p.

Test utilisant les corrélations entre les sorties du systeme [Billings et Voon, 1983]

Il est supposé que ’entrée u(r) et le bruit du systeme w(t) sont décorrélés, de moyenne nulle et
que tous les moments impairs de u(z) et de w(t) sont nuls. Tous les moments pairs de u(z) sont
supposés disponibles.

Le test consiste a appliquer un signal d’entrée de la forme u(t) + b, ou b est un signal
constant, et a enregistrer la sortie y(¢) du systeme. Le signal de sortie est ensuite centré :

N
ye(t) =y(t) =3 o 5=} y(t)/N , (1.9)
puis on calcule la fonction de corrélation :

9,.2(7) =B [ye(t +7) (e (1))*] (1.10)
Le systeme est considéré linéaire, dans la plage de fonctionnement donnée, si et seulement

Si:
qbymyg(r) =0 Vr. (1.11)

Soulignons que le signal constant b est ajouté a ’entrée de fagon a ce que tous les termes reflé-
tant la non-linéarité du systeme soient mis a contribution dans le calcul de ‘Pyc,y% (7).

Par ailleurs, la contrainte sur les moments du signal d’entrée u(z) peut étre assurée par un
choix approprié du signal d’entrée, en considérant par exemple un signal sinusoidal, un signal
de type gaussien, etc. Cette hypotheése peut étre vérifiée en calculant E [u(f)u(t + ) )u(t + 1))
V‘L'l, T.
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1.2.3 Mesures de la non-linéarité d’un systeme

Les tests proposés dans la section 1.2.2 se contentent de conclure sur le caractere linéaire ou non
linéaire du systeme (oui/non). Cependant, la mesure du degré de non-linéarité du comportement
entrée/sortie du systeme serait susceptible de livrer des informations bien plus intéressantes. A
titre d’exemple, cette mesure pourrait justifier I’emploi d’une loi de commande de type non
linéaire pour le systeme. En effet, si le systeme n’était que “faiblement non linéaire” alors la
conception d’une loi de commande de type linéaire serait en mesure de fournir des performances
dynamiques largement satisfaisantes.

De nombreux auteurs ont cherché a établir une telle mesure. Guay [1996] a congu une mé-
thodologie permettant de mesurer le degré de courbure de la caractéristique en régime statique
d’un systeme non linéaire. Helbig et al. [2000] et plus récemment Schweickhardt [2006] ont
proposé différentes mesures du degré de non-linéarité permettant de quantifier I’erreur d’ap-
proximation du meilleur modele linéaire d’un systeme non linéaire.

Le probleme soulevé par la mesure du degré de non-linéarité d’un systeme demeure néan-
moins ouvert et ce, en dépit des nombreux efforts fournis.

1.3 Modeles de systemes a base de blocs structurés

Un moyen relativement simple de représenter le comportement non linéaire d’un systéme re-
pose sur 1’utilisation de modeles a base de blocs structurés (Block-oriented models) [Narendra
et Gallman, 1966]. Ces derniers sont élaborés grace a la combinaison de deux blocs de base :
un élément non linéaire statique et un élément linéaire dynamique.

La combinaison de ces deux blocs peut conduire a I’élaboration d’un grand nombre de struc-
tures de modeles. Parmi les différents modeles a base de blocs structurés, les modeles d’Ham-
merstein et de Wiener sont probablement les plus répandus. Ils se présentent sous la forme d’un
modele dynamique linéaire en cascade avec un élément statique de type non linéaire. Leur dif-
férence provient de 1’ordre dans lequel ces deux blocs sont présentés (Pearson [1995] a établi
une comparaison exhaustive entre ces deux modeles). La capacité de ces deux modeles structu-
rellement simples a représenter des comportements non linéaires complexes est a 1’origine du
succes rencontré par cette technique de modélisation.

L’identification des systemes non linéaires a I’aide de blocs structurés remonte au milieu
des années 60 [Narendra et Gallman, 1966] et a été depuis largement abordée dans la littéra-
ture [Haber et Unbehauen, 1990; Mielcarek, 1990]. Bien que considérablement exploités pour
la modélisation, la commande et le diagnostic, ces modeles font toujours 1’objet de nombreux
travaux de recherche.
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1.3.1 Le modéle d’Hammerstein

Le modele d’Hammerstein se compose d’un élément statique non linéaire suivi d’un élément
dynamique linéaire. Sa structure est présentée sur la figure 1.2.

u(?) V() ¥(1)
Elément statique _ | Elément dynamique

[ o, . T ., .
non linéaire linéaire

Figure 1.2 — Modele de type Hammerstein

La représentation d’état du modele de type Hammerstein est donnée par :

v(t) = f(u@)) , (1.12a)
x(t+1) = Ax(t)+Bv(t) , (1.12b)
y(t) = Cx(t)+Dv(r) , (1.12¢)

ou x € R"” est I'état, u € R” le signal d’entrée du modele, v € R™ le signal d’entrée du bloc
dynamique linéaire, f(.) : R” — R™ la fonction vectorielle caractérisant I’élément statique non
linéaire et y € R” le signal de sortie du modele. Il convient de remarquer que les seules grandeurs
accessibles physiquement sont le signal d’entrée u(z) et le signal de sortie y(¢). Le signal v(t)
est un signal fictif de modélisation et n’est pas accessible.

Les modeles d’Hammerstein se révelent bien adaptés a la caractérisation, au moyen d’un
modele linéaire, du comportement dynamique d’un systeéme dont I’actionneur présente un ca-
ractere non linéaire (saturations, zone morte, etc.).

1.3.2 Le modele de Wiener

D’un point de vue structurel, le modele de type Wiener est le pendant du modele d’Hammer-
stein. Il s’obtient en inversant I’ordre des éléments de base. Sa structure est présentée sur la
figure 1.3.

) V() (1)
Elé}mlent dynamique _ | | Elément statique
linéaire " | | non linéaire
Figure 1.3 — Modge¢le de type Wiener
La représentation d’état du modele de type Wiener est donnée par :
x(t+1) = Ax(t)+Bu(t) , (1.13a)
v(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.13b)
yo) = fO@), (1.13¢)

ou x € R" est I’état, u € R™ le signal d’entrée du modele, v € R" le signal de sortie du bloc
dynamique linéaire, f(.) : R” — RP” la fonction vectorielle caractérisant 1’élément statique non

17



Chapitre 1. Introduction a I’approche multimodéle

linéaire et y € R” le signal de sortie du modele. Comme dans le cas du modele d’Hammerstein,
les seules grandeurs accessibles physiquement sont le signal d’entrée u(z) et le signal de sortie
().

Les modeles de Wiener se révelent bien adaptés a la caractérisation, au moyen d’un modele
linéaire, du comportement dynamique d’un systeme dont le capteur présente un caractere non
linéaire.

Exemple 1.1 (Test de non-linéarité des modéles de Wiener et d’Hammerstein)
1l est possible de faire appel au test temporel basé sur la réponse indicielle (c.f. section 1.2.2)
afin de vérifier le comportement non linéaire des structures de Wiener et d’Hammerstein.

A cet effet, on considere des modeles de Wiener et d’Hammerstein élaborés a [’aide des
deux mémes blocs structurés. L’élément dynamique linéaire est donné par :

y(t+1)=0.5y(t) +0.5u(t) (1.14)
et I’élément statique non linéaire par : f(t) = 0.1+ cos(4m(t))exp(—0.75m(t)).
La figure 1.4 présente la caractéristique de 1’élément statique et les réponses indicielles

de l’élément dynamique a des entrées constantes d’amplitudes différentes. Il est possible de
constater que l’élément dynamique linéaire a un gain unitaire.

f 0.5¢
Or B ——us(t) = 1.0
o ——ug(t) =15
-1r A
e
—0.5¢ \A'_"A———A—f—Av—~A——-—A—v—-A
s -1 -0.5 0 05 1 15 0 2 4 6 8 10
m t

Figure 1.4 — Elément statique non linéaire (a gauche) et réponses indicielles de 1’élément dyna-
mique linéaire (a droite)

Les indices (1.8) calculés pour les modeles de Wiener et d’Hammerstein sont égaux a
n = 2.8. Il est ainsi possible de conclure positivement sur le caractere non linéaire des modeles
d’Hammerstein et de Wiener dans leur domaine de fonctionnement. Il convient de remarquer
que les indices associés a ces deux modeéles sont identiques pour les valeurs numériques utili-
sées dans cet exemple et ce, malgré des comportements dynamiques largement différents (c.f.
exemple 1.2).
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Il est important de souligner que les modeles d’Hammerstein et de Wiener, bien qu’ils
soient construits a partir des mé€mes blocs structurés, présentent des comportements différents.
L’exemple suivant propose une comparaison entre ces deux modeles.

Exemple 1.2 (Comparaison entre les modeles de Wiener et d’Hammerstein)
On considere les modeles de Wiener et d’Hammerstein employés dans ’exemple 1.1.

-a-uy(t) = —0.5

TA A AL A )

-0.5¢

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figure 1.5 — Réponses du modele de Wiener (a gauche) et du modele d’Hammerstein (a droite)

Les réponses indicielles des modeles de Wiener et d’Hammerstein a différents échelons
d’amplitudes variables sont illustrées sur la figure 1.5. Remarquons que la caractéristique en-
trée/sortie en régime statique des deux modeles est imposée directement par I’élément statique
non linéaire, 1’élément linéaire ayant un gain unitaire. Les deux modeéles présentent ainsi le
méme comportement en régime statique alors qu’ils exhibent des comportements dynamiques
tres différents (figure 1.5). En effet, le comportement dynamique du modele d’Hammerstein est
proche du comportement dynamique de 1’élément linéaire, 1’élément statique affectant seule-
ment le gain du modeéle. En revanche, le comportement dynamique du modele de Wiener est
fortement modifié par I’ élément statique qui fait méme apparaitre des phénomenes oscillatoires.

Par conséquent, l’interconnexion de ces deux blocs peut produire des comportements dyna-
miques tres différents, le modele de Wiener pouvant présenter un caractere non linéaire plus
marqué que celui d’Hammerstein.

1.3.3 Modele de type Hammerstein-Wiener

La combinaison de ces deux structures permet d’élaborer des modeles plus complexes. Ainsi,
par exemple, le modele de type Hammerstein-Wiener dont la représentation d’état est donnée

19



Chapitre 1. Introduction a I’approche multimodéle

par :
v(t) = f(u(r)) , (1.15a)

x(t4+1) = Ax(t)+Bv(t) , (1.15b)

s(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.15¢)

y(r) = f(s()) (1.15d)

est obtenu en considérant un modele d’Hammerstein suivi d’un modele de Wiener. Un mo-
dele de type Wiener-Hammerstein peut également tre obtenu sur ce méme principe mais en
inversant 1’ordre des modeles.

u(t) _ o)

| Elément dynamique

] » linéaire
Elément statique
non linéaire
Elément dynamique | _ Elément statique
linéaire non linéaire

Figure 1.6 — Modele de type Wiener-Hammerstein

Il est également possible d’imaginer d’autres combinaisons plus complexes en introduisant
par exemple des boucles de rétroaction [Ragot et Mielcarek, 1992; Pottmann et Pearson, 1998;
Pearson et Pottmann, 2000; Paduart et al., 2007] telles que celles illustrées sur la figure 1.6.
Remarquons toutefois qu’en pratique ces formes tres élaborées peuvent se révéler difficilement
exploitables.

Commentaires sur les modeles a base de blocs structurés

Les modeles a base de blocs structurés revétent de nombreux avantages. Leur structure relative-
ment simple rend leur identification aisée et peu coliteuse en temps de calcul. De plus, I’intégra-
tion de connaissances a priori sur le comportement dynamique du systeme peut se faire de facon
intuitive (saturations des actionneurs ou des capteurs). En revanche, ils peuvent s’avérer inef-
ficaces a I’heure de décrire globalement le comportement dynamique d’un systeme fortement
non linéaire. En effet, cette technique de modélisation s’appuie sur la recherche d’une transfor-
mation relativement rigide de la non-linéarité du systeme. De ce fait, le degré de flexibilité du
modele est inévitablement réduit et le comportement du systeme ne peut, en regle générale, étre
décrit que dans une plage de fonctionnement assez restreinte.
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1.4 Modeles de systemes par une approche multimodele

La littérature propose un nombre important d’approches d’identification visant a accroitre la
flexibilité du modele et ce, afin d’élargir la plage de fonctionnement du systeme a identifier.
Ces différentes approches de modélisation, objet d’un développement croissant au cours des
dernieres années, se retrouvent sous diverses appellations dans des contextes plus ou moins
connexes. On peut les regrouper sous le nom générique d’approches multimodeles [Murray-
Smith et Johansen, 1997; Leith et Leithead, 1999, 2000; Gao et al., 2002]. Un tour d’horizon
complet sur I’approche multimodele et sur les approches connexes est présenté dans 1’ouvrage
de référence édité par Murray-Smith et Johansen [1997].

La philosophie de I’approche multimodele repose sur la fragmentation d’un probleme com-
plexe en sous-problemes plus simples a résoudre et dont les solutions individuelles conduisent
a la résolution du probleme d’origine. Cette méthodologie vise a remplacer la recherche d’un
modele unique g(.) souvent difficile a obtenir par la recherche d’une famille de sous-modeles
gi(t) et de fonctions de base (basis functions) u;(.) :

L
g(e(t),8) = Y mi()si(p(),6) (1.16)
i=1
I’ensemble caractérisant le comportement global du systeme

yr) = gle@),0) . (1.17)

Un choix judicieux de la structure des sous-modeles g;(.) et des fonctions de base ;(.) permet
en théorie d’approcher avec une précision imposée n’importe quel comportement non linéaire
dans un large domaine de fonctionnement. Remarquons que ce type de stratégie de modélisa-
tion n’est pas propre au domaine de 1’automatique. En effet, le principe du diviser pour régner
sur lequel se fonde I’approche multimodele est largement répandu dans divers domaines tels
que la statistique, I’économétrie, etc. Mentionnons a titre d’exemple 1’algorithme MARS (Mul-
tivariate Adaptative Regression Splines) [Friedman, 1991], une procédure de régression non
paramétrique largement exploitée dans les domaines de la statistique.

L’ approche multimodele consiste, plus précisément, a réduire la complexité du systeéme en
décomposant son espace de fonctionnement en un nombre fini de zones de fonctionnement.
Le comportement du systeme étant de moindre complexité dans chaque zone, un sous-modele
de structure simple peut alors €tre utilisé. Ainsi, en fonction de la zone ou le systeme évolue,
la sortie de chaque sous-modele est plus ou moins mise a contribution en vue d’approcher le
comportement global du systeme. La contribution de chaque sous-modele est quantifiée par une
fonction de pondération associée a chaque zone de fonctionnement.

Il semble important, a ce niveau, de définir avec précision les principaux termes utilisés dans
un contexte de modélisation multimodele.

Zone de fonctionnement : domaine D; issu du partitionnement de I’espace de fonctionnement
D C R" du systeme tel que D = U;D;. Le systéme présente un comportement dynamique
relativement homogene dans chaque zone de fonctionnement.
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Variable de décision ou d’indexation & € R/ : variable vectorielle connue, caractéristique du

systeme et accessible par mesure en temps réel. Elle peut étre par exemple une variable
d’état mesurable et/ou un signal d’entrée du systeme.

Fonctions de pondération 1;(&(¢)) : fonctions p;(&(¢)) : R/ — R! dépendant des variables de
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décision. Elles sont associées aux différentes zones de fonctionnement et servent ainsi a
quantifier graduellement I’appartenance du point de fonctionnement courant du systeme
a une zone de fonctionnement donnée.

Les fonctions de pondération sont choisies de fagon a vérifier les propriétés de somme
convexe suivantes :

imganzletogm@angL Vi=1,--,L, Vt. (1.18)
i=1

Elles peuvent €tre construites soit a partir de fonctions a dérivées discontinues (p. ex.
fonctions triangulaires ou trapézoidales) soit a partir de fonctions a dérivées continues (p.
ex. fonctions gaussiennes ou sigmoides). On opte ici pour des fonctions de pondération
i (.) construites a partir de fonctions gaussiennes. Ce choix permet d’obtenir, d’une part,
des fonctions faciles a calculer dans le cas multivariable et, d’autre part, des fonctions
continuement dérivables.

Elles sont obtenues, dans le cas monovariable, a partir de la loi @;(.) : R! - R!

(&) —ci)?

7]
O;

wi(E(r)) =exp | — (1.19)

dont les parametres sont les centres c; et les dispersions o;. Dans le cas multivariable, les
fonctions de pondération sont calculées par la loi @;(.) : R/ — R!

(1) — i)’

2 b
ij

L
@(§(1)) = [Texp | - (1.20)
=1
ot §; sont les éléments du vecteur de décision &.
Les fonctions de pondération s’obtiennent enfin par normalisation des lois @;(& (7)) :

(1.21)

II convient de remarquer qu’une dispersion commune 6 = 0; (0; = 0; ; dans le cas mul-
tivariable) a toutes les fonctions de pondération évite les phénomenes dits de réactivation
dans lesquels une méme fonction de pondération est significativement différente de zéro
en deux zones de fonctionnement distinctes [Gasso, 2000].
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Exemple 1.3 (Exemple de fonctions de pondération)

La figure 1.7 illustre les fonctions gaussiennes @j;(.) et les fonctions de pondération ;(.) in-
dexées par & € [0,1] avec L =3, des centres ¢; = 0.15, ¢co = 0.5, ¢3 = 0.85 et de dispersion
o = 0.15. La figure 1.8 illustre ’allure des fonctions gaussiennes dans le cas multivariable
W R? = Ravec &, & €[0,1] avec L= 4.

Wi (tj

0.8
0.6
0.4

0.2

Figure 1.7 — Fonctions gaussiennes @; (a gauche) et fonctions de pondération y; (a droite) dans
le cas monovariable

&2 0o €1I &2 00 €1I

Figure 1.8 — Fonctions gaussiennes @; (a gauche) et fonctions de pondération p; (a droite) dans
le cas multivariable

Sous-modeéle : modele de structure quelconque, généralement simple et linéaire et/ou affine,
représentant le comportement du systeme dans une zone de fonctionnement bien spéci-
fique.
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Multimodele : ensemble de sous-modeles agrégés par un mécanisme d’interpolation permet-
tant de caractériser le comportement dynamique global d’un systéme. Un multimodele se
caractérise par le nombre de ses sous-modeles, par leur structure et par le choix des fonc-
tions de pondération. A titre d’exemple, une structure de multimodele se présente sous la
forme :

M=

yi) = ) w(E@)yilt) , (1.22)

1

~.

oll L est le nombre de sous-modgles, y(¢) la sortie du multimodgle, y;(z) la sortie du i*™®
sous-modele, & () la variable de décision et p;(&(¢)) la fonction de pondération associée
au ™ sous-modele. Les fonctions de pondération permettent de déterminer la contribu-

tion relative de chaque sous-modele selon la zone ou évolue le systeme.

Il est d’ores et déja possible d’entrevoir les trois phases nécessaires a I’obtention d’une repré-
sentation multimodele :

1. le choix de la variable d’indexation &,

2. la décomposition de I’espace de fonctionnement en un nombre L de zones de fonctionne-
ment,

3. la détermination de la structure et des parametres de chaque sous-modele.

Afin d’illustrer les différentes notions qui viennent d’étre présentées, nous proposons un exemple
simple d’approximation d’un systeme non linéaire statique. Cet exemple expose d’une facon
intuitive la démarche de modélisation adoptée et montre les bonnes aptitudes de 1’approche
multimodele a représenter un comportement non linéaire.

Exemple 1.4 (Représentation multimodéle d’un systeme non linéaire statique)
Soit a approcher le systeme non linéaire suivant :

)

y(t) =exp (E) cos(t) te[-5,5] . (1.23)

La variable caractéristique du systeme est t. Elle est naturellement choisie comme variable de
décision.

L’espace de fonctionnement du systeme est dans un premier temps décomposé en 4 zones
de fonctionnement. La figure 1.9 présente les fonctions de pondération associées a chacune de
ces zones. Chaque zone de fonctionnement est ensuite caractérisée par un sous-modele de la

L
forme : y; = ajt + b;. Le multimodeéle est finalement donné par $(t) = Y. W;(t)yi(t). La figure 1.9
i=1
illustre la bonne adéquation entre le systeme non linéaire et le multimodele obtenu.
Le nombre de zones de fonctionnement est maintenant réduit a L = 2. Cette réduction accroit

la complexité du comportement du systeme dans chaque zone. Il est par conséquent nécessaire
d’opter pour des sous-modeéles de structure plus complexe, par exemple, y; = a;jt*> + cit +b;. La
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figure 1.10 illustre la bonne adéquation entre le systeme non linéaire et le multimodeéle obtenu.
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Figure 1.9 — Systeme non linéaire et approximation multimodele avec L = 4 (a gauche) et
fonctions de pondération (a droite)
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Figure 1.10 — Systéme non linéaire et approximation multimodele avec L = 2 (a gauche) et
fonctions de pondération (a droite)

La moyenne quadratique de I’erreur (Mean Square error MSE) donnée par

1
MSE =

™M=

Ntl

(v(r) = 3(r))?

(1.24)

sert d’indice de comparaison des performances des deux multimodeéles. Pour le premier multi-
modele, la MSE| = 0.00064975 et pour le deuxieme, la MSE, = 0.00067852. Les deux multi-
modeles offrent donc des performances tres similaires.
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Cet exemple simple montre I’aptitude des multimodeles a capturer les comportements non
linéaires d’un systeme. Il met également en lumiere un dilemme classiquement rencontré dans
I’approche multimodele, a savoir :

— Est-il préférable de construire un multimodele comportant un nombre important de sous-
modeles de structure peu complexe ?

ou

— Est-il préférable de construire un multimodele comportant un faible nombre de sous-
modeles de structure relativement complexe ?

La réponse dépend de la nature et du cahier des charges de modélisation du systeme.

Cette section a présenté les principes sur lesquels repose 1’approche multimodele. L’ adoption
d’une démarche similaire a celle exposée au cours de I’exemple 1.4 conduit a une représen-
tation multimodele d’un systeme dynamique non linéaire. Cette démarche plus complexe se
heurte néanmoins a un certain nombre de difficultés, parmi lesquelles figure le choix du mé-
canisme d’interpolation des sous-modeles. Il s’avere alors nécessaire d’expliciter la fagcon dont
les parties dynamiques des sous-modeles sont agrégées dans la structure du multimodele. Dans
le cas statique en effet, I’agrégation des sous-modeles s’effectue naturellement par la somme

L
pondérée de la contribution des sous-modeles sous la forme y(¢) = Y u;(.)yi(¢). Dans le cas
i=1

dynamique en revanche, plusieurs facons d’agréger les sous-modeles, c.-a-d. plusieurs struc-
tures de multimodeles, peuvent €tre envisagées.

1.5 Structures des multimodeles

La représentation multimodele d’un systeme non linéaire peut étre obtenue a partir de diffé-
rentes structures. Une représentation d’état des sous-modeles permet de les mettre facilement en
évidence. Cette représentation d’état du multimodele revét I’avantage d’€tre compacte, simple
et plus générale qu’une présentation sous la forme d’une équation de régression entrée/sortie.
De surcroit, la synthese d’une loi de commande ou la construction d’observateurs non linéaires
requierent souvent une telle description du systéme.

Deux grandes familles de multimodeles sont répertoriées selon que les sous-modeles sont
homogenes dans le sens ou ils partagent la mé€me structure et le méme espace d’état ou hé-
térogenes, c.-a-d. que leur structure et leur espace d’état different. Filev [1991] met en évi-
dence, dans un contexte de modélisation floue directement transposable au cadre multimodele,
deux structures essentielles de multimodeles. Leur différence provient de la facon dont les
sous-modeles sont combinés. La premiere structure, connue sous 1’appellation de multimodele
de Takagi-Sugeno, est constituée de sous-modeles partageant un vecteur d’état unique (sous-
modeles homogenes). Dans la seconde, connue sous 1’appellation de multimodeéle découplé, les
sous-modeles possedent chacun un vecteur d’état indépendant (sous-modeles hétérogenes).
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1.5.1 Multimodele de Takagi-Sugeno

La structure du multimodele de Takagi-Sugeno (T.S.) ou a états couplés, initialement proposée
dans un contexte de modélisation floue par Takagi et Sugeno [1985] dans les années 80, a été
depuis largement popularisée dans un contexte multimodele par les travaux de Johansen et Foss
[1993]. Elle est certainement la structure la plus couramment utilisée dans le cadre de 1’ap-
proche multimodele. Le multimodele de T.S. est connu sous différentes appellations : réseaux
de modeles locaux a mélange de parametres (local model network by blending the parameters),
multimodele a modeles locaux couplés ou a état couplé ou encore multimodele a état unique,
etc.

La représentation dans 1’espace d’état de ce multimodele est donnée par :

Xi(l‘—l—l) = A,-x(t)—l—Biu(t) , (1.25a)
L

x(t+1) = Y wE@)xi(t+1) , (1.25b)
i=1
L

y6) = Y w(E@)Cix(r) (1.25¢)
i=1

ou x € R” est le vecteur d’état commun aux sous-modeles, u € R le vecteur de commande,
y € R? le vecteur de sortie et &(¢) la variable d’indexation des fonctions de pondération p;(.).
Les fonctions de pondération respectent les propriétés de somme convexe (1.18).

&) @\ NORMALISATION
A
@ : { Ha(7)

"l Aux(t) +Buulr) () . Ci (I
i MW )
Y x(t+1) x(1) Y
> Arx +B u *»: H -1 > C2 »: H
L D ! GO
- (r) L u(r) :
A Bl () LAy

Figure 1.11 — Architecture du multimodele de T.S.

Les variables d’état intermédiaires x;(7) ont été volontairement introduites dans (1.25) afin
de mettre clairement en évidence, d’une part, la notion de sous-modele et, d’autre part, le mé-
canisme d’interpolation utilisé dans la prise en compte de la contribution respective de chaque
sous-modele. En effet, d’apres (1.25b), I’état global x couple tous les états x; par le mélange des
équations dynamiques des sous-modeles.
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Il est cependant possible d’obtenir, en éliminant les états partiels x;, la représentation d’état
classique du multimodele de T.S. (figure 1.11) :

(£)x(1) +B(E(1))u(r) (1.26a)

3
(E(2))x(t) (1.26b)

(@ /:(:1

L L L
A(E(n) = ;ui(ﬁ(t))f\i, B(E(r) = ;ui(é(t))Bi, C(E(n) = ;ui(ﬁ(t))Ci :

Il est aisé de constater que les fonctions de pondération p;(.) introduisent un mélange des
parameétres des sous-modeles en fonction de la zone de fonctionnement ou le systeéme non li-
néaire évolue. La notion de sous-modele est ainsi masquée par le fait que le multimodele de T.S.
est analogue a un systéme a parametres variables dans le temps. Ce multimodele est par consé-
quent composé de sous-modeles “virtuels” disposant de parametres différents mais partageant
le méme vecteur d’état. Il faut noter que d’une fagon générale le passage d’un multimodele de
T.S. sous la forme d’état a un multimodele de régression ne donne pas lieu a une représentation
équivalente. En effet, I’équivalence entre ces deux formes n’est garantie que s’il est fait appel a
I’une des formes canoniques de la représentation d’état du multimodele.

De nombreuses techniques de modélisation de systemes non linéaires partagent la méme
structure (1.26). Le choix de la structure des sous-modeles et des fonctions de pondération est a
I’ origine de leurs différences. Il est possible de citer différents modeles basés sur cette structure.

Modeles affines par morceaux ou modeles PWA (PieceWise Affine)

Ce type de modele est €laboré en considérant des sous-modeles de type linéaire et des fonctions
de pondération de type booléen [Sontag, 1981]. Ce choix de fonctions de pondération provient
d’un partitionnement de I’espace de fonctionnement en zones de fonctionnement completement
disjointes. Il en résulte une approximation discontinue du systeéme non linéaire dans les phases
de commutation. Cette discontinuité peut s’avérer indésirable dans certaines applications.

Réseaux de fonctions a base radiale (Radial basis function networks)

I1 a été montré que, sous certaines restrictions, les réseaux de fonctions a base radiale sont équi-
valents au multimodele de T.S. [Jang et Sun, 1993; Hunt et al., 1996]. En effet, 1’équivalence
entre les modeles est assurée si les fonctions de pondération utilisées sont de type gaussien et si
les sous-modeles se réduisent a une constante w; (sous-modeles d’ordre 0). Ce type de modele
possede en outre la propriété d’approximation universelle, n’importe quel systeme non linéaire
pouvant étre représenté par cette structure. Cette approche revét néanmoins deux inconvénients
principaux, a savoir le nombre important de sous-modeles nécessaires a I’obtention d’une ap-
proximation satisfaisante du systeéme non linéaire et I’exploitation délicate du modele obtenu.
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Modeles flous de Takagi-Sugeno

Ce type de modele, proposé par Takagi et Sugeno [1985] dans les années 80, a donné lieu
a de nombreux développements. Il a en particulier permis d’envisager 1’extension des outils
classiques de I’automatique aux modeles flous. Ce type de modélisation repose sur des regles
du type : si prémisse alors conséquence, ou les prémisses sont obtenues a partir de propositions
linguistiques permettant 1’évaluation des pondérations g;(.) et ot les conséquences sont le plus
souvent des fonctions affines qui correspondent aux sous-modeles. Parmi les multiples intéréts
offerts par ce modele figure le fait qu’il permet d’introduire des connaissances a priori sur
le systeme dans 1’étape de modélisation de fagon a fournir une partition floue initiale de son
espace de fonctionnement. De plus, il a ét€é montré qu’un modele flou de Takagi-Sugeno peut
caractériser de facon exacte (il ne s’agit pas d’une approximation) un modele non linéaire dans
un compact de I’espace des variables de prémisses [Tanaka et al., 1996]. Dans ce contexte bien
particulier, le modele obtenu peut étre attaché a la réalité et exploité pour expliquer et analyser
les phénomenes du systeme.

Multimodeles (Local Model Networks)

Largement popularisés depuis les travaux de Murray-Smith et Johansen [1997], les multimo-
deles représentent aujourd’hui un outil privilégié dans la modélisation de systemes en présence
de régimes de fonctionnement multiples. Le multimodele et le modele flou de Takagi-Sugeno
recouvrent des notions trés proches. En effet, si le nombre de régles est égal au nombre de
sous-modeles alors ces deux approches sont identiques. Seuls le moyen employé pour obtenir
les fonctions de pondération ;(.) et I’interprétation qu’on en donne les distinguent. Pour les
modeles flous, le partitionnement de I’espace de fonctionnement du systeme fait souvent appel
a la connaissance d’experts de maniere a obtenir des propositions linguistiques conduisant a des
sous-ensembles flous. Pour les multimodeles, le partitionnement de I’espace de fonctionnement
du systeme est opéré a I’aide de techniques d’optimisation.

Modeles linéaires a parametres variants (LPV)

De nombreux systemes peuvent étre décrits par des systemes linéaires dont les parametres va-
rient au cours du temps (LPV) [Shamma et Cloutier, 1993]. Dans I’approche classique de modé-
lisation LPV, les fonctions de pondération ne sont pas utilisées : ce sont les variables de décision
& (1) qui servent a décrire les conditions de fonctionnement du systéme. La variable & (¢) est une
variable exogene ou endogene du systeme, accessible par mesure et variant dans un ensemble
compact de bornes connues. Si £(7) est un signal endogéne au systéme, la sortie par exemple,
on parle alors de systemes quasi-LPV. En pratique cependant, les systemes LPV et quasi-LPV
sont analysés de facon similaire. La structure (1.25) est une forme particuliere de modele LPV
ou les fonctions de pondération délivrent les lois d’évolution des parametres.

Modeles linéaires a incertitudes polytopiques

Dans ce contexte, les matrices représentant le systeme ne sont pas parfaitement connues mais
varient dans un intervalle de bornes connues. Les différentes erreurs de modélisation du systeéme
sont représentées par un ensemble de matrices appelées matrices sommets. Le comportement
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du systeme est finalement modélisé en considérant une combinaison barycentrique des matrices
sommets. Les matrices décrivant le comportement nominal du systeme appartiennent ainsi a un
polytope de matrices défini comme 1’enveloppe convexe des matrices sommets. Le lien avec
la structure (1.25) s’établit en considérant les matrices des sous-modeles comme les matrices
sommets.

Remarquons que dans toutes ces approches, les dimensions des espaces d’état des sous-
modeles sont identiques, un vecteur d’état unique étant utilisé. Le multimodele de T.S. ne per-
met pas alors de prendre en compte les changements de structure, p. ex. des sauts dans 1’état du
systeme, susceptibles d’intervenir dans le systeme. En effet, I’ordre des sous-modeles, c.-a-d.
le nombre d’états, est invariable quelle que soit la complexité du comportement dynamique du
systeme dans les différentes zones de fonctionnement. Ainsi, la dimension des sous-modeles
est imposée par le sous-modele de plus grande dimension utilisé pour décrire le comportement
dynamique du systeme. La dimension des sous-modeles peut étre cependant réduite par I’ajout
de zones de fonctionnement de facon a parvenir a une moindre complexité du systeme dans
chacune des zones. Le multimodele ainsi obtenu peut étre alors sur-paramétré et sa complexité
inutilement augmentée.

Une amélioration visant la prise en compte des changements structurels du systéme consiste
a généraliser la structure du multimodele de T.S. en considérant un multimodele singulier :

wi(E()Ex(t+1) = A(E(1))x(t)+B(E(t))u(t) | (1.27a)
y(1) = C&@)x(r) , (1.27b)

M=

1

~.

ou les matrices A(.), B(.) et C(.) ont été définies précédemment et ou les matrices E; ne sont pas
nécessairement inversibles. Le recours aux matrices E; permet de prendre en compte les cou-
plages entre les dérivées de plusieurs variables d’état. Elles introduisent également des relations
dynamiques et/ou statiques entre les variables d’état du systeme. Cette structure de multimodele
permet alors de considérer les changements dans le comportement dynamique du systeme se-
lon son mode de fonctionnement. Néanmoins, la manipulation mathématique des multimodeles
singuliers se révele plus complexe.

1.5.2 Multimodele découplé

L’agrégation des sous-modeles peut s’effectuer par le biais d’un deuxieme mécanisme d’in-
terpolation. Filev [1991] propose un multimodele, issu de I’agrégation de sous-modeles, qui se
présente sous la forme d’une structure a états découplés. Le multimodele découplé apparait dans
la littérature sous différentes appellations : réseaux de modeles locaux a états locaux (local-state
local model network), multimodeles locaux (Multiple Local Model), réseaux de modeles locaux
par mélange des sorties (local model network by blending the outputs), multimodeles sans état
commun (Multiple model with non common state), NFDFDS (Neuro-Fuzzy and De-coupling
Fault Diagnosis Scheme).
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La représentation dans I’espace d’état de ce multimodele est donnée par (figure 1.12) :

xi(t+1) = Api(t)+Bu() | (1.28a)
yi(t) = Cix,-(t), (1.28b)

L
y(r) = ;ui(é(t))yi(m (1.28¢)

ol x; € R% et y; € R sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du ™ sous-
modele et o u € R™ et y € R? sont respectivement le vecteur de commande et le vecteur de

sortie.

L’appellation “multimodele découplé” provient du mécanisme d’interpolation mis en jeu
lors de la prise en compte des contributions respectives des sous-modeles. Cette prise en compte
s’effectue en effet a travers la somme pondérée des sorties des sous-modeles, sans mélange des
parametres. Chaque sous-modele possede par conséquent un espace d’état qui lui est propre et
dans lequel il évolue indépendamment en fonction de son état initial et du signal de commande

appliqué.

é (t) —— NORMALISATION

j | (1)
Axxp(t) + Bou(r) —>@ - G %@H@H
| A

Figure 1.12 — Architecture du multimodele découplé

Remarquons que contrairement au multimodele de T.S., la notion de sous-modele est ici
clairement mise en évidence, la non-linéarité introduite par les fonctions poids ne se trouvant
qu’au niveau de 1’équation de sortie. De ce fait, ce multimodele peut €tre percu comme une
classe particuliere de modeles a blocs structurés. En effet, la structure du multimodele se pré-
sente sous la forme d’un arrangement en parallele de modeles de type Wiener ou les éléments
dynamiques linéaires sont les sous-modeles et les éléments statiques non linéaires sont les fonc-
tions de pondération. La structure du multimodele découplé peut étre alors généralisée en faisant
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appel a d’autres types de blocs structurés tels que les modeles de type Hammerstein-Wiener :

xi(t—i—l) = Aixi(t)+B,~ui(§(t))u(t) , (1.29a)
yi(t) = Cixi(t) (1.29b)

L
y1) = ;ui(é(t»yi(t)- (1.29¢)

Dans ce cas, I’entrée de chaque sous-modele est modifiée par une fonction de pondération et la
sortie du multimodele est obtenue par la somme pondérée des sorties des sous-modeles (figure
1.13).

R HED)
& =
1 )
_@ 12(5(1)) )
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sous —mod L|

Figure 1.13 — Multimodeles découplés a base de blocs Hammerstein (a droite) et Hammerstein-
Wiener (a gauche)

Il convient toutefois de souligner que les sorties y;(¢) des sous-modeles sont des “signaux
artificiels de modélisation” utilisés seulement pour décrire le comportement non linéaire du sys-
teme réel. Ces signaux, inaccessibles a la mesure et dépourvus d’un quelconque sens physique,
ne sont reliés au systeme réel que par leur somme pondérée.

La philosophie portée par cette approche vise la conservation d’un découplage entre les par-
ties dynamiques des sous-modeles quelle que soit leur structure interne. Il est alors possible
d’introduire d’une facon générale des sous-modeles a structures completement différentes de
type linéaire ou non linéaire comportant des nombres d’états différents, a condition toutefois
que les dimensions des sorties soient compatibles.

La structure du multimodele découplé revét 1’avantage de prendre en compte les change-
ments structurels du systeme non linéaire occasionnés par son régime de fonctionnement. En
effet, la dimension de chaque sous-modele peut s’ajuster a la complexité du systeme dans la
zone de fonctionnement a caractériser. Cette caractéristique accroit le degré de flexibilité et de
généralité du multimodele découplé. Cette structure de multimodele se révele par conséquent
bien adaptée a la modélisation des systemes complexes qui exhibent de fortes non-linéarités et
subissent des changements structurels. De plus, dans un contexte d’identification, le nombre des
parametres a identifier peut étre considérablement réduit en ajustant judicieusement les dimen-
sions des sous-modeles. Cet ajustement épargne une description fine et uniforme de I’espace de
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1.5. Structures des multimodéles

fonctionnement du systeme.

Cette structure de multimodele peut étre facilement reliée aux schémas classiquement em-
ployés dans une stratégie de commande adaptative par séquencement de gains (gain scheduling
strategy) largement étudiée dans la littérature [Narendra et Balakrishnan, 1994, 1997; Naren-
dra et George, 2002]. Dans cette stratégie de commande, un correcteur est synthétisé a partir
d’un modele linéaire du systeme autour d’un point de fonctionnement particulier (figure 1.14).
L’objectif est de déterminer en ligne le modele le plus apte a caractériser le comportement du
systeme a un instant donné et de choisir le correcteur associé. Le controleur est sélectionné en
considérant le sous-modele qui présente ’indice de performance J;(¢) le plus faible en fonction
des erreurs e; = y(t) — y;(¢) :

t
Jt)=ae}t)+B Y e e2(j) , a=0, B,A>0,
j=0

ou j est I’indice du temps et ot & et B sont des facteurs de pondération sur les mesures instan-
tanées et précédentes. Le facteur d’oubli A détermine la mémoire de I’indice de performance
dans un environnement de commutation rapide et assure la bornitude de J;(¢) pour une erreur e;
bornée. Le choix des pondérations «, et A détermine la vitesse de commutation entre les mo-
deles. Un seul sous-modele est alors pris en compte a chaque instant pour construire la sortie du
multimodele. Par conséquent, des transitions brusques entre les sous-modeles peuvent produire
des discontinuités dans la sortie du multimodele. Cette approche offre des résultats satisfaisants
a condition toutefois de prendre en compte des variations tres lentes d’un point de fonctionne-
ment a un autre. Le role des fonctions de pondération, dans le cas du multimodele découplé, est
d’assurer un changement progressif entre les contributions des sous-modeles.
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Figure 1.14 — Architecture générale de commande utilisant N modeles et régulateurs

sortie désirée
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1.5.3 Comparaison entre les multimodeles

Les structures du multimodele de T.S. et du multimodele découplé ont été présentées au cours
des deux sections précédentes. La différence entre ces deux modeles provient de la fagcon dont
les sous-modeles sont combinés. On souhaite comparer, a travers un exemple, les comporte-
ments dynamiques des deux multimodeles dans le cas discret. Gregorcic [2004] et Gregorcic et
Lightbody [2008] ont établi ce méme type de comparaison dans le cas continu.

Cet exemple fait intervenir un multimodele de T.S. et un multimodele découplé construits a
partir des deux mémes sous-modeles définis par :

0.1 -0.9 1.0
A= {0.7 —0.5} ’ B = {_2.0} : ¢ =[1.0 053] ,
0.2 0.0 2.0
A= [0.5 0.3} ’ By = {1-0} , C=[1.0 0.5]
La variable de décision & € [ — 0.5, 0.5 ] est un signal exogéne. Les fonctions de pondération

sont obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien :
L
wE(r) = &)/} ;&) (1.30)
j=1
0 (6(0) = exp (=N —c)’/0?) | (1.31)

de dispersion ¢ = 0.4 et de centres c; = —0.5 et ¢, = 0.5. Les allures des fonctions de pon-
dération et les réponses indicielles des sous-modeles sont illustrées sur la figure 1.15. Il est
possible de constater que le sous-modele 1 présente un comportement oscillatoire alors que le
sous-modele 2 présente un comportement amorti sensiblement proche d’un modele du premier
ordre.

Hi
0.81 4t em ST IIIIITTITIISIISISTIIIINS
/ —mody
0.6 3+ ; : - - mody
0.4r 2r!
0.2+ 1
8 0 |
-0.5 0 5 10 15 20

Figure 1.15 — Fonctions de pondération (a gauche) et réponses indicielles des sous-modeles (a
droite)

Les réponses indicielles des deux multimodeles, pour différentes valeurs de la variable de
décision & (), établies a partir de conditions initiales nulles sont illustrées sur la figure 1.16. 1l
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1.5. Structures des multimodéles

est possible de constater que les réponses des deux multimodeles sont similaires mais ne sont
pas identiques, le passage entre les deux sous-modeles s’opérant différemment.

Figure 1.16 — Comparaison entre les réponses indicielles du multimodele de T.S. (a gauche) et
celles du multimodele découplé (a droite)

La sortie du multimodele de T.S. est construite en mélangeant les parametres des sous-
modeles. Les propriétés dynamiques de ce multimodele (amortissement, gain, etc.) sont par
conséquent directement affectées par la valeur prise par la variable de décision & au cours
du temps. En effet, ces variations modifient les valeurs propres de la matrice d’évolution du
multimodele. Quant a la sortie du multimodele découplé, elle est élaborée en combinant les
sorties des sous-modeles. Les propriétés dynamiques des sous-modeles ne sont pas de ce fait
affectées par les fonctions de pondération. Chaque structure de multimodele peut ainsi présenter,
selon le contexte d’utilisation, a la fois avantages et inconvénients.

1.5.4 Autres structures de multimodeles

Notre attention se porte ici sur deux classes de multimodeles qui représentent des extensions
directes des structures abordées précédemment.

Toutefois, d’autres structures de multimodeles (p. ex. les multimodeles a structures récur-
rentes) peuvent étre envisagées selon le type de vecteur de régression utilisé.

Multimodele hiérarchisé ou hypermultimodele

Un hypermultimodele ou multimodele hiérarchisé est un multimodele de multimodeles. Ce type
de structure vise a réduire la complexité du multimodele global et a améliorer I’interprétation
de chaque multimodele. II est ainsi possible de modéliser des systemes de grande dimension a
partir d’une décomposition en sous-systeémes modélisables a leur tour par un multimodele. Pour
de plus amples détails, le lecteur est invité a consulter [Wang, 1998; Sindelar, 2005].
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Velocity-based multiple model networks

Si une forme analytique du modele non linéaire d’un systeme est disponible, alors des linéari-
sations successives autour de différents points de fonctionnement du systeéme peuvent conduire
a I’obtention d’un multimodele. En regle générale, les sous-modeles ainsi obtenus présentent
une structure affine en 1’état et en la commande avec un terme constant (off-set) supplémentaire
provenant de la linéarisation du systeme :

x(t) =Ax(t) +Bu(t) + o . (1.32)

Les sous-modeles affines (1.32) ne respectent pas la propriété de superposition propre aux
modeles linéaires sans la constante . Par conséquent, en fonction de la valeur prise par ce
terme additionnel, des phénomenes indésirables sont susceptibles d’étre introduits dans la dy-
namique du multimodele. Par exemple, dans les régions transitoires entre les sous-modeles le
terme constant ¢ peut en particulier dominer le comportement dynamique du multimodele (les
termes A et B deviennent alors secondaires) [Johansen et al., 2000]. Afin de remédier a ce pro-
bleme, Leith et Leithead [1999]; McLoone [2000]; McLoone et Irwin [2003] ont proposé une
linéarisation basée sur la vitesse dite velocity-based en guise d’alternative a la linéarisation clas-
siquement employée.

sous-modéle affine

Figure 1.17 — Structure des sous-modeles issue d’une linéarisation de vitesse
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Figure 1.18 — Architecture d’un multimodele de T.S. en utilisant les sous-modeles de vitesse
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L’idée est de dériver I’équation du sous-modele (1.32) afin de supprimer le terme constant «.
La structure des sous-modeles obtenue par cette démarche est présentée sur la figure 1.17. Cette
stratégie de linéarisation conduit a de nouvelles structures de multimodeles établies a partir des
structures de T.S. (figure 1.18) ou découplées (figure 1.19).
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Figure 1.19 — Architecture d’un multimodele découplé en utilisant les sous-modeles de vitesse

1.6 Conclusion et discussion

L’approche multimodele épargne le recours a un modele unique, complexe et bien souvent dif-
ficile a obtenir. Les multimodeles constituent un outil efficace, particulierement bien adapté a la
modélisation des systémes non linéaires sur une large plage de fonctionnement. Ils permettent
d’obtenir un modele doté d’une structure mathématiquement attractive et capable d’appréhen-
der avec précision la complexité du systeme. En effet, une large classe de systemes peut Etre
approchée avec une précision imposée en augmentant le nombre des sous-modeles et en optimi-
sant les fonctions de pondération. Les multimodeles offrent ainsi un excellent compromis entre
complexité, précision, généralité et flexibilité.

Soulignons par ailleurs qu’une exploitation aisée du multimodele dépend d’un choix judi-
cieux de la structure des fonctions de pondération et des sous-modeles. Des sous-modeles de
structure linéaire et des fonctions de pondération respectant les propriétés de somme convexe
permettent d’introduire des propriétés mathématiques dont les qualités seront exploitées au
cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a mis en avant deux structures de multimodeles, le multimodele de T.S.
et le multimodele découplé. Dans la suite du mémoire, notre attention se portera exclusivement
sur le multimodele découplé qui revét I’avantage de comporter des sous-modeles completement
indépendants dont les dimensions peuvent étre différentes.
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’'un multimodele découplé

2.1 Introduction

La modélisation précise du comportement dynamique d’un systeme est une phase préliminaire
qui permet de répondre a un certain nombre d’objectifs, a savoir la synthése d’une loi de com-
mande, la conception d’un observateur et/ou la mise en place d’une stratégie de diagnostic, etc.
Cette phase peut étre mise en ceuvre a I’aide de différentes démarches de modélisation (voir
figure 2.1) classées en fonction des connaissances disponibles sur le systeme et des finalités de
son modele.

Modele de connaissance Modele de représentation
ou boite blanche ou boite noire

Lois de la physique - .

pL, - Paramétres et structure connus - Choix de la structure Mesures sur le systeme

i iere/é i N , . . - Identification des parametres [4———————

Bilan de matiére/énergie | _ Modele phénoménologique ; ; s p !

E—— o - Adéquation entrée/sortie Protocole d’essai
Hypotheses de travail - Modélisation de systemes - Modélisation de systémes — |q—o

»| existant ou a construire existant

Modele boite grise

Structure Parametres a
connue identifier

U 4

Validation du modele

Tests statistiques, ...
Simplification du modele

Figure 2.1 — Démarches classiques de modélisation

Une démarche théorique de modélisation, conduisant a un modeéle de connaissance ou de
type boite blanche, permet d’obtenir un modele dont les relations mathématiques et les para-
metres sont pourvus d’un sens physique des phénomenes intervenant dans le systeme. Toutefois,
I’adoption d’une telle démarche peut se révéler dans la pratique difficile voire impossible en rai-
son notamment d’une complexité importante du systéme et/ou d’une connaissance insuffisante
des phénomenes présents dans le systeme. Dans ce cas de figure, une modélisation expérimen-
tale, donnant lieu a un modele de représentation ou de type boite noire, constitue une alternative
privilégiée dans la mesure ou elle permet d’établir un modele a partir des données d’entrée et de
sortie extraites du systeéme. Dans ce contexte, le probleme soulevé par la modélisation devient
un probléme d’identification, 1’objectif étant d’obtenir la structure et les valeurs paramétriques
d’un modele capable de représenter (modele de représentation) le plus fidelement possible le
comportement externe du systeme, c.-a-d. le comportement entrée/sortie du systeme, sans cher-
cher a obtenir un modele de connaissance capable de décrire son comportement interne (phé-
nomenes internes, etc.).

D’un point de vue général, I’identification vise a déterminer, a partir d’une collection de
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données d’entrée u(t) et de sortie y(¢) extraites du systeme :

wy = [u(l) u(2) ... u(k)] , (2.1)
N = ) y2 .. y®)] (2.2)

une relation mathématique g(.), donnant a chaque instant une estimation satisfaisante de la
sortie du systeme en fonction des observations passées, c.-a-d. :

y(l‘) = g((P<t)?9)7 (2.3)

ol g(.) est le modele du systeme, 0 le vecteur de paramétres et ¢(¢) le vecteur de régression.
L’identification du systéme a pour objet 1’obtention, pour une structure de modele g(.) donnée,
d’un vecteur de parametres 6 conduisant a une bonne adéquation entre le comportement du sys-
teme et les prédictions du modele. Cette adéquation est souvent quantifiée au moyen d’un critere
d’estimation, 1’écart quadratique entre la sortie du systeme et celle estimée étant le plus courant.

Il n’existe pas de méthodologie systématique d’identification en mesure de livrer un modele
unique g(.). Néanmoins, Ljung [1999] propose une démarche d’identification basée sur 1’en-
chainement itératif de quatre étapes : 1’extraction des données, 1’identification de la structure,
I’identification des parametres et enfin la validation du modele. La détermination de la structure,
linéaire ou non linéaire, du modele souleve lors de I’identification un probleme majeur.

Le recours aux modeles linéaires est a 1’origine de nombreuses techniques d’identification.
Un modele linéaire est souvent élaboré en réduisant le domaine de fonctionnement du systeme
autour d’un point de fonctionnement et en avancant des hypotheses de faibles déviations au-
tour de ce point. Cette hypothese de travail est tout a fait raisonnable dans un certain nombre
de cas. Bien souvent cependant, I’hypothese de linéarité n’est pas respectée, le caractere non
linéaire du systeme ne pouvant pas toujours étre négligé. Les modeles linéaires peuvent alors
s’avérer inappropriés a la modélisation de tels systemes dans la mesure ou ils ne fournissent
qu’une caractérisation locale du comportement global du systeme. Des améliorations peuvent
néanmoins étre envisagées, I’une d’elles consistant a réactualiser le modele linéarisé lorsque le
point de fonctionnement change (linéarisation statique), 1’autre a obtenir, lorsque la trajectoire
du systéme est connue, un modele linéaire tangent a cette trajectoire, a condition toutefois de
supposer qu’il s’en écarte peu (linéarisation dynamique).

Dans ce qui suit, on privilégie la recherche d’un modele en mesure de donner une bonne
caractérisation globale du comportement dynamique du systeme. Dans cette perspective, le re-
cours a des modeles de représentation non linéaire aptes a caractériser les comportements du
systeme dans une large plage de fonctionnement s’impose. Néanmoins, il s’avere souvent diffi-
cile d’obtenir un modele unique, capable de rendre compte de la complexité globale du systeme,
sous une forme mathématiquement exploitable.

Nous appréhendons le probleme posé par I'identification a I’aide d’une approche globale
de modélisation dite multimodele. La méthodologie d’identification proposée [Orjuela et al.,

2006a,b] est basée sur un multimodele découplé. Contrairement aux structures multimodeles
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classiques, la structure du multimodele découplé permet d’introduire des sous-modeles possé-
dant chacun un espace d’état de dimension différente. Il est ainsi possible de prendre en compte
les changements structurels du systeme survenant dans chaque zone de fonctionnement.

L’identification hors ligne de systemes non linéaires a temps discret basée sur un multimo-
dele découplé fait I’objet de ce chapitre. Ce dernier comporte cinq sections. La premiere section
livre un état de I’art sur les différentes techniques d’identification dans un contexte de modélisa-
tion multimodele. La mise en évidence du peu de travaux proposant une procédure d’estimation
paramétrique basée sur la structure du multimodele découplé justifie le développement d’une
démarche d’identification. Le probleme soulevé par 1’identification paramétrique est formulé
au cours de la deuxieme section et différents criteres d’estimation paramétrique (critere global,
local ou mixte) sont exposés au cours de la troisieme. La quatrieme section aborde la procé-
dure d’estimation proprement dite. Elle se base sur une technique itérative d’optimisation non
linéaire d’un critere a 1’aide de 1’algorithme de Gauss-Newton. Un phénomene dit de décro-
chage qui diminue considérablement la qualité de I’approximation du multimodele est mis en
lumiere et une solution est proposée. La fin de ce chapitre est consacrée a des exemples aca-
démiques d’identification illustrant les performances et les limites de la procédure d’estimation
paramétrique proposée.

2.2 Bref état de I’art sur ’identification par multimodele

Nombreux sont les travaux de recherche dédiés a I’identification des systémes non linéaires par
une approche multimodele. En effet, il n’y a pas de méthodologie spécifique capable de conduire
a une représentation multimodele unique d’un systeme. Dans tous les cas, 1’élaboration d’un
multimodele souleve trois problemes majeurs, a savoir :

1. Le choix de la variable caractéristique (c.-a-d. la variable de décision &) du systeme per-
mettant d’indexer les fonctions de pondération.

2. La décomposition de I’espace de fonctionnement du systéeme en un nombre fini de zones
de fonctionnement. Cette étape s’accompagne éventuellement d’une optimisation des
fonctions poids associées a chaque zone.

3. Ladétermination de la structure du multimodele et I’identification paramétrique de chaque
sous-modele.

Il convient de souligner que ces trois problemes présentent un degré de complexité important
défavorisant leur résolution simultanée. Toutefois, diverses stratégies de modélisation peuvent
mener a leur résolution. Dans tous les cas, une étape fondamentale de validation du multimo-
dele doit étre envisagée a la fin de la procédure d’identification de facon a vérifier, a I’aide de
tests appropriés, les bonnes performances du modele obtenu compte tenu du but de modélisa-
tion poursuivi.

Une premiere stratégie tente de résoudre les trois problemes liés a I’identification de fagcon

séquentielle. Dans un premier temps, I’espace de fonctionnement du systeme est partitionné a
I’aide d’algorithmes de classification floue (fuzzy clustering algorithms) ou de clustering tels
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que : I’algorithme de C-means, 1’algorithme de C-varieties, I’algorithme de Gath-Geva, 1’algo-
rithme de Gustafson-Kessel. Nous invitons le lecteur a consulter les ouvrages de Babuska [1998]
et de Foulloy et al. [2003] qui proposent une présentation détaillée de ces algorithmes. Ces mé-
thodes conduisent au partitionnement de I’espace de fonctionnement a partir d’une classification
spatiale des données selon une certaine métrique. Les classes obtenues représentent des zones
homogenes de fonctionnement du systeme souvent caractérisables au moyen d’un sous-modele
linéaire. Dans un deuxieme temps, I’identification paramétrique des différents sous-modeles est
accomplie. Toutefois, la résolution séquentielle de ces trois problemes ne conduit pas toujours a
une caractérisation satisfaisante du systeme, d’ou le recours a une procédure itérative afin d’af-
finer le modele.

Une deuxieme stratégie de modélisation plus élaborée vise a automatiser la résolution des
trois problemes. L’idée est d’améliorer, au cours de la procédure d’identification, la précision
du multimodele a travers la minimisation d’un critere de performances basée sur une procédure
itérative d’optimisation non linéaire. Cependant, I’identification simultanée des parametres des
fonctions poids et des sous-modeles se révele dans la pratique difficile a mettre en oeuvre et
tres coliteuse en temps de calcul. Il peut étre alors conseillé de rechercher une solution sous-
optimale au probleme afin de simplifier la procédure de calcul. A cet effet, les problemes 2 et 3
ne sont pas résolus simultanément mais par le biais d’un algorithme a deux niveaux qui alterne
leur résolution. Le nombre de sous-modeles de méme que leur complexité sont automatique-
ment déterminés en fonction de la précision fournie par le multimodele.

Deux approches de base, I’une ascendante et I’autre descendante, permettent de décompo-
ser I’espace de fonctionnement du systéme suivant une certaine heuristique. Dans 1’approche
ascendante, un faible nombre de zones de fonctionnement (généralement une) est considéré et
des zones supplémentaires sont ajoutées a chaque itération en fonction de I’erreur de modéli-
sation évaluée a partir d’un critere d’optimisation (le multimodele grandit). Dans I’approche
descendante, 1’espace de fonctionnement est partitionné en un grand nombre de zones de fonc-
tionnement puis la complexité du multimodele est réduite par 1’élimination des sous-modeles
superflus (le multimodele se réduit).

Il est possible de distinguer, dans une démarche d’identification suivant une décomposi-
tion ascendante, les algorithmes ORBIT (Operating Regime Based Modeling and Identification
Toolkit) et LOLIMOT (Local Linear Model Trees) proposés respectivement par Johansen et
Foss [1995] et par Nelles [Nelles et al., 2000], [Nelles, 2001]. La différence entre ces deux al-
gorithmes se situe au niveau de la stratégie mise en ceuvre lors du partitionnement. McLoone
[2000] établit une comparaison entre les algorithmes ORBIT et LOLIMOT. Il propose un algo-
rithme hybride de ces deux approches. Son étude conclut que 1’algorithme ORBIT effectue un
partitionnement optimal de I’espace de fonctionnement du systeme et ce, en dépit d’un temps de
calcul important. En revanche, 1’algorithme LOLIMOT minimise le temps de calcul au risque
de fournir un modele sous-optimal. En reégle générale I’algorithme ORBIT, bien que coliteux en
temps de calcul, offre un modele plus précis.

En ce qui concerne 1’approche descendante, Boukhris [1998] puis Gasso [2000] ont livré
une technique de décomposition de I’espace de fonctionnement du systeme non linéaire a tra-
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vers une partition grille, c.-a-d. un maillage de I’espace de fonctionnement du systeme. L"algo-
rithme est initialisé au moyen d’une partition tres fine. Puis la complexité du multimodele est
réduite soit en éliminant les zones de fonctionnement ou les sous-modeles sont peu explicatifs,
soit en fusionnant les zones ou les sous-modeles présentent des comportements redondants.
L algorithme proposé fait appel a une stratégie a deux niveaux qui bascule entre 1’estimation
des parametres des sous-modeles et I’estimation des parametres des fonctions de pondération.

Récemment, Thiaw et al. [2007] ont mis au point une stratégie d’identification des sys-
teémes basée sur un multimodele constitué de sous-modeles de structure polynomiale. Ce type
de sous-modele permet de mieux appréhender le comportement local du systeme dans chaque
zone de fonctionnement. I1s proposent des architectures de multimodeles récurrentes, bien plus
complexes que les implantations des architectures multimodeles non récurrentes classiquement
utilisées. Les fonctions de pondération sont estimées a 1’aide de 1’un des algorithmes de cluste-
ring mentionnés au début de cette section.

Ces techniques de modélisation ont été largement développées afin d’identifier des systemes
non linéaires au moyen d’un multimodele de T.S. Le lecteur peut consulter le premier chapitre
de I’ouvrage de référence édité par Murray-Smith et Johansen [1997] qui propose un état de
I’art sur la question avant 1997. Un état de I’art sur les travaux conduits dans ce domaine de-
puis 1997 est présenté dans [Verdult, 2002, chap. 14]. En revanche, peu de travaux mettent
en ceuvre une procédure d’identification basée sur une structure de multimodele découplé. Ce
multimodele peut étre obtenu par des linéarisations successives du modele non linéaire autour
de différents points de fonctionnement, a condition toutefois que le modele mathématique du
systeme soit disponible [Gawthrop, 1995; Gatzke et Doyle 111, 1999]. Dans le cas contraire, il
faut recourir a des techniques d’identification.

Gray et al. [1996] ont étudié I’estimation paramétrique d’un multimodele découplé (local
model network) en minimisant I’erreur entre les données extraites du systéme et la sortie du mo-
dele. McLoone [2000] s’est penché sur la modélisation multimodele a partir de sous-modeles
obtenus par une linéarisation basée sur la vitesse (c.f. section 1.5.4). Ce type de multimodele
offre un choix de structures plus vaste qui permettent d’agréger les sous-modeles. Il a établi une
comparaison entre les comportements dynamiques des différents multimodeles.

Venkat et al. [2003] ont congu une méthodologie d’identification basée sur cette structure
dans I’optique de mettre en place une loi de commande. L’espace de fonctionnement du sys-
teme est décomposé au moyen d’une grille, établie a partir de I’analyse du comportement en
régime statique du systeme. Le comportement du systeme étant supposé linéaire dans chacune
des zones, une identification individuelle des sous-modeles peut Etre menée a partir des données
d’entrée/sortie du systeme générées dans chaque zone et ce, au moyen de techniques classiques
d’identification. De multiples campagnes d’essais sont nécessaires a 1’obtention d’autant de
jeux de données par zone de fonctionnement que de sous-modeles a identifier (chaque jeu de
données étant propre a un sous-modele et donc a un mode de fonctionnement).

Pekpe [2004] a fait appel a une nouvelle formulation des méthodes des sous-espaces pour
identifier les systemes non linéaires MIMO par une approche multimodele. Il a proposé deux
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méthodes d’estimation des parametres des sous-modeles. La premiere utilise les projections
matricielles afin de déterminer successivement les parametres de Markov des sous-modeles. La
seconde fait appel a la méthode des moindres carrés afin d’estimer simultanément tous les para-
metres de Markov. Le fait que cette méthode d’identification n’ait pas recours aux algorithmes
d’optimisation non linéaires simplifie considérablement sa mise en ceuvre.

Vinsonneau et al. [2004, 2005] se sont intéressés a I’identification d’un systeéme non linéaire
a I’aide d’un multimodele découplé a base de blocs Hammerstein (cf. section 1.5.2). Dans ce
multimodele, I’entrée des sous-modeles est pondérée par une fonction de pondération. Un algo-
rithme a deux niveaux d’optimisation permet d’estimer les parametres des sous-modeles et des
fonctions de pondération.

2.3 Formulation du probleme lié a I’identification

Cette section a pour finalité la formulation du probleme soulevé par la caractérisation du com-
portement dynamique d’un systeme MISO a I’aide d’un multimodele découplé. La représen-
tation d’état du multimodele découplé utilisée dans cette section se présente sous la forme :

x,-(t + 1) = A,-(Gi)xi(t) +Bi(9,~)u(t) +Di(9,-) , (248.)
yi(l) C,-(Gl-)x,-(t) , (2.4b)

L
Y6y = Y wE@yi) (2.4¢)

i=1

ou les fonctions de pondération ;(.) respectent les propriétés de somme convexe suivantes :

wE@) =1 et 0<m(E@E)<1, Vi=1,--,L, V. (2.5)

M=

1

~.

Le lecteur a pu remarquer que la structure du multimodele (2.4) differe 1égerement de celle
proposée au cours de la section 1.5.2. En effet, un terme additionnel D;(6;) apparait au niveau
de I’équation dynamique (2.4a). Cette forme plus générale de multimodele offre des degrés de
liberté supplémentaires lors de la phase d’identification paramétrique. Soulignons par ailleurs
qu’une représentation externe (entrées-sorties) du multimodele (2.4) peut étre également envi-
sagée. La représentation d’état (2.4) revét cependant 1I’avantage d’étre compacte, simple et plus
générale. De plus, elle s’avere dans la pratique tres bien adaptée a la synthese d’une loi de com-
mande ou a la conception d’observateurs.

La résolution du probléme lié a I’identification paramétrique d’un multimodele impose trois
taches fondamentales : le choix de la variable de décision, la décomposition de 1’espace de fonc-
tionnement du systeme et 1’identification de la structure et des parametres des sous-modeles.
L’ objectif est d’obtenir un multimodele parcimonieux, c’est-a-dire un multimodele capable de
fournir une bonne caractérisation du systéeme avec un nombre minimal de parametres.
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Dans ce qui suit, le signal de commande du systéme u(z) sert de variable de décision & ()
car il conduit le systeme vers les différents modes de fonctionnement (c.a-d. que & (t) = u(z)). Ce
choix arbitraire n’est pas unique. En effet, d’autres choix de variables de décision, par exemple
la sortie du multimodele ou I’entrée et la sortie du multimodele peuvent tre envisagés. Néan-
moins, ces choix accroissent la complexité de la procédure d’estimation paramétrique, la struc-
ture du multimodele pouvant devenir récurrente.

Afin de réduire la complexité globale du probleme d’identification a traiter, le partition-
nement de 1’espace de fonctionnement du systeéme sera supposé connu. Une stratégie simple
mais raisonnable, visant a décomposer 1’espace de fonctionnement du systeme, repose sur la
distribution homogene des fonctions de pondération dans I’espace de fonctionnement. La ca-
ractéristique en régime statique du systeme, quand elle est disponible, constitue une information
a priori sur le systeme utile au positionnement des différentes fonctions poids. De ce fait, les
paramétres des fonctions de pondération ;(.) seront a priori supposés connus et le nombre des
parametres du multimodele a identifier s’en trouvera par conséquent réduit, les parametres des
sous-modeles étant les seuls a identifier.

Pour les besoins de la procédure d’optimisation, les parametres 0; des sous-modeles a esti-
mer sont regroupés dans un vecteur colonne 0. Il contient tous les parametres du multimodele a
estimer. Le vecteur 0 est représenté sous la forme d’un vecteur partitionné en L blocs colonnes
6;, soit :

o=[67 - of ... 6", (2.6)

1

ou chaque bloc colonne 6; est relatif aux ¢; parametres inconnus d’un sous-modele particulier
i, soit :

6,=[6i1 -~ 6y - 64, 2.7

ou 6; 4 est un parametre (scalaire) a estimer et ou I'indice ¢; indique le nombre maximum de
parametres appartenant au (¢ sous-modele.

Le probleme lié a I’identification se pose alors dans les termes suivants :

les fonctions de pondération W;(.) étant fixées a priori, il s’agit, a partir de la
connaissance de ’entrée u(t) et de la sortie y(t) d’un systéme non linéaire MISO,
d’identifier le vecteur de parameétres 0 du multimodeéle.
L’identification pose donc un probleme d’optimisation d’un critére J a partir des
informations entrée/sortie extraites du systeme, c.-a-d. :

6 = argmin  J(6) , (2.8)

oi1 0 est I'estimé de 0 au sens du minimum de J .).

Il s’avere donc fondamental de définir le critere d’optimisation J permettant d’évaluer la
précision du multimodele et d’estimer ses parametres.
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2.4 Criteres d’estimation

Les perspectives d’exploitation du modele conditionnent le cahier des charges (les contraintes
de modélisation) a satisfaire par le multimodele. Tout multimodele se doit avant tout d’assurer
une bonne adéquation entrée/sortie du systeme (adéquation globale du multimodele et du sys-
teme) afin d’€tre capable de prédire correctement le comportement du systeme dans le domaine
de validité donné. Cependant, il peut étre également souhaitable que les sous-modeles four-

nissent une caractérisation du comportement du systeme dans chaque zone de fonctionnement
(adéquation locale du multimodele et du systeme).

Pour répondre a ces contraintes, plusieurs criteres (global, local ou combiné) peuvent Etre
utilisés lors de 1’optimisation paramétrique du multimodele. Auparavant, il convient d’intro-
duire la notion de recouvrement attachée aux fonctions de pondération, cette notion jouant en
effet un role important lors du choix du critere.

Les notions de fonctions de pondération a fort recouvrement ou fortement mélangées et de
fonctions de pondération a faible recouvrement ou peu mélangées sont déterminées par le degré
de dispersion o associé aux fonctions gaussiennes employées dans la construction des fonctions
de pondération. Par recouvrement, on entend une zone ol au moins deux fonctions de pondé-
ration sont significativement non nulles en méme temps. Une grande dispersion o traduit un
recouvrement important entre les zones de fonctionnement et vice versa.

Exemple 2.1 (Notions de recouvrement des fonctions de pondération)
Les figures 2.2 et 2.3 illustrent les notions de fort et de faible recouvrement.
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Figure 2.2 — Fonctions de pondération peu mélangées ¢ = 0.1. Fonctions gaussiennes @;(.) (a
gauche) et fonctions de pondération ;(.) (a droite)
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Figure 2.3 — Fonctions de pondération fortement mélangées ¢ = 0.3. Fonctions gaussiennes
w;(.) (a gauche) et fonctions de pondération y;(.) (a droite)

En pratique, des fonctions de pondération peu mélangées indiquent que le domaine de fonc-
tionnement du systeme a été partitionné en zones de fonctionnement relativement bien dis-
jointes. Le cas limite, recouvrement nul, correspond au cas ou les fonctions de pondération sont
booléennes (zones de fonctionnement completement disjointes). Des fonctions de pondération
fortement mélangées impliquent en revanche que les zones de fonctionnement sont complete-
ment ou partiellement superposées.

Il devient alors possible en fonction du recouvrement utilisé d’avancer des hypotheses sur
le comportement local ou non du systeme dans chaque zone de fonctionnement. Il est évident
que la notion de comportement local du systeme n’est valable qu’a condition d’utiliser un faible
recouvrement.

Les criteres classiquement utilisés pour 1’optimisation paramétrique du multimodele sont
mentionnés ci-dessous.

2.4.1 Critere global

Le critere global est défini par :

N
Jo=2Y (@) —vs(1)? | (2.9)
=1

| =

ol y(¢) est la sortie du multimodele, y;(r) la sortie mesurée du systéme non linéaire et N le
nombre de mesures. Ce critere favorise une bonne caractérisation du comportement global (en-
trées/sorties) du systeme par le multimodele, sans chercher d’adéquation locale entre les com-
portements des sous-modeles et les comportements du systeme dans chaque zone de fonctionne-
ment. On obtient ainsi un multimodele comportemental et/ou de prédiction. La forme (2.9) peut
étre assortie de pondérations afin d’éventuellement privilégier le poids de certaines données.
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2.4.2 Critere local
Pour chaque sous-modele, un critere quadratique pondéré de la forme

1N

JLi=3 1,ui(§(t))(y,~(t)—ys(t))2 Ci=1,-- L (2.10)

est défini. Le critere local prend en compte les sorties de tous les sous-modeles :

Jo=

| =

L N
;;Hi(é(t))(yi(t)—ys(t))z , @.11)

oll y;(1) est la sortie du i*™ sous-modele, y;(¢) la sortie mesurée du systéeme non linéaire et N

le nombre de mesures.

Ce critere favorise une bonne adéquation entre le comportement local des sous-modeles et le
comportement local du systeme dans chaque zone de fonctionnement, a condition toutefois que
les fonctions poids ;(.) soient peu mélangées. 11 privilégie en effet les observations relevant
fortement de la zone de fonctionnement associée a son sous-modele. Les données appartenant
a une zone de fonctionnement bien définie sont par conséquent utilisées pour I’identification
des sous-modeles. Le critere local peut conduire a 1’obtention d’un multimodéle phénoméno-
logique et/ou explicatif car les sous-modeles obtenus sont susceptibles d’étre interprétés, sous
certaines conditions, comme des linéarisés tangents au systeéme non linéaire. Il convient toute-
fois de remarquer que I’interprétation du comportement local du systéme par un multimodele
demeure délicate et requiert beaucoup de précautions [Shorten et al., 1999]. En regle générale,
il est conseillé de considérer le multimodele comme un modele de représentation globale d’en-
trée/sortie du systeme. Notons que, contrairement au critere global, I’emploi d’un critere local
conduit 2 une moins bonne caractérisation globale du systeéme, un nombre plus élevé de sous-
modeles étant souvent nécessaire.

D’autres variantes du critere local, suscitant un intérét plus au moins mitigé, sont envisa-
geables, par exemple :

L N
Jp = ZZl(yi(ﬂ—ui(é(t))ys(t))z, (2.12)
i=1lt=

| =

ou les données extraites du systeme sont les seules a étre assorties d’une pondération.

Remarque 2.1. Soulignons que les sorties y; des sous-modéles apparaissant dans le critere
(2.11) sont indisponibles pour une structure multimodele de T.S. En effet, dans cette structure
les sorties des sous-modeles sont “virtuelles”, la seule sortie disponible étant celle du multimo-
dele. L’estimation de tous les parametres des sous-modeéles a l’aide d’un critére local ne peut
donc pas s’opérer par le biais du critere (2.11) mais par celui du critere (2.10). En revanche,
les sorties des sous-modeles sont disponibles pour le multimodele découplé. L’ optimisation pa-
ramétrique a partir du critere (2.11) ou du critere (2.10) devient ainsi possible.
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2.4.3 Critere combiné

Quant au critere combiné ou mixte défini par Yen et al. [1998] :
Jo = alg+(1—a)Jr , 0<a<l1, (2.13)

il représente un compromis entre les deux criteres précédents déterminé en fonction de la valeur
accordée au parametre ¢. Il permet ainsi de tirer parti des avantages offerts par les criteres
global et local. Johansen et Babuska [2003] et Maertens et al. [2004] ont proposé un algorithme
d’identification dit multi-objectifs basé sur le critere mixte :

L
Jo = Jo+Y BJi, Bi=0. (2.14)
i=1

L’analyse de la sensibilité du critere (2.14) vis-a-vis des valeurs prises par les parametres f3; leur
a permis de mettre en évidence les conflits potentiels entre les objectifs d’identification locale et
globale. Leur analyse livre des informations clés potentiellement exploitables par I’utilisateur
pour remettre en question, valider ou modifier le modele obtenu. Le choix de fB; = 1Vi offre
généralement un bon compromis entre les deux objectifs de modélisation. L’algorithme d’iden-
tification suggéré optimise, dans un premier temps, les parametres des sous-modeles a partir
d’un critere local et ajuste, dans un deuxieme temps, le comportement global du multimodele
a partir du critere global. Il est alors possible de garantir 1’adéquation locale des sous-modeles
tout en assurant le caractere global du multimodele.

2.5 Procédure d’identification paramétrique

Cette section est dédiée a I’identification paramétrique d’un multimodele découplé. Notons que
d’apres les équations (2.4) du multimodele, cette structure n’est pas linéaire par rapport aux
parametres des sous-modeles. L’absence de solution analytique au probleme (2.8) contraint a
faire appel a des techniques numériques d’optimisation non linéaires. Une solution a ce genre
de probleme peut étre obtenue a I’aide d’un nombre considérable de méthodes d’optimisation
(méthode du gradient, de Newton, de Gauss-Newton, de la spirale, etc.).

La technique retenue pour identifier le vecteur de parametres 8 du multimodele est basée sur
une procédure itérative de minimisation d’un critere J (global, local ou combiné) mise en ceuvre
au moyen de I’algorithme de Gauss-Newton. Cette méthode repose sur un développement du
critere J(.) limité au deuxiéme ordre. La mise a jour du vecteur de parametres est obtenue a
partir de la formule de récurrence suivante :

0(k+1)=0(k)—H(6)"'G(0) , (2.15)
ol 6 (k) représente la valeur du vecteur de paramétres a une itération k particuliere, 6(k+ 1) ce
méme vecteur a I’itération suivante, H(0) = % la matrice hessienne et G(0) = g—é le vec-

teur gradient a I’itération courante. Les calculs du vecteur gradient G et de la matrice hessienne
H sont réalisés a partir du calcul des fonctions de sensibilité de la sortie du multimodele par
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rapport aux parametres de chaque sous-modele.

Cet algorithme présente une convergence rapide (contrairement a un algorithme du gra-
dient) et ce, méme quand le critere n’est pas quadratique en 6. De plus, le calcul de la matrice
hessienne fournit des informations utiles sur I’incertitude avec laquelle les parametres sont es-
timés. En revanche, I’une des principales difficultés de cette approche porte sur la sensibilité
de I’algorithme au choix des parametres initiaux 6(0). Il existe en effet un risque important de
divergence si les parametres initiaux sont loin de I’optimum. De plus, rien n’assure que 1’algo-
rithme converge vers un minimum global. Le succes de 1’optimisation est donc tributaire d’un
choix de parametres initiaux judicieux. Dans les cas difficiles, il peut se révéler nécessaire de
conduire la procédure d’estimation & partir de différents choix de parametres initiaux 6(0) puis
de sélectionner 1’estimé qui permet d’obtenir la plus petite valeur du critere utilisé.

Quelques améliorations apportées a la procédure initiale d’identification contribuent a assu-
rer la convergence de 1’algorithme :

1. Un coefficient de relaxation variable A(k) est introduit au niveau de I’équation (2.15) :
0(k+1)=0(k)—A(k)H(0)'G(8) , (2.16)

o A(k) est le pas qui minimise le critere dans la direction du vecteur H(8) 'G(6) a
I’itération courante. Idéalement et pour un critére de type quadratique, A(k) = 1. En pra-
tique, on peut étre amené a modifier sa valeur afin d’améliorer la vitesse de convergence
de I’algorithme. En effet, si H(0) est défini positif alors il existe toujours un A(k) < 1 qui
minimise le critére dans la direction du vecteur H(8) ' G(6).

2. L’algorithme de Marquardt [1963] permet de surmonter les problémes liés a I’inversion
de la matrice H(0) (problémes provenant par exemple d’un mauvais conditionnement)
lors de la mise a jour des parametres. Cette méthode d’optimisation combine judicieuse-
ment les méthodes d’optimisation du gradient et de Gauss-Newton. Rappelons que I’algo-
rithme du gradient est toujours stable mais tres coliteux en temps de calcul. La méthode
de Gauss-Newton présente un domaine de convergence plus réduit que celui de la mé-
thode du gradient et requiert des calculs plus lourds a chaque itération. En revanche cet
algorithme converge vers I’optimum en une seule itération dans le cas particulier ou le
critere est quadratique. La convergence est toutefois trés rapide méme si le critére n’est
pas quadratique.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt remplace la relation de récurrence (2.16) par :
0(k+1)=0(k)—Ak)(H(8) +A(K))'G(8) , (2.17)

ol A (k) est un scalaire (parametre de régularisation). Si la valeur de A (k) est proche de
zéro alors I’algorithme est proche de celui de Gauss-Newton. Si la valeur de A (k) >> 0
tend vers I’infini alors 1’algorithme est proche de celui du gradient. Cet algorithme tire
donc a la fois profit de la stabilité de 1’algorithme du gradient et de la rapidité de conver-
gence de I’algorithme de Gauss-Newton.
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A chaque itération la valeur de A (k) est réglée, le plus souvent au moyen d’une heuristique
basée sur I’évolution du critere. Si le critére a tendance a augmenter, la valeur de A (k) est
augmentée de facon a obtenir une bonne direction de recherche. Si le critere décroit alors
la valeur de A (k) est diminuée afin d’améliorer la vitesse de convergence.

3. Un filtrage passe-bas des nouveaux parametres 0 (k+ 1) :
0(k+1)=pO(k+1)+(1—p)B(k) avec 0<p<I1 (2.18)

est introduit afin de limiter d’éventuelles oscillations des parametres qui pourraient conduire
a une divergence de 1’algorithme.

Les trois degrés de liberté, donnés par les paramétres A, A et p, améliorent de fagon significative
la convergence de la procédure d’identification. Pour de plus amples informations au sujet de
ces techniques d’identification, le lecteur peut consulter par exemple [Bard, 1974; Walter et
Pronzato, 1994; Ljung, 1999].

2.5.1 Estimation paramétrique avec un critere global

Le critere global est défini par :

Jo==Y et)?, (2.19)

ou £(t) est I’erreur dite globale, erreur entre la sortie du multimodele y(z) et celle du systeéme
ys(t), donnée par :

e(t) =y(t) —ys(t) (2.20)

Le vecteur gradient G s’ obtient en dérivant le critere global par rapport aux parametres 0, soit :

_dlg N dy(t)
G6="59 = ,Zl 1) 5g @:21)
avec
90 e i)
&— :E S0 (2.22)

Les ‘93"6()) sont les fonctions dites de sensibilité du premier ordre de la ™ sortie par rapport

aux parametres inconnus du multimodele (leur calcul est présenté dans la section 2.5.3).

La matrice hessienne Hg s’obtient en dérivant deux fois le critere global par rapport aux
parametres 0, soit :
9%J, 82
Hg = G Z Elt
00007 8989T

N
; a—( QT) (2.23)
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

Le calcul du hessien fait appel aux fonctions de sensibilité du premier et du deuxieme ordre.
La méthode de Gauss-Newton épargne le calcul explicite de la matrice Hg, réduisant ainsi
le nombre de calculs a chaque itération. Il est en effet possible de négliger les dérivées du
deuxiéme ordre dans I’expression (2.23) sous I’hypotheése que 1’erreur £(¢) tende vers zéro.

Le calcul de la matrice Hg se fait alors seulement a 1’aide des fonctions de sensibilité du
premier ordre déja calculées pour obtenir le gradient. La matrice approchée du hessien est
donnée par :

f—( 1) (2.24)
90 de7 '

L’estimation des parametres des sous-modeles, a I’aide d’un critere global, s’opere alors par
le biais des expressions (2.21) du vecteur gradient et (2.24) de la matrice hessienne approchée
qui ne font intervenir que les fonctions de sensibilité du premier ordre.

2.5.2 Estimation paramétrique avec un critere local

Le critere local est de la forme :

L N
=Y Y w(&@)e()? (2.25)

i=1t=1

NI*—‘

ol &(t) est I’erreur dite locale, erreur entre la sortie du ™

systeme y (), donnée par :

sous-modele y;(¢) et la sortie du

g(t) =yi(t) —ys(t) . (2.26)

Le vecteur gradient Gz, est défini par :

L N ‘
=L Y c0)en g o

8JL

Il convient de remarquer que les fonctions de sensibilité a(y;"g) sont les mémes que dans le

cas d’un critere global (voir section 2.5.3). Comme dans le cas d’un critere global, la matrice
hessienne Hy s’obtient en dérivant deux fois le critere local par rapport aux parametres 0. La
matrice hessienne approchée H;, finalement obtenue est donnée par :

3yi(f) dy;(t)
ZZ 50 907 228)

sous 1’hypothese que localement I’erreur €;(¢) tende vers zéro (méthode de Gauss-Newton).

Remarque 2.2. Si les fonctions poids sont a faible recouvrement, [’identification des para-
metres des sous-modeles est alors largement simplifiée. En effet, [’estimation de chaque sous-
modeéle peut se faire indépendamment a l’aide du critere (2.10) défini par :

:_Z.uz ys())z , i=1,--- L.
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’'un multimodele découplé

Si les sous-modeles sont linéaires par rapport aux parametres, les techniques itératives non
linéaires utilisées pour réaliser ’estimation paramétrique peuvent étre remplacées par des
techniques de régression linéaires classiques (comme les moindres carrés) pour lesquelles une
solution analytique existe.

2.5.3 Calcul des fonctions de sensibilité

Le calcul des fonctions de sensibilité du premier ordre nécessaires a 1’obtention du gradient et
du hessien peut s’effectuer a partir de 1’équation du multimodele. La démarche adoptée pour
calculer les fonctions de sensibilité consiste a dériver les équations d’état du multimodele (2.4)
par rapport aux parametres 6, , introduits en (2.7). I convient alors de distinguer deux sortes de
fonctions de sensibilité, a savoir les fonctions de sensibilité de la sortie de chaque sous-modele
par rapport a 6, , et les fonctions de sensibilit€ du vecteur d’état de chaque sous-modele par
rapport a 6, ;.

Les premieres s’explicitent par dérivation partielle des équations de sortie des sous-modeles
(2.4b) comme suit :

dyi(t)  9IG

= i\t C;
20, aemx( )+

()
20,

p:1727"'7L7 q:1727"'7qp . (229)

La seconde classe de fonction de sensibilité est calculée par dérivation partielle de I’équation
(2.4a) par rapport a chaque parametre 6, ,, ¢’est-a-dire :

dxi(t+1)  JdA; _
26, = aepgxl(t) +A;

Ixi(t) , 9B,
30,4 90,4

aD;
90,

u(t)+

(2.30)

2.5.4 Procédure d’optimisation : algorithme

La procédure d’optimisation des parametres s’élabore en appliquant la relation de récurrence
(2.17) et en utilisant soit les définitions du gradient et du hessien (2.21) et (2.24) pour un cri-
tere global, soit les définitions (2.27) et (2.28) pour un critere local. La procédure d’optimisation
paramétrique requiert également le calcul des fonctions de sensibilité a chaque itération. L’algo-
rithme non linéaire calcule a chaque itération les fonctions de sensibilité a partir des expressions
(2.29) et (2.30) en supposant connus les parametres du multimodele. Il ajuste ensuite de facon
récurrente les parametres du multimodele a partir du calcul des fonctions de sensibilité, d’ou
I’importance du choix judicieux du vecteur de parametres initiaux 6(0).

Les étapes de la procédure d’optimisation énoncées précédemment sont résumées dans 1’al-
gorithme suivant.
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Algorithme d’identification

1. Choisir le poids 0 <o <1 dans le critére mixte Jo défini en (2.13)
2. Donner un vecteur de paramétres initiaux 6(0) et calculer J¢(0)

Initialisation : k=1, choisir le coefficient de relaxation A(1) =0
et le paramétre de régulation A(1)>>0

4. Simuler le multimodéle a partir de (2.4)
5. Utiliser (2.29) et (2.30) afin d’obtenir les fonctions de sensibilité

6. Calculer le vecteur gradient et la matrice hessienne soit par
évaluation de (2.21) et de (2.24) pour un critére global, soit a
partir de (2.27) et de (2.28) pour un critére local

7. Mettre & jour le vecteur de paramétres O(k) par évaluation de (2.17)

8. Evaluer le critére Jc(k). Si Je(k—1) < Jc(k) retourner & 1’étape 7 en
diminuant la valeur de A(k) et en augmentant celle de A(k)

9. 8i Je(k) <Jc(k—1) alors incrémenter k, augmenter la valeur de A(k+1)
et diminuer celle de A(k+1). Réitérer a partir de 1’étape 4 jusqu’a
obtenir Je(k) < € ou k > kpax

Remarque 2.3. Une démarche d’identification consiste a procéder a une premiére estimation
des parametres du multimodele en utilisant un faible recouvrement des fonctions poids. Ce pre-
mier jeu de parametres sert dans une deuxieme phase a initialiser I’algorithme d’optimisation
non linéaire (étape 2) en prenant en compte le recouvrement souhaité des fonctions poids.

Remarque 2.4. Les expressions (2.29) et (2.30) relatives au calcul des fonctions de sensibilité
sont des formes génériques susceptibles d’étre simplifiées lors de la mise en ceuvre de [’algo-
rithme. En effet, le découplage entre les dynamiques des sous-modéles entraine un découplage
entre les fonctions de sensibilité des différents sous-modeles. Par conséquent,

dy;(t
W) _ o pour pti i=12. L p=12.-.L 2.31)
96,

du fait que les parametres de chaque sous-modeéele sont complétement indépendants des para-
metres des autres sous-modeles.

Remarque 2.5. La représentation d’état des sous-modeles n’est pas unique (non unicité de
la représentation d’état). Il est en effet toujours possible, pour décrire le méme comportement
entrée/sortie du sous-modele, de trouver une matrice T de changement de base conduisant a
une représentation d’état différente. Les sous-modeles peuvent étre alors sur-paramétrés. Il
est préférable, pour les besoins de [’identification, d’opter pour une forme canonique (p. ex. de
commande, d’observation ou de Jordan, etc.) de la représentation d’état des sous-modeéles (2.4).
Cette forme ne nuit en rien a la généralité du multimodeéle et présente I’avantage de fournir une
représentation d’état ou les matrices ont un moins grand nombre de termes significatifs. Le
multimodele présente ainsi un nombre minimal de parametres a identifier.
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2.5.5 Comparaison entre les modélisations a partir d’une approche glo-
bale et d’une approche locale

Le critere de comparaison s’appuie sur la ressemblance structurelle entre les vecteurs gradients
Gg et G, et entre les matrices hessiennes Hg et Hy, obtenus dans chaque approche.
Comparaison des vecteurs Gg et Gi,

On rappelle ci-dessous la forme du vecteur gradient G obtenu avec un critere global

- 9yi(t)
=) Z e()=55 (2.32)

i=1t=

8JG

et celle du vecteur gradient Gz obtenu avec un critere local

8JL

L N 0 (1
ZZN, NEG §é> . (2.33)
i=lt=

Il convient de remarquer que, dans les deux cas, il est fait appel aux mémes fonctions de sen-

ag"g). La différence entre les gradients global et local provient de I’erreur utilisée. Une
erreur globale €(¢) est prise en compte dans le premier cas et une erreur locale &(¢) dans le
second. L’erreur globale donnée par (2.20) fait intervenir la sortie du multimodele et celle du
systeme, ¢’est-a-dire €(1) = y(t) — ys(r). Lerreur locale donnée par (2.26) fait intervenir la sor-
tie du i*™ sous-modele et celle du systéme, c’est-a-dire & (t) = y;(t) — y;(t). Ces deux erreurs
deviennent identiques si les fonctions de pondération tendent vers le cas limite booléen.

Si les fonctions de pondération sont peu mélangées alors €(¢t) ~ &(¢). Il est possible de
conclure que :

GL~Gg . (2.34)

Comparaison des matrices H; et Hy
Iy(1)

En utilisant la T donnée par (2.22), I’expression de la matrice hessienne Hg (2.24) devient :

Mh

N
~)
t=1i

L . .
Zlui@(r))uj(é(r))&y’(’) ) 2.35)

1 90 007

Comme dans le cas précédent, si les fonctions de pondération p; sont peu mélangées alors :

1 si i=j

wEoweEm~{ 5 5 1 236)

ce qui amene a conclure que :
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En conclusion, si I’on choisit des fonctions de pondération p;(.) peu mélangées, la distinction
entre critere global et critere local disparait. Les deux approches d’identification livrent alors
des résultats similaires (les vecteurs gradients et les matrices hessiennes sont sensiblement iden-
tiques). En revanche, si les fonctions de pondération sont fortement mélangées, on pourra opter
pour le critere mixte (2.13) afin de pondérer I’importance donnée a I’interprétation des sous-
modeles au regard de la qualité du modele global. De plus, il est important d’accompagner le
choix du critere global, local ou mixte d’un choix adéquat de fonctions de pondération (a faible

ou a fort recouvrement).

Exemple 2.2 (Exemple d’identification 1)
Soit a approcher, par une structure multimodele, le modele non linéaire [Foulloy et al., 2003] :

y(t+1) = (0.6—0.1a(r))y(t) +a(t)u(t), u(t)<[-0.9,0.9] , (2.38)
_0.6-0.06y(r)
) = 020

Le partitionnement de I’espace de fonctionnement du systéme, en deux zones de fonctionne-
ment, est effectué a partir de I’étude de son comportement en régime statique. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien (c.f. chapitre 1,
équation (1.21)). Les paramétres des fonctions de pondération, cy = —0.9, co =0.9 et 6 = 0.7,
sont choisis de facon heuristique. Il convient de remarquer que ce choix n’est pas unique. Le
comportement dynamique de ce systeme ainsi que les fonctions de pondération utilisées pour
partitionner son espace de fonctionnement sont illustrés sur la figure 2.4.
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0.6

0.4-
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I
i
1
]
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Figure 2.4 — Entrée/sortie du systeme non linéaire (a gauche) et fonctions de pondération (2
droite)

Les sous-modeles se présentent sous la forme :
xi(t+1) = ax;(t) + biu(r) (2.39)
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ou les termes a; et b; sont des scalaires. Le vecteur de parametres du multimodele est alors
donné par :

0=1[ar b1 a b)) . (2.40)
Quatre fonctions de sensibilité doivent étre calculées. Elles sont définies par :

Ix(t+1) Ixi(1) dxi(t+1)  Ixi(t)
8a,~ _Xl(l)+al 8a,~ e 8b,~ — i 3bl’

fut), i=1,2. (241

La procédure d’identification est basée sur un critére global. L’estimation paramétrique s’effec-
tue a partir de la relation (2.17) en considérant le vecteur gradient Gg et la matrice hessienne
Hg définis respectivement par les relations (2.21) et (2.24).
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-1 N — sous-modéle 2 o]
e ---SNL :

I I I I
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I I ~ N
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Figure 2.5 — Résultats de la procédure d’identification

Les résultats de la procédure d’identification sont présentés sur la figure 2.5. La partie su-
périeure de la figure 2.5 illustre I’évolution des quatre paramétres au cours de la séquence
d’identification. Le nombre réduit de sous-modeles employés ainsi que la faible dimension du
systeme non linéaire expliquent la rapide convergence des parametres du multimodele. Les
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

performances dynamiques des sous-modeles et du multimodele sont présentées sur la partie
inférieure de la figure 2.5. 1l est possible d’apprécier la facon dont chaque sous-modeéle est mis
a contribution pour fournir I’approximation globale du systeme non linéaire. On note en parti-
culier que le sous-modeéle 1 contribue a I’approximation du systeme pour les entrées de fortes
amplitudes, alors que le sous-modele 2 y contribue de facon préférentielle pour les entrées de
faibles amplitudes. Les sous-modeles ainsi identifiés donnent une bonne caractérisation locale
du comportement du systeme. Le multimodele livre également une bonne caractérisation glo-
bale du systeme.

Un bruit (ici, une séquence aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle et de va-
riance égale a un) est maintenant additionné sur les données de sortie du systeme. Le rapport
signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additionné est égal a 16dB. Les données
d’entrée et de sortie utilisées pour l’identification ainsi que les résultats obtenus a l’issue de
la procédure d’identification sont illustrés sur la figure 2.6. Ces résultats montrent les bonnes
capacités du multimodele découplé a appréhender le comportement dynamique du systeme.

’ Contexte de I’identification \ aj \ by \ a \ by ‘
En I’absence d’un bruit 0.6777 | 0.5917 | 0.2334 | 0.7887
En présence d’un bruit 0.6646 | 0.6232 | 0.2241 | 0.8053

Tableau 2.1 — Récapitulatif des parametres des sous-modeles

Les parametres des sous-modeles identifiés en [’absence et en présence du bruit de mesure
sont présentés sur le tableau 2.1. 1l est possible de constater que les parametres des sous-
modeles demeurent relativement proches dans ces deux contextes d’identification.

—u()] g b
-1.5¢ "\\"“c 1
B -y |
_2 L L L L _2 L L L L
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figure 2.6 — Entrée/sortie du systeme non linéaire (a gauche) et résultats de la procédure d’iden-
tification en présence d’un bruit de mesure (a droite)
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Exemple 2.3 (Exemple d’identification 2, mise en évidence du phénomene de décrochage)
Soit a approcher, par une structure multimodele, le modele non linéaire :

x(t+1) = ax(t)+sin(yu(?))(B —u(t)) ,uc[0,1]

avec a=10.95, y=0.87 et B = 1.5. L’entrée u(t) du modéle est constituée par la concaténation
de créneaux d’amplitudes variables.

Un jeu de données entrée/sortie de 5000 points a servi a l’identification et un autre jeu de
données entrée/sortie de méme taille a la validation. Le multimodele est constitué arbitraire-
ment par L = 6 sous-modeéles (cette valeur pouvant étre optimisée). Les fonctions de pondéra-
tion W; sont de type gaussien et dépendent du signal d’entrée u(t). Les centres sont donnés par
c1=0¢=02 ¢c3=04, ¢4 =0.6, c5s =0.8, cc =1 et la dispersion par c = 0.2. Le signal
d’entrée et les fonctions de pondération sont illustrés sur la figure 2.7.

0.8

0.7
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Figure 2.7 — Signal d’entrée (a gauche) et fonctions de pondération (a droite)

Les sous-modeles sont de la forme :
xi(t —+ 1) = a,'x,'(l‘) —+ biu(t) +d; (2.42)

ou les parametres a;,b; et d; sont de type scalaire. La procédure d’identification est basée sur
un critere global. La figure 2.8 illustre le comportement dynamique du multimodele identifié.

Le comportement dynamique du modele non linéaire (2.42) est mal approché par le multi-
modele identifié. L’apparition de "pics", dans certaines zones de commutation du signal de com-
mande, détériore considérablement la qualité de I’approximation. Ces "pics" sont une consé-
quence du phénomene dit de décrochage. La section suivante présente quelques éléments a
I’origine de ce phénomene ainsi qu’une solution pour y remédier.
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25 T
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Figure 2.8 — Sortie du modele non linéaire et sortie du multimodele découplé

2.5.6 A propos du phénomene de décrochage

Le probleme lié¢ au phénomene de décrochage est propre au multimodele découplé et ne se pose
pas pour le multimodele de T.S. En effet, dans un multimodele découplé chaque sous-modele
évolue indépendamment des autres. Par conséquent, un changement brusque de la valeur de la
variable d’indexation & () peut entrainer un saut instantané de la sortie d’un sous-modele vers
une autre. Or, rien n’est en mesure d’assurer que la sortie de chaque sous-modele est proche
des autres lorsqu’elle est précipitamment mise a contribution. L’écart entre les sorties dans les
phases de transition est a I’origine du phénomene de décrochage qui se traduit quelquefois par
des discontinuités ou des variations tres brutales de la sortie du modele.

Un décrochage survient a un instant donné si les sorties des sous-modeles mises a contribu-
tion sont €loignées les unes des autres. Si les sorties des sous-modeles sont proches au moment
ou elles sont mises a contribution le décrochage diminue voire disparait completement si elles
sont identiques. Le probleme du décrochage peut €tre alors considéré comme un probleme de
conditions initiales sur les sorties des sous-modeles quand elles sont mises a contribution.

Par ailleurs, ce phénomene est plus ou moins marqué selon la structure de multimodele dé-
couplé employée : fonctions de pondération agissant sur I’entrée (multimodele a base de blocs
Hammerstein), la sortie (multimodele a base de blocs Wiener) ou simultanément sur ces deux
signaux (multimodele a base de blocs Hammerstein-Wiener). Considérons a titre d’exemple un
multimodele construit a partir de blocs Hammerstein. Le signal d’entrée y est nul pour tous les
sous-modeles non pris en compte. Les sorties de tous les sous-modeles pour lesquels p;(.) ~ 0
tendent de ce fait vers zéro excepté pour les sous-modeles actuellement “actifs”. Dans ce cas de
figure, 1’écart entre les sorties des différents sous-modeles peut étre important contribuant ainsi
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a augmenter le phénomene de décrochage.

Dans tous les cas, le décrochage perturbe la procédure d’identification et détériore la qualité
de I’approximation obtenue. La procédure d’identification est en effet tenue d’ajuster les pa-
rametres du multimodele qui reproduisent le mieux le comportement du systeme tout en cher-
chant a éliminer le phénomene de décrochage. Elle a donc tendance a estimer des sous-modeles
présentant de faibles variations de la sortie en vue de parvenir a une diminution efficace du phé-
nomene de décrochage. Le décrochage a un impact défavorable sur I’estimation paramétrique
et détériore 1’approximation du systeéme dans les zones de décrochage.

Toutefois, ce phénomene ne se produit pas systématiquement et dépend conjointement des
dynamiques propres aux sous-modeles, du mécanisme d’interpolation (choix de la variable de
décision et de la structure du multimodele) et du placement des fonctions poids. Une premiére
solution visant a limiter et/ou éliminer le phénomene de décrochage consiste simultanément a :

e mélanger fortement les fonctions de pondération,

e augmenter le nombre des sous-modeles.

Cette premiere stratégie introduit inévitablement des contraintes supplémentaires dans la pro-
cédure d’identification et peut souvent s’avérer inefficace.

Nous proposons une deuxieme solution qui consiste a modifier la structure du multimodele
grace a I’ajout de trois filtres passe-bas (Fi, F> et F3). Ils agissent respectivement sur le signal
de commande, la variable de décision &(¢) et la sortie du multimodele (figure 2.9). L’objectif
est de prendre progressivement en compte la contribution de chaque sous-modele et d’adoucir
ainsi les transitions entre les sorties des sous-modeles. Le filtrage de la variable de décision
& (t) permet en particulier d’assurer la continuité des fonctions poids et ce, méme si le signal de
décision présente des discontinuités.

La structure du multimodele découplé modifié est alors donnée par :

a(t) F(g Mu(t) | (2.43a)
i(t) Fi(g Yu(r) | (2.43b)
X,’(l‘—{-l) = Ai(ei)xi(l)—G—B,’(O,')IZ(Z)—FD,‘(Q,'), (2.43C)
yi(t) = Ci(6)xi(t) , (2.43d)
L
F6) = Y w(E@)yi(r) avec &(r)=a(t) , (2.43¢)
i=1
y(t) = F(g ")) , (2.43f)

ol y(t) est la nouvelle sortie du multimodele. Les trois filtres sont notés Fi(g~!), Fa(g™!) et
2 (q_l) ol Fj(¢~") est un rapport entre deux polyndmes en g~ . Ces trois filtres font alors par-
tie du modele du systeme et 1’estimation de ces parametres doit étre introduite dans la procédure
d’identification.
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Le nouveau vecteur 0 contenant les parametres du multimodele a estimer est défini par :

T
o=[6 ... 67 ... 6 of 6i 6f]

1

, (2.44)

ol chaque bloc colonne 6; est relatif aux parametres inconnus du i*® sous-modele et ol 6f,,
O, et O, sont les vecteurs contenant les parametres relatifs aux trois filtres :

O =61 - ORg - Omgi] , i=1273. (2.45)

La procédure d’estimation paramétrique du multimodele découplé modifié est obtenue en
suivant une démarche tout a fait similaire a celle exposée au cours des sections précédentes (le
calcul des fonctions de sensibilité est présenté en annexe A).

u(t)
Y Y ﬁ(t)
Fi(g ) F(q ") i) ‘
ae) L mle)

3 : Al)ﬂ(f) +Blﬁ(l>+D1 - 3 ;@ 3
Al q' = Ha(t) l
| Y 5
3 : AZXZ(I) +B2ﬁ(f)+D2 - (& *:P II *»@ (I) F3(q’1) y(t)
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Figure 2.9 — Architecture du multimodele découplé modifié

Exemple 2.4 (Exemple d’identification 2, suite et fin)
On opte ici pour un multimodele découplé modifié. Les filtres F|, F> et F3 du premier ordre
utilisés sont donnés par :

it+1) = oqi(t)+(1—ou(t+1) | (2.46)
at+1) = i) +(1—o)ut+1) | (2.47)
Yi+1) = oy(t)+(1—a)f(r+1) . (2.48)
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Le calcul des nouvelles fonctions de sensibilité s’effectue comme dans la section 2.5.1 en pre-
nant en considération les nouveaux parametres o, 0y et 03 des filtres passe-bas.

La figure 2.10 illustre le comportement dynamique du multimodeéle identifié apres introduc-
tion des trois filtres passe-bas. Une bonne adéquation entre les données du modele non linéaire
et celles du multimodele est constatée, le phénomene de décrochage étant rejeté.
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Figure 2.10 — Sortie du modele non linéaire et sortie du multimodele découplé modifié

2.6 Exemples d’identification

Les deux exemples académiques d’identification figurant dans cette section permettent d’éva-
luer a la fois les performances et les limites de la procédure d’estimation paramétrique proposée.

2.6.1 Systeme non linéaire mono-entrée/mono-sortie

On souhaite obtenir une représentation multimodele d’un systeéme non linéaire décrit par :

oy = A D DD D)y,

¥(0) = y(1)=y(2)=0".
Cet exemple a été proposé par Narendra et Parthasarathy [1990] dans un contexte de modélisa-

tion par réseaux de neurones. Boukhris [1998] et plus récemment Verdult [2002] ont fait appel
a ce méme exemple pour montrer les capacités d’approximation d’'un multimodele de T.S.

L’observation de la réponse du systeme a des échelons d’amplitudes variables (voir figure
2.11, a gauche) permet de vérifier le caractere non linéaire du systeme. Un partitionnement
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homogene de I’espace de fonctionnement du systeme en quatre zones est effectué a 1’aide des
fonctions de pondération de centres ¢y = —1, ¢c; = —0.33, c3 = 0.33 et ¢4 = 1 et de dispersion
o = 0.4 (voir figure 2.11, a droite).

Un jeu de données de 800 échantillons est utilisé pour 1’identification. L’entrée u(r) du
systéme est constituée par la concaténation de créneaux d’amplitudes (appartenant a [—1, 1]) et
de durées variables. La validation du modele est réalisée en considérant 1’entrée suivante :

s (2w
t) = Feal 1 <t <500
u(t) = sin(355 Zﬂ . =rs (2.50)
u(t) = 0.8sin( 555t ) +0.2sin(55¢) ¢ > 500
! —H
T ] —
— M4
0.8} 7ol
0.5 .
[N~ 0.6} ]
y 0_{ ]
P 0.4} / T
0.5/ :
\[/L 0.2 i
1t = \
0 10 20 30 40 50 0 1

t

Figure 2.11 — Réponses temporelles du systtme a des échelons d’amplitudes variables (a
gauche) et fonctions de pondération (2 droite)

Deux indices de performance sont proposés afin d’évaluer la qualité du modele. Le premier
indice, déja défini en (1.24), est la moyenne quadratique de I’erreur (Mean Square Error MSE)
donnée par :

N
MSE = }V Y Os(6) = y(0))* . (2.51)
=1
Le second est la VAF (variance-accounted-for) donnée en pourcentage. L’évaluation de la VAF
permet, dans le cas général, de comparer deux matrices. En effet, une VAF égale a 100% est
obtenue si les deux matrices Y et ¥ sont identiques. Dans le cas contraire, la VAF varie entre 0%
et 100%. Dans un contexte d’identification, la VAF sert a comparer la séquence des données de
sortie de validation du systeme ylsv | aux données de sortie fournies par le modele yllv . La VAF
est définie par : 7

var(yy; =)
var(yY)

ou var dénote la variance d’un signal quasi-stationnaire. Dans le cas idéal, c’est-a-dire avec un
modele exact du systeme et un jeu de conditions initiales parfaitement connu, les séquences y?’ |

VAF = max { 1— ,o} x 100% | (2.52)
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et yllv sont identiques et la VAF est de 100%.

Le multimodele de T.S. composé de sept sous-modeles du troisieme ordre proposé par Bou-
khris [1998] fournit un indice de performance MSE = 0.0003. Nie [1995] obtient un meilleur
indice de performance MSE = 0.00028 avec un modele neuro-flou comportant 34 regles. Enfin,
Verdult [2002] introduit une procédure d’optimisation des fonctions de pondération et des para-
metres d’un multimodele de T.S. constitué de quatre sous-modeles du troisieme ordre. 11 obtient
un VAF = 99.9% et un MSE = 0.0002. Plus récemment, Wen et al. [2007] ont proposé une
classe particuliere de modele affine par morceaux dite BPWARX (Piecewise-Affine Basis Func-
tion AutoRegressive eXogenous models) pour I’identification de type boite noire d’un systeme
non linéaire. Ils obtiennent une VAF = 97.9% avec un modele comportant une dizaine de sous-

modeles dont le vecteur de régression est ¢ (1) = [1,y(t — 1), y(r — 2),y(t — 3),u(t — 1), u(r — 2)] r

Le multimodele découplé proposé comporte quatre sous-modeles du second ordre et un
filtre passe-bas du premier ordre filtrant la variable de décision. L’identification paramétrique
est effectuée en considérant tout d’abord des données de mesure (c.-a-d. de sortie) non bruitées
puis bruitées.

Identification a partir de données de mesure non bruitées

Les données utilisées pour I’identification et les résultats obtenus lors de la validation du mo-
dele sont présentés sur la figure 2.12. La bonne adéquation entre la sortie du systeéme (séquence
de validation) et celle du multimodele est clairement mise en évidence. Les indices de perfor-
mance obtenus sont VAF = 99.7446% et MSE = 0.00067. Ces performances sont tout a fait
comparables a celles obtenues par les auteurs mentionnés précédemment alors qu’un nombre
inférieur de parametres a été utilisé.

Entréee
- - -Sortie

0.5

. aliiind|

-0.5r

0 200 4?0 600 800

Figure 2.12 — Données pour I’identification (a gauche) et résultats de la validation du modele (a
droite) en I’absence d’un bruit de mesure
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Identification a partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du systeme est maintenant additionné. Le bruit
correspond a une séquence aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle, de variance
égale a un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additionné est égal
a 17dB (I’amplitude du bruit correspond a 10% de 1’amplitude maximale du signal de sortie).
La figure 2.13 illustre les données utilisées pour 1’identification et les résultats obtenus lors de
la validation. Les indices de performance obtenus sont VAF = 97.6545% et MSE = 0.0053.
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Figure 2.13 — Données pour I’identification (2 gauche) et résultats de la validation du modele (a
droite) en présence d’un bruit de mesure

2.6.2 Four a gaz de Box et Jenkins

Ce deuxieme exemple d’identification utilise les données du four a gaz de type SISO proposées
par Box et Jenkins [1976].
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Figure 2.14 — Données d’entrée et de sortie du four (a gauche) et fonctions de pondération (2
droite)
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Dans ce four a gaz, de I’air et du méthane ont été combinés de fagon a obtenir un mélange
de gaz contenant du CO,. L’entrée du four correspond au débit du méthane et la sortie a la
concentration en pourcentage de CO; (figure 2.14). Le jeu des données d’entrée/sortie du four
est constitué de 296 points. L’identification du multimodele est réalisée avec un jeu de données
de 150 points. Les 146 points restant servent a la validation du multimodele.

Le multimodele a structure modifiée (c.f. section 2.5.6) se compose de trois sous-modeles
et de trois filtres passe-bas du premier ordre. Un partitionnement homogene de I’espace de
fonctionnement du systeme en trois zones est réalisé a I’aide des fonctions de pondération de
centres ¢ = —2.7160, c; = 0.0590 et c3 = 2.8340 et de dispersion o = 1.7 (voir figure 2.14),
ce choix n’étant pas unique.

Identification a partir de données de mesure non bruitées

La figure 2.15 illustre les résultats obtenus pour 1’identification et la validation du multimo-
dele. Les indices de performance obtenus lors de I'identification sont VAF = 98.8073% et
MSE = 0.1329. Les indices de performance obtenus lors de la validation sont VAF = 77.0981%
et MSE = 0.2065. Le multimodele identifié parvient a représenter globalement le comportement
dynamique du systeme. Il y a cependant des régions ou 1’adéquation entre le multimodele et le
systeéme n’est pas satisfaisante. On notera que dans I’intervalle de temps 260 — 296 1’identifi-
cation étant mauvaise, le multimodele devra y étre mieux adapté (voir figure 2.15 (a droite)).
Toutefois, la précision du multimodele peut étre améliorée en augmentant par exemple 1’ordre
des sous-modeles ou en considérant une autre décomposition de 1’espace de fonctionnement du
systeme.

44 I I 4 I I
0 50 100 150 ?50 200 250 300

Figure 2.15 — Résultats de I’identification du modele (a gauche) et de la validation (a droite) en
I’absence d’un bruit de mesure

Identification a partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du systeme est maintenant ajouté. Le bruit corres-
pond a une séquence aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle, de variance égale a
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un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additionné est égal a 25dB.

La figure 2.16 permet de comparer, pour les données d’identification et de validation, la
sortie du systeme et celle du multimodele identifié. Les indices de performance obtenus lors de
I’identification sont VAF = 91.4417% et MSE = 1.0731. Les indices de performance obtenus
lors de la validation sont VAF = 69.0093% et MSE = 2.8210. Ces résultats illustrent les bonnes
propriétés d’adéquation du multimodele identifié en présence d’un bruit de mesure.
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Figure 2.16 — Résultats de I’identification du modele (a gauche) et de la validation (a droite) en
présence d’un bruit de mesure

Commentaires

Deux facteurs rendent I’identification difficile, a savoir un nombre relativement réduit de don-
nées et un signal d’entrée relativement peu riche. Ce dernier aspect est illustré a 1’aide de 1’his-
togramme pour le jeu de données d’entrée du systeme (figure 2.17).
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Figure 2.17 — Histogramme pour le jeu de données d’entrée du four
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Il est aisé de constater, d’apres I’histogramme, que le signal de commande n’excite pas uni-
formément les trois zones de fonctionnement du systeme définies par les fonctions de pondéra-
tion. En effet, un grand nombre de points se situent dans I’intervalle [—1, 1] qui correspond a la
zone de fonctionnement ot le deuxieéme sous-modele est le principal contributeur car Uy ~ 1.

Cet exemple pointe I’importance de disposer d’un signal d’entrée suffisamment riche, c’est-
a-dire capable d’exciter les différentes zones de fonctionnement du systeéme de maniere a fournir
assez de données pour I'identification des parametres des sous-modeles.

2.7 Conclusion et discussion

A travers ce second chapitre, nous avons abordé le probleme de I’identification des systemes
non linéaires sous 1’angle d’une approche multimodele. Notre attention s’est portée sur le mul-
timodele découplé par opposition aux approches multimodeles classiquement utilisées.

Comme il a déja ét€ mentionné, le multimodele découplé rend possible 1’utilisation de sous-
modeles hétérogenes, c’est-a-dire de sous-modeles de dimensions et de structures différentes.
Cet aspect constitue un point intéressant dans une perspective d’identification. En effet, 1’ utili-
sation des sous-modeles hétérogenes introduit un degré de flexibilité dans la phase d’identifica-
tion dans la mesure ou la complexité de chaque sous-modele peut s’adapter a la complexité du
systeme dans chaque zone de fonctionnement. Il devient alors possible d’effectuer une décom-
position non réguliere de I’espace de fonctionnement. Cette caractéristique peut favoriser une
description précise du comportement non linéaire du systéme avec un nombre relativement ré-
duit de parametres. La structure du multimodele découplé peut alors Etre mise a profit, dans un
contexte de modélisation de type boite noire, afin de traiter le probleme dit de curse of dimen-
sionality dans lequel le nombre de parametres du multimodele nécessaire a I’obtention d’une
représentation précise du systeme augmente tres rapidement avec la dimension du systeme. Le
multimodele découplé possede donc une structure appropriée a la modélisation des systemes
complexes de nature non linéaire dont la structure peut varier dans I’espace de fonctionnement.

Dans ce chapitre, une procédure d’identification paramétrique hors ligne d’un multimodele
découplé a été mise en ceuvre. Un algorithme itératif d’optimisation non linéaire de différents
criteres (local, global ou mixte) a permis d’estimer les parametres des sous-modeles. Un phé-
nomene de décrochage susceptible, dans certaines situations, de diminuer la qualité de 1’ap-
proximation du multimodele a été mis en évidence et une solution suggérée afin d’y remédier
en grande partie. Différents exemples académiques d’identification ont permis d’illustrer les
bonnes aptitudes du multimodele découplé a capturer le comportement non linéaire d’un sys-
teme.

Ce chapitre pose un certain nombre de bases et ouvre d’intéressantes perspectives dans le do-
maine de I’identification des systemes non linéaires a 1’aide d’un multimodele découplé. Parmi
les points pouvant constituer 1’objet de travaux ultérieurs, on peut mentionner la recherche de la
dimension du multimodele, c’est-a-dire la détermination du nombre et de la dimension des sous-
modeles, un probleme loin d’étre évident a résoudre. Un indice sur la dimension de chaque sous-
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modele peut toutefois étre obtenu en réalisant d’abord une identification paramétrique basée sur
un critere local. Ce critere permet en effet d’obtenir une solution analytique au probléme posé
par I'identification de chaque sous-modele. L’ introduction d’une fonction coft, par exemple le
critere d’information dit d’ Akaike qui tienne compte simultanément des performances du mo-
dele et de sa complexité, peut servir a la détermination de la structure du multimodele la plus
parcimonieuse.

Il est également possible d’envisager une procédure d’optimisation des fonctions de pondé-
ration u(.) afin d’obtenir un partitionnement optimal de 1’espace de fonctionnement du systéme.
Une extension des algorithmes dits a deux niveaux basculant entre 1’estimation paramétrique
des sous-modeles et I’estimation paramétrique des fonctions poids représente une voie qui mé-
rite d’étre explorée.

Enfin, I’étape fondamentale de validation du modele doit étre étudiée en profondeur afin de
fournir au concepteur des indices sur la qualité et sur la complexité de la structure du modele
obtenu. Dans cette perspective de validation, il peut étre particulierement approprié d’étudier
I’applicabilité des tests de corrélation des résidus introduits par Billings et Voon [1986].
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Chapitre 3. Estimation d’état

3.1 Introduction

Les comportements dynamiques de nombreux systemes physiques peuvent étre décrits a I’aide
d’un modele mathématique qui fait intervenir un ensemble d’équations différentielles mettant
en relation un nombre fini de variables internes, appelées également variables d’état. L'évo-
lution temporelle du systeme est donc caractérisée par 1’évolution de ses variables d’état qui
dépend des signaux d’excitation appliqués et des conditions initiales.

Cette représentation d’état du systeme se préte particulierement bien a la synthese de nom-
breuses lois de commande (commande par retour d’état, par exemple). La mise en ceuvre de ces
techniques de commande requiert la connaissance de I’évolution de 1’ensemble des variables
d’état. Or, sur un plan pratique, les variables d’état ne correspondent pas toujours aux mesures
du systeéme soit parce qu’elles sont dépourvues de tout sens physique, soit parce que leur mesure
directe est soumise a des contraintes d’ordre technique, technologique ou économique (instru-
mentation difficile du systéme, capteur indisponible ou trés onéreux,...). Pour ces raisons, 1’état
complet du systeme peut étre difficile voire tout simplement impossible a mesurer. La valeur
d’une ou de plusieurs variable(s) d’état du systeme doit donc étre en regle générale estimée ou
reconstruite par le biais d’un observateur dit également capteur logiciel. L estimation de 1’état
du systeme joue également un role central dans un contexte de surveillance et de diagnostic de
systemes. Elle sert en effet a générer des symptomes de défaillance du systeme établis a partir
de la comparaison entre les signaux estimés et ceux mesurés. La reconstruction des variables
d’état d’un systeme constitue donc un probleme fondamental dans les sciences de 1’ingénieur.

u(r) y(t)

> SYSTEME -

OBSERVATEUR X(t) : état estimé
(FILTRE) =

4

MODELE DU

Yy

SYSTEME

Figure 3.1 — Principe de I’estimation d’état

La reconstruction d’état se propose de fournir I’estimation des variables d’état a partir des
grandeurs connues, c.-a-d. 'entrée et la sortie du systeme. Une solution au probleme de I’esti-
mation de 1’état des systemes, basée sur la connaissance d’un modele mathématique LTI du sys-
teme, a été apportée par Kalman [1960] et par Luenberger [1971] au cours des années soixante.
L’estimation des différentes variables d’intérét est accomplie grace au filtre de Kalman dans
le cas stochastique ou grace a I’observateur de Luenberger, dit également observateur a gain
proportionnel, dans le cas déterministe. Un observateur (ou filtre) est un systeme dynamique

74



3.1. Introduction

qui fournit en sortie une estimation de 1’état du processus a partir des entrées, des sorties et du
modele du systeme et ce, au moyen d’une correction proportionnelle a 1’écart entre la sortie
mesurée et celle estimée. Le gain de correction pour I’observateur de Luenberger est obtenu
en imposant une vitesse de convergence de I’erreur d’estimation. Quant au filtre de Kalman, il
exploite les propriétés statistiques du systeme et du bruit en vue d’obtenir le gain de correction
optimal minimisant la variance de I’erreur d’estimation. La reconstruction d’état pour les sys-
temes caractérisés par un modele LTI semble avoir atteint une certaine maturité et nombreux
sont les algorithmes de synthese disponibles.

Les systemes physiques présentent cependant des comportements dynamiques complexes
faisant intervenir des lois non linéaires. Ces comportements ne peuvent étre représentés que tres
localement a 1’aide d’un modele LTI. Cette représentation locale permet de trouver, a 1’appui
des résultats proposés pour les modeles LTI, une solution satisfaisante au probleme d’estima-
tion d’état a condition toutefois que la plage de variation du systéme soit assez étroite. Ce cas de
figure est couramment rencontré quand, par exemple, le systeme est inséré dans une boucle de
régulation destinée a maintenir son fonctionnement autour d’un point de fonctionnement donné.
Dans nombre de situations pratiques cependant, le systeme doit €tre exploité dans un domaine
de fonctionnement plus large. Dans un contexte de diagnostic par exemple, il est conseillé de
réaliser I’estimation d’état a partir d’un modele capable de reproduire le comportement du sys-
teme dans une large plage de fonctionnement et ce, afin de prendre en compte les changements
dans les modes de fonctionnement du systeme. Dans ce cas de figure, le recours a des modeles
de représentation non linéaire s’impose dans la mesure ou les modeles LTI ne sont pas aptes a
caractériser correctement le comportement global du systeme.

La reconstruction de I’état des systeémes représentés par un modele non linéaire souleve un
probleéme difficile a résoudre dans le cas général. En effet, a la différence des modeles LTI ou
une représentation unifiée peut €tre employée, les modeles non linéaires peuvent se présenter
sous une multitude de structures faisant intervenir d’une facon différente les termes non li-
néaires. De plus, la notion d’observabilité (c.-a-d. la capacité a reconstruire 1’état a partir des
mesures) dans le cadre des modeles de représentation non linéaire ne renvoie pas a un concept
global unique et dépend fortement du signal d’excitation appliqué au systeme. Par conséquent,
il semble difficile d’établir une théorie générale en mesure de synthétiser un observateur basé
sur un modele non linéaire non spécifié.

Cependant, différentes approches, conduisant a une estimation d’état pour des classes spé-
cifiques de modeles non linéaires, ont été proposées dans la littérature (le lecteur peut consulter
le récent ouvrage de Besancon [2007] et le premier chapitre de la these de Cherrier [2006] pour
un état de I’art sur I’estimation d’état des systemes non linéaires). La plupart de ces approches
sont des prolongements des concepts introduits par Kalman ou par Luenberger. Les plus clas-
siques et les plus répandues sont sans aucun doute le filtre de Kalman étendu et [’observateur
de Luenberger étendu. Dans le cadre de ces approches, 1’estimation de 1’état du systéme est
réalisée a partir d’une linéarisation a chaque instant du modele non linéaire le long des trajec-
toires estimées. Cette approche n’est valable que pour des modeles localement différentiables
et la convergence de I’erreur d’estimation n’est garantie que localement (la convergence peut
dépendre par exemple de 1’état initial), la fonction non linéaire étant linéarisée autour de 1’esti-
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mation courante. D’autres fechniques dites par transformation permettent d’obtenir un systeéme
linéaire auxiliaire, issu d’une transformation (changement de coordonnées) de 1’état non linéaire
du systeme. Il est ainsi possible, a I’aide des techniques classiques, de concevoir un observateur
dans le nouveau repere du systeme. Une transformation inverse conduit ensuite a I’obtention
d’un observateur non linéaire pour le systeme non linéaire de départ. Le principal inconvénient
de cette approche est dii aux conditions restrictives d’existence d’une transformation appro-
priée. Les observateurs a grand gain sont applicables aux systemes qui ne peuvent pas étre
linéarisés par un changement de coordonnées, a condition toutefois que le systeme soit globale-
ment lipschitzien. Ces observateurs présentent une structure proche de celle de 1’observateur de
Luenberger. Comme I’indique trés bien son nom, cet observateur utilise un grand gain qui aug-
mente conformément aux constantes de Lipschitz du systeme. Ce gain permet de compenser les
effets de la partie non linéaire du systeme sur I’erreur d’estimation. La littérature offre diverses
techniques de synthese de I’observateur a grand gain (voir [Gauthier et al., 1992; Raghavan et
Hedrick, 1994; Rajamani, 1998]). Les observateurs a gain adaptatif proposés par Busvelle et
Gauthier [2005], en combinant I’observateur de type grand gain [Gauthier et al., 1992] au filtre
de Kalman étendu, permettent de tirer profit des avantages propres a chaque structure. Ce type
d’observateur présente un comportement initial de type grand gain dont la convergence globale
est prouvée ainsi qu’un comportement asymptotique proche de celui du filtre de Kalman étendu
doté de remarquables propriétés de robustesse. Plus récemment, des méthodes dites algébriques
appliquées a I’estimation d’état rapide en boucle fermée ont livré dans cette direction des résul-
tats encourageants [Fliess et al., 2008].

L’ensemble de ces méthodes nécessitent la connaissance précise, sur toute la plage de fonc-
tionnement, d’un modele mathématique non linéaire du systeme. Or, 1’ obtention d’un tel modele
est loin d’étre aisée en raison notamment de la nature complexe des systeémes non linéaires. Il
faut bien souvent faire appel a des techniques d’identification de type boite noire pour repré-
senter mathématiquement les comportements dynamiques du systeme. Le choix de la structure
interne du modele constitue la clef de volte de ces techniques d’identification. En effet, la struc-
ture du modele doit, d’une part, €tre assez générale de facon a prendre en compte un nombre
varié de situations de modélisation et doit, d’autre part, se révéler apte a favoriser une exploi-
tation ultérieure. Les multimodeles permettent de parvenir a un excellent compromis entre ces
deux aspects.

Dans ce contexte de modélisation, les sous-modeles peuvent €tre agrégés de multiples fa-
cons, donnant toutes lieu a différentes classes de multimodeles [Filev, 1991]. Deux grandes
familles de multimodeles sont recensées selon que les sous-modeles sont homogenes, c’est-a-
dire qu’ils partagent le méme espace d’état (multimodeéle de Takagi-Sugeno) ou hétérogenes,
c’est-a-dire que leur structure et leur espace d’état different (multimodele découplé).

La structure du multimodele de Takagi-Sugeno a été initialement proposée, dans un contexte
de modélisation floue, par Takagi et Sugeno [1985] dans les années 80 et a été depuis largement
popularisée, dans un contexte multimodele, par les travaux de Johansen et Foss [1993]. L’étude
de la stabilité et de la stabilisation (étroitement liée a I’estimation d’état) des multimodeles de
Takagi-Sugeno a fait I’objet de nombreux travaux de recherche (voir [Tanaka et Sugeno, 1990;
Blanco et al., 2001; Chadli, 2002; Guerra et al., 2006] et leur bibliographie). Ces travaux s’ins-

76



3.1. Introduction

crivent principalement dans le cadre de la recherche d’une loi de commande stabilisante qui
doit disposer de tout le vecteur d’état (pas toujours accessible). C’est ce besoin en particulier
qui est a ’origine de 1’étude de la reconstruction d’état, aujourd’hui largement développée.
L’estimation d’état du multimodele s’effectue en général par le biais d’un multiobservateur de
type proportionnel (extension de 1’observateur proportionnel des systemes linéaires aux mul-
timodeles). Cependant, d’autres types de multiobservateurs ont également été¢ développés (par
exemple, a entrées inconnues [Akhenak, 2004; Rodrigues, 2005] et a modes glissants [Palm et
Bergstern, 2000]). Dans la perspective d’une stratégie de surveillance des systemes représentés
par un multimodele de Takagi-Sugeno, il a été fait appel aux multiobservateurs en vue de géné-
rer des signaux indicateurs de défauts [Lopez-Toribio et al., 2000; Akhenak, 2004; Rodrigues,
2005].

Soulignons que d’un point de vue structurel, tous les sous-modeles de ce multimodele ont
la méme dimension car un seul vecteur d’état apparait dans les équations du multimodele. La
complexité des sous-modeles est par conséquent invariable quelle que soit la complexité du
fonctionnement a décrire. Le multimodele ainsi obtenu peut étre alors sur-paramétré et sa com-
plexité inutilement augmentée.

La structure du multimodele découplé [Filev, 1991] introduit une certaine flexibilité dans
I’étape de modélisation dans la mesure ou la dimension des sous-modeles (leur nombre d’états)
peut étre adaptée a la complexité du systeme dans chaque zone de fonctionnement. Ce multimo-
dele s’adapte donc particulierement bien a la modélisation des systemes complexes présentant
des non-linéarités et des changements de structure engendrés par leur mode de fonctionnement.
Il a déja été exploité dans le cadre de 1’identification (cf. chapitre 2) et/ou de la commande de
systemes non linéaires [Gawthrop, 1995; Gatzke et Doyle III, 1999; Gregorcic et Lightbody,
2000; Gregorcic, 2004]. Dans un contexte de surveillance, Kanev et Verhaegen [2006] se sont
intéressés a la détection du changement de régime de fonctionnement du systeme. Dans cette
approche, chaque sous-modele sert a représenter un mode défaillant du systeme. La surveillance
consiste a déterminer le mode actif du systeme.

Les possibilités offertes par le multimodele découplé pour reconstruire 1’état d’un systeme
semblent peu exploitées au regard des travaux actuellement publiés. Les récents articles d’Uppal
et al. [2003]; Uppal et Patton [2005]; Uppal et al. [2006] sont, a notre connaissance, les seules
références relatives a 1’estimation d’état dans un contexte de surveillance. Dans ce chapitre,
notre attention se portera donc sur I’estimation d’état de systeémes représentés par un multimo-
dele découplé. Le chapitre comprend cinq sections. Apres un bref rappel des structures du mul-
timodele de Takagi-Sugeno et du multimodele découplé, 1’analyse de leur stabilité est réalisée
au cours de la deuxieme section. La troisieme section, dédiée a 1’estimation d’état proprement
dite, propose une extension de 1’observateur a gain proportionnel classiquement utilisé pour la
reconstruction d’état. La convergence de I’erreur d’estimation d’état est analysée a 1’aide de la
méthode de Lyapunov. Le gain de I’observateur est obtenu par la résolution d’un ensemble d’in-
égalités matricielles linéaires (LMI). Cette section expose également un moyen d’introduire, au
cours de la synthese de 1’observateur, des spécifications temporelles de la dynamique de I’erreur
d’estimation. La structure du multimodele découplé modifié, considérée lors de la synthese de
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I’observateur, permet d’établir dans la quatrieme section un lien entre la syntheése des obser-
vateurs et le phénomene de décrochage (c.f. section 2.5.6). Enfin, le recours de plus en plus
fréquent aux calculateurs délocalisés du systeme et la transmission des données par réseaux
informatiques a 1’origine d’inévitables délais d’attente font des systémes a retard une théma-
tique de recherche d’actualité qui mérite d’étre brievement abordée dans la derniere section du
présent chapitre.

3.2 Rappel sur les structures des multimodeles

Dans le cadre de la représentation multimodele, le comportement dynamique d’un systeme est
appréhendé au moyen d’un ensemble de sous-modeles agrégés par un mécanisme d’interpola-
tion.

On rappelle ci-dessous les expressions mathématiques des structures du multimodele de
Takagi-Sugeno et du multimodele découplé. Pour ce faire, on introduit I’opérateur 6 qui permet
d’obtenir une notation unifiée des multimodeles a temps continu et a temps discret.

Définition 3.1 (Opérateur 6). L’opérateur O dénote la dérivée par rapport au temps pour les
systemes a temps continu, soit 8(x(t)) = x(t),t € Ry et 'opérateur d’avancement pour les
systémes a temps discret, soit 6(x(t)) =x(t+1),t € N.

e La représentation dans I’espace d’état du multimodele de Takagi-Sugeno (T.S.) est don-
née par :

[o7]
—

=
—

~
~—
~—

I
el

(& (1)Ax(r) + Y (& (1)) Biu(r) (3.1a)
i=1

N
I
—_

<
=
N—
I
-

N
I
—_

w(EO)C(r) (3.1b)

ou x € R" est le vecteur d’état du multimodele, u € R™ le vecteur de commande, y € R”
le vecteur de sortie du multimodele. Les matrices A; € R"*", B; € R"*™ et C; € RP*"
sont constantes et supposées connues.

e La représentation d’état du multimodele découplé est donnée par :
o(x;(t)) = Aix(t)+Bu(t) , (3.2a)
yi(t) = Cix(t) , (3.2b)

y(r) = Y wi(&@)yit) | (3.2¢)
i=1

ol x; € R% et y; € R” sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du i*™®
sous-modele, ou u € R™ est le vecteur de commande et y € R? le vecteur de sortie du
multimodele. Les matrices A; € R"*"_ B; € R"*™ et C; € RP*" sont constantes et sup-
posées connues. Par la suite, MDC et MDD désigneront respectivement le multimodele
découplé a temps continu et le multimodele découplé a temps discret.
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Dans les deux cas, &(7) est une variable caractéristique du systeme, appelée également variable
de décision, accessible par mesure en temps réel. Elle peut, par exemple, correspondre aux va-
riables d’état mesurables ou aux signaux d’entrée ou de sortie. La variable de décision sert a
indexer les fonctions de pondération p;(& (¢)) qui définissent les différentes zones de fonction-
nement et assurent la transition entre les sous-modeles. Les zones de fonctionnement ne sont
pas a priori disjointes et sont par conséquent susceptibles de présenter des recouvrements. Les
fonctions de pondération admettent de ce fait des valeurs intermédiaires dans 1’intervalle O et 1.
Elles respectent de plus les propriétés de somme convexe suivantes :

Zui(é(t))zl et 0<w(E@)<1 Vi=1,---,L, Vt . (3.3)

Dans un souci de simplicité, on omettra dorénavant de faire apparaitre la dépendance de la
variable de décision dans les fonctions de pondération. On notera simplement () au lieu de

u(& ().

3.3 Stabilité des multimodeles

L’étude de la stabilité revét une importance fondamentale lors de I’analyse des systémes non
linéaires représentés par un multimodele. Elle ne peut pas étre a priori menée de la méme fagon
que dans le cadre des systemes représentés par un modele linéaire a temps invariant LTI, la
prise en considération du mélange (la combinaison) entre les différents sous-modeles s’avérant
capitale.

La méthode de Lyapunov [Liapounoff, 1907] permet de conclure sur la stabilit¢ du multi-
modele sans avoir a résoudre explicitement les équations d’état le long de ses trajectoires. Cette
méthode est la formalisation mathématique d’un constat fondamental en physique, a savoir que
si I’énergie totale d’un systeme de nature linéaire ou non est dissipée de facon continue alors
le systeme devra au final atteindre un point d’équilibre. La méthode de Lyapunov offre la pos-
sibilité, par extension du concept de dissipation d’énergie, d’examiner la stabilité d’un systeme
linéaire ou non par 1’analyse de la décroissance d’une fonction scalaire et ce, sans passer par
une solution explicite des équations du systeme (c.f. annexe B).

Ce paragraphe a pour objet I’étude de la stabilité du multimodele découplé. Un rappel suc-
cinct des conditions les plus élémentaires en mesure de garantir la stabilité du multimodele de
T.S. est proposé. Puis sont établies les conditions assurant la stabilité du multimodele découplé.

3.3.1 Stabilité du multimodele de T.S.

La stabilité d’un multimodele de T.S. est assurée si les conditions, sous la forme d’un ensemble
d’inégalités matricielles linéaires [Boyd et al., 1994], des théoremes suivants sont satisfaites
[Tanaka et al., 1998].
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Théoreme 3.1 (Stabilité du multimodele de T.S. a temps continu). Le multimodéle de T.S.
(3.1) a temps continu est asymptotiquement stable s’il existe une matrice symétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

ATP+PA; <O, i=1,---,L. (3.4)

Théoreme 3.2 (Stabilité du multimodele de T.S. a temps discret). Le multimodele de T.S.
(3.1) a temps discret est asymptotiquement stable s’il existe une matrice symétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

ATPA;—P<0, i=1,---,L. (3.5)

Ces théorémes sont obtenus grace a la seconde méthode de Lyapunov sur la base d’une
fonction de Lyapunov quadratique de la forme V(¢) = x7 (¢)Px(¢). D’aprés ces théorémes, la
stabilité du multimodele est liée, d’une part, a la stabilité¢ de tous les sous-modeles et, d’autre
part, a I’existence d’une matrice de Lyapunov P commune a tous les sous-modeles. Remarquons
que la premiere condition n’implique en aucun cas la seconde. La recherche analytique de la
matrice P satisfaisant ces conditions souleve un probleme dont la résolution s’avere difficile
et ce, méme dans les cas a faible dimension. Il existe toutefois des algorithmes d’optimisation
convexe efficaces en mesure de résoudre numériquement ce type de probleme [Boyd et al.,
1994].

Il convient cependant de souligner que les conditions des théoremes 3.1 et 3.2 ne sont que
suffisantes. Une recherche infructueuse de la matrice P n’implique pas I’instabilité du multi-
modele. En effet, de nombreux exemples montrent qu'un multimodele de T.S. peut étre stable
alors qu’il comporte des sous-modeles instables et vice versa. La stabilité du multimodele est
alors établie a la condition de trouver une solution aux LMI. Dans le cas contraire, aucune
conclusion ne peut €tre avancée. Par ailleurs, la recherche d’une matrice P commune a tous les
sous-modeles constitue une source inévitable de conservatisme des solutions. Autrement dit,
le multimodele posseéde un comportement stable mais aucune solution permettant de conclure
sur sa stabilité n’est trouvée. De nouvelles fonctions de Lyapunov, ayant pour objet la réduc-
tion de ces sources de conservatisme, ont ainsi été proposées dans la littérature (c.f. [Morere,
2001; Chadli, 2002; Tanaka et al., 2003]). Une approche récente, visant a obtenir des conditions
moins conservatives, considére une décroissance non uniforme de la fonction de Lyapunov
[Kruszewski, 2006].
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3.3.2 Stabilité du multimodele découplé

Ce paragraphe a pour propos I’étude de la stabilit¢é du multimodele découplé. L’introduction
d’un vecteur d’état augmenté de la forme :

L
x0) = pI@)-2l @)k @)] eR, n=Yn (3.6)
i=1

permet de réécrire les relations (3.2) décrivant le multimodele découplé sous une forme plus
compacte :

8(x(1)) = Ax(t)+Bu(t) , (3.7a)
yo) = C)x() , (3.7b)

ot les matrices partitionnées par blocs A € R"*", B € R"™ et C € RP*" sont définies par :

AL 0 0 0 0] B Mmoeai
0 0 0 0 : :
A=10 A 0 0|, B=|Bi|, Ct)=|w@®)C| . (3.8)
O 0 0 . 0 : :
(0 0 0 0 A B, | | e (1)CY |

Les conditions assurant la stabilité du multimodele (3.7) peuvent aisément €tre obtenues a
partir de 1’étude des valeurs propres de la matrice A. En effet, d’apres (3.8) la matrice A est
une matrice bloc diagonale a parametres constants. Par conséquent, toutes ses valeurs propres
se situent dans le demi-plan gauche du plan complexe (ou a I'intérieur du cercle unité dans le
cas discret) si et seulement si toutes les valeurs propres de toutes les matrices A; sont dans le
demi-plan gauche du plan complexe (ou a I’intérieur du cercle unité dans le cas discret). Les
théoremes suivants livrent les conditions nécessaires et suffisantes a la vérification de la stabilité
du multimodele découplé.

Théoréme 3.3 (Stabilité du MDC). Le multimodéle découplé (3.2) a temps continu est stable
si et seulement si les valeurs propres de la matrice A se situent dans le demi-plan gauche du
plan complexe, c.-a-d. s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que :

ATp+PA<0, i=1,--,L. (3.9)

Théoréme 3.4 (Stabilité du MDD). Le multimodéle découplé (3.2) a temps discret est stable
si et seulement si les valeurs propres de la matrice A se situent a l’intérieur du cercle unité,
c.-a-d. s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que :

ATPA+P<0, i=1,---,L. (3.10)
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Remarque 3.1. La condition proposée dans le théoreme 3.3 est vérifiée s’il existe des matrices
P = PiT > 0 telles que :

ATP+PA; <0, i=1,---,L. (3.11)

La condition proposée dans le théoréeme 3.4 est vérifiée s’il existe des matrices P; = Pl-T >0
telles que :

ATPA;+P. <0, i=1,---,L . (3.12)

En conclusion, le multimodele découplé est stable si et seulement si tous les sous-modeles
sont stables. Dans quelques cas triviaux, le multimodele découplé présente une sortie stable
(stabilité externe) alors que les sous-modeles sont instables (instabilité interne). La sortie du
multimodele peut Etre stable, par exemple :

e quand les sous-modeles instables ne sont jamais mis a contribution,
e quand la contribution de plusieurs sous-modeles instables est compensée par addition de
leur effet.

La stabilité du multimodele découplé peut étre établie sans avoir a faire appel a un quel-
conque algorithme d’optimisation, les outils disponibles pour les systemes linéaires pouvant
étre directement employés. En contrepartie, seul le recours a des sous-modeles stables garantit
la stabilité du multimodele découplé.

3.4 Estimation d’état basée sur un multimodele découplé

Cette section aborde la conception d’un observateur d’état pour un systeme représenté par un
multimodele découplé. Il est supposé en effet qu’un multimodele découplé, décrivant avec exac-
titude le comportement dynamique d’un systeme non linéaire dans une plage de fonctionnement
donnée, est disponible. Les parametres du multimodele peuvent étre estimés, a partir des don-
nées d’entrée/sortie du systeme, au moyen d’une approche de type boite noire et de techniques
d’identification appropriées (cf. chapitre 2).

3.4.1 Motivations et problématique

Dans ses récents travaux, Uppal [Uppal et al., 2003; Uppal et Patton, 2005; Uppal et al., 2006]
ébauche les premiers éléments d’une analyse de la convergence de I’erreur d’estimation de
la sortie du multimodele découplé. L’idée consiste a supposer que la sortie estimée j(¢) par
I’observateur approche dans un certain voisinage € la sortie y(¢) du processus, soit :

lim |y(1) (1) <& , €< . (3.13)
Il est également supposé qu’un observateur, associé a chaque sous-modele, fournit une estima-
tion y'(¢) de la sortie y’,(¢) de chaque sous-modele dans un voisinage &;, ¢’est-a-dire que

lim [y, (1) = 9'(1)| <&, & <e
: : : (3.14)
lim [y5 (1) = 95(t)| <& , € <oo

t—o0
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L .
sachant que la sortie estimée s’écrit (z) = Y, 1;(¢)y'(¢), alors
i=1

. . L L
lim Z“l Oy =5 @) < Y w)e . Y wi)e <o, (3.15)
i=1 i=1
soit encore
L
hm Z,u, }ym Ai(t)| <€, €< avec €= Z,u,-(t)s,- . (3.16)

i=1

Ainsi, si la sortie du multimodele découplé y,, () caractérise correctement la sortie du systeéme
y(t), on peut s’attendre a ce que la sortie y(¢) estimée par 1’observateur approche dans un voisi-
nage € la sortie du systeme y(z).

Cette démarche bien qu’intellectuellement valable n’en demeure pas moins tres intuitive.
De plus, elle présente encore bien des points obscurs non éclaircis par les auteurs et suscep-
tibles d’étre approfondis. D’apres Uppal en effet, un observateur associé a chaque sous-modele
permet d’obtenir une estimation de la sortie du systeme. La conception de ces observateurs est
opérée individuellement, compte tenu du découplage des sous-modeles, de facon a réduire la
complexité de la procédure de synthese. Cette démarche pose néanmoins deux questions essen-
tielles, a savoir :

e La syntheése individuelle des observateurs peut-elle garantir d’une facon générale la
convergence globale vers zéro de I’erreur d’estimation ?

e Comment garantir rigoureusement la convergence vers zéro de I’erreur d’estimation ?

Ce chapitre se propose d’apporter des éléments de réponse a ces interrogations.

3.4.2 Synthese de I’observateur

L’estimation de I’évolution des variables d’état du systeme est réalisée a 1’aide d’un observa-
teur. L’ observateur proposé dans cette section s’inspire de 1’observateur a gain proportionnel
classiquement utilisé dans le cadre des systemes linéaires. Il reconstruit I’état du systeme a par-
tir des entrées, des sorties et du multimodele du systeme. L’estimation d’état est corrigée par
une action proportionnelle a I’écart entre la sortie mesurée et celle estimée par I’observateur.

L’ observateur proposé se présente sous la forme suivante :

8(%:(1)) = Aki(t)+Biu@)+K(y(t)—9(t)) , (3.17a)

Ji(t) = Cxi(t) , (3.17b)
L

() =Y wi(0)9i(t) (3.17¢)
i=1

ol £; € R est I’estimation du vecteur d’état du i*™ sous-modele, y(¢) la sortie mesurée sur le
systéme, $(¢) la sortie reconstruite par I’observateur et K; € R"*? le gain du ;™ observateur a
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déterminer. Il est supposé ici que le comportement dynamique du systeme est décrit avec exac-
titude par un un multimodele découplé dont les parametres sont connus.

Remarquons par ailleurs que les sorties y;(7) des sous-modeles ne sont pas mesurables et ne
peuvent en aucun cas €tre exploitées pour piloter un observateur. Elles doivent €tre considérées
comme des “signaux artificiels de modélisation” utilisés seulement dans le but de décrire le
comportement non linéaire du systeme. La structure de I’observateur est présentée sur la figure
3.2.

SYSTEME NON LINEAIRE

Y

Figure 3.2 — Structure de I’observateur a gain proportionnel a temps continu

Les équations (3.17) de I’observateur peuvent s’écrire sous une forme plus condensée en
introduisant les matrices augmentées A, B et C(¢) du multimodele définies par (3.8) :

S(£(1)) = Apns(t)R(r) +Bu(t) + Ky(1) (3.18a)
(1) = C)R() , (3.18b)
avec
Aops(t) =A—KC(1) (3.19)
et .
R=[kl - K - K[]"eR™ n=Yn . (3.20)
i=1

Le probleme lié a la synthese de I’observateur se pose alors dans les termes suivants :

il s’agit d’ajuster les gains K; des observateurs de telle sorte que I’erreur d’estima-
tion d’état donnée par
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e(t) =x(t) — x(t) (3.21)

tende vers zéro pour une combinaison arbitraire des sorties des sous-modeles et
ce, quel que soit I’état initial du systéeme et de I’observateur (x(0) et £(0)).

Remarque 3.2. Le lecteur peut remarquer que la matrice a paramétres variables dans le temps
C(t) admet, compte tenu des propriétés (3.3) des fonctions de pondération, la réécriture sui-
vante :

Clr) =Y w(®)C: (3.22)

oit chaque C; est une matrice bloc & paramétres constants de la forme :
C"'i:[() oo Gy e 0] 7 (3.23)
c.-a-d. que tous ses blocs sont nuls excepté le i bloc qui est égal a C;.

Remarque 3.3. 1l est alors possible, a I’appui de la remarque précédente et des propriétés (3.3)
des fonctions de pondération, de mettre la matrice A,ps(t) sous la forme suivante :

M=

Apps(t) = wi(t)9i (3.24)

=1
o = A—KC; . (3.25)

v

Il est possible, en appliquant 1’opérateur d(.) a1’équation (3.21) puis en utilisant les formes aug-
mentées (3.7) du multimodele et (3.18) de 1’observateur, d’expliciter la dynamique de I’erreur
d’estimation d’état (3.21) par :

6(e(r)) = Aops(t)e(t) - (3.26)

La convergence de I’état estimé vers x(¢) est assurée si le systeme (3.26) générateur de I’erreur
d’estimation est stable. Or garantir cette stabilité n’est pas chose aisée compte tenu du fait que
la matrice A,pg() est a paramétres variables au cours du temps.

Exemple 3.1 (Exemple introductif et problématique)
Considérons un multimodele et un observateur comportant deux sous-modeles stables. La ma-
trice Ayps(t) s’écrit :

Ar—uw(KiCr m()KiCy ]
obs\l) = 3.27
s 1) { ()G Ay — o(1)Ka Gy (3-27)
ou encore
p
Ai—KiC; O A K C

Aant) = Y00, = ) [ 8 D L [, B2 G

i=1
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La synthese individuelle de chaque observateur assure que les éléments diagonaux de la matrice
(3.27) sont stables. Cependant, rien ne garantit la stabilité du systeme (3.26) pour un mélange
arbitraire entre les matrices ¢; dans (3.28). En effet, la combinaison convexe des matrices @,
due au mélange des sorties des sous-modeéles, peut conduire a un comportement instable du sys-
teme (3.26) alors que les matrices @; présentent un comportement stable. Cette problématique
est couramment rencontrée dans I’approche multimodeéle (en général dans une approche LPV)
et illustre clairement ’une des principales difficultés soulevée par cette approche.

La réponse a la question : la somme convexe d’un ensemble de matrices stables donne-t-elle
toujours lieu a une matrice stable ? est NON [Liberzon et Morse, 1999; Davrazos et Koussoulas,
2001].

Cet exemple met clairement en évidence que, compte tenu des formes augmentées (3.7) du
multimodele et (3.18) de I’observateur, la synthese individuelle des observateurs ne peut pas ga-
rantir la convergence de I’erreur d’estimation dans le cas général. La synthese de 1’observateur
doit donc s’opérer a travers la prise en compte du mélange entre les sorties des sous-modeles.
Toutefois, la recherche d’une solution explicite a 1’équation (3.26) régissant la dynamique de
I’erreur d’estimation s’avere difficile compte tenu des variations temporelles de la matrice
Aops(t). Afin de surmonter ces difficultés, notre analyse est réalisée dans le domaine tempo-
rel a I’aide de la seconde méthode de Lyapunov qui rend possible I’étude de la convergence
asymptotique de I’erreur d’estimation et de la convergence exponentielle également appelée
a—stabilité de I’observateur. Cette derniere notion permet de quantifier et de garantir une cer-
taine vitesse de convergence de I’erreur d’estimation et d’imposer ainsi des performances dy-
namiques a I’observateur. La convergence exponentielle de I’erreur d’estimation est alors une
notion plus exigeante qui englobe la convergence asymptotique. Ces raisons motivent 1’étude
de la convergence exponentielle.

D’apres la théorie de Lyapunov, la stabilité exponentielle est garantie s’il existe une fonction
candidate de Lyapunov V(¢) > 0 telle que
Ja>0:V()+2aV(t) <0 (3.29)
dans le cas continu et
Jo>0:AV(t)+2aV(t) <0 (3.30)
dans le cas discret ou AV (¢t) =V (t+1) —V(t). Dans les deux cas, & est le taux de décroissance
qui sert a quantifier la vitesse de convergence de I’erreur d’estimation.
Pour obtenir des conditions garantissant la convergence de I’erreur d’estimation (3.21) vers
z€ro, la fonction de Lyapunov quadratique suivante est considérée :
V(t)=el (1)Pe(t), P>0 P=PT . (3.31)

Analysons la convergence de I’erreur d’estimation pour I’observateur a temps continu (I’analyse
pour I’observateur a temps discret s’effectue de facon similaire). Remarquons que la solution
de (3.29) est donnée par :

V() <V(0)exp(—2at), Vi >0 , (3.32)
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ce qui assure une décroissance exponentielle de la fonction de Lyapunov. Compte tenu de
Amin(P)|le(®)[|? < V() < Amax(P)||e(t)||?> alors Ierreur d’estimation converge exponentielle-
ment vers zéro, selon la formule

Amax(P)
Amin(P)

le(t)]| < fle(0)] exp(—ar) Vi>0 . (3.33)

L’erreur d’estimation est ainsi comprise dans une enveloppe décroissant comme une exponen-
tielle. Des conditions satisfaisant I’'inégalité (3.29) doivent ainsi étre obtenues afin de garantir la
convergence exponentielle de I’erreur d’estimation. Considérons d’abord la dérivée par rapport
au temps de la fonction de Lyapunov (3.31) donnée par :

V() = é'(t)Pe(t) +e’ (1)Pé(t) (3.34)

qui devient par I’introduction de I’équation (3.26) régissant la dynamique de I’erreur d’estima-
tion :

V(t) = e (t) (AL ()P + PAs(1)) et) - (3.35)

obs

En utilisant la fonction de Lyapunov (3.31) et sa dérivée donnée par (3.35), I’'inégalité (3.29)
assurant la convergence exponentielle devient :

el () {AL (t)P + PAops(t) +2aP} e(t) < 0 (3.36)

obs

qui est une forme quadratique en e(z). La négativité de cette inégalité est également satisfaite
par :

AL (£)P 4 PAyps(t) +20P < 0 (3.37)

obs
qui s’écrit en utilisant la définition (3.24) de Aps(?) :
L L
Y wi(t)¢/ P+PY pi(t)gi+2aP <0 . (3.38)
i=1 i=1

Compte tenu des propriétés (3.3) des fonctions de pondération, I’inégalité (3.38) est équivalente

N

a:

L
wi(t)¢  P+PY wi(t)i+ Y mi(t)2aP <0 (3.39)
1

M=

L
i=1 i=1 i=
qui est également satisfaite par 1’inégalité suivante :

¢! P+Py;+2aP <0 , i=1,--- L, (3.40)
soit finalement en remplacant ¢; par sa définition (3.25) :

ATP+PA— (RC)'P—PRC;+2aP <0, i=1,---,L . (3.41)
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Il convient de souligner que I'inégalité précédente est non linéaire par rapport aux variables
K, P et a. Il n’est donc pas possible de calculer une solution en faisant directement appel aux
méthodes classiques de résolution des LMI. Cependant, en posant G = PK et pour une valeur
de o donnée, I’inégalité matricielle (3.41) s’écrit :

ATP+PA—(GC)" —GCi+20P <0, i=1,---,L (3.42)

qui est bien une LMI en P et G. Il est possible enfin, en regroupant les termes en P apparaissant
dans (3.42), d’énoncer le théoreme suivant dont les conditions suffisantes assurent la conver-
gence exponentielle de I’erreur d’estimation.

Théoreme 3.5 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé a temps
continu (3.7) et I’observateur a gain proportionnel (3.18), converge exponentiellement vers
zéro §’il existe une matrice symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant les LMI
suivantes :

(A+ol)"P+P(A+al)— (GC)T-GC;j<0, i=1,---,L, (3.43)

on C; = [O I O O} pour un taux de décroissance o > 0 donné. Le gain de I’obser-
vateur est donné par K = P~'G.

L’analyse de la convergence de I’erreur d’estimation pour 1’observateur a temps discret peut
étre menée en suivant une démarche similaire a celle venant d’étre présentée et ce, afin de sa-
tisfaire I’inégalité (3.30). Le théoreme suivant propose des conditions suffisantes assurant la
convergence de I’erreur d’estimation dans le cas discret.

Théoreme 3.6 (MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodeéle découplé a temps
discret (3.7) et I’observateur a gain proportionnel (3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant les LMI

suivantes :

(1-2a)Pp ATP-CI'G" .

PA— GG, P >0, i=1---,L, (3.44)
on C; = [O R O ()] pour un taux de décroissance 0 < o@ < 0.5 donné. Le gain de

’observateur est donné par K = P~1G.

La convergence asymptotique de I’erreur d’estimation fait 1’objet du corollaire suivant.

Corollaire 3.1 (Convergence asymptotique). La convergence asymptotique de l’erreur d’esti-
mation est obtenue en considérant un taux de décroissance nul (¢ = 0) dans les théoremes 3.5
et 3.6, c’est-a-dire en assurant simplement V (t) < 0 ou AV (t) < 0 selon le cas considéré.

Remarque 3.4. Une solution satisfaisant les conditions LMI des théoremes 3.5 et 3.6 peut par
exemple étre obtenue au moyen d’algorithmes d’optimisation convexe sous contraintes. Pour y
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parvenir, nous nous servirons de interface de prototypage rapide YALMIP ? [Lofberg, 2004]
couplée au solver SeDuMi (Self-Dual-Minimisation package) > [Sturm, 1999].

3.4.3 Amélioration des performances dynamiques de 1’observateur

Le calcul du gain de I’observateur a 1’aide des théorémes 3.5 ou 3.6 assure une convergence
exponentielle vers zéro de I’erreur d’estimation. Il peut étre cependant conseillé d’introduire,
lors de la conception de 1’observateur, d’autres performances dynamiques de I’erreur de re-
construction d’état, par exemple un degré d’amortissement ou de dépassement, une rapidité du
transitoire, une vitesse de convergence, etc.

Ces spécifications temporelles sont étroitement liées au positionnement dans le plan com-
plexe des valeurs propres 4 de la matrice A,,(t) régissant la dynamique de 1’erreur d’estima-
tion. Pour les systemes linéaires a temps invariant, ces caractéristiques temporelles peuvent étre
obtenues en faisant appel aux techniques de placement de pdles. Ces techniques s’averent en
revanche inadaptées dans notre situation. En effet, la matrice A,,;(7) est variable dans le temps
en fonction du mélange entre les sorties des sous-modeles. Il est ainsi nécessaire d’introduire
des spécifications temporelles lors de la conception de I’observateur dans un formalisme LMI
adapté au notre.

Une approche générale permettant de caractériser 1’appartenance des valeurs propres d’une
matrice a une région déterminée du plan complexe en termes de LMI est proposée par [Chilali,
1996; Chilali et al., 1999]. Ce formalisme peut étre considéré comme une généralisation de
I’inégalité de Lyapunov,

P=P'>0: PA+ATP<O (3.45)

classiquement utilisée pour tester la stabilité d’un systeme LTI a temps continu, a une multitude
de régions convexes. La stabilité d’un systeme LTI a temps continu est effectivement garantie
si les valeurs propres de la matrice d’état A du systéme se situent dans le demi-plan ouvert de
gauche du plan complexe. L'inégalité matricielle (3.45) permet alors de tester 1’appartenance
des valeurs propres de la matrice A a cette région spécifique du plan complexe. La généralisa-
tion du placement des valeurs propres d’une matrice a d’autres régions du plan complexe est
effectuée en introduisant la notion de D-stabilité d’une matrice.

Définition 3.2 (Région LMI). Un sous-ensemble D du plan complexe est une région LMI s’il
existe des matrices symétriques et définies positives o« € RP*P et B € RP*P telles que

D = {zeC | a+z8+zB" <0} , (3.46)

ou 7 désigne le conjugué de z.

Disponible sur http ://control.ee.ethz.ch/ joloef/yalmip.php

Disponible sur http ://sedumi.mcmaster.ca/

“4Par abus de langage, on parlera des valeurs propres d’une matrice 4 paramétres variables dans le temps pour se
référer aux valeurs propres de cette matrice évaluées a chaque instant pour toutes les trajectoires admissibles des
parametres.
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Une région LMI est une région du plan complexe caractérisée par une LMI en fonction de z et
Zoude a = Re(z) et b = Im(z). De plus, une région LMI est un ensemble convexe.

Définition 3.3 (D-stabilité). Une matrice réelle A est dite D-stable si ses valeurs propres sont
contenues a l’intérieur d’une région D du plan complexe définie par une LMI.

Lemme 3.1 ([Chilali, 1996]). La matrice A est D-stable si et seulement si
IJP=P' >0 telleque a®@P+BoAP+BTPAT <0 , (3.47)
ou ® dénote le produit de Kronecker.

Cette approche est particulierement bien adaptée au formalisme LMI utilisé lors de la syn-
these de I’observateur. En effet, des régions dans le plan complexe, telles qu’une bande, un
disque ou encore un secteur conique peuvent étre définies en termes de LML

Par exemple, la matrice A est D-stable dans la région D définie par un disque de rayon r et de
centre (¢,0) si et seulement s’il existe une matrice symétrique et définie positive P satisfaisant
la LMI suivante :

—rP —qP+PA

_ pT
Pt ATP 1P 0, P=P'>0. (3.48)

Un autre résultat remarquable, issu des travaux de Chilali [1996], établit que toute intersec-
tion de régions LMI est également définie par une région LMI. D’un point de vue pratique, ce
résultat garantit que le placement des valeurs propres d’une matrice A dans une région D définie
par I’intersection entre deux régions D; et D,, soit D := D () D,, est assuré s’il existe une so-
lution simultanée aux LMI associées a chaque région D;. L’ ensemble de ces résultats peut étre
mis a profit dans I’optique d’une amélioration des performances dynamiques de 1’observateur.

La convergence exponentielle de I’erreur d’estimation, étudiée dans la section précédente,
permet de garantir une certaine vitesse de décroissance de la fonction de Lyapunov et de for-
cer ainsi la vitesse de convergence de I’erreur d’estimation. La convergence exponentielle de
I’erreur d’estimation revient, en termes de D-stabilité, a placer les valeurs propres de la ma-
trice A,ps(f) dans une zone spécifique du plan complexe. Ainsi par exemple, pour 1’observateur
a temps continu, les valeurs propres de la matrice A,s(¢) sont placées a gauche d’une droite
verticale coupant 1’axe réel a —a dans le plan complexe (la partie réelle des valeurs propres
de I’observateur est inférieure & — ), autrement dit dans la région D :=z € C, Re(z) < —a.
Alors que dans le cas discret, les valeurs propres sont placées a I’intérieur d’un disque centré
a lorigine et de rayon «, autrement dit dans la région D := z € C, |z| < a. Cependant, des
dynamiques de I’erreur d’estimation a fortes oscillations sont susceptibles d’apparaitre dans la
mesure ol ces conditions n’imposent aucune contrainte sur le placement de la partie imaginaire
des valeurs propres de I’observateur.

Il est alors souhaitable de garantir une certaine bornitude de la partie imaginaire des valeurs
propres de la matrice A,,s(¢) de fagon a éviter des comportements oscillatoires et assurer un
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bon amortissement de I’erreur d’estimation. Le placement des valeurs propres de 1’observateur
dans une autre région D du plan complexe doit donc €tre envisagé afin de prendre en compte les
performances dynamiques de 1’observateur. Les résultats proposés par les théoremes 3.5 et 3.6,
permettant la synthese de 1’observateur, peuvent étre modifiés de facon a assurer le placement
des valeurs propres dans les régions illustrées sur la figure 3.3. Dans les deux cas, la région LMI
(3.48) définie par un disque de rayon r et de centre (g,0) est mise a profit.

Sm
A
|
o r Re
\

Figure 3.3 — Régions LMI pour I’observateur a temps continu (a gauche) et a temps discret (2
droite)

Pour I’observateur a temps continu, la région D(ot,r) :={z € C, |z| < r, Re(z) < —a}, dé-

finie par I’intersection entre un disque (centré a I’origine, de rayon r) et le demi-plan complexe
a gauche d’une droite d’abscisse — o, permet d’imposer une vitesse de convergence et de borner
la partie imaginaire des valeurs propres.
La D-stabilité de la matrice A,ps(¢) & gauche de la droite d’abscisse —a, est directement ga-
rantie 2 partir des conditions LMI du théoréme 3.5. La D-stabilité de la matrice A,p;(7) dans la
zone définie par le disque est obtenue en remplacant A par A,(¢) dans (3.48) puis en utilisant
les propriétés (3.3) des fonctions de pondération et en opérant enfin un changement de variable
de la forme G = PK. L’intersection entre les deux régions est imposée en satisfaisant simulta-
nément les deux inégalités comme suit :

Théoreme 3.7 (MDC). Les valeurs propres du systeme (3.26) a temps continu générant [’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodele découplé (3.7) et ’observateur (3.18) sont pla-
cées dans la région D(o,r) :={z € C, |z| < r, Re(z) < —at} du plan complexe s’il existe une
matrice symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

—rP PA—GC;
ATP—(GC)T  —rP 0 (349)
(A+al)"P+PA+al)— (GG)T -GG < 0, i=1,---,L, (3.50)
onC; = [O R O 0] pour deux scalaires positifs o et r donnés. Le gain de I’observa-

teur est donné par K = P~'G.

Il convient de placer, pour I’observateur a temps discret, la partie réelle des valeurs propres
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de I’observateur dans la partie positive du cercle unité et de limiter leur partie imaginaire. Les
conditions LMI du théoréme 3.6 peuvent étre aisément modifiées en utilisant la région LMI
(3.48) comme suit :

Théoreme 3.8 (MDD). Les valeurs propres du systeme (3.26) a temps discret générant [’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodele découplé (3.7) et [’observateur (3.18) sont pla-
cées dans le disque de rayon o et de centre (q,0) du plan complexe s’il existe une matrice
symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

—aP —qP+ PA — GG, .
—qp—l—ATP—(GC’,-)T _oP O 5 l—l, ,L N (351)
onC; = [0 I O 0} pour deux scalaires positifs Q et q donnés. Le gain de I’observa-

teur est donné par K = P~'G.

Remarque 3.5. Le choix du centre q et du rayon o doit se faire de sorte que les valeurs propres
de I’observateur appartiennent au cercle unité tout en limitant leurs parties réelle et imaginaire.
Opter pour un centre ¢ = 0.5 et un rayon o« = 0.5 s’avere particulierement judicieux.

Exemple 3.2 (Exemple d’estimation d’état)
1l s’agit d’estimer I’état d’un systeme décrit par un multimodele découplé a temps continu
constitué de L = 3 sous-modeéles. Les valeurs numériques des matrices A;, B; et C; sont :

[-0.2 0.7 2.0

Al = {_oois _()(')741, Ay=104 05 06|, A= {8'? :8'2},
0 10 09 -0.1 0
T T T
Bi=[05 10",  B=[1 02 05]", By=[05 10",
02 0.6 (09 —02 —09 02 —06
€= [—0.4 0.4}’ 2= |07 —05 03 } €= [—0.2 0.7 }

Les valeurs propres de la matrice A sont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :
A =[-071 —0.18], A =[-0.16£1.08; —0.71], A3=-0.2+0.2i.

Le multimodele est donc stable. Les réponses indicielles des trois sous-modeles sont présentées
sur la figure (3.4). Les comportements dynamiques des trois sous-modeles différent sensible-
ment (tres amorti, peu amorti et oscillatoire). L’agrégation de ces trois sous-modeles conduit
par conséquent a un comportement dynamique non linéaire du multimodele.

La variable d’indexation & (t) est ici le signal de commande u(t) € [—1, 1] filtré a I’aide
d’un filtre passe-bas de gain unitaire et de constante de temps égale a 0.4. Les fonctions de
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pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

(5 (1))
@i(G (1))

0 (§(1))/ ) @;(E(1)) (3.52)
j=1
exp (—(E(1) —c)/a?) | (3:53)

de dispersion 0 = 0.4 et de centres cy = —0.7, co = 0.0 et c3 =0.7.

2.5 1 3 : : :
2t o5+ % )
. , A (1)
! [ o \ - y3(t)
e e -0.5p N
J/// A e
057/ - i)
—ui) o T
il 10) O
05 yi(t) ol
o 10 20 30 40 2% 10 30 40

t(s)

20
t(s)

Figure 3.4 — Réponses indicielles des sous-modeles sortie 1 (a2 gauche) et sortie 2 (a droite)

Une solution, satisfaisant le théoreme 3.7 pour un taux de décroissance oo = 0.15 et un

rayon r = 1.1, est donnée par :

[ 3.698
2.307
0.057
—0.169
—0.230
—0.333
| 0508  1.129

[0.203 0.043 —0.368
10.196 0.042 —0.366

2.307
15.774

1.215
0.631

K

0.057
—0.480
—0.480 3.619
—4.125
—1.667
—0.378 0.001
0.112

—0.169
1.215
—4.125
7.187
4.722

—-0.230 —-0.333
0.631 —0.378
—1.667 0.001
4.722 —0.046
6.375 —0.006
—0.046 —-0.006 1.343 —2.355
0.144  0.167 —2.355 10.090 |

~0.297 0.022 -0.239 —0.113]"
—0.284 0.052 —-0.192 —-0.095

0.508
1.129
0.112
0.144
0.167

, (3.54)

(3.55)

Remarquons que les valeurs propres de la matrices P sont données par :

Apz[O.llS 0.178 0.481 0.649 1.836 2.369 2.725]

(3.56)

et que la matrice P est alors bien définie positive.
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0 10 20 30 40 t(s)

Figure 3.5 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modele 1 (a gauche) et du sous-modele 2 (a
droite)

0.5 ‘ ‘ :
eg(t
! %\/%
-0.5- 1
1 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40
e7(H5
O,
0% 10 20 30 40

i
0.8
0.6f
0.4+ )
0.2 /’"
01 _— 0‘5 _— (5 0‘5 . . 0 10 20 30 40
z -0. 0 } t(s)

Figure 3.7 — Fonctions de pondération (a gauche) et comparaison entre les sorties (a droite)

Un bruit de mesure, de moyenne nulle et de dispersion égale a un, est ajouté lors des si-
mulations. Les erreurs d’estimation d’état pour chaque sous-modeéle sont illustrées sur les fi-
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gures 3.5 et 3.6. Sur ces figures, les composantes du vecteur de [’erreur d’estimation d’état
e(t) sont notées e;. 1l est possible de constater la bonne estimation des états des sous-modéles.
L’erreur au voisinage de [’origine du temps provient de la différence entre les conditions ini-
tiales x(0) = [1.0 0.8 —1.0 0.5 —0.7 0.2 0.5]" du multimodele et celles de I'observa-
teur égales a zéro. La figure 3.7 présente une comparaison entre les sorties du multimodele et
celles estimées par I’observateur.

3.4.3.1 Discussion sur le placement des valeurs propres

Les paragraphes précédents ont présenté une méthodologie de syntheése d’observateurs a gain
proportionnel avec un placement des valeurs propres de la matrice A,,(t). La stratégie de syn-
theése de I’ observateur repose sur 1’introduction d’un vecteur d’état augmenté contenant les états
des sous-modeles. Il permet d’écrire les équations du multimodele et de 1’observateur sous une
forme augmentée plus compacte. La synthese du gain de 1’observateur est réalisée a travers la
résolution d’un ensemble de LMI faisant intervenir les formes augmentées ainsi obtenues.

Il est important de souligner que les paires (A,C;), issues des formes augmentées du multi-
modele et de I’observateur, apparaissant dans les conditions LMI proposées dans les théoremes
3.7 et/ou 3.8 ne respectent pas le critere d’observabilité classiquement employé pour les sys-
temes LTI. 11 suffit en effet, a partir du critere de Kalman, de calculer la matrice dite d’observa-
bilité pour chaque paire (A,C;) :

O; = iA (3.57)

pour s’apercevoir qu’elle ne peut pas étre de plein rang. En effet, si I’on considere par exemple
la paire (A,C}) alors la matrice d’observabilité est donnée par :

¢, 0 - 0
ciA; 0 --- 0

rang(O]) = rang CiA7 0 - 0 #n . (3.58)
CIAT 0 - 0]

On constate immédiatement que le rang(QO;) < n. Cette perte de rang provient du fait que la
matrice A est bloc diagonale et que les matrices C; possedent des éléments nuls.

La perte du rang des matrices O; (rang(®;) < n) nuit au placement des valeurs propres de
la matrice A,p(¢) proposées par les conditions des théoremes 3.7 et/ou 3.8. En effet, la perte
du rang des matrices O; induit une diminution du domaine dans lequel les valeurs propres de
I’observateur peuvent étre placées. Il s’avere en particulier impossible de fixer une vitesse de
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convergence quelconque a I’erreur d’estimation en ayant recours aux théoremes précédents, le
taux de décroissance & ne pouvant pas étre supérieur au taux de décroissance le plus faible des
sous-modeles.

Le fait de considérer simultanément toutes les dynamiques des sous-modeles par le biais des
formes augmentées A et C; permet la prise en compte du mélange entre les sous-modgles. En
revanche, le vecteur d’état augmenté x, en introduisant un faux couplage entre les dynamiques
des sous-modeles, rend difficile le placement des valeurs propres des sous-modeles.

En effet, dans le multimodele découplé, chaque sous-modele posseéde un espace d’état qui
lui est propre et a I’intérieur duquel il évolue. Il est ainsi impossible de reconstruire, du point
de vue du i*™¢ sous-modele, I’état de tous les sous-modeles (impossible de reconstruire tout le
vecteur d’état augmenté x) a partir de 1’observation des entrées et des sorties du multimodele.

Du point de vue du ™ sous-modele en effet, les dynamiques des autres sous-modeles sont

parfaitement inconnues (découplage). Pour le i*¢ sous-modele, les modes associés aux autres
sous-modeles sont des modes inobservables en raison du découplage entre les dynamiques, d’ou

la non-observabilité de la paire (A,C;).

Par ailleurs, les notions d’observabilité et d’identifiabilité sont étroitement liées. Du point de
vue de I’identification, le constat précédent implique que les seuls parametres identifiables sont
évidemment ceux des sous-modeles actifs. Sur un plan pratique, cela signifie qu’il est seulement
possible d’estimer les parametres des modes du systeme réellement excités.

Une premiere solution a ce probléme est proposée au cours du paragraphe suivant et une seconde
solution au cours du chapitre 6.
3.4.3.2 Solution particuliere pour le placement des valeurs propres

Ce paragraphe propose une solution permettant d’éviter la perte d’observabilité mentionnée
dans la section précédente. Notre solution s appuie sur une nouvelle écriture de la matrice C(¢)
a partir d’une connaissance a priori des bornes de variation des fonctions de pondération. Rap-
pelons qu’au cours des sections précédentes la matrice

C(I) = [[J](Z)C] u,-(t)Ci ‘LLL(Z‘)CL] (3.59)

a été réécrite sous la forme d’une combinaison convexe des matrices (voir remarque 3.2) :

L
Cir) = Y w@)Ci , (3.60)
i=1
G

G = [0 0] . (3.61)
L’idée contenue dans cette approche conduit a ne considérer, au cours de la procédure de syn-
these de 1’observateur, que les sommets du polytope convexe (c.-a-d. les matrices C;). Cepen-
dant, si tous les sous-modeles sont constamment mis a contribution dans la construction de la
sortie du multimodele alors les fonctions de pondération ne sont jamais ni nulles ni égales a un
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(fonctions de pondération fortement mélangées) :
1> > W) 2p, >0 . (3.62)

Autrement dit, le partitionnement de I’espace de fonctionnement du systeme a été effectué de
facon a ce que les zones de fonctionnement soient fortement recouvertes.

I1 est possible, en exploitant la connaissance a priori des bornes des fonctions de pondération,
de contourner partiellement les difficultés mentionnées plus haut. En effet, considérer les som-
mets du polytope convexe lors de la conception de 1’observateur, sachant que par construction
ils ne vont jamais étre atteints, n’est pas judicieux.

Co+ B3Cs

C’o—&-ﬁz@
.
s
///////W

i
NI

Co+BiC

Co+ BsCs
Figure 3.8 — Transformation des sommets du polytope convexe

L’idée consiste a remplacer les sommets d’origine du polytope convexe par de nouveaux
sommets qui seront réellement atteints par le multimodele (voir figure 3.8). La démarche pro-
posée est basée sur I’introduction de nouvelles fonctions de pondération construites a partir
d’une mise a I’échelle des fonctions de départ. Ces nouvelles fonctions fI;(.) varient effective-
ment dans I’intervalle [0, 1] et sont définies par

fi(r) = (it) — )/ (Il — 1) - (3.63)

Toutefois, [i;(r) = (1) si les bornes p et [i; vérifient p. =0 et @1; = 1.

A partir des nouvelles fonctions de pondération (3.63), la matrice C’(t) donnée par (3.60)
peut s’écrire sous la forme :

L L
= LGt LROE-1)C (3.64)
i=1

Le premier terme de droite dans (3.64) est constant. En introduisant les changements de va-
riables suivants

L
Co = Zgi~i, (3.65)
) (3.66)
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la matrice C(t) devient

L
C'(t) = éo—l—z,ﬂi(t)ﬁiéi ) (3.67)
i=1
soit encore
L
Ct) = Y m@)(Co+BC) . (3.68)
i=1

La matrice Cy peut étre considérée comme le barycentre du polytope convexe.

Grice a cette écriture, la paire (A, Co+ ﬁiC’,-) devient observable et un placement effectif des
valeurs propres de I’observateur dans un domaine plus large est alors possible. Toutefois, les va-
leurs numériques des matrices Cy + 8;C; peuvent conduire  un trés grand gain de I’observateur.
En effet, la paire (A;,Cy + B;C;) peut étre faiblement observable.

Remarque 3.6. Un changement de variable de la forme C; = Cy + BiC; dans les théorémes
présentés précédemment permet de prendre en compte cette nouvelle écriture.

Exemple 3.3 (Changement de variable)
Considérons les conditions de convergence asymptotique de I’erreur d’estimation dans le cas
continu proposées par le théoreme 3.5 :

ATP+PA—(GC)T -GCi<0 , i=1,---|L . (3.69)
Elles deviennent compte tenu de la remarque 3.6 :
ATP+PA—(GCy)" —GCy— (GG —GC; <0,  i=1,---,L (3.70)

on C; = [0 e BiGro O}. 1l est possible de constater que si [L. # 0 alors la paire (A,Cy),
commune a toutes les LMI, devient observable a condition toutefois que les paires (A;,C;) rela-
tives a chaque sous-modele le soient aussi.

Remarque 3.7. Dans un souci de simplicité, on ne considérera dans la suite du mémoire que
les matrices C;. Tous les résultats obtenus pourront étre facilement étendus en considérant la
remarque 3.6.

3.4.4 Réduction du conservatisme des conditions pour la synthese de I’ob-
servateur a temps discret

La preuve de la convergence de I’erreur d’estimation passe par la recherche d’une matrice P
commune a tous les sous-modeles. La recherche d’une telle matrice constitue une source inévi-
table de conservatisme des solutions, en particulier quand le multimodele comporte un grand
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nombre de sous-modeles.

Une premicre stratégie menant a la réduction du conservatisme s’appuie sur la connaissance
a priori du nombre maximal des sous-modeles actifs a un méme instant. Il est ainsi possible
de réduire le couplage entre les LMI a résoudre et par conséquent le pessimisme de la solution.
Cependant, ces conditions ne peuvent étre employées que si les fonctions poids sont a support
borné.

Un autre moyen de réduire le pessimisme de la solution consiste a remplacer la fonction
de Lyapunov quadratique par d’autres fonctions candidates de Lyapunov, en particulier par des
fonctions dites non quadratiques. 11 est possible de distinguer parmi ces fonctions, les fonctions
dites polyquadratiques définies par :

L

V(e) = €' ()Y ui(r)Pe(t) = " (1)P(1)e(t) (3.71)

i=1

avec P, = Pl.T et P, > 0. Les fonctions de Lyapunov polyquadratiques font partie de la famille des
fonctions de Lyapunov dépendant des parametres. La recherche d’une matrice unique commune
est alors remplacée par la recherche d’un ensemble de matrices. L’introduction de degrés de li-
berté supplémentaires induit une diminution du conservatisme de la solution. En effet, toutes
les solutions considérant une matrice P unique sont contenues dans celles obtenues avec P, il
suffit de fixer b, = Ppouri=1,--- L.

Ce type de fonction a été utilisé a I’origine dans I’analyse de la stabilité et de la stabilisation
des systemes incertains polytopiques [de Oliveira et al., 1999; Daafouz et Bernussou, 2001] et
par extension dans I’analyse des multimodeles de T.S. [Jadbabaie, 1999; Morere, 2001; Chadli,
2002; Tanaka et al., 2003]. Il convient toutefois de pointer la différence entre les résultats ob-
tenus avec ce genre de fonctions dans le cas discret et dans le cas continu. En effet, pour les
systemes a temps continu I’utilisation des fonctions (3.71) fait malheureusement intervenir la
vitesse de variation des fonctions de pondération. Une hypothese sur la borne des dérivées des
fonctions poids doit étre ajoutée afin de pouvoir obtenir des conditions de stabilité ou de stabili-
sation. L’intégration de cette contrainte peut, dans le cas continu, limiter I’intérét des résultats.
En effet, plus la vitesse de variation est rapide et plus les conditions deviennent conservatives.
Tres récemment, Rhee et Won [2006] ont proposé une classe particuliere de fonctions polyqua-
dratiques qui ne fait pas intervenir les bornes des dérivées dans la recherche des conditions de
stabilité du multimodele de T.S. Néanmoins, cette nouvelle fonction est restreinte aux variables
de décision dépendant de 1’état du systeme.

Les résultats obtenus dans le domaine discret sont plus encourageants que ceux obtenus dans
le domaine continu. Les travaux de Oliveira et al. [1999], pour les systémes incertains avec para-
metres invariants dans le temps situés dans un domaine polytopique, ont effectivement montré
que le recours aux fonctions polyquadratiques permet d’introduire des degrés de liberté sup-
plémentaires dans la preuve de la stabilité. Sur la base de ces résultats, Daafouz et Bernussou
[2001] et Morere [2001] ont proposé respectivement pour des systeémes incertains polytopiques
et pour les multimodeles de T.S. des conditions de stabilité et de stabilisation aboutissant a une
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relaxation des conditions obtenues a 1’aide d’une fonction de Lyapunov quadratique classique.
Kruszewski [2006] a récemment présenté une approche originale, utile a I’analyse de la stabilité
et de la stabilisation des modeles de T.S., qui considere des fonctions de Lyapunov non unifor-
mément décroissantes entre deux échantillons. La variation des fonctions de Lyapunov est prise
en compte sur un nombre fini k d’échantillons, c.-a-d. AV (t) = V(¢ + k) — V(¢). Cette approche
générale englobe les résultats classiques obtenus par les fonctions de Lyapunov quadratiques
ou non quadratiques. La relaxation du pessimisme fournie par cette approche est payée par
une augmentation exponentiellement croissante du nombre de LMI a résoudre en fonction du
nombre k d’échantillons pris en considération.

Cette section présente une analyse de la convergence de I’erreur d’estimation a 1’aide de la
fonction (3.71) pour I’observateur a temps discret, 1’objectif étant de réduire le conservatisme
des solutions proposées dans les sections précédentes. Notre objectif n’est pas de proposer de
nouvelles techniques de réduction du conservatisme mais de transposer au multimodele décou-
plé les résultats déja établis dans la littérature. La démarche adoptée ici est tout a fait similaire
a celle appliquée dans les sections précédentes.

En utilisant la différence AV (1) =V (t+ 1) — V(¢) de la fonction (3.71), puis en introduisant
la dynamique de I’erreur d’estimation définie par (3.26) alors I'inégalité suivante assurant la
convergence de I’erreur est obtenue :

AL (O)P(t+ 1DAy(t) —P(r) < O . (3.72)

obs

Elle devient en introduisant la définition (3.19) de A,s(¢) puis en utilisant le complément de
Schur (c.f. annexe C) :

P(t) ®IP(r+1)
[P(t+1)c1>,- P(t+1) } >0 . (3.73)

Une fois P(t) et P(t + 1) remplacés par leur expression donnée en (3.71) et compte tenu des
propriétés des fonctions de pondération, 1’inégalité énoncée ci-dessus devient :

L T
P P P;
Zui(t)uj(t—kl) {PCZI) ;, ]] >0 (3.74)
j=1i=1 Ji 0
également satisfaite si :
{Pf cpiTPf}>o Vi,j=1,--,L (3.75)
P]¢l P] Y ) 9 ) *

ou encore, étant donné la définition (3.25) de ®;, si :

P, (A—KG;)"P; .

L’inégalité matricielle ainsi obtenue est non linéaire en K, P et P;. 1l convient de remarquer
qu’a la différence du cas quadratique, un changement de variable de la forme G = P;K ne
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permet pas de linéariser 1’'inégalité matricielle précédente. Il est toutefois possible de montrer
[Guerra et Vermeiren, 2004], au moyen de la propriété proposée dans [de Oliveira et al., 1999],
que I’égalité (3.75) peut également s’écrire :

T

A/fflbi Mg{W]\fII)Tl)—Pj >0, Vij=1,--- L, (3.77)
oll M est une matrice quelconque (M # MT) a déterminer. Remarquons que 1I’inégalité (3.75) se
déduit en multipliant (3.77) a gauche et a droite par [I —<I>iT] et par [I —CIJiT] "' Cette intéres-
sante transformation aboutit a une LMI en F;, P;, M et G par le biais du changement de variable
G = MK. Le théoreme suivant propose des conditions suffisantes assurant la convergence de
I’erreur d’estimation dans le cas discret.

Théoréme 3.9 (MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodéle découplé a temps
discret (3.7) et I’observateur a gain proportionnel (3.18), converge asymptotiquement vers
zéro s’il existe des matrices P; et P; symétriques et définies positives, une matrice G et une
matrice M telles que :

P (MA - GC)T

MA_GC‘Z M‘I—MT—PJ >07 VZ,]:L,L, (378)

ouC; = [O e G O}. Le gain de I’observateur est donné par K=M"1G.

Remarque 3.8. Les conditions proposées par le théoreme 3.6 avec o = 0 sont un cas particulier
des conditions du théoreme 3.9. En effet, en considérant P, = P; = M = P alors le théoreme
3.6 est obtenu. 1l est ainsi légitime d’attendre une diminution du conservatisme de la solution
obtenue.

3.5 Synthese d’observateur avec un multimodele découplé mo-
difié

Le multimodele découplé peut présenter un phénomene indésirable dit de décrochage. Ce phé-
nomene a été mis en évidence lors de I’identification paramétrique du multimodele. Il se carac-
térise par des discontinuités de la sortie du multimodele dans les phases de transition entre les
sous-modeles.

Afin d’éliminer le phénomene de décrochage, trois filtres agissant respectivement sur le si-
gnal de commande, la variable de décision &(¢) et la sortie du multimodele ont été ajoutés a la
structure du multimodele (cf. section 2.5.6). Les parametres de ces filtres sont supposés connus
car ils sont inclus dans 1’étape d’identification du multimodele.

Au cours des sections précédentes, cette structure modifiée de multimodele n’a pas été prise
en considération lors de la syntheése de I’ observateur. Remarquons que I’omission du filtrage de
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la variable de décision & (¢) et du signal de commande simplifie I’analyse de la convergence de
I’erreur d’estimation sans porter atteinte a la généralité des résultats obtenus. En effet, la conver-
gence de I’erreur d’estimation est indépendante de la dynamique de la variable de décision et de
I’évolution temporelle du signal de commande. Tous les résultats demeurent ainsi valables. Le
filtrage de la sortie peut €tre en revanche tres intéressant lors de la conception de 1’observateur.

Variable de |:* FILTRAGE 4\ Fonction de

décision — “/ pondération

i)
j‘> > Signal de
FILTRAGE .
sortie
¥i(?)

Signal de - |
FILTRAGE Sous-modeles
commande L >

Multimodele découplé

Figure 3.9 — Structure modifiée du multimodele découplé

La représentation d’état du multimodele découplé modifié, en considérant le filtrage de la
sortie, est donnée par :

Multimodzle ilt) = Cixilt) (3.792)
50 = £ m(EW0)
Filtrage de la sortie 807 () = Af?f(t) B3 (3.79b)
() = Crif(t)

ot la sortie du multimodeéle est maintenant y(z), le signal J(7) n’étant pas accessible par mesure
directe. Dans (3.79b), les vecteurs et les matrices sont de dimensions appropriées.

Aumoyen du vecteur d’état augmenté x,, les équations (3.79) peuvent s’écrire sous la forme
plus compacte :

L
S(xa(t)) = Y wi()A x,(t) +Bau(t) | (3.80a)
i=1
y(t) = Caxalt) , (3.80b)
_ [x() i_[A 0 _|B _
xa(z)_{jf(t)}, A“_{Bfél- Af}, B, M, C.=10 Cf , (3.81)
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ou le vecteur d’état augmenté x(¢) € R" a déja été défini en (3.6) et les matrices partitionnées
par blocs A € R™" B € R™™ et C; € RP*" ont été définies respectivement en (3.8) et en (3.23).

L’ observateur proposé se présente sous la forme suivante :

8(#a(1)) = Y wi()ALRa(r) +Bau(t) + Y mi(0) K, (v(1) — 9(2)) (3.82a)
i—=1 i=1
) = Cak(t) , (3.82b)

ot les K. sont les nouveaux gains 4 déterminer de facon a assurer la convergence de I’erreur
d’estimation e,(t) = x,(t) —%,(¢) . Larecherche d’un gain de I’observateur unique est remplacée
par la recherche d’un ensemble de gains. Par conséquent, des degrés de liberté supplémentaires
sont introduits dans la procédure de synthese de I’observateur. En effet, I’observateur a gain
unique est un cas particulier de (3.82) en considérant Kc’; =K,.

Les structures modifiées (3.80) et (3.82) du multimodele et de 1’observateur offrent, d’un
point de vue de la synthese de 1’observateur, plusieurs avantages. En effet, il est possible de
constater que

e la présence des fonctions de pondération sur 1’équation de sortie est déplacée sur I’équa-
tion dynamique du systeéme ;

e des degrés de liberté supplémentaires sont introduits dans la conception de I’observateur,
sans pour autant augmenter le nombre de LMI a satisfaire.

En contrepartie, la dimension des nouvelles matrices 2 manipuler est inévitablement augmentée.
La dynamique de I’erreur d’estimation d’état e, (1) = x,(t) — £,(¢) est régie par :
L . .
S(ea(t)) = Y wi(r) {A,—KiCa} - (3.83)
i=1

Des conditions suffisantes garantissant la convergence exponentielle de I’erreur d’estima-
tion d’état e(r) = x,(t) — £,(¢) sont proposées par les théorémes suivants.

Théoreme 3.10 MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé modifié a
temps continu (3.80) et [’observateur a gain proportionnel (3.82), converge exponentiellement
vers zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P et des matrices G; vérifiant
les LMI suivantes :

(Az + o) P+ P(A +al) = (GiCa)T = GiCa <0 , i=1,---,L (3.84)

pour un scalaire positif & donné. Le gain de ’observateur est donné par Ké = PG,
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Théoreme 3.11 (MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé modifié a
temps discret (3.80) et I’observateur a gain proportionnel (3.82), converge exponentiellement
vers zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P et des matrices G; vérifiant
les LMI suivantes :

(1-2a)P (A)TP-CIGr .
PAL _GiC, P >0, i=1,---,L (3.85)
pour un scalaire positif 0 < o« < 0.5 donné. Le gain de [’observateur est donné par
K., = PG

Il convient de remarquer que le phénomene de décrochage ne se produit pas systématique-
ment. 11 dépend conjointement des dynamiques propres aux sous-modeles et du mécanisme
d’interpolation déterminé a partir du choix de la variable de décision et du partitionnement
de I’espace de fonctionnement du systeme (c.-a-d. le placement des fonctions poids). L’intro-
duction des filtres mentionnés n’est, par conséquent, pas toujours nécessaire. Il est cependant
possible d’inclure ces filtres dans la structure de 1’observateur afin de conserver les avantages
offerts par cette approche. Dans ce contexte, les filtres du signal de commande et de la sortie
du multimodele peuvent étre interprétés physiquement comme les modeles associés aux action-
neurs et aux capteurs du systeme a caractériser. Précisons par ailleurs que Xie et al. [2005]
ont proposé récemment une approche similaire a la notre (introduction artificielle des filtres)
destinée a réduire le conservatisme des conditions de stabilité d’un multimodele de T.S.

3.6 Observateur d’état pour un systeme comportant un re-
tard sur la sortie

Des processus a dynamiques fortement non linéaires soumis a des retards sur les mesures sont
naturellement rencontrés dans les sciences de I’ingénieur. En effet, tout systeme de mesure pos-
sede intrinsequement un retard plus au moins négligeable dii par exemple au temps nécessaire
a la transmission des données entre les capteurs du systeme et le poste de contrdle.

Sortie indisponible Sortie mesurée
u(t) 3 y(t) (1)
—_— Yy (t ) = f ()C ) M) —_—
} /X Retard |
| Systeme non linéaire Capteur

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure 3.10 — Systéme a retard
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En pratique, le retard sur les mesures est souvent négligé afin de réduire la complexité du
modele et de faciliter les étapes d’analyse, de synthese d’une loi de commande ou d’une straté-
gie de diagnostic du systeme en question. Il est cependant bien connu que le retard peut avoir
des conséquences néfastes (déstabilisation de la boucle de commande, informations ignorées,
etc.) susceptibles de mettre en danger la sécurité de 1’opérateur et/ou le bon fonctionnement du
systeme.

Un retard sur les mesures doit alors étre considéré comme un parametre, au méme titre que
le gain ou la constante de temps, servant a définir le comportement dynamique du systeme.
Différents modeles de retard peuvent étre considérés, le plus simple étant constant. Cependant,
dans la mesure ou ce modele simplifié convient difficilement dans la plupart des situations
pratiques, le recours a d’autres modeles de retard variable dans le temps (majorés par un réel
connu ou appartenant a un intervalle ou encore dont la vitesse de variation est connue) s’ impose.

L’étude des systemes a retard (analyse de la stabilité, commande, estimation d’état) repré-
sente un domaine de recherche extrémement actif, en témoigne le grand nombre de travaux déja
publiés (publications, articles, ouvrages). D’une facon générale, I’analyse des effets du retard
sur la stabilité des systemes est abordée soit a partir des méthodes fréquentielles soit a partir
d’une généralisation de la deuxieme méthode de Lyapunov, cette derniere méthode s’avérant
particulierement bien adaptée a 1’étude des systeémes non linéaires (voir [Bliman, 2001] pour
une étude comparative entre ces approches). La principale difficulté rencontrée avec la méthode
de Lyapunov provient du fait que les dérivées de la fonction candidate ne dépendent pas de
I’état présent mais de tout I’état passé du systeéme (systeme a dimension infinie). Ainsi, I’ap-
plication de ce formalisme aux systemes retardés a été envisagée sous deux angles distincts.
Dans la premiere approche, dite de Lyapunov-Krasovskii, 1a fonction classique de Lyapunov est
remplacée par des fonctionnelles. Le probleme de dérivation est ainsi remplacé par la recherche
d’une fonctionnelle adaptée. La seconde approche, dite de Lyapunov-Razumikhin, fait appel a
des fonctions de Lyapunov classiques et introduit une procédure permettant de borner ses déri-
vées (voir Kharitonov [1999] et Richard [2003] pour de plus amples informations a propos de
ces deux approches). Ces approches conduisent a I’obtention de conditions suffisant a garantir la
stabilité du systéme sous une forme LMI. L’approche de Lyapunov-Krasovskii a été largement
mise a profit lors de la synthese d’une loi de commande ou de la conception d’un observateur
d’état. L’élaboration d’un observateur d’état pour des systémes linéaires comportant des retards
sur les entrées, I’état et les mesures a fait 1’objet de nombreux travaux de recherche.

La reconstruction d’état en présence de retards dans une perspective de surveillance a éga-
lement fait 1’objet de multiples recherches. L’ observateur congu a cet effet sert par exemple
a générer au bon moment des symptomes de défaillance du systeme. Dans ce contexte, Yang
et Saif [1998] ont réalisé la synthése d’un observateur a entrées inconnues pour un systeme
linéaire comportant un retard constant dans son équation d’état. Cet observateur reconstruit
I’état du systeme et les entrées inconnues affectant le systeme. Il peut étre mis a profit dans le
cadre de la détection et de la localisation de défauts d’actionneur et de capteur. Les conditions
de convergence de I’erreur d’estimation sont obtenues a 1’aide de 1’approche de Lyapunov-
Razumikhin. A I’appui des approches de Lyapunov-Razumikhin et de Lyapunov-Krasovskii,
Sename [2001] a proposé des procédures de synthese d’observateurs a entrées inconnues et
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des lois de commandes par retour d’état. Il a également mis en avant les notions d’observabi-
lité pour les systemes linéaires a retard multiple constant dans les équations d’état et de sortie.
La synthese d’observateurs, dans le domaine fréquentiel, pour des systemes LTI comportant
des entrées inconnues et de multiples retards constants dans 1’état, est proposée dans [Zhong
et al., 2003]. Fridman et al. [2003] ont congu un observateur robuste, en termes de performance
H.., pour des systemes linéaires incertains comportant des retards constants sur 1’état. Leur dé-
marche s’appuie sur une transformation structurelle du systeme original en un systeme singulier
en mesure de réduire le conservatisme de la solution obtenue. Il y a peu, You et al. [2006] ont
développé une procédure de synthese d’un observateur pour la détection robuste de défauts d’un
systeme linéaire comportant des incertitudes. En réponse au probléme posé par 1’estimation de
I’état des systemes non linéaires comportant des retards sur les mesures, Germani et al. [2002]
et Kazantzis et Wright [2005] ont proposé une solution basée sur un principe similaire. L’idée
développée consiste a synthétiser une chaine d’observateurs, chaque observateur étant chargé
de reconstruire I’état du systéme a un instant retardé bien défini et inférieur a la taille du retard
du systeme.

En ce qui concerne les multimodeles, le multimodele de type Takagi-Sugeno a été uti-
lis€ pour décrire le comportement dynamique d’un systeme non linéaire retardé. Cao et Frank
[2001] ont congu une loi de commande stabilisante au moyen d’un observateur d’état en consi-
dérant des retards connus et constants sur I’état et la sortie. L’analyse de la stabilité du multi-
modele de Takagi-Sugeno comportant des retards connus sur 1’état a été abordée dans Er et Lin
[2002]. Jiang et al. [2005] ont élaboré une loi de commande stabilisante en considérant un retard
constant mais inconnu dans les équations d’évolution d’état des modeles locaux. L’ approche est
intéressante dans la mesure ou I’observateur d’état proposé fait appel a une estimation en ligne
du retard inconnu, la valeur exacte du retard n’étant pas nécessaire.

Cette section aborde I’étude de I’estimation d’état d’un multimodele découplé dont les me-
sures sont affectées par un retard variable.

3.6.1 Formulation du probleme

On souhaite reconstruire 1’état d’un systeéme non linéaire comportant un retard variable mais
connu dans I’équation de sortie. Le systeme non linéaire est décrit par un multimodele découplé
de la forme suivante :

)C,'(Z‘) = Aixi(t)—i—Biu(t) , (3.86a)
yi(t) = Cxi(t) (3.86b)

L
) = ;ui(éu—r(t)))yi(r—r(r)). (3.86¢)

On rappelle que x; € R™ et y; € R? sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie
du *™® sous-modele, u € R™ le vecteur de commande et y € R? le vecteur de mesures. Les
matrices A; € R"%*"  B; € R"%*™ et C; € RP*" sont constantes et supposées connues. Par la
suite, afin d’alléger 1’écriture, x(r — 7(¢)) sera abrégée sous la forme x(V) ou 7(¢) > 0 est un
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retard variable supposé connu qui satisfait les conditions suivantes :

O < t < max
)<< . (3.87)
t(t) <y <1
Le vecteur d’état augmenté
L
x(@t) = [x[(e) - x@) - x{(t)]T eR”, n= Zni (3.88)
i=1
permet d’obtenir la forme augmentée suivante :
X(t) = Ax(t)+Bu(t) , (3.89a)
yt) = C(V)x(V) , (3.89b)

ol les matrices A et B sont données par (3.8). La matrice & paramétres variables dans le temps
C(V) prend la forme :

C(V) = [mM™V)C - w(V)C - w(V)CL] eRP*" (3.90)

La reconstruction de 1’état du multimodele découplé (3.86) est effectuée, compte tenu de la
forme augmentée (3.89) du multimodele, a I’aide d’un observateur a gain proportionnel de la
forme suivante :

() = A%(t)+Bu(t) +K>H(t)—5@1)) , (3.91a)

() = C(V)E(V) (3.91b)
avec

R=[Ki - K - k)" erR™P (3.92)

ou les K; € R™*P sont les gains a déterminer associés a chaque sous-mode¢le.

3.6.2 Synthese de I’observateur

La synthese de 1’observateur consiste a chercher des matrices K; telles que I’erreur d’estimation
donnée par :

e(t) =x(t) — (1) (3.93)

tende vers zéro quelles que soient les conditions initiales de ¢(0) et pour un mélange arbitraire
entre les sorties des sous-modeles. La dynamique de 1’erreur d’estimation est fixée par :

¢(t) = Ae(t)—KC(V)e(V) , (3.94)

équation qui s’obtient en dérivant (3.93) puis en remplagant x(¢) et X(¢) respectivement par les
équations (3.89a) et (3.91a).

Le théoréme suivant sera d’une grande utilité a I’heure d’obtenir des conditions garantissant
la convergence vers zéro de I’erreur d’estimation.
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Théoreme 3.12 (Théoréeme de Newton-Leibniz). La dérivée par rapport au temps d’une fonc-
tion F (t) définie par

b(r)
Ft) = / Flx,0)dx (3.95)
a(t)
est donnée par
dF(t)
=G , (3.96)
ou
db(1) da(r) b(t)df(x t)
G() = 2 p(b(e),) ~ S flale).0) + / Ll (3.97)

a(t)

La convergence de I’erreur d’estimation est analysée a 1’aide de la seconde méthode de
Lyapunov et par le biais d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui permet d’obtenir des
conditions suffisantes indépendantes de la taille du retard sous une forme LMI. On impose
une convergence exponentielle de I’erreur d’estimation afin d’imposer des performances dyna-
miques a 1’observateur.

L’analyse de la convergence exponentielle de I’observateur est réalisée en introduisant la
fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii proposée dans [Mondié et Kharitonov, 2005] :

el (1+0)e**®Qe(r+6)do | (3.98)
)

V() = el (t)Pe(t) +

2\\0

ou P et Q sont des matrices symétriques et définies positives et o > 0. On reconnait dans
le premier terme de droite de (3.98) la fonction de Lyapunov classiquement utilisée pour les
systemes sans retard. Le deuxieme terme de droite est ajouté afin d’éviter la présence de dérivées
de la fonction (3.98) dépendant du passé du systeme. La convergence exponentielle de 1’erreur
d’estimation est assurée si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. V(r) >0,
2. V(1) +2aV (1) <0 .

La premiere condition est garantie par la construction de la fonctionnelle de Lyapunov-Kra-
sovskii (3.98) puisque P > 0 et Q > 0. Il est ainsi nécessaire d’obtenir des conditions garantis-
sant la deuxieme condition.

La dérivée par rapport au temps de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (3.98) peut
étre calculée en effectuant le changement de variable u = ¢ + 0 dans (3.98) puis en utilisant le

108



3.6. Observateur d’état pour un systeme comportant un retard sur la sortie

théoreme (3.12). La dérivée de (3.98) est donnée par :
V() = e (t)Pe(t)+e  (t)Pe(t) +e (1)Qe(t) — (1 —1(1))e >*™ el (V)Qe(V)  (3.99)

0
20 / T (1 +6)2* Oe(1 + 6)d0

—1(t)

qui peut étre majorée, compte tenu des hypothéses (3.87) sur le retard (7(7) < yet T(¢) < Tpax)s
de la facon suivante :

V() < el (t)Pe(r)+el (1)Pé(t) +e” (t)Qe(t) — (1 — y)e 2*™mael (V)Qe(V)  (3.100)

0
20 / el (1+6)e**9Qe(t +6)do .

—1(t)

En introduisant 1’équation (3.94) régissant la dynamique de I’erreur, 1’expression (3.100)
devient :

=[] FLabere g [ o
0

—2a / el (14 0)e**®Qe(r +6)do .
—1(t)

Remarquons par ailleurs que la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (3.98) admet I’écriture
suivante :

V(z)=[€(<v))] [g 8“ ]+ /0 el (1+0)e**®Qe(r +6)do (3.102)
—1(t)

par conséquent, 1’expression V + 2aV s’écrit :
T ~ ~ ~ o~
: e(t) ATP+PA+Q —PKC(V) P 0] [e(®)
V2ay s L(V)} { [—(IZC‘(V))TP —(1—p)e 20| T2% 0 0] [ |e(V)
(3.103)

dont le membre de droite est une forme quadratique en [e(r) (V) ]T. La négativité de I’expression
V(t)+2aV est par conséquent garantie si et seulement si :

A+al)’P+PA+al)+Q  —PRC(V)
{ —(KC(V)TP — (1= p)e 20T <0 . (3.104)
Il convient de remarquer que la matrice C (V) admet la réécriture suivante :
L
= Lul (3.105)
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ot C; est une matrice bloc de la forme :
G=0 - G - 0] . (3.106)

En considérant (3.105) et compte tenu des propriétés des fonctions de pondération, I’inégalité
matricielle (3.104) peut s’écrire :

L i T ~ o
, A+al)TP+PA+al)+Q _PRC;
;“’(V) { —(KC)TP —(1- y)e—zm,mQ} <0, (3.107)

inégalité satisfaite si :

A+al)TP+P(A+al)+Q —PKGC; .
|: —(KCI)TP _(1_’}/)6_20”’me <0 , 1= 1, ,L . (3108)
Enfin, le théoréme suivant propose des conditions suffisantes assurant la convergence de
I’erreur d’estimation sous la forme de LMI en posant G = PK.

Théoreme 3.13 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodéle découplé (3.89)
comportant un retard variable ©(t) défini par (3.87) et I’observateur a gain proportionnel
(3.91), converge exponentiellement vers zéro s’il existe des matrices symétriques et définies
positives P et Q et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

(A+al)"P+P(A+al)+Q _GC -
_(G€I>T —(1 — ’)/)e_zafmaxQ < O ) 1= 17 7L ) (3109)
ou C; = [0 -+ G -+ 0] pour un scalaire positif o0 > 0 donné. Le gain de I’observateur

est donné par K = P~'G.

Selon Mondié et Kharitonov [2005], I'erreur d’estimation converge exponentiellement par la

formule suivante :
e < /2 max_le(o)] . (3.110)
2 96[_7’-’0]

Bl — )lmin(P) et BZ - )Lmax<P) "‘Tlmax(Q) . (3111)

Remarquons que si un taux de décroissance o = 0 et un retard constant (c.-a-d. () = y = 0)
sont considérés alors I’influence de la taille du retard disparait dans les conditions (3.109). Les
conditions proposées dans le théoreme (3.13) sont de ce fait dites indépendantes de la taille du
retard.

110



3.6. Observateur d’état pour un systeme comportant un retard sur la sortie

Exemple 3.4 (Exemple d’estimation d’état avec un retard sur la sortie)

1l s’agit d’estimer [’état d’un systeme a temps continu décrit par un multimodele découplé a
temps continu constitué de L = 2 sous-modéles. Les valeurs numériques des matrices A;, B; et
C; sont :

-2 05 0.6

—02 —0.6
Aj=[-03 —09 0 |, AZZ{ }
-13 06 —08 03 1
Bi=[1 02 05", By=[-05 08]" |
Ci=[1 08 05] , C, =107 03]

Les valeurs propres de la matrice A sont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :
A =[-133£071i —1.03] et A =—0.6+0.14i .

Le multimodele est donc stable.
Le retard appliqué aux sorties du systéme est de la forme t(t) = 0.5+ 0.45sin(0.5¢) et la
borne supérieure de sa dérivée est donnée par 'y = 0.225.

La variable d’indexation & (t) est ici le signal de commande u(t) filtré. Le filtre utilisé est
du premier ordre de gain unitaire et sa constante de temps est égale a un. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

L

w(&@) = (&)Y 0;iE®) , (3.112)
J=1

wi(E(1) = exp(—(é(r)—ci)2/62> , (3.113)

de dispersion 6 = 0.4 et de centres ¢y = 0.3 et c; = 0.7. Remarquons que les fonctions de
pondération associées aux deux sous-modeles (figure 3.12 (a gauche)) ne sont jamais nulles ou
égales a un. Par conséquent, les deux sous-modeles sont constamment mis a contribution pour
former la sortie du multimodele.

Pour un taux de décroissance oo = 0.2, une solution satisfaisant le théoreme 3.13 est donnée
par:

[7.9354 0.5915 1.9666 0.2228  0.9195

0.5915 5.6426 3.7632 0.3097  0.2559

P = 19666 3.7632 3.1279 0.3969  0.4209 | , (3.114)
0.2228 0.3097 0.3969 8.0705 —3.5953

10.9195 0.2559 0.4209 —3.5953  3.1692

[ 43413 3.4651 21656 —0.2392 —0.1030

34651 27821  1.7325 —0.1915 —-0.0825

0 = 2.1656  1.7325 1.0928 —0.1197 —-0.0516| , (3.115)
—0.2392 —-0.1915 —-0.1197 2.1253  0.9087

| —0.1030 —0.0825 —0.0516 0.9087  0.4004

[0.9333 0.9017 —1.5429 0.1059 0.1568]T . (3.116)

=
I

111



Chapitre 3. Estimation d’état

Un bruit de mesure est ajouté sur la sortie lors de la simulation du systeme. Il est possible
de constater sur les figures 3.11 et 3.12 la bonne estimation des états des sous-modeles et
de la sortie du multimodele fournie par I’observateur proposé. L’erreur a l’origine du temps
provient de la différence entre les conditions initiales x(0) = [1.0 02 05 -05 ().8} " du
multimodele et celles de I’observateur égales a zéro.

o 5 10 15 20 05 10 15 20
t(s) t(s)
Figure 3.11 — Erreurs d’estimation d’état
1 15
/‘\\ —H i —y(t)
8l 1 0]
\ o5l ,
27 il
o ”M‘“‘ 1w
i i il
~0.5 ! J
1
—1r Il
I} i
% 5 10 15 20 % 5 10 15 20
t(s) t(s)

Figure 3.12 — Fonctions de pondération au cours du temps (a2 gauche) et comparaison entre la
sortie et son estimée (a droite)

3.7 Conclusion et contributions

Ce chapitre a abordé la synthese d’observateurs d’état, a temps continu et a temps discret,
des systemes non linéaires parfaitement représentés par un multimodele découplé. La structure
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de ce multimodele, contrairement aux approches multimodeles classiques, offre aux observa-
teurs proposés la possibilité de comporter des sous-modeles de dimensions différentes. Dans
le multimodele découplé, chaque sous-modele possede en effet un espace d’état completement
indépendant (découplage) de celui des autres sous-modeles.

Ce découplage présente un intérét dans un contexte de modélisation (c.f. chapitre 2). En
revanche, il ne simplifie pas a priori le probleme posé par la synthese des observateurs. En
effet, il est illusoire de croire que la convergence de I’erreur d’estimation peut étre assurée par
la synthese individuelle d’un observateur pour chaque sous-modele. La combinaison entre les
sorties des sous-modeles doit étre prise en compte dans la phase de synthese de 1’observateur
afin de fournir une preuve rigoureuse de la convergence vers zéro de 1’erreur d’estimation.

Le travail présenté dans ce chapitre contribue a enrichir les méthodes d’estimation d’état a
base de multimodeles et plus précisément les méthodes dédiées au multimodele découplé, en-
core peu étudié dans la littérature. Ce travail livre une preuve théorique, sous la forme de LMI,
de la convergence exponentielle de I’erreur d’estimation d’état. Cet aspect constitue un point
original qui permet de se démarquer notablement d’autres travaux relatifs a I’estimation d’état
des systemes représentés par cette classe de multimodele.

Enfin, remarquons que I’exploitation du multimodele découplé en vue de la synthese des
observateurs n’est a priori pas plus simple que celle basée sur le multimodele de Takagi-Sugeno.
Le fait que la taille de la matrice commune P a rechercher augmente avec le nombre des sous-
modeles peut conduire a des conditions plus difficiles a vérifier d’un point de vue numérique
(conservatisme de la solution). Toutefois, la structure particuliere des matrices augmentées du
multimodele est susceptible de favoriser I’obtention d’une telle matrice. Cet aspect constitue un
point méritant d’€tre approfondi.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

4.1 Introduction

La conception d’observateurs d’état de systemes non linéaires représentés par un multimodele
a structure découplée a fait I’objet du chapitre précédent. Il convient cependant de souligner
que la qualité de I’estimation d’état fournie par ces observateurs dépend fortement de la qualité
des mesures et de la précision du modele. Or, il est illusoire de croire qu'un modele mathé-
matique, aussi raffiné soit-il, puisse reproduire parfaitement le comportement dynamique d’un
systtme. Un modele n’est qu’une représentation abstraite de la réalité livrant une description
imparfaite du comportement du systeme. Tout modele comporte naturellement des imprécisions
de modélisation. De surcroit, un systeme est loin d’étre une entité completement isolée de son
environnement. Les signaux de commande ne sont pas les seules grandeurs permettant d’agir
sur le systeme. L’environnement interagit directement ou indirectement avec le systeme affec-
tant ainsi son comportement ou les mesures utilisées pour 1’estimation. Ces différentes sources
de perturbations, nuisibles a I’estimation d’état et difficiles a maitriser, doivent €tre prises en
compte lors de la synthese de 1’observateur afin de rendre 1’estimation d’état robuste.

H Perturbations externes : bruits, défauts, etc.

: SYSTEME :>

Entrées sorties

v Perturbations internes : incertitudes, etc.
Figure 4.1 — Différentes sources de perturbations

La notion de robustesse, dans un contexte d’estimation d’état a base de modele, fait en prin-
cipe référence a I’insensibilité de 1’estimation d’état vis-a-vis des perturbations internes ou ex-
ternes au systeme. Une perturbation renvoie a une notion extrémement générale qui englobe un
certain nombre de concepts. Une perturbation peut étre considérée d’une fagcon générale comme
un phénomene difficilement maitrisable ayant une action sur le systeéme [Isermann, 2006]. Les
bruits de mesure constituent un exemple classique de perturbation externe. Bien qu’un modele
mathématique puisse €tre associé aux bruits (lois de distribution, etc.), leur influence n’en de-
meure pas moins difficilement maitrisable. Les erreurs de modélisation commises lors de la
phase de modélisation sont sans doute un exemple de perturbation interne. En effet, certains
comportements du systéme ne sont pas modélisés soit dans un souci de simplicité soit parce
qu’ils sont difficiles, voire impossibles, a caractériser. Il s’avere donc nécessaire de quantifier
les imprécisions de modélisation de facon a apporter une certaine information sur la méconnais-
sance du systeme.

Le probleme soulevé par I’estimation d’état robuste est fondamental en automatique et a été
beaucoup étudié pour des systemes caractérisés par un modele de type linéaire en recourant,

par exemple, a la théorie pour la commande robuste [Weinmann, 1991; Xie et Souza, 1992;

116



4.2. Estimation d’état robuste vis-a-vis des perturbations

Xie et al., 1992; Oustaloup, 1994; Colmenares, 1996]. L’extension de ces techniques a 1’esti-
mation d’état de systemes représentés par des modeles a parametres variables dans le temps a
été étudiée par Bara [2001]. Akhenak [2004] et Rodrigues [2005] ont abordé simultanément le
probléme d’estimation d’état robuste pour les systémes non linéaires caractérisés par un multi-
modele de T.S.

Ce chapitre est consacré aux syntheses robustes d’observateurs a gain proportionnel, a gain
proportionnel-intégral et a gain multi-intégral basées sur la représentation multimodele d’un
systeme non linéaire. Ce chapitre comporte trois sections. La premiere est dédiée au probleme
d’estimation d’état d’un systeme représenté par un multimodele découplé et sujet a des pertur-
bations sur les équations d’état et de sortie. L’estimation d’état robuste est accomplie a 1’aide
d’un observateur a gain proportionnel et d’un observateur a gain proportionnel-intégral. Ce der-
nier type d’observateur, contrairement a 1’observateur a gain proportionnel, présente 1’avantage
d’introduire des degrés supplémentaires de liberté permettant d’améliorer le degré de robus-
tesse de I’estimation sans dégrader ses performances dynamiques. La conception de ce type
d’observateur n’a pas encore, a notre connaissance, fait I’objet d’une étude dans un contexte
multimodele. La prise en compte des incertitudes paramétriques lors de la synthese des ob-
servateurs a gain proportionnel et a gain proportionnel-intégral est étudiée dans la deuxieme
section. Enfin, la troisieme section aborde la conception d’un observateur a entrées inconnues
dit a gain multi-integral. Cet observateur parvient a fournir une estimation de I’évolution de
I’état du systeme et ce, en dépit de la présence d’entrées inconnues (c.-a-d. de signaux non ac-
cessibles a la mesure) agissant sur le systeme. Son utilisation, dans un contexte de surveillance
ou de reconfiguration des systemes, permet de générer des indicateurs de défauts insensibles
aux entrées inconnues mais sensibles aux défauts.

4.2 Estimation d’état robuste vis-a-vis des perturbations

L’estimation d’état fait appel a des mesures extraites du systeme destinées a prendre en compte
I’évolution courante du systeme et ce, afin de parvenir a estimer 1’évolution de ses variables
internes. Cependant, les informations délivrées au bout de la chaine de mesure sont en regle gé-
nérale affectées par des phénomenes externes au systeme (bruits dans les dispositifs de mesure,
erreurs de transmission, etc.) et leur utilisation peut conduire a une estimation biaisée de 1’état
du systeme.

L’estimation d’état ne peut pas, dans ces conditions, €tre parfaitement accomplie. Autrement
dit, la convergence vers zéro de I’erreur d’estimation ne peut pas €tre assurée. En revanche, il
est possible de quantifier I’impact des perturbations sur I’erreur d’estimation et de garantir ainsi
une borne supérieure de la reconstruction. A cet effet, différentes normes de signaux peuvent
étre utilisées afin d’évaluer la grandeur de I’erreur de reconstruction.

La norme H.. est classiquement employée pour aborder ce type de probleme rencontré dans
le cadre des systemes linéaires a parametres invariants dans le temps. En revanche, pour les
multimodeles et en regle générale pour les systeémes a parametres variants dans le temps, la
notion de fonction de transfert est inexistante et la notion de norme H.. devient hors contexte.
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Pour cette classe de systemes, il est fait appel a la norme £, induite, une extension directe
de la norme Ho., [Weinmann, 1991; Van der Schaft, 1992]. Au méme titre que la norme Ho., la
norme L, permet de quantifier, dans le cadre des systémes a parametres variables dans le temps,
le plus grand apport entre I’énergie de la sortie et celle de I’entrée pour toutes les trajectoires
paramétriques admissibles du systeme [Bara, 2001].

Définition 4.1 (Norme £, d’un signal). La norme L, d’un signal s(t) de carré intégrable est
notée et définie par :

oo 1/2
sl = | [ @7 s0ar @1
0
en temps continu et par
oo 1/2
sl = | Xs@)s() (4.2)
0

en temps discret.

Définition 4.2 (Norme £, induite d’un systeme). La norme L induite d’un systeme est définie
par

2
sup ly(@)ll5 (4.3)

w20 @3

ou u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie a énergie bornée, au sens
de la norme ||.||2, du systéme considéré. Cette norme est une mesure du plus grand taux d’am-
plification énergétique de u(t) sur y(t).

4.2.1 Représentation multimodele d’un systeme perturbé

La représentation d’état du multimodele découplé considérée dans cette section est donnée par :

6()61‘(2‘)) = A,‘X,‘(Z‘)—I—BM(Z‘)—I—E,‘W(I), (4.4a)
yi(t) = Cixi(t) (4.4b)
o) = Y (E0)yi(t)+Wew(r) (4.4¢)

i—1

ou x; € R" et y; € R? sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du M€ gous-
modele, u € R est le vecteur de commande et y € R” le vecteur de mesure. Les matrices
A; € RWxni B, e RW*M C; € RP*Mi|E; € RU%*" et W, € RPX” sont constantes et supposées
connues. Les matrices E; et W, sont introduites afin de prendre en considération 1’influence
d’une perturbation w € R’ (par exemple un bruit d’état ou de mesure), a énergie bornée,

affectant respectivement la dynamique et la sortie du systeme.
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Remarque 4.1. Le fait de considérer le méme signal w(t) dans I’équation dynamique (4.4a)
et dans ’équation de sortie (4.4c) n’est pas restrictif, le choix des matrices E; et W, étant
totalement libre. Il est possible, en considérant E; = [E,- 0] et W, = [O Wc] avec w(t) =

[wa(t) we(t)] ", de dissocier les effets de w,(t) sur la dynamique du systeme et ceux de w,(t)
sur la sortie.

Hypothese 4.1. Le signal de perturbation est borné en énergie au sens de la norme L, ¢’est-
a-dire que la ||w(t)||3 < oo.

Le multimodele découplé (4.4) admet la forme augmentée suivante :

Ax(t) +Bu(t) +Ew(t) | (4.52)
C(t)x(t) +Wew(t) (4.5b)
. . L . ~ ~
ol x € R" est le vecteur d’état augmenté de dimension n = Y n; et les matrices A € R"*", B €
i=1
R™™M C(t) € RP*" et E € R"™ sont des formes augmentées dont les éléments correspondent

aux paramétres des sous-modeles. Les matrices A, B et C(¢) sont définies par (3.8) et la matrice
E € R™* par

E = [ET - E - Ef]" . (4.6)

1

4.2.2 Synthese d’un observateur a gain proportionnel

L’ observateur se présente sous la forme augmentée suivante :

S(%(1)) = AR(t)+Bu(t)+K(y(t)—3(1)) , (4.7a)
¥() = C()%(¢) , (4.7b)

ol £ € R” est I’estimation du vecteur d’état x(¢), ¥(¢) € R” la sortie reconstruite par I’ observateur
et K € R"*7 le gain de I’observateur a déterminer.
L’erreur d’estimation d’état est définie par

e(t) =x(t) — (1) (4.8)
et sa dynamique, obtenue par 1’agrégation des équations (4.4) et (4.7), par :
S(e(r)) = Aops(t)e(t) + (E —KWew(r) 4.9)

ou la matrice d’évolution A,(¢) est de la forme

L
Aops(t) = Y wi(t)¢; (4.10)
i=1
avec
¢pi=A-KC; et Gi=[0 --- G -+ 0] . 4.11)

119



Chapitre 4. Estimation d’état robuste

La présence de w(r) dans (4.9) empéche I’erreur d’estimation de converger vers zéro. En effet,
d’apres (4.9), la perturbation w(t) agit directement sur I’erreur d’estimation a travers la matrice
E — KW,. Le gain K de I’observateur régle directement I’impact de w(t) sur 1’erreur d’estima-
tion.

Le probleme relatif a la synthese de 1’observateur se pose alors dans les termes suivants :
il s’agit d’ajuster le gain K de I’observateur (4.7) de facon a atténuer Uinfluence
de la perturbation w(t) sur I’erreur d’estimation d’état e(t) et donc de reconstruire
’état avec une certaine précision quelles que soient les conditions initiales du sys-
teme et de ’observateur.

La perturbation w(z) doit étre alors prise en compte lors de la procédure de synthese de 1’obser-
vateur. A cet effet, un signal objectif

v(t) = He(r) , (4.12)

dépendant seulement de 1’erreur d’estimation d’état e(t), est considéré. La matrice H est de
dimension appropriée et fixée par le concepteur. Les objectifs de synthese de I’observateur sont
traduits par les contraintes de performance suivantes :

}L@Oe(t)zo pour w(tr)=0, (4.13a)
V@I < PIw@)z pour w(r) #0ete(0)=0 . (4.13b)

La premiére contrainte garantit la convergence de 1’erreur d’estimation vers zéro si aucune per-
turbation n’agit sur le systeme. La seconde assure la précision de la reconstruction en présence
d’une perturbation sur le systeme. En effet, ¥ est un scalaire positif a déterminer qui indique le
niveau d’atténuation entre w(r) et le signal objectif v(¢). La précision de la reconstruction est
ainsi fixée au moyen de la valeur de 7y qui doit étre alors minimisée.

Remarque 4.2. L’exigence (4.13b) cherche a minimiser la norme L, induite du systéme géné-
rateur de [’erreur d’estimation d’état défini par (4.9) et par (4.12). Autrement dit, le but est de
minimiser la norme L, entre la perturbation w(t) et le signal objectif v(t).

Remarque 4.3. La matrice H qui apparait dans (4.12) introduit des degrés supplémentaires de
liberté lors de la synthese de I’observateur. En effet, le choix de cette matrice permet d’atténuer
I’impact des perturbations sur une partie ou sur la totalité des composantes du vecteur e(t)
lors de la synthese de I’observateur. Différents observateurs peuvent ainsi étre congus, chaque
observateur étant dédié a I’estimation d’une partie du vecteur d’état sous les contraintes (4.13).
Cette démarche permet en regle générale d’atteindre un niveau d’atténuation plus faible pour
chacun des observateurs dédiés que celui obtenu avec un seul observateur.

Le gain K de I’observateur doit étre ajusté de sorte que les exigences (4.13) soient satisfaites.
Il s’avere également important de garantir des performances dynamiques de I’erreur d’estima-
tion (vitesse de convergence, etc.) dans la phase de conception de 1’observateur. La synthese de
I’observateur sous ces contraintes est établie en faisant appel a la théorie de Lyapunov.
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Synthése de I’observateur a temps continu

La convergence exponentielle de I’erreur d’estimation, en considérant une perturbation nulle
(w(t) = 0), a été abordée au cours du chapitre précédent (c.f. section 3.4.2). Les conditions ga-
rantissant la convergence exponentielle de £(7) vers x(7) ont été établies a 1’aide d’une fonction
quadratique de Lyapunov :

V(t)=e'(t)Pe(t) , P>0 P=PT (4.14)
telle que la condition suivante soit satisfaite
Jo>0:V()+2aV(r) <0 , (4.15)
ou « est le taux de décroissance. Dans cette section, cette condition est modifiée comme suit
Ja>0:V(t)<=2aV(t)—vI()v()+ 7w ()w(r) (4.16)

afin de satisfaire les performances dynamiques (4.13) tout en garantissant la convergence expo-
nentielle de I’erreur d’estimation. En effet, remarquons que 1’intégration de la condition (4.16)
est donnée par

/ 1) +2aV(t / vi()v(t)dt +y / w! (£)w(t)dt (4.17)
0 0 0

et compte tenu de la positivité de la fonction de Lyapunov, V() > 0 et V(0) = 0, le terme de
gauche de cette inégalité devient positif, ce qui implique

V)3 < Plw@)]l5 - (4.18)

Par conséquent, I’exigence (4.13b) sur le niveau d’atténuation entre la perturbation w(t) et le
signal objectif v(¢) est assurée si la condition (4.16) est vérifiée. On reconnait par ailleurs dans
(4.16) la condition déja employée afin de garantir la convergence exponentielle de I’erreur d’es-
timation si w(r) = 0 et donc de satisfaire I’exigence (4.13a).

La synthese de 1’observateur consiste donc a établir des conditions satisfaisant (4.16). La
dérivée de V (¢) le long de la trajectoire de I’erreur d’estimation (4.8) est donnée par

V() = el (t)Pe(t) +el (1)Pé(r) (4.19)
qui s’écrit en remplagant é() par son expression (4.9) :

V() = e (t) (AL (t)P+ PAyps(t)) e(t) +w" (t)(E — KW,)" Pe(t) (4.20)
+ T (t)P(E —RW)w(1) .

Un vecteur augmenté de la forme
T
y) = [ef() wi()] (4.21)
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permet d’écrire I’équation (4.20) sous la forme compacte suivante

V()= () Q)w(r) (4.22)
ol
_[AL (t)P+PAps(t)  P(E—KW,)
Q) = [ (E— RW,)TP 0 (4.23)
Ainsi, compte tenu de la forme (4.22) de V (¢), la condition (4.16) devient :
H'H+2aP 0
v {am+ [T 0 i <o @24)

qui est une forme quadratique en y(z). La négativité de (4.24) est alors garantie par la négativité
de I’expression a I’intérieur des crochets. De ce fait, en introduisant les définitions (4.10) de
Aops(t) et (4.23) de Q(t), I'inégalité (4.24) est satisfaite si :
L i RENT i RO T B~

. (A—KC;))'P+P(A—KC))+H"H+2aP P(E—KW,)
Y i) { (E—RW)TP 2] <0 . (4.25)

En posant G = PK et 7= 72, il est possible de linéariser (4.25). Enfin, compte tenu des proprié-
tés de somme convexe des fonctions poids, on peut proposer une solution au probleme (4.13)
sous la forme du théoreme suivant.

Théoreme 4.1 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps continu
(4.4) et l'observateur a gain proportionnel (4.7), sous [’hypothese 4.1, satisfait aux exi-
gences (4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P =PT >0 et G de dimensions appropriées et un scalaire y > 0, solutions du probléme d’op-
timisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
ATP+PA—(GC)" —GC;+H"H+2aP PE—GW, .
v (W) g | <0 is Tl L (426
pour une matrice H et un oo > 0 donné. Le gain de ’observateur est donné par K = P~'G et
le gain Ly de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

Remarquons que la négativité de 1’inégalité (4.26) implique la négativité du bloc (1,1). Par
conséquent, s’il existe une solution satisfaisant les conditions du théoréme 4.1 alors I’'inégalité

ATP4+PA—(GC)T —GCi+20P <0, i=1 ,- L (4.27)

est satisfaite. La convergence exponentielle de I’erreur d’estimation, dans le cas ol aucune per-
turbation n’est considérée, est ainsi assurée (c.f. théoreme 3.5).
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Synthése de I’observateur a temps discret

La conception de I’observateur a temps discret suit une démarche de synthese tout a fait sem-
blable a celle appliquée a I’observateur a temps continu. L’erreur d’estimation doit tendre expo-
nentiellement vers zéro si aucune perturbation n’agit sur le systeme et doit, dans le cas contraire,
garantir les exigences de performances (4.13).

A cette fin, nous considérons la fonction de Lyapunov (4.14) telle que :

Ja>0:AV(t) < —2aV () = v () v(t)+ Pwl (6)w(r) | (4.28)

ou la variation AV (¢) de la fonction de Lyapunov est donnée par AV () =V (t+ 1) — V(¢),
o > 0 et Y > 0 étant respectivement le taux de décroissance de I’erreur d’estimation et le niveau
d’atténuation de la perturbation. En utilisant I’expression (4.14) de V(¢) dans (4.28) puis en
remplagant e(f + 1) et v(r) respectivement par (4.9) et (4.12), il vient que (4.28) est satisfaite
si:

Aobs( )PAObS( ) (1 —2OC)P—|—HTH obs(t>P(E [?W)

T T < 0, 429

(E — RW,)T PA,p(2) (E—~KW,)TP(E — KW,) — v

inégalité qui présente de multiples produits croisés entre P et K. II est toutefois possible de
linéariser (4.29) en appliquant le complément de Schur puis en remplagant A,(f) par son ex-
pression (4.10) et en posant enfin G = PK et = y*. Enfin, compte tenu des propriétés de somme
convexe des fonctions poids, on peut proposer une solution au probleme (4.13) en temps discret
sous la forme du théoreme suivant.

Théoreme 4.2 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a temps dis-
cret (4.4) et ’'observateur a gain proportionnel (4.7), sous I’hypothese 4.1, satisfait les exi-
gences (4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P =PT > 0 et G de dimensions appropriées et un scalaire ¥ > 0, solutions du probléme d’op-
timisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
H'H—-(1-20)P 0 ATP-CI'GT
0 -7 ETP-WIGT| < 0, i=1,---,L (4.30)
(%) (%) —P

pour une matrice H et un 0 < o¢ < 0.5 donné. Le gain de [’observateur est donné par
K = P~ 'Getle gain L, de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

Commentaires sur la synthése d’un observateur a gain proportionnel

Les syntheses a temps continu et a temps discret d’un observateur robuste a gain proportionnel
ont été abordées au cours des deux paragraphes précédents. Toutefois, les syntheses de cet
observateur doivent étre réalisées moyennant un compromis entre deux objectifs antagonistes.
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En effet, nous cherchons, d’une part, une dynamique rapide de I’erreur d’estimation ajustée
par le biais d’un gain important de I’observateur et, d’autre part, un niveau d’atténuation des
perturbations ajusté par le biais d’un gain faible. Or, pour atteindre ces deux objectifs, n’est
disponible qu’un seul degré de liberté (le gain de I’observateur K). Afin de surmonter cette
difficulté, la synthese d’un observateur a gain proportionnel-intégral est étudiée dans la section
suivante.

4.2.3 Synthese d’un observateur a gain proportionnel-intégral

Le principe de reconstruction de 1’observateur a gain proportionnel, proposé au cours des sec-
tions précédentes, repose sur une correction de 1’estimation d’état a partir de I’erreur d’estima-
tion entre les sorties mesurées et les sorties estimées. Cette correction s’effectue par le biais
d’une action proportionnelle a I’écart de I’erreur de reconstruction des sorties. Elle peut néan-
moins s’avérer insuffisante et son action inefficace par exemple quand le modele du systeme
en question est mal connu ou quand des perturbations agissent sur le systeme. En effet, un seul
degré de liberté est disponible pour garantir a la fois les performances dynamiques et les per-
formances de robustesse de I’erreur d’estimation.

Afin de surmonter ces difficultés, une action intégrale permettant d’effectuer une correction
proportionnelle a I’écart de I’intégrale des sorties mesurées et des sorties estimées peut €tre ajou-
tée en vue d’introduire un degré de liberté supplémentaire lors de la synthese de 1’observateur
[Beale et Shafai, 1989; Weinmann, 1991]. L’ observateur ainsi obtenu, dit a gain proportionnel-
intégral (PI), permet d’améliorer considérablement 1’estimation d’état dans la mesure ou deux
degrés de liberté sont désormais disponibles pour régler les performances de I’observateur.

Busawon et Kabore [2001] ont montré qu’un tel observateur possede la capacité d’atténuer
les effets des perturbations (p. ex. les erreurs de mesure) ou de certaines erreurs de modélisa-
tion sur I’erreur d’estimation. Hua et Guan [2005] ont proposé une démarche de syntheése d’un
observateur PI dans un contexte de synchronisation d’un systeme chaotique de Chua. La syn-
chronisation est entendue comme la synthese d’un récepteur (c.-a-d. d’un observateur) chargé
de synchroniser (c.-a-d. d’estimer) I’état de 1I’émetteur dans un temps fini. La synthese du ré-
cepteur, réalisée a I’aide de la seconde méthode de Lyapunov, permet d’introduire des perfor-
mances de robustesse vis-a-vis des perturbations affectant la communication. Dans un contexte
similaire, Johnson et Busawon [2006] ont récemment mis a profit les capacités de robustesse
offertes par I’observateur PI afin de procéder a la synchronisation d’un oscillateur de Duffing
comportant un bruit dans le message a transmettre.

En revanche, la conception des observateurs PI pour les multimodeles ne semble pas encore
avoir été abordée dans la littérature.

Structure de I’observateur PI

L’observateur PI fait non seulement appel a 1’écart de I’erreur d’estimation mais aussi a 1’in-
tégrale de cet écart. Un signal z(¢), issu de I’intégration de la sortie du multimodele, est alors
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introduit de facon a ajouter 1’action intégrale dans 1’équation de 1’observateur. Dans le cas gé-
néral, il est possible d’introduire un degré de liberté supplémentaire en remplagant I’intégration
pure par un filtrage de la sortie. En considérant la variable additionnelle z(¢), le multimodele
découplé sous sa forme augmentée (4.5) devient :

S(x(t)) = Ax(t)+Bu(t)+Ew(r) , (4.31a)
5(z(t)) = Mz(t)+C(t)x(t) + Wew(t) , (4.31b)
y(t) = Ct)x(t)+Wew(t) , (4.31c)

ou les matrices A € R™" B e R™™ C € RP*" et E € R"™ " sont les matrices partitionnées
par blocs définies respectivement en (3.8) et en (4.6). La matrice M € RP*P dite d’effet de
décoloration permet de régler la réponse transitoire du signal z(z). Il est possible de constater
que 1’équation (4.31b) régissant 1’évolution de la variable z(7) ne modifie en rien les équations
originales du multimodele. Cette équation est volontairement introduite dans les équations du
multimodele de fagon a rendre aisée la synthese de I’observateur PI.

u(t) y(t)

L SYSTEME NON LINEAIRE

Figure 4.2 — Structure de I’observateur PI a temps continu en considérant M = 0

Remarque 4.4. Si M = 0 alors le signal additionnel z(t) est une action intégrale pure définie

1 i
dans le cas continu par z(t) = [y(E)dE et par z(t) = Y, y(k) dans le cas discret.
0 k=0
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Les nouvelles équations (4.31) du multimodele peuvent se mettre sous la forme compacte sui-
vante :

S(x4(t)) = Au(t)xy(t)+C1Bu(t)+Ew(t) , (4.32a)
y(t) = C(6)C)xa(t) +Wewl(t) | (4.32b)
At) = Coxalt) (4.32¢)

avec x,(t) € RUHP) A, ¢ RUHP)x(n+p) ¢ ROMHP)Xr Cf ¢ ROHP) X1 et €, € RUP)*P définies
par

w= [0, a0 =[] m= ] @= [ @[] -

La reconstruction de I’état du multimodele découplé (4.32) est opérée a 1’aide d’un obser-
vateur PI de la forme suivante :

S(£a)(t) = Au(t)%a(t)+C1Bu(t) +Kp(y(t) —5(t)) + Ki(z(t) — 2()) ,  (4.34a)
() = C()Ci () . (4.34b)
2) = Cytalt) | (4.34¢)

ol £, € R(P) est I’estimation du vecteur d’état augmenté x, et $(t) la sortie reconstruite par
I’observateur. L’ appellation “observateur proportionnel-intégral” sous laquelle apparait cet ob-
servateur tire son origine de la nature de la correction apportée par les gains Kp € R("+P)XP et
K; € RUP)%P_En effet, le gain Kp assure une correction proportionnelle 2 I’erreur d’estimation
de la sortie y(7) — §(¢). Quant au gain Kj, il assure une correction proportionnelle a 1’écart entre
I’intégrale de la sortie y(r) et celle de la sortie estimée (7).

Conception de I’observateur PI robuste

L’erreur d’estimation d’état est donnée par
eq(t) = xq(t) — X4(1) (4.35)
et sa dynamique, obtenue par 1’agrégation des équations (4.32) et (4.34), par :
S(ea(t)) = Apps(t)ea(t) + (E,— KpW)w(t) . (4.36)

La matrice d’évolution A, (t) peut étre explicitée, en faisant appel aux propriétés de somme
convexe des fonctions de pondération, par

Aobs (t ) =

1,(t) — KpC(t)C| —K/Ch | (4.37)
L
i=1
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avec

(4.39)

b, = Al' - Kpé,'é{ - KIG; et Al‘ = |:A 0}

C; M

Grace a son action intégrale, I’observateur PI (4.34) introduit un degré de liberté supplémen-
taire lors de sa conception. En effet, d’apres (4.36), la perturbation w(z) agit directement sur la
dynamique de I’erreur d’estimation 2 travers la matrice £, — KpW,.. Une action sur le gain Kp
de I’observateur est donc en mesure d’atténuer I’'impact de w(z) sur I’erreur d’estimation. Quant
aux performances dynamiques de 1’observateur, elles peuvent a leur tour €tre ajustées grace a
un choix approprié du gain K. Deux degrés de liberté sont alors disponibles pour parvenir a un
compromis entre I’atténuation de 1’effet des perturbations et les performances dynamiques de
I’observateur. Toutefois, un découplage parfait entre la perturbation w(z) et I’erreur d’estima-
tion e, () peut uniquement étre obtenu si la condition E, = KpW, est vérifiée. Dans la pratique,
cette condition s’avere a la fois restrictive et difficile a satisfaire. En effet,

E, = K,W. (4.40)
et compte tenu de (4.33), alors :
E Kpi
|:Wc l 1, 1 W, , (4.41)
E = KpiW, , (4.42)
Kpy = EwWIwwh=! (4.43)

Cette condition est satisfaite a condition que W, soit de plein rang ligne. Autrement dit, il faut
que le nombre de sorties du systeme soit €égal au nombre de perturbations agissant sur le sys-
teme. Par conséquent, un découplage parfait de la perturbation ne peut pas étre facilement ac-
compli.

La synthese de I’observateur PI consiste a chercher les matrices Kp et K telles que 1’erreur
d’estimation e,(¢) définie par (4.35) satisfasse les exigences (4.13). Il convient toutefois de
remarquer que le signal objectif est maintenant donné par

V() = Heyt) . (4.44)

Une démarche similaire a celle adoptée lors de la conception de 1’observateur P peut étre ap-
pliquée en vue de parvenir aux conditions en mesure d’assurer les performances dynamiques
(4.13) sous la forme des théoremes suivants.

Théoreme 4.3 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a temps continu
(4.32) et I’observateur a gain proportionnel-intégral (4.34), sous I’hypothése 4.1, satisfait
aux exigences (4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe trois
matrices P = PT > 0, Gp et Gy de dimensions appropriées et un scalaire y > 0, solutions du
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probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
[, +TT+HTH +2aP PE,— GpW, .
E‘{P— (GPWC)T _71 <0 5 1= 1, ,L s (445)

ou _ — _r
I = PA,—GpCiC; —G/C)y (4.46)

pour une matrice M, une matrice H et un & > 0 donné. Les gains de I’observateur sont donnés
par Kp = P~'Gp et K; = P~'GJ. De plus, le gain L, de w(t) vers v(t) est donné par y = ﬁ

Théoreme 4.4 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps discret
(4.32) et I’observateur a gain proportionnel-intégral (4.34), sous I’hypothese 4.1, satisfait
les exigences (4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe trois
matrices P = PT > 0, Gp et Gy de dimensions appropriées et un scalaire 7 > 0, solutions du
probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
H'H—(1-20)P 0 rr
0 -n EIP-WI'GL| < 0, i=1,--,L, (4.47)
(%) (%) —P

ou
I; = PA;—GpCC, —GiCy (4.48)

pour une matrice M, une matrice H et un 0 < o0 < 0.5 donné. Les gains de ’observateur sont
donnés par Kp = P~'Gp et K; = P~'Gy. De plus, le gain L, de w(t) vers v(t) est donné par

Y=7

Remarque 4.5. La résolution des conditions proposées par les théoréemes 4.3 et 4.4 peut éven-
tuellement s’accompagner d’une recherche de la matrice d’effet de décoloration M. Cependant,
en raison du produit PA; ces conditions ne se présentent pas sous une forme LMI. 1l est toute-
fois possible d’obtenir des conditions de type LMI en considérant une matrice bloc diagonale

P= [181 ;32 ] et en introduisant un changement de variable approprié de la forme N = P,M.

Les deux corollaires suivants accompagnent les théoremes 4.3 et 4.4. Ils proposent des
conditions assurant la convergence vers z€ro de I’erreur d’estimation quand aucune perturbation
n’est prise en compte.
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Corollaire 4.1 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé a temps
continu (4.32) et l'observateur Pl (4.34), converge exponentiellement vers zéro (lorsque
w(t) = 0) s’il existe une matrice symétrique et définie positive P, des matrices Gp et Gy véri-
fiant les LMI suivantes :

(A;+aD)™P + P(A;+al)
— (GpCiC +GC)T — (GpCiCl +GiCy) <0, i=1,---,L (4.49)

pour une matrice M et un scalaire positif & donné. Les gains de I’observateur PI sont donnés
parKp = P~ 'GpetK; = P71Gy.

Corollaire 4.2 (MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé a temps
discret (4.32) et I’observateur PI (4.34), converge exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) =
0) s’il existe une matrice symétrique et définie positive P, des matrices Gp et Gy vérifiant les

LMI suivantes :
_ ~—T =T
(1 —~2_o;)P . (PA;—GpCiCy —G1Cy)T >0, i=1,---.L  (4.50)
PA;— GpCiCt — GiCh P ’ C

pour une matrice M et un scalaire positif 0 < o« < 0.5 donné. Les gains de [’observateur Pl
sont donnés par Kp = P GpetK; = PG,

Exemple 4.1 (Exemple de synthese des observateurs P et PI robustes)
1l s’agit d’estimer |’état d’un systeme a temps continu représenté par un multimodele découplé
constitué de L = 2 sous-modeéles. Les valeurs numériques des matrices du multimodele sont :

-20 05 06

A= 1|-03 —09 —05]| |, Ay = —Oois :(1)'3 ,
~1.0 0.6 —0.8 L e

Bi=[1.0 08 05]" | By=[-0.5 08] ,
09 -08 —0.5 [—0.8  0.6]

Cl_{—0.4 0.6 0.7} ! =04 -07]
04 0

WC_|:O _0.3:| , Ei=0, M=0 .

La perturbation w(t) considérée est un bruit aléatoire normalement distribué de moyenne nulle
et de dispersion égale a un.

La variable d’indexation & est ici le signal de commande u(t) € [0,1]. Les fonctions de
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pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

L
wi@) = an(é(r))/;wj(é(t)% (4.51)
0(E1) = exp(—(&(0)—c)’/0?) | (4.52)

de dispersion 6 = 0.5 et de centres cy = 0.25 et c; =0.75. L’entrée, les fonctions de pondération
et les sorties du multimodele sont illustrées sur la figure 4.3.

; ! AN Ul
'W\MWM (IR MM\N"

‘VM..,, il ‘L«M’WW

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figure 4.3 — Entrée et perturbations (2 gauche), fonctions de pondération et sorties (2 droite)
Une solution vérifiant les conditions du théoreme 4.1 est donnée par :

P - 0.1899 —0.0310 0.0892 —0.0310 —0.0136]"
~ [0.2180 0.1091 0.2130 —0.0143 —0.0259| °’

[ 3.3411  —0.1514 —2.6919 0.1249  —0.0673
—0.1514 3.9049 —1.0080 —0.2499  0.5107
P = |-2.6919 —1.0080 5.4666 0.1282  —0.2462
0.1249 —-0.2499 0.1282  11.4864 —10.1873
| —0.0673  0.5107 —0.2462 —10.1873 25.6765

pour une matrice H = Is, un niveau d’atténuation minimal y = 1.414 et un taux de décroissance
o =0.8.

Une solution vérifiant les conditions du théoréme 4.3 est :

K — 0.0030 —0.0244 —0.0101 —0.0106 —0.0007 0.9875 —0.0125]"
P 0.0109 0.0366  0.0227  0.0094 —0.0029 0.0166 1.0166 ’
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[0.0933 0.7077 0.1432 0.0064 0.0256 3.4754 0.0422]"
10.0954 0.6210 0.1449 0.0051 0.0219 -0.3819 3.5098] ~

[ 49917 —0.5801 —3.4225 0.0553 0.0023  0.1411  0.1411 ]|
—0.5801 5.0509 —0.9333 —-0.1397 0.1482 —1.1309 —-1.1309
—3.4225 -0.9333 7.2125 0.0651 —-0.1731 0.2211  0.2211
P = 0.0553 —0.1397 0.0651  8.2562 —6.9466 0.0698  0.0698
0.0023  0.1482 —0.1731 —6.9466 19.8995 —0.1963 —0.1963
0.1411 —-1.1309 0.2211  0.0698 —0.1963 1.6524  0.3681
| 0.1411  —1.1309 0.2211  0.0698 —0.1963 0.3681  1.6524 |

pour une matrice H =17, un niveau d’atténuation minimal 'y = 0.333 et un taux de décroissance

o =0.8.

Remarquons que le méme taux de décroissance o est imposé dans la synthese des deux ob-
servateurs. Il convient de souligner le fort contraste entre les niveaux d’atténuation o obtenus
avec les observateurs P et PI. Comme attendu, [’observateur Pl permet d’atteindre un niveau
d’atténuation plus faible que I’observateur P tout en garantissant les mémes performances dy-
namiques de ’erreur d’estimation.

L’estimation de I’état du multimodele découplé fournie par les observateurs P et Pl est
illustrée sur la figure 4.4. Sur cette figure, les composantes du vecteur de [’erreur d’esti-
mation d’état ex(t) sont notées e;. Les conditions initiales du multimodéle sont égales a :
x(0) = [().1 —-0.1 0.1 —-0.1 0.1}T et les conditions initiales de I’observateur sont nulles.

Dans les deux cas, ’erreur d’estimation converge vers zéro avec une vitesse similaire (méme
taux de décroissance de I’erreur d’estimation).

0.1 ‘ ‘ ; 0.1 ‘ ‘ ‘
——ObsP ——ObsP
er(t)
or e S T B e T mem]
€4 (t)
0,
01, 5 10 15 20
0.1 ‘ : :
-0.1 i ; .
es(t) ol 0 5 10 15 20
0.1
015 5 10 15 20
o1 | | | es(t) of
e3() o\
-0 5 ‘ 15 20 0% 5 15 20

10 10
t(s) t(s)
Figure 4.4 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modele 1 (a gauche) et du sous-modele 2 (a
droite)

La figure 4.5, a gauche, représente la norme L, des signaux v(t) et }/zw(t) obtenue pour
chaque observateur en considérant une erreur d’estimation nulle a t = 0. L’examen de cette
figure fait apparaitre clairement que la condition ||v(t)||3 < y?||\w(¢)|]3, imposée lors de la syn-
these de I’observateur, est vérifiée dans les deux cas. Par conséquent, les performances robustes
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(4.13) sont bien satisfaites pour les deux observateurs proposés. Une comparaison des signaux
v(t) obtenus avec chaque observateur est présentée sur la figure 4.5 située a droite. 1l apparait,
d’aprés cette figure, que la norme Ly du signal vpy(t) est inférieure a celle du signal vp(t). Les
résultats théoriques sont ainsi vérifiés.

10
—2w()3
s |—IlelB
o | ‘
0 5 10 15 20
1
—2llw()]3
05l |—llvei @I
00 5 10 15 20

3.5

2.5r

—llvp®)l3

- llvpr®|3

Figure 4.5 — Normes £,

Une perturbation constante d’amplitude 0.5 est maintenant ajoutée sur la sortie y|(t) a
t = 10s. Cette perturbation peut par exemple étre occasionnée par un défaut de capteur. L’esti-
mation de I’état du multimodele découplé livrée par les observateurs P et Pl est illustrée sur la
figure 4.6. 1l y apparait clairement que I’observateur PI fournit une meilleure estimation d’état
en présence de la perturbation introduite.

61(t)

‘|—obsP

---0bsPI

-0.1
0.1

ea(t) ol

-0.1

0.1
es(t) ol

-0.1

20

0.1 :
——ObsP
---0ObsPI
eq(t) I SRS = oy
01 5 10 15 20
0.1
es(t) ol S~ e
-0 5 10 15 20

Figure 4.6 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modele 1 (a gauche) et du sous-modele 2 (a
droite) en présence d’une perturbation constante sur la sortie
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4.3 Estimation d’état robuste vis-a-vis des incertitudes para-
métriques

Le probleme posé par la reconstruction d’état d’un systeme représenté par un multimodele dé-
couplé et soumis a des perturbations a été abordé au cours de la section précédente. Les solutions
proposées sont basées sur une représentation précise du comportement du systeme. Il convient
cependant de souligner qu’un modele comporte toujours des erreurs de modélisation suscep-
tibles d’affecter I’estimation d’état. Ces imprécisions de modélisation doivent étre quantifiées
lors de la phase de modélisation de maniere a fournir une information sur la méconnaissance du
systeme.

Les imprécisions de modélisation d’un systeéme autonome représenté par un modele linéaire
peuvent €tre traduites sous la forme :

O(x(2)) = (A+A)x(z) , (4.53)

ou la matrice A représente le modele nominal du systeme et A les incertitudes du systeme. Di-
vers types d’incertitudes peuvent étre considérés en fonction des hypotheses émises sur la facon
dont les incertitudes A agissent sur les parametres nominaux du systeme. Elles sont cataloguées
sous I’appellation d’incertitudes structurées ou d’incertitudes non structurées. Les incertitudes
non structurées sont utilisées lorsque le mode d’action des incertitudes sur les parametres nomi-
naux n’est pas bien établi. Quant aux incertitudes structurées, elles requierent une connaissance
précise de la structure des incertitudes. Ces deux familles d’incertitudes apparaissent dans la
littérature sous plusieurs formes, les plus rencontrées étant [Dubuisson, 1990, chap. 3] :

e les incertitudes non structurées modélisées par des variations paramétriques contenues
dans A et dont seule une majoration de type norme est connue ||A|| < o ;

e les incertitudes stochastiques permettant de prendre en compte des incertitudes modéli-

L
sées par A =Y p;G;b; ou b; est par exemple un bruit blanc ;
i

L
e les incertitudes structurées a dépendance affine A =Y’ p;A; ou les parametres p; sont de
i
type intervalle ;

e les incertitudes structurées bornées en norme A = DF (t)E ou D et E sont des matrices
constantes et ou F7 (t)F (¢) < 1.

Cette derniere forme d’incertitude sera la seule considérée dans la suite de cette section.
Dans un contexte de synthese d’une loi de commande, Petersen [1987] est I’un des premiers a
avoir livré des résultats sur la stabilité par retour d’état d’un systeme linéaire comportant une
incertitude de cette forme sur la matrice d’évolution. Cette forme de structure est souvent ren-
contrée dans la littérature et nombreux sont les articles portant sur la commande et par extension
sur I’estimation d’état des systemes dont les incertitudes sont bornées en norme.
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4.3.1 Représentation multimodeéle d’un systeme incertain

La représentation d’un systeme non linéaire sous la forme d’un multimodele découplé incertain
est donnée par :

S(xi()) = (Ai+AAi(1)xi(r) + (Bi+AB;i(t))u(r) + Ew(t) (4.54a)

yit) = Cxi(t) , (4.54b)
L

y(6) = Y w(&@)yi(t) + Wew(r) (4.54¢)
i=1

ou x; € R"et y; € R? sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du M€ gous-
modele et ou u € R™, y € R? et w € R” sont respectivement 1’entrée, la sortie et la perturbation
du systeme. Les matrices A; € R"*" B; € R"*" E; € R"*" C; € RP*" et W, € RP*" sont des
matrices constantes connues caractérisant le comportement nominal de chaque sous-modele et
I’influence des perturbations sur le systeme.

Les imprécisions de la modélisation du systeme sont représentées par des incertitudes struc-
turées bornées en norme :

AA,‘(Z) = Ml'Fl'(l)Nl‘, (4.55a)
ABi(t) = H,'Si(l)Di, (4.55b)

ou M;, N;, H; et D; sont des matrices connues, constantes et de dimensions appropriées. Les
fonctions matricielles F;(¢) et S;(r) sont inconnues, avec des éléments de Lebesgue mesurables,
et satisfont :

V>0 , (4.56)

Fr(t)F(r) <1,
<I, vt>0 . 4.57)

i(2)

Remarque 4.6. Les incertitudes bornées en norme définissent, dans l’espace paramétrique
des éléments (A; + AA;,B; + AB;), un hyper-ellipsoide représentant le domaine d’incertitude
paramétrique et dont le centre est la matrice nominale [Oustaloup, 1994, chap. 9]. On trouvera
plusieurs arguments en faveur de l'utilisation de cette forme d’incertitudes dans [ Khargonekar
et al., 1990] et les références qui s’y rapportent.

%)
74
N

)

Exemple 4.2 (Exemple de systeme avec incertitudes bornées en norme)
Considérons un systeme linéaire autonome de la forme

x(t) = Ax(t) = [j _ll]x(t) : (4.58)

Les différents éléments de la matrice A comportent des incertitudes. Par exemple, 1’élément
(1,1) comporte une incertitude de 10% de la valeur nominale et I’élément (2,2) une incertitude
de 40% de la valeur nominale. Les deux autres termes comportent une incertitude de 20% de
leurs valeurs nominales. Supposons que les incertitudes affectant les différents termes de la
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matrice A agissent indépendamment les unes des autres. Le systeme incertain peut alors étre
représenté sous la forme :

, —1+40.1 14+0.2
W0 = A= | T L L lel<t as)
soit encore
-1 1
ae) = [Tp 1] emen el < 4.60)
avec
T
0.1 0.2 0.0 0.0 ) o120
M=100 00 02 0.4}’ p=diagipr - pij efN—[O 0 1} . (46D

Remarquons toutefois que cette représentation n’est pas unique. D’autres choix de matrices M,
p et N peuvent étre envisagés, par exemple si

p1 p2
= 4.62
P {Ps PJ (462)
alors
0.1 0.0 10
M=0.5 {0.0 0'2] et N = {0 2] (4.63)

compte tenu du fait que ||p|| < 2.

4.3.2 Conception d’un observateur a gain proportionnel

Les équations (4.54) du multimodele peuvent s’écrire sous la forme compacte :

8(x(t)) = (A+AA(t))x(t)+ (B+AB(t))u(r)+Ew(t) | (4.64a)
y(t) = Ct)x(t)+Ww(t) , (4.64b)

oll x € R" est un vecteur d’état augmenté et ot A, B, C(t) et E ont déja été définies dans les
sections précédentes par (3.8) et par (4.6). Les incertitudes paramétriques sont données par :

AA(t) = MF(t)N , (4.65a)

AB(t) = HS(t)D , (4.65b)

ou les matrices constantes M, N, H et D sont des formes augmentées données par

M = diag{M, --- M; --- Mp} , (4.66)
N = diag{Ny --- N; ,--- Np} , (4.67)
A = diag{H, --- H; --- Hr} , (4.68)
b = [pf - pf - D" . (4.69)
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Les fonctions matricielles F(¢) et S(¢) sont définies par

1) = diag{F\(t) --- FE(t) - F.(t)} , (4.70)
(r) = diag{Si(t) -~ Si(t) - Si(r)} 4.71)

et sont bornées en norme par F7 (¢1)F(t) <Tet ST (¢)S(t) <L

e T
—

La reconstruction des variables d’état du multimodele découplé (4.64) est effectuée a 1’aide
d’un observateur de la forme suivante :

8(2(r)) = Ax(t)+Bu(t) +K(y(1)=3(1)) (4.72a)

y(t) = C(t)x(r) , (4.72b)

ol £ € R” est I’estimation du vecteur d’état x(z), y(¢) € R” la sortie reconstruite par I’observateur
et K € R"*? le gain de I’observateur a déterminer.

4.3.2.1 Synthese de I’observateur robuste
La dynamique de I’erreur d’estimation :
e(t) = x(t)—x(t) (4.73)
est obtenue par I’agrégation des équations (4.64) et (4.72) :
O(eq(t)) = Apps(t)eq(t) +P(t)w(z) (4.74)
avec
_ |e) () — [7()
eq(t) = [x(t)} , w(t) = [u(t)} , (4.75a)
_[A=KC(t)  AA() _[E—KW, AB(t)
A()bs(t) - |: 0 A—FM(Z‘) ) CI)(I) = E E—FAB([) . (475b)

Remarque 4.7. D’aprés la structure de la matrice d’évolution A,(t), le systeme (4.74) géné-
rateur de 'erreur d’estimation e,(t) est stable si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

o le multimodeéle découplé (4.64) est stable pour des incertitudes AA(t) admissibles,

o le gain de ’observateur K est ajusté de facon a assurer la stabilité de A — KC(t).

La convergence de I’erreur d’estimation est étudiée a travers la prise en compte de la dé-
pendance entre I’erreur d’estimation et les signaux exogenes (I’entrée et les perturbations) au
systeme. Il est possible de remarquer que 1I’impact de la perturbation w(t) sur I’erreur d’estima-
tion d’état e(¢) peut étre modifié en ajustant le gain K de I’observateur. Ce gain de 1’observateur
doit cependant étre également ajusté de facon a atténuer I’impact des parametres incertains sans
pour autant dégrader les performances dynamiques.

Le probleme lié a la synthese de 1’observateur se pose alors dans les termes suivants :

136



4.3. Estimation d’état robuste vis-a-vis des incertitudes paramétriques

il s’agit d’ajuster le gain K de facon a garantir une reconstruction de I’état du mul-
timodele avec une certaine précision en présence des incertitudes paramétriques,
des perturbations et quelles que soient les conditions initiales du systeme et de ’ob-
servateur.

Autrement dit, le gain K doit limiter I’influence de la perturbation () sur I’erreur d’estimation.
A cet effet, le signal objectif suivant, dépendant seulement de I’erreur d’estimation e(t), est
introduit :

v(r) = [H 0]et) , (4.76)

ou H est une matrice de dimension appropriée. Le choix de cette matrice permet d’atténuer
I’impact des perturbations sur une partie ou sur la totalité des composantes du vecteur d’erreur
eq(t) (c.f. remarque 4.3). Les exigences robustes de ’erreur d’estimation sont formulées par les
conditions suivantes :

tlinoloe(t) =0 pour w(t)=0, (4.77a)
V()5 < PIw()]|3 pour w(r) #0ete,(0)=0 , (4.77b)

ol 7, le gain £, entre w(z) et e,(t), est 2 minimiser. La convergence de I’erreur d’estimation est
étudiée sous les deux hypotheses suivantes.

Hypotheése 4.2. Le multimodéle découplé (4.64) est stable pour des incertitudes AA(t) admis-
sibles.

Hypothese 4.3. L’entrée et la perturbation sont des signaux a énergie bornée au sens de la
norme Ly, soit ||lu(t)||3 < o et ||w(t)]|3 < .

La premiere hypothese découle directement de la remarque 4.7 relative a la stabilité de la
matrice d’évolution A (7).

Etudions la conception de I’observateur robuste 4 temps continu. On rappelle ci-dessous le
lemme dont le role lors de la phase de conception de I’observateur est particulicrement impor-
tant.

Lemme 4.1. Soit X et Y deux matrices réelles de taille appropriée et F(t) une fonction matri-
cielle bornée en norme, c.-a-d. FT (t)F (t) < I. L’inégalité suivante est toujours vraie pour toute
matrice Q > 0:

XF)Y +YTFT(n)x" <xo 'x" +vTQr .

L’étude de la convergence de I’erreur d’estimation (4.73) s’effectue en considérant la fonc-
tion de Lyapunov suivante :

V(t) = el (t)Pre(t) +x" (t)Pox(t) | (4.78)

ouP =P/ >0etP,=P] >0.
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Les objectifs de synthese (4.77) sont garantis s’il existe une fonction de Lyapunov (4.78)
satisfaisant la condition :

V() < —vI@)v(@) + vy (0)w() . (4.79)

La dérivée de la fonction de V (¢) le long de la trajectoire de 1’erreur d’estimation e,(f) a pour
expression :

AT ()P +PA,ps(t) PO(t)

V(i) = Q)T | Tobs o (1)P o |0, (4.80)
P = diag{P P} , (4.81)
Q1) = [eat) w)]" . (4.82)

Cette équation est directement obtenue en dérivant V (¢) puis en substituant é,(¢) par son ex-
pression (4.74). La condition (4.79) peut s’écrire en remplagant V (¢) par (4.80) et compte tenu
de (4.76) :

QT (1) |Aobs P +PA”bS(’)+[H3H8} PRI 64y <0 (4.83)
o7 (1)P —7°I

qui est une forme quadratique en Q(¢). En introduisant les définitions (4.75) de A,ps(2) et de @,
I’inégalité (4.83) est satisfaite si :

C()+TT(t)+HTH PAA(r) ¥ PIAB(1)
(>I<) X1—|-X2(t) PzE Pz(B—FAE(I))
() (%) e 0 <0, (4.84)
(%) (%) 0 71
ol
L
I(r) = PA-KC(r)=PY w(t)A-KG) , (4.85)
i=1
¥ = P(E—-KW,) , (4.86)
X, = ATh+PA (4.87)
X>(t) = AAT(1)P,+PAA(t) (4.88)

et C; est définie en (4.11).
Il est maintenant possible de dissocier les parametres nominaux des parametres incertains
dans I’inégalité (4.84) comme suit :

C()+TT(t)+H'T™H 0 ¥ 0
0 X, PE PB
(%) 0 —y1 0
0 (x) 0 —yI

+2Z(0)+2" (1) <0 , (4.89)
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ol
0 PAA(t) 0 PAB(1)
o 0 PQAA(Z‘) 0 PzAB(Z‘)
Z(t) = 0 0 0 0 (4.90)
0 0 0 0

En remplagant AA(t) et AB(t) par leurs expressions respectives (4.65a) et (4.65b) alors Z(t) +
Z" (1) peut s’expliciter sous la forme :

Z+2'1) = XFO)Y+YTFT (X" | (4.91)
ol
PM PH
. |pM PA _[F@®) o0 y_[0N 00
R [BRA| ) [FO 0]y [0 N0 0 ey
0 0

La dépendance des termes inconnus F (¢) et S(¢) dans I’expression (4.91) peut étre aisément sup-
primée en faisant appel au lemme 4.1. On obtient de cette facon, en posant Q = diag {’L']I TQI},
la majoration suivante

-1
T = (711 0 5T oT 711 0|
Z0)+727 (1) < X[O TZI} X 4+¥ {0 ol ¥ (4.93)

L’inégalité (4.89) devient en introduisant la majoration (4.93) de Z+Z7 :

O+ +H'™H 0 ¥ 0

~ ~ -1
0 A PE PB =7l O oT
) () P10 { 0 Tzl} X' <o, (4.94)
0 (x) 0 %
ol
A = X +tuN'N | (4.95)
9 = —YI+nD'D . (4.96)

L’inégalité (4.94) n’est pas linéaire en P; et P. En effet, les produits entre les matrices X' et
X introduisent des produits croisés entre les matrices Py et P>. La présence de ces produits peut
étre évitée en appliquant le complément de Schur (c.f. annexe C). L’inégalité (4.94) se met enfin
sous la forme :

[T()+TT)+H'T™H 0 ¥ 0 PM PH]
0 A PRBE PB PM PH
(%) (*) =y 0 0 0
0 6 0 5 0 o | <0 4.97)
(%) ¥ 0 0 —-gmI 0
I (%) *) 0 0 0 —nl
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Une solution au probleme (4.77) sous la forme du théoreme suivant peut €tre enfin donnée,
compte tenu des propriétés de somme convexe des fonctions de pondération (), en rempla-
cant X; par sa définition (4.87) dans (4.95) et en posant G = P,K et 7 = 2.

Théoreme 4.5 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps continu
(4.54) et I’observateur a gain proportionnel (4.72), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait
les exigences (4.77) s’il existe trois matrices P = PIT >0 P = P2T > 0 et G de dimensions
appropriées et des scalaires Yy > 0, 71 > 0 et T > 0, solutions du probléme d’optimisation
convexe suivant :

miny sous les contraintes

[T;+ITT+H™H 0 ¥ 0 PM PH]
0 A PE PB PM PH
* x*) —yI O 0 0
(o) E*g 3’ s o o |<0. =1, (4.98)
(*) (*) 0 0 -1l 0
I (%) (x*) 0 0 0 -l
ou
I = PA-GC; , (4.99)
¥ = PE—-GW, (4.100)
A = PA+ATP+NTN | (4.101)
) —7I+1,D™D (4.102)

pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K = P G etle gain Lo

de w(t) vers v(t) par y= /7.

Remarque 4.8. La stabilité de ’observateur (4.72), en considérant le modele nominal sans
perturbation, est assurée par la négativité du bloc (1,1) dans I’inégalité matricielle (4.98).

Théoreme 4.6 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a temps discret
(4.54) et I’observateur a gain proportionnel (4.72), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait
les exigences (4.77) s’il existe trois matrices P = PIT >0 P = P2T > 0 et G de dimensions
appropriées et des scalaires 7 > 0, 71 > 0 et 7o > 0, solutions du probleme d’optimisation
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convexe suivant :
miny sous les contraintes
(H'TH-P, 0 0 O TIT o 0 0 ]
0 A 0 0 o0 AT, 0 0
0 o -1 o ¥ ETR, 0 O
0 o 0 ® 0 B'A 0 0 ,
(%) 0 () 0o -m o pm pa| <0 (=Ll @109
0 (*) (*) (*) 0 —P2 PQM le:l
0 0 0 0 (x) (x —7I O
0 0 0 0 (x (% 0 —nl]
ou
I PA-GC; (4.104)
¥ = PE-GW, , (4.105)
A = ogN'N-P (4.106)
¥ = —yI+D'D (4.107)
pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K = P 1Getle gain L,
de w(t) vers v(t) par y= /7.

Une source de conservatisme dans la solution proposée provient des formes augmentées des
incertitudes AA(r) et AB(t), données respectivement par (4.65a) et par (4.65b), introduites lors
de la synthese de I’observateur. En effet, toutes les incertitudes des sous-modeles sont prises en
compte simultanément dans la condition LMI (4.98). Il peut €tre alors difficile d’atteindre un
faible niveau d’atténuation y. Afin de contourner cette source de conservatisme, on propose de
modifier le modele (4.55) des incertitudes paramétriques.

4.3.2.2 Deuxieme forme de synthese de I’observateur robuste

Les imprécisions de la modélisation du systeme sont représentées dans cette section par des
incertitudes structurées bornées en norme de la forme :

A1) = () MEF (0N | (4.108a)
AB,'(I‘) = [.L,‘(l‘)H,‘S,’(l‘)Di. (4.108b)

Le raisonnement qui s’appuie sur 1’idée d’introduire une pondération p;(¢) consiste a négliger
éventuellement les incertitudes des sous-modeles non mis a contribution dans la sortie du mul-
timodele. La forme augmentée du multimodele proposée dans la section 4.3.2 reste inchangée
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excepté pour les matrices AA(t) et AB(t) qui deviennent :

L
AA(r) = ) mi()AA(r) | (4.109a)

i=1

L
AB(r) = ) wmi(1)AB(t) | (4.109b)

i=1

ou

AM(t) = MEN; | (4.110)
Agi(l‘) = FI,-Si(t)Di, (4.111)
Mi = [0 -+ M - 0], (4.112)
vV, = [() co Nj - ()] 7 (4.113)
H = [0 - H - 0] . (4.114)

Une démarche de synthese similaire a celle exposée précédemment, appliquée en considé-
rant le nouveau modele (4.108) des incertitudes, conduit a I’obtention des conditions d’existence
d’un observateur robuste. On cherche a satisfaire les mémes exigences robustes (4.77). Tous les
calculs se déroulent d’une facon identique jusqu’a I’obtention de I’inégalité (4.89). A ce ni-
veau, les nouvelles formes des incertitudes AA(¢) et AB(t) interviennent dans la majoration du
terme Z(t) +Z" (¢). En remplagant AA(z) et AB(t) respectivement par (4.108b) et (4.108a) alors
I’expression de Z(t) 4+ Z7 (1) s’ écrit :

L
z)+2") = Y w() REOL+TF X)) | (4.115)
i=1
ou
PM; PH;
5 Ple' PzI:Ii N ~,‘(t) 0 5 0 Nl 0 O
=1 ol F,(t)—[o sol Y=o 0 o - (4.116)
0 0

En faisant appel au lemme 4.1, la majoration suivante peut étre obtenue

T L 5 Til 0 ! ST | oT TiI 0|+
Zn+2'n) < Y w) (%) il X +Y 1) o 7 RV )
i=1

en considérant Q; = diag {Ti1 Ti1}.
Enfin, une solution au probleme (4.77), basée sur le modele des incertitudes (4.108), peut
étre apportée sous la forme du théoreme 4.7. Ce théoreme est obtenu en prenant en compte les

propriétés de somme convexe des fonctions de pondération y;(¢), en posant G = PK et 7 = 7>
et en appliquant le complément de Schur.
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Théoreme 4.7 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps continu
(4.54) dont les incertitudes sont données par (4.108) et [’observateur a gain proportionnel
(4.72), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait les exigences (4.77) s’il existe trois matrices
P = PIT >0 P = P2T > 0 et G de dimensions appropriées et des scalaires y > 0, ”E{ >0 et
‘L‘é > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

T;+IT+H'™H 0 ¥ 0 PM PH]
0 A PZE PZB PQM,' Pzﬁ,’
(%) () —yL 0 0 0 -
0 ) 0 &% 0 0 <0, i=1,,L, (4118)
(%) (x) 0 0 -dI 0
L (*) (*) 0 0 0 —TEI_
ou
i = PA-GG 4.119)
¥ = RE-GW., (4.120)
A = RA+ATR+TN/N; @.121)
Ui —71+©DID; (4.122)

pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K = P 1Getle gain L,
de w(t) vers v(t) est donné par y = \/7.

Théoreme 4.8 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps discret
(4.54) dont les incertitudes sont données par (4.108) et [’observateur a gain proportionnel
(4.72), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait les exigences (4.77) s’il existe trois matrices
P = PlT >0 P = P2T > 0 et G de dimensions appropriées et des scalaires y > 0, T{ >0 et
Té > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

H'H-P, 0 0 0 I’ 0 0 0]
0 A 0 0 0 ATPZ 0 0
0 o -y 0 ¥ E'R, 0 0
0 0o 0 % 0 B’ 0 0 o
(*) 0 (x) 0 —-P 0 PM; PH; <0, i=1,---,L, (4123)
0 (*) (» (x) 0 =P PM PH
0 0 0 0 () (x —-dI 0

| 0 0 0 0 (*) (*) 0 —Tél_
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on
I = PA-GG |, (4.124)
Y = PE-GW, , (4.125)
A = TNIN,—P | (4.126)
% = —yI+7D!D; (4.127)

pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K = Pl_l G et le gain Lo

de w(t) vers v(t) par y= /7.

4.3.3 Conception d’un observateur a gain proportionnel-intégral

La démarche conduisant a la syntheése d’un observateur P, exposée précédemment, peut faci-
lement étre étendue a la synthese d’un observateur PI. Comme il a été montré dans la section
4.2.3, I’observateur PI présente d’excellentes propriétés de robustesse vis-a-vis des perturba-
tions. Il est tout a fait possible d’imaginer qu’il présente également d’intéressantes propriétés
de robustesse vis-a-vis des incertitudes paramétriques.

La syntheése de I’observateur est basée sur la forme augmentée (4.64) du multimodele dé-
couplé déja utilisée lors de la syntheése de 1’observateur a gain proportionnel (section 4.3.2). Un
signal supplémentaire z(¢), issu de I’intégration de la sortie du multimod¢le, doit cependant étre
pris en compte. Le multimodele découplé se présente alors sous la forme augmentée suivante

S(x(t)) = (A4+AA@)x(t)+ B+AB(1t))u(t)+Ew , (4.128a)
5(z(t)) = Mz(t)+C(t)x(t) + Wew(z) , (4.128b)
y(it) = Ct)x(t) +Wew(t) . (4.128c¢)

En fonction du modele des incertitudes, les matrices AA(¢) et AB(t) sont données soit par (4.55)
soit par (4.108). Dans les deux cas, les équations du multimodele (4.128) peuvent se mettre sous
la forme compacte :

5(xa(t)) = (Aa(t) +C1AA(t)C) )xalt) +Cr(B+AB())u(t) + Eqw(t) , (4.129a)
y(t) = C(6)C)xa(t) +Wew(t) | (4.129b)
() = Cyxalt) | (4.129¢)

avec xo(1) e RUHP) A, e RUHP)x(ntp) E e RUHP)Xr € e RHP)*1 et C, € RUHP)*P donnés
par

— x(t) o I, o 0(n>< )
Ol 7 ] P R @10
- [E . Lo — [A 0p
Eq = |:Wc:| ; Au(t) :izzilii(’)Ai : A= [a_ (Mp)] . (4.130b)
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L’estimation d’état du multimodele (4.129) est élaborée a I’aide d’un observateur PI de la forme

8(%a(t)) = Aa(t)%a(1) +C1Bu(r) +Kp(y(t) = 9(t)) + Ki(z(1) = 2(t)) , (4.131a)
Ra(t) (4.131b)
1) = Cagalt) . (4.131¢)

eq(t) = x4(t) — %4 (1) (4.132)
et sa dynamique par

¢alt) = (Aa(t) —KpC(t)C) — KiCs )ea(t) +C1AA(1)x(t)
+ C1AB(t)u(t) + (E, — KpW)w(t) . (4.133)

En concaténant I’équation (4.133) et I’équation d’état (4.128a) du multimodele, il vient :

E(t) = Apps()e(t) +P(0)w(z) (4.134)
ol
et) = [I() ()], (4.135)
wit) = W) W"@)]" (4.136)
A () = | r>—1<pc(<)r>6f—1<16§ fiﬂéfﬂ’ 4.137)
(1) = [E“_EKP W Bﬁﬂg)} (4.138)

Il est possible de remarquer, d’apres (4.134) et (4.138), que I’'impact de la perturbation w(t) sur
I’erreur d’estimation e,(¢) peut étre modifié en ajustant le gain Kp de I’observateur. Le gain K;
de I’observateur peut étre mis a profit afin de garantir les performances dynamiques de 1’obser-
vateur. On entrevoit des lors clairement tout I’intérét que 1’action intégrale de 1’observateur peut
susciter.

Le recours a la méthode Lyapunov mene a I’obtention de conditions capables d’assurer les
exigences dynamiques (4.77) de I’erreur d’estimation e,(¢). Il convient toutefois de remarquer
que le signal objectif est maintenant donné par

v(r) = [H 0]e(r) . (4.139)

Une démarche similaire a celle adoptée pour la synthese de I’observateur P conduit aux théo-
remes suivants. Les théoremes 4.9 et 4.10 présentent des conditions suffisantes garantissant la
convergence de I’erreur d’estimation quand le modele des incertitudes est donné par (4.55).
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Théoreme 4.9 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps continu
(4.129) et I’observateur a gain proportionnel-intégral (4.131), sous les hypothéses 4.2 et 4.3,
satisfait les exigences (4.77) s’il existe quatre matrices Py = PIT >0 P = P2T >0, Gp et Gy
de dimensions appropriées et des scalaires ¥ > 0, 71 > 0 et 7o > 0, solutions du probleme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

-Fi—l—FiT—i—HTH 0 by 0 P]E]M P]Ell:]-
0 A PBE PB PM PH
(%) (¥) =71 0 0 0 N
0 ) 0 v 0 0 <0, i=1,---,L, (4.140)
(*) (*) 0 0 -1l 0
L (*) (*) 0 0 0 —TzI_
ou
— ~ =T =T
I = PA;—GpCC, —GC, , (4.141)
Y = PE,—GpW, , (4.142)
A = PA+ATP+N'N | (4.143)
¥ = —7I+,D™D (4.144)

pour des matrices M et H données. Les gains de [’observateur sont donnés par Kp = Pl_] Gp
et Kj = P;'Gy. Le gain L de w(t) vers v(t) est donné par y = \/7.

Théoreme 4.10 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps discret
(4.129) et I’observateur a gain proportionnel-intégral (4.131), sous les hypotheses 4.2 et 4.3,
satisfait les exigences (4.77) s’il existe quatre matrices Py = PIT >0 P = P2T >0, Gp et Gy
de dimensions appropriées et des scalaires Yy > 0, T1 > 0 et 70 > 0, solutions du probléeme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

H'TH—-P, 0 0 0 IT 0 0 o 1
0 A0 0 0 ATp, 0 0
0 o -y 0o ¥ E'R 0 0
0 0 0 © 0 B'P 0 0 '
(*) 0 (x) 0 —-P 0 PCM PCH <0,i=1,---,L , (4.145)
0 (*) (x) (x) 0 —P PM PH
0 0 0 0 (*) (*) -1l 0

0 0 0 0 () () 0 —nl
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ou
I, = PA;—GpCiCl —GiCy | (4.146)
Y = PE,—GpW, , (4.147)
A = uNIN—-P, , (4.148)
B —yI+ DD (4.149)

pour des matrices M et H données. Les gains de I’observateur sont donnés par Kp = Pl_1 Gp
et Kj = P;'Gy. Le gain L de w(t) vers v(t) est donné par y = \/7.

Les deux théorémes suivants proposent des conditions suffisantes en mesure de garantir la
convergence de I’erreur d’estimation quand les incertitudes sont pondérées par les fonctions
poids (modele des incertitudes donné par (4.109)).

Théoreme 4.11 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a temps continu
(4.129) dont les incertitudes sont données par (4.109) et [’observateur a gain proportionnel-
intégral (4.131), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait les exigences (4.77) s’il existe quatre
matrices Py = P]T >0,P = P2T > 0, Gp et Gy de dimensions appropriées et des scalaires y > 0,
’r{ >0 et ’L'é > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
_Fi—}-FI-T —|—HTH 0 ¥ 0 PlﬁlMl' Pflﬁ[
A, PBE PB PM  PH,
-yl 0 0 0

E*; S o | <0, =1L, @150
(*)
(*)

—~~ —
* % O % O
S— N—

x 0 0 -1l 0
I ) 0 0 0 1 |
ou
I, = PA;—GpCiCl —G/Cy | (4.151)
Y = PE,—GpW, , (4.152)
A = PA+ATPR+TNIN; | (4.153)
% = —yI+7D!D; (4.154)

pour des matrices M et H données. Les gains de I’observateur sont donnés par Kp = P| 'Gp
et Kj = P 'Gy. Le gain L de w(t) vers v(t) est donné par y = \/7.

Théoreme 4.12 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodeéle incertain a temps discret
(4.129) dont les incertitudes sont données par (4.109) et I’observateur a gain proportionnel-
intégral (4.131), sous les hypotheses 4.2 et 4.3, satisfait les exigences (4.77) s’il existe quatre
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mqtrices P1. = PIT >0, P = P2T > 0, Gp et Gy de dimensions appropriées et des scalaires y > 0,
71 > 0 et ) > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :
miny sous les contraintes
[H'TH-P, 0 0 0 TIT 0 0 0 ]
0 A 0 0 0 ATp 0 0
0 0 -71 0o wI' ETp 0 0
0 0O 0 ® 0 B'R 0 0 .
(*) 0 (*) O —P1 0 PlélM,' Pl(_flﬁi < 07 L= 17 o 7L ’ (4155)
0 (#) (x) (x) 0 =P PM;  PH
0 0 O (x) (%) -7 0
|0 0 0 0 (%) (% 0 -1
ou
— ~ =T —T
I; PIA; — GpCCy — GIC5 (4.156)
Y = PE,—GpW, , (4.157)
A = TN'N—-P | (4.158)
O —¥1+ ©iDID; (4.159)
pour des matrices M et H données. Les gains de I’observateur sont donnés par Kp = P 1Gp
et K1 = P, 'Gy. Le gain L, de w(t) vers v(t) est donné par y= /7.

Exemple 4.3 (Exemple de synthése d’un observateur PI robuste aux incertitudes)

Il s’agit d’estimer [’état d’un systeme a temps continu décrit par un multimodele découplé
incertain constitué de L = 2 sous-modeles. Les valeurs numériques des différentes matrices du
multimodele sont :

m— |03 “oa o1 . w0 )
—0.1 02 -03 -

Bi=1[03 05 06]" | By=1[04 03]" |

ci=|o% 03 oal =00 05 -

mMi=[0.1 o1 0.1]" | My=[-02 0.1]" |

N =[02 —0.1 02] , Ny=[0.1 02] ,

H =[03 —0.1 02]" | Hy=[-0.1 —02]" |

Dy =02, Dy=-03
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Ey=[01 —01 01]" Ey=[-01 —01]" |
w=[01 —0.1] , H=1; , M=0 .

Remarquons qu’en présence des incertitudes AA;, les gains des transferts de I’entrée vers
les deux sorties du premier sous-modéle varient dans les intervalles G% = [—0.80 —1 .18} et
G% = [1.31 1.69]. Quant aux variations du deuxieme sous-modele, elles se situent dans les
intervalles G; = [—1.17 —0.78} et G = [1.41 1.13}. La figure 4.7 illustre les variations sur
les sorties entrainées par les incertitudes AA; prises en compte.

-0.5 R :

1 S e -

1% 5 10 15 20 25

3 ‘ i5

-

4 ~~“~~_____-___-___-_____-_ --------- ——nom

1 : 0.5 ]
0 ‘ 0

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figure 4.7 — Réponses indicielles des sous-modeles nominaux et incertains. Sous-modele 1 (a
gauche) et sous-modele 2 (a droite)

La perturbation w(t) considérée est un bruit aléatoire normalement distribué de moyenne
nulle et de dispersion égale a un. La variable d’indexation & est ici le signal de commande
u(t). Les fonctions de pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type
gaussien :

@) = (&)Y 0;(&@) . (4.160)
=1

J

0(E() = exp(~(E()—c)’/o?) (4.161)

de dispersion ¢ = 0.6 et de centres ¢y = —0.3 et c; = 0.3. L’entrée, les fonctions de pondéra-
tion et les sorties du multimodele sont illustrées sur la figure 4.8. Sur cette méme figure sont
tracées la perturbation w(t) et les fonctions F(t), Si(t) au cours du temps. Remarquons que
pour 0 <t < 120 aucune incertitude n’est prise en compte. Il est ainsi possible de vérifier la
convergence de l’erreur d’estimation pour le systeme nominal. La forme sinusoidale du signal
d’entrée et des incertitudes a été choisie de facon a explorer, d’une part, tout I’espace de fonc-
tionnement du systeme et, d’autre part, tout le domaine de variation des incertitudes.
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Figure 4.8 — Entrée, fonctions de pondération et sorties (a gauche). Incertitudes paramétriques
F(1), Si(t) et perturbation w(z) (a droite)

Plusieurs observateurs de type P et de type Pl ont été synthétisés a partir des conditions
proposées par les théoremes 4.5, 4.7, 4.9 et 4.11. Le tableau 4.1 présente les différents niveaux
d’atténuation obtenus pour chaque observateur. Comme prévu, le niveau le plus faible est ob-
tenu avec ’observateur PI synthétisé a partir des conditions proposées par le théoreme 4.11.

] Théoréme | Niveaux d’atténuation 7 |
Théoréme 4.5 Obs. P. Incertitudes (4.55) 1.5797
Théoréme 4.7 Obs. P. Incertitudes (4.108) 0.9867
Théoreme 4.9 Obs. PI. Incertitudes (4.55) 1.5797
Théoréeme 4.11 Obs. PI. Incertitudes (4.108) 0.9079

Tableau 4.1 — Niveaux d’atténuation obtenus pour les observateurs P et PI

Une solution satisfaisant les conditions proposées par le théoreme 4.11 est donnée par :

T
—1.94 145 1.03 —1.06 3.29 0.63 0.83
ke = {—1.58 1.52 127 —0.70 3.11 —0.28 1.76} ) (4.162)
T
—0.30 —0.21 0.23 —0.00 034 278 3.74
K= [—1.94 0.12 0.09 —0.02 —0.19 —3.25 1,84] (4.163)

avec un niveau d’atténuation minimal donné par y = 0.9079 et ”L'll =0.48, ’521 =0.96, ”L'lz =442,
2
Ty =2.78.

La figure 4.9 compare les états des sous-modeéles a leurs estimés. Elle illustre également
I’évolution des états nominaux des sous-modeles. Il est possible de constater I’influence des in-
certitudes prises en compte, en particulier pour I’état x4(t). L’observateur proposé fournit une
trés bonne estimation des états des sous-modeles en présence des incertitudes. Les conditions
initiales du multimodeéle prises en compte lors de la simulation sont x(0) = [0.1 -0.1 0.1 —-0.1 O. 1} !
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et celles de I’observateur sont nulles.

10 ‘ /,\\‘ ‘ ‘ —Ti,nom 2 S ‘ ‘ —T4,n0m
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Figure 4.9 — Evolution des états des sous-modeles et de leurs estimés

La figure 4.10 établit une comparaison entre les sorties nominales, incertaines du multimo-
dele et leurs estimées. Il est possible d’apprécier sur ces figures la bonne capacité de I’obser-

vateur a reconstruire les sorties du multimodéle.
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Figure 4.10 — Evolution des sorties du multimodele et de leurs estimées

Notons par ailleurs que l’interaction entre les sous-modeéles est susceptible de générer des
phénomenes dits de compensation dans [’estimation d’état. Par exemple, si la sortie du multimo-
dele 1 est la seule prise en compte (c.-a-d. W (t) ~ 1) alors I’estimation d’état du sous-modeéle
2 est naturellement dégradée. Cependant, I’estimation de la sortie du multimodéle n’est pas
affectée par cette mauvaise estimation. On ne cherche en effet a estimer avec précision que les
états des sous-modeles qui contribuent activement a l’élaboration de la sortie du multimodele.
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4.4 Estimation d’état robuste vis-a-vis des entrées inconnues

Dans ce paragraphe, un multimodele découplé dont une partie des entrées est inconnue est
considéré. Une entrée inconnue (unknown input Ul) est en mesure de modéliser un signal me-
surable ou non qui agit sur le systeme. Les entrées inconnues peuvent représenter une partie
du signal de commande non accessible a la mesure ou bien un défaut dans un contexte de
diagnostic. Elles sont également en mesure de modéliser d’une certaine fagon les incertitudes
paramétriques sous forme additive survenant lors de la phase de modélisation.

Ces entrées inconnues, si elles ne sont pas prises en compte lors de la synthese, peuvent
considérablement dégrader 1’estimation d’état fournie par I’un des observateurs proposés au
cours des sections précédentes. L’estimation simultanée de I’état et des entrées inconnues sou-
leve donc un probleme important, largement étudié depuis une trentaine d’années. D’un point
de vue pratique, cette estimation peut avoir de nombreuses applications. Elle peut servir dans
un contexte de diagnostic a la génération de signaux indicateurs de défauts, indicateurs sen-
sibles aux défauts et insensibles aux perturbations. Dans une optique de commande tolérante
aux défauts, I’estimation des entrées inconnues peut €tre mise a profit afin de générer un nou-
veau signal de commande capable de reconfigurer le systeme.

Un observateur dit a entrées inconnues (Unknown Input Observer UIO) est un moyen de
fournir une estimation de I’état du systeme et ce, en dépit de la présence d’entrées inconnues
agissant sur le systeme. Ces observateurs ont fait I’objet de nombreux travaux de recherche et
sont parfaitement définis pour les systemes linéaires. Ils font appel au méme principe de re-
construction que celui utilisé par I’observateur de Luenberger avec cependant des conditions
structurelles supplémentaires. Deux catégories principales d’observateurs a entrées inconnues
sont fréquemment rencontrées.

La synthese de la premiere catégorie porte sur la recherche d’un opérateur de projection ou
d’une transformation matricielle permettant de procéder a une élimination ou a un découplage
entre I’entrée inconnue et I’erreur d’estimation (voir [ Yang et Wilde, 1988; Hou et Muller, 1992;
Gaddouna et al., 1994; Darouach et al., 1994; Corless et Tu, 1998; Hui et Zak, 2005] et les réfé-
rences qui s’y rapportent). Remarquons qu’a ce stade, I’estimation des entrées inconnues n’est
pas prise en compte. Cependant, 1’estimation d’état ainsi réalisée peut servir a I’estimation des
entrées inconnues. Toutefois, les dérivées temporelles des sorties du systeéme sont souvent né-
cessaires a ’obtention d’une telle estimation [Hou et Patton, 1998]. Or, la sortie d’un systéme
est inévitablement entachée de bruits de mesure. La dérivation sur un tel signal peut par consé-
quent s’avérer délicate et doit €tre évitée. L’ extension de ce type d’observateur a des systemes
non linéaires caractérisés par un multimodele de T.S. a été€ abordée simultanément par Akhenak
[2004] et Rodrigues [2005].

La stratégie de synthese de la seconde catégorie d’observateurs differe de la premiere dans
la mesure ou le découplage des entrées inconnues sur 1’erreur d’estimation n’est pas recherché.
Au contraire, I’erreur d’estimation des entrées inconnues est directement prise en compte lors
de la reconstruction des variables d’état. Cette approche permet par conséquent d’opérer une
estimation simultanée de 1’état et des entrées inconnues du systeme. Dans cette section, nous

152



4.4. Estimation d’état robuste vis-a-vis des entrées inconnues

nous pencherons sur cette derniere catégorie d’observateurs a entrées inconnues.

L’ observateur a gain proportionnel-intégral (PI) proposé dans cette section appartient a cette
seconde famille d’observateurs a entrées inconnues. Il est important de remarquer a ce niveau et
ce, afin de lever toute ambiguité, que la structure de I’observateur PI a entrées inconnues n’est
pas la méme que celle de I’observateur PI exploité au cours des sections précédentes. Il a été
prété a ces observateurs une appellation similaire en raison de I’action intégrale introduite dans
la structure de 1’observateur. Leur différence provient cependant de la fagon dont cette action
intégrale est mise a profit. Dans cette section, I’action intégrale est destinée a fournir une esti-
mation des entrées inconnues agissant sur le systéme.

Les premiers travaux portant sur la synthese d’observateurs PI pour les systemes LTI mono-
entrée mono-sortie datent de la fin des années 70 et sont attribués a Wojciechowski [1978]. 1ls
ont par la suite été étendus par Kaczorek [1978] et par Shafai et Carroll [1985] aux systemes
linéaires multivariables variants dans le temps afin de réduire la sensibilité de 1’observateur
vis-a-vis des faibles variations paramétriques. La syntheése des observateurs PI, basée sur un
modele linéaire, a été largement utilisée en vue d’obtenir une estimation simultanée de 1’état et
des entrées inconnues quand ces dernieres sont caractérisées par un signal de basse fréquence
(constant ou variant lentement au cours du temps) [Softker et al., 1995; Shafai et al., 2002;
Xiong et Saif, 2003; Marx et al., 2003; Soffker, 2005]. La question de la synthese des observa-
teurs P ou PI, d’ordre plein ou réduit pour les systemes linéaires, a été abordée dans [O’Reilly,
1983; Beale et Shafai, 1989; Weinmann, 1991]. Par la suite, Gaddouna [1995] et Schreier [1997]
ont analysé les conditions d’existence des gains proportionnels et intégraux des observateurs PI
d’ordre complet et d’ordre réduit. La paramétrisation et les conditions d’existence d’un obser-
vateur PI généralisé a une classe plus générale de systemes linéaires, sous la forme de systemes
singuliers, ont été proposées dans [Marx et al., 2003; Wu et Duan, 2006; Duan et Wu, 2006].
Plus récemment et dans un autre contexte, I’extension de la conception de 1’observateur PI a
une classe de systemes non linéaires respectant des contraintes de secteur borné a été présentée
par Jung et al. [2007].

Van Schrick et Baspinar [1999] ont établi, dans une optique de diagnostic des systémes,
une comparaison entre 1’observateur a entrées inconnues (premicre catégorie) et I’observateur
PI (seconde catégorie). Ils ont également montré que 1’observateur PI pouvait étre utilisé au
méme titre que I’observateur a entrées inconnues pour générer des signaux robustes indicateurs
de défauts. Remarquons toutefois que la principale limite de 1’observateur PI provient du type
d’entrées inconnues qu’il est en mesure de reconstruire (constantes ou variant lentement au
cours du temps).

Le principe de I’observateur PI, généralisé par Jiang et al. [2000], a donné lieu a un ob-
servateur dit multi-integral (MI). La structure de 1’observateur est modifiée en remplagant la
seule action intégrale par une chaine d’actions intégrales. Grace a ces actions intégrales addi-
tionnelles, 1’observateur MI devient capable de prendre en compte des formes plus générales
d’entrées inconnues. Il s’avere particulierement bien adapté a 1’estimation d’entrées inconnues
de forme polynomiale, un signal constant étant une forme particuliere de polyndme de degré
z€ro. Ibrir [2004] a proposé différentes structures capables d’introduire ces actions intégrales
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dans la structure de I’observateur MI. Il a également proposé une extension de 1’observateur
MI aux systemes non linéaires lipschitziens. La synthése d’un observateur MI pour un systeme
sous une représentation généralisée d’état (systeme singulier) a été présentée dans [Gao et Ho,
2004; Koenig, 2005]. Récemment, Gao et Ding [2005] ont étudié la synthese d’observateurs
dits a action proportionnelle, multi-intégrale et dérivée dans le but de concevoir une stratégie
de commande tolérante aux défauts.

Remarquons que les travaux relatifs a la synthese d’observateurs PI ou MI ont, pour la plu-
part, été réalisés sur la base de modeles LTI a temps continu. A notre connaissance, seuls Chang
[2006] et Gao et Ding [2007] se sont intéressés a la conception d’observateurs PI a temps dis-
cret. Quant a la synthese d’observateurs M1, elle ne semble avoir é€té€ abordée ni dans un contexte
de modeles LTI a temps discret ni dans un contexte multimodele. Ce constat nous a conduit a
effectuer I’analyse et la synthese d’observateurs MI a partir d’un multimodele découplé a temps
discret. Précisons toutefois que cette section n’omet pas de proposer des résultats de synthese
pour I’observateur MI a temps continu.

4.4.1 Multimodele découplé en présence d’entrées inconnues

La structure du multimodele découplé, utilisée dans les sections précédentes, est modifiée
comme suit de facon a prendre en compte les entrées inconnues et les perturbations suscep-
tibles d’agir sur le systeme :

5()6,'(2‘)) = Aixl'(t)+Biu(t)+Din(Z)+EiW(l), (4.164a)

yi(t) = Cixi(t)+Vin(t) , (4.164b)
L

y(1) = ) i(E())yilr) + Wew(r) (4.164c)
=1

ou x; € R™ et y; € R? sont respectivement 1’état et la sortie du i™¢ sous-modele, ol u € R est
I’entrée, n € R’ I’entrée inconnue, y € R? la sortie et w € R” une perturbation. Les matrices
A; € Rxni B, e Ruixm p. e RU¥LE; € RW¥T C; e RP*M |V, € RPX et W, € RPXT sont

connues.

Les entrées inconnues 7N (¢) sont considérées ici comme les signaux a estimer (par exemple
un défaut) et w(z) comme une perturbation (p. ex. bruits, erreurs de modélisation) a atténuer.
Par ailleurs, le modéle de I’entrée inconnue 7)(¢) considéré dans notre étude prend la forme
polynomiale suivante :

n) = Qo+0i1t+0t*+-+Qut . (4.165)

Il est important de remarquer que la seule information disponible sur I’entrée inconnue est le
degré du polyndme, les coefficients Q; du polynome étant supposés inconnus. Dans un contexte
de diagnostic, un modele polynomial permet de prendre en compte une grande variété de défauts
(c.-a-d. signal constant, rampe, etc.) affectant le systeme.

Remarque 4.9. Le choix d’'une matrice commune V = V; permet de modéliser |’incidence des
entrées inconnues sur la sortie du systeme. Cette entrée inconnue affecte en effet la sortie glo-

154



4.4. Estimation d’état robuste vis-a-vis des entrées inconnues

bale du systeme et non les sorties des sous-modéles. Si des matrices V; sont prises en compte
alors les entrées inconnues traduisent par exemple des perturbations internes au systeme.

Remarque 4.10. La méme entrée inconnue apparait dans l’équation dynamique et dans I’ équa-
tion de sortie du multimodeéle. Cependant, des entrées inconnues affectant l’entrée et la sortie du
systeme peuvent étre prises en compte a partir d’un choix judicieux des structures des matrices
D;, Vi et (1), par exemple, D; = [D; 0], Vi=1[0 V]ern()=[n.(t) ns)]".

4.4.2 Structure de I’observateur a gain multi-intégral

Les équations (4.164) du multimodele découplé peuvent s’écrire sous la forme compacte sui-
vante :

S(x(t)) = Ax(t)+Bu(t)+Dn(t)+Ew(t) , (4.166a)
y(it) = Ct)x(t)+V(E)n(t) +Wew(t) | (4.166b)

ou x € R” est un vecteur d’état augmenté et ou A, B, C (1) et E ont déja été définies dans les
sections précédentes par (3.8) et par (4.6). Les matrices D € R et V(t) e RP I sont données
par

D = [D/7---D7 D" (4.167a)

L
Vi) = Y w@)Vi . (4.167b)

L’estimation simultanée de I’état et des entrées inconnues du multimodele (4.166) est effec-
tuée a 1’aide d’un observateur d’état de la forme :

S(£(1)) = AR(t)+Bu(t)+DAo(t) + K,(y(t) —5(2)) (4.168a)
() = COEE)+V(t)Ao(t) , (4.168b)

couplé a un observateur Multi-Intégral :

(1)) = M) +Ki(y(t) =9()) +Aita(t), i=0,---,9—1, (4.169a)
0(Ny(t)) = Ae(t) +K,(v(t) —9(2)) , (4.169b)

ol £ est I’estimation du vecteur d’état x(z), flo(¢) ’estimation de ’entrée inconnue 1(¢) et out
K, € R"7PetK; e R/*P sont les gains de 1’observateur 4 déterminer.

La structure des observateurs (4.168) et (4.169) est illustrée sur la figure 4.11 . Sur cette
figure, ’opérateur retard est noté z~!. L 'utilisation de ces multiples actions intégrales est a
I’origine de I’appellation “multi-intégral”. Il est possible de constater la structure récurrente de
I’ observateur proposé. En effet, I’entrée du (i — 1)°™ bloc est a la fois I’erreur d’estimation de la
sortie y(t) — $(¢) et la sortie du i*™ bloc. La mise en ceuvre de cette chaine d’actions intégrales
fournit une estimation de 1’entrée inconnue.
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¥(k) ‘W‘)

Estimation de
I’entrée inconnue

Figure 4.11 — Architecture de 1’observateur MI a temps discret

4.4.3 Définitions des erreurs d’estimation

Cette section établit les erreurs d’estimation de 1’état et des entrées inconnues afin de permettre
par la suite 1’étude de la convergence de £(7) et f)o(¢) respectivement vers x(¢) et 11(¢). Remar-
quons que dans la suite de la section, notre attention se portera exclusivement sur la synthese de
I’observateur multi-intégral a temps discret, d’ou le besoin d’introduire 1’ opérateur différence
nécessaire a la définition des erreurs d’estimation a temps discret.

Définition 4.3 (Opérateur différence). La différence premiere d’une fonction ¢(t) est une fonc-
tion définie par :

AQ(t) 2 (t+1)—o(t) . (4.170)
La ¢° différence est obtenue a I'aide de I’opérateur :
AD (1) =AM V(1)) . (4.171)
Par exemple, la différence seconde d’une fonction @(t) est donnée par :
APo(t) = Apt+1)—0()) ,
APo(t) = @k+2)—20(k—1)+0() .

Remarque 4.11. L’opérateur différence a temps continu est simplement donné par les dérivées
successives de la fonction @(t).

Les erreurs d’estimation de 1’état et des entrées inconnues sont définies par :
e(t) = x(t)—x(¢t (4.172)
&(t) = AUn() R, i=0,.q, (4.173)

~—
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o AOn (1) =n(t). D apres ces définitions, il est aisé de constater que 1’architecture de 1’obser-
vateur (4.168) et (4.169) fournit de par sa structure interne une estimation simultanée de 1’état,
de I’entrée inconnue et de ses q°™* différences successives (les q°™° dérivées successives de
I’entrée inconnue en temps continu).

Les expressions caractérisant la dynamique des erreurs d’estimation doivent étre détermi-
nées. La dynamique de I’erreur d’estimation d’état est donnée par

e(t+1)=(A—K,C(t))e(t) + (D— K,V (t))eo(t) + (E — K,We)w(t) . (4.174)

Cette équation est obtenue a I’aide des équations (4.166) du multimodele, (4.168) de I’observa-
teur d’état, (4.172) et (4.173) de I’erreur d’estimation d’état et de I’entrée inconnue en considé-
rant i = 0. Il est possible de remarquer que I’erreur d’estimation d’état est directement affectée
par ’erreur d’estimation de 1’entrée inconnue &y(¢) et par les perturbations du systeéme w(z).

Quant aux équations déterminant la dynamique des erreurs d’estimation &;(¢) pour 0 <i < ¢,
elles sont obtenues a 1’aide de (4.173) et de (4.169a) :

g(t+1) = &t)+e1(t) —KC(t)e(t) —KV(t)ey(t) — KWew(t), i=0,---,g—1 .
(4.175)

Enfin la dynamique de &,(¢) est donnée par :

g (1 +1) =g,(t) —K,C(t)e(t) — K,V (1)o(t) — K, Wew(t) + AT n (1) . (4.176)
Ecrivons sous une forme compacte les équations régissant les dynamiques de I’erreur d’es-

timation d’état, de I’erreur des entrées inconnues et de ses différences successives en utilisant
un vecteur augmenté de la forme :

() = [ef(r) gl () ... &) ... qu(z)}TeRS,s:nJrl(qH). 4.177)
Il vient finalement
Li+1) = (A—KJI(0)Z(0) + (Ea— KW )w(t) + @AY ) | (4.178)

ou A ERS K, e R*P, & e R*! E, € R et " € RP*S sont données par

13

ADOOGO..O0 K] 0] (E]

0L L 00 ..0 Ko 0 0

0 0L I 0 ...0 : 0 0
A = . K= | g | ®@= ;| Ea= ,

00 0 0 01 I :

000 0 0 0 I X, ] 1, 0]

(4.179)

() = [C(r) V() O 0]
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A T’aide de la définition (4.11) de C(¢) et de la définition (4.167b) de V (¢), la matrice variant
dans le temps I'() peut s’écrire comme suit :

L
L) = Y w0, (4.180)

Q =[G V,io .. ..0. (4.181)

Enfin, en prenant en compte la nouvelle forme de I'(¢), 1’équation (4.178) régissant la dyna-
mique de I’erreur d’estimation ¥ devient :

L(r+1) = WOL() + (Ea— KW )w(t) + @A (1) | (4.182)

M=

W) = Y w()(A-KQ) . (4.183)

1

~.

La synthése de I’observateur consiste donc a déterminer le gain augmenté K € R**? en mesure
de garantir une convergence asymptotique de 1’erreur d’estimation X(¢) vers zéro. La struc-
ture de 1’observateur MI, contrairement aux structures classiques des observateurs a entrées
inconnues, permet d’inclure directement dans la chaine d’estimation 1’évolution des entrées
inconnues. Il convient de constater que la dynamique de ’erreur d’estimation X(¢) régie par
I’équation (4.182) prend la méme forme que celle de 1I’observateur a gain proportionnel déja
synthétisé au cours des sections précédentes. Ce constat met en évidence 1’un des avantages de
cet observateur.

4.4.4 Discussion sur le découplage de I’entrée inconnue

D’apres (4.182), I’erreur d’estimation d’état est completement découplée de 1’entrée inconnue
(c.-a-d. I'influence de I’entrée inconnue sur I’erreur d’estimation X(¢) disparait) si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites simultanément :

1. ’entrée inconnue 7n(¢) est un polynéme de degré ¢ en la variable ¢,
2. le nombre d’actions intégrales pris en compte est supérieur ou égal a g+ 1.

La premiere condition permet d’assurer que DAV )n (t) =0 pour f > g+ 1 (la fo™ dérivée
de 1 (¢) en temps continu est nulle /) (r) = 0). Par conséquent, I’influence de la (q+1)*™® dif-
férence de 1 (¢) sur X(¢) disparait complétement dans (4.182).

La deuxieme condition fixe le nombre minimum d’actions intégrales a prendre en compte
pour faire apparaitre le terme A(‘7+1)n(t) dans (4.182). Ce nombre dépend donc du degré du
polyndme pris en compte pour modéliser I’entrée inconnue. Par exemple, une seule action in-
tégrale est nécessaire pour une entrée inconnue constante. En effet, un polynéome de degré zéro
n(t) = Sp vérifie An(¢t) = 0. Pour une entrée inconnue de type rampe (polynéme d’ordre un)
deux actions intégrales sont nécessaires car 1(r) = S1k + Sy vérifie A?)n(r) = 0, et ainsi de
suite.
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4.4.5 Formulation des problemes

L’estimation simultanée de 1’état et des entrées inconnues du systeme au moyen de 1’ observateur
MI souleve les trois problemes énoncés ci-dessous :

1. Probléeme 1. Découplage d’entrées inconnues polynomiales. Obtenir des conditions
d’existence de 1’observateur MI permettant d’assurer la convergence simultanée de 1’er-
reur d’estimation d’état et de ’erreur d’estimation de 1’entrée inconnue vers zéro, en
considérant un découplage parfait de I’entrée inconnue (c.-a-d. A(q+1)n(t) = 0) et une
perturbation nulle (c.-a-d. w(t) = 0).

2. Probleme 2. Découplage d’entrées inconnues polynomiales et robustesse aux per-
turbations. Obtenir des conditions d’existence de 1’observateur MI permettant d’assurer
la reconstruction simultanée de 1’état et de 1’entrée inconnue avec une certaine précision
malgré la présence d’une perturbation affectant le systeme (c.-a-d. w(z) # 0). Ce probleme
revient a effectuer une conception robuste de I’observateur vis-a-vis des perturbations.

3. Probleme 3. Découplage d’entrées inconnues non polynomiales et robustesse aux
perturbations. Obtenir des conditions d’existence de 1’observateur MI permettant d’as-
surer la reconstruction simultanée de 1’état et de I’entrée inconnue avec une certaine pré-
cision malgré la présence d’une perturbation affectant le systeme et quand le modele de
I’entrée inconnue ne prend pas une forme polynomiale exacte (c.-a-d. A(q+')n (1) #0).

4.4.6 Probleme 1 : conditions de convergence de I’erreur d’estimation

Les conditions assurant la convergence de I’erreur quand aucune perturbation n’agit sur le sys-
teme sont établies sous 1’hypothese suivante :

Hypothese 4.4. Aucune perturbation n’affecte le systeme w(t) =0 et A4t)n (1) =0 (n@+) (1) =
0 en temps continu).

Il est possible de noter que 1’équation (4.182) régissant la dynamique de I’erreur d’esti-
mation X(¢), sous I’hypotheése (4.4), prend une forme similaire a celle de I’erreur d’estimation
obtenue au cours de la section 3.4.2 pour un observateur a gain proportionnel. En effet, I’obser-
vateur a gain proportionnel traité dans la section 3.4.2 est une forme particuliere de 1’observateur
ML

L’extension des théoremes 3.5 et 3.6 permet de proposer une solution au probleme 1 sous la
forme des théoremes suivants.

Théoreme 4.13 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps continu
(4.166) et I’'observateur MI (4.168)—(4.169), sous I’hypothése 4.4, tend asymptotiquement vers
zéro s’il existe deux matrices P = PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
bleme d’optimisation convexe suivant :

ATP+PA—(MQ)T —MQ; <0, i=1,--- L, (4.184)
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ou N et Q; sont définis en (4.179) et (4.181). Le gain de [’observateur est donné par
K, = P~'M.

Théoreme 4.14 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a temps discret
(4.166) et ’observateur MI (4.168)—(4.169), sous I’hypothese 4.4, tend asymptotiquement vers
zéro s'il existe deux matrices P = PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
bleme d’optimisation convexe suivant :

P ATP—QI'M" .
PA— MO, P >0, i=1,---,L, (4.185)
ou N et Q; sont définis en (4.179) et (4.181). Le gain de [’observateur est donné par
K, = P~'M.

4.4.7 Probleme 2 : conditions de convergence de I’erreur d’estimation en
présence de perturbations

Dans cette section, une perturbation agissant sur le systeme est considérée. L’entrée inconnue
demeure néanmoins de forme polynomiale. L’étude est réalisée sous les hypotheses suivantes :

Hypothese 4.5. La perturbation w(t) affectant le systeme est bornée en énergie au sens de la
norme L, c.-a-d. |[w(t)||5 < o ou ¥, w?(k) < .

k=0
Hypothese 4.6. La (q+1)°" différence de I’entrée inconnue est nulle, c.-a-d. que A4 (1) =
0 (en temps continu, la dérivée de ) a ’ordre g+ 1 est nulle, c.-a-d. que n(qH)(t) =0).

La synthese vise a ajuster le gain K, de I’observateur de fagon a garantir une reconstruction
de I’état du multimodele avec une certaine précision et ce, malgré la présence de perturbations.
Un signal objectif

v(t) = HX(t) (4.186)

est introduit a cet effet de fagon a garantir les exigences suivantes :

tlirgZ(t) =0 pour w(r)=0, (4.187a)
V@3 < Vw3 pour  w(r) #0etX(0)=0 (4.187b)

ol yest le gain £, de w(r) vers v(¢) et H une matrice de dimension appropriée. Enfin, la matrice
H dans (4.186) permet une prise en compte partielle ou totale des composantes de 1’erreur X(z)
lors de la synthese de 1’observateur.
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Le probleme de la synthese de I’observateur MI peut étre abordé sous un angle similaire a
celui du probleme de la synthése d’un observateur a gain proportionnel en présence de pertur-
bations (c.f. section 4.2). L’extension des théoremes 4.1 et 4.2 permet de proposer une solution
au probleme 2 sous la forme des théorémes suivants.

Théoreme 4.15 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps continu
(4.166) et I’observateur MI (4.168)—(4.169), sous les hypotheses 4.5 et 4.6, satisfait les exi-
gences (4.187) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P =Pl >0 et M de dimensions appropriées et un scalaire 7 > 0, solutions du probléeme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

ATP+PA— (MQ)T —MQ;+HT"H PE,— MW, .

ETP— (MW,)T 71 <0, i=1,---,L (4.188)

pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K, = P~'M et le gain
Lo de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

Théoreme 4.16 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps dis-
cret (4.166) et I’observateur MI (4.168)—(4.169), sous les hypotheses 4.5 et 4.6, satisfait les
exigences (4.187) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux ma-
trices P = PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaire ¥ > 0, solutions du probleme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
H'H-P 0 (PA—MQ)T
0 ~71 (PE,—MW)T| < 0, i
(x) (%) —P

pour une matrice H donnée. Le gain de I’observateur est donné par K, = P~'M et le gain
Lo de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

I
_

L (4.189)

4.4.8 Probleme 3 : conditions de convergence de I’erreur d’estimation en
présence de perturbations et pour une (g + 1) différence de I’en-
trée inconnue non nulle

Dans cette section, une perturbation agissant sur le systeme est considérée. De plus, le dé-
couplage complet entre ’entrée inconnue et I’erreur d’estimation X(¢) n’est pas parfaitement
accompli (I’hypothése 4.6 n’est pas vérifiée). En effet, la (¢ + 1)*™® différence de ’entrée in-
connue n’est pas nulle mais bornée par une fonction inconnue A4+t (r) < §(¢). Remarquons
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que la solution a ce probleme peut étre également mise a profit afin de réduire le nombre d’ac-
tions intégrales. L’étude est réalisée sous les hypotheses suivantes :

Hypothése 4.7. L'entrée inconnue satisfait A0 (1) = o(t) avec ||o(t)||3 < oo (en temps
continu N\ (1) = 6 (1))

L’ équation caractérisant I’erreur d’estimation (4.182) peut étre réécrite comme suit :

(t4+1) = WOI()+T16() | (4.190)

M= [E,—KW. @] et0(r)=[w () o’(1)]" . (4.191)
La fonction inconnue o () est alors incluse dans le vecteur caractérisant les perturbations du

systeme. La conception de I’observateur revient alors a obtenir un gain de 1’observateur K, tel
que le signal objectif v(r) a atténuer et défini par

v(t)=HX(t) , (4.192)

satisfasse les exigences
I}EEOZ(I) =0 for w(t)=0, (4.193a)
VOB < PI6()|3o for 6(r)#0and £(0) =0 , (4.193b)

ol y est le gain £, de 0(¢) vers v(r). Remarquons que la norme £, pondérée par Q est définie
par ||6(¢) H%Q =Y 07 (1)00(t) avec Q > 0. Cette norme est utilisée afin de pondérer I'impor-
' 0

tance relative donnée a w(z) et o(z).

Ce probleme peut étre traité de la méme maniere que le probleme précédent, c’est-a-dire en
considérant 6(¢) au lieu de w(z). Une solution au probléeme 3 est donnée sous la forme des théo-
remes suivants.

Théoreme 4.17 (MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodele découplé a temps continu
(4.166) et I’observateur MI (4.168)—(4.169), sous les hypotheses 4.6 et 4.7, satisfait les exi-
gences (4.193) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque 0(t) = 0) s’il existe deux matrices
P =P" > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaire 7 > 0, solutions du probleme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
ATP+PA— (MQ)T —MQ;+HTH 11

A y0| <0 i=leL (4.194)

ou

1 = [PE,—MW, P
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pour des matrices H et Q > 0 données. Le gain de I’observateur est donné par K, = P~'M
et le gain L, de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

Théoreme 4.18 (MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a temps dis-
cret (4.160) et I’observateur MI (4.168)—(4.169), sous les hypotheses 4.6 et 4.7, satisfait les
exigences (4.193) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque 0(t) = 0) s’il existe deux ma-
trices P = PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaire 7 > 0, solutions du probléeme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
H'H-P 0 (PA—MQ)T
0 -70 g < 0, i=1,--,L, (4.195)
(%) (%) —P

ou
1 = [PE,—MW, PP

pour des matrices H et Q > 0 données. Le gain de I’observateur est donné par K, = P~'M
et le gain Lo de w(t) vers v(t) est donné par y = /7.

Exemple 4.4 (Exemple de synthese d’un observateur MI : Probleme 2)

1l s’agit d’estimer [’état d’un systeme a temps discret décrit par un multimodele découplé de
la forme (4.164) constitué de L = 2 sous-modeles de dimensions différentes. Le multimodeéle
comporte deux sorties mesurées et deux entrées inconnues. Les valeurs numériques des matrices
du multimodele sont :

—0.7 02 05
AlZ{_OOf _O(ﬂ , Ay=103 —04 —01] ,
' ' 02 —03 06
Bi=[1 —08]" | By=1[02 03 04]" |
(0.7 04 03 00 05
“ =105 0.3} ’ 2= |06 -02 —04]
: 0.1 0.0
Dy = 8'? 8‘8} , D, =02 0.0] ,
e 03 0.0
: 02 0.3
E = 8'? _0(')32} : Ex={01 -02|,
- ' 0.1 02
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-0.2 0.1
0.0 0.5

We = [ 0.1 -02

La période d’échantillonnage est Ty = 0.01. Afin d’alléger [’écriture, tTs sera simplement
noté t. La variable d’indexation & (t) est ici le signal de commande u(t) € |0, 1]. Les fonctions
de pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

Vi —Vy— {o.o 0.4} ,

L
wi(5@) = wi(é(t))/;wj(é(t)), (4.196)

wi(E(1) = exp<—(§(z)—c,~)z/oz) , (4.197)

de dispersion o = 0.4 et de centres ¢ = 0.25 et co = 0.75.

La perturbation prend la forme

| 0.04sin(40r)
wit) = [0.03551n(60t)] (4.198)
et [’entrée inconnue prend la forme
na(f)}
t) = . 4.199
w0 = | (4.199)

‘ —u(t)

Figure 4.12 — Entrée, sorties et fonctions de pondération du multimodele

Dans cet exemple, les entrées inconnues servent a modéliser les défauts affectant le systeme,
d’out la structure des matrices D, V; et 1(t) permettant la prise en compte des défauts 1M,(t) et
Ns(t) agissant respectivement sur I’équation dynamique (p. ex. une défaillance d’un composant
interne du systeme) et sur [’équation statique (p. ex. un défaut de capteur) des sous-modeles.
Remarquons par ailleurs que les valeurs propres des matrices A; des sous-modeles sont données
par

M =[-02+043]] et A=[-083 —0.16 0.50]
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Les dynamique des sous-modeles sont différentes et le comportement du multimodele peut
étre qualifié de non linéaire. Sur la figure 4.12 sont illustrées les évolutions temporelles de
I’entrée, des sorties et des fonctions de pondération quand aucun défaut n’agit sur le systeme.
1l est possible de voir que la prise en compte des contributions des deux sous-modeles intervient
constamment dans [’élaboration de la sortie du multimodele.

Les défauts M,(t) et Ns(t) considérés sont de la forme

(

0 si. 0<t<5,
Na(t) = <0.1333t—0.6665 si 5<t<6.5, (4.200)
0.2 Si non,
(0 si 0<t1<5,
ns(t) = —035 si 5<t<8, (4.201)
| —0.15  si non.

Le défaut n, est un signal polynomial par morceaux de degré maximum égal a un. Le défaut
Ns est un signal constant par morceaux. Compte tenu des formes des défauts, un découplage
complet de I’entrée inconnue peut étre réalisé par le biais de deux actions intégrales.

Remarque 4.12. Le signal objectif z(t) a minimiser est I’erreur d’estimation des états des sous-
modéles H = [Is 0(5X4)]. L’impact de la perturbation sur ’erreur d’estimation des entrées
inconnues n’est pas pris en considération lors de la synthese de I’observateur.

Le gain de ’observateur est obtenu en cherchant une solution satisfaisant les conditions du
théoreme 4.16. Les conditions de ce théoreme sont vérifiées par :

K - —0.286 0420 0.076 0373 0912 2.143 1.007 0.084 0.321]"
¢ 1-0455 —0.332 —0.698 —0.484 —1.414 —-2.937 1.211 -0.031 0.203| ’

pour un niveau d’atténuation minimal égal a y = 3.1623.

Les erreurs d’estimation de I’état obtenues avec I’observateur MI ainsi synthétisé sont illus-
trées sur les figures 4.13 et 4.14. La figure 4.15 illustre I’ estimation des entrées inconnues four-
nie par ’observateur MI. Remarquons que lors de la simulation, les conditions initiales du
multimodele different de celles de I’observateur.
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Figure 4.13 — Etats et erreurs d’estimation d’état du sous-modele 1
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Figure 4.15 — Défauts 1, et 1 et leurs estimés

Ces figures permettent d’apprécier la bonne qualité de I’estimation fournie par ’observa-
teur M1 proposé, les erreurs d’estimation d’état des sous-modeles étant admissibles compte tenu
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de ’amplitude des états des sous-modeles. L’examen de ces figures révele que I’erreur d’esti-
mation de |’état n’est que localement affectée par les entrées inconnues, en particulier quand
se produit un changement brusque des entrées inconnues, par exemple at =5 ett = 8. En effet,
a ces instants, I’hypothese AP (1) = 0 n’est pas vérifiée.

1l est possible de constater d’apres la figure 4.15 I’importance de [’influence de la pertur-
bation sur 'estimation de M,(t). D’une part, rappelons que le niveau d’atténuation entre la
perturbation w(t) et I’erreur d’estimation de 1’entrée inconnue n’a pas été pris en compte lors
de la synthese de I’observateur (c.f. remarque 4.12). D’autre part, constatons que d’apres la
figure 4.14 les états du deuxiéeme sous-modeéle sont plus sensibles a la perturbation w(t). Ceci
explique en partie le niveau du bruit dans I’estimation de M,(t). Toutefois, cette estimation peut
étre améliorée en considérant un ensemble d’observateurs dédiés a I’estimation des états et des
entrées inconnues. Il est également possible d’inclure une étape de post-filtrage afin de réduire
I’influence du bruit sur cette estimation.

1l est particulierement intéressant d’observer, dans une optique de diagnostic, que l’estima-
tion des entrées inconnues est possible méme si les défauts apparaissent simultanément. Les
estimations des entrées inconnues peuvent étre alors directement utilisées en tant que signaux
indicateurs de défauts (c.f. section 5.6.2).

Exemple 4.5 (Exemple de synthese d’un observateur MI : Probleme 3)
On considere dans cet exemple le méme multimodele que celui utilisé dans [’exemple 4.4. En
revanche, les entrées inconnues 1,(t) et Ny(t) sont maintenant données par

0 sio 0<tr<2,

Na(t) = . (4.202)
—0.1250r +0.25+0.2cos(4t)  si non,
0 sio 0<r<2.5,

Ns(t) = <0.2+0.1sin(3t) si 2.5<r<7.5, (4.203)
0 si non.

L’observateur MI est composé de deux actions intégrales. Cependant, le découplage des en-
trées inconnues ne peut pas étre réalisé et ce, en raison des formes non polynomiales prises en
compte.
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Figure 4.18 — Défauts 1, et 1 et leurs estimés

Le signal objectif z(t) que I’on cherche a atténuer est I'erreur d’estimation des états des
sous-modeéles, ainsi H = [I5 05 4)] et la matrice Q = I4). Une solution satisfaisant les condi-
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tions du théoreme 4.18 est donnée par :

K — 0.308 0.566 0.675 0.6485 1.659 4.686 1.108 0.757 0.475]"
“  |-0.265 —0.423 —-0.556 —0.502 —1.322 —3.595 1.439 -0.536 0.393| ’

pour un niveau d’atténuation minimal égal a y = 5.4772.

Les erreurs d’estimation des états des sous-modeles obtenues dans ce cas de figure sont
illustrées sur les figures 4.16 et 4.17. Les erreurs d’estimation demeurent globalement bornées
et proches de zéro. La figure 4.18 propose une comparaison entre les entrées inconnues et leurs
estimées. Il est possible d’apprécier la qualité de [’estimation obtenue et ce, en dépit d’un
découplage imparfait de I’entrée inconnue.

4.5 Conclusion et contributions

Nous avons abordé dans ce chapitre le probleme relatif a I’estimation d’état robuste d’un sys-
teme représenté par un multimodele découplé. 11 est entendu par robustesse la capacité de I’ob-
servateur a assurer une reconstruction d’état avec un certain degré de précision et ce, en dépit
par exemple de la présence de perturbations, d’ imprécisions de modélisation ou d’entrées in-
connues.

La premiere partie de ce chapitre a été consacrée a la reconstruction de I’état d’un systeéme
soumis a des perturbations ou comportant des incertitudes de modélisation. Des conditions suf-
fisantes conduisant a la synthese d’un observateur a gain proportionnel (P) ont dans un premier
temps €té établies a I’aide de la théorie de Lyapunov et sous forme LMI.

Le gain de cet observateur doit étre calculé de fagon a atténuer I’impact des perturbations
et des incertitudes paramétriques sur 1’erreur d’estimation tout en garantissant les bonnes per-
formances dynamiques de 1’observateur. Ces deux objectifs antagonistes de synthese se ré-
velent difficiles a atteindre a 1’aide de 1’observateur P dans la mesure ou ce dernier n’offre au
concepteur qu’un seul degré de liberté pour régler le niveau d’atténuation et les performances
dynamiques. Une autre sorte d’observateur, dit & gain proportionnel-intégral, a donc dans un
deuxieme temps été introduite. L’ observateur PI introduit, grace a son action intégrale, un de-
gré de liberté supplémentaire susceptible d’étre mis a profit lors de la synthese pour obtenir un
niveau d’atténuation intéressant et sans dégrader pour autant les performances dynamiques de
I’observateur.

La seconde partie du chapitre a été dédi€e au probleme de I’estimation simultanée de 1’état
du systeme et des entrées inconnues influencant sa dynamique. A cet effet, un observateur a gain
multi-intégral a été présenté et ses conditions d’existence, sous la forme de LMI, proposées.
Ce type d’observateur utilise une chaine d’actions intégrales qui permet d’estimer les entrées
inconnues sous forme polynomiale. Il présente dans un contexte de diagnostic de systeémes un
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indéniable intérét dans la mesure ou il permet de générer, par exemple, des résidus robustes
capables de fournir des signaux indicateurs de défauts.
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

5.1 Introduction

Le premier chapitre de ce mémoire a exposé les principes fondamentaux de 1’approche multi-
modele. Il a mis en avant deux structures fondamentales de multimodeles, a savoir le multimo-
dele de T.S. et le multimodele découplé. Notre intérét s’est précisément porté sur ce dernier,
encore peu étudié dans un contexte d’estimation d’état. Le second chapitre a proposé une pro-
cédure d’identification paramétrique de type boite noire visant a caractériser le comportement
dynamique d’un systeme a 1’aide d’un multimodele découplé. La capacité de ce multimodele
a appréhender des comportements de nature non linéaire a ét€ mise en évidence. Les troisieme
et quatricme chapitres ont abordé le probleme soulevé par I’estimation d’état d’un systeme en
explorant les possibilités offertes par le multimodele découplé. Une premiere stratégie d’esti-
mation d’état basée sur I’extension de 1’observateur de Luenberger a été mise en ceuvre au cours
du troisieme chapitre. Dans le quatrieme chapitre, cette stratégie a été améliorée puis étendue
a des observateurs a gain proportionnel-intégral et a gain multi-intégral de facon a obtenir une
estimation robuste vis-a-vis des perturbations (bruits, incertitudes et entrées inconnues) suscep-
tibles d’affecter le comportement du systeme.

L’ objectif du présent chapitre est d’illustrer, a travers un exemple académique, la mise en
ceuvre des techniques d’identification et d’estimation d’état présentées au cours des chapitres
précédents. Dans cette optique, il est fait appel au modele simplifié d’un bioréacteur, un procédé
largement répandu dans divers secteurs industriels connexes au génie chimique. En raison de
leur nature non linéaire, les bioréacteurs constituent d’excellents benchmarks particulicrement
bien adaptés a I’évaluation des techniques d’automatique non linéaire. Ce chapitre permet donc
d’évaluer les performances et les limites de I’approche proposée de la phase d’identification jus-
qu’a la phase de mise en ceuvre d’une stratégie de diagnostic a base d’observateurs, en passant
par la synthese d’observateurs P, PI et MI.

5.2 Présentation du modele du bioréacteur

Le terme bioréacteur désigne un récipient dans lequel se déroule une réaction bio-chimique.
Une bioréaction fait en principe intervenir trois sortes de variables : la biomasse (p. ex. les
micro-organismes), le substrat (p. ex. les sources de carbone dans 1’alimentation) et les produits
de la biomasse (p. ex. les enzymes).

Le comportement dynamique d’un bioréacteur continu homogene (infiniment mélangé) et
limité par un seul substrat, réaction de type S(¢) — X (¢), peut étre décrit a I’aide du modele non
linéaire suivant [Guillaume et Rouchon, 1997; Lamnabhi-Lagarrigue et Rouchon, 2002; Dunn
et al., 2005] :

$(t) = D()(Sin(t) = S(t)) —kr(t) (5.1a)
X(t) = —-DO)X(t)+r(t) , (5.1b)

ou S(z) et X(¢) sont respectivement le taux de concentration du substrat carboné et celui de la
biomasse, ot D(f) > 0 est le taux de dilution, k un coefficient de rendement, S;,(¢) le taux de

172



5.3. Représentation multimodele du bioréacteur dans le cas SIMO

concentration d’alimentation en substrat et r(¢) la vitesse de réaction (c.-a-d. la production de
biomasse par unité de volume). La vitesse de réaction r(z) peut étre caractérisée par 1’expression
HmaxS (1)

r(t) = mx(f)7 (5.2)

ol Unax €t K sont deux constantes qui représentent respectivement la vitesse spécifique maxi-
mum de croissance et une constante de saturation.
Les parametres utilisés lors de la simulation sont les suivants :

Wmar = 0.3307 1 K, =5g17", k=20 . (5.3)

Le taux de concentration d’alimentation en substrat est considéré constant S;, = 20 gl_1 et le
taux de dilution variable dans la plage D € [0.0 0.22} h=1.

10 T T . . 1
8 : 0.9 :
o 6f : ~—~0.8f |
| |
c &b
N o4 8 > 07 .
2 : 0.6 :
0 L L L L 05 L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
D (h~1) D (h71)

Figure 5.1 — Caractéristiques en régime statique du substrat carboné (a droite) et du taux de
biomasse (a gauche)

Le test de non-linéarité du systeme proposé au cours de la section 1.2.2 peut s’effectuer
directement en exploitant les caractéristiques en régime statique du bioréacteur illustrées sur la
figure 5.1. Les indices obtenus en évaluant la relation (1.8) sont donnés par

Nx = 0.7686 et ng=0.7686 . (5.4)

Il est possible de conclure sur le caractere non linéaire du bioréacteur dans la plage de fonc-
tionnement considérée, ces indices étant différents de zéro. Remarquons par ailleurs que les
conditions initiales du taux de concentration de biomasse doivent étre différentes de zéro puis-
qu’il ne peut y avoir de réaction spontanée dans le bioréacteur, un état d’équilibre du systeme
étant atteint si X (0) = 0.

5.3 Représentation multimodele du bioréacteur dans le cas
SIMO

Notre premier objectif est de représenter le comportement dynamique du bioréacteur (5.1) par
un multimodele découplé. Cette représentation multimodele peut entrainer par exemple une ré-
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duction de la complexité du modele de départ, favorisant ainsi la mise en place d’un algorithme
d’estimation d’état.

Deux séquences de pseudo-mesures (c.-a-d. de mesures générées par simulation) du taux de
substrat carboné S(¢) et du taux de biomasse X (¢) sont disponibles pour les besoins de I’iden-
tification et de la validation du modele. Chaque séquence de données comporte 2400 points et
correspond a un enregistrement de 3000 heures. Elles sont générées en considérant un taux de
dilution (signal d’excitation) composé de créneaux d’amplitudes variables comprises dans I’in-
tervalle de variation admissible.

Deux stratégies de modélisation peuvent &tre envisagées pour aboutir a une représentation
multimodele. Dans la premiere, les outils d’identification proposés au cours du chapitre 2, bien
que développés dans un contexte MISO, sont directement mis a profit pour I’identification d’un
systeme de type SIMO. Pour ce faire, un multimodele différent pour chaque sortie du systeme
est élaboré. La seconde stratégie de modélisation consiste a étendre les outils d’identification
proposés au cours du chapitre 2 au cas SIMO afin d’obtenir un seul multimodele capable de
fournir une caractérisation du taux de biomasse et du taux de substrat carboné. Ces deux ap-
proches de modélisation seront traitées dans la suite de cette section.

Remarque 5.1. L’identification paramétrique du multimodeéle sera effectuée dans cette section
en l’absence d’un bruit de mesure. Ce choix est motivé par le souci de montrer clairement
[’adéquation entre la sortie du systeme et celle du multimodele, objectif difficilement atteint
lorsque un bruit de mesure apparait sur les mesures du systeme. En effet, un bruit de mesure
peut masquer ’écart existant entre les mesures du systeme et la sortie du multimodele. Toutefois
et comme il a été montré au cours du chapitre 2 dédié a l’identification, les résultats présen-
tés dans cette section peuvent étre facilement étendus au cas ou un bruit de mesure affecte le
systeme.

5.3.1 Premiere approche de modélisation

On cherche a caractériser chaque sortie du systeme par un multimodele différent comme le
montre la figure 5.2. Cette stratégie indépendante d’identification permet de réduire le nombre
de parametres a identifier lors de la procédure d’optimisation de chaque multimodele. Cette
simplification peut néanmoins entrainer une non prise en compte des couplages entre les va-
riables internes et les sorties du systeme.

Chacun des deux multimodeles (j = 1,2) comporte 3 sous-modeles (i = 1,2,3) du premier
ordre :

Yilk+1) = dpi(k)+biD(k)+d; ,  j=1,2 i=1.23 (5.5)
plus un filtre du premier ordre :
Sitk+1) = ogj(k)+(1—ay)D(k) ,  j=12 (5.6)

associé a la variable de décision, ici D(k).
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MULTIMODELE 1 yi(r) = S(t)
D(t) — S(r)

u(t) =D(t)
MULTIMODELE 2 y2(1) =X (1)
D(t) — X (1) .

Figure 5.2 — Représentation multimodele du bioréacteur. Premiere approche de modélisation

Les fonctions de pondération sont obtenues par normalisation des fonctions de type gaus-
sien. Pour les deux multimodeles, les centres des fonctions de pondération sont fixés a C; = 0.0,
Cy =0.105 et C3 = 0.21 (distribution homogene sur 1’espace de fonctionnement du systeme).
Quant aux dispersions, elles sont introduites dans la procédure d’estimation paramétrique du
multimodele et sont données par 61 = 0.0855 et par 6, = 0.1875. Les parametres identifiés des
deux multimodeles sont présentés dans le tableau 5.1.

L@ [ b | 4 ] L& [ B [ 4 |
1][-0.3094 | 13.9792 | 0.1049 1][-0.1171 | -4.9556 | 0.9792
2 [ 0.3396 | 20.0000 | -0.0478 2 | 0.0136 | 4.6640 | 1.2265
3 [ 07351 | 22.2398 | -2.2780 3 || 0.3898 | -3.7646 | 0.5088
o = 0.8459 0oy = 0.8116

Tableau 5.1 — Récapitulatif des parametres du multimodele du substrat carboné (a droite) et du
multimodele du taux de biomasse (a gauche)
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Figure 5.3 — Premiere approche de modélisation. Représentation multimodele du substrat car-
boné, séquence d’identification (a gauche) et séquence de validation (a droite)

D’apres les figures 5.3 et 5.4, les deux multimodeles identifiés parviennent a capturer globa-
lement le comportement non linéaire du bioréacteur. L.’adéquation entre les sorties du systeme
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et celles des multimodeles peut étre quantifiée au moyen des indices de performance MSE et
VAF définis par (2.51) et par (2.52). Les valeurs obtenues pour la séquence d’identification sont
MSE| =0.0163 et VAF| = 99.7506% pour le premier multimodele. Pour le deuxieme multimo-
dele, ces indices sont MSE, = 4.3980 x 10> et VAF, = 99.7313%. Les indices obtenus pour
la séquence de validation sont MSE| = 0.0137, VAF| = 99.7129% et MSE, = 3.9073 x 1073,
VAF; = 99.6714%. 1l convient cependant de remarquer qu’un €écart entre le comportement du
systeme et celui du multimodele apparait dans les régimes transitoires. En effet, le multimodele
ne parvient pas a suivre parfaitement le comportement transitoire du systeme. Toutefois, les
valeurs numériques des indices permettent de confirmer la qualité du modele obtenu.

1 r n
ﬁ ﬂ 0.8
0.81 - — Bio
- B’LO 0.6
: ---M.M.
0.6F{---M.M. J
L L L L L .4 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
01 ‘ " [—erreur] 0.1 ‘
-0.1 —0.1
0 1 000 1 500 2000 2500 3000 500 1 000 1 500 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.4 — Premiere approche de modélisation. Représentation multimodele du taux de bio-
masse, séquence d’identification (a gauche) et s€quence de validation (a droite)

5.3.2 Deuxieme approche de modélisation

L’ objectif de cette deuxieme approche de modélisation est de caractériser les deux sorties du
systeme a 1’aide d’un seul multimodele. La démarche d’identification du multimodele dans le
cas SIMO est tout a fait semblable a celle du cas SISO. Cependant, les calculs du vecteur gra-
dient et de la matrice hessienne deviennent plus complexes dans la mesure ou il est nécessaire
de procéder au calcul des fonctions de sensibilité de chaque sortie par rapport aux parametres
des sous-modeles (calcul de la matrice jacobienne).

Le multimodele est composé de deux sous-modeles comportant chacun deux états. Les va-
leurs numériques des matrices A;, B;, D; et C; sont les suivantes :

~[0.7827  —0.0951  [—4.2081 _ [7.0251 ~[02234 0
1= 1-0.2039 0.1831 = 131.9569 171204594 "7 | 0  0.1048

4 _ [ 04732 —0.1090]  , [62.5997 D, _ [34264  [0.7524 0
27107485 0.2807 27 171.1842 27 112.3769 271 0 —0.0305
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Un filtre passe-bas, de la forme (5.6), est également utilisé€ pour filtrer la variable de décision.
La constante de temps de ce filtre est oo = 0.6764. Enfin, les centres et la dispersion des fonctions
poids sont donnés respectivement par ¢; = 0.02, c; = 0.20 et 6 = 0.247.

D’apres les figures 5.5 et 5.6, le multimodele identifié parvient a capturer globalement le
comportement non linéaire du bioréacteur. Les indices de performance MSE et VAF obtenus
pour la séquence d’identification sont MSEg = 0.0177, VAFg = 99.45% et MSEx = 5.14 x
10~%, VAFx = 93.61%. Pour la séquence de validation, ils sont donnés par MSEg = 0.0173,
VAFg = 99.4871% et MSEx = 5.86 % 10~*, VAFx = 93.0483%. Ces indices montrent que la
caractérisation obtenue avec ce multimodele est relativement moins bonne que celle obtenue
avec le multimodele issu de la premiere approche. Il subsiste en effet des zones, en particulier
pour les valeurs de I’entrée proches de 0.22, qui ne sont pas correctement modélisées. Toutefois,
ce multimodele comporte seulement deux sous-modeles qui doivent représenter les couplages
entre les variables internes.

10 T T T T T 10 :
Bio Bio
---M.M. --=-M.M.
of ‘ ‘ ‘ : ‘ N 0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1 000 1 500 2000 2500 3000
2
1 L
0 0 %‘/y—‘r,’
-1 [—erreur] | [—erreur]
L L L L L _2
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1 OOO 15 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.5 — Deuxieme approche de modélisation. Représentation multimodele du substrat car-
boné, séquence d’identification (a gauche) et séquence de validation (a droite)
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Figure 5.6 — Deuxiéme approche de modélisation. Représentation multimodele du taux de bio-
masse, séquence d’identification (a gauche) et séquence de validation (2 droite)
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5.4 Représentation multimodele du taux de substrat carboné
S dans le cas multi-entrées

Le bioréacteur, décrit par les expressions (5.1) avec la méme plage de variation du taux de
dilution D € [0.0 0.22} h™!, est considéré dans cette section. Toutefois, le taux de concen-
tration d’alimentation en substrat S;, n’est plus constant mais varie dans l’intervalle S;, €
[10 20} gl~!. Les entrées du bioréacteur sont alors le taux de dilution D et le taux de concen-
tration d’alimentation en substrat S;,. La caractéristique en régime statique du taux de substrat
carboné S dans la plage de variation des entrées est illustrée sur la figure 5.7.
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Figure 5.7 — Caractéristique en régime statique du taux de substrat carboné §

Cette section a pour objectif la modélisation du taux de substrat carboné S a partir de la
premiere approche de modélisation. Deux séquences de pseudo-mesures du taux de substrat
carboné S(¢) sont disponibles pour les besoins de I’identification et de la validation du mo-
dele. Chaque séquence de données comporte 2100 points et correspond a un enregistrement de
3500 heures. Elles sont générées en considérant un taux de dilution et un taux de concentration
d’alimentation en substrat composés de créneaux d’amplitudes variables.

Les variables de décision &; et & des fonctions de pondération sont les signaux d’entrée du
bioréacteur filtrés :

Si(k+1) = au&i(k)+(1—a1)D(k) , (5.7)
E(k+1) = oé&(k)+ (1 —on)Sin(k) . (5.8)

L’espace de fonctionnement du systeme est partitionné de fagcon homogene en quatre zones
(voir figure 5.8). Les fonctions de pondération associées a chaque zone de fonctionnement sont
obtenues par évaluation des expressions (1.20) et (1.21) en considérant les centres ¢1 | = ¢ | =
—0.1,c1p=c32=13,c02 =cap =17 et c3 1 = c4,1 = 0.32. Quant aux valeurs des dispersions,
elles sont initialement fixées a 61 = 0.15 et 6, = 2 puis introduites dans la procédure d’optimi-
sation. Les valeurs finalement obtenues sont données par o1 = 0.24 et 6, = 5.48. Les fonctions
de pondération avant et apres optimisation sont présentées sur la figure 5.8.
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Figure 5.8 — Décomposition de I’espace de fonctionnement. Fonctions poids avant (a gauche)
et apres optimisation (a droite)

Les sous-modeles, sous une forme canonique d’observation, sont donnés par :

[0 4] by di] [ D(k) c .
R R i el K RS

yilk) = [0 1]xi(k) (5.9b)

xi(k—f— 1)

Il y a donc un total de trente deux parametres a estimer. Les parametres issus de la procédure
d’optimisation sont présentés dans le tableau 5.2.

1

@ [ @ [ B [ B | & [ & | c
1] -0.6862 | 1.5847 | -0.6813 | 0.6869 | -0.0042 | -0.0289 | 0.2828
2 || -0.4790 | 1.4456 | -28.5062 | 31.9049 | 0.3969 | -0.4039 | 0.4016
31 -0.8143 | 1.8070 | -5.9241 | 6.2393 | -0.0511 | 0.0520 | -0.0106
4 || -0.7490 | 1.7300 | -16.6615 | 19.9321 | -0.3644 | 0.3622 | -0.5745
o =09 O = 0.25

Tableau 5.2 — Récapitulatif des parametres des sous-modeles dans le cas MISO

La figure 5.9 établit, a partir des séquences d’identification et de validation, une comparai-
son entre la réponse du multimodele et celle du bioréacteur. Les indices de performance obtenus
pour ces deux séquences sont donnés respectivement par MSE,;; = 0.0078, VAF,;; = 99.8120%
et par MSE,,; = 0.0446, VAF,,; = 99.3765%. On remarquera, pour la séquence de validation,
une zone dans I'intervalle de temps 600-700 ou I’identification est moins bonne et pour la-
quelle le multimodele devrait étre mieux adapté. Cette zone correspond en particulier a de tres
fortes variations des signaux d’entrée a I’origine de brusques changements dans les modes de
fonctionnement du systeéme.
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Figure 5.9 — Représentation multimodele du taux de substrat carboné dans le cas multi-entrées.
Résultats avec la séquence d’identification (a gauche) et avec la séquence de validation (a droite)

Vers une réduction de la complexité du multimodele

La représentation multimodele du taux de substrat carboné obtenue dans la section précédente
a été élaborée en considérant deux variables de décision. Or, un examen de la caractéristique en
régime d’équilibre du taux de substrat carboné (figure 5.7) permet de constater que le taux de
dilution D est en réalité la seule variable caractéristique du systeme. En effet, le taux de concen-
tration en alimentation S;, n’introduit pas de non-linéarité dans le comportement dynamique du
substrat carboné. Ce constat invite a envisager une étape de simplification du multimodele.

it

i \\ \\\\\\\ - Hi \\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\W
1 \\\\\\ W\ _ L s
Il L SRR R
0al N\&\\\\\\“\\ \\w“\\\\\m\%\\“ 08 \\\\\\Q§§\§§\§\§§\\\§\Q§\\\\\\m \
0.6 N \\“ 0.6
0.4 e 0.4
02 il \\ 02
0le Vil \\\\ \& 0 \\\§§§\\\\\\\\\\\\\\
I \\\\\ \
0.2 N \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&&&&@& 2 0.2 %
o 0 10
§1 E.:z a1 &;2

Figure 5.10 — Nouvelles fonctions poids avant (2 gauche) et apres optimisation (a droite)

Un nouveau partitionnement de 1’espace de fonctionnement du systeme en trois régions est
effectué en ne considérant que le taux de dilution filtré comme variable de décision du multimo-
dele. La valeur de la dispersion ¢ des fonctions de pondération est initialement fixée a o = 0.04
puis optimisée pour parvenir a sa valeur finale donnée par ¢ = 0.0764. Les nouvelles fonctions
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5.4. Représentation multimodele du taux de substrat carboné S dans le cas multi-entrées

de pondération ainsi obtenues sont présentées sur la figure 5.10.

Il convient de remarquer que les parametres du multimodele sont identifiés a partir de la
méme séquence d’identification que celle employée au cours de la section précédente. Les pa-
rametres du multimodele sont présentés dans le tableau 5.3.

| o [ o [ by [ B [ 4 [ 4 [ ]
1| 0.4078 | 0.5454 | -8.4304 | 8.7937 | -0.0052 | 0.0056 | -0.0107
2 | -0.6242 | 1.6004 | -8.4320 | 8.9126 | -0.0456 | 0.0460 | 0.0167

3| -0.7446 | 1.7265 | -7.8230 | 9.1282 | -0.2291 | 0.2290 | -0.1073
o =0.8

Tableau 5.3 — Récapitulatif des parametres des sous-modeles dans le cas MISO

La figure 5.11 présente une comparaison entre la réponse du multimodele et celle du bio-
réacteur. Le multimodele parvient bien a capturer le comportement non linéaire du taux de
substrat carboné. Toutefois, il est possible de constater que les performances du nouveau mul-
timodele sont moins bonnes que celles obtenues précédemment. En effet, les indices de per-
formance obtenus pour ces deux séquences sont donnés respectivement par MSE;; = 0.0144,
VAF,; = 99.6532% et par MSE,;; = 0.0809, VAF,,; = 98.8119%. En revanche, une réduction
du nombre des parametres a identifier (23 parametres au lieu de 32) a pu €tre réalisée tout en
assurant un recouvrement judicieux de ’espace de fonctionnement du systeme. Un compromis
entre la précision et la complexité du multimodele doit €tre établi en fonction des objectifs de
modélisation initialement proposés. Cet exemple illustre le délicat probleme posé par le choix
des variables caractéristiques du systeme a modéliser.
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Figure 5.11 — Représentation du multimodele réduit du taux de substrat carboné dans le cas
multi-entrées. Résultats avec la séquence d’identification (2 gauche) et avec la séquence de
validation (a droite)
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

Conclusion partielle sur la modélisation

Le probleme de la modélisation d’un systeme, ici d’un bioréacteur, par un multimodele découplé
vient d’€tre abordé. Deux stratégies de modélisation ont ét€ mises en ceuvre afin de parvenir a la
représentation multimodele du bioréacteur. Les résultats montrent la capacité du multimodele
découplé a approcher le comportement de nature non linéaire du bioréacteur. La représentation
multimodele du systéme ainsi obtenue peut s’avérer plus aisée a manipuler que le modele non
linéaire proposé au départ.

Il a été souligné I’importance que revét une partition judicieuse de 1’espace de fonctionne-
ment du systeme. En effet, la qualité et la complexité du multimodele dépendent fortement du
nombre et de la dimension des sous-modeles pris en compte mais également du partitionnement
de I’espace de fonctionnement du systeme. L’ enjeu est de parvenir a un compromis entre qualité
et complexité du multimodele.

5.5 Reconstruction d’état a I’aide du multimodele

Les représentations multimodeles obtenues au cours des sections précédentes peuvent €tre a
présent exploitées en vue d’effectuer 1’estimation de 1’état du systeme. Il est important de re-
marquer a ce niveau que les états des sous-modeles identifiés ne représentent en aucun cas les
variables internes du systeme. Aucun sens physique ne doit donc étre donné a leur évolution
dans la mesure ot ils ne constituent que des variables intermédiaires permettant d’aboutir a une
caractérisation multimodele des grandeurs du systeme accessibles a la mesure et de reproduire
le comportement entrée-sortie du systeme réel.

5.5.1 Reconstruction des sorties du bioréacteur a I’aide du multimodele

Dans cette section, le multimodele établi a I’aide de la premiere approche (section 5.3.1) est
utilisé afin d’obtenir une estimation des deux sorties du systeme. A cet effet, deux observateurs
a gain proportionnel sont congus en résolvant les conditions LMI proposées par le théoreme 4.2.
Ces conditions permettent de prendre en compte I’effet d’une perturbation sur le systeme lors de
la synthese de I’observateur. La perturbation considérée prend la forme d’un bruit aléatoirement
distribué suivant une loi normale de moyenne nulle et de dispersion égale & un.

Les conditions du théoreme 4.2 sont vérifiées, pour un taux de décroissance o) = 0.1 et pour
un niveau d’atténuation y; = 0.2723, par :

0.2946 11.6834 —5.1545 —-2.9611 0.1
K= 10.4452]| | Py = |—5.1545 15.4455 —4.3996| |, E=1(01] ,
0.4977 —2.9611 —4.3996 15.0002 0.1
We1 =015, H=13

pour I’observateur destiné a I’estimation du substrat carboné.
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5.5. Reconstruction d’état a I’aide du multimodéle

Pour 1’observateur destiné a I’estimation du taux de biomasse, les conditions du théoreme
4.2 sont vérifiées par :

—0.0896 21.4216 —8.0401 —5.6452 0.1
&= 00126 |, P= | -8.0401 224276 —6.7961|, E=|0.1] ,

0.3141 ~5.6452 —6.7961 17.8934 0.1
W.n=0.015 | H=1,

pour un taux de décroissance oy = 0.35 et pour un niveau d’atténuation p» = 0.5259.

La figure 5.12 illustre les évolutions temporelles du substrat carboné S(¢), du taux de bio-
masse X (t) et celles de leurs estimés S(r) et X(¢) . Il est possible de constater que 1’erreur
d’estimation de ces deux grandeurs demeure bornée et proche de zéro.
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Figure 5.12 — Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (a gauche) et comparaison
entre le taux de biomasse et son estimé (a droite)

5.5.2 Estimation du substrat carboné dans le cas MISO

Cette section fait appel au multimodele, établi au cours de la section 5.4, qui caractérise le
comportement dynamique du substrat carboné en fonction du taux de dilution et du taux de
concentration d’alimentation en substrat.

La reconstruction du substrat carboné est réalisée a 1’aide d’un observateur a gain proportionnel-
intégral. Il est synthétisé a partir des conditions proposées par le théoreme 4.4. Les gains de
I’observateur obtenu, pour un taux de décroissance o = 0.05 et pour un niveau d’atténuation
Y = 0.2883, sont donnés par :

Kp = [-0.02 001 —0.14 0.17 —0.88 2.08 —0.44 049 99.99]" x 1072 ,

K = [-512 2245 —248 1791 4255 —29.25 0.89 1598 —1.17]" x1072 .
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Figure 5.13 — Fonctions de pondération (a gauche) et comparaison entre le substrat carboné et
son estimé (a droite)

Une perturbation de la forme w(r) = 3sin(0.057¢) est ajoutée sur les mesures du substrat
carboné S(¢) (I’influence de cette perturbation sur la sortie est caractérisée par W, = 0.1). La fi-
gure 5.13 présente I’évolution des fonctions de pondération et 1’estimé du substrat carboné. Il est
possible de constater que les contributions respectives des quatre sous-modeles sont constam-
ment prises en compte et que 1’observateur proposé atténue correctement les effets de la pertur-
bation.

5.5.3 Estimation de I’évolution de la biomasse

Dans cette section, il est supposé que le taux en substrat carboné est la seule grandeur accessible
a la mesure. On cherche a obtenir une estimation de 1’évolution du taux de biomasse a 1’aide
d’un observateur PI. La synthese de 1’ observateur PI est basée sur le multimodele établi au cours
de la section 5.3.2 (deuxieme approche de modélisation) en ne considérant que la premiere ligne
des matrices C;.

Les conditions proposées par le théoréme 4.4 sont satisfaites, pour un taux de décroissance
o = 0.16 et un niveau d’atténuation y = 0.0275, par :

0.99 —0.034 56.04 —8.03 —43.22 836 —0.63
0.99 —0.069 —-8.03 3.60 579 —148 —-0.21
Kp=1099( , Kr=|-0.069| , P=|—-4322 579 53.65 749 —-042
0.99 —0.140 836 —-148 -749 376 —0.19
0.99 0.003 —-0.63 -021 -042 -0.19 2.78

Un bruit aléatoirement distribué suivant une loi normale de moyenne nulle et de dispersion
égale a un est ajouté sur la mesure du taux en substrat carboné. Sur la figure 5.14, sont illustrées
les évolutions temporelles du taux du substrat carboné, du taux de biomasse et celles de leurs
estimés.
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5.6. Application de I’estimation d’état au diagnostic

L’ observateur PI proposé fournit une bonne estimation du taux en substrat carboné (le signal
mesuré). L’estimation d’état ainsi obtenue est utilisée afin de reconstruire le taux de biomasse
(Ie signal non mesuré). Il est cependant possible de constater que dans I’intervalle de temps 350—
550 I’estimation est dégradée en raison d’une mauvaise caractérisation du multimodele pour les
taux de dilution proches de 0.22h~!. Une meilleure adéquation du multimodéle dans cette zone
de fonctionnement pourrait améliorer I’estimation du taux de biomasse. Il serait possible par
ailleurs d’introduire une étape de post-filtrage de I’estimation du taux de biomasse de fagon a
parvenir a une estimation moins bruitée.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 O'60 500 1000 1500 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.14 — Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (a gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (a droite)

5.6 Application de ’estimation d’état au diagnostic

Le diagnostic et la surveillance des systemes non linéaires a base d’observateurs sont un des
champs applicatifs directs des algorithmes d’estimation d’état proposés dans ce mémoire de
these.

La surveillance d’un systéme est souvent confiée a un module de diagnostic. 11 exploite
toute information livrée par les mesures du systeéme et/ou par le comportement attendu du sys-
teéme fourni par un modele en vue de détecter tout comportement anormal du systeme dii, par
exemple, a I’apparition soudaine d’un défaut. Le terme défaut désigne tout écart non permis de
la valeur acceptable ou nominale d’au moins un composant (parametre ou propriété) caractéris-
tique du systeme [Isermann, 2006].

Un module de diagnostic peut étre considéré comme un dispositif performant de détec-
tion des défauts. Il est tenu d’accomplir trois taches principales : la détection, I’isolation et
I’identification du défaut. La tache de détection du défaut, comme son nom 1I’indique, consiste
a déterminer le plus rapidement possible 1’instant d’apparition d’un défaut et son intervalle de
durée. Pour ce faire, des symptomes ou des indicateurs de défauts du systeme sont générés grace
au principe dit de redondance. A 1’issue de 1I’étape de détection vient I’étape de localisation ou
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d’isolation qui détermine a partir de 1’analyse des indicateurs de défauts I’origine et la nature du
défaut. Enfin, 1’étape d’identification cherche a estimer I’évolution du défaut afin d’expliquer
au mieux le comportement du systeme. Une étape additionnelle de reconfiguration peut étre
envisagée dans le but d’introduire une stratégie de rectification du comportement du systéme
destinée a réduire I’impact du défaut sur le fonctionnement du systeme.

Dans une stratégie de surveillance des systemes, le principe de redondance revét une impor-
tance fondamentale. La redondance est la capacité a disposer de deux ou de plusieurs moyens de
détermination d’une grandeur caractéristique du systéme (variable, parametre, signal). L’inco-
hérence entre les différentes déterminations est révélatrice d’un dysfonctionnement du systéme.
De nombreuses méthodes et techniques de diagnostic, faisant appel a différentes formes de re-
dondance (matérielle ou analytique), ont été développées. Parmi elles, figurent les techniques
d’estimation d’état a base d’observateurs d’état qui permettent d’obtenir une redondance analy-
tique du systeme.

Dans ce contexte, le diagnostic du systeme est opéré en testant la cohérence entre les signaux
de sortie mesurés et les signaux de sortie estimés a 1’aide d’un observateur. La comparaison
entre les mesures et leurs estimées donne naissance a un indicateur de défaut appelé également
résidu. Un résidu est, en théorie, nul dans des conditions normales de fonctionnement, les sor-
ties du systeme et celles estimées par I’observateur devant coincider. En effet, étant donné que
I’observateur utilise les mémes signaux d’entrée que ceux appliqués au systeme, il est en mesure
de fournir les mémes signaux de sortie a condition toutefois que le modele employé reproduise
avec précision le comportement du systeme a surveiller. Les multimodeles, dans la mesure ou
ils sont capables de prendre en compte les changements dans le mode de fonctionnement du
systeme et de reproduire son comportement avec précision dans une large plage de fonctionne-
ment, présentent un intérét certain dans un contexte de diagnostic.

L’ objectif des sections suivantes est de présenter deux moyens de génération de résidus d’un
systeéme non linéaire caractérisé par un multimodele découplé.

5.6.1 Génération des résidus a I’aide d’un banc d’observateurs

La génération des résidus, c.-a-d. des indicateurs de défauts, est une étape fondamentale dans
la conception d’un module de diagnostic a base de modele. La génération des résidus a base
d’observateurs consiste tout d’abord a reconstruire les sorties du systéme a partir des mesures
et du modele du systéme puis a comparer les signaux mesurés a leurs estimés et enfin a utiliser
I’erreur d’estimation comme résidu.

En théorie, un résidu doit étre nul en 1’absence de défaut et significativement différent de
z€ro dans le cas contraire. En pratique cependant, cette condition n’est pas tout a fait satisfaite
car les signaux mesurés sont entachés de bruits et affectés par des perturbations. Il est alors né-
cessaire d’introduire des seuils de détection afin d’éviter de fausses alarmes. Ces seuils peuvent
étre fixés par I’utilisateur a partir d’une étude statistique des résidus et en prenant en compte les
incertitudes de modélisation.
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5.6. Application de I’estimation d’état au diagnostic

Une structuration des résidus permet d’accomplir correctement les taches de localisation
et d’isolation des défauts. La structuration consiste a construire les résidus de fagon a ce que
chacun soit sensible a un sous-ensemble connu de défauts et insensible aux autres (sensibles
a un seul défaut, tous sauf un, etc.). Du choix des sous-ensembles dépend la bonne conduite
de la tache de localisation. Un moyen de parvenir a cette structuration consiste a remplacer
I’utilisation d’un seul observateur par I’utilisation d’un ensemble d’observateurs (un banc d’ob-
servateurs), chacun d’entre eux n’étant piloté que par une partie des informations disponibles.
Différents bancs d’observateurs ont été proposés dans la littérature selon le type de défauts a
isoler (les principes du banc d’observateurs n’étant pas développés ici, le lecteur peut consulter
[Frank, 1990])).

Une structuration des résidus, en vue de détecter les défauts de capteur, peut se faire a 1’aide
d’observateurs dédiés (Dedicated Observer Scheme DOS) pour lesquels le i“™ observateur est
piloté par la i sortie du systéme et toutes les entrées. La figure 5.15 illustre 1’architecture du

banc d’observateurs suivant un schéma DOS.
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Figure 5.15 — Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

Pour le diagnostic des défauts de capteur du bioréacteur, I’observateur 1 est piloté par la
sortie yj, I’observateur 2 par la sortie y, et ’observateur 3 par le vecteur complet de sortie
y=[n yz]T. On notera par la suite r; ; le signal indicateur de défaut (résidu) calcul€ a partir

de la différence entre la i sortie du systeme et la i*™ sortie estimée avec 1’observateur j.

La phase de localisation ou d’isolation d’un défaut est réalisée par le biais d’une analyse de
I’évolution des différents résidus basée sur une logique de décision. Une table des signatures
théoriques (tableau 5.4) est dressée afin de caractériser I’€volution des résidus r; ; en présence
d’un défaut §; affectant le systeme. Sur la table des signatures théoriques proposée, un “1” tra-
duit qu’il est certain que le défaut §; affecte le résidu r; j, un “0” qu’il est certain que le défaut
o0; n’affecte pas le résidu r; j et un “?” qu’il est impossible de se prononcer. Cette table des
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signatures, associée a une logique de décision, permet de prendre la meilleure décision.

La table des signatures est élaborée a partir des considérations suivantes :

1. L’observateur 1 reconstruit la sortie du multimodele en utilisant seulement la sortie y; et
toutes les entrées du systeme. Si cette sortie présente un défaut alors il y a une mauvaise
estimation de I’€tat et les résidus r; ; peuvent €tre affectés. Il convient cependant de souli-
gner qu’il est difficile de prédire 1’évolution de I’estimation d’état en présence d’un défaut
sur la sortie y; en raison de la non-linéarité de I’observateur. En effet, des phénomenes
dits de compensation peuvent apparaitre et les défauts s’en trouver masqués (les résidus
ri 1 pouvant rester nuls). Par conséquent, il est dangereux de se prononcer affirmativement
sur I’absence de défaut sur la sortie y; en analysant la nullité des résidus (un *“ ?”” apparait
sur la table des signatures).

2. Si la sortie y; ne présente pas de défaut alors 1’estimation d’état est correctement effec-
tuée. Par conséquent, en présence d’un défaut sur la sortie y, le résidu r; 1 est €loigné
de zéro (sensibilité au défaut &,) alors que le résidu r| | demeure insensible & ce méme
défaut. Il est alors possible de tirer une conclusion positive sur la présence d’un défaut &,
si les résidus r; | présentent simultanément la signature : ri; =0etry; = 1.

Une démarche similaire est adoptée afin d’élaborer les signatures de 1’observateur 2. Fi-
nalement, I’observateur 3 génere une mauvaise estimation d’état en présence d’un défaut de
capteur o; sur n’importe quelle sortie. La signature de cet observateur est difficile a déterminer
car I’évolution des résidus r; 3 est difficile a établir. Les résidus obtenus avec cet observateur
servent donc a confirmer (et non a prendre) une décision. Il convient de remarquer que si un
défaut apparait simultanément sur les deux sorties alors il est possible de les détecter mais non
de les localiser.

Lria [ rmarnalnelns|ns|
o ? ? 1 0 ? ?
6| o0 1 ? ? ? ?

Tableau 5.4 — Table des signatures théoriques

Comme illustré sur la figure 5.15, le banc d’observateurs comporte trois observateurs P
congus a partir du multimodele établi au cours de la section 5.3.2. Les gains des trois observa-
teurs sont respectivement donnés par :

0.335 4769 0.409 —1.109
0.335 4.958 0.163  2.578
Ki=10336] ° K2=15.006| ° K= 10354 —0.252
0.329 4.855 0.141  2.839

Un défaut est injecté sur chacune des sorties du bioréacteur. Le défaut injecté sur la sortie
y2() intervient a t = 625 et disparait a r = 1240. Un autre défaut apparait sur la sortie y;(¢) a
t = 1880 et disparait a ¢+ = 2380. Dans les deux cas, ils sont constitués d’un créneau d’ampli-
tude constante égale a 10% de 1’amplitude maximale de chaque sortie. La figure 5.16 illustre
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5.6. Application de I’estimation d’état au diagnostic

I’évolution des résidus générés par le banc d’observateurs.

La détection et la localisation des défauts de capteur sont effectuées grace a I’analyse de
la configuration des résidus r; | et ;2. En ’absence d’un défaut les résidus sont statiquement
nuls. Entre les instants 625 <t < 1240, les résidus rq | et rp; correspondent a la configura-
tion d’un défaut sur la sortie y,. Cette information est confirmée par les résidus générés avec
les deux autres observateurs. En appliquant un raisonnement similaire a la configuration des
résidus ry o et 17, il est possible de conclure qu’un défaut sur la sortie y; apparait entre les
instants 1880 <t < 2380. Les résidus évoluent conformément a la table des signatures qui per-
met d’accomplir correctement les tiches de détection et d’isolation des défauts de capteur du
bioréacteur. Toutefois, cette stratégie de diagnostic ne permet pas d’envisager la tiche d’identi-
fication du défaut, c.-a-d. I’estimation de I’évolution des défauts. Afin de répondre a cet objectif,
un observateur multi-intégral peut alors étre utilisé.
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Figure 5.16 — Evolution des résidus r; ;

5.6.2 Génération des résidus a I’aide d’un observateur multi-intégral

Un banc d’observateurs suivant un schéma DOS a permis d’obtenir une structuration des résidus
et de procéder a la détection et a la localisation des défauts de capteur affectant le bioréacteur.

Un autre moyen de générer des résidus consiste a synthétiser un observateur a entrées in-

connues (c.f. section 4.4), les défauts de capteur pouvant étre considérés comme des entrées
inconnues du systeme que 1’on cherche a reconstruire. Le recours a un observateur a entrées

189



Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

inconnues basé sur un principe multi-intégral permet une structuration des résidus sans faire
appel a un banc d’observateurs. En effet, I’observateur multi-intégral permet une estimation
simultanée de 1’état du systeme et des entrées inconnues. Il est alors possible d’utiliser directe-
ment I’estimation des entrées inconnues comme signal indicateur de défauts car en 1I’absence de
défaut (apres convergence vers zéro du transitoire correspondant aux conditions initiales) leur
estimation est nulle et vice versa. Les défauts de capteurs agissant sur la mesure de S(¢) et X ()
sont notés respectivement 1 (¢) et 12(7).

L’ observateur multi-intégral est concu a partir des conditions LMI exposées dans le théo-
reme 4.16. 11 est ainsi possible de prendre en compte les effets d’un bruit sur I’erreur d’esti-
mation. Le bruit affecte seulement les sorties du systéme. Les matrices W, et E permettant de
caractériser I'influence de ce bruit respectivement sur les mesures et sur I’état du multimodele
sont données par :

We=[0.10 001]7 | E=04y - (5.10)

Les matrices V et D permettant de caractériser 1’influence des défauts respectivement sur les
mesures et sur I’état du multimodele sont données par :

1.0 0.0 -
V= {0‘0 1.0} . D=0 - (5.11)

Les défauts n’affectent que les sorties du systeme.

L’ observateur multi-intégral synthétis€ comporte deux actions intégrales. Les conditions du
théoreme 4.16 sont satisfaites par

[—0.0077 0.0030 0.0076 —0.0102 1.3521 —0.0019 0.4013 —0.0023

Ka = | 0.0010 0.0011 -0.0012 —0.0013 —0.0040 1.5207 —0.0030 0.5295 |’
[ 1.98 0.07 -0.16 —-0.01 0.15 -0.01 -0.25 0.00]
0.07 167 0.00 0.01 -002 005 001 -0.08
-0.16 0.00 350 0.04 036 000 -0.88 —-0.01

P — -0.01 001 004 1.19 -0.17 -0.02 0.09 0.02

0.15 -0.02 036 -0.17 189 -—-0.00 —-1.45 -0.00
-0.01 005 000 -0.02 -0.00 233 0.00 -1.50
-025 001 -0.88 0.09 -—-145 0.00 344 0.01
| 0.00 —-0.08 —-0.01 0.02 -0.00 —1.50 0.01 2.82 ]

pour un niveau d’atténuation de Yy = 0.60. Ce niveau d’atténuation est obtenu en considérant
une matrice H = [0(4X2) Li2x2) 0(2X2)]. La minimisation de I’influence du bruit ne porte que sur
I’erreur d’estimation des entrées inconnues, c¢’est-a-dire sur les résidus.

Sur la figure 5.17 sont tracés les défauts injectés, de formes et de durées différentes, sur
les sorties du bioréacteur et leurs estimées. Ces derniers peuvent étre considérés, dans une pro-
cédure de diagnostic, comme des indicateurs de défauts (c.-a-d. des résidus). Il convient de
remarquer que les résidus obtenus évoluent conformément aux évolutions des défauts de cap-
teur injectés et ce, en dépit d’une apparition simultanée des deux défauts a t = 620 (localisation
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possible des défauts simultanés). La tache de surveillance (détection, localisation et identifica-
tion) peut étre alors menée a partir d’une logique de décision simple basée sur 1’évolution de
ces résidus.

Les sorties du bioréacteur et leurs estimées sont illustrées sur la figure 5.18. Il est possible
d’apprécier sur cette figure la bonne qualité de la reconstruction obtenue en dépit des défauts af-
fectant les sorties du systeme. La robustesse de 1’ observateur proposé est ainsi mise en évidence.
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Figure 5.17 — Résidus générés par I’observateur multi-intégral
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Figure 5.18 — Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (a gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (a droite)

Conclusion partielle et discussion

Dans cette section, il a été montré dans quelle mesure les outils d’estimation d’état proposés
peuvent répondre aux besoins de la surveillance d’un systeme. Deux stratégies de génération de
résidus ont été proposées : la premicre basée sur un banc d’observateurs et la deuxieéme sur un
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observateur multi-intégral.

Il convient toutefois de remarquer que 1’ utilisation des multimodeles, peu importe leur struc-
ture, peut présenter certaines limites dans un contexte de détection des défauts de capteur ou
d’actionneur dans la mesure ou les entrées et/ou les sorties mesurables du systeéme interviennent
directement dans les fonctions d’activation. Il s’avere alors impossible de supprimer I’une des
entrées ou I’une des sorties lors de 1’élaboration des bancs d’observateurs. 11 faut par conséquent
élaborer des multimodeles différents en fonction des défauts de capteur ou d’actionneur a traiter.
Pour répondre a ce probleme, le recours a des multimodeles dont les fonctions d’activation dé-
pendent de I’évolution d’une grandeur interne du modele (variables de décision non mesurables)
peut étre envisagé. Toutefois, la manipulation mathématique de cette classe de multimodeles se
révele bien plus complexe dans la mesure ol I’observateur doit effectuer une estimation des
variables de décision (voir Ichalal et al. [2008a,b]).

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes méthodes d’identification paramétrique et d’estimation d’état
proposées au cours des chapitres 2, 3 et 4 ont ét€ mises en ceuvre a travers 1’exemple d’un bio-
réacteur.

Différentes approches de modélisation ont permis, dans un premier temps, de caractériser
par un multimodele découplé le comportement non linéaire du bioréacteur. Dans un deuxieme
temps, des observateurs d’état ont été congus a partir des modeles ainsi obtenus. L’exploitation
de ces algorithmes d’estimation d’état dans un contexte de surveillance des défauts de capteur
du bioréacteur a été illustrée. La faisabilité de ces méthodes a pu étre mise en évidence et les
difficultés potentielles ont été signalées. Les résultats encourageants font de ce champ applicatif
une voie intéressante a explorer. Il est possible par exemple, sur la base des outils développés,
d’envisager I’analyse de la génération des résidus et la mise en place d’une logique de détection
a partir d’un seuil fixé, par exemple, par le niveau minimal d’atténuation garanti par I’observa-
teur dans le cas d’entrées inconnues bornées.

Comparer I’estimation d’état obtenue avec I’approche proposée aux estimations d’état ob-
tenues avec les techniques classiquement utilisées pour les bioréacteurs semble également une
perspective intéressante. Il convient néanmoins de préciser que la principale difficulté d’une
telle comparaison réside dans la définition de criteres d’évaluation appropriés capables de prendre
en compte a la fois la qualité de 1’estimation d’état et la perte de précision éventuellement in-
troduite lors de I’identification paramétrique du multimodele.
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Chapitre 6. Perspectives

6.1 Introduction

Les perspectives ouvertes par les travaux présentés dans ce mémoire de these sont nombreuses.
Le placement des valeurs propres de I’observateur dans une région du plan complexe (c.f. sec-
tion 3.4.3.1) souléve sans aucun doute un probleme délicat et doit faire 1’objet d’une attention
particuliere. Une nouvelle écriture de la forme augmentée du multimodele en mesure de ré-
pondre a ces difficultés est proposée dans ce chapitre.

Bien que dépassant le strict cadre des techniques d’estimation d’état, une solution au pro-
bleme de I’estimation du mode actif du systeme est également proposée. En effet, de nombreux
systemes peuvent étre caractérisés par plusieurs régimes de fonctionnement. Il convient alors
de déterminer les changements de mode quand ils ne sont pas completement maitrisables afin
de connaitre le régime de fonctionnement dans lequel le systeme évolue.

6.2 Nouvelles conditions de convergence exponentielle de I’er-
reur d’estimation

Le probleme lié¢ au placement des valeurs propres de la matrice A, (¢) définissant la dynamique
de I’erreur d’estimation, abordé au cours de la section 3.4.3.1, trouve son origine dans la forme
augmentée du multimodele. Plus précisément, ce probleme provient de la forme particuliere
adoptée par les matrices augmentées A et C;, définies en (3.8) et (3.23), qui interviennent dans les
conditions LMI proposées. En effet, la paire (A C;) ne satisfait pas la propriété d’observabilité
en raison de la forme particuliere des matrices A et C; :

Ar 0 0 0 O

0 . 0 0 0
A=]0 0 A 0 0 S=[0 - G 0]
0 0 0 . 0

0 0 0 0 A

La perte de la propriété d’observabilité nuit au placement des valeurs propres de la matrice
Aops(t). Afin de pallier ces difficultés, de nouvelles conditions de convergence de I’erreur d’es-
timation sont établies dans cette section.

L’idée repose sur une nouvelle écriture des matrices augmentées associées au multimodele
découplé. Pour ce faire, on introduit une nouvelle matrice Cy de la forme :

- 1L .
G = 7Y G, (6.1)
Lt:l
1
= Z[cl C, - CL] ) (6.2)
En posant
Ci = C+Cy—Cy , (6.3)
= C_'i—i—éo , (6.4)
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la matrice A,y () régissant la dynamique de 1’erreur d’estimation s’écrit

Aops(1) = A—KC(1) , (6.5)
= A=) w()KG | (6.6)
i=1
~ ~ L -
= A—KGC—) wi(n)KG | (6.7)

ot C; = C; — Cp. Tous calculs faits, la convergence exponentielle de I’erreur d’estimation est
assurée si :

PAps(t) +AL () P+2aP <0 | (6.8)
soit encore compte tenu de la nouvelle définition (6.7) de A,p,(t)
L L
PA—GCy— Y pi(t)GC;+ATP— (GCo)" = Y pi(t)(GC)" +2aP <0 | (6.9)
i=1 i=1
otl G = PK. Inégalité qui peut s’expliciter comme suit :
PA+ATP—GCy— (GCy)" — GA(1)C — (GA()C) +2aP <0 | (6.10)
ou
(o1 0 ¢
- 0 ol .- 0 =
G=[G-G-G] , At)=]| . e R AT
0 0 0 p(0)1 Cr

Remarquons tout d’abord que A7 (£)A(¢) < 1dans (6.10). Il devient alors possible de faire appel
au lemme 4.1, utilisé lors de la synthese de I’observateur robuste vis-a-vis des incertitudes
paramétriques, afin de majorer les fonctions de pondération apparaissant dans A(z). Il découle
alors que

PA+ATP—GCy— (GCy)T +2aP+GQ'GT+CTC <0 (6.12)

implique (6.10). Il est possible d’énoncer le théoreme suivant en appliquant deux fois le com-
plément de Schur sur (6.12).

Théoreme 6.1 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé a temps
continu (3.7) et I’observateur a gain proportionnel (3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe deux matrices symétriques et définies positives P et Q et une matrice G vérifiant
la LMI suivante :

P(A+al)+(A+al)TP—GCy— (GCy)T G CTQ
G" -0 0 [<0 (6.13)
oC 0 -0

pour un taux de décroissance o0 > 0 donné. Le gain de I’observateur est donné par K = P~'G.
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Il convient de remarquer que la paire (A,Cp) intervenant dans le placement des valeurs
propres, bloc (1,1) dans (6.13), est maintenant observable a condition toutefois que les paires
(A;,C;) associées a chaque sous-modele le soient aussi. On entrevoit alors clairement 1’intérét
de I’introduction de la matrice Cy. En effet, le fait que la matrice Cy soit de rang supérieur au
rang de la matrice C; permet d’introduire des degrés supplémentaires de liberté particulierement
utiles au placement des valeurs propres de la matrice A,p(f). Un placement des valeurs propres
de la matrice A,p,(#) dans une zone plus large du plan complexe devient dans ces conditions
possible et permet par exemple d’assurer une dynamique supérieure a celle du systeme.

Extension au placement des valeurs propres dans une région

La démarche exposée précédemment peut étre aisément généralisée au placement des valeurs
propres dans une autre région du plan complexe. Il est par exemple possible de placer les valeurs
propres de la matrice A,p(¢) & I’intérieur d’un cercle de rayon r. Tous calculs faits, la matrice
Aops(t) est D-stable dans la région D définie par un disque de rayon r et de centre (0,0) si et
seulement s’il existe une matrice symétrique et définie positive P satisfaisant la LMI suivante :

—rP PAobs(t) _ pT
L‘fhs(ﬂp <0, P=PT>0 (6.14)

qui compte tenu de la nouvelle définition de A, (z) s’écrit

{_(SD PA_—rgCo] B Li)) GA(()t)C’} 0. P=pP'>0 6.15)
ou encore
{_(S) PA—_rI(’;CO}_[g}A[O Cz}‘{c?T] AT[G" 0] <0 (6.16)

A T’aide du lemme 4.1, on montre que (6.17) implique (6.16) :
—rP PA-GCo| [G] -1t g1 [0 -
{ (5)  —rp } M o' [G" 0] [CT 0 [0 C] <0 . (6.17)

Puis en appliquant deux fois le complément de Schur, on obtient le théoreme suivant.

Théoreme 6.2 (MDC). Les valeurs propres du systeme (3.26) a temps continu générant [’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodele découplé (3.7) et I’observateur (3.18) sont pla-
cées dans la région D(r) :={z € C, |z| < r} du plan complexe s’il existe deux matrices symé-
triques et définies positives P et Q et une matrice G vérifiant la LMI suivante :

—rP PA-GCy G 0
(x)  —rP 0 CTQ
(%) x) -0 0
(%) (%) 0 -0

<0 (6.18)

pour un scalaire positif r donné. Le gain de I’observateur est donné par K = P~'G.
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Exemple 6.1 (Exemple d’estimation d’état)

Dans I’exemple 3.2, un observateur P a été concu a partir des conditions LMI proposées par le
théoreme 3.7. Les valeurs propres de I’observateur sont placées dans un cercle centré a l’ori-
gine du plan complexe et de rayon r = 1.1 pour un taux de décroissance de l’erreur d’estimation
a = 0.15. Dans cet exemple, les performances dynamiques de I’erreur d’estimation ne peuvent
étre améliorées dans la mesure ou aucune solution capable de satisfaire ’ensemble des LMI
n’est trouvée pour un taux de décroissance o¢ > 0.15 et/ou un rayon r < 1.1.

1l s’agit, a travers cet exemple, de montrer dans quelle mesure les conditions proposées
précédemment permettent d’améliorer les performances dynamiques de |’erreur d’estimation
lors de la synthése de I’observateur. Une solution satisfaisant simultanément les conditions des
théoremes 6.1 et 6.2, pour un taux de décroissance @ = 0.19 et un rayon r = 0.9, est donnée
par:

[ 0.293 —0.423 0.003 —0.058 —0.054 0.030 —0.148]
—0.423 1.527 0.095 —-0.288 —0.127 0.198 —-0.416
0.003 0.095 0467 —1.006 —0.328 0.005 0.149
P = |-0.058 —-0.288 —1.006 2471 0986 0.024 —0.154| , (6.19)
—0.054 —-0.127 —-0.328 0986 0.758 0.054 0.041
0.030 0.198 0.005 0.024 0.054 0378 —0.770
| —0.148 —-0.416 0.149 —-0.154 0.041 —-0.770 3.141 |

[ 1.275 —0.467 0.984 —0.631 0.821 —0.684]
—0.467 1.347 —-0.619 1.209 —-0.696 1.148
0 — 0.984 —-0.619 1.176 —0.449 0919 -0.713 (6.20)

—0.631 1.209 -0.449 1.382 —-0.701 1.113 | °’ '
0.821 —-0.696 0.919 —-0.701 1.339 —0.385
| —0.684 1.148 —0.713 1.113 —0.385 1.443 |
P [0.093 —0.018 0.054 0213 —0.643 —0.070 —0.033]" 6.21)

—0.178 —0.152 —-0.697 —-0.529 0.765 0.247  0.066 T

Comparées aux conditions d’existence 3.7 de I’observateur proposé dans ’exemple 3.2, les

nouvelles conditions d’existence de I’observateur permettent :

1. d’améliorer la dynamique de I’observateur (taux de décroissance de l’erreur supérieur),
2. d’obtenir un degré d’amortissement plus faible (un rayon plus faible).

1l convient de remarquer que des taux supérieurs de décroissance de [’erreur peuvent étre obte-
nus. Néanmoins, un taux de décroissance trop important entraine inévitablement un grand gain
de ’observateur et accroit la sensibilité de I’erreur d’estimation aux bruits.

Autre condition de convergence basée sur le méme principe

Il est possible de décliner la démarche de synthese proposée dans la section précédente en vue
d’obtenir de nouvelles conditions de synthese.
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Par exemple, une autre condition peut étre obtenue en multipliant a droite et a gauche I’iné-
galité (6.9) par deux vecteurs x; et xp puis en appliquant le changement de variables suivant :

pi=wM(t)Cix; et gi=p(t)Cixa . (6.22)

L’inégalité (6.9) devient compte tenu du changement de variables :

1’ T 0 -G 0 -G 0 ... =G 07 [x]
X oT r 0 -G 0 -G ... 0 —G||x
n -G 0 0 .. 0 0 ... 0 0f]p
qi o -G' : : : SRR : q1
P2 -GT 0 0O ... 0 0 ... 0 o0]||[pP]<o, (6.23)
92 o -G o ... 0 0 ... 0 Of]|e
rL| |-G 0 0 0 0 0 0| |r
gt] [ 0 —-G' 0 0 0 0 0| [9z]
avec
I'=PA+al)+ (A+al)"™P—GCy— (GCy)T . (6.24)

Maintenant les conditions ! (£);(¢) < 1 peuvent étre remplacées par les conditions d’existence
de e}, e, et €] telles que

Di T 61:11 eéI Di _ ,u,-(t)(;ixl T e’il egl ,ui(t)(?ixl (6.25)
qi 6’3[ 6121 qi ‘LL,'(Z‘)C,‘XQ 6131 e’ZI ‘Ll,‘(l‘)CiXQ ’ '
- T . . -
C,'xl e’ll 6131 C,'xl
< = ; > = . .
- { ,'X2:| Lgl e’ZI Cixp (6 26)

La contrainte p! (t)u;(t) < 1 pouri=1,---,L peut étre a présent ajoutée dans (6.23) en faisant
appel a la S-procédure (voir I’annexe C). En appliquant la S-procédure sur (6.23) et (6.26), il
vient que

- 7 r - - -

X1 Fl o -G 0 -G 0 . —G 0 X1
X2 ® I, 0 -G 0 -G 0 -G||x
2 —G" 0 -l —eil 0 0 ... 0 0 P
q 0 -G —€eI =1 0 0 ... 0 0 | |aq
D2 -G 0 0 0 —e%l —e%I 0 0 P2l <0, (6.27)
0 0 -GI' 0 0 -l —éil 0 0 | |q
p| |-GT 0 0 0 0 0 .. —e1 =1 |pe
ge] | O -G" 0o 0 0 0 .. —efl —€fl] |qr]
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avec
L PR -
o = Y eiCTG, (6.282)
1
~ ~ ~ ~ L L R— -_—
I = PA+al)+(A+al)'P—GCy—(GCo)" + Y eiC{C; | (6.28b)
1
~ ~ ~ ~ L L -
I = PA+al)+(A+al)™P—GC— (GCo)T+ ) ebCIC; . (6.28c¢)
1

Théoréme 6.3 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele découplé a temps
continu (3.7) et I’observateur a gain proportionnel (3.18), converge exponentiellement vers
zéro §’il existe une matrice symétrique et définie positive P, une matrice G et des scalaires
e’i,eé, eé pour i = 1...L et un scalaire positif o vérifiant la LMI suivante :

r, & -G 0 -G 0 .. -G 0
® I, 0 -G 0 -G 0 -G

-G" 0 -l —eil 0 0 0 0

0 —-G' —€él —eiI 0 0 0 0

-GT 0 0 0 —ejl —ell 0 0 | <o, (6.29)
0 -G' 0 0 —ejl —eil 0 0

-G 0 0 0 0 0 ... —efl —€il
0 -G" 0 0 0 0 .. —el —eil

ou D, I'y et I’y sont définies en (6.28). Le gain de I’observateur est donné par K = P71G.

Commentaires et conclusion partielle

Les nouvelles écritures semblent apporter une solution au probleme du placement des valeurs
propres de I’observateur dans une région du plan complexe plus large. Une étude du conser-
vatisme des solutions obtenues a partir des conditions proposées par les théoremes 6.1 et 6.3
ouvre une perspective intéressante permettant d’évaluer I’intérét de chaque condition. Il pour-
rait s’avérer particuliecrement pertinent d’évaluer dans quelle mesure ces conditions introduisent
des degrés de liberté supplémentaires.

Il est par ailleurs possible d’envisager d’autres stratégies de syntheése en mesure d’assurer la
convergence vers z€ro de I’erreur d’estimation. A titre d’exemple, 1’'idée qui consiste a concevoir
un observateur pour chaque sous-modele a I’aide d’outils standards en considérant 1’apport des
autres sous-modeles comme une perturbation a atténuer ou une entrée inconnue a découpler
semble une voie a explorer.

199



Chapitre 6. Perspectives

6.3 Reconnaissance du mode actif

Dans le cadre de la représentation multimodele destinée au diagnostic des systemes, deux ten-
dances ressortent : la premiere ou chaque sous-modele représente le comportement du systeéme
dans une zone de fonctionnement et la seconde ou chaque sous-modele représente un mode
défaillant du systeme.

Dans ce dernier contexte, la stratégie de diagnostic consiste a déterminer précisément le
passage d’un sous-modele vers un autre et ce, afin de connaitre I’instant ou le systeéme aban-
donne son comportement normal. Sur un plan pratique, cela revient donc a estimer I’évolution
temporelle des fonctions poids en supposant que 1’ensemble des modes (sous-modeles) de fonc-
tionnement du systeme est parfaitement répertorié et modélisé.

Bon nombre de travaux réalisés dans le cadre de systémes a commutation comportant un
vecteur d’état unique portent sur ce probleme (voir par exemple la these de Domlan [2006]).
Or, un comportement défaillant du systeéme peut entrainer une modification de la dimension
de ses vecteurs d’état. Il semble alors intéressant de recourir a un multimodele découplé pour
modéliser ce type de comportement. Une solution a ce probleme en temps discret a €té récem-
ment proposée par Kanev et Verhaegen [2006]. Leur approche consiste a considérer un horizon
d’observation fini [k,k + h] et a obtenir une matrice de projection afin d’éliminer les états in-
connus de chaque sous-modele et de ne conserver que les relations entre I’entrée et la sortie du
multimodele.

Nous adoptons une démarche différente qui semble en mesure d’apporter une solution rela-
tivement simple et satisfaisante a ce probleme. Considérons un multimodele MISO pour lequel
la sortie globale est donnée par

y(t) =Y wi(t)yi(e) (6.30)
i=1

ou u;(t) sont les fonctions de pondération qui respectent les propriétés de somme convexe et
yi(t) les sorties des sous-modeles. Les différents modes de fonctionnement du systéme sont
bien répertoriés et leurs modeles parfaitement connus. De ce fait, les sorties des sous-modeles
peuvent étre obtenues par simulation de leur modele en utilisant le signal d’entrée appliqué au
systeme. L’ équation (6.30) peut alors s’écrire sous la forme :

yi(t)
y6) = [m@) - w@®]| | =6T()e() (6.31)
yL(t)

ol @ € R est le vecteur contenant les paramétres inconnus (les fonctions poids) et ¢ € R le
vecteur régresseur. Il est alors possible d’obtenir une estimation des fonctions poids a 1’aide par
exemple de I’algorithme des moindres carrés. Il convient toutefois de remarquer que 1’estima-
tion doit se faire en ligne en faisant appel a un algorithme de moindres carrés récursifs. Les
différentes versions de cet algorithme rencontrées dans la littérature lui conferent différentes

200



6.3. Reconnaissance du mode actif

propriétés de stabilité. La version la plus classique étant :

e(t) = y(k)—0k—1)Tok) , (6.32a)
- F(k—1)@(k)o" (k)F(k—1)
Fk) = A I{F(k—l)— AT TP Do } , (6.32b)

F(k)p(k)e(?)
A+ (k)F(k—1)p(k) °

(k) = Okk—1)+ (6.32¢)

ol F (k) est une matrice symétrique et définie positive avec F(0) =Fy=F] >0et0.9<A <1
un facteur d’oubli qui permet d’accorder plus ou moins d’importance aux mesures récentes et
passées.

Cet algorithme des moindres carrés récursifs est optimal au sens de la minimisation de
I’écart quadratique entre les mesures et le modele. De ce fait, aucune contrainte n’est introduite
lors de la phase d’optimisation. Toutefois, les estimées des fonctions de pondération doivent
respecter les propriétés de somme convexe :

i,ui(é(k)):l et 0<p(E(k)<1, Vi=1,---,L, Vk . (6.33)

Il est possible de constater que, compte tenu des propriétés des fonctions poids, seulement L — 1
parametres doivent étre estimés. En effet, une fonction de pondération peut étre obtenue a partir
des L — 1 autres estimations des fonctions poids : t; (1) = 1 — pp(¢) - - - — pr(¢). Il est également
possible de remplacer la recherche directe des parametres 0 par la recherche d’une fonction
f(0) en mesure de garantir la recherche des fonctions poids dans I’intervalle [01].

Exemple 6.2 (Exemple de reconnaissance du mode actif)
Soit un systeme a temps discret comportant un mode de fonctionnement normal décrit par

-0.1 05 1.0
Ay = {0.8 _0_1} ., B,= {3'0} , C=1[1.0 2.0] (6.34)

et un mode défaillant décrit par
A,=0.1, B,=50, (C,=20. (6.35)

1l s’agit alors d’obtenir une estimation du mode actif du systeme. Il convient de remarquer que
seul un parametre doit étre estimé. En effet, compte tenu des propriétés de somme convexe des
fonctions poids alors py(t) = 1 — uy(t). 1l suffit d’estimer par exemple U,(t) pour obtenir une
estimée de [ (t).

Les figures 6.1 et 6.2 illustrent la reconnaissance du mode actif dans deux situations dif-
férentes. Dans la premiere situation, le changement entre les deux modes de fonctionnement
est opéré brusquement (commutation entre les modes). Dans la seconde, le passage entre les
modes se fait progressivement. Il est possible de constater qu’en I’absence d’un bruit de mesure
la reconnaissance du mode actif est bien effectuée dans les deux situations. En revanche, si un
bruit est présent sur la sortie du systeme [’estimation du mode actif est plus ou moins dégradée
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selon le facteur d’oubli utilisé. En effet, un facteur d’oubli proche de I permet d’obtenir une
estimation plus robuste au bruit, en dépit cependant d’une adaptation plus lente du parametre a
estimer. Un compromis entre la sensibilité au bruit et le suivi du parametre a estimer doit donc
étre établi.

05} , ! 0.5
o N \ o[ e
; ; ; ; 2 ; ; ;
0 100 200 300 0 100 200 300 400 500 600

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
t(h) t(h)

Figure 6.1 — Reconnaissance du mode actif lors d’un changement brusque sans bruit de mesure
(a gauche) et avec bruit de mesure (a droite)
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S5 ] 5t —y(t)
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0 b 0
—y(1)
e
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t(h) t(h)

Figure 6.2 — Reconnaissance du mode actif lors d’un changement progressif sans bruit de me-
sure (2 gauche) et avec bruit de mesure (a droite)

Commentaires et conclusion partielle

La recherche du mode actif d’un systeme pose un probleme délicat. Elle ouvre néanmoins
d’intéressantes perspectives dans un contexte de surveillance des systemes. En effet, le recours
au multimodele découplé revét dans ce contexte deux avantages principaux :

1. les modes du systeme peuvent comporter un nombre d’états différents,
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6.3. Reconnaissance du mode actif

2. le multimodele est linéaire par rapport aux parametres a estimer (les fonctions poids).

Grace a ce deuxieme avantage, I’algorithme des moindres carrés récursifs peut servir a estimer
I’évolution des fonctions poids associées aux différents modes de fonctionnement du systeme.

Par la suite, 1’étude de la reconnaissance du mode actif a 1’aide d’un multimodele découplé
est susceptible de porter sur I’analyse de la sensibilité de 1’algorithme vis-a-vis des bruits de
mesure et des incertitudes paramétriques du systeme. Le recours au filtre de Kalman peut étre
une solution en mesure de fournir une estimation des fonctions poids. L’estimation simultanée
de I’état et des fonctions poids constitue également une piste a explorer a 1’aide, par exemple,
des techniques dites des sous-espaces.

203



Chapitre 6. Perspectives

204



Conclusion générale

Les résultats proposés a I’issue de ce travail de recherche apportent une contribution aux mé-
thodes d’estimation d’état et a leur application au diagnostic des systemes (a priori non li-
néaires) représentés par des multimodeles. Dans ce contexte de modélisation, pleinement re-
connu aujourd’hui, deux structures essentielles de multimodeles peuvent €tre distinguées selon
que les sous-modeles partagent ou non le méme vecteur d’état. La premiere structure, a savoir
le multimodele de Takagi-Sugeno, a été a I’origine de nombreux développements dans divers
domaines de I’automatique tels que I’identification, la commande ou I’estimation d’état. En re-
vanche, peu d’études théoriques portant sur I’estimation d’état a partir de la seconde structure
de multimodele, a savoir le multimodele découplé, semblent avoir ét€ menées. Ce constat nous
a conduit a privilégier I’étude de ce multimodele dans le cadre de la synthese d’observateurs
d’état. Le principal intérét d’un observateur élaboré a partir d’un multimodele découplé réside
dans le fait qu’il permet, contrairement a un observateur congu a partir d’un modele de Takagi-
Sugeno, le recours a un vecteur d’état de dimension différente pour chaque sous-modele. Il
devient ainsi possible d’adapter, lors de la phase d’identification, la complexité de chaque sous-
modele a la complexité du comportement dynamique du systeme dans ses différentes zones
de fonctionnement. L’introduction d’un tel degré de flexibilité favorise la généralité du mul-
timodele découplé, en particulier lors de la modélisation de systémes dont la structure peut
comporter des changements.

Avant de nous pencher sur le probleme posé par 1’estimation d’état, nous avons présenté
au cours du premier chapitre les principes de 1’approche multimodele et les deux structures
de multimodeles classiquement utilisées. Le second chapitre a exposé une approche paramé-
trique d’identification de type boite noire basée sur le multimodele découplé [Orjuela et al.,
2006a,b]. Un phénomene dit de “décrochage” susceptible de nuire a la qualité de I’approxima-
tion du multimodele a ét€ mis en évidence. Son origine a été établie et une solution, basée sur
I’introduction de trois filtres passe-bas dans la structure du multimodele, a été suggérée afin de
I’éliminer.

La principale contribution de ce travail de recherche apparait au cours des troisieme et qua-
trieme chapitres, tous deux portant sur la synthese d’observateurs d’état d’un systeme repré-
senté par un multimodele découplé. L’ approche proposée est intéressante en ce sens qu’elle se
démarque, par 1’utilisation de cette structure, des approches multimodeles employées jusqu’a
présent. Le travail réalisé fournit une preuve théorique de la convergence de I’erreur d’estima-
tion d’état pour des observateurs a temps continu et a temps discret. Cet aspect constitue un
point original qui permet de se démarquer d’autres travaux relatifs a I’estimation d’état des sys-
temes représentés par un multimodele découplé.
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Au cours du troisieme chapitre, le probleme lié a I’estimation d’état a été initialement abordé
en considérant un observateur a gain proportionnel dont les conditions d’existence, dans le
cas continu [Orjuela et al., 2007c, 2008e] et dans le cas discret [Orjuela et al., 2007¢], ont été
proposées sous la forme d’un ensemble d’inégalités linéaires matricielles. Une extension de
cette approche aux multimodeles comportant un retard sur la sortie a également été proposée
[Orjuela et al., 2007b].

Ces résultats ont été, dans le quatrieme chapitre, généralisés dans un contexte d’estimation
d’état robuste vis-a-vis des perturbations [Orjuela et al., 2008b], des incertitudes paramétriques
[Orjuela et al., 2008a] et des entrées inconnues. Toutefois, il a été constaté que le réglage du gain
de I’observateur a gain proportionnel réalis€ de maniere a obtenir un bon niveau d’atténuation
des perturbations sans dégrader les performances dynamiques de 1’observateur pouvait s’ avérer
délicat. Afin de surmonter cette difficulté, le recours a un observateur a gain proportionnel-
intégral a été suggéré [Orjuela et al., 2007a,d, 2008d]. Cette forme d’observateur se révele
intéressante dans la mesure ou elle offre au concepteur des degrés de liberté supplémentaires
permettant de parvenir 2 un bon compromis entre les performances et le niveau d’atténuation
de I’observateur. Enfin, le probleme soulevé par I’estimation simultanée de I’état et des en-
trées inconnues a été abordé au moyen d’un observateur multi-intégral, une généralisation
de I’observateur PI proposé dans [Orjuela et al., 2008c]. Il permet d’apporter une solution a
ce probleme lorsque les entrées inconnues prennent une forme polynomiale (échelon, rampe,
etc.). Par ailleurs, la synthese de ce type d’observateur ne semble pas avoir été proposée dans
un contexte multimodele.

Dans le dernier chapitre, I’exemple académique d’un bioréacteur a permis d’illustrer la mise
en pratique des résultats obtenus, depuis la phase d’identification jusqu’a la phase de diagnostic
a base d’observateurs.

Les résultats proposés dans cette these ouvrent de multiples perspectives :

¢ Le probleme de I’identification paramétrique des systeémes non linéaires demeure un do-
maine a explorer a I’appui de la structure multimodele proposée. L’analyse du partition-
nement optimal de I’espace de fonctionnement du systeme et 1’obtention des dimensions
des sous-modeles pourraient constituer deux points importants a approfondir.

¢ Une réécriture du multimodele découplé permettrait de surmonter le probleme li€ au pla-
cement des valeurs propres de 1’observateur dans un domaine du plan complexe plus
large. Ce placement serait par exemple en mesure d’améliorer la dynamique de 1’obser-
vateur vis-a-vis de celle du systeme. La nouvelle écriture présentée dans le chapitre 6
semblerait en ce sens offrir d’intéressantes perspectives.

¢ Les résultats obtenus dans un contexte de diagnostic des systemes mériteraient d’€tre da-
vantage exploités. L’étude en particulier de la sensibilité de la reconstruction de I’état
vis-a-vis des incertitudes paramétriques, des perturbations et des défauts permettrait d’in-
diquer les défauts auxquels les résidus générés seraient sensibles.

¢ La conception de I’observateur a gain multi-intégral, proposée dans la section 4.4, pour-
rait étre modifiée en remplacant les actions intégrales pures par des filtres de structures
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plus générales. Ces extensions favoriseraient sans doute la prise en compte de nouvelles
formes d’entrées inconnues plus générales que les formes polynomiales déja utilisées.
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Calcul des fonctions de sensibilité pour le
multimodele modifié

La structure modifiée du multimodele, illustrée sur la figure 2.9, est donnée par :

ait) = FB(g Hu(r) , (A.la)
i(t) = Fi(g "u) (A.1b)
xi(t+1) = Ai(6)xi(t) + Bi(6,)ii(r) + Di(6;) , (A.Ic)
y,-(t) C,'(Q,‘)X,‘(t) , (Ald)
L
6 = Y wE@)yi(t) avec &(r)=a(r) , (A.le)
i=1
y(t) = F(qg )5 , (A.1D)

ol y(t) est la nouvelle sortie du multimodele. Les trois filtres sont donnés, dans le cas SISO,
respectivement par :

4@ . Anl)

F = , B — =,
Br, (g7 1) Br,(q71) Br(q71)

(A2)

ol qil est I’opérateur retard et Ar,, Br,, Ar,, Br,, Ap; et Br, sont des polyndmes en qil. Re-

marquons que la représentation entrée/sortie des trois filtres peut étre facilement remplacée par
une représentation d’état. Les filtres Fy, F> et F3 seront désignés respectivement par filtre de
I’entrée, filtre de la variable de décision et filtre de la sortie.

Le nouveau vecteur 0 contenant les parametres du multimodele a estimer est défini par :

0=1[6 6r 6r 6] , (A3)
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ou 0, défini en (2.6), est le vecteur contenant les parametres des sous-modeles et Of,, O, et Op,
sont les vecteurs contenant les parametres scalaires 0 ;4 relatifs aux trois filtres :

T .
0r = [0r1 - ORg v ORg.] , i=1273. (A4)

Dans un souci de simplicité, une représentation multimodele SISO est considérée. Les fonc-
tions de sensibilité sont calculées a partir du critere global défini par :

Jo= 1% () =n(0)? . AS5)
2k:1

Remarquons que tous les résultats peuvent étre facilement généralisés au cas multivariable et
au critere local ou mixte.

Calcul des fonctions de sensibilité

Le vecteur gradient G¢ s’ obtient en dérivant le critere global par rapport aux parametres 0, soit :

ol y dy(t)

Go=G6 = L0 56 e
k=1
avec
) dF3(q~" )
20 _ 2B )5y pyig ) 28 (A7)

Le découplage entre les différents parametres du multimodele permet de distinguer quatre
grandes familles de fonctions de sensibilité. Les trois premiéres concernent les fonctions de
sensibilité par rapport aux parametres des trois filtres. La quatrieme concerne les fonctions de
sensibilité par rapport aux parametres des sous-modeles.

Le calcul du premier terme de gauche de (A.7) peut alors se faire indépendamment du calcul
du deuxieme terme. En effet, les parametres Of, du filtre F3 sont complétement découplés des
autres parametres du multimodele.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux parametres du filtre /3

Cette section ne porte que sur le calcul du premier terme de gauche de (A.7) par rapport a O, (le
calcul du deuxieme terme de gauche de (A.7) fera I’objet des sections suivantes). Il est possible
en effet de dissocier le calcul de ces fonctions de sensibilité du calcul des autres fonctions de
sensibilité compte tenu du découplage entre les parametres Op; du filtre F3 et les autres para-
metres du multimodele.

La fonction de sensibilité du filtre F3 par rapport aux parametres inconnus 6p; est donnée
par :

dy(r)  IF(q ")
30, 06r

5(t) - (A8)
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F(q™")

Le calcul de aéT s’obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comporte-
3
ment dynamique du filtre F3.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux parametres du filtre F;

On ne s’intéresse ici qu’au calcul du deuxieme terme de gauche de (A.7) en considérant le
nouveau vecteur de parametres :

6=[0 6r 6p] . (A.9)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodgle y(¢) par rapport aux paramétres 6; sont
données par :

9

)

— = F(q ")

) (A.10)

71

L
. -1 e
ael l +F3<q )l_zl.uz(”(f)) 891 . (All)

I1 est également possible, afin de réduire la complexité des calculs, de dissocier le calcul des
fonctions de sensibilité relatives au filtre de la variable de décision F> du calcul de celles rela-
tives aux autres parametres du multimodele. En ne considérant que les parametres 6f, associés
au filtre F>, I’expression (A.11) devient alors :

aJ’(t) I (d
265 Z 5 er yi(t) . (A.12)

Si les fonctions de pondération y;(.) sont obtenues a partir de :

w(a) = oat Zw,a : (A.13)
Jj=

o(a(r) = exp (—(ﬁ(t) ~c)*/o?) (A.14)
Q)

alors les fonctions de sensibilité BT e dans (A.12) peuvent s’expliciter comme suit :
2

ow(a@r)) _dwi(aw) 1 w(a@)) iawj(ﬁ(t))

- L L )
Wra  9Oha ¢ oa@) (T o)t 0%
j=1 j=1

day(i(t)) __9 (ﬁ(t) _Ci) o (i(t)) di(t) ) (A.16)

a 9F27q 62

i=1,---,L, (A.15)

ou

Le calcul de 5 9( L s’ obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comportement

dynamique du ﬁltre .
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Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux parametres du filtre F;

On ne s’intéresse ici qu’au calcul du deuxieme terme de gauche de (A.11) en considérant le
nouveau vecteur de parametres :

6.=[6 6r]" . (A.17)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodgle y(¢) par rapport aux paramétres 6, sont
données par :

9y(1) Yy 9yi(t)
~— = F (a(t - . A.18
S5, — Bl h L)y (A18)
Les fonctions de sensibilité —ag’é(j) dans (A.18) peuvent étre dissociées en appliquant le méme

principe de découplage. Les fonctions de sensibilité par rapport aux parametres Or, du filtre Fy
sont données par

C.(6: A.19
athq l( l)aeFlvq ) ( )
avec
dxi(t+1 ax;(t dii(t
D)y 0%lt) | g d0(E) (A.20)
aeFl 4 aGFl 4 a9F1 4
Le calcul de % s’obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comportement
1.9
dynamique du filtre Fj.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux parametres des sous-modeles

Les fonctions de sensibilité par rapport aux parametres 6 des sous-modeles sont données
par

8}7,'([) . aC; axi(l‘)

= . t C e 1 PP L ey 1 “ee A.21
89p7q aepﬂxl( ) + l 89p7q 9 p ) = CI ) 7qp ) ( )
avec
8x,-(t+ 1) 0A; 8)2,(t) 0B; oD,
= (1) +A; (1 A22
aep-,q &OILQXI( ) i 86P7q N aepﬂu( ) " aepaq ( )
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Théorie de Lyapunov

Cette annexe s’inspire de la présentation proposée par Chadli [2002].
Soit un systeme non linéaire autonome décrit par

(1) = fx(@)) (B.1)

avec f(x(t)) €C! : R* — R".
Ce systeme est dit en équilibre autour de xy si, en I’absence d’influence externe, son état ne
varie pas au cours du temps ; xq est alors appelé point d’équilibre.

Si f(xp) = 0, Vr alors x est appelé point d’équilibre du systeme.

Différentes définitions de la stabilité du systeme (B.1) peuvent étre établies. Ces définitions
utilisent la notion de fonctions de classe k et k... Une fonction continue o/(r) : [0,a) — [0, o)
est dite de classe K si elle est strictement croissante et nulle a 1’origine @(0) = 0. Si a = oo et
lim,_.0(r) = oo alors la fonction « est dite de classe K.

Soit une fonction scalaire V (x(t)) € C! telle que
o (x(2)) <V (x(r)) < op(x(r)), Vx| <d (B.2)

ol a4 (.) et o (.) sont des fonctions de classe k définies sur [0,d),d € RT.

e Si % f(x) <0, ||x|]| < d alors le point d’équilibre (xo = 0) du systeme (B.1) est loca-

lement stable (il est globalement stable si, de plus, d = o et les fonctions o (.) et 0p(.)
sont des fonctions de classe K.).

e Si %f(x) < —ap(||x]]), ||x]| < d avec on(.) fonction de classe k définie sur [0,d),
alors le point d’équilibre du systeme (B.1) est localement asymptotiquement stable.
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. Si a\(;)(cx)f(x) < —op(]]x]]), [|x]| (d = =) et les fonctions ¢ (.) et @ (.) sont des fonctions

de classe k., alors le point d’équilibre du systeme (B.1) est globalement asymptotique-

ment stable.

e Si %f(x} < —op([[x]]), [[x]| (d = =) et les fonctions ¢ (.) et aa(.) sont des fonctions

de classe k.. de la forme

o ([lxll) = allxl|”, oa(llxl)) = & 1x[”, as(llx]]) = cllx]”, (B.3)

telles que a,b,c > 0, p > 1, alors le point d’équilibre du systeme (B.1) est globalement
exponentiellement stable.
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Outils LMI

Les méthodes LMI reposent sur la formulation d’un probleme donné sous la forme d’un pro-
bleme d’optimisation avec un objectif linéaire et des contraintes sous la forme d’Inégalités
Linéaires Matricielles (LMI). Une contrainte LMI en un vecteur x € R™ est de la forme

m
F(x)=F+) xFi >0, (C.1)

i=1

ol les matrices symétriques F; = Ff € RV*N j=1,... m, sont données.

Complément de Schur

Soient trois matrices R(x) = RT (x), Q(x) = QT (x) et S(x) affines par rapport 2 la variable x.
Les LMI suivantes sont équivalentes :

. {Q(X) <>] o

ST(x) R(x)
2. R(x) >0, Q(x) = S(x)R"'(x)ST(x) >0 ,
3. Q(x) > 0,R(x) = ST(x)Q7 ' (x)S(x) >0 .

S-procédure

Cette procédure permet d’approcher un ensemble de contraintes convexes ou non par une
contrainte convexe.

Lemme C.1 (S-procédure). Soient go,--- ,gp des fonctions quadratiques dépendantes des va-
riables & € R™ :

@(f) = [ﬂF[ﬂ =0 .p . €2

217



Annexe C. Outils LMI

ou F; = FiT. La condition suivante en go,- -+ , &)
g0(&) >0, pourtout & tel que gi(§)>0 ,i=0,---,p , (C.3)
est vérifiée s’il existe des scalaires T; > 0,i=0,--- | p, tels que
F(’C):Fo—i—iTiFiZO . (C4)
i=1

1=

Si p = 1 alors la réciproque est également vraie étant donné qu’il y a un &y tel que g1(&p) > 0.
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Résumé : Nombreux sont les problemes classiquement rencontrés dans les sciences de 1’ingé-
nieur dont la résolution fait appel a I’estimation d’état d’un systéme par le biais d’un observateur.
La syntheése d’un observateur n’est envisageable qu’a la condition de disposer d’un modele a la fois
exploitable et représentatif du comportement dynamique du systéme. Or, la modélisation du systéme
et la synthese de 1’observateur deviennent des taches difficiles a accomplir des lors que le compor-
tement dynamique du systeme doit étre représenté par un modele de nature non linéaire. Face a ces
difficultés, [’approche multimodele peut €tre mise a profit.

Les travaux présentés dans cette these portent sur les problemes soulevés par I’identification, 1’esti-
mation d’état et le diagnostic de systémes non linéaires représentés a I’aide d’un multimodele décou-
plé. Ce dernier, composé de sous-modeles qui peuvent étre de dimensions différentes, est doté d’un
haut degré de généralité et de flexibilité et s’adapte particuliecrement bien a la modélisation des sys-
temes complexes a structure variable. Cette caractéristique le démarque des approches multimodeles
plus conventionnelles qui ont recours a des sous-modeles de méme dimension.

Apres une breve introduction a I’approche multimodele, le probleme de I’estimation paramétrique
du multimodele découplé est abordé. Puis sont présentés des algorithmes de synthese d’observateurs
d’état robustes vis-a-vis des perturbations, des incertitudes paramétriques et des entrées inconnues
affectant le systéme. Ces algorithmes sont élaborés a partir de trois types d’observateurs dits a gain
proportionnel, a gain proportionnel-intégral et a gain multi-intégral. Enfin, les différentes phases
d’identification, de synthese d’observateurs et de génération d’indicateurs de défauts sont illustrées
au moyen d’un exemple académique de diagnostic du fonctionnement d’un bioréacteur.

Mots-clés : Systemes non linéaires, approche multimodele, multimodele découplé, estimation d’état
robuste, observateurs d’état, entrées inconnues, identification paramétrique, diagnostic

Abstract: The state estimation of a system, with the help of an observer, is largely used in
many practical situations in order to cope with many classic problems arising in control engineering.
The observer design needs an exploitable model able to give an accurate description of the dynamic
behaviour of the system. However, system modelling and observer design can not easily be accom-
plished when the dynamic behaviour of the system must be described by non linear models. The
multiple model approach can be used to tackle these difficulties.

This thesis deals with black box modelling, state estimation and fault diagnosis of nonlinear systems
represented by a decoupled multiple model. This kind of multiple model provides a high degree of
generality and flexibility in the modelling stage. Indeed, the decoupled multiple model is composed
of submodels which dimensions can be different. Thus, this feature is a significant difference between
the decoupled multiple model and the classical used multiple model where all the submodels have
the same dimension.

After a brief introduction to the multiple model approach, the parametric identification problem of a
decoupled multiple model is explored. Algorithms for robust observers synthesis with respect to per-
turbations, modelling uncertainties and unknown inputs are afterwards presented. These algorithms
are based on three kinds of observers called proportional, proportional-integral and multiple-integral.
Lastly, identification, observers synthesis and fault sensitivity signals generation are illustrated via a
simulation example of a bioreactor.

Keywords: Non linear systems, multiple model approach, decoupled multiple model, robust state
estimation, observers, unknown inputs, black box modelling, faults diagnosis
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