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Ecole Doctorale RP2E

THESE

Présentée à l’I.N.P.L.
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par

DO Duc Phi

Application des approches d’homogénéisation à l’étude
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scientifiques et ses conseils ont été un soutien indispensable à la réalisation de ce travail. Je tiens
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humeur et surtout, l’amitié qu’ils m’ont prouvée dans plusieurs situations : Vu, Näıma, Javad,
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Résumé

Application des approches d’homogénéisation à l’étude des propriétés thermo-

hydro-mécaniques des roches. Application aux argilites.

Le présent travail est consacré à l’étude du comportement thermo-hydro-mécanique linéaire et

non linéaire des roches poreuses de type argilites par approche de changement d’échelle. A partir

des observations microstructurales de ces matériaux, un modèle conceptuel a été proposé. Dans

ce modèle, le volume élémentaire représentatif du milieu hétérogène est composé d’une phase ma-

tricielle argileuse contenant des inclusions sphériques de minéraux de quartz et de calcite et des

inclusions ellipsöıdales aplaties représentant l’espace poreux. Dans un premier temps, le procédé

de la modélisation a été exploité par la détermination des propriétés effectives isotropes et isotrope

transverses des argilites : la conductivité thermique et les propriétés thermo-hydro-mécanique croi-

sées. En outre, de nombreuses études numériques ont mis en évidence l’influence de la morphologie

de l’espace poreux, de la minéralogie et des schémas d’estimation sur les résultats prédictifs. Dans

un deuxième temps, nous avons modélisé le comportement mécanique non linéaire (élasto-plastique,

élasto-viscoplastique) des roches argileuses. La comparaison entre les simulations numériques et les

résultats expérimentaux disponibles (essai de compression triaxiale, essai de fluage) a confirmé la

validation du modèle développé.

Mots-clés : Milieux hétérogènes, Argilites, Comportement thermo-hydro-méécanique linéaire,

Comportement élasto-plastique, Comportement élasto-viscoplastique, Homogénéisation linéaire,

Homogénéisation non linéaire.
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Abstract

Application of homogenization approaches to the study of the thermo-hydro-mechanical

properties of rocks. Application to argilites.

The present work deals with the linear and non-linear thermo-hydro-mechanical behaviour of

porous rocks such as the argillite by the multiscale modelling approach. Based on microstruc-

ture observations, a conceptual model was proposed. In this model, the representative elementary

volume of a heterogeneous medium is composed of an argillaceous matrix containing spherical in-

clusions of minerals quartz and calcite and ellipsoidal inclusions representing the pore space. In a

first step, the process of modelling has been exploited by determining the isotropic and transversely

isotropic effective properties of the argillite : thermal conductivity and thermo-hydro-mechanical

properties. Furthermore, many numerical studies have highlighted the influence of the morphology

of the pore space, of the mineralogy and of the estimate schemes to the predictive results. In a

second step, we modelled the non linear mechanical behaviour (elasto-plastic, elasto-viscoplastic)

of argillaceous rocks. The comparison between numerical simulations and available experimental

results (triaxial compression test, creep test) confirmed the validation of the model developed.

Key-words : Argilites, Heterogeneous medium, Linear thermo-hydro-mechanical behaviour, Elasto-

plastic behaviour, Elasto-viscoplastic behaviour, Linear and non linear homogenization.
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I.5 Schémas d’estimation de la conductivité thermique effective . . . . . . . . . . . . . 30
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I.5.3 Schéma autocohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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II.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

II.2 Les résultats expérimentaux sur les argilites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

II.2.1 L’argilite de Meuse/Haute-Marne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

II.2.2 L’argilite de Mont Terri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

II.3 Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

II.3.1 Matrice de rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

II.3.2 La solution analytique du tenseur de Hill pour l’inclusion alignée . . . . . . 54

II.3.3 La solution du tenseur de Hill pour l’inclusion orientée arbitraire . . . . . . 58

II.4 Calcul du tenseur de concentration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

II.5 L’effet de la morphologie des pores [48] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

II.6 L’effet de l’anisotropie de la matrice argileuse [42] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

II.7 Validations expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

II.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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des argilites 75

III.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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térogène biphasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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III.6.1 Cas de chargement purement mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

III.6.2 Cas de chargement purement hydrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

III.6.3 Cas de chargement thermique pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

III.6.4 Simulations numériques des propriétés thermo-poro-élastiques effectives des
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Notations

• Notations tensorielles

a scalaire . contraction simple

a vecteur : double contraction

a tenseur d’ordre deux ⊗ produit tensoriel

A tenseur d’ordre quatre
s
⊗ produit tensoriel symétrisé

I tenseur unité d’ordre deux I tenseur unité d’ordre quatre

J = 1
3(I ⊗ I) K = I − J

• Notations communes à tous les chapitres

〈u〉Ω moyenne spatiale de la grandeur u sur le domaine Ω

Uhom grandeur homogénéisée

Ur grandeur associée à la phase r

T température

E vecteur de gradient thermique macroscopique

Σ vecteur de courant de chaleur macroscopique

ε vecteur de gradient thermique microscopique

σ vecteur de courant de chaleur microscopique

λ tenseur de la conductivité thermique

Sr degré de saturation
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Notations

E tenseur de déformation macroscopique Ė tenseur du taux de déformation macroscopique

Σ tenseur de contrainte macroscopique Σ̇ tenseur du taux de contrainte macroscopique

ε tenseur de déformation microscopique ε̇ tenseur du taux de déformation microscopique

σ tenseur de contrainte microscopique σ̇ tenseur du taux de contrainte microscopique

εp tenseur de déformation plastique microscopique

Evp tenseur de déformation viscoplastique macroscopique

εvp tenseur de déformation viscoplastique microscopique

pl pression de pore N module de Biot

S entropie volumique φ porosité lagrangienne

C tenseur d’élasticité Csec opérateur sécant

Ctan opérateur tangent L tenseur de viscosité

SE tenseur d’Eshelby P tenseur de Hill

A tenseur de localisation en déformation B tenseur de Biot

B tenseur de localisation en contrainte α tenseur de dilatation themrique

k module de compressibilité µ module de cisaillement

E module de Young ν coefficient de Poisson

γ coefficient de dilatation themrique différentiel

Cε capacité de chaleur à la déformation constante
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Introduction

L’expansion récente de l’utilisation des matériaux hétérogènes a fortement poussé au dévelop-

pement de l’étude de leurs propriétés mécaniques et leur comportement à la rupture. Un des défis

actuels reste de comprendre et de modéliser les processus de déformation et les mécanismes d’en-

dommagement de ces matériaux lorsqu’ils sont soumis à différents types de sollicitations.

Les matériaux considérés dans ce travail sont des roches poreuses telles que les argilites dont l’es-

pace poreux interstitiel peut être saturé ou partiellement saturé. Grâce à leurs caractéristiques

physiques et propriétés hydrauliques et mécaniques qui leur confèrent des qualités essentielles à

une barrière naturelle (très faible perméabilité notamment), ces matériaux sont étudiés dans le

cadre des recherches relatives à une stockage des des déchets radioactifs en couches géologiques

profondes. En France, un laboratoire souterrain de recherche est construit dans une couche d’argi-

lites du Callovo-Oxfordien située à la limite de la Haute-Marne et de la Meuse qui permet d’étudier

in situ le comportement de ce type de matériaux.

Les études en laboratoire réalisées depuis approximativement 20 à 25 ans ont mis en évidence le

comportement non linéaire et le couplage thermo-hydro-mécanique des argilites. Malgré les nom-

breuses recherches réalisées (voir par exemple [25, 28, 64, 122, 50]) dans ce domaine, la question de

l’influence de la microstructure sur les propriétés effectives macroscopiques, aussi bien thermiques,

hydrauliques que thermoporomécaniques reste encore très largement posée. Les modèles phénomé-

nologiques développés sur la base des essais de laboratoire et implantés dans des codes de calcul

de structure en vue d’application aux ouvrages ont l’avantage de la simplicité et de l’ efficacité. Ils

sont indispensables mais ne permettent pas d’exploiter des informations locales comme le compor-

tement des constituants, la morphologie de l’espace poreux et plus généralement la physique de

la microstructure. Les travaux de recherche menés récemment sont destinés à enrichir les modèles

macroscopiques phénoménologiques, au moins sur certains aspects, par des résultats de modèles et

d’analyses micro-macro (par exemple modèles de J.F. Shao, D. Kondo et coauteurs [50, 51, 142].

C’est dans cette logique, il est primordial dans ce genre de problème, d’appréhender le compor-

tement à l’échelle microscopique pour pouvoir prévoir le comportement à l’échelle macroscopique,

ce qui justifie l’importance d’une théorie telle que l’homogénéisation développée depuis plusieurs
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décennies. L’objectif de cette approche est de décrire le comportement macroscopique du matériau

hétérogène à partir d’informations sur la microstructure et de la connaissance du comportement

local des constituants à travers le processus d’homogénéisation. Les équations du comportement

ainsi que les propriétés macroscopiques obtenues en fonction des données locales se déduisent d’un

problème posé sur un Volume Élémentaire Représentatif (V.E.R) de la microstructure du matériau

hétérogène. Pour cela, il est nécessaire de choisir une échelle de départ en assurant que, d’une part,

le comportement du V.E.R peut être caractérisé par une loi homogène et d’autre part, la structure

est toujours considérée comme un milieu continu.

L’approche micromécanique a été appliquée avec succès à la description des comportements de

chaque constituant, en vue de prédire le comportement macroscopique des matériaux à microstruc-

ture périodique et aussi aléatoire. Différentes solutions ont été apportées par cette approche tant

sur des problèmes mécaniques que des phénomènes de transport [33]. Un grand nombre d’auteurs

se sont intéressé à ces problèmes et des modèles ont été élaborés afin de proposer des estimations

et des bornes représentant au mieux les phénomènes subis par le milieu hétérogène. Nous nous

sommes fixés dans ce travail comme objectif la prédiction du comportement macroscopique des

argilites. Pour cela, une approche micromécanique basée sur des lois mécanique et de transports a

été adoptée. A l’échelle microscopique, ces matériaux sont considérées comme des composites de

type matrice - inclusions abondamment étudiés dans la littérature, la répartition des inclusions

étant aléatoire ou orientée.

Ce mémoire de thèse se compose de cinq chapitres.

La première partie du mémoire, les trois premiers chapitres, est consacrée à l’estimation des pro-

priétés effectives thermiques (tenseur de conductivité thermique) et thermoporoélastiques linéaires,

dans le cadre de l’homogénéisation linéaire et plus précisément de l’approche par tenseurs d’Eshelby

des milieux aléatoires. L’homogénéisation linéaire pour ce type d’approche est maintenant une

théorie bien connue. La nouveauté du travail présenté est liée au matériaux d’applications et au

contexte anisotrope et couplé.

La seconde partie du mémoire, les chapitres 4 et 5, abordent la modélisation micro-macro du com-

portement non linéaire et irréversible, dans le cadre de l’homogénéisation non linéaire qui est un

domaine encore très largement ouvert, en particulier pour le type de matériaux étudié.

Le premier chapitre rappelle de manière succincte la méthodologie de l’approche de changement

d’échelle dans le contexte d’homogénéisation de la conductivité thermique effective des matériaux

hétérogènes. En général, il s’agit de trois étapes. La première étape vise à décrire le matériau à

l’échelle microscopique (le comportement local et la répartition spatiale des phases subsidiaires).

L’étape suivante permet de déterminer les relations entre les quantités définies à l’échelle microsco-
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pique et à l’échelle macroscopique équivalentes en utilisant la solution du problème d’inhomogénéité

d’Eshelby. Ensuite, la propriété effective s’obtient par application des opérateurs de moyenne sur

les solutions de l’étape précédente. Le rappel théorique se termine par une description de divers

schémas d’estimation des propriétés effectives. Ensuite, le but est de présenter la microstructure

des roches argileuses dont la compréhension nous fournit des bases cruciales dans la modélisation

par un passage micro-macro. Un modèle d’homogénéisation simplifié à deux étapes est introduit

dans le premier chapitre pour les roches composites de type argilites. Ces roches sont caractérisées

par une phase matricielle argileuse contenant des inclusions minérales (quartz et calcite principa-

lement) et des pores. On supposera, pour simplifier, les inclusions minérales de forme sphérique

et les pores de forme ellipsöıdale aplatie. On suppose une séparation d’échelle entre les pores (de

taille infra micrométrique) et les inclusions minérales de quartz et calcite (de taille micrométrique).

L’espace poreux est extrêmmement simplifié dans le sens où il est représenté par une classe unique

de pores de même forme et dimension. La porosité dans ce type de matériau est très complexe

et a un caractère multiéchelle (voir [138]) dont l’impact sur le comportement macroscopique est

essentiel et fait l’objet de nombreuses recherches actuellement (menées par l’équipe de L. Dormieux

notamment). Le modèle simplifié d’homogénéisation, à deux étapes, sera utilisé la première partie

du mémoire (chapitres 1, 2, 3).

Dans le deuxième chapitre, la méthode d’homogénéisation linéaire de la conductivité thermique

effective des argilites est généralisée au cas anisotrope, et plus précisément isotrope transverse.

Deux sources d’anisotropies peuvent être prises en compte, la matrice solide supposée isotrope

transverse, et l’espace poreux supposé respecter la symétrie de révolution autour du même axe de

symétrie que la matrice. Une fonction de distribution en orientation (ODF) respectant la symétrie

de révolution est introduite pour décrire l’orientation de l’espace poreux. Le paramètre caractéri-

sant cette fonction est le degré d’alignement préférentiel autour de l’axe de symétrie. Des études

de sensibilité portant sur le degré d’anisotropie de la matrice, la forme et le degré d’alignement des

pores, et leur impact sur le tenseur de conductivité thermique effectif sont présentés. Des compa-

raisons avec des données expérimentales disponibles sont présentées en fin de chapitre.

Le travail présenté pour le tenseur de conductivité thermique est analogue à un travail simi-

laire mené en thermoporoélasticité linéaire, dans l’équipe de mécanique des roches du LAEGO

[66, 44, 46], du fait de la forte similitude théorique entre le problème d’équilibre élastique linéaire,

et le problème de diffusion thermique linéaire stationnaire. ce dernier étant plus léger à résoudre

que le premier. L’approche par tenseurs d’Eshelby nécessite le calcul du tenseur de Hill, ou tenseur

de dépolarisation en diffusion [129]. Le tenseur de Hill est bien connu analytiquement pour des

inclusions ellipsoidales alignées avec les directions de symétrie de la matrice [42] mais pas dans le
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cas d’inclusions inclinées relativement à l’axe de symétrie de la matrice (inclusion hors axe). Le

calcul pour l’inclusion hors axe, qui est le résultat nouveau du chapitre, est effectué de manière

semi-analytique par intégration numérique de la fonction de Green exacte du problème de diffusion

en milieu infini isotrope transverse, dans un repère local lié à l’inclusion.

Le troisième chapitre est destiné à la détermination des propriétés thermo-poro-élastiques li-

néaires des milieux poreux par l’approche micromécanique en reprenant la solution d’Eshelby en

élasticité linéaire. Après une brève introduction sur la méthode d’homogénéisation des problèmes

linéaires (en mécanique, thermo-mécanique et thermo-hydro-mécanique), le modèle d’homogénéi-

sation à deux étapes présenté dans le premier chapitre, pour les argilites est ensuite mis en oeuvre

et appliqué à l’estimation des propriétés thermoporoélastiques linéaires de roches poreuses.

La modélisation micromécanique du comportement élasto-plastique des argilites fait l’objet du

quatrième chapitre. Les résultats expérimentaux macroscopiques obtenus sur l’argilite de Meuse/Haute-

Marne mettent en évidence un comportement irréversible et non linéaire, pouvant être caractérisé,

d’un point de vue théorique par de la plasticité et de l’endommagement. Les observations à l’échelle

microscopique ont mis en évidence un mouvement relatif entre les feuillets d’argile qui sont à l’ori-

gine des déformations irréversibles macroscopiques tandis que l’endommagement est dû au proces-

sus de décohésion aux interfaces des grains [25, 24, 40]. A partir de ces observations, on attribue un

comportement élasto-plastique à la phase matricielle argileuse et les grains de quartz et de calcite

sont supposés élastiques linéaires. Un modèle simplifié pour prendre en compte l’effet de décohésion

à l’interface des grains et de la matrice argileuse est ensuite proposé en première approche. Une

comparaison de plusieurs méthodes d’homogénéisation non linéaires dans le cadre de l’approche par

champs moyens a été réalisée pour compléter les résultats fournis dans la littérature. Par la suite,

on a fait le choix de la méthode sécante modifiée pour simuler le comportement élasto-plastique

des argilites sous le chargement de compression triaxiale. Les résultats de la modélisation sont en

plus confrontés aux courbes expérimentales.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude du comportement différé des roches composites de

type argilites. Comme on l’a indiqué précédemment, le caractère multiéchelle de la porosité n’est

pas abordé dans ce travail, il est pourtant fondamental dans l’analyse des effets différés dans les

roches argileuses (à titre d’exemple, l’analyse des feuillets argileux et de leur glissement est tout

à fait essentielle [34]). On considèrera donc la matrice argileuse comme homogène, et on étudiera

principalement l’influence des inclusions solides, sous une forme très simplifiée, sur le comporte-

ment différé macroscopique. Une synthèse bibliographique des approches d’homogénéisation élasto-

viscoplastique des matériaux composites nous a conduit au choix de la méthode dite à variables

internes développée par Berveiller, Berbenni et coauteurs [115, 9, 8, 7], du fait de sa relative sim-
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plicité et de sa souplesse, notamment sur le plan numérique. Dans un premier temps, on cherche

à adapter cette approche au matériau biphasé dont la phase matrice solide est viscoélastique alors

que les inclusions sphériques sont élastiques linéaires. Cette adaptation nous permettra par la suite

d’enrichir le modèle développé pour étudier le comportement différé des milieux hétérogènes dont

la phase matrice élasto-viscoplastique obéit à une loi d’écoulement de Perzyna. L’approche à va-

riables internes est ensuite élaborée pour simuler des essais de fluage des roches argileuses dont les

inclusions minérales sont considérés élastiques et quasi rigides.
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Chapitre I

Homogénéisation de la conductivité

thermique effective des argilites

I.1 Introduction

Les limites de l’approche classique fondé sur l’expérience ont incité au développement de l’ap-

proche micromécanique (ou méthode de changement d’échelle) depuis les années cinquante. L’idée

principale de cette méthode est de caractériser les propriétés physiques et les comportements à

l’échelle macroscopique à partir d’une description microstructurale du matériau en utilisant le pro-

cessus d’homogénéisation [139, 140]. Dans ce premier chapitre, cette approche sera représentée à

travers l’étude de la conductivité thermique effective des milieux à microstructure aléatoire.

Pour commencer, nous présentons une description succinte de l’approche de changement d’échelle

et les outils d’homogénéisation en thermique linéaire stationnaire. Le problème considéré se repose

sur la solution célèbre d’Eshelby qui nous permet de déterminer la conductivité thermique ma-

croscopique en utilisant l’opérateur de moyenne. Pour terminer cette partie de rappel théorique,

plusieurs schémas d’estimation des propriétés effectives seront précisés, auxquelles on se réfère dans

la suite du travail.

Notre objectif ensuite consite à appliquer cette méthode d’homogénéisation pour évaluer la conduc-

tivité thermique effective des matériaux fortement hétérogènes comme les argilites. Pour cela, nous

détaillerons une description microstructurale des roches argileuses examinées à différentes échelles.

Nous proposons par la suite un modèle simplifié pour la modélisation de ce type de roche avec un

développement d’une méthode d’homogénéisation en deux étapes. Enfin, des calculs numériques

dans le cadre des milieux isotropes nous permettront de mettre en évidence l’influence des phases

subsidiaires sur les résultats prédictifs de la conductivité thermique effective des roches poreuses.
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Chapitre I. Homogénéisation de la conductivité thermique effective des argilites

I.2 Méthode de changement d’échelle de l’espace

I.2.1 Introduction à la micromécanique des matériaux

Dans l’approche micromécanique des milieux hétérogènes, il est important de choisir une échelle

de départ qui permet de s’assurer de la justiciabilité des outils de la mécanique des milieux continus

et de ne pas descendre inutilement à un niveau plus fin [140].

Pour cela, on adopte tout d’abord une notion d’hétérogénéité dont la “taille caractéristique” consi-

dérée est d. On choisit ensuite un élément de volume défini “Volume Élémentaire Représentatif”

(V.E.R) qui est un assemblage hétérogène. La taille caractéristique de ce volume est ℓ. A l’échelle

macroscopique (taille des ouvrages), on considère L comme la dimension caractéristique de la struc-

ture macroscopique. Ces trois paramètres doivent respecter les deux conditions de séparation :

– ℓ ≤ L : la condition pour que l’on puisse traiter la structure comme un milieu continu.

– d ≤ ℓ : la condition pour que l’on puisse caractériser le comportement du V.E.R par une loi

homogène.

L’approche micromécanique vise enfin à remplacer le milieu hétérogène réel par un “milieu ho-

mogène équivalent” ou “milieu effectif” de sorte que les lois de comportement macroscopique de

deux matériaux soient les mêmes. Ces derniers sont réalisés sur les moyens des champs locaux du

matériau hétérogène réel.

I.2.2 Méthodologie de l’homogénéisation

Quand les conditions de séparation d’échelle au-dessus ont été vérifiées, la méthodologie de

l’homogénéisation des matériaux hétérogènes s’effectue sur trois étapes :

– L’étape de représentation qui permet de décrire le matériau à l’échelle microscopique :

définition des phases et description de leur répartition spatiale et de leur comportement

local.

– Celle de localisation permet ensuite de modéliser le comportement mécanique (thermique)

et de déterminer les relations entre les quantités définies à l’échelle microscopique et à l’échelle

macroscopique équivalentes.

– Celle d’homogénéisation permet à la fin d’identifier le comportement macroscopique à

partir des solutions de l’étape précédente en utilisant l’opérateur moyen.

I.3 Notions d’homogénéisation en thermique linéaire stationnaire

Dans cette partie, l’approche de changement d’échelle précédemment abordée sera décrite plus

concrètement dans le cadre d’homogénéisation de la conductivité thermique des matériaux hété-
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I.3. Notions d’homogénéisation en thermique linéaire stationnaire

rogènes (voir également [129]).

Nous adoptons des notations pour les vecteurs gradients de température et les vecteurs courants

de chaleur respectivement ε, σ. Le comportement local en thermique linéaire stationnaire d’un

matériau hétérogène s’écrit :





σ(x) = −λ(x).ε(x)

ε(x) = −S(x).σ(x)

(I.1)

Le tenseur de conductivité thermique λ et le tenseur de résistivité thermique S sont inverses l’un

de l’autre :

λ.S = δ (I.2)

avec δ est le tenseur d’identité en deuxième ordre.

On considère maintenant un V.E.R occupant le domaine Ω qui est imposé par un gradient ther-

mique homogène E au contour ∂Ω. Le problème à résoudre à l’échelle microscopique est alors :





div σ(x) = 0 (Ω)

σ(x) = −λ(x).ε(x) (Ω)

ε(x) = gradT (Ω)

T = E.x (∂Ω)

(I.3)

La relation entre le vecteur gradient thermique ε(x) et la température T est développée en utilisant

le théorème de Gauss :
∫

Ω
T,jdΩ =

∫

∂Ω
T njdS = Ei

∫

∂Ω
xinjdS = Ei

∫

Ω
xi,jdΩ = |Ω|Ei (I.4)

Il déduit la relation suivante entre le vecteur gradient thermique microscopique et macroscopique

en utilisant l’opérateur de moyenne :

〈ε〉 =
1

|Ω|

∫

Ω
ε(x) dΩ =

1

|Ω|

∫

Ω
T,jdΩ = E (I.5)

La solution du problème (I.3) est le champ de vecteur gradient thermique ε(x) qui est relié au

vecteur gradient thermique homogène E par :

ε(x) = A(x).E (I.6)

où A est le tenseur de localisation d’ordre deux dont l’expression est présentée dans la section qui

suit. Ce tenseur symétrique (Aij = Aji) vérifie la condition suivante :

〈A〉 = δ (I.7)
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I.3.1 Condition de Hill-Mandel

Soient σ un vecteur courant de chaleur équilibré (div σ = 0 dans Ω) et ε un champ de vecteur

gradient associé avec E (il existe T vérifiant T = E.x sur ∂Ω et ε = gradT sur Ω), on peut

démontrer la relation :

〈σ.ε〉 = 〈σ〉.E = 〈σ〉.〈ε〉 (I.8)

En posant Σ le vecteur courant de chaleur à l’échelle macroscopique qui vérifie :

Σ = 〈σ〉 (I.9)

on déduit donc la relation :

〈σ.ε〉 = Σ.E (I.10)

I.3.2 Homogénéisation

Le comportement thermique homogénéisé du V.E.R peut être exprimé par des relations linéaires

entre le vecteur courant de chaleur et le vecteur gradient thermique macroscopiques. Dans le cas

du vecteur gradient thermique homogène imposé au contour, ce comportement s’écrit sous forme :

Σ = 〈σ〉 = −〈λ.ε〉 = −〈λ.A〉.E (I.11)

On obtient donc une loi de comportement homogénéisée caractérisée par le tenseur des conducti-

vités thermiques macroscopique λhom :

Σ = −λhom.E (I.12)

avec

λhom = 〈λ.A〉 (I.13)

De la même façon, dans le cas du flux homogène imposé au contour, on obtient :

E = −Shom.Σ (I.14)

Shom = 〈S.B〉 (I.15)

où Shom le tenseur de résistivité thermique macroscopique et B le tenseur de concentration dans

le cas du flux homogènes au contour. Ce dernier tenseur symétrique (Bij = Bji) vérifie également :

〈B〉 = δ (I.16)
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I.4 Approche par tenseur d’Eshelby en thermique linéaire sta-

tionnaire

Le matériau hétérogène étudié ici comporte N phases dont la conductivité thermique de chaque

phase est connue et homogène. A partir de la relation (I.13), on réécrit la conductivité macrosco-

pique du V.E.R comme :

λhom =
N∑

r=1

fr λr.Ar (I.17)

avec :

Ar =
1

|Ωr|

∫

Ωr

A(x) dΩ (I.18)

où λr, Ar désignent respectivement le tenseur de conductivité thermique et de concentration de

la phase r.

La détermination de la conductivité thermique macroscopique λhom se ramène donc à chercher des

tenseurs de concentration Ar dont l’expression peut être atteinte en utilisant la solution célèbre

d’Eshelby [38].

Considérons d’abord le cas d’un milieu hétérogène biphasique Ω composant une phase solide Ωs

et une autre phase ΩI . Les tenseurs λs et λI désignent les conductivités thermiques de ces deux

phases. Le problème de conduction linéaire à l’intérieur du V.E.R de ce matériau soumis un gradient

homogène E au contour s’exprime à l’aide des équations :






div σ = 0 (a)

σ(x) = −λ(x).ε(x) avec






λ(x) = λI pour x ∈ ΩI

λ(x) = λs pour x ∈ Ωs

(b)

ε(x) = gradT (c)

T = E.x quand x ∈ ∂Ω (d)

(I.19)

Au lieu de résoudre ce problème, on peut considérer le problème auxiliaire où l’inhomogénéité I

de conductivité thermique λI est immergée dans un milieu homogène infini Ω dont la conductivité

27
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thermique est λs. Les équations de ce problème d’inhomogénéité s’écrivent :






div σ = 0 (a)

σ(x) = −λ(x).ε(x) avec






λ(x) = λI pour x ∈ (I)

λ(x) = λs pour x ∈ (Ω − I)

(b)

ε(x) = gradT (c)

T = E.x quand (|x| → ∞) (d)

(I.20)

En posant δλ = λs − λI , on obtient :

σ(x) = −λs.ε(x) + τ(x) avec τ(x) = χI(x) δλ.ε(x) (I.21)

dans laquelle χI(x) désigne la fonction caractéristique de domaine I.

Supposons maintenant que τ(x) = τ χI(x) où τ est un vecteur constant. Le problème d’inhomo-

généité défini par (I.20) est réécrit sous forme :






div σ = 0 (a)

σ(x) = −λs.ε(x) + τ χI(x) (b)

ε(x) = gradT (c)

T = E.x quand (|x| → ∞) (d)

(I.22)

Ces équations définissent en effet le problème d’inclusion d’Eshelby [38].

I.4.1 Fonction de Green

Pour simplifier, on considère d’abord le cas E = 0. La combinaison des équations de (I.22)

conduit à l’équation suivante :

−λs.∆T + τ .gradχI = 0 (I.23)

En utilisant la définition de la dérivation de la distribution, on obtient :

〈gradχI , ψ〉 = −〈χI , gradψ〉 = −
∫

I
gradψ dV = −

∫

∂I
ψn dS (I.24)

où ψ est une fonction quelconque de D(R3) et n est le vecteur unitaire normal extérieur de I.

On introduit la fonction distribution Dirac attachée à la frontière de I qui est définie par :

〈δ∂I , ψ〉 =

∫

∂I
ψ dS (I.25)
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On obtient donc :

gradχI = −nδ∂I (I.26)

L’équation (I.23) peut être écrite :

λs.∆T + τ .nδ∂I = 0 (I.27)

La solution de (I.27) est atteinte en utilisant la notion de fonction de Green G(x) définie comme

la solution de l’équation :

λs.∆xG + δx′ = 0 (I.28)

où δx′ est la fonction Dirac au point x′ définie par 〈δx′ , ψ〉 = ψ(x′) pour une fonction quelconque

ψ ∈ D(R3). La solution de (I.28) est obtenue comme la suivante (voir [23, 78]) :

G(x, x′) =
1

4π
√

detλs r
(I.29)

où :

r2 =
[
t(x − x′).λ−1

s .(x − x′)
]

(I.30)

La solution de (I.27) est atteinte par la superposition :

T =

∫

∂I
G(x − x′)τ .n dSx′ (I.31)

En utilisant le théorème de divergence, on obtient :

T =

∫

I

∂G(x − x′)

∂x′
j

τj dVx′ = − ∂

∂xj

∫

I
G(x − x′)τj dVx′ (I.32)

Le vecteur gradient thermique a donc la forme :

ε = gradT = P .τ (I.33)

où :

Pij = − ∂2

∂xi∂xj

∫

I
G(x − x′) dVx′ (I.34)

En cas de gradient homogène au contour (E 6=0), on a le résultat suivant :

ε = P .τ + E (I.35)

En résumé, dans le cas où τ est constante, la solution du problème de l’inclusion d’Eshelby (I.22)

est réduit à la détermination du tenseur P que l’on appelle le tenseur de Hill.
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I.4.2 Le problème de l’inhomogénéité

On revient au problème de l’inhomogénéité (I.21) :

σ(x) = −λs.ε(x) + τ(x) avec τ(x) = χI(x)δλ.ε(x) (I.36)

Pour le problème d’inhomogénéité qui cöıncide celui de l’inclusion, la condition nécessaire et suffis-

sante est que la conductivité thermique soit uniforme dans le domaine d’inclusion I. Dans ce cas, la

solution du problème de l’inhomogénéité est obtenue à partir de celle du problème de l’inclusion :

ε = P .τ + E

τ = δλ.ε

(I.37)

Il conduit à :

τ = δλ.(I − δλ.P )−1.E (∀x∈I) (I.38)

Si le tenseur de Hill P est constant dans le domaine ellipsöıde I, il déduit que τ est constante. La

valeur du vecteur gradient thermique dans le domaine ellipsöıde I s’écrit :

ε (x) = AI (x) .E (I.39)

avec :

AI = [I + (λI − λs).P ]−1 (I.40)

I.5 Schémas d’estimation de la conductivité thermique effective

La solution du problème de l’inhomogénéité d’Eshelby énoncée préalablement fournit un outil

efficace pour construire différents schémas d’estimation de la conductivité thermique homogénéisée.

Dans la partie suivante, seront représentés les schémas d’estimation utilisés ultérieurement dans ce

travail.

I.5.1 Schéma dilué

On commence tout d’abord par le schéma le plus simple, c’est le schéma dilué. Le matériau

considéré constitué d’une matrice (phase i = 1) entourant des hétérogénéités différentes (phase

i = 2, N) et dont le comportement de chaque phase est homogène. Si les fractions volumiques

des phases sont faibles et donc les inhomogénéités suffisamment éloignées les unes des autres, les

interactions entre les hétérogénéités sont négligées. Dans ce cas-là, le comportement de chaque
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inhomogénéité est considéré équivalent à celui de l’hétérogénéité en matrice infinie dans son propre

problème. La moyenne du vecteur gradient thermique dans l’inhomogénéité (i) est déduit donc à

partir de la solution au-dessus comme :

〈ε〉i = Ai.E (I.41)

où le tenseur de concentration moyen de phase i est donné par :

Ai = 〈[I + (λi − λ1).P i]
−1〉 (I.42)

A partir de la relation (I.7), le moyen du tenseur de concentration dans la phase matrice vaut :

A1 =
1

f1

(
I −

N∑

i=2

fi〈[I + (λi − λ1).P i]
−1〉

)
(I.43)

où fi (i = 1, ..., N) désigne la fraction volumique de la phase i.

En portant (I.42) et (I.43) dans (I.13), on obtient l’estimation des vecteurs de la conductivité

thermique homogène :

λDIL = λ1 +
N∑

i=2

fi(λi − λ1).Ai (I.44)

I.5.2 Schéma de Mori-Tanaka

Pour tenir compte de l’interaction des inclusions, on aborde un autre schéma souvent utilisé

dans la littérature est celui de Mori-Tanaka [95]. Le principe de ce schéma est de considérer l’inho-

mogénéité ellipsöıdale immergée dans la matrice solide soumise à un gradient thermique fictif E0.

La solution du problème d’inhomogénéité nous permet d’écrire :

〈ε〉1 = E0

〈ε〉i = Ai.E0

(I.45)

En notant que la valeur moyenne 〈ε〉 = E, on obtient :

E = 〈ε〉 = (1 −
N∑

i=2

fi)〈ε〉1 +
N∑

i=2

fi〈ε〉i = (1 −
N∑

i=2

fi)E0 +
N∑

i=2

fi Ai.E0 (I.46)

L’inversion de (I.46) conduit à la relation entre E0 et E :

E0 = AMT
int .E (I.47)

avec :

AMT
int =

[
(1 −

N∑

i=2

fi)I +
N∑

i=2

fiAi

]−1

(I.48)
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En remplaçant (I.47) en (I.45), on obtient le tenseur de concentration de la phase i comme :

AMT
i = Ai.A

MT
int (I.49)

L’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogène dans le schéma de Mori-Tanaka

est donc exprimée sous forme :

λMT = λ1 +

N∑

i=2

fi(λi − λ1).A
MT
i

= λ1 +
N∑

i=2

fi(λi − λ1).Ai.

[
(1 −

N∑

i=2

fi)I +
N∑

i=2

fiAi

]−1 (I.50)

I.5.3 Schéma autocohérent

Le schéma auto-cohérent est introduit dans la litérature par Hershey [55] pour le matériau

polycristal et reformulé par Hill [56] pour le matériau comportant des inclusions elliptiques. L’hy-

pothèse principale du schéma autocohérent consiste à supposer que chaque inclusion soit entourée

par le milieu continu équivalent dont la conductivité est égale à la conductivité effective λAC incon-

nue. Supposant que le milieu équivalent soit soumis au gradient thermique homogène au contour

E, on obtient donc :

〈ε〉i = AAC
i .E (I.51)

où :

AAC
i = 〈

[
I + (λi − λAC).P AC

i

]−1〉 (I.52)

A partir de la relation (I.7), on déduit le tenseur de concentration de la phase matrice :

AAC
1 =

1

f1

(
I −

N∑

i=2

fi〈
[
I + (λi − λAC).P AC

i

]−1〉
)

(I.53)

où fi (i = 1, ..., N) désigne la fraction volumique de la phase i.

L’estimation de la conductivité effective se trouve donc :

λAC = λ1 +

N∑

i=2

fi(λi − λ1).A
AC
i (I.54)

Dans le cas où le matériau comporte des grains ou des hétérogénéités accolées les unes aux autres

(la fraction volumique de la phase matrice est donc f1 = 0), on suppose que chaque grain soit

entouré de tous les autres grains. La formule (I.54) dans ce cas se réécrit :

λAC =

{
N∑

i=2

fiλi〈
[
I + (λi − λAC).P AC

i

]−1〉
}

.

{
N∑

i=2

fi〈
[
I + (λi − λAC).P AC

i

]−1〉
}

(I.55)

Le tenseur de Hill P AC
i dans ce schéma s’exprime mathématiquement comme (I.34) où la fonction

de Green est déterminée pour le milieu équivalent dont la conductivité λAC est inconnue.

32



I.5. Schémas d’estimation de la conductivité thermique effective

I.5.4 Schéma différentiel

Une difficulté souvent rencontrée dans un schéma implicite comme celui d’autocohérent est

qu’il nous faut résoudre des équations non linéaires pour évaluer les propriétés effectives. Dans le

cas des milieux anisotropes, la résolution de ce problème est impossible. Ces limites de l’approche

autocohérente amènent à générer un schéma itératif appelé différentiel. Le principe de ce dernier

schéma [99, 98] consiste à construire le matériau homogénéisé à partir de celui-ci initial par une

série d’additions incrémentales de la fraction volumique des phases incluses. Les propriétés effectives

homogénéisées dépendent donc non seulement des fractions volumiques finales mais également du

chemin suivi de construction. Dans cette subsection, la procédure du schéma différentiel est établie

en premier lieu pour les matériaux hétérogènes biphasés. Le résultat est extendu par la suite dans

le cas des milieux multiphasiques.

On considère un matériau biphasé comportant la phase matrice λ1 et les inhomogénéités λ2 dont

la fraction volumique est f2. Le procédé adopté est comme le suivant :

– Le V.E.R initial de volume Ω consiste seulement de la phase matrice λ1. On enlève une

partie très petite dxΩ du V.E.R et on y ajoute dxΩ des inhomogénéités λ2. La conductivité

homogénéisée après le remplacement est obtenue comme :

λ
(1)
DIF = λ1 + f

(1)
2 (λ2 − λ1).〈[I + (λ2 − λ1).P 1]

−1〉 (I.56)

avec f
(1)
2 = dx.

– Le V.E.R est ensuite considéré comme homogène avec la conductivité λ
(1)
DIF. Le procédé d’ad-

dition incrémentale continue jusqu’au moment où la fraction volumique de l’inhomogénéité

dans le V.E.R est égale à f2. A l’étape (j − 1) où la fraction volumique de l’inclusion est

f
(j−1)
2 , on remplace une petite partie dxΩ du V.E.R par la phase de l’inhomogénéité. Le

volume de l’inhomogénéité après le changement sera donc :

f
(j−1)
2 Ω − f

(j−1)
2 dxΩ + dxΩ (I.57)

Il conduit la fraction volumique de l’inhomogénéité à l’étape (j) :

f
(j)
2 = f

(j−1)
2 − f

(j−1)
2 dx + dx (I.58)

ou :

dx =
f

(j)
2 − f

(j−1)
2

1 − f
(j−1)
2

(I.59)

Il implique la conductivité homogénéisée à la fin de l’étape (j) :

λ
(j)
DIF = λ

(j−1)
DIF + dx(λ2 − λ

(j−1)
DIF ).

〈[
I + (λ2 − λ

(j−1)
DIF ).P DIF

]−1
〉

(I.60)
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On peut écrire de manière générale :

d

df2
λDIF =

1

1 − f2
(λ2 − λDIF).

〈
[I + (λ2 − λDIF).P DIF]−1

〉
(I.61)

On applique maintenant cette méthode pour le matériau comportant la phase matrice (phase

i = 1) entourant des hétérogénéités différentes (phase i = 2, N) dont les fractions volumiques

sont fi. De la même manière, on utilise la technique qui permet de construire la solution finale

incrémentalement commencée à partir de la matrice homogène λ1. On suppose :

f =
N∑

i=2

fi; fi = ρif ;
N∑

i=2

ρi = 1 (I.62)

où les paramètres constants ρi (i = 2, N) représentent la fraction volumique relative des inhomo-

généités.

Le procédé de construire le matériau est comme le suivant : à chaque étape on remplace une pe-

tite volume du V.E.R homogène dxΩ par des inhomogénéités dans laquelle la fraction volumique

relative des phases est toujours fixée à ρi (i = 2, N). On considère, par exemple, la phase (i) dont

le volume après le remplacement à l’étape (j) est :

f
(j−1)
i − f

(j−1)
i dxΩ + ρi dxΩ (I.63)

La fraction volumique de la phase (i) à l’étape (j) vaut :

f
(j)
i = f

(j−1)
i − f

(j−1)
i dx + ρi dx

ρif
(j) = ρif

(j−1) − ρif
(j−1)dx + ρi dx

(I.64)

avec f (j) est la fraction volumique totale des inclusions à l’étape j.

Il déduit :

ρi dx =
ρi

(
f (j) − f (j−1)

)

1 − f (j−1)
(I.65)

On obtient donc la conductivité homogénéisée à la fin d’étape j :

λ
(j)
DIF = λ

(j−1)
DIF +

N∑

i=2

ρidx
(
λi − λ

(j−1)
DIF

)
.

〈[
I +

(
λi − λ

(j−1)
DIF

)
.P DIF

]−1
〉

(I.66)

ou :

d

df
λDIF =

N∑

i=2

ρi

1 − f
(λi − λDIF) .

〈
[I + (λi − λDIF) .P DIF]−1

〉
(I.67)

Cette dernière équation est intégrée dans le cas simple du matériau hétérogène isotrope avec des

inclusions sphériques. Dans les autres cas, elle doit être calculée numériquement. Pour cela, on

utilise la méthode incrémentale qui vérifie la condition suivante :

f (j) = j df, df =
f

Ninc
(j = 1, Ninc) (I.68)

34
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où Ninc est le nombre d’incrément. L’équation (I.65) est réécrite :

ρi dx =
ρidf

1 − (j − 1)df
(I.69)

Le résultat de ce schéma dépend donc de la valeur choisie du nombre d’incrément Ninc.

I.5.5 Méthode des champs effectifs

Une autre méthode d’estimation des propriétés effectives est présentée dans la litérature [75,

74, 84] que l’on appèle méthode des champs effectifs (MCE) pour distinguer avec la méthode des

milieux effectifs (MME).

Les méthodes de type MME se décomposent en deux principales versions connues sous les noms

de méthodes auto-cohérente (I.5.3), et itérative dite différentielle (I.5.4). Ces méthodes sont ba-

sées sur les hypothèses suivantes : (i) chaque inhomogénéité se comporte isolément et se place soit

dans un milieu aux propriétés thermiques effectives initiales, soit dans un milieu aux propriétés

thermiques effectives héritées de l’étape d’itération précédente ; (ii) le champ agissant sur cette

inhomogénéité cöıncide avec celui externe appliqué au V.E.R ; (iii) le champ moyen régnant dans

le milieu hétérogène réel cöıncide avec le champ moyen dans le milieu effectif.

Les méthodes de type MCE considèrent également l’inhomogénéité comme isolée des autres et pla-

cée dans un milieu effectif. Néanmoins, la différence avec les MME réside dans le fait que le champ

effectif agissant sur l’inhomogénéité ne cöıncide pas avec le champ extérieur appliqué au V.E.R,

mais plutôt avec un champ formant la somme du champ extérieur et des perturbations induites

par les inhomogénéités environnantes. Les versions simples de ces méthodes consistent à supposer

ce champ effectif comme constant et identique pour toutes les inhomogénéités dans le V.E.R.

Plus récemment, on a démontré l’équivalence, sous certaines conditions restrictives, entre la mé-

thode des champs effectifs comme celle de Mori-Tanaka [88, 74].

I.5.6 Bornes de Hashin-Shtrikman

Hashin et Strickman [53, 54] proposent les estimations basées sur une représentation varia-

tionnelle alternative qui permet de prendre en compte l’incorporation de l’hypothèse de l’isotropie

statistique. Cette approche variationnelle utilise des champs de polarisation relativement à un mi-

lieu de référence homogène avec la conductivité λ0. Ces auteurs montrent que leurs estimations

conduisent en fait, aux bornes supérieures et inférieures pour λhom si λ0 est choisi égal au “maxi-

mum”et au“minimum”du λr (r = 1, N) respectivement. On peut citer comme exemple les travaux

de Zaoui [139].

Dans le cas simple d’un milieu biphasique dont la conductivité de la phase matrice λm est plus
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grande que celle de la phase d’inhomogénéité λi et présente une symmétrie ellipsöıdale [133], les

bornes de Hashin-Shtrikman peuvent être écrites sous la forme :

λ
(−)
HS ≤ λhom

HS ≤ λ
(+)
HS (I.70)

avec :

λ
(−)
HS = λi + (1 − fi) (λm − λi) :

〈
[δ + fi (λm − λi) .P λi

]−1
〉

(I.71)

λ
(+)
HS = λm + fi (λi − λm) :

〈
[δ + (1 − fi) (λi − λm) .P λm

]−1
〉

(I.72)

On remarque que dans le cas d’un milieu poreux, la borne inférieure tend vers 0 et la borne

supérieure est confondue avec celle fournie par le schéma de Mori-Tanaka (dans le cas des pores

sphériques).

I.6 Description microstructurale des matériaux étudiés et modèle

proposée

I.6.1 Microstructure des argilites

Les roches argileuses constituent une grande majorité des roches sédimentaires à la surface de

la Terre, et en particulier environ 75% des bassins sédimentaires. Les connaissances des propriétés

physiques effectives et du comportement macroscopique de ce type de roches jouent un rôle très

important dans plusieurs domaines comme l’exploration et l’exploitation des sites souterrains de

stockage des déchets radioactifs.

Ces roches argileuses comportant plusieurs phases subsidaires peuvent être considérées comme

un matériau composite multiphasique fortement hétérogène. Les hétérogénéités se manifestent à

toutes les échelles d’observation et contribuent à l’anisotropie ainsi qu’à la grande variété des

comportements observés à l’échelle macroscopique.

Une observation à l’aide des analyses au microscope électronique à balayage (MEB) et aux rayons

X permet de décomposer la microstructure des roches argileuses en quatre niveaux d’échelles

[130, 118] :

– Niveau 0 : correspond à l’échelle des feuillets élémentaires d’argile dont la taille est de l’ordre

de quelques nanomètres. A cette échelle, on observe que les cristallites (kaolinite, illite, smec-

tite...) forment des plaquettes avec des rapports d’aspect (rapport d’élancement entre une

direction de l’espace et les deux autres) de l’ordre de 1/20.

– Niveau I : correspond à l’échelle des particules argileuses constituées par l’empilement de cinq

à dix feuillets de l’argilite. Les feuillets élémentaires avec la porosité forment une particule
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argileuse à l’échelle caractéristique de longueur d’une centaine de nanomètre. On constate

que les particules argileuses présentent une large variété de formes et de tailles : la dimension

caractéristique est de l’ordre de 500 − 1000 nm de longueur et 20 − 50 nm d’épaiseur qui

confirme le rapport d’aspect approximativement de 1/25 − 1/20. Ces particules constituent

le grain primaire reproduit suivant toutes les orientations possibles dans l’espace lors de la

sédimentation.

– Niveau II : correspond à l’agrégat de plusieurs particules argileuses plus ou moins ordonnées

à l’échelle des dizaines de micromètres. L’arrangement des particules argileuses du niveau I

donne généralement naissance à une porosité conditionnée.

– Niveau III : correspond à l’échelle macroscopique de l’argilite. La matrice argileuse com-

portant des agrégats argileux du niveau II avec les grains de quartz et de calcites forme la

structure macroscopique de l’argilite qui devient visible à l’échelle de millimètre.

Une description détaillée sur les argilites et plus particulièrement l’argilite de Meuse/Haute-Marne

(M/H-M) est dans [60, 116, 117, 138]. D’après ces travaux, cette roche est composée de deux

ensembles de minéraux formant deux structures opposées : la charge en clastes (tectosilicates et

carbonates) et la matrice argileuse (phyllosilicates non gonflants et interstratifiés illite/smectite).

Les tectosilicates comportent principalement de quartz (environ 20%) tandis que les feldspaths

consistent en calcites (environ 30%) et un peu de dolomite. Ces minéraux détritiques sont de taille

micrométrique jusqu’à quelques centaines de micromètres. Ils sont d’une faible connectivité dans

le volume de la roche, à l’échelle macroscopique de l’échantillon alors que la matrice argileuse est

toujours connectée.

La porosité physique de cette roche s’exprime comme le volume des vides, rapporté au volume

total de l’échantillon. Cette porosité peut être déterminée à l’aide des masses volumiques ou par

la porosimétrie au mercure. Pour l’argilite de Meuse/Haute-Marne, cette porosité varie entre 10 et

17% (voir [61]). La roche comporte deux types de porosité :

– la porosité interne à la matrice argileuse (autour des agrégats et des particules d’argiles), qui

concerne les tailles de pores inframicrométriques (environ 90% du volume poreux).

– la porosité à l’interface entre la matrice argileuse et les clastes, qui concerne les tailles de

pores micrométriques (environ 10% du volume poreux).

I.6.2 Modèle proposé pour les argilites et source d’anisotropie

La microstructure des argilites présentée précédemment nous suggère une proposition d’un mo-

dèle simplifié pour ce type de matériau. Selon ce modèle, un V.E.R des roches argileuses comporte

plusieurs phases : la matrice poreuse - qui consiste en matrice argileuse et espace poreux - entoure
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les grains de quartz et de calcites (Fig. I.2). Les grains de quartz et de calcites sont considérés

comme des inclusions sphériques tandis que l’espace poreux est rempli par des phases liquides

et/ou gazeuses.

De nombreux résultats expérimentaux à l’échelle macroscopique démontrent l’existence d’une ani-

sotropie non négligeable dans les roches argileuses (voir également II.2). A l’échelle microscopique,

cette anisotropie des argilites peut s’expliquer par les deux sources possibles, l’une destinée à l’ani-

sotropie de la phase solide (matrice argileuse) et l’autre à la morphologie des pores présentant la

géométrie et la répartition en orientation. En regardant la microstructure des roches argileuses où

la forme des particules argileuses peut être approchée par une ellipsöıde, on suppose que les pores

aient la forme d’un sphéröıde aplati avec le rapport d’aspect varié. Hornby et al. [62] ont choisi

une valeur unique pour le rapport d’aspect des pores 1/20.

De plus, pour prendre en compte de la répartition en orientation des inclusions des pores, on utilise

dans la litérature [119, 69, 130] une fonction statistique qui désigne la densité de distribution dans

l’espace des inclusions. En général, l’orientation d’une inclusion de repère local (eα
1 , eα

2 , eα
3 ) est liée

au repère global (e1, e2, e3) par les trois angles d’Euler (ϕ, β, φ) où ϕ est l’angle entre les deux axes

z3 et zα
3 (0 ≤ ϕ ≤ π), β est une rotation du repère global autour de l’axe z3 (0 ≤ β ≤ 2π) et φ

est une rotation de l’inclusion autour de l’axe zα
3 (0 ≤ φ ≤ 2π). Cette fonction dite fonction de

distribution d’orientation (ODF) W (ϕ, β, φ) doit vérifier l’équation suivante :

1

8π2

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0

∫ 2π

φ=0
W (ϕ, β, φ) sin ϕdϕ dβ dφ = 1 (I.73)

Plusieurs auteurs [119, 69, 130] ont justifié que la fonction ODF dans le milieu isotrope transverse,

où z3 est l’axe de symétrie peut être exprimée par un seul angle d’Euler ϕ et un paramètre η. Ce

paramètre η présente le degré d’alignement des inclusions des pores : η = 0 signifie une distribution

d’orientation isotrope des pores, η > 0 induit une source d’anisotropie, et η tend vers l’infini dans

le cas d’une distribution alignée des pores. L’équation (I.73) dans ce milieu devient donc :

∫ π

ϕ=0
W (ϕ) dϕ = 2 (I.74)

Pour les argilites, une fonction statistique du type de Fisher est utilisée pour décrire la répartition

spatiale du système des pores [119, 69, 130] :

W (ϕ) =
η cosh (η cos (ϕ))

sinh (η)
(I.75)
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Figure I.1: La microstructure de l’argilite de Meuse/Haute-Marne [138]
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Figure I.2: Le V.E.R des roches argileuses

I.7 Méthode d’homogénéisation en deux étapes

Dans ce paragraphe le but est d’appliquer la méthode d’homogénéisation de la conductivité

thermique effective aux milieux hétérogènes multiphasiques comme les argilites dont le V.E.R

occupe le domaine géométrique Ω. Dans la description microstructurale au préalable des roches

argileuses, la porosité de ce type de roches réside pricipalement au niveau I. On remarque également

que la taille des pores est de l’ordre d’une centaine de nanomètres tandis que la taille des grains de

quartz et de calcites est d’une dizaine de micromètres. Ces observations nous conduisent à proposer

une méthode d’homogénéisation en deux étapes. La première étape permet d’homogénéiser la

matrice poreuse Ωm à partir de la matrice argileuse Ωa entourant des pores Ωp qui peuvent être
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Figure I.3: Fonction de distribution d’orientation : 0 ≤ η ≤ 10

décomposée de la phase liquide Ωl et de la phase gazeuse Ωg (voir [32]). La deuxième étape donne la

solution homogène à l’échelle macroscopique en ajoutant les inclusions de quartz Ωqu et de calcites

Ωca dans la matrice poreuse Ωm. On acquit les relations suivantes :

Ω = Ωm + Ωqu + Ωca = Ωm + fquΩ + fcaΩ

Ωm = (1 − fqu − fca)Ω

Ωm = Ωa + Ωp = Ωa + Ωl + Ωg

fp =
Ωp

Ω
, Sr =

Ωl

Ωp

(I.76)

où fqu, fca, fp sont respectivement les fractions volumiques des inclusions de quartz, de calcites et

des pores (la porosité) ; Sr(%) est le degré de saturation de la phase liquide. Plus précisément :

– Étape 1 : homogénéiser la matrice poreuse

Pour cette étape d’homogénéisation, on détermine les fractions volumiques de la phase liquide

et de la phase gazeuse comme :

f I
p =

Ωp

Ωm
=

fp

1 − fqu − fca

f I
l =

Ωl

Ωm
=

SrΩp

Ωm
= Srf

I
p

f I
g =

Ωg

Ωm
=

(100 − Sr)Ωp

Ωm
= (100 − Sr) f I

p

(I.77)

La conductivité thermique effective de la matrice poreuse est déterminée en appliquant l’un

des schémas d’estimation présentés précédemment :

λm = λa + f I
l (λl − λa) .Al + f I

g (λg − λa) .Ag
(I.78)
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avec λa, λl, λg qui désignent respectivement la conductivité thermique de la matrice argileuse,

de la phase liquide et de la phase gazeuse ; Al,Ag sont les tenseurs de localisation des phases

liquide et gazeuse.

– Étape 2 : homogénéiser le milieu macroscopique homogène

Dans cette étape, on homogénéise la matrice poreuse dont la conductivité homogène est

λm avec les phases minéralogiques qui sont considérées comme des inclusions sphériques.

La conductivité thermique des inclusions de quartz et celle de calcite sont respectivement

λqu, λca. En utilisant un schéma d’estimation de la conductivité thermique effective, on

obtient donc :

λhom = λm + fqu (λqu − λm) .Asph
qu + fca (λca − λm) .Asph

ca
(I.79)

avec A
sph
i (i = qu, ca) sont les tenseurs de localisation des inclusions sphériques.

I.8 Conductivité thermique effective d’un milieu poreux isotrope

Les premières applications dans cette partie visent à déterminer la conductivité thermique

effective d’un milieu poreux. L’espace poreux est modélisé par une seule famille des inclusions

sphéröıdales du rapport d’aspect ε qui consiste de la phase liquide et de la phase gazeuse. En

supposant que la conductivité thermique des phases composantes soit isotrope et que la répartition

des inclusions poreuses soit aussi isotrope dans la matrice argileuse, il déduit l’isotropie de la

conductivité thermique macroscopique. L’approche d’homogénéisation sur ce milieu hétérogène

(c’est la solution de la première étape en regardant I.7) permet de mettre en évidence l’influence

de la géométrie des inclusions des pores et des schémas d’estimation sur la propriété thermique

effective. Il s’agit donc du but des sous-parties qui suivent.

On peut trouver la solution du tenseur de Hill P pour des inclusions sphéröıdales dans le milieu

isotrope dans les travaux de Torquato [129] écrite de la manière suivante :

P =
Q

λ a
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +

1 − 2Q

λa
e3 ⊗ e3

(I.80)

avec :

Q =






1

2

[
1 +

1

ε2 − 1

(
1 − ε√

1 − ε2
arctan

(√
1

ε2
− 1

))]
si ε < 1

1

3
si ε = 1

1

2

[
1 +

1

ε2 − 1

(
1 − ε

2
√

ε2 − 1
ln

(
2ε2 + 2ε

√
ε2 − 1 − 1

))]
si ε > 1

(I.81)
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Le tenseur de concentration Ai (i = l, g) déterminé comme (I.42) est donc isotrope dans le cas de

répartition aléatoire des inclusions :

Ai =
1

3
λa

(
1

λi + 2Q (λa − λi)
+

2

λa − Q (λa − λi)

)
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) (I.82)

où λa, λl et λg sont la conductivité thermique correspondante de la matrice argileuse, de la phase

liquide et gazeuse.

I.8.1 L’influence du rapport d’aspect des pores, de la porosité et du degré de

saturation

Les premières études permenttent de visualiser l’effet du rapport d’aspect des pores ε, de la po-

rosité fp et du degré de saturation Sr sur les résultats prédictifs de la conductivité thermique effec-

tive. La conductivité thermique isotrope de la matrice argileuse est prise égale à λa = 1.8WK−1m−1

et celle de la phase liquide λl et celle de la phase gazeuse λg. Ces deux dernières valeurs issues des

expériences [27, 131, 130] sont présentées dans le tableau (I.1).

On constate dans les figures (I.4 et I.5) présentant les résultats prédictifs une tendance de diminu-

tion de la conductivité thermique effective en fonction de la porosité (avec des valeurs données du

degré de la saturation et du rapport d’aspect des pores), tandis qu’elle augmente par rapport au

degré de saturation (avec une valeur donnée de la porosité fp = 0.2). Ces résultats sont évidents en

comparant les valeurs de la conductivité thermique de la phase matricielle argileuse, de la phase

liquide et de la phase gazeuse.

En plus, aux valeurs données de la porosité et du degré de la saturation de l’espace poreux, on

observe une influence très importante de la géométrie des pores caractérisée par le rapport d’aspect

ε sur la conductivité thermique effective. Plus le rapport d’aspect ε est faible, plus la conductivité

thermique effective décrôıt. Dans le cas où le rapport d’aspect des pores est très faible (ε varie de

0.01 à 0.2), on constate que la conductivité thermique homogénéisée s’accrôıt très rapidement. Elle

est la plus élevée dans le cas que les pores sont sphériques ε = 1.

I.8.2 L’influence du schéma d’estimation

Une comparaison des résultats prédictifs par les différents schémas d’estimation - le schéma

dilué (DIL), le schéma de Mori-Tanaka (MT), le schéma différentiel (DIF), le schéma autocohérent

(AC) et la borne supérieure de Hashin Shtrikman (HS) - est réalisée et présentée sur les figures

(I.7 à I.9).

Dans le cas où le taux de porosité est réduit (fp ≤ 0.1) mais le degré de saturation élevé (Sr ≥ 95%),

les résultats calculés par les schémas HS, MT, et AC sont approximativement identiques l’un de
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l’autre. Pour les pores sphériques, on retrouve la superposition des résultats prédictifs par le schéma

MT et la borne supérieure de HS.

D’ailleurs on remarque que plus la porosité (ou le degré de saturation) augmente (diminue), plus

les différentes prédictions s’écartent les unes des autres. L’approche par le schéma dilué diverge

rapidement par rapport au faible rapport d’aspect ε des pores. La prédiction par cette dernière

approche donne des résultats non-physiques avec des valeurs négatives pour des porosités dépassant

70% (avec le rapport d’aspect correspondant ε = 0.05).

Pour ce qui concerne le schéma d’estimation autocohérent, on observe qu’à une réduite valeur du

rapport d’aspect des pores, l’écart des prédictions entre ce dernier schéma, le schéma MT et la

borne supérieure de HS est de plus en plus important. Cet écart monte quand la porosité du milieu

est plus forte ou le degré de saturation est plus faible.

Dans tous les cas de calcul, on n’observe pas la violation de la borne supérieure de HS de ces

schémas d’estimation. En outre, les prédictions par le schéma DIF et le schéma MT sont toujours

les plus proches en comparaison avec d’autres schémas.

I.8.3 L’influence de la minéralogie

La méthode d’homogénéisation en deux étapes est exploitée maintenant pour étudier la sen-

sibilité de la composition minéralogique sur la conductivité thermique effective en incorporant les

inclusions sphériques de quartz et de calcite dans la matrice poreuse. On remarque que dans la

première étape, on peut utiliser un des différents schémas pour homogénéiser la matrice poreuse.

Pourtant, la deuxième étape comportant des inclusions sphériques, on adopte le schéma de Mori

Tanaka qui cöıncide dans ce cas avec la borne inférieure de Hashin Shtrikman. La conductivité

thermique isotrope des inclusions minérales de quartz λqu et de calcite λca a été obtenues à par-

tir des essais expérimentaux [27, 131, 130] et sont présentées dans le tableau (I.1). Les trois cas

considérés correspondent aux différentes fractions volumiques de la minérologie : fqu = fca = 0.05

(modèle A), fqu = fca = 0.125 (modèle B) et fqu = fca = 0.25 (modèle C).

Sur les figures (I.10 à I.12), on retrouve toujours les tendances des courbes de la conductivité

thermique effective comme les constatations présentées précédemment pour le milieu poreux bi-

phasique (qui correspond au cas fqu = fca = 0). Une accroissement de la conductivité thermique

macroscopique par rapport à la fraction volumique des inclusions minérales de quartz et de calcite

est également notée. Ces résultats pertinents s’expliquent par les valeurs plus élevées de la conduc-

tivité thermique des minéraux de quartz et de calcites par rapport à celle de la matrice argileuse.
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Tab. I.1: La conductivité thermique de la phase liquide, de la phase gazeuse et

des phases minéralogiques de quartz et de calcite [W m−1 K−1]

Phase Gazeuse Liquide Quartz Calcite

λ 0.0255 0.5984 7.7 3.3

I.9 Conclusion

Dans ce premier chapitre, on a présenté brièvement le principe de l’approche de changement

d’échelle dans le contexte d’un comportement thermique linéaire stationnaire des matériaux à

microstructure aléatoire. Le point de départ de cette approche est basé sur la solution célèbre

d’Eshelby qui permet de déterminer la conductivité thermique homogénéisée en utilisant l’opéra-

teur de moyenne. Ensuite, différents schémas d’estimation des propriétés effectives ont été rappelés

parmi lesquels on a mentionné le schéma dilué, schéma de Mori-Tanaka, schéma autocohérent,

schéma différentiel et les bornes de Hashin Shtrikman. A partir d’une description de la microstruc-

ture des roches argileuses, nous avons proposé un modèle simplifié avec des outils nécessaires pour

la modélisation de ce type de roche. Plus précisément, une fonction de distribution en orientation

(ODF) a été utilisée pour caractériser la répartition dans l’espace du système des pores. Pour la

détermination des propriétés physiques effectives et le comportement macroscopique, on définit par

la suite une méthode d’homogénéisation en deux étapes. De plus, plusieurs simulations numériques

dans le cas simple d’un milieu poreux hétérogène isotrope ont été effectuées qui permettent d’illus-

trer l’effet de la porosité, du degré de saturation, de la géométrie des pores et de la composition

minéralogique sur les résultats prédictifs de la conductivité thermique effective. Une extension de

l’anisotropie de cette conductivité effective sera présentée dans le chapitre suivant.
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rapport d’aspect ε des pores (comparaison des différents schémas d’estimation)
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porosité fp et du degré de saturation Sr (comparaison des différents schémas
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Chapitre II

L’anisotropie de la conductivité

thermique effective des argilites

II.1 Introduction

L’étude du comportement anisotrope des matériaux hétérogènes par l’approche de changement

d’échelle est un point important et donc de nombreuses recherches dans la littérature lui réserve

une large part. Pour les argilites qui sont l’objet de ce travail, nous observons souvent un comporte-

ment anisotrope de type isotrope transverse. Ce caractère des roches argileuses peut être expliqué

à l’échelle microscopique par les deux sources : la morphologie du système des pores et l’anisotropie

de la matrice argileuse. La distinction de l’influence de la morphologie et de l’anisotropie sur les

résultats prédictifs de la conductivité thermique effective est donc le but de ce chapitre en utilisant

la méthode d’homogénéisation avec les outils fournis dans le chapitre précédent.

Pour ce chapitre, le problème est étendu pour un milieu isotrope transverse. Dans la litérature, ce

nouveau problème est résolu par Willis [133] en utilisant la méthode de transformation de Fourier.

Une autre manière efficace développée dans ce travail est d’utiliser la fonction de Green qui nous

permet de retrouver l’expression analytique du tenseur de Hill P (et donc du tenseur d’Eshelby

SE) dans le cas des inclusions alignées. Le problème est ensuite enrichi pour les inclusions orientées

dont le repère local associé ne cöıncidant pas avec le repère global de la phase matrice isotrope

transverse. Dans ce cas la solution du tenseur de Hill est calculée de manière numérique. Cette

dernière solution joue un rôle important dans notre modèle proposé pour caractériser l’effet des

deux sources d’anisotropie.

Enfin, les confrontations des simulations numériques aux résultats expérimentaux nous permettre-

ront de valider le modèle proposé.
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II.2 Les résultats expérimentaux sur les argilites

Dans cette partie, on présente quelques résultats importants des essais expérimentaux sur les

argilites provenant des bassins sédimentaires de Meuse/Haute-Marne (à l’Est de Paris, France) et

de Mont Terri (Suisse).

II.2.1 L’argilite de Meuse/Haute-Marne

Plusieurs essais sur l’argilite de M/H-M pour déterminer les propritétés physiques ont été

réalisés au laboratoire LAEGO de Nancy. En effet, ces résultats mettent en lumière une anisotropie

de type isotrope transverse de cette roche. Dans le domaine des faibles perméabilités, deux essais

de très bonne qualité [76] sont disponibles suivant les deux directions principales d’anisotropie.

Ils montrent que la perméabilité moyenne suivant la direction de la stratification est de 4.5 ×
10−20m2 alors que perpendiculairement à la stratification, elle est de 5.8×10−20m2, soit un rapport

d’anisotropie de 1.29. Des essais triaxiaux ont été réalisés dans des éprouvettes quasi saturées, sous

un confinement de 12 MPa correspondant approximativement à l’état des contraintes in situ. Les

valeurs de la contraintes à la rupture sont plus élevées pour les éprouvettes dont l’axe correspond

au plan de la stratification. Le rapport d’anisotropie de la résistance est alors de 1.13.

En ce qui concerne les propriétés thermiques de l’argilite de M/H-M, plusieurs essais [57] ont été

effectués sur sept niveaux de la formation entre 450 m et 525 m et pour trois directions d’anisotropie

de structure (trois directions par rapport à la stratification : parallèle, perpendiculaire et 45◦). La

composition minéralogique et la porosité de chaque échantillon sont présentées dans le tableau

(II.1).

Les mesures de la diffusivité thermique et de la chaleur spécifique sont réalisées respectivement par

un appareil flash et un calorimètre. La conductivité thermique est calculée à partir des résultats

expérimentaux, à savoir les mesures de diffusivité thermique, de chaleur spécifique, de la masse

volumique et de la chaleur spécifique du matériau sec, de la chaleur spécifique de l’eau et de la

teneur en eau. Les résultats montrent que la diffusivité thermique et la conductivité thermique

diminuent avec la teneur en eau. Par ailleurs, pour les matériaux des cellules testées, il apparâıt

une influence de l’anisotropie dûe à la stratification significative. La diffusivité thermique dans la

direction parallèle à la stratification (0◦) est supérieure à celle dans la direction à 45◦ qui est elle-

même supérieure à celle dans la direction perpendiculaire (90◦). Les évolutions de la conductivité

thermique par rapport à la saturation sont présentées dans les figures (II.1 à II.3).
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II.3. Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse

II.2.2 L’argilite de Mont Terri

Dans le laboratoire souterrain du Mont Terri (Suisse), onze organisations de six pays dont AN-

DRA et IPSN en France ont réuni les caractéristiques d’une formation argileuse du Mésozöıque, les

argiles d’Opalinus. L’objectif de ce programme de recherche est d’analyser les propriétés physiques

de ces argilites à savoir hydrogéologiques, géochimiques et géomécaniques, d’étudier les change-

ments induits par l’excavation de galeries, et d’évaluer les techniques de recherche appropriées pour

les améliorer.

Une des expériences réalisées dans ce laboratoire souterrain du Mont Terri est de caractériser les

propriétés thermiques de l’argile d’Opalinus. Les résultats des mesures in situ ont prouvé que le

comportement thermique de l’argilite n’était pas homogène autour du forage où le réchauffeur était

installé. Par ailleurs, les résultats expérimentaux obtenus dans le laboratoire [68] ont également

montré que la conductivité thermique dans la direction parallèle à la stratification (0◦) est supé-

rieure à celle dans la direction perpendiculaire (90◦). Les valeurs des paramètres physiques sont

présentées dans le tableau (II.2).

Tab. II.1: La composition minéralogique et la porosité de l’argilite de M/H-M

[57]

Échantillon SiO2(%) CaCO3(%) Matrice argilleuse(%) Porosité(%)

s1 30. 34.4 35.6 10.46

s2 33. 18.5 48.5 13.41

s3 29. 27.9 43.1 11.43

s4 30. 21.5 48.5 12.86

s5 27. 18.2 54.8 11.31

s6 21. 61.4 17.6 8.54

s7 34. 26.2 39.8 9.32

II.3 Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse

Les résultats expérimentaux à l’échelle macroscopique des argilites nous suggèrent de résoudre

le problème d’inhomogénéité d’Eshelby dans le cas général d’un milieu isotrope transverse. La
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Chapitre II. L’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites

Tab. II.2: La composition minéralogique et la porosité de l’argilite de Mont

Terri [128]

Paramètre Valeur(%)

Illite,Chlorite,Kaolinite 55.

IS Illite, Smectite 10.

Quartz 20.

Calcite 10.

Feldspath, Dolomite... 5.

Porosité physique 12.-18.

Porosité (mercure injecté) 5.-10.
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Figure II.1: L’évolution de la conductivité thermique de M/H-M en fonction du

degré de saturation Sr - direction parallèle [57]

résolution de ce problème nous permet de trouver les éléments du tenseur de Hill P qui fournit

donc les outils cruciaux pour la mise en pratique de l’approche d’homogénéisation de la conductivité

thermique effective des roches argileuses.

II.3.1 Matrice de rotation

Considérons maintenant le problème d’inhomogénéité isolée où la phase matrice solide isotrope

transverse est associée à un repère global (e1, e2, e3) dont e3 est l’axe de symétrie. Nous avons définit
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Figure II.2: L’évolution de la conductivité thermique de M/H-M en fonction du

degré de saturation Sr - direction à 45◦ [57]
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Figure II.3: L’évolution de la conductivité thermique de M/H-M en fonction du

degré de saturation Sr - direction perpendiculaire [57]

ensuite un repère local associé à l’inclusion sphéröıdale (eα
1 , eα

2 , eα
3 ) où eα

3 est l’axe de symmétrie

d’inhomogénéité. On constate que l’inhomogénéité est alignée dans le cas où les deux repères local

et global se cöıncident et elle est orientée arbitrairement si ces deux repères sont différents.

La méthode de changement de repère nous permet d’écrire :

eα
i = Qα

ijej (i, j = 1, 2, 3)

ek = Rα
kle

α
l (k, l = 1, 2, 3)

(II.1)
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Chapitre II. L’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites

où Rα est l’inverse du tenseur Qα :

Rα = (Qα)−1

Rα
kl = Qα

lk

(II.2)

On remarque que le repère local d’inclusion orientée arbitrairement peut être obtenu par une

première rotation du repère global autour de l’axe e3 d’un angle β (avec β ∈ [0, 2π]) qui représente

un repère intermédiaire (eβ
1 , eβ

2 , eβ
3 ) et puis une deuxième rotation du repère intermédiaire autour

de l’axe eβ
1 d’un angle ϕ (avec ϕ ∈ [0, π]). On obtient donc les matrices de rotations suivantes :

Qα
ϕ =





1 0 0

0 cos ϕ − sinϕ

0 sinϕ cos ϕ





, Qα
β =





cos β − sinβ 0

sinβ cos β 0

0 0 1





(II.3)

et donc :

Qα = Qα
ϕ.Qα

β =





cos β − sinβ 0

cos ϕ sinβ cosϕ cos β − sinϕ

sinϕ sinβ sinϕ cos β cos ϕ





(II.4)

II.3.2 La solution analytique du tenseur de Hill pour l’inclusion alignée

On étudie tout d’abord le cas de l’inclusion sphéröıdale alignée dont le repère local associé

cöıncide avec celui de la matrice isotrope transverse.

A partir des formules générales (I.29, I.30), on réécrit la fonction de Green comme la suivante :

G(x, x′) =
1

4π
√

detλ

1√
T (x − x′) .S. (x − x′)

S = λ−1 = Sijei ⊗ ej

(II.5)

On y introduit maintenant le vecteur u et celui unitaire correspondant ℓ :

u = x′ − x , u = |u| =
√

u2
1 + u2

2 + u2
3

ℓ =
u

|u| = ℓ1e1 + ℓ2e2 + ℓ3e3

(II.6)

On obtient donc :

T
(
x − x′

)
.S.

(
x − x′

)
=T u.S.u = Sijuiuj (II.7)
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II.3. Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse

Pour le milieu isotrope transverse, la matrice de la conductivité thermique peut être exprimée par :

λ = ν2λ (e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + λe3 ⊗ e3 (II.8)

Il déduit à :

detλ = ν4λ3

S =
1

ν2λ
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +

1

λ
e3 ⊗ e3

Sijuiuj =
u2

1 + u2
2 + ν2u2

3

ν2λ

(II.9)

et donc la fonction de Green s’écrit comme :

G(u) =
1

4πνλ

1√
u2

1 + u2
2 + ν2u2

3

(II.10)

Le tenseur de Hill P défini par (I.34) peut être réécrit comme :

Pij = − ∂

∂xj

∫

I

∂G(x − x′)

∂xi
dVx′ (II.11)

Le développement de la dérivation de G par rapport à xi donne :

∂G(x − x′)

∂xi
=

∂G(u)

∂ui

∂ui

∂xi
= −∂G(u)

∂ui

(II.12)

avec :

∂G(u)

∂ui
= − 1

4πνλ

ui
(
u2

1 + u2
2 + ν2u2

3

) 3

2

(i = 1, 2)

∂G(u)

∂u3
= − ν

4πλ

u3
(
u2

1 + u2
2 + ν2u2

3

) 3

2

(II.13)

L’intégration volumique peut être considérée comme l’intégration surfacique qui s’exprime sous

forme de l’angle solide :

dVx′ = du dS = u2dudω (II.14)

La formule (II.11) est réécrite sous la forme suivante :

Pij =
∂

∂xj

∫ r

0

∫

Σ

∂G(u)

∂ui
u2 dudω (II.15)

où Σ désigne la surface de la sphère unitaire au point x et r(ℓ) définit la frontière de l’inclusion

ellipsöıdale. On obtient r(ℓ) comme la solution positive de l’équation :

(x1 + rℓ1)
2 + (x2 + rℓ2)

2

a2
+

(x3 + rℓ3)
2

ε2a2
= 1 (II.16)
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Chapitre II. L’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites

Cette solution a l’expression :

r(ℓ) = −f

g
+

√
f2

g2
+

e

g
(II.17)

où :





e = 1 −
(

x2
1 + x2

2

a2
+

x2
3

ε2a2

)

f =
x1ℓ1 + x2ℓ2

a2
+

x3ℓ3

ε2a2

g =
ℓ2
1 + ℓ2

2

a2
+

ℓ2
3

ε2a2

(II.18)

On pose :

gi(ℓ) = u2 ∂G

∂xi
(II.19)

avec :

gj(ℓ) =
ℓj

4πνλ
(
ℓ2
1 + ℓ2

2 + ν2ℓ2
3

) 3

2

(j = 1, 2)

g3(ℓ) =
νℓ3

4πλ
(
ℓ2
1 + ℓ2

2 + ν2ℓ2
3

) 3

2

(II.20)

L’intégration de (II.15) devient :

Pij = − ∂

∂xj

∫

Σ
r(ℓ)gi(ℓ) dω (II.21)

On constate que gi est impair par rapport à ℓ tandis que
(

f2

g2 + e
g

) 1

2

est pair. Il déduit à :

∫

Σ

(
f2

g2
+

e

g

) 1

2

gi(ℓ) dω = 0 (II.22)

En combinant les équations (II.17, II.21) et (II.22), on a :

Pij =
∂

∂xj

∫

Σ

f

g
gi(ℓ) dω =

∫

Σ

∂f

∂xj

gi(ℓ)

g
dω (II.23)

avec :

∂f

∂xj
=

ℓj

a2
(j = 1, 2) ,

∂f

∂x3
=

ℓ3

ε2a2
(II.24)

On écrit maintenant l’angle solide dω et le vecteur unitaire ℓ dans le repère sphérique :

ℓ1 = sin θ cos ψ , ℓ2 = sin θ sinψ , ℓ3 = cos θ

dω = sin θ dθdψ , θ ∈ [0, π] , ψ ∈ [0, 2π]

(II.25)
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II.3. Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse

L’intégration analytique par rapport à l’angle ψ ∈ [0, 2π] implique :

P12 = P21 = P13 = P31 = P23 = P32 = 0 (II.26)

Les autres composantes du tenseur de Hill sont :

P11 = P22 =

∫ π

0

√
2ε2sin θ3

νλ [1 + ε2 + (1 − ε2) cos (2θ)] [1 + ν2 + (ν2 − 1) cos (2θ)]
3

2

dθ

P33 =

∫ π

0

√
2νsin θcos θ2

λ [1 + ε2 + (1 − ε2) cos (2θ)] [1 + ν2 + (ν2 − 1) cos (2θ)]
3

2

dθ

(II.27)

En posant tan θ = ν tan ζ et ensuite z = cos ζ, on obtient :

P11 = P22 =

∫ 1

0

ε2(1 − z2)

2λ [ε2ν2 − (ε2ν2 − 1)z2]
dz

P33 =

∫ 1

0

z2

λ [ε2ν2 − (ε2ν2 − 1)z2]
dz

(II.28)

Ces intégrations permettent de déterminer la solution analytique du tenseur de Hill P . On rappelle

que ce dernier tenseur et le tenseur de dépolarisation correspondant (ou tenseur d’Eshelby) SE

ont la relation suivante :

SE = P .λ (II.29)

Ainsi, les expressions analytiques du tenseur de Hill P et du tenseur d’Eshelby SE sont écrites de

la manière suivante :

P =
Q

ν2λ
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +

1 − 2Q

λ
e3 ⊗ e3

SE = Q (e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + (1 − 2Q)e3 ⊗ e3

(II.30)

où :

Q =






1

2

[
1 +

1

ε2ν2 − 1

(
1 − ε ν√

1 − ε2ν2
arctan

(√
1

ε2ν2
− 1

))]
si ε ν < 1

1

3
si ε ν = 1

1

2

[
1 +

1

ε2ν2 − 1

(
1 − ε ν

2
√

ε2ν2 − 1
ln

(
2ε2ν2 + 2ε ν

√
ε2ν2 − 1 − 1

))]
si ε ν > 1

(II.31)

Dans le cas particulier du milieu isotrope (ν = 1), on retrouve la formule (I.81). Un autre cas

également intéressant est celui de l’inclusion sphérique avec ε = 1 :

Qsph =






1

2

[
1 +

1

ν2 − 1

(
1 − ν√

1 − ν2
arctan

(√
1

ν2
− 1

))]
si ν < 1

1

3
si ν = 1

1

2

[
1 +

1

ν2 − 1

(
1 − ν

2
√

ν2 − 1
ln

(
2ν2 + 2ν

√
ν2 − 1 − 1

))]
si ν > 1

(II.32)
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II.3.3 La solution du tenseur de Hill pour l’inclusion orientée arbitraire

On considère maintenant le cas général d’une inclusion sphéröıdale d’orientation arbitraire. En

supposant λα et Sα respectivement les tenseurs de conductivité et de résistivité de la matrice dans

le repère local, on a :

λα
kl = Rα

ikR
α
jlλij = Qα

kiQ
α
ljλij , Sα

kl = Qα
kiQ

α
ljSij (II.33)

Les expressions des tenseurs λα et Sα sont :

λα = λα
11e

α
1 ⊗ eα

1 + λα
22e

α
2 ⊗ eα

2 + λα
33e

α
3 ⊗ eα

3 + λα
23(e

α
2 ⊗ eα

3 + eα
3 ⊗ eα

2 )

Sα = Sα
11e

α
1 ⊗ eα

1 + Sα
22e

α
2 ⊗ eα

2 + Sα
33e

α
3 ⊗ eα

3 + Sα
23(e

α
2 ⊗ eα

3 + eα
3 ⊗ eα

2 )

(II.34)

avec :

λα
11 = ν2λ λα

22 =
λ(1 + ν2 − (1 − ν2) cos 2ϕ)

2

λα
33 =

λ(1 + ν2 + (1 − ν2) cos 2ϕ)

2
λα

23 = −λ(1 − ν2) sin 2ϕ

2

Sα
11 =

1

ν2λ
Sα

22 =
1 + ν2 − (1 − ν2) cos 2ϕ

2ν2λ

Sα
33 =

1 + ν2 + (1 − ν2) cos 2ϕ

2ν2λ
Sα

23 = −(1 − ν2) sin 2ϕ

2ν2λ

(II.35)

La procédure de calcul dans les coordonnées locales est similaire à celle du paragraphe (II.3.2)

en remplaçant les composants xi, x
′
i, ui, λij , Sij par xα

i , x′α
i , uα

i , λα
ij , S

α
ij correspondant. La difficulté

supplémentaire, dans le repère locale de l’inclusion, est dûe au tenseur non diagonal Sα
ij qui conduit

à la dépendance de la fonction de Green et donc du tenseur de Hill à l’angle ϕ. Plus précisément,

on obtient :

Sα
iju

α
i uα

j =
2(uα

1 )2 + (1 + ν2)
[
(uα

2 )2 + (uα
3 )2

]

2ν2λ

+
(1 − ν2) [(uα

2 − uα
3 )(uα

2 + uα
3 ) cos (2ϕ) − 2uα

2 uα
3 sin (2ϕ)]

2ν2λ

(II.36)

La fonction de Green dans ce cas a l’expression suivante :

Gα(uα) =
1

2
√

2νλ

1

rα (II.37)

avec :

(rα)2 = 2(uα
1 )2 + (1 + ν2)

[
(uα

2 )2 + (uα
3 )2

]

+(1 − ν2) [(uα
2 − uα

3 )(uα
2 + uα

3 ) cos (2ϕ) − 2uα
2 uα

3 sin (2ϕ)]

(II.38)
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II.3. Tenseur de Hill dans le milieu isotrope transverse

Les composantes gα
i (ℓα) sont déterminées comme :

gα
i (ℓα) = (uα)2

∂Gα

∂xα
i

= −(uα)2
∂Gα

∂uα
i

gα
1 (ℓα) =

ℓα
1√

2πνλUα

gα
2 (ℓα) =

(1 + ν2)ℓα
2 + (1 − ν2)ℓα

2 cos (2ϕ) + (1 − ν2)ℓα
3 sin (2ϕ)

2
√

2πνλUα

gα
3 (ℓα) =

(1 + ν2)ℓα
3 − (1 − ν2)ℓα

3 cos (2ϕ) + (1 − ν2)ℓα
2 sin (2ϕ)

2
√

2πνλUα

(II.39)

avec :

Uα =

{
2(ℓα

1 )2 + (1 + ν2)
[
(ℓα

2 )2 + (ℓα
3 )2

]
+ (1 − ν2) [(ℓα

2 − ℓα
3 )(ℓα

2 + ℓα
3 ) cos (2ϕ) − 2ℓα

2 ℓα
3 sin (2ϕ)]

} 3

2

(II.40)

Le tenseur de Hill P α est déterminé sous la forme :

Pα
ij =

∂

∂xα
j

∫

Σ

fα

gα
gα
i (ℓα) dω =

∫

Σ

∂fα

∂xα
j

gα
i (ℓα)

gα
dω (II.41)

où fα, gα et ∂fα/∂xα
j sont déduits à partir de (II.18, II.24) en remplaçant zi et ℓi (i = 1, 2, 3) par

zα
i et ℓα

i respectivement. L’angle solide dω et le vecteur unitaire ℓα sont écrits dans les coordonnées

sphériques de la même façon que (II.25) :

ℓα
1 = sin θ cos ψ , ℓα

2 = sin θ sinψ , ℓα
3 = cos θ

dω = sin θ dθdψ , θ ∈ [0, π] , ψ ∈ [0, 2π]

(II.42)

Il déduit le tenseur de Hill qui dépend de l’angle ϕ :

Pα
ij(ϕ) =

∫ π

θ=0

∫ 2π

ψ=0
pα

ij(ϕ, θ, ψ) sin θ dθdψ (II.43)

où pα
ij(ϕ, θ, ψ) peut être déterminé à partir de (II.41) en prenant en compte de (II.42). Le calcul

montre que :

Pα
12 = Pα

21 = Pα
13 = Pα

31 = 0 (II.44)

Le tenseur P α déterminé dans le repère local peut être écrit donc sous forme de :

P α(ϕ) = Pα
11(ϕ)eα

1 ⊗ eα
1 + Pα

22(ϕ)eα
2 ⊗ eα

2 + Pα
33(ϕ)eα

3 ⊗ eα
3 + Pα

23(ϕ)(eα
2 ⊗ eα

3 + eα
3 ⊗ eα

2 ) (II.45)

Pour une valeur donnée de ϕ, on peut intégrer numériquement le tenseur de Hill P α en utilisant

la méthode de Gauss-Legendre :

Pα
ij(ϕ) =

Nθ∑

k=1

Nψ∑

l=1

wkwl pα
ij(ϕ, θk, ψl) sin (θk) (II.46)
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Tab. II.3: Les composants du tenseur de Hill dans le repère locale, ϕ = π/5,

ε = 0.1, ν =
√

2, λ = 1, Nψ = 2Nθ

Nθ Pα
11 Pα

22 Pα
33 Pα

23 Pα
32

10 0.043029 0.046749 0.632002 -0.0144664 -0.0144664

20 0.0430476 0.046769 0.631955 -0.0144738 -0.0144738

40 0.0430473 0.0467687 0.631956 -0.0144736 -0.0144736

80 0.0430473 0.0467687 0.631956 -0.0144736 -0.0144736

160 0.0430473 0.0467687 0.631956 -0.0144736 -0.0144736

Tab. II.4: Les composants du tenseur de Hill dans le repère locale, ϕ = π/5,

ε = 0.01, ν =
√

2, λ = 1, Nψ = 2Nθ

Nθ Pα
11 Pα

22 Pα
33 Pα

23 Pα
32

10 0.00434164 0.0046813 0.732164 -0.00162881 -0.00162881

20 0.00510554 0.00550395 0.730223 -0.00191965 -0.00191965

40 0.00493638 0.00532178 0.730653 -0.00185525 -0.00185525

80 0.00488017 0.00526125 0.730795 -0.00183385 -0.00183385

160 0.00488017 0.00526125 0.730795 -0.00183385 -0.00183385

où wk, θk, wl et ψl désignent les poids et les coordonnées de Gauss-Legendre. Ces derniers corres-

pondent à Nθ et Nψ qui sont déterminés dans l’intervalle respectivement θ ∈ [0, π] et ψ ∈ [0, 2π]

L’expression de la solution du tenseur de Hill P pour l’inclusion orientée arbitraire dans le repère

global s’acquiert comme :

Pij = Qα
ki Qα

lj Pα
kl (II.47)
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qui déduit :

P11 = Pα
11 cos (β)2 +

(
Pα

22 cos (ϕ)2 + Pα
33 sin (ϕ)2 + Pα

23 sin (2ϕ)
)

sin (β)2

P12 = P21 =
sin (2β)

(
Pα

22 cos (ϕ)2 + Pα
33 sin (ϕ)2 + Pα

23 sin (2ϕ) − Pα
11

)

2

P13 = P31 =
(2Pα

23 cos (2ϕ) + (Pα
33 − Pα

22) sin (2ϕ)) sin (β)

2

P22 = Pα
11 sin (β)2 +

(
Pα

22 cos (ϕ)2 + Pα
33 sin (ϕ)2 + Pα

23 sin (2ϕ)
)

cos (β)2

P23 = P32 =
(2Pα

23 cos (2ϕ) + (Pα
33 − Pα

22) sin (2ϕ)) cos (β)

2

P33 = Pα
22 sin (ϕ)2 − Pα

23 sin (2ϕ) + Pα
33 cos (ϕ)2

(II.48)

Soit un tenseur d’ordre deux D dont les composants dans le repère local eα
i et le repère global ei

sont respectivement Dα
ij et Dij . En considérant que la distribution des inclusions de chaque famille

est isotrope, on peut déterminer la valeur moyenne 〈D〉 comme suivant :

〈D〉 =
1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
Dα

mn eα
m ⊗ eα

n sinϕ dϕdβ (II.49)

En prenant en compte de (II.1), on obtient :

〈D〉 = 〈Dij〉ei ⊗ ej

〈Dij〉 =
1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
Dα

mn Qα
mi Q

α
nj sinϕdϕdβ

(II.50)

Le moyen du tenseur de Hill 〈P 〉 est donc calculé comme :

〈P 〉 = 〈Pij〉ei ⊗ ej

〈Pij〉 =
1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
Pα

mn Qα
mi Q

α
nj sinϕ dϕdβ =

1

4π

∫ π

ϕ=0

(∫ 2π

β=0
Pij sinϕdβ

)
dϕ

(II.51)

L’intégration par rapport à β déduit des expressions suivantes de 〈P 〉 :

〈P12〉 = 〈P21〉 = 〈P13〉 = 〈P31〉 = 〈P23〉 = 〈P32〉 = 0

〈P11〉 = 〈P22〉 = π sin (ϕ)
(
Pα

11 + Pα
22 cos (ϕ)2 + Pα

33 sin (ϕ)2 + Pϕ
23 sin (2ϕ)

)

〈P33〉 = 2π sin (ϕ)
(
Pα

22 sin (ϕ)2 − Pα
22 sin (2ϕ) + Pα

33 cos (ϕ)2
)

(II.52)

II.4 Calcul du tenseur de concentration

La solution de la méthode d’homogénéisation nous donne la relation ci dessous entre le gradient

thermique macroscopique E et le moyen du gradient thermique microscopique de chaque phase

〈εi〉 :

〈εi〉 = Ai.E (II.53)
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Chapitre II. L’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites

Le tenseur de concentration Ai est déterminé à partir de la solution du tenseur de Hill P i :

A = 〈[I + (λi − λ).P i]
−1〉 = 〈Adil〉 (II.54)

Le symbol 〈.〉 désigne l’opérateur de moyenne dans l’espace. Le tenseur de Hill P i correspondant a

les composants dans le repère global comme (II.48). Il conduit que Adil est une fonction de (ϕ, β).

Dans le cas où la distribution d’orientation des inclusions est isotrope, on peut écrire :

Akl =
1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
Adil

kl (ϕ, β) sinϕdϕdβ (II.55)

On constate que le tenseur de concentration A dépend du rapport d’aspect de l’inclusion, de la

conductivité de l’inclusion λi et de la matrice λ.

Distribution orientée des inclusions sphéröıdales

La distribution orientée dans l’espace des inclusions peut être caractérisée par la fonction de la

distribution d’orientation W (ϕ, β) (I.6.2). On remarque que dans le cas de l’anisotropie de type

isotrope transverse cette fonction dépend d’un seul angle Eulerien ϕ et un paramètre η (voir I.6.2).

Les moyens du tenseur de concentration 〈A〉 (II.55) sont remplacés par :

Akl =
1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
W (ϕ)Adil

kl (ϕ, β) sin ϕdϕdβ (II.56)

Ces valeurs moyennes peuvent être calculées numériquement en utilisant la méthode de Gauss-

Legendre.

II.5 L’effet de la morphologie des pores [48]

Le but de cette partie est de mettre en lumière l’impact de la morphologie du système des pores

sur le degré d’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites en utilisant la méthode

d’homogénéisation en deux étapes. On rappelle que le modèle proposé pour les argilites est décrit

comme dans (I.6.2) où l’espace poreux consiste de la phase liquide et gazeuse. Cette phase poreuse

est considérée ici comme une seule famille d’inclusion sphéröıdale de même forme caractérisée par

le rapport d’aspect ε. De plus, la phase matricielle argileuse dont la conductivité thermique est

isotrope entoure des inclusions sphériques de quartz et de calcites qui disposent aussi les propriétés

thermiques isotropes. Ainsi, la source d’anisotropie de la conductivité thermique effective ne peut

qu’être interpretée par la morphologie des inclusions des pores qui signifient leur géométrie et leur

répartition en espace.

Une fois de plus, la comparaison des différents schémas prédictifs est également précisée dans ces
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II.5. L’effet de la morphologie des pores [48]

études dans le cadre de la méthode d’homogénéisation en deux étapes. L’application des schémas

d’estimation pour la détermination de la conductivité thermique effective est effectuée de la manière

suivante :

– Dans un premier temps, on utilise un des schémas suivants pour homogénéiser la conductivité

thermique de la matrice poreuse : schéma dilué (DIL), schéma différentiel (DIF), schéma de

Mori-Tanaka (MT) ou les bornes de Hashin-Shtrikman (HS). En ce qui concerne l’effet de ces

derniers schémas sur la conductivié thermique effective de la matrice poreuse isotrope, elle

a été réalisée dans le chapitre précédent (I.8). Généralement, on trouve que, pour le milieu

poreux quasi-saturé dont la porosité est faible, les prédictions par ces schémas sont plus ou

moins identiques de celles estimées par le schéma autocohérent.

– Pour l’étape qui suit, on y ajoute des inclusions sphériques de quartz et de calcites dans la

matrice poreuse. Le schéma choisi en ce moment est celui de Mori-Tanaka (MT). On rappelle

que dans le cas des inclusions sphériques les résultats prédictifs de deux schémas d’estimation

de MT et de Hashin-Shtrikman se cöıncident.

Dans les calculs numériques qui suivent, la valeur de conductivité thermique isotrope de la matrice

argileuse est considérée égale à λa = 1.8WK−1m−1, νa = 1. Les fraction volumiques de quartz et

de calcites sont prises respectivement fqu = 0.2, fca = 0.3.

Les premières études visent à mettre en évidence l’influence de la distribution d’orientation des

pores sur le degré d’anisotropie des résultats prédictifs. Dans le cas général d’une distribution

orientée des inclusions poreuses, le tenseur de concentration est calculé de manière numérique

comme dans la formule (II.56). La fonction de distribution d’orientation associée dans ce cas

dépend de la valeur donnée du paramètre η. On remarque que la distribution isotrope des pores

correspond au cas η → 0 tandis que η → ∞ désigne la distribution alignée des inclusions poreuses.

Sur les figures (II.4 et II.5) on trouve une augmentation du degré d’anisotropie de la conductivité

thermique effective par rapport au paramètre η. L’anisotropie est plus forte pour la répartition

alignée des inclusions mais elle est plus faible dans le cas de distribution isotrope. Ces deux cas de

distribution particulière encadrent un domaine où se situent les autres cas de répartition orientée

des pores. Il s’agit des courbes déterminées avec les valeurs correspondantes η = 2 et η = 10.

D’ailleurs, pour une valeur donnée de la porosité fp = 0.2, le degré d’anisotropie de la conductivité

thermique effective réduit par rapport à la saturation. A l’inverse, pour le degré de satuation

Sr = 90%, on constate un accroissement de l’anisotropie des prédictions dans le domaine de faible

porosité fp ≤ 0.2. L’évolution de la conductivité thermique en fonction du rapport d’aspect des

pores ε est illustrée sur la figure (II.4) qui montre une baisse de temps en temps de l’anisotropie de

la conductivité effective. Plus précisément, la courbe de la conductivité thermique effective dans
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la direction de l’axe de symétrie λ33 augmente par rapport à ε. Pourtant, il ne s’agit pas du cas

de la conductivité thermique effective dans la direction parallèle à la stratification λ11.

Les figures (II.6 et II.7) présentent les résultats prédictifs par différents schémas d’estimation (MT-

MT, DIF-MT et HS-MT). On trouve que pour le milieu à faible porosité fp ≤ 0.2 et quasi-saturé,

les prédictions par les schémas de calcul MT-MT et DIF-MT sont assez proches l’une des l’autre

même dans le cas de faible rapport d’aspect des inclusions des pores. Ces résultats sont toujours

inférieurs à ceux déterminés par l’approche HS-MT. La différence de ces prédictions est plus grande

quand le rapport d’aspect ε est plus faible.

II.6 L’effet de l’anisotropie de la matrice argileuse [42]

La deuxième source d’anisotropie des propriétés effectives des argilites est prise en compte

dans cette partie. Il s’agit de l’anisotropie de la phase matricielle argileuse. Plus précisément, la

conductivité thermique de la matrice argileuse est considérée isotrope transverse et caractérisée par

deux paramètres λa et νa. Dans ces études, les valeurs de deux paramètres λa = 1.0 WK−1m−1,

νa =
√

2 sont choisies alors que les valeurs de la conductivité thermique isotrope des phases liquide,

gazeuse et minérale sont issues des expériences comme dans le paragraphe (II.5).

On s’intéresse dans une première étape au cas où les pores ont une distribution aléatoire dans la

matrice argileuse (Fig. II.8). Ces inclusions ont une forme aplatie dont le rapport d’aspect s’avère

faible ε = 0.05. Il s’agit donc de l’anisotropie de la matrice argileuse à l’échelle microscopique qui

implique l’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites à l’échelle macroscopique.

Sur la figure (II.8), on retrouve une tendance d’augementation des résultats prédictifs par rapport

à la saturation comme dans la partie (I.8.1). Concernant le schéma d’estimation, il est notable que

le schéma MT-MT prédit des résultats toujours plus élevés que ceux du schéma DIF-MT.

On étudie par la suite la combinaison de deux sources d’anisotropie sur la conductivité thermique

effective (Fig. II.9 et II.10). Comme attendu, on observe une augementation d’anisotropie de la

conductivité thermique effective dans les cas où la répartition des inclusions des pores est alignée

ou orientée. Logiquement, le degré d’anisotropie de la conductivité thermique effective est plus fort

dans le cas de ditribution alignée des pores.
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II.7 Validations expérimentales

La capacité prédictive de la méthode d’homogénéisation en deux étapes est exploitée dans cette

partie pour simuler la conductivité thermique effective des argilites de M/H-M et de Mont Terri. La

confrontation des simulations numériques aux données expérimentales nous fournit une validation

du modèle et de la procédure proposés.

Dans ces argilites, les faibles valeurs des minéraux tels que du dolomite, pyrite, feldspath (qui sont

inférieurs à 5% du volume total) contrairement au pourcentage très important de calcite et de

quartz (entre 30% et 60% du volume) justifient la considération de ces derniers constituants dans

l’évaluation de la conductivité macroscopique. La forme des minéraux dans la matrice argileuse

est toujours considérée sphérique. En ce qui concerne le rapport d’aspect des pores, la valeur de

ε = 0.05 a été choisie de la littérature [67] et [62].

65



Chapitre II. L’anisotropie de la conductivité thermique effective des argilites
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Les valeurs de la conductivité de la matrice argilieuse λa sont obtenues par les tests successifs

réalisés afin de calibrer les simulations numériques avec des données expérimentales.

Comme énoncé, les premières observations relatives aux données expérimentales et les simulations

effectuées consistent à une dépendance générale de la conductivité thermique effective de l’argilite

de la composition minéralogique du matériau, de la géométrie et de la forme de l’inhomogénéité

et du degré de saturation de l’espace poreux (Fig. II.1 à II.5). Les effets de désaturation les plus

élevés sont accentués par des valeurs très faibles du rapport d’aspect des inhomogénéités (Fig.
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II.4 et II.6). En plus, on peut affirmer que l’incorporation des constituants minéralogique dans la

deuxième étape de l’homogénéisation augmente la conductivité thermique de la matrice (Fig. II.6

à II.10) . Au contraire le degré d’anisotropie de la conductivité macroscopique réduit si la fraction

volumique des minéraux augmente en raison de leur isotropie et de leur forme sphérique.

Pourtant dans les simulations numériques, on doit régler un problème inverse : les fractions de

volume des pores et des minéraux, leur forme et leur conductivité thermique aussi bien que le de-

gré d’anisotropie sont connues, on détermine la conductivité thermique de la matrice argileuse et

l’anisotropie de la distribution d’orientation du système des pores (fonction ODF). Pour un degré

d’anisotropie macroscopique donné, plus la fraction volumique des constituants minéraux (quatz,

calcite) est élevée plus le degré d’anisotropie de la conductivité thermique de la matrice argileuse

et le paramètre d’alignement η de la fonction de distribution d’orientation des pores s’accrôıssent.

Les valeurs déterminées pour les argilites de M/H-M et de Mont Terri sont présentées dans les

tableaux (II.5 et II.6). On trouve que les résultats expérimentaux relativement dispersés (en parti-

culier du degré d’anisotropie) de la conductivité macroscopique de l’argilite de M/H-M conduisent

à la différence des propriétés thermiques évaluées de la phase matricielle argileuse (caractérisées

par λa et νa). Pourtant, ces valeurs sont plus homogènes dans le cas de l’argilite de Mont Terri

qui donne λa = 0.7 Wm−1K−1 et νa =
√

2. Sur les figures (II.11 à II.19), on observe une tendance

correcte de l’évolution de la conductivité thermique effective en comparaison avec les données

expérimentales. Ils illustrent donc les bonnes capacités prédictives du procédé proposé.
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II.8 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode d’homogénéisation en deux étapes a été exploitée pour détermi-

ner la conductivité thermique effective des argilites de la Meuse/Haute-Marne et de Mont Terri. A

l’échelle macroscopique, les expériences sur ces matériaux nous montrent un comportement de type

isotrope transverse qui peut s’expliquer à l’échelle microscopique par la morphologie des inclusions

poreuses et l’anisotropie de la matrice argileuse elle-même. La résolution du problème d’inhomogé-

néité dans une matrice isotrope transverse permet par la suite d’étudier la sensibilité de ces deux

sources d’anisotropie sur les résultats prédictifs de la conductivité thermique effective. Enfin, la

concordance entre les simulations numériques et les résultats expérimentaux sur la conductivité

thermique des argilites confirme la validation du modèle proposé avec le procédé d’homogénéisation

en deux étapes.
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M/H-M (Échantillon s1)
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Figure II.12: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s2)
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Figure II.13: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s3)
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Figure II.14: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s4)
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Figure II.15: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s5)
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Figure II.16: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s6)
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Figure II.17: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

M/H-M (Échantillon s7)
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Figure II.18: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

Mont Terri (échantillon 1 et 2)
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Figure II.19: L’évolution de la conductivité thermique effective de l’argilite de

Mont Terri (échantillon 3 et 4)
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Tab. II.5: Les résultats expérimentaux et numériques de la conductivité

thermique effective λ[W m−1 K−1] de l’argilite de M/H-M

Echantillon Schéma λ
exp
11 λ

exp
33 λcal

11 λcal
33 λa ν2

a Sr σ

s1 MT-MT 2.33 2.08 2.30 2.10 0.85 1.32 90 4.0

DIF-MT 2.33 2.08 2.28 2.02 0.85 1.32 90 4.0

s2 MT-MT 2.21 1.85 2.26 1.88 1.05 1.37 90 5.5

DIF-MT 2.21 1.85 2.25 1.86 1.05 1.37 90 5.5

s3 MT-MT 2.08 1.51 2.06 1.54 0.55 2 90 10.0

DIF-MT 2.08 1.51 2.05 1.53 0.55 2 90 10.0

s4 MT-MT 2.09 1.53 2.10 1.58 0.65 2 94 3.5

DIF-MT 2.09 1.53 2.06 1.54 0.65 2 94 3.5

s5 MT-MT 1.99 1.03 1.97 1.27 0.5 2.56 90 5.5

DIF-MT 1.99 1.03 1.96 1.27 0.5 2.56 90 5.5

s6 MT-MT 2.30 1.58 2.28 2.00 0.58 1.44 70 5.0

DIF-MT 2.30 1.58 2.45 2.24 0.58 1.44 70 5.0

s7 MT-MT 2.98 2.40 3.00 2.51 1.3 1.56 90 3.0

DIF-MT 2.98 2.40 2.98 2.50 1.3 1.56 90 3.0
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Tab. II.6: Les résultats expérimentaux et numériques de la conductivité

thermique effective λ[W m−1 K−1] de l’argilite de Mont Terri

Echantillon Schéma λ
exp
11 λ

exp
33 λcal

11 λcal
33 λa ν2

a Sr σ

1 MT-MT 1.59 - 1.69 1.11 0.7 2 90 4.0

DIF-MT 1.59 - 1.68 1.11 0.7 2 90 4.0

2 MT-MT 1.72 - 1.72 1.12 0.7 2 90 6.0

DIF-MT 1.72 - 1.70 1.11 0.7 2 90 6.0

3 MT-MT 1.70 - 1.68 1.13 0.7 2 90 2.5

DIF-MT 1.70 - 1.65 1.12 0.7 2 90 2.5

4 MT-MT 1.68 - 1.66 1.01 0.7 2 76 7.5

DIF-MT 1.68 - 1.71 1.10 0.7 2 76 7.5
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Chapitre III

Homogénéisation du comportement

thermo-hydro-mécanique linéaire des

argilites

III.1 Introduction

Dans le contexte du stockage des déchets radioactifs, les argilites sont soumises à diverses solli-

citations couplées faisant intervenir la mécanique, l’hydraulique et la thermique. La compréhension

du comportement multi-physique de ces matériaux est alors un aspect très important. Ce présent

chapitre de la thèse se focalise sur une modélisation du comportement thermo-poro-élastique de ce

type de matériau par l’approche micromécanique.

Le principe du passage micro-macro a été présenté dans les deux premiers chapitres avec différentes

méthodes d’homogénéisation dans le cadre du comportement thermique linéaire stationnaire. Cette

approche reposant sur la solution du problème d’Eshelby [38] nous permet de mettre en évidence

l’influence de la morphologie de l’espace poreux, la minéralogie et aussi la méthode d’homogénéisa-

tion sur les propriétés thermiques effectives des roches poreuses. Dans ce chapitre, l’étude de l’effet

de ces dernières phases constituantes sera enrichi dans le contexte d’un couplage thermo-poro-

élastique de ce type de roche en reprenant la solution connue d’Eshelby [38] en élasticité linéaire.

Dans la littérature, les approches par le tenseur d’Eshelby pour le comportement poro-élastique,

thermo-élastique et thermo-poro-élastique ont été discutées dans de nombreux travaux. Parmi

ces recherches, on peut mentionner les contributions de Berryman et al. [13, 10, 11] et celles de

Kachanov, Sevostianov et al. [72, 71, 120] qui étudient les propriétés mécaniques, thermiques et

les propriétés croisées des matériaux comportant des cracks et/ou des pores. Plus récemment, il
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y a les travaux de Ulm et al. [130], de Dormieux et al. [35, 33] dans le contexte du comporte-

ment poro-élastique des milieux poreux isotropes avec les pores ellipsöıdales. D’ailleurs, Levin et

Alvarez-Tostado [85] ont déterminé les propriétés couplées thermo-poro-élastique d’un matériau

poreux multi-phasique en utilisant la méthode des champs effectifs.

Dans ce présent travail, les propriétés effectives croisées des roches argileuses seront envisagées en

appliquant la méthode d’homogénéisation en deux étapes adoptée dans les chapitres précédents.

Les simulations numériques effectuées sur des matériaux hétérogènes isotropes nous confirment la

capacité prédictive de la procédure. En effet, ces résultats convenables permettent de caractériser

le comportement thermo-poro-élastique des matériaux dont l’anisotropie est faible comme notre

constatation sur l’argilite de Meuse/Haute-Marne. Ce chapitre reprend les travaux de Giraud et al.

[43] dans le cas des milieux hétérogènes isotropes. Pour les matériaux présentant un comportement

de type isotrope transverse, on peut se référer à d’autres travaux de Giraud et ses collaborateurs

[44].

III.2 Homogénéisation du comportement élastique linéaire

III.2.1 L’approche micromécanique par la solution d’Eshelby

On considère une inclusion (I) de la forme ellipsöıdale noyée dans un milieu infini élastique

linéaire homogène (Ω) dont le module élastique égal à celui de l’inclusion. L’inclusion a une défor-

mation imposée libre uniforme εL. Eshelby [38] a montré que la solution du champ de déformation

de l’inclusion (I) est uniforme et dépend linéairement des valeurs du paramètre de chargement :

εI = S
E : εL (III.1)

où le tenseur de quatrième ordre SE est appelé le tenseur d’Eshelby qui dépend du module élastique

C du milieu homogène (Ω) ainsi que de la forme et de l’orientation de l’inclusions (I). Cette solution

est donnée également sous la forme :

εI = −P : τ avec τ = −C : εL (III.2)

P = S
E : C

−1 = S
E : S (III.3)

où S = C−1 est le module de souplesse du milieu. Le tenseur P nommé tenseur de Hill dépend

aussi bien du module élastique (C) du milieu homogène (Ω), de la forme et de l’orientation de

l’inclusions (I) comme le tenseur d’Eshelby SE . Une différence importante entre ces deux tenseurs

est que celui d’Eshelby SE est symétrique mineur (Sijkl = Sjikl = Sijlk) tandis que celui de Hill P

est symétrique mineur et majeur (Pijkl = Pjikl = Pijlk = Pklij). L’expression du tenseur de Hill P
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s’écrit à l’aide de la fonction de Green G (x − x′) (voir par exemple [96, 97]) comme la suivante :

Pijkl (x) =
1

4
(Mijkl (x) + Mkjil (x) + Mljik (x) + Mljki (x)) , (x ∈ I)

Mijkl (x) = − ∂

∂xl

∫

I

∂Gij (x − x′)

∂xk
dVx′

(III.4)

où l’inclusion (I) a la forme d’ellipsöıde :

x ∈ I ⇔ x2
1

a2
+

x2
2

b2
+

x2
3

c2
≤ 1 (III.5)

L’expression analytique de deux tenseurs est SE et P connue dans certains cas du milieu isotrope

ou du milieu isotrope transverse avec inclusion alignée (voir [96, 45, 135]). Dans le cas du milieu

anistrope général, ces tenseurs peuvent être calculés numériquement [41].

La solution de ce problème est ensuite enrichie dans le cas où le module élastique d’inclusion CI est

différent de celui du milieu homogène C (problème d’inhomogénéité). Le milieu est imposé d’une

déformation uniforme E à l’infini. La solution obtenue de ce nouveau problème [140, 33] montre

que la déformation de l’inclusion dépend linéairement de la déformation imposée E :

εI (x) = AI (x) : E (x ∈ I) (III.6)

AI (x) = [I + P : (CI − C)]−1 (III.7)

où AI est le tenseur de concentration sous la sollicitation homogène en déformation.

Différents schémas d’estimation peuvent être construits à partir de cette solution pour évaluer

les propriétés élastiques effectives. En général, en utilisant l’opérateur de moyenne, on obtient le

comportement élastique effectif :

Σ = Chom : E (III.8)

Chom = 〈C : A〉 =
N∑

i=1

fi Ci : Ai (III.9)

avec fi, Ci et Ai qui sont respectivement la fraction volumique, le module élastique et le tenseur

de concentration moyen en déformation de la phase i d’un milieu hétérogène comportant N phase.

Les tenseurs de concentration Ai vérifient :

〈Ai〉 =
N∑

i=1

fi Ai = I (III.10)

où I est le tenseur d’identité quatrième ordre :

I =
1

2
(δikδjl + δilδjk) (III.11)
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δij désigne le delta Kronecker (δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j).

De la même manière, dans le cas de la sollicitation homogène en contrainte Σ, on a :

E = Shom : Σ (III.12)

Shom = 〈S : B〉 =
N∑

i=1

fi Si : Bi (III.13)

avec Bi est le moyen du tenseur de concentration moyen en contrainte de phase i. Ces tenseurs

satisfont également la condition :

〈Bi〉 =
N∑

i=1

fi Bi = I (III.14)

III.2.2 La répartition isotrope des inclusions sphéröıdales dans un milieu iso-

trope

On étudie maintenant le cas simple où les inclusions ont une distribution aléatoire dans une

matrice isotrope. Il implique donc un comportement isotrope du milieu homogénéisé à l’échelle

macroscopique.

Les inclusions considérées sont de la forme sphéröıdale caractérisée par le rapport d’aspect ε.

L’expression du tenseur de Hill P pour les inclusions sphériques (ε = 1) noyées dans une matrice

isotrope est (voir [140]) :

P =
1

3km + 4µm
J +

3 (km + 2µm)

5µm (3km + 4µm)
K (III.15)

où km et µm sont les modules de compressibilité et de cisaillement de la phase matrice. Les tenseurs

d’ordre quatre J et K sont définis comme :

J =
1

3
δijδkl , K = I − J (III.16)

Dans le cas général où ε 6= 1 la solution analytique du tenseur de Hill P pour les inclusions sphéröı-

dales dans le milieu isotrope sera présentée dans l’annexe (A). En effet, ce tenseur P dans le repère

local associé d’inclusion (eα
1 , eα

2 , eα
3 ) est de type isotrope transverse. Le tenseur de concentration se

définit comme :

DI = [I + P : (CI − Cm)]−1 (III.17)

Il est donc également isotrope transverse avec six paramètres indépendants DI
1111, DI

1122, DI
1133,

DI
3311, DI

3333,D
I
2323 dans ce repère local.

La moyenne du tenseur de concentration est calculé par l’intégration suivante :

AI =
1

| ΩI |

∫

ΩI

DI d Ωi

AI
ijkl =

1

4π

∫ π

ϕ=0

∫ 2π

β=0
Qα

pi Q
α
qj Qα

rk Qα
sl D

I
pqrs sinϕdϕ d β

(III.18)
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où Qα la matrice de rotation (voir II.3.1).

Dans le cas où la répartition des inclusions est isotrope, le tenseur AI est exprimé sous la forme :

AI = AI
kJ + AI

µK

AI
k =

1

3

(
2

(
DI

1111 + DI
1122 + DI

1133 + DI
3311

)
+ DI

3333

)

AI
µ =

1

15

(
7DI

1111 − 5DI
1122 − 2

(
DI

1133 − 6DI
2323 + DI

3311 − DI
3333

))

(III.19)

III.3 Homogénéisation du comportement thermo-élastique linéaire

III.3.1 Théorème de Levin

Cette partie a pour but d’homogénéiser un milieu hétérogène sous la déformation macroscopique

imposée E à l’infini prenant en compte des précontraintes uniformes τ (ou des déformations libres

uniformes εL) dans les phases subsidiaires (voir aussi [83]). Le comportement local s’écrit dans ce

cas comme :

σ (x) = C : ε (x) + τ (III.20)

où τ est la précontrainte uniforme par phase. Il peut s’écrire par ailleurs sous l’autre forme :

ε (x) = S : σ (x) + εL (III.21)

avec εL = −S : τ est la déformation libre uniforme.

Pour résoudre ce problème, on peut le décomposer en deux problèmes élémentaires :

– Le premier problème correspond à celui d’élastique linéaire sans précontrainte (E 6= 0, τ =

0) :





σ′ (x) = C : ε′ (x) (Ω)

div σ′ (x) = 0 (Ω)

ξ′ (x) = E.x (∂Ω)

(III.22)

– Le deuxième correspond à celui avec précontrainte, à déformation macroscopique imposée

nulle (E = 0, τ 6= 0) :






σ′′ (x) = C : ε′′ (x) + τ (Ω)

div σ′′ (x) = 0 (Ω)

ξ′′ (x) = 0 (∂Ω)

(III.23)
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La solution du premier problème d’homogénéisation élastique linéaire (III.22) est connue à partir

de la section précédente :

Σ′ =
〈
σ′

〉
= Chom : E

Chom = 〈C : A〉
(III.24)

Considérons maintenant un champ de déformation cinématiquement admissible ε′ du premier pro-

blème associé au champ de déformation macroscopique E et un champ de contrainte statiquement

admissible σ′′ du deuxième problème associé au champ de contrainte macroscopique Σ′′. En ap-

pliquant la condition de Hill-Mandel [140] au couple (σ′′, ε′), on obtient :

〈
σ′′ : ε′

〉
=

〈
σ′′

〉
:
〈
ε′

〉
= Σ′′ : E (III.25)

D’ailleurs, on a :

〈
σ′′ : ε′

〉
=

〈
ε′′ : C : ε′

〉
+

〈
τ : ε′

〉
=

〈
ε′′ : σ′

〉
+ 〈τ : A : E〉 = 〈τ : A〉 : E (III.26)

Il déduit donc que :

Σ′′ = 〈τ : A〉 (III.27)

Le comportement macroscopique du problème avec précontrainte (sous la déformation macrosco-

pique imposée E) s’écrit :

Σ = Σ′ + Σ′′ (III.28)

De la même manière, le comportement macroscopique du problème avec déformation libre εL (sous

la contrainte macroscomique imposée Σ) peut être trouvé comme :

E = E′ + E′′

E′ = Shom : Σ , E′′ = 〈εL : B〉
(III.29)

III.3.2 Homogénéisation du comportement thermo-elastique linéaire d’un mi-

lieu hétérogène biphasique

On applique maintenant le théorème de Levin pour étudier le comportement thermo-élastique

linéaire d’un milieu hétérogène biphasique comportant une matrice solide Ωm et une phase d’inclu-

sions Ωi. Le comportement thermo-élastique linéaire de chaque phase s’écrit sous la forme suivante :

σ = C : (ε − αΘ) (III.30)

s = α : C : ε +
Cε

T0
Θ (III.31)
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où α, s, Θ = T − T0 et Cε désignent respectivement le tenseur de dilatation thermique, l’entropie

volumique, la variation de la température et la capacité de chaleur à la déformation constante.

La détermination des propriétés thermo-élastiques effectives se réalise par l’application du théorème

de Levin où la précontrainte de chaque phase est égale à τ = −C : α Θ. On obtient donc la solution

suivante :

Σ = Chom : E + 〈τ : A〉 = Chom : E − Chom : αhomΘ (III.32)

avec Chom et αhom sont respectivement le module élastique et le tenseur de dilatation thermique

homogénéisés. Ces tenseurs satisfont la relation :

Chom : αhomΘ = −〈τ : A〉 = fi Ci : αi : AiΘ + (1 − fi) Cm : αm : AmΘ (III.33)

où fi est la fraction volumique des inclusions. Il en déduit donc que :

αhom = (Chom)−1 : 〈C : α : A〉 (III.34)

De la même façon, l’entropie volumique à l’échelle macroscopique est évaluée à partir des solutions

de deux sous-problèmes :

S = S′ + S′′ (III.35)

La solution du premier sous-problème donne :

S′ =
〈
s′

〉
= fi s

′
i + (1 − fi) s′m = fi Ci : αi : ε′i + (1 − fi) Cm : αm : ε′m

= fi Ci : αi : Ai : E + (1 − fi) Cm : αm : Am : E = Chom : αhom : E

(III.36)

où ε′r(r = i,m) est la déformation moyenne de chaque phase dans le premier sous problème.

L’entropie volumique macroscopique S′′ du deuxième sous-problème est déterminée de la manière

suivante :

S′′ =
〈
s′′

〉
= fi s

′′
i + (1 − fi) s′′m

= fi

(
Ci : αi : ε′′i +

Cε
i

T0
Θ

)
+ (1 − fi)

(
Cm : αm : ε′′m +

Cε
m

T0
Θ

) (III.37)

Pour cela, il faut évaluer les déformations moyennes ε′′r (r = i, m) des phases qui vérifient :

fi ε
′′
i + (1 − fi) ε′′m = 0

Σ′′ = −Chom : αhomΘ = fi

(
Ci : ε′′i − Ci : αiΘ

)
+ (1 − fi)

(
Cm : ε′′m − Cm : αmΘ

)
(III.38)
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On trouve l’expression des déformations moyennes des phases du deuxième sous problème comme :

ε′′i = − 1

fi
(Ci − Cm)−1 : (Chom : αhom − fi Ci : αi − (1 − fi) Cm : αm)Θ (III.39)

ε′′m =
1

1 − fi
(Ci − Cm)−1 : (Chom : αhom − fi Ci : αi − (1 − fi) Cm : αm)Θ (III.40)

Il implique donc :

S′′ =
Cε

hom

T0
Θ

Cε
hom = 〈Cε〉 + T0 (Cm : αm − Ci : αi) : (Ci − Cm)−1 :

: (Chom : αhom − fi Ci : αi − (1 − fi) Cm : αm)

(III.41)

Le comportement thermo-élastique macroscopique du milieu hétérogène s’écrit ensuite sous la

forme suivante :

Σ = Chom : E − Chom : αhomΘ (III.42)

S = Chom : αhom : E +
Cε

hom

T0
Θ (III.43)

III.3.3 Homogénéisation du comportement thermo-élastique linéaire d’un mi-

lieu hétérogène multiphasique

La méthode d’homogénéisation du comportement thermo-élastique linéaire peut être étendue à

un milieu hétérogène multiphasique de N phase. Comme préalablement présenté, on décompose ce

problème en deux sous-problèmes : le premier correspond au cas purement mécanique (E 6= 0, τ =

0) tandis que le deuxième correspond au cas de la précontrainte avec la déformation macroscopique

imposée nulle (τ = −C : αΘ, E = 0).

En appliquant le théorème de Levin, on peut retrouver les solutions :

Σ = Σ′ + Σ′′ = Chom : E + 〈τ : A〉 = Chom : E − Chom : αhomΘ

Chom : αhomΘ = −〈τ : A〉 =
N∑

i=1

fi Ci : αi : AiΘ

αhom = (Chom)−1 :

(
N∑

i=1

fi Ci : αi : Ai

)
(III.44)

L’entropie volumique macroscopique est déterminée comme :

S = S′ + S′′

S′ =
〈
s′

〉
=

N∑

i=1

fi s
′
i =

N∑

i=1

fi Ci : αi : Ai : E = Chom : αhom : E

S′′ =
〈
s′′

〉
=

N∑

i=1

fi s
′′
i =

N∑

i=1

fi

(
Ci : αi : ε′′i +

Cε
i

T0
Θ

)
(III.45)
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Les déformations moyennes des phases pour le deuxième sous problème ε′′i vérifient :

N∑

i=1

fi ε
′′
i = 0

Σ′′ = −Chom : αhomΘ =
N∑

i=1

fi

(
Ci : ε′′i − Ci : αiΘ

)
(III.46)

Ces équations ne permettent pas de déterminer les solutions de ε′′i (i, 1, N) à partir de ces deux

fonctions. D’après Dvorak et Benveniste [36], pour résoudre ce problème il faut prendre en compte

l’interaction des phases. Ces auteurs ont trouvé donc les solutions suivantes :

ε′′i = aiΘ

ai =
N∑

r=1

Dir : αr

(III.47)

où les tenseurs Dir sont appelés les tenseurs d’influences de transformations. Pour le milieu multi-

phasique avec les inclusions de mêmes formes et alignées, Dvorak et Benveniste [36] ont déterminé

l’expression de ces tenseurs comme :

Dir = (I − Ai) : (Ci − Chom)−1 :
(
δirI − frA

T
r

)
: Cr

(III.48)

Dans le cas de deux phases, l’expression de ces tenseurs s’écrit :

Drr = (I − Ar) : (Cr − Cs)
−1 : Cr

Drs = − (I − Ar) : (Cr − Cs)
−1 : Cs (r, s = i,m)

(III.49)

Enfin, on obtient l’entropie volumique macroscopique du deuxième sous-problème du milieu mul-

tiphasique :

S′′ =
Cε

hom

T0
Θ

Cε
hom =

N∑

i=1

fi C
ε
i + T0

N∑

i=1

fi Ci : αi :

(
N∑

r=1

Dir : αr

) (III.50)

III.4 Homogénéisation du comportement thermo-poro-élastique

linéaire d’un milieu poreux saturé

III.4.1 Homogénéisation du comportement poro-élastique linéaire

On rappelle brièvement dans cette sous-partie les résultats principaux de l’homogénéisation du

comportement poro-élastique linéaire d’un milieu poreux saturé [33, 137, 66].

Considérons le V.E.R d’un milieu poreux Ω comportant une matrice solide Ωs et l’espace poreux
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Ωp. La matrice solide est élastique linéaire et l’espace poreux saturé est modélisé comme une famille

des inclusions sphéröıdales. Supposons que la frontière du V.E.R soit constituée seulement de la

phase solide. Le problème posé sur le V.E.R s’écrit :






σ (x) = Cs : ε (x) (Ωs)

div σ (x) = 0 (Ωs)

ξ (x) = E.x (∂Ω)

σ.n = −pl n (Ωsp)

(III.51)

où Ωsp désigne l’interface entre la phase solide et la phase liquide. pl désigne la pression de la phase

liquide.

La détermination des propriétés effectives du couplage poromécanique est complètement identique

à celle du problème thermo-élastique en observant la similarité entre les équations de ces deux

problèmes [100, 13]. Donc, compte tenu de la linéarité du problème, on peut également découpler

en deux sous-problèmes élémentaires suivants :

– Le premier sous-problème correspond à un chargement purement mécanique : E 6= 0, pl = 0.

– Le deuxième correspond à un chargement purement hydrique : E = 0, pl 6= 0.

La solution du premier sous-problème est connue comme :

Σ′ = Chom : E

ε′i = Ai : E (i = s, p)

(III.52)

La solution du deuxième sous-problème peut être déterminée en utilisant le théorème de Levin [33]

avec la précontrainte τ = −pl δ :

Σ′′ = −plB

B = fp δ : Ap

(III.53)

où B est le tenseur de Biot et δ le tenseur d’identité de deuxième ordre.

Par ailleurs, la seconde équation d’état macroscopique désigne la variation du volume de l’espace

poreux. Elle s’écrit comme :

φ − φ0 = fp δ : εp = fp δ :
(
ε′p + ε′′p

)
= B : E +

pl

N
(III.54)

où φ0 et φ présentent respectivement la porosité lagrangienne à l’état initial et celle à l’état actuel

et fp la fraction volumique de l’espace poreux (la porosité eulérienne). L’expression du module de
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Biot N se trouve à partir de l’évaluation de la déformation moyenne ε′′p. Cette dernière peut être

déterminée en utilisant les équations suivantes :

fp ε′′p + (1 − fp) ε′′s = 0

Σ′′ = −plB = (1 − fp) Cs : ε′′s + fp

(
Cp : ε′′p − pl δ

)
(III.55)

On obtient les résultats :

ε′′p = − 1

fp
(Cp − Cs)

−1 : (B − fp δ) pl

ε′′s =
1

1 − fp
(Cp − Cs)

−1 : (B − fp δ) pl

(III.56)

Il en déduit donc :

1

N
= δ : (Cs − Cp)

−1 : (B − fp δ) (III.57)

III.4.2 Homogénéisation du comportement thermo-poro-élastique linéaire

Le problème poro-mécanique du milieu poreux saturé précédent est étendu maintenant en

ajoutant un chargement thermique :






σ (x) = Cs : (ε (x) − αsΘ) (Ωs)

div σ (x) = 0 (Ωs)

ξ (x) = E.x (∂Ω)

σ.n = −pl n (Ωsp)

(III.58)

La résolution de ce problème peut être décomposée en trois étapes relativement aux chargements

élémentaires :

– E 6= 0, pl = 0, Θ = 0 : correspond à un chargement purement mécanique.

– E = 0, pl 6= 0, Θ = 0 : correspond à un chargement purement hydrique.

– E = 0, pl = 0, Θ 6= 0 : correspond à un chargement purement thermique.

En utilisant les solutions de (III.3.2) et (III.4.1), on obtient les expressions suivantes :

– pour un chargement purement mécanique :

Σ′ = Chom : E

(φ − φ0)
′ = fp δ : ε′p = fp δ : Ap : E = B : E

S′ = fps
′
p + (1 − fp) s′s = Chom : αhom : E

(III.59)
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avec :

Chom = Cs + fp (Cp − Cs) : Ap

B = fp δ : Ap

αhom = (Chom)−1 : (fp Cp : αp : Ap + (1 − fp) Cs : αs : As)

(III.60)

– pour un chargement purement hydrique :

Σ′′ = −plB

(φ − φ0)
′′ = fp δ : ε′′p =

pl

N

S′′ = fps
′′
p + (1 − fp) s′′s = fpCp : αp : ε′′p + (1 − fp) Cs : αs : ε′′s = −pl γhom

(III.61)

où le module de Biot N et le coefficient de dilatation thermique différentiel γhom sont exprimés

comme :

1

N
= δ : (Cs − Cp)

−1 : (B − fp δ)

γhom = fp δ : (Cs : αs − Cp : αp) : (Cp − Cs)
−1 : (I − Ap)

(III.62)

– pour un chargement purement thermique :

Σ′′′ = −Chom : αhomΘ

(φ − φ0)
′′′ = fp δ : ε′′′p = −γhomΘ

S′′′ = fps
′′′
p + (1 − fp) s′′′s

= fp

(
Cp : αp : ε′′′p +

Cε
p

T0
Θ

)
+ (1 − fp)

(
Cs : αs : ε′′′s +

Cε
s

T0
Θ

)

=
Cε

hom

T0
Θ

(III.63)

avec :

Cε
hom = fpC

ε
p + (1 − fp)Cε

s + T0 (Cs : αs − Cp : αp) : (Cp − Cs)
−1 :

: (Chom : αhom − fp Cp : αp − (1 − fp) Cp : αp)

(III.64)

La superposition de trois sous problèmes déduit donc le comportement à l’échelle macroscopique :

Σ = Chom : E − plB − Chom : αhomΘ

φ − φ0 = B : E +
pl

N
− γhomΘ

S = Chom : αhom : E − pl γhom +
Cε

hom

T0
Θ

(III.65)
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Les expressions explicites des propriétés thermo-poro-élastiques effectives seront déterminées dans

les sous-parties suivantes dans le contexte du schéma d’estimation de Mori Tanaka. En considérant

la répartition isotrope des inclusions poreuses dans la matrice solide isotrope, on obtient en effet

le comportement isotrope à l’échelle macroscopique dont les propriétés sont exprimés sous forme :

Chom = 3khom J + 2µhom K (III.66)

B = b δ , αhom = αhom δ (III.67)

III.4.3 Les propriétés thermo-poro-élastiques effectives : le cas drainé

On s’intéresse en premier lieu au cas drainé où le module élastique de la phase poreuse est égal

à zéro (Cp = 0). Le module homogénéisé dans ce cas vaut :

Chom = Cs − fp Cs : A
MT
p = Cs − fp Cs : Ap : [(1 − fp) I + fp Ap]

−1 (III.68)

Pour la répartition isotrope des inclusions poreuses, on peut écrire (voir III.2.2) :

Ap = Ap
k J + Ap

µ K (III.69)

Il déduit les expressions explicites des propriétés thermo-poro-élastiques effectives :

khom

ks
=

1 − fp

1 − fp

(
1 − Ap

k

) ,
µhom

µs
=

1 − fp

1 − fp (1 − Ap
µ)

b =
fpA

p
k

1 − fp

(
1 − Ap

k

) = 1 − khom

ks
,

ks

N
= b − fp = −fp (1 − fp)

(
1 − Ap

k

)

1 − fp

(
1 − Ap

k

)

αhom = αs ,
γhom

αs
= 3 (b − fp) =

3ks

N

Cε
hom = fpC

ε
p + (1 − fp)Cε

s − 9T0 (1 − fp)
(
1 − Ap

k

)
ksα

2
s

1 − fp

(
1 − Ap

k

)

(III.70)

On constate que dans le cas drainé, les coefficients Ap
k et Ap

µ ne dépendent que du rapport d’aspect

des inclusions poreuses ε et du coefficient de Poisson de la phase matrice solide νs. L’influence du

rapport d’aspect des pores ε et du coefficient de Poisson νs sur les modules de compressibilité et de

cisaillement homogénéisés est présentée sur les figures (III.1 et III.3). Il est également remarquable

que le module de cisaillement effectif µhom et le module de compressibilité effectif khom augementent

en fonction du rapport d’aspect ε (avec la valeur donné de la porosité fp = 0.15) (voir également

[136, 121, 72]). La répartition isotrope des pores aplaties affaiblit le matériau en comparaison avec

des pores sphériques (ε = 1). Les figures (III.2 et III.4) montrent également la diminution de µhom

et khom en fonction de la porosité fp. Par ailleurs, plus le coefficient de Poisson νs s’accrôıt, plus

khom est grand alors que µhom est faible.

Respectivement, l’impact du rapport d’aspect des pores εp, du coefficient de Poisson νs et de la
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porosité fp sur le coefficient de Biot b, le module de Biot N et le paramètre couplage thermique-

hydrique γhom est présenté sur les figures (III.5 à III.10). On retrouve les observations connues sur le

coefficient de Biot qui diminue en fonction de ε et augmente par rapport à fp. Les résultats notables

(même dans ce cas d’isotropie) sont dédiés aux paramètres de couplage thermique-hydrique γhom et

module de Biot N . En réalité, il est très difficile de caractériser ces paramètres des roches poreuses

dont la perméabilité est très faible. Le paramètre γhom qui est proportionnel avec 1/N diminue

par rapport à ε et augmente en fonction de νs. A une valeur donnée du rapport d’aspect des pores

(par exemple ε = 0.05) ces derniers paramètres crôıssent quand la porosité est faible (fp ≤ 0.15)

et diminuent quand la porosité est plus grande.

III.4.4 Les propriétés thermo-poro-élastiques effectives : le cas non drainé

Le cas non drainé considéré ici n’est valide que si la contrainte uniforme initiale et la pression

initiale de pore sont égales à zéro. Sous un chargement mécanique, le comportement du milieu

poreux non drainé est considéré comme celui du biphasique : l’un est la phase matrice solide et

l’autre la phase liquide. Pour le milieu poreux dont la perméabilité est très faible (cas des argilites),

les propriétés thermo-poroélastiques effectives dans ce cas non drainé peuvent être déterminées en

considérant l’espace poreux comme des inclusions dont les propriétés sont (voir [121]) :

Cp = 3klJ , αp = αl δ (III.71)

Il conduit que les paramètres Ap
k et Ap

µ dépendent non seulement du rapport d’aspect ε, du coef-

ficient de Poisson νs mais également du module de Young de la phase solide Es et du module de

compressibilité de la phase liquide kl.

On remarque que dans le cas drainé, le coefficient de la dilatation thermique est égal à celui de la

phase solide αhom = αs. Cependant, dans ce cas non drainé, il est exprimé comme :

αnd
hom =

(1 − fp) ksαs + fpA
p
kklαl

(1 − fp) ks + fpA
p
kkl

(III.72)

Ce résultat vérifie les résultats connus dans la littérature [26, 129] :

αnd
hom = αs + (αl − αs)

(
fp +

1/knd
hom − (fp/kl + (1 − fp) /km)

1/kl − 1/km

)
(III.73)

Pour être plus brièvement, on ne présente pas ici les figures qui désignent l’effet du rapport d’aspect

des pores ε, du coefficient de Poisson νs et de la porosité fp sur les propriétés thermo-poro-élastiques

effectives non-drainées. On observe néanmoins bien que les allures soient identiques dans les deux

cas les valeurs quantitatives s’avèrent différentes. Cependant, sur les figures (III.11 et III.12), on

peut constater l’influence de ces derniers termes sur le coefficient de dilatation thermique effectif
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αnd
hom avec les valeurs données des paramètres de chaque phase comme : kl = 2GPa, αl = 10−4 K−1,

Es = 10GPa et αs = 10−5 K−1. On observe une diminution de αnd
hom en fonction du rapport d’aspect

ε et du coefficient de Poisson νs. D’un autre coté, ce coefficient augmente par rapport à la porosité

fp.
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III.5 L’influence du schéma d’estimation sur les propriétés thermo-

poro-élastiques effectives

Dans le paragraphe précédent, les propriétés thermo-poro-élastiques d’un milieu poreux ont

été envisagées dans le cadre du schéma d’estimation de Mori-Tanaka. Les expressions analytiques

de ces propriétés et les simulations numériques ont égalements été présentées. Pour cette partie,

ces résultats prédictifs seront confrontés avec ceux des autres schémas d’estimation (schéma dilué,

schéma autocohérent, schéma différentiel, les bornes de Hashin-Shtrikman) dont le principe a été

décrit dans le premier chapitre (I). Les expressions explicites des propriétés thermo-poroélastiques

isotropes effectives peuvent être établies pour ces derniers schémas de la même manière que celles

89
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0.02 0.04 0.06 0.08
¶

0.25

0.5

0.75

1.25

1.5

1.75

Es
��������
Nfp=0.15

Νs = 0.45
Νs = 0.35
Νs = 0.25
Νs = 0.1

0.2 0.4 0.6 0.8
¶

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Es
��������
Nfp=0.15

Νs = 0.45
Νs = 0.35
Νs = 0.25
Νs = 0.1

Figure III.7: L’évolution de l’inversion du module de Biot effectif en fonction

de ε et νs (cas drainé)
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effectif en fonction de fp et νs (cas drainé)
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du schéma de Mori Tanaka en remplaçant le tenseur de concentration AMT
p par celui d’autre schéma

(ADIL
p , AAC

p et AAC
p respectivement pour les schémas dilué, autocohérent et les bornes de Hashin-

Shtrikman correspondants).

Dans le cas du schéma différentiel, le milieu poreux homogénéisé s’obtient à partir de la phase

matrice solide par une série d’additions incrémentales de la fraction volumique de la phase poreuse.

A l’état initial, les propriétés du milieu sont prises égales à celles de la phase matrice solide C0 = Cs,

α0 = αs. A la fin de l’étape (j − 1) on a un milieu poreux homogénéisé dont les propriétés sont

respectivement C(j−1), B(j−1), α(j−1), N (j−1), γ(j−1) et C
ε,(j−1)
hom . Pour l’étape (j), on homogénéise

la phase matrice poreuse Ωm de l’étape précédente (j − 1) et la phase poreuse Ωp avec la fraction

volumique df
(j)
p . Le comportement local des phases s’écrit :

σ = C : ε + σp − C : αΘ (III.74)

avec :

C =






Cp (Ωp)

C
(j−1) (Ωm)

σp =






−plδ (Ωp)

−plB
(j−1) (Ωm)

α =






αp (Ωp)

α(j−1) (Ωm)

(III.75)

Il s’agit du problème d’homogénéiser un milieu poreux à double porosités où la pression de la

phase matrice poreuse est égale à celle de la phase poreuse pl (voir les travaux de Dormieux et al.,

[33]). On obtient donc à la fin de l’étape (j) les équations des propriétés thermo-poro-élastiques

homogénéisés (dans le cas drainé) comme :

C
(j) = C

(j−1) − df (j)
p C

(j−1) : A
(j−1)
p

A
(j−1)
p =

〈[
I − P

(j−1)
p : C

(j−1)
]−1

〉 (III.76)
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B(j) = B(j−1) + df (j)
p

(
δ − B(j−1)

)
: A

(j−1)
p

C(j) : α(j) =
(
1 − df (j)

p

)
C(j−1) : α(j−1) : A

(j−1)
m

1

N (j)
=

1 − df
(j)
p

N (j−1)
− df (j)

p

(
B(j−1) − δ

)
: S

(j−1) :
(
I − A

(j−1)
p

)
:
(
B(j−1) − δ

)

γ(j) =
(
1 − df (j)

p

)
γ(j−1) + df (j)

p α(j−1) :
(
B(j−1) − δ

)
:
(
I − A

(j−1)
p

)

(III.77)

où la fraction volumique de chaque étape df
(j)
p dépend du nombre d’incrément Ninc :

df (j)
p =

fp

Ninc
.

1

1 − (j − 1)fp/Ninc
(j = 1, Ninc) (III.78)

Le milieu poreux homogénéisé s’obtient à la fin de l’étape j = Ninc où la porosité dans le milieu

est égale à fp.

La comparaison des résultats prédictifs des propriétés thermo-poro-élastiques effectives par diffé-

rents schémas d’estimation est présentée sur les figures ci-dessous (III.14 à III.21) avec les donnés

de la phase matrice solide : Es = 10 GPa, νs = 0.2, αs = 10−5 K−1 et Ninc = 100 pour le schéma

différentiel.

On s’intéresse tout d’abord à ces prédictions en fonction de la porosité fp. Deux valeurs consi-

dérées du rapport d’aspect des pores correspondent aux pores aplaties ε = 0.05 et aux pores

quasi-sphériques ε = 0.95. On observe que pour les pores quasi-sphériques les propriétés évaluées

par les différentes approches d’homogénéisation sont proches pour les faibles taux de porosité

fp ≤ 10%. Au fur et à mesure que la porosité augmente, les différentes prédictions s’écartent les

unes des autres. Les estimations issues de l’approche diluée divergent rapidement et deviennent non

physiques pour des porosités dépassant 50%. L’approche du schéma autocohérent conduit égale-

ment à des résultats non physiques pour des milieux de porosité supérieure à 50%. Les prédictions

des schémas de Mori-Tanaka et de Hashin-Shtrikman sont superposées. On peut remarquer aussi

que seules les approches de Hashin-Shtrikman, de Mori-Tanaka et celle différentielle permettent de

donner des résultats à 100% de pores. Ces observations confirment celles-ci constatées dans les tra-

vaux de Smaoui Barboura [125] dans le contexte d’un milieu poreux dont les pores sont sphériques

ε = 1. Dans le cas des pores aplaties ε = 0.05, la tendance de ces prédictions est aussi constatée.

L’écart de ces estimations est de plus en plus grand à compter de très faible taux de porosité

fp = 5%. Une méthode d’étendre de façon significative le domaine de validité des approches sim-

plifiées (comme les schémas dilué et autocohérent) est d’utiliser une démarche d’homogénéisation

itérative. Cette méthode itérative introduite par Dumontet, Benhamida et coauteurs [5, 4, 144] a

montré sa capacité prédictive en appliquant aux milieux poreux à fortes porosités dont les pores

sont de la forme sphériques [4, 125].
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On s’intéresse également à l’évolution de ces propriétés prédictives par différentes approches en

fonction du rapport d’aspect des pores ε. Pour une valeur donnée de la porosité fp = 10%, on

trouve que ces prédictions s’approchent pour les rapports d’aspect près de ε ≈ 1. Ils s’écartent les

unes des autres pour les valeurs réduites du rapport d’aspect des pores ε ≤ 0.2. L’approche du

schéma dilué et autocohérent conduisent à des résultats non physiques pour des milieux dont le

rapport d’aspect est pris très faible (ε ≤ 0.07 pour le schéma dilué et ε ≤ 0.05 pour le schéma

autocohérent). On remarque également que dans le cas des pores fortement aplaties ε ≪ 1, les in-

clusions poreuses sont considérées comme des “penny sphaped cracks”. L’effet des penny sphaped

cracks sur des propriétés effectives n’est plus exprimé en fonction de la porosité mais du paramètre

de la densité des cracks [73, 103].
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Figure III.13: L’évolution du module de compressibilité effectif en fonction de ε

(comparaison des différents schémas d’estimation)
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Figure III.14: L’évolution du module de compressibilité effectif en fonction de
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III.6 Homogénéisation du comportement thermo-poro-élastique

linéaire des argilites [43]

L’approche micromécanique du comportement thermo-poroélastique linéaire est appliquée dans

cette partie pour les argilites en développant la méthode d’homogénéisation en deux étapes. Les
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Figure III.16: L’évolution du module de cisaillement effectif en fonction de fp

(comparaison des différents schémas d’estimation)
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Figure III.17: L’évolution du coefficient de Biot effectif en fonction de ε

(comparaison des différents schémas d’estimation)
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de ε (comparaison des différents schémas d’estimation)
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Figure III.20: L’évolution de l’inversion du module de Biot effectif en fonction

de fp (comparaison des différents schémas d’estimation)
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Figure III.21: L’évolution du coefficient de dilatation thermique différentiel

effectif en fonction de ε (comparaison des différents schémas d’estimation)
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Figure III.22: L’évolution du coefficient de dilatation thermique différentiel

effectif en fonction de fp (comparaison des différents schémas d’estimation)
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roches argileuses considérées ici sont schématisées comme des milieux poreux saturés comportant

une phase matricielle argileuse, de l’espace poreux saturé et des inclusions minérales de quartz et

de calcites. On propose donc :

– Pour la première étape, la matrice poreuse Ωm est homogénéisée à partir de la matrice

argileuse Ωa et de l’espace poreux Ωp qui est saturée par une phase liquide. La fraction

volumique des inclusions des pores dans la matrice poreuse est déterminée comme :

f I
p =

Ωp

Ωm
=

fp

fm
=

fp

fp + fa
=

fp

1 − fqu − fca

fm + fqu + fca = 1

(III.79)

où fp, fa, fqu et fca sont respectivement la fraction volumique de la matrice argileuse, de la

phase poreuse et des inclusions de quartz et de calcites.

– Pour la deuxième étape, le milieu poreux homogénéisé Ω est obtenu en ajoutant des inclusions

sphériques de quartz Ωqu et de calcitesΩca dans la matrice poreuse Ωm.

Le V.E.R du milieu poreux hétérogène est imposé par la suite d’une déformation macroscopique

E, une pression pl dans l’espace poreux et une variation de la température Θ = T − T0. Encore

une fois, compte tenu de la linéarité du problème, on peut le décomposer en trois sous-problèmes

élémentaires comme dans (III.4.3) qui correspondent respectivement au cas de chargement pu-

rement mécanique, celui purement hydrique et celui purement thermique. La solution de chaque

sous-problème dans le cadre de la méthode d’homogénéisation en deux étapes en utilisant le théo-

rème de Levin [83] est démontrée dans les travaux de Giraud et al. [43, 44] et sera présentée dans

les paragraphes suivants.

III.6.1 Cas de chargement purement mécanique

Considérons dans un premier temps le cas où le chargement est purement mécanique E 6= 0,

pl = 0 et Θ = 0. En supposant σ′
m et ε′m respectivement la contrainte moyenne et la déformation

moyenne de la matrice poreuse, on obtient les solutions suivantes pour chaque étape d’homogénéi-

sation :

– Première étape d’homogénéisation

La matrice poreuse peut être considérée comme un milieu hétérogène biphasique comportant

une matrice argileuse et une phase poreuse. Ce milieu est soumis d’une déformation uni-

forme ε′m à l’infini. En appliquant la solution présentée dans (III.4.3) pour le milieu poreux
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biphasique, on obtient :

σ′
m = CI : ε′m

(φ − φ0)
′
m = BI : ε′m

s′m = CI : αI : ε′m

(III.80)

où les tenseur CI , BI , et αI sont respectivement le module élastique, le tenseur de Biot et

le tenseur de la dilatation thermique homogénéisés de la matrice poreuse. L’homogénéisation

du problème élasticité linéaire fournit les expressions suivantes :

CI = Ca + f I
p (Cp − Ca) : Ap

BI = f I
p Ap : δ

CI : αI = 〈C : α : A〉 = fp Cp : αp : Ap +
(
1 − f I

p

)
Ca : αa : Aa

(III.81)

avec Cr, αr (r = a, p) sont les tenseurs du module élastique et de la dilatation thermique de

la matrice argileuse et des inclusions poreuses. Dans le cas drainé, ces propriétés de la phase

poreuse sont égales à Cp = 0, αp = 0 tandis que Cp = 3kl J et αp = αl δ (avec kl = 2GPa,

αl = 10−4 K−1) pour le cas non drainé [121, 46].

– Deuxième étape d’homogénéisation

La deuxième étape d’homogénéisation permet de déterminer le comportement effectif des

argilites en ajoutant les inclusions minérales dans la matrice poreuse. Les propriétés de la

matrice poreuse sont obtenues à partir de la solution de l’étape précédente (Cm = CI et

αm = αI). Sous la déformation macroscopique imposée E, on a :

Σ′ = Chom : E

ε′r = Ar : E (r = m, qu, ca)

(III.82)

où Chom désignent le tenseur d’élasticité homogénéisé et Ar (r = m, qu, ca) les tenseurs de

concentrations :

Chom = Cm + fqu (Cqu − Cm) : Aqu + fca (Cca − Cm) : Aca
(III.83)

La variation du volume de l’espace poreux à l’échelle macroscopique s’écrit comme suivante

[130] :

(Φ − Φ0)
′ =

〈
(φ − φ0)

′〉
Ω

= fm (φ − φ0)
′
m = fmBI : Am : E = Bhom : E

(III.84)
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avec le tenseur de Biot macroscopique Bhom qui vaut :

Bhom = fm BI : Am = BI : (I − fquAqu − fcaAca) (III.85)

L’entropie volumique s’écrit à l’échelle macroscopique :

S′ = fm s′m + fqu s′qu + fca s′ca

= fmCm : αm : ε′m + fquCqu : αqu : ε′qu + fcaCca : αca : ε′ca

= Chom : αhom : E

(III.86)

où :

Chom : αhom = fmCm : αm : Am + fquCqu : αqu : Aqu + fcaCca : αca : Aca
(III.87)

III.6.2 Cas de chargement purement hydrique

Supposons que σ′′
m et ε′′m soient respectivement la contrainte moyenne et la déformation moyenne

de la matrice poreuse (solution du cas de chargement purement hydrique E = 0, pl 6= 0 et Θ = 0).

On obtiendra les solutions pour deux étapes d’homogénéisation :

– Première étape d’homogénéisation

La matrice poreuse dans ce cas est imposé par une déformation ε′′m uniforme à l’infini et la

pression pl dans l’espace poreux. La solution de la sous-partie (III.4.3) nous permet d’écrire

les résultats suivants en considérant Θ = 0 :

σ′′
m = Cm : ε′′m − plBI

(φ − φ0)
′′
m = BI : ε′′m +

pl

NI

s′′m = Cm : αm : ε′′m − pl γI

(III.88)

où l’expression du paramètre de couplage thermique-hydrique γI et le module de Biot NI

s’écrit :

γI = αa :
(
BI − f I

p δ
)

1

NI
= δ : (Ca − Cp)

−1 : (BI − fpδ)

(III.89)

– Deuxième étape d’homogénéisation

La solution de la première étape donne l’expression suivante du comportement de la matrice

poreuse :

σ′′
m = Cm : ε′′m + τm

(III.90)
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avec τm = −plBI peut être considéré comme la précontrainte uniforme dans la matrice

poreuse. La solution de cette deuxième étape est donc acquise en appliquant les résultats du

problème de précontrainte uniforme par phase. En utilisant le théorème de Levin, on obtient :

Σ′′ = 〈τ : A〉 = −fm plBI : Am = −plBhom
(III.91)

En outre, la variation du volume des pores et l’entropie volumique sont évaluées à l’échelle

macroscopique comme suivantes :

(Φ − Φ0)
′′ =

〈
(φ − φ0)

′′〉
Ω

= fm (φ − φ0)
′′
m = fm

(
BI : ε′′m +

pl

NI

)
(III.92)

S′′ = fm s′′m + fqu s′′qu + fca s′′ca

= fm

(
Cm : αm : ε′′m − pl γI

)
+ fqu Cqu : αqu : ε′′qu + fca Cca : αca : ε′′ca

(III.93)

Les déformations moyennes ε′′i (i = m, ca, qu) peuvent être déterminées directement en uti-

lisant la condition de la déformation macroscopique nulle à ’infini E = 0. Elles vérifient les

équations suivantes :

E = fm ε′′m +
r∑

i=1

fi ε
′′
i = 0

Σ′′ = −plBhom = fm

(
Cm : ε′′m − plBI

)
+

r∑

i=1

fiCi : ε′′i

(III.94)

où r est le nombre des phases d’inclusions (dans notre cas r = 2 correspond aux deux phases

de quartz et des calcites). En utilisant la formule (III.85), on peut développer les équations

ci-dessus de la manière suivante :

−plBI :

(
I −

r∑

i=1

fi Ai

)
= −pl

(
1 −

r∑

i=1

fi

)
BI −

r∑

i=1

fiCm : ε′′i +
r∑

i=1

fiCi : ε′′i

= −pl

(
1 −

r∑

i=1

fi

)
BI +

r∑

i=1

fi (Ci − Cm) : ε′′i

(III.95)

qui déduit :
r∑

i=1

fi

[
(Ci − Cm) : ε′′i + pl (I − Ai) : BI

]
= 0 (III.96)

La déformation moyenne de chaque phase est donc :

ε′′i = −pl (Ci − Cm)−1 : (I − Ai) : BI (III.97)

On peut recalculer la variation du volume de l’espace poreux et l’entropie macroscopique :

(Φ − Φ0)
′′ =

pl

Nhom

1

Nhom
=

fm

NI
+ BI :

(
r∑

i=1

fi (Ci − Cm)−1 : (I − Ai)

)
: BI

(III.98)

101
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S′′ = −pl γhom

γhom = fmγI +

r∑

i=1

fi (Ci − Cm)−1 : (I − Ai) : (Ci : αi − Cm : αm) : BI

(III.99)

avec γhom et Nhom sont respectivement le coefficient de la dilatation différentiel et le module de

Biot homogénéisés.

III.6.3 Cas de chargement thermique pur

La contrainte moyenne et la déformation moyenne de la matrice poreuse pour le cas de char-

gement purement thermique (E = 0, pl = 0 et Θ = T − T0) sont respectivement σ′′′
m et ε′′′m. La

solution de ce problème est déterminée d’une manière aussi identique que celle du cas précédent :

– Première étape d’homogénéisation

Pour cette étape, on applique les résultats de la sous-partie (III.4.3) avec pl = 0 :

σ′′′
m = Cm : ε′′′m − Cm : αmΘ

(φ − φ0)
′′′
m = BI : ε′′′m − γIΘ

s′′′m = Cm : αm : ε′′′m +
Cε

m

T0
Θ

(III.100)

où l’expression de Cε
m s’écrit :

Cε
m = f I

p Cε
p +

(
1 − f I

p

)
Cε

a + T0 (Ca : αa − Cp : αp) : (Cp − Ca)
−1 :

:
(
Cm : αm − f I

p Cp : αp −
(
1 − f I

p

)
Ca : αa

)
(III.101)

– Deuxième étape d’homogénéisation

L’expression du comportement local de chaque phase pour cette deuxième étape est sous

forme de :

σ′′′
i = Ci : ε′′′i − Ci : αiΘ (i = m, qu, ca) (III.102)

Ce problème correspond au problème thermo-élastique linéaire du milieu multiphasique (voir

III.3.3) où la déformation macroscopique imposée E = 0. On obtient donc :

Σ′′′ = −Chom : αhomΘ (III.103)

Les déformations moyennes ε′′′i (i = m, ca, qu) peuvent être également déterminées directe-

ment comme le paragraphe précédent en utilisant la condition de la déformation macrosco-
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pique nulle à l’infini E = 0 :

E = fm ε′′′m +
r∑

i=1

fi ε
′′′
i = 0

Σ′′′ = −Chom : αhomΘ = fm Cm :
(
ε′′′m − αmΘ

)
+

r∑

i=1

fi Ci :
(
ε′′′i − αiΘ

)
(III.104)

A partir de la formule (III.87), on peut développer les équations au-dessus comme :

−Chom : αhomΘ = −
(

Cm : αm :

(
I −

r∑

i=1

fi Ai

)
+

r∑

i=1

fi Ci : αi : Ai

)
Θ

= −Cm : αm

(
1 −

r∑

i=1

fi

)
Θ −

r∑

i=1

fiCi : αiΘ +

r∑

i=1

fi (Ci − Cm) ε′′′i

(III.105)

qui déduit que :

r∑

i=1

fi

[
(Ci − Cm) : ε′′′i − (Ci : αi − Cm : αm) : (I − Ai)Θ

]
= 0 (III.106)

La déformation moyenne de chaque phase est donc :

ε′′′i = (Ci − Cm)−1 : (Ci : αi − Cm : αm) : (I − Ai) Θ (III.107)

La variation du volume de l’espace poreux et l’entropie macroscopique sont recalculées

comme :

(Φ − Φ0)
′′′ = fm (φ − φ0)

′′′
m = fm

(
BI : ε′′′m − γIθ

)
= −γhomΘ (III.108)

S′′′ = fm s′′′m + fqu s′′′qu + fca s′′′ca

= fm

(
Cm : αm : ε′′′m +

Cε
m

T0
Θ

)
+

r∑

i=1

fi

(
Ci : αi : ε′′′i +

Cε
i

T0
Θ

)

=
Cε

hom

T0
Θ

Cε
hom = fm Cε

m + fqu Cε
qu + fca Cε

ca+

+T0

r∑

i=1

(Ci − Cm)−1 : (Ci : αi − Cm : αm) : (I − Ai) : (Ci : αi − Cm : αm)

(III.109)

Enfin, le comportement thermo-poro-élastique linéaire à l’échelle macroscopique est obtenu

en superposant les solutions de trois sous-problèmes élémentaires qui s’écrivent sous forme :

Σ = Σ′ + Σ′′ + Σ′′′ = Chom : E − plBhom − Chom : αhomΘ

Φ − Φ0 = (Φ − Φ0)
′ + (Φ − Φ0)

′′ + (Φ − Φ0)
′′′ = Bhom : E +

pl

Nhom
− γhomΘ

S = S′ + S′′ + S′′′ = Chom : αhom : E − pl γhom +
Cε

hom

T0
Θ

(III.110)
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III.6.4 Simulations numériques des propriétés thermo-poro-élastiques effec-

tives des argilites

On introduit maintenant les résultats numériques des propriétés thermo-poro-élastiques effec-

tives des argilites en utilisant le schéma d’estimation de Mori Tanaka dans les deux étapes d’ho-

mogénéisation. Ces résultats calculés dans le contexte des milieux isotropes peuvent être appliqués

pour des roches dont le degré d’anisotropie est faible. Il s’agit du cas de l’argilite de Meuse/Haute-

Marne [60].

Les deux phases solides de quartz et de calcitessont toujours modélisées comme des inclusions

sphériques dont les propriétés thermo-élastiques sont isotropes :

C
iso
i = 3kiso

i J + 2µiso
i K , αiso

i = αiso
i δ (i = qu, ca)

kiso
i =

Ci :: J

3
, µiso

i =
Ci :: K

10
, αiso

i =
αi : δ

3

(III.111)

En réalité, les propriétés thermo-élastiques des minéraux de quartz et de calcites sont fortement

anisotropes. Par exemple (Tab. III.1), le coefficient de dilatation thermique de calcitesest res-

pectivement négatif dans la direction perpendiculaire à l’axe vertical z3 du système de cristal

(α11 = α22 < 0) et positif dans la direction z3. De plus, on remarque que le coefficient de dilatation

thermique de quartz et de calcitesest une fonction non linéaire de la température. D’après Winkler

[134], les valeurs du coefficient de dilatation thermique ne valident que dans le domaine 0− 150 C̊.

Les paramètres isotropes équivalents calculés à partir de la relation (III.111) sont présentés dans

le tableau (III.2).

En effet, pour le milieu isotrope le tenseur de concentration A peut être formulé comme :

A = AkJ + AµK (III.112)

Les résultats d’homogénéisation thermo-poro-élastique d’un milieu poreux biphasique (III.4.3)

donnent les expressions explicites suivantes des propriétés effectives de la matrice poreuse :

kI

ka
=

1 − f I
p

1 − f I
p

(
1 − Ap

k

) ,
µI

µa
=

1 − f I
p

1 − f I
p (1 − Ap

µ)

bI =
f I

p Ap
k

1 − f I
p

(
1 − Ap

k

) ,
ka

NI
= −

f I
p

(
1 − f I

p

) (
1 − Ap

k

)

1 − f I
p

(
1 − Ap

k

)

αI = αa ,
γI

αa
= 3

(
b − f I

p

)
=

3ka

NI

(III.113)
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Dans le cas non drainé, ces propriétés effectives de la matrice poreuse sont exprimées comme :

knd
I

ka
=

1 − f I
p

(
1 − Al

k/ka

)

1 − f I
p

(
1 − Al

k

) ,
µnd

I

µa
=

1 − f I
p

(
1 − Al

µ

)

1 − f I
p

(
1 − Al

µ

)

ka

Nnd
I

=
f I

p

(
1 − f I

p

) (
1 − Al

k

)
(
1 − f I

p

(
1 − Al

k

))
(1 − kl/ka)

,
αnd

I

αa
=

(
1 − f I

p

)
ka + f I

p klA
l
kαl/αa(

1 − f I
p

)
ka + f I

p klA
l
k

bnd
I =

f I
p Al

k

1 − f I
p

(
1 − Al

k

) ,
γnd

I

αa
= −

3
(
1 − f I

p

)
f I

p

(
1 − Al

k

)
(ka − klαl/αa)(

1 − f I
p

(
1 − Al

k

))
(ka − kl)

(III.114)

De la même manière, les tenseurs de concentration dilués Di (i = qu, ca) des inclusions sphériques

de quartz et de calcitess’écrivent :

Di = Di
kJ + Di

µK (i = qu, ca)

Di
k =

3kI + 4µI

3ki + 4µI
, Di

µ =
5µI (3kI + 4µI)

3kI (2µi + 3µI) + 4µI (3µi + 2µI)

(III.115)

Il déduit l’expression suivante des tenseurs de concentration AMT
i (i = qu, ca) pour les inclusions

sphériques :

A
MT
i = Ai

kJ + Ai
µK (i = qu, ca)

Ai
k = Di

k/

(
1 +

r∑

i=1

fi

(
Di

k − 1
)
)

, Ai
µ = Di

µ/

(
1 +

r∑

i=1

fi

(
Di

µ − 1
)
) (III.116)

où r = 2 est le nombre de familles d’inclusions de quartz et de calcites.

Les propriétés thermo-poro-élastiques effectives à l’échelle macroscopique peuvent s’acquérir à par-

tir des résultats de la deuxième étape d’homogénéisation comme :

khom = kI +
r∑

i=1

fi (ki − kI)Ai
k, µhom = µI +

r∑

i=1

fi (µi − µI)Ai
µ

1

Nhom
=

fm

NI
+ b2

I

(
r∑

i=1

fi

(
1 − Ai

k

)

ki − kI

)
, αhom =

αIkI

khom
+

r∑

i=1

fi

(
αiki − αIkI

khom

)
Ai

k

bhom = bI

(
1 −

r∑

i=1

fiA
i
k

)
, γhom = fmγI + bI

(
r∑

i=1

fi

(
1 − Ai

k

)
(kiαi − kIαI)

ki − kI

)
(III.117)

Les études paramétriques permenttent de visualiser l’impact de la composition minéralogique de

quartz et des calcites. Les trois cas considérés à une valeur fixée de la porosité (fp = 0.15) sont :

fqu = fca = 0.05 (modèle A), fqu = fca = 0.125 (modèle B) et fqu = fca = 0.25 (modèle C). Les

résultats sont présentés sur les figures (III.23 à III.29). On peut constater une tendance d’aug-

mentation du module de compressiblité homogénéisé khom et du module de cisaillement µhom par

rapport à la fraction volumique des minéraux de quartz et des calcites. Ces résultats s’avèrent ap-

propriés en regardant la rigidité des inclusions minérales de quartz et de calcitespar rapport à celui

de la matrice argileuse (voir le tableau III.2). Au contraire, le coefficient de Biot bhom, l’inversion
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Tab. III.1: Les composantes du module élastique et du coefficient de dilatation

thermique de quartz et de calcites[134] (Cijkl en GPa et αij en 10−6 K−1)

Constituant C1111 C3333 C2323 C1122 C1133 C1123 α11 α33

Quartz (SiO2) 86.74 107.2 57.9 6.98 11.9 -17.9 16.0 8.0

Calcite (CaCO3) 144 84.0 33.5 53.9 51.1 -20.5 -6.25 22.0

Tab. III.2: Les composantes isotropes du module élastique et du coefficient de

dilatation thermique de quartz, de calciteset de la matrice argileuse (kiso
i et µiso

i

en GPa et αiso
i en 10−6 K−1)

Constituant kiso
i µiso

i αiso
i

Quartz (SiO2) 38 47.7 13.3

Calcite (CaCO3) 76 36.8 3.2

Matrice argileuse 4.2 3.1 10.0

du module de Biot 1/Nhom et le coefficient de couplage thermique-hydrique γhom décrôıssent en

fonction de la fraction volumique des inclusions minérales. Les résultats remarquables sont desti-

nés au coefficient de dilatation thermique homogénéisé. On observe que dans le cas non drainé, le

coefficient de dilatation thermique homogénéisé est plus élevé que celui dans le cas drainé. Cette

observation est expliquée par la valeur plus élevée du coefficient de dilatation thermique de la phase

liquide (αl = 10−4 K−1) en comparaison avec celle des constituants solides dans le cas non drainé.

D’ailleurs, on retrouve des tendances de l’influence du rapport d’aspect des pores ε sur les proprié-

tés thermo-poro-élastiques effectives comme dans le cas de milieu poreux biphasique (III.4.3). Plus

précisément, le module de compressibilité et de cisaillement homogénéisés augementent par rapport

au rapport d’aspect ε alors que les autres coefficients se décroissent en fonction de la porosité ε.

III.7 Conclusion

Durant ce chapitre, la méthode d’homogénéisation du comportement élastique linéaire, poro-

élastique, thermo-élastique et thermo-poro-élastique d’un milieu poreux a été developpée en utili-

sant la solution célèbre d’Eshelby [38] et le théorème de Levin. Les simulations numériques ont mis

en évidence encore une fois la dépendance des propriétés couplées effectives des milieux poreux de
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la morphologie de l’espace poreux, de la porosité et des schémas d’estimation. En effet, pour les

milieux poreux dont la porosité est faible fp ≤ 10%, les résultats prédictifs par différents schémas

d’estimation sont proches quand la forme des pores est quasi-sphérique ε ≈ 1. Ces prédictions

s’écartent les unes des autres quand le rapport d’aspect des pores est de plus en plus faible (cas

des pores aplaties) ou bien la porosité augmente.

La méthode d’homogénéisation du comportement thermo-poro-élastique est ensuite appliquée pour

les argilites. Pour cela, deux étapes d’homogénéisation ont été mises en oeuvre qui permettent de

prendre en compte l’influence de la minéralogie sur les résultats prédictifs. Particulièrement, cette

approche micromécanique a mis en évidence l’évolution des paramètres de couplage thermique-

hydrique et le module de Biot qui sont difficiles à caractériser à l’échelle macroscopique pour les

roches poreuses dont la perméabilité est très faible. Ces résultats confirment ainsi la capacité de

la procédure de déterminer les propriétés thermo-poro-élastiques des matériaux isotropes ou bien

des matériaux dont l’anisotropie est faible. En outre, la procédure développée peut être étendue

dans le cas anisotrope en particulier de l’isotropie transverse [44] qui est très utile pour plusieurs

types de roches sédimentaires.
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Figure III.23: Module de compressibilité homogénéisé khom en fonction de la

fraction volumique de quartz, de calciteset du rapport d’aspect des pores ε
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Figure III.24: Module de cisaillement homogénéisé µhom en fonction de la

fraction volumique de quartz, de calciteset du rapport d’aspect des pores ε
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Figure III.25: Coefficient de Biot homogénéisé bhom en fonction de la fraction

volumique de quartz, de calciteset du rapport d’aspect des pores ε
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Figure III.26: Inversion du module de Biot homogénéisé 1/Nhom en fonction de

la fraction volumique de quartz, de calciteset du rapport d’aspect des pores ε
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Figure III.27: Coefficient de couplage homogénéisé γhom en fonction de la

fraction volumique de quartz, de calciteset du rapport d’aspect des pores ε
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Figure III.28: Coefficient de dilatation thermique drainé homogénéisé αhom en

fonction de la fraction volumique de quartz, de calcites et du rapport d’aspect

des pores ε
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Figure III.29: Coefficient de dilatation thermique non drainé homogénéisé αnd
hom
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Chapitre IV

Homogénéisation du comportement

élasto-plastique des argilites

IV.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude du comportement élasto-plastique des argilites à l’aide des

outils et méthodes d’homogénéisation.

A l’échelle macroscopique de nombreux essais ont été réalisés au sein du laboratoire Laego de Nancy

pour caractériser le comportement mécanique de l’argilite de Meuse/Haute-Marne [58]. Notre inté-

rêt se porte sur les essais de compression triaxiale déviatorique qui montrent que le comportement

de cette argilite est irréversible et non-linéaire, intégrant plasticité et plus ou moins d’endomma-

gemment. On note une tendance à la dilatance à proximité du pic lors des essais de de compression

uniaxiale. Inversement, un comportement contractant est observé en essais triaxiaux déviatoriques

avec confinement : la contractance est d’autant plus marquée que la pression de confinement est

élevée. Ces observations sont classiques pour ce type de matériau, et elles ont été faites par [24],

[58], [122].

A. S. Chiarelli et coauteurs [25, 122, 24] ont constaté ont constaté dans tous les essais que les ré-

ponses globales de l’argilite de M/H-M montrent de grandes déformations résiduelles dans les deux

directions axiale et latérale après déchargement de la contrainte déviatorique. Un endommagement

caractérisé par la réduction des propriétés élastiques a été également observé. Des observations par

microscopie électronique à balayage (MEB), montrent que de telles déformations irréversibles sont

certainement dûes à un mouvement relatif entre les feuillets d’argile [25]. D’autres observations

effectuées sur les échantillons examinés mettent en évidence l’existence des microfissures. Deux

familles principales des microfissures peuvent clairement être identifiées : les microfissures inter-

granulaires qui seront dûes au processus de décohésion aux interfaces des grains et l’ensemble de
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microfissures dans les grains de calcite. D’après Chiarelli [25, 24], il semble que les microfissures

intra-granulaires ont des effets négligeables en ce qui concerne les inter-granulaires (voir également

[40]).

Au niveau de la modélisation macroscopique, plusieurs travaux ont été effectués pour développer

un modèle constitutif qui permet de rendre finement compte de l’ensemble des phénomènes obser-

vés au laboratoire [28, 64]. Un modèle élastoplastique de type Drucker Prager non associé, avec

écrouissage isotrope, a été développé par J. F. Shao et co-auteurs, au LML [25, 50]. En prenant

en compte l’endommagement, Chiarelli et al. [25] et Conil et al. [28] développent une loi d’endom-

magement anisotrope décrite par un tenseur symétrique d’ordre deux et les propriétés élastiques

endommagées sont déterminées à partir d’un potentiel libre d’énergie. Hoxha et al. [64] ont proposé

une autre méthode pour décrire l’endommagement de ce matériau. En considérant que les défor-

mations plastiques sont les principaux mécanismes de dissipation, ces derniers auteurs suggèrent

que l’endommagement du matériau est dû à l’incompatibilité de déformations plastiques.

Des études récentes du comportement élasto-plastique de l’argilite de M/H-M par l’approche de

changement d’échelle ont été effectuées par A. Guéry [50, 49]. Dans son modèle, le V.E.R du ma-

tériau se compose d’une matrice argileuse et des inclusions sphériques de quartz et de calcites. Le

comportement local de chaque phase, la matrice argileuse est associée à la loi élasto-plastique non

associé de type de Drucker Prager et les grains de calcite sont élastiques couplés à un endomma-

gement isotrope. La phase de quartz est considérée comme élastique linéaire.

Dans le cadre de cette thèse, l’objectif est d’appliquer la méthode d’homogénéisation non linéaire

au modèle proposé dans le premier chapitre (I.6.2) sur l’argilite de M/H-M. En comparaison avec

le modèle présenté par A. Guéry [50], il prend en compte la phase poreuse dans la matrice argi-

leuse. L’apparition des inclusions poreuses induit en effet un problème plus complexe en terme de

choix d’une méthode d’homogénéisation non-linéaire efficace qui permette de prendre en compte

la fluctuation des champs de déformation à l’échelle microscopique [127, 112, 111].

Nous nous intéressons dans les parties qui suivent à la théorie de l’homogénéisation non linéaire.

Dans cette optique, des méthodes d’homogénéisation classiques seront présentées ainsi que des

exemples pour illustrer les limites de ces approches. Sur la base d’une synthèse bibliographique, la

méthode sécante modifiée de P. Suquet [126] sera prise en compte pour étudier le comportement

élastoplastique de l’argilites de M/H-M. On introduira également, en première approche un modèle

simplifié d’endommagement isotrope pour représenter la décohésion partielle aux interfaces grains

minéraux - matrice argileuse.
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IV.2 Méthodologie d’homogénéisation non linéaire d’un milieu

hétérogène

IV.2.1 Concept du matériau linéaire de comparaison (MLC)

La méthode d’homogénéisation non linéaire s’appuie souvent sur la linéarisation des lois consti-

tutives locales en utilisant le concept d’un milieu linéaire de comparaison (MLC). L’objectif de ce

concept est de fournir un cadre qui permet d’appliquer la procédure de l’homogénéisation linéaire

pour le matériau hétérogène montrant un comportement non-linéaire. L’idée principale consiste

donc de remplacer le V.E.R du milieu hétérogène original (avec des propriétés mécaniques chan-

geant par rapport à l’espace et au temps) par un V.E.R qui a des propriétés mécaniques variant

seulement avec le temps. En d’autres termes, ça permet de considérer le milieu hétérogène non

linéaire par celui qui comporte, à chaque temps fixé, des caractéristiques linéarisées associées à

chaque phase. Les solutions du milieu hétérogène original se reposent donc sur celles du milieu

élastique (ou thermo-élastique) linéaire de comparaison.

Dans la littérature, la procédure d’homogénéisation du milieu hétérogène non linéaire peut être

classé en deux catérogies :

– les approches par des champs moyens : où la contrainte homogène est déterminée par le

moyen des champs de contrainte des phases dans le MLC. Il s’agit souvent des formulations

telles que : la méthode “d’analyse des champs de transformation” (ACT) originale de Dvorak

et Benveniste [36], la méthode “d’analyse des champs de transformation non uniformes”

(ACTN) présentée par Michel et Suquet [92, 93], la formulation tangente incrémentale de

Hill [56], la formulation sécante classique de Hutchinson [65] ou modifiée de Suquet [126] et

la formulation affine [89, 141, 17, 16].

– les approches qui reposent sur le potentiel effectif où la contrainte macroscopique est déter-

minée par la dérivation du potentiel effectif par rapport à la déformation macroscopique. On

peut mentionner l’approche de Lahellec et Suquet [79] et les travaux de Ponte Castañeda

telles que l’approche variationelle [107], la méthode tangente du second ordre [108] et la

méthode sécante générale du second ordre [109, 110]. Ces approches sont appliquées souvent

aux matériaux dont le comportement se base sur un potentiel. Pour les matériaux standards

dont le comportement peut être déterminé généralement à partir de deux potentiels ther-

modynamiques (énergie libre et dissipation), il existe des approches récemment présentées

par Lahellec et Suquet [80, 81, 82]. Ces derniers auteurs utilisent le principe de variation

incrémentale de la dissipation (en reposant sur la discrétisation du temps) pour réduire le

problème de deux potentiels à celui de minimiser le potentiel unique d’un milieu thermo-
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élastique non linéaire. Ils appliquent ensuite les méthodes déjà connues pour le problème

d’un potentiel.

IV.2.2 Sur la correction des différentes formulations d’homogénéisation non

linéaire

Dans la littérature, une très grande partie des études du comportement inélastique des maté-

riaux hétérogènes par l’approche d’homogénéisation est réservée aux polycristaux en appliquant

une des formulations précédemment présentées. Les résultats de ces travaux permettent de mettre

en évidence la correction de ces formulations d’homogénéisation non linéaire.

En considérant le comportement élastoplastique des métaux par différentes approches d’homogé-

néisation non liéaire, Suquet [127] a remarqué que :

– La prédiction de la formulation incrémentale et ACT est trop raide en comparaison avec

celle de la formulation sécante et du calcul par méthode d’éléments finis (MEF). La méthode

ACT s’avère plus précise quand le nombre des sous-domaines de chaque phase augmente.

– Les formulations sécante classique et modifiée donnent une bonne concordance entre leur

prédictions et les résultats de MEF. Ces deux formulations sécantes sont plus différentes

dans le cas des matériaux poreux et des matériaux dont la non-linéarité est plus grande.

– L’approche variationnelle de Ponte Castañeda [107] coinc̈ıde avec la méthode sécante modi-

fiée. Pourtant, une limitation importante des approches sécantes est qu’elles se basent sur la

théorie de la déformation plastique et donc inapplicable pour des trajets de chargement plus

complexes.

Par ailleurs, Chaboche et al. [21] ont étudié le comportement élasto-plastique des métaux en

utilisant des formulations ACT, incrémentale et affine. Ils ont constaté également la réponse trop

raide de l’approche ACT. Une modification de cette approche [22, 21] est proposée par ces auteurs

en prenant en compte le module tangent asymptotique (méthode ACT modifié) qui donne des

meilleurs résultats. En outre, ces auteurs confirment la réponse trop raide (un peu moins importante

en comparaison avec la méthode ACT) des approches incrémentale et affine originales où le tenseur

de Hill est évalué avec le module tangent anisotrope. En déterminant ce dernier tenseur avec

le module tangent isotropisé, ils montrent que les deux formulations donnent des résultats plus

concordants avec ceux calculés par la méthode des éléments finis. Une telle modification pour

l’approche incrémentale est mentionnée dans les travaux [47, 31] qui confirment la concordance de

cette méthode. Pour la formulation affine, la réponse est souvent très souple en comparaison avec

la référence par la méthode des éléments finis et discontinue dans quelques cas qui sont vraiment

discutables.
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Dans les travaux récents, Michel et Suquet [92, 93] ont présenté la méthode “d’analyse des champs

de transformation non uniformes” (ACTN) qui est connue comme une extension de la méthode

ACT. En utilisant les champs de transformation non uniformes, ces auteurs montrent que les

prédictions de cette méthode sont plus exactes que celles de la méthode ACT en comparaison avec

les simulations numériques déterminées par l’approche de transformation de Fourier [91].

Plus récemment, Rekik et al. [111] ont fait une synthèse sur la correction des différentes méthodes

d’homogénéisation non linéaire en comparaison avec la référence MEF. Trois types de matériaux

dont la microstructure est périodique ont été considérés : le matériau renforcé (matrice élastique

nonlinéaire renforcée par des inclusions élastiques), le matériau biphasique incompressible dont le

comportement de chaque phase est élastique nonlinéaire et le matériau poreux. Le comportement

élastique non linéaire des phases est de type de Ramberg-Osgood avec ou sans seuil. Ces auteurs

ont montré que :

– La méthode sécante classique donne les résultats les plus raides. A l’échelle microscopique,

les déformations déterminées par cette approche sont réellement différentes avec celles de

référence MEF.

– La méthode sécante modifiée qui coinc̈ıde avec l’approche variationnelle de Ponte Castañeda

[107] rend des réponses macroscopiques très raides. En général, ses prédictions pour les

déformations microscopiques ne sont pas très concordantes avec les solutions de référence.

Pourtant, en raison de sa simplicité, cette formulation est en réalité souvent utilisée.

– Pour l’approche affine classique (avec le module tangent associé est anisotrope), comme

prévu, le comportement macroscopique associé est trop raide et viole souvent la borne supé-

rieure calculée par l’approche variationnelle. La modification de cette approche en utilisant

le module tangent isotropisé (avec la méthode d’isotropisation de Chaboche [20]) peut pré-

dire le comportement macroscopique qui s’accorde avec celui de MEF. Néanmoins, les deux

méthodes affines ne permettent pas de compter la fluctuation des champs de déformation à

l’échelle microscopique.

– La méthode d’estimation tangente du second ordre de Ponte Castañeda [108] permet d’ho-

mogénéiser correctement le comportement macroscopique nonlinéaire dans le cas où le degré

de non linéarité est faible. Comme la formulation affine, cette approche repose sur un MLC

déterminé au moyen de champ de déformation par phase. Donc, il ne permet pas de tenir

compte de la fluctuation de ces champs locaux.

– Une similarité est observée entre les résultats de la méthode tangente du second ordre et

ceux de la méthode du troisième ordre proposé par Lahellec et Suquet [79]. La prédiction

de cette dernière approche est un peu améliorée par rapport à celle de l’approche tangente
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du second ordre. Cependant, les premier et deuxième moments des champs locaux de défor-

mation évalués par l’approche de Lahellec et Suquet sont souvent très proches de ceux de la

formulation affine anisotrope.

– La méthode d’estimation sécante générale du second ordre de Ponte Castañeda [109, 110]

fournit des résultats macroscopiques les plus concordants par rapport à ceux de MEF en

particulier dans le cas où la non linéarité est plus importante. Néanmoins, la prédiction de

cette approche est un peu souple et dans les cas où la non linéarité est faible elle ne permet

pas de rendre de bons résultats comme l’approche tangente du second ordre.

La synthèse sur la correction des différentes formulations d’homogénéisation non linéaire présentée

précédemment nous montre les limites de ces approches. Généralement, une tendance correcte est

réservée aux approches qui permettent de prendre en compte la fluctuation des champs locaux et

d’utiliser un MLC élastique (ou thermo-élastique) anisotrope.

Dans le cadre de la présente thèse, compte tenu de la complexité de la microstructure de l’argilite,

on a fait le choix d’une des approches par des champs moyens pour modéliser le comportement

élasto-plastique. Dans les paragraphes qui suivent, on étudiera le comportement élastique non

linéaire des milieux biphasiques par différentes approches des champs de moyens. Puis, la méthode

d’homogénéisation non linéaire d’un milieu multiphasique (avec deux étapes d’homogénéisation

linéaire du MLC) sera développée. Elle sera ensuite appliquée pour simuler le comportement de

l’argilite de M/H-M en compression triaxiale.

IV.3 Homogénéisation non linéaire des milieux biphasiques

Dans cette partie la modélisation du comportement élastique non linéaire des milieux biphaques

est mise en oeuvre par différentes formulations d’homogénéisation. Il s’agit des méthodes sécante

classique (SEC) de Hutchinson [65], sécante modifiée (SEM) de Suquet [126], analyse des champs

de transformation modifié (ACTM) de Chaboche et al. [21] et incrémentale modifiée. De plus, on

rappelle qu’il existe deux méthodes d’isotropisation d’un opérateur tangent dans la formulation

incrémentale modifiée : la méthode générale de Bornert [15] (INCB) et la méthode spéciale de

Chaboche [20, 21] (INCS).

Le matériau considéré se compose d’une matrice solide et d’un espace poreux ou des inclusions

rigides sphériques. La phase matrice solide suit un comportement élasto-plastique de type Von-

Mises avec écrouissage isotrope dont la fonction de charge s’écrit sous la forme :

f (σ, γp) = σeq − H γα
p − σ0 (IV.1)
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avec les paramètres H, α et σ0 correspondent au module d’écrouissage, à l’exposant d’écrouissage

et au seuil de la contrainte initiale ; σeq et γp sont respectivement la contrainte équivalente et la

distorsion de déformation plastique cumulée (voir également [126, 20, 31]) :

σeq =

√
3

2
s : s, s = σ − σvδ, σv =

Tr (σ)

3
(IV.2)

γp =

√
2

3
e : e, e = ε − εvδ, εv =

Tr (ε)

3
(IV.3)

Pour les applications numériques, on considère les valeurs suivantes du module d’élasticité isotrope

avec ks = 9200 MPa, µs = 5700 MPa et H = 461, α = 0.3895, σ0 = 2 MPa comme les paramètres

du comportement élasto-plastique de la matrice solide. De plus, la procédure d’homogénéisation le

MLC est effectuée dans le cadre d’une approximation de Mori-Tanaka.

IV.3.1 Cas du milieu poreux

Considérons tout d’abord le cas d’un milieu poreux isotrope dont la répartition des inclusions

poreuses est isotrope (les inclusions poreuses sont de forme oblate spheroide aplati, décrite au

chapitre 1). La fraction volumique des pores est prise égale à fp = 0.15. Le milieu est chargé

avec une déformation macroscopique imposée E caractérisée par deux paramètres Ev et Eeq. Ces

derniers termes correspondent aux déformations volumique et équivalente de E :

Eeq =

√
2

3
Ed : Ed, Ed = E − Evδ, Ev =

Tr (E)

3
(IV.4)

Sur la figure (IV.1), une comparaison du comportement macroscopique du milieu poreux sous

un chargement purement déviatorique (Ev = 0, Eeq 6= 0) simulé par différentes formulations

d’homogénéisation non linéaire est réalisée. On trouve que dans le cas des pores quasi-sphériques

(ε = 0.95), les résultats prédictifs de ces approches sont assez proches. Cette constatation confirme

les résultats de S. Smaoui et al. [124, 125] dans le contexte des pores sphériques. Cependant, d’après

cet auteur les prédictions par les deux approches sécantes mènent à des réponses macroscopiques qui

diffèrent d’autant plus que la porosité du milieu est importante. L’autre cas intéressant est destiné

au milieu poreux caractérisé par des pores de la forme aplatie. On observe que les prédictions dans

ce cas s’écartent les unes des autres quand le rapport d’aspect des pores décrôıt (ε = 0.05).

Les figures (IV.2 et IV.3) présentent les résultats prédictifs dans le cas d’un chargement couplé

avec le taux de triaxialité TE = Ev/Eeq = 1/2. Une différence importante de l’évolution de la

contrainte équivalente prédite par la formulation SEM et par les autres approches même dans le

cas des pores quasi-sphériques (ε = 0.95) est notée. Par ailleurs, sur la figure (IV.3) qui désigne

l’évolution de la contrainte sphérique en fonction de la déformation volumique, le comportement

non linéaire peut être déterminé par les formulations SEC, SEM et INCS mais il est linéaire dans
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le cas des approches ACTM et INCB.

La différence vraiment importante de ces prédictions est due au chargement hydrostatique (Fig.

IV.4). Seulement l’approche SEM conduit à une réponse macroscopique non linéaire tandis que les

autres méthodes montrent un comportement linéaire. Ces résultats ont été confirmés par plusieurs

travaux dans la litérature [127, 15, 111]. En effet, les approches reposent sur la linéarisation évaluée

au moyen des champs locaux ne permettent pas de prendre en compte la fluctuation des champs

de déformation à l’échelle microscopique comme le remarquent Rekik et al. [112, 111].

Dans tous les cas de calcul, on constate que les prédictions par la méthode INCS sont très proches de

celles de l’approche SEC. La formulation ACTM reposant sur un opérateur tangent asymptotique

mène à des résultats proches de ceux de la méthode INCB. On observe également la différence

entre les deux méthodes d’isotropisation de l’approche incrémentale modifiée sous un chargement

couplé avec le taux de triaxialité TE = Ev/Eeq = 1/2.

IV.3.2 Cas du milieu biphasique renforcé par des inclusions rigides

On considère maintenant le milieu biphasique dont la phase matrice solide entoure des inclu-

sions sphériques élastiques linéaires. Les propriétés mécaniques des inclusions sont beaucoup plus

rigides que celles de la matrice solide et sont prises égale à ki = 76 GPa, µi = 36.8 GPa. La fraction

volumique de la phase rigide est fi = 0.3.

La figure (IV.5) présentent le comportement homogénéisé sous le chargement couplé avec TE =

Ev/Eeq = 1/2. On obtient des résultats prédictifs assez proches par différentes méthodes d’ho-

mogénéisation non linéaire. De plus, on remarque que dans le cadre d’essais de traction effectués

sur des métaux (avec : TΣ = Σv/Σeq = 1/3), plusieurs auteurs (voir parmi eux [21, 31, 127]) ont

montré la concordance entre les approches ACTM, INCB, INCS avec la méthode de référence qui

est la méthode des éléments finis tandis que la méthode SEM est un peu plus souple.
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Figure IV.1: Evolution des contraintes déviatoriques équivalentes en fonction

des déformations équivalentes par différentes approches d’homogénéisation non

linéaire (milieu poreux sous chargement déviatorique : Ev = 0, Eeq 6= 0).
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Figure IV.2: Evolution des contraintes déviatoriques équivalentes en fonction

des déformations équivalentes par différentes approches d’homogénéisation non

linéaire (milieu poreux sous chargement couplé : TE = Ev/Eeq = 1/2).
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Figure IV.3: Evolution des contraintes volumiques en fonction des déformations

volumiques par différentes approches d’homogénéisation non linéaire (milieu

poreux sous chargement couplé : TE = Ev/Eeq = 1/2).

IV.4 Homogénéisation non linéaire d’un milieu multiphasique

On cherche maintenant à étendre la méthode d’homogénéisation non linéaire pour le milieu

hétérogène multiphasique qui comporte une matrice solide, un espace poreux et des inclusions

sphériques rigides. L’espace poreux est modélisé par une famille d’inclusions aplaties avec le rap-

port d’aspect ε = 0.05. La matrice solide présente une loi de comportement élasto-plastique de

type Von-Mises alors que les inclusions rigides sont élastiques linéaires. Les valeurs données conçer-

nant le comportement élasto-plastique de la matrice solide et élastique linéaire des renforts sont

identiques à celles de la partie précédente. Les fractions volumiques de la phase poreuse et des

inclusions rigides sont respectivement fp = 0.15 et fi = 0.3.

Pour modéliser le comportement élasto-plastique de ce type de matériau, la méthode d’homogé-

néisation en deux étapes du MLC est mise en oeuvre avec :

119
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Figure IV.4: Evolution des contraintes volumiques en fonction des déformations

volumiques par différentes approches d’homogénéisation non linéaire (milieu

poreux sous chargement hydrostatique : Ev 6= 0, Eeq = 0).
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Figure IV.5: Evolution des contraintes en fonction des déformations par

différentes approches d’homogénéisation non linéaire (milieu renforcé sous

chargement couplé : TE = Ev/Eeq = 1/2).

120
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– La première étape : qui permet d’homogénéiser la matrice poreuse à partir de la phase matrice

solide équivalente et le système des pores.

– La deuxième étape : qui permet à son tour de déterminer le comportement homogénéisé

macroscopique en incorporant les inclusions rigides dans la matrice poreuse.

Les algorithmes d’homogénéisation du comportement élasto-plastique de ce matériau par les for-

mulations incrémentale et sécante seront détaillés dans les paragraphes suivants.

IV.4.1 Algorithme de la formulation incrémentale modifiée

L’approche incrémentale est basée sur l’homogénéisation pas à pas du comportement macro-

scopique du MLC. Chaque pas correspond à un intervalle de temps [tn, tn+1]. Supposons à tn, nous

avons les données suivantes : la contrainte et la déformation macroscopique totale (Σn, En), la

déformation imposé ∆E et la déformation moyenne de la phase matrice solide εs,n. Le problème

est de déterminer la contrainte macroscopique Σn+1 et le module tangent homogénéisé Ctan
hom à

tn+1. L’algorithme de calcul se décompose en :

– Initialisation : en considérant le comportement de la matrice solide élastique isotrope, Cs =

3ksJ + 2µsK, on détermine :

∆εi = A
MT
i : ∆E (IV.5)

où AMT
i sont les tenseurs de localisation des inclusions rigides i.

– Itération (j) (indice j omis pour la simplicité) :

1. Évaluer la déformation moyenne ∆εs de la matrice solide :

∆εm =
∆E − fi∆εi

1 − fi
, ∆εp = A

MT
p : ∆εm

∆εs =
∆εm − f I

p ∆εp

1 − f I
p

(IV.6)

2. Déterminer εs,n+1, γ
p
n+1 et le module tangent Ctan

s de la matrice solide à partir de εs,n, γp
n

et ∆εs (voir l’annexe (B)).

3. Calculer le module tangent isotropisé C
tan,iso
a en appliquant une de deux méthodes d’iso-

tropisation : méthode générale de Bornert [15] ou méthode spéciale de Chaboche [20, 21]. On

obtient donc les deux approches correspondantes INCB et INCS.

4. Calculer le tenseur d’Eshelby SE
(
C

tan,iso
s

)
.

5. Déterminer le tenseur de Hill Ps = SE
(
C

tan,iso
s

)
:
(
Ctan

s

)−1
, le tenseur de concentration

AMT
p et module homogénéisé de la matrice poreuse Ctan

m de la première étape d’homogénéi-

sation :

C
tan
m = C

tan
s − f I

p C
tan
s : A

MT
p

(IV.7)
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6. Calculer le module tangent isotropisé C
tan,iso
m de la matrice poreuse en utilisant la méthode

générale de Bornert [15].

C
tan,iso
m =

(
J :: C

tan
m

)
J +

1

5

(
K :: C

tan
m

)
K (IV.8)

7. Déterminer le tenseur de Hill P
sphere
m = SE

(
C

tan,iso
m

)
:
(
Ctan

m

)−1
, les tenseurs de concen-

tration des inclusions rigides AMT
i et le module macroscopique homogénéisé Ctan

hom :

C
tan
hom = C

tan
m + fi

(
Ci − C

tan
m

)
: A

MT
i

(IV.9)

8. Vérifier la compatibilité de la déformation moyenne de la phase poreuse et des inclusions

sphériques en calculant les résidus :

Ri = A
MT
i : ∆E − ∆εi

Rp = A
MT
p :

I − fi AMT
i

1 − fi
: ∆E − ∆εp

(IV.10)

9. Si Rp ≤ Tol et Ri ≤ Tol, sortir de la boucle.

10. Si non, nouvelle itération (passer à l’étape 1) avec les nouveaux ∆εi, ∆εp :

∆εi ← ∆εi + Ri

∆εp ← ∆εp + Rp

(IV.11)

– Après convergence, on détermine le contrainte macroscopique :

Σn+1 = Σn + C
tan
hom : ∆E (IV.12)

IV.4.2 Algorithme de la formulation sécante

La formulation sécante repose sur la matrice solide équivalente dont le module d’élasticité est

défini par :

C
sec
s = 3ksec

s J + 2µsec
s K (IV.13)

Les modules homogénéisés de chaque étape d’homogénéisation s’obtient donc :

C
sec
m = C

sec
s − f I

p C
sec
s : A

MT
p

C
sec
hom = C

sec
m + fi (Ci − C

sec
m ) : A

MT
i

(IV.14)

où AMT
p et AMT

i sont les tenseurs de localisation associés avec les tenseurs Csec
s et Csec

m correspon-

dants.
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On remarque que le module sécant Csec
s est déterminé à partir de la linéarisation du comportement

élasto-plastique de la matrice solide et évalué à la moyenne ou à la moyenne quadratique de champs

de déformation. Ces moyennes du champs de déformation de la matrice solide s’expriment de la

manière suivante :

– Moyenne du champs de déformation de la matrice solide :

La pression dans la phase poreuse est nulle, on en déduit :

σs =
σm

1 − f I
p

=
Csec

m : AMT
m : E

1 − f I
p

(IV.15)

On obtient :

εs =
(Csec

s )−1 : Csec
m : AMT

m : E

1 − f I
p

(IV.16)

A partir de la répartition aléatoire des inclusions poreuses et de l’isotropie des inclusions

sphériques dans la matrice solide isotrope, on a donc le milieu homogénéisé isotrope à l’échelle

macroscopique. L’équation précédente peut être découplé en partie sphérique et déviatorique

comme :

εs
v = A (ksec

s , µsec
s )Ev (IV.17)

εs
eq = B (ksec

s , µsec
s )Eeq (IV.18)

avec :

A (ksec
s , µsec

s ) =
1

1 − f I
p

(
(Csec

s )−1 : C
sec
m : A

MT
m

)
:: J

B (ksec
s , µsec

s ) =
1

1 − f I
p

(
(Csec

s )−1 : Csec
m : AMT

m

)
:: K

5

(IV.19)

– Moyenne quadratique du champ de déformation de la matrice solide :

La moyenne quadratique du champs de déformation de la phase matrice solide est définie

par un tenseur de quatrième ordre εs :

εs =
√
〈ε ⊗ ε〉s (IV.20)

Les parties sphérique et déviatorique de ce tenseur sont :

ε
s
v =

1

3

√〈
(Tr (ε))2

〉

s

ε
s
eq =

√
2

3
〈εd : εd〉s

(IV.21)

Le calcul de cette moyenne quadratique repose sur l’estimation de l’énergie élastique emma-

gasinée [126, 15, 33]. A l’échelle macroscopique, cette énergie vaut :

W =
1

2
E : C

sec
hom : E (IV.22)
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D’ailleurs, l’énergie élastique vaut :

W =
1

2

1

|Ω|

∫

Ω
ε : C (x) : εdVx

=
(1 − fi)

2

1

|Ωm|

∫

Ωm

ε : C (x) : εdVx +
fi

2
ε : Ci : ε

(IV.23)

Pour la matrice poreuse obtenue à partir de la première étape d’homogénéisation, on a [33] :

1

2

1

|Ωm|

∫

Ωm

ε : C (x) : εdVx =
1 − f I

p

2
ε : C

sec
s : ε (IV.24)

Il déduit donc :

W =
(1 − fi)

(
1 − f I

p

)

2
ε : C

sec
s : ε +

fi

2
ε : Ci : ε (IV.25)

En dérivant l’énergie par rapport au module sécant da la phase solide, on obtient :

∂W

∂Csec
s

=
1

2
(1 − fi)

(
1 − f I

p

) (
εs

)2 (IV.26)

Comme pour le cas précédent de la moyenne de déformation, si la matrice solide et le mi-

lieu présentent un comportement isotrope, on peut réduire cette équation à deux équations

scalaires comme les suivantes :

ε
s
v =

[
1

(1 − fi)
(
1 − f I

p

)
(

∂ksec
hom

∂ksec
s

E2
v +

1

3

∂µsec
hom

∂ksec
s

E2
eq

)] 1

2

(IV.27)

ε
s
eq =

[
1

(1 − fi)
(
1 − f I

p

)
(

3
∂ksec

hom

∂µsec
s

E2
v +

∂µsec
hom

∂µsec
s

E2
eq

)] 1

2

(IV.28)

Contrairement au cas de la moyenne de déformation, on trouve un couplage des parties

sphérique et déviatorique du chargement macroscopique dans ces deux équations.

Le comportement élasto-plastique de la matrice solide est supposé de type Von Mises qui désigne

la dépendance du module de cisaillement de la déformation équivalente tandis que le module de

compressibilité est constant :

ksec
s = ks, µsec

s = µsec
s

(
εs
eq

)
(IV.29)

On obtient donc l’équation non linéaire pour la première approximation de la moyenne de défor-

mation où µsec
s = µsec

s

(
εs
eq

)
:

εs
eq = B

(
εs
eq

)
Eeq

(IV.30)

Et pour la deuxième approximation de la moyenne quadratique où µsec
s = µsec

s

(
ε
s
eq

)
, on a :

ε
s
eq =

[
C

(
ε
s
eq

)
E2

v + D
(
ε
s
eq

)
E2

eq

] 1

2 (IV.31)
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avec :

C =
3

(1 − fi)
(
1 − f I

p

) ∂ksec
hom

∂µsec
s

D =
1

(1 − fi)
(
1 − f I

p

) ∂µsec
hom

∂µsec
s

(IV.32)

La mise en oeuvre de la méthode sécante (classique ou modifiée) et le comportement macroscopique

se construis en trois étapes :

– Exprimer le module sécant homogénéisé Csec
hom et ses dérivées partielles par rapport à celui

de la phase solide Csec
s . Dans le cas de milieu isotrope, il s’agit d’exprimer les modules de

compressiblité et de cisaillement équivalents ksec
hom et µsec

hom et leurs dérivées par rapport au

module de cisaillement sécant µsec
s .

– Déterminer les déformations effectives pour un chargement macroscopique E. Il faut donc

résoudre l’équation non linéaire (IV.30) pour l’approche sécante classique ou (IV.31) pour la

formulation sécante modifiée.

– Construire la loi de comportement homogénéisé à l’échelle macroscopique :

Σ = C
sec
hom : E (IV.33)

IV.4.3 Simulations numériques

Les figures (IV.6 à IV.8) présentent le comportement macroscopique du matériau considéré sous

les chargements purement déviatorique, purement hydrostatique et couplé avec TE = Ev/Eeq =

1/2. Une fois de plus, on retrouve le comportement linéaire sous le chargement hydrostatique par les

approches reposant sur les moyennes des champs locaux. Les courbes de la contrainte déviatorique

en fonction de la déformation déviatorique montrent les prédictions très proches des approches

INCS, INCB et SEC dans les deux cas de chargement déviatorique et couplé. De plus, dans tous

les cas, les prédictions par l’approche SEM sont toujours les plus souples.

IV.5 Comportement élasto-plastique de l’argilite de M/H-M

Dans cette partie la méthode d’homogénéisation non linéaire des matériaux hétérogènes mul-

tiphasiques sera exploitée pour la simulation du comportement de l’argilite de M/H-M sous les

trajets de compression triaxiale. Il s’agit des essais triaxiaux à court terme en état quasi-saturé

avec 5 valeurs différentes de la pression de confinement : 0 MPa, 2 MPa, 5 MPa, 10 MPa et 20

MPa. Le chemin de contrainte suivi est celui d’un essai classique : la pression de confinement est

appliquée dans la cellule, suivie par le chargement déviatorique par la presse. Au cours de ces essais,

on a déterminé les propriétés élastiques initiales à partir de la phase déchargement-rechargement

125
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Figure IV.6: Evolution des contraintes déviatoriques équivalentes en fonction

des déformations équivalentes par différentes approches d’homogénéisation non

linéaire (milieu multiphasique sous chargement déviatorique : Ev = 0, Eeq 6= 0)
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Figure IV.7: Evolution des contraintes volumiques en fonction des déformations

volumiques par différentes approches d’homogénéisation non linéaire (milieu

multiphasique sous chargement hydrostatique : Ev 6= 0, Eeq = 0)

du premier cycle. Les paramètres physiques et mécaniques des échantillons sont précisés dans le

tableau (IV.1).

Les études dans les paragraphes précédents nous ont permis de mettre en évidence les limites des

différentes approches d’homogénéisation non linéaire. Ainsi, nous avons décidé de choisir la for-

mulation sécante modifiée pour la modélisation du comportement élasto-plastique de l’argilite de

M/H-M.
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Figure IV.8: Evolution des contraintes en fonction des déformations par

différentes approches d’homogénéisation non linéaire (milieu multiphasique sous

chargement couplé : TE = Ev/Eeq = 1/2).

Tab. IV.1: La composition et les paramètres élastiques initiaux des échantillons

des essais triaxiaux [58]

Échantillon Cote σconf Porosité fp fca fqu E ν

(m) (MPa) (%) (%) (%) (GPa)

EST05716-13 496.20-496.52 0 13.5 19 15 7.91 0.17

EST05716-12 496.20-496.52 2 14 24 22 26.15 0.23

EST05736-11 500.97-501.29 5 13.5 29 25 17.21 0.34

EST05716-11 496.20-496.52 10 13.1 12 14 17.86 0.18

EST05736-10 500.97-501.29 20 13.5 29 27 21.55 0.14

IV.5.1 Comportement local des phases

Comme dans la description du premier chapitre (I), le modèle considéré pour les argilites

comporte une phase matricielle argileuse Ωa, un espace poreux Ωp et des phases minéralogiques

de quartz Ωqu et de calcite Ωca. Dans ce modèle, l’adhérence entre les inclusions minérales et la

matrice argileuse est supposé parfaite. On suggère par la suite que le comportement de la matrice

argileuse soit associé à une loi élasto-plastique de type Von Mises (IV.1) tandis que les grains de

quartz et de calcite sont élastiques linéaires.

Compte tenu de la rigidité de quartz et de calcite, on peut considérer les inclusions de ces deux

phases minéralogiques comme des renforts dans la matrice argileuse. Au cours de chargement, le

processus de décohésion aux interfaces des renforts et de la matrice argileuse apparait. On adopte
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ici la notion des “renforts lisses” présentée dans les travaux de Barthélémy [1]. D’après cet auteur,

le tenseur d’élasticité de ces renforts lisses peut être caractérisé par un module de cisaillement nul

et un module de compression non nul. Donc, le module de compression homogénéisé khom n’est

pas modifié lorsque l’on change la nature de l’interface matrice/renfort. En revanche, le module de

cisaillement homogénéisé µhom est très sensible à la nature de l’interface. Ainsi, l’endommagement

du matériau modélisé par une réduction de l’adhérence des renforts peut engendrer une diminution

notable de µhom [1].

Néanmoins, dans ce travail pour ne pas compliquer le modèle énoncé des argilites, on propose de

manière simple une diminution du module de cisaillement des inclusions minérales qui produit

donc un affaiblissement du module de cisaillement homogénéisé µhom à l’échelle macroscopique.

En acceptant ici que les déformations plastiques sont les principaux mécanismes de dissipation,

on définit donc la diminution du module de cisaillement des inclusions minérales en fonction de la

contrainte équivalente σ
a
eq de la matrice argileuse :

µi = µi

(
σ

a
eq

)
= µ0

i exp[−b.
(
σ

a
eq − σ0

)+
] (i = ca, qu) (IV.34)

avec µ0
i qui est le module de cisaillement initial des inclusions minérales et (.)+ qui désigne la

partie positive de la quantité entre parenthèse.

Ainsi, le V.E.R du matériau comporte toujours une matricielle argileuse, un espace poreux et des

inclusions de quartz et de calcite.

IV.5.2 Validation expérimentale

Les propriétés mécaniques de la minéralogie et de la porosité de l’argilite de M/H-M sont pré-

sentées dans le tableau (IV.2). On remarque que jusqu’à présent, seules les propriétés mécaniques

Tab. IV.2: Propriétés mécaniques des composantes de l’argilite de

Meuse/Haute-Manre

Composantes Propriétés mécaniques

Pores kp = 0, µp = 0

Quartz Equ = 101GPa, νqu = 0.06

Calcite Eca = 95GPa, νca = 0.3

macroscopiques ou effectives ont été caractérisées grâce à des essais réalisés à l’échelle macrosco-

pique. Donc, pour déterminer les propriétés de la matrice argileuse à l’échelle microscopique, on
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doit résoudre un problème inverse.

Solution du problème inverse

Une synthèse sur différents essais de compression sur l’argilite de Meuse/Haute-Manre présen-

tant des écarts inhérents aux choix expérimentaux effectués a été réalisée par Escoffier [37]. En

effet, ces essais ont été effectués selon des modes opératoires et des dispositifs expérimentaux diffé-

rents. A partir des résultats déterminés par différents auteurs et en comparaison avec les résultats

des essais présentés dans le tableau (IV.1), on décide d’opter pour les valeurs initiales du module

de Young et du coefficient de Poisson à l’échelle macroscopique respectivement Ehom = 8.0 GPa

et νhom = 0.15

En raison de la détermination de ces propriétés mécaniques dans la phase de déchargement, le com-

portement de tous les composantes du V.E.R est donc élastique linéaire dans le problème inverse.

En reprenant la méthode d’homogénéisation linéaire en deux étapes, on peut trouver la solution

analytique du module homogénéisé. La répartition des pores dans la matrice argileuse isotrope

est supposée aléatoire, on obtiendra les deux équations du module de Young et du coefficient de

Poisson macroscopiques en fonction du module de compressibilité et du module de cisaillement de

la matrice argileuse :

Ehom = Ehom (ka, µa) , νhom = νhom (ka, µa) (IV.35)

Les fractions volumiques des pores, des inclusions sphérique de quartz et de calcite sont issues de

l’essai uniaxial avec fp = 0.14, fqu = 0.15 et fca = 0.19. En remplaçant dans la formule (IV.35),

on obtient un système de deux équations qui permet de déterminer les propriétés mécaniques de

la matrice argileuse précisés dans le tableau (IV.3).

Tab. IV.3: Propriétés mécaniques de la matrice argileuse

Matrice argileuse ka = 10.6 GPa, µa = 6.0 GPa

Calibration des essais de compression triaxiale

On simule maintenant le comportement non linéaire de l’argilite de Meuse/Haute-Marne par

l’approche sécante modifiée avec les propriétés mécaniques fournies dans les tableaux (IV.2 et

IV.3). Pour cela, on identifie d’abord les paramètres du comportement élastoplastique de la matrice

argileuse (3 paramètres impliqués) et le paramètre b pour l’endommagement à l’interface des grains.
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L’évaluation des paramètres élasto-plastiques est réalisée par calage sur la courbe de compression

simple de l’éprouvette EST05716-13. Les valeurs retenues sont : α = 0.3985 , H = 761MPa , σ0 =

2MPa

Le modèle est appliqué avec le même jeu de paramètres élasto-plastiques de la matrice argileuse

ci-dessus et la fraction volumique de la phase poreuse sur des essais de compression triaxiaux (avec

des confinements de 2, 5, 10 et 20 MPa). Le paramètre b d’endommagement est déterminé par

calage sur la courbe des essais et sera présenté dans le tableau (IV.4).

Les figures (IV.9 à IV.13) montrent la comparaison entre la simulation du modèle et les données

expérimentales. On observe une bonne concordance entre les prédictions du modèle et les résultats

expérimentaux dans les deux essais de compression triaxiale (Fig. IV.10 et IV.11). Mais ce n’est

pas le cas pour les deux autres essais triaxiaux (Fig. IV.12 et IV.13) qui attestent un comportement

très contractant près du pic. Sur la figure (IV.9) qui présente un essai de compression uniaxiale,

on trouve une tendance correcte pour l’évolution de la contrainte par rapport à la déformation

axiale et latérale. Un point important à noter est que le modèle développé ne permet pas de

reproduire un comportement plastique dilatant. Le comportement élastoplastique de la matrice

argileuse considéré dans notre modèle est en effet plastiquement incompressible, contrairement au

modèle de type Drucker Prager non associé pris en compte par Guéry et al. [50, 49], qui lui permet

de prendre en compte une dilatance plastique.

Tab. IV.4: Paramètre d’endommagement b de chaque éprouvette

Échantillon Paramètre d’endommagement b

EST05716-13 0.06

EST05716-12 0.045

EST05736-11 0.041

EST05716-11 0.041

EST05736-10 0.025

IV.6 Conclusion

Ce chapitre a pour but de modéliser le comportement élasto-plastique des roches argileuses

par l’approche micromécanique. D’abord, une brève synthèse des différentes approches d’homogé-
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néisation non linéaire avec leurs corrections a été effectuée. Puis, plusieurs études numériques ont

été également mises en oeuvre qui permettent de prédire le comportement élastique non linéaire

des milieux hétérogènes biphasiques en particulier des milieux poreux avec les pores de la forme

aplatie. Ces études dans le contexte de différentes méthodes d’homogénéisation non linéaire par des

champs moyens ont été ensuite étendues pour le milieu hétérogène multiphasique avec deux étapes

d’homogénéisation du milieu linéaire de comparaison. En résumé, la formulation sécante modifiée

de Suquet [126] a été choisie comme la méthode efficace pour l’homogénéisation non linéaire des

milieux hétérogènes en particulier des milieux poreux grâce à sa relative simplicité et sa capacité

à prendre en compte de la fluctuation des champs à l’échelle microscopique.

Nous avons donc adopté l’extension sécante modifiée pour simuler les essais de compression triaxiale

sur l’argilite de M/H-M. Les observations à l’échelle microscopique sur les mécanismes de défor-

mation de ce matériau nous suggèrent de modéliser un comportement élasto-plastique (de type de

Von Mises) pour la matrice argileuse alors que les inclusions de quartz et de calcite présentent le

comportement élastique linéaire. En outre, compte tenu de la décohésion entre les inclusions et

la matrice argileuse, un modèle simplifié d’endommagement isotrope est également considéré. Les

confrontations des prédictions du modèle développé aux données expérimentales nous montrent

une tendance correcte pour les essais de compression triaxiale qui présentent un comportement

contractant. Cependant, ce modèle ne permet pas d’expliquer la dilatance de la déformation volu-

mique comme dans l’essai de compression uniaxiale.

En plus, la méthode d’homogénéisation non linéaire choisie dans ce travail est la formulation sécante

modifiée qui est limité au cas de chargement monotone et proportionnel. Elle incite à poursuivre

les efforts de recherche sur les modèles qui permettent d’une part d’être applicable pour des diffé-

rents trajets de sollicitations multiaxiaux et d’autre part de rendre compte de l’effet de dilatance

plastique.
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Figure IV.9: Essai de compression uniaxiale sur l’éprouvette EST05716-13
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Figure IV.10: Essai de compression triaxiale sur l’éprouvette EST05716-12 avec

la pression de confinement σconf = 2 MPa

0.005 0.01 0.015

10

20

30

40

S HMPaL

E

Figure IV.11: Essai de compression triaxiale sur l’éprouvette EST05716-11 avec

la pression de confinement σconf = 10 MPa
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Figure IV.12: Essai de compression triaxiale sur l’éprouvette EST05736-11 avec

la pression de confinement σconf = 5 MPa
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Figure IV.13: Essai de compression triaxiale sur l’éprouvette EST05736-10 avec

la pression de confinement σconf = 20 MPa
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Chapitre V

Homogénéisation du comportement

différé

V.1 Introduction

Nous avons présenté dans les chapitres précédents une méthodologie d’homogénéisation pour

les matériaux élastique et élasto-plastique. Nous présentons dans ce chapitre l’application de l’ap-

proche micromécanique à la modélisation du comportement différé des argilites, dans le cadre

des modèles viscoélastique et/ou viscoplastique. Les essais géomécaniques macroscopiques de type

fluage uniaxial ou triaxial, relaxation [58, 59, 63, 40, 50, 51] mettent en évidence un comportement

mécanique différé influencé par les paramètres extrinsèques (comme la contrainte appliquée, la

vitesse de déformation, la température) et les paramètres intrinsèques (comme la taille des grains,

la porosité, la teneur en eau et la composition minéralogique). On étudiera plus précisément, dans

ce chapitre, l’impact de la composition minéralogique, de la morphologie des inclusion et/ou pores,

de la contrainte ou la vitesse de déformation appliquée, sur le comportement différé par application

de l’approche micromécanique.

Les méthodes de changement d’échelle soulèvent, dans le cas du comportement héréditaire (visco-

élastique linéaire, visco-élastique non linéaire et élasto-viscoplastique), des difficultés qui sont dûes

au caractère différentiel des équations constitutives avec différents ordres de dérivation relatifs aux

contraintes et aux déformations. Dans la littérature, il existe de nombreuses études micro-macro

qui ont été destinées au comportement élasto-viscoplastique des polycristaux. Dans le cadre de

la méthode de champs moyens, ces études s’appuient principalement sur deux types d’approche :

l’une dite héréditaire [113, 86, 90, 19, 18, 106] et l’autre dite à variables internes [101, 102, 115, 7].

Les idées principales de l’approche héréditaire [86, 90, 19, 18, 106] consistent à réduire le problème

visco-élastique non linéaire (élasto-viscoplastique) du matériau hétérogène à celui d’un milieu visco-
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élastique linéaire de comparaison. Ensuite, l’homogénéisation en viscoélasticité linéaire se ramène

à un problème en élasticité (ou thermo-élasticité) linéaire symbolique dans l’espace de Laplace-

Carson (à travers la transformation de Laplace-Carson). Cette approche reste en effet très lourde

au niveau numérique notamment lors du passage à la transformation de Laplace-Carson inverse

pour déterminer le comportement effectif. A chaque instant t, le comportement macroscopique

dépend donc de toute l’histoire du matériau.

Une autre manière de résoudre le problème élasto-viscoplastique des matériaux hétérogènes est

basée sur l’approche dite à variables internes qui peut être préférée pour sa simplicité sur le plan

numérique. Cette approche repose sur une démarche incrémentale plutôt qu’intégrale dans laquelle

la propriété d’hérédité est caractérisée par une dépendance instantanée par rapport à des variables

décrivant l’état actuel du matériau (variables internes). Schématiquement, le comportement du

matériau à l’instant par exemple tn+1 dépend uniquement du comportement à l’instant tn et il est

totalement déterminé par la donnée des variables internes en tn.

Dans les paragraphes qui suivent, l’approche à variables internes sera adoptée pour modéliser le

comportement différé d’un milieu hétérogène biphasé dont le V.E.R comporte une matrice et des

inclusions sphériques. En ce qui concerne le comportement local des phases, on suppose ici un com-

portement élasto-viscoplastique pour la matrice tandis que les inclusions sont élastiques linéaires.

En effet il s’agit du milieu renforcé où les propriétés mécaniques des inclusions sont beaucoup plus

raides que celles de la matrice. On cherchera tout d’abord à adapter cette approche à variables

internes à ce type de matériau. Une fois que la pertinence de la procédure serait confirmée, le

modèle peut être enrichi pour les matériaux hétérogènes multiphasiques en incorporant différents

types d’inclusion.

Le développement de l’approche à variables internes pour le schéma de Mori Tanaka et sa vali-

dation en viscoélasticité linéaire (paragraphe V.3) est le fruit d’une collaboration menée avec S.

Berbenni (LPMM, Metz), une publication est en préparation sur ce sujet.

V.2 Homogénéisation du comportement élasto-viscoplastique par

la méthode à variables internes

Dans cette partie, les points importants de la méthode à variables internes seront décrits de

manière succinte (voir [115, 7, 8] pour plus de détails).

Considérons un milieu hétérogène Ω qui est soumis à une vitesse de déformation uniforme Ė à

la frontière ∂Ω. Le comportement élasto-viscoplastique local s’écrit dans le cadre du modèle de
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Maxwell par les formulations suivantes :





ε̇ = S : σ̇ + ε̇vp

ε̇vp = M (σ, εvp) : σ

(V.1)

avec S et M qui désignent respectivement les complaisances élastiques et viscoplastiques sécantes

des phases. Les modules élastique et viscoplastique correspondants sont C = S−1 et L = M−1.

Les équations du problème hétérogène s’écrivent :





divσ̇ = 0 , divσ = 0 (Ω)

ε̇ =
1

2

(
gradξ̇ +t gradξ̇

)
(Ω)

ξ̇ = Ė.x (∂Ω)

(V.2)

La résolution de ce problème consiste à trouver les champs de taux de contrainte σ̇ et de taux de

déformation ε̇ qui permettent de déterminer donc le comportement à l’échelle macroscopique au

travers de l’étape d’homogénéisation. On remarque que les champs de contrainte σ et de déforma-

tion viscoplastique εvp sont envisagés comme des variables internes contenant toute l’histoire du

comportement mécanique du matériau.

Dans cette approche, on utilise les opérateurs de projection notés ΠCe
qui sont liés avec les tenseurs

modifiés de Green ΓCe
(voir [77, 7]) comme :

ΠCe

= ΓCe

: C
e

ΓCe

ijkl = −1

2

(
GCe

ij,kl + GCe

jk,il

)
(V.3)

avec GCe
la fonction de Green associée avec le module de référence Ce.

La procédure développée nous amène à la solution suivante du taux de déformation locale :

ε̇ = Ė + ΠCe ∗ (δS
e : C : ε̇e + ε̇vp) (V.4)

En effet, cette dernière équation (V.4) montre que le taux de déformation microscopique ε̇ dépend

de celui macroscopique imposé Ė, des hétérogéités élastiques δSe = S − Se et également du taux

de déformation viscoplastique ε̇vp. Le dernier terme ε̇vp à son tour dépend de la contrainte σ qui

contient l’histoire du matériau.

Il est remarquable que pour caractériser le comportement élasto-viscoplastique des matériaux héré-

ditaires, deux cas asymptotiques peuvent être considérés : l’un à l’état élastique pur (temps courts)

et l’autre à l’état viscoplastique pur (temps long) [115, 7]. Ces idées nous conduisent à résoudre

l’équation (V.4) par deux sous-problèmes élémentaires : le premier correspond à un matériau hé-

térogène élastique dont la résolution classique est déjà connue tandis que le deuxième consiste à
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traiter un matériau purement viscoplastique soumis à un champ uniforme inconnu Ẋ. En consi-

dérant ėvp un champ de déformation viscoplastique cinématiquement admissible, on obtient les

relations suivantes à partir de la solution du problème purement viscoplastique :

ėvp = A
L : Ẋ

ε̇vp = A
L : Ẋ + δε̇vp

(V.5)

où AL désigne le tenseur de localisation du problème purement viscoplastique.

La propriété de l’opérateur de projection (voir [7, 115]) appliquée sur le champ cinématiquement

admissible ėvp nous donne :

ΠCe ∗ ėvp = ėvp − Ẋ = A
L : Ẋ − Ẋ (V.6)

En remplaçant (V.5, V.6) au (V.4), il conduit à :

ε̇ = Ė + A
L : Ẋ − Ẋ + ΠCe ∗ (δS

e : C : ε̇e + δε̇vp) (V.7)

En outre, l’opérateur de projection ΠCe
peut être décomposé en un terme local et un terme non

local :

ΠCe (
x − x′

)
= ΠCe

l δ
(
x − x′

)
+ ΠCe

nl

(
x − x′

)
(V.8)

où ΠCe

nl (x − x′) décrôıt en 1
|x−x′|3

(voir par exemple les travaux de Bornert [14] et de Zaoui [140]).

Par la suite le champ inconnu Ẋ est choisi de manière qu’il permette de négliger la contribution

non locale du dernier terme de l’équation (V.7) :

〈δS
e : C : ε̇e + δε̇vp〉 = 0 (V.9)

où :

δε̇vp = ε̇vp − A
L : Ẋ (V.10)

On déduit donc :

Ẋ = 〈δS
e : σ̇ + ε̇vp〉 = 〈(S − S

e) : σ̇ + ε̇vp〉 = 〈ε̇ − S
e : σ̇〉 (V.11)

soit :

Ẋ = Ė − S
e : Σ̇ (V.12)

La relation macroscopique s’écrit alors :

Ė = S
e : Σ̇ + Ė

vp (V.13)
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avec :

Ė
vp

= Ẋ =
〈
t
B

C : ε̇vp
〉

(V.14)

BC sont les tenseurs de concentration des contraintes pour le problème purement élastique.

L’équation (V.7) est réécrite maintenant comme suivante :

ε̇ = Ė + A
L : Ė

vp − Ė
vp

+ ΠCe

l : (δS
e : C : ε̇e + δε̇vp) (V.15)

En prenant en compte la relation entre l’opérateur de projection ΠCe
et le tenseur de Green ΓCe

,

on a :

ε̇ = Ė + A
Le

: Ė
vp − Ė

vp
+ P

Ce

: C
e :

(
ε̇vp − A

Le

: Ė
vp

)

+P
Ce

: C
e : (δS

e : C : ε̇ − δS
e : C : ε̇vp)

(V.16)

avec PCe
= ΓCe

l le tenseur de Hill associé au module de référence Ce.

En effet, dans leur travail Berbenni et coauteurs [7, 101, 115] ont utilisé le schéma autocohérent

pour homogénéiser les deux sous-problèmes élastique pur et viscoplastique pur :

C
e =

〈
C : A

Ce〉

L
e =

〈
C : A

Le〉
(V.17)

En choisissant le module de référence Ce égal au module effectif issu à partir du problème purement

élastique, ces auteurs ont montré :

δS
e : C : ε̇ − δS

e : C : ε̇vp = −S
e : δC

e : ε̇ − δS
e : C : ε̇vp (V.18)

Les équations (V.16 et V.18) donnent à la fin une nouvelle équation de localisation en déformation :

ε̇ = A
Ce

:
(
Ė − Ė

vp
)

+ A
Ce

: A
L : Ė

vp
+ A

Ce

: P
Ce

:
(
C : ε̇vp − C

e : A
L : Ė

vp
)

(V.19)

En introduisant l’équation (V.19) dans la loi constitutive locale σ̇ = C : (ε̇ − ε̇vp), on obtient la

loi d’interaction en contraintes :

σ̇ = C : A
Ce

: S
e : Σ̇ − C : A

Ce

:
(
I − S

E
)

:
(
ε̇vp − A

L : Ė
vp

)
(V.20)

où SE = PCe
: Ce est le tenseur d’Eshelby.

V.2.1 Deux états asymptotiques du comportement élasto-viscoplastique

On peut retrouver à partir des équations (V.18, V.20) les deux cas asymptotiques correspondant

au comportement élasto-viscoplastique des matériaux hétérogènes :
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– cas de l’élasticité pure dans lequel ε̇vp = Ė
vp

= 0, il conduit à :

ε̇ = A
Ce

: Ė

σ̇ = C : A
Ce

: S
e : Σ̇

(V.21)

– cas de la viscoplasticité pure dans lequel σ̇ = Σ̇ = 0, il conduit à :

ε̇ = ε̇vp = A
L : Ė

σ = L : A
L : M

e : Σ

(V.22)

V.2.2 Algorithme de calcul numérique

L’approche à variables internes repose sur une démarche incrémentale qui permet de déterminer

le comportement macroscopique à travers l’étape d’homogénéisation pas à pas du problème hétéro-

gène élasto-viscoplastique. Chaque pas correspond à un intervalle de temps [tn, tn+1]. On suppose

que toutes les données, macroscopiques (tenseurs de déformations En et de contraintes Σn) et

microscopiques décrivant toute l’histoire de la phase r (pour chaque phase σr
n, ε

vp,r
n ) sont connues

à l’instant tn. Le matériau hétérogène est soumis à une déformation uniforme En+1 = En + ∆E.

Le problème à résoudre est donc de déterminer la contrainte macroscopique Σn+1 à tn+1.

La procédure de calcul peut se décomposer de la façon suivante :

– 1. Calcul du module élastique effectif Ce et les tenseurs de localisation AC , BC du problème

purement élastique.

– 2. Détermination des déformations viscoplastiques locales ∆ε
vp,r
n+1, ε

vp,r
n+1 et du module visco-

plastique Lr à partir des données σr
n, ε

vp,r
n et ∆t (voir l’annexe (B)).

– 3. Homogénéisation du problème purement viscoplastique macroscopique : la prise en compte

des modules viscoplastiques Lr permet de déterminer les tenseurs Le et AL, BL

– 4. Calcul de la déformation viscoplastique macroscopique ∆E
vp
n+1 par la relation suivante :

∆E
vp
n+1 =

〈
t
B

C : ∆ε
vp
n+1

〉
(V.23)

– 5. Evaluation des grandeurs locales ∆εr et ∆σr à partir des équations (V.18) et (V.20)

correspondantes.

– 6. Calcul de l’incrément de contrainte macroscopique :

∆Σ = 〈∆σr〉 (V.24)

– 7. Réactualisation des contraintes locales :

σr
n+1 = σr

n + ∆σr (V.25)
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– 8. Réactualisation de la contrainte macroscopique

Σn+1 = Σn + ∆Σ (V.26)

V.3 Comportement viscoélastique linéaire d’un matériau bipha-

sique

V.3.1 Approximation du schéma autocohérent

Berbenni [7] dans sa thèse a effectué une comparaison entre l’approche héréditaire et celle

à variables internes sur les matériaux dont les composants consistent en une phase matrice vis-

coélastique linéaire entourant des inclusions sphériques elles-même viscoélastiques linéaires (voir

également [115]). Plus précisément, il a considéré le cas simple d’un matériau incompressible iso-

trope qui lui permet d’obtenir les résultats analytiques. Le modèle de référence de type héréditaire

est celui de Hashin-Rougier [52, 114] reposant sur l’homogénéisation autocohérente symbolique

dans l’espace de Laplace-Carson. Dans ses calculs numériques, les valeurs utilisées pour les mo-

dules de cisaillement élastique et visqueux de chaque phase sont prises égales à µm = 50MPa et

ρm = 10MPa.s pour la matrice et µi = 250MPa et ρi = 1000MPa.s pour les inclusions sphé-

riques. Les trois différentes valeurs de la fraction volumique des inclusions ont été étudiées qui

correspondent à fi = 0.25, fi = 0.5 et fi = 0.75. Berbenni [7] a constaté les bonnes concordances

entre les prédictions de deux approches (dans l’espace symbolique de Laplace Carson ou bien dans

l’espace temporel) pour toutes les valeurs de la fraction volumique des inclusions. Les résultats

prédictifs de ces deux approches sont identiques dans les états asymptotiques (élastique pure et

viscoplastique pure) tandis qu’ils sont très proches dans le régime transitoire. De plus, on remarque

que dans ces résultats numériques, le temps de calcul CPU pour le modèle à variables internes est

100 fois inférieur à celui obtenu dans le modèle de type héréditaire.

Dans le présent travail on s’intéresse au cas particulier où les inclusions sphériques ont un compor-

tement élastique linéaire. Ceci correspond au cas où les modules visqueux des inclusions tendent

vers l’infini (ηi → ∞ et ρi → ∞). Ainsi, la déformation visqueuse des inclusions est égale à

zéro (εvp,i = 0). En supposant par ailleurs que la phase matrice est également incompressible

(ηm → ∞), on obtient la solution analytique du problème purement visqueux dans le cadre du

schéma autocohérent :

L
AC
hom = ∞J + 3ρAC

homK

ρAC
hom =

2ρm

2 − 5fi

(V.27)
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Ce résultat obtenu est non physique dans le cas où la fraction volumique des inclusions est élevée

(fi ≥ 40%). En alternative au schéma autocohérent, on a choisi de développer la méthode à va-

riables internes pour le modèle de Mori Tanaka dont la validité est limitée à des microstructures de

type matrice-inclusion. La validité du modèle de Mori Tanaka est limitée à des fractions volumiques

modérées, de l’ordre de fi = 30% (voire un peu plus dans le cas d’inclusions sphériques), [12]. On

considèrera, dans la suite du chapitre, le module de référence de la méthode à variables internes

égal à celui homogénéisé de Mori Tanaka Ce = CMT
hom.

V.3.2 Mise en oeuvre de l’approche à variables internes pour le modèle de

Mori Tanaka

On adopte la démarche présentée dans les travaux de Berbenni et coauteurs [115, 9, 8, 7] pour

la validation de l’approximation du schéma de Mori-Tanaka à l’approche à variables internes. Plus

concrètement, une comparaison entre cette approche et celle héréditaire dans l’espace symbolique

de Laplace Carson et dans l’espace temporel peut être élaborée dans le contexte du schéma d’es-

timation de Mori-Tanaka. Le modèle de référence de type héréditaire est celui présenté par Li et

Weng [87]. Comme indiqué précédemment, le travail présenté dans ce paragraphe a été mené en

collaboration avec S. Berbenni (LPMM, Metz).

Comparaison des grandeurs locales et effectives dans l’espace de Laplace Carson

Considérons le premier cas où le matériau biphasé est identique à celui étudié par Berbenni [7]

dont les propriétés visco-élastiques des phases sont respectivement µm = 50MPa et ρm = 10MPa.s

pour la matrice et µi = 250MPa et ρi = 1000MPa.s pour les inclusions sphériques.

Les solutions analytiques du modèle de référence dans l’espace de Laplace Carson sont rappe-

lées dans l’annexe (C). On note p la variable conjuguée de t dans l’espace de Laplace-Carson. La

transformée de Laplace-Carson d’une fonction f(t) est notée f̂(p) et est définie par

f̂(p) = p

∫ ∞

0
f(t) exp(−pt)dt (V.28)

On rappelle ci-dessous les solutions déterminées par Berbenni et coauteurs [7, 115] pour le module

effectif L̂Var
hom (p), les tenseurs de localisation en contrainte B̂Var

r (p) , (r = m, i) et les tenseurs de

localisation en déformation ÂVar
r (p) :

L̂Var
hom (p) = 1/

(
p

µhom
+

〈
B̂Var

r (p)

ρr

〉
+

〈
ar

B̂Var
r (p)

ρr
+ br

〈
B̂Var

r (p)

ρr

〉〉)
, (r = m, i) (V.29)

ÂVar
r (p) = B̂Var

r (p)

(
p +

µr

ρr

)
/

(
p

µhom
+

〈
B̂Var

r (p)

ρr

〉
+

〈
ar

B̂Var
r (p)

ρr
+ br

〈
B̂Var

r (p)

ρr

〉〉)
(V.30)
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B̂Var
m (p) =

p + 3
5µhombm (1 + ai − fmambm − fiaibi) /ρi

p
am

+ 3
5µhom

(
1

ρm
− fmbm

(
1+am−fmambm−fiaibi

ρm
− 1+ai−fmambm−fiaibi

ρi

)) (V.31)

B̂Var
i (p) =

p + 3
5µhombi (1 + am − fmambm − fiaibi) /ρm

p
ai

+ 3
5µhom

(
1
ρi

− fibi

(
1+ai−fmambm−fiaibi

ρi
− 1+am−fmambm−fiaibi

ρm

)) (V.32)

où fi, fm et µhom sont respectivement la fraction volumique des inclusions, de la phase matrice et

le module de cisaillement homogénéisé du problème purement élastique. Les paramètres am, ai, bm

et bi désignent les parties déviatoriques des tenseurs de localisation en déformation (du problème

purement élastique) et en contrainte (du problème purement visqueux). Les solutions analytiques

de ces paramètres en appliquant le schéma de Mori-Tanaka sont les suivantes :

am =
2µi + 3µm

(2 + 3fi)µi + 3 (1 − fi)µm
, ai =

5µi

(2 + 3fi)µi + 3 (1 − fi)µm

bm =
2ρi + 3ρm

2 (1 − fi) ρi + (3 + 2fi) ρm
, bi =

5ρm

2 (1 − fi) ρi + (3 + 2fi) ρm

(V.33)

Les résultats numériques obtenus par l’approche à variables internes pour les trois valeurs diffé-

rentes de la fraction volumique des inclusions (fi = 0.05, fi = 0.25 et fi = 0.5) sont très proches

de ceux obtenus à l’aide de l’approche héréditaire de référence (Fig. V.1 à V.3). Particulièrement,

ces résultats se superposent dans les cas asymptotiques correspondant à l’élasticité pure (respec-

tivement à viscosité pure) quand le temps physique t → 0 ou p → ∞ (respectivement t → ∞ ou

p → 0). On note une très faible différence entre les approches dans le régime transitoire, différence

croissante avec la fraction volumique des inclusions.

On s’intéresse au deuxième cas où les inclusions sphériques sont élastiques linéaires (ρi → ∞). Les

figures (V.4 à V.6) présentent les résultats du module effectif et du tenseur de localisation de la

phase matrice déterminés par les deux approches héréditaire et à variables internes. On observe

un très bon accord entre les deux approches dans le régime transitoire et dans le cas asymptotique

d’élasticité pure (t → 0 ou p → ∞). Les seules différences non négligeables sont observées dans

le cas asymptotique de viscosité pure (t → ∞ ou p → 0). Ces différences sont alors d’autant plus

importantes que la fraction volumique d’inclusions est élevée.

Comparaison des résultats macroscopiques pour des essais de compression uniaxiale

Des essais de compression uniaxiale ont été simulés à une vitesse de déformation macroscopique

constante pour le matériau biphasique dont les inclusions élastiques sont immergées dans la ma-

trice viscoélastique linéaire. Les propriétés mécaniques de chaque phase sont données comme les

suivantes : Em = 3GPa, νm = 0.3, ρm = 5000.GPa.s pour la matrice et Ei = 95GPa, νi = 0.3 pour
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les inclusions sphériques. Les solutions analytiques de l’approche héréditaire présentées par Li et

Weng [87] sont rappelées dans l’annexe (C).

Les figures (V.7 et V.8) présentent les réponses macroscopiques du matériau issues des deux mé-

thodes héréditaire et à variables internes dans l’espace temporel. Les simulations montrent une

tendance identique à celle observée dans l’espace symbolique de Laplace Carson.

Un très bon accord entre les deux approches est observé dans le cas d’une faible fraction volumique

d’inclusions fi = 0.1. Pour la valeur de la fraction volumique plus élevée, fi = 0.3, l’accord entre

les approches héréditaire et et à variables internes est observé dans le cas limite asymptotique

élastique associé aux très faibles déformations. L’écart entre les approches est croissant avec la

déformation, il est également d’autant plus important que la vitesse de déformation est faible.
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Figure V.1: Module effectif et tenseur de localisation en déformation de la

matrice dans l’espace de Laplace Carson d’un matériau biphasé viscoélastique

isotrope (cas fi = 0.05)

5 10 15 20 25 30
p

2.5

7.5

10

12.5

15

17.5

L
`

homHpL fi=0.25

Hereditary Approaches

Internal Variable Approaches

200 400 600 800 1000
p

1.18

1.22

1.24

1.26

1.28

1.3

1.32

A
`

mHpL fi=0.25

Hereditary Approaches

Internal Variable Approaches

Figure V.2: Module effectif et tenseur de localisation en déformation de la

matrice dans l’espace de Laplace Carson d’un matériau biphasé viscoélastique

isotrope (cas fi = 0.25)
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Figure V.3: Module effectif et tenseur de localisation en déformation de la

matrice dans l’espace de Laplace Carson d’un matériau biphasé viscoélastique

isotrope (cas fi = 0.5)

5 10 15 20 25 30
p

4

6

8

10

L
`

homHpL fi=0.05

Héréditaire

Variables internes

50 100 150 200
p

1.035

1.045

1.05

A
`

mHpL fi=0.05

Héréditaire

Variables internes

Figure V.4: Module effectif et tenseur de localisation en déformation de la

matrice dans l’espace de Laplace Carson d’un matériau biphasé dont la matrice

est viscoélastique isotrope et les inclusions sont élastiques isotropes (cas
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héréditaire (cas fi = 0.3)

146
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V.4 Comportement élasto-viscoplastique du matériau biphasique

L’approche à variables internes est exploitée maintenant pour caractériser le comportement

élasto-viscoplastique des matériaux biphasiques hétérogènes. Une formulation viscoplastique en

utilisant la loi d’écoulement de Perzyna [104], les critères de plasticité de Von Mises et de Drucker

Prager sont successivement employées pour décrire le comportement local différé de la phase

matrice (voir [39, 49, 105]). Les calculs numériques dans le cadre du schéma d’homogénéisation de

Mori Tanaka sont ensuite présentés.

V.4.1 Formulation viscoplastique de type Perzyna avec le critère de Von Mises

Supposons dans un premier temps que le comportement élasto-viscoplastique de la phase ma-

trice du matériau obéit à la loi de Perzyna dont la déformation volumique se développe à un volume

constant. Elle peut donc se mettre sous la forme (critère de plasticité de Von Mises) :

σ̇ = C : (ε̇ − ε̇vp) (V.34)

ε̇vp =






gv (f)
∂f

∂σ
si f (σ, εvp) > 0

0 si f (σ, εvp) ≤ 0

(V.35)

La surface de charge f (σ, εvp) et la fonction viscoplastique gv (f) sont définies par (voir aussi

[105]) :

f (σ, εvp) = q − H (γvp)α − σ0

gv (f) =
σ0

κ

(
f (σ, εvp)

σ0

)m (V.36)

Les paramètres H(MPa), α désignent respectivement le module et l’exposant d’écrouissage, κ(MPa.s)

et m le module et l’exposant viscoplastique. Les symboles q et γvp signifient la contrainte et la

déformation viscoplastique équivalentes :

q =

√
3

2
s : s, s = σ − Tr (σ)

3
δ

γvp =

√
2

3
ε

vp
d : ε

vp
d , ε

vp
d = εvp − Tr (εvp)

3
δ

(V.37)

La loi d’évolution de déformation viscosplastique définie dans (V.35) peut être réécrite comme

suivante en développant la dérivation de la fonction de charge :

ε̇vp =
3

2
gv (f)

s

q
= M (σ, εvp) : σ (V.38)
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qui définit ainsi le tenseur de complaisance viscoplastique M comme le suivant :

M (σ, εvp) =
1

2ρ
K =

3

2

gv (f)

q
K (V.39)

On obtient donc le module de cisaillement visqueux :

ρ =
q

3gv (f)
=

qκ

3σ0

(
σ0

f (σ, εvp)

)m

(V.40)

Les simulations numériques sont ensuite effectuées sur ce matériau avec les paramètres viscoplas-

tiques de la phase matrice donnés dans le tableau (V.1). Sur la figure (V.10) on constate une

influence importante de la fraction volumique des inclusions fi et de la vitesse de déformation ap-

pliquée sur la réponse de la courbe contrainte-déformation des essais de compression uniaxiale. Sous

une vitesse de déformation constante, la contrainte déviatorique augmente par rapport à la fraction

volumique des inclusions. En outre, on retrouve les résultats connus à partir des expériences selon

lesquelles plus la vitesse de déformation est lente, plus les déformations sont importantes pour un

même niveau de contrainte. L’effet des inclusions rigides est également introduit dans les essais de

fluage uniaxiale sous les contraintes imposées Σ33 = 4MPa et Σ33 = 7MPa (voir Fig. V.11). Logi-

quement, on observe que plus la fraction volumique des inclusions augmente, plus les déformations

viscoplastiques macroscopiques sont faibles. En plus, la contrainte imposée plus élevée conduit à

un accroissement de déformation viscoplastique macroscopique.

V.4.2 Formulation viscoplastique de type Perzyna avec le critère de Drucker

Prager

Dans un deuxième temps, on considère le cas où l’évolution de déformation viscoplastique de

la matrice s’écrit :

ε̇vp =






gv (f)
∂F

∂σ
si f (σ, εvp) > 0

0 si f (σ, εvp) ≤ 0

(V.41)

La fonction F (σ, εvp) désigne le potentiel plastique non associé à la fonction de charge f (σ, εvp).

Ces deux fonctions s’écrivent de la façon suivante (critère de plasticité de Drucker Prager) :

f (σ, εvp) = q + αvp (γvp) (p − σ0) (V.42)

F (σ, εvp) = q + βvp (γvp) p (V.43)

Les paramètres αvp et βvp sont associés à la variable d’écrouissage γvp sous la forme exponentielle

comme les suivantes (voir les travaux de J.F. Shao et coauteurs [25, 50, 51]) :

αvp (γvp) = αvp
m − (αvp

m − αvp
0 ) e−bγvp

βvp (γvp) = βvp
m − (βvp

m − βvp
0 ) e−b′γvp

(V.44)
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En dérivant le potentiel plastique par rapport à la contrainte, le taux de déformation ε̇vp peut être

exprimé sous forme :

ε̇vp = gv (f)

(
3

2

s

q
+

βvp (γvp)

3
δ

)
= gv (f)

(
3

2

s

q
+

βvp (γvp)

3p
p δ

)
= M (σ, εvp) : σ (V.45)

avec le tenseur de complaisance viscoplastique qui est défini comme :

M (σ, εvp) =
1

3η
J +

1

2ρ
K

η =
p

βvp (γvp) gv (f)
=

p κ

σ0 βvp (γvp)

(
σ0

f (σ, εvp)

)m

ρ =
q

3gv (f)
=

q κ

3σ0

(
σ0

f (σ, εvp)

)m

(V.46)

La fonction viscoplastique basée sur un critère de plasticité de Drucker Prager non associé avec

écrouissage isotrope nous permet en effet de prendre en compte l’évolution de déformation vi-

scoplastique volumique. De surcrôıt, la règle d’écoulement non associée permet dans ce cas de

décrire une transition du comportement contractant au comportement dilatant du matériau. Les

simulations numériques appliquées sur ce type de matériau sont présentées sur les figures (V.12

et V.13). Les paramètres du comportement viscoplastique de la phase matrice sont donnés dans

le tableau (V.1). Comme dans le cas précédent du critère de plasticité de Von Mises, on retrouve

une diminution de la déformation viscoplastique axiale en fonction de la fraction volumique des

inclusions rigides. Sur la courbe de la déformation viscoplastique volumique de la phase matrice

(cas fi = 0), on constate un comportement fortement dilatant. La dilatance viscoplastique est de

moins en moins importante quand la fraction volumique de la phase rigide est plus grande. Ce type

de résultat est conforme à l’intuition car, dans le modèle, la dilatance n’est due qu’à la matrice

et non aux inclusions. On notera que la diminution de vitesse de fluage avec une augmentation

de fraction volumique d’inclusions élastiques a été observée, sur le même matériau par [51, 49] en

suivant une approche incrémentale par champ moyen.

Tab. V.1: Les paramètres viscoplastiques de la phase matrice

Critère de plasticité H = 26.1MPa, α = 0.3985, σ0 = 1MPa,

de Von Mises κ = 109MPa.s, m = 2.5

Critère de plasticité αvp
0 = 0.05, αvp

m = 5.2, b = 50, βvp
0 = −0.6, βvp

m = 0.3,

de Drucker Prager b′ = 400, σ0 = 1Mpa, κ = 109MPa.s, m = 2.5
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V.5 Comparaison avec la solution de la méthode des éléments

finis

Ce paragraphe a pout but d’effectuer une première validation de l’approche à variables internes

en comparant ses prédictions du comportement élasto-viscoplastique d’un matériau hétérogène

biphasique avec la solution de référence obtenue par la méthode des éléments finis (MEF). Le

matériau considéré est renforcé par des inclusions élastiques quasi-rigides alors que le comportement

élasto-viscoplastique de la phase matrice est de type Perzyna avec le critère plasticité de Von Mises.

Pour des raisons de pertinence de la comparaison avec la MEF, une modification du critère plasticité

a été réalisée. Plus précisément, la fonction de charge f (σ, γvp) et la fonction viscoplastique gv (f)

sont redéfinis comme :

f (σ, εvp) = q − R (γvp)

R (γvp) = σ0 + R0.γ
vp + R∞

(
1 − e−b.γvp

)

gv (f) = κ

(
f (σ, εvp)

R (γvp)

)m

(V.47)

Par ailleurs, les paramètres utilisés dans l’approche micromécanique et la méthode des éléments

finis sont choisis identiques avec : m = 0.8, κ = 0.01, σ0 = 1.2185MPa, R0 = 572.47MPa, R∞ =

14.3151MPa et b = 252.059. Les valeurs des propriétés élastiques sont respectivement Em = 3GPa,

νm = 0.3 pour la matrice et Ei = 95GPa, νi = 0.3 pour les inclusions.

Dans la méthode des éléments finis, le matériau est considéré comme un empilement de cellules

élémentaires cylindriques à base hexagonale. Le centre de chaque cellule élémentaire est occupé

par le renfort sphérique. La cellule élémentaire cylindrique à base hexagonale est assimilée à un

cylindre à base circulaire (figure V.9). Voir également [51, 49] pour ce type de modélisation dans

un matériau similaire.

Le comportement mécanique macroscopique de ces systèmes est fondé sur l’introduction d’un

élément représentatif dans l’espace périodique. D’ailleurs, on suppose que chaque V.E.R se déforme

d’une manière répétitive, identique à ses voisins. Les conditions de symétrie sont utilisées pour

limiter le V.E.R au 1/4 de la cellule axisymétrique.

Les conditions aux limites sont choisies pour imposer que les bords latéral et supérieur restent

droits alors que les deux bords sont maintenus :





sur y = 0 uy = 0

sur x = 0 ux = 0

sur x = R ux = cte

(V.48)
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Le chargement extérieur correspond à un déplacement imposé sur le bord supérieur uy = d pour

simuler l’essai de compression. Les simulations de cette méthode de référence sont effectuées sur le

code des éléments finis ANSYS (voir par exemple les travaux de Belayachi et coauteurs [6, 3, 2]).

Sur les figures (V.14 et V.15) qui présentent la comparaison des résultats obtenus par l’approche

micromécanique et la méthode des éléments finis, on constate une bonne concordance entre ces

prédictions dans le cas de faibles fractions volumiques de particules (fi = 10%). Cependant, pour

la valeur plus importante de fraction des inclusions rigides (fi = 20%), ces résultats sont différents

si la vitesse de déformation imposée est plus lente.

Figure V.9: Réseau périodique d’hexagones renforcés par des inclusions

sphériques. Approximation de la cellule élémentaire cylindrique à une cellule 2D

axisymétrique

V.6 Comportement différé de l’argilite de M/H-M

Les premières études du comportement différé de l’argilite de M/H-M par l’approche micromé-

canique ont été effectuées par Ariane Guéry [49] en utilisant une méthode dite incrémentale modi-

fiée. Dans son modèle Ariane Guéry a décrit le comportement élasto-viscoplastique de la matrice

argileuse de type Perzyna avec le critère de plasticité de Drucker Prager (V.4.2). En considérant

les inclusions de quartz et de calcite quasi rigides, on a adopté l’hypothèse que les déformations

élastiques dans la matrice et dans les inclusions sont plus petites que celles viscoplastiques dans

la matrice. D’ailleurs en s’appuyant sur des expériences qui ont montré que les déformations irré-
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versibles obtenues après un déchargement représentent la majeure partie des déformations totales,

on a fait l’hypothèse que la déformation élastique macroscopique soit négligée par rapport à celle

viscoplastique. Ainsi, la déformation macroscopique est supposée de nature viscoplastique et est

égale à la moyenne des déformations viscoplastiques locales :

Ė ∼= Ė
vp ∼= 〈ε̇vp〉 =

∑

r

frε̇
vp
r (V.49)

Malgré ces hypothèses retenues, l’approche incrémentale modifiée permet de prédire le comporte-

ment différé de l’argilite de M/H-M. Cette approche a été validée à l’aide de comparaisons avec

des calculs par éléments finis et de nombreuses données expérimentales.

Dans ce travail, les simulations des essais de fluage uniaxial et triaxial avec différentes pressions

de confinement sont recalculées dans le cadre de l’approche à variables internes et puis elles sont

comparées avec celles de la méthode incrémentale modifiée. Les paramètres du comportement

élasto-viscoplastique de la phase matrice argileuse sont repris comme dans le travail de Ariane

Guéry [51] avec : Ea = 3GPa, νa = 0.3 αvp
0 = 0.05, αvp

m = 0.95, b = 150, βvp
0 = 1.5, βvp

m = 0.3,

b′ = 400, σ0 = 14Mpa, κ = 5.109MPa.s, m = 2.5.

La comparaison des approches incrémentale modifiée (Guéry) et à variables internes est présentée

sur les figures (V.16 à V.21). On constate une bonne concordance entre les prédictions de ces deux

approches. On remarque que dans la méthode à variables internes, les simulations des essais de

fluage s’effectuent dans le cas asymptotique de viscoplasticité pur où la déformation macroscopique

totale est égale à celle macroscopique viscoplastique et donc égale à la moyenne des déformations

viscoplastiques locales. Ces deux approches reposant sur la même hypothèse nous amènent ainsi à

des résultats concordants. L’hypothèse V.49 faite dans [51, 49] est justifiée dans le cas des argilites

car les forts contrastes de raideur élastique entre la matrice argileuse et les inclusions de quartz

et/ou de calcite permet de négliger les contributions des inclusions aux déformations différées ma-

croscopiques moyennes. L’hypothèse d’inclusions rigides fournit des résultats très proches. Dans le

cas de milieux poreux, non abordés dans ce chapitre, l’hypothèse V.49 serait à réexaminer.

V.7 Conclusion

Le comportement élasto-viscoplastique des milieux hétérogènes a été étudié dans ce dernier cha-

pitre par la méthode de changement d’échelle. L’étude bibliographique sur différentes approches

d’homogénéisation élasto-viscoplastique des matériaux composites nous a conduit au choix de la

méthode dite à variables internes grâce à sa simplicité au plan numérique. En effet, une modifica-

tion de la version originale de cette approche à variables internes a été effectuée en reposant sur

l’approximation explicite de Mori-Tanaka. L’adaptation de ce schéma se justifie en comparant avec
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un modèle de référence de type héréditaire. En général, on trouve une concordance des résultats

prédictifs des deux approches pour la simulation du comportement d’un matériau viscoélastique

linéaire avec de faibles fractions volumiques de particules. La méthodologie adoptée s’est ensuite

enrichie par l’introduction du modèle de Perzyna. La validation du modèle dans ce dernier cas est

effectuée en comparant avec la solution de référence par éléments finis. Cette comparaison confirme

la capacité prédictive de la procédure développée pour les matériaux renforcés par des inclusions

rigides. Nous avons insisté plus particulièrement dans cette dernier partie sur la simulation des

essais de fluage des roches argileuses dont les inclusions sont élastiques et quasi rigides.
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constante - comparaison entre l’approche à variables internes et la méthode des
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Figure V.16: Simulation d’essai de fluage uniaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 GII − 05481 − 01 : fca = 36.2(%), fqu = 33.4(%))

Figure V.17: Simulation d’essai de fluage uniaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 GIV − 05761 − 03 : fca = 20.4(%), fqu = 23.4(%))
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Chapitre V. Homogénéisation du comportement différé

Figure V.18: Simulation d’essai de fluage triaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 5697 − 2 : fca = 21.7(%), fqu = 21.3(%))

Figure V.19: Simulation d’essai de fluage triaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 5697 − 7 : fca = 21.7(%), fqu = 21.3(%))

Figure V.20: Simulation d’essai de fluage triaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 5698 − 5 : fca = 21.9(%), fqu = 21.2(%))
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Figure V.21: Simulation d’essai de fluage triaxial de l’argilite de M/H-M

(échantillon EST 205 5721 : fca = 21.6(%), fqu = 17.4(%))

157



Chapitre V. Homogénéisation du comportement différé
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8 Conclusions

La modélisation du comportement thermo-hydro-mécanique linéaire et du comportement mé-

canique non linéaire des roches argileuses par l’approche micromécanique a été élaborée dans

ce travail. En effet la réflexion sur la prédiction du comportement des argilites doit être menée

sur plusieurs fronts : théorique pour identifier les lois de comportement micromécanique de chaque

phase, expérimental pour identifier les paramètres de ces lois et numérique pour prendre en compte

l’un et l’autre dans les simulations. Les observations microstructurales des argilites comme celles de

Meuse/Haute-Marne nous ont amené à les schématiser comme des matériaux hétérogènes multipha-

siques. D’après ce modèle, leur Volume Élémentaire Représentatif comporte une matrice poreuse

entourant des inclusions sphériques de quartz et de calcite. La phase matrice poreuse elle-même

est constituée d’une matrice argileuse et d’un espace poreux lui même modélisé, de manière sim-

plifiée, par une classe unique d’inclusions sphéröıdales aplaties. Un modèle d’homogénéisation en

deux étapes a été ensuite développé pour représenter, en première approche, les roches poreuses

composites de type argilites.

L’échelle de référence choisie pour développer le modèle est l’échelle macroscopique des essais de

laboratoire (niveau 2 de notre modèle, et niveau 4 du modèle général à quatre étapes présentés

par Ulm et co-auteurs [130]). Deux informations microstructurales sont introduites : les inclusions

solides minérales de quartz et calcite (représentées par des sphères réparties de manière isotrope)

et l’espace poreux représenté par une classe unique d’ellipsoides aplatis. Ce modèle suppose une

séparation d’échelle entre les pores et les inclusions de quartz et solide, ce qui revient à négliger

une fraction de la porosité (environ 10% de la porosité totale), dite macroporosité, pour laquelle

l’hypothèse de séparation d’échelle avec les inclusions de quartz et calcite (de taille micrométrique)

n’est pas vérifiée. L’espace poreux est caractérisé par deux paramètres, le coefficient de forme des

ellipsoides (rapport hauteur/diamètre) et le degré d’alignement préférentiel de leur orientation au-

tour de l’axe de symétrie du matériau.

Les outils d’homogénéisation ont été présentés dans le premier chapitre à travers l’étude de la
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conductivité thermique effective des argilites. Différents schémas d’estimation des propritétés ho-

mogénéisées reposant sur la solution du problème d’Eshelby ont été également abordés. Des simu-

lations dans le contexte d’un milieu poreux isotrope partiellement saturé ont mis en évidence la

sensibilité de la propriété thermique effective à la porosité, au degré de saturation, à la morphologie

des inclusions des pores et à la composition minéralogique. Plus particulièrement, la conductivité

thermique homogénéisée augmente en fonction du rapport d’aspect des pores ε et des compositions

minéralogiques de quartz et de calcite. Une comparaison des prédictions des différents schémas d’es-

timation nous a permis de visualiser l’influence du schéma d’homogénéisation sur cette propriété

thermique homogénéisée. L’écart entre ces prédictions est de plus en plus important quand la po-

rosité du milieu est plus élevée ou au contraire quand le rapport d’aspect des inclusions poreuses

est plus faible.

L’enrichissement du modèle proposé pour les argilites à matrice argileuse présente un comporte-

ment isotrope transverse et dont la distribution orientée en espace des inclusions poreuses a fait

l’objet du deuxième chapitre. Plus concrètement, la répartition spatiale des inclusions poreuses a

été supposée symétrique autour de l’axe vertical du repère global associé à la matrice argileuse et

pu être caractérisée par une fonction de distribution en orientation (ODF). Un point important

dans ce modèle enrichi est d’évaluer les tenseurs de concentration du problème d’inhomogénéité

dans lequel l’inclusion est orientée arbitrairement dans la matrice istrope transverse. Dans ce tra-

vail, ces tenseurs ont été déterminés numériquement en utilisant la fonction de Green. L’impact des

deux sources d’anisotropie (la répartition spatiale des inlcusions poreuses ainsi que l’anisotropie de

la matrice argileuse) a été mis en évidence. Nous avons remarqué qu’une réduction du coefficient

de forme des pores se traduit par un accroissement du degré d’anisotropie des propriétés effectives

dans le cas où les pores sont alignés ou orientés dans la matrice argileuse isotrope transverse. En

revanche le degré d’anisotropie de la conductivité macroscopique décrôıt si la fraction volumique

d’inclusions minérales augmente. Ce résultat est logique car les inclusions de quartz et calcite sont

des matériaux isotropes, de forme sphérique, répartis de manière isotrope, dont la présence tend

à isotropiser le milieu. Nous avons appliqué par la suite la technique d’homogénéisation en deux

étapes pour évaluer le tenseur de la conductivité thermique effective des argilites comme celle de

Meuse/Haute-Marne et celle de Mon Terri. Les confrontations aux données expérimentales ont

montré que les principales tendances expérimentales observées à l’échelle macroscopique sont cor-

rectement reproduites par le modèle.

L’application du modèle d’homogénéisation à deux étapes à l’estimation des caractéristiques ef-

fectives thermoporoélastiques linéaires des roches argileuses saturées, présentée dans le troisième

chapitre, a mis en évidence l’impact de la forme des pores et de leur orientation préférentielle.
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Les propriétés macroscopiques sont d’autant plus sensibles à la forme des pores que ceux-ci sont

aplatis. Dans le cas des argilites, le coefficient de forme des pores peut être approché dans le do-

maine 0.01 ≤ ε ≤ 0.1, domaine dans lequel la sensibilité est forte. Le cas limite des pores aplatis

(ε → 0) est bien connu dans la littérature, et correspond au cas limite de fissures circulaires [33].

L’équivalence entre le problème de la fissure et du cas limite d’une inclusion ellipsoidale à faible

coefficient de forme a d’ailleurs été démontrée par [30] et [33].

Les résultats présentés dans le mémoire, pour des pores ellipsoidaux circulaires de coefficient de

forme compris entre ε → 0 et ε = 1, complètent les cas limites bien connus dans la littérature :

fissures penny shape et pores sphériques [33, 125]. Dans le cas d’une matrice isotrope, l’impact de

la forme des pores et de leur orientation sur les propriétés élastiques a été également abondamment

étudiée par Kachanov, Sevostianov et co-auteurs [70] [71]).

La seconde partie du mémoire est consacrée à l’tude du comportement non linéaire des roches

argileuses. Sur la base de résultats expérimentaux macroscopiques, obtenus à partir d’essais géo-

mécaniques de type triaxiaux déviatoriques à court terme et long terme (fluage), des modèles de

comportement élastoplastiques (chapitre 4) et élastoviscoplastiques (chapitre 5) ont été développés.

Comme indiqué précédemment, la modélisation micromécanique de la matrice argileuse n’est pas

abordée dans ce mémoire. A titre d’exemple, les mécanismes de glissement entre feuillets argileux,

abondamment étudiés actuellement par d’autres équipes de recherche (équipe de L. Dormieux

notamment), sont certainement pour une grande partie à l’origine du comportement irréversible

observé à l’échelle macroscopique, tant pour le comportement à court terme (plasticité), que long

terme (fluage). Les modèles présentés dans ce mémoire sont macroscopiques relativement à la ma-

trice argileuse. Par rapport aux modèles macroscopiques phénoménologiques existants, les infor-

mations supplémentaires microstructurales prises en compte et introduites dans l’appcohe micro-

macro sont essentiellement la présence d’inclusions minérales (quartz et calcite) et sous une forme

très simplifiée la porosité.

Une autre partie dans ce travail vise à étudier le comportement mécanique non linéaire des argilites

qui a été interprété à partir des tests triaxiaux comme la conséquence des mécanismes de plasticité

et d’endommagement. Le mouvement relatif entre les feuillets d’argile constaté à l’échelle inférieure

a été pris pour l’origine physique du problème non linéaire traité. Cela nous a amené à attribuer un

comportement élasto-plastique à la matrice argileuse. Dans le chapitre 4, la matrice est supposée

élastoplastique. Un mécanisme de décohésion aux interfaces entre les grains de quartz et de calcite

et la matrice argileuse, a été pris en compte comme origine de l’endommagement macroscopique

observés sur la base d’essais triaxiaux (méthode des interfaces lisses considérées par Barthélémy

[1]).
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Cependant, pour ne pas compliquer le problème considéré, un modèle simplifié a été proposé pour

tenir compte de l’effet du mécanisme de décohésion interfaciale. En matière de la méthode d’ho-

mogénéisation dans le domaine non linéaire, nous avons repris le concept du matériau linéaire de

comparaison produit par la linéarisation des lois de comportement locales des constituants. Dans

le cadre d’homogénéisation par des champs moyens, différentes formulations de linéarisation ont

été considérées et comparées par des simulations numériques. L’extension de la méthode sécante

modifiée [126] à l’homogénéisation en deux étapes nous a permis de simuler le comportement

élasto-plastique-endommageable des roches argileuses. Les validations expérimentales ont confirmé

la pertinence du modèle développé en caractérisant le comportement contractant des argilites (cas

des essais de compression triaxiale avec le confinement élevé). En revanche, la modélisation n’a pas

pu refléter l’évolution dilatante de la déformation volumique comme dans l’essai de compression

uniaxiale. Elle nous amène à poursuivre les efforts de recherche pour des modèles plus efficaces qui

permetteront d’une part d’être applicable pour les différents trajets de sollicitations multiaxiaux

et d’autre part de rendre compte de l’effet de dilatance plastique.

Le dernier chapitre a été consacré à modéliser le comportement différé des matériaux hétérogènes

renforcés par des inclusions quasi rigides. Pour cela, on a appliqué la méthode dite à variables

internes qui est basée sur une démarche incrémentale caractérisée par une dépendance instanta-

née de la propriété d’hérédité par rapport à des variables décrivant l’état actuel du matériau. La

procédure développée a été validé par comparaison avec l’approche héréditaire de référence pour

la simulation du comportement viscoélastique linéaire des milieux biphasés. L’enrichissement du

modèle pour les milieux multiphasiques a été également effectué et a été ensuite appliqué pour

simuler les essais de fluage de l’argilite de Meuse/Haute-Marne. En comparaison avec les résul-

tats déterminés par l’approche incrémentale modifiée de Guéry [51, 49], on a constaté une bonne

concordance entre ces deux approches.

L’approche micromécanique avec la mise en place de la procédure d’homogénéisation en deux

étapes a fait preuve de son aptitude à décrire des réponses linéaires et non linéaires des roches

argileuses.

9 Perspectives

Les principales perspectives d’enrichissement des modèles présentés dans ce mémoire portent

sur les échelles inférieures, et plus précisément la matrice argileuse et la porosité multi-échelle. En

relation avec les nombreux travaux réalisés dans le domaine actuellement, tant théoriques qu’expé-

rimentaux (observation à l’échelle nanométrique, essais de nano-indentation et micro-indentation

etc.), une ou des étapes d’homogénéisation supplémentaires pourront être rajoutées pour remonter
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plus précisément, par l’approche d’homogénéisation, les mécanismes physiques caractérisés à ces

échelles inférieures.

Relativement aux modèles non linéaires présentés, des questions restent ouvertes

1. Les mécanismes d’endommagement et de dilatance observés sur essais macroscopiques n’ont

pas été pris en compte. De même dans ce travail la prise en compte de l’endommagement dans

le comportement de l’argilite de M/H-M a été réalisée d’une façon simplifiée ayant comme

objectif la compréhension des principaux phénomènes et le guidage des modèles macrosco-

piques. La difficulté majeure d’une telle approche reste la prise en compte du phénomène

de la dilatance associé à l’avancement de la fissuration. Dans cette voie, la nucléation des

nouvelles fissures sous contraintes mérite d’être étudiée plus en détail comme étant une des

sources possibles de la dilatance. L’introduction de fissures dilatantes dans la matrice (dite

argileuse) semble une voie prometteuse pour prendre en compte le phénomène de dilatance dû

aux frottements comme dans les travaux récents de Kondo et al. [142, 143] et de Barthélémy

[1].

2. Le comportement viscoplastique de l’argilite de M/H-M et sa modélisation sont également

des sujets à revoir et à remettre en perspective. En fait dans le cadre de notre travail et pour

l’échelle choisie de description de la structure, échelle définie principalement en fonction

du niveau des connaissances et de la caractérisation de la microstructure, la viscosité de la

matrice argileuse apparâıt comme une caractéristique intrinsèque. A d’autres échelles il parait

cependant que cette viscosité est en grande partie liée à différents états de l’eau au sein de

l’argilite (Dormieux et al. [34]). Une connaissance plus profonde et surtout une caractérisation

plus fine du matériau à des échelles inférieures, créeraient les conditions pour une approche

microscopique plus globale multi échelle qui expliquerait entre autre les variations de cette

viscosité avec la saturation.

Du point de vue méthodologique, bien que très efficace et élégante dans son application, l’ap-

proche de homogénéisation par tenseurs d’Eshelby, est mise en difficulté lorsqu’il s’agit de prendre

en compte les déformations (visco)plastiques que rappelons le, sont non uniformes.

Les différentes approches, notamment celle du Milieu Linéaire de Comparaison (MLC), tentent,

avec un certain succès de palier de ces difficultés. Il ne reste pas moins que pour la validation de

telles approches on fait appel aux méthodes numériques, ce qui montre en soit même une voie de

travail future importante qui n’a été abordée que très peu (voir chapitre 5) dans le présent travail.

Bien que d’une portée quasiment universelle, de point de vue pratique ces méthodes semblent

accessibles et efficaces particulièrement dans le cas des milieux périodiques, où in fine un pro-

blème simple peut être obtenu. Il est clair que notamment pour les géomatériaux, l’hypothèse de
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la périodicité n’est pas forcément toujours acceptable et un passage vers des méthodes de homo-

généisation des milieux aléatoires sera nécessaire. En principe, on peut utiliser toujours des codes

aux éléments finis, à l’instar de ce qui a été fait dans le chapitre 5. Cependant on se heurte ra-

pidement aux problèmes de représentativité de la cellule aléatoire homogénéisée et surtout de la

description des frontières des différentes phases via un maillage. Généralement cela conduit soit

dans un maillage de mauvaise qualité, soit à un maillage (extrêmement) volumineux. Une des pistes

des travaux futurs, serait alors l’utilisation des méthodes sans maillage adaptées aux problèmes de

l’homogénéisation numérique (Bechet, Möes [29, 94]).

164



Bibliographie
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2006.

[106] O. Pierard, J. Llorca, J. Segurado, and I. Doghri. Micromechanics of particle-reinforced

elasto-viscoplastic composites : Finite element simulations versus affine homogenization. Int.

Jour. of Plast., 23 :1041–1060, 2007.
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[110] P. Ponte Castañeda. Second-order homogenization estimates for nonlinear composites incor-

porating field fluctuations : II-applications. J. Mech. Phys. Solids, 50 :759–782, 2002.

[111] A. Rekik, F. Auslender, M. Bornert, and A. Zaoui. Objective evaluation of linearization pro-

cedures in nonlinear homogenization : A methodology and some implications on the accuracy

of micromechanical schemes. Int. Jour. Sol. Struc., 44 :3468–3496, 2007.

172



[112] A. Rekik, M. Bornert, F. Auslender, and A. Zaoui. A methodology for an accurate evaluation

of the linearization procedures in nonlinear mean field homogenization. C. R. Mecanique,

333 :789–795, 2005.

[113] Y. Rougier. Etude du comportement sous irradiation : Modélisation micromécanique de
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Annexe A

Composantes du tenseur de Hill dans

un milieu isotrope

Cette annexe présente les expressions analytiques des composantes du tenseur de Hill P dans le

cadre de l’homogénéisation élastique linéaire d’un milieu hétérogène isotrope. Les inclusions ayant

de la forme sphéröıdale sont caractérisées par un rapport d’aspect ε défini par :

ε =
c

a
=

c

b
(A.1)

où a, b, c sont respectivement les demi-longueurs selon les axes e1, e2 et e1. Dans notre travail, on

ne s’intéresse qu’à deux types de l’inclusion : 0 < ε < 1 désigne l’inclusion aplatie tandis que ε = 1

correspond à l’inclusion sphérique.

La solution du tenseur de Eshelby SE dans un milieu isotrope avec 6 composantes non nulles est

exprimée par plusieurs auteurs [96, 97]. On présente donc dans cette annexe le tenseur de Hill

P qui est caractérisé par un tenseur isotrope transverse avec 5 composantes indépendantes. Les

expressions de ces composantes dans le cas de l’inclusion aplatie sont les suivantes :

P1111 =
ε
(
ε
√

1 − ε2
(
k

(
6ε2 − 33

)
+

(
26ε2 − 35

)
µ
)

+
(
3k

(
4ε2 + 5

)
+

(
29 − 20ε2

)
µ
)
arccos (ε)

)

16 (1 − ε2)5/2 µ (3k + 4µ)

P1122 = −
ε (3k + µ)

(
ε
√

1 − ε2
(
2ε2 + 1

)
+ (1 − 4ε) arccos (ε)

)

16 (1 − ε2)5/2 µ (3k + 4µ)

P1133 = −
ε (3k + µ)

(
−3ε

√
1 − ε2 + arccos (ε) + 2ε2 arccos (ε)

)

4 (1 − ε2)5/2 µ (3k + 4µ)

P3333 =
ε
(
k

(
6ε2 + 3

)
+

(
8ε2 − 5

)
µ
)
arccos (ε) − 3

√
1 − ε2

(
3ε2 (k + µ) − 2µ

)

2 (1 − ε2)5/2 µ (3k + 4µ)

P2323 =

√
1 − ε2

(
3k

(
ε4 + 3ε2 + 2

)
+ 2

(
2ε4 − 3ε2 + 4

)
µ
)
− 3ε

(
3k

(
ε2 + 1

)
+ 2µ

)
arccos (ε)

8 (1 − ε2)5/2 µ (3k + 4µ)

P1212 =
P1111 − P1122

2

(A.2)
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Annexe A. Composantes du tenseur de Hill dans un milieu isotrope

où k, µ sont les modules de compressiblité et de cisaillement de la matrice isotrope. Dans le cas

particulier de l’inclusion sphérique, le tenseur de Hill s’écrit sous forme :

P =
1

3k + 4µ
J +

3 (k + 2µ)

5µ (3k + 4µ)
K (A.3)
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Annexe B

Algorithmes d’intégration locale

On introduit brièvement dans cette annexe les algorithmes d’intégration locale des comporte-

ments élasto-plastique et élasto-viscoplastique dans le cadre d’un critère associé de Von Mises. Cela

nous permet par ailleurs de déterminer les opérateurs tangents utilisés dans la méthode d’homo-

généisation non linéaire par l’approche incrémentale de Hill [56]. Pour le cas du critère non associé

de type de Drucker Prager, on peut consulter le travail de Guéry [49].

B.1 Algorithmes d’intégration locale du comportement élasto-

plastique

En reposant sur une démarche incrémentale, le problème élasto-plastique local peut être écrit :

σn+1 = C :
(
εn+1 − ε

p
n+1

)

f
(
σn+1, γ

p
n+1

)
= 0

(B.1)

avec :

εn+1 = εn + ∆ε

ε
p
n+1 = εp

n + ∆εp

γp
n+1 = γp

n + ∆γ

∆εp = ∆γ
∂f

∂ε

(
σn+1, γ

p
n+1

)

(B.2)

Le problème à résoudre est de déterminer la contrainte σn+1, les déformations εn+1, ε
p
n+1 et la

distorsion γp
n+1 à tn+1 en connaissance l’incrément de déformation ∆ε et les valeurs de εn, ε

p
n et

γp
n à tn.
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Annexe B. Algorithmes d’intégration locale

La procédure de l’algorithme de type ”cutting point algorithm” [123] est effectuée comme la sui-

vante :

– Données d’entrée : εn, ε
p
n, γp

n et ∆ε.

– Déterminer la déformation au pas n + 1 : εn+1 = εn + ∆ε

– Itialisation

i := 0

∆γ = 0, γp,0
n+1 = γp

n

σ0
n+1 = C : (εn+1 − εp

n)

(B.3)

– Itérations (i+1) :

1. Evaluer f i
n+1 = f

(
σi

n+1, γ
p,i
n+1

)
. Si f i

n+1 <tolérance, aller en 4, sinon aller en 2.

2. Calculer :

δ(∆γ) =
f i

n+1

∂σf i
n+1 : C : ∂σf i

n+1 − ∂γf i
n+1

(B.4)

avec ∂σf i
n+1 = ∂f

∂σ

(
σi

n+1, γ
p,i
n+1

)
.

3. Actualiser :

σi+1
n+1 = σi

n+1 − δ(∆γ)C : ∂σf i
n+1

γp,i+1
n+1 = γp,i

n+1 + δ(∆γ)

γn+1 = γn + δ(∆γ)

ε
p,i+1
n+1 = σ

p,i
n+1 + δ(∆γ)∂σf i

n+1

(B.5)

Revenir à 1.

4. Sortir de la boucle.

– Calculer l’opérateur tangent Ctan à partir de la formulation :

C
tan =






C si






f
(
σn+1, γ

p
n+1

)
≤ 0

ḟ
(
σn+1, γ

p
n+1

)
< 0

C −
C : ∂σf

(
σn+1, γ

p
n+1

)
⊗ ∂σf

(
σn+1, γ

p
n+1

)
: C

h
si






f
(
σn+1, γ

p
n+1

)
= 0

ḟ
(
σn+1, γ

p
n+1

)
= 0

(B.6)

avec h = ∂σf
(
σn+1, γ

p
n+1

)
: C : ∂σf

(
σn+1, γ

p
n+1

)
− ∂γf

(
σn+1, γ

p
n+1

)
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B.2. Algorithmes d’intégration locale du comportement élasto-viscoplastique

B.2 Algorithmes d’intégration locale du comportement élasto-

viscoplastique

Dans ce cas, le problème élasto-viscoplastique local est défini comme :






σn+1 = C :
(
εn+1 − ε

vp
n+1

)

εn+1 = εn + ∆ε

ε
vp
n+1 = εvp

n + ∆εvp

γvp
n+1 = γvp

n + ∆γ

fn+1 = f
(
σn+1, γ

vp
n+1

)

∆εvp = ∆γ∂σfn+1

(B.7)

avec :

∆γ =






0 si fn+1 ≤ 0

σ0

κ

(
fn+1

σ0

)m

∆t si fn+1 > 0

(B.8)

En reprenant à tn les données εn, ε
vp
n , γvp

n et l’incrément de déformation ∆ε, on cherche à déter-

miner à tn+1 les déformations εn+1, ε
vp
n+1, γvp

n+1 et la contrainte σn+1. De la même manière que la

précédente, l’algorithme de type de ”cutting point algorithm” [123] est introduite comme suivante :

– Données d’entrée : εn, ε
vp
n , γvp

n et ∆ε.

– Déterminer la déformation au pas n + 1 : εn+1 = εn + ∆ε

– Itialisation

i := 0, ∆γ0 = 0, γvp,trial
n+1 = γvp,0

n+1 = γvp
n

σtrial
n+1 = σ0

n+1 = C : (εn+1 − εvp
n )

f trial
n+1 = f

(
σtrial

n+1 , γvp,trial
n+1

)

(B.9)

Si f trial
n+1 ≤tolérance, aller en 1, sinon aller en 2.

1. Actualiser :

σn+1 = σtrial
n+1 , γvp

n+1 = γvp,trial
n+1

(B.10)

2. Déterminer ∆γ par la méthode de Newton Raphson.
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Itération (i) :

Φ
(
∆γi

)
= f trial

n+1 −
(

∆γi κ

∆t σ0

)1/m

σ0 − 3µ∆γi − H
(
(γvp

n + ∆γi)α − (γvp
n )α

)

Φ′
(
∆γi

)
= − κ

m∆t

(
∆γi κ

∆t σ0

)1/m−1

− 3µ − α H
(
γvp

n + ∆γi
)α−1

(B.11)

2. Vérifier : si Φ
(
∆γi

)
≤tolérance, aller en 4, sinon :

∆γi+1 = ∆γi − Φ
(
∆γi

)

Φ′ (∆γi)
(B.12)

3. Actualiser :

σi+1
n+1 = σi

n+1 − ∆γi+1
C : ∂σf

(
σi

n+1, γ
vp,i
n+1

)

γvp,i+1
n+1 = γvp,i

n+1 + ∆γi+1

ε
vp,i+1
n+1 = ε

vp,i
n+1 + ∆γi+1∂σf

(
σi

n+1, γ
vp,i
n+1

)

(B.13)

Revenir en 2.

4. Sortir de la boucle.

– Calculer l’opérateur tangent algorithmique Lalg à partir de la formulation :

L
alg =



C
−1 + ∆γn+1∂σσfn+1 +

m
κ

(
fn+1

σ0

)m−1
∆t

1 − m
κ

(
fn+1

σ0

)m−1
∆t ∂γfn+1

∂σfn+1 ⊗ ∂σfn+1





−1

(B.14)

avec fn+1 = f
(
σn+1, γ

vp
n+1

)
.
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Annexe C

Annexes du chapitre V

Cette annexe nous présente les solutions analytiques du comportement effectif par l’estimation

de Mori-Tanaka d’un matériau visco-élastique linéaire isotrope dans l’espace symbolique de Laplace

Carson et dans l’espace temporel.

C.1 Solutions analytiques dans l’espace symbolique de Laplace

Carson

Le matériau biphasique considéré consite de la phase matrice et des hétérogénéités dont le com-

portement visco-élastique linéaire de chaque phase est de type Maxwellien isotrope incompressible.

Les modules élastiques et visqueux des phases sont respectivement µm, ρm et µi, ρi. La loi de

comportement de chaque phase s’écrit sous forme :

ṡr = 2µr (ėr − sr) , (r = m, i) (C.1)

où ṡr et ėr désignent respectivement les taux de contrainte et de déformation déviatoriques.

Le passage à la transformé de Laplace Carson se défini par :

f̂ (p) =

∫ ∞

0
p f (t) e−ptdt (C.2)

L’équation (C.1) est donc réécrit dans le domaine de Laplace Carson comme :

ŝr (p) = 2l̂r (p) ̂̇er (p) , (r = m, i) (C.3)

Cette équation désigne le comportement élastique linéaire dans le domaine symbolique de Laplace

Carson de la phase r dont le module d’élasticité est :

l̂r (p) =
µr

p + µr

ρr

, (r = m, i) (C.4)
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Dans le cas où le comportement des hétérogénéités est élastique linéaire (ρi → ∞), on a :

l̂i (p) =
µi

p
(C.5)

On applique par la suite les résultats de la méthode d’homogénéisation linéaire dans le domaine

symbolique de Laplace Carson. Dans le cadre de l’approximation de Mori Tanaka, on obtient le

module effectif :

L̂MT
hom (p) =

l̂m (p)
(
(2 + 3fi) l̂i (p) + 3 (1 − fi) l̂m (p)

)

2 (1 − fi) l̂i (p) + (3 + 2fi) l̂m (p)
(C.6)

Et les tenseurs de localisation de déformation des phases dans l’espace de Laplace Carson sont

déterminés comme les suivants :

Âi (p) =
5l̂m (p)

2 (1 − fi) l̂i (p) + (3 + 2fi) l̂m (p)

Âm (p) =
2l̂1 (p) + 3l̂m (p)

2 (1 − fi) l̂i (p) + (3 + 2fi) l̂m (p)

(C.7)

C.2 Solutions analytiques dans l’espace temporel

On introduit dans ce paragraphe les solutions analytiques déterminées par Weng et coauteurs

[132, 87, 86] du comportement viscoélastique linéaire d’un matériau hétérogène dont les inclusions

sphériques sont élastiques linéaires. Le comportement viscoélastique linéaire de la phase matrice est

caractérisé par les modules de compressibilité et de cisaillement élastique km, µm et le module de

cisaillement visquex ρm alors que les paramètres ki et µi correspondent au comportement élastique

des inclusions.

C.2.1 Comportement effectif sous la vitesse de déformation imposée constante

Les expressions des contraintes volumique et déviatorique macroscopiques en fonction du temps

et de la vitesse de déformation imposée (Ė = Ėvδ + Ėd) sont les suivantes :

Σv (t) = 3kmĖv

[(
1 + d1

d2

d3

)
t + d1

d3 − d2

d2
3

(
1 − e−d3t

)]

Σd (t) =
2µm

Tm

{(
1 +

fi

d4

τm

s1s2

µi

µi − µm

)
+

[
fi

d4

1 − τm

(1 − s1) (1 − s2)

µm

µi − µm
− 1

]
e−Tmt

+
fi

d4

(τm − s1) (µi/ (µi − µm) − s1)

s1 (s1 − s2) (1 − s1)
e−s1Tmt − fi

d4

(τm − s2) (µi/ (µi − µm) − s2)

s2 (s1 − s2) (1 − s2)
e−s2Tmt

}
Ėd

(C.8)

avec :

τm =
3km

3km + 4µm
, υm =

6

5

km + 2µm

3km + 4µm

khom = km

(
1 +

fi (ki − km)

(1 − fi)τm (ki − km) + km

)

µhom = µm

(
1 +

fi (µi − µm)

(1 − fi)υm (µi − µm) + µm

)
(C.9)
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Tm = µm/ρm, d1 = (khom − km) /km, d2 = τmTm

d3 =
3 (fikm + (1 − fi)ki)Tm

3(1 − fi) (ki − km) + (3km + 4µm)

d4 = (1 − fi)υm + µm/ (µi − µm)

d5 =

[
(1 − fi)υm

(
km

km + 2µm
+

µi

µi − µm

)
+

µm

µi − µm
τm

]
1

d4

d6 = (1 − fi)υm
km

km + 2µm

µi

µi − µm

1

d4

s1 =
1

2

(
d5 +

(
d2

5 − 4d6

) 1

2

)
, s2 =

1

2

(
d5 −

(
d2

5 − 4d6

) 1

2

)

(C.10)

C.2.2 Comportement effectif sous la contrainte imposée constante (essai de

fluage)

Au contraire, sous la contrainte imposée (Σ = Σvδ + Σd), les évolutions des vitesses de défor-

mations volumique et déviatorique macroscopiques sont déterminées comme les suivantes :

Ėv (t) =
Σv

3khom
(d2 − d3)Tme−d3Tmt

Ėd (t) =
Tm

2µhom

[
d6

d8
− (s1 − s3)(s2 − s3)(1 − s3)

s3(s4 − s3)
e−s3Tmt +

(s1 − s4)(s2 − s4)(1 − s4)

s4(s4 − s3)
e−s4Tmt

]
Σd

(C.11)

avec :

τm =
3km

3km + 4µm
, υm =

6

5

km + 2µm

3km + 4µm

khom = km

(
1 +

fi (ki − km)

(1 − fi)τm (ki − km) + km

)

µhom = µm

(
1 +

fi (µi − µm)

(1 − fi)υm (µi − µm) + µm

)

Tm = µm/ρm, d1 =
fi (ki − km)

(1 − fi)τm (ki − km) + km

d2 =
fi (ki − km)

(1 − fi)τm (ki − km) + km
τm

d3 =
d2 + τmd1

1 + d1
, d4 =

µi − µm

(1 − fi)υm (µi − µm) + µm

d5 =

[
(1 − fi)υm

(
km

km + 2µm
+

µi

µi − µm

)
+

µm

µi − µm
τm

]
d4

d6 = (1 − fi)υm
km

km + 2µm

µi

µi − µm
d4

d7 =
µm

µhom

[
d5 + fid4

(
µi

µi − µm

)
+ τm

]
, d8 =

µm

µhom

(
d6 + fid4

µi

µi − µm
τm

)

s1 =
1

2

(
d5 +

(
d2

5 − 4d6

) 1

2

)
, s2 =

1

2

(
d5 −

(
d2

5 − 4d6

) 1

2

)

s3 =
1

2

(
d7 +

(
d2

7 − 4d8

) 1

2

)
, s4 =

1

2

(
d7 −

(
d2

7 − 4d8

) 1

2

)

(C.12)
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