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Introduction générale

1 Introduction

La moindre défaillance sur un processus est néfaste dans un environnement ou le rende-
ment est primordial. Il est donc nécessaire de s’assurer en permanence du bon fonction-
nement du processus vis-a-vis des objectifs qui lui ont été assignés.

L’information permettant de traduire le comportement d’un systeme est donnée par les
mesures des variables de celui-ci. La qualité des mesures est un élément essentiel pour
permettre la surveillance et 1’évaluation des performances d’un processus. La qualité de
I'information peut étre accrue en améliorant la précision de I'instrumentation et en mul-
tipliant le nombre de capteurs. Pour des raisons techniques ou financieres, cette solution,
ol une méme grandeur est mesurée par plusieurs capteurs, est réservée aux industries de
haute technologie ou a celles présentant de hauts risques technologiques. De plus, cette
redondance matérielle ne permet pas de se protéger contre une défaillance de certains élé-
ments communs de la chaine de mesure : plusieurs capteurs mesurant la méme grandeur
sont généralement géographiquement voisins et alimentés par le méme réseau électrique ;
une panne d’alimentation entraine un arrét de tout le systeme de mesure. L’exploitation
de modeles a priori exacts liant différentes grandeurs mesurées offre un autre moyen de
vérifier la fiabilité des mesures. Cette redondance analytique présente ’avantage de ne pas
augmenter le cott de l'installation et de se dégager des contraintes matérielles. Dans le
domaine du diagnostic, des méthodes basées sur le concept de redondance de 'information
ont été développées. Leur principe repose généralement sur un test de cohérence entre un
comportement observé du processus fourni par des capteurs et un comportement prévu
fourni par une représentation mathématique du processus. Les méthodes de redondance
analytique nécessitent donc un modele du systeme a surveiller. Ce modele comprend un
certain nombre de parametres dont les valeurs sont supposées connues lors du fonctionne-
ment normal. La comparaison entre le comportement réel du systeme et le comportement
attendu donné par le modele fournit une quantité, appelée résidu, qui va servir a détermi-
ner si le systeme est dans un état défaillant ou non et de préciser le cas échéant la partie
ou le composant du systeme défaillant.

Effectuer le diagnostic de fonctionnement d’un systeme consiste a détecter et localiser les
défauts internes (affectant le processus lui-méme), les défauts externes (affectant les ac-
tionneurs, les capteurs), les fonctionnements anormaux, puis a estimer les caractéristiques
principales des défauts mis en évidence (leurs amplitudes). Dans la plupart des situa-
tions pratiques, le diagnostic de fonctionnement doit étre effectué en présence de bruits
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de mesure, de perturbations, de bruits agissant sur le processus et d’erreurs de modélisa-
tion. Les performances de la procédure de diagnostic en terme de détection et localisation
de défauts dépendent donc directement de I'exactitude de ces relations (Frank et al., 2000).

Partant de ce constat, I’élaboration de ces relations doit prendre en compte des objectifs
propres au diagnostic. Ces relations mathématiques entre les différentes variables du sys-
teme prennent généralement deux formes (Gertler et McAvoy, 1997) :

— la premiere est un ensemble de relations explicites de type entrée/sortie entre les va-
riables de ce systeme. Elles sont extraites du modele du systeme qui est lui-méme
souvent issu d'une étape antérieure d’identification dans laquelle sont pris uniquement
en compte des criteres de performance liés a la capacité du modele a reproduire la sortie
du systeme et non des critéres de performance de la procédure de diagnostic ;

— l’alternative consiste a ne pas formuler explicitement ces relations de redondance. Les
méthodes alors utilisées sont basées uniquement sur les signaux d’entrée et de sortie du
systeme (analyse en composantes principales, par exemple) et sont particulierement bien
adaptées a la mise en évidence de toutes les relations linéaires ou polynomiales entre les
variables du systeme sans les formuler explicitement. Ce type de représentation permet
la prise en compte de critéres propres au diagnostic (détectabilité des défauts) lors de
sa synthese (Dunia et al., 1996). L’analyse en composantes principales (ACP) est ainsi
utilisée pour modéliser les relations entre les variables du processus en fonctionnement
normal du systeme et les défauts sont alors détectés en comparant le comportement
observé et celui donné par le modele ACP (Kresta et al., 1991; Wise et Gallagher,
1996). De plus, Gertler et McAvoy (1997) ayant montré, sous certaines conditions sur
la nature des bruits de mesures, I’équivalence entre les relations de redondance obtenues
par ACP et 'espace de parité, les techniques d’isolation de défauts développées dans
le domaine du diagnostic par redondance analytique peuvent étre également employées
avec I’ACP. Traditionnellement, ’ACP a été utilisée pour la détection et I'isolation de
défauts de capteurs. Récemment, plusieurs auteurs ont proposé des extensions pour la
détection de changements de modes de fonctionnement du systeme (Kano et al., 2001;
Kumar et al., 2002).

Dans la suite, nous allons analyser les capacités du diagnostic de fonctionnement de sys-
teme par analyse en composantes principales.

2 Objectif

Les normes européennes sur les rejets des stations de traitement des eaux usées deviennent
de plus en plus strictes. La maitrise des impacts sur le milieu naturel et des couts de fonc-
tionnement ne passe pas uniquement par une amélioration du controle de ce type d’ins-
tallation pour en optimiser le fonctionnement. En effet, pour fonctionner correctement,
ce systeme de controle a besoin de connaitre, en permanence, I'état du processus. Toute
défaillance conduit a la génération de commandes qui ne correspondent pas a l’état réel
du procédé, d’ott une diminution des performances, de la fiabilité et parfois méme, une
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mise en cause de la sécurité et de la qualité de I'environnement. Le diagnostic de fonc-
tionnement constitue donc un élément essentiel de toute procédure d’automatisation d’un
processus. L’objectif de cette these est de valider ’ensemble des informations délivrées
par les capteurs utiles a la commande d’une station de traitement des eaux usées.

L’analyse en composantes principales est alors utilisée pour effectuer la détection et loca-
lisation de défauts capteurs d’une station de traitement des eaux usées. Afin de construire
un modele ACP, on utilise une matrice de données constituée de I’ensemble des mesures
disponibles (obtenues lors du fonctionnement normal de la station de traitement des eaux
usées) dans l'installation. Cependant, afin d’appliquer I'analyse en composantes princi-
pales sur un systeme plusieurs difficultés sont rencontrées :

1. Présence dans les données de valeurs aberrantes (valeurs obtenues durant des pé-
riodes de démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, erreurs de mesure, ...)
perturbant la construction d’un modele ACP.

2. Présence de défauts multiples, ce qui entraine une explosion combinatoire des scé-
narii de défauts a considérer.

Afin de résoudre le premier probleme point, on s’intéresse aux variantes robustes de I’ACP.
Pour le point 2, une méthode d’analyse du modele en terme de capacité de détection et
de localisation est effectuée afin de réduire le nombre de défauts a considérer.

Ce mémoire est décomposé en quatre chapitres et organisé de la facon suivante :

Chapitre 1

Ce chapitre présente 'utilisation de ’ACP pour détecter des défauts capteurs. Il s’agit de
rappeler le principe de I’ACP et montrer comment en déterminant les relations entre les
variables, ’ACP permet d’obtenir le modele dynamique du systeme. Ensuite les propriétés
de ’ACP en terme de robustesse par rapport aux bruits de mesure et aux perturbations
sont explicitées. Par la suite, les méthodes pour déterminer la structure du modele sont
introduites. Puis, les liens existants entre 'espace de parité et ’ACP sont explicités. Fi-
nalement, différents indicateurs pour la détection de défauts capteurs sont présentés. Ce
chapitre propose pour finir par ’application de I’ensemble des notions de ce chapitre a un
exemple de synthese.

Chapitre 2

Ce chapitre présente les méthodes de construction d’ACP robuste aux valeurs aberrantes.
Tout d’abord, les caractéristiques d’une valeur aberrante pour I’ACP sont rappelées. L’es-
timateur MCD, méthode de référence pour ses performances, est alors exposé en détail.
Cependant, cet estimateur nécessite un temps de calcul important et une connaissance
a priori de la quantité de valeurs aberrantes présente dans les données (quantité incon-
nue). C’est la raison pour laquelle nous proposons une nouvelle méthode robuste nommée
MMRPCA. Ainsi, un MM-estimateur est utilisé pour déterminer un modele robuste. Cet
estimateur est une combinaison de deux M-estimateurs, un M-estimateur afin d’estimer le
modele ACP et un second M-estimateur utilisé afin d’estimer le parametre de dispersion
des poids attribués a chaque observation. Cet estimateur, déterminé avec un algorithme
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itératif, est initialisé avec un estimateur robuste de la matrice de variance-covariance des
données qui tend a privilégier la contribution d’observations proches au détriment d’obser-
vations éloignées dues a la présence de valeurs aberrantes. Ensuite les outils de détection
de défauts sont utilisés, a partir du modele robuste, pour trouver les valeurs aberrantes
présentes dans les données. La détermination des valeurs aberrantes permet alors d’éli-
miner leurs influences et estimer ainsi un modele ACP non biaisé. Pour déterminer le
nombre de composantes principales, une procédure robuste est proposée. La sensibilité
aux parametres de réglage de cette méthode est présentée puis la méthode MMRPCA est
alors comparée en termes de détection avec l'estimateur MCD.

Chapitre 3

Dans ce chapitre, une analyse des propriétés du modele en termes de détection et de
localisation de défauts est effectuée afin de diminuer le nombre de scénarii de défauts a
envisager dans le cas de défauts multiples. Dans une premiere partie, les faiblesses de la
localisation par calcul des contributions sont mises en avant sur un exemple de simulation.
Dans une seconde partie, les approches classiques de structuration de résidus (méthode
SRAMS, OSR), permettant de localiser un défaut dans l’espace résiduel, sont présentées.
Puis le principe de reconstruction d’une observation est présenté de maniere générale
indépendamment de I'indicateur de détection utilisé, c’est-a-dire pour la localisation de
défauts uniquement dans l’espace résiduel, uniquement dans l’espace principal et dans
I'espace global (espace résiduel et espace principal). Ensuite a partir des conditions de
construction des différents résidus, la stratégie de localisation de défauts afin de réduire
le nombre de scénarii de défauts envisageables est présentée. Un exemple de synthese est
alors utilisé pour appliquer les différentes méthodes proposées dans ce chapitre.

Chapitre 4

Ce dernier chapitre décrit la station d’épuration des eaux usées puis l'application de
la méthode robuste MMRPCA pour valider les mesures des différents capteurs. Dans
une premiere partie, la station d’épuration est décrite ainsi que l’ensemble des mesures
disponibles. La seconde partie est consacrée a une phase de pré-traitement des données
nécessaire pour ensuite appliquer I’ACP. Cette phase de pré-traitement permet la détermi-
nation des différents décalages temporels et des transformations non-linéaires utiles pour
la construction ultérieure de la matrice de données. Afin de réduire la taille de la matrice
de données a considérer, les données de la station sont partagées en deux parties, celle
correspondant a la partie hydraulique qui prend en compte les différentes mesures de débit
et de hauteur et celle relative a la partie biologique qui contient 1’ensemble des mesures
relatives aux biologies. Dans une troisieme partie la méthode MMRPCA est appliquée,
afin de construire un modele robuste aux valeurs aberrantes, sur les données issues de
la partie hydraulique. Puis I'approche de localisation de défauts basée sur le principe de
reconstruction avec la distance de Mahalanobis, est utilisée avec succes pour déterminer
les variables en défauts.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Initialement, I’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode statistique
qui permet de réduire la dimension d’une matrice de données. En effet, elle transforme un
premier jeu de données en un second jeu de plus petite dimension composé de nouvelles
variables qui sont des combinaisons linéaires des variables originelles. L’ACP a été utilisée
dans un premier temps de maniere graphique pour synthétiser I'information des jeux de
données de grandes dimensions.

Bien que généralement classée parmi les méthodes sans modele, ’ACP élabore implicite-
ment un modele du systeme a partir de données expérimentales prélevées sur le systeme.
Elle peut donc étre considérée comme une méthode d’identification de systeme a part
entiere (Ku et al., 1995; Huang, 2001; Li et Qin, 2001; Wang et Qin, 2002). En effet, les
directions ou composantes principales fournissent les coefficients et la structure du mo-
dele. Les deux derniers articles cités montrent le lien existant entre I’ACP et les méthodes
d’identification des sous-espaces (Van Overschee et De Moor, 1996). Comme les méthodes
d’identification des sous-espaces et contrairement a la méthode PEM (Prediction Error
Method) (Ljung, 1987), I’ACP permet d’élaborer, sans optimisation non linéaire ni para-
métrisation canonique, un modele d’un systeme multi-entrées/multi-sorties (MIMO), i.e.
estimer les parametres du modele et l'ordre approprié. Contrairement a ces méthodes,
I’ACP permet d’obtenir directement les relations de redondance entre les variables sans
identifier les matrices de la représentation d’état du systeme, tache souvent délicate a réa-
liser, en particulier dans les méthodes des sous-espaces. De plus, un certain nombre de mé-
thodes d’identification de systeme considere que les variables d’entrée sont déterministes
et que seules les variables de sortie sont entachées d’erreurs de mesure. Cette hypothese
n’est pas satisfaisante puisqu’en pratique la plupart des variables sont entachées d’erreurs
de mesure et les méthodes classiques d’identification fournissant alors des résultats biai-
sés. L’ACP fournit une solution a ce probleme de variables bruitées en considérant de la
méme maniere les variables d’entrées et de sorties du systeme. Cependant, du point de
vue de 'identification de systeme, I’ACP souffre d’un certain nombre de limitations. Tout
d’abord, comme pour toutes les méthodes d’identification, la validité du modele ACP
obtenu va dépendre de la “richesse” des données expérimentales utilisées pour 1’élaborer.
Bien que peu traité dans la littérature, en pratique, cet aspect est tres important : sur un
processus réel, les signaux d’entrées doivent étre choisis soigneusement avec le responsable
du processus physique en fonction de contraintes liées au systeme étudié. Dans le cas de
I’ACP, Cao et Gertler (2002), Spinhirne et Vincent (2004) ont montré I'influence de la
“richesse” des entrées sur les performances en termes de détection et d’isolation de défauts.

Pour le diagnostic d'un systeme, I’ACP permet de déterminer les relations de redondance
entre les variables. Ces relations sont ensuite utilisées pour détecter et localiser les défauts.
Pour effectuer le diagnostic de systemes réels, il convient de prendre en compte leur dyna-
mique. Pour cela, 'ajout de décalages temporels entre les différentes variables permet de
prendre en compte l'influence des constantes de temps. Elle a été appliquée initialement
dans le domaine du génie chimique, mais actuellement, elle est aussi utilisée dans d’autres
domaines, avec succes, pour la surveillance et le diagnostic de nombreux systémes com-
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plexes (Chiang et Colegrove, 2007; Kano et Nakagawa, 2008; Harkat et al., 2006). L’ACP
est largement utilisée a la fois pour la détection de défauts de capteurs (Dunia et al., 1996;
Qin et Li, 2001; Lee et al., 2004) comme pour la détection de changements de modes de
fonctionnement (Kano et al., 2001). Dans le travail que nous allons présenter, ’ACP est
appliquée a la détection de défauts simultanés de capteurs d’une station d’épuration a
boues activées.

Dans cette partie, nous allons rappeler le principe de I’ACP et montrer comment, en dé-
terminant les relations entre les variables, I’ACP permet d’obtenir le modele dynamique
du systeme. Ensuite les propriétés de ’ACP en terme de robustesse sont explicitées. Par
la suite les méthodes pour déterminer les parametres du modele sont introduites. Ensuite
les liens existants entre I'espace de parité et ’ACP sont explicités. Puis, le principe de
détection de défauts en utilisant ’ACP est abordé dans le cas de défauts capteurs. Ce cha-
pitre se termine par ’application de I’ensemble de ces notions sur un exemple de synthese.

1.2 L’Analyse en Composantes Principales

Dans une premiere partie, le principe de 'analyse en composantes principales est pré-
senté, puis une analyse de la robustesse de cette méthode par rapport aux bruits et aux
perturbations est effectuée.

1.2.1 Principe

Le but de I'analyse en composantes principales est d’identifier les relations linéaires exis-
tantes parmi les différentes variables du systeme, en utilisant les données d’entrée et de
sortie du systeme. La premiere étape de cette méthode est la construction d’'une matrice
contenant ’ensemble des données disponibles sans effectuer une distinction entre les en-
trées et les sorties du systeme.

En considérant le vecteur z,(k) = [ z:1(k) zslo(k) ... 2z|q, (k) }T avec dg variables as-
socié a une observation k, la matrice Z, est alors constituée de N observations du vecteur
zs(k). L’indice s de cette matrice est lié a la prise en compte de décalages temporels entre
les différentes variables, le choix de s est abordé dans la section 1.3.2. En effet, ’ajout de
décalages temporels entre les différentes variables permet de prendre en compte I'influence
des constantes de temps (systemes dynamiques).

Afin de construire un modele ACP, on formule 'hypothese que les données utilisées pour
construire le modele sont “saines”. Les données “saines” correspondent a des données ob-
tenues lors du fonctionnement normal du systeme étudié. Généralement, pour appliquer
I’ACP, on centre les données. Puis afin de rendre le résultat indépendant des unités uti-
lisées pour les différentes variables, on réduit ces dernieres par rapport a leur variance
respective. Dans la suite la matrice Z, a subi ces deux transformations.

L’ACP détermine une transformation optimale (vis-a-vis de la minimisation de lerreur
quadratique d’estimation en valeur moyenne (Mean Square Error, MSE) de la matrice des
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données Z, :

T=Z7Z'P (1.1)
Z,=PT" (1.2)
avec T = [ty to ... tg,] € RV*% ol les t; sont les composantes principales et la matrice
P=[pip2 ... Ps] € RE*% ol les vecteurs orthogonaux p; sont les vecteurs propres

correspondant aux valeurs propres \; de la décomposition en valeurs et vecteurs propres
de la matrice de covariance (ou de corrélation) X de ZT :
1

> = st 7! (1.3)

S=PAP" avec PP'=P'P=1, (1.4)

avec A = diag()\ ... \g,) la matrice diagonale des valeurs propres ou les termes diagonaux
sont ordonnés dans l'ordre décroissant des amplitudes : Ay > Ay > ... > Ay,

Partitionnons les matrices des valeurs propres, des vecteurs propres et des composantes
principales :

~ —_

A 0

A= @Sf . (1.5)
(ds—0)x (ds—0) |

P — [dsl:;é A (1.6)

LR [P PR (17)

ou l'indice ¢ correspondant au nombre de composantes principales “retenues”, il est associé
aux plus grandes valeurs propres et il sera défini a la section 1.3.1.

Compte tenu de (1.6) et (1.7), I'équation (1.2) s’écrit alors :

Z,=PTT+PT" (1.8)
En posant : .
Z,=PT"=) pit] (1.9)
zdzsl
E,=PT"'= ) pit/ (1.10)
i=0+1

la décomposition suivante de la matrice des données, on obtient :

Z,=17,+E, (1.11)

ol les matrices Z, et E, représentent, respectivement, les variations modélisées a partir
de ¢ composantes (¢ < dy) et les variations non modélisées de Zj.
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On peut aussi montrer que les matrices Zg et E; sont données par :

A A

Z.=C1Z, (1.12)

et _
E,.=CZ, (1.13)

ot C=PPTet C= I, — C constituent le modéle ACP du systéme.

Les ¢ premiers vecteurs propres P € R%*! constituent I’espace principal des données
alors que les (ds — ¢) derniers vecteurs propres P € R%xd:~¢ constituent I’espace résiduel.
La figure (1.1) représente 'interprétation de ’ACP de maniére graphique en considérant
deux variables x; et x5 définies tel que x5 = 2x,. Cette figure montre alors la variable x
en fonction de la variable x5 ainsi que I'espace principal et 'espace résiduel générés avec

I’ACP.

25

% Ko O donnée
N — Espace principal |,
-2 o ¥ g - - Espace résiduel )
25 ‘ : ‘ ‘ ‘
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Fic. 1.1 — Interprétation graphique de I’ACP en 2D

Une fois déterminé le décalage temporel s (section 1.3.2) a prendre en compte pour la
construction de la matrice Zg (1.66), ’ACP peut alors étre utilisée. L’identification du
modele ACP consiste a estimer ses parametres par une décomposition en valeurs et vec-
teurs propres de la matrice ¥ et a déterminer le nombre ¢ de composantes principales a
retenir (section 1.3.1).

Analysons maintenant la robustesse de I’ACP par rapport aux bruits et aux perturbations.

1.2.2 Propriétés

La robustesse de ’ACP par rapport aux bruits et aux perturbations est analysée a travers
trois situations. Dans un premier temps, on considere le cas idéal, c¢’est-a-dire en absence
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de bruit et de perturbation. Puis, pour analyser I'impact des perturbations sur ’ACP, un
second cas est traité sans bruit mais avec une perturbation. Finalement, le dernier cas
traite de l'effet des bruits sur ’ACP.

1.2.2.1 Détermination d’un modeéle ACP en absence de bruit et de pertur-
bation

La matrice de données obtenue en absence de bruit et de perturbation est nommée Z?, elle
est constituée N observations du vecteur z2(k). Le nombre de composantes principales /

correspond au rang de la matrice de variance-covariance 3° définie de la facon suivante :

1
0_ 0r70T
3= stzs (1.14)
La matrice de variance-covariance XY possede donc d, — ¢ valeurs propres nulles. En
décomposant la matrice de variance-covariance X% en vecteurs propres et valeurs propres,
on obtient :

20 - P()A[)POT (115)

En prenant en compte que la matrice X9 possede d, — ¢ valeurs propres nulles ainsi que
les partitionnements (1.5) et (1.6), la matrice de variance-covariance 3° (1.15) peut étre
décomposée de la maniere suivante :

P - Pl
X
=[Py Po] | ] 0 [POT] (1.16)
(ds—£)x (ds—0)
En rappelant que Py"Py = I, 'équation (1.16) peut s’écrire de la facon suivante :
Po s [ By By ]— | R0 0 1.17
Bt o[Po Pol=|"" (1.17)
A partir des équations (1.14) et (1.17), on trouve la relation suivante :
Pl z=0 (1.18)
oll pour une observation z2(k) : _
Py z%(k) =0 (1.19)

Donc, en absence de bruit et de perturbations, les (d, — £) valeurs propres nulles de 3°
indiquent P'existence de (ds — £) relations linéaires entre les composantes de Z° (1.19).
Dans la perspective du diagnostic, le vecteur P, permet donc de déterminer les équations
de redondance présentes entre les variables du systeme, relations qui seront ultérieurement
utilisées pour générer des indicateurs de défaillance.
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Exemple 1.1 (Détermination d’un modéle ACP en absence de bruit et de
perturbation )
On considere le systeme :

ot uy et ug sont les signaux d’entrées du systéeme en forme de créneaux dont les amplitudes
varient entre 0 et 10 et dont les durées changent de maniere aléatoire; y, et y, sont
les sorties du systéme. On considére le vecteur z (k) = [ wi(k) ua(k) yi(k) ya(k) }T
associé a une observation. La matrice Z, est alors constituée de N = 1000 observations
du vecteur z.

192]15]0[0]

TaB. 1.1 — Valeurs propres de la matrice de variance-covariance de Z;

Le tableau 1.1 montre les valeurs propres de la matrice de variance-covariance de la ma-
trice Zs. On en déduit qu’il y a deuz équations de redondance dans ce systéme (deux
valeurs propres nulles). La matrice P est alors calculée a partir de deuxr composantes
principales ({ = 2).

-t (063 =036 —-0.54 045
b= ( 056 076 —0.12 —0.32 ) (1.21)
Les équations de redondances déterminées avec le modéle ACP sont donc (1.19) :
0.63 uy (k) — 0.36 ua(k) — 0.54y, (k) + 0.45y2(k) = 0 (1.22)
0.56 uy (k) + 0.76 ua (k) — 0.12y; (k) — 0.32y2(k) =0 1.23)
En exprimant y, a partir de l'équation (1.22), on trouve :
0.63u; (k) — 0.36uq(k) + 0.45y2(k
(k) = 28 ua(k) 1045y (k) (1.24)
0.54
A partir des équations (1.23) et (1.24), on obtient :
On trouve alors a partir des équations (1.24) et (1.25) :

A partir des équations de redondance, il est donc possible de retrouver le systéme initial
(1.20).




1.2. L’Analyse en Composantes Principales

1.2.2.2 Détermination d’un modele ACP en absence de bruit et en présence
de perturbation

Considérons, maintenant, le cas ou seules les perturbations et les bruits de systéeme agissent
sur le systéme (i.e. en absence de bruits de mesure). Li et Qin (2001) ont montré que les
vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles de la matrice de variance-covariance
3 permettent d’éliminer I'effet des perturbations. Si la matrice de variance-covariance 3
(1.4) n’a pas de valeurs propres nulles alors il n’est pas possible de découpler exactement
I'influence des bruits de systeme et des perturbations.

Si a lorigine, on disposait de (ds — ¢) relations de redondance, par ACP, on n’en extrait
que (ds — € — q) ou le coefficient g (< ds — £) est associé au nombre de perturbations
agissant sur le systeme. L’ACP permet donc d’éliminer ces perturbations.

D’un point de vue identification de systeme, cette capacité de ’ACP a éliminer I'influence
des perturbations est particulierement intéressante. Par contre, pour le diagnostic, réduire
la dimension de I'espace résiduel diminue, en général, la capacité a détecter et isoler les
défauts.

Il faut noter que l'exactitude du découplage va dépendre de la “richesse” des données
expérimentales utilisées pour élaborer le modele ACP, en particulier par rapport aux
perturbations. En pratique, cette condition est difficile a satisfaire puisque, par définition,
une perturbation, contrairement a une entrée, est une grandeur qui n’est ni mesurée, ni
commandée et dont on ne connailt pas du tout, voire trés imparfaitement, le mode d’action
sur le systeme. Cela laisse a penser que le découplage réalisé ne sera pas parfait, ce qui
devra étre pris en compte pour le diagnostic.

Exemple 1.2 (Détermination d’un modéle ACP en absence de bruit et en pré-
sence d’une perturbation)
On considére le systéme utilisé dans ’exemple 1.1 mais maintenant soumis a une pertur-

bation :
{ y1(k) = 2uq (k) + ua (k) + 2p(k) (1.27)
Y2(k) = w1 (k) + 2uz(k) — p(k) '
ou uy et uy sont les signaux d’entrée du systeme en forme de créneaux dont les ampli-
tudes varient entre 0 et 10 et dont les durées changent de maniere aléatoire, ot p est
une perturbation inconnue et yi, Yo sont les sorties du systeme. On considere le vecteur
zo(k) = [ u(k) us(k) wi(k) ya(k) }T associ€é a une observation. La matrice Zg est
alors constituée de N = 1000 observations du vecteur z,.

124 [65[5]0]

TAB. 1.2 — Valeurs propres de la matrice de variance-covariance de Z;

Le tableauw 1.2 rassemble les valeurs propres de la matrice Zs et montre qu’il y a une
équation de redondance dans ce systéme (une valeur propre nulle). La matrice P est alors
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calculée a partir de trois composantes principales (¢ = 3).

P= [0.5898 0.7372 —0.1474 —0.2949}T (1.28)
L’équation de redondance est par exemple :
0.5898 uy (k) + 0.7372uq (k) — 0.1474 y (k) — 0.2949 yo(k) = 0 (1.29)

On remarque que I’ACP a projeté la perturbation dans [’espace principal.

1.2.2.3 Détermination d’un modele ACP en présence de bruit et en absence
de perturbation

Li et Qin (2001) ont montré que 'ACP fournit un modele sans biais uniquement dans le
cas tres particulier ou les variables sont entachées d’erreurs de mesure de méme variance.
En effet, si on considere une observation bruité zy(k) :

zs(k) = 23(k) + v(k) (1.30)

la matrice de variance-covariance ¥ des données z4(k) est alors dans le cas ou le bruit
v,(k) est identiquement distribué (i.i.d.) avec comme variance o2 :

2=304+3 (1.31)
1
= NZSZST + 0?1y, (1.32)

ol XV est la matrice de variance-covariance du bruit v, et 3° la matrice de variance-
covariance des données sans bruit z2. A partir de I’équation (1.16) et en remarquant que
0?1y, = 0?15, PPT, la matrice de variance-covariance ¥ des données est la suivante :

S=[P|Py] (1.33)

Ao+0%1, 0 P,

0 o214, P,
En présence d’un bruit indépendant et identiquement distribué (i.i.d.), les (ds; — ¢) valeurs
propres les plus petites de 3 indiquent l'existence de (d; —¢) relations quasi-linéaires entre
les composantes de z2(k). De plus les vecteurs propres P sont identiques & ceux obtenus
sans bruit de mesure Py.

Dans les autres cas, le biais de modélisation va apparaitre comme un défaut et interférer
avec le diagnostic de fonctionnement (Cao et Gertler, 2004). Pour éviter cette difficulté,
plusieurs méthodes ont été proposées. Narasimhan et Shah (2008) proposent, pour pallier
le probleme du biais quand les bruits de mesure ne sont pas identiquement distribués, une
variante de ’ACP nommée IPCA pour “Iterative Principal Component Analysis”. C’est
une méthode qui permet de déterminer de maniere itérative a la fois le modele du systeme
et la matrice de variance-covariance des bruits de mesure. Dans un premier temps, on
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construit un modele a partir d'un jeu de données puis a partir de ce modele, on estime
les variances et covariances des bruits de mesure. Les données utilisées sont alors divisées
par les écart-types des bruits de mesure déterminées précédemment. Un nouveau modele
est alors construit a partir des “nouvelles” données et on estime a nouveau les variances
des bruits de mesures. La procédure est répétée jusqu’a constater la convergence des esti-
més. Si on connait la matrice de covariance des bruits de mesure, 'TPCA devient alors un
cas particulier de la méthode développé par Wentzell et al. (1997) sous le nom MLPCA
pour “Maximum Likelihood Principal Component Analysis”. Cependant, en raison de I’al-
gorithme a deux niveaux de cette méthode, la démonstration de la convergence vers la
solution n’est pas aisément réalisable. Une approche différente a été proposé par Li et Qin
(2001); Wang et Qin (2002) en utilisant une variable instrumentale pour annuler 'effet
du bruit et trouver ainsi un estimé non-biaisé du modele. Cependant, dans la pratique,
'utilisation d’une variable instrumentale (variable qui n’est pas corrélée avec le bruit mais
avec les entrées et sorties) nécessite de grands jeux de données. En effet, le découplage
du bruit est parfait seulement dans le cas ou le nombre d’observations N tend vers l'in-
fini, ce qui, dans un cas pratique avec un nombre d’observations limité, n’est pas réalisable.

En présence de bruit sur les mesures et de perturbations, les valeurs propres nulles de la
matrice de variance-covariance des données X indiquent 'existence de relations linéaires
et les plus petites valeurs propres indiquent 'existence de relations quasi-linéaires entre
les différentes composantes de z(k). On entrevoit ici le role clé joué par le nombre ¢ de
composantes dans la détermination des relations de redondance entre variables mais aussi
la difficulté de déterminer ce parametre structurel. Maintenant, les principales méthodes
pour identifier le modele ACP, dans une perspective de diagnostic, sont alors présentées.

1.3 Identification du modele ACP

Pour identifier le modele ACP il faut déterminer deux parametres, le premier ¢ qui cor-
respond au nombre de composantes principales a retenir et le second s qui correspond
aux décalages entres les variables a choisir pour modéliser correctement les relations dy-
namiques.

1.3.1 Détermination du nombre de composantes principales

Pour la détermination de ce nombre, de nombreuses regles ont été proposées dans la lit-
térature (Besse et Ferré, 1993), (Himes et al., 1994), (Ferré, 1995), (Valle et al., 1999). La
plupart sont issues de méthodes heuristiques parfois subjectives ou de criteres utilisés en
identification de systeme (AIC, MDL, ...) (Wang et Qin, 2002) qui privilégient I’approxi-
mation de la matrice de données. Dans ce cadre, on peut citer par exemple la méthode
du pourcentage cumulé de la variance totale (Malinowski, 1991) ou encore la méthode de
validation croisée (PRESS) (Wold, 1978). La premiere méthode sélectionne le nombre
de composantes principales qui permet de conserver un pourcentage choisi de la variance
totale, chaque composante principale étant représentative d’une portion de la variance des
mesures du processus étudié. La seconde méthode est basée sur ’estimation des variables
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d’un jeu de données de validation a partir d'un modele qui a été calculé a partir d’'un jeu
d’identification et de comparer ces estimations avec les valeurs mesurées. Cependant la
difficulté inhérente a I'utilisation des méthodes d’approximation de la matrice de données
est I'absence d’un minimum du critere utilisé afin de déterminer le nombre de composantes
principales. Il y a donc ambiguité sur le choix du nombre de composantes principales ¢,
la solution n’étant pas unique.

Néanmoins dans une procédure de diagnostic, on ne cherche pas a déterminer la meilleure
approximation des données, on cherche un modele pour assurer la détection et la localisa-
tion des défauts. Dans cette optique, on distingue deux approches différentes, la premiere
ou pour chaque défaut on recherche le nombre de composantes principales afin d’obtenir le
modele ACP le plus sensible a ce défaut, la seconde ot on cherche un seul modele sensible
a I’ensemble des défauts.

Dans la premiere approche, Wang et al. (2004b) proposent, pour déterminer le nombre
de composantes principales, d’utiliser un indice prenant en compte I’amplitude minimale
du défaut nécessaire pour en assurer la détection. Cependant cette méthode nécessite une
connaissance a priori sur les défauts. Plus récemment, Tamura et Tsujita (2007) proposent
une procédure pour la détermination du nombre de composantes principales pour la dé-
tection de défauts ou le nombre de composantes principales est déterminé en fonction
des directions des défauts, afin d’obtenir la sensibilité la plus importante aux défauts.
Cependant, comme dans la pratique, les directions des défauts sont inconnues, les auteurs
proposent, alors de déterminer plusieurs modeles ACP, chaque modele étant caractérisé
par un nombre de composantes principales différent. Cette méthode peut étre appliquée
si on ne considere que des défauts simples. Dans le cas de défauts multiples, il y a alors
un grand nombre de modeles a considérer et cette approche est difficilement utilisable.
Dans la seconde approche, Qin et Dunia (2000) proposent un critére basé sur la minimi-
sation de la variance d’erreur de reconstruction (VER). L’erreur de reconstruction corres-
pond a la différence entre une variable et son estimation obtenu en utilisant I’ensemble des
autres variables et du modele ACP. Ce critere permet de déterminer a la fois le nombre
de composantes principales ¢ et les variables possédant une projection significative dans
I’espace résiduel. Dans la suite, la détermination du nombre de composantes principales
(¢ est effectuée en utilisant la minimisation de la variance d’erreur de reconstruction.

Minimisation de la variance d’erreur de reconstruction (VER)

Qin et Dunia (2000) ont proposé de déterminer la valeur de ¢ par minimisation de la
variance de 'erreur de reconstruction. La reconstruction consiste a estimer une variable
a l'aide du modele ACP et des autres variables, i.e. a partir des relations de redondance
existant entre elles. La qualité de la reconstruction est donc liée a la capacité du modele
ACP a modéliser les relations de redondance existantes entre les variables, i.e. au choix
du nombre de composantes.

Dans un premier temps, nous montrons le principe de reconstruction dans le cas général,
¢’est-a-dire pour la reconstruction de plusieurs variables simultanément. L’expression de
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la reconstruction zgR)(k) du vecteur z4(k) est alors donnée par (Dunia et Qin, 1998a) :
2 (k) = Gr 2s(k) (1.34)
ou
Gr = 14, —Er(ELzEg)'EL (1.35)
Zn = (l-C) Ex (1.36)

ou la matrice E indique les directions de reconstruction et R est l’ensemble regroupant
les indices des variables & reconstruire simultanément. La matrice 2 est orthonormale
de dimension (ds; x r), avec r le nombre de variables reconstruites. Elle est constituée de
0 et de 1, ou 1 indique les variables reconstruites a partir des autres variables (avec 0) et
du modele ACP. Par exemple, pour reconstruire le jeu de variables R = {2,4} parmi 5
variables, la matrice 2 est construite comme suit :

(1]

o100 0]"

71000 10

Condition de reconstruction : o

Si Eg (1.36) est de plein rang colonne alors (ELER) ! existe et les variables appartenant a
I'ensemble R sont reconstructibles. Cette condition implique que les colonnes de la matrice

Er ne soient ni nulles (variables projetées dans ’espace résiduel) ni colinéaires et que le
nombre de variables reconstruites r respecte 1'inégalité suivante :

r<ds—1/ (1.37)
Si on écrit z(sR)(lf) (1.34) dans le cas ou la matrice des directions de reconstruction est
agencée de la maniere suivante :

T
Ep = [ L 0 ] € Réx (1.38)

rxr)  ((ds—r)xr)

avec I, € ™" la matrice identité. En partitionnant la matrice du modele ACP C (1.13)
en quatre :

C1 Co
ali (rxr) (rx(ds—r)) dsxds
C= o ‘o e (1.39)

((ds_"')XT) ((ds *T)X(ds *7“))

La reconstruction zgR)(k) du vecteur z4(k) est alors écrit de la fagon suivante :

R) (k’) — (TXT) (TX(dS_T)) Zs(k) (140)
0 Idsfr
((ds—r)xr) ((ds—r)x(ds—r))

avec Iy _, € R%&"%4" ]a matrice identité.
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Cette écriture met en évidence deux caractéristiques. La premiere : le vecteur reconstruit
zgR)(k‘) (1.40) est constitué par les r variables reconstruites et par une copie des ds — r

variables restantes. La seconde : les variables reconstruites sont estimées sans utiliser leurs

propres mesures mais a partir des autres variables et du modele ACP.

Démonstration. On rappelle que la matrice C (1.12) est idempotente et symétrique.
(1.41)

A partir de (1.38) et de (1.39), I’équation (1.36) devient :

fro {Ir_cl]
:R: T

A partir des équations (1.39) et (1.41), le produit 2= 5 vaut :
ETE, = 5T (Ids . é) B (1.42)
=1, - ELCER (1.43)
== I'r‘ —C (144)
Ces différents termes sont remplacés dans 1'équation (1.35) :
I. O I ~1
GR:|:O Ids_r]_|:01[Ir —<IT—01) CQ]
Ir — (Ir — Cl)_l Co :|

U

0 Ids -

:{L 0 }_{0 0

Apres avoir présenté le principe de reconstruction, ’erreur de reconstruction ey est alors
(B) (k) (1.45)

zs(k) — z

définie comme la différence entre 1'observation zs(k) et sa reconstruction zs (k)

eR(k:)

La variance de l'erreur de reconstruction est alors calculée pour chaque variable (r = 1).
Ainsi, la variance de l’erreur de reconstruction de la jéeme composante de z,(k) est donnée

par (Qin et Dunia, 2000) :
~T ~
z0)(k))} = SfT~ 532 pourj =1 ...d; (1.46)
(&4)
jieme position.

p;(0) = var {€7 (z.(k) -
J

. 0]", le scalaire 1 étant & la

Le nombre de composantes principales a retenir s’obtient en minimisant par rapport a £
(1.47)

oﬁéj: Ids—C> Eiet&=1[0...1

le critere : ]
S p g

J() = —TJ;)

j=1 €j 5]‘
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les contributions des différentes variables au critere étant pondérées par leurs variances
. T
respectives &; X &;.

Qin et Dunia (2000) ont montré que ce critere doit présenter un minimum par rapport
a ¢ dans Uintervalle [1, d;]. Ce critére peut étre également utilisé pour déterminer les va-
riables du processus n’intervenant pas dans les relations de redondance, c’est-a-dire des
variables indépendantes des autres. En effet, les variables non corrélées avec les autres
sont peu projetées dans I’espace résiduel, elles ne peuvent donc pas étre reconstruites avec
une bonne précision (leur variance d’erreur de reconstruction est élevée). Ces auteurs
proposent d’écarter de I’ensemble des variables utilisées celles pour lesquelles la variance
d’erreur de reconstruction est supérieure a la variance d’erreur de reconstruction obtenue
en utilisant la valeur moyenne comme meilleure reconstruction.

1.3.2 Détermination du décalage temporel

Le nombre de composantes principales correspond, pour s = 0 (sans décalage temporel),
au nombre de relations de redondance statiques. Outre les relations de redondance sta-
tiques, il peut avoir des relations de redondance dynamiques. La prise en compte d’un
décalage entre les mesures des différentes variables peut permettre la détermination de
relations de redondance et donc améliorer les possibilités de diagnostic.

Afin de déterminer le décalage temporel s a prendre en compte, plusieurs méthodes sont
possibles. Ku et al. (1995) proposent une méthode basée sur la détermination des relations
de redondance statiques et dynamiques présentes dans les données. L’idée de cette mé-
thode est de déterminer le nombre de composantes principales ¢y dans un premier temps
sans décalage temporel (s = 0), afin de déterminer le nombre de relations de redondance
statiques. Puis une nouvelle matrice de données est construite avec un premier décalage
temporel (s = 1), le nombre de composantes principales ¢; est alors déterminé. En com-
parant ce nombre avec le nombre de composantes principales précédemment trouvé, cela
permet de déterminer si I’ajout d'un décalage temporel a permis la détermination de rela-
tions de redondance dynamiques (¢; —2¢y). Cette procédure est effectuée tant que I’ajout de
décalage temporel permet d’augmenter le nombre de relations de redondance dynamiques.

Plus récemment, Li et Qin (2001); Wang et Qin (2002) utilisent dans un processus de
modélisation, pour la détermination de s, un critere d’identification de systeme, le critere
d’information d’Akaike (AIC). Cependant, pour le diagnostic par ACP, comme on ne dis-
tingue pas les entrées et les sorties du systeme, ce critere n’est pas utilisable directement.

Afin de déterminer le nombre de décalages temporels s, la minimisation de la variance d’er-
reur de reconstruction peut aussi étre utilisée . En effet, le nombre de décalages temporels
a prendre en compte correspond au minimum de la variance d’erreur de reconstruction.
Cette méthode est illustrée dans 'exemple suivant.
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Exemple 1.3 (Utilisation de la minimisation de la variance d’erreur de recons-
truction pour déterminer le décalage temporel s)

Lexemple est celui utilisé par Ku et al. (1995), on considere le systéme suivant avec
N =100 observations :

0.118 —0.191 1 2
z(k) = {0.847 0.964 ] z(k—1)+ {3 _4] u(k —1) (1.48)
y(k) = z(k) +v(k) (1.49)
1.50)
ot u(k) est le signal d’entrée :
0.811 —-0.226 0.193  0.689
ulk) = [0.477 0.415} ulk—1)+ [—0.320 —0.749} wik); (1.51)
Avec w(k) et v(k) des bruits blancs de moyennes nulles et de variances égales a 1 et
a 0.1. Les signauz u(k) et y(k) sont mesurés. Pour s = 0, on considére le vecteur
zo(k) = [ u(k) y(k) ]T associé a une observation. La matrice Zg est alors constituée

de N observations du vecteur zy. Pour s = 1, on considére le vecteur z(k) défini de la
maniere suivante :

21 (k) = [u(k) y(k) ulk—1) y(k—1)]"

La matrice Z est alors constituée de N —1 observations du vecteur z,. On recherche alors
le couple (s, £) qui donne la plus petite valeur de la variance d’erreur de reconstruction.
Pour chaque décalage s = 0 a 11, aprés avoir construit la matrice des données associée,
on détermine la valeur du minimum de la variance d’erreur de reconstruction ainsi que
le nombre de composantes principales £ associé. La figure 1.2 montre les valeurs du loga-
rithme du minimum de la variance d’erreur de reconstruction afin de mettre en avant le
minimum en fonction du nombre de décalages s.

Le minimum est obtenu pour s = 1. On remarque, que plus le décalage temporelle s aug-
mente, plus le minimum de la variance d’erreur de reconstruction augmente. En effet, une
fois que le nombre de décalages temporels utile est dépassé, l’ajout de nouveaux décalages
n’améliore plus le modele mais augmente la variance totale de l’erreur de reconstruction.
La figure 1.3 montre les valeurs de la variance d’erreur de reconstruction associées a la
matrice Zy en fonction du nombre de composantes principales. Le nombre de composantes
principales a retenir est alors de { = 5.
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I I I I I
[ == log du minimum de la variance d’erreur de reconstruction]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Nombre de décalage temporel s

Fic. 1.2 — Choix du nombre de décalages s

I I
[ == variance d’erreur de reconstruction pour s=1 |

| . _!/ﬂ-

1 2 3 4 5 6 7
Nombre de composantes principales

Fic. 1.3 — Choix du nombre de composantes principales ¢ pour s = 1

Apres avoir présenté la construction d’'un modele ACP, un lien entre cette méthode et la
méthode de I'espace de parité peut-étre montré. Ce lien peut permettre 'extension des
méthodes de détection et de localisation de défauts de I'espace de parité a I’ACP.

1.4 Dualité ACP - espace de parité

Afin de montrer cette dualité, le probleme est reformulé en utilisant une représentation
d’état.
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1.4.1 Positionnement du probleme

Considérons la représentation d’état nominale d’un systeme linéaire discret invariant ca-
ractérisé par plusieurs entrées et plusieurs sorties (systeme MIMO) :

x(k+1) = Ax(k) + Bu®(k)

YO(k) = Cx(k) + D u®(k) (1.52)
0

ot u’(k) = [ :1100 } € R! est le vecteur des entrées partitionné en ul le sous-ensemble
M

des commandes et ul; le sous-ensemble des entrées non commandables, y°(k) € R™ et
x(k) € R™ sont respectivement les vecteurs des sorties et des variables d’état. Les matrices
{A,B, C,D} sont inconnues et de dimensions appropriées.

Les observations disponibles sont les mesures des entrées et des sorties suivantes (figure
14):

y(k) = y°(k) + vy (k)
u(k) = w0(k) + va(k) (1.53)
avec vy (k) = { _VV“‘?%) } et vy (k) sont les bruits agissant sur les entrées et les sorties
um

du systeme.

C
Vy

uc u,

_/ 0

Systeme Y
ul, N y
Vg %
Uum

F1G. 1.4 — Systeme linéaire MIMO

On introduit les hypotheses suivantes :
Al : le systeme est asymptotiquement stable;
A2 : la paire (A, C) est observable

A3 : les bruits d’entrée v, (k) et de sortie vy (k) sont des bruits blancs indépendants des
entrées u®(k);
A4 ¢ vy(k) et vy(k) sont indépendants du vecteur d’état x(k) ;
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A partir de (1.52), en exprimant le vecteur des sorties y° entre les instants k — s et k en
fonction du vecteur d’état x & l'instant k — s et des entrées u? aux mémes instants, on
aboutit & I’équation suivante :

yO(k) = T x(k — ) + HY ul(R) (1.54)
o Oyo(k - s)
k) = | 7 . - U g (1.55)
y°(k)

est le vecteur augmenté des sorties et les vecteurs u?(k) € R’ est défini de fagon analogue
ay2(k) avec ms = (s+1)m et I, = (s + 1) [. La matrice T, est la matrice d’observabilité
étendue (s > n) de rang n :

C
CA
r,=| | € Jomexn (1.56)
CA®

H est la matrice de Toeplitz triangulaire inférieure :

D 0 0
CB D 0 l
= S € R (157)
CA*"'B CA*?B --- D

Le choix de s dans le cas du diagnostic des systemes a été présenté dans la section 1.3.2.
Pour l'instant, le choix de s satisfait la condition s > n (Ding, 2008).

En introduisant les notations :

Ok
7y(k) = Hogkg } € Rmth) (1.58)
et
H, = [I,, — HY] € Rmx(metls) (1.59)
I'équation (1.54) devient :
H, z2(k) =T, x(k — s) (1.60)

Cette écriture (1.60) de I’équation (1.54) permet de séparer les grandeurs mesurées, i.e.

z2(k), des grandeurs inconnues, i.e. x(k — s).
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En empilant I’équation de mesure (1.53) entre les instants k — s et k, on obtient :

Zo(k) - Zs(k> - Vs(k> (161)

0

7(k) mais a partir des mesures bruitées et ou le

ou le vecteur z4(k) est défini comme z
vecteur v, (k) € R+ est défini par :

vok) = [ vyT(k—s) ... vyT(k) viT(k—s) ... vJT(k)]" (1.62)
Par substitution de ’équation (1.61) dans ’équation (1.60), on obtient :
H, z,(k) = Tyx(k — 5) + H, v, (k) (1.63)
Pour simplifier les notations, nous posons d, = m, + [s.

Nous allons utiliser cette équation de parité faisant intervenir les différents bruits de
mesure pour l'identification et le diagnostic de fonctionnement de systeme. Considérons
maintenant I’ensemble de N observations et formons la matrice de Hankel de la sortie :

Y, =[ys(k) ys(k+1) ... y(k+N—-1)] e RmN (1.64)

De facon analogue formons les matrices de Hankel des entrées U, € >N des pertur-
bations Q, € RP<*" des bruits de mesure V, € Rd*N,
L’équation (1.63) s’écrit alors :

H,Z,=T,X,+H,V, (1.65)
avec :
Xy=[x(k—s) x(1+k—s) x(N+k—s)] € RN
et
_ Ys ds X N
Z,= [ u. } e R (1.66)

Soit Z? la matrice Z, en absence de bruits; on déduit alors de (1.65) :

H,Z° =T, X, (1.67)

1.4.2 Dualité en absence de bruit

L’espace de parité a été largement utilisé pour la détection et la localisation de défauts
(Gustafsson, 2007; Yoon et MacGregor, 2000; Ding et al., 1999; Gertler et McAvoy, 1997).
L’approche par espace de parité repose sur l'utilisation de la redondance entre les entrées
et les sorties du systeme indépendamment des états du systéme. Chow et Willsky (1984)
ont généralisé cette approche aux systemes dynamiques en utilisant les relations tempo-
relles entre les sorties et les entrées du systeme dans le but de générer des résidus.
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En considérant une matrice T'; le complément orthogonal de Ty tel que (T'})TT, = 0,
I’équation (1.67) devient alors en la multipliant par cette matrice (T'2)T :

(TH™H,Z° =0 (1.68)

La matrice 'Y permet donc d’annuler 1'état du systéme X, et ainsi de déterminer les
relations de redondances du systeme. Comme la matrice I'y est de rang n, son complément
orthogonal I‘sL est donc de dimension mg X (ms —n) et la matrice de variance-covariance
3% a mg —n valeurs propres nulles. En décomposant la matrice de variance-covariance %°
en vecteurs propres et valeurs propres, on obtient :

¥ = PAP? (1.69)

En prenant en compte que la matrice X9 possede m, —n valeurs propres nulles, le nombre
de composantes principales ¢ associé aux plus grandes valeurs propres, est donc £ = [, +n.
Le nombre de composantes principales a retenir est alors directement lié a 'ordre n du
systeme.

A partir de 'équation (1.67) et de la matrice des données augmentée Z2, ce probleme
d’identification du modele peut étre réalisé a partir d'une analyse en composantes princi-
pales. En effet, le but de I’analyse en composantes principales est d’identifier les équations
de redondance existantes parmi les différentes variables du systeme. Cela se traduit par
la détermination d’une matrice Py tel que :

Pl Zz=0 (1.70)

Cette équation met en évidence un lien entre ’ACP et I'espace de parité. En comparant
cette équation avec I’équation (1.68), on en déduit alors qu’a une transformation linéaire
pres :

(T4)TH, = B} (1.71)
Un lien existe donc entre ces deux méthodes (Gertler et McAvoy, 1997), elles sont ce-
pendant différentes dans leurs constructions. L’espace de parité a besoin de connaitre la
structure du modele pour déterminer les équations de redondance, contrairement a 1I’ACP.
Le mode de détection des défauts dans le cas de I'espace de parité est une méthode par
structuration des résidus qui est présenté dans le cas de ’ACP dans la section 3.3. Pour
I’ACP, différentes méthodes de détection et de localisation sont introduites dans la sec-
tion 1.5 et dans le chapitre 3. Hagenblad et al. (2003) comparent I’espace de parité et
I’ACP pour la détection de défauts. Ils trouvent alors que les capacités de détection et de
localisation de défauts de ces deux méthodes sont similaires.

Les différentes méthodes pour la construction d’'un modele ACP ont été présentées. Nous
allons maintenant expliciter la génération de résidus pour la détection de défauts.

1.5 Détection de défauts

En considérant un vecteur z,(k), composé de sa mesure sans défaut z%(k) perturbée par

:éme

un bruit blanc v4(k) identiquement distribué de moyenne nulle et un défaut sur la i
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composante d’amplitude f;(k), défini de la maniere suivante :
z,(k) = 2J(k) + v, (k) + &£,(k) (1.72)

o &, =[0...1...0]", le scalaire 1 étant & la i*™ position.

Sa projection dans l'espace principal est alors :

t(k) = PP z,(k) (1.73)
= PT(22(k) + v, (k) + B, £,(k)) (1.74)
(1.75)
et sa projection dans l'espace résiduel est :
t(k) = PP z,(k) (1.76)
= PT(22(k) + v (k) + B, f,(k)) (1.77)
= PTv, (k) + PTE, (k) (1.78)

On remarque que la projection des observations dans 1’espace résiduel (1.78) est un résidu,
car elle ne dépend que des défauts f;(k) et des bruits de mesure v4(k) alors que pour la
projection des observations dans ’espace principal, il reste 'influence des données. Un
défaut perturbe donc a la fois les projections des observations dans l’espace principal
et dans l'espace résiduel ; cependant, suivant le modele, la projection des défauts peut
avoir un impact plus important soit dans I’espace principal, soit dans 1’espace résiduel.
Ce cas est illustré par la figure 1.5; cette figure représente de maniere graphique ’ACP
en considérant deux variables x; et zo définies tel que zo = 2x; avec deux défauts,
correspondant respectivement aux points numérotés 1 et 2.

Les données sont ensuite projetées dans I’espace principal (graphique supérieur de la fi-
gure 1.6) et dans 'espace résiduel (graphique inférieur de la figure 1.6). On observe alors
que le défaut numéro 1 n’est visible que dans ’espace résiduel, en effet sa projection dans
I’espace principal est identique a celle des données saines. Par contre le défaut numéro 2
est visible uniquement dans ’espace principal et pas dans ’espace résiduel. De plus, on
remarque que la dispersion des données projetées dans l'espace résiduel est inférieure a
la dispersion des données projetées dans l'espace principal. En général, pour détecter un
défaut dans l'espace principal, il faut que 'amplitude de ce défaut soit plus élevée que
I'amplitude d’un défaut détectable dans l'espace résiduel (Qin, 2003).

Pour détecter des défauts, plusieurs indices sont classiquement utilisés (Qin, 2003). Habi-
tuellement, les indices SPE et T? de Hotelling sont utilisés pour représenter, respective-
ment, les variations des données dans 'espace résiduel et dans ’espace principal. L’indice
T%, de Hawkins (Hawkins, 1974) aussi nommé SWE représente également les variations
des données dans ’espace résiduel. Contrairement au SPE, cet indice est pondéré en fonc-
tion des valeurs propres de la matrice de variance-covariance des données. En utilisant
la complémentarité des indices précédents, des indices sensibles a I’ensemble de 1'espace
de représentation des données sont alors présentés comme l'indice combiné (Yue et Qin,
2001) ou la distance de Mahalanobis.
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O donnée
=35 — Espace principal
+ Espace résiduel

_4 I I I I I I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Fi1G. 1.5 — Données avec défauts

| | | | | | |
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Projection des données dans I'espace résiduel

1
CO@CO@DIO @OAM@MO @ OO0 @ O @ @O GO0 @ oY G O

on

| | | | | |
-4 -3 -2

-1
Projection des données dans I'espace principal

F1G. 1.6 — Projection des données dans I’espace résiduel et principal

1.5.1 Indice SPE

L’indicateur de détection SPE (Squared Prediction Error) réalise la détection de défauts
dans l'espace résiduel. A l'instant k, il est donné par :

SPE(k) = zL (k) PP z,(k)
= [[t(k)|? (1.79)

Le processus est considéré en fonctionnement anormal (présence d'un défaut) a l'instant
k si:
SPE(k) > 62 (1.80)

olt 02 est le seuil de détection du SPE(k) déterminé théoriquement par Box (1954)
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Pour quantifier le seuil théorique, il faut supposer que les données suivent une distribution
multivariable normale. En posant 6; = Z;lsze 41 )\; ou )\;. est la j*®™¢ valeur propre de la
matrice X a la puissance 1, le seuil de détection théorique, pour un seuil de confiance «

donné, est alors :

0o = 9 Xia (1.81)

ol g = 0/01, h = entier (63 /6,), entier(o) est la valeur entiere de o et xj , est la distri-
bution du x? avec h degrés de liberté.

Propriété 1.1 (Détection de défaut avec le SPE). Si on considére un vecteur
z,(k) composé de sa mesure sans défaut z°(k) perturbée par un bruit blanc v(k) iden-
tiquement distribué de moyenne nulle et un défaut sur la i°™° composante d’amplitude

£,(k).
z,(k) = 20 (k) + va(k) + &f.(k) (1.82)

“iéme

on&,=0...1... O]T, le scalaire 1 étant a la i position.
La projection du vecteur zs(k) dans lespace résiduel est la suivante :

t(k) = PT(22(k) + v(k) + € £,(k)) = PT (w(k) + &£,(k)) (1.83)

Pour assurer la détection du défaut fs(k) en utilisant le SPE, la projection du défaut
dans ’espace résiduel doit respecter l'inégalité suivante (Dunia et Qin, 1998a) :

[E(k)||* > 252 (1.84)

Cet indicateur est un indicateur global qui somme les résidus sans tenir compte des va-
riances différentes de ceux-ci. De plus, lorsque les systemes considérés ne sont plus li-
néaires, ce qui est souvent le cas, les résidus avec une forte variance portent les erreurs de
modélisation engendrées par ’ACP. Ainsi les résidus avec une faible variance auront une
influence moindre sur la quantité SPE par rapport aux résidus ayant une variance plus
élevée alors qu’ils correspondent aux relations de redondance linéaires ou quasi-linéaires.
Cette sensibilité de I'indicateur SPE aux erreurs de modélisation peut entrainer de nom-
breuses fausses alarmes ou ’absence de sensibilité en raison d’un seuil théorique élevé.

Pour résoudre ce probleme, Harkat (2003) introduit un indicateur construit en utilisant
les dernieres composantes principales. Au lieu de construire un seul indicateur, il calcule
successivement d, — ¢ quantités SPE. Le premier SPE est calculé en considérant d, — 1
composantes principales, puis le second en considérant ds—2 composantes principales ainsi
de suite jusqu'a ds — ¢ composantes principales. Un défaut est détecté si un indicateur
parmi 'ensemble des indicateurs construits dépasse son seuil de détection.

Un seconde approche, pour ce probleme, peut-étre 'utilisation de I'indice T% de Hawkins,
présenté ci-dessous, pour détecter un défaut dans I'espace résiduel.
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1.5.2 Indice T? de Hotelling et indice T% de Hawkins ou Squared
Weighted Error (SWE)

Indice T? de Hotelling
L’indice T? de Hotelling mesure les variations des projections des observations dans
I’espace principal. Il est calculé a partir des £ premieres composantes principales :

T2(k) = t(k)T A~ 't (k) (1.85)

Le processus est considéré en fonctionnement anormal (présence d'un défaut) a l'instant
k si:

T2(k) > T2 (1.86)
En supposant que le nombre d’observations N est important, le seuil de détection peut

alors étre approximé, pour un seuil de confiance o donné, par une distribution du y? avec
¢ degrés de liberté :

T2 = X{a (1.87)

Si le nombre d’observations N est faible, alors le seuil de détection peut étre approximé,
pour un seuil de confiance o donné, par la relation suivante :
T2 o E(N2 B 1)

a N(N — f) FE,N—Z,@ (188)

ol Fy ny_sq est la distribution de Fisher avec £ et N — ¢ degrés de liberté.

Propriété 1.2 (Détection de défaut avec le T? ). Si on considére un vecteur z4(k)
composé de sa mesure sans défaut z°(k) perturbée par un bruit blanc v(k) identi-
quement distribué de moyenne nulle et un défaut sur la ™ composante d’amplitude

£,(k).
74(k) = 22(k) + v, (k) + &£, (k) (1.89)

ot &, =1[0...1...0]", le scalaire 1 étant d la i*®™ position..
Pour assurer la détection d’un défaut en utilisant lindice T?, Uamplitude du défaut doit

respecter l'inégalité suivante (Yue et Qin, 2001) :

ATV PT (20(k) + vi(k) + &£,(k)) ||* > 2T2 (1.90)

Dans le cas de défauts de capteurs, cet indicateur n’est pas tres performant car les varia-
tions des projections des observations dans ’espace principal dues aux défauts peuvent
étre masquées par leurs variations normales.

De plus, la prise en compte de décalages temporels entre les données peut entrainer, pour
cet indice, une augmentation du taux de fausses alarmes en raison de la violation de
I’hypothese d’indépendance entre les résidus utilisée afin de calculer le seuil théorique
(Ku et al., 1995; Kruger et al., 2004; Xie et al., 2006; Lieftucht et al., 2006b).
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Indice T% de Hawkins ou SWFE
L’indice T% de Hawkins est une implémentation symétrique de 'indice T? de Hotelling
dans l'espace résiduel.

T2 (k) = (k)T A% (k) (1.91)

Le processus est considéré en fonctionnement anormal (présence d’un défaut) a l'instant
k si:

T3 (k) > T%,, (1.92)
En supposant que le nombre d’observations N est important, le seuil de détection peut

alors étre approximé, pour un seuil de confiance o donné, par une distribution du x? avec
ds — ¢ degrés de liberté :

T%—Ia = X?lsff,a (193)
Si le nombre d’observations N est faible, alors le seuil de détection peut étre approximé,
pour un seuil de confiance o donné, par la relation suivante :
(ds — 0)(N?* = 1) r
N(N _ ds _|_ 6) dS—Z,N—ds-i-f,Oé

2 _
THoz_

(1.94)

ou Fy,_¢ N—d,+e0 st la distribution de Fisher avec ds — ¢ et N — dg + ¢ degrés de liberté.

Propriété 1.3 (Détection de défaut avec le T%). A partir de la méme démarche
que pour le T? (voir la propriété 1.2), pour assurer la détection d’un défaut en utilisant
le T2, il faut que U'amplitude du défaut respecte l'inégalité suivante :

AT PT (vy(k) + E£(K) )I[* > 2T, (1.95)

Un inconvénient de cet indicateur, par rapport au SPE, est relatif a un probleme de
conditionnement, c’est-a-dire un probleme dans le calcul numérique, lorsque les valeurs
propres \; de la matrice de variance-covariance sont tres proches de zéro. Ce probleme de
conditionnement apparait seulement en absence de bruit, cet indicateur peut donc étre
utilisé dans la majorité des cas (présence de bruit). De plus, cet indicateur, en présence
d’erreurs de modélisation, est plus robuste pour la détection de défauts que le SPE (Oxby
et Shah, 1998; Westerhuis et al., 2000). En effet, la présence d’erreurs de modélisation se
traduit par une augmentation des variances des projections des observations dans I’espace
résiduel. Les fortes variances peuvent masquer les défauts avec I'indice SPE alors qu’avec
I'indice T% de Hawkins la pondération avec les valeurs propres de la matrice de variance-
covariance peut permettre d’éviter le probleme.

1.5.3 Distance de Mahalanobis

La distance de Mahalanobis correspond a I'indice T? de Hotelling sur I’ensemble de ’espace
(espace résiduel et Iespace principal) :

D(k) =zl (k) X z,(k) (1.96)
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Cette distance peut étre exprimée de maniere directe avec les statistiques de Hotelling et
de Hawkins :

D(k) = T?(k) + T3 (k) (1.97)

Le processus est considéré en fonctionnement anormal (présence d'un défaut) a 'instant
ksi:

D(k) > D, (1.98)

En supposant que le nombre d’observations N est important, le seuil de détection peut

alors étre approximé, pour un seuil de confiance o donné, par une distribution du y? avec
ds degrés de liberté :

D, = Xfm (1.99)

Si le nombre d’observations N est faible, alors le seuil de détection peut étre approximé,
pour un seuil de confiance o donné, par la relation suivante :

(ds)(N2 — 1)

Do ="NoN=a)

Fa, N-dya (1.100)

ou Fy, n—d, .« est la distribution de Fisher avec ds et N — d, degrés de liberté.

Propriété 1.4 (Détection de défaut avec la distance de Mahalanobis). Si on
considére un vecteur z,(k) composé de sa mesure sans défaut z2(k) perturbée par un
bruit blanc v4(k) identiquement distribué de moyenne nulle et un défaut sur la i®™°
composante d’amplitude f5(k).

7,(k) = 20(k) + Vs(k) + €.£(k) (1.101)

on&,=0...1... O]T, le scalaire 1 étant a la ™ position.

En écrivant la distance de Mahalanobis de la fagon suivante :
D(k) = ||Z72z,(k)||? (1.102)

A partir de la méme démarche que pour le T? (voir propriété 1.2), pour assurer la
détection d’un défaut, Uamplitude du défaut £5(k) doit respecter l'inégalité suivante :

|D(F)[]? > 2 D, (1.103)

La distance de Mahalanobis, en présence de bruit sur les mesures, permet de détecter
I’ensemble des valeurs aberrantes définie dans la section 2.2. En effet, en présence de bruit
de mesure la matrice 3 est de plein rang.
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1.5.4 Indice combiné

Yue et Qin (2001) proposent I'utilisation d’un indice combiné pour la détection de défaut
qui associe le SPE et le T? de la facon suivante :

o(k) = T;(f) + Sng) = z,(k) @z, (k) (1.104)

«

avec

¢= "+ 553 (1.105)

ot T2 est le seuil de détection de I'indice T? (1.85) et §2 est le seuil de détection de I'indice
SPE (1.79).
On remarque que la matrice ® est symétrique et définie positive.

Dans le but d’utiliser cet indice pour la détection de défauts, Yue et Qin (2001) déter-
minent le seuil de détection a partir des résultats de Box (1954). La fonction ¢ (1.104)
peut étre approximée, pour un seuil de confiance o donné par la loi suivante :

P~ 9Xha (1.106)
avec :
trace(X®)?
= 7 1.107
trace(3P) ( )

et h le nombre de degrés de liberté de la distribution x? :

o [trace(E®)]?
h = entier (W) (1.108)

ou entier(o) est la valeur entiere de o.

Propriété 1.5 (Détection de défaut avec I'indice combiné). Si on considére un vecteur
z,(k) composé de sa mesure sans défaut z0(k) perturbée par un bruit blanc v4(k) identi-
quement distribué de moyenne nulle et par un défaut sur la 1™ composante d’amplitude
fi(k).

7o(k) = Z3(k) + va(k) + §£.(k) (1.109)
ot & =1[0...1...0]", le scalaire 1 étant & la ™ position.
A partir de la méme démarche que pour le T? (voir propriété 1.2), pour assurer la

détection d’un défaut en utilisant lindice combiné, il faut que 'amplitude du défaut
respecte ['inégalité suivante :

1942 (22(k) + vs(k) + E£(k))II* > 29, (1.110)
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1.6 Exemple de synthese

Sur un exemple de synthese, les différents principes présentés précédemment sont appliqués
pour mettre en avant leurs caractéristiques et expliciter leur mise en ceuvre. Pour tester
les différentes méthodes, deux jeux de données sont nécessaires, le premier pour construire
le modele et le second pour tester I'influence d’'un défaut dans I’espace principal et dans
I’espace résiduel.

1.6.1 Génération des données

Pour construire le modele, la matrice des données Z: est utilisée et pour la détection des
défauts, la matrice des données est notées Z,. Les matrices Z, et Z% sont chacune consti-
tuées de N = 450 observations d’un vecteur z, a 9 composantes générées aux différents
instants k£ de la facon suivante :

= L+ u(k)® +sin(k/3), v(k;) ~ N(0,1) (1.111)

N
»

3
5
I
"°_
/\
\_/
+
N
‘°_
/\

~ ( 1)
zlo(k) ~ N(0,1)

Ce jeu de données fait apparaitre des relations de redondance analytique linéaires et non
linéaires, ainsi que des variables indépendantes. Aux données ainsi générées ont été super-
posées des réalisations de variables aléatoires a distribution normale centrée et d’écart-type
0.02 de fagon a simuler la présence de bruits de mesure.

Afin d’observer I'impact de défauts sur la génération des résidus, des défauts sont ajoutés
aux données de la matrice Zg des instants 60 a 89 (intervalle ;) pour la variable z|;, des
instants 330 a 359 (intervalle I5) pour la variable z4|s. Ils sont représentés par un biais
d’amplitude égale & 10% de 'amplitude de la variable z4|; et d’amplitude égale a 150% de
I'amplitude de la variable z4|s dans I'intervalle I5. Les défauts sur la variable z4|g sont plus
importants que sur les autres, car cette variable est indépendante des autres. En effet, elle
ne possede pas de projection dans l'espace résiduel, il est donc nécessaire de détecter le
défaut a partir de 1’espace principal.

Apres avoir constitué la matrice de données, le modele ACP peut alors étre construit.

1.6.2 Construction du modele

La premiere étape pour construire un modele ACP, est la réduction des données. En effet,
il faut centrer les données pour obtenir des résidus a moyennes nulles. Il peut étre utile
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i 14
1 2 3 4 5 6 7 8

11003 003 001 0.01 0.01 0.01 0.01 0.32
2 1222 214 007 0.07 006 0.09 0.11 0.12
3 1056 0.09 0.01 0.01 0.01 001 0.01 0.02
4 (1011 0.11 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00 0.01
5 1026 025 0.01 0.01 0.01 0.03 0.04 0.04
6 |0.01 0.01 0.00 000 0.00 0.00 0.00 0.00
7 1045 0.01 0.01 0.01 001 0.01 0.01 0.02
8§ [1.06 1.06 1.06 1.37 36.85 38.04 38.27 68.84
9 1099 099 099 3.68 2049 21.30 37.65 39.98
> 1570 4.69 2.16 5.15 57.44 59.49 76.11 109.35

TAB. 1.3 — Variance des erreurs de reconstruction des différentes variables

si 'ordre de grandeur des différentes variables n’est pas identique de réduire les données
(diviser chaque variable par son écart-type) pour construire le modele.

La seconde étape est la détermination du nombre composantes principales a retenir. Les
valeurs propres de la matrice de variance-covariance de la matrice Z! sont les suivantes :
5.35, 2.48, 1.31, 1.01, 0.91, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01. A partir de l'analyse de ces valeurs
propres, on remarque que les quatre dernieres sont proches de zéros. Intuitivement, on
peut supposer que le nombre de composantes principales a retenir doit étre de 5.

Pour déterminer le nombre de composantes principales, le principe de minimisation de
la variance de l'erreur de reconstruction est utilisé. Le tableau 1.3 montre les différentes
valeurs de la variance d’erreur de reconstruction (1.47). On remarque alors qu’indépen-
damment du nombre de composantes principales choisi, les valeurs de la variance d’erreur
de reconstruction est supérieur a 1 pour les variables z,|s et z4|g. On peut alors en déduire
que ces deux variables sont indépendantes des autres et donc non reconstructibles. Il faut
alors ne pas en tenir compte dans le calcul de la variance d’erreur de reconstruction. Le
tableau 1.4 montre les nouvelles valeurs de la variance d’erreur de reconstruction. Le mi-
nimum est obtenu pour £ = 3. On en conclut alors que le systeme considéré possede 2
variables indépendantes des autres et 3 relations de redondance. Le nombre de compo-
santes principales a retenir est donc £ = 5 (342). On construit alors les matrices C ( 1.12)
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1

2

3

4

5

6

N O Ol Wi

0.03
2.22
0.56
0.11
0.26
0.01
0.45

0.03
2.14
0.09
0.11
0.25
0.01
0.01

0.01
0.06
0.01
0.00
0.01
0.00
0.01

0.01
0.09
0.01
0.00
0.03
0.00
0.01

0.01
0.13
0.01
0.00
0.04
0.00
0.01

0.33
0.14
0.02
0.01
0.04
0.00
0.01

2.

3.65

2.64

0.09

0.14

0.20

0.55

TAB. 1.4 — Variance des erreurs de reconstruction des différentes variables sans les variables

indépendantes

et C (1.13) du modele ACP :

0.15
—0.08
—0.08

0.08

0.23

0.23

0.08

0.00

0.00

(@}
I

0.85

0.08

0.08
—0.08
—0.23
—0.23
—0.08
—0.00
—0.00

O
I

—0.08
0.29
0.04
0.21

—0.37
0.13

—0.04
0.00
0.00

0.08
0.71
—0.04
—0.21
0.37
-0.13
0.04
—0.00
—0.00

—0.08
0.04
0.54

—0.04

—0.12

—0.12
0.46

—0.00
0.00

0.08
—0.04
0.46
0.04
0.12
0.12
—0.46
0.00
—0.00

0.08 0.23
021 —-0.37
—-0.04 —-0.12
0.29 -0.13
—0.13  0.60
0.37  0.10
0.04 0.12
—0.00 —0.00
—0.00 —0.00
—-0.08 —-0.23
—-0.21 0.37
0.04 0.12
0.71  0.13
0.13  0.40
-0.37 —0.10
—-0.04 -0.12
0.00  0.00
0.00  0.00

0.23
0.13

—0.12

0.37
0.10
0.60
0.12

—0.00
—0.00

—0.23
—0.13

0.12

—0.37
—0.10

0.40

—0.12

0.00
0.00

0.08
—0.04
0.46
0.04
0.12
0.12
0.54
0.00
—0.00

—0.08
0.04
—0.46
—0.04
—0.12
—0.12
0.46
—0.00
0.00

0.00
0.00
—0.00
—0.00
—0.00
—0.00
0.00
1.00
—0.00

—0.00
—0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
—0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00
—0.00
—0.00
—0.00
—0.00
—0.00
1.00

—0.00

—0.00

—0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

(1.112)

(1.113)

On remarque que dans l’espace résiduel, les variables indépendantes ne sont pas projetées
dans I'espace résiduel, les composantes de la matrice C sont nulles pour les variables zg|s

et Zs’9-

Le modele ACP étant construit, nous allons maintenant observer 'influence de la pro-
jection de défauts dans les différents espaces. Puis, nous observerons I'impact d’un choix
erroné de £, le nombre de composantes principales, sur la projection des défauts.
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1.6.3 Génération de résidus

Pour étudier la sensibilité des résidus au choix du nombre de composantes principales ¢, on
se place dans trois cas. Dans le premier cas, on choisit £ = 5, ¢’est-a-dire le nombre correct
composantes principales. Dans le second cas, on choisit un nombre de composantes
principales inférieur ¢ = 4 < 5 au nombre correct et dans le dernier cas, on choisit un

de

nombre de composantes principales supérieur £ = 6 > 5 au nombre correct.

1.6.3.1 Avec le nombre correct de composantes principales

Apres avoir construit le modele, on cherche a détecter les défauts. La figure 1.7 représente

les
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- Variable 5
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' ' Variable 7 ' '

' ' Variable 8 ' '

Variable 9

1 60 89 330 359 450

FiG. 1.7 — Données de la matrice Z,

systeme possédant cinq composantes principales (¢ = 5), la figure 1.8 représente les

différentes projections des données sur les directions principales. Les projections des ob-

servations correspondant a l'intervalle I; sont représentées par le symbole '+, celles cor-
respondant a l'intervalle I, sont représentées par le symbole 'x’ et les projections des

observations en absence de défauts sont représentées par le symbole 'o’.
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1.6. Exemple de synthése

On note que suivant les composantes, les dispersions des observations sans défauts sont
différentes, en effet la dispersion est multipliée par deux entre la premiere et la cinquieme
composante. On remarque aussi, que le défaut sur la variable zg|; (intervalle ;) n’est
pas détectable, et que le défaut sur la variable z|s (intervalle I5) est détectable sur la
quatrieme composante. La figure 1.9 représente les différentes projections des données

composante 1
Jr (1#):::»« B 18§ 400 1 e ) o O <O
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 2
O O
| |
-10 5 10
composante 3
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 4
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 5
COUEGEHE——T O
| | | |
-10 -5 0 5 10

Projection dans I'espace principal

F1G. 1.8 — Projection des observations dans ’espace principal avec £ = 5

sur les directions résiduelles. On remarque alors que les dispersions des projections des
observations sans défauts sont identiques pour ’ensemble des composantes. La premiere
composante de la projection des observations dans I'espace résiduel permet de détecter le
défaut présent sur la variable z4|; (intervalle I;) alors que le défaut présent sur la variable
zs|s (intervalle 1) possede la méme projection que les observations sans défauts quelque
soit la direction résiduelle. On en conclut qu'un défaut sur la variable z,|; sera principa-

composante 1

+ HHH“HH_HH (@ ! « 8]
| | | | | | |
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
composante 2
| | | | | | |
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

composante 3
O MmO |-

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
composante 4
| | | | | | |
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Projection dans I'espace résiduel

F1G. 1.9 — Projection des observations dans l'espace résiduel avec ¢ = 5

lement visible dans l’espace résiduel et qu’un défaut sur z|s, variable indépendante, sera
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Chapitre 1. Diagnostic par analyse en composantes principales

principalement visible dans I'espace principal.

La figure 1.10 présente les résultats pour les différents indices de détection, la ligne hori-
zontale en pointillé correspond au seuil de détection de chaque indicateur calculé pour un
seuil de confiance a = 99%. On observe alors que l'indice SPE et I'indice T%, permettent
de détecter le défaut sur 'intervalle I;. L’indice T? permet de détecter le défaut sur l'in-
tervalle I,. La distance de Mahalanobis D et 'indice combiné ¢ détectent les défauts sur
les intervalles I; et I. Ainsi, les performances de détection des différents indices sont
sensiblement identiques.

0.02
0.01

50

5 n
NELL VST | hncaliant Mo e
1 60 89 330 359 450
Temps

Fi1G. 1.10 — Différents indices de détection pour £ =5

1.6.3.2 Avec nombre de composantes principales inférieur au nombre correct

Dans cette partie, quatre composantes principales (¢ = 4) sont choisies au lieu de cing.
Les figures 1.11 et 1.12 représentent respectivement les projections des observations dans
I’espace principal et dans ’espace résiduel. On remarque alors que le défaut sur l'intervalle
I est visible a 'aide de la quatrieme composante de la projection des observations dans
I’espace principal et que le défaut sur l'intervalle I; n’est pas détectable en utilisant 1’espace
principal. En observant les projections des observations dans ’espace résiduel, on remarque
que la dispersion de la premiere composante est completement différente de la dispersion
des autres composantes. En effet, choisir un nombre de composantes principales trop petit
revient a mal modéliser le systeme, on observe alors que les erreurs de modélisation sont
portées par les premieres composantes de la projection dans ’espace résiduel. Le défaut
sur I'intervalle I; apparait sur la seconde composante, cependant la forte dispersion de la
premiere composante peut perturber la détection des défauts.

La figure 1.13 visualise les valeurs des différents indices. On remarque alors que le défaut
sur l'intervalle I7 n’est plus détecté ni avec le SPE, ni avec 'indice combiné ¢. En effet,
choisir ¢ = 4 entraine la projection d’une variable significative dans I'espace résiduel, et
donc I'augmentation de la variance de cet espace. On en conclut alors que le T% et la
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composante 1
X O O O
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 2
O O
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 3
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 4
| | | |
-10 -5 0 5 10

Projection dans I'espace principal

F1G. 1.11 — Projection des observations dans I’espace principal avec ¢ = 4

distance de Mahalanobis D sont plus robustes au nombre de composantes principales que
I'indice SPE et que I'indice combiné .

1.6.3.3 Avec nombre de composantes principales supérieur au nombre correct

Six composantes principales (¢ = 6) sont choisies au lieu de cinq. Le fait de prendre
un nombre de composantes principales plus grand implique la diminution de la taille
de I'espace résiduel et peut entrainer des problemes de détection. Les figures 1.14 et 1.15
représentent respectivement les projections des observations dans ’espace principal et dans
I’espace résiduel. On remarque alors que le défaut sur 'intervalle 5 est détecté a I'aide de
la quatrieme composante de la projection des observations dans I’espace principal et que
le défaut sur l'intervalle [; apparait sur la sixieme composante de ce méme espace. On
remarque que la dispersion de la sixieme composante est plus petite que la dispersion des
autres composantes. En observant les projections des observations dans I'espace résiduel,
aucun défaut ne se démarque vis-a-vis de la projection des observations sans défauts.

On remarque alors sur la figure 1.16 que les deux défauts sont projetés dans I’espace prin-
cipal. En effet, ils ne sont pas détectés en utilisant les indices SPE ou T% mais en utilisant
I'indice T? et les indices globaux (Distance de Mahalanobis D et indice combiné ¢).

A travers cet exemple, les possibilités de détection des différents indices ont été mis en
avant. Bien évidemment nous avons réalisé de nombreux essais non relatés dans ce mémoire
afin de confirmer les conclusions données sur I’exemple présenté ici. Donc suivant le nombre
de composantes principales sélectionné, un défaut est principalement projeté soit dans
I’espace principal soit dans I’espace résiduel. De ce fait, afin d’étre certain de détecter un
défaut, I'utilisation d’un indice de détection sensible a I’ensemble de ’espace est utile.
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Projection dans I'espace résiduel

composante 1
o < 000 @CTRERE (! R R S TR S B O OO o
| | | | | | | | | | |
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25
composante 2
+||> -
| | | | | | | | | | |
-25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
composante 3
3
| | | | | | | | | | |
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
composante 4
3
| | | | | | | | | | |
-25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
composante 5
| | | | | | | | | | |
-25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5

F1G. 1.12 — Projection des observations dans 1’espace résiduel avec ¢ = 4

Temps

F1G. 1.13 — Différents indices de détection pour ¢ = 4

1.7 Conclusion

Les relations de redondance sont utilisées pour effectuer le diagnostic d’un systeme. L’ana-
lyse en composantes principales intervient alors pour déterminer les relations de redon-

dance.

L’ACP peut étre étendue au cas dynamique en prenant en compte des décalages tempo-
rels entre les variables. Les cas dynamiques correspondent a des cas statiques avec plus
de données. Le modele de ’ACP est obtenu en décomposant en valeurs/vecteurs propres
la matrice de variance-covariance des données. Le jeu de données est alors projeté dans
deux espaces, I'espace principal qui est associé aux ¢ vecteurs propres correspondant aux
valeurs propres les plus élevées et 'espace résiduel qui est associé aux vecteurs propres
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composante 1
OO O
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 2
(e)e} oo
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 3
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 4
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 5
SO O
| | | |
-10 -5 0 5 10
composante 6
WHHHH»
| | | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Projection dans I'espace principal
F1G. 1.14 — Projection des observations dans 1’espace principal avec £ = 6

composante 1

| | | | | | | | |
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

composante 2

0 Moo |-

|
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
composante 3

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Projection dans I'espace résiduel

F1c. 1.15 — Projection des observations dans 1’espace résiduel avec ¢ = 6

restants. Dans le cas ou le systeme est non bruité, ou avec des bruits de mesure identi-
quement distribués, on obtient un estimateur non biaisé des parametres du modele. De
plus, lorsque le nombre correct de composantes principales ¢ est retenu, I’ACP rejette les
perturbations de I'espace résiduel.

Le role de 'ACP étant d’extraire les relations de redondance, le choix du nombre de com-
posantes principales ¢ est déterminant pour la détection et la localisation de défauts. Du
point de vue du diagnostic, le nombre de composantes a un impact significatif sur chaque
étape de la procédure de détection de défauts. Si peu de composantes sont utilisées, on
risque de perdre des informations contenues dans les données de départ en projetant cer-
taines variables dans le sous-espace résiduel et donc avoir des erreurs de modélisation
qui entachent les résidus, ce qui compromet la détection des défauts de petite amplitude.
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1 60 89 330 359 450
Temps

FiG. 1.16 — Différents indices de détection pour £ = 6

Si, par contre, un nombre élevé de composantes est choisi, des composantes porteuses de
bruit risquent d’étre retenues (les composantes correspondant aux valeurs propres les plus
faibles) et la dimension de l'espace résiduel étant réduite, certains défauts seront proje-
tés dans I'espace principal ne pourront pas étre localisés. Le nombre £, correspondant au
nombre de composantes principales est déterminé a partir d'un critere propre au diagnos-
tic : “La minimisation de la variance d’erreur de reconstruction”.

Une fois le modele construit, les défauts peuvent étre détectés, en utilisant des indica-
teurs de détection, dans I’espace résiduel avec les indices SPE et T I'espace principal
avec l'indice T? et I'espace global avec les indices ¢ et D. Sur un exemple de synthese,
les performances des différents indicateurs de détection sont comparées. Sur cet exemple,
différents choix du nombre de composantes ont été effectués afin de simuler des erreurs
de modélisation. Si le nombre de composantes principales est correct, alors les différents
indicateurs donnent des résultats comparables. Mais dans le cas ou le nombre de com-
posantes principales est incorrect, les indicateurs prenant en compte les valeurs propres
(SWE, T% et D) obtiennent de meilleurs résultats pour la détection de défauts que les
autres indices. Ces indicateurs sont donc plus robustes aux erreurs de modélisation que
les indices SPE et ¢.

L’hypothese la plus importante pour construire un modele a partir de ’analyse en compo-
santes principales, est la nécessité d’'un jeu de données sain pour construire le modele. En
général, dans un jeu de données, la majorité des observations est associée a des conditions
de fonctionnement normal. Le reste des observations (obtenues durant des périodes de
démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, erreurs de mesure, ...) sont nommées “va-
leurs aberrantes”. La construction du modele ACP est effectuée en décomposant la matrice
de variance-covariance des données en valeurs et vecteurs propres. Or la détermination
de la matrice de variance-covariance des données n’est pas robuste en présence de valeurs
aberrantes. Dans de grands jeux de données, il est difficile d’éliminer manuellement les
valeurs aberrantes. Pour tolérer la présence de valeurs aberrantes, une analyse en compo-
santes principales robuste doit étre conduite. Le prochain chapitre est ainsi consacré aux
méthodes d’ACP robuste.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans sa version originelle, ’ACP est essentiellement basée sur la mise en évidence de
relations linéaires entre les variables et présente un caractere d’optimalité au sens d’un
critére portant sur l'erreur quadratique d’estimation en valeur moyenne (Mean Square Er-
ror MSE). Il est bien connu que l’estimation basée sur 'utilisation de critére de type MSE
n’est pas robuste aux valeurs aberrantes pouvant affecter les données (Hubert et al., 2005).
Rappelons que I'approche classique de ’ACP utilise un calcul préliminaire de la moyenne
des données et de leur matrice de variance-covariance ; comme la moyenne et la variance
sont sensibles a la présence de valeurs aberrantes, les résultats obtenus s’averent souvent
inexploitables car trop biaisés par I'influence de ces valeurs aberrantes. En général, dans
un jeu de données collectées sur un processus, la majorité des observations est associée
a des conditions de fonctionnement normal de ce processus. Le reste des observations
(obtenues durant des périodes de démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, erreurs
de mesure, ...) sont nommées “valeurs aberrantes”, parce qu’elles ne correspondent pas
au fonctionnement normal ou courant et sont généralement minoritaires. Cependant, le
modele ACP ainsi obtenu a partir de ces données ne représente pas fidelement le systeme.
Pour tolérer la présence de valeurs aberrantes, une analyse en composantes principales
robuste peut étre conduite.

Plusieurs méthodes permettant de rendre robuste ’analyse en composantes principales
ont été proposées (Rousseeuw et al., 2006; Daszykowski et al., 2007; Filzmoser et al.,
2008). Afin de les classifier, la notion de point de rupture (breakdown point en anglais)
(Donoho et Huber, 1983) peut étre utilisée. Le point de rupture d’un estimateur corres-
pond a la proportion maximale admissible de valeurs aberrantes dans les données avant
que cette estimation soit completement corrompue. Par exemple, 'estimateur classique
de la moyenne posséde un point de rupture de 0%, ce qui signifie que la présence d’une
seule valeur aberrante est suffisante pour que l’estimation de la moyenne des données
soit complétement erronée. Afin de rendre robuste ’ACP aux valeurs aberrantes, les M-
estimateurs (Huber, 1964) peuvent étre utilisés. Ces estimateurs minimisent des fonctions
objectifs plus générales que I’habituel critere portant sur I'erreur quadratique d’estimation
en moyenne. Cependant le point de rupture des M-estimateurs est limité a ﬁ, avec dg
le nombre de variables considéré. Cette méthode est donc peu robuste lorsqu’on consi-
dere des systemes de grandes dimensions (ds important). Dans la suite, on se focalise sur
les méthodes robustes possédant des points de rupture proches de 50%. Les différentes
méthodes robustes peuvent étre regroupées de la maniere suivante.

Un premier groupe rassemble les méthodes ou l'on remplace la matrice classique de
variance-covariance par une estimation robuste de celle-ci. Dans ce cadre on peut citer I’es-
timateur MCD (Minimum Covariance Determinant) (Rousseeuw, 1987). Cet estimateur
recherche les h observations d'un jeu de données (ot le nombre h est fixé par I'utilisateur)
qui possedent une matrice de variance-covariance ayant le plus petit déterminant possible.
En effet, la présence de valeurs aberrantes augmente la variance des données, donc per-
met d’isoler le déterminant de la matrice de variance-covariance le plus petit qui permet
de rejeter les valeurs aberrantes. Cependant, cette méthode nécessite un cotit en calcul
important (Bernholt et Fischer, 2004) et dépend d’un parametre de réglage h, malheu-
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reusement défini par 'utilisateur, qui doit étre optimisé en fonction du nombre de valeurs
aberrantes (a priori inconnu). Plus récemment, Rousseeuw et Van Driessen (1999) ont
construit un algorithme plus rapide pour cet estimateur appelé fast-MCD. On peut aussi
citer Caussinus et al. (2003) qui définissent une matrice de variance-covariance “locale”
en ce sens que la forme proposée tend a privilégier la contribution d’observations proches
au détriment d’observations éloignées dues a la présence de valeurs aberrantes. Comme
pour la méthode MCD, cette méthode possede un parametre de réglage 3, qui dépend du
nombre de valeurs aberrantes a priori inconnu.

Une seconde approche utilise les projections révélatrices. Ces méthodes maximisent une
mesure robuste de la dispersion des données afin d’obtenir les directions sur lesquelles
projeter les données (Croux et Ruiz-Gazen, 2005; Hubert et al., 2002; Li et Chen, 1985).
Cependant pour permettre le calcul de cet estimateur, les directions robustes obtenues ne
sont que des approximations des vraies directions.

Les dernieres approches consistent a minimiser une mesure robuste des distances orthogo-
nales des observations au sous-espace résiduel de I’ACP, similaires aux estimateurs Least
Trimmed Squares (LTS)(Rousseeuw, 1984) ou MM-estimateur (Yohai, 1987; Maronna,
2005). Ces méthodes, basées sur des procédures itératives, sont simples & mettre en oeuvre.
Cependant, les performances de ces méthodes dépendent de I'initialisation de I’algorithme
de calcul. En effet une bonne initialisation est nécessaire afin d’éviter la convergence des
méthodes vers un minimum local.

La présentation qui suit est consacrée au probleme de détection de valeurs aberrantes
dans des données. Tout d’abord, les caractéristiques d’une valeur aberrante pour I’ACP
sont rappelées. L’estimateur MCD, méthode de référence pour ses performances (Hubert
et al., 2005), est alors exposé en détail. Cependant, cet estimateur nécessite un temps de
calcul important, et une connaissance a priori de la quantité de valeurs aberrantes présente
dans les données (inconnue). C’est la raison pour laquelle nous proposons une nouvelle
méthode robuste nommée MMRPCA. Ainsi, un MM-estimateur est utilisé pour détermi-
ner un modele robuste. Cet estimateur est une combinaison de deux M-estimateurs, un
M-estimateur afin d’estimer le modele ACP et un second M-estimateur utilisé afin d’esti-
mer le parametre de dispersion des poids attribués a chaque observation. Cet estimateur,
calculé avec un algorithme itératif, est initialisé avec un estimateur robuste de la matrice
de variance-covariance qui tend a privilégier la contribution d’observations proches au
détriment d’observations éloignées dues a la présence de valeurs aberrantes. Ensuite les
outils de détection de défauts sont utilisés, a partir du modele robuste, pour trouver les
valeurs aberrantes présentes dans les données. La détermination des valeurs aberrantes
permet alors d’éliminer leurs influences et estimer ainsi un modele ACP non biaisé. Pour
déterminer le nombre de composantes principales, une procédure robuste est proposée.
La sensibilité aux parametres de réglage de cette méthode est présentée puis la méthode
MMRPCA est alors comparée en termes de détection avec I'estimateur MCD.

2.2 Caractéristiques d’une valeur aberrante pour ’ACP

Les différents types de valeurs aberrantes sont explicités sur la figure 2.1 en considérant
un systeme a 3 variables et 2 composantes principales. Ils sont classifiés en fonction de
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leurs effets sur la construction du modele ACP. Ainsi, 2 types d’observations peuvent étre

distingués (Hubert et al., 2005) :

— Les observations normales qui appartiennent a un groupe homogene qui se trouve dans
I’espace principal.

— Les valeurs aberrantes qui correspondent aux points possédant une projection dans
I’espace résiduel importante et qui possedent une projection dans l'espace principal
éloignée de la projection des observations normales comme par exemple les observations
2 et 3 de la figure 2.1. De plus, parmi les valeurs aberrantes, on peut différencier les
extrémes :

— Les valeurs aberrantes de type I qui possedent une projection dans 1’espace résiduel
faible et qui possedent une projection dans I’espace principal éloignée de la projection
des observations normales comme par exemple les observations 1 et 4 de la figure 2.1.

— Les valeurs aberrantes de type II qui possedent une projection dans ’espace résiduel
importante et qui possedent une projection dans ’espace principal similaire a la pro-
jection des observations normales comme par exemple I'observation 5 de la figure 2.1.

59 4

‘o3

F1G. 2.1 — Illustration des différents types de valeurs aberrantes dans le cas de 3 variables
et de 2 composantes principales

Pour construire un modele robuste aux valeurs aberrantes, il faut minimiser I'influence des
valeurs aberrantes sur le calcul du modele ACP. Les méthodes de construction de I’ACP
robuste aux valeurs aberrantes sont alors introduites. La premiere méthode présentée en
détail est, une méthode de référence dans la littérature, la méthode de minimisation du
déterminant de la matrice de variance-covariance (MCD). Un défaut peut-étre considéré
comme une valeur aberrante et inversement, dans la suite ces deux termes sont utilisés
indifféremment.
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Chapitre 2. L’analyse en composantes principales robuste

2.3 Méthode MCD

La méthode MCD (Minimum Covariance Determinant) est utilisée afin de déterminer
une matrice de variance-covariance robuste. Le modele ACP robuste est alors obtenu en
décomposant cette matrice de variance-covariance robuste en valeurs propres et vecteurs
propres.

L’estimateur MCD (Rousseeuw, 1987) vise a minimiser le déterminant de la matrice de
variance-covariance. En effet, la présence de valeurs aberrantes augmente la variance des
données, donc permet d’isoler le déterminant de la matrice de variance-covariance le plus
petit qui permet de rejeter les valeurs aberrantes. Dans son principe, cette méthode cherche
h observations, avec h le nombre d’observations considérées comme “saines”, qui mini-
misent le déterminant de la matrice de variance-covariance. Le point de rupture de cette
méthode est directement lié a la valeur du nombre h. L’algorithme qui découle de cette
méthode est le suivant :

1. Effectuer 500 fois :

(a) Sélectionnez un jeu aléatoire contenant h observations. La valeur de
h par défaut est :

1

avec N le nombre d’observations et d, le nombre de variables dans le
jeu. Le point de rupture de la méthode est alors de (N —h +1)/N%.

(b) Calculer la moyenne p, et la covariance S; du jeu sélectionné, ainsi
que la distance de Mahalanobis D(k), pour k =1..N.

D(k) = (zs(k) — 1) ST (s(k) — ps) (2.1)

On classe les différentes distances de Mahalanobis de la plus petite a
la plus élevée, et on choisit les h observations associées aux distances
les plus petites.

(c) A partir des h observations, on calcule les moyennes et les variances
correspondantes ainsi que les distances de Mahalanobis.

(d) On classe a nouveau les différentes distances de Mahalanobis de la
plus petite a la plus élevée, et on choisit les h observations avec les
distances les plus petites. A partir des i observations, on calcule le
déterminant de la matrice de variance-covariance.

2. Parmi les 500, choisir les 10 jeux de données pour lesquels les valeurs du
déterminant de la matrice de variance-covariance sont les plus petites.

3. Effectuer les points 1b a 1d jusqu’a convergence du déterminant de la
matrice de variance-covariance.

4. Le jeu correspondant au déterminant de la matrice de covariance le plus
petit est alors choisi.
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5. Afin d’améliorer I’estimation de la matrice de variance-covariance, une
étape permettant d’éliminer I’impact des valeurs aberrantes du calcul est
effectuée de la maniere suivante :

1= (3 w0 (00— ) () - ") /(55w 1)

avec

{ w(k) =1 si D(k) S X33,0.975 (2 3)
=0 sinon '
La valeur de h utilisée dans 'algorithme précédent, correspond au nombre minimum de
données considérées comme saines. Ce parametre peut étre ajusté en fonction du nombre
de valeurs aberrantes, information a priori inconnue. Pour avoir un point de rupture de la
méthode proche de 50%, on choisit dans la suite h &~ 0.5 N. Le principal inconvénient de
cette méthode est I'important cotit de calcul nécessaire. Une approximation plus rapide de
cet estimateur, nommée Fast-MCD, a été proposée par Rousseeuw et Van Driessen (1999).
Le principe de cette méthode est de partager les grands jeux de données (N > 500) en
plusieurs jeux de données afin de diminuer le nombre d’observations dans chaque jeu.

On a souhaité proposer une méthode évitant le ré-échantillonnage de I’ensemble des don-
nées afin de diminuer le cout en calcul. De plus, le nombre de valeurs aberrantes étant
inconnu, la méthode doit étre peu sensible au pourcentage de valeurs aberrantes dans
les données, c’est-a-dire avoir de bonnes capacités de détection en présence de peu ou de
beaucoup de valeurs aberrantes.

2.4 La méthode proposée MMRPCA (MM-estimator
Robust Principal Component Analysis)

L’approche proposée consiste a appliquer directement ’ACP sur un jeu de données qui
peut étre affecté par des valeurs aberrantes. Pour cela, un estimateur robuste simple est
utilisé, appelé MM-estimateur. Cet estimateur est une combinaison de deux M-estimateurs,
un M-estimateur afin d’estimer le modele ACP et un second M-estimateur utilisé afin
d’estimer le parametre de dispersion des poids attribués a chaque observation. Cependant
comme cet estimateur est calculé en utilisant une procédure itérative, il est nécessaire de
fournir une bonne initialisation de I’algorithme afin d’éviter de converger vers des mini-
mums locaux. Pour initialiser ce MM-estimateur, une version robuste de la matrice de
variance-covariance est d’abord calculée (Caussinus et al., 2003).
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2.4.1 Matrice de variance-covariance robuste

Caussinus et al. (2003) définissent une matrice de variance-covariance “locale” en ce sens
que la forme proposée tend a privilégier la contribution d’observations proches au détri-
ment d’observations éloignées dues a la présence de valeurs aberrantes. Cette matrice est
définie en fonction des N observations z,(k) :

Z_ 2 )0 860 5"

V= s (2.4)
IBPILLLY)

ou les poids €2(, j) sont eux-mémes définis par :

i) = exp (=5 (a.(0) - 2.) "5 00) - 2(1)) (25)

ou 3 est un parametre a régler pour obtenir une réduction de I'influence des observations
éloignées, les auteurs préconisant une valeur voisine de 2. En effet, la valeur du para-
metre ( est liée au nombre de valeurs aberrantes. Pour une valeur élevée de 3, seules les
observations proches sont prises en compte.

Propriété 2.1. Pour = 0, on retrouve la matrice de variance-covariance classique 3
multipliée par deux.

Démonstration. La matrice de variance-covariance classique X est la suivante :

Z (ZS(i) - Zs) (Zs(i) - ZS)T ZZS — NZ,7Z —T
x== == (2.6)

S (@) — 1) (2l) — 2(5))"
Vo =i S (2.7)
Z 1
En remarquant 1’égalité suivante
= 3 (00~ )~ ) = 3l e )e) e 28
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On obtient alors :

V = =1 =23 (29)

2.4.2 MM-estimateur

Deux M-estimateurs sont utilisés, un pour optimisation d’une fonction objectif par rap-
port a la matrice P et un autre pour I'estimation robuste de la dispersion des résidus.

L’ACP est basée sur la minimisation d’un critere des moindres carrés. En effet, minimiser
la fonction ¢ (2.10) des erreurs d’estimation sous la contrainte PP = 14, ¢, correspond
A choisir P & partir des dy — ¢ vecteurs propres associés aux ds — £ plus petites valeurs
propres de la matrice de variance-covariance 3. La fonction ¢ est définie par :

@ = % > x(k) (2.10)

ou r(k) le résidu, pour k = 1..N, est défini par :
r(k) = [|P"2,(k) — P p|? (2.11)
e étant le vecteur contenant la moyenne des différentes variables de la matrice Z;.

Le MM-estimateur minimise le critere ¢ suivant par rapport a P sous la contrainte PTP =
I;,—¢ (Maronna, 2005) :

Nz%ip(lﬁ_’f)) (2.12)

ou r(k) est le résidu défini en (2.11), ¢ la dispersion robuste des résidus r(k). La fonction
p: R — [0, 1] est non décroissante et dérivable, avec p(0) = 0 et p(co) = 1.

La matrice P est la matrice des vecteurs propres de la matrice de variance-covariance
robuste S (2.14) correspondant aux ds—/ plus petites valeurs propres. La moyenne robuste
p et la matrice de variance-covariance robuste S sont définies comme suit :

_ lecvzl w (k) zs(k) avee w(k) — / M
SR - (75) (219)
S =) wik)(zi(k) — p)(zs(k) — )" (2.14)
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ou p (z) = ag(;”) et le facteur de dispersion & est défini comme la solution de :

%kﬁp (@) —5 (2.15)

1

avec § € [0,1]. Ce parametre 0 est directement lié au nombre d’observations considérées
comme saines dans le jeu de données et donc au point de rupture de ’estimateur. Maronna
(2005) la définit de la manieére suivante :

 N—dy4l—1

g 2N

si N >> d alors 0 =~ 0.5 (2.16)

Afin d’obtenir un point de rupture de 50%, on choisit dans la suite 6 = 0.5 (Maronna
et al., 2006). En définissant une fonction poids W, de la maniere suivante :

| p(®)/r sir#0
Wo(r) = { P (0) sir=0 (2:17)

o p () = Lo,

La solution de I’équation (2.15) est alors exprimée par 1’équation suivante :

N
.1 r(k)
U_N_(Skz:;W”( G

On remarque alors qu’une résolution itérative de 1’équation (2.18) est nécessaire afin de
déterminer la dispertion &.

Nous avons choisi comme fonction p (2.12) la fonction “Bisquare” (r représente le carré
des résidus) car elle permet 'annulation compléte de 'influence des valeurs aberrantes.

) r(k) (2.18)

p(r) = min{1,1 — (1 — )%} (2.19)

et
W,(r) = min{3 — 3r +r* 1/r} (2.20)

La matrice de variance-covariance robuste V (2.4) possede un parametre de réglage [,
parametre qui est a priori inconnu. Afin de diminuer 'influence de ce parametre de réglage
en fonction du nombre de valeurs aberrantes, la matrice de variance-covariance robuste
V (2.4) est utilisée pour initialiser I’algorithme de résolution des MM-estimateurs. Cette
initialisation est importante afin d’éviter de converger vers des minimums locaux.

Un algorithme itératif est nécessaire pour déterminer les parametres p, S, Pets. 1l permet
d’étre insensible aux défauts ayant une forte projection dans I’espace résiduel. Cependant,
il ne permet pas d’étre insensible aux défauts sur des variables indépendantes, principale-
ment visibles dans I’espace principal. Une variable indépendante est une variable qui n’est
liée a aucune autre variable du systeme. Donc, pour rendre cet algorithme insensible aux
valeurs aberrantes affectant une variable indépendante, la méme procédure est effectuée
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dans l'espace principal. Dans I’espace principal, le critere a maximiser ¢ par rapport a P
sous la contrainte PT P = I, est alors le suivant :

N A A
~ 1 PTz,(k —PTp, 2
@zﬁzp(“ (k) — P"p| ) 2.2)

g
k=1

Dans 1’espace principal, ’approche proposée est similaire a la méthode de projection

révélatrice développée par Croux et Ruiz-Gazen (1996).

La prochaine section explicite ’algorithme complet de la méthode. Le MM-estimateur

construit a partir de I'espace résiduel (en minimisant le critere (2.12)) est robuste aux

valeurs aberrantes possédant une projection dans l’espace résiduel. Le MM-estimateur
construit a partir de 'espace principal (en minimisant le critére (2.21)) est robuste aux
valeurs aberrantes possédant une projection dans I’espace principal. Donc afin d’assurer

I’élimination de I’ensemble des valeurs aberrantes, les deux MM estimateurs sont imbriqués

de la maniere suivante :

— Utilisation du MM-estimateur construit a partir de 'espace résiduel afin d’obtenir un
modele robuste aux valeurs aberrantes possédant une projection importante dans 1’es-
pace résiduel ;

— Utilisation du MM-estimateur construit a partir de I'espace principal afin d’obtenir
un modele robuste aux valeurs aberrantes possédant une projection importante dans
I’espace principal. Pour initialiser cet estimateur, la matrice de variance-covariance ro-
buste déterminé avec le MM-estimateur construit a partir de lespace résiduel (voir
étapes 4(a)i de l'algorithme 2.4.3). De plus, afin d’assurer 1’élimination de 1’ensemble
des valeurs aberrantes, le minimum entre les poids déterminés avec le MM-estimateur
construit a partir de I'espace résiduel et le MM-estimateur construit a partir de I'espace
principal est choisi (voir étape 4(b)vi de 'algorithme 2.4.3) ;

Afin d’améliorer I'estimation de la matrice de variance-covariance et donc le modele ACP,

une étape de pondération similaire au cas de la méthode MCD est effectuée (étape 5 de

I’algorithme de la méthode MCD). L’algorithme de la méthode est décrit dans la section

suivante.

2.4.3 Algorithme de la méthode MMRPCA

L’algorithme utilisé est le suivant :
1. it=1
2. Calcul de la matrice de variance-covariance robuste V (2.4)

3. L’algorithme des MM-estimateurs pour les défauts avec une projection
dans I’espace résiduel

(a) Initialisation de l’algorithme des MM-estimateurs

i. Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance robuste V correspondant aux ds — ¢ plus pe-
tites valeurs propres.

ii. Calculer a = mediane(Z, P)
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iii.

iv.

vi.
vii.
viii.

iX.

Calculer r(k) = ||P"zs(k) — a||> pour k = 1..N
Calculer 6 = 5 S (k)

. Poser 65 =¢

Calculer w(k) pour k = 1...N a partir de (2.13)
Poser w,. (k) = w(k)

Calculer p a partir de (2.13)

Calculer S a partir de (2.14)

. Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de

variance-covariance robuste S correspondant aux d, — ¢ plus pe-
tites valeurs propres.

(b) Faire tant que it < N ou que |A| < 0.01

i.
ii.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.

viii.

ix.

Calculer r(k) = ||PTz4(k) — PTp||> pour k =1..N
calculer ¢ a partir de (2.18)

Calculer A=1—-6/6p et 6o=0

Calculer w(k) pour k= 1...N a partir de (2.13)
Poser w,.(k) = w(k)

Calculer p a partir de (2.13)

Calculer S a partir de (2.14)

Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance robuste S correspondant aux d, — ¢ plus pe-
tites valeurs propres.

Poser it =it +1

(c) Fin tant que.

4. L’algorithme des MM-estimateurs pour les défauts avec une projection
dans I’espace principal

(a) Initialisation de l’algorithme

i.

ii.
iii.

iv.

vi.
vii.
viii.

iX.
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Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance robuste S correspondant aux ¢ plus grandes
valeurs propres.

Calculer a = mediane(Z,P)
Calculer r(k) = ||P"z,(k) — al|? pour k = 1..N
Calculer 6 = 5 S (k)

. Poser w = w,

Calculer w(k) pour k = 1...N a partir de (2.13)
Poser w,(k) = w(k)

Calculer w(k) = min(w,(k), w,(k))

Calculer p a partir de (2.13)
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x. Calculer S a partir de (2.14)

xi. Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance robuste S correspondant aux ¢ plus grandes
valeurs propres.

(b) Faire tant que it < N ou que |A| < 0.01
i. Calculer r(k) = ||PTz,(k) — PTu|?> pour k =1..N

ii. Calculer ¢ a partir de (2.18)
iii. Calculer A =1—-46/60 et 6o =0
iv. Calculer w(k) pour k = 1...N a partir de (2.13)
v. Poser w,(k) = w(k)
vi. Calculer w(k) = min(w,(k), w,(k))

vii. Calculer p a partir de (2.13)

viii. Calculer S a partir de (2.14)

ix. Calculer P la matrice des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance robuste S correspondant aux ¢ plus grandes
valeurs propres.

x. Poser it =1t + 1
(c) Fin tant que.

5. Pondération

L) /(5 vo) am
; |

5= (3 w(h) (0.0~ ) ()~ ") /(5 wit) - 1)
(W1 5D < o 023,

ou D(k) correspond a la distance de Mahalanobis.

A partir de ce nouveau modele, la détection des valeurs aberrantes est effectuée en utili-
sant la distance de Mahalanobis. Cependant cette méthode nécessite la connaissance du
nombre de composantes principales. Apres avoir testé la sensibilité de la méthode au pa-
rametre 3 (parametre utilisé pour le calcul de la matrice de variance-covariance V (2.4)),
une procédure robuste pour la détermination du nombre de composantes principales est
introduite.
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2.4.4 Sensibilité de la méthode MMRPCA au parametre (3

Afin de tester la sensibilité de la méthode au parametre de réglage (3, on choisit le méme
systeme que dans I'exemple 1.6, seules I'amplitude et la durée des défauts sont modifiées.
Le nombre de composantes principales est égal a 5 (¢ = 5). On considere deux types
de défauts, le premier sur une variable redondante z|;(k) (détectable potentiellement
avec le SPE) sur l'intervalle I; et le second sur une variable indépendante zg|g(k) (dé-
tectable potentiellement avec le T?) sur lintervalle I,. Pour les deux types de défauts,
deux amplitudes de défaut sont considérées, une amplitude proche du seuil de détection
et une seconde tres supérieure a celui-ci. Le seuil de confiance pour la détection est fixé a
a = 97.5%.

Le tableau 2.1 montre la moyenne, effectuée a partir de 900 simulations, du pourcentage
d’erreurs de détection (ED) en fonction du parametre 8 (6 = 0.5). Les quatre premieres
colonnes du tableau définissent le défaut simulé en fonction du pourcentage de valeurs
en défaut par rapport au nombre d’observations N et de son amplitude A. On appelle
erreurs de détection (ED) la somme des pourcentages de fausses détections (FD) et de non
détections (ND). Le pourcentage de fausses détections correspond au nombre de dépasse-
ments du seuil de détection par le résidu en absence de défaut divisé par la taille du jeu de
données. Le pourcentage de non détections correspond au nombre de non dépassements
du seuil de détection par le résidu en présence d’un défaut divisé par la taille du jeu de
données.

Défaut I Défaut I,| [B=1 g =2 6=3 g =4 B=5
% A % A |ND|FD|ED |ND|FD|ED ND|FD|ED|ND|FD|ED|ND|FD|ED
0O 0 0 O 0 |7.4|74] 0 (74|74| 0 |7.5|7.5] 0 |7.5[7.5] 0 |7.6]7.6
15 1 0 0 0|66 |01(5858|0/6.1/6.1] 015959/ 01|66
15 10 0 0 0 |5.8/5.8] 0 1(59[59| 0 |5.8/5.8] 0 15.9/5.9| 0 [5.9]5.9
3 1 0 O 0142/42| 0 [4.1{4.1| 0 |4.3|14.3| 0 |4.3|4.3| 0 |4.1]4.1
35 10 0 O 15(4.6/20 (6.1 5|11 ]0 |4 |4 |0 |3.8/3.8 0 /3.9]/3.9
0 0 15 12 016.1/6.1| 0 |6.1/6.1| 0 |6.1(6.1] 0 [6.2/6.2] 0 |6.4|6.4
0O O 15 80 |0 162/62|0|6] 6 |0(6.1/6.1| 0 |6.2/6.2| 0 |5.9/5.9
0 0 35 12 0 14.3{4.3| 0 1(4.6/4.6| 0 (4.5(4.5| 0 |4.5/4.5| 0 [4.5|4.5
0O O 35 80 |0 |4.4|/44| 0 (44/44] 0 (4.7/47| 0 |4.6/4.6| 0 |4.6/4.6
Somme 64.3 55.4 49 49 49

TAB. 2.1 — Impact du parametre 3

Le parametre 3 correspond au parametre de réglage utile pour le calcul de la matrice
de variance-covariance V (2.4). On remarque que lorsque la valeur de 3 est inférieure
ou égale a 2, le défaut de 35% d’amplitude 10 n’est pas correctement détecté. En effet,
I'initialisation obtenu en utilisant la matrice de variance-covariance V (2.4) avec 3 égal a
1 et 2 n’est pas suffisament robuste. Pour § = 3 a 5, on obtient des résultats comparables.
Dans la suite on choisi 3 = 3 pour la détermination de la matrice de variance-covariance
V (2.4) utilisée pour l'initialisation du MM-estimateur.

Cependant, cette méthode nécessitant la connaissance du nombre de composantes prin-
cipales ¢, nous présentons alors une variante robuste pour déterminer ce nombre et le
modele robuste.
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2.4. La méthode proposée MMRPCA (MM-estimator Robust Principal Component Analysis)

2.4.5 Procédure robuste pour la détermination du nombre de
composantes principales ¢

Pour déterminer de fagon robuste le nombre de composantes principales, le principe de
minimisation de la variance d’erreur de reconstruction (voir partie 1.3.1) est appliqué en
utilisant la matrice de variance-covariance robuste S (2.22) et le modele robuste C= (I, —
1515T) correspondant. La procédure pour déterminer a la fois le nombre de composantes
principales ¢ et le modele robuste est la suivante :

1. Calcul de la matrice de variance variance-covariance robuste V (2.4)

2. Pour /;,; égal 1 jusqu’a d, — 1, le terme /;,; correspond au nombre de
composantes principales sélectionnée pour appliquer la méthode robuste
MMRPCA.

(a) Calculer la matrice de variance robuste S, point 3 4 5 de I’agorithme
2.4.3.

(b) Déterminer le minimum de la variance non reconstruite en faisant
varier / de 1 a d, — /.

3. La plus petite valeur du minimum de la variance non reconstruite cor-
respond au nombre de composantes principales a retenir.

Exemple 2.1 (Détermination robuste du nombre de composantes principales)
On choisit le méme systeme que dans l’exemple 1.6. On considére un défaut sur la variable
zs|1(k) correspondant a 35 % des N = 450 observations et avec une amplitude égale a 20,
c’est-a-dire environ 650% de 'amplitude de la variable zs|, (k).

Tout d’abord on calcule la matrice de variance-covariance robuste V (2.4). On fait alors
varier le nombre de composantes principales de l;ni =1 a l;ni = 8 sélectionné pour appli-
quer la méthode robuste MMRPCA. Pour chaque valeur de {;ni, la matrice de variance-
covariance est ainsi déterminée. Sur chaque matrice de variance-covariance déterminée,
la méthode de minimisation de la variance d’erreur de reconstruction (VER) est appliquée
(voir partie 1.3.1). Les résultats sont présentées dans le tableau 2.2. La premiére colonne
de ce tableau exprime le nombre de composantes principales sélectionné afin de construire
la matrice de variance-covariance robuste avec la méthode MMRPCA. La colonne VER iy,
représente la plus petite valeur de la variance d’erreur de reconstruction obtenue a par-
tir de la matrice de variance-covariance robuste associée a la valeur de ;. La colonne
Ni, correspond au nombre de variables indépendantes déterminé a partir de la variance
d’erreur de reconstruction et la colonne Ng correspond au nombre de variables possédant
des relations de redondance. La derniére colonne correspond au nombre de composantes
principales alors retenu.

La plus petite valeur de la variance d’erreur de reconstruction est obtenue avec ;,; =
7 et correspond au choix de £ = 5. Le nombre de composantes principales a donc été
correctement déterminé.
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VER

VERpin | Ni | Ng | ¢
lini = 0.0068 | 2 | 3 |5
lini = 0.0067 | 2 | 3 |5
lini = 0.0066 | 2 | 3 |5
lini=41 0.0067 | 2 | 3 |5
Uini = 0.0060 | 2 | 3 |5
Uini = 0.0044 | 2 | 3 |5
lini = 0.0041 | 2 | 3 |5
lini=81] 0.0045 | 2 | 3 |5

TAB. 2.2 — Minimum de la variance d’erreur de reconstruction

2.5 Comparaison des différentes méthodes

Pour comparer, en termes de détection, les performances de la méthode MMRPCA par
rapport a la méthode MCD, qui, rappelons le, est la méthode de référence. On considere
deux types de défauts, le premier affectant une variable redondante (détectable potentiel-
lement avec le SPE) et le second affectant une variable indépendante (détectable poten-
tiellement avec le T?). Dans les deux cas, deux amplitudes de défaut sont considérées, une
amplitude proche du seuil de détection et une seconde éloignée de celui-ci. Le systeme
simulé correspond a celui de I'exemple 1.6. Le tableau 2.3 montre pour chaque essai, la
moyenne sur 100 simulations, du pourcentage de non détection (ND) et de fausse détec-
tion (FD) des défauts en fonction de la méthode utilisée. Afin de comparer les méthodes
MCD et MMRPCA, les seuils de confiance pour la détection sont fixés a o = 97.5%.

Le tableau 2.3 montre alors que la méthode MMRPCA détecte mieux les défauts dans
I'espace principal (défaut I3) que la méthode MCD. De plus, ce tableau fait ressortir que
dans l'espace résiduel (défaut I;), en présence d'un faible nombre (inférieur a 15%) et
d’un nombre important (supérieur a 35%) de valeurs aberrantes, la méthode MMRPCA
est plus efficace que la méthode MCD.

Les tableaux 2.4 et 2.5 résument de maniere graphique les résultats du tableau 2.3 afin
de mettre en avant les possibilités de détection des deux méthodes. Une case blanche
signifie que le défaut n’est pas détecté, une case grise clair () signifie que le défaut est
détecté uniquement avec la méthode MMRPCA, une case grise foncé (Jll) signifie que le
défaut est uniquement détecté avec la méthode MCD et une case noire (i) signifie que
le défaut est détecté par les deux méthodes. On considere qu'un défaut est détecté si le
pourcentage de non détection est inférieur a 0.3% et le pourcentage de fausse détection
est inférieur & 10%. Ces deux tableaux mettent en avant que la méthode MMRPCA est
plus performante que la méthode MCD en présence d’un faible ou d’un important nombre
de valeurs aberrantes et équivalente a la méthode MCD ailleurs.

Les figures 2.2 et 2.3 représentent pour chaque défaut, les 100 simulations effectuées, le
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N°| Défaut I, Défaut I, |MMRPCA| MCD

% amplitude % amplitudeND FD | ND FD
110 0 0 0 0 7.45 0 11.62
215 0.90 0 0 0 6.82 0 10.50
3115 0.90 0 0 0 595 0 5.32
4125  0.90 0 0 0 5.04 0 3.79
5135  0.90 0 0 0 4.23 0 3.03
6 (45 0.90 0 0 0 3.60 [35.64 5.98
715 10 0 0 0 6.68 0 9.83
8 |15 10 0 0 0 5.88 0 5.10
9 125 10 0 0 0 488 0 3.97
10{35 10 0 0 0 3.78 0 298
11(45 10 0 0 0 3.30 [34.97 6.06
1210 0 ) 15 0 7.20 0 10.17
13|10 0 15 15 0 6.13 0 5.46
1410 0 25 15 0 5.38 0 4.09
15|10 0 35 15 0 4.33 |9.66 4.57
16| 0 0 45 15 0 3.46 |38.33 7.84
1710 0 ) 80 0 7.21 0 9.38
18|10 0 15 80 0 6.27 0 5.26
19|10 0 25 80 0 5.15 0 3.93
2010 0 35 80 0 4.60 |7.00 4.48
2110 0 45 80 0 4.00 |38.37 7.94

TaB. 2.3 — Comparaison des méthodes MCD et MMRPCA

pourcentage d’erreurs de détection avec la méthode MCD et avec la méthode MMRPCA
en fonction des différents défauts représentés dans le tableau 2.3 sous forme d’un graphe
boxplot (Tukey, 1977). La représentation sur un graphique boxplot (ot boite & mous-
taches) permet de représenter la dispersion des données en observant ’écart interquartile
(distance entre le trait supérieur et le trait inférieur de la boite). L’annexe A décrit en
détail la lecture d’une boite a moustaches. Sur la figure 2.2, on remarque que la disper-
sion du pourcentage d’erreur de détection diminue avec ’augmentation du pourcentage
de valeurs aberrantes dans les données pour des pourcentages de valeurs aberrantes infé-
rieurs a 35 %. Pour des pourcentages de valeurs aberrantes supérieurs, une augmentation
de la dispersion est alors observée. Sur la figure 2.3, on remarque que la dispersion du
pourcentage d’erreur de détection diminue avec ’augmentation du pourcentage de valeurs

Défaut I,

Amplitude
03]06/09[12]15[18[21[24[27|3[4]5[6]|7[8]9

5%
15%
25%
35%
45%

TAB. 2.4 — Possibilité de détection d'un défaut I; par les différentes méthodes
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Défaut I, Amplitude

6]9[12]15]18|21[30]40 5060|7080

5%
15%
25%
35%
45%

TAB. 2.5 — Possibilité de détection d'un défaut I, par les différentes méthodes

aberrantes dans les données. Avec la méthode MMRPCA, la dispersion du pourcentage
d’erreurs de détection est plus homogene comparée a celle obtenue avec la méthode MCD.
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Fic. 2.2 — Boxplot du pourcentage d’erreur de détection avec la méthode MCD sur 100
simulations

La méthode MMRPCA étant une méthode itérative, la figure 2.4 représente le nombre
d’itérations nécessaire pour que les MM-estimateurs convergent. On remarque alors que le
nombre d’itérations nécessaire augmente avec le pourcentage de valeurs aberrantes dans
le jeu de données et que la méthode MMRPCA nécessite peu d’itérations (<60) pour le
calcul des MM-estimateurs.

2.6 Conclusion

En général, dans un jeu de données, la majorité des observations est associée a des condi-
tions de fonctionnement normal. Le reste des observations (obtenues durant des périodes
de démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, de présence d’erreurs de mesure, ...)
sont nommeées “valeurs aberrantes”, parce qu’elles ne correspondent pas au fonctionnement
normal ou courant et sont minoritaires. Dans ce cas, ’application de I’ACP standard n’est
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F1G. 2.3 — Boxplot du pourcentage d’erreur de détection avec la méthode MMRPCA sur
100 simulations

Nombre d'itération des MM-estimateurs
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F1G. 2.4 — Boxplot du nombre d’itérations du MM-estimateur sur 100 simulations

pas réalisable car elle nécessite un jeu de données obtenu dans des conditions de fonction-
nement normal. C’est la raison pour laquelle nous nous intéressons aux variantes robustes

de 'ACP.

La méthode MCD est une méthode robuste classiquement utilisée (Hubert et al., 2005),
elle cherche la plus petite valeur du déterminant de la matrice de variance-covariance
associée a h observations. Cependant cette méthode nécessite un cotit en calcul impor-
tant ainsi que le choix du parametre h réglé par I'utilisateur qui représente le nombre de
données saines inconnu a priori. Afin de s’affranchir du réglage de ce parametre pour la
méthode MCD), on se place alors dans le pire cas, ¢’est-a-dire que I’on suppose jusqu’a 50%
des données aberrantes (h =~ 0.5 N). Cependant ce choix entraine une baisse de capacité
de la méthode a détecter un faible nombre de valeurs aberrantes. Pour pallier cela, un
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Chapitre 2. L’analyse en composantes principales robuste

algorithme a deux niveaux est proposé. Tout d’abord un MM-estimateur est utilisé pour
déterminer un modele ACP robuste. Cet estimateur, calculé itérativement, est initialisé
avec un estimateur robuste de la matrice de variance-covariance qui tend a privilégier la
contribution d’observations proches au détriment d’observations éloignées dues a la pré-
sence de valeurs aberrantes. Cette approche consiste a minimiser une mesure robuste des
distances orthogonales des observations au sous-espace résiduel de ’ACP et a maximiser
une mesure robuste des distances orthogonales des observations au sous-espace principal
de ’ACP. Les possibilités de détection de la méthode sont peu sensibles au choix du para-
metre [ (parametre de réglage utile au calcul de la matrice de variance-covariance robuste
(2.4)). De plus, la dimension de I’espace résiduel étant inconnue, une procédure robuste
pour déterminer le nombre de composantes principales est alors proposée.

Les deux méthodes sont comparées sur un exemple de simulation ; on remarque alors que
la méthode MMRPCA permet de mieux détecter les faibles et les forts pourcentages de
valeurs aberrantes que la méthode MCD et elle est comparable a la méthode MCD par
ailleurs. La méthode MMRPCA est donc moins sensible a la quantité de valeurs aber-

rantes présente dans les données, elle possede un domaine d’utilisation plus large que la
méthode MCD.

Dans la suite, la méthode doit étre validée sur un jeu de grandes dimensions.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Lorsqu’un défaut est détecté, il est ensuite nécessaire d’identifier la ou les variables qui
sont en cause : cette phase est nommeée localisation de défauts.

De fagon générale, on construit en premier lieu un ensemble de résidus qui dépendent
a priori de tous les défauts. Ces résidus sont appelés résidus primaires. A partir de ces
résidus primaires, on forme ensuite des résidus structurés plus “évolués” en rendant les
résidus primaires insensibles a certains défauts (Gertler et al., 1999). En effet, ces nou-
veaux résidus sont construits de facon a étre affectés par un sous-ensemble particulier de
défauts et a étre insensibles aux autres défauts. Ainsi, par conception, pour un défaut
donné, seule une partie des résidus réagit, c’est-a-dire s’écarte notablement de la valeur
zéro, pour indiquer la présence de ce défaut. La conception de tels résidus structurés passe
par deux étapes. Tout d’abord, il est nécessaire de définir les sensibilités ou insensibilités
désirées des résidus par rapport aux défauts a détecter ou a ne pas détecter. Puis, selon
ces contraintes, il faut concevoir le générateur de résidus approprié. Un exemple de table
de signatures théoriques est explicité sur le tableau 3.1. Chaque colonne correspond a un
défaut (d1, o, 03, d4) et chaque ligne a un résidu (rq, ro, 73, r4), la valeur “1” a l'inter-
section signifie que le résidu est sensible aux défauts alors que la présence de “0” signifie
qu’il y est insensible. Une fois la table des signatures théoriques construite, on applique
a chaque résidu une procédure de détection afin d’obtenir la signature expérimentale des
résidus a chaque instant. Si cette signature expérimentale est nulle, alors le systeme est
exempt de tout défaut et est donc déclaré sain. Lorsqu’intervient un défaut, au moins un
des résidus générés est sensible a ce défaut et la signature expérimentale devient alors
non nulle. La procédure de localisation consiste ensuite a faire la correspondance entre la
signature expérimentale obtenue et les signatures présentes dans la table des signatures
théoriques. En effet, le défaut est localisé si la distance entre les signatures théoriques et
expérimentales est nulle.

Défauts Défauts Défauts
01 0y 03 Oy 01 0y 03 04 01 0y 03 04
|1 1 0 0 ri| 1 1 0 O rm|1l 1 0 0
|1 1 1 0 |1 0 1 O |1 0 1 0
rs |1 1 0 1 rs! 1 1 0 0 rs| 0 1 0 1
10 0 1 1 re |10 0 1 1 rs |0 0 1 1

TAB. 3.1 — Tables de signatures théoriques

Pour un systeme réel, c’est-a~-dire en présence de bruit et d’erreur de modélisation, le
seuil de détection des défauts est choisi en réalisant un compromis entre la quantité de
fausses alarmes et le retard a la détection. Si on souhaite peu de fausses alarmes, alors le
seuil de détection des défauts est choisi élevé; en contrepartie les défauts de petites am-
plitudes, n’étant pas détectés, peuvent entrainer une signature dégradée (des “1” peuvent
étre remplacés par des “0”). Dans ce cas, pour éviter les difficultés de localisation, il ne faut
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pas qu’une signature dégradée soit identique a une signature valide. Une table de signa-
ture qui respecte la condition précédente est appelée “fortement localisable”. Le tableau
3.1 représente trois exemples de tables de signatures théoriques. La premiere table (celle
de gauche) montre un exemple ou I'ensemble des défauts n’est pas localisable; en effet
comme les défauts d; et d9 ont la méme signature on peut les détecter mais non les isoler.
La seconde table représente un cas faiblement localisable, en effet, si le défaut d3 n’est pas
détecté avec le résidu ry alors la signature est identique a un défaut d,. La derniere table
représente un cas fortement localisable, c’est-a-dire que si un résidu ne dépasse pas le seuil
de détection en présence d’un défaut alors il n’est pas possible de localiser ce défaut. Cela
évite une mauvaise localisation du défaut. La structure idéale est donc celle qui respecte
la condition de localisation forte.

Pour ’ACP, les différentes méthodes pour la construction des résidus pour la localisation
de défauts multiples peuvent étre rassemblées en deux groupes de la fagon suivante :

— Les méthodes sans optimisation des résidus aux défauts, comme par exemple celles

utilisant :

— le calcul des contributions.
On évalue les contributions de chaque variable a la valeur de l'indicateur de détec-
tion. Puis, la variable ayant la plus forte contribution est considérée comme la variable
en défaut. Cette approche présente plusieurs inconvénients. D’une part, un certain
nombre de contributions définies dans la littérature sont de simples approximations,
les contributions exactes des variables a l'indicateur de détection ne pouvant étre
calculées. D’autre part, ces contributions dépendant directement de I'amplitude des
variables, la variable ayant les valeurs les plus élevées a une plus grande probabilité
d’étre considérée en défaut que les autres (Harkat, 2003) ;

— les ACP partielles.

Elles utilisent des bancs de modeles ACP avec des ensembles de variables réduits
et différents d'un modele a un autre (Gertler et al., 1998; Huang et Gertler, 1999).
L’objectif de la localisation est atteint en générant des résidus sensibles a certains
défauts et insensibles a d’autres. Gertler et Cao (2005) ont proposé une méthode de
construction de modeles partiels structurés pour optimiser la localisation dans le cas
de défauts simples. Cependant, les modeles partiels sont construits uniquement en
fonction de I'occurrence des défauts dans les résidus alors qu’il faut également s’as-
surer que les modeles ACP réduits élaborés ont les capacités souhaitées en terme de
possibilité de détection des défauts;

— Les méthodes a base d’optimisation des résidus aux défauts, comme par exemple celles
utilisant :
— la structuration des résidus.
Elle cherche & transformer le vecteur des résidus primaires t(k) (1.78) en résidus se-
condaires ayant les propriétés de localisation recherchées (Gertler et al., 1998; Huang
et Gertler, 1999; Qin et Weihua, 1999). Pour des systéemes de grande dimension, on
trouve cette transformation mais elle ne possede pas les propriétés de localisation
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souhaitées. Cela est dii au choix de ces propriétés définies uniquement en fonction de
I'occurrence des défauts dans les résidus sans tenir compte des sensibilités des résidus
aux défauts;
— le principe de reconstruction des variables.

Il se base sur 'estimation de la direction et de 'amplitude du défaut (Jiang et al.,
2004; Qin, 2003; Dunia et Qin, 1998b) ; conjointement, cette approche essaie de mi-
nimiser l'influence des défauts. Ce principe peut étre utilisé avec les différents indices
de détection qui ont été précédemment exposés.

La principale difficulté de considérer des défauts multiples est la multiplication du nombre
de scénarii de défauts possibles Ngiuation (3-1) en fonction du nombre de variables r sup-
posées en défaut simultanément.

ds
Nsituation - Z Crs (3 1)
r=1

ou € représente le nombre de combinaisons possibles de choisir r variables parmi d.
Une possibilité afin de réduire le nombre de scénarii de défauts a considérer est de, par
exemple, prendre en compte seulement les scénarii avec dg variables en défaut simultané-
ment et de déterminer les variables en défaut a partir de la table de signature théorique
associée. Cependant cette approche peut diminuer la sensibilité des résidus vis-a-vis des
défauts, c’est la raison pour laquelle on considere 'ensemble des scénarii de défauts.

Dans ce chapitre, nous proposons une analyse du modele ACP a travers les conditions de
construction des résidus obtenus par les différentes méthodes, afin de limiter I’explosion
du nombre de scénarii de défauts a prendre en compte. Tout d’abord le défaut doit avoir
une projection dans I’espace ou on cherche a le détecter. Un défaut sur une variable indé-
pendante des autres est principalement visible dans 1’espace principal. Un défaut sur une
variable dépendante des autres est principalement visible dans I'espace résiduel. De plus,
pour assurer la localisation d’un défaut, il ne doit pas y avoir de directions de projection
colinéaires. Les défauts détectables et localisables peuvent ainsi étre déterminés a priori
et limiter ainsi le nombre de situations a considérer.

Dans une premiere partie, les faiblesses de la localisation par le calcul des contributions
sont mises en avant dans un exemple de simulation. La localisation des défauts en utilisant
I’approche par ACP partielles n’est pas explicitée dans la suite car elle est triviale. En
effet, cette méthode ne prend pas en compte les possibilités du modele ACP. Elle construit
plusieurs modeles ACP en utilisant une partie des variables disponibles sans tenir compte
des relations de redondance existantes dans le systeme. Ce choix peut entrainer une dimi-
nution du nombre d’équations de redondance et donc diminuer les possibilités de détection
et de localisation des défauts. Dans une seconde partie, les approches classiques de structu-
ration de résidus, permettant de localiser un défaut dans ’espace résiduel, sont présentées.
Puis le principe de reconstruction est explicité, de maniere générale indépendamment de
I'indicateur de détection utilisé, pour la localisation de défauts uniquemement dans I’es-
pace résiduel, uniquemement dans ’espace principal et dans I'espace global. Ensuite, la
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stratégie de localisation de défauts, déterminée en analysant les conditions de construc-
tion des différents résidus, est présentée. Un exemple de synthese est alors utilisé pour
appliquer les différentes méthodes proposées dans ce chapitre.

3.2 Faiblesse de la localisation de défauts par calcul
des contributions

Pour la localisation, une approche classiquement utilisée en ACP est le calcul des contri-
butions. Cette méthode consiste a calculer une approximation des contributions des diffé-
rentes variables a I'indicateur de détection (MacGregor et Kourti, 1995; Wise et Gallagher,
1996; Miller et al., 1998; Harkat, 2003), la variable ayant la plus grande contribution a
I'indicateur de détection (calculée a l'instant de détection) est la variable incriminée,
c’est-a-dire celle présentant un défaut. Afin d’illustrer les différents inconvénients de cette
méthode, on 'applique sur un exemple. Par exemple la contribution cont;quE(k) dune
observation z,(k) au SPE (1.79) de la j*™° variable & I'instant k est définie par 1’équation
suivante :

cont]S-PE(k) = (e;(k))? (3.2)
- 2
- (cj zs(k)> (3.3)
ol éj est la j*™ ligne de la matrice C (1.13). L’exemple 3.1 montre sur un exemple simple
les limites de la contribution des observations au SPE pour la localisation de défauts. Pour

cette raison, on ne considere donc pas cette méthode, dans la suite, pour la localisation
de défauts multiples.

Exemple 3.1 (Exemple calcul des contributions au SPE dans le cas d’un défaut
simple)

On considere une matrice Z, constituée de N = 110 observations d’un vecteur zs a 7
composantes générées de la fagcon suivante pour k =1...N :

2.1 (k) = v(k)? +sin(0.1k), wv(k) ~ N(0,1) (3.4)
zs|2(k) = 2sin(k/6) cos(k/4) exp(—k/N)
= log(z;|2(k)?)

Zg|7 k) = S|1(]€)+ZS’3<]€

Auz données ainsi générées ont été superposées des réalisations de variables aléatoires a
distribution normale centrée et d’écart-type 0.02 de facon a simuler la présence de bruits de
mesure. Les données sont tout d’abord centrées puis réduites (chaque variable est divisée
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par la valeur de son écart-type présenté dans le tableau 3.2), le modéle ACP est alors
construit avec £ = 3 composantes principales, les variables z,|s, Zs|5, 2s|6 et zs|7 étant des
combinaisons des trois premiéeres variables. La matrice C est la suivante :

Variables | zgs|1 | 2zslo | Zs|3 | Zs|a | 2s|5 | Zsle | 2s|7
Ecart-type | 1.54 | 0.65 | 0.89 | 1.55 | 1.78 | 3.03 | 1.72

TaAB. 3.2 — Ecart-type des différentes variables

[ 0.77  0.06 0.08 —0.21 —022 —0.22 —0.16]
0.06 025 -0.02 -0.26 032 -0.10 0.04
0.08 —-0.02 0.18 0.07 0.08 0.08 —0.35

-0.21 -0.26 0.07 068 —-0.08 —-0.27 —-0.14 (3.5)
—-0.22 032 0.08 —-0.08 0.69 —0.15 —0.15
-0.22 -0.10 0.08 —-0.27 —-0.15 0.75 —0.16
|—0.16 0.04 -035 -0.14 -0.15 —-0.16 0.68 |

O
I

—— Mesure sans défaut
e Mesure avec défaut

.| —— Mesure sans défaut
Mesure avec défaut

: )
"~ | —— Mesure sans défaut
Mesure avec défaut

: .
—— Mesure sans défaut
Mesure avec défaut

: :
- /\_ | —— Mesure sans défaut
- Mesure avec défaut

TR TT

—— Mesure sans défaut -
Mesure avec défaut

s|4
ONA ORI ONA N=HO= N—O—
1 T 1
=
> by s

»/\_. | —— Mesure sans défaut
) Mesure avec défaut i
100 120 140

=1

Temps

FiG. 3.1 — Jeu de données

Afin d’observer Ueffet des défauts sur les résidus générés, des défauts sont ajoutés aux
données de la matrice Zs des instants 10 a 20 (intervalle 1) pour la variable zg|s, des
instants 50 a 60 (intervalle Iy) pour la variable zgs|y. Ils sont représentés par des biais
d’amplitudes égales a 30% de 'amplitude mazimale des variables zs|s et zg|y. La figure
3.1 montre les données utilisées, avec et sans les défauts.

Par principe, la contribution la plus élevée correspond a la variable en défaut. La figure
3.2(a) représente le calcul des contributions au SPE a l'instant k = 15, on remarque alors
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Défaut sur z_| Défaut sur z_|
s'2 s'4
0.25 T T T T T T T 1.4

Calcul des contributions au SPE
Calcul des contributions au SPE

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Indice des variables Indice des variables
(a) pour k=15 (b) pour k =55

Fi1G. 3.2 — Calcul des contributions au SPE

que la contribution la plus élevée est obtenue pour la variable z4|s, alors que le défaut est
présent sur la variable zg|s. En observant la seconde colonne de la matrice C (3.5), c’est-
a-dire la colonne associée a la variable zg|a, on remarque que la plus grande valeur de cette
colonne est associée au cinquieme élément. Cette remarque confirme qu’en présence d’un
défaut sur la variable zg|o, la contribution la plus importante sera associée a la variable
Zs|5 ce qui ne permet pas de localiser correctement la variable en défaut. Le probléme de
localisation est ici di a la présence de relations entre les variables zs|s, Zs|s et zg|s5. La
figure 3.2(b) représente le calcul des contributions pour k = 55, on remarque alors que le
calcul des contributions au SPE permet d’isoler la variable z|4 alors en défaut.

Les méthodes classiques de structuration des résidus sont présentées.

3.3 Approche par structuration des résidus

Cette méthode cherche & transformer les résidus primaires t(k) (1.78) afin d’annuler I'in-
fluence d'un défaut et de maximiser l'influence de I’ensemble des autres défauts. Afin de
simplifier les notations dans la suite, on pose :

B="P" (3.6)

Le vecteur des résidus primaires t(k) peut étre partitionné en deux parties de la fagon
suivante :

t(k) = Bzy(k) = [ Bz Bj | { ziggg } (3.7)
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3.3. Approche par structuration des résidus

avec
Br,=BEj, (3.8)
Br=BE; (3.9)
z,|r(k) = Exz,(k) (3.10)
zs|p(k) = ELz,(k) (3.11)

ou la matrice E indique les variables insensibles aux défauts. Cette matrice est ortho-
normale de dimension (ds X 1), avec r le nombre de variables insensibles aux défauts. Elle
est constituée de 0 et de 1, ou 1 indique les variables insensibles aux résidus. La matrice
2 est construite comme la matrice Eg pour les variables restantes. Le vecteur zg|r(k)
contient les variables insensibles aux défauts (associées aux indices contenus dans R) et le
vecteur zs| (k) contient les variables restantes (associées aux indices contenus dans R).
Par exemple, si on considere 5 variables, et que I'on souhaite construire un résidu insen-
sible aux variables 2 et 4 alors R = {2,4}, R = {1,3,5} et les matrices 2 et Ep sont
alors :

- 1T

— [o 1000

=n=| 01 0] (3.12)
100 0 017"

2= 01 0 0 (3.13)
0 0 0 1

3.3.1 La structuration des résidus

La structuration des résidus pour I’ACP est semblable a celle utilisée pour la localisation
de défauts avec I'espace de parité (Gertler et al., 1998) lorsqu’on utilise le modele d'un
systeme sous forme d’équations reliant ses sorties a ses entrées.

La premiere étape pour la structuration de résidus est la définition d’'une matrice des
signatures théoriques. Cette matrice des signatures théoriques traduit la sensibilité des
résidus par rapport aux différents défauts possibles. Ensuite, en comparant signatures
théorique et signatures expérimentale a chaque instant, il est alors possible de localiser un
défaut. Un exemple de matrice des signatures théoriques est explicité dans le tableau 3.3
en considérant 4 variables. La construction d’une matrice des signatures théoriques selon
des criteres d’isolabilité des défauts est explicités dans la section 3.1.

De facon générale, on cherche a transformer le résidu primaire t(k) (1.78) de la facon
suivante :

rp(k) = wit(k)
= WiBrz|r(k) + Wi B gzl p(k) (3.14)

avec wg la vecteur de transformation, rg(k) le vecteur des résidus structurés et R contient
les indices des variables insensibles aux défauts (déterminé a partir de la table de signatures
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Défauts
01 02 O3 04
g 0 1 1 0
rio 0 0 1 1
Is3 1 0 0 1
rsa 1 1 0 0

TAB. 3.3 — Table de signatures théoriques des différents défauts

théoriques).
Le vecteur wg est alors déterminée de maniere a respecter la condition suivante :

wiBr =0 (3.15)

Condition d’existence de la transformation

Le vecteur des résidus primaires possede d; — ¢ termes, d, et ¢ étant respectivement le
nombre de variables du systeme et le nombre de composantes principales retenu, donc
le nombre de zéros dans chaque ligne de table de signatures théoriques est au maximum
de ds — ¢ — 1. La matrice By (3.8) doit alors vérifier la condition suivante :

rang(Bgr) <d; — ¢ —1 (3.16)

De plus, afin de ne pas avoir de zéro non voulu dans 1'une des lignes du résultat de la
structuration, les colonnes de la matrice Bg ne doivent pas étre colinéaires aux colonnes
de la matrice Bg, la condition a respecter étant alors la suivante :

rang([Br bj]) =rang(Br)+1  je€R (3.17)

o b; est la j©° colonne de la matrice Bj.

Par exemple si on considere la matrice des signatures théoriques du tableau 3.3, quatre
variables et quatre résidus sont considérés, le premier résidu est insensible a la premiere
et a la derniere variable, le second est insensible a la premiere et a la seconde variable, et
ainsi de suite. Les résidus structurés r(k) sont construit comme suit :

1%{1,4}52 W§1,4}
Tr %% ~
k) = | b2 = | B2 gk 3.18
R e ] B o 1
g4 (k) W{T374}
r(k) = Wt(k) (3.19)

ol par exemple W{Tl’ 4 est déterminé a partir de I’équation (3.15) pour R = {1,4}.

Cependant cette fagon de procéder génere des résidus insensibles a un ou plusieurs défauts
mais ne prend pas en compte la recherche de la sensibilité maximale vis-a-vis des autres
défauts. Généralement, la détermination du vecteur wg n’est pas unique et le choix qui est
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fait donne une solution sous optimale qui ne maximise pas nécessairement le potentiel de
localisation de défauts. Une seconde approche de structuration des résidus en maximisant
les sensibilités aux défauts, nommée en anglais 7Structured Residual Approach with Maxi-
mized Sensitivity” (SRAMS), permet de rendre a la fois les résidus insensibles & certains
défauts et de maximiser la sensibilité vis-a-vis d’autres défauts est alors présentée.

3.3.2 Approche de structuration des résidus en maximisant les
sensibilités aux défauts

La méthode SRAMS (Qin et Li, 2001) cherche un vecteur wg capable de construire un
résidu rr(k) insensible aux défauts sur zs|g(k) (3.10) et plus sensible aux défauts sur
zs|p(k) (3.11). Ce résidu est défini par I’équation suivante :

rr(k) = wit(k)
= wiBrz|r(k) + WrB gz (k) (3.20)

ou le vecteur wg est déterminé de la maniere suivante :

Wp = argmax ||W£BRH2 (3.21)
WR
sous les contraintes suivantes :
[wr| =1 (3.22)
W%BR =0

Afin de déterminer une solution unique et de respecter la contrainte (3.23), wg est placé
dans le complément orthogonal a By de la fagon suivante :

Wpgr = (IdS,g - BR(BEBR)71B£>XR (324)
ou le vecteur xp est défini, a partir des équations (3.21) et (3.24), de la maniere suivante :

X = arg max .J (3.25)

XR

ou J est la fonction objectif suivante :
_ 2
J = ||xz(Is,—c — Br(BEBgr) 'B)Bg|| (3.26)
sous la contrainte suivante :
I(T-Br(BEBr) ' Bg)xz||* =1 (3.27)

Afin d’alléger les notations, on note :

By = (I- Br(B;rBr) 'B:)Br (3.28)
= (I-Bg(BiBg) 'Bp)[Br B (3.29)
— (I- Br(BLBz) 'BL)B (3.30)
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En introduisant 'opérateur de Lagrange A, la fonction objectif (3.26) devient :

J = [|xEBo|* + A (1 — [I(T ~ Br(BEBR) 'BR)xall®) (3.31)
=x;BoBj xp + A (1 — x;(I— Br(BrBr) 'Bi)xg) (3.32)

Remarque : La matrice (I — Br(BEBr) 'B}) est idempotente.

En dérivant J par rapport au terme xg, on obtient alors :
By Bj xz = AM(I — Br(B:Bgr) 'BL)xz (3.33)

En remarquant, a partir de I’équation (3.28), que :

B; = By (I - BR(B;Br) 'Bg) (3.34)
On obtient alors :
ByB; (I - Br(BBr) 'Bp)xz = A(I - Br(ByBr) ™ 'Bg)xr (3.35)
ou
BoB,wr = A\wp (3.36)

Ainsi le vecteur wy correspond au vecteur propre de la matrice BoB{ associé & la plus
grande valeur propre de cette matrice.

Remarque : Dans la littérature, une décomposition en valeurs singulieres est utilisée
afin d’éviter le probleme d’existence de la matrice (BEBg)™!. Cependant, 1'utilisation
d’une décomposition en valeurs singulieres peut masquer les conditions d’existence d'une
solution. La matrice (BEBpg) est de plein rang que si les conditions (3.16) et (3.17) sont
respectées.

Afin de détecter un défaut, a partir de la définition (3.14), Qin et Li (2001) montrent la
propriété suivante :

ry,(k) ~ N (0, wr R, wp) (3.37)
dont on déduit :
2
rR(k> 2
I A SV 3.38
W% Rt Wr Xa,l ( )

avec Ry = + SV E(k)E(k)T la matrice de variance-covariance du vecteur des résidus t(k)
(1.78) sans défaut.

Ainsi le seuil de détection nEFAMS pour r% (k) est le suivant :
M = Wi Ry Wax? (3.39)
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Dans la suite afin de différencier facilement les résidus construits, on notera le résidu r%
de la fagon suivante :

sramsg (k) = ri(k) (3.40)

La méthode SRAMS maximise en moyenne les projections des observations dans 1'espace
résiduel (3.21). Une variante de cette méthode est la méthode OSR (Optimal Structured
Residual) qui maximise indépendamment chaque projection.

3.3.3 Résidu structuré de maniére optimale (OSR)

La méthode OSR (Lin et Qin, 2005) détermine un résidu rg(k) (3.14) insensible aux
défauts sur zs| (k) et le plus sensible possible aux défauts sur z,|z(k). Au lieu de chercher
un vecteur wgr qui maximise la moyenne des projections, la méthode OSR cherche a
optimiser chaque vecteur Wg% associé a chaque variable dont l'indice j est contenu dans
R. Le vecteur W{% doit donc étre choisi de la maniére suivante :

wh, = arg max J (3.41)

J
Wr

ou J est la fonction objectif suivante :

J=wib;, jER (3.42)

sous les contraintes suivantes :
[wh|| =1 (3.43)
wi Br =0 (3.44)

avec bj, la j®™° colonne de la matrice Bj. Afin de déterminer une solution unique, W‘;%
est choisi de la facon suivante (comme dans le cas de la méthode SRAMS) :

wh = (I, — Br(BEBr) 'BR)x% (3.45)
La fonction objectif (3.42) devient alors :

T - 1 ~ .
J=x} (I,_¢—Bgr(BEBg) 'Bp)b; + 5/\(1 — [|(Tg,—e — BR(BEBRr)'Bp)x%|*) (3.46)

avec A l'opérateur de Lagrange. En dérivant la fonction objectif par rapport au terme Xg%
et a partir de I’équation (3.45), on obtient :

(Is,—¢ — Br(BEBR) 'BR)b; = A(14,_ — Br(BEBg) 'BJ)x} (3.47)
= (3.48)
(3.49)

2
Comme ||w§%|| =1, ona:

A= Iy, — Ba(BEBR) 'BL)b, || (3.50)
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On obtient alors :

i (Ig,—¢ — Br(B3Bg) 'Bj)b;

Wy = 3.51
% l(Ta,—e — Br(BEBR)"'BR)b|| (3:5)

Les résidus sont définis de la facon suivante :
vl (k) = wl. Bz, (k) (3.52)

A partir de I"équation (3.52), on obtient un vecteur de résidus. Le résidu est alors choisi
comme la plus grande valeur absolue :

rp(k) = max|ri(k)] jER (3.53)

Afin de déterminer le seuil de détection des défauts, de la méme fagon que pour la méthode
SRAMS, Lin et Qin (2005) montrent la propriété suivante :

2
— & Xau (3.54)

avec Ry = & LS t(k)E(k)T la matrice de variance-covariance du vecteur des résidus t(k)
(1.78) sans défaut.

Ainsi le seuil de détection n95% pour r%(k) est le suivant :

95" = wi, Ry w2, (3.55)

Dans la suite afin de différencier facilement les résidus construits, on le notera de la fagcon
suivante :

ostp(k) = (k) (3.56)

Un exemple de synthese est ensuite présenté pour illustrer les possibilités des deux der-
nieres méthodes en terme de localisation de défauts, ainsi que leurs robustesses vis-a-vis
du nombre de composantes principales /.

3.3.4 Exemple

La matrice des données Z, est constituée de N = 110 observations d’un vecteur z; a 5
composantes générées de la fagon suivante pour kK = 1...N :

z.)1(k) = v(k)? +sin(0.1k), wv(k)~ N(0,1) (3.57)
zs|2(k) = 2sin(k/6) cos(k/4) exp(—k/N)

2|3 (k) = 2s|1(k) + 2s[2(F)

zs|a(k) = 251 (K) — 2s[2(F)

zsls(F) = 225|1 (k) + 2s[2(k)
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Aux données ainsi générées ont été superposées des réalisations de variables aléatoires a
distribution normale centrée et d’écart-type 0.02 de fagon a simuler la présence de bruits
de mesure. Les données sont tout d’abord centrées, le modele ACP est alors construit. A
partir des équations du systeme (3.57), on remarque que les variables z|3, zs|4 et z4|5 sont
des combinaisons linéaires des variables z,|; et zs|2. Le nombre de composantes principales
est donc ici £ = 2.

Des défauts sont ajoutés aux données de la matrice Z, des instants 10 a 20 (intervalle
I,) pour la variable z4|;, des instants 50 a 60 (intervalle I5) pour la variable z|4. Ils sont
représentés par des biais d’amplitudes égales a 5% de 'amplitude des variables en défaut.

Défauts
01 0y O3 04 05
ml0 1 1 1 1
|1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
re| 1 1 1 0 1
sl 1 1 1 1 0

TAB. 3.4 — Table des signatures théoriques des défauts

En ce qui concerne la mise en ceuvre de la procédure de localisation, la table théorique
des signatures des défauts (tableau 3.4) est construite. Pour une question de simplicité,
on considere seulement des défauts simples. Les notations 97, do, d3, 04 et d5 représentent
respectivement un défaut perturbant les variables zg|1, zs|2, 2s|s, Zs|4 €t zs)5.

Afin de comparer les performances des différentes méthodes, les résidus sont calculés puis
divisés par leur seuil de détection respectif, ainsi un défaut est détecté si la valeur d’'un
résidu dépasse la valeur 1. La figure 3.3 montre les valeurs des indicateurs de localisation
associées respectivement aux méthodes SRAMS et OSR appliquées avec ¢ = 2 compo-
santes principales. Le premier graphique est relatif aux résidus insensibles a un défaut
perturbant la premiere variable zg|; (srams; et osry).

Intervalle Intervalle

Il ]2 Il ]2
srams; | 0 1 osr; | O 1
sramss | 1 1 osrg | 1 1
sramss | 0 1 osrs | 1 1
srams, | 1 0 osry | 1 0
sramss | 0 1 osrs | 1 1

(a) avec SRAMS (b) avec OSR

TaAB. 3.5 — Table des signatures expérimentales

Le tableau 3.5 représente la table des signatures expérimentales uniquement évaluées sur
les intervalles I; et Is. En comparant au moyen d’un calcul de distance les signatures
obtenues avec celles du tableau 3.4, il est alors possible de localiser les défauts. On en
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conclut que le défaut sur l'intervalle I; est localisable seulement avec la méthode OSR
(distance nulle avec la signature théorique ¢;), alors que le défaut sur U'intervalle I, est
localisable par les deux méthodes (distance nulle avec la signature théorique d4). Le tableau
3.6 présente pour les deux méthodes la moyenne de la quantité de fausses alarmes pour
chaque résidu généré obtenue pour 100 simulations. On remarque alors que la quantité
de fausses alarmes est plus élevée avec la méthode OSR qu’avec la méthode SRAMS.
Cela peut-étre di au vecteur de pondération (3.51) en raison de sa forme % qui permet
d’augmenter la sensibilité aux défauts mais qui peut également amplifier le bruit.

Quantité de fausses alarmes
SRAMS OSR

1 0.7 1.5

T2 0.8 2.2

T3 0.8 2.2

T4 0.8 1.9

s 0.8 2.1

TAB. 3.6 — Nombre de fausses alarmes sur le jeu de données

T T T T T T T T T
— SFAMS

6 B | e OST !
T T T T T T T
— Sramsz
e OS H
6 | | | I 2
T T T T T T T T T
— Sram33
1= | < - —r A A ;[
T T T T T T T T
— Srams4
. OST H
6 | | - — AA At ot S e e P ] 4
T T T T | T T T
— Sramss
- s OSI, |
6 | I 5

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps

Fic. 3.3 — Comparaison entre les méthodes OSR et SRAMS pour ¢ = 2

Observons maintenant la robustesse des différentes méthodes aux erreurs de modélisation
(erreur de structure). Pour un nombre de composantes principales choisi volontairement
incorrect, les figures 3.4 et 3.5 montrent les valeurs des différents résidus. Si le nombre de
composantes principales est plus petit (¢ = 1), il n’est alors pas possible de localiser les
défauts ; le systeme étant mal modélisé, le calcul des résidus fournit un résultat corrompu
par cette erreur de modélisation. Si le nombre de composantes principales sélectionné est
plus grand (¢ = 3), 'ensemble des courbes sont confondues sur la figure 3.5. Il est tou-
jours possible de localiser le défaut sur I'intervalle I;, alors que la localisation du défaut
sur I'intervalle I, est impossible. En effet, plus la taille de I'espace résiduel est faible, plus
le défaut peut étre mal projeté dans cet espace, sachant qu'un défaut non projeté dans
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I’espace résiduel ne sera pas détecté.

— srams,
[ S — N o — osr, -
T T T I
— srams,
6;~_AA -~ - —— OST, ]
T T T I
— srams,
S S . — os, -
T T T I
— srams,
Do AN — OSr .
6 1 —— — T — 4
T T T I
— srams;
OE I T ; — ‘ ‘ — osr, i
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps
FiG. 3.4 — Comparaison entre les méthodes OSR et SRAMS pour ¢ =1
T T T T AN A A T T T
— srams,
6 5 | | —— OSfy H
T T T T T T T T T
, ‘ — srams,
3 ‘ ‘ P — I — osr, [
T T T T \ T T T
l LA_/\ ’ — srams,
6: L L f - | | — 05, [
T T T T T T T T T
’ \ — srams,
6 | | —— et " o B N e o S osr, N
T T T T T T T T
' | ’ — srams;
67 | | | B e e OSI'5 B
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps

Fi1G. 3.5 — Comparaison entre les méthodes OSR et SRAMS pour ¢ = 3

Compte tenu de l'exemple qui vien
nous avons réalisé, la méthode OSR
méthode SRAMS lorsque la structu

t d’étre présenté et suite aux nombreux essais que
permet d’obtenir de meilleures performances que la
re du modele ACP est correcte, mais s’accompagne

d’une augmentation du taux de fausses alarmes. Afin de diminuer le taux de fausses
alarmes, le seuil de détection des défauts doit étre augmenté se qui signifie une perte de
sensibilité pour la détection des défauts. Si la structure du modele ACP est incorrecte,
les différentes méthodes ne permettent pas de localiser de facon systématique les défauts

des variables. Nous nous intéressons
reconstruction.

maintenant aux méthodes basées sur le principe de

I6)



Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

3.4 Principe de reconstruction

Le principe de reconstruction cherche a annuler I'influence d’un défaut sur une observation.

Le vecteur de reconstruction ZgR)(k) du vecteur z4(k) est défini par la relation suivante :

2z (k) = z4(k) — Erfr (3.58)

avec fr l'amplitude (inconnue) du défaut, Ep la matrice qui indique les directions de
reconstruction avec R 1’ensemble regroupant les indices des variables a reconstruire. La
matrice Ep est orthonormale de dimension (d; X r), avec r le nombre de variables recons-
truites. Elle est constituée des valeurs 0 et 1, ou 1 indique les variables reconstruites. Par
exemple, pour reconstruire le jeu de variables R = {2, 4} parmi 5 variables, la matrice Eg
est définie par :

0100 0]

1000 1 0 (3.59)

Er
La reconstruction dépend de l'indicateur de détection utilisé, on présente ici une forme
générale afin de permettre la localisation de I’ensemble des défauts. On considere le résidu
g défini par ’équation :

vr(k) =28 (k)T X 27 (k) (3.60)

ol la matrice Y est une matrice symétrique qui dépend de l'indicateur de détection utilisé :
— Pour l'indicateur SPE (section 1.5.1), ¥ =1, — C = PPT

— Pour l'indicateur SWE (section 1.5.2), ¥ = P A1 PT

— Pour lindicateur T? (section 1.5.2), ¥ = P A-1PT

— Pour l'indicateur ¢ (section 1.5.4), T = PATE T 1361?

— Pour l'indicateur D (section 1.5.3), ¥ = P A1 PT

Pour calculer le vecteur de reconstruction ZgR)(k;) (3.58) du vecteur z4(k), il faut détermi-

ner 'amplitude du défaut fr. L’estimation de 'amplitude du défaut fr est alors obtenue
en résolvant le probleme d’optimisation suivant :

~

fr = argmin {yx(k)} (3.61)
= arg H}in {zgR)T(k) T zgR)(k)} (3.62)

ot 'on rappelle que zgR)(k) est défini en (3.58).

En reportant (3.58) dans (3.62), le vecteur de reconstruction zgR)(k) du vecteur z,(k) est
alors donné par ’expression suivante :

2B (k) = Gg z,(k) (3.63)
Cette forme met en avant la condition de reconstruction suivante :
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3.4. Principe de reconstruction

Condition de reconstruction :
Afin d’assurer la reconstruction d’une observation, il faut que la matrice EL Y Eg soit
de plein rang.

Propriété 3.1. La matrice Gg (3.64) posséde la propriété suivante :
GrEr=0 (3.65)

En partitionnant le vecteur de reconstruction zgR)(k) du vecteur z4(k) en fonction des

sensibilités des composants de z,, on obtient :

2(k) = Grz,(k) (3.66)
= GrER Epzs(k) + GrER ELz,(k) (3.67)

A partir de (3.67) et avec la propriété 3.1, on obtient alors :

[1]

2™ (k) = GRrEp

s

hz.(k) (3.68)
Cela signifie que le vecteur reconstruit z{" est insensible aux composants zg appartenant
a ’ensemble R.

Observons maintenant effet d'un défaut sur le résidu v (k) (3.60). Si on considére un
vecteur de mesure z,(k) composé de sa valeur z(k) en absence de défaut et d’un défaut
d’amplitude d inconnue, de direction Z inconnue, ou F' est le sous-ensemble contenant

les indices des directions du défaut :
z,(k) = 2°(k) + Epd (3.69)

A partir de la définition (3.60), le résidu en fonction des variables reconstruites 2\ est le

suivant :

vr(k) = 20" L2 (3.70)
= (2%(k) + Bpd)" GEY Gg (2°(k) + Epd) (3.71)
=22(k) GEY Grzl(k) + 2°(k) GE Y GRrErd + dELGLY G 20 (k)

+dEFGR Y GRrERd (3.72)

— si la direction de reconstruction Eg est celle du défaut, c’est-a-dire si R = F, alors
I'influence du défaut est compléetement annulée. En effet a partir des équations (3.65)
et (3.72), on obtient :

2(k)  GTY GrEpd =0 (3.73)
dE2LGLY Grz)(k) =0 (3.74)
d2LGL Y GRrERd =0 (3.75)
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

— si la direction de reconstruction Ex est différente de celle du défaut Er, alors le résidu
g est vraisemblablement supérieur au seuil de détection de défaut. Le seuil de détec-
tion de défaut est défini en fonction de I'indicateur de détection utilisé dans les sections
suivantes 3.4.1 a 3.4.3.

Ainsi, 'ensemble de variables en défaut R sont déterminés comme suit :

~

R = arg(vyx(k) < seuily) (3.76)
RES
avec & l'ensemble des combinaisons des directions de reconstructions possibles et seuily
le seuil de détection de 'indicateur utilisé défini dans les sections 3.4.1 a 3.4.3 en fonction
de l'indicateur utilisé.

Suivant que 'on souhaite localiser des défauts sur des variables dépendantes ou indépen-
dantes, on utilise soit I’espace résiduel (indicateur SPE ou SWE), soit I’espace principal
(indicateur T?). Pour éviter un choix, 'ensemble de I’espace peut aussi étre utilisé (indi-
cateur D ou ). Dans un premier temps, on s’intéresse a la localisation d’un défaut dans
I’espace résiduel.

3.4.1 Projection des observations dans ’espace résiduel

En travaillant dans ’espace résiduel, on peut utiliser le principe de reconstruction avec
les indices SPE (section 1.5.1) et SWE (section 1.5.2).

3.4.1.1 Structuration des résidus par le principe de reconstruction de I’indice
SPE

On cherche a reconstruire r variables parmi d, a partir des d; —r variables restantes et du
modele ACP (Dunia et Qin, 1998a). Puis, on montre 1'utilisation de cette reconstruction
pour la localisation de défauts affectant certaines des variables.

A partir de I'équation (3.63) avec Y =1, — C = PP, I'expression de la reconstruction
dans le cas du SPE est la suivante :

2 (k) = (1o, ~ Er(ERER)"ER) 2(k) (3.77)
avec
Er (Is, — C) Eg
PPT =; (3.78)

A~

Remarque : La matrice (I;, — C) est idempotente.

Les résidus, définis par ZgR), sont obtenus en projetant les variables reconstruites z dans

I’espace résiduel :
7Bk = (15, - C)zP(k) (3.79)

= Pgrz(k) (3.80)
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3.4. Principe de reconstruction

avec

A

Pr = (14, — C) — Er(ERER) 'ER) (3.81)

Un vecteur de mesure z4(k) est composé de sa valeur z2(k) en absence de défauts qui

est perturbée par un bruit blanc v(k) identiquement distribué de moyenne nulle et d’un
défaut d’amplitude d et de direction Er, ou F' est le sous-ensemble contenant les indices
des directions des défauts :

2,(k) = 2°(k) + v(k) + Epd (3.82)

le résidu est, compte tenu de cette définition (3.80) devient :

#(k) = P zy(k) (3.83)

Comme Prz2(k) = 0, Uespérance du résidu se réduit a :
E(zP) = PR Epd (3.85)

Propriété 3.2. Si By est de plein rang colonne, il n’y a pas de perte de sensibilité a
certaine partie du défaut.

Démonstration. Si g vecteurs des matrices Er et Ep sont orthogonaux alors :

[1:

tEp=| 0 x (3.86)

(rxg) (rxr—g)

avec X une matrice sans valeur nulle.
A partir de (3.85) :

E@) = (s, — C) — Er(ELER) 'ER)Erd (3.87)

S S

B (EF B { (dsoxg) (ds;i—g) D d (3.88)

Pour annuler seulement une partie du défaut, les g premieres colonnes =, doivent étre
nulles. Mais dans ce cas, la matrice Er n’est plus de plein rang et les défauts ne sont plus
détectables. O]

Pour détecter et localiser les défauts l'indicateur speg est utilisé :
speg(k) = 2" (k) P PT 28 (k) (3.89)

Le seuil de détection dépend des variables reconstruites. En effet, en reconstruisant par
exemple une variable, on ne prend plus en compte la variance de cette variable, donc le
seuil de détection pour la variable reconstruite diminue, il faut alors le recalculer. Afin
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

de le déterminer, la matrice de variance-covariance des reconstructions Xy est calculée
(Lieftucht et al., 2006a) :

Zr = e AP B (b (390

k=1

En posant OER) = Z;lszg +1(/\§-R))i avec (A§R))i est la ji™® valeur propre & la puissance i de

la matrice X, le seuil de détection théorique est alors :
O = g Xia (3.91)

oug= 9§R> / 9@ et h = entier((@%R))z / 9§R)), avec entier (o) représente la valeur entiere de
0.

Le systeme est alors considéré en fonctionnement anormal si :

speg(k) > 600 (3.92)

3.4.1.2 Structuration des résidus par le principe de reconstruction de ’indice
SWE

A partir de I’équation (3.63), I'expression de la reconstruction dans le cas du SWE est la
suivante :

2 (k) = (1 —Ep(ETPAPTE,)'ELP A 15T) 2,(k) (3.93)
Pour détecter et localiser les défauts, I'indicateur sweg est utilisé :
swep(k) = 28" (k) P A PT 2B (k) (3.94)

Le seuil de détection théorique peut alors étre déterminé de la méme maniere que pour
I'indicateur SWE (section 1.5.2). Dans le cas ot le nombre d’observations /N est important,
le systeme est considéré en fonctionnement anormal si :

swer(k) > Xfls_g_m (3.95)

Si le nombre d’observations N est faible, pour un seuil de confiance o donné, le systeme
est considéré en fonctionnement anormal si :

(dy —€—17)(N?=1)

k
swer(k) > N(N —d,+(+7)

Fa,—o—r N—ditt4ra (3.96)

ou Fy,_¢—r N—d,+e+ra €st la distribution de Fisher avec ds — ¢ —r et N —ds + ¢+ r degrés
de liberté.

Sur un exemple, la localisation de défauts en utilisant les reconstructions avec l'indica-
teur SPE et avec l'indicateur SWE ainsi que leurs robustesses vis-a-vis du nombre de
composantes principales ¢, sont comparées.
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3.4. Principe de reconstruction

3.4.1.3 Exemple

Le jeu de données de I'exemple de la section (3.3.4) est a nouveau utilisé.

Afin de comparer les performances des différentes méthodes, les résidus sont divisés par
leurs seuils de détection respectifs, ainsi un défaut est détecté si la valeur d’un résidu
dépasse la valeur 1. La figure 3.6 montre les valeurs des indicateur de localisation pour
les reconstructions avec l'indicateur SPE et avec l'indicateur SWE en choisissant ¢ = 2
composantes principales. Sur 'intervalle I; seuls les résidus spe; et swe; ne dépassent pas
le seuil de détection, cela signifie que la variable zg|; est en défaut. A partir de la méme
réflexion sur I'intervalle I5, on détermine que la variable z |4 est en défaut. On remarque
alors, pour les deux résidus, des capacités de localisation identiques.

| T T T \

— spe,

6M p— = e J }\'A—"MA—’MW‘-M_ - swe1
T T T T I T T T I

‘ / VV\ — spe,

| | | - SWe2

— spe,

— . swe,
| | 3

— spe,
—~. swe

— speg

- SWe,
| | 5

0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps

HHHL

Fi1G. 3.6 — Comparaison entre les reconstructions avec les indicateurs SPE et SWE pour
(=2

Le tableau 3.7 présente pour les deux méthodes la moyenne de la quantité de fausses
alarmes pour chaque résidu généré effectuée sur 100 simulations. On remarque alors que
la quantité de fausses alarmes est légerement inférieur avec la méthode de reconstruction
avec le SWE par rapport a celle obtenue avec la méthode de reconstruction avec le SPE.

Quantité de fausses alarmes
SPE SWE
T1 0.7 0.5
9 0.9 0.6
r3 0.7 0.6
T4 0.7 0.5
rs 0.6 0.5

TaAB. 3.7 — Quantité de fausses alarmes sur le jeu de données

Observons maintenant la robustesse des différentes méthodes aux erreurs de modélisation
(erreur de structure). Les figures 3.7 et 3.8 montrent les valeurs des différents résidus,
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

dans le cas ou le nombre de composantes principales choisi est incorrect. Si le nombre
de composantes principales est plus petit (¢ = 1), il est alors possible de localiser les
défauts seulement en utilisant la reconstruction avec l'indicateur SWE. Si le nombre de
composantes principales sélectionné est plus grand (¢ = 3), il est toujours possible de
localiser le défaut sur 'intervalle I;. Par contre il n’est plus possible de localiser le défaut
sur l'intervalle I, cela est du a I’'augmentation du nombre de composantes principales et
donc a une diminution de la dimension de 'espace résiduel, qui conduit a une mauvaise
projection du défaut dans I'espace résiduel.

T T T 77 I
[ ! — spe,
1
6% = ‘,\'—-———-"—M RSP ' R o - swe1
T T T T T N T
1 1 1\, . — spe
- . ! _ swe2 H
6——%\_*_/\_*—4—;./‘]\_"7 — L - - 2
T T T T 14 I
! ! I ! — spe,
Py —— LIRS _,' ! i ‘ - ~ . swe,
T T T T T T
! ' — spe,
- . ' swe, H
6—M\_¢MW | —— - . . - 4
T T T T 4 I
I ! B ! — speg
B B L SRR SRR o SN , — |- swe,
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps

Fi1c. 3.7 — Comparaison entre la reconstruction avec les indicateurs SPE et SWE pour
(=1

T T T T LA T T T T I oo
- 1

T T T T I \ 4 T T T I

, — spe,
0k | | ‘ { - swe,

\,L\/J T T T T T T T — Spes
8k ‘ ‘ I ] N\ N SN| = SWEG [

T T T T T T T T

‘ — spe,

0E I | : e AA e s ]~ swe,

— spey
67 | I - Swe_ [

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Temps

Fic. 3.8 — Comparaison entre la reconstruction avec les indicateurs SPE et SWE pour

(=3

Les résidus générés avec les reconstructions avec les indicateurs SPE et SWE possedent des
capacités de localisation proches. De plus, le principe de reconstruction avec I'indicateur
SWE est plus robuste au choix du nombre de composantes principales, que la reconstruc-
tion en utilisant I'indicateur SPE si le nombre de composantes principales sélectionné est
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3.4. Principe de reconstruction

inférieur au nombre correct.

Nous allons maintenant comparer les méthodes utilisant le principe de reconstruction avec
les méthodes de structuration de résidus présentées dans la partie 3.3.

3.4.1.4 Comparaison des performances de localisation entre la reconstruction
avec l’'indicateur SPE et la méthode OSR

Afin de comparer les performances de localisation entre la reconstruction avec I'indicateur
SPE et la méthode OSR, les résidus avant 1'utilisation des indicateurs de détection sont
comparés. Le résidu (3.52) obtenu avec la méthode OSR peut étre écrit de la maniere
suivante :

rr(k) = Q'BY(I;, — Br(BLBx) 'BL)Bz, (k) (3.97)

ou Q est une matrice diagonale définit de la maniere suivante :

0 0
Q= | 0 [|(Is, —Br(BEBz)'Bi)by|| 0 (3.98)
0 0 -

avec j € R. A partir des équations (3.6) et (3.8), le résidu (3.97) devient :
- - -~ -1\ =~
rp(k) = QP (Ids —PTE, (EgPPTER) E,EP) P 2,(k) (3.99)
~ ~ ~ -1 ~
—Q! (Ids . c) (Ids _Eg (E;PPTER> =T (Ids - c)) z,(k)  (3.100)

A partir de 'équation (3.78), on obtient alors :

A

ra(k) = Q! (Ids - C> (Ids — Eg(EL ER)‘lEE) 2,(k) (3.101)

= Q 'z®(k) (3.102)

ol igR)(k‘) est le vecteur résidu obtenu en utilisant le principe de reconstruction avec l'in-
dicateur SPE (3.79).

En comparant le résidu obtenu par reconstruction avec 'indicateur SPE (1.79) et le résidu
généré avec la méthode OSR (3.52), on se rend compte qu’a un terme de normalisation
pres, le résidu obtenu avec la reconstruction de 'indicateur SPE est tres proche de ce-
lui obtenu avec la méthode OSR. Cependant en présence de variables indépendantes ou
possédant des directions de projection colinéaires dans R, ce terme de normalisation peut
entrainer des problemes de localisation, car on se retrouve dans un cas ou le dénominateur
est proche de zéro pour la méthode OSR. De plus ce terme normalisation en amplifiant le
défaut, amplifie également le bruit associé a ce défaut. L’amplification du bruit entraine
une augmentation du seuil de détection et donc ne permet pas forcement une amélioration
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

des possibilités de détection.

Le principe de reconstruction peut étre aussi utilisé pour localiser des défauts possédant
principalement une projection dans l’espace principal, comme par exemple un défaut sur
une variable indépendante.

3.4.2 Projection des observations dans 1’espace principal

Pour localiser un défaut dans I'espace principal, la structuration des résidus par le prin-
cipe de reconstruction de l'indicateur T? peut étre utilisé.

A partir des équations (3.63) et (3.64), I'expression de la reconstruction 2\ (k) du vecteur

z, dans le cas du T? est la suivante (Wang et al., 2004a; Jiang et al., 2004) :

2B (k) = (Ids _EpELPAPTE,)IELP A PT> 2,(k) (3.103)

S
Pour détecter et localiser les défauts, I'indicateur T% est utilisé :
T2 (k) = 20" (k)P A PT 20 (k) (3.104)
Le seuil de détection théorique peut alors étre déterminé de la méme maniere que pour

'indicateur T? (section 1.5.2). Dans le cas ol le nombre d’observations N est important,
le systeme est considéré en fonctionnement anormal si :

Th(k) > Xira (3.105)

Si le nombre d’observations N est faible, alors le systeme est considéré en fonctionnement
anormal, pour un seuil de confiance o donné, si :

(=2 -1)
N(N iy + T‘) l—r ,N—L0+r,«

Th(k) > (3.106)

ou Fy_y N_¢4rq est la distribution de Fisher avec £ —r et N — ¢ + r degrés de liberté.

Cette approche sera appliquée dans I'exemple de synthese de la section 3.6. On s’intéresse
maintenant a la localisation d’un défaut en utilisant I’ensemble de l'espace, c¢’est-a-dire
I’espace principal et ’espace résiduel.

3.4.3 Projection des observations dans ’ensemble de I’espace

Pour localiser un défaut en utilisant I’ensemble de ’espace, le principe de reconstruction
a partir de I'indice combiné ¢, et le principe de reconstruction en utilisant la distance de
Mahalanobis D peuvent étre utilisées.

84



3.4. Principe de reconstruction

3.4.3.1 Structuration des résidus par le principe de reconstruction de I’indice
combiné

A partir de I’équation (3.63), I'expression de la reconstruction zgR)(k) du vecteur zs dans

le cas de l'indice combiné est la suivante (Yue et Qin, 2001) :

2™ (k) = (15, — Er(ERPER)'EL®) z,(k) (3.107)

s

PA-1PT ppT
avec ® = PAT2P P(g

Pour détecter et localiser les défauts, I'indice combiné est utilisé :

pr(k) = 2" (k) ® 2{ (k) (3.108)

La fonction pg(k) peut étre approximée par la loi suivante :

Pr(k) ~ 9 Xha (3.109)
avec
trace(Xp®)?
= 7 A1
trace(Xg®P) (3.110)

et ol le nombre de degré de liberté de la distribution 2 est :

o [trace(E®)]?
h = entier ( tmce(Ei@)? ) (3.111)

avec X (3.90) la matrice de variance covariance des vecteurs reconstruits et entier(o)
représente la valeur entiere la plus proche de 0.Ainsi le systeme est considéré en fonction-
nement anormal si :

or(k) > 9 X0 (3.112)

3.4.3.2 Structuration des résidus par le principe de reconstruction de la dis-
tance de Mahalanobis

A partir de I’équation (3.63), I'expression de la reconstruction zgR)(k) du vecteur zs dans

le cas de distance de Mahalanobis est la suivante :

2™ (k) = (Is, - Er(ERPAT'PER) 'ELPA'P) z,(k) (3.113)

Pour détecter et localiser les défauts, la distance de Mahalanobis est utilisée :
Dr(k) = 2" ()P APz (k) (3.114)

En supposant que le nombre d’observations N est important, le seuil de détection de la
distance de Mahalanobis reconstruite Dg(k) peut alors étre approximé, pour un seuil de
confiance o donné, par une distribution du x? avec d, — r degrés de liberté :

DR:CV = X?lsfr,a (3115)
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Si le nombre d’observations /N est faible, alors le seuil de détection peut étre approximé,
pour un seuil de confiance o donné, par la relation suivante :

(dy —r)(N? =1)
Drao = Foy v N—ds4ra
BT NN —dy 4 7) 0ot

(3.116)

ou Fy,_ N—d,+ra €st la distribution de Fisher avec ds —r et N — d; + r degrés de liberté.
Ainsi le systeme est considéré en fonctionnement anormal si :

DR(]{?) > DR@ (3117)

Nous allons déterminer les possibilités des deux dernieres méthodes en terme de localisa-
tion de défauts, ainsi que leurs robustesses vis-a-vis du nombre de composantes principales
¢ au travers d’un exemple.

3.4.3.3 Exemple

La matrice de données Z, est constituée de N = 110 observations d’un vecteur z, a 7
composantes générées de la fagon suivante pour k = 1...N :

7|1 (k) = v(k)? +sin(0.1k), wv(k) ~ N(0,1) (3.118)
zs|2(k) = 2sin(k/6) cos(k/4) exp(—k/N)

zs|3(k) = zs]1(k) + 2, 2(k)

z5|4(k) = 2|1 (k) — 2s2(F)

zs|5(k) = 22s|1(k) 4 2s|2(F)

z|(k) ~ N(0,1)

zs|7(k) ~ N(O 1)

Aux données ainsi générées ont été superposées des réalisations de variables aléatoires a
distribution normale centrée et d’écart-type 0.02 pouvant représenter I'influence des bruits
de mesure. Les données sont tout d’abord centrées puis le modele ACP est construit. A
partir des équations du systeme (3.118), on remarque que les variables z|3, 2|4 et 25
sont des combinaisons linéaires des variables zg|; et zg|. De plus les variables zg|¢ et zg|7
sont indépendantes des autres variables. Le nombre de composantes principales est donc
(=4

Puis, afin d’observer 'effet de défauts sur la génération des résidus, des défauts sont ajou-
tés aux données de la matrice Z; des instants 10 a 20 (intervalle ;) pour la variable z|;,
des instants 50 a 60 (intervalle I) pour la variable z,|;. Le premier défaut est représenté
par un biais d’amplitude égale & 5% de I'amplitude de la variable zg|;. Le second défaut
est représenté par un biais d’amplitude égale a 150% de I'amplitude de la variable zg|;.
Le défaut simulé sur la variable z|; est plus important que sur les autres variables; car
cette variable est indépendante des autres. En effet, elle ne possede pas de projection dans
I’espace résiduel, il est donc nécessaire de détecter le défaut a partir de ’espace principal.
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3.4. Principe de reconstruction

Afin de comparer les performances des différentes méthodes de détection, les résidus sont
divisés par leur seuil de détection respectif. La figure 3.9 montre les valeurs des indicateurs
de localisation avec la reconstruction de 'indice combiné et de la distance de Mahalanobis
avec ¢ = 4 composantes principales. Sur l'intervalle [; seuls les résidus ¢; (3.108) et D,
(3.114) ne dépassent pas le seuil de détection, cela signifie que la variable z,|; est en
défaut. A partir de la méme réflexion sur U'intervalle I3, on détermine que la variable z4|;
est en défaut. Les deux méthodes montrent des performances de localisation proches.

F1G. 3.9 — Comparaison entre la méthode de reconstruction avec 'indice combiné et avec
de la distance de Mahalanobis pour ¢ = 4

Le tableau 3.8 présente pour les deux méthodes la moyenne de la quantité de fausses
alarmes pour chaque résidu généré obtenue pour 100 simulations. On remarque alors que
le nombre de fausses alarmes est largement inférieur dans le cas de la reconstruction en
utilisant la distance de Mahalanobis qu’en utilisant I'indice combiné.

Quantité de fausses alarmes

PR Dr
R=1 2.2 0.1
R=2 4.3 0.1
R=3 2.9 0.1
R=4 3.3 0.1
R=5 1.8 0.1
R=6 5.8 0.7
R=7 6.7 0.6

TaB. 3.8 — Nombre de fausses alarmes sur le jeu de données

Observons maintenant la robustesse des différentes méthodes aux erreurs de modélisa-
tion. Les figures 3.10 et 3.11 montrent les valeurs des différents résidus lorsque le nombre
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modeéle en terme de localisation

de composantes principales choisi est incorrect. Plus précisément, si le nombre de com-
posantes principales est plus petit (¢ = 3), il est alors possible de localiser les défauts
seulement en utilisant la reconstruction de la distance de Mahalanobis. Par contre, si le
nombre de composantes principales sélectionné est plus grand (¢ = 5), il est possible de
localiser les défauts avec les deux méthodes.
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FiG. 3.10 — Comparaison entre la méthode de reconstruction avec I'indice combiné et avec
la distance de Mahalanobis pour ¢ = 3

Fi1G. 3.11 — Comparaison entre la méthode de reconstruction avec I'indice combiné et avec
la distance de Mahalanobis pour ¢ = 5

Compte tenu de cet essai, mais aussi de I’ensemble des essais effectués, la reconstruction

(029]
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3.5. Stratégie de localisation des défauts

avec la distance de Mahalanobis permet d’avoir un indicateur plus robuste au nombre de
composantes principales que la reconstruction avec I'indice combiné.

Apres avoir présenté les différentes méthodes de localisation, la stratégie de localisation
est alors présentée.

3.5 Stratégie de localisation des défauts

Comme les variables en défaut sont a priori inconnues, ’ensemble des scénarii de défauts
possibles E doit étre exploré pour procéder a la détection et I'isolation des défauts. Une
analyse des propriétés du modele en terme de localisation permet de réduire le nombre
de scénarii a considérer et de déterminer les défauts localisables. Ainsi on obtient deux
conditions. La premiere est structurelle et liée a I’espace ot I’on cherche a localiser le défaut
(espace résiduel, espace principal, espace global) ; la seconde est utilisée afin de détecter
les colinéarités entre les projections des observations pouvant survenir. Pour détecter ces
colinéarités, différents indicateurs peuvent étre utilisés ; on présente ici un indicateur basé
sur le conditionnement Rcond (3.122) de la matrice de projection de la direction du défaut
dans Pespace résiduel Zp (3.78) et un indicateur basé sur une mesure de distance entre
deux sous-espaces.

3.5.1 Meéthodes utilisant la projection dans ’espace résiduel

Afin de limiter le nombre de situations de défauts a explorer pour assurer la localisation de
défauts multiples, on observe les conditions d’application des différentes méthodes. Pour
la méthode SRAMS (section 3.3.2) et OSR (section 3.3.3), la matrice BRB}, doit étre de
plein rang afin de pouvoir calculer son inverse. Pour la reconstruction avec le SPE (section
3.4.1.1), la matrice é%é r doit étre de plein rang et pour la reconstruction avec le SWE
(section 3.4.1.2), la matrice éIT% A~ Ej doit étre de plein rang.

A partir de ’égalité suivante :

BLBr = E5ER (3.119)

on conclut que les conditions d’existence des différentes méthodes sont identiques. En
effet le nombre r, 1ié au nombre de variables considéré en défaut, doit respecter I'inégalité
suivante :

r<d,—1 (3.120)

Pour assurer la localisation de I’ensemble des défauts, I’ensemble des directions Eg doit
étre exploré. Les solutions pour lesquelles les défauts associés aux directions Ex ne sont
pas détectables, sont inutiles. Le nombre de directions a explorer peut donc étre limité et
les défauts détectables peuvent étre a priori répertoriés. Le nombre maximum de directions
a considérer peut étre calculé a l'aide de la formule suivante grace a l'inégalité (3.120) :

ds—1¢
> ¢, (3.121)
r=1
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

ou Cj_ représente le nombre de combinaisons possibles de choisir r variables parmi d,.

Ce nombre peut étre également réduit en prenant en compte les colinéarités entre les
différentes projections des directions des défauts. Afin de détecter ces cas, un indicateur
Rcond du conditionnement de la matrice 2p (3.78) est utilisé. Cet indicateur est défini
comme le rapport entre la plus petite et la plus grande valeur singuliere de la matrice Er
(3.78) :

Rcond = i (0 <éR>> (3.122)

max (7 (Ex))

La démarche pour déterminer les directions utiles afin de détecter et localiser des défauts
peut étre résumée de la facon suivante :

—

1. r = 1 (mono-défaut) : Calculer I’ensemble des directions possibles Eg.
Si ELEgr est proche de zéro, cela signifie que le défaut n’est pas projeté
dans ’espace résiduel et donc non détectable. Pour détecter et localiser
ce défaut, sa projection dans 1’espace principal peut étre utilisée.

2. r =r+1 : Calculer pour I’ensemble des directions de pannes possibles Zp

les valeurs de l’indicateur de conditionnement Rcond (3.122).

— Si Rcond est proche de zéro, alors le résidu ne peut pas étre construit.
De plus I’ensemble des combinaisons de r — 1 variables parmi les va-
riables appartenant a ’ensemble R sont seulement détectables car les
signatures de leurs défauts sont identiques. Il est alors utile de re-
construire seulement une combinaison de r — 1 variables parmi ces r
variables. De plus I’ensemble des combinaisons de r» — 2 variables parmi
les r variables appartenant a ’ensemble R sont localisables.

— Si Rcond est éloigné de zéro, alors 1’ensemble des combinaisons de r
variables parmi les variables appartenant a ’ensemble R sont détec-
tables. De plus, I’ensemble des combinaisons de r — 1 variables parmi
les variables appartenant a I’ensemble R sont localisables.

3. Tant que r < d; — ¢ aller a I’étape 2

Cette analyse de la structure du modele permet de déterminer les défauts détectables et
localisables. Le nombre de directions de défaut utiles peut ainsi étre réduit. La partie 3.6
présente un exemple d’utilisation de cet algorithme.

Nous nous intéressons maintenant a la localisation d’un défaut en utilisant ’espace prin-
cipal.

3.5.2 Meéthodes utilisant la projection dans ’espace principal

De la méme maniere que pour I'espace résiduel, dans I’espace principal, la matrice
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3.5. Stratégie de localisation des défauts

o PA'PTE, (3.103) doit étre de plein rang. Le nombre 7 doit alors respecter I'inégalité
suivante :

r<¢ (3.123)

Le nombre maximum de reconstructions peut étre calculé a ’aide de la formule suivante :

¢
> ¢, (3.124)
r=1

avec Cj;_ représente le nombre de combinaisons possibles de choisir r variables parmi d.

Ce nombre peut étre réduit en prenant en compte les directions de projections colinéaires.
Nous allons donc analyser les angles entre les différentes projections des directions de
reconstruction. Le plus grand angle principal # entre deux sous-espaces de méme dimension
est lié a la notion de distance entres ces deux sous-espaces (Golub et Van Loan, 1996).
Cette distance est définie dans ’espace principal dist(R1, R2) de la fagon suivante :

dist(R1, R2) = ||2g, (B}, Er,) 'ER, — B (ER,Er) 'ER,ll> (3.125)

avec = r o= AV2PTEL R €S, R, € S contiennent les indices des variables recons-
truites et & est ’ensemble des combinaisons des directions de reconstructions possibles.
En analysant les distances entre les projections des directions de reconstruction dans
I'espace principal (3.125), on peut alors déterminer les défauts qui seront localisables.
Donc si dist(Ry, R2) est proche de 0 cela signifie que les directions de reconstruction R
et Ry sont colinéaires dans I'espace principal et un défaut dans les directions R; ou R»
ne sera donc pas localisable. La démarche pour déterminer I’ensemble des reconstructions
utiles a calculer peut étre résumée de la facon suivante :

1. r=1

2. Calculer pour ’ensemble des directions possibles (R; € S et R, € Q) ’'indi-
cateur dist(Ry, Ry) (3.125). Plus cet indicateur est petit, plus ’amplitude
du défaut doit étre importante pour assurer la localisation du défaut.
Et si cet indicateur est nul, alors seul ’ensemble des variables potentiel-
lement en défaut peut étre déterminé, c’est-a-dire les variables avec les
indices R;, Ry ou R; et R,. Il est donc suffisant de considérer une seule
direction, par exemple R;.

3. r=r+1

4. Tant que r < / aller a I’étape 2
L’analyse de la structure du modele permet de déterminer les défauts détectables et lo-
calisables et ainsi de diminuer le nombre de reconstructions utiles. La partie 3.6 présente
un exemple d’utilisation de cet algorithme.

On s’intéresse maintenant a la localisation d’un défaut en utilisant ’ensemble de I’espace.
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Chapitre 3. Analyse des propriétés du modele en terme de localisation

3.5.3 Meéthodes utilisant la projection dans I’ensemble de I’es-
pace
Pour localiser un défaut en utilisant ’espace global, il faut qu’il soit localisable soit en

utilisant ’espace résiduel et donc respecter 'inégalité (3.120), soit I’espace principal et
donc respecter 'inégalité (3.123). Le nombre 7 doit donc respecter 'inégalité suivante :

r < max(ds; — ¢, () (3.126)
Le nombre maximum de reconstructions peut étre calculé a 'aide de la formule suivante :
max(ds—£,0)
Yoo (3.127)
r=1

avec Cj; représente le nombre de combinaisons possibles de choisir r variables parmi d,.
Ce nombre peut-étre réduit en prenant en compte les directions de projections colinéaires.
Le méme indicateur que pour ’espace principal est utilisé. Cette distance est définie dans
I'espace principal dist(R1, R2) et dans I'espace résiduel dist(R1, R2) :

dist(R1, R2) = |2k, (ER,Br,) 'Eh, — B (Ek,Er) B, (3.128)
dist(R1, R2) = ||Eg, (ER,Er,) 'ER, — B (ER,Er) "ERl> (3.129)

avec Ep, = A"V2PTER , B, = PTER,, R € S, Ry, € < contiennent les indices des
variables reconstruites et & est 'ensemble des combinaisons des directions de reconstruc-
tions possibles.

Remarque : Pour la distance de Mahalanobis, Ep, est égale A-12PTE Ry -

En analysant les distances entre les projections des directions de reconstruction dans
I'espace principal (3.128) et dans l'espace résiduel (3.129), on peut alors déterminer les
défauts qui seront localisables. Un indicateur global k est alors construit :

k(Ry, Ry) = max{(dist(Ry, Ry), dist(R;, Ry)} (3.130)

Donc si k(Ry, Ry) est proche de 0 cela signifie que les directions de reconstruction R; et
Ry sont colinéaires dans 'espace résiduel et dans I'espace principal ; un défaut dans les
directions 2, ou Ry ne sera donc pas localisable. La démarche pour déterminer ’ensemble
des reconstructions utiles a calculer peut étre résumée de la fagcon suivante :

1. r=1

2. Calculer pour ’ensemble des directions possibles (R; € S et R; € §) ’indi-
cateur k(R;, Ry) (3.130). Plus cet indicateur est petit, plus amplitude du
défaut doit étre importante pour assurer la localisation du défaut. Et si
cet indicateur est nul, alors seul I’ensemble des variables potentiellement
en défaut peut étre déterminé, c’est-a-dire les variables avec les indices
Ry, Ry ou Ry et R,. Il est donc suffisant de considérer une seule direction,
par exemple R;.
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3.6. Exemple de synthese

3. r=r+1
4. Tant que r < max(¢,m — () aller a ’étape 2

L’analyse de la structure du modele permet de déterminer les défauts détectables et loca-
lisables et ainsi de diminuer le nombre de reconstructions utiles.

Les différentes stratégies de localisation des défauts introduites dans cette section sont
appliquées sur un exemple de synthese.

3.6 Exemple de synthese

Sur un exemple de grande dimension avec des défaut multiples, la localisation dans les

différents espaces est abordée.

— Pour la détection dans I’espace résiduel : reconstruction avec l'indice SWE,

— Pour la détection dans ’espace principal : reconstruction avec I'indice T?,

— Pour la détection dans I’espace global : reconstruction avec la distance de Mahalanobis
D.

3.6.1 Générations des données

Afin de générer les données, on utilise le systeme avec 9 variables et N = 110 observations
de 'exemple 1.6. Ce systeme possede ¢ = 5 composantes principales.

Afin d’observer l'effet de défauts sur les résidus générés, des défauts sont ajoutés aux
données de la matrice Z, aux instants suivants :

— des instants 10 a 24 pour la variable z,|; (intervalle [;),

— des instants 35 a 49 pour les variables z,|s (intervalle I5),

— des instants 60 a 74 pour les variables zg|4 et z4|s (intervalle I3),

— des instants 85 a 99 pour les variables zg|q, zs|3 et zs|4 (intervalle Iy).

Ces défauts sont représentés par un biais d’amplitude égale & 10% de I'amplitude des
variables zg|q, 2|3 et zs|s. Pour la variable z4|s, un biais d’amplitude égale a 150% de
I’amplitude de la variable est choisi.

3.6.2 Analyse des défauts a explorer

Suivant l'indice de détection utilisé, I’analyse des défauts a explorer est différente. Les
différents cas possibles sont présentés dans la suite.

3.6.2.1 Localisation des défauts dans 1’espace résiduel

A partir de la taille de I'espace résiduel, le nombre maximal de variables reconstruites
simultanément est 4 (d; — £). Le nombre maximal de reconstructions est donc de 162
(équation (3.121)). Observons maintenant les projections des directions de défauts dans
I'espace résiduel (tableau 3.9).
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TAB. 3.9 — Condition d’existence des résidus

Ce tableau montre que les deux dernieres variables z,|s et z4|g ne sont pas détectables dans
Iespace résiduel. En effet, ces deux variables correspondent a des variables indépendantes ;
pour localiser des défauts sur ces variables il vaut mieux travailler dans ’espace principal.
Afin d’analyser le cas de défauts multiples, U'indicateur Rcond (3.122) est calculé pour
I’ensemble des directions possibles (pour r = 2 & 4). Les résultats pour la reconstruction
de deux variables sont explicités dans le tableau 3.10. Par exemple, pour R = {1,2},
la valeur de l'indicateur Rcond correspond a l'intersection de la premiere ligne avec la
seconde colonne du tableau 3.10.

TAB. 3.10 — Condition d’existence des résidus

On remarque alors que pour R = {3,7}, la valeur de l'indicateur Rcond correspondante
est proche de zéro. Cela signifie que la signature des défauts pour un défaut sur la variable
Zs|3 ou sur la variable z,|; est identique (swez = swey). Dans ce cas, Il est alors possible
de seulement détecter le défaut et conclure que les variables z;|3 ou zg|7 ou zs|s et zg7
sont en défaut. Dans la suite, on considere seulement les combinaisons avec 3 (pas avec
7).

Pour I’ensemble des directions de reconstruction, cet indicateur est calculé. Un autre cas,
avec une valeur de l'indicateur Rcond est proche de zéro avec R = {2,4, 5,6}, est détecté.
Donc 'ensemble des combinaisons de 3 variables parmi les variables de R ne sont que
détectables et leur signature de défaut est identique (swepqps = SwWeass = SWeasg =
sweyp6). Ainsi un seul indicateur SWE est utile pour détecter un défaut, par exemple
sweg 4 5. Donc un défaut peut étre détecté mais pas isolé, les variables en défaut sont
parmi les variables z4|s, zg|4, Zs|5 et z4e.

A partir des 162 reconstructions possibles, seulement 91 sont réellement reconstructibles.
Parmi ces directions de reconstruction, seulement 21 combinaisons permettent de localiser
un défaut. Pour les autres, un jeu de variables est considéré en défaut mais il n’est pas
possible de déterminer les variables en défaut dans ce jeu.

3.6.2.2 Localisation des défauts dans 1’espace principal

Compte tenu de la dimension de I'espace principal, on ne peut pas reconstruire plus de
5 variables simultanément. Le nombre maximum de reconstructions est donc de 381. La
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dist R1

1.00 | 1.00
1.00 | 1.00
1.00 | 1.00
1.00 | 1.00
0.99 | 1.00
0.99 ] 1.00
1.00 | 1.00

0 [0.99

TAB. 3.11 — indicateur dist pour r = 1

table 3.11 montre les valeurs de 'indicateur dist (3.125) pour r = 1. Plus la valeur de dist
est petite, plus 'amplitude du défaut nécessaire pour assurer la localisation du défaut doit
étre importante. Il n’y a pas de projection colinéaire (dist différent de 0), donc ’ensemble
des défauts apparaissant sur une seule variable sont localisables. On effectue ce méme
calcul pour r = 2, on trouve alors que les projections des directions {3,4}, {4,7} et
{3,7} sont colinéaires ainsi que les directions {1,2}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,4}, {2,5},
{2,6}, {4,5}, {4,6} et {5,6}. Les signatures de ces deux directions de reconstruction sont
donc identiques (T3, = T3, = T35, et T}, = T5, = ...), il est donc utile de considérer
seulement une de ces directions, par exemple T§,4 et T%’Q. De plus, on en déduit que les
signatures des directions de reconstruction prenant en compte ce couple sont identiques
(T}os = T4 Tias = T3 47, --.). La méme procédure est appliquée pour 7 = 3 a 5. Le
nombre de reconstructions nécessaires peut alors étre réduit a 118.

3.6.2.3 Localisation des défauts dans I’espace global

Compte tenu de la dimension de I'espace principal, on ne peut pas reconstruire plus de
5 variables simultanément. Le nombre maximum de reconstructions est donc de 381. La
table 3.12 montre les valeurs de U'indicateur &k (3.130) pour r = 1. Plus la valeur de k est
petite, plus 'amplitude du défaut nécessaire pour assurer la localisation du défaut doit
étre importante. Il n’y a pas de projection colinéaire (k différent de 0), donc 1’ensemble
des défauts apparaissant sur une seule variable sont localisables. On effectue ce méme
calcul pour 7 = 2, on trouve alors que les projections des directions {3,4} et {4, 7} sont
colinéaires. Les signatures de ces deux directions de reconstruction sont donc identiques
(D34 = Dyy), il est donc utile de considérer seulement une de ces deux directions, par
exemple Ds4. De plus, on en déduit que les signatures des directions de reconstruction
prenant en compte ce couple sont identiques (D234 = Doa7, D143 = D14z, ...). La méme
procédure est appliquée pour » = 3 a 5. Le nombre de reconstructions nécessaires peut
alors étre réduit a 160.

3.6.3 Localisation des défauts

Apres avoir déterminé les directions de reconstruction utiles pour la localisation des dé-
fauts, les résidus associés aux différents indicateurs sont construits.
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k R,
1] 2 3 4 5 6 7 8 9
1.00 [ 1.00
1.00 [ 1.00
1.00 [ 1.00
1.00 [ 1.00
1.00 [ 1.00
0.99 | 1.00
1.00 [ 1.00
0 [1.00

TAB. 3.12 — indicateur k pour r = 1

3.6.3.1 Dans ’espace résiduel

La figure 3.12 montre une partie de ces indicateurs dans le cas de la reconstruction avec
I'indicateur SWE. Le premier graphique de cette figure est relatif a la projection des
résidus avec reconstruction avec 'indicateur SWE sans utiliser la premiere variable ... On
remarque alors que le défaut sur I'intervalle I, n’est pas détecté, car sur cet intervalle
le défaut est sur une variable indépendante. Analysons le premier graphique de la figure
3.12. Pour les observations de l'intervalle I; 'indicateur swe; est proche de la valeur 0
témoignant ainsi de I’absence de défauts dans les variables utilisées pour la reconstruction
et la projection. On note aussi que les deux autres intervalles d’observation (I3, 1) sont
affectés de défauts, sans savoir exactement quelle (s) composante (s) du vecteur de mesure
sont en cause. Finalement, compte tenu de la présence de défauts dans les trois intervalles,
I’examen du premier graphique de la figure 3.12 conclut que :

- dans Uintervalle I, la variable z,|; est en défaut,

- dans chaque intervalle I3, I, une variable autre que z4|; est en défaut ou plusieurs
variables sont en défaut.

Les autres projections se construisent et s’interpretent de fagon analogue. Le diagnostic
est donc :

- dans Uintervalle I, la variable z4|; est en défaut

- dans l'intervalle I, il n’y a pas de défaut,

- dans Uintervalle I3, la variable z4|; est en défaut,

- dans l'intervalle 1y, les variables z;1, zs|4 et/ou zg|3 et/ou z4|7 sont en défaut (swey 43 =
SW61’4’7).

3.6.3.2 Dans ’espace principal

La figure 3.13 montre une partie de ces indicateurs dans le cas de la reconstruction avec
I'indicateur T?. Le premier graphique de cette figure est relative a la projection des résidus
avec reconstruction avec I'indicateur T? sans utiliser la premiere variable ... On remarque
alors que les défauts sur les intervalles I et I, ne sont pas détectés, car sur ces intervalles
les défauts sont de faibles amplitudes. Analysons le septieme graphique de la figure 3.13.
Pour les observations des intervalles I, et I3 I'indicateur T? est proche de la valeur 0
témoignant ainsi de I’absence de défauts dans les variables utilisées pour la reconstruction
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et la projection. Finalement, I'examen du septieme graphique de la figure 3.12 conclut a :
- dans Uintervalle I, la variable z4|g est en défaut,
- dans Uintervalle I3, la variable z4|g est en défaut.

3.6.3.3 Dans l’espace global

La figure 3.14 montre une partie de ces indicateurs dans le cas de la reconstruction avec la
distance de Mahalanobis D. Le premier graphique de cette figure est relative a la projection
des résidus avec reconstruction avec la distance de Mahalanobis D sans utiliser la premiere
variable ... Analysons le premier graphique de la figure 3.14. Pour les observations de
I'intervalle I, 'indicateur D; est proche de la valeur 0 témoignant ainsi de 1’absence
de défauts dans les variables utilisées pour la reconstruction et la projection. On note
aussi que les trois autres intervalles d’observation (I, I3, 1) sont affectées de défauts,
sans savoir exactement quelle (s) composante (s) du vecteur de mesure sont en cause.
Finalement, compte tenu de la présence de défauts dans les trois intervalles, 'examen du
premier graphique de la figure 3.14 conclut a :

- dans 'intervalle I, la variable z4|; est en défaut,

- dans chaque intervalle I3, I, une variable autre que z4|; est en défaut ou plusieurs
variables sont en défaut.

Les autres projections se construisent et s’interpretent de facon analogue. Le diagnostic
est donc :

- dans Uintervalle I, la variable z,|; est en défaut

- dans U'intervalle I, la variable z4|g est en défaut

- dans Uintervalle I3, les variables zg|4 et z;|s sont en défaut,

- dans l'intervalle Iy, les variables zg|1, zs|s et/ou z4|3 et/ou z4|7; sont en défaut (Dy34 =
Diaz).

3.7 Conclusion

De fagon générale, on construit en premier lieu un ensemble de résidus qui dépendent
a priori de tous les défauts. Ces résidus sont appelés résidus primaires. A partir de ces
résidus primaires, on forme ensuite des résidus plus “évolués” en rendant les résidus pri-
maires insensibles a certains défauts. Les informations de sensibilité et d’insensibilité par
rapport aux défauts souhaités pour les résidus “évolués” sont répertoriées dans une table
binaire, appelée table des signatures théoriques. Une fois la table des signatures théoriques
construite, on applique a chaque résidu une procédure de détection afin d’obtenir la si-
gnature expérimentale des résidus a chaque instant. Si cette signature expérimentale est
nulle, alors le systeme est exempt de tout défaut et est donc déclaré sain. Lorsqu’intervient
un défaut, au moins un des résidus générés est sensible a ce défaut et la signature réelle
devient alors non nulle. La procédure de localisation consiste ensuite a faire la correspon-
dance entre la signature expérimentale obtenue et les signatures présentes dans la table
des signatures théoriques.
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Le principal inconvénient de considérer des défauts multiples, est la multiplication du
nombre de défauts possibles. Dans ce chapitre, une analyse du modele ACP a travers les
conditions de construction des résidus avec les différentes méthodes a été proposée, afin
de limiter I’explosion du nombre de défauts a prendre en compte. En effet, quelle que soit
la méthode utilisée pour construire les résidus, il y a un certain nombre de conditions qui
sont liées au modele et pas a la méthode. Tout d’abord le défaut doit avoir une projection
dans l'espace ou il doit etre détecté. De plus pour assurer la localisation des différents
défauts, il ne doit pas y avoir de directions de projections colinéaires. Les défauts locali-
sables peuvent ainsi étre déterminés.

Dans une premiere partie, les faiblesses de la localisation par calcul des contributions ont
été mises en avant sur un exemple de simulation. Dans une seconde partie, les approches
classiques de structuration de résidus (méthode SRAMS, OSR), permettant de localiser
un défaut dans 'espace résiduel, ont été présentées. Puis le principe de reconstruction
d’une observation a été rappelé de maniere générale indépendamment de l'indicateur de
détection utilisé, c’est-a-dire pour la localisation de défauts uniquemement dans I’espace
résiduel, uniquemement dans 1’espace principal et dans I'espace global (espace résiduel et
espace principal). Ensuite a partir des conditions de construction des différents résidus,
la stratégie de localisation de défauts afin de réduire le nombre de scénarii de défauts
envisageables a été exposée. Un exemple de synthese a permis de comparer les différentes
procédures de localisations.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Les normes européennes sur les rejets des stations de traitement des eaux usées deviennent
de plus en plus strictes. La maitrise des impacts sur le milieu naturel et des cotits de fonc-
tionnement ne passe pas uniquement par une amélioration du controle de ce type d’ins-
tallation pour en optimiser le fonctionnement. En effet, pour fonctionner correctement, ce
systeme de controle a besoin de connaitre, en permanence, I’état du processus (systeme
et instrumentation associée). Toute défaillance conduit a la génération de commandes qui
ne correspondent pas a ’état réel du procédé, d’ott une diminution des performances, de
la fiabilité et parfois méme, une mise en cause de la sécurité et de la qualité de I'envi-
ronnement. Le diagnostic de fonctionnement constitue donc un élément essentiel de toute
procédure d’automatisation d'un systeme.

Le but de ce travail est de valider I’ensemble des informations délivrées par les capteurs
utiles a la commande d’une station de traitement des eaux usées. La station étudiée est
une station a boues activées située au Luxembourg. Cette station possede aussi une partie
de retraitement des boues en exces issues des biologies, qui ne sera pas présentée dans
ce travail car dans le cadre de notre étude, nous nous intéressons seulement a la partie
traitement des eaux usées.

Pour appliquer ’ACP pour des systemes dynamiques, il faut ajouter les mémes variables
décalées dans le temps, dans la matrice de données. De plus, pour étendre cette méthode
a des modeles non linéaires, il faut rajouter des variables transformées qui permettent
de prendre en compte les non linéarités du processus. Dans le cas de systeme de grande
dimension, il n’est pas réalisable de tester I’ensemble des décalages temporels ainsi que
I’ensemble des transformations non-linéaires a prendre en compte pour le systeme. C’est
la raison pour laquelle une premiere étape de modélisation a 1’aide de modele linéaire est
effectuée.

Dans une premiere partie, la station d’épuration est décrite ainsi que 1’ensemble des me-
sures disponibles. La seconde partie est consacrée a une phase de pré-traitement des
données nécessaire pour ensuite appliquer ’ACP. Cette phase de pré-traitement permet
la détermination des différents décalages temporels et des transformations non-linéaires
utiles pour la construction ultérieure de la matrice de données. Afin de réduire la taille
de la matrice de données a considérer, les données de la station sont partagées en deux
parties, celle correspondant a la partie hydraulique qui prend en compte les différentes me-
sures de débit et de hauteur et celle relative a la partie biologique qui contient 1’ensemble
des mesures relatives aux biologies. Dans une troisieme partie la méthode MMRPCA est
appliquée, afin de construire un modele robuste aux valeurs aberrantes, sur les données
issues de la partie hydraulique. Puis 'approche de localisation de défauts basée sur le
principe de reconstruction avec la distance de Mahalanobis, est utilisée avec succes pour
déterminer les variables en défauts.
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4.2 Description de la station

Le lexique associé aux traitements des eaux usées est explicité dans I’annexe B. Apres
avoir décrit le fonctionnement de la station d’épuration de Bleesbriick, la position des
différents capteurs a valider est alors explicitée.

4.2.1 Descriptif du fonctionnement

Construite au début des années 1960, la station d’épuration de Bleesbriick traite les eaux
usées, par le procédé des boues activées. Elle a été agrandie et adaptée plusieurs fois pour
satisfaire a un nombre croissant de communes connectées. Aujourd’hui, la station a une
capacité maximale de traitement de 100 000 Equivalent Habitants et elle traite des eaux
usées d’origines urbaines et industrielles. Elle est située a proximité de la Sure, riviere qui
recueille les eaux épurées. La station est gérée par le S.I.D.E.N. (Syndicat Intercommunal
de Dépollution des Eaux résiduaires du Nord). Cet organisme de traitement des eaux
usées regroupe 30 municipalités, ce qui représente environ 13% des effluents d’eaux usées
du Luxembourg.

La figure 4.1 décrit la station d’épuration. Son fonctionnement peut-étre décomposé en
trois phases :

Le prétraitement. Il comprend les stades de dégrillage, de dessablage et de dégraissage.
Entre le dégrillage et le dessablage, les eaux usées sont relevées de 12 metres afin qu’elles
s’écoulent de maniere gravitaire dans le reste de la station. Le dégrillage sert a éliminer les
matieres volumineuses en suspension dans 1’eau de plus de 15mm, qui pourraient nuire aux
traitements en aval. Le dessablage a pour objectif d’éliminer les sables, cailloux et autres
éléments lourds et non organiques, qui pourraient obstruer ou provoquer une abrasion des
conduites et des pompes. Le dégraissage-déshuilage sert a débarrasser 1’eau des graisses
et huiles, qui peuvent nuire aux traitements de dépollution. Moins denses que 'eau, ils
s’accumulent a la surface des bassins et sont ensuite raclés et évacués. L’opération de
dessablage /dégraissage dure environ 15 minutes.

Le traitement primaire. Apres le prétraitement, I’eau arrive dans un bassin d’aération
rectangulaire d’une capacité d’environ 1100m?, appelé premiere biologie. Le but de cette
biologie est d’éliminer principalement les pollutions organiques et le phosphate. Dans ce
bassin a lieu I’épuration biologique, technique qui maitrise et accélere les processus de pu-
rification naturelle par la formation de boues activées constituées de bactéries alimentées
en oxygene et nourries de la pollution contenue dans 1’eau. Le phosphore est éliminé de
maniere chimique par I'adjonction de floculant/coagulant par des pompes doseuses. L’eau
traitée issue de la premiere biologie est séparée en deux et alimente par leur centre deux
clarificateurs peu profonds, ou elle est séparée des boues par décantation. Ces dernieres,
plus lourdes que l'eau, s’y décantent et sont raclées au fond du bassin dans un silo, ou
elles peuvent étre recirculées soit en téte de station pour y épurer de nouvelles eaux usées,
soit pour étre éliminées. L’eau épurée, débarrassée des boues, se déverse en périphérie des
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bassins par débordement. Le temps de traitement des eaux dans la premiere biologie est
d’environ 2,5 heures et dans les décanteurs d’environ 1,5 heures.

Le traitement secondaire. La seconde biologie est constituée de deux bassins (Bio 2.1
et Bio 2.2) d’une capacité d’environ 560m? chacun. C’est ici que se produit la deuxiéme
étape d’affinage du traitement biologique de I’eau en éliminant ’azote ammoniacal par
nitrification. Cette opération dure environ 1,5 heures. Une surverse, située juste avant ces
bassins, limite le débit d’entrée de la seconde biologie a environ 8000 m3/jour. Le sur-
plus est directement déversé dans la Stre. Les effluents de la seconde biologie alimentent
deux décanteurs secondaires coniques d’une profondeur maximale de 10,5 m. Les eaux y
séjournent pour décantation pendant 1,5 heures, pour étre finalement déversées dans la
Stre.

4.2.2 Capteurs disponibles

La figure 4.2 décrit la station de Bleesbriick et précise la position des différents capteurs
et actionneurs disponibles. Les grandeurs affectées d’un numéro grisé représentent les
différentes commandes de la station avec la localisation des actionneurs, les autres numéros
représentent la position des capteurs a valider.

Les eaux usées brutes passent dans un premier puisard (Puisardl) possédant une vanne
(V2) pour adapter le débit d’entrée a la capacité hydraulique de la station. Les eaux en
exces sont déversées directement dans la Stre. Les eaux usées passent ensuite a travers
un dégrilleur pour supprimer les grosses particules présentes dans le liquide. On mesure la
hauteur d’eau avant et apres le dégrilleur (H3 et H5), et on connait en plus la commande
des rateaux (C4) permettant de nettoyer les grilles. L’eau arrive ensuite dans un puisard
(Puisard2) qui permet de stocker ’eau, on mesure la hauteur de 'eau dans ce puisard
(H6). Puis une station de relevage releve les eaux usées pour permettre un écoulement
gravitaire dans le reste de la station. Les commandes des différentes pompes de la station
de relevage sont connues (C'7; a C7g). A la sortie de la station de relevage, il y a une
mesure du débit (@Q8) ainsi que des mesures de conductivité (¢8), d’absorption UV (AS),
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4.3. Phase de pré-traitement

de température (7'8) ainsi que du PH (PHS8). La mesure d’absorption UV est liée a la
demande chimique en oxygene totale. Les eaux usées sont alors traitées par boues acti-
vées dans la premiere biologie ot 'on mesure la quantité en oxygene dissous (OD9) et en
matiére en suspension (M FES9). On connait en plus la commande des aérateurs (C'A9)
ainsi que la commande de la pompe doseuse (F'p9) qui rejette un produit permettant la
floculation du phosphore. Le principe de boues activées nécessite de garder des boues dans
le bassin, c’est pourquoi il y a un circuit de recirculation (C'11) et d’extraction des boues
(boues en exces (C'12) et boues de surface (C13)). A la sortie de la premiere biologie,
on mesure alors la concentration en ammonium (N H10), en nitrate (NO10) et en ortho-
phosphate (OP10). Puis un capteur mesure la hauteur de la surverse (H14) située apres
le décanteur, cette surverse permet de limiter le débit arrivant dans la biologie 2. Dans la
biologie 2, les mémes capteurs que ceux de la premiere biologie sont disponibles. Afin de
détecter la présence de précipitation, un capteur pluviométrique (P21) est positionné sur
le toit de la station.

Pour les différents débits de recirculation et d’extraction des boues tout comme pour la
station de relevage ainsi que pour les aérateurs, on connait les commandes des différents
actionneurs détaillées dans ’annexe C.

La figure 4.3 précise le temps de séjour moyen des eaux usées dans chaque élément de la
station.

Entrée 1130 /Sur‘ve:rse‘

4> 2h30

Biol Décanteurl Bio2 Décanteur?

1h30 S/Ome

1h30 |
1

F1G. 4.3 — Temps moyen de séjour des eaux usées dans la station

Afin d’appliquer 'ACP, il faut connaitre les décalages temporels ainsi que les relations
non-linéaires entre les variables a prendre en compte afin de construire le modele. Pour
cela, une phase de pré-traitement est effectuée.

4.3 Phase de pré-traitement

On dispose d'une mesure toutes les 30 secondes, c’est-a-dire de 2880 mesures sur une
journée. Les processus mis en ceuvre dans une station d’épuration ne sont pas aussi ra-
pides.C’est pourquoi nous avons ré-échantillé les données. En Suede, une période d’échan-
tillonnage de 5 & 6 minutes (Rosén, 1998; Jeppsson, 1996) est habituellement utilisée pour
effectuer le diagnostic de la station. Dans le cadre du projet européen COST 624 (Optimal
Management of Wastewater Systems) (Jeppsson et Pons, 2004), la période d’échantillon-
nage des données utilisées pour construire le modele de la station est de 15 minutes.
Dans notre cas, nous ne disposons que d'une mesure de ’absorption UV toutes les 15
minutes. Nous allons donc ré-échantillonner les données avec une période de 15 minutes
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en effectuant une moyenne glissante. En effectuant cette opération, nous n’introduisons
pas de décalage entre les variables. Afin de modéliser un procédé, la premiere étape est la
compréhension de celui-ci. On s’intéresse donc tout d’abord au processus d’épuration des
eaux usées par boues activées.

4.3.1 Etude phénoménologique

Dans le but de mieux comprendre les réactions biologiques d’un bassin a boues activées
et de déterminer les relations entre les variables ainsi que leurs structures, nous allons
modéliser le processus d’épuration des eaux usées par boues activées. L’épuration par
boues activées consiste a mettre en contact les eaux usées avec un mélange riche en bac-
téries par brassage pour dégrader les pollutions. La complexité des réactions chimiques et
biologiques présentes rend difficile la modélisation. Dans la littérature, il existe différents
types de modeles comme I’ASM1 (Henze et al., 1987) pour “Activated Sludge Model 17,
I’AMS2 (Henze et al., 1994), ’ASM2d (Henze et al., 1999), et ’ASM3 (Gujer et al., 1999).
Dans notre cas nous allons utiliser le modele ASM1, les améliorations du modele ASM3
concernent surtout le comportement anoxie, qui est non présent dans notre cas (Gernaey
et al., 2004), alors que les modeles ASM2 et ASM2d prennent en compte I’élimination du
phosphate de maniere biologique, ce qui n’est pas notre cas. Dans le modele ASM1, de
nombreuses variables ne sont pas mesurées sur la station considérée. On souhaite alors ré-
duire le nombre de ces variables en tenant compte des mesures disponibles dans la station
de traitement des eaux usées. Pour cela nous allons utiliser des hypotheses généralement
admises dans la littérature.

Le modele ASM1 est un modele général, c’est-a-dire utilisable pour modéliser la premiere
ou la deuxieme biologie. Nous nous intéressons a la premiere biologie avec son décanteur
(Figure 4.4), toutes les hypotheses utilisées sont également valables pour la deuxieme
biologie. Dans cette partie, nous ne prenons pas en compte la précipitation du phosphate
par I'ajout de produit chimique car elle ne dépend pas de la biologie. On appelle () le débit
entrant dans la station, ), le débit de re-circulation des boues, ()., le débit d’extraction
des boues en exces et Q.rr le débit a la sortie du décanteur. Pour la modélisation, ne
possédant aucune mesure sur le décanteur, nous allons considérer que le décanteur est
parfait, c’est-a-dire qu’aucune boue ne sort par la surverse du décanteur. Cette hypothese
conduit aux deux équations suivantes :

s = s, (4.1)
(Qs_l'Qr)X = (QT+Qwa)Xr (42)

ou X et S sont les concentrations respectives de particules et de substrat dans le bassin
d’aération, et X, et S, les concentrations de particules et de substrat dans le circuit de
re-circulation des boues.

4.3.1.1 Modélisation ASM1

Le systeme d’équations (4.3) décrit 1’ensemble constitué d’un bassin d’aération (en utili-
sant pour modéliser le processus biologique le modele ASM1) et d'un décanteur (en posant
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Qeyy

Qs

X, S Décanteur

Bassin d’aération

Qr
X'l”) ST

Qua

Fi1G. 4.4 — Bassin d’aération et décanteur

I'hypothese que le décanteur est parfait). L’alcalinité S,k est omise puisqu’elle n’inter-
vient pas dans les dynamiques des autres variables du modele. De plus, les composés par-
ticulaires internes X; et ceux Xp résultant du déces de la biomasse ne sont pas distingués.

( Sr=Ds(S7"— Sr)

) 1
Ss = Ds (S¢' Ss)—Y—H(P1+P2)+P7

. . D,

X;=DsX" = (Ds+ D )WXI + fxr(pa+ ps)

Xg = DsXP — (Dg + D, )mxs + (1= fx1) (pa + ps) — pr
XH:DSX;}L—(D5+D)mXH+p1+p2 P4
XA:DsXAn—(DS—FD)D—%XA—Fpg—pE,

Syo = Dg (S, — S _ —

NO s (SWo NO) — 286YHp2+YAp3

. ) 1
Snu = Ds (SWy — Snu) —ineum (p1 + p2) — <ZNBM + Y_A> P3 + pPe

Snp = Ds (S¥, — Snp) — pe + ps
Xnp = DgXio — (Dg + D,) Xnp + (insv — fxrinxr) (pa+ ps) — ps
1—-Yy 4.57T —-Yy
P1 Y

D, Dwa

\ S02 = DS (SZ Soz) + /CLCL (Ssat SOQ) - YH

P3
(4.3)

ou Ds = %, Dwa = % et Dr = QT et V est le volume du bassin d’aération. Dans le cas
de la premiere biologie, le volume du bassin d’aération est de V = 1100m3. L’exposant .™
correspond a la concentration a ’entrée de la premiere biologie.
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B Ss So, X
P, = MHSS + Ks So, + Koyt H
B Ss Ko, Sno X
P2 R K So, + Koyt Svo + Ko 0
B S0, NH
ps 'MASOQ + Ko, 4 Snu + Knu 4
ps = baXa
pe = ko Xt Snp
pr =k Xs { 50, + o Kosn SN0 ]
Kx 4+ Xs/Xu | So, + Ko,.n *So, + Ko,.u Svo + Kno
o5 = iy XND 02 Ko, n Sno

+
Kx+ Xs/Xu | So, + Ko,.i "IN s, So, + Ko,.iw Svo + Kno

Le modele ASM1 permet de distinguer deux types de bactéries pour permettre I’épuration
des eaux usées, les bactéries autotrophes (X 4) capables de se développer dans un milieu
aérobie (présence d’oxygene) et les bactéries hétérotrophes (Xp) capables de se développer
dans un milieu aérobie ou anoxie (absence d’oxygene). Les termes Ya, Yy, fxr, insu,
INXIs TINOsg» INOgns Kas Ky pmr, pra, bu, ba ainsi que Kg, Ko, n, Ko, A, Kng, Kno sont
constants. Les autres grandeurs varient en fonction du temps. Les valeurs des constantes
sont données dans le tableau 4.1 (Henze et al., 1987), pour une température de 10°C et
de 20°C. Ce tableau met en avant I'influence de la température sur les taux de croissances
des bactéries (ua, py) et sur leurs taux de mortalité (ba, by). L’activité des bactéries
diminue avec la baisse de la température des eaux.

Le terme kpa (Sf)‘;t — 502) de I'équation de la concentration en oxygene dissous Sp, du
systeme d’équation (4.3) est lié a 'apport d’air extérieur dans la biologie, c¢’est-a-dire au
fonctionnement des aérateurs de la biologie.

Les équations p; & pg (4.4) correspondent aux cinétiques de la biologie, c¢’est-a-dire :
— p1 : Croissance aérobie des hétérotrophes

— po : Croissance anoxie des hétérotrophes

— p3 : Croissance aérobie des autotrophes

— p4 : Mortalité des hétérotrophes

— ps : Mortalité des autotrophes

— pe : Ammonification de ’azote organique soluble

— pr : Hydrolyse de la matiere organique absorbée

— ps : Hydrolyse de I'azote organique absorbée

L’évolution des différents composants au cours du temps est résumée dans la figure 4.5
a travers les différents processus mis en jeu. On remarque alors que la concentration en
matiere organique soluble inerte S; possede une dynamique découplée des autres compo-
sants.

Dans les équations cinétiques du modele ASM1 (4.4), les relations associées a la crois-
sance des bactéries (p1, ps et p3) utilisent le modele de Monod de limitation de la vitesse
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mortalité &\ mortalité
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Fi1G. 4.5 — Le cycle d’évolution des composants
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Notation Unité Valeur a 20°C'  Valeur a 10°C'
Coefficients stoechiométriques
Ya lgcop/gn] 0.24 0.24
Yi [9cop/gcon] 0.67 0.67
fxr sans dimension 0.08 0.08
INBM lgn/9cop] 0.086 0.086
INXT lgn/gcop] 0.06 0.06
Coefficients cinétiques
HH [1/4] 6.0 3.0
KS [gCOD/m3] 20 20
Ko, [902/m°] 0.20 0.20
Kno lgno3—n/m?] 0.50 0.50
by [1/7] 0.62 0.20
ba [1/5] 0.20 0.10
NINOs, sans dimension 0.8 0.8
TINO3y, sans dimension 0.4 0.4
kn [1/4] gpco/(gpco-j) 3.0 1.0
Kx gpco/gpco 0.03 0.01
HA [1/7] 0.80 0.3
Kng lgnH3—n/m?] 1.0 1.0
Ko,,a [go2/m?] 0.4 0.4
k‘a [mS/(gCOD.j)] 0.08 0.04

TAB. 4.1 — Valeurs typiques pour un pH neutre

spécifique de croissance définie de la facon suivante :

5
K.+ 8

avec p le taux de croissance, finq. et Ky les caractéristiques de la bactérie et S la concen-
tration en substrat concerné. Un substrat S du milieu peut éventuellement devenir le
limitant de la vitesse spécifique de croissance. On remarque ainsi que si un processus a

lieu uniquement dans des conditions aérobies, I'expression cinétique contiendra le terme
S0,
S02+KO2,H

H = Hmax (4'5)

, marquant ainsi une limitation par manque d’oxygene. Et si un processus a lieu

Ko, 0

uniquement dans des conditions anoxies, le terme ———2—
’ So,+Ko,,H

apparaitra dans la cinétique,
marquant I'inhibition en présence d’oxygene.

Dans le modele obtenu en utilisant le modele ASM1, de nombreuses variables ne sont pas
mesurées. Pour pouvoir appliquer ce modele dans notre cas, il faut le simplifier afin qu’il
ne prenne en compte que les variables mesurées.

4.3.1.2 Reéduction du modéle ASM1

Les hypotheses simplificatrices utilisées sont inspirées des theses de Chachuat (2001) et
de Gomez-Quintero (2002). Les quatre simplifications suivantes sont effectuées :

114



4.3. Phase de pré-traitement

1. Elimination de la cinétique p, “croissance anoxie des hétérotrophes”. L’aé-
ration fonctionne en continu dans la station (pas de période d’anoxie), donc I’équa-
tion cinétique po du systeme d’équation (4.4) liée a la croissance anoxie des hétéro-
trophes peut étre supprimée.

2. Simplification des dynamiques du modéele. Elle peut étre réalisée avec la théo-
rie des perturbations singulieres (séparation des dynamiques lentes et des dyna-
miques rapides).

— On considere que Xy, X et Xy sont constantes sur quelques heures.
— On ne prend pas en compte la concentration en matiere organique soluble inerte
St7. En effet, la dynamique de cette grandeur est découplée des autres composants.

3. Simplification des composés organiques. Le modele ASM 1 établit une distinc-
tion entre les composés biodégradables solubles (Ss), supposés directement assimi-
lables par les micro-organismes et particulaires (Xg), qui doivent étre préalablement
hydrolysés en composés solubles pour pouvoir étre assimilés. Ces composés jouent
un role important dans le processus de dégradation de 'azote (dé-nitrification), et
doivent par conséquent faire ’objet d'une attention particuliere. Trois approches
sont, envisageables pour simplifier la description donnée par le modele ASM 1 :

— Découpler les dynamiques des composés Ss et Xg des autres dynamiques du
systeme, en apportant des simplifications aux expressions des cinétiques p; et ps.

— Découpler la dynamique relative au composé Xg de celles des autres composés du
systeme, en simplifiant la cinétique d’hydrolyse p;.

— Considérer un composé organique unique : Xpco = Ss + Xg, en supposant que
la mesure de la Demande Chimique en Oxygene (DCO) ne différencie pas les sub-
strats solubles des particules.

L’implémentation de ces simplifications montre que les modeles simplifiés qui ré-
sultent des deux premieres approches ont des horizons de prédiction de quelques
heures, tout au plus (Chachuat, 2001). La troisieme approche se solde, en revanche,
par un meilleur horizon de prédiction du modele réduit. A partir de (4.3), Xpco
peut alors s’écrire :

y 1 Dwa 1
Xpco = DsXPeo — DsSs — (Ds + D) WXS - Y—Pl + (1 — fx1) (pa+ ps)
r wa H

(4.6)
On remarque que dans I'équation (4.6), il reste encore des termes en Xg et en S,
que l'on essaye de faire disparaitre. On suppose DIJ)F”“”[;L << 1, c’est-a-dire que 'on

estime que le débit de recirculation est largement supérieur au débit d’extraction
des boues, on néglige alors le terme X;. On définit ensuite la fraction soluble des

composés organiques par fgg = Xi . L’équation (4.6) s’écrit alors :

. ) 1
Xpoo = Ds (Xpeo — fssXpco) — v, + (1 = fx1) (pa + ps) (4.7)
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La cinétique de p; a changé :

Xpco S0,
Kpco + Xpco Ko, u + So,

P1 = 01 (48)

. K
ou KDCO = % et 01 = ,U,HXH

Le parametre ¢, ne dépend que des variables lentes du modele ASM1, donc ce pa-
rametre évolue lentement. Les variations du parametre Kpco conservent une valeur
moyenne relativement stable (Chachuat, 2001).

4. Simplification des composés azotés. Le modele ASM1 distingue quatre fractions
azotées Syo, Snu, Snp et Xyp. Dans la mesure ou les concentrations en azote
ammoniacal Syy et en nitrate/nitrites Syo constituent I'essentiel des rejets d’azote
total et sont mesurables en ligne, il n’apparait pas concevable de supprimer ces
composés du modele réduit. En revanche, les deux fractions d’azote organique soluble
Snp et particulaire Xyp, dont le role est de décrire la formation interne de Sy g par
les processus d’hydrolyse et d’ammonification, ne constituent qu'une faible partie
des rejets d’azote et peuvent eétre simplifiées par différentes approches :

— Découpler les dynamiques des composés Sy et Snp des autres dynamiques
du systeme, en simplifiant la cinétique d’ammonification pg, de sorte qu’il ne soit
plus nécessaire de décrire les mécanismes de formation interne d’ammoniaque.

— Découpler la dynamique relative aux composés Xnyp et Syp de celles des autres
composés du systeme, en simplifiant la cinétique d’hydrolyse ps.

— Considérer un composé azoté organique unique, de la méme maniere que pour la
création de Xpco.

La premiere méthode considere le processus de formation interne d’ammoniaque
constant. D’aprés Chachuat (2001), cela induit de larges erreurs sur la concentra-
tion en ammoniaque, notamment lorsque les périodes d’anoxie sont longues. Dans
notre cas, nous n’avons pas de périodes d’anoxie, nous allons donc utiliser la pre-
miere méthode car elle permet de diminuer significativement le nombre d’inconnues.

On suppose également que les concentrations, a 'entrée de la station que Y, << 4.57
et que inpy << % (Gomez-Quintero, 2002). On trouve alors comme modele réduit le
systeme d’équations (4.9) :
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(. . Kg 1 Xpco So
X =D o — X — —40 2 + 6
peo S( PCO " Kpeo DCO) Yo ' Kpco + Xpco Koy u + So,
Syo = Dg(S7, — S 0 NH &
NO s(SNo No) + S Km + S Ko a+ So,
Snu = Ds (S% — Snu) — inpub pco =
NH S( NH NH) INBM 1KDCO+XDCO ng,H+502 ;
0, NH 05 40,
Ly X KNHgsNH Ko, 4+ So,
So, = Ds(S2 — Sp,) — ———26 peo 92
O3 S( O 02) YH 1I§DCO +XDC%KO2,H +502
—4,570 VA %2 4 kpa(SE— S
\ K + Svu Ko,,a+ So, 1 (9, o)
(4.9)
( DS — %
0 = pug Xy
avec : { 02 = (1= fx1) (bn X +baXa) (4.10)
6, =1 x,
3 s
( 04 = ko X Snp
Les équations #, a 64 correspondent aux cinétiques de la biologie :
0, : taux de croissance des Hétérotrophes
0, : taux de mortalité (4.11)

03 : taux de croissance des Autotrophes
0, : taux de formation interne d’ammoniaque

Le modele ainsi obtenu ne dépend maintenant que de 10 variables : Dg, X%\, Xpco, Sno,
Nor SNy Snm, So,, SE. et du fonctionnement des aérateurs. Pour la premiere biologie,
on suppose également que les concentrations, a l'entrée de la station, en nitrate et en
oxygene dissous sont négligeables devant les concentrations dans le bassin (S¥,= 6"2:0).
Dans ce modele, le coefficient de transfert d’oxygene kpa(k) est vraisemblablement une
fonction non linéaire de la commande des aérateurs (Lindberg, 1997). Dans la premiere
biologie, les aérateurs sont actionnés en fonction d'un seuil sur la mesure d’oxygene dis-
sous, c’est-a-dire que le fonctionnement des aérateurs, et donc le coefficient de transfert
d’oxygene kra(k), dépend de la concentration en oxygene dissous a l'instant précédent.
De plus, la saturation en oxygene dissous (Sogu.t) varie en fonction de la température.
Apres avoir déterminé ce modele réduit, il faut faire le lien entre les grandeurs du modele
et les capteurs de la station. On dispose de la mesure de 1'oxygene dissous dans le bas-
sin. L’ammoniaque (Syg) et le nitrate (Syo) sont mesurées a la sortie du bassin. On ne
connait pas la valeur exacte des autres grandeurs. La mesure d’absorption UV (AS8) qui
mesure la quantité de particules contenues dans ’eau a ’entrée de la premiere biologie
peut potentiellement donner une indication sur la valeur de la grandeur X ,. L’ammo-
niaque influence fortement la conductivité, un lien existe donc entre S¥; et la mesure
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de conductivité (Le Bonté, 2003). On peut essayer d’utiliser la mesure de Matieres en
Suspension présente dans le bassin pour faire un lien avec Xpco. Le tableau 4.2 résume
les relations potentielles entre les inconnues du modele et les mesures disponibles.

Avant le bassin | Dans le bassin Apres le bassin
Q8—>Qs MESQHXDCO NHlO—)SNH
A8 — XgLCO OD9 — 502 NOlO — SNO

o8 — S,

TAB. 4.2 — Relation potentielle entre le modele et les mesures

La réduction de dimension et de complexité du modele ASM1 a permis la détermination
des structures des relations de redondance, mais ces redondances ne concernent que les
relations propres a chaque biologie. Pour a la fois compléter les liens entre les variables
des biologies et obtenir les décalages temporels a prendre en compte, une premiere phase
de modélisation est effectuée.

4.3.2 Détermination des décalages temporels et transformations
non linéaires utiles

Afin de déterminer les décalages temporels et les transformations non-linéaires a prendre
en compte afin d’appliquer I’ACP, une premiere étape de modélisation a I’aide des modeles
linéaires est effectuée. A travers cette étape de modélisation, on ne recherche pas les
parametres exacts des modeles mais seulement les variables utilisées ainsi que les ordres
des modeles. Apres avoir caractérisé la qualité des eaux usées entrant dans la station a
I’aide des différentes mesures disponibles, la conception de modeles simples est effectuée.

4.3.2.1 Description des données

Le comportement classique des mesures caractérisants les eaux usées arrivant a la station,
c’est-a-dire les mesures de débit (Q)8), de température (7'8), de conductivité (¢8), d’ab-
sorption UV (A8) et de PH (PHS), est montré sur les figures 4.6 a 4.10 sur la période
du samedi 22 avril 2006 au lundi 1 mai 2006. La figure 4.11 montre la mesure du pluvio-
metre (P21) présent sur le toit de la station, cette information permet de déterminer la
présence ou l’absence de pluie. Le jeu de données est constitué de cing jours de semaine,
deux week-end, un jour férié (le premier mai) et d'une période de pluie (le dimanche 30
avril vers midi). On remarque alors une différence de comportement entre le week-end et
la semaine pour les mesures de température et de conductivité. Le débit arrivant dans la
station est légerement inférieur en week-end que la semaine. La présence de pluie entraine
une augmentation du débit de la station et une baisse des mesures de température et de
conductivité. On remarque également que la mesure d’absorption UV est peu sensible a
la présence de pluie.
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4.3.2.2 La construction des modeéles

On recherche ici les décalages temporels et les transformations non linéaires a effectuer
afin d’appliquer ’ACP, pour cela une premiere étape de modélisation a ’aide de modeles
linéaires est effectuée. Pour plus de détails sur les méthodes de modélisation, le lecteur
peut consulter le livre de Walter et Pronzato (1994). Dans la construction d’un modele a
partir de données expérimentales, plusieurs étapes sont importantes.

La premiere étape est de recueillir les données expérimentales et de déterminer les don-
nées “saines”. La seconde étape est la sélection des variables a prendre en compte dans
le modele, c’est-a-dire les entrées et les sorties. Afin de déterminer ces variables, 1’ana-
lyse des corrélations entre les différentes mesures peut-étre utilisée. De plus, les structures
des relations de redondance déterminées grace a la réduction du modele ASM1 (section
4.3.1.2) peuvent compléter les informations obtenues précédemment (détermination de
transformations non-linéaires). En utilisant les variables sélectionnées, deux jeux de don-
nées sont choisis, un premier jeu, nommé “jeu d’identification”, pour construire le modele
et un second jeu, nommé “jeu de validation”, afin de valider le modele. La structure du
modele général a identifier est de la forme suivante :

y(t) = =—sult) (4.12)

ou y(t) est la variable & modéliser, u(t) sont les variables utilisées et B(q) et F(q) sont
des polynomes en ¢~! olt ¢~! est 'opérateur retard.

Il faut maintenant déterminer I'ordre du modele, c’est-a-dire les différents décalages tem-
porels a prendre en compte. Afin de déterminer ces différents décalages, les connaissances
sur le fonctionnement du systeme sont utilisées, comme par exemple le temps de séjour
moyen des eaux usées dans chaque bassin. Pour déterminer le modele, on utilise le critere
d’information d’Akaike (AIC), ce critere est défini de la maniére suivante :

AIC = Nlog(6?) + 2ny (4.13)

N

avec 62 = >_ ¢ ou ¢ est erreur de prédiction du modele (& = y(k) — 4(k)) ot (k) est
i=1

I'estimation obtenue avec le modele de 1'observation y(k) et ny est le nombre de para-

metres du modele.

Le modele sélectionné est celui minimisant le critere d’information d’Akaike (4.13). Pour
arriver aux valeurs minimales de I’AIC, il faut tenir compte du fait qu'un modeéle compli-
qué aura une valeur faible pour le premier terme (biais du modele), mais sera pénalisé par
la valeur du second terme (complexité). La qualité du modele déterminé est alors testée
sur le jeu de validation.

Sur les différentes mesures disponibles cette procédure de modélisation a été appliquée.

L’exemple 4.1 montre la procédure de détermination des décalages temporels et des trans-
formations non-linéaires utiles afin d’appliquer ’ACP pour la mesure NO17.
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Exemple 4.1 (Modeéle de la concentration en nitrate a la sortie de la seconde
biologie : NO17 )

La mesure NO17 donne la concentration en nitrate dans les eaux usées. Le modele réduit
(4.9) pour la grandeur correspondante est :

. . S So,
Sno = Dg(S% — Sno) + Oy —21 =

4.14
Kng + Svia Ko, a + So, ( )

Le but de la seconde biologie est la transformation de l’ammonium en nitrate (processus
de nitrification).

En analysant les corrélations entre les différentes mesures exprimées dans le tableau 4.3,
les grandeurs utiles pour construire les modéles sont déterminées. Afin de calculer les
corrélations entre les différentes mesures, le jeu utilisé est décrit dans l’annexe D. Les
grandeurs avec un coefficient de corrélation le plus élevé sont prises en compte dans la
construction du modele. On remarque ici que la mesure NO1T est peu corrélée avec les
autres variables. Afin de construire le modéle, on utilise alors [’équation de Syo obtenue
a partir de la réduction du modeéle ASM1 (4.9).

Q8 T8 o8 A8 | PH8| MES9 OD9 |CA9|Fp9| C11 | C12 | C13 |[NH10

NO17|-0.68 | 0.47 | 0.56 | 0.38 |[-0.10| -0.03 -0.36 |0.46|0.48| -0.02 | -0.01 | -0.12 | 0.37

NO10|OP10|0OD16,|0D162|CA16| M ES16, | MES16,| C17 | C18 |INH17|NO17|OP20

NO17|-0.30 | 0.14 | -0.56 | -0.57 | 0.52 -0.64 -0.54 |-0.31]-0.31] 0.32 | 1.00 | 0.34

TaB. 4.3 — Tableau des corrélations des mesures effectuées dans et apres la premiere
biologie

La concentration en nitrate en sortie de la biologie dépend principalement de la quantité
d’ammonium transformée par la biologie. Pour construire le modele, on utilise donc la
mesure d’ammonium N H10 et de nitrate NO10 apreés la premiére biologie avec également
la mesure d’ammonium a la sortie de la seconde biologie N H17.

Le tableau 4.4 explicite les périodes utilisées pour construire et valider le modele ainst que
les moyennes et écart-types des données concernées. Les figures 4.12 et .13 montrent les
données des jeux d’identification et de validation.

Jeu d’identification Jeu de validation
Période | du 25/05/06 au 4/06/06 | du 18/11/06 au 24/11/06
Moyenne ‘ Ecart-type | Moyenne ‘ Ecart-type

NO17 11.8 3.4 12.1 4
NH10 10.1 9.1 11.6 9.9
NO10 4.8 2.3 4 2.1
NHI17 1.9 3.8 2.6 4.5

TAB. 4.4 — Moyenne et écart-type sur les jeux d’identification et de validation
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4.3. Phase de pré-traitement

Les données ont été centrées et réduites. Le modéle déterminé est le suivant :

NO17(k) = Bl(q) NH10(k) + B2(q) NO10(k) + B3(q) NH17(k) (4.15)

1.4¢78% —1.3¢7° - 0.1¢g71° - 0.1¢g7 11 +0.3¢7*2

Bl(g) = 1— 0.89¢"
0.61¢g7 " —1.1¢7*2 +0.70¢g '3 — 0.19¢ 4
B2Aq) = 1—0.941
1 2
—q~ " 4+ 0.96¢
B3a) = 5o

La figure 4.1} représente les jeux d’identification et de validation de la mesure de nitrate
NO17 ainsi que les résidus pour les deux jeut.

Le tableau 4.5 indique les valeurs de différents indicateurs de la qualité du modeéle déter-
miné. La grandeur Crit est définie de la maniére suivante :

Bl

Crit =
" || Estimation|

(4.16)

ou R est le résidu défini comme la différence entre la mesure et [’estimation d’une gran-
deur. Plus la grandeur C'rit est petite, plus le modéle déterminé est correcte. La grandeur
Corr correspond au coefficient de corrélation entre la mesure et son estimation. Plus la
grandeur Corr est proche de 1, meilleur est le modéle. La moyenne des résidus R_doz't
étre nulle pour que le modéle soit juste. La moyenne de la valeur absolue du résidu |R| et
son écart type o(R) donnent une information sur la dispersion des résidus.

Pour les deuz jeux, les grandeurs Crit sont petites, les coefficients de corrélation Corr
sont proches de la valeur unitaire et R est proche de la valeur zéros, donc le modéle dé-
terminé sur le jeu d’identification se généralise sur le jeu de validation. On remarque une
augmentation de la variance des résidus o(R) entre le jeu d’identification et le jeu de
validation, une explication peut-étre que les jeux d’identification.

Crit | Corr | R | |R| | o(R)
Jeu d’identification | 0.2 | 0.98 | 0.2 | 0.5 | 0.7
jeu de validation 02 | 097 [-0.2]08 | 1.1

TAB. 4.5 — Indicateurs de qualité du modele
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F1G. 4.12 — Données jeu d’identification
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4.3. Phase de pré-traitement

Jeu de validation
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F1G. 4.13 — Données jeu de validation
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Jeu d’identification Jeu de validation
o o
T 1 T T S T ™8 1 1 1 1 1 1
o o
c - c ]
S S 8 |3 8
[ (O 3
S5 € 5 E 2
3% 3% 4
= uw o o = u —
- 18 18 L | s S
_ © © _ // ) 0
=]
S
VV 2 i \ lgl 2
L P 18 |x 18 < <
i ~ ~
P ﬁ o o
- —He =)
P 4 < <
il o o
- —Ho o
(T ©
[=} o
- —H o Iry)
w _ J 3 3
[]
o o £ /
— —1 O \Om N
n n ‘
n o o
< N R 18 =
1] = Q.
P, > m
o = =
\\‘\ Q \\
o ol
- ] 18 8% + 18 2
o N N
. §
q T
[=} (=]
- : —Ho =]
I (=] (=] N N
- Ho o
//J ™ ™
J
\\ o o
- : : o 7]
\\ o o
- —Ho -
N N
J . .
- ' —H O =}
- -
L
- Ho o
[ - -
. | o [ o
J n n
a a LS a a a LY a a a a
o n o n N O [Te] o n o 0 o n
N - - 1 N N - ™~
1/Bw 1/Bw

F1G. 4.14 — Evolution de la mesure de NO17 sur les jeux d’identification et de validation
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4.3. Phase de pré-traitement

4.3.2.3 Synthese

Afin de limiter la taille de la matrice a considérer, les données a valider sont séparées
en deux parties. La premiere concerne la partie hydraulique, c’est-a-dire les différentes
mesures de hauteur et de débit de la station. La seconde concerne la partie biologique,
c’est-a-dire les différentes mesures des concentrations de la station. On s’intéresse tout
d’abord a la partie hydraulique de la station. Les décalages a prendre en compte et les
transformations non-linéaires a prendre en compte pour la construction des matrices de
données sont résumés dans le tableau 4.6. Dans ce tableau la notation ¢~' correspond &
lopérateur retard, par exemple la premiere ligne du tableau 4.6 signifie que les grandeurs
H3(k) et H3(k — 1) sont prises en compte. Les grandeurs en gras correspondent aux me-
sures a valider. En raison d’'un manque d’information sur la quantité d’eaux usées entrant
dans la station, la mesure de la hauteur dans le puisardl H1 ne peut pas étre validée. On
peut remarquer dans le tableau 4.6 la prise en compte d’une transformation non-linéaire
tanh((Q8(k — 1) — 550)./150), cette nouvelle relation permet de prendre en compte la
non-linéarité entre les mesures de débit et les mesures de hauteur. La figure 4.15 montre
la mesure du débit ()8) en fonction de la mesure de la hauteur de la surverse (H14). On
observe que la relation n’est pas linéaire. La transformation choisie est construite a partir
d’une tangente hyperbolique (tanh((Q8 —550)./150)), la figure 4.16 montre la diminution
de la non-linéarité grace a cette transformation.

40

351

301

251

H14

201

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Q8

Fi1G. 4.15 — Mesure de la hauteur H14 en fonction du débit ()8

Afin d’estimer la mesure du débit ()8, on utilise la commande des pompes C'7 qui corres-
pond a la somme des commandes des pompes de la station de relevage (C'7; a C'7g).

Une fois les décalages temporels et les relations non linéaires déterminés, les différentes
matrices de données sont construites. A partir de ces matrices de données, la méthode
d’ACP robuste MMRPCA (introduite dans la section 2.4) est appliquée.
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I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tanh((Q8-550)./150)

F1G. 4.16 — Mesure de la hauteur H14 en fonction de tanh((Q8 — 550)./150)

Partie Hydraulique
Variable | Décalages temporels Transformation Décalages temporels
non linéaire
H3 q07 q—l
H5 q°
H6 q°
Q8 q°, tanh((Q8 — 550)./150) g !
H14 ¢, q!
c7 q°

TAB. 4.6 — Décalages temporels a prendre en compte pour la partie hydraulique

4.4 Application de la méthode MMRPCA a la partie
hydraulique

Dans cette partie hydraulique, les données issues des capteurs de hauteurs H3, H5, H6,
H14 et du capteur de débit ()8 doivent étre validées. En raison d’un manque d’information
sur la quantité d’eau entrant dans la station la hauteur H1 ne peut pas étre validée. Pour
cette partie, le détail des décalages temporels et transformations non-linéaires déterminé
grace a une premiere phase de modélisation est explicité dans le tableau 4.6.

4.4.1 Construction de la matrice de données

Deux périodes sont sélectionnées, une premiere afin de construire le modele robuste et
la seconde afin de valider le modele robuste déterminé. A partir des différents décalages
déterminés entre les mesures (tableau 4.6), on considere le vecteur z(k) suivant :

z(k) = [ H3(k) H5(k) H6(k) Q3(k) H14(k)

tanh((Q8(k — 1) — 550)./150) H3(k—1) Hl4(k—1) CT7(k)]" (4.17)
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4.4. Application de la méthode MMRPCA a la partie hydraulique

La matrice Z est alors constituée de N observations du vecteur z(k).
Afin d’obtenir pour ’ensemble des variables des domaines de variations proches, la pre-
miere étape pour la construction d’un modele est la réduction et le centrage des données.

4.4.2 Construction du modele

Pour construire le modele robuste, les données du mois d’avril 2005 sont utilisées.

4.4.2.1 Détermination du nombre de composantes principales

Pour déterminer de maniere robuste le nombre de composantes principales, on utilise
la méthode de minimisation de la variance d’erreur de reconstruction. L’algorithme de
la méthode utilisée pour déterminer le nombre de composantes principales a retenir est
décrit dans la section 2.4.5 du chapitre deux. Le nombre de composantes principales cor-
respondant a la variance de I'erreur de reconstruction la plus petite est alors choisi avec la
matrice de variance covariance robuste correspondante. Quatre composantes principales
sont alors sélectionnées. Le modele robuste est alors construit.

Les figures 4.17, 4.18, 4.19, 4.20 et 4.21 montrent les différentes mesures des grandeurs
avec leurs estimations obtenues avec le modele ACP classique et le modele ACP robuste et
les résidus (mesure - estimation) correspondants. On remarque alors que pour Iestimation
de la hauteur H3, un défaut est visible sur le résidu robuste autour de I'observation 1550
alors qu’avec I’ACP classique, il n’est pas visible. On observe ici 'avantage d’utiliser une
approche robuste.

100 — : - =—— Mesure |
s Est. clas

' Est. Rob

H3 (cm)

| | | | |
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
- T T I : T T T T T |
40 Résidu classique
20— — Résidu robuste
0 sl M w
-20 | | | 1 I | | | I I |
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Temps (1point = 15 minutes)
F1c. 4.17 — Mesure et estimation de la hauteur H3
Dans la suite, pour détecter les défauts, on utilise la distance de Mahalanobis (1.98) et

pour les localiser le principe de reconstruction en utilisant la distance de Mahalanobis est
utilisé.
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F1G. 4.18 — Mesure et estimation de la hauteur H5
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F1G. 4.19 — Mesure et estimation de la hauteur H6

4.4.2.2 Analyse des directions de reconstruction utiles dans ’espace global

A partir du modele robuste déterminé, I'analyse des directions de reconstruction utiles
est alors effectuée. Compte tenu de la dimension de l'espace principal, on ne peut pas
reconstruire plus de 5 variables simultanément. Le nombre maximum de reconstructions
est donc de 381. La table 4.7 montre les valeurs de l'indicateur k£ (3.130) pour r = 1,
c’est-a~dire qu’une seule variable est reconstruite. Le nombre r représente le nombre de
variables considérées en défaut simultanément. Les ensembles Ry et Ry contiennent les
indices des variables reconstruites. Plus la valeur de k£ est petite, plus 'amplitude du
défaut nécessaire pour assurer la localisation du défaut doit étre importante. Il n’y a pas de
projection colinéaire (k toujours différent de 0), donc I'ensemble des défauts apparaissant
sur une seule variable sont localisables. On effectue ce méme calcul pour r = 2, 3, 4, 5, on
trouve alors les directions avec des projections colinéaires. Par exemple, I'indicateur k est
proche de zéro entre D56 et D569, €elles sont donc colinéaires. Les signatures de ces deux
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F1G. 4.21 — Mesure et estimation de la hauteur H14

directions de reconstruction sont alors identiques (Dyss = Dsgg9). Il est donc suffisant
de considérer seulement une de ces deux directions, par exemple Dy56. De plus, on en
déduit que les signatures des directions de reconstruction prenant en compte ce couple
sont identiques (Ds456 = Dss569, Daase = Daseo, -..). Le nombre de reconstructions
utiles peut alors étre réduit a 201.

4.4.3 Détection et localisation de défauts de mesures

Sur un second jeu, le modele déterminé précédemment est utilisé pour détecter et localiser
des défauts. Pour cela des données issues du mois de mai 2005 sont utilisées.
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k R,
1] 2 3 4 5 6 7 8 9
0.97 [ 1.00
1.00 [ 1.00
1.00 [ 0.99
1.00 [ 0.33
0.96 | 0.99
1.00 [ 0.97
0.80 | 1.00
0 097

TAB. 4.7 — indicateur k£ pour r =1

4.4.3.1 Détection des défauts

Pour la détection des défauts, la distance Mahalanobis est utilisée. La figure 4.22 montre
la distance de Mahalanobis divisé par son seuil de détection, c¢’est-a-dire qu'un défaut est
détecté si la distance de Mahalanobis est supérieure a un. Le seuil de détection a été choisi
empiriquement afin de ne pas prendre en compte les erreurs de modélisation du systeme.
On détecte alors 22 défauts, sur cette figure, les différents défauts sont numéroter afin de
pouvoir les localiser dans la partie suivante.

500 1000 1500 2000 2500

F1G. 4.22 — Détection des défauts avec la distance de Mahalanobis

4.4.3.2 Localisation des défauts

Une fois les défauts détectés, on cherche a les localiser. Pour cela on calcule I’ensemble des
reconstructions utiles. Les figures 4.24 et 4.25 montrent une partie des reconstructions.
Le tableau 4.8 résume ’ensemble des défauts localisables.

Lorsque l'indice Ds est calculé, les défauts 3, 10, 11, 13, 14, 15, 19, 20, 21 et 22 sont
proches de zéro, on en déduit alors que sur cette période c’est la variable H6 qui est en
défaut. Physiquement ’ensemble de ses défauts est dii au changement des relations entre
les différentes mesures lorsque la valeur de H6 est inférieure a 1m85. En effet, la figure
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Indice des défauts Direction de reconstruction qui annule le défaut
16, 17 Dy

310,11 ,13 .14, 15, 19, 20, 21, 22 Ds

1 D1y

7,12 D, 7

2, 6,8, 18 D3 g

5 D39

4 Ds 79

9 D139

TAB. 4.8 — Résumé de la procédure de localisation

4.23 détaille le fonctionnement entre le dégrilleur et le puisard 2. On peut alors en déduire
que lorsque la hauteur dans le puisard 2 passe en dessous d’environ 1m85, alors la relation
entre la hauteur avant le dégrilleur et apres le dégrilleur change.

(0

Dégrilleur Puisard2

2bcm]

ONNNO

1m60

F1G. 4.23 — Zoom sur l'installation

Pour les défauts 16, 17, le résidu est proche de zéro lorsque 1'on reconstruit la premiere
(H3(k)) variable et pour les défauts 7, 12 le résidu est proche de zéro lorsque ’on recons-
truit la premiere (H3(k)) et la septieme variable (H3(k—1)). On en déduit que la variable
H3 est probablement en défaut sur cet intervalle. Pour déterminer si le défaut détecter
correspond a un défaut capteur ou a un défaut systeéme, on peut utiliser les mesures de
hauteur H1 dans le puisard 1 et H6 dans le puisard 2. En effet une augmentation sur la
mesure H3 se traduit par une augmentation sur la mesure H1, la méme relation existe
entre les mesures H5 et H6. Ce défaut est probablement di a un élément qui perturbe
I’écoulement dans le dégrilleur.

Pour le défaut 4, le résidu est proche de zéro lorsque I’on reconstruit la troisieme (H6(k)),
la septieme (H3(k — 1)) et la neuvieme (C7(k)) variable. Pour les défauts 2, 6, 8, 18,
le résidu est proche de zéro lorsque l'on reconstruit la troisieme (H6(k)) et la neuvieme
(C7(k)) variable. Pour le défaut 1, le résidu est proche de zéro lorsque 'on reconstruit la
premiere (H3(k) et la quatrieme (Q8(k)) variable. Pour le défaut 5, le résidu est proche
de zéro lorsque 'on reconstruit la premiere (H3(k)), la troisieme (H6(k)), la neuvieme
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(C7(k)) variable. Une explication pour ’ensemble de ces défauts peut étre que la hauteur
dans le puisard 2 H6 est tellement basse que la commande des pompes ne correspond pas
au fonctionnement réel. En effet il est possible qu'une pompe de la station de relevage, en
raison d’'un manque d’eau, ne fonctionne pas.

Pour les défauts 9, le résidu est proche de zéro lorsque ’on reconstruit la premiere (H3(k)),
la seconde (H5(k)), la troisieme (H6(k)) et la neuvieme (C7(k)) variable. On en déduit
qu'un élément perturbe probablement ’écoulement dans le dégrilleur et que la mesure H6
est inférieure a 1m85.

En observant la figure 4.22, on remarque par exemple entre les défauts 9 et 10 une aug-
mentation de la moyenne du résidu. Cette augmentation est due a une légere erreur de
modélisation di a la non-linéarité de la relation entre la hauteur (H14) et le débit (@8).

La méthode proposée permet de soit déterminer des défauts de capteurs simultanés, soit
un défaut de systeme dont la signature correspond a plusieurs erreurs sur des signaux
issus de capteurs.

4.5 Conclusion

Le but de ce travail est de valider ’ensemble des informations délivrées par les capteurs
utiles a la commande d’une station de traitement des eaux usées.

Dans une premiere partie, nous avons décrit la station d’épuration ainsi que I’ensemble des
mesures disponibles. La seconde partie est consacrée a une phase de pré-traitement des
données nécessaire pour ensuite appliquer ’ACP. Le but de cette phase de pré-traitement
est de mieux comprendre les réactions biologiques d'un bassin a boues activées et de
déterminer les différents décalages temporels et transformations non-linéaires utiles pour la
construction de la matrice de données. Afin de mieux comprendre les relations biologiques,
le modele ASM1 (modele biologique de la dégradation des pollutions par boues activées)
est utilisé. Cependant, dans ce modele de nombreuses variables ne sont pas mesurées sur
la station considérée. Ce modele est alors réduit afin de prendre en compte les mesures
disponibles dans la station de traitement des eaux usées. Ensuite, afin de déterminer
les décalages temporels et les transformations non-linéaires a prendre en compte afin
d’appliquer ’ACP, une premiere étape de modélisation a ’aide de modeles linéaires a
été effectuée. A travers cette étape de modélisation, on ne recherche pas les parametres
exacts des modeles mais seulement les variables utilisées ainsi que les ordres des modeles.
Afin de réduire la taille de la matrice de données a considérer, les données de la station
sont partagées en deux parties, la partie hydraulique qui prend en compte les différentes
mesures de débit et de hauteurs et la partie biologique qui contient I’ensemble des mesures
relatives aux biologies. Dans une troisieme partie la méthode MMRPCA a été appliquée,
afin de construire un modele robuste aux valeurs aberrantes, sur les données issues de la
partie hydraulique. Puis I’approche de localisation basée sur le principe de reconstruction
avec la distance de Mahalanobis a été utilisée avec succes pour déterminer les variables en
défauts. Cette localisation des valeurs aberrantes permet de soit déterminer des défauts
de capteurs simultanés, soit un défaut de systeme dont la signature correspond a plusieurs
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4.5. Conclusion

erreurs sur des signaux issus de capteurs. Les suites des travaux de recherche porte sur
I’application de la méthode développée sur la partie biologique de la station.
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Chapitre 4. Application a la station d’épuration des eaux usées de Bleesbriick
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Conclusion générale & perspectives

Les normes européennes sur les rejets des stations de traitement des eaux usées deviennent
de plus en plus strictes. La maitrise des impacts sur le milieu naturel et des cotits de fonc-
tionnement ne passe pas uniquement par une amélioration du controle de ce type d’ins-
tallation pour en optimiser le fonctionnement. En effet, pour fonctionner correctement,
ce systeme de controle a besoin de connaitre, en permanence, 1’état du processus. Toute
défaillance conduit a la génération de commandes qui ne correspondent pas a I’état réel
du procédé, d’ou une diminution des performances, de la fiabilité et parfois méme, une
mise en cause de la sécurité et de la qualité de I'environnement. Le diagnostic de fonc-
tionnement constitue donc un élément essentiel de toute procédure d’automatisation d’un
processus. L’objectif de cette these était de valider I’ensemble des informations délivrées
par les capteurs utiles a la commande d’une station de traitement des eaux usées.

L’analyse en composantes principales a alors été utilisée pour effectuer la détection et loca-
lisation de défauts capteurs de la station de traitement des eaux usées. Afin de construire
un modele ACP, nous avons eu recours a une matrice de données constituée de I’ensemble
des mesures disponibles (obtenues lors du fonctionnement normal de la de traitement
des eaux usées) dans l'installation. Cependant, afin d’appliquer ’analyse en composantes
principales sur un systéme nous avons rencontré plusieurs difficultés :

1. Présence dans les données de valeurs aberrantes (valeurs obtenues durant des pé-
riodes de démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, erreurs de mesure, ...)
perturbant la construction d’'un modele ACP.

2. Présence de défauts multiples, ce qui entraine une explosion combinatoire des scé-
narii de défauts a considérer.

Le premier chapitre présente 'utilisation de I’ACP pour effectuer le diagnostic de fonction-
nement d’un processus. L’ACP peut étre étendue au cas dynamique en prenant en compte
des décalages temporels entre les variables dans la construction de la matrice de données.
Le modele ACP est obtenu en décomposant en valeurs/vecteurs propres la matrice de
variance-covariance des données. Le jeu de données est alors projeté dans deux espaces,
I’espace principal qui est associé aux £ vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
les plus élevées et 1'espace résiduel qui est associé aux vecteurs propres restants. Le role
de 'ACP étant d’extraire les relations de redondance, le choix du nombre de composantes
principales ¢ est déterminant pour la détection et la localisation de défauts. Le nombre /¢
est déterminé a partir d’'un critere propre au diagnostic : “la minimisation de la variance
d’erreur de reconstruction”. En effet ce critere permet de déterminer a la fois le nombre
de composantes principales ¢ et les variables possédant une projection significative dans
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I’espace résiduel. Une fois le modele construit, les défauts peuvent étre mis en évidence, en
utilisant des indicateurs de détection, dans I'espace résiduel avec les indices SPE et T,
I'espace principal avec 'indice T? et I'espace global avec les indices ¢ et D. Sur un exemple
de synthese, les performances des différents indicateurs de détection sont comparées. Sur
cet exemple, différents choix du nombre de composantes ont été effectués afin de simuler
des erreurs de modélisation. Si le nombre de composantes principales est correctement
choisi, alors les différents indicateurs donnent des résultats comparables. Mais dans le cas
ou le nombre de composantes principales est incorrect, les indicateurs prenant en compte
les valeurs propres (SWE, T% et D) fournissent de meilleurs résultats pour la détection
de défauts que les autres indices. Ces indicateurs sont donc plus robustes aux erreurs de
modélisation que les indices SPFE et ¢.

Cependant 1'hypothese majeure pour construire un modele a partir de ’analyse en com-
posantes principales, est la nécessité d'un jeu de données sain. Un jeu de données sain est
constitué de données obtenues lors du fonctionnement normal du systeme étudié. Cepen-
dant, le majorité des jeux de données réels possede des valeurs aberrantes. Pour tolérer
la présence de valeurs aberrantes, une analyse en composantes principales robuste doit
étre conduite. Le chapitre deux est ainsi consacré aux méthodes d’ACP robuste. L’esti-
mateur MCD, méthode de référence pour ses performances, a alors été présenté en détail.
Cependant, cet estimateur nécessite un temps de calcul important et une connaissance a
priori de la quantité de valeurs aberrantes présente dans les données (quantité inconnue).
C’est la raison pour laquelle nous avons proposé une nouvelle méthode robuste nommeée
MMRPCA. Ainsi, un MM-estimateur est utilisé pour déterminer un modele robuste. Cet
estimateur est une combinaison de deux M-estimateurs, un M-estimateur afin d’estimer le
modele ACP et un second M-estimateur utilisé afin d’estimer le parametre de dispersion
des poids attribués a chaque observation. Cet estimateur, calculé avec un algorithme itéra-
tif, est initialisé avec un estimateur robuste de la matrice de variance-covariance qui tend
a privilégier la contribution d’observations proches au détriment d’observations éloignées
dues a la présence de valeurs aberrantes. Ensuite les outils de détection de défauts sont
utilisés, a partir du modele robuste, pour trouver les valeurs aberrantes présentes dans les
données. La détermination des valeurs aberrantes permet alors d’éliminer leurs influences
et ainsi d’estimer un modele ACP non biaisé. De plus, la dimension de I'espace résiduel
étant inconnue, une procédure robuste pour déterminer le nombre de composantes princi-
pales est alors nécessaire. Les deux méthodes ont été comparées par le biais d’un exemple
de simulation; on remarque alors que la méthode MMRPCA permet de mieux détecter
les faibles et les forts pourcentages de valeurs aberrantes que la méthode MCD et elle
est comparable a la méthode MCD dans les autres situations. La méthode MMRPCA est
donc moins sensible a la quantité de valeurs aberrantes présente dans les données et elle
possede un domaine d’utilisation plus large que la méthode MCD. La méthode robuste
présentée dans ce chapitre doit étre testée sur des jeux de grandes dimensions afin de
compléter les performances de la méthode.

Apres avoir déterminé un modele robuste, le troisieme chapitre a traité de la localisation
de défauts multiples. Afin de diminuer le nombre de scénarii de défauts a envisager dans
le cas de défauts multiples, une analyse des propriétés du modele en termes de détection
et de localisation de défauts est effectuée. Dans une premiere partie, les faiblesses de la
localisation par calcul des contributions sont mises en avant sur un exemple de simulation.
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Dans une seconde partie, les approches classiques de structuration de résidus (méthode
SRAMS, OSR), permettant de localiser un défaut dans I'espace résiduel, ont été présen-
tées. Puis le principe de reconstruction d’une observation est rappelé de maniere générale
indépendamment de l'indicateur de détection utilisé, c’est-a-dire pour la localisation de
défauts uniquement dans ’espace résiduel, uniquement dans l’espace principal et dans
I'espace global (espace résiduel et espace principal). Ensuite a partir des conditions de
construction des différents résidus, la stratégie de localisation de défauts afin de réduire
le nombre de scénarii de défauts envisageables est exposée. Un exemple de synthese a
permis de comparer les différentes procédures de localisation. Dans la suite des travaux
de recherche, les méthodes SRAM S et OSR de localisation dans ’espace résiduel peuvent
étre étendues pour la localisation de défauts dans I'espace principal.

Le quatrieme et dernier chapitre décrit la station d’épuration des eaux usées puis I’appli-
cation de la méthode robuste MMRPCA pour valider les mesures des différents capteurs.
Dans une premiere partie, nous avons décrit la station d’épuration ainsi que I’ensemble des
mesures disponibles. La seconde partie est consacrée a une phase de pré-traitement des
données nécessaire pour ensuite appliquer ’ACP. Le but de cette phase de pré-traitement
est de mieux comprendre les réactions biologiques d’un bassin a boues activées et de
déterminer les différents décalages temporels et transformations non-linéaires utiles pour
la construction de la matrice de données. Afin de mieux comprendre les relations biolo-
giques, le modele ASM1 (modele biologique de la dégradation des pollutions par boues
activées) est utilisé. Cependant, dans ce modele de nombreuses variables ne sont pas me-
surées sur la station considérée. Ce modele est alors réduit afin de prendre en compte les
mesures disponibles dans la station de traitement des eaux usées. Ensuite, afin de déter-
miner les décalages temporels et les transformations non-linéaires a prendre en compte
afin d’appliquer I’ACP, une premiere étape de modélisation a 'aide de modele linéaire
est effectuée. A travers cette étape de modélisation, on ne recherche pas les parametres
exacts des modeles mais seulement les variables utilisées ainsi que les ordres des modeles.
Afin de réduire la taille de la matrice de données a considérer, les données de la station
sont partagées en deux parties, la partie hydraulique qui prend en compte les différentes
mesures de débit et de hauteurs et la partie biologique qui contient I’ensemble des mesures
relatives aux biologies. Dans une troisieme partie la méthode MMRPCA est appliquée,
afin de construire un modele robuste aux valeurs aberrantes, sur les données issues de la
partie hydraulique. Puis I’approche de localisation basée sur le principe de reconstruction
avec la distance de Mahalanobis est utilisée avec succes pour déterminer les variables en
défauts. Cette localisation des valeurs aberrantes permet de soit déterminer des défauts
de capteurs simultanés, soit un défaut de systeme dont la signature correspond a plusieurs
erreurs sur des signaux issus de capteurs. Les suites des travaux de recherche porte sur
I’application de la méthode développée sur la partie biologique de la station.
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Lecture d’'une boite a moustaches

La boite a moustaches utilise 5 valeurs qui résument des données : le minimum, les 3
quartiles Q1 (25% des observations), Q2 (médiane), Q3 (75% des observations), et le
maximum. La figure A.1 représente une boite a moustache.

Fi1g. A.1 — Boite
taches

& mous-

On repere sur la boite a moustaches d’'une variable :
— T’échelle des valeurs de la variable, située sur l'axe

vertical.

la valeur du ler quartile Q1 (25% des observations),
correspondant au trait inférieur de la boite (point 3
de la figure A.1),

la valeur du 2eme quartile Q2 (50% des observa-
tions), représentée par un trait horizontal a I'inté-
rieur de la boite (point 4 de la figure A.1),

la valeur du 3eme quartile Q3 (75% des observa-
tions), correspondant au trait supérieur de la boite
(point 5 de la figure A.1),

les 2 “moustaches” inférieure et supérieure, représen-
tées ici par les petits rectangles verticaux de part et
d’autre de la boite. Ces 2 moustaches, délimitent
les valeurs dites adjacentes qui sont déterminées a
partir de I’écart interquartile (Q3-Q1) (points 2 et
6 de la figure A.1).

les valeurs dites extrémes, atypiques, exception-
nelles, situées au-dela des valeurs adjacentes sont
individualisées. Elles sont représentées par des mar-
queurs étoile (points 1 et 7 de la figure A.1).
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Lexique

Aérobie

Qualifie les milieux dans lesquels 'oxygene libre est présent et joue son role.

Ammoniaque
Composé gazeux d’azote et d’hydrogene, tres soluble dans 1'eau.

Anaérobie
Qualifie les milieux dans lesquels 'oxygene libre est absent sous toutes ses formes.

Anoxie
Qualifie les milieux dans lesquels 'oxygene n’est pas présent sous forme dissoute.

Biomasse
Masse vivante de micro-organismes.

Biomasse autotrophe
Organisme qui utilise le dioxyde de carbone pour la synthese cellulaire.

Biomasse hétérotrophe
Organisme qui utilise le carbone organique pour la synthese cellulaire.

Boues activées
Flocons bactériens produits au cours de I’épuration biologique.

Demande chimique en oxygéne (D.C.O.)

Quantité d’oxygene nécessaire a une dégradation purement chimique des débris et résidus
contenus dans une eau polluée sans intervention de micro-organismes.
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Annexe B. Lexique

Hydrolyse
Fractionnement de grosses molécules en plus petites molécules.

Nitrification
Oxydation de l’azote ammoniacal en nitrates sous ’action de bactéries.

Substrat
Matiere pouvant étre consommeée par les micro-organismes.
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Stratégie de commande de la station

Loi de commande de la vanne d’entrée (numéro 2 sur la figure 4.2)

Toutes les 3 minutes, le niveau avant le dégrilleur est comparé a une consigne (actuelle-
ment 48 c¢m). Si la différence absolue des 2 valeurs est supérieure a 3 cm, la vanne s’ouvre
ou se ferme d’un pas.

Loi de commande des rateaux du dégrilleur (numéro 4 sur la figure 4.2)

Si la différence avant et apres le dégrilleur est plus grande que la consigne (10 cm en mars
2007 et actuellement 17 cm), les rateaux sont démarrés par une impulsion. Une nouvelle
impulsion est donnée toutes les 2 minutes aussi longtemps que la différence de niveau est
trop grande.

Loi de commande des pompes de la station de relevage (numéro 7 sur la figure
4.2)

L’enclenchement des six pompes en fonction de la hauteur dans le puisard 2 (H6) est
détaillé dans le tableau C.1. Il y a trois pompes en fonctionnement au maximum au méme
instant.

Démarrage Arrét
Pompel | H6 > 210cm H6 < 185¢m
Pompe2 | H6 > 220cm  H6 < 195¢m
Pompe3 | H6 > 225cm H6 < 205e¢m
Pomped4 | H6 > 400cm  H6 < 300cm
Pomped | H6 > 460cm H6 < 450cm
Pompe6 | H6 > 490cm H6 < 450cm

TaB. C.1 — Seuils de déclenchement des pompes de la station de relevage

Loi de commande des aérateurs de la 1lere biologie.

Il y a toujours un aérateur qui est en marche. Toutes les 10 minutes, on regarde si la
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Annexe C. Stratégie de commande de la station

concentration en oxygene dissous (OD9) est plus petite que la consigne - 0.2 pendant 60
s. Si oui, alors la puissance doit étre augmentée, ou si la concentration en oxygene dissous
(OD9) est plus grand que la consigne + 0.2 pendant 60 s alors la puissance doit étre dimi-
nuée. S’il faut augmenter la puissance, les aérateurs sont enclenchés dans 1’ordre suivant :
aérateur 1 - vitesse 1, aérateur 2 - vitesse 1, aérateur 1 - vitesse 2, aérateur 2 - vitesse 2.
S’il faut diminuer, il sont arrétés dans 'ordre inverse. Si la sonde OD9 ne fonctionne pas,
il y a soit 2 aérateurs a la vitesse 1 (état normal) ou 1 aérateur a la vitesse 2 (s’il n’y en
a qu'un seul en état de marche).
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Annexe D. Jeu utilisé pour la détermination des corrélations entre les vaiables
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Annexe D. Jeu utilisé pour la détermination des corrélations

entre les vaiables
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Annexe D. Jeu utilisé pour la détermination des corrélations entre les vaiables
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Annexe D. Jeu utilisé pour la détermination des corrélations entre les vaiables

Période du 22 mars 2004 au 31 mars 2004
T T T

26 ‘ E

24 : , g

MES16, (mg/l)

| | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900
Temps

Période du 22 mars 2004 au 31 mars 2004
350 T T T

300

250~

200~

c18,
a
o
T

100 200 300 400 500 600 700 800 900
Temps

Période du 22 mars 2004 au 31 mars 2004
350 T T T

300

250

200

c1s,
a
o
T

100~ 1

50— -

=50 | | | | | | [ I | -

100 200 300 400 500 600 700 800 900
Temps

156



Période du 22 mars 2004 au 31 mars 2004
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Index

Analyse en Composantes Principales
Définition, 4
Dualité avec ’espace de parité, 17
Identification, 11
Interprétation graphique, 6
Propriétés, 7, 9, 11
Analyse en Composantes Principales
robuste
Méthode MCD, 44
Méthode MMRPCA, 45

Indicateur de détection de défauts
T2, 25
T2, SWE, 26
Distance de Mahalanobis, 26
Indice combiné, 28
SPE, 23

Localisation des défauts
Calcul des contributions, 64
Principe, 61
Principe de reconstruction, 76
Stratégie, 89
Structuration des résidus, 66

Valeur aberrante
Caractéristiques, 42
Définition, 41
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Résumé L’objectif de cette these était de valider I’ensemble des informations délivrées par les
capteurs utiles a la commande d’une station de traitement des eaux usées. Pour cela, nous avons
utilisé 'analyse en composantes principales (ACP) pour effectuer la détection et localisation de
défauts de capteurs de la station de traitement des eaux usées. Afin de construire un modele
ACP, nous avons eu recours & une matrice de données constituée de ’ensemble des mesures
disponibles (obtenues lors du fonctionnement normal de la station de traitement des eaux usées)
dans l'installation. Cependant, afin d’appliquer I’ACP, nous avons rencontré plusieurs difficultés :

1. Présence dans les données de valeurs aberrantes (valeurs obtenues durant des périodes
de démarrage, d’arrét, de fonctionnement dégradé, erreurs de mesure, ...) perturbant la
construction d’un modele ACP.

2. Présence de défauts multiples, ce qui entraine une explosion combinatoire des scénarii de
défauts a considérer.

Afin de résoudre le premier point, nous nous sommes intéressé aux variantes robustes de I’ACP.
L’estimateur robuste MCD (Minimum Covariance Determinant), méthode de référence pour ses
performances, nécessite un temps de calcul important, et une connaissance a priori de la quantité
de valeurs aberrantes présente dans les données (inconnue). C’est la raison pour laquelle nous
avons proposé une nouvelle méthode robuste, basée sur 'utilisation de MM-estimateur, nommée
MMRPCA (MM-estimator Robust Principal Component Analysis). Concernant le point 2, une
méthode d’analyse du modele en terme de capacité de détection et de localisation a été appliquée
afin de réduire le nombre de défauts a considérer. Les différentes méthodes développées ont été
menées avec succes afin de valider les mesures issues des différents capteurs de la station d’épu-
ration des eaux usées.

Mots-clés ACP, ACP robuste, diagnostic, STEP, détection et localisation de défauts multiples.

Abstract This thesis deals with the validation of the information provided by the sensors to the
control of a wastewater treatment plant. For this purpose, Principal Component Analysis (PCA)
approach is used in order to accomplish sensor fault detection and isolation of the wastewater
treatment plant. This approach is well adapted to cope with diagnosis of complex systems because
no a priori theoretical model of the plant must be considered. A data matrix, obtained by taking
into consideration the available measurements in normal behaviour of the wastewater treatment
plant, is used in order to build a PCA model. However, two major problems must be taking into
consideration when PCA is implemented :

1. Outliers appear naturally in the collection data (caused for example by faulty data, data
obtained during shutdown or startup periods or data issued from different operating mode)
and consequently the PCA model can seriously be affected.

2. Multiple sensor faults introduce unavoidably a combinatory explosion of the different fault
scenarios to be considered.

The first problem is solved by introducing a robustness degree in the PCA methodology. Among
the existing robust methods proposed in the literature, the robust estimator MCD (Minimum
Covariance Determinant) is the most popular. However, this method needs a large computing time
on the one hand and a priori knowledge of the quantity of outliers present (generally unknown) in
the data on the other hand. To avoid these difficulties, a new robust method is proposed in this
thesis. Our method, namely MMRPCA (MM-estimator Robust Principal Component Analysis),
is based on MM-estimators. The second mentioned problem is tackled by reducing the considered
number of faults thanks to a new analysis method of the capacities of detection and isolation of
the PCA model. The efficiency of the proposed methodologies is verified by considering the real
wastewater treatment plant data.

Keywords PCA, robust PCA, diagnosis, WWTP, multiple faults detection and isolation.
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