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Nomenclature  
 
Indices : 
a, b, c axes a, b et c du repère triphasé 
〈, ® axes 〈 et ® du repère diphasé lié au stator 
d, q axes d et q du repère diphasé tournant lié au rotor 
kd, kq axes kd et kq liés aux circuits amortisseurs 
r référence, sortie de régulateur 
ref référence 
Paramètres : 
Rs résistance statorique 
L inductance statorique 
M inductance mutuelle entre les circuits d'axe d-q et kd-kq 

¬f flux des aimants à travers le circuit équivalent directe 
p nombre de paires de pôles 
J moment d’inertie des parties tournantes de l’ensemble machine-charge 
T période d’échantillonnage 
Tp période de la porteuse 
tm temps mort 
⎮ constante de temps 
Vp amplitude de la porteuse 
U0 tension de la source continue 
Gond gain de l’onduleur 
K, ⎮i coefficients des régulateurs PI 
h, ™t pas de simulation 
Variables : 
t échelle de temps 
i courant statorique 
v tension statorique 
e force électromotrice (f.e.m.) 
⎠ flux à travers les bobines statoriques 
∧ vitesse angulaire du rotor 
⎝ position du rotor 
⎤ pulsation électrique 
℘m couple du moteur 
℘ch couple de charge 
x, z vecteur d’état 
u vecteur d’entrée 
y vecteur de sortie 
Y(s) modèle linéaire du sous système électrique 
C(s) régulateur 
C(z) régulateur numérique 
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Introduction Générale 
 
L’électronique de puissance occupe depuis quelques années, une place de plus en plus 
importante dans l’industrie. Grâce à ces multiples topologies et à l’utilisation de stratégies de 
contrôle de plus en plus performantes, l’utilisation de l’électronique de puissance dans les 
procédés industriels a permis une amélioration notable des performances des procédés et une 
diminution du coût des équipements. Dans de nombreux secteurs d’activité comme par 
exemple l’automobile, l’aéronautique ou encore la construction navale, la tendance est au 
développement d’architecture de système électrique à puissance distribuée. Ces systèmes 
possèdent une grande flexibilité d’utilisation et une grande capacité d’intégration de charges 
de nature très diverses. 
Le génie électrique est riche en non linéarité de toute sorte. En effet la plupart des 
convertisseurs statiques utilisés en électronique de puissance se modélise à un niveau ou un 
autre par des systèmes différentiels non linéaires avec ou sans dépendance explicite au temps. 
Plusieurs classes de systèmes non linéaires peuvent être mises en évidence. 
La première catégorie regroupe les systèmes non linéaires continûment différentiables. 
Beaucoup de systèmes électrotechniques appartiennent à cette catégorie. C’est le cas des 
convertisseurs statiques modélisés au sens des grandeurs moyennes. C’est aussi le cas des 
dispositifs d’électronique de puissance quasi linéaires avec des éléments saturables comme les 
inductances. Pour l’étude et la modélisation de ces types de systèmes, on se place autour d’un 
point de fonctionnement (appelé point d’équilibre) et on étudie le comportement du système 
linéarisé autour de ce point. Le modèle proposé n’est alors valable que pour un 
fonctionnement du système autour du point d’équilibre et ne garantit nullement un bon 
fonctionnement notamment pendant les phases de démarrage du système ou suite à une large 
perturbation extérieure. En effet dans ces deux cas par exemple, le point de fonctionnement 
du dispositif peut se retrouver relativement éloigné du point d’équilibre souhaité. 
Dans cette thèse, on s’intéresse aux différents outils de l’automatique non linéaire capable 
d’apporter des solutions et des critères de dimensionnement à ce type de problèmes. 
Les méthodes de Lyapunov, les fonctions de Lyapunov quadratiques et non quadratiques, la 
stabilité exponentielle, les LMI (inégalités matricielles linéaires), la D-stabilité, les normes 
H2, H∞, et surtout les modèles de Takagi-Sugeno (T.S) sont autant d’outils que l’on va utiliser 
pour la résolution de ces problèmes. 
Pour illustrer les méthodes qui seront développées, deux exemples électrotechniques seront 
traités : 
. la recherche du domaine d’attraction d’une alimentation à découpage fonctionnant à 
puissance constante, 
. la recherche du domaine d’attraction d’un ensemble filtre d’entrée onduleur/machine 
synchrone à aimant permanent muni de sa commande (commande vectorielle). 
 
Dans le chapitre I, on va détailler les deux systèmes qui vont servir d’exemple de travail à 
savoir le contrôle d’un hacheur élévateur programmé en courant et fonctionnant en mode de 
conduction continue et la commande d’une machine synchrone à aimant alimenté via un filtre 
d’entrée du second ordre par un bus continu d’alimentation. 
 
Dans le chapitre II, on va présenter un ensemble de définitions, outils et théorèmes qui vont 
être utilisés par la suite pour résoudre le problème de stabilité large signal des systèmes 
électrotechniques décrits au chapitre I.  
 
Le chapitre III traite du problème de stabilité large signal d’un hacheur de type élévateur 
programmé en mode courant et fonctionnant en mode de conduction continue. La commande 
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du système est supposée connue et stable. Elle est basée sur une approche conventionnelle 
utilisant une modélisation moyenne du convertisseur suivie d’une linéarisation au premier 
ordre. La synthèse des correcteurs est réalisée via une approche fréquentielle. L’objectif de 
l’étude est d’essayer d’établir la stabilité large signal du hacheur et notamment d’estimer la 
taille du bassin d’attraction autour du point d’équilibre du système sachant que la commande 
est fixée. Une telle information permettra de prouver un fonctionnement correct du système 
en présence de perturbations extérieures bornées, information que l’approche petit signal ne 
peut apporter. 
 
Le chapitre IV s’intéresse au cas des systèmes pouvant être modélisés par un dispositif 
électrique fonctionnant à puissance constante. C’est notamment le cas de la plus part des 
hacheurs contrôlés en tension ou des actionneurs contrôlés en couple ou vitesse lorsque ceux-
ci sont munis de contrôle à dynamique élevée en rejet de perturbations. Une méthode 
d’analyse de la stabilité large signal va être proposée. On montre l’impact des paramètres du 
système sur la taille des bassins d’attraction trouvés. Des outils permettant de quantifier les 
propriétés dynamiques de tels systèmes vont être détaillés.  
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Chapitre I : Présentation de la problématique 
 
 
 
1- Introduction 
 
 
1.1 - Historique des systèmes non linéaires  
 
L’étude des systèmes non linéaires constitue un vaste et difficile domaine, commencée vers la 
fin du dix-neuvième siècle. 
Le grand précurseur est le mathématicien français Henri Poincaré : 
. Sur les courbes définies par les équations différentielles (1881- 1886). 
. Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste (1892- 1899). 
 
Puis A.M Lyapunov fonda la théorie de la stabilité : 
. Le problème général de la stabilité du mouvement (1892). 
 
Au vingtième siècle, on peut distinguer trois courants : 
 
1. Entre les deux guerres mondiales, les ingénieurs étudièrent les problèmes d’oscillation. Le 
chercheur russe A.A. Andronov trouva en 1929 dans les travaux de Poincaré le fondement de 
sa Théorie des oscillations (1938). 
 
2. Après la seconde guerre, plusieurs chercheurs soviétiques précisèrent et appliquèrent les 
travaux de Lyapunov sur la stabilité dont A.I. Louriè, I.G. Malkine et M.A. Ayzerman ; puis 
S. Wegrzyn en Pologne reformula le problème de la stabilité à l’aide de l’analyse 
fonctionnelle. 
 
3. Vers 1950, des chercheurs de tous les pays s’inspirèrent des méthodes d’étude et de        
synthèse des systèmes linéaires en temps continu et échantillonné, méthodes devenues 
classiques, pour élaborer des techniques applicables aux systèmes non linéaires, par exemple 
la méthode des réponses en fréquences ( L.C. Goldfarb, J. Dutilh, R. Kochenburger ). 
 
Les critères graphiques de stabilité non linéaire (critère de Popov, critère du cercle) se situent 
aux alentours des courants 2 et 3. 
La théorie des systèmes par plus-ou-moins, fondée simultanément par B. Hamel en France et 
par Z. Cypkin en URSS se place dans les courants 1 et 3. 
Les travaux sur les systèmes échantillonnés non linéaires de P. Vidal utilisent les trois 
courants 1, 2 ,3. 
 
 
1.2 - Différentes non linéarités  
 
Un système linéaire est un système régi par des équations différentielles linéaires et 
homogènes à coefficients constants vérifiant le principe de superposition (propriétés 
d’additivité et d’homogénéité). 
Le terme non linéaire peut englober une infinité de systèmes avec des modélisations 
conduisant à introduire des équations complexes. 
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L’analyse des systèmes dynamiques non-linéaires représente un défi : 
. d’une part, l’observation de la nature et des objets techniques révèle la structure 
profondément non-linéaire des systèmes qui nous entourent, et ce de manière parfois si dure 
que les non-linéarités ne peuvent pas toujours être contournées. Il semble donc nécessaire 
d’attaquer cette problématique de façon approfondie. 
 . d’autre part, les difficultés mathématiques qui apparaissent sont grandes, et l’on sait 
rarement obtenir la solution explicite de la trajectoire d’un système non linéaire. 
Les calculateurs, munis de leurs algorithmes d’intégration, ne savent pas résoudre tous les 
problèmes et conduisent même parfois l’analyste dans des pièges redoutables. 
 
 
1.3 - Systèmes de nature non linéaires  
 
Ils ont un fonctionnement non linéaire dans leurs principes. 
 
On distingue les relais, les interrupteurs, les organes fonctionnant par plus-ou-moins ou par 
tout-ou-rien. L’hystérésis, par exemple, apparaît dans des modèles de la courbe d’aimantation 
d’un noyau de fer. 
 
Les moteurs électriques sont non linéaires. 
 
 
1.4 - Systèmes soumis à des non linéarités  
 
Ils sont linéaires dans leur conception générale, mais ils subissent : 
. des frottements statiques qui créent des seuils de sensibilité ou zones mortes 
. des butées et des limitations en courant ou tension qui créent des saturations. 
 
On va alors s’intéresser à la stabilité des systèmes non linéaires. 
 
Föllinger a donné des définitions pour caractériser la stabilité : 
 
Définition 1 : Un système est localement stable si on peut garantir la stabilité pour une valeur 
particulière d’état. Si l’équilibre est stable, on peut s’attendre qu’autour de ce point 
d’équilibre le système soit stable. Mais on ne connaît pas la taille de ce domaine et rien sur ce 
domaine n’a été démontré. 
 
Définition 2 : Une valeur particulière de l’état d’un système, appelée état d’équilibre, est 
asymptotiquement stable pour un sous-ensemble de l’espace d’état si on peut garantir que 
l’état converge vers cet équilibre pour chaque valeur de tout ce sous-ensemble. 
 
Définition 3 : Une valeur particulière de l’état d’un système, appelée état d’équilibre, est 
globalement asymptotiquement stable si on peut garantir que l’état converge vers cet équilibre 
pour chaque valeur de tout l’espace d’état. 
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2– Modélisation et Contrôle conventionnel des hacheurs 
 
2.1- Introduction 
 
La littérature est riche en commande de toutes sortes. Toutefois, il est possible de les classer 
en deux grandes approches.  

 
La première est qualifiée d’approche en courant. La régulation est alors constituée de deux 
boucles d'asservissement : une boucle de courant qui asservit le courant absorbé par le 
convertisseur à une référence donnée et une boucle de tension qui impose en sortie de 
convertisseur une tension régulée et qui fixe la référence de courant (figure 1-1-a).  

 
Pour les convertisseurs de petites puissances (inférieure à quelques centaines de watts)  la 
boucle de courant peut être supprimée. La sortie du régulateur de tension est alors directement 
connectée au modulateur MLI. Cette technique constitue la deuxième approche qualifiée 
d’approche en tension (figure 1-1-b). 

 
Une fois choisie la stratégie de contrôle du hacheur, il ne reste plus qu’à fixer la nature des 
régulateurs de courant et de tension. Dans la plus part des applications, ces régulateurs sont 
des régulateurs linéaires.  Le dimensionnement de ces régulateurs est basé sur l'étude du 
modèle petit signal du convertisseur. Le correcteur utilisé est généralement constitué d'une 
fonction de transfert à deux pôles et un zéro. Le premier pôle nul assure une erreur statique 
nulle, le second filtre la composante HF du courant. Le gain statique ainsi que le zéro permet 
d'ajuster la largeur de bande et la marge de phase. La prise en compte des effets 
d’échantillonnage (dus au fait que le rapport cyclique n’est déterminé qu’une seule fois par 
cycle de commutation) conduit à prendre en compte dans la boucle de régulation en courant 
un pôle supplémentaire. Pour éviter tout problème de stabilité, la pulsation de coupure de 
l’asservissement en courant est en général choisie de manière à ne pas dépasser la moitié de la 
pulsation de découpage. Quant à la pulsation de coupure de l’asservissement en tension, elle 
est en général choisie une décade en dessous de celle de courant. 

 

 
 

Figure 1-1 : Méthode de commande, approches en courant (a) ou en tension (b). 
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2.2 - Application au hacheur survolteur 
 
On fait l’hypothèse que le convertisseur statique est muni d’une commande  petit signal à 
fréquence fixe de type ‘contrôle en courant moyen’. On suppose que le dimensionnement a 
été réalisé de manière à satisfaire aux critères usuels de stabilité et qu’au point de 
fonctionnement considéré, le convertisseur fonctionne en mode de conduction continue. On 
suppose de plus, que toutes les constantes de temps du système régulé sont largement 
supérieures à la période de découpage, ce qui  permet de travailler sur le modèle équivalent 
moyen du convertisseur. Un schéma du convertisseur et de sa commande est présenté sur la 
figure 1-2. 
 
 

pck
p
ick

+
pc

pc

ωp

ω
+

pk
p
ik

+

 
Figure 1-2 : Convertisseur de type Boost muni de sa commande en courant moyen. 

 
L’utilisation des schémas équivalents moyens conduit au schéma équivalent moyen ci-
dessous : 

 

 
Figure 1-3 : schéma équivalent moyen du convertisseur Boost et sa commande. 

 
Les coefficients Kc et Kv représente respectivement les gains de mesure des capteurs de 

tension et de courant. Au sens des grandeurs moyennes, le courant inductif moyen i  et la 

tension de sortie moyenne sV vérifient les équations différentielles suivantes : 
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Pour toutes les variables, on pose: x̂XX 0 +=
 
où X0 correspond à la valeur de X  en régime 

établi et x̂  à une variation supposée petite de X   autour de X0.

 Après développement au premier ordre puis transformée de Laplace, il vient : 
 

r

(s)v̂
(s)d̂I(s)î)D(1(s)v̂sC

(s)d̂V(s)v̂)D(1(s)v̂(s)îsL

s
0L0s

s0s0e

−⋅−⋅−=⋅⋅

⋅+⋅−−=⋅⋅

                                        (1-1) 

 
Calcul de la fonction de transfert en courant : 
 
Pour l’obtenir il suffit d’éliminer la variation de tension d’une des deux équations précédentes 
et de la réinjecter dans l’autre. Il vient alors : 
 

(s))d̂V(s)v̂(s)îs(-L
1

1
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0
s ⋅++⋅⋅⋅

−
=

D  
 
Après simplifications il vient: 
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On peut alors extraire de cette dernière équation, la fonction de transfert en asservissement du 
convertisseur : 
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On en déduit alors aisément la fonction de transfert en boucle ouverte de notre système : 
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                            (1-3)

 

 

Où  - 
pV

1
 représente le gain du modulateur MLI  
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Le dimensionnement du régulateur se fait en choisissant les paramètres de commande de 
manière à respecter les contraintes usuelles de stabilité données ci-dessous : 
 
  Marge de phase > 45° 
  Marge de gain > 5 dB 
 
Calcul de la fonction de transfert en tension: 
 
Pour l’obtenir il suffit d’éliminer cette fois-ci la variation du rapport cyclique d’une des deux 
équations (1) et de la réinjecter dans l’autre. Il vient alors : 
 

(s))v̂)D(1(s)v̂(s)îsL(
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1
(s)d̂ s0e

s0

⋅−+−⋅⋅⋅=  

 
On peut alors écrire: 
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Pour calculer la fonction de transfert du système, on fait l’hypothèse que la dynamique de la 
boucle de courant est bien supérieure à celle de tension. On peut alors considéré que pour le 
dimensionnement de la boucle de tension, le courant moyen mesuré suit parfaitement sa 
référence.  
 
Il vient alors: 
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L’expression de la fonction de transfert en boucle ouverte s’écrit  
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Comme pour la boucle de courant, les paramètres du régulateur de tension sont dimensionnés 
de manière à vérifier les normes usuelles de stabilité données précédemment.  
 
Afin de simplifier les notations, on va par la suite supposer que les gains de mesure sont 
unitaire tout comme le gain du modulateur MLI.  
On obtient alors les paramètres suivants pour le système et sa commande :  
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L’un des grands problèmes liés à cette méthode de conception est que cette commande est 
issue d’un modèle petit signal obtenu par linéarisation autour d’un point de fonctionnement. Il 
est alors difficile de déterminer avec exactitude le domaine de validité de cette commande 
surtout si on s’éloigne du point de fonctionnement. C’est notamment le cas lors des phases de 
démarrage ou dans la majorité des cas, l’état du système est relativement éloigné du point de 
fonctionnement. C’est aussi le cas lors de brutales variations de charge comme par exemple le 
passage d’un fonctionnement à vide à un fonctionnement à charge nominale. Dans tous ces 
cas de figures, le comportement du système est inconnu et l’approche précédente ne garantit 
nullement la convergence de la trajectoire d’état vers le point de fonctionnement désiré.   
 
Pour pouvoir étudier le comportement dit « large signal » du système, il sera donc nécessaire 
dans une premier étape de mettre sous forme d’état les équations différentielle qui régisse le 
fonctionnement du système en boucle fermée. L’origine de l’espace d’état va être placée au 
point d’équilibre du système défini par les relations suivantes :  
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Les équations liées à la commande sont exprimées ci-dessous.  
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On désire étudier le système autour du point d’équilibre, on pose donc : 
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L’équation différentielle régissant le fonctionnement du système autour de son point de 
fonctionnement peut alors se mettre sous la forme : 
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Avec : 
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On constate donc que ce système est un système non linéaire donc les non linéarités sont de 

type produit de la forme 42 xx et 32 xx . Ce type de non linéarité se retrouve avec la plus part 
des hacheurs fonctionnant en mode de conduction continue et utilisant une commande 
conventionnelle à base de régulateur linéaire. On verra dans les chapitres suivants comment 
résoudre le problème de l’analyse de la convergence de la trajectoire d’état vers le point 
d’équilibre souhaité du système pour cette classe de non linéarité. 
 
 
3- Contrôle conventionnel des ensembles onduleurs-moteurs, application à la Machine 
Synchrone à Aimants Permanents (MSAP) 
 
3.1- Introduction 
 
L'asservissement des machines à courant alternatif alimentées par des convertisseurs statiques 
pour en faire des actionneurs à vitesse variable devient de plus en plus courant. Parmi des 
machines électriques utilisées, les machines synchrones à aimants permanents (MSAP) ont un 
couple volumique élevé et une inertie très faible. De plus, elles ont des inductances 
relativement faibles, ce qui entraîne des réponses rapides des courants et donc du couple. Pour 
diminuer le taux d'ondulation de courant et de couple, elles sont alimentées par d'onduleurs de 
tension, à base de composants de haute fréquence de découpage (IGBT par exemple). En 
outre, grâce aux progrès de l'électronique numérique et l'apparition des processeurs rapides de 
traitement numérique (DSP), la réalisation de leur commande est devenue de plus en plus 
simple. L'ensemble de ces propriétés leur donne un avantage incontestable dans la 
motorisation d'actionneurs de forte puissance massique et de hautes performances, notamment 
dans les systèmes embarqués [36]. La figure 1-4 représente l'ensemble commande-onduleur-
machine.  
 

 
           U0  

            Machine  
 

 
    références 

 
 

 
         mesures électriques 
 
        mesures mécaniques 

 

 

Commande 
 

Onduleur 
 

Charge 

 
Figure 1-4 : Ensemble Commande-Onduleur-Machine. 

 
Ce paragraphe est consacré à une brève description des différentes parties de l'ensemble 
commande-onduleur-machine. Les MSAP sinusoïdales ont un modèle relativement simple 
dans le "repère de Park". Pour cela on présente d'abord les transformations utilisées pour 
passer d’un repère fixe à un repère tournant, puis les modèles d'état non linéaires et un modèle 
linéaire basé sur la matrice de transfert pour ces machines sont donnés. Ensuite, l'onduleur 
triphasé de tension et sa modélisation sont décrits. On présente brièvement les avantages et les 
inconvénients de différents types de régulateurs, linéaire ou non-linéaire, susceptibles de 
contrôler les variables électromécaniques du système.  
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3.2-Modélisation de l'ensemble onduleur-machine en vue de la commande vectorielle 
 
3.2.1- Equations électriques de la machine 
 
On va uniquement nous intéressé ici aux MSAP à fem sinusoïdale. La machine synchrone à 
aimants permanents (MSAP) considérée dans cette étude comporte un stator et un rotor de 
constitution symétrique avec p paires de pôles. Les enroulements statoriques sont connectés 
en étoile à neutre isolé. L'excitation rotorique est créée par des aimants permanents au rotor. 
Ces aimants sont supposés rigides et de perméabilité voisine de celle de l'air.  
 
Les machines synchrones sont classées en deux catégories "sinusoïdale" et "non sinusoïdale" 
en fonction de la répartition spatiale des conducteurs. Les machines synchrones sinusoïdales 
alimentées par des courants sinusoïdaux présentent un couple constant et leur modèle en 
régime linéaire est relativement simple dans le "repère de Park". Mais la répartition spatiale 
sinusoïdale n'est qu'un idéal théorique. Les machines réelles ont des conducteurs au stator 
logés dans un nombre fini d'encoches, ce qui ne permet pas d'obtenir une répartition 
sinusoïdale exacte des conducteurs. Cependant, l'hypothèse de la répartition sinusoïdale des 
f.m.m. est justifiée dans un grand nombre des machines synchrones triphasées sans liaison de 
neutre qui comporte un nombre suffisant d'encoches par pôle et par phase avec une réalisation 
de bobinages à faible taux d'harmoniques d'espace [36].  
 
Afin de simplifier la modélisation de la machine, les hypothèses suivantes sont faites :  
- La répartition des forces magnétomotrices est sinusoïdale.  
- Le circuit magnétique de la machine n’est pas saturé.  
- L'effet d'amortissement au rotor est négligé.  
- Les irrégularités de l'entrefer dues aux encoches statoriques sont ignorées.  
- Les phénomènes d'hystérésis et les courants de Foucault sont négligés.  
- Les couplages capacitifs entre les enroulements sont négligés.  
 
Les équations électriques des machines électriques dans un repère fixe lié au stator sont 
décrites par :  
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avec Rs la résistance des phases statoriques, [ ]tcba vvv  les tensions des phases statoriques, 

[ ]tcba iii  les courants des phases statoriques et [ ]tcba ψψψ  les flux totaux à travers 

les bobines statoriques.  
 
Comme les enroulements statoriques sont montés en étoile à neutre isolé, la somme 
instantanée des courants statoriques est nulle, de sorte qu'il n'y a pas de courant homopolaire. 
Par conséquent, s'il existe une composante homopolaire de tension ou de flux, elle n'intervient 
pas dans le couple [38]. Le comportement de la machine est donc représenté par deux 
variables indépendantes. En appliquant la transformation restreinte de Concordia T32, on 
obtient :  
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où :  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

β

α

c

b

a

t

x

x

x

T
x

x
32 , avec 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−−

−

2
3

2
1

2
3

2
1

32

01

3

2
T                (1-12) 

 
x peut être v, i, ou ψ.  
 
En appliquant la transformation de Park au système d'équations (1-11), on peut exprimer tous 
les vecteurs dans un repère lié au rotor. Si θ  est l'angle électrique désignant la position du 
rotor par rapport au stator, on a :  
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vd, vq, id et iq sont les composantes direct et en quadrature de tension et de courant. dψ  et qψ  

sont les composantes directe et en quadrature du flux.  
 
Dans les machines synchrones à répartition sinusoïdale des conducteurs, dψ  et qψ  sont 

fonctions linéaires des courants id et iq :  
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Ld et Lq sont les inductances directe et en quadrature et elles sont supposées indépendantes de 
θ . fψ représente le flux des aimants à travers le circuit équivalent direct. En reportant les 

expressions des flux dans l'équation (1-14) on aboutit à :  
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où ω=pΩ , p étant le nombre de paires de pôles et Ω la vitesse angulaire du rotor. ed et eq sont 
les composantes directe et en quadrature de f.e.m. données par : 
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Dans le cas des machines synchrones à aimants permanents et à rotor lisse, les inductances 
directe et en quadrature sont identiques (Ld=Lq=L). Le système d'équations (1-16) se simplifie 
alors à : 
 



                                                 

21 
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ω+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π

q

d

q

d

q

d

q

d

s
q

d

e

e

i

i
PL

i

i

dt

d
L

i

i
R

v

v

2                 (1-18) 

 
 
3.2.2- Expression du couple électromagnétique  
 
Le couple électromécanique développé par les machines synchrones à f.e.m. sinusoïdale peut 
être donné par la relation suivante [39] :  
 

( ) ( ) ( )( ) qddqfdqqdm iiLLpiipiip −−Ψ=−=−=Γ ψψψψ αββα              (1-19) 

 
Si le rotor est lisse (Ld = Lq), cette équation se simplifie en :  
 

qfm ipΨ=Γ                      (1-20) 

 
3.2.3- Equations mécaniques  
 
La conversion de l'énergie électrique en énergie mécanique dans les machines synchrones est 
régie par la relation suivante :  
 

chmdt

d
J Γ−Γ=Ω                     (1-21) 

 
où chΓ est le couple de charge et J le moment d'inertie des parties tournantes de l'ensemble 
machine-charge. La position du rotor évolue d'après l'équation différentielle suivante :  
 

Ω=θ p
dt

d
                     (1-22) 

 
La représentation fonctionnelle du modèle de Park des MSAP est illustrée sur la figure 1-5.  
 

 
Figure 1-5 : Schéma fonctionnel du modèle de Park.  
 
3.2.4- Modèle d’état non linéaire d'une MSAP 
 
La présentation du modèle d'état demande, dans un premier temps, la définition du vecteur 
d'état x, du vecteur d'entrée u et du vecteur de sortie y. Dans le cas fréquent du modèle (1-16), 
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les entrées de la machine sont les tensions statoriques vd et vq et les courants statoriques id et iq 
composent le vecteur de sortie.  
 
Suivant le but de la commande (régulation de couple, de vitesse ou de position), le vecteur 
d'état peut être constitué de trois ou de quatre variables d'état. Dans le cas d'une régulation de 
couple ou de vitesse angulaire, le modèle non linéaire d'état dans le repère tournant d-q est 
décrit par le système ci-dessous :  
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Ce modèle est non linéaire à cause des termes id Ω, iq�Ω, id iq et chΓ . En effet, le couple de 

charge chΓ  est supposé fonction non linéaire de Ω. Il est décrit par :  
 

( ) ( ) ...sgn 3
3

2
210 +Ω+Ω+Ω+Ω=ΩΓ bbbbch                 (1-24) 

 
où les coefficients bi sont inconnus et pour tout Ω appartenant aux plages des vitesses 
possibles du système on suppose que chΓ est une fonction croissante de ω :  
 

( ) 0>ΩΓ
Ω ch

d

d
                    (1-25) 

 
Le couple de charge chΓ  est considéré généralement comme perturbation à compenser par le 
régulateur de vitesse.  
 
3.2.5- Onduleur de tension 
  
Les onduleurs de tension alimentent les machines à courant alternatif à partir d'une source de 
tension continue. Ils permettent d'imposer aux bornes de la machine des tensions d'amplitude 
et de fréquence réglables par la commande. Une machine triphasée sans liaison de neutre est 
alimentée par un onduleur de tension à trois bras comprenant chacun deux cellules de 
commutation. Chaque cellule est composée d'un interrupteur, commandé à l'amorçage et au 
blocage et d'une diode antiparallèle. Dans ce travail, l’onduleur est commandé par la 
technique de Modulation de Largeur d'Impulsions (MLI) échantillonnée symétrique [40]. Elle 
consiste à imposer aux bornes de la machine des tensions, hachées à fréquence fixe, évoluant 
en fonction des références de tension obtenues à partir des régulateurs des courants. A l'aide 
d'un signal triangulaire appelé "porteuse", ces tensions sont modulées en largeur d'impulsions 
(MLI) afin de déterminer les instants de commutation et la durée de conduction de chaque 
interrupteur de l'onduleur. A chaque instant, l’un des deux interrupteurs de chaque bras est en 
conduction et l'autre est bloqué. En MLI échantillonnée symétrique, le signal de référence est 
constant pendant au moins une période de la porteuse. Ce qui permet de calculer facilement 
les instants d'intersection du signal de référence avec la porteuse au début de chaque période 
de celle-ci.  
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Modélisation des onduleurs de tension 

 
Dans l'étude de l'ensemble commande-onduleur-machine-charge, on s’intéresse uniquement 
au comportement dynamique des variables électriques et mécaniques de la machine. Du fait 
que les constantes de temps des machines et des régulateurs sont très grandes devant le temps 
de transition d'un état à l'autre des composants semi-conducteurs, on peut faciliter la 
modélisation et réduire le temps de simulation en modélisant l'onduleur par un ensemble 
d'interrupteurs idéaux : c'est-à-dire résistance nulle à l'état passant, résistance infinie à l'état 
bloqué, réaction instantanée aux signaux de commande. Cette méthode est la plus 
couramment utilisée dans l'étude de l'ensemble onduleur-machine. La figure 1-6 présente le 
schéma de cet onduleur et son modèle. Les six interrupteurs de l'onduleur relient les deux 
bornes de la source de tension aux trois phases de la machine. L'état de conduction des 
composants de l'onduleur peut être représenté par une matrice de connexion [37] de 
dimension (2,3) dont chaque élément représente l'état de conduction d'un interrupteur :  
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Les indices p et n spécifient la liaison des éléments aux bornes positive ou négative de la 
source et les indices a, b et c indiquent les trois phases de sortie de l'onduleur :  
 
1- cij=1 lorsque l'interrupteur reliant la borne i de la source de tension à la phase j de la 
machine est passant.  
2- cij=0 lorsque l'interrupteur correspondant est bloqué.  
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Figure 1-6 : Schéma de l'onduleur et son modèle.  
 
Les tensions de sortie de l'onduleur par rapport au point milieu m de la source pris comme la 
référence de potentiel sont données par :  
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et pour éliminer la composante homopolaire dans les expressions des tensions aux bornes des 
enroulements statoriques, on a :  
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La figure 1-7 montre le principe de la commande d’un bras de l’onduleur par la technique 
MLI échantillonnée symétrique. La tension de référence vjr est constante sur une période de la 
porteuse Tp et les commandes cpj et cnj sont déterminées à partir des intersections de la 
porteuse et la référence.  
 

 
          Vp  

           vjr  
 

           Tp            t   
        -Vp  
 
          cpj  
 

            1  
 

           Tp            t 
         cnj         tj  

            1  
 

           Tp            t 
         vjm  
 

      U0/2  
 
 

           Tp            t 
     -U0/2  
 

 
Figure 1-7: Principe de la commande MLI échantillonnée symétrique d’un bras de l’onduleur. 
 
A chaque période de la porteuse, il faut déterminer les rapports cycliques tj (i.e. les instants de 
commutations des interrupteurs) de manière suivante :  
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Dans le cas où les interrupteurs sont considérés idéaux, la tension moyenne de la phase j est :  
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Ce qui nous conduit au modèle suivant, au sens des valeurs moyennes sur une période de 
hachage, de l'onduleur à MLI :  
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Ce modèle d'onduleur peut aussi bien être utilisé pour la synthèse des régulateurs que pour les 
méthodes de commande sans capteur mécanique [35].  
 
 
3.3 -Commande vectorielle des MSAP 
 

3.3.1-Principe 
 
Quel que soit le but de la commande (régulation de couple, de vitesse ou de position), le 
contrôle du couple de moteur est nécessaire. Celui-ci, dépendant des deux variables id et iq 
selon la relation (1-19), nous laisse un degré de liberté. Cette liberté peut être exploitée afin de 
satisfaire un critère d'optimisation selon l'application. L'objectif principal de la commande 
vectorielle des MSAP est donc de contrôler le couple de manière optimale selon un critère 
choisi. Compte tenu de l'importance de la contrainte thermique dans les machines électriques, 
le critère choisi correspond souvent à la minimisation des pertes Joule à couple donné. Celles-
ci, étant proportionnelles au courant efficace, amènent à minimiser id

2 + iq
2 à couple voulu. 

Mais ce critère demande la solution d'un problème d'optimisation qui impose le contrôle 
simultané de id et iq. Pour simplifier la commande, on fixe souvent le courant id de manière 
que le couple soit proportionnel à iq (relation (1-19)) dans une plage de vitesse donnée. Dans 
les machines à rotor lisse, où le couple ne dépend que de la composante en quadrature du 
courant selon (1-20), la valeur optimale du courant direct est évidemment zéro :  
 
 id ref = 0  

 
Le couple est contrôlé par la composante en quadrature, iq ref est donc proportionnel au couple 
demandé. La commande vectorielle revient alors à contrôler les deux composantes id et iq du 
courant statorique en imposant les tensions vd et vq qui conviennent. Comme on l'a vu, 
l'onduleur de tension à MLI peut être modélisé par un gain Gond, par conséquent pour imposer 
les tensions vd et vq, il suffira d'imposer les tensions de référence vdr et vqr à l'entrée de 
l'onduleur. A l'aide des régulateurs, on obtient les tensions de référence permettant de 
maintenir les courants direct et en quadrature au voisinage de leurs valeurs de référence id ref et 
iq ref. Le schéma bloc du principe de la commande vectorielle des MSAP est représenté sur la 
figure 1-8.  
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Figure 1-8 : Schéma principal de la commande vectorielle des MSAP. 
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Sur ce schéma, la matrice T22 est définie par :  
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En réalité on n’a accès qu'aux tensions et courants des trois phases de la machine. Le passage 
aux grandeurs intermédiaires (tensions et courants de Park) se fait à l'aide des transformations 
de Park et de Concordia (directe et inverse). Sous les hypothèses suivantes :  
 

- la période de la porteuse Tp est suffisamment petite par rapport aux constants de temps 
électriques de la machine, et la pulsation de la porteuse ωp=2π/Tp est nettement supérieure à la 
pulsation électrique maximale de la machine,  

- la précision de la mesure de position est suffisante,  
 
le schéma de la figure 1-8 se réduit au schéma 1-9 qui représente le schéma simplifié de la 
commande vectorielle des MSAP.  
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Figure 1-9 : Schéma simplifié de la commande vectorielle des MSAP. 

 
3.3.2- Dimensionnement des Régulateurs 
 
Dans ce paragraphe, on rappelle brièvement les méthodes de conception les plus usuelles des 
régulateurs utilisés dans le contrôle des MSAP. Les régulateurs sont supposés être dans un 
premier temps linéaire de type PI. On suppose de plus qu’une structure de commande par 
boucle imbriquée montrée sur la figure 1-10 est utilisée. 
 
Dans ce cas, on peut distinguer deux modes : le mode électrique (mode rapide : boucle 
interne) et le mode mécanique (mode lent : boucle externe). Le fait de pouvoir séparer les 
modes électriques et mécaniques permet de décomposer un système d'ordre élevé en plusieurs 
sous systèmes d'ordre faible et donc avoir une boucle externe et une boucle interne 
(imbriquée) pour la synthèse des correcteurs aisée. Pour un fonctionnement correct, il faut 
respecter un écart entre les dynamiques des deux boucles. La dynamique de la boucle interne 
doit être sensiblement plus rapide que la dynamique de la boucle externe. La commande par 
boucle imbriquée est alors classiquement appliquée à la MSAP, puisqu'elle permet de 
contrôler séparément les courants id et iq (et donc le couple) et la vitesse Ω.  
 
On se limitera donc par la suite aux régulateurs PI suivants :  
 

( )
s

s
KsC

id

id
dd τ

τ+
=

1
, ( )

s

s
KsC

iq

iq

qq τ
τ+

=
1

, ( )
s

s
KsC

i

i

ω

ω
ωω τ

τ+
=

1
              (1-32) 



                                                 

27 
 

 
où Cd(s) et Cq(s) sont les régulateurs des courants direct et en quadrature (id et iq) et ( )sCω

  
est le régulateur de vitesse angulaire mécanique Ω.  
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Figure 1-10 : Régulation des courants et de vitesse des MSAP. 
 
Comme le montre les équations du système (1-23), il existe un couplage entre les courants 
d’axes dq de la machine synchrone. Dans beaucoup d’applications, il est possible de 
découpler les contrôles des courants d’axes dq à l’aide d’une stratégie de découplage. Il existe 
deux variantes de celle-ci à savoir les découplages de type « feedforward » ou « feedback ». 
La première se base sur le modèle linéarisé du système (1-23) autour d’un point de 
fonctionnement. Cette stratégie de découplage est représentée sur la figure 1.11-a.  La 
seconde issue directement du modèle (1-23) permet de découpler sans linéarisation le contrôle 
des courants d’axes dq. Elle est représentée sous forme de schéma bloc sur la figure 1.11-b. 
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a : découplage de type « feedback » 
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b : découplage de type « feedforward » 

 
Figure 1-11 : Régulation des courants et de vitesse des MSAP avec découplage des courants 

d’axes dq où τd et τq sont les constantes électriques d’axe d et q. 
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Une fois le système découplé, les fonctions de transfert en boucle ouverte courant – tension 
(id/v

*
d ou iq/v

*
q) sont des  systèmes de premier ordre sans zéro triviaux à contrôler. L’approche 

précédente permet d’implanter sans difficulté une commande vectorielle de MSAP.  
 
Influence de l’alimentation continue de l’onduleur 

 
Cependant le contrôle et notamment celui des courants reste très dépendant du niveau de 
tension de l’étage continu U0 et de ses fluctuations. C’est notamment le cas dans beaucoup 
d’application embarquée où cette tension continue est obtenue par redressement du réseau 
triphasé de bord et filtrage. Un schéma équivalent de l’alimentation DC est présenté sur la 
figure 1.12. 
 

 
 

Figure 1.12 : schéma équivalent d’une l’alimentation DC obtenue par redressement PD3 

avec LwRRrLLLVV DCLfDCfRMSe ππ
3

2,2,
23

++=+== . 

 
- L et Ldc représentent respectivement les inductances de ligne du réseau alternatif et du réseau 
continu,  
- RL et Rdc représentent respectivement les résistances de ligne du réseau alternatif et du réseau 
continu, 

- le terme Lw
π
3

 modélise la chute de tension due à l’empiétement du pont PD3. 

 
Lors de brutaux appels de charge, le courant absorbé par l’onduleur augmente fortement ce 
qui se traduit alors par une chute de tension. Cette chute de tension va induire une 
perturbation au niveau des régulateurs de courants d’axe dq qui doivent alors compenser la 
baisse du gain de l’onduleur. Pour s’affranchir de ce problème, les variations de gain de 
l’onduleur sont souvent compenser par la commande. On utilise alors un schéma de 
commande de l’onduleur comme présenté sur la figure 1.13.  
 

 
a : découplage FeedForward 
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b : découplage Feedback 

Figure 1.13 : schémas de commande d’une MSAP avec compensation de gain. 
 
Bien que muni d’une structure de découplage (feedback) non linéaire et d’une compensation 
de gain, les régulateurs linéaires  sont souvent associés à de faibles propriétés dynamiques 
notamment en rejection de perturbation et à des propriétés dynamiques fonction du point de 
fonctionnement.  Pour améliorer la dynamique du système en rejet de perturbation et obtenir 
des asservissements de courants dont les dynamiques sont indépendantes du point de 
fonctionnement,  des contrôles non linéaires peuvent être utilisés. Dans cette thèse, on a opté 
pour un contrôle glissant des courant d’axe dq dont le principe est détaillé ci-dessous. 
 
En réécrivant l’équation (1-23) augmentée de deux nouvelles variables d’état supplémentaires 
correspondant à l’intégral de l’erreur de courant d’axe dq, il vient :  
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   (1-33) 

 
où  - Vc correspond à l’amplitude maximale de la porteuse MLI, 
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qdqd vvueeiiy =Ω= ,  

 
Le principe du contrôle est de forcer la trajectoire d’état  à évoluer à l’intersection de deux 

surfaces définies comme suit : 
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Le vecteur commande est calculer à partir de la loi de ralliement suivante :  

( ) ( )sesignQs λ−−= .&                                                                          (1-34)
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Le calcul du vecteur commande en partant de (1-35) conduit alors à : 
 

          ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]esignQsyfKygKu .... 1 −−= − λ                                                                  (1-35) 
 
Le calcul des pôles du système en boucle fermée se fait en remplaçant la commande donnée 
en (1-35) dans l’équation du système (1-33). Le calcul des valeurs propres de la matrice de 
Jacobi du système autour d’un point de fonctionnement conduit alors à quatre valeurs propres 
ne dépendant que des paramètres de commande (elles ne dépendent donc pas du point de 
fonctionnement ou des paramètres du système). La cinquième valeur propre est liée à 
l’évolution de la vitesse (non régulée) et est fonction à la fois des paramètres du système et de 
sa commande. 
 
Avec cette approche, la dynamique des boucles de courant est indépendante du point de 
fonctionnement. De plus la dynamique en rejet de perturbations (dues aux erreurs de 
modélisation ou à des perturbations extérieures) est grande. La compensation des variations 
de tension continue se fait au niveau du calcul de la commande équivalente (relation 1-36) via 
le calcul du déterminant de la matrice K.g(y). Il s’en suit que vis-à-vis des variations de 
tension du bus continu, il est possible de supposer que la dynamique de rejection est bien plus 
grande que les dynamiques liées au bus continu. Les résultats expérimentaux présentés sur les 
figures 1-14 et 1-15 permettent de valider cette hypothèse. Sur cet essai la tension d’entrée 
évolue brutalement de 200 à 256 volts. Comme le montre les résultats expérimentaux, le 
régulateur glissant permet de rejeter très rapidement cette perturbation extérieure puisque les 
courants d’axe dq ne sont quasiment pas affectés par la perturbation. 
 
On peut alors supposer que, vue de l’étage continu, l’ensemble onduleur moteur peut être 
considéré comme un dispositif fonctionnant à puissance constante.  Pour analyser la stabilité 
du réseau DC, on peut alors considérer le système d’ordre réduit présenté sur la figure 1.16. 
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Ie (1A/div)

iq (10A/div)

id (10A/div)

Vs (100V/div)

 
Figure 1-14 : Comportement du système lors d’une variation de la tension d’entrée qui varie 

de 200 à 256V , C=500 µF, Lf=39.5 mH, Rf=1.1 Ω 

 

Vs (50V/div)

 
Figure 1-15 : Evolution dans l’espace d’état des variables liées au filtre d’entrée après un 

échelon de de tension d’entrée de 200 à 256V. 
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(a)      (b) 

(a) : Schéma de montage expérimental, (b) : la partie de la MSAP et charge. 

 
(c) : schéma de principe du système étudié 

u0 P/U0

 
(d) : modélisation utilisée pour étudier la stabilité du bus continu 

 
Figure 1-16 : ensemble onduleur-moteur avec son alimentation. 

 
 
Le point de fonctionnement de ce système réduit est défini par les relations suivantes : 
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=                       (1-36) 
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⎠
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                                                                              (1-37) 
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Dans le cas où la condition (1-37) n’est pas vérifiée, des oscillations traduisant des 
interactions entre l’alimentation et l’actionneur peuvent alors être observées. La figure 1-17 
présente le comportement du système dans ce cas de figure. 
 

   

 

 

 

 

 

 

 
Figure 1-17 : Comportement du système lorsque la relation (1-39) n’est plus vérifiée (échelon 

sur la référence de courant du courant d’axe dq). 
 
Comme pour le cas des hacheurs, on va étudier la stabilité du système après un changement 
d’origine. On pose alors : 
 

00
*

0
*

Uuu

iii

−=

−=

 
 

Le modèle réduit vérifie alors :   

⎪
⎪

⎩
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⎪
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⎧
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f
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En posant )(,)( *

2
*

1 tvxtix ==  . 
 
On obtient: 
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020

212

f

2
1

f

f1

                              (1-38) 
 

Le système présente donc une non linéarité de la forme 
02 ux

1

+
.  

L’analyse de la stabilité large signal avec ce type de non linéarité sera étudiée au chapitre IV. 
Bien que mis en évidence ici dans le cas d’un ensemble onduleur-MSAP, ce type de non 
linéarité se retrouve dans beaucoup d’applications électrotechniques. Ceci reste vrai avec la 
plus part des actionneurs qu’ils soient synchrones ou asynchrones à partir du moment où ils 
sont munis de contrôleurs à haute performance. Il en est de même pour les hacheurs munis de 
contrôle cette fois-ci non linéaires et permettant de rejeter très rapidement les fluctuations de 
tension d’alimentation (commande fondée sur la platitude, régulateur glissant…). 
 
Applications numériques : Pour le système étudié dans cette thèse, les paramètres du système 
d’ordre réduit sont les suivants :  
 

C=1000µF 

Lf=39.5 mH 

Rf=1.1 Ω  

Ve=200 V 

P=385 W 

 
 
4-Conclusion 
 
On a dans ce chapitre présenté deux applications électrotechniques à savoir un convertisseur 
élévateur programmé en courant et un actionneur à aimant contrôlé en vitesse. Nous avons 
expliqué comment sont dimensionnés les régulateurs de ces deux systèmes et avons montrés 
que dans les deux cas, la stabilité asymptotique globale n’était pas démontrée. En effet, pour 
le hacheur, comme pour tout dispositif utilisant pour la synthèse de ces régulateurs, une 
approche locale basée sur une linéarisation au premier ordre du système, même si la stabilité 
asymptotique est démontrée autour du point d’équilibre, le comportement du système lors de 
brusques variations ou même lors de la phase de démarrage est inconnu. Rien ne garantit en 
effet que la trajectoire d’état va converger vers le point d’équilibre désiré.  
Dans le cas d’un actionneur synchrone muni d’une commande non linéaire rejetant très 
rapidement les fluctuations de tension d’entrée, on a montré que le système onduleur-moteur 
pouvait être considéré, vue du réseau DC d’alimentation par un dispositif consommant une 
puissance constante lorsque les entrées de commande (référence de vitesse, charge 
mécanique) sont constantes. Même si la stabilité de l’actionneur alimenté par une source 
parfaite de tension est avérée quelque soit son point de fonctionnement, son interaction avec 
l’alimentation n’est pas étudiée. Rien ne prouve que le système étudié ne va pas osciller pour 
certains points de fonctionnement.  
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Chapitre II : Stabilité large signal des dispositifs 
électrotechniques – les méthodes d’analyse envisageables 

 
 
 
 
 
 

Introduction 
 
 
La non linéarité est une notion qu’on peut définir par le fait que le principe de superposition 
n’est pas vérifié. La littérature est riche en méthode permettant d’analyser le comportement 
des systèmes non linéaires. Dans ce chapitre, nous allons établir une liste non exhaustive des 
méthodes que l’on pourrait envisager d’utiliser pour traiter les deux classes de non linéarité 
vues au chapitre I. Hors l’analyse de la stabilité, et ceci quasiment pour toutes les méthodes, 
reposent sur la recherche de fonctions de Lyapunov. On commencera donc par donner une 
définition de la stabilité au sens de Lyapunov puis on exposera un certain nombre de 
méthodes d’analyse avec leurs avantages et inconvénients respectifs.  
 
 
1-Définition de la stabilité d’un système au sens de Lyapunov 
 
 
1.1-Fonction de Lyapunov 
 
1.1.1-Définitions 
 
On donne d’abord quelques définitions mathématiques utiles pour caractériser les fonctions de 
Lyapunov.  
 
Classes K et K∞ : 

  

Une fonction ++ → RR  est dite de classe K si elle est continue, strictement croissante et nulle 
en 0. Elle est de classe K∞ si elle est de classe K et non bornée. 
 
Définie positive : 

 

Une fonction V : +→ RRn  est dite définie positive si elle vérifie : ( )xV = 0 x⇒  = 0 . 
 
Radialement non borné : 

 

)(xV est radialement non borné si ( ) ∞+→
∞+→x

xVlim . 

Classe C
r
 : 

 

Une fonction est dite de classe Cr si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’à 
l’ordre r. 
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Fonction de Lyapunov : 

 

Une fonction V : +→ RRn  est dite une fonction de Lyapunov de classe rC  si elle est de 

classe rC , définie positive et radialement non bornée. 
Ce qui permet de donner une définition de la stabilité. 
 
Soit le système non linéaire suivant : 

))(()(
.

txftx =  

Soit U un ouvert de Rn contenant l’origine. S’il existe +→ RUV : de classe C1 telle que  

00)( =⇔= xxV  et )(
.

xV soit définie négative sur U, alors l’origine est asymptotiquement 
stable pour le système non linéaire. 

Si nRU =  , alors l’origine du système non linéaire est globalement asymptotiquement stable. 
 
Remarques :   

- En général, il n’existe pas de méthode pour trouver une fonction de Lyapunov 
candidate pour un système non linéaire. 

-La théorie de Lyapunov nous donne des domaines de stabilité qui sont très souvent 
non optimisés, loin du domaine de stabilité trouvé par l’expérimentation. 
On dit que le point x est Lyapunov-stable, si pour tout voisinage U1 de x, il existe un 
voisinage U2 de x contenu dans U1 tel que toutes les trajectoires partant d’un point quelconque 
de U2 à l’instant t = 0 s restent dans U1 pour tout t ≥ 0. 
On dit que le point x est Lyapunov-asymptotiquement stable, s’il est Lyapunov-stable et si 
toutes les trajectoires partant d’un point quelconque d’un voisinage de x à l’instant t = 0 s 
convergent vers x lorsque ∞+→t .  
La différence entre ces deux notions est qu’une petite perturbation sur l’état initial d’un 
système autour d’un point d’équilibre L-stable peut engendrer des petites oscillations 
entretenues, alors qu’elles s’amortissent au cours du temps dans le cas d’un point d’équilibre 
L-asymptotiquement stable. 
 
1.1.2- Fonction de Lyapunov quadratique   
 
Différents types de fonctions de Lyapunov candidates sont souvent proposées pour résoudre 
le problème de stabilité au sens de Lyapunov. La plus simple correspond à la recherche d’une 
fonction de Lyapunov quadratique définie positive à dérivée négative. On pose alors :  

0,)()())(( >= PtxPtxtxV T , où )(tx  représente le vecteur d’état du système.                    (2.1) 
Elle est principalement utilisée pour l’étude des systèmes linéaires mais aussi pour l’approche 
multimodèle. Les domaines de stabilité obtenus sont convexes. 
Une variante possible est de la forme : 

∑
=

=
n

i
ii

T txPtxtxV
1

)()())(( α  avec *,0 +∈> RP ii α  .                                                            (2.2) 

 
Remarques sur la stabilité au sens de Lyapunov :  

 

Dans le cas des systèmes linéaires, le système peut être défini par une équation de la 
forme xAx ⋅=& . Ce système est obtenu comme précédemment après un changement de 
variable qui place le point d’équilibre en x = 0. On propose alors la fonction de Lyapunov 
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quadratique suivante ( ) xPxxV t ⋅⋅= . L’équation de Lyapunov traduisant que la dérivée totale 
de V par rapport au temps est négative se traduit par l’égalité :  
 

QAPPAt −=⋅+⋅                                                                            (2.3)
   
où Q est une forme quadratique définie positive donnée. S’il est toujours possible de trouver 
une matrice P définie positive telle que l’égalité précédente soit vérifiée, alors toutes les 
valeurs propres de A sont à partie réelle négative. L’équilibre x = 0 est donc globalement 
asymptotiquement stable.  

Dans le cas des systèmes non linéaire de formulation générale )x(fx
.

= , une amélioration 
possible de la méthode quadratique consiste à remarquer la chose suivante portant sur la 
stabilité locale asymptotique.  
 

Soit )x(gxA)x(gx
x

f
)x(fx

0x

.

+=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

==
=

. 

 
Ax  est le terme linéaire et )(xg  les termes non linéaires d’ordre supérieur, par exemple 

321 xxx . 

Comme les termes qui dépendent de manière linéaire de x  sont isolés dans xA , )(xg  

décroît plus vite que 0
)(

lim:
0

=
→ x

xg
x

x
. 

 
Ceci signifie que pour tout 0>iγ , il existe ir  tel que pour tout x  : 

xxgrx ii γ<⇒< )(  . 

Si A  est stable alors : 

QPAPAPQ T −=+>∃∀ ,0,0f  

et donc en posant xPxV T=  avec )()(
.

xgAxxfx +== .                                                     (2.4) 

)(2
.

xgPxxQxV TT +−=  . 

D’après la relation : babaT ≤ , on en déduit : 

)(
.

xgPxxQxV T +−≤  ,  

comme xxgrxr
x

xg

x
γγ <⇒≤∀∃>∀=

→
)(,,0,0

)(
lim

0
 . 

2.

xPxQxV T γ+−<  . 

Sachant que 
2

min xxQxT λ−≤−  , on a donc  

2

min

.

)( xPV γλ −−<   

il suffit de choisir γ  suffisamment petit afin que 0)( min >− Pγλ  . 

Ainsi pour r  associé à γ  choisi, rxxV <∀< ,,0
.

. 
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Par conséquent, le système )(
.

xfx =  est localement asymptotiquement stable. 
Les domaines obtenus sont très souvent très petits par rapport aux résultats expérimentaux. 
 
1.1.3- Fonction de Lyapunov non quadratiques   
 
L’utilisation de fonction de Lyapunov quadratique  peut être très conservatrice. Pour 
restreindre le pessimisme de la méthode quadratique, il est possible d’utiliser des fonctions de 
Lyapunov non quadratiques. Souvent leur expression est étroitement liée à la nature des non 
linéarités du système.  
L’exemple suivant utilise une fonction de Lyapunov non quadratique. 
Soit le système : 
 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+

<+
=

xkxksixBkA

xkxksixBkA
x

TTT

TTT

122

211&   

 
 

Si ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=
0

1
,

21

3
,

21

45
kBA , alors l’analyse de la stabilité par la fonction de  

 

Lyapunov ( ) PxxxV T= , ne permet pas de conclure sur la stabilité du système. 
On considère alors la fonction non quadratique de Lyapunov : 
 

( )
( )

( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−+

<−
=

0

0
2

21

21

xksixkkxPx

xkksixPx
xV

TTT

TT

η
  

 

avec 0>P et *R∈η , construite de telle sorte qu’elle soit continue et quadratique par 
morceau. 
 
Afin d’obtenir une fonction de Lyapunov définie positive à dérivée négative, il suffit de poser  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

30

01
P  et 9=η   

  
La stabilité globale asymptotique a donc pu être démontrée par l’utilisation d’une fonction de 
Lyapunov non quadratique. 
 
Dans le cadre de cette thèse, pour les deux classes de non linéarité étudiées, les fonctions de 
Lyapunov utilisées seront déduites via une approche basée sur des modèles flous de type 
Tagaki-Sugeno. Ces modèles conduisent suivant les cas à des fonctions de Lyapunov 
quadratiques ou non quadratiques. Cette modélisation, qui a conduit comme on le verra 
ultérieurement à résoudre le problème de stabilité, sera exposé en détail dans un paragraphe 
de ce chapitre.  
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1.2- Etude des valeurs propres 
 
Démontrer la stabilité au sens de Lyapunov va souvent se traduire mathématiquement par 
démontrer qu’une ou des matrices sont définies positives (ou négatives). Une méthode 
classique consiste alors à étudier le signe des valeurs propres de la matrice à étudier.  Pour 
cela, il est possible d’utiliser différents outils. 
 
Utilisation des disques de Gerschgorin-Hadamard   

 
On définit des conditions suffisantes mais pas nécessaires pour le positionnement des valeurs 
propres. Pour montrer que les valeurs propres d’une matrice sont positives, on peut utiliser le 
premier théorème de Gerschgorin-Hadamard que l’on rappelle : 
Théoreme de Gerschgorin-Hadamard : Soit A une matrice carrée d’ordre N (on note  i  une 
ligne de la matrice et j  une colonne) , les valeurs propres de A appartiennent à l’union des N 

disques kD , du plan complexe définis par : U
N

kj
j

jk DD

≠
=

=∈
1

λ où kD , appelé le disque de 

Gerschgorin et on a : 

∑
≠
=

≤−
N

kj
j

kjkk aa
1

λ  .                                                                                                               

Si la matrice est symétrique, les valeurs propres sont réelles et donc les disques de 
Gerschgorin deviennent de simples intervalles. 
On en déduit que si A est à diagonale strictement dominante, c-a-d si  

∑
≠
=

>≤≤∀
N

kj
j

kjkk aaNii
1

,1,  , alors : 

Si ∑
≠
=

>
N

kj
j

kjkk aa
1

)Re(   avec  0>kka  alors  0)Re( >λ  . 

Il s’agit de conditions suffisantes et non nécessaires, qui ne sont malheureusement que 
rarement réalisées. 
On peut aussi en déduire que : 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤ ∑∑

====

n

i
ij

nj

n

j
ij

ni
aa

1..11..1
max,maxminλ . 

 
Utilisation des normes logarithmiques 

 

On peut aussi utiliser les normes logarithmiques si on désire montrer que les parties réelles de 
valeurs propres sont négatives : 
Soit une matrice A carrée de dimension n et soit nlμ  une norme logarithmique, 

h

AhI
A

n

h
nl

1
lim)(

0

−+
=

+→
μ  où nI  est la matrice identité et  est une norme matricielle sur 

nnR , . 

Il existe une définition équivalente : 
h

e
A

hA

h
nl

ln
lim)(

0+→
=μ . 
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Les mesures matricielles ont les propriétés suivantes : 
 

xAAx

nli
i

nlnlnl

nlee

AA

BABA

)(

)()))((Re(max

)()()(

μ

μλ
μμμ

≤

≤
+≤+

 

où A  et B sont des matrices carrées. 
Pour toute valeur propre λ de A : 

)()Re( 1 Aμλ ≤  avec )(max)(
,

1 ∑
≠

+=
jii

ijjj
j

aaAμ  

Ou  )()Re( A∞≤ μλ  avec )(max)(
,
∑

≠
∞ +=

ijj
ijii

i
aaAμ  

où 1μ  et ∞μ  sont des normes logarithmiques. 
Toutes ces conditions sont très rarement vérifiées dans les mises en équations des systèmes 
non linéaires. 
 
Utilisation des Ovales de Cassini  

 

Théorème : Les n valeurs propres de la matrice carrée A appartiennent au domaine du plan 

complexe formé par la réunion des régions intérieures aux 
n

nn )1( +
 ovales de Cassini 

),,,( jkjjkk rraaO  définis par : 

jknjkrraa jkjjkk ≠==−− ,...,1,,. λλ  où les rayons kj rr ,  sont définis comme les 

rayons des cercles de Gerschgorin. 
 
Utilisation du Critère de Bendixson  

 

On considère une matrice carrée A. Cette matrice peut se décomposer sous forme d’une 
somme d’une matrice hermitienne Ah et d’une matrice non hermitienne Anh qui sont définis 
par : 

)(
2

1 ∗+= AAAh  et  )(
2

1 ∗−= AAAnh . 

Les valeurs propres de la matrice A appartiennent au rectangle défini de la façon suivante : 

)(Aλ  telles que : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≤≤

)(
1

max))((Im)(
1

min

)())((Re)( maxmin

nhnh

hh

A
j

AA
j

AAA

λλλ

λλλ
. 

 
Théorème de Poincaré-Bendixson : 
Pour un système du second ordre uniquement, si une trajectoire demeure dans une région finie 
alors une des trois propositions suivantes est vraie : 

1. La trajectoire va vers un équilibre. 
2. La trajectoire tend asymptotiquement vers un cycle limite. 
3. La trajectoire est elle-même un cycle limite. 

 
Utilisation des propriétés des matrices définies positives 
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Lorsque la matrice est définie positive, il est possible d’utiliser le lemme suivant permettant 
de borner toutes les valeurs propres de la matrice. 
 
Lemme  

 

Soit 0>P  une matrice réelle symétrique définie positive, il existe deux constantes réelles 
Cc,  telles que : 

xxCxPxxxc TTT ≤≤.. . 

De plus, 1λ=c est la plus petite valeur propre de P et nC λ= est la plus grande valeur propre 
de P . 
 
 
1.3- Notions d’attractivité et de stabilité exponentielle 
 
Cette notion contient une information supplémentaire qui permet de quantifier la vitesse de 
convergence de la trajectoire d’état vers le point d’équilibre. 
 
α-stabilité  

 

L’α -stabilité est une propriété des systèmes qui permet de garantir la rapidité de convergence 
vers un point d’équilibre. Ce critère peut aussi être vu comme une contrainte de placement de 
pôles dans un disque de rayon α . 
L’état x d’un système est dit α -stable ( ] [1;0∈α ) ssi pour une entrée nulle et pour toute 

condition initiale ( )0x , la relation suivante est vérifiée : 

0)(lim =−

∞+→
kxk

k
α .                                                                                                               (2.5) 

 
Attractivité  

 

La propriété d’attractivité d’un ensemble traduit le rapprochement asymptotique (la 
convergence) des solutions vers l’état d’équilibre alors que la stabilité traduit le fait que la 
trajectoire d’état s’approche de l’état d’équilibre tout au long de l’évolution mais sans garantir 
la convergence vers l’état d’équilibre. 
L’état d’équilibre ex  est attractif s’il existe 0>δ  tel que si δ<− exx )0(  alors pour tout 

,0>ν il existe 0>T  qui satisfait ν<− exx )0(  pour tout Tt ≥ . 

 
Théorème 

Si l’origine est une solution asymptotiquement stable de )(
.

xfx =  de bassin d’attraction A , il 

existe une fonction +→ RAV :  qui est ∞C , définie positive et propre sur A  et satisfait : 

{ }0,0)(
.

−∈∀ AxxV p  . 
 
L’attractivité n’implique pas la stabilité ni l’inverse. La condition d’attractivité exprime que si 
l’état initial est dans un certain voisinage de l’état d’équilibre, alors l’état du système 
reviendra nécessairement à l’origine au bout d’un temps suffisant. 
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Un point d’équilibre est stable asymptotiquement s’il est stable et attractif , on est donc 
capable de déterminer un voisinage du point d’équilibre tel que n’importe quelle trajectoire, 
issue d’un x0 appartenant à un voisinage de xe tend vers xe quand ∞+→t . 
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 
. l’origine est asymptotiquement stable. 
. l’origine est une solution stable et attractive. 
 
Stabilité exponentielle  

 

Un point d’équilibre xe est exponentiellement stable s’il existe 0fα  et 0>λ tels que : 
 

( ) t

eerer exxxtxBxrxBt λα −−≤−∈∀∃>∀ )0()(,,,,0 0                                    (2.6) 

Cela signifie que le vecteur d’état, pour une condition initiale rBx ∈0  converge vers ex  plus 

rapidement qu’une fonction exponentielle. λ  est appelé le taux de convergence. La stabilité 
exponentielle implique la stabilité asymptotique. 
 
 
1.4-Mise sous forme d’inégalité matricielle linéaire 
  
1.4.1- Principe 
 
Une méthode quasi systématiquement utilisée pour résoudre le problème de recherche d’une 
solution au problème de stabilité au sens de Lyapunov consiste à  résoudre les inéquations par 
l’intermédiaire de problèmes convexes d’un type particulier, à savoir les programmes semi-
définis (SDP) connus sous le nom LMI. 
L’idée de base de la méthode LMI est de formuler un problème comme un problème 
d’optimisation avec un objectif linéaire et des contraintes LMI. 
Un des grands apports de l’introduction de l’optimisation LMI est de permettre de traiter des 
problèmes d’automatique impliquant les systèmes non linéaires et d’aider à la résolution du 
problème de stabilité. 
Une contrainte LMI sur un vecteur réel mRx ∈  est de la forme : 

∑
=

≥+=
m

i

ii FxFxF
1

0 0)( .          (2-7) 

où les matrices symétriques miRFF NNT

ii ,.....,0, =∈= × sont données. 

La notation 0>F  signifie que la matrice symétrique F  est définie positive. 

La contrainte LMI est une contrainte convexe en x , c-a-d que l’ensemble { }0)(: ≥∈ xFRx m  
est convexe. 
On dit que la LMI est réalisable si et seulement s’il existe au moins un vecteur mRx∈  tel que 

l’inégalité matricielle ∑
=

≥+=
m

i

ii FxFxF
1

0 0)( est vérifiée. 

{ }0)(: ≥∈ xFRx m  est l’ensemble de réalisabilité. 

Un ensemble de plusieurs LMI 0)(,.......,0)(,0)( )()2()1( ≥≥≥ xFxFxF p  peut se réécrire sous 
la forme d’une seule LMI : 
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0))(.........,,)(( )()1( ≥xFxFdiag p .                                                                                      (2.8) 
ce qui permet une ouverture vers les problèmes multicritères. 
 
Exemple : 
 

Soit 0>= TPP et 2*2,0 RPPAPAT ∈<+  , 
 

0
10

00

01

10

00

01

322

321
32

21 >⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321321321
PPP

xxx
xx

xx
P  . 

Donc,  
 

[ ] [ ] [ ] 0

321

333222111 <+++++=+
443442144344214434421

F

T

F

T

F

TT APPAxAPPAxAPPAxPAPA  . 

 
Les LMI peuvent être écrites comme un système de N inégalités polynomiales de degré         
1, 2, …., N en les m variables mxx ......,,1 . 

Soient )p()0( F,....F  des fonctions quadratiques de la variable ∗∈ mRx avec : 

i
T
ii

T)i( x.u.2xTx)x(F γ++=  où { }piRTT mmT

ii ,....,0, ∈∈= × .                                               (2.9) 

Alors la proposition (i) implique la proposition (ii) : 

(i)  Il existe { }pii ,.....1,0 ∈≥τ  tels que  ∑
=

≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ p

i i

T

i

ii

iT u

uT

u

uT

100

00 0
γ

τ
γ

.                            (2.10) 

(ii)  0)(0 ≥xF pour tout 0≠x  tel que { }pixFi ,.....1,0)( ∈≥  . 

Depuis plusieurs années, la réduction d’un grand nombre de problèmes de synthèse ou 
d’analyse à des problèmes d’optimisation convexe impliquant des LMI a été développée. Un 
domaine convexe a l’avantage de ne pas avoir un extremum local mais d’avoir un extremum 
global unique. 
 
1.4.2- Application à la résolution du problème de Lyapunov [23, 24] 
 
Dans le théorème de Lyapunov, il y a stabilité pour toute condition initiale s’il existe une  

fonction )(xV telle que pour 0)(,0 >≠ xVx et 0)(
.

<xV . En choisissant une fonction de 

Lyapunov quadratique et en posant xPxxV T=)(  avec P  une matrice symétrique définie 
positive à déterminer. Dans une première étape, on écrit le problème sous forme LMI. Il 
vient : 
 

0
)(0

0

0

0

0)(

0)(
>⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

⇔
⎩
⎨
⎧

<+

>
⇔

⎩
⎨
⎧

<

>

PAPA

P

PAPA

P

xV

xV
TT&

                                                          (2.11) 
 

avec  ∑
+

=

=
2

)1(

1

nn

i

ii PP ξ  avec iP  une base de l’espace des matrices symétriques de dimension nn× . 

En posant : 00 =F , la contrainte LMI présenté en (2-1) s’écrit :  
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∑
+

=

=
2

)1(

1

)(

nn

i

ii FF ξξ  avec  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=
)(0

0

APPA

P
F

ii

T

i

i  . 

 
En conclusion, la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique définie positive est 
équivalente à déterminer un vecteur  ζ  et des matrices Pi vérifiant :  
 

0)(
2

)1(

1

>= ∑
+

=

nn

i

ii FF ξξ  

 
 
1.5-Fonctions et ensembles convexes 
 
Avec les théorèmes et les outils utilisés dans cette thèse, on obtient des équations dont la 
résolution conduit à des domaines convexes. On va ci-dessous présenter un certain nombre de 
domaines convexes avec leurs définitions et leurs propriétés respectives.  
 
Ensemble convexe  

 

Soit un ensemble ERE n ,⊂  est un ensemble convexe si et seulement si  

[ ] ExxExxR n ∈−+∈∀⊂∈∀ 21
2

21 )1(,),(,1,0 λλλ  .                                                       (2.12) 
L’intersection d’un nombre fini de sous-ensembles convexes de Rn est un ensemble convexe. 
 
Fonction convexe  

 

Soit une fonction RREf n →⊂:  avec E  un ensemble convexe, alors f  est convexe si et 
seulement si : 

[ ] )()1()())1((,),(,1,0 2121
2

21 xfxfxxfExxR λλλλλ −+≤−+∈∀⊂∈∀ .                   (2.13) 
On a aussi : Si f  est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I , si 

0)(, '' ≥∈∀ xfIx  alors f  est convexe sur I . 
 
Ellipsoïdes  

 

Le but est de caractériser des domaines convexes qui permettront d’estimer des bassins 
d’attraction pour des systèmes non linéaires.  
Si )(xF est une fonction quadratique définie par : 

02)( ≤++= rqxxSxxF TT

                                                                                                (2.14) 

où 0>= TSS , alors l’ensemble défini par : 

{ }0)(;1 ≤∈= xFRxE n  est une ellipsoïde dans nR .  
 
Remarques  

 

 On considère que 01 >−− rqSqT  ce qui garantit que 1E  est non vide et ne se réduit pas à un 
seul point. 
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 Soit n

c Rtx ∈)( , l’ensemble { } { }1;;;1)()(; 1
2 ≤+∈==≤−−∈= − zzxzPRzPQxxQxxRxE T

c

n

c

T

c

n  

est une ellipsoïde de l’espace nR  avec 0>= TPP . On passe de 2E à 1E  en posant : 

1;; −=−== c

T

cc xQxrxQqQS . 

 
On passe de 1E  à 2E en posant : 
 

qSxSrqSqP c

T 1)5.0(1 ; −−− −=−= . 

 
La taille d’une ellipsoïde est fondamentale lorsque l’on souhaite obtenir le plus grand 
domaine d’attraction de l’origine possible. Le volume de 1E  est alors donné par : 
 

))((det)( 11
1

−− −= SrqSqEvol Tβ   où β  est une constante positive qui dépend de la 

dimension de x  c-a-d de n . 
 
Le demi grand axe de 1E  correspond à la moitié du diamètre de l’ellipsoïde qui est donné 
par : 

)())((2)( 1
max

11
1

−−− −= SSrqSqEdiam T λ   où )( 1
max

−Sλ  est la plus grande valeur propre de  
1−S . 

 
Si les ellipsoïdes sont centrées sur l’origine, on a 0,0 == cxq et on formule les ellipsoïdes  

{ }0;0;; 1 >>=≤∈= − γγ TTn PPxPxRxE  .                              (2-15) 

Le volume de l’ellipsoïde est proportionnel à ))((det 1−Pγ   et la longueur de son demi grand 

axe est proportionnelle à )( 1
max

1 −− Pλγ . 

 
Polyèdres  

 

Un polyèdre Q  est défini par l’intersection d’un ensemble fini de demi-espaces fermés. 

Un sous-espace Q  de nR  est appelé ensemble polyédral si Q  peut être défini de la façon 
suivante : 

{ }rxQRxQ n ≤∈= ;  où r est un vecteur de rR et Q  est une matrice appartenant à nrR × . 
 
Propriétés  

 

1- Chaque hyperplan nRH ∈  est l’intersection de deux demi-espaces qui sont bornés par H et 

chaque sous-espace affine nRA∈  avec nRA ≠  est l’intersection d’un nombre fini 

d’hyperplans. Donc, chaque sous-espace affine de nR  est un polyèdre. 
2- Soit A  un sous-espace affine de nR  avec nRA ≠ . Soit Q  un sous-ensemble de A  tel que 

Q  est l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés de nR . Alors Q  est 

l’intersection de demi-espaces fermés de nR  et est donc polyédral. 
3- Chaque ensemble polyédral est fermé et convexe. 
4- L’intersection d’un nombre fini d’ensembles polyédraux est un ensemble polyédral. 
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Polytope  

 

Un polytope est défini comme l’intersection bornée d’un nombre fini de demi-espaces fermés. 
Un polytope est un ensemble polyédral compact, c-a-d borné et fermé. 
Un polytope peut être défini comme l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points, on 
représente un polytope P  à partir de la connaissance de ses sommets : 

{ }pjvCoP j ,.....,1, =∀=  . 

Toute intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés, si elle est bornée, est un 
polytope. 
 
 
1.6-Région LMI et D- stabilité 
 
La D-stabilité est liée aux LMI et à la stabilité exponentielle. Le but est de construire de façon 
systématique n’importe quelle région convexe du plan complexe à partir de l’intersection de 
régions convexes comme le demi-plan, les bandes, les cercles, les cônes …. appelées régions 
LMI, ce qui peut être utile pour déterminer l’emplacement des valeurs propres d’un système 
dans un domaine donné du plan complexe.  
Définition  : Un sous- ensemble D  du plan complexe est appelé région LMI d’ordre n s’il 
existe une matrice symétrique nnR ×∈α  et une matrice nnR ×∈β  telles que  

{ }0)(: <++=∈= zzzfCzD T

D ββα  .                                                                               (2.16) 

Une région LMI est symétrique par rapport à l’axe réel puisque : )()( zfzf D

T

D = . 

Définition : Soient nnRA ×∈  et D  une région LMI. La matrice A  est D - stable si et 

seulement s’il existe une matrice nnRX ×∈ , symétrique définie positive, telle que : 

0)()(),( <⊗+⊗+⊗= TT

D XAXAXXAM ββα                  (2-17) 
où ⊗ représente le produit matriciel de Kronecker. 
 
Produit de Kronecker 

 

Soient deux matrices ( )nmA ×  et ( )tsB × , on déduit leur produit de Kronecker ( )ntmsC ×
  
 par : 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⊗=

BaBa

BaBa

BAC

mmm

n

...

::

...

1

111

.                                                                                        (2.18) 

 
Une matrice A  est D - stable si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement 
contenues à l’intérieur d’une région D  du plan complexe. 
Pour tester la D - stabilité d’une matrice réelle dans une intersection de régions LMI, une 
seule solution symétrique définie positive à cette LMI est nécessaire.  
Soit la région D  résultante de l’intersection de r sous- régions LMI iD . 

Les valeurs propres d’une matrice réelle A appartiennent à D  si et seulement s’il existe une 
matrice nnRX ×∈ , symétrique définie positive, telle que : 
 

r

TT

iiiD IiXAXAXXAM
i

∈<⊗+⊗+⊗= ,0)()(),( ββα  ce qui est équivalent à : 
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rD

TT

D IiXAMdiagXAXAXXAM
i

∈<=⊗+⊗+⊗= ,0)),(()()(),( ββα  

où  
),.....,(,),.....,( 11 rr diagdiag βββααα == . 

 

Cette inégalité montre que D  peut être formulée comme une région LMI. On considère donc 
la même matrice X  pour toutes les sous régions de l’intersection tout en préservant la 
nécessité de la condition de D - stabilité. 
 
 
1.6.1-Exemple de calcul de domaine convexe permettant d’assurer la D-stabilité  
On peut contraindre les pôles d’un système linéaire dans des régions du plan complexe. On 
doit donc trouver des matrices α et β à coefficients constants de R vérifiant l’inéquation 
suivante : 

0

)(...)(

...

)(...)(

111

.

111111111

.
<

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++

++++

T

nnnnnn

T

nnn

T

nnn

T

XAXAXXAXAX

XAXAXXAXAX

ββαββα

ββαββα

.                                       (2.19) 

 
- Demi-plan gauche ouvert :On cherche à démontrer que les valeurs propres de la matrice A 
sont situées dans le demi-plan de gauche ce qui se traduit mathématiquement par : 

00)(Re <+⇔< zzz  
D’où en choisissant 1,0 == βα , la relation (2-3) conduit à la formulation LMI suivante : 

0)( <+ TXAXA . 
 
. α-stabilité : Cette fois-ci on cherche à prouver que toutes les valeurs propres de la matrice A 
reste à gauche d’un axe défini par l’équation a)z(Re −=  
On peut alors écrire : 

02)(Re <++⇔−< zzaaz   
D’où en prenant 1,2 == βα a , on obtient la LMI suivante : 

0)(2 <++ TXAXAXa . 
 
- Bande verticale : Cette fois-ci on cherche à encadrer les valeurs propres entre deux axes 
verticaux. 

0
)(20

02
)(Re

1

2
21 <⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
++−

⇔<<
zza

zza
aza  d’où en prenant  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

10

01
,

20

02

1

2 βα
a

a
 , on obtient la LMI suivante : 

0
))((20

0)(2

1

2 <⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
++−

T

T

XAXAXa

XAXAXa
. 

 
- Bande horizontale : Il est aussi possible des les encadrer avec deux axes horizontaux. 
 

0
2

2
)(Im <⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+−
−−

⇔<
azz

zza
az  d’où en prenant  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

01

10
,

20

02
βα

a

a
, on obtient la LMI suivante  

 

0
2)(

)(2
<⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛

+−
−−

XaXAXA

XAXAXa
T

T

 . 

 
- Disque de rayon R et de centre (q, 0) : Si l’on désire démontrer que les valeurs propres reste 
à l’intérieur d’un disque dont le centre est sur l’axe réel, il suffit de poser :  

0<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

⇔<−
Rqz

qzR
Rqz  d’où en prenant ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=
00

10
, βα

Rq

qR
 , on obtient la 

LMI suivante : 
 

0
)(

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

+−−
XRXAXq

XAXqXR
T . 

 
- Secteur conique : 
 

0
)()(

)()(
0)(Im)(Re <⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
−−+

⇔<+
zzazzb

zzbzza
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⎟⎟
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⎞
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⎛
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, 

 
 on obtient la LMI suivante : 
 

0
))(())((

))(())((
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
−−+

TT

TT

XAXAaXAXAb

XAXAbXAXAa
. 

 
 
1.7-Outils importants 
 
On va présenter ci-dessous plusieurs outils qui vont être largement utilisés par la suite pour 
poser et résoudre les différentes équations de Lyapunov. 
 
1.7.1-Lemme de Finsler 
 
On peut se servir du lemme pour obtenir des régions de stabilité plus grandes. En effet grâce à 
ce lemme, on verra qu’il est possible de disposer d’un plus grand nombre de variables que 
d’équations pour résoudre les problèmes de stabilité et donc d’optimiser la taille des régions 
de stabilité trouvées. 
 

Lemme de Finsler : Soient nmnnn RBRQRx ×× ∈∈∈ ,,  tel que nBrang <)( . 
Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
 



                                                 

49 
 

⊥⊥ =∈=≠=∀< BBrangrRyyBxxxBxQxa rT ,)(,,,0,0,0.  une base du noyau de B . 

0. <⊥⊥ BQBb
T

. 

0:. <−∈∃ BBQRc Tμμ .                

0:. <++∈∃ × TTmn SBBSQRSd .                                                                                     (2.20) 
 

D’après le lemme de Finsler, l’inégalité de Lyapunov 0<+ PAPAT est équivalente aux 

relations suivantes, si on remplace dans le lemme : S,B,Q,x T  et ⊥B  respectivement par :  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦
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⎤
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P

P

x

x T

,,
0

0
,.  et ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
A

I
, on obtient alors avec .d , 

 
nxnRP ∈∃  avec nxnnxnT RGRFPP ∈∈>= ,,0  telles que : 

 

0<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−+−
+−+

TT

TTTT

GGPFGA

PFGAFAFA

                                                                                    (2.21)
 

 
1.7.2-Complément de Schur  
 
Le complément de Schur permet de transformer le problème de résolution d’inéquation 
matricielle non linéaire en une formulation de type LMI (donc linéaire) au pris d’une 
augmentation de l’ordre du système.  
Soient trois matrices )(,)(,)( xRxSxQ  affines par rapport à la variable x , les matrices  

)(,)( xRxQ  étant symétriques. La LMI : 
 

0
)()(

)()(
>⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
xRxS

xSxQ
T  ,                                                                                                          (2.22) 

 
est équivalente aux inégalités suivantes : 
 

⎩
⎨
⎧

>−

>
− 0)()()()(

0)(
1 TxSxRxSxQ

xR
                                                                                        (2.23) 

ou  
⎩
⎨
⎧

>−

>
− 0)()()()(

0)(
1 xSxQxSxR

xQ

T  .                                                                                   (2.24)                       

 
Complément de Schur généralisé : A la différence du complément de Schur sous sa forme 
normale, ici on rajoute des termes dans l’inéquation matricielle non linéaire. 
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0
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0.... 11
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T
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f
.                                                     (2.25) 
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1.7.3- Dérivée de Lie 
 
Généralité 

 

Etant donnée une fonction analytique nn RRf →: , la dérivée directionnelle ou dérivée de 

Lie, associée à f et notée 
f

L s’écrit ∑
= ∂

∂
=

n

i i

if
x

fL
1

 où RRf n

i
→:  représente la i

ème 

composante de f . Etant donné une fonction RRh n →:  supposée admettre des dérivées à 

tout ordre 1≥k , l’opérateur 
f

L  agit sur h  comme suit par définition : 
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⎦
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⎢
⎢
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⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
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∂
∂

∂
∂
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∂
∂

= ∑
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.........)()(
1

1
xf

xf

x

h

x

h

x

h
xfhL

n
x
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M   soit de façon vectorielle : 

)(.)( xf
x

h
hL

x

xf ∂
∂

= .                                                                                                          (2.26) 

 
Exemple  
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Application au problème de stabilité au sens de Lyapunov 

 

La notation LfV représente la dérivée de Lie au point x de la fonction V le long des solutions 

( )txX ,  de l’équation différentielle : ( )xfx =
.

. Si V est définie positive, de classe C1, alors une 
expression de la dérivée de Lie de V par rapport au champs de vecteur f s’écrit : 

( ) ( ) ( )xfx
x

V
xVL f ∂

∂
= .                                                                                                        (2.27) 

 
Lorsqu’on s’intéresse à la stabilité au sens de Lyapunov, il est utile d’introduire les conditions 
suivantes : 

ε∈∀≤= x,0)x(VLV f

.

                                                                                                        (2.28) 

Ax0V
.

=⇔=                                                                                                                       (2.29) 
Si (2-4) est vraie pour un voisinage ε  de A , alors A  est localement stable. 
Si V est radialement non bornée et si (2-4) est vraie pour χε =  l’espace d’état, alors A  est 
globalement stable. 
Si (2-4) et (2-5) sont vraies dans un voisinage ε  de A , alors A  est localement 
asymptotiquement stable et une estimation de son domaine de stabilité asymptotique est le 
plus grand { }cxVxc <∈= )(:χν  inclus dans ε . 
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Si V est radialement non bornée et si (2-4) et (2-5) sont vraies pour χε =  l’espace d’état, 
alors A  est globalement asymptotiquement stable. 
 
1.7.4- Utilisation de l’inégalité de Szasz 
 
On utilise un théorème qui a l’avantage de n’utiliser qu’une inégalité non linéaire pour aider à 
trouver si une inégalité matricielle est définie négative ou pas. 
 
Théorème : Soit A une matrice définie positive et non diagonale d’ordre n et soit kP . le 
produit de tous les mineurs principaux d’ordre k de A alors on a,  

n

a

n

a PPPP n >>>> −
−

12

121 ...  où 

1

1

1
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
k

n
ak  avec  

( ) ( )
( )!1

!!1

1

1
1

−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−

n

knk

k

n
.                 (2.30) 

On peut aussi écrire 11,1 −≤≤> +
− nkPP k

k

kn

k . 
 
Rappel : Les mineurs d’une matrice ),( nnA  sont des matrices extraites de A  : 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

μμμ

μ

jiji

jiji

aa

aa

M

...

::

...

1

111

  telles que μiii ≤≤≤≤ ...1 21  

                                                     μjjj ≤≤≤≤ ...1 21   

 
 
Lorsque μ,...,1, == kji kk , le mineur est principal. 

Remarque : L’inégalité nPP >1 coïncide avec l’inégalité de Hadamard qui est définie par : 

- Si une matrice 
n

ijaA
1

=  est définie positive, alors nnaaaA ...det 2211≤ et l’égalité n’est 

atteinte que si A est une matrice diagonale. 
- Le théorème précédent ne permet pas de prouver qu’une matrice est définie positive. 

En revanche, il est d’une aide précieuse pour obtenir des relations permettant d’éliminer  
certains degrés de liberté dans le choix des paramètres de la matrice. Il a permis notamment 
d’aider à trouver les solutions aux systèmes LMI qui ont été utilisés dans cette thèse. 
 
1.7.5-Utilisation du lemme de l’inégalité 
 
Soit 0>ε et YX , des matrices de dimension appropriée, on a 

YYXXXYYX TTTT .
1

.
ε

ε +≤+ .                                                                                        (2.31) 

On peut remplacer ε  par une matrice 0>M , on a alors : 
YMYXMXXYYX TTTT .... 1−+≤+ .                                                                                 (2.32) 

Le lemme de l’inégalité avec le complément de Schur va permettre d’obtenir des inégalités 
matricielles sous forme LMI. 
 
 
 
 



                                                 

52 
 

1.7.6-Décomposition QR d’une matrice 
 
Soit une matrice M quelconque, alors il existe une matrice unitaire Q et une matrice 
triangulaire supérieure R telles que : M = QR. Une matrice Q  est unitaire ssi 

IIQQQQ TT ,== est la matrice identité. C’est un outil qui sera utile pour déterminer si une 
inégalité matricielle est ou non définie positive. 
 
1.7.7-Méthode de l’adjoint 
 
Théorème 
 

Si n = 2, il n’existe pas d’orbite périodique dans un domaine connexe du plan de phases R2 
dans lequel divF(x) conserve un signe constant (différent de 0). 
 
Théorème 
 

Soit X = F(X) une équation autonome non linéaire du deuxième ordre définie sur un domaine 
D connexe. Supposons que l’équation divF(X) = 0 soit satisfaite pour Γ∈x où Γ est une 
courbe fermée de R2 partageant D en deux régions où divF(X) est respectivement > 0 et < 0. 
Alors, l’équation admet au plus une orbite périodique. 
 
Théorème 
 

Les orbites fermées sont impossibles pour Vx −∇=& .                                                      (2.33) 
 

Critère de Bendixson 

 

Si dans un domaine qui n’a pas de trou (domaine simplement connexe), 2RD ⊂  l’expression 

∑
= ∂

∂
=

2

1i i

i

x

f
divf    n’est pas identiquement nulle et ne change pas de signe, alors le système 

)(xf
dt

dx
=   n’a pas d’orbite périodique contenue dans D. 

 
Théorème 
 

Soit le système
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

2122

2111

,

,

xxfx

xxfx

&

&
, si dans un domaine simple connexe, on a : 0

2

2

1

1 ≠
∂
∂

+
∂
∂

x

f

x

f
 et  

cette expression garde le même signe alors le système n’a pas de trajectoires fermées 
entièrement contenues dans le domaine considéré. 
 
Cycle limite de stabilité 

 

Il existe une zone de fonctionnement stable représentant le domaine des variations possibles 
des variables d’état sans que le système devienne instable et d’une zone de fonctionnement 
instable, pour laquelle le système diverge. On définit la frontière délimitant ces deux zones, 
appelée cycle limite de stabilité. 
La caractéristique principale du contour recherché est qu’il s’agit d’un cycle limite instable, 
dans le sens où toute trajectoire décrite par le point de fonctionnement s’éloigne de ce cycle. 
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Si la trajectoire est interne au cycle, on tend vers le point d’équilibre ; si la trajectoire est 
externe au cycle, le système diverge. 
Si l’on considère le système adjoint au système étudié (on affecte toutes les dérivées des 
variables d’état du filtre d’un signe moins), alors le cycle limite garde le même contour, mais 
devient cycle limite stable : toute trajectoire tend vers ce cycle. Ainsi, quelles que soient les 
conditions initiales choisies, le système convergera vers son cycle limite. 
 
 
2-Les méthodes usuelles d’analyse de la stabilité large signal envisageables 
 
On va dans ce paragraphe exposer les méthodes qu’il semble possible d’utiliser pour la 
recherche de bassin d’attraction pour les systèmes électrotechniques. 
 
2.1-Généralités 
 
Définissons  le système suivant: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
+=

+=

),(

..

..
.

.

ytu

uDxCy

uBxAx

ψ
 

A, B, C, D sont des matrices carrées, pnn RyuRu ×∈∈ ),(, , [ [ pp RR →×∞+∈ ,0ψ  une 

fonction sans mémoire, avec une non linéarité ψ continûment différentiable et localement 
lipchitzienne en y. ),( BA  est contrôlable,  ),( CA  est observable. On suppose que la 
connection bouclée possède un modèle d’état bien défini. 
Ainsi ),( ytu ψ−=  admet une solution unique. 

La fonction de transfert DBAIpC
pu

py
pG +−== − .)..(

)(

)(
)( 1  est carrée et non singulière. Les 

hypothèses de contrôlabilité et d’observabilité assure que ),,,( DCBA  est une réalisation 
minimale de )( pG . On montre que G est Hurwitz c-a-d que ses pôles sont à parties réelles 
négatives. 
 
Définition : Une fonction ),( uth sans mémoire (c-a-d dont la valeur instantanée est 
indépendante des valeurs précédentes) est dite appartenir au secteur : 
[ [∞+,0  si 0),(. ≥uthu t  

[ [∞+,1K si [ ] 0.),(. 1 ≥− uKuthu t  

[ ]2,0 K  avec 022 >= tKK  (matrice symétrique définie positive) si [ ] 0.),().,( 2 ≤− uKuthuth t  

[ ]21 , KK  avec 012 >=−= tKKKK  si [ ] [ ] 0.),(..),( 21 ≤−− uKuthuKuth
t . 

Les matrices 1K  et 2K  peuvent être pleines ou diagonales. 
 La non linéarité ψ  doit vérifier une condition sur les secteurs. Cette condition peut être 

satisfaite globalement )( pRy ∈∀ , ou seulement pour Yy ∈  un sous ensemble de pR  qui 
contient l’origine. Pour toutes non linéarités satisfaisant une condition sur un secteur, l’origine 
x = 0 est supposée être un point d’équilibre. Le problème est d’étudier la stabilité de l’origine 
non pas pour une linéarité donnée mais plutôt pour une classe de non linéarité qui satisfait une 
condition de secteur. Le système est absolument stable si l’origine est globalement 
uniformément asymptotiquement stable pour toutes non linéarités dans un secteur donné. Si la 
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condition portant sur les secteurs est satisfaite seulement sur un ensemble pRY ∈ , alors les 
conditions précédentes assurent que le système est absolument stable dans un domaine fini.  
Théorème : Le système est absolument stable si : Soit v  une matrice colonne contenant sur 
chaque ligne une variable intervenant dans les non linéarités )( vy = . 
 
Soient 1K  et 2K  des scalaires ou des matrices, 

. [ [∞+∈ ,),( 1Kvtψ  et [ ] 1
1 )(.).( −+ pGKIpG  (2-6) est strictement positive réelle,                  

. [ ] 0,,),( 1221 ≥=−=∈ tKKKKKKvtψ  et [ ] [ ] 1
12 )(..)(. −++ pGKIpGKI          est 

strictement positive réelle,                                                                                                                   
On rappelle qu’une matrice composée de fonctions de transfert rationnelles est strictement 
positive si : 
. M est Hurwitz, 
. )()( jwMjwM t −+  est définie positive pour tout Rw∈ , 

. )()( ∞+∞ tMM  est définie positive, 
 
Toutes ces conditions vont amenées des contraintes sur 1K  et 2K . On obtient par cette 
méthode un domaine qui ne contient pas l’origine pour 0=x  et ce domaine de stabilité peut 
ne pas être convexe suivant la nature des équations non linéaires régissant l’évolution du 
système. C’est notamment le cas pour le convertisseur Boost contrôlé en courant et 
fonctionnant en mode de conduction continue (système présenté au chapitre I). 
 
 
2.2-Critères du cercle/Popov [27] 
 
2.2.1- Définitions et propriétés 
 
Ces deux critères sont utilisés pour des systèmes non linéaire  constitué d’un système linéaire 
soumis à certaines non linéarités, celles-ci respectant des conditions de secteur.   

Soit le système : ),()()(
.

ytBtxAtx Φ−=  où nRx∈                  (2.34) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ→
→×

Φ
+

),(),(

)(
:

ytyt

RRR mm

  où Φ  est une fonction non linéaire satisfaisant 00)0,( ≥∀=Φ tt  , 

localement lipschitz en y, décentralisée, c-a-d dont chaque composante iΦ de Φ  ne dépend 

que de la mesure de m,......,1i,yi =∀
 
et sans mémoire. On obtient donc un système linéaire 

défini par les matrices A et B commandé par la non linéarité Φ . 
Soient deux matrices diagonales minΩ  et maxΩ , telles que 0minmax >Ω−Ω=Ω . Alors 

),( ytΦ  est supposée appartenir au secteur ),( maxmin ΩΩ  et vérifie  la condition de secteur : 

[ ] [ ] mT
RSytyytyyt ⊆∈∀≥∀≤Ω−ΦΩ−Φ ,0,0),(),( maxmin  .               (2.35) 

Si mRS ⊂ , la condition de secteur est vérifiée localement, si mRS = , elle est vérifiée 
globalement. 
 
Définition : Le système (2-7) est dit localement absolument stable si le système (2-7) est 
localement asymptotiquement stable pour tout non linéarité vérifiant localement la condition 
de secteur (2-8). 
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Définition : Le système (2-7) est dit globalement absolument stable si le système (2-7) est 
globalement asymptotiquement stable pour tout non linéarité vérifiant globalement la 
condition de secteur (2-8). 
 
Notion de Positivité réelle  

 

La positivité réelle d’une matrice peut être prouvée en utilisant les lemmes donnés ci-dessous.  
On pose DBAIsCsG +−= −1)()( , la matrice de transfert carré d’ordre m où ),( BA est 
commandable et ),( AC est observable. Alors,  

- La matrice )(sG  est dite positive réelle si et seulement s’il existe des matrices 

0>= TPP , L  et S  telles que : 

TT

TT

TT

DDSS

SLCBP

LLAPPA

+=

−=

−=+

                                                                                                  (2.36)

 

- La matrice )(sG  est dite strictement positive réelle si et seulement s’il existe des matrices 

0>= TPP , L  et S  et un scalaire 0>ε  tels que les relations   

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=
TT

TT

DDSS

SLCBP
  et  PLLAPPA TT ε−−=+  sont vérifiées.                                (2.37) 

 
2.2.2- Analyse de la stabilité   
 
Différents outils sont disponibles pour prouver la stabilité asymptotique de systèmes linéaires 
bouclés par une contre réaction non linéaire.  
 
Proposition 1  

 

Soient minΩ  et maxΩ deux matrices diagonales telles que 0minmax >Ω−Ω=Ω . On considére 

le système (2-7) avec A  asymptotiquement stable ),( BA  commandable. La sortie de (2-7) est 
définie par xCy =  et nous faisons l’hypothèse que ),( AC est observable. De plus, la non 
linéarité Φ  satisfait la condition de secteur (2-8). 
Alors, le système (2-7) est absolument asymptotiquement stable pour mRSy ⊆∈  s’il existe 

les matrices nmT RLPP ×∈>= ,0  et un scalaire 0>ε  tels que  

TT

TT

LCPB

PLLPAPA

2−Ω=

−−=+ ε

                                                                                                       (2.38)

 

Si mRS = , la stabilité est vérifiée globalement, si mRS ⊂ , la stabilité est vérifiée localement. 
 
Critère du cercle [27]  
 

Sous les hypothèses de la proposition 1, le système (2-7) est absolument asymptotiquement 
stable pour mRSy ⊆∈ si BAsICIsGIsZ nmm

1)()()( −−Ω+=Ω+=  est strictement positive 

réelle. Si mRS = , la stabilité est vérifiée globalement. Si mRS ⊂ , la stabilité est vérifiée 
localement. 
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Critère de Popov [27] 
 

Soient minΩ  et maxΩ deux matrices diagonales telles que 0minmax >Ω−Ω=Ω . Considérons le 

système (2-7) avec A  asymptotiquement stable ),( BA  commandable. La sortie de (2-7) est 
définie par xCy =  et nous faisons l’hypothèse que ),( AC est observable. De plus, la non 
linéarité Φ  satisfait la condition de secteur (2-8) et est indépendante du temps.  Le système 
(2-7) est absolument asymptotiquement stable pour mRSy ⊆∈ si 

BAsICsIsGsIsZ nmm

1)()1()()1()( −−Ω++=Ω++= ηη  est strictement positive réelle. De 

plus, si mRS ⊂ , la stabilité est garantie localement, et si mRS = , elle est garantie 
globalement.  
 
2.3- théorème des petits gains 
 
On suppose que les équations différentielles régissant le fonctionnement du système puisse se 
mettre sous la forme suivante : 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(

),(

zxGx

xzFz

&

&
  où F et G  sont des applications continues. 

On suppose de plus qu’il existe deux fonctions xV  et zV , définies positives, radialement non 

bornées et C1 , deux fonctions xα et zα  définies positives et deux fonctions xρ et zρ  de classe 

K telles que les implications suivantes sont vérifiées: 
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∂
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∂
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V
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xx
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zxx
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z

xzz
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αρ
               (2.39) 

 
Dans ces conditions si 0)( >∀< ssso xz ρρ  , alors l’origine est un point globalement 
asymptotiquement stable. Ce théorème est utilisable dans un nombre très restreint de systèmes 
car il est difficile de vérifier simultanément les deux implications (2-9). Dans le cadre des 
travaux réalisés dans cette thèse, cette technique n’a pas abouti notamment pour traiter le cas 
du convertisseur Boost. 
 
 

2.4- Utilisation des normes 2H   et ∞H  
 
2.4.1- Généralités 
 
La représentation d’état d’un système continu est de la forme générale suivante : 

pmn RyRuRx
tuDtxCty

tuBtxAtx ∈∈∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
+= ,,

)(.)(.)(

)(.)(.)(
.

                    (2.40) 
 
La fonction de transfert du système « sortie/perturbation » est définie par : 

DBAIjwCjwG +−= − .).(.)( 1 .                                                                                        (2.41) 
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Le vecteur u(t) modélise ici une perturbation indépendante de l’état du système. En régime 
normal de fonctionnement, celle-ci est nulle. Un critère de performances est de savoir 
comment le système va réagir aux perturbations qui apparaissent lorsqu’il est mis en contact 
avec son environnement. Les modèles utilisés ne sont qu’une représentation imparfaite de la 
réalité (incertitudes de modélisation). Un modèle mathématique ne peut décrire exactement le 
comportement réel d’un processus physique.  
 
Norme 2H  [25] 
 

La norme H2 permet d’intégrer un critère énergétique sur l’ensemble de la bande de 
fréquence. La norme H2 est un bon outil pour évaluer l’aptitude du système à filtrer des bruits 
générés par les actionneurs ou bien issus de perturbations extérieures. On peut dire que la 
norme H2 mesure la puissance du signal de sortie )(ty  en réponse à un bruit blanc sur 
l’entrée )(tu . Il s’agit d’un critère qui mesure la performance d’atténuation des perturbations. 

On pose : )()( jwGjwG T ∗=− . 
La norme H2 est alors définie par l’une ou l’autre des relations suivantes :  
 

[ ]∫∫
∞+

∞−

∗
∞+

∞−

== dwjwGjwGTracewdjwGH )().(
2

1
)(

2

1 2
2 ππ

 .                                         (2.42) 

 

)()(2
T

co
T CMCTraceBMBTraceH ==

                                                                      (2.43) 
 
Le calcul de la norme H2 est lié aux grammiens de commandabilité et d’observabilité. On 
considère par la suite que 0=D  dans les équations du système continu. 
 
Définitions des grammiens  

 

Le grammien de commandabilité du système continu est une matrice Mc définie par : 

∫
+∞

=
0

dteBBeM tTATAt
c .                                                                                                      (2.44) 

En général on calcule cette matrice avec l’équation de Lyapunov : 
0=++ TT

cc BBAMMA .                                                                                                   (2.45) 

 
Le grammien d’observabilité du système continu est une matrice Mo définie par : 

∫
+∞

=
0

dteCCeM AtTtTA
o .                                                                                                     (2.46) 

On calcule cette matrice avec l’équation de Lyapunov : 
0=++ CCAMMA T

oo

T

                                                                                                    (2.47) 

Les grammiens fournissent des conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité et 
d’observabilité. 
 
Théorème : Le système continu est commandable et observable (2-10) si et seulement si le 
grammien de commandabilité Mc et d’observabilité Mo sont des matrices définies positives. 
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Théorème : Soient sup
oM  et sup

cM  respectivement une borne supérieure du grammien 

d’observabilité et une borne supérieure du grammien de commandabilité. On calcule alors la 
norme H2 du système en résolvant les inéquations : 
 

)(min sup
2 BMBH o

T=                          ou               )(min sup
2

T
c CMCH =  

avec 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<++

>

0

0
supsup

sup

CCAMMA

M

T

oo

T

o                        avec 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<++

>

0

0
supsup

sup

TT

cc

c

BBAMMA

M

                   (2.48)
 

 
Norme H∞  

 

Soit un système non linéaire de vecteur d’entrée u, de vecteur de sortie y, de vecteur d’état x,  

d’équations : ),(
.

uxfx = et ),( uxgy = . 
Définition de la dissipativité  

 

Soit ),( uyS une fonction scalaire appelée flux d’énergie entrant. Un système dynamique est 
dit S- dissipatif s’il existe une fonction d’énergie )(xV telle que 

),(
)(

uyS
dt

xVd
<  pour tout 0xx ≠  où x0 est le point d’équilibre considéré 

vérifiant 0)0,( 0 =xf . 

Un type particuliers de fonctions S est : ⎥
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⎢
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⎡
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⎥
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⎤
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=
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QQ
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y
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T

..),(
2212

1211 .                        (2.49) 

Il s’agit de la { }122211 ,, QQQ - dissipativité. 
 
Théorème de la caractérisation LMI de la dissipativité  

 

Le système (2-10) est { }122211 ,, QQQ - dissipatif s’il existe une matrice 0>= TQQ  vérifiant le 
système LMI suivant : 
 

0
221212111211

121111 <⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−−−−−
−−−+

QDQQDDQDCQCQDQB

QCDQCBQCQCAQQA
TTTTTT

TTTT

.                                              (2.50) 

 
Définition de la norme H∞  

 

La norme H∞ d’un système stable est définie par : 
2

2max
u

y
 avec ∫

+∞

=
0

2
dtyyy T .        (2.51) 

Elle indique la plus grande amplification sur toutes les fréquences pour une entrée u 
sinusoïdale : c’est le gain maximal de la réponse fréquentielle. 
Elle permet de prendre en compte des objectifs de suivi de référence, de stabilité, de marges 
de stabilité. La norme ∞H   permet de mesurer le niveau de performance d’un système dans 
un contexte de pire-cas. Le modèle d’un système n’étant pas toujours parfaitement connu, une 
façon raisonnable d’envisager le problème de performance robuste est de considérer le calcul 
de la norme ∞H   dans le pire des cas. 
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Lemme de Yakubovitch- Kalman  

 

Soit ∑ un système linéaire, les propositions suivantes sont équivalentes : 
(i)  ∑ est { }122211 ,, QQQ - dissipatif. 

(ii) +∈∀ Rw  tel que 0
)(

..
)(

,0)(det
212

121 ≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≠−

I

jwG

QQ

QQ

I

jwG
AjwI

T

T

.                   (2.52) 

 
Théorème de l’équivalence entre norme H∞ et dissipativité  

 

Soit un système linéaire ∑ et la fonction de flux d’énergie yyuuuyS TT −= 2),( γ . Les 
propositions suivantes sont équivalentes : 
( i ) ∑ est S- dissipatif. 
( ii ) γ≤∑

∞
. 

Les valeurs singulières de la matrice )( jwG  sont définies comme les racines carrées des 
valeurs propres de  

{ }pmijwGjwGjwGjwGjwG T

ii

T ,min,.....,1,))().(())((:)().( =−=− λσ  

Les matrices )().( jwGjwG ∗  sont hermitiennes semi- définies positives, leurs valeurs propres 
sont donc réelles positives ou nulles. 

La proposition (i) est équivalente à 0)().( 2 ≥+− ∗ IjwGjwG γ  (d’après le lemme de 

Yakubovitch- Kalman) donc les valeurs propres de )().( jwGjwG∗  sont inférieures à 2γ . 

Une manière d’approcher la norme ∞H consiste à rechercher la plus petite valeur possible de 

γ  pour laquelle la matrice ( ) ( )jwGjwGI *2 .−− γ   reste inversible pour tout w . On peut 
écrire : 
 

( ) ( )( ) 1*2 −−
∞

−⇔< jwGjwGIG γγ  n’a pas de pôles sur l’axe des imaginaires.            (2.53) 

 

Or, les valeurs propres réelles et positives de )().( jwGjwG∗  sont les carrées des valeurs 
singulières de )( jwG . La norme H∞ de ∑ est donc la borne supérieure de la valeur singulière 
maximale. 
La majoration de la norme H∞ par γ  est donc équivalente à la { }0,, 2γI− - dissipativié. 
 
Lemme borné réel  

 

Un système dynamique continu linéaire de matrices d’état DCBA ,,, a une norme H∞ 

inférieure à γ  si et seulement s’il existe une matrice 0>= QQT  vérifiant : 
 

0
2

<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+
+++

IDDCDQB

DCBQCCAQQA
TTT

TTT

γ
,                            (2.54) 

En utilisant le complément de Schur pour éliminer la non linéarité en 2γ , on obtient :  
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0<
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

+

IDC

DIQB

CBQAQQA
TT

TT

γ
γ .                 (2.55) 

On peut donc appliquer le lemme borné réel pour le calcul de la norme H∞ d’un système 
linéaire stable et connaitre la dynamique maximale en rejet de perturbations. 
 
2.4.2- Utilisation des normes H2 et ∞H  pour l’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov 
 
La norme ∞H permet de donner un formalisme unifié pour l’analyse et la synthèse 
fréquentielle. Elle permet de prendre en compte des objectifs de suivie de référence, de 
stabilité, de marges de stabilité. De plus en utilisant les résultats donnés en (2.54) ou (2.55), il 
est facile de démontrer qu’un système linéaire est stable et admet une norme ∞H   inférieure à 
un niveau γ  ssi 
 

02 <
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+
+++

IDDCDPB

DCBPCCAPPA
TTT

TTT

γ
 

On va utiliser ce résultat pour les modèles de Takagi-Sugeno que l’on va définir ci-dessous.  

 
 
3-Modélisation flou de type Tagaki-Sugeno (TS) 
 
3.1- Modèles flou de type Takagi-Sugeno 
 
Les modèles flous TS sont utilisés pour étudier la stabilité des systèmes non linéaires.Un 
ensemble flou est défini par sa fonction d’appartenance. Un point de l’univers x  appartient à 
un ensemble A  avec un degré d’appartenance, 1)(0 ≤≤ xFA . 
 
Une règle floue est de la forme « Si je rencontre telle situation alors j’en tire telle 
conclusion ». 
La situation, appelée prémisse ou antécédent de la règle, est définie par une combinaison de 
relations de la forme x  est A  pour chacune des composantes du vecteur d’entrée. 
La partie conclusion de la règle est appelée conséquence ou conclusion. 
Les modèles T.S sont caractérisés par l’expression de la dynamique locale de chaque règle par 
un modèle linéaire du système. Le modèle global est donc obtenu par une combinaison floue 
des modèles linéaires du système. 
 
La représentation sous la forme d’un modèle flou de type T.S est une astuce permettant une 
réécriture de modèles non linéaires en reportant les non linéarités dans la partie prémisse des 
règles. 
 
Le choix des règles, des variables de prémisses et des sous-ensembles flous relèvent de 
l’identification structurelle du système. 
Le modèle T.S n’est pas unique, d’ailleurs c’est mieux d’avoir un nombre de règles minimales 
afin d’éviter de manipuler un trop grand nombre de matrices dans les inéquations servant à 
démontrer la stabilité d’un système. Des modèles linéaires interconnectés par des fonctions 
scalaires non linéaires ayant la propriété de somme convexe constituent ces systèmes. On 
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intègre donc des modèles locaux linéaires à partir du système non linéaire initial. C’est une 
méthode qui utilise des règles « si-alors » représentant des relations locales linéaires 
entrée/sortie du système non linéaire. 
 
On a alors la possibilité de définir les dynamiques locales dans chaque implication floue 

(règle) par un modèle linéaire du type )t(x.A)t(x
.

= . On peut déterminer une infinité de 
modèles TS d’un même modèle non linéaire. Les conditions de stabilité sont généralement 
basées sur les fonctions de Lyapunov. 
 
Les prémisses iz  sont les variables de décision ou variables caractéristiques dépendant de 

l’état / et ou des entrées. 
Les fonctions d’activation i

jF  dite aussi de pondération ou d’interpolation ou d’appartenance 

(degré de véracité normalisé) sont des fonctions normalisées vérifiant la propriété de 
convexité. 
L’espace de décision est l’espace caractérisé par l’ensemble des variables caractéristiques de 
décision qui peuvent être des variables d’état mesurables. 
 
Un modèle flou réalise une partition floue de l’espace caractéristique sous la forme de r règles 
floues telle que : 
 
 - Règle iR  du modèle : 

Si )(1 tz  est iF1  , …., et )(tz p  est i

pF  alors ri
txCty

tuBtxAtx

i

ii ....,,2,1
)(.)(

)(.)(.)(
=∀

⎩
⎨
⎧

=
+=&

 .  (2.56) 

avec : nRtx ∈)(  le vecteur d’état,  

 mRtu ∈)(  le vecteur d’entrée,  

 pRty ∈)(  le vecteur de sortie,  

 qRtz ∈)(  le vecteur des prémisses dépendant (linéairement ou pas) du vecteur d’état, 

 iii CBA ,,  des matrices à coefficients constants. 

Chaque conséquence de règle représentée par des relations dans l’espace d’état est appelée un 
sous modèle. 
A chaque règle iR est attribué un poids ))(( tzwi  qui dépend de la valeur de vérité (ou degré 

d’appartenance) des )(tz  aux sous ensembles flous i

jF  notée ))(( tzF j

i

j  et du choix de la 

modélisation du connecteur (opérateur) et reliant les prémisses. On essaye de minimiser le 
nombre de règles du modèle flou, ce nombre de règles a une grande influence sur la 
conservativité des résultats obtenus en stabilité. Le connecteur « et » est souvent choisi 
comme étant le produit d’où :  

ritzFtzw
p

j
j

i
ji ...,,2,1,))(())((

1

== ∏
=

                                                                                    (2.57) 

avec ttzwi ∀≥ 0))((  puisque les fonctions d’appartenance prennent leur valeur dans 

l’intervalle [ ]1,0 . 
 
A partir des poids attribués à chaque règle, les sorties finales des modèles flous sont inférées 
de la manière suivante : 
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∑

∑

=

=

+
=

r

i

i

r

i

iii

tzw

tuBtxAtzw

tx

1

1
.

))((

))(.)(.().)((

)(    

∑

∑

=

==
r

i

i

r

i

ii

tzw

txCtzw

ty

1

1

))((

)(.))((

)(  .              (2.58) 

 

En posant  

∑
=

=
r

1i

i

i
i

))t(z(w

))t(z(w
))t(z(h  qui vérifie une propriété de somme convexe c-a-d : 

∑
=

=
r

i

i tzh
1

1))((  et ttzhi ∀≥0))((  . 

Le modèle flou du système non linéaire initial s’écrit alors : 

∑

∑

=

=

=

+=

r

1i

ii

r

1i

iii

.

))t(xC).()t(z(h)t(y

))t(uB)t(x.A().)t(z(h)t(x

                            (2.59)  

Avec ∑
=

=
r

i

i tzh
1

1))((  

Les prémisses étant en général fonctions d’une partie de l’état x, il est possible d’utiliser la 
notation )())(()( xhxzhzh

iii
== . 

 
Propriétés  

 
- Il est possible d’obtenir un modèle TS qui représente le système non linéaire de manière 
exacte dans un compact des variables d’état. 
- Le modèle obtenu comprend 2n règles, avec n le nombre de non linéarités considérées. 
 
Remarque : Dans les travaux présentés dans ce mémoire, on prendra 0)( =tu  puisque le 
système étudié est supposé être un système bouclé pour lequel les correcteurs ont déjà été 
synthétisés. Toutes les équations du système sont donc incluses dans l’expression des 
matrices iA . 

 
Lemme 

 

Si [ ] [ ] RabxfRbaabx →−∈−∈∀ + ,:)(,,,,  bornée sur [ ]ab ,− , alors il existe deux fonctions 

)(1 xF  et )(2 xF  ainsi que deux réels α et β  tels que : 
 

 
[ ] [ ] { }

))(()(

2,1,1,0,:

txFtx

iabF

i

i

a

∈→−
 avec  1)()( 21 =+ xFxF  . 

 

                    .0)(,0)(

)()()(

21

21

≥≥
+=

xFxF

xFxFxf βα

                                                   
 



                                                 

63 
 

En considérant une fonction )(xf  bornée tel que maxmin )( fxff ≤≤ , il est toujours possible 

d’écrire : 
 )x(F)x(F)x(f 21 βα +=                                                                              (2.60) 

avec 
minmax

min
1minmax

)(
)(,,

ff

fxf
xFff

−
−

=== βα  et 
minmax

max
2

)(
)(

ff

xff
xF

−
−

=
                      

 

 
3.1.1-Exemples d’utilisation 
 
Exemple 1  

Soit le système dynamique 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

)(.2)(.3)(

))()).(cos()()(

212

.

4
21

3
11

.

txtxtx

txtxtxtx

 
 
On peut considérer 3 non linéarités : )(,)( 3

2

2

1 txtx et ))(cos( 1 tx  soit 823 =  règles. Il est aussi 

possible de ne considérer que deux non linéarités )(2

1 tx et )().)(cos( 3

21 txtx .. On choisit alors 

comme prémisses )()( 2

11 txtz =  et )(.))(cos()( 3

212 txtxtz = qui conduit seulement à 422 =  
règles. 
 
Si on prend maintenant comme non linéarité et prémisse associé :  
 

 

)()(.
)(

))(cos(
)()( 4

2
1

12
1 xftx

tx

tx
txtz =+= . 

 
On a alors uniquement 2 règles à traiter. Alors en supposant les variables d’état x1 et x2 
bornées ( [ ]max1min11 ,)( xxtx ∈  et [ ]max2min22 ,)( xxtx ∈ ), il vient : 

 

 
)z(F.f)z(F.f

ff

)t(zf
.f

ff

f)t(z
.f)x(f 2

1min
1

1max
minmax

max
min

minmax

min
max +=

−
−

+
−
−

=  

Alors - si 1

1)( Festxfz =  alors 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

)t(x.2)t(x.3)t(x

)t(x.f)t(x

212

.

1max1

.

 

 - si 2

1)( Festxfz =  alors 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

)t(x.2)t(x.3)t(x

)t(x.f)t(x

212

.

1min1

.

 

 
Exemple 2  

 

Soit le système dynamique suivant : 
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On a comme deux prémisses possibles conduisant à 4 règles:  
 
 ( )( ) ( )( ) ( )11111 xftxcostxz ==   

 ( )( ) ( ) ( )22
2
222 xftxtxz == .  

 
Pour cette exemple, on suppose que Rtx ∈)(1  et [ ]aatx ,)(2 −∈ . 

On pose alors : min11

2

1max11

1

111 ).().()( fxFfxFxf +=  et min22

2

2max22

1

222 ).().()( fxFfxFxf += , 

avec  2

max2min2max1min1 ,0,1,1 affff ===−=  

 
( ) ( ) ( ) ( )

2

xcos1
xF,

2

xcos1
xF 1

1
2

1
1

1
1

1

−
=

+
=  

 
( ) ( )

2

2
2

2

2
2

22

2
2

2
1
2

a

xa
xF,

a

x
xF

−
==  

En prenant toujours l’opérateur produit comme opérateur de conjonction, les fonctions 
d’activation au nombre de quatre sont obtenues à partir des produits : 

 
2

2
2

14
1
2

2
13

2
2

1
12

1
2

1
11 F.Fw,F.Fw,F.Fw,F.Fw ====  

 44332211 wh,wh,wh,wh ====  avec 1w
4

1i

i =∑
=

 

On aboutit à quatre modèles locaux : 
 

Si 1z est 1

1F  et 2z est 1

2F  alors :  
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Si 1z est 1

1F  et 2z est 2

2F  alors : 
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Si 1z est 2

1F  et 2z est 1

2F  alors : 
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Si 1z est 2

1F  et 2z est 2

2F  alors :  
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Le multimodèle correspondant s’écrit donc : 
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3.2-Stabilité des modèles TS 
 
Les modèles T.S vont être utilisés pour étudier la stabilité des systèmes non linéaires à l’aide 
des théorèmes énoncés ci-dessous. 
 
théorème n°1 : utilisation de fonction de Lyapunov quadratique 

Le modèle flou TS autonome ∑
=

=
r

i

ii txAtzhtx
1

.

)().)(()(                (2.61)  

est asymptotiquement stable s’il existe une matrice 0>P  telle que : 

 
{ } 0,,....1 <+∈∀ i

T

i PAPAri  .                                                                        (2.62) 
 
L’existence de P  dépend de deux conditions : 
 - Tous les modèles locaux sont stables. Il est nécessaire que chaque matrice iA  soit de 

Hurwitz.  
 - Il existe une fonction de Lyapunov commune aux n modèles locaux. 

Remarque : la première condition implique naturellement que ∑
=

n

i

iA
1

soit de Hurwitz. 

Il faut savoir qu’un modèle TS peut être globalement asymptotiquement stable sans qu’il soit 
quadratiquement stable, c'est-à-dire sans qu’aucune fonction de Lyapunov quadratique puisse 
vérifier les conditions de stabilité. 
 
Fonction polyquadratique, multiquadratique ou polytopique 

 

L’analyse qui est fondée sur les fonctions de Lyapunov quadratiques et les résultats qui en 
découlent sont souvent pessimistes, l’approche quadratique apparaît souvent conservative. 
Dans une structure multimodèle, les matrices d’état sont valides dans une région limitée de 
l’espace de fonctionnement (qui correspond à l’espace d’état quand le vecteur des variables de 
décision dépend uniquement de l’état). Par conséquent, la condition quadratique (qui omet 
toute information contenue dans les fonctions d’activation 0.. <+ APPAT  peut n’être valide 
que dans la zone de fonctionnement correspondante. 
On définit alors comme fonction de Lyapunov candidate : 

)())(()())(,)((
1

txPtzhtxtztxV
i

n

i

i

T ∑
=

=  avec 1))((,0))((,0
1

=>> ∑
=

tzhtzhP
n

i

iii  .           (2.63) 

Cette fonction est construite par interpolation de fonctions de Lyapunov quadratiques locales 
(définies par les matrices Pi) à travers les mêmes fonctions d’activation que le multimodèle. 
Ce type de fonctions de Lyapunov tient compte de la vitesse de variation des variables de 
décision du multimodèle continu ce qui explique la réduction du conservatisme de la 
méthode. 
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Il existe aussi une autre forme possible de fonction de Lyapunov non quadratique. On peut 
proposer : 

))(.......,,)(,)((max))(( 21 xVxVxVtxV n=                  (2.64) 

avec  nii

T

i IiPtxPtxxV ∈>= ,0,)()()(  . 
 
Il s’agit de fonctions de Lyapunov quadratique par morceaux utilisées pour réduire le 
pessimisme des résultats quadratiques. On peut l’utiliser dans le cas de l’approche multi 
modèle et dans le cadre des systèmes discrets à paramètres incertains bornés et variant dans le 
temps. L’analyse de la stabilité du modèle TS se fait alors en utilisant les théorèmes suivants : 
 
Théorème n° 2  

 

Supposons qu’il existe des matrices 0>iP  et des scalaires 0≥ijkτ  tels que : 

∑
=

∈∀<−++
r

1k

2
rkjijkijj

T
i I)j,i(,0)PP(APPA τ , avec r nombre de règles             (2.65) 

alors le multimodèle (2-14) est globalement asymptotiquement stable. La fonction de 
Lyapunov associée étant celle donnée en (2-15).  
 
Les courbes équipotentielles de Lyapunov représentent l’état du système telle que la fonction 
de Lyapunov soit constante en fonctions des variables d’état. Les courbes de niveaux ainsi 
obtenues caractérisent les zones de l’espace d’état d’équi-énergie. Contrairement au cas 
quadratique, les courbes décrites ne sont pas des ellipsoïdes et ne sont pas nécessairement 
convexes.  
 
Théorème n° 3  

 

La fonction de Lyapunov non quadratique considérée est : 

( ) ( ) )()()()(
1

txPtxhtxtxV
r

i

ii

T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=
.                                                                                    (2.66) 

Soit le système ( )∑
=

=
r

i

ii txAtzhtx
1

)(.)()(& , soit un réel positif α  satisfaisant 

ri

T

i IiIAA ∈≤− ,02α . 

S’il existe un ensemble de r matrices symétriques positives 
*, ri IiP ∈   et 0>= TRR   de 

nnR ×
 et trois matrices symétriques nnRPMS ×∈0,,   satisfaisant : 
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Alors le système TS  est globalement asymptotiquement stable. 
 

Remarque : En remplacant 2
)( xh  par 

2
)(xh≥γ  et en posant qu’il existe un réel 0>δ   

majorant de la fonction n

d RxxGx ∈),(. , alors l’inégalité e peut être remplacée par : 

( ) .0... <+−+ RMSM δαγ .                                                                                             (2.68) 
 
Stabilité exponentielle des modèles TS 

 

Définition de la stabilité exponentielle des modèles TS 

Le degré de stabilité, ou le taux de décroissance du système ∑
=

=
r

1i

ii

.

)t(x.A).x(h)t(x  est le 

plus grand scalaire α  tel que quelque soit la trajectoire vérifiant ∑
=

=
r

i

ii txAxhtx
1

.

)(.).()(  on a  

0)(lim =
∞→

txe t

t

α . 

En d’autres termes, le taux de décroissance peut être défini sur toutes les trajectoires non 

nulles, par 
t

tx

t

)(ln
inflim

−
∞→

. Prouver la stabilité exponentielle du système revient à assurer 

que, pour toutes les trajectoires )( tx  vérifiant ∑
=

=
r

1i

ii

.

)t(x.A).x(h)t(x , on a pour 0fα  : 

0))((.2
))((

:0 <+>∃ txV
dt

txVd
P α                                         (2.69) 

Dans ce cas, (2.69) implique que texVtxV α2)).0(())(( −≤  et que pour toutes les trajectoires 

vérifiant ∑
=

=
n

i

ii
txAxhtx

1

.

)(.).()( , on a : 

 

( )
( )

5.0

T
min

T
maxt

PP

PP
.e)t(x ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ −

λ
λα où ( )PP T

maxλ  (respectivement ( )PP T
minλ ) représente la 

valeur maximale (respectivement minimale) des valeurs propres de la matrice PPT

. 
Le système est alors dit α - stable où α  est bien un minorant du taux de décroissance des 

trajectoires du système ∑
=

=
r

1i

ii

.

)t(x.A).x(h)t(x  qu’il serait important de maximiser. 

On peut faire l’analogie avec une région LMI en imposant à la partie réelle des valeurs 
propres d’être à gauche de la droite Re(z)=-α dans le plan complexe.  
On a alors : 

0.. ≤+++ IPPIPAPA i

T

i αα                                                                                          (2.70) 

 
Théorème de la stabilité exponentielle du modèle TS avec M- Matrices  
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Définition : Une matrice RaA

ji
∈= )(  dont tous les termes extra-diagonaux sont négatifs ou 

nuls est appelée Z-matrice. 
 
Théorème : Pour qu’une Z-matrice A soit une M-matrice, il faut et il suffit qu’une des 
propriétés suivantes qui sont équivalentes entre elles, soit vérifiée : 
(i) Toute valeur propre de A a sa partie réelle positive, 
(ii)Tous les déterminants mineurs principaux de A sont positifs, 
(iii) Il existe un vecteur v  strictement positif (vecteur à composantes strictement positives), tel 
que le vecteur Av  soit aussi un vecteur strictement positif. 
 
Pour étudier la stabilité exponentielle d’un modèle TS, on va considérer la fonction de 
Lyapunov candidate suivante :  

∑
=

+∈>=
r

1i

*
iiii

T R,0P,)t(xP)t(x))t(x(V αα ,                                                               (2.71) 

qui vérifie alors la propriété suivante :  
2

2

2

1 )())(()( txctxVtxc ≤≤                          (2.72) 
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r
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On utilise ce type de fonctions de Lyapunov pour l’étude de la stabilité exponentielle. 
 
Théorème :On suppose qu’il existe des matrices symétriques 0,0 >> iii SP et 

ji
S  telles que : 

(i) riiiii
T
i Ii,SAPPA ∈∀−≤+                                                                                              (2.73) 

(ii) ji,I)j,i(,SAPPA 2
rjijii

T
j ≠∈∀≤+  

(iii) Φ est une M-matrice avec  
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alors le multimodèle est globalement exponentiellement stable. 
 
Comme Φ  est une M-matrice, alors il existe un vecteur positif α  tel que le vecteur αβ Φ=  
est positif. 
On pose T

n
),.......,( 21 ββββ = , on peut écrire : 

0))(( min >≥ ββtzh  avec ),......,,(min 21min n
ββββ = .                                                   (2.75) 

On montre que ))((2))((
.

txVtxV δ−≤  où 0
2

1

2

min >=
c

β
δ  est le degré de stabilité du 

système. 
On a donc : 

p
00

)tt(2
0 R)t(x,tt,e))t(x(V))t(x(V 0 ∈∀≥∀≤ −− δ .                                                    (2.76) 
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3.3-Utilisation de la norme H∞ pour analyser la stabilité d’un modèle TS 
 

On va montrer qu’il est possible d’utiliser les normes H∞ et H2 pour prouver la stabilité des 
modèles flous de type Takagi- Sugeno dont les modèles locaux sont linéaires. 
 
Avec la norme H∞  

 

On fait l’hypothèse qu’un modèle T.S soumis à une perturbation externe )(tu  peut s’écrire 
sous la forme : 
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∑
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               (2.77) 

 

On utilise la fonction de Lyapunov : nT RxxPxxV ∈∀≥= ,0)(  
On fait l’hypothèse sur la norme H∞ du système : chaque sous modèle TS du système est 
majorée par un unique réel positif γ. En utilisant l’inégalité matricielle du lemme borné réel 
sur les modèles TS, il existe des matrices Pi vérifiant : 
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qui correspond, à la condition : 
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                         (2.78) 
 
On suppose de plus qu’il soit possible d’exhiber une unique matrice P telle : { }r,..1iPP i ∈∀=

 Alors en développant l’équation (2.78), il vient : 
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Après factorisation, il vient : 
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(2.79) 

Soit la fonction de Lyapunov candidate nT RxxPxxV ∈∀≥= ,0)( . Après dérivation, il 
vient : 
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A l’aide des relations (2.79) et (2.80), il vient :  
 

( ) ( )( ) 0))(()(
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T

ii

T

iii uuuDxCuDxCtzhxV γ   

soit encore      0)( 2
.

<−+ uuyyxV TT γ                  (2.81) 

En prenant u nul (système TS sans perturbation), on a bien, d’après (2.81), 0)( <xV&

  
donc le système est stable. 
S’il y a une perturbation, en intégrant l’équation (2.81) entre 0=t  et +∞=t , on a 

( ) 0))((
0 0

2
.
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dtuuyydttxV TT γ 0))0(())((
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0
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dtuudtyyxVxV TT γ ,              (2.82) 

 
Or en supposant qu’à l’origine des temps 0)0( =x  0)0( =V , et que 0))(( =∞+xV  (puisque 
le système est stable) alors en remarquant que : 
 

2

2
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)(tydtyyT =∫
+∞
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2

2
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)(tudtuuT =∫
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, la relation (2.82) se réécrit : 
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Conclusion : La norme H∞ du système TS est assurée pour une atténuation inférieure à γ  si et 

seulement si, il existe une fonction de Lyapunov quadratique xPxxV T=)(  telle que P soit 
solution des inéquations : 
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Où les matrices Ai, Bi, Ci et Di sont les matrices de chaque sous modèle TS du système non 

linéaire initial et où r correspond au nombre de règles, 
Le coefficient γ est un majorant des valeurs des normes H∞ de chaque sous modèle TS. 
 
Cette dernière propriété va nous servir à montrer que certains systèmes non linéaires 
(notamment ceux dont la non linéarité est du type « P/V » (voir chapitre I) ont une norme H∞ 
et sont donc robustes vis-à-vis de perturbations extérieures bornées.  
 
 
4-Conclusion 
 
Dans ce chapitre, on a présenté un certain nombre d’outils généraux permettant d’appréhender 
l’étude des systèmes non linéaires et notamment celle des deux non linéarités détaillées au 
chapitre I. Dans les deux chapitres suivants, on va très souvent faire référence aux définitions, 
propriétés et théorèmes présentés ci-dessus. 
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Chapitre III : Recherche de bassin d’attraction pour des 
non linéarités de type produit – application au hacheur 
survolteur 
 
 
 
1-Introduction : Tentative de détermination d’un domaine convexe de stabilité par la 
méthode classique  
 
On suppose que le convertisseur élévateur étudié est programmé en mode courant et que les 
régulateurs sont ceux détaillés au chapitre I. Comme détaillé au chapitre I, les équations 
différentielles régissant le fonctionnement du convertisseur en mode de conduction continue 
s’écrivent sous la forme suivante :  
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A et B sont des matrices à coefficients constants dépendant des paramètres du système et de sa 
commande et où x= 0 est le point d’équilibre du système.
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On sait, d’après Lyapunov, que pour que la partie linéaire du système soit stable, il faut que 
pour toute matrice symétrique définie positive Q , il existe une matrice P  définie positive 
symétrique satisfaisant l’équation de Lyapunov :  

QPAPAT −=+  . 
On va créer comme domaine de stabilité une ellipsoïde dont les axes dépendent des racines 
carrées des valeurs propres de P-1.  Elle est définit (voir chapitre I) par l’équation :  

{ }1−<∈= γε xPxquetelRx Tn    
Cette représentation d’une ellipsoïde est unique. 

Soit la décomposition de P-1 : ∑
=

− =
n

1i

T
iii

1 vvP λ    où { }nii .....,,1, ∈λ  sont les valeurs propres de 

P
-1 classées par ordre décroissant et où les vecteurs propres associés iv  sont orthonormaux.  

Chaque demi-axe de l’ellipsoïde est défini par le segment [ ]ii vλ,0 . 

Le volume de l’ellipsoïde ( ) ( )( ) 5.01det −= Pvol n γαε  avec nα  le volume de la boule unité de 

dimension n . 
Les variations des différentes variables sont donc proportionnelles à la racine carrée de leurs 
valeurs propres. Le problème est que l’on peut trouver des valeurs propres qui n’ont aucun 
rapport avec un domaine de stabilité convexe pertinent au niveau physique. 
Par exemple, on peut trouver pour *

sv  et *u  des valeurs propres assez proches, ce qui donne 

des variations toutes petites pour la tension *
sv  étant donné que les variations du rapport 

cyclique sont inférieures à 1. 
Une solution est de fixer numériquement les valeurs diagonales de la matrice P  en fonction 
des valeurs propres que l’on voudrait avoir pour P  afin d’obtenir des variations pour les 
différents paramètres (courants, tension, rapports cycliques) exploitables physiquement, par 
exemple, +- 100 V pour sv , +- 10 A pour les courants, +- 0.01 pour les rapports cycliques. 

On va utiliser comme matrice P  : 
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On choisit les 5,4,3,2,1 kkkkk  le plus proche de 1 afin d’avoir des valeurs propres 
approchant le cahier des charges. 
Posons : 
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On résout alors le système ( ) ( ){ } ( ){ }10......111....15....1 ,,,,,, === = iii bEDCBAak  . 
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On obtient alors les coefficients de la matrice P  en fonction de ceux de la matrice Q− . 
On choisit les coefficients de la matrice Q−  afin qu’elle soit définie positive c-a-d que leurs 
valeurs propres soient positives et aient un sens physique. 

Le calcul de la fonction quadratique  PxxxV T=)(  , puis le calcul de ),,,,( 54321

.

xxxxxV  

nous donne des termes dus aux non linéarités du système de la forme : mkji xxxd  où les 

termes di sont des coefficients constants dépendant des paramètres Q, B et A. 
Les termes mkji xxxd  ne peuvent pas être simplifié dans l’expression de la dérivée de V par 

les termes issus de la matrice Q− . Il est alors nécessaire de réécrire les termes en triple 

produits. Par exemple, pour le terme 5321 xxxd , on le réécrit 5321 xxNd  où N2 peut prendre 

toutes les valeurs de *u  . 
On fait cette opération avec tous les termes mkji xxxd  qu’on peut maintenant simplifier avec 

les éléments de la matrice Q− . En notant –Q
* la matrice obtenue, on fera l’étude dans le cas 

le plus défavorable afin d’obtenir une matrice -Q* toujours définie positive quelque soit les 
valeurs prises par les coefficients Nj.  
Remarque : On peut essayer d’obtenir des mkji xxNd  très grands qui introduisent des valeurs 

propres négatives dans -Q*. 
On pourra essayer de trouver les valeurs extrémales de variations des coefficients Nj utilisés.  
Dans le cas du convertisseur élévateur étudié, on décide de modéliser les non linéarités en 
xixjx5 et x2xixj qui apparaissent dans la dérivée de la fonction de Lyapunov par des termes en  
xixjN5 et N2xixj avec { } { }5,4,3,2, ∈ji . L’expression de la dérivée de V s’écrit alors en fonction 

de: fi xx  et kji xxN  avec les kji ,,  prenant leurs valeurs dans { }5,4,3,2,1=E . 

Cette dérivée peut alors s’écrire sous une forme quadratique. 
On en déduit alors que la matrice -Q

* est définie positive si les conditions suivantes sont 
vérifiées : 

4
5

44
2

4 10.210,10.210 −−−− ≤≤≤≤ xx . 
On trouve alors une plage de variations pour les variables d’état x2 (variation du rapport cycle) 
et x5 (sortie du régulateur de courant) extrêmement petite qui n’a pas intérêt physique. Bien 
que simple, cette méthode n’apporte pas de solution à la problématique posée. 
 
 
2-Modèle TS d’un hacheur Boost programmé en mode courant 
 
2.1- Mise sous forme TS 
 
On va donc utiliser maintenant des méthodes basées sur l’utilisation de modèles flous de type 
Takagi- Sugeno. 
Comme précédemment on utilise le système d’équations différentielles (3-1) défini au 
chapitre I. 
La variable 2x  (rapport cyclique) est supposée incluse dans l’intervalle [ ]max2min2 , xx  à 

déterminer. On réécrit le système (3-1) sous la forme : 
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Le nombre de modèles locaux dépend du nombre de non linéarités dans les équations du 
système. Ici on a une non linéarité et donc deux modèles locaux.

 

La variable des prémisses est )()( 2 xfxtz ==  avec : 
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avec )(1

1 xF  et )(2

1 xF  les fonctions d’appartenance.  
Les deux modèles locaux sont alors définis par : 
Si )t(z  est 1

1F , alors : 
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Si )t(z est 2

1F , alors : 
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Remarques : les matrices A1 et A2 peuvent ne pas être de Hurwitz. On vérifie facilement 
qu’elles sont de Hurwitz à condition que les valeurs de x2min et x2max soient incluses dans 
l’intervalle [ ]779.0,22.0−  qui n’est pas symétrique autour de zéro. 
 
 
2.2-Recherche de fonctions de Lyapunov quadratiques ou non quadratiques 
 
On va utiliser les trois théorèmes généraux vus au chapitres II. Suivant le théorème utilisé, 
nous limiterons les valeurs de x2 à un intervalle assurant que les matrices A1 et A2 sont de 
Hurwitz si nécessaire. 
 
2.2.1- Utilisation des théorèmes n°1 et n°2 (chapitre II) 
 
La méthode basée sur le théorème n°1 (utilisation d’une fonction de Lyapunov quadratique de 
la forme V(x)= x

T
.P.x) ne donne aucun résultat. Il n’est pas possible d’obtenir un bassin 

d’attraction avec une fonction de Lyapunov quadratique pour ce type de non linéarité  pour 
[ ]779.0,22.02 −∈x  

Ceci est normal car ce n’est pas un intervalle symétrique par rapport à 0. 
On va alors utiliser le théorème n° 2 basée sur des fonctions de Lyapunov non quadratique. 
 
Soient 55

81
55

812211 ,,0,0 x

à

x

à

TT RGRFPPPP ∈∈>=>= . 

 
Pour prouver la stabilité globale asymptotique,  il faut alors déterminer des coefficients τ1, τ2, 
τ3, τ4 et des matrices P1, P2, P3 et P4 vérifiant les inéquations suivantes : 
 

( ) 02111111 <−++ PPAPPAT τ                          (3-3) 

( ) 02122112 <−++ PPAPPAT τ          (3-4) 

( ) 01231221 <−++ PPAPPAT τ          (3-5) 

( ) 01242222 <−++ PPAPPAT τ                        (3-6) 
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Deux variantes peuvent être envisagées pour résoudre le problème de Lyapunov. 
 
Variante 1 : utilisation plusieurs fois du lemme de l’inégalité 

 

L’inégalité matricielle (3-3) peut s’écrire : 
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Donc, en utilisant deux fois le lemme de l’inégalité, une condition suffisante à (3-3) s’écrit : 
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En utilisant le complément de Schur généralisé, on obtient, 
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On applique maintenant aux inégalités matricielles (3-4), (3-5), (3-6) deux fois le lemme de 
l’inégalité et le complément de Schur et on obtient : 
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. 
 
On appelle 432 ,, MMM   ces matrices. 
 
Les matrices 4321 ,,, MMMM   sont des matrices symétriques. Ces matrices sont fonction des 

différents éléments des matrices 2121 ,,, PPAA   . On exprime chaque élément des différentes 

matrices M en fonction des éléments des matrices 2121 ,,, PPAA . On obtient donc un système 

linéaire, on a donc maintenant des éléments des différentes matrices 21 , PP en fonction des 
éléments des matrices M. On doit choisir ces éléments tels qu’ils vérifient les conditions de 
stabilité imposées par le théorème n°2. 
Pour l’application traitée, on ne peut donner à ces éléments des valeurs qui répondent aux 
conditions du théorème. On ne trouve donc pas de solution. Cela n’est pas forcément du au 
fait que le système est instable mais au fait que,  en utilisant le lemme de l’inégalité, on 
obtient une condition suffisante qui est peut-être trop restrictive et ne permet pas de trouver 
des solutions aux quatre inéquations ci-dessus. 
 
Origine possible de l’échec de la méthode  

 

En utilisant par exemple l’équation ( ) 02111111 <−++ PPAPPAT τ  
Il est possible de la réécrire sous la forme suivante :  
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                     (3-7) 

 
On va maintenant utiliser la réduction d’endomorphismes, plus particulièrement la 
décomposition QR d’une matrice. (3-7) conduit alors à : 
 

 { {{ 02111 <−+ PRQPPQR

XYYX
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Puis en utilisant le lemme de l’inégalité, on obtient : 
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Puis en réutilisant le lemme de l’inégalité, on obtient la condition suffisante : 
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Si on applique maintenant le complément de Schur, le problème revient à résoudre : 
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Il apparaît des termes positifs ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
> 0

4

2
1

10 I
τ

ε   sur la diagonale de la matrice obtenue avec le 

complément de Schur.  Cette matrice ne peut alors être définie négative. On voit ici que 
l’utilisation successive du lemme de l’inégalité et du complément de Schur mène à une 
impasse. Cela n’implique pas obligatoirement que les conditions du théorème 2 n’admettent 
pas de solution. 
 
 
Variante 2 : résolution directe des inéquations données au théorème 2. 

 
On utilise les quatre inégalités matricielles initiales (3-3) à (3-6). Il est possible de résoudre 
directement ces inéquations à l’aide de Maple même si cette fois-ci on ne dispose pas d’autant 
de degré de liberté qu’avec l’approche précédente.  
 
Pour l’application étudiée, on trouve bien des matrices 21 , PP  symétriques définies positives. 
Le multimodèle est globalement asymptotiquement stable au sens de Takagi-Sugeno 

pour [ ]22.0,22.02 −∈x .  
 
Numériquement on a obtenu avec les paramètres donnés au chapitre I : 
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avec 04321 ==== ττττ . 
 
2.2.2-Utilisation du théorème n°3 
 
On peut aussi envisager d’utiliser le théorème 3 (chapitre II) utilisant des fonctions de 
Lyapunov non quadratiques. 
On obtient un système d’inéquations : 

02

11 ≤− IAAT α                                                          (3-8) 

02

22 ≤− IAAT α                                                               (3-9) 

01111 ≤−+ SAPPAT                                               (3-10) 

02222 ≤−+ SAPPAT                                                   (3-11) 

0212212112 ≤−+++ MAPPAAPPA TT                             (3-12) 

RPPR ≤−≤− 01                                                        (3-13) 

RPPR ≤−≤− 02                                                                              (3-14) 

0..)(. <+−+ RMSM δαγ                        (3-15) 
0)MS( ≤−                                           (3-16) 

 
Il faut maintenant calculer les éléments γ et δ de (3-16). 
Pour le système d’ordre 5, on a  
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On calcule maintenant ∑
=

Δ=
2

1

)()(
i

id xhxG  : 

On trouve une solution pour les équations (3-8) à (3-12) mais on ne trouve pas de solution 
pour (3-15) compatible avec les équations (3-8) à (3-14). La méthode ne permet pas 
d’apporter une solution au problème de stabilité. 

Remarque :  
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Et donc,  
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Les valeurs maximales admissibles physiquement pour les variations de tension et de courant 
permettent de trouver un majorant δ de )(. xGx

d
. Numériquement δ a été fixé à 20. 

Un majorant de 
2

)( xh  est 1=γ . 

 
 
2.3- Recherche de fonctions de Lyapunov non quadratiques avec variations paramétriques 
 
Dans un système réel, les valeurs des paramètres du système évoluent au cours du temps  
(variations en fonction de la température, vieillissement des insolents, saturation…). Il est 
donc important de disposer d’outils permettant d’assurer la convergence vers le point 
d’équilibre pour un domaine donné de l’espace d’état incluant l’origine et ceci lorsque 
certains paramètres varient.  
On va maintenant étudier la stabilité du convertisseur Boost en tenant compte des variations 
du condensateur de sortie C  c-a-d qu’on va essayer d’établir la stabilité globale asymptotique 
pour toutes valeurs de C compris entre deux valeurs : [ ]minmax , CCC ∈ . 

On considère alors le système non linéaire décrit par le modèle flou de type TS avec 
incertitudes paramétriques suivant : 
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où ( )tAiΔ sont des matrices représentant les incertitudes paramétriques du modèle. On fait de 

plus l’hypothèse qu’il existe des matrices )t(aiΔ , Di et Ei vérifiant :  

iiii
EtaDA )(Δ=Δ  , rIi ∈                    (3-17) 

où ii E,D  des matrices constantes, connues, de dimension appropriée, et 
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 , )t(jΔ  étant les incertitudes bornées supposées 

vérifier :  
   

[ ]1;1)t(j −∈Δ  nIj ∈ et  Itata
i

T

i
≤ΔΔ )()( rIi ∈∀                 (3-18) 

Il va falloir maintenant dimensionner les variations paramétriques. On reprend donc le 
système différentiel non linéaire du Boost en ne donnant pas de valeur numérique pour le 
condensateur. 
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Pour notre système, r = 2 et n=5. Pour le dimensionnement des matrices  D1, D2, E1 et E2 on 
va introduire les variations paramétriques de la capacité du condensateur CΔ  dans le système 
différentiel : 
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 Il vient alors : 
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On utilise maintenant le développement limité suivant : 

654321
1

1
xxxxxx

x
+−+−+−=

+
 , les termes suivants étant supposés négligeables. 

 
Donc,  
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+
 , les termes suivants étant négligées, 

C la valeur nominale de  supposée constante. 
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En utilisant cette dernière expression pour chaque sous modèle TS, on obtient les expressions 
des matrices ΔA1 et ΔA2 . Pour l’application étudiée, il vient : 

On pose T = 6
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En remarquant que les variations paramétriques portent uniquement sur les états x2, x3 et x4, 
on propose de recherche des matrices ( )2,1, =iED ii  de la forme suivante : 
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Les coefficients de iE représentent les variations extrémales des coefficients de même 

position des matrices iAΔ . Leurs valeurs numériques seront fixées suivant l’objectif suivant :  

- le problème de stabilité du modèle TS doit admettre une solution,  
- les valeurs données aux coefficients des matrices Ei doivent permettre de maximiser la plage 
de variations de la capacité.  
 
Si on a assez de degrés de liberté dans la résolution des inégalités matricielles, alors il n’est 
pas obligatoire d’utiliser le lemme de Finsler. On va supposer que la dynamique de variation 
du paramètre C est beaucoup plus lente que les dynamique mise en jeu dans le système initial. 
On considère donc les matrices ΔA1, ΔA2 quasi constantes. 
 
En reprenant les résultats donnés par le théorème 2, l’inégalité  

( ) 02111111 <−++ PPAPPAT τ  se transforme alors en : 
 

( ) ( ) ( ) 0211111111 <−+Δ++Δ+ PPAAPPAA
T τ . 
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En utilisant les expressions données en (3-25), il vient : 
 

{ ( ) 02111111111111 <−+Δ+Δ++ PPaEDPPDaEAPPA

XYY

T

X

TTT

TT

τ
32132143421                           (3-19) 

Comme indiqué sur cette dernière équation, on peut maintenant utiliser le lemme de 
l’inégalité qui conduisent à :  
 

( ) 0
1

1111
1

1112111111 <+ΔΔ+−++ PDDPaEaEPPAPPA TTTT

ε
ετ  soit 

( ) 0
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1112111111 <++−++ PDDPEEPPAPPA TTT

ε
ετ  

         
En appliquant maintenant le complément de Schur généralisé de manière à isoler les matrices 
E1 et P1, en utilisant les notations données au chapitre II sur le complément de Schur 
généralisé, il suffit de poser : 
 

( )2111111 PPAPPAY T −++= τ , IRESRES TT
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1

, ε
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Il vient alors : 
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Remarque : La dernière formulation n’est pas une formulation LMI (produit de l’inconnue τ1 
avec les matrices P1 et P2). C’est en fait une formulaton BMI (Bilinear Matrix inequality). 
 
On fait la même chose avec les trois autres inégalités du théorème n°2 qui conduisent aux 
résultats suivants : 
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Pour résoudre les inégalités (3-20) à (3-23) on réutilise les matrices de Lyapunov P1 et P2 
déterminer au paragraphe précédant lorsqu’il n’y avait pas de variations paramétriques. On 
cherche ensuite les matrices E1, E2 et les coefficients ε1, ε2 , ε3, ε4  qui permettent de vérifier 
ces quatre inéquations. Celles-ci ne sont alors vérifiées que pour de très petites variations (1% 
maximum) de la capacité du condensateur autour de la valeur nominale C = 1000 µF.  
 
On voit bien qu’en réutilisant les solutions données dans le cas sans variations paramétriques, 
il n’est pas possible de prouver la stabilité du système TS lorsque le paramètre C varie. Il est 
donc nécessaire de pouvoir résoudre les équations (3-20) à (3-23) directement, travail en 
cours actuellement.  En fait, l’idée est d’utiliser une réduction d’endomorphisme afin 
d’étudier les non linéarités qui découle de cette décomposition. On les étudie graphiquement 
et cela permet de voir pour quelle valeur de τ1 τ2 τ3 et τ4 le système TS avec variations 
paramétriques est stable. 
 
 
2.4-Comparaison entre résultats de simulation et résultats théoriques 
 
On étudie le système sans variations paramétrique du condensateur. Comme détaillé au 
paragraphe 2.3, il est possible de prouver la stabilité du modèle TS lorsque la variable x2 est 
incluse dans l’intervalle [ ]22.0,22.0− . On utilise alors la fonction de Lyapunov suivante : 

 
))x(V,)x(V(max))t(x(V 21=    

               

avec  - )t(xP)t(x)x(V,)t(xP)t(x)x(V 2
T

21
T

1 ==   
 - les matrices P1 et P2 étant celles définies en 3.2.2.1. 
Dans un premier temps, on peut déterminer les plus grands ellipsoïdes 

{ }0;xPx;RxE 111
Tn

1 >≤∈= δδ  et { }0;xPx;RxE 222
Tn

2 >≤∈= δδ  vérifiant la 

contrainte [ ]22.0,22.02 −∈x .  
 
Détermination  des ellipsoïdes 
 

On recherche des bassins d’attraction sous la forme d’ellipsoïdes de la forme δ<xPxT
  

avec 0,0 >=> TPPδ . Or confère les résultats généraux présentés au chapitre II, on sait 

que les longueurs des demi-axes des ellipsoïdes sont proportionnelles à )( 1−Piλδ . Il est 

donc nécessaire de calculer 1−P  et ses valeurs propres. 

Pour le système d’ordre 5, le calcul des valeurs propres de 1
1
−P  conduit à : 

 
{ }0000972708.0,0000729723.0,60000043672.0,00130996.0,034765.0

  

Quant à celles de
1

2
−P , il vient : 

 

{ }77 10*7811268.3,10*84757.9,070000041448.0,00010026.0,00096684.0 −−  
Cela va permettre de dimensionner la plage de variations des différents paramètres. 
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On a démontré que le système est stable pour un rapport cyclique comprise entre -0.22 et 
0.22. Donc, en utilisant les valeurs numériques des valeurs propres, on obtient, en se plaçant 
dans la base des vecteurs propres : 
 

Pour la matrice 
1

1
−P :  - variations de la tension entre -19.6V et 19.6V  

- variations des courants entre -3.8A et 3.8A et -1.04A et 1.04A,  
- variations du rapport cyclique non filtré entre -0.9 et 0.9. 

 

Pour la matrice 
1

2
−P : - variations de la tension entre -11.1V et 11.1V, 

-  variations des courants entre -3.58A et 3.58A et -0.73A et 0.73A, 
-  variations du rapport cyclique non filtré entre -0.355 et 0.355. 

 

En se plaçant dans la base canonique { }54321 ,,,, xxxxx , on obtient comme variations : 
 

Pour la matrice 1P les points aux sommets des demi-axes ont pour coordonnés : 
A1(3.636, 0.0097, -4.371, -0.0978, 0.137), B1(0.672, 0.0006446, 2.38, -0.067, -0.876) 
C1(-0.38, -0.00017, 0.44, -1.03, 0.0452), D1(-0.758, -0.0088, -18.94, -0.01, -0.14), 
E1(0.193, -0.22, 0.572, -0.0033, 0.009) ainsi que leurs opposés. 
 

Pour la matrice 2P les points aux sommets des demi-axes ont pour coordonnés : 
A2(3.27, -0.00836, 4.24, -0.0675, -0.0354), B2(0.461, -0.000572, -0.755, 0.722, 0.00115), 
C2(-0.327, 0.00086, -0.423, 0.082, 0.000161), D2(-1.33, 0.0076, 10.22, 0.082, 0.000161), 
E2(0.173, 0.22, -0.193, -0.00355, 0.000031) ainsi que leurs opposés. 
 
On remarque que l’ellipsoïde correspondant à 2P  est compris dans l’ellipsoïde correspondant 

à 1P . Or la fonction de Lyapunov considère la valeur maximale des deux convexes. On ne 
trace donc que l’ellipsoïde associé à la matrice P1 pour représenter l’estimation du bassin 
d’attraction. 
 
Le système évoluant dans R5, il est difficile de présenter le bassin d’attraction trouvé. On peut 
cependant examiner des coupes de ce domaine avec des plans particuliers et examiner le 
comportement de la trajectoire d’état sur ces plans notamment lors de la phase de démarrage. 
Nous ne visualisons alors qu’une image du bassin estimé. Une telle image est présentée sur la 
figure 3.1. L’approche présentée permet de prouver que pour des perturbations extérieures ne 
faisant pas sortir la trajectoire d’état de ce convexe, alors la commande réalisée ramènera la 
trajectoire d’état vers le point d’équilibre souhaité du système. Pour cette application, les 
variations de tension et de courant ne doivent pas excéder une dizaine de volts ou d’ampères 
pour qu’on puise faire une telle assertion. 
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Figure 3.1 : coupe du bassin d’attraction estimé, obtenu en fixant 051 == xx . 
 
Il est possible de regarder le comportement du système lors d’une phase de démarrage. La 
figure 3.2 montre l’allure de la trajectoire d’état du système (3-1). Cette allure peut être 
comparée à celle obtenue avec une simulation réalisée sous Matlab/Simulink prenant en 
compte le découpage des semi-conducteurs. Comme on peut le constater, les deux allures sont 
relativement proches ce qui tend à montrer que les propriétés attendus pour le système moyen 
(convergence vers le point d’équilibre) seront a priori vérifiée par le système réel. La figure 
3.4 représente l’évolution de la tension de sortie et du courant inductif lors de la phase de 
démarrage.  
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Figure 3-2 : Trajectoire d’état obtenu avec le modèle moyen du hacheur étudié lors d’une 

phase de démarrage, ( x1(0) =-3.2A, x2(0) =- 0.22, x3(0) =-88V, x4(0) =-3.2A, x5(0) =-0.22 ). 
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Fig 3-3 : Trajectoire d’état obtenu avec un modèle du hacheur étudié réalisé sur 

Matlab/simulink lors d’une phase de démarrage, ( x1(0) =-3.2A, x2(0) =- 0.22, x3(0) =-88V, 
x4(0) =-3.2A, x5(0) =-0.22 ). 
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Figure 3-4: Comportement du système lors d’une phase de démarrage, la simulation étant 
réalisée sous Matlab/simulink. 
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3-Conclusion  
 
 
 On constate donc qu’avec les méthodes de résolution proposées, la taille du 
bassin d’attraction trouvé reste modeste. En effet, on n’a pas réussi à démontrer par exemple 
que, lors d’une phase de démarrage, la trajectoire d’état va converger vers le point de 
fonctionnement désiré même si, comme le montre les résultats de simulation présentés sur la 
figure 3-4, c’est effectivement le cas. Toutefois, les travaux présentés dans ce chapitre ont 
permis d’exhiber une estimation du bassin d’attraction de taille non négligeable. L’utilisation 
des modèles flous de type Tagaki-Sugeno a permis d’apporter une première solution au 
problème de stabilité large signal des convertisseurs statiques fonctionnant en mode de 
conduction continue. 
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Chapitre IV : Recherche de bassin d’attraction pour des 

non linéarités de type P/V 

 

1- Modèle TS d’un système filtre d’entrée / ensemble onduleur moteur 
  
On reprend le montage étudié au chapitre I constitué d’un redresseur PD3, d’un filtre 
faiblement amorti d’ordre 2 et d’un actionneur à aimant contrôlé en vitesse. Comme détaillé 
au chapitre I, lorsqu’on s’intéresse à la stabilité du réseau continu, on peut modéliser 
l’actionneur (onduleur MSAP) comme un dispositif absorbant une puissance constante (sous 
réserve que les pertes dans l’onduleur soit négligeable). On obtient le modèle réduit présenté 
sur la figure 3.1.  
 

 
 

Figure 4-1 : modèle réduit utilisée pour étudier la stabilité du bus continu. 
 
Autour de son point de fonctionnement, ce système est régi par les équations différentielles 
suivantes:  
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                    (4.1) 
 
 Ou x1 (respectivement x2)  représente la variation du courant inductif (respectivement de la 
tension aux bornes du condensateur) autour de sa valeur nominale. Ce système posséde donc 
une non linéarité de la forme :  

  
02 ux

1

+
  

 
Pour l’analyse de la stabilité large signal du système, on le met sous la forme matricielle 
suivante :  
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On considére un encadrement de [ ]max2min22 , xxx ∈   , les valeurs de  x2min et x2max n’étant 
pour l’instant pas connues. Leurs valeurs seront déterminées par la suite de manière à pouvoir 
assurer la stabilité du système. 
 
On va donc utiliser la modélisation flou de type Tagaki-Sugeno pour analyser la stabilité de ce 
système non linéaire. Comme pour le cas du hacheur, ce système possède une seule non 
linéarité qui va conduire alors à l’existence de deux sous modèles locaux. 

 

 
La variable des prémisses choisie s’écrit : 
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où )x(F 2
1

1  et )x(F 2
2

1  sont les fonctions d’appartenance.  
 
Celle-ci vérifient bien la propriété de convexité puisque : 
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Le système non linéaire (4-2) est donc équivalent au modèle flou TS défini ci-dessous :  
  

i

2

1i

i A))t(z(h))t(x(A ∑
=

=
          (4-3)

 

 
 avec  
 

))(())((

))((
))((
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tzh

+
=  et ))(())((

))((
))((

21

2
2

tzwtzw

tzw
tzh

+
=  avec 1

11 Fw =  et 2
12 Fw = . 

 

Si la variable de décision )( 2xf  est 1
1F   (fonction d’activation) alors : 
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Si la variable de décision )( 2xf  est 2
1F   (fonction d’activation) alors : 
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NB : Le nombre de modèles locaux issus de la transformation se trouve dépendre du nombre 
des non linéarités des variables d’état, ici on a deux modèles locaux. Les scalaires 

maxmin , ff sont les bornes issues de la transformation des termes non constants de la matrice 

))(( txA . 
 
La mise sous forme TS du système initiale correspond en fait à l’écriture suivante :  
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2-Recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique : cas des paramètres à valeurs 
constants, filtre d’ordre 2 
 
2.1 Théorème utilisé 
 

On utilise le théorème n°1 associé à la fonction de Lyapunov :
 

xPxxV T=)(  
 
On cherche maintenant une matrice 0>P  telle que 
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soit encore : 
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2.2-Résolution du problème 
 
Pour augmenter le nombre de degré de liberté dans la résolution du problème de stabilité, on 
se propose d’utiliser encore une fois le lemme de Finsler. 
 
En l’appliquant aux inéquations (4-4) puis en utilisant le complément de Schur (les matrices 
obtenues étant symétriques, il suffit de poser  S=0, voir chapitre II), il est possible de 
reformuler le problème de stabilité à l’aide de l’inéquation équivalente suivante : 
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    (4-6) 

 
 
La première condition du théorème 1 est bien vérifiée puisque les matrices 21 , AA  et 21 AA +  
sont de Hurwitz. En résolvant (4-6) avec l’aide de Maple, il est possible de trouver une 
solution pour [ ]max2min22 , xxx ∈ , (intervalle maximal   pour lequel il existe une matrice 

0fTPP = vérifiant l’équation 4-6), )( 2xf étant monotone. Une fois connue la matrice P, il 
est facile de déterminer la plus grande ellipse vérifiant la contrainte sur x2.  
 
Remarque : L’utilisation du théorème n°3 associé à la fonction de Lyapunov 

)())(()())((
1

txPtxhtxtxV
r

i

ii

T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=
conduit à PPP == 21  car les trois éléments différents de 

la matrice 0>P symétrique sont suffisants pour la résolution des inégalités 

matricielles 0<+ i

T

i PAPA . On retombe alors sur le théorème 1. Quant à l’utilisation du 
théorème 2, il sert essentiellement quand les matrices A1 et/ou A2 ne sont pas de Hurwitz. 
 
 
2.3- Influence des paramètres sur la taille du bassin d’attraction trouvé 
  
Il est possible maintenant d’étudier l’impact des valeurs de paramètres de l’alimentation sur la 
taille du bassin d’attraction (plus grand convexe d’équation v(x)=c>0 dont chaque élément 
vérifie la contrainte sur x2).  
 
Lorsqu’il n’a y a pas d’indications contraire, la valeur des paramètres utilisés sont ceux 
donnés au chapitre I. 
 
Variations de la valeur du condensateur C 

 
La figure 3.2 montre l’évolution du bassin d’attraction trouvé pour différentes valeurs du 
condensateur. Comme le montre cette figure, la taille du bassin trouvé se réduit fortement 
lorsque la valeur du bus continu diminue. Ce résultat est corroboré par le tracé de la trajectoire 
d’état pour différentes conditions initiales et différentes valeurs de condensateurs. Les 
conditions initiales sont choisies de manière à ce que le point initial se situe à la frontière du 
bassin d’attraction trouvé. Comme le montre les résultats présentés sur les figures 4-3 à 4-5, la 
trajectoire d’état converge bien vers le point d’équilibre pour les valeurs de condensateurs 
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égales à 500 µF et 1000 µF. Ces résultats sont cohérents avec les bassins d’attraction 
présentés sur la figure 4.2. 
 
Pour des valeurs de condensateurs inférieures à 359µF, il n’est pas possible de trouver de 
solution à l’inéquation (4-6). Comme le montre la figure 4-5, même si le point d’équilibre 
pour cette valeur de condensateur reste stable au sens de Lyapunov, il n’est plus 
asymptotiquement stable, d’ailleurs les valeurs propres du Jacobien ne sont plus toutes 
négatives pour µFC 359< . Il y a alors création d’un cycle limite stable autour du point 
d’équilibre souhaité. 
 

               
 
 
Figure 4-2 : Evolution du bassin d’attraction trouvé pour différentes valeurs de la capacité C 
du bus continu  
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Figure 4.3 : évolution de la trajectoire d’état pour différentes conditions initiales, C=500µF. 
 
 

   
 

 

Figure 4-4 : Evolution de la trajectoire d’état pour différentes conditions initiales, C=1000µF. 
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Figure 4-5 : Evolution de la trajectoire d’état dans l’espace d’état pour différentes valeurs de 
la capacité du condensateur : C = 250 µF et C = 360 µF   (système instable) 
 
Variation de la valeur d’inductance 

 

Comme le montre les résultats présentés sur la figure 4-6, l’approche présentée permet de 
prouver que la taille du bassin d’attraction est d’autant plus grande que la valeur d’inductance 
du réseau DC est faible.  
 

                   
 
Figure 4-6 : Evolution du bassin d’attraction trouvé pour différentes valeurs de l’inductance Lf 

du bus continu.  
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Les figures 4.7 et 4.8 représentent les trajectoires d’état pour différentes conditions initiales 
obtenues avec Lf = 7.9 mH, P = 385 W et C = 1000 µF.  
 
 

   
 
Figure 4.7      Figure 4.8 
 
 
 
Les allures obtenues sont cohérentes avec la forme du bassin d’attraction obtenue sur la figure 
4.6.  
 
Variation de la valeur de la puissance de charge  

 

Le tracé des bassins d’attraction obtenus pour trois valeurs de la puissance de charge présenté 
sur la figure 4-9 montre que la taille du bassin d’attraction estimé est fortement dépendante de 
la puissance consommée par la charge. Plus la puissance augmente, plus la taille estimée du 
bassin d’attraction  diminue.   
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Figure 4-9 : Evolution du bassin d’attraction trouvé pour différentes valeurs de la puissance P 
du bus continu avec C = 1000 µF 
 
Les figures 4.10 et 4.11 représentent les trajectoires d’état obtenues pour différentes 
conditions initiales avec Lf = 39.5 mH, P = 192.5 W et C = 1000 µF. Une fois encore, les 
trajectoires obtenues sont cohérentes avec l’estimation du bassin d’attraction donnée sur la 
figure 4-9. 
 

   
 
          Figure 4.10                                                            Figure 4.11 
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2.4-Analyse de la qualité d’estimation du bassin d’attraction trouvé 
  
Pour un système d’ordre deux, il est possible de quantifier l’approximation faite sur la taille 
du bassin d’attraction. On précise d’abord que les bassins présentés ci-dessus ne sont que des 
sous ensembles du vrai bassin d’attraction. L’objectif des recherches effectuées ici est de 
pouvoir exhiber des bassins de taille non négligeable s’approchant le plus possible du bassin 
d’attraction réel.  
 
Comme présenté dans le chapitre II, on utilise la propriété du système adjoint puisque celui-ci 
va converger vers le cycle limite du système (sous réserve d’existence). Ce cycle limite 
constitue alors la limite au-delà de laquelle aucune trajectoire ne convergera vers le point 
d’équilibre souhaité. Ce cycle limite représente donc la frontière du bassin d’attraction 
recherché.  
Sur les figures 4-12 et 4-13 sont présentés les bassins d’attraction trouvés pour deux valeurs 
de condensateurs à savoir 500µF et 1000µF, on constate que le bassin estimé ne recouvre que 
50 à 60% du domaine recherché.  
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      Figure 4-12 : cycle limite obtenu avec le système adjoint lorsque C = 500 µF 
 
 

                          
         Figure 4-13 : cycle limite obtenu avec le système adjoint lorsque C = 1000 µF 
 
Sur les figures 4-14 et 4-15 sont représentés les bassins d’attraction obtenus respectivement 
lorsque l’inductance Lf  est fixée à 7,9mH et la puissance de charge à 770 W. La encore en 
comparant les bassins d’attraction estimés (figure 4.6), on s’aperçoit que l’estimation du 
bassin ne couvre qu’au plus 50% au plus du bassin réel.   
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         Figure 4-14 : cycle limite obtenu avec le système adjoint lorsque L = 7,9 mH . 
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             Figure 4-15 : cycle limite obtenu avec le système adjoint lorsque P = 770 W. 
 
Il est évident que l’utilisation du système adjoint permet d’avoir une information rapide et 
fiable sur la nature du bassin d’attraction. Cependant cette méthode de recherche du bassin 
d’attraction ne fonctionne que dans le cas très particulier des systèmes d’ordre 2 et est donc, 
contrairement à l’approche présenté, sans intérêt pour les systèmes d’ordre supérieur qui 
constituent en fait la majorité des applications.  
 
 
3-Recherche d’une autre forme de bassin d’attraction 
 
La méthode précédente conduit à une erreur proche de 50% sur l’estimation du bassin 
d’attraction. On peut essayer d’investiguer d’autres formes possibles de fonctions de 
Lyapunov permettant de répondre au problème de stabilité et de recherche de bassin 
d’attraction. 
 
On se propose d’étudier ici une autre forme de fonction de Lyapunov utilisant des courbes 
dites de « lamé » et pouvant conduire à des bassins d’attraction de taille plus importante. 
 
 
3.1 Courbes de Lamé 
 
Ce sont les courbes étudiées par le mathématicien et physicien français Gabriel Lamé dont 
l’équation générale est donnée sous la forme : 
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On se place ici dans le cas des super ellipses dont la forme générale s’écrit : 
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3.2-Résolution du problème 

On va prendre comme fonction quadratique xPxV T=  avec ⎥
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P , où 21 ,cc  et 

3c sont des constantes positives.  

 

On a toujours 0>= TPP . 
 

Dans le cas du système du deuxième ordre étudié, on pose 21 , xyxx == . 
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L’utilisation du théorème 1 sur la stabilité des modèles TS nous conduit alors aux inéquations 
suivantes : 
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 qui se récrivent maintenant : 
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       (4-7)
 

 

1x  et 2x  sont les variables d’état du filtre d’entrée (tension et courant) qui sont supposées 
varier chacune entre un maximum et un minimum. On suppose alors : 
 

  [ ]min1max11 , xxx ∈  et [ ]min2max22 , xxx ∈ . 

 
Comme dans le chapitre III, on va modéliser les variations des variables x1 et x2 contenues 
dans la matrice B1 à l’aide de la décomposition suivante : 
 
 1111 )( EtaDB Δ= , 
 
 11 E,D  étant des matrices diagonales de dimensions appropriées qui caractérisent les limites 
physiques du courant et de la tension. 
 
En utilisant le lemme de l’inégalité puis le complément de Schur à chaque inégalité de (4-7), 
on obtient l’inégalité matricielle suivante : 
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En remarquant que : 
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Donc, en appliquant deux fois le lemme de l’inégalité, il est possible d’obtenir la condition 
suffisante : 
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En utilisant (4-9) et (4-8), il est possible d’obtenir la condition suffisante suivante : 
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Donc, en utilisant le complément de Schur et le fait que les matrices B1, B2 et D1 sont 
diagonales, (4-10) se réécrit : 
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On n’a pas réussi à trouver de solution à cette dernière LMI. L’utilisation de la méthode de 
résolution proposée au cas des super ellipses n’aboutit pas.  
 
 
4-Recherche de fonction de Lyapunov quadratique avec variations paramétriques pour le 
système d’ordre deux  
 
4.1-Problématique 
 
On va essayer de trouver un bassin d’attraction pour [ ]minmax ,CCC ∈  avec Cmax et Cmin à  

dimensionner c-a-d une seule matrice P vérifiant les conditions de stabilité pour une plage de 
variations de la capacité du condensateur. 
 
On va utiliser les notations introduites au chapitre III pour traiter la stabilité du système  avec 
incertitudes paramétriques. On va utiliser le théorème n° 1 ; on doit donc trouver une matrice 

0>= TPP  telle que : 
 

0)()( <Δ++Δ+ ii

T

ii AAPPAA ,  { }2,1i ∈                  (4-11) 

 
avec  iiii EtaDA )(Δ=Δ  et Itata i

T
i ≤ΔΔ )()( . 

 
On va utiliser, pour optimiser le domaine de variation de la capacité  un outil qui est la 
décomposition LU (réduction d’endomorphisme). 
 
Renseignements sur la décomposition LU 

 
La décomposition LU va servir ici à approcher les valeurs propres des deux matrices afin 
d’avoir un CΔ  le plus grand possible. 
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Pour toute matrice inversible A, on sait qu’il existe L ( triangulaire inférieure à diagonale 
unité) et U ( triangulaire supérieure ) telle que A= LU, le couple ( L, U ) étant unique à la 
condition que pour tout entier k compris entre 1 et l’ordre de la matrice A, la sous-matrice 
formée des k premières lignes et des k premières colonnes de A est inversible. 
 
Le principe de la méthode est le suivant : 
On va définir un processus itératif  défini comme suit. On part d’une matrice A1 qu’on 
décompose sous la forme A1 = L1U1. On pose ensuite  A2 = U1L1. 
Soit M1 l’inverse de L1 (qui est également triangulaire inférieure à diagonale unité), on 
constate que : 
A2 = M1L1U1L1 = M1A1L1. Les deux matrices A1 et A2 sont donc semblables (matrices 
possédant les même valeurs propres) , en particulier, elles ont les mêmes valeurs propres. 
L’étape suivante consiste alors à construire la matrice A3 à partir de A1. On itére alors le 
processus en posant 3≥∀n , An = Un-1Ln-1 à partir de la décomposition An-1 = Ln-1Un-1 de An-1. 
On obtient ainsi une suite (An) de matrices semblables à la matrice initiale A1. 
 
La suite des matrices Ln converge vers la matrice identité, tandis que la suite des matrices Un 
tend vers une matrice triangulaire supérieure limite dont les coefficients diagonaux sont les 
valeurs propres de A. 
 
 
4.2-Résolution variante n°1  - utilisation du théorème 1 
 
On applique le lemme de Finsler à chaque inéquation de (4-11). Il vient : 
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            (4-12) 

 
On transforme maintenant les termes caractérisant les variations paramétriques. 
 

434214342144344214434421
X

i

Y

ii

Y

T

i

T

i

X

TT

i

iii

T

i

T

i

TT

i
aE

DG

GDaE

aEDG

GDaE

TT

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡Δ
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Δ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Δ
Δ

00

0
.

0

00

00

0
.

00

0

0

0
         (4-13) 

 
En utilisant le lemme de l’inégalité, l’équation (4-12) est alors majorée par : 
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Une condition suffisante pour vérifier (4-12) est que :  
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En utilisant le complément de Schur généralisé, cette dernière inéquation peut alors se 
réécrire : 
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On a aussi : 
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On a donc, en utilisant le lemme de Schur généralisé : 
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             (4-15) 

 
Le problème posé en (4-11) peut alors se résoudre en recherchant une solution aux 
inéquations (4-15). On pose alors M1 et M2 les matrices obtenues à partir de 4-15 lorsque 
l’indice i est égal à 1 et 2 respectivement. 
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Pour le dimensionnement des matrices iD  et de iE , on va regarder comment interviennent  

les variations paramétriques de la capacité sur le système différentiel : 
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En exprimant les variations de capacitance autour d’une valeur nominale C0 de 1000 µF, il 
vient : 
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Cette équation se réécrit sous la forme : 
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On utilise maintenant le développement limité suivant : 
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, les termes d’ordre supérieur étant 

négligeables. 
 
Le système se réécrit alors sous la forme : 
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On fixe donc les matrices iD ,
 

{ }2,1∈i  sous la forme ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10

01
 et les iE  sous la forme 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2i1i mm

00
    

 
Où les coefficients mi1 et mi2 dépendent des valeurs numériques découlant des variations de C. 
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Tout d’abord, on calcule M1 et M2 telles que leurs valeurs propres  soient à parties réelles 
négatives en choisissant des valeurs les plus grandes possibles pour les coefficients m11, m12, 
m21 et m22. 
 
Puis, dans iD  on remplace le terme 1 de la deuxième ligne, deuxième colonne par  une 

variable quelconque et on va appliquer la décomposition LU aux matrices M1 et M2. 
Les éléments diagonaux calculés par la décomposition LU des matrices Un des matrices M1 et 
M2 au bout d’une dizaine d’itérations sont de très bonnes approximations des valeurs propres 
de M1 et M2. 
On trace alors ces approximations en fonction de b  et on regarde pour quelle valeur de b  les 
éléments diagonaux de la matrice sont positifs. Puis on remplace b  dans M1 ou M2 par la 
valeur trouvée et on calcule les valeurs propres de M1 et M2 pour vérifier si elles sont bien 
positives. Ce qui permet d’avoir les plus grandes valeurs propres possibles par cette méthode. 
 
Avec la méthode proposée ci-dessus, la résolution des inégalités matricielles conduit à ce 
qu’elles ne soient vérifiées que pour de très petites variations de la valeur de la capacité C du 
condensateur. Ces variations sont de l’ordre de quelques pourcents. 
 
Les bassins d’attraction sont les mêmes que ceux trouvés précédemment pour les valeurs de 
paramètres identiques. 
 
 
4.3-Résolution variante  2 - utilisation du théorème 3 
 
On va maintenant utiliser le théorème n° 3 pour essayer de montrer que le système d’ordre 2 
est globalement asymptotiquement stable pour [ ]minmax ,CCC ∈ . Les closes du théorème 3 

s’écrive alors pour le système (4-8) :  
 

0)(.)( 2

1111 ≤−Δ+Δ+ IAAAA TT α                                                                                       4-16) 

0)(.)( 2

2222 ≤−Δ+Δ+ IAAAA TT α                                                                            (4-17) 

0)(.)( 111111 ≤−Δ++Δ+ SAAPPAA TT                                                                   (4-18) 

0)(.)( 222222 ≤−Δ++Δ+ SAAPPAA TT                                                         (4-19) 

02)(.)()(.)( 112211221122 ≤−Δ++Δ++Δ++Δ+ MAAPPAAAAPPAA TTTT                    (4-20) 

RPPR ≤−≤− 01                                   (4-21) 

RPPR ≤−≤− 02                                             (4-22) 

0..)(. <+−+ RMSM δαγ                            (4-23) 
 
On va utiliser le lemme de l’inégalité sur l’inéquation (4-18) qui se réécrit : 
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En utilisant le lemme de l’inégalité, on obtient, 
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On va faire l’hypothèse que la matrice D1 est égale à la matrice identité (hypothèse toujours 
vérifiable à priori en choisissant correctement la matrice E1). Il vient alors : 
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11111111 ,0
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En utilisant le complément de Schur, on obtient avec ,011 >ε  
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En faisant de même avec l’inéquation (4-19),  on obtient avec ,012 >ε  
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On présente maintenant l’équation (4-20) sous la forme : 
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Qui après utilisation du lemme de l’inégalité conduit à : 
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L’utilisation du complément de Schur généralisé donne alors : 
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                        (4-26) 

 
Encore une fois la résolution des inéquations (4-24) à (4-26) conduit à une solution vérifiant 

PPP == 21   et à de très petites variations de la valeur de la capacité du condensateur ( 
quelques % ), les autres conditions n’étant plus nécessaires puisqu’on retombe sur le théorème 
1. 
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5-Utilisation de la norme H∞ 
 

Dans cette partie, on veut montrer que le système TS étudié reste stable en présence de 
perturbations extérieures bornées. Ceci permet d’appréhender les propriétés de robustesse du 
système en présence de perturbations externes ou d’erreurs de modélisation.  

 
 

5.1-Mise en équation 
 
On rappelle qu’un modèle T.S soumis à une perturbation externe )(tu s’écrit alors sous la 
forme : 
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)(ty  étant les sorties du système. 

 

On utilise la fonction de Lyapunov : nT RxxPxxV ∈∀≥= ,0)( . 
 
 
5.2-Résolution 
 
 

Le système différentiel   
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correspond à la partie  ∑
=

r

i

ii txAtzh
1

)(.)).((  du modèle TS sans la perturbation externe. 

 
On suppose BBi = car il n’y a pas de non linéarités dans cette partie du système. 
 

)()( txCty i=  avec  CCi =  (pas de non linéarité), 0=iD  avec ⎥
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⎡
=

10

01
C   . 

 
 
On a donc en utilisant le lemme borné réel pour le calcul de la norme H∞: 
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γ  étant un majorant de la norme H∞ du système. 
 
C’est une LMI. La résolution de ces deux inégalités matricielles (i=1 ou 2) conduit à          

48=γ  avec une matrice :0>P  
 

.
07021518.00749063669.0

074906366.0750619465.2
⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=P

 
 
En conséquence, le système est bien stable avec une norme H∞ majorée par 48=γ . Ce 
coefficient représente l’amplification maximale d’une perturbation extérieure au système. 
 
 
6-D-stabilité 
 
6.1-Problématique 
 
 Le système étant non linéaire, on ne peut pas connaitre avec exactitude la valeur des pôles 
qui dépendent du point de fonctionnement du système. Dans cette partie, on se propose de 
déterminer la zone du plan complexe (région LMI, voir chapitre II) dans laquelle évoluent les 
pôles du système pour une région convexe de l’espace d’état.  
 
 
6.2-Résolution 
 
Région : bande verticale 

 
On commence par étudier si les pôles évoluent dans une bande verticale telle que : 
 

21 )Re( aza <<    avec 0,0 21 << aa   si possible. 
 
En réutilisant les résultats donnés au chapitre II-2-5 étendus au cas des systèmes TS, les pôles 
du système TS appartiennent à la région LMI ci-dessus à condition de vérifier les inégalités 
suivantes : 
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                        (4-27) 

 
On réutilise la matrice P déterminée au chapitre IV-2 sachant qu’une solution n’existe que si 
x2 appartient à l’intervalle [ ]max2min2 , xx  .La résolution de la LMI  (4-27) conduit alors à :  
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Pour C = 500 µF, on trouve 8984,8984 21 =−= aa           avec 
 

.
044070193.00470809776.0

0470809776.049851669.3
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=P

 
 

Pour C = 1000 µF, on trouve 3195,3195 21 =−= aa    avec 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0501425287.00524344569.0

0524344569.097601244.1
P . 

 
Lorsque la valeur de la capacité du condensateur C augmente, les deux bandes latérales se 
rapprochent. Ce qui tend à montrer que lorsque la valeur du condensateur augmente, la 
dynamique du système ralentit (résultat à priori cohérent avec la réalité physique). De plus, le 
système TS étant supposé stable (pôles à partie réelle négative), l’information donnée permet 
de connaitre les dynamiques maximales du système quand la trajectoire d’état reste à 
l’intérieur d’une région convexe de l’espace d’état. 
 
Région : disque de rayon R et de centre ( q, 0) 

 

On résout donc les inégalités toujours avec la matrice P déterminée au chapitre IV-2 afin 
d’avoir des LMI suivantes : 
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Pour le système d’ordre deux : 
 
Pour C = 500 µF, on trouve 42491.17978,812527.38 =−= Rq  avec  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

433853357.04708097785.0

4708097785.012811331.34
P . 

 
Pour C = 1000 µF, on trouve 26700,203.28 =−= Rq    avec 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

3193442969.02996254641.0

2996254641.048052146.12
P  

On constate qu’il y a peu de variations entre les deux valeurs de la capacité C du 
condensateur. Encore une fois, l’étude permet de connaitre les dynamiques maximales du 
système TS, celui-ci étant supposé stable. 
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6.3-Conclusion 
 
L’utilisation des méthodes non quadratiques pour le système d’ordre deux montrent que la 
résolution des inéquations matricielles conduit à PPP == 21 , ce qui ramène à la résolution 
d’inéquations par le théorème utilisant des fonctions de Lyapunov quadratiques. Cela est du 
au fait que le nombre des différents éléments qui composent les matrices P est suffisant pour 

trouver une solution aux inégalités matricielles de la forme 0<+ i

T

i PAPA . 
 
 La méthode de l’adjoint donne le bassin d’attraction réel sans faire de calculs pour des 
systèmes d’ordre deux. L’utilisation des méthodes non quadratiques est justifiée pour des 
systèmes pour lesquels certaines matrices  ne sont pas de Hurwitz. 
 
 
7-Recherche de la stabilité pour un système d’ordre quatre 
 
L’objectif de ce paragraphe est de montrer que les outils développés au paragraphe IV-2 sont 
utilisables pour les systèmes d’ordre plus élevé où l’approche via le système adjoint n’est plus 
possible. 
 
 
7.1-Système utilisé 
 
Ce système modélise un actionneur muni d’une commande rejetant parfaitement les 
perturbations sur l’étage d’entrée, sachant que son alimentation DC est obtenue via la mise en 
cascade de deux filtres faiblement amortis du second ordre. Dans la pratique, le premier filtre 
modélise la ligne de transmission, le second quant à lui, permet de limiter les ondulations de 
courant de mode différentiel injectées sur le réseau DC. La figure 4-15 représente le système 
étudié.  

 
 

Figure 4.15 : filtre d’entrée chargé par un dispositif fonctionnant à puissance constante. 
 
Où 

µHLrµFCµFCrµHLWPVV dcdcdcfffe 100,1.0,5,10,5.0,10,5000,540 =Ω===Ω====

 
  
7.2-Mise en équation 
 
On modélise le système par un système différentiel de quatre équations. 
 
Pour le point de fonctionnement :  
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On pose alors :  
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Le système peut donc se mettre sous la forme : 
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On définit   )(
)(
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fff VxVC

P
xf

+
=    ,  
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Comme pour le système d’ordre 2, ce système possède une non linéarité. On définit donc 
deux règles. 
 

Si la variable de décision )( 4xf est
minmax

min4 )(

ff

fxf

−
−

, on a pour le premier modèle local TS : 
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7.3-Résolution 
 
On utilise le théorème n°3. En réécrivant les closes a et b du théorème 2, il vient alors : 
 

0212212112 ≤−+++ MAPPAAPPA TT  

01111 ≤−+ SAPPA T  

02222 ≤−+ SAPPA T . 
 
Une fois encore la résolution de ces inéquations conduit à PPP == 21 car les dix éléments 

différents de la matrice 0>P symétrique sont suffisants pour la résolution des inégalités 

matricielles 0<+ i

T

i PAPA . On revient donc au théorème n°1. 
 
La matrice P obtenue s’écrit alors : 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

9887

8877

87108

7788

10*063.110*4.410*9549.510*182.4

10*4.410*6.210*033.610*2467.1

10*9549.510*033.610*4.110*821.8

10*182.410*2467.110*821.810*615.1

P  
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Le système est globalement asymptotiquement stable au sens de T.S pour toutes variations de  

[ ]250,2500 −∈fV . 

 
 
7.4-Etude de la D-stabilité  
 
Pour la D-stabilité, on trouve, pour les deux bandes verticales : 
 

6
1 10*2−=a   et  15582 =a avec P définie ci-dessus. 

 
Les pôles sont donc entre ces deux bandes verticales. 
 
 
7.5-Résultats de simulation 
 
Les valeurs propres de P-1 apportent une information sur la taille de l’ellipsoïde. 
 
Donc, en utilisant les valeurs numériques des valeurs propres, on obtient des plages de 
variations, en se plaçant dans la base des vecteurs propres, comprises entre : 

 -250V et 250V et -180V et 180V pour les variations de tension, 
 -54A et 54A et -16A et 16A pour les variations de courant. 

 
En se plaçant dans la base canonique ( )4321 ,,, xxxx , on obtient, pour les points aux 
sommets des demi-axes de l’ellipsoïde associée à P : 
 
A(1.01, -0.296, -81.25, 169.7), B(15.95, -2.376, 1.955, -11.592), 
C(0.092, 22.14, -215.7,-53.46), D(0.736,49.2, 96.5, 24.51) ainsi que les points opposés. 
  
Une coupe de l’ellipsoïde obtenu est présentée sur la figure 4-16.  
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             Figure 4.6 : coupe du bassin d’attraction estimé, obtenu en fixant idc=idc0. 
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8-Stabilité exponentielle 
 
 
On se propose dans cette partie  de montrer que le système TS étudié vérifie des propriétés de 
stabilité exponentielle. Cette propriété permet d’appréhender la dynamique de convergence 
vers le point d’équilibre. Contrairement a ce qui a été exposé avec la D-stabilité, ici, nous 
allons étudier la dynamique minimale avec laquelle la trajectoire d’état converge vers le point 
d’équilibre.  
 
 
8.1-Utilisation de l’ -stabilité 
 
En utilisant le lemme de l’inégalité, pour l’α-stabilité, on a 
 

]26[0.
1

... 2 ≤+++≤+++ PPIPAPAIPPIPAPA i

T

ii

T

i ε
αεαα  

sachant que rIi ∈ . On obtient avec le complément de Schur la condition suffisante suivante : 
 

0

0
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⎤

⎢
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−

−
+

IP

II

PIPAPA i

T

i

ε
ε

α

α

.                                                                                      (4-28) 

 
C’est une forme LMI.  
 
Application aux systèmes d’ordre 2 et d’ordre 4 
 
On peut utiliser ce résultat pour le système d’ordre deux car on a besoin que d’une seule 
matrice 0>= TPP  dans les inégalités matricielles. La résolution de (4-28) sous forme LMI 
donne une valeur de α différente pour chaque valeur de la capacité C. On obtient les valeurs 
de α  suivantes : 
 
pour C = 500 µF : 2.0=α  
 

d’où :  ))((4.0))(( txVtxV −≤& et texVtxV 4.0)).0(())(( −≤   avec 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

044070193.004708097.0

047080977.04985166.3
P   

 
pour C = 1000 µF :  2.1=α  
 

d’où ))((4.2))(( txVtxV −≤&  et texVtxV 4.2)).0(())(( −≤ avec 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

050142528.005243445.0

0524344569.097601244.1
P  

 
On remarque donc que la valeur de  augmente lorsque la valeur de C augmente.  
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Quant au système d’ordre quatre, la résolution de (4-28) conduit à : 
 
pour C = 1000 µF α = 68.035 
 

d’où : ))((07.136))(( txVtxV −≤& soit .)).0(())(( 07.136 texVtxV −≤  
 
La dynamique minimale du système d’ordre 4 étudié est donc beaucoup plus rapide que celle 
du système d’ordre 2. Cela s’explique par les valeurs numériques choisies pour le système 
d’ordre 4 qui sont beaucoup plus petites que celles du système d’ordre 2 et qui conduisent 
donc à des dynamiques plus rapides.  
 
 
8.2-Utilisation des M-Matrices 
 
On va maintenant utiliser le théorème de la stabilité exponentielle avec l’utilisation des        
M-Matrices. 
 
Pour le système d’ordre 2 :  
L’utilisation des M-Matrices pour montrer la stabilité exponentielle ne donne aucun résultat 
pour le système d’ordre 2. 
 
Pour le système d’ordre 4 : 
On applique ce théorème au système d’ordre quatre. Confère le théorème détaillé au chapitre 
II, paragraphe 2.4.3, il est nécessaire pour établir  la M-stabilité de déterminer des matrices 
P1, P2, S11, S12, S22 et S21 vérifiant : 
 

0111111 ≤++ SAPPAT
                                                                                       (4-14) 

 

0222222 ≤++ SAPPAT
                                                                                      (4-15) 

 

0212112 ≤−+ SAPPAT
                                                                                                   (4-16) 

 

0121221 ≤−+ SAPPAT
                                                                                      (4-17) 

 

Après résolution, on obtient une matrice .021 >=== PPPP T . 

Le degré de stabilité δ égal à 79.9 avec .10*8167.2,10*5.4 10
2

12
min == cβ . 

 

On a donc : ))((8.159))(( txVtxV −≤& soit )(8.159
0

0))(())(( tt
etxVtxV

−−≤ . 
 
C’est une valeur très proche duα trouvée dans le paragraphe 8.1. 
 
Le système est donc globalement exponentiellement stable au sens de Tagaki-Sugeno. 
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La résolution de ces inégalités matricielles permet de montrer que le système est 
exponentiellement stable. Il permet de plus de calculer un degré de stabilité pour le système. 
 
 
9-Conclusion  
 
On a présenté dans ce chapitre, différentes méthodes permettant d’analyser la stabilité large 
signal d’un système électrique fonctionnant à puissance constante. On a montré qu’il était 
possible d’exhiber une approximation du bassin d’attraction pour ce type de non linéarité à 
l’aide d’une modélisation floue de type Tagaki-Sugeno et ceci quelque soit l’ordre du 
système. Pour analyser la qualité de l’approximation, nous avons utilisé pour les systèmes 
d’ordre 2 uniquement, la notion de système adjoint qui permet, sous réserve d’existence, de 
connaitre le bassin d’attraction. De plus on a proposé une méthode permettant d’analyser la 
stabilité large signal lorsque le système est soumis à des incertitudes paramétriques. La 
dynamique de convergence de ce type de système a été étudiée à l’aide des notions de D-
stabilité et de stabilité exponentielle qui fournissent respectivement des informations sur les 
dynamiques maximales et minimales du système.  
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Conclusion générale et perspectives 
 
 
Dans cette thèse différents outils issus de l’automatique non linéaire ont été mis en œuvre et 
ont permis d’apporter une première solution au problème de stabilité large signal des 
dispositifs électriques. A l’aide de modèles flous de type Tagaki-Sugeno, on a montré qu’il 
était possible de résoudre le problème de stabilité dans le cas de deux applications 
électrotechniques à savoir un hacheur contrôlé en tension et l’alimentation via un filtre 
d’entrée d’un dispositif électrique fonctionnant à puissance constante.  
 
Dans le cas du hacheur, la taille estimée des bassins d’attraction reste modeste. Les raisons 
essentielles à l’échec obtenu dans la recherche de basin de grande taille peuvent résulter dans 
le fait que d’une part, la mise sous forme TS du système n’est pas unique et que d’autre part 
les matrices du sous modèle TS ne sont de Hurwitz que dans une gamme très restreinte de 
variations du rapport cyclique. Dans les travaux futurs, on envisage de modifier la 
formulation du modèle TS en introduisant cette fois ci deux non linéarités et quatre règles. 
L’avantage de cette formulation est que les plages de variations des non linéarités seront plus 
grandes que celle obtenue avec le rapport cyclique.  
 
 
Dans le cas de l’alimentation via un filtre d’entrée d’un dispositif fonctionnant à puissance 
constante, on a montré que l’utilisation d’un modèle flou de type Tagaki-Sugeno permettait 
d’exhiber un domaine d’attraction de taille significative. A l’aide de la notion de système 
adjoint, on a pu montrer que pour des systèmes d’ordre 2, l’erreur commise dans 
l’approximation du bassin d’attraction, était de l’ordre de 50%. On a fourni des outils 
permettant de borner la plage de variations des pôles du système dans un domaine donné de 
l’espace d’état, domaine dans lequel la stabilité du modèle TS est prouvée. L’utilisation de la 
D-stabilité permet de connaitre les dynamiques maximales du système. La notion de stabilité 
exponentielle permet, elle, de connaitre les dynamiques minimales du système. 
 
Actuellement l’approche utilisée pour prouver la stabilité du système en présence de 
variations paramétriques, pour les deux systèmes étudiés, n’autorise que des variations 
extrêmement faibles de la valeur du paramètre autour de sa valeur nominale. L’utilisation de 
fonctions de Lyapunov polytopiques  pourrait être utile pour trouver des bassins d’attraction 
plus grands pour ce type de système. 
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Résumé : 

 

Dans cette thèse différents outils issus de l'automatique non linéaire ont été mis en oeuvre et ont permis 

d'apporter une première solution au problème de stabilité large signal des dispositifs électriques. 

A l'aide de modèles flous de type Takagi-Sugeno, on a montré qu'il était possible de résoudre le problème de 

stabilité dans le cas de deux applications électrotechniques à savoir un hacheur contrôlé en tension et 

l'alimentation par l'intermédiaire un filtre d'entrée d'un dispositif électrique fonctionnant à puissance constante. 

Dans le cas du hacheur, la taille estimée des bassins d'attraction reste modeste. Les raisons essentielles à l'échec 

obtenu dans la recherche de bassin de grande taille peut résulter dans le fait que d'une part , la mise sous forme 

TS du système n'est pas unique et que d'autre part les matrices du sous modèle TS du système ne sont de Hurwitz 

que dans une gamme très restreinte de variations du rapport cyclique. 

Dans le cas de l'alimentation par l'intermédiaire d'un filtre d'entrée d'un dispositif fonctionnant à puissance 

constante, on a montré que l'utilisation d'un modèle flou de type Takagi-Sugeno permettait d'exhiber un domaine 

d'attraction de taille significative. 

On a fourni des outils permettant de borner la plage de variations des pôles du système dans un domaine donné 

de l'espace d'état, domaine dans lequel la stabilité du modèle TS est prouvée. 

L'utilisation de la D-stabilité permet de connaitre les dynamiques maximales du système. 

La notion de stabilité exponentielle permet de connaître les dynamiques minimales du système. 

L'approche utilisée pour prouver la stabilité du système en présence de variations paramétriques, pour les deux 

systèmes étudiés, n'autorise que des variations extrêmement faibles de la valeur du paramètre autour de sa valeur 

nominale.  

Mots clés: système non linéaire, fonction de Lyapunov quadratique ou non quadratique, stabilité large signal, 

bassin d’attraction, point d’équilibre, modèle flou de type Takagi-Sugeno, ensemble flou, règle flou, fonction 

d’activation, degré d’appartenance, globalement asymptotiquement stable, propriété convexe, matrice. 

 

Abstract : 

In this thesis, various tools resulting from the nonlinear automatic were implemented and made it possible to 

bring a first solution to the problem of large signal stability of the electric systems. 

Using Takagi-Sugeno fuzzy models, one showed that it was possible to in the case of solve the problem of 

stability two electrotechnical applications to knowing a Boost converter controlled in tension and an electric 

system constituted by an input filter connected to an actuator functioning at constant power. 

In the case of the Boost converter, the estimated size of attraction domain remains modest. The reasons essential 

with the failure obtained in the search for domain of big size can result in the fact that on the one hand, the 

setting TS fuzzy models of the system is not single and that on the other hand the matrices of local model of TS 

model of the system are of Hurwitz only in one very restricted range of variations of the cyclic ratio. 

In the case of the electric system via a filter of entry of a functioning device at constant power, one showed that 

the use of a Takagi-Sugeno fuzzy model allowed exhibit a attraction domain of significant size. 

One provided tools allowing to limit the variations of the poles of the system in a given field of the state space, 

domain in which the stability of model TS is proven. 

The use of D-stability makes it possible to know dynamic maximum system. 

The concept of exponential stability makes it possible to know dynamic minimal system. 

The approach used to prove the stability of the system in the presence of parametric variations, for the two 

studied systems, authorizes only extremely weak variations of the value of the parameter around its maximal 

value. 

Keywords : nonlinear system, quadratic or no quadratic Lyapunov function, large signal stability, attraction 

domain, operating point, Takagi-Sugeno fuzzy model, fuzzy set, fuzzy rule, activation function, appurtenance 

degree, globally asymptotically stable, convex propriety, matrix. 
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