
HAL Id: tel-01748781
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01748781

Submitted on 29 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Conception conjointe optimisée de lois de contrôle et
d’ordonnancement

Ning Jia

To cite this version:
Ning Jia. Conception conjointe optimisée de lois de contrôle et d’ordonnancement. Autre [cs.OH].
Institut National Polytechnique de Lorraine, 2009. Français. �NNT : 2009INPL004N�. �tel-01748781�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01748781
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 

http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm


Institut National

Polytechnique de Lorraine
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♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ ❚❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ❋r❛♥ç♦✐s ❙✐♠♦♥♦t ♣♦✉r s♦♥ ❛♣♣✉✐ ♣❛t✐❡♥t ❡t s❡s

❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛✈✐sé❡s✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❡t ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♠❡♠❜r❡s ❞❡

❧✬éq✉✐♣❡ ❚❘■❖ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té ❞✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳

✐



✐✐



❆ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t ❧✉❛♥✱

♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t s♦✉t✐❡♥s✳

✐✐✐



✐✈



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✼

✶ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ✿ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ r❡❥❡t sé❧❡❝t✐❢ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✸ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✮ ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✸✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

✷✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✷✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✶✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✶✳✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✷✳✶ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ❧❡s

tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✷✳✷✳✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❇❛s❡❞ Pr✐♦r✐t② ✭❉❇P✮❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✼❪ ✹✺

✷✳✷✳✷✳✷ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❋✐①❡❞ Pr✐♦r✐t② ✭❊❋P✮ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ◗✉❛♥✵✵❪ ✳ ✹✼

✷✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té

✜①❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸
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✺✳✷✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✳✷✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s N ✲ ▼♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✺✳✷✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻

●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✸ ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✹ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✲ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✺ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✻✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❡t ❝♦♥trô❧❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✻✳✷ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✻✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✻✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✻✳✸✳✷ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶ ❚r❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✷ ❆s♣❡❝t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

❆

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❇

❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à s❛✉ts ♠❛r✲

❦♦✈✐❡♥s

❇✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❇✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❇✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❈

❙②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥trô❧é ❡♥ rés❡❛✉①✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

✹



❉

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

❉✳✶ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡ dR1(fih)
dfi

❡t dJ̄i(F )
dfi

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❉✳✷ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡ R1 (fi) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❉✳✸ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡ dSj+1(F )
dfi

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✹✺

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✹✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✺✶

✺



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s❡❝t❡✉rs

t❡❧s q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞és✱ ❛✈✐♦♥✐q✉❡✱ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✱ ❡t ✐❧ ♣r❡♥❞

♠ê♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♥❢♦✉✐s ❞❛♥s ♥♦s

❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦♠é♥❛❣❡rs✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡ ❛❧❧❛♥t ❞✉ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦❝♦♥trô❧❡✉r ✭❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

❢r❡✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❥✉sq✉✬❛✉① s②stè♠❡s ré♣❛rt✐s ✭❝♦♥trô❧❡ ❞✉ tr❛✜❝ ❛ér✐❡♥✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡s ❡♥❥❡✉① é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✐♥térêts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❧✐és ❛✉① s②stè♠❡s t❡♠♣s

ré❡❧ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ss✐st❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡✲❞✐①✱ à

✉♥❡ ♣r♦❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s✱ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✱

♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧✳

❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t s♦♥ ❝♦ût ❞✐♠✐♥✉❡✱

❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡

à ♣❛rt❛❣❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t✴♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡

❡♠❜❛rq✉é ✭❝❢✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✱ ❧❛ tâ❝❤❡ t❡♠♣s ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭❛♣♣❡❧é❡ tâ❝❤❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✮ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s

❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ✭❝❢✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✮ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❢❡r♠é❡s ✈✐❛ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ♣❛rt❛❣é ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❝♦♥trô❧és ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s

♠❡ss❛❣❡s ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭◗❞❈✮ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡

Contrôleur
 Actionneur
 Procédé n
 Capteur


Contrôleur
 Actionneur
 Procédé 2
 Capteur


processeur


Contrôleur
 Actionneur
 Procédé 1
 Capteur


❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

Application x


Application y


contrôleur 
1
 Actionneur
 Procédé 
1
 Capteur


contrôleur 
2
 Actionneur
 Procédé 
2
 Capteur


contrôleur 
n
 Actionneur
 Procédé 
n
 Capteur


Réseau


❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥trô❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ s❡ ♣♦s❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳

❆✈❡❝ ❧❡s ♠❛tér✐❡❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉

q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡♠♣♦r❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ❥♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

♦✉ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❝✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s

s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✮✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r

✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞é❥à ❢♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛r❣é ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡

tâ❝❤❡s✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝♦ût

❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ✈✐s❡ à ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❛✉ss✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✈✐s❡ à ♠❛✐♥✲

t❡♥✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♦✉ ❛✈❡❝ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✮ ❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭✐✳❡✳ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✮✳ P♦✉r

❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❡♥❞❛♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬❡st ❢❛✐t

❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐s♦❧é❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s ❝♦♥ç♦✐✈❡♥t ❡t é✈❛❧✉❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t

✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✉♣♣♦rt ✭♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t rés❡❛✉①✮✳ ❉✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s❛♥s

✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬♦ù ✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s str✐❝t❡s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡

à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥sé✲
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✶✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

q✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉r ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ❄ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥é❡ ❛✲t✲❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ✈♦✐r❡ ♥♦♥

❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❄ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t sé♣❛ré

❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts

✉t✐❧❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐s♦❧é ♣rés❡♥t❡ ❞✉ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠❡ ❡t

♠è♥❡ ❛✐♥s✐ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡s ✭❡✳❣✳ s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❞❡ ♠❡♥❡r ❧❛

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ❝♦♠♠❡

❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✐s♦❧és ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❝♦♥ç✉s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s❛♥s ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊t ❡♥✜♥✱ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭q✉✐ ❞é♣❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ s②stè♠❡✮ ❡t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡

❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝é❞é✮ ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ ❜❡✲

s♦✐♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ✭❡✳❣✳ ♣r♦❝é❞é st❛❜❧❡✮✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡

♣❡✉t êtr❡ r❡❧â❝❤é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❀ q✉❛♥❞ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡

❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭♦✉ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧✐♠✐té❡ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❝❤❛❣❡✮✱ ❧✬♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳

❯♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♠é✲

♠♦✐r❡✱ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡✱ rés❡❛✉✱ ❡t❝✳✮ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡①❡r❝❡ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❡♠✲

♣♦r❡❧ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r

❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞és à ❝♦♥trô❧❡r ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭♦✉ ✉♥ ♥♦❡✉❞

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮ ♦ù s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ s❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s

♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✭♦✉ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮

❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ◗❞❈ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ♦♣t✐♠✐sé❡✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ tr✐✈✐❛❧ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡

q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞és ❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t

❝♦♥♥✉✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦✉✈❡rt ✭❡✳❣✳ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈✐❛ ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛rt❛❣é✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐

s②stè♠❡s ❝♦♥trô❧és ❡♥ rés❡❛✉ ♦✉ ◆❈❙ ✿ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✮ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✱ ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛rt❛❣é❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

r❡st❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲à ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✲

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ◗❞❈ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭♦✉ ❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡

✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✉♣♣♦rt ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✲

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ◗❞❈ r❡q✉✐s❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦✲

r❛✐r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✉♣♣♦rt✳ ❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡✱ ❡t ❞❛♥s

❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❥❡t❡r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❡s✲

s❛❣❡s✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉r

❝♦♥trô❧❡r ❧❡ r❡❥❡t✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛❧❧♦♥❣❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❬❊❦❡r✵✵❪✳

✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ✿ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ r❡❥❡t sé❧❡❝t✐❢

s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ ❛tt✐ré✱ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs

t❡♠♣s✱ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡ ♣❧✉s tr❛✐té ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

❡①✐st❛♥t❡s✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s

tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛

♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❙❡t♦✾✻❪ ❝❛❧❝✉❧❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬✉♥ ❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ♦♣t✐♠✐sé❡

❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✐t r❡s♣❡❝té❡✳ ❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❊❦❡r✵✵❪ q✉✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s

❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✿

✕ ❙✐ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❞✉ ♥♦❡✉❞ ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡rs ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡s ♣r♦❝é❞és ♣♦✉r r❛❧❡♥t✐r ❧❡ r②t❤♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥

❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❡t r❡♥❞❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ✐♥❡♥✲

✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ r❡t❛r❞ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♥♦♥ ❡♥✈♦②é à t❡♠♣s ❡st s♦✉✈❡♥t é❝r❛sé ♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉✳

✶✵



✷✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ✿ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ r❡❥❡t sé❧❡❝t✐❢ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

✕ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

♣ér✐♦❞❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✉♥❡ ✭❞❡s✮ ❛✉tr❡✭s✮

tâ❝❤❡✭s✮✱ ❝❛r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♠✐✲

♥✉t✐❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱

✕ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥✈❡①❡s ♦✉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣✲

t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❛r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧

❡st ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉t ❧❡s s②s✲

tè♠❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦♥✈❡①❡ ✿ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦✉ ♠ê♠❡ ♥✐ ❝♦♥✈❡①❡ ♥✐ ❝♦♥❝❛✈❡✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡

♣ér✐♦❞❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡

q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t

r❡❥❡t❛♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ r❡❥❡t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t

à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡

❝♦♥trô❧❡ à ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

♣ér✐♦❞❡s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ❝❛r ✿

✕ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st

♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭❡✳❣✳ ❜✉✛❡r

❛✈❡❝ é❝r❛s❡♠❡♥t✮ ❀

✕ ❊♥ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❛✉

♠♦♠❡♥t ❞✉ ré❛❥✉st❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❀

✕ ▲❡s r❡❥❡ts ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❡ r❡❥❡ts ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t

êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❍❛♠❞❛♦✉✐ ❡t ❘❛♠❛♥❛t❤❛♥ ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡ m ✐♥st❛♥❝❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✮ ♣❛r♠✐ k

✐♥st❛♥❝❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✮ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢

✭♦✉ ♣❛tt❡r♥✮ ❞❡ r❡❥❡t ✭♦✉ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t

♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ t♦❧èr❡♥t ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❞✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✱ ❞✉ ❝♦ût✱ ❡t❝✳✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t

✶✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

êtr❡ ❝♦♥ç✉ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r ♦✛r✐r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ◗❞❈✱ ❡♥tr❡ ✭❦✱❦✮✲✜r♠

✭❝❛s ✐❞é❛❧✮ ❡t ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✭❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✮ ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs

♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ m ❡t k✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❞❡ ◗❞❈ ✭✏❣r❛❝❡❢✉❧

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✑✮✳

✸ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ◗❞❈ ♣❛r r❡❥❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❈❡❝✐ s❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡

r❡❥❡t ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❛ ◗❞❈ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱

♣✉✐s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

P❛r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ s♦♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ♣❤②s✐q✉❡ à ❝♦♥trô❧❡r✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s

s♦✉s✲ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

✕ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥s✲

t❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ à ❧❛ ◗❞❈ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱

✕ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❛s♣❡❝t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é✈♦❧✉t✐✈❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡

♦✉✈❡rt✮ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝❤❛♥❣é❡ ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦✉ ❞és❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✱

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞û ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮

❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ●❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐✲

té❡s ❡t s✉♣♣♦rt❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①✐❣❡♥t ✉♥❡ ♦✛r❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s

❛❞❛♣t❛t✐❢s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s str✐❝t❡s ❡t

à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✭❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡

❝❛s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❆✐♥s✐ ♥♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❡①é❝✉t✐❢s ❡♥ ❧✐❣♥❡ q✉✐

❛❥✉st❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és ✿ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s

à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❡①é❝✉t✐❢s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ❧❛ ◗❞❈✳

✶✷



✹✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t

P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡①✐st❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♣r♦♣♦sé ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ◗❞❈ ❡t ❧❡ r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❀

✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ✭❣❛✐♥✮ ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❀

✕ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ré❛❥✉st❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r❡❥❡ts✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ s✐① ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡

❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♣✉✐s ✉♥ ét❛t ❞❡

❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱

❡t ❡♥✜♥ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ r❡❥❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡

s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t

❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡t ❡♥r✐❝❤✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s ♠ê♠❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡

❝♦♥❝r❡t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛r✐♦t s✉r ✉♥ r❛✐❧✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

k✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♣✉✐s ét✉❞✐♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

m ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭✐✳❡✳ ❧❡s m ✐♥st❛♥❝❡s✮ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ P♦✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥

♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ m s✉r k✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

❡st ♣❛rt❛❣é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛✉

♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✐t ❣❛r❛♥t✐❡ ❡t

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ♠❛✐♥t❡♥✉❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r

❝❤❛♣✐tr❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ ♥♦s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①

♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✶✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐és à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❛r❝❤✐✲

t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s

❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳

✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r ♣❡✉t êtr❡ ❞é✲

❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡

✭❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ✭♠❡s✉r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✱ ❛✐♥s✐ ✐❧ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❯♥❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡st

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t) + Gv(t) ✭✶✳✶✮

y(t) = Cx(t)

♦ù x ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ u ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ y ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧

❞❡ s♦rt✐❡✱ ❡t v ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ q✉✐ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

A✱ B✱ C✱ ❡t G s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ✉♥ s②stè♠❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❝❛r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é ❡st é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s ét❛ts ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡s✱ ♦✉ s✬✐❧s

♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝♦♥st✐t✉és ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u(kh) = Lx(kh) ✭✶✳✷✮

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

♦ù x ❡st ❧✬ét❛t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✱ ❡t u ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❜❧♦q✉❡✉r ❥✉sq✉✬à ❧❛

♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t s❡s ❝❛r❛❝té✲

r✐st✐q✉❡s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬❆str♦♠✾✼❪✳

✶✳✶✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

r❡✈êt ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ▼❛✐s

❣r♦ss♦ ♠♦❞♦✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡①♣❧♦s❡ ♣❛s✱ ♥❡ s♦rt

♣❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❜♦r♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡

❢❛✐r❡ ✈❡♥✐r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é à s❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✭✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ♠♦♥tr❡

❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ st❛❜❧❡ ✭❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ à t❡♥❞❡♥❝❡

à ✈❡♥✐r à s❛ ré❢ér❡♥❝❡✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ ✐♥st❛❜❧❡ ✭❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à

s✬❡♥ é❝❛rt❡r✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st ❛✈❛♥t t♦✉t é✈✐t❡r q✉✬✐❧ ♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡

✐♥st❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s

❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡♣✉✐s ❧❡ s✐è❝❧❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❬▲②❛♣✵✼✱ ❍❛❤♥✻✼✱ P❛r❦✽✶❪✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛ss✉ré❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

♠❛♥✐èr❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥✈✐s❛❣é✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐✱

❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ s♦rt✐❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉

❝♦♥trô❧❡✱ ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rt à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐

s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ✭ré♣♦♥s❡ à ✉♥

é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥

✶✻



✶✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ✭❛✮ ❙②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ st❛❜❧❡ ❀ ✭❜✮ ❙②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ ✐♥st❛❜❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

♣r♦❝❡ss✉s✳

✕ ❉é♣❛ss❡♠❡♥t ✭▼✮ ✿ ❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y (t) ✈❛ ❞é♣❛ss❡r s❛ ré❢ér❡♥❝❡ p

❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✿ M = maxt≥0
y(t)−p

p
100 [%]✳

✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭❚▼✮ ✿ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✭♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✐❝✐ ✾✺✪✮✳ ◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♦✉✈r❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ✶✵✪ à

✾✵✪ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳

✕ ❚❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ✭❚❊✮ ✿ t❡♠♣s ❛✉✲❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ y (t) ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st

❜♦r♥é ♣❛r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ y (t) ♥❡ s♦rt❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉❧♦✐r

❝❡♥tré s✉r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡t é❝❛rt ❡st ❡①♣r✐♠é ❡♥ ✪✳

✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭❚❘✮ ✿ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡①✐❣é❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❧❡

t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣é♥ètr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉❧♦✐r ❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

✺✪ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ s❛♥s ❡♥ s♦rt✐r✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥trô❧é❡ à

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r

❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à ✵ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✐✳❡✳ E(x(t)) = 0 ♦ù ❊

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥trô❧é❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à

E(|x(t)|2✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❝✲à✲❞ ✿

J =
1

H

∫ H

0
xT (t)Qx(t)dt ✭✶✳✸✮

♦ù x(t) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡t Q ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②✲

♠étr✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣♦♥❞ér❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥ts✱

H ❡st ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝♦ût✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ x(t) ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❧✉s ❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts

✜♥s s✉r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳

▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ u(t) ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶✳✸

❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

J =
1

H

∫ H

0
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)dt ✭✶✳✹✮

♦ù Q ❡t R s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦✐❞s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❞❡s ✈❡❝t❡✉rs x (t) ❡t u (t) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ J ✱ H ❡st ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡

❝♦ût✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ J ✐♥❞✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞és✐ré ♦✉ ✉♥ ❝♦ût ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡st ❛✐♥s✐ ♣✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡ J ✳ ❯♥ ❝♦ût ✐♥✜♥✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❡t ❧✬ét❛t ❞és✐ré ❡st ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶✳✹✳

✶✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

✶✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❛♥s

✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❞é❧❛✐ ❡t ♣❡rt❡✮✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❧❛✐ ♣❡✉t

❛✉ss✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡ s❛♥s rés❡❛✉① ❞ès ❧♦rs q✉✬✉♥ ❈P❯ ❡st ♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❞♦♥t ❝❡❧❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ▼❛✐s ❝❡

❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é✳

✶✽



✶✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

Actionneur
 n

Actionneur 2


Procédé physique


Actionneur 1


Capteur 
n

Capteur 2


Capteur 1


Contrôleur


Réseau


❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❡

❉✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐q✉❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❛✉① ❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ❝â❜❧❛❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❀

♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♦✉ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥✲

♥❡✉rs✱ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s❛♥s ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✉ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❀ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦✲

s❛♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❧✬✐♠♣♦s❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t

❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ à s❛✈♦✐r s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✐str✐❜✉és ❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡♠♣s s②stè♠❡s ❝♦♥trô❧és ❡♥ rés❡❛✉ ✭◆❡t✇♦r❦❡❞ ❈♦♥tr♦❧

❙②st❡♠✮✳

▲✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡✲

❞✐① q✉❛♥❞ ❍♦♥❡②✇❡❧❧ ❛ ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é ✭❉❈❙ ✿ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✮✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❉❈❙ s♦♥t r❛r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❝❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s♦♥t

s✉♣♣♦rtés ♣❛r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞é❞✐és✱ s❡✉❧s ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠❛r❝❤❡✴❛rrêt✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ s✉r✲

✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❞✬❛❧❛r♠❡ s♦♥t tr❛♥s♠✐s s✉r ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ sér✐❡✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ♣✉❝❡s ❆❙■❈ ❡t

à ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞✉ ❝♦ût ❞✉ s✐❧✐❝✐✉♠✱ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t t♦✉s êtr❡ éq✉✐♣és ❞✬✉♥❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ rés❡❛✉✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉és q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t

❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐✲

r❡❝t❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡✳ ❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉és ❛✈❡❝

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❬❍❛❧❡✈✐✽✽✱ ❲❛❧s❤✾✾✱ ❇r❛♥✐❝❦②✵✵✱ ◆✐❧ss♦♥✾✽❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ t❡❧s s②s✲

tè♠❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❡♥❝❛♣s✉❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st

✶✾
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Actionneur
 n

Actionneur 2


Procédé physique


Actionneur 1


Capteur 
n

Capteur 2


Capteur 1


Contrôleur


Contrôleur

local


Réseau


Références
 Mesures


❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐sé❡

❡♥✈♦②é ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r❡♥❞ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡

❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦✲

❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s r❡ç✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ❞❛♥s ✉♥

♠❡ss❛❣❡ ❛✉① ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ré♣❡r❝✉té❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

❚❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡✱

✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ✉♥ s✐t❡ ♠❛îtr❡ q✉✐ ♣❧❛♥✐✜❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t tr❛♥s♠❡t ❧❡s ré❢é✲

r❡♥❝❡s ❛✉ s✐t❡ ❞✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

■❝✐✱ ❧❡ rés❡❛✉ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s

❜♦✉❝❧❡s ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✐♠♣❧❛♥té❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s✐t❡ str✉❝t✉ré ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉

❞❡ t❡rr❛✐♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ r❡❧è✈❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱

♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ str✉❝t✉r❡

❞✐r❡❝t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✉ss✐

êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r s♦♥

♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ✭✶✳✶✮ ♦✉ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠és ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡

❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✮✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❝♦♥♥❡❝té

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ✭❝❛♣t❡✉rs✮ ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳

●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❧❡s

❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳
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✶✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

Actionneur
 n

Actionneur 2


Procédé physique


Actionneur 1


Capteur 
n

Capteur 2


Capteur 1


Contrôleur


❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡

▲❡s ❡✛❡ts ❞✉ r❡t❛r❞ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❡t ❧❡✉rs ✐♠♣❛❝ts

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥♥❡❝✲

tés ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❡♥✈♦②és s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❞❡✉① ❡✛❡ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉rr❛✐❡♥t s❡ ♣r♦✲

❞✉✐r❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts

❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t s✉❜✐r ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés❡❛✉ ✐♥tr♦❞✉✐t s♦✉✲

✈❡♥t ✉♥❡ ♥♦♥✲✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢éré❡s ✿ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦✉✛r❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❧❛✐

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ✭✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉t êtr❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é❧❛✐ ✐♥✜♥✐✮✳ ❉é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉

rés❡❛✉✱ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛✲

❣♥ét✐q✉❡s ✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✲ ❊▼■✮ ❬❘❛②✽✼❪✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼

✐❧❧✉str❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✿

✕ τcc✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❀

✕ τca✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

▼✐s à ♣❛rt ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ t❡♠♣s

ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❣❧✐❣é ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ t♦✉t ❝❛s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬◆✐❧ss♦♥✾✽❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s✳

◗✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ s♦✐t ❝♦♥st❛♥t ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥ç✉ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞é❧❛✐✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

Actionneur
 n

Actionneur 2


Procédé physique


Actionneur 1


Capteur 
n

Capteur 2


Capteur 1


Contrôleur


Réseau


cc


c


ca


❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❞é❧❛✐s✱ τcc ❡t τca ❀ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r τc

❡st ❛✉ss✐ ✐♥❞✐q✉é

kh
(
k-1
)
h


Sortie du


processus


y
(
k
)


Signal de


contrôle
 y
(
k
)


Signal


d'entrée du


processus


u
(
k
)


cc


Signal


d'actionneurs
 u
(
k
)

ca


❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❝♦♥trô❧é ❡t ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❀ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r ❀ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❀ ❡♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳
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✶✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❞❡ ❝❛s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ r❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❬❚✐♣s✉✇❛♥✵✸❪ ♥♦✉s ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❡✛❡ts q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s

❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ ✭❛✮ ❡st ✉t✐❧✐sé

♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❧❛✐✱ ♦ù R (s)✱ U (s)✱ Y (s) ❡t

E (s) = R (s) − Y (s) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t

❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡st ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é s❛♥s ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

Gc (s) =
βKp

(

s +
(

KI

Kp

))

s

Gp (s) =
2029.826

(s + 26.29) (s + 2.296)

♦ù KP = 0.1701❡t KI = 0.378 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ✐♥té❣r❛❧ ❀ β

❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❛❥✉st❡r KP ❡t KI ✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é❢❛✉t β = 1 ❀ Gp (s) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦t❡✉r à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❬❚✐♣s✉✇❛♥✾✾❪✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ ✭❜✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❞é❧❛✐s τcc ❡t τca ✭❛✈❡❝ τcc = τca = τ
2 ✮

s♦♥t ❧♦♥❣s✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝❡

q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✮✳

❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✮ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐

êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡st

❧♦♥❣✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ❬▼❛rt✐✵✹✱ ▲✐✵✷✱ ❳✐❛✵✹❪✳

❉ést❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s ❞é❧❛✐s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ♠ê♠❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥

ré❞✉✐s❛♥t s❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞✉ ❞é❧❛✐ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❛✮ ✭❉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s

s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬❑✉♦✽✼❪✮✳

❈❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr❛❝és ❞❡s ♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

β ♣♦✉r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❯♥ ♣ô❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

❧❡ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ ❡t ❧❡ ♣ô❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

❧❡ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❞é❧❛✐ τ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱

♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✮

❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ s❡ ré❞✉✐t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞é❧❛✐✳ ✭❛✮ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝

❞é❧❛✐✳ ✭❜✮ ❧❡s ré♣♦♥s❡ y à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ✭yré❢ér❡♥❝❡ ❂ ✶✮ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞é❧❛✐s✱ ♦ù τcc = τca = τ
2 ✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ▲✐❡✉ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❛✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β ❛✈❡❝

τcc = τca = τ
2
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✶✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

✶✳✷✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✮ ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❜ât✐❡s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐❞é❛❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♥❝❤r♦♥❡

❡t ❧❛ r❡♠✐s❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s❛♥s r❡t❛r❞ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ réé✈❛❧✉é❡s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉①

s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❈P❯ ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆✐♥s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬ét✉❞❡s✱ ♣r❡♥♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❡✛❡ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉✱ ♦♥t

été ré❛❧✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t

❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r♦❜✉st❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡

❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❡♥

r❡✈✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ♣✉✐s ❢♦r♠✉❧♦♥s ♥♦s ❛♥❛❧②s❡s q✉❛♥t à ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té

❡t ♣❡rt✐♥❡♥❝❡✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❛ été s♦✉❧❡✈é ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❡st ❧❛ ❣✐❣✉❡ ❞✉ ❞é❧❛✐✳ ❯♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥

❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬▲✉❝❦✾✵✱ ▲✉❝❦✾✹❪ ♣♦✉r r❡♠♦❞❡❧❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❞é❧❛✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱

❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s ✈❛r✐❛♥t ❡♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲❛ ❝♦♥s✐❣♥❡

❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ❋■❋❖ ✭❋✐rst✲■♥✲❋✐rst✲

❖✉t✮✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❝♦♥trô❧é ❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s

❬❈❤❛♥✾✺❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛

✜❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é✳

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é ❡st ❧✐é à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✭❡rr❡✉r ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❬❍❛❧❡✈✐✽✽❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥té❣ré

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✬✉♥

❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ▲❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st s✉♣✲

♣♦sé❡ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r❞✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ét✉❞✐é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥

♣❧✉s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛❝t✉❡❧✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ t❡♠♣s ✈❛r✐❛♥t ❡t à t❡♠♣s

❞✐s❝r❡t✳ ▲❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♠é✲

t❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt❡r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

♥♦♥✲✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬▲✐♦✉✾✵❪ ✭❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✉♥

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❛r ❞❡✉①✮✳

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬◆✐❧ss♦♥✾✽❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ❞é❧❛✐s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧

▲◗● ✭❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥✮ ❀ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛sé s✉r

✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

♣r♦❝❡ss✉s ✐✳✐✳❞ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✮ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠✲

♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ✐✳✐✳❞ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥❝r❡t

❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❧❛✐ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡

❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❡st ♣❧✉tôt ❡♥ r❛❢❛❧❡✳

▲✬❡✛❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❬❙❡✉r❡t✵✹❪

❬❙❡✉r❡t✵✺❪❬❙❡✉r❡t✵✻❪✱ ♦ù ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▲▼■ ✭❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛✲

❧✐t②✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss ❞❡

❢❛ç♦♥ q✉✬✐❧s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬❩❤❛♥❣✵✶❪✱ ♦ù

❧❡ rés❡❛✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t✳ ❊♥

ét❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠❡♥é ❞❛♥s ❬❍❛ss✐❜✐✾✾❪✱ ✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡✳

❉❛♥s ❬❍❛❞❥✐❝♦st✐s✵✷❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞♦té ❞✬✉♥ rés❡❛✉

♥♦♥ ✜❛❜❧❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ♣❡r❞✉s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r

❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐✳✐✳❞✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ♣❡r❞✉ s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ③ér♦ à ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛

st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡rt❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡

❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rt❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❛✉ss✐ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❙❡✐❧❡r✵✶❪✱ ♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❡rt❡

❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❉❛♥s ❬▲✐♥❣✵✷✱ ▲✐♥❣✵✸❪✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✏♣♦✇❡r s❡♠✐✲♥♦r♠✑
√

❚r❛❝❡
(

❊
[

x [n]x [n]T
])

q✉✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

✭✶✳✸✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭✐✳✐✳❞ ❡t ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r✲

❦♦✈✮✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♣❡rt❡ ❡st ❛♥❛❧②sé❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s

❬▲❡♠♠♦♥✵✸✱ ▲✐✵✷❪✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦✛r❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s❡❧♦♥ ❝❡

♣r♦❝❡ss✉s✳

❉❛♥s ❬●✉♣t❛✵✹✱ ●✉♣t❛✵✺❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rt❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡

♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ▲◗● ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲◗● ❬❑❛✐❧❛t❤✾✾❪✳

▲❡s ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s ♦♥t ❛♣♣♦rté ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❡❧❧❡s s♦✉✛r❡♥t

❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦rt❡s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ✉♥ t②♣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ rés❡❛✉ s♦♥t ❞❡ t②♣❡s ✈❛✲

r✐és✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❉❡✈✐❝❡◆❡t ❬▲❛✇r❡♥③✾✼❪✱ ❊t❤❡r♥❡t ❬❆♥❞r❡✇✵✷❪✱ ❋✐r❡❲✐r❡ ❬❆♥❞❡rs♦♥✾✾❪✳

❈❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉① ♣♦ssè❞❡ s♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ rés❡❛✉

✷✻



✶✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞❡❜✐t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✭r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❡rt❡s✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉

rés❡❛✉ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ét✉❞❡s s♦♥t ♠❡♥é❡s ❛ ❝❤❛♥❣é✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬ét✉❞❡s ♥❡ r❡st❡r❛✐❡♥t ♣❧✉s

✈❛❧✐❞❡s✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲

❢♦r♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ét✉❞❡s ♥✬❛

♣❛s ❡✉ ❞❡ ✈r❛✐❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛ été ♣r❛t✐q✉❡✲

♠❡♥t ♠❡♥é❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s sé♣❛ré❡s ❡t ❡♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲

t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♠❡♥é❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✉ ❞é❧❛✐

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❖r ❧❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s s♦✉✈❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r

❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s✱

✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ✭❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❧❡ rés❡❛✉✮ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s s♦✐t

s✉r❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✲

s❛❣❡s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✱ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉❜✐s ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s

✈♦♥t ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✈♦✐r❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦r✲

t❡♠❡♥t ▼❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❛❜s✉r❞❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡

s❡r❛ ❛ss✉ré❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❛♥s

❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ✭str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✮ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦♥❝❡r♥é❡s ✭❧❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✮ s✉r

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✐s♦❧é❡ ❞✉ s②stè♠❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉

s②stè♠❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝♦♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡s ✭❡✳❣✳ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✳

✶✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

✶✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠❛tér✐❡❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❝♦ût

❞✐♠✐♥✉❡✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ② ❛

✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ♣❛rt❛❣❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✭rés❡❛✉ ♦✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉é❡ ✭❝❢✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✱ ❧❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥✲

t❛♥t ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉r ✭❛♣♣❡❧é❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮ s✬❡①é❝✉t❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

P♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐✲

❜✉é ✭❝❢✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❢❡r♠é❡s ✈✐❛ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡

❝❛s✱ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉r❝❤❛r❣é❡ ♠♦♠❡♥t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛rr✐✈é❡s

❡♥ r❛❢❛❧❡✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥ ❞é❧❛✐

❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❣✐❣✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✉ ♠ê♠❡ ❧❛

st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✈❡❝

❧❡s ♠❛tér✐❡❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s t❡♠♣♦r❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ❥♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts

❞✉ rés❡❛✉✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❝✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st

s♦✉✈❡♥t s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r

✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞é❥à ❢♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛r❣é ❛✈❡❝ ♣❧✉s

❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és

❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡♠❜❛rq✉❡r ❡st t♦✉t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs à ❡♥✈✐s❛❣❡r à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ♦✉ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡s✲

s♦✉r❝❡ ❡st ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✮ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✭❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❬❊❦❡r✵✵❪✮

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞❡ tr♦✐s ♣❡♥❞✉❧❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
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✶✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✐♥s✐

❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ♠❡♥é❡ ❡♥

t❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✉

❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲

t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭♦✉ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮ ♦ù

s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ s❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✭♦✉ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ◗❞❈ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ♦♣t✐♠✐sé❡✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛ ❛tt✐ré✱ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡♠♣s✱ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳

✶✳✸✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥

♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❝✐tés s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ ♣✉✐s ❧❡s

❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡r♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳

●r♦ss♦ ♠♦❞♦✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡

❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t

❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❡♥

❞ét❛✐❧ ❝❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬❙❡t♦✾✻❪✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡

♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿

J(f) = lim
H→∞

∫ H

0

(

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
)

dt

♦ù f ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

J(f) = ae−βf

♦ù a ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❡t β ❡st ❧❡ t❛✉① ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠✐sé❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈❡❝✐

❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

min(f1,..,fn)

∑n
i=1 wiJ(fi) =

∑n
i=1 wiaie

−βifi

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
∑n

i=1 Cifi ≤ A

♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀ wi ❡st ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❀ Ci ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ i ❀ A ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡

❝❤❛r❣❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ A ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❛✈❡❝ 0 < A ≤ 1 ❀
∑n

i=1 Cifi ≤ A ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡

✉t✐❧✐sé❡ q✉✬❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✳ ❆✜♥ ❞❡

s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❙❡t♦✾✻❪ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬❊❦❡r✵✵❪✳ ❈♦♠♠

❞❛♥s ❬❙❡t♦✾✻❪✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿

J(h) = lim
H→∞

∫ H

0

(

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
)

dt ✭✶✳✺✮

♦ù h ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô✲

❧❡✉r ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

min(h1,..,hn)

∑n
i=1 J(hi)

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
∑n

i=1 Cifi ≤ A
✭✶✳✻✮

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡t ❞❡ ❘✐❝❝❛tt✐ q✉✐ ❡st très ❝♦ût❡✉s❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡

✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r

❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛✉t❡✉r s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿

J(h) = α + βh2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡✈✐❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ q✉✐ ❛❥✉st❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬❈❡r✈✐♥✵✷❪✱ ♦ù ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠é❝❛✲

♥✐s♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ rétr♦❛❝t✐♦♥✲❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

✸✵



✶✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ❡t ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❡✉r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧

✭❡✳❣✳✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❡✉r ❊❉❋ ♦✉ ❘▼ ✶✮✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ à ✉♥ r②t❤♠❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t

q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❡✉r ❡t ✐❧ s✉r✈❡✐❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r

s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ✿

J(h) = α + βh

❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s

♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❬❊❦❡r✵✵❪ ❡st ❛✉ss✐ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬❍❡♥r✐❦ss♦♥✵✺❪ ♦ù ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡

❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧és✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭♦✉ ré❢ér❡♥❝❡s✮ ❛✛❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✬❡①é❝✉t❡♥t ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s

❜♦✉❝❧❡s ❡♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❉❛♥s ❬P❛❧♦♣♦❧✐✵✷❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣✲

t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ❡t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥

❝r✐tèr❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ s♦✐t r❡s♣❡❝té s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛ç❛❜✐❧✐té✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❉❛♥s ❬❙✐♠♦♥✵✺❜❪✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛

❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ✐♥t❡r❢éré❡ ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡rt✉r✲

❜❛tr✐❝❡s✱ ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ❛❥✉st❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s

♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ été ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❬❘②✉✾✼✱ ❘②✉✾✽❪✱ ♦ù ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✱ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡t t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✮

❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭P❈▼✮ ❬●❡r❜❡r✾✺❪ ❡st

♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉s

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❉❛♥s ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ q✉✐ s✬❡①é✲

❝✉t❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s

✶✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ ❡t ❘▼ s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✶

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s❡ ♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r

❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡t❡r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s

tâ❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ r❡❥❡t ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡

❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

♦♣t✐♠❛❧ s♦✉s ❧❡ r❡❥❡t ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞✐str✐❜✉és ❡st ❝♦♥s✐❞éré

❞❛♥s ❬❇❡♥●❛✐❞✵✺✱ ❇❡♥●❛✐❞✵✻❛❪✱ ♦ù ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐té❡ ❡t

♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s

❝❛♣t❡✉rs ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥♥❡✉r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡

♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❥✉❣é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ à ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✐t ♠✐♥✐♠✐sé❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❉❛♥s ❬❩❤❛♦✾✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t

❝♦♥trô❧és ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❆ t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r q✉✬✉♥ s❡✉❧

♣r♦❝❡ss✉s✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♣r♦♣♦sé❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝

❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡s♣éré❡ à ❝♦♥trô❧❡r✱ ❛❧♦rs

q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♠✐s❡ à ③ér♦✳ ❇❛sé s✉r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥ sér✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s

s②stè♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡

❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❬❘❡❤❜✐♥❞❡r✵✵❪✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✉rs q✉✐ ❝♦♥trô❧❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣r♦♣♦sé q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡✱

ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût s♦✐t ♠✐♥✐♠✐sé❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s

❬▲✐♥❝♦❧♥✵✵✱ ▲✐♥❝♦❧♥✵✶✱ ▲✐♥❝♦❧♥✵✷❪✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉✲

t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❙❝❤✐♥❦❡❧✵✷❪✳

❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥ç✉s

❛✈❡❝ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

♠è♥❡ à ✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡✱ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥st❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r

❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉✲

t❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✳ ❉❛♥s ❬❍❡t❡❧✵✻❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

q✉✐ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s

❝♦♥trô❧❡✉rs st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②sè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉✳
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✶✳✸✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❉❛♥s ❬❏✉❛♥♦❧❡✵✼❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t

❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❈❆◆ ✭❝✳❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ♣❛r✲

t❛❣é ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

s♦♥t é❝❤❛♥❣és s✉r ❧❡ rés❡❛✉ s♦✉s ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣r✐♦r✐tés ♣r♦✈❡♥❛♥t

❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❜✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞é✲

❧❛✐ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût J =
∫ T

0 t (r (t) − y (t))2 dt

❛✈❡❝ r (t) ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t

❛❥✉st❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é✳

▼✐s à ♣❛rt ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞✬❛✉tr❡s

t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ ❉❛♥s ❬❲❛❧s❤✵✷❪❬❲❛❧s❤✾✾❪

❬❲❛❧s❤✾✾❛❪❬❲❛❧s❤✾✾❜❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ♣❛rt❛❣é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❡ rés❡❛✉ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

❝❛♣t❡✉r ❡st ❡♥✈♦②é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s❛♥s êtr❡ ❡♥❝❛♣s✉❧é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s

❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛♣t❡✉rs✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s

ré❡❧ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

tr❛♥s❢❡rt ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉t♦r✐sé ✭♥♦té ▼❆❚■ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥t❡r✈❛❧✮ q✉✐ ❞é✜♥✐t

❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ré❝❡♣t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❚❖❉ ✭♣♦✉r ❚r②✲❖♥❝❡✲❉✐s❝❛r❞✮ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉

rés❡❛✉ ♣❛rt❛❣é s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ▼❆❚■✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❚❖❉✱ s✐ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉

rés❡❛✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛❝❝❡♣té❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ▼❆❚■ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

✶✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✐❡♥t ❛♣♣♦r✲

tés ❞❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥✈❡①❡s ♦✉ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦✲

t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡

❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉t s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦♥✈❡①❡ ✿ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s

♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦✉ ♠ê♠❡ ♥✐ ❝♦♥✈❡①❡ ♥✐ ❝♦♥❝❛✈❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✳ ❉❡✉①✐è✲

♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❣érés ♣❛r ❧✬❤♦r❧♦❣❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s

à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❧✐é❡s✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦ût é❧❡✈é ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡rs ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✭s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ♣ré✈✉✮ ♣♦✉r r❛❧❡♥t✐r ❧❡

r②t❤♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡

✭❛✈❡❝ ❧✬♦♣t✐♦♥ ✏s♦✉r❝❡ q✉❡♥❝❤✑ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ■❈▼P ♦✉ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✏s❧♦✇✲st❛rt✑

❡t ✏❝♦♥❣❡st✐♦♥✲❛✈♦✐❞❛♥❝❡✑ ❞❡ ❚❈P ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❧❛✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à

♣ré✈♦✐r r❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

◗✉❛♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s

❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés q✉✬❡♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡t ❞❡ r❡❥❡t ❞❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ rés♦✉❞r❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ♣❡✉t

❝❡rt❡s ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡

❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠❛✐♥t❡♥✉❡✳ ❇r❡❢✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❡r✳

✶✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡

❙✉✐t❡ ❛✉① ❝♦♥st❛ts q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡

❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❛ss♦❝✐é❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡

❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ♠❡♥é❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❛✜♥ ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❜❛sé❡s

s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡t ❞❡ ♣r✐♦r✐tés✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡

t❤ès❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❥❡t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐té❡ ❡♥ r❡❥❡t❛♥t sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

✸✹



✶✳✹✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡

✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡s r❡❥❡ts s♦♥t s♣é❝✐✜és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❍❛♠❞❛♦✉✐ ❡t ❘❛♠❛♥❛t❤❛♥ ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡ m ✐♥st❛♥❝❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✮

♣❛r♠✐ k ✐♥st❛♥❝❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✮ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡

♠♦t✐❢ ✭♦✉ ♣❛tt❡r♥✮ ❞❡s r❡❥❡ts ✭♦✉ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t

✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ t♦❧èr❡♥t ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s

❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐♠✐t❡ s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲

♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ❝❛r

❝♦♠♠❡ ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿

✕ ▲❡s r❡❥❡ts ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❛

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❆✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ r❡❥❡t

❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛

❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

✕ ❊♥ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❛✉

♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❣érés ♣❛r

❧✬❤♦r❧♦❣❡✳

✕ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st

♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❝❛r

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉❡❧❧❡

q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❥❡t✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛

ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡t ❞❡ r❡❥❡ts ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ◗❞❈ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ◗❞❈ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛

✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ Pmax ❡t Pmin s♦♥t ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①

❧✐♠✐t❡s✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❣❛r❛♥t✐✮✱ ❡t q✉✐ s♦♥t s♦✉✈❡♥t

❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡

❞❛♥s ❬❆str♦♠✾✼❪✮✱ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ Pnominal ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥tr❡ Pmax ❡t Pmin✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t

❞❡ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♣❡✉t

❛❣r❛♥❞✐r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❥✉sq✉✬à Pmax✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ◗❞❈ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣❡✉t

êtr❡ ✐❧❧✉stré❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛ç❛♥t Pmax ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❡t Pnominale ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❦✱❦✮✲✜r♠✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛✉ss✐ ❧✐ss❡ ❡t ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts

❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ s♦♥t é❧✐♠✐♥és✳

■❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ré❣❧❛❣❡ ❞✐r❡❝t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ r❡❥❡t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬ét✉❞✐❡r

❧❡ ❝♦♥trô❧❡ à ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡

♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s

P

max


P

min


Période


Performance


de contrôle


0


Région stable
 Région instable


P

nominal


(
m,k
)
(
k,k
)


❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ r❡❥❡t ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ❊♥

r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞❡s ♠✉❧✲

t✐♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭ré❣❧❛❣❡ ❞✐s❝r❡t✮✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r

❞❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s t♦✉t à ❜♦r❞✱ ♣♦✉r ♦✛r✐r ✉♥ ❝♦♥❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ✉♥

rés✉♠é ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ ✭♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r

à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧✮✳ P✉✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r✲

t✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❉❛♥s ❧❛

tr♦s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s

♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐✈❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ❡t s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✜♥ q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✲

s❛❣❡s✳

✷✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ♠❡s✉✲

r❛❜❧❡ ✭❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ♦✉ ❞❡♥s❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞♦♥t ❧❡s

tr❛✐t❡♠❡♥ts ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥✲

❞❡✉rs ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❡ss❛❣❡s✮ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡

t♦✉t ét❛♥t ❛r❜✐tré ♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡♥tr❛❧ ✿ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ s②stè♠❡

❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉✮✳ ❊t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡✉rs ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡

✈❛❧✐❞✐té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡

❝♦♥trô❧é ❡t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞❡

✈✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❛♥t✐✜és✳

❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✭♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡♠❛♥✲

❞❡✉rs ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ♦r❞r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞❛t❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡

s✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✳ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❛ss♦✲

❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡✉r ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s s✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r

♦✉ ♥♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ♣♦✉rs✉✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té

❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t✴♦✉ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s

✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♠é❝❛✲

♥✐s♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✉rs ❞❡ r❡s♦✉r❝❡s

✭tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ s❛✉❢ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡

♥é❝❡ss✐té✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✷✳✶✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts

❖♥ ✐♥❞✐q✉❡ ✐❝✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡✳

Pré❡♠♣t✐❢✴♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❡♥✲❧✐❣♥❡ ♦✉ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✮ ❡st ♣ré❡♠♣t✐❢ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs ♣❡✉t ♣❡r❞r❡ ❧❡

♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡ ❥✉❣é❡ ♣❧✉s ✉r❣❡♥t❡✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré❡♠♣t✐❢ ❡st

s✉♣♣♦rté ♣❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❞❛♥s ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢✳

❊♥✲❧✐❣♥❡✴❤♦rs✲❧✐❣♥❡

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ s✐❣♥✐✜é q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡

à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✭♦✉ st❛t✐q✉❡✮✱

❡①é❝✉té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré♣ét✐t✐✈❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝②❝❧❡

♠❛❥❡✉r✮ ✿ à ❝❤❛q✉❡ t♦♣ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ♠❛❥❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡st ❡①é❝✉té❡

❥✉sq✉✬à t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♦✉ ❥✉sq✉✬❛✉ t♦♣ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✐♥tr♦❞✉✐t

✉♥ s✉r❝♦ût ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧✐é à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t très ❢❛✐❜❧❡ ❬❑♦♣❡t③✾✷❪✱ ❝❛r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦✉r

❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣❧❛♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬êtr❡ très ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡s tâ❝❤❡s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡♥✲❧✐❣♥❡ ♣❡✉✈❡♥t r❡♣♦s❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧s s♦♥t ❞✐ts à ♣❧❛♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❬❑❛♥❡❦♦✾✻❪✳ ▼❛✐s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥✲❧✐❣♥❡ r❡✲

♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✿ ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s

❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té ❡st é❧✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♦r✐tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞✐t à ♣r✐♦r✐té st❛t✐q✉❡ ♦✉ ✜①❡ ❀ ♦✉ ❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ❡st ❞✐t à ♣r✐♦r✐té

❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs à ♣❧❛♥ st❛t✐q✉❡ ✿

❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t à é❧✐r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣rêt❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té✳ ❉❛♥s
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✷✳✶✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

Ordonnancement
 Serveur


Tâche 
1


Interarrvée

Tâche 
2


Tâche n


❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✿ ▼■◗❙❙

❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés

r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ♣rêt❡s✳

✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ▼■◗❙❙ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥♣✉t ◗✉❡✉❡s ❙✐♥❣❧❡

❙❡r✈❡r✮ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝❝ès ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s

❞❡♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s❡r✈❡✉r✱ t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

✷✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉✲

r❛♥ts✱ ♣✉✐s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳

✷✳✶✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❡s

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts à ♣r✐♦r✐tés ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❊❉❋ ✭♣♦✉r ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✮ ✿ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡

❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ s❛ ❞❛t❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❝♦✉✲

r❛♥t❡✳

✕ ❘▼ ✭♣♦✉r ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✮ ✿ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r tâ❝❤❡s ❛✈❡❝

é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ s❛

♣ér✐♦❞❡ ❡st ♣❡t✐t❡✳

✷✳✶✳✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

tâ❝❤❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐

❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❀

s✐ ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

s♦♥t ❞✐t❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✳ ❊t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ N tâ❝❤❡s✱

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ Ti ✿ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ τi ✱ ❞és✐❣♥é s♦✉s ❧❡ ♥♦♠

❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❀

✕ Ci ✿ ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✜♥✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi✱ ❞és✐❣♥é

s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❀

✕ Di ✿ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi✳

▲❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿ U =
∑N

i=
Ci

Ti
✱ ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡st U ≤ 1✳

❊❉❋ ♣ré❡♠♣t✐❢

P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s t❡❧ q✉❡ ∀i, Di = Ti✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t

s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❬▲✐✉✼✸❪ ❡st ✿

U =

N
∑

i=1

Ci

Ti
≤ 1 ✭✷✳✶✮

❉❛♥s ❬❈♦✛♠❛♥✼✻❪✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡

♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ∀i, Di ≥ Ti ❬❇❛r✉❛❤✾✵❪✳ P♦✉r ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s t❡❧ q✉❡ ∀i, Di ≤ Ti✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❧✉s s✉✣s❛♥t❡✳

❉❛♥s ❬❇❛r✉❛❤✾✵✱ ❙♣✉r✐✾✻❪✱ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ Di ❡t Ti ❛r❜✐tr❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❬❇❛r✉❛❤✾✵❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉

❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r

h(t)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

t ∈ R
✰, h(t) =

N
∑

i=1

Ci · max

[

0,

⌊

t − Di

Ti

⌋

+ 1

]

=
∑

Di≤t

Ci ·

(⌊

t − Di

Ti

⌋

+ 1

)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ s②sté♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ❛❧♦rs ✿

U ≤ 1 ∀t ∈ R
✰, h (t) ≤ t

❱ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t ❡st ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s

❬❇❛r✉❛❤✾✵✱ ●❡♦r❣❡✾✻❪✱ ♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t r❡str❡✐♥❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ❞❡ t ✭✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❡st❡ é❧❡✈é❡ ✭❜✐❡♥ q✉❡

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t s♦✐t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✮✳

❉❛♥s ❬❙♣✉r✐✾✻❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ptr ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s tâ❝❤❡s✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t s✉❜✐r s✉✐t❡ à ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❞❡ tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ t❡♠♣s ❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∀i, ptr ≤ Di✳

P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡st❡ é❧❡✈é❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭Ti ❡t Di ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

s✉✣s❛♥t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹✵



✷✳✶✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

N
∑

i=1

Ci

min (Di, Ti)
≤ 1

❊❉❋ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥✲❝♦♥❝rèt❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❏❡✛❛②✾✶❪ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t s✉✣s❛♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❡t ✐❧

❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❏❡✛❛②✾✶✱ ●❡♦r❣❡✾✺❪ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛✲

❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ✭❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s②♥❝❤r♦♥❡ ❡t ♥♦♥

s②♥❝❤r♦♥❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬●❡♦r❣❡✾✺❪✮✳

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té st❛t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s tâ❝❤❡s τi s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞é❝r♦✐s✲

s❛♥t❡s ✿ i < j ⇒ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τi ❡st ♣❧✉s ❤❛✉t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ τj ✭✵ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐té

♣♦ss✐❜❧❡✮ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s✉✐✈❛♥t ❘▼✱ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τi ❡st 1
min(Di,Ti)

✳

❉❛♥s ❬▲✐✉✼✸❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s s✉✐✈❛♥t ❘▼✱ ❡t

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s t❡❧ q✉❡

∀i, Di = Ti ❡st ❞♦♥♥é❡ ✿

N
∑

i=1

Ci

min (Di, Ti)
≤ N ·

(

2
1
N − 1

)

✭✷✳✷✮

❉❛♥s ❬▲✐✉✼✸❪✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✳✷ r❡st❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥✲❝♦♥❝rèt❡s✳

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ❝♦♥❝rèt❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s

❬❚✐♥✾✷❛✱ ❇✉r✾✹✱ ❏♦s❡♣❤✽✻❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s

ptri ❞❡s tâ❝❤❡s✱ s✬✐♥t✐t✉❧❡ ❘❚❆ ✭♣♦✉r ❘❡s♣♦♥s❡ ❚✐♠❡ ❆♥❛❧②s✐s✮✱ ❡t s✬é❝r✐t ∀i, ptri ≤ Di✳ ▲❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ptri ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❡t ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛♥s

❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s Ti ❡t ❧❡s Di✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ∀i, Di ≤ Ti ❬❏♦s❡♣❤✽✻❪✱ ptri s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢é✲

r❡♥❝❡s ✈❡♥❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢ q✉✐ ✈✐s❡ à é❧❛r❣✐r ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τi✱ ❡t

❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ w✱ ❝❡tt❡

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s✬é❝r✐t
∑

j<i Cj

⌈

w
Ti

⌉

✮✳ ▲♦rsq✉❡ U ≤ 1 ❡t ∀i, Di ≤ Ti✱ ptri ❡st ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✿

ptr0
i = Ci

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

∀k ≥ 1, ptr
(k)
i = Ci +

∑

j<i

Cj ·

⌈

ptr
(k−1)
i

Tj

⌉

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❬❚✐♥✾✷❛✱ ❇✉r✾✹❪ ✭Di ❡t Ti ♥♦♥ r❡❧✐és✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ♣❧✉s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡ τi ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ q✉❛♥❞ Di > Ti ✭✐✳❡✳ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡

τi ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rêt❡s à s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✮✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❝♦♥❝rèt❡s✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s✉✣s❛♥t❡s

s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❢♦♥t q✉❡

❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❛❝t✐✈é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣✐r❡ ❝❛s q✉✐ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡

❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬▲✐✉✼✸❪ ❡st tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥

♣ré❡♠♣t✐❢ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭Di ❡t Ti ♥♦♥ r❡❧✐és✮ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥ ❝♦♥❝rèt❡s✱

❬●❡♦r❣❡✾✻❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

tâ❝❤❡s✱ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❘❚❆✳

✷✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛

r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❍❛♠❞❛♦✉✐ ❡t

❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ♣rés❡♥t♦♥s

✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡♣✉✐s s❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✷✳✷✳✶ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝❧❛s✲

sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ✭✶✮ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✱ ✭✷✮ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉r❡ ✿ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

str✐❝t❡s ♥❡ t♦❧èr❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s♣é❝✐✜é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s à r❡s♣❡❝t❡r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✉ ❞✬✉♥

♠❡ss❛❣❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ✉♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s

♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❡❡r✲❜②✲✇✐r❡ ❬❲✐❧✇❡rt✵✸❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥✈♦②❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞✉ ✈♦❧❛♥t ✈❡rs ❧❡s

r♦✉❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣❛r✈✐❡♥♥❡ ❛✉①

❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡s r♦✉❡s ❛✈❛♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡

❞❡✈❡♥✐r ✐♥❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✐t

❜♦r♥é ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s♦✐t r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t

s♦♥t t♦✉s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s str✐❝t❡s ✭♦✉ ❞✉r❡s✮✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉♣❧❡ ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧

♦ù ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ str✐❝t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡

✹✷



✷✳✷✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s t❛♥t q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡

❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ r❛t❡♥t ♣❛s ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦❧ér❛♥t ❞❛♥s

✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s♦♥t ❞és✐❣♥é s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡

s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉♣❧❡s

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ t♦❧èr❡♥t ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s à

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s ♥é❝❡s✲

s✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜és✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé ✿ ❧❛

tâ❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ❞❛♥s

❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛❜❧❡ ✭✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✽✵➦✮✳ ❘❛t❡r q✉❡❧q✉❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡

♣❡✉t êtr❡ t♦❧éré ✭❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ r❡st❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✮ ♠❛✐s s✐

♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ r❛t❡♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✈❛ t♦♠❜❡r✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s

♣❛r ❍❛♠❞❛♦✉✐ ❡t ❘❛♠❛♥❛t❤❛♥ ❞❛♥s ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹❪ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♦✛❡rt à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ t♦❧ér❛♥t ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡

❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ❝❡rt❛✐♥s ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s m ❡t k✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹❪ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s m ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r♠✐ k ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s

❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t ✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐ ❞✐t q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st r❡s♣❡❝té❡✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

k ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s m ✐♥st❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉r

é❝❤é❛♥❝❡s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✿ ❧❡ ❝❛s m = k r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ str✐❝t❡ ❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✈❡❝ m < k ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s♦✉♣❧❡

❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉t♦r✐sé é❣❛❧ à k−m
k

✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s❡ tr♦✉✈❡

❞❛♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ s♦✉♣❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉r✱

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ✭♦✉ ♣❛tt❡r♥✮ ❞❡ r❡❥❡t ✭♦✉

♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✮✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st

❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s s❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t

❧❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❥❡ts s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❛ ❛tt✐ré ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧✱ ❡t ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ✿

✕ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P ✭❉✐st❛♥❝❡ ❇❛s❡❞ Pr✐♦r✐t②✮ ♣r♦♣♦sé

❞❛♥s ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ❛♣♣❡❧é ❉❇P✲▼ ✭❉❇P ✐♥ ▼✉❧t✐ ❤♦♣✮ ♣r♦♣♦✲

sé❡ ❞❛♥s ❬▲✐♥❞s❛②✾✾❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬P♦❣❣✐✵✸❪ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r

❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❉❇P✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❛♥s

❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❉❇P✱ ❛♣♣❡❧é ❉❲❈❙ ✭❉②♥❛♠✐❝ ❲✐♥❞♦✇ ❈♦♥str❛✐♥❡❞✲❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✱

❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❲❡st✾✾❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s✳

❉✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡❧s q✉❡ ▼❉❆ ✭▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❉r✐✈❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮☛❉❉❆ ✭❉r♦♣♦✉t✲

r❛t❡ ❉r✐✈❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❡t ❋❉❆ ✭❋❡❡❞❜❛❝❦ ❉r✐✈❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬▲✐✉✵✸❪

s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳

✕ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❬◗✉❛♥✵✵❪ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té

✜①❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪ q✉✐ ❛❞❛♣t❡ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝❧❛ss❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ♦♣✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❝r✐t✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ❡ss❛✐❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡

❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲

t✉r❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞é❥à

ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❖✉tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

s❡r♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ✿

✕ mi ❡t ki ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭m✱k✮✲✜r♠ ❞❡ τi ❛✈❡❝ mi ≤ ki ❀

✕ ▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Πi ✿ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s Πi = Πi (1) Πi (2) ...Πi (n) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛

j✐è♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✐ Πi (j − 1) = 1✱ ♦✉ ♣❡✉t êtr❡

✐❣♥♦ré❡ s✐ Πi (j − 1) = 0✱ ❡t q✉❡
∑l+ki−1

j=l Πi (j) = mi ♣♦✉r l ∈ [1..n]✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✿ ✭✶✮ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❉❇P ✭❉✐st❛♥❝❡ ❇❛s❡❞ Pr✐♦r✐t②✮✮✱ ✭✷✮ st❛t✐q✉❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✿

❊❋P ♦✉ ❘▼✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❛✛❡❝té❡ à ❝❤❛q✉❡

✐♥st❛♥❝❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡✮ ❡st ❛❥✉sté❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉rr❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✳

❚❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ❞ét❡r✲

♠✐♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✜①❡ ✭❧❡ t❛✉① m
k
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ s♦♥t ♠♦✐♥s

✢❡①✐❜❧❡s ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♣ré✲

s❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t

st❛t✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✹✹



✷✳✷✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✈❡❝ ✭✷✱✸✮✲✜r♠

✷✳✷✳✷✳✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❇❛s❡❞ Pr✐♦r✐t② ✭❉❇P✮❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✼❪

❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✹✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪ tr❛✐t❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭rés❡❛✉① ❡♠❜❛rq✉és✱ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ rés❡❛✉① à ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡

♣❛q✉❡ts✮ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ❞✐t❡ ❡♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t✱ s✐ à ❝❡t ✐♥st❛♥t

✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ✭❦✲♠✮ ♠❡ss❛❣❡s ❛②❛♥t r❛té ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s k ❞❡r♥✐❡rs ♠❡ss❛❣❡s✳

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ét❛ts ✿

♥♦r♠❛❧ ♦✉ é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡

❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s k ❞❡r♥✐❡rs ✐♥st❛♥❝❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❵✶✬ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭♦✉

♠❡ss❛❣❡✮ r❡s♣❡❝t❛♥t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❡t ❵✵✬ à ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ r❛t❛♥t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❝❡t ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡st

❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ❵✵✬ ❡t ❞❡s ❵✶✬ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❜✐ts ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✱✸✮✲✜r♠✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜✐ts ❞❛♥s ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s❡

❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❛♣♣❡❧é ❉❇P ✭❉✐s✲

t❛♥❝❡ ❇❛s❡❞ Pr✐♦r✐t②✮ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❉❇P ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ ✢✉①✱ à ❧✬✐♥s✲

t❛♥t t✱ à ✉♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ P♦✉r ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧

à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥sé❝✉t✐❢ ❞❡ ❜✐ts ❵✵✬ q✉✬♦♥ ❞♦✐t r❛❥♦✉t❡r

❛✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♣♦✉r êtr❡ ❡♥ é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❉❇P ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❡st ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡

à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ♣❧✉s ❧❛

♣r✐♦r✐té ❡st é❧❡✈é❡✳ ❙✐ ✉♥ ✢✉① s❡ tr♦✉✈❡ ❞é❥à ❡♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡

♠♦✐♥s ❞❡ m é❝❤é❛♥❝❡s r❡s♣❡❝té❡s ❞❛♥s ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té ❵✵✬ ❡st ❛✛❡❝té❡

❛✉ ✢✉①✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✺✮✲✜r♠✱ s✐ à ❧✬✐♥st❛♥t t0 ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

❞✉ ✢✉① ❡st é❣❛❧ à ✶✶✵✶✶ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✉ ✢✉① à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ✷ ♣✉✐sq✉❡ ❛♣rès

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❛✈❡❝ ❉❇P ❀ jx
i ✿ iime ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

tâ❝❤❡ x ❀ px
i ✿ ♣r✐♦r✐té ❞❡ iime ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ x

❞❡✉① é❝❤é❛♥❝❡s r❛té❡s✱ ❧❡ ✢✉① s❡ tr♦✉✈❡r❛✐t ❡♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭s♦♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

s❡r❛✐t ✵✶✶✵✵✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✺✮✲✜r♠ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s r❡s♣❡❝té❡✳ s✐ à ❧✬✐♥st❛♥t t1 ❧❡

✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞✉ ✢✉① ❡st é❣❛❧ à ✵✶✶✵✵ ✭❧❡ ✢✉① ❡st ❡♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r✐♦r✐té

❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ✵ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ✢✉①✳

❆♣rès ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞✉

✢✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♣r✐♦r✐té ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ✬✶✬ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡✱

s✐♥♦♥ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ✬✵✬✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞✉ (i + 1)ieme ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ τj ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

DBP j
i+1 = kj − lj(mj , s) ✭✷✳✸✮

♦ù

✕ si

(

δj
i−kj+1

, ...δj
i−1, δ

j
i

)

❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ τi ♦ù δj
i ∈ {0, 1} r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ iime ♠❡ss❛❣❡✳

✕ lj (n, s) ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ ❧❛ nime é❝❤é❛♥❝❡ r❡s♣❡❝té❡

❞❛♥s s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ mj s②♠❜♦❧❡s ✬✶✬ ❞❛♥s sj ✱ ❛❧♦rs lj (mj , sj) = kj + 1 ❛✜♥

q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té ✭③ér♦✮ s♦✐t ❛✛❡❝té❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P✳ ❈❡tt❡ ♣♦✲

❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡

❡♥ ♠❛tér✐❡❧ ❝❛r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥ r❡❣✐str❡ ❞❡ kj ❜✐ts✳

❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉①✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❊❉❋ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à tr❛♥s♠❡ttr❡✳

❆♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és

♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺✱ ❍❛♠❞❛♦✉✐✾✼✱ ▲✐✵✸❪✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳
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✷✳✷✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❉❛♥s ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t é✈❛❧✉é ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❇P✰❊❉❋

♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉① ✿ ❧✬✉♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ tr❛✜❝ ❡♥ r❛❢❛❧❡ ♠♦❞é❧✐sé

♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❖◆✴❖❋❋ ♦ù ❖◆ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲✬ét❛t ❖❋❋ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ s✐❧❡♥❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s

♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❉❇P ❝♦♠♣❛ré à ❋■❋❖ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❉❛♥s ❬❍❛♠❞❛♦✉✐✾✼❪✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s

❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✢✉① t❡♠♣s✲

ré❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❉❇P ❡t ❋■❋❖✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✉① ✢✉① t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ✈❛❧✐❞é ♣❛r ✉♥❡

ét✉❞❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❉❇P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❋■❋❖ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❉❛♥s ❬▲✐✵✸❪✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✴s♣♦r❛❞✐q✉❡s✱ s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P✰❊❉❋ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢✳

❆ ♣❛rt ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❇P✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❉❲❈❙

✭❉②♥❛♠✐❝ ❲✐♥❞♦✇ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬❲❡st✾✾❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❉❲❈❙ ❡t ❉❇P ♦♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥

t❡r♠❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s r❛té❡s ❡t ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❋✐①❡❞ Pr✐♦r✐t② ✭❊❋P✮ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ◗✉❛♥✵✵❪

❉❛♥s ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♠♣s

ré❡❧ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s

♣ré❡♠♣t✐✈❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❝❤❡❝ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡

❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❙❡❧♦♥ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✐♥st❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t ✐♥st❛♥❝❡ ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s❡❧♦♥

❧❡✉r ♣r✐♦r✐té ✜①❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❛✉① ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❛ss✐❣♥é❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡✳

■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ✜♥✐ss❡♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s❡❧♦♥ s❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭mi, ki✮✲✜r♠ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❛ aime✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ✭a = 0, 1, ...) ❡st ♠❛rq✉é❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ Πi (a − 1) = 1✮ s✐

a ✈ér✐✜❡ ✿

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

a =

⌊⌈

a · mi

ki

⌉

·
ki

mi

⌋

✭✷✳✹✮

P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐❞é❡ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ t♦✉t❡s

❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ❬◗✉❛♥✵✵❪ ❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪✳ ■❧ ❛ été ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈é q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ P✉✐s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣ré✲

❡♠♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✷✳✹✳

❉❛♥s ❬❏✐❛✵✺❛❪✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦ts ♠é❝❛✲

♥✐q✉❡s ✭t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦ts✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪

♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✷✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡♥

s♦♥t ❛✐♥s✐ s✐♠♣❧✐✜é❡s✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝❡s ♣❛tt❡r♥s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s ❞❡s tâ❝❤❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❑♦r❡♥✾✻✱ ◗✉❛♥✵✵❪ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✭♠✱❦✮✲

♣❛tt❡r♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥✲

♥❛♥ç❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s♦♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐tés ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦✉ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t à ♣r✐♦r✐tés st❛t✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛✲

❜✐❧✐té ❛♣♣r♦♣r✐é❡s s✐ ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és s✉✐✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s

s♣é❝✐✜q✉❡s t❡❧ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ❏✐❛✵✺❛❪✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ❛✜♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧♦rs q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✭q✉✐

s♦♥t ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢s✮✳

✷✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲

♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P✉✐s✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r✲

✷✳ ▲❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✹

✹✽



✷✳✸✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és s❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s s❡r❛ ❞♦♥♥é❡✳

• ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❉❛♥s ❬◗✉❛♥✵✵❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ s✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s ❛✈❡❝

❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s ❞✐t ✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s ❛✈❡❝

❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s❛t✐s❢❛✐t ✿

Π(j) =

{

1 1 ≤ j ≤ m

0 m < j ≤ k

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s

✶ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦✲

rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ1✱τ2✳✳τn t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡

q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ τj s✐ i < j✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦♥t r❡❥❡té❡s s❡❧♦♥ ❧❡ (mi, ki)✲♣❛tt❡r♥

✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ Rl ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τl ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱

q✉❛♥❞ q t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✿

R0
l = Cl

Rq
l = max

j>l
(Cj) +

∑

j<l





















⌈

R
q−1
l

Tj

⌉

kj













+

H
∑

n=0

Π (n)









Cj ✭✷✳✺✮

♦ù H =

⌈

R
q−1
l

Tj

⌉

−

















⌈

R
q−1
l
Tj

⌉

kj
















❀ Rl ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ R0

l = 0 ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♦✉ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ Rq
l > Dl − Cl✳ ❙✐ Rl ≤ Dl ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ l ≤ n✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s❡ ♠❡tt❡♥t à s✬❡①é❝✉t❡r à ❧✬✐♥st❛♥t ✵

✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡tés

s❡❧♦♥ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✏❞❡❡♣❧②✲r❡❞✑✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ τl ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ t❡♠♣s [0, b] ♣♦✉r b ∈ R ❡st ❛✐♥s✐ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉t ❛✉tr❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡

♠ê♠❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl s✉❜✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✈❡♥❛♥t

❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ◆♦t❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉✐ ❛

❝♦♠♠❡♥❝é à êtr❡ ❡①é❝✉té❡ s❛♥s ❧✬❛✈♦✐r ✜♥✐❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❧✉s

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉❜✐t ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡

❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡s ❞♦✐t ✐♥❝❧✉r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❛②❛♥t ❧❡ t❡♠♣s

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡ s♦♥

é❝❤é❛♥❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t❡r♦♥t

❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳

▲❡ t❡r♠❡











⌈

R
q−1
l
Tj

⌉

kj










+
∑H

n=0 Π (n) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ τj ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
[

0, Rq−1
l

]

✳ ▲❡ t❡r♠❡
∑

j<l

















⌈

R
q−1
l
Tj

⌉

kj










+
∑H

n=0 Π (n)






Cj ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥t Rq−1
l ✈❡♥❛♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛

❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ✺✳✻ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧ r❡q✉✐s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s à ❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl✳ ❙✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (mi, ki)✲

✜r♠ s❡r♦♥t r❡s♣❡❝té❡✳ ❈◗❋❉

�

• ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❧✉s str✐❝t❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉①

♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛✲

❜✐❧✐té✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❬▲♦t❤❛✐r❡✵✷❪ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶ ❞✉ ♠♦t w ❞❡ ♣❡♥t❡ α ❡♥tr❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✵ ❡t ❝❡❧❧❡

❞✬✐♥❞✐❝❡ k ❡st é❣❛❧ à ✿

⌈(k + 1) α⌉ k = 0, 1, 2...

▲❡♠♠❛ ✷ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ❏✐❛✵✺❛❪ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ✶ ❞✬✉♥ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ w ❡♥tr❡ ❧❡s

❧❡ttr❡s w (n) ❡t w (n + b)✱ b ≥ 0 ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r n = 0 ❡t b q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥✲

♣ré❡♠♣t✐✈❡s✮ τ1✱τ2✳✳τn t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ τj s✐ i < j✳

▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦♥t r❡❥❡tés s❡❧♦♥ ❧❡ (mi, ki)✲♣❛tt❡r♥ ❝❛❧❝✉❧é s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✹✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s

❞❡ τl ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ q✉❛♥❞ q t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✿

✺✵



✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

R0
l = Cl

Rq
l = max

j>l
(Cj) +

∑

j<l

⌈

mj

kj

⌈

Rq−1
l

Tj

⌉⌉

Cj ✭✷✳✻✮

Rl ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ R0
l = 0 ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦✉ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ Rq

l > Dl − Cl

♦ù Dl ❡st ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ τi✳ ❙✐ Rl ≤ Dl ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ τi ❡st r❡s♣❡❝té❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s❡ ♠❡tt❡♥t à s✬❡①é❝✉t❡r à ❧✬✐♥st❛♥t ✵

✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s✮✳ P❛r ❧❡♠♠❡ ✷✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s

❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ τl ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, b] ♣♦✉r b ∈ R ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉t

❛✉tr❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl s✉❜✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✈❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡

✐♥st❛♥❝❡s ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à êtr❡ ❡①é❝✉té❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ✜♥✐ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡

❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t

s✉❜✐t ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞♦✐t ✐♥❝❧✉r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♠♦✐♥s

♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❛②❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡

❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s

❛✉tr❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ❧❡ t❡r♠❡
⌈

mj

kj

⌈

R
q−1
l

Tj

⌉⌉

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ τj ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
[

0, Rq−1
l

]

✳ ▲❡ t❡r♠❡
∑

j<l

⌈

mj

kj

⌈

R
q−1
l

Tj

⌉⌉

Cj ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥t Rq−1
l ✈❡♥❛♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ✺✳✻ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧ r❡q✉✐s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s

❝r✐t✐q✉❡s à ❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τl✳ ❙✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡

ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (mi, ki)✲✜r♠ s❡r♦♥t

r❡s♣❡❝té❡✳ ❈◗❋❉

�

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s

ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❡♥t ✿

❞②♥❛♠✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❊❉❋ ❡t ❉❇P✱ ❡t st❛t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❘▼ ❡t ❊❋P✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❊❉❋✱ ♠✐s à ♣❛rt

❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

st❛t✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❘▼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ é❝❤é❛♥❝❡s s✉r r❡q✉êt❡ ❡t ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❙✐ ❧❛ ♣r✐♦r✐té st❛t✐q✉❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❛♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés é❧❡✈é❡s✱ ❡♥

r❡✈❛♥❝❤❡ ❊❉❋ ♣❡✉t ❜♦✉❧❡✈❡rs❡r ❝❡t ♦r❞r❡ ❝❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♦❜t✐❡♥❞r❛ tôt ♦✉

t❛r❞ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✳ ❖r ✐❧ ❛✉r❛✐t été ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡

❧❡ r❡❥❡t❡r ❡t ❧❛✐ss❡r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬❊❉❋ s✬❛❞❛♣t❡ ♠❛❧ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❝❛s

❞✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❋P ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡ ré❞✉✐t à ❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❡s♦✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡

♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦✲

♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡

❝♦♥trô❧é s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r✮ ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥tr❡ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❝♦♥trô✲

❧❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉

s②stè♠❡ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❡st ❞❡ r❡❥❡t❡r sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✭❛✉ ♠♦✐♥s m ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r♠✐ k ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

r❡ç✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✮✳ ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t

❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✭st❛❜✐❧✐té✮ ❡t ❞❡

♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❄ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡

❝♦♥trô❧é ❡st ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ét✉❞✐é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ P✉✐s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡

❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s♦✉s

❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②s✲

tè♠❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡

♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❡t ❞❡ s♦♥ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r ❡st r❡♣rés❡♥té ✐❝✐✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐s❝rét✐sé❡✱ ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

xi+1 = αxi + βui i = 0, 1, .. ✭✸✳✶✮

✕ ui ❡t xi s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ✭❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱

✕ α ❡t β s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❀ |α| > 1 ❡t β 6= 0✳

❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥trô❧é ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡t✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s

t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭y✮ ❡st ❡♥✈♦②é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

h à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r é❧❛❜♦r❡ ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ z ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ y✳ ▲❛

s♦rt✐❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r yi = xi + pi✱ ♦ù pi r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t✳ ▲✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡

✭❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ui = zi + qi✱ ♦ù qi r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱

❧❡s ❜r✉✐ts pi ❡t qi s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭❝✲à✲❞

E [piqi+τ ] = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ❡t τ✮✱ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
p ❡t σ2

q r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r s♦♥t r❡❧✐és ✈✐❛

✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ yi ❡st ❡♥✈♦②é ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉

tr❛✈❡rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐té❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛ss❛♥t❡ ❡st ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡

♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ r❡❥❡t❛♥t sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s

♠❡s✉r❡s t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❆✉ s❡♥s

str✐❝t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❛✉ ♠♦✐♥s m ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r♠✐ k ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡✲

♠❡♥t ❡♥✈♦②és ♦♥t été r❡ç✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❛♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡ ❀ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡

❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱

✺✹



✸✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t m ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r♠✐

k ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s♦♥t r❡ç✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st s✉♣✲

♣♦sé ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é à ❧✬✐♥st❛♥t i ❡st r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡té✮✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é à ❧✬✐♥st❛♥t i + k ❡st ❛✉ss✐ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡té✮✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦t

❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t m ✬1✬✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❝❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❛✈❡❝ Π (i) = Π (i + k) ✭♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❧❛

s✉✐t❡ Πi = Π(i)✮✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❥❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s tr❛♥s♠✐s ♦✉ r❡❥❡tés ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❛tt❡♥❞✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st r❡❧✐é à ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞é❞✐é à ❝❡t é❝❤❛♥❣❡

❡t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❙✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t yi ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥

❡♥tré❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ z ✱ zi = γyi ❡♥✈♦②é à ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r✱ ♦ù γ

❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r zi = 0 ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st xré❢ér❡♥❝❡ = 0✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❜r✉✐t ❞✐s❝r❡t q✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡

❛✉ ♣r♦❝é❞é ❡st ui = zi + qi✳

❙✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✸✳✶ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t❡ ✿

xi+1 = αxi + β (qi + γ (xi + pi))

= (α + βγ) xi + β (qi + γpi) ✭✸✳✷✮

❙✐ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡❥❡té s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ③ér♦✱ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ s❡ r❛♠è♥❡ à ✿

xi+1 = αxi + βqi ✭✸✳✸✮

❈❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s❡ rés✉♠❡♥t ❡♥ ✿

xi+1 = (α + γβΠi) xi + β (qi + γpiΠi) ✭✸✳✹✮

❛✈❡❝ i ≥ 0 ❡t x0 = 0✳

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡ (m, k)✲♣❛tt❡r♥✳

✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ s✐

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡

❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s xi✳ P✉✐s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s r❡st❡ ✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

❡st ❞♦♥♥é❡✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿

✕ vi = σ2
xi
✱

✕ ai = (α + βγΠi)
2✱

✕ ❡t bi = β2
(

σ2
q + γ2σ2

pΠi

)

✳

▲❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s (an)n≥0 ❡t (bn)n≥0 s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ (bn)n≥0 ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❝❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s s♦♥t k✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿ an+k = an✱ bn+k = bn✱ ∀n ≥ 0 ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ k✲♣ér✐♦❞✐❝✐té

❞✉ (m, k)✲♣❛tt❡r♥✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ vi ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱

✈ér✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿

vi+1 = aivi + bi ♣♦✉r i ≥ 0✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ v0 = 0 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✹ xi+1 = (α + γβπi) xi + β (qi + γpiΠi)✱ i ≥ 0✱ x0 = 0 ❞♦♥♥❡ ✿

E (xi+1) = (α + γβΠi) E(xi)✱ i ≥ 0✱ x0 = 0✳

♣✉✐sq✉❡ E (pi) = 0 ❡t E (qi) = 0 ♣♦✉r i ≥ 0✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ E (xi) = 0 ♣♦✉r i ≥ 0 ❡t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ xi ✿ vi = E
(

x2
i

)

✳

❊♥ é❧❡✈❛♥t ✸✳✹ ❛✉ ❝❛rré ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

vi+1 = aivi + 2β(α + γβΠi)E {(qi + γpiΠi) xi} + β2E
{

(qi + γpiΠi)
2
}

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ xi ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s pj ✱ qj ♣♦✉r 0 ≤ j < i✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ E {(qi + γpiΠi) xi} = 0✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ✿ E
{

(qi + γpiΠi)
2
}

=
(

σ2
q + γ2σ2

pΠi

)

✳

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ vi+1 = aivi + bi✳

�

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ vi+1 = aivi + bi✱ i ≥ 0 ❡t v0 = 0 s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿

vn = bn−1 +
∑n−2

j=0 bjaj+1..an−1 ♣♦✉r n ≥ 1 ✭❛✈❡❝
∑−1

0 = 0✮

❖♥ ❧✬é❝r✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✿ vn =
∑n−1

j=0 bjaj+1..an−1 ❛✈❡❝ bjaj+1..an−1 = bn−1 s✐

j = n − 1

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿

❙♦✐t wn =
∑n−1

j=0 bjaj+1..an−1, ♣♦✉r n ≥ 1✳

wn ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ wi+1 = aiwi+bi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ aiwi+bi = bi+
∑i−1

j=0 bjaj+1..ai−1ai =

wi+1 ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ w1 = b0 = v1✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛

vn = wn ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✺✻



✸✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

�

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t n ♣❛r n + k ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ ♦♥ é❝r✐t ✿

vn+k =

n−1
∑

j=0

bjaj+1..an+k−1 +

n+k−1
∑

j=n

bjaj+1..an+k−1

= anan+1..an+k−1vn +

n+k−1
∑

j=n

bjaj+1..an+k−1

▲❛ s✉✐t❡ (an) ❡st k✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

anan+1..an+k−1 = a0a1..ak−1 = (α + βγ)2m α2(k−m) = A

❙♦✐t Bn =
∑n+k−1

j=n bjaj+1..an+k−1✱ Bn ❡st k✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

Bn+k =
n+2k−1
∑

j=n+k

bjaj+1..an+2k−1

❊♥ ♣♦s❛♥t✱ j = l + k✱ ♦♥ ❛ ✿

Bn+k =

n+k−1
∑

l=n

bl+kal+k+1..an+2k−1

=

n+k−1
∑

l=n

blal+1..an+k−1

= Bn

❖♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿ vn+k = Avn + Bn✱ ♣♦✉r n ≥ 0✳

❖♥ ❞✐✈✐s❡ n ♣❛r k ✿ n = kq + r ❛✈❡❝ 0 ≤ r < k✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

v(q+1)k+r = Avqk+r + Br ♣♦✉r 0 ≤ r < k.

❆✐♥s✐✱ ❧❡s s✉✐t❡s (vkq+r)q≥0✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✣♥❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

A ❡t Br✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❙✐ A ≥ 1✱ ❧❛ s✉✐t❡ (vn) ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✳

❙✐ A < 1✱ ♦♥ ❛ ✿

supn≥0vn =
B

1 − A
✱ ♦ù B = max0≤i<k(Bi) ❡t Bi =

i+k−1
∑

j=i

bjaj+1 · · · ai+k−1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

✶✳ ❙✐ A ≥ 1✱ ❧❛ s✉✐t❡ (vn) ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✳

▲❛ s✉✐t❡ (vn) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ v(q+1)k+r = Avqk+r + Br ❞♦♥♥❡ ✿

vqk+r ≥ vr + qBr✱ q ≥ 0 ❡t 0 ≤ r < k.

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ Br ≥ br+k−1 = br−1✳ ❉♦♥❝vqk+r ≥ qbr−1✳

❈♦♠♠❡ β ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t σ2
q ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ br−1 > 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✿

limq→+∞ vqk+r = +∞ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (vn) ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✳

✷✳ ❙✐ A < 1

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ v(q+1)k+r = Avqk+r + Br ♣♦✉r 0 ≤ r < k ❢♦✉r♥✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✿

vkq+r = Aqvr +

(

1 − Aq

1 − A

)

Br =
Br

1 − A
+ Aq

(

vr −
Br

1 − A

)

A < 1✱ ♦♥ ❛ limq→+∞ vqk+r = Br

1−A
✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s✉✐t❡ (vqk+r)q≥0 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

Br =
∑r+k−1

j=r bjaj+1 · · · ar+k−1 ≥
∑r+k−1

j=k bjaj+1 · · · ar+k−1 =
∑r−1

j=0 bjaj+1 · · · ar−1 = vr

♣♦✉r r ≥ 1 ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❡t B0 ≥ v0 = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs vr ≤ Br ♣♦✉r 0 ≤ r < k✳

▲✬é❣❛❧✐té vkq+r = Br

1−A
+ Aq

(

vr −
Br

1−A

)

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vqk+r)q≥0 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❉♦♥❝ ✿

sup
q≥0

vkq+r = lim
q→+∞

vqk+r =
Br

1 − A
.

❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿ supn≥0 vn = 1
1−A

max0≤r<k Br✳

�

✸✳✸ ▲❡ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ Π ❞♦♥♥é

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à s❛✈♦✐r tr♦✉✈❡r ❧❡ ❣❛✐♥ γ

q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r supn≥0vn = B
1−A

✱ ♦ù B = max0≤i<k(Bi) ❡t Bi =
∑i+k−1

j=i bjaj+1 · · · ai+k−1 ✭t❤é♦rè♠❡ ✺✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

0 ≤ A < 1

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ A = (α + βγ)2m α2(k−m) ✱ A ❞é♣❡♥❞ ✿

✕ ❞✉ ❣❛✐♥ γ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱

✕ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs m ❡t k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

✺✽



✸✳✸✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ Π ❞♦♥♥é

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛✐♥ γ✱ ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ❡t ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥és

✴✯❞♦♥♥é❡s ✿ ✯✴

✴✯ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛❧♣❤❛✱ ❜❡t❛ ✯✴

✴✯ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❜r✉✐ts s✉r ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ✿ s✷♣✱ s✷q✱ ✯✴

✴✯ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✿ ❣❛♠♠❛ ✯✴

✴✯ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦ ✮ ❡t ✭♠✱❦ ✮✲♣❛tt❡r♥ ✿ ♠✱❦✱P■ ✯✴

✴✯ ✯✴

❢♦r ❏ ✐♥ ✵✳✳❦✲✶ ❧♦♦♣

❛✭❏✮ ✿❂✭❛❧♣❤❛✰❜❡t❛✯❣❛♠♠❛✯P■✭❏✮✯✭❛❧♣❤❛✰❜❡t❛✯❣❛♠♠❛✯P■✭❏✮✮ ❀

❜✭❏✮ ✿❂❜❡t❛✯❜❡t❛✯✭s✷q✰❣❛♠♠❛✯❣❛♠♠❛✯s✷♣✯P■✭❏✮✮ ❀

❡♥❞ ❧♦♦♣

❆ ✿❂❡①♣✭✷✳✵✯♠✯▲♦❣✭⑤❛❧♣❤❛✰❜❡t❛✯❣❛♠♠❛⑤✮✰✷✳✵✯✭❦✲♠✮✯▲♦❣✭⑤❛❧♣❤❛⑤✮✮ ❀

♣❛ ✿❂✶ ❀

❇✭✵✮ ✿❂❜✭❦✲✶✮✯♣❛ ❀

❢♦r ■ ✐♥ ❦✲✷✳✳✵ ❧♦♦♣

♣❛ ✿❂♣❛✯❛✭■✰✶✮ ❀

❇✭✵✮ ✿❂❇✭✵✮✰❜✭■✮✯♣❛ ❀

❡♥❞ ❧♦♦♣

❇♠❛① ✿❂❇✭✵✮ ❀

❢♦r ❏ ✐♥ ✵✳✳❦✲✷ ❧♦♦♣

❇✭❏✰✶✮ ✿❂❛✭❏✮✯❇✭❏✮✰❜✭❏✮✯✭✶✲❆✮ ❀

✐❢ ❇✭❏✰✶✮❃❇♠❛① t❤❡♥

❇♠❛① ✿❂❇✭❏✰✶✮

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❧♦♦♣

❇♦r♥❡❙✉♣❱❛r✐❛♥❝❡ ✿❂❇♠❛①✴✭✶✲❆✮ ❀

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

γinf = −
α

β
−

|α|1−
k
m

|β|
< γ < −

α

β
+

|α|1−
k
m

|β|
= γsup

▲❛ st❛❜✐❧✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ Π✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Bi✱ ❡✉①✱

❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ γ✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs m ❡t k✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ Π✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

M (γ,Π) = supn≥0vn✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡

M (γ,Π) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ Π ❞♦♥♥és✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s

❝❛❧❝✉❧♦♥s M (γ,Π) ♣♦✉r γ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]γinf , γsup[ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞♦♥♥é✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ M (γ,Π) ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❉❡✉① s②stè♠❡s s♦♥t ét✉❞és ✿ ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥st❛❜❧❡

♣❛r ♥❛t✉r❡ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡✳

✸✳✹✳✶ ❙②stè♠❡ ✐♥st❛❜❧❡

✸✳✹✳✶✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s

✭✶✮ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ α ❂ ✸✱ β ❂ ✶✱

✕ ❧❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶ ✿ σ2
p = 1 ❡t σ2

q = 1✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛①✐✲

♠❛❧❡ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡ ❡st vmax = 10000✳

✭✷✮ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉♣♣♦rt ✿

✕ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❣ér❛♥t ❧❡s r❡❥❡ts ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r k✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠é♠♦r✐s❡r ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✿ k ≤ 20✱

✕ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r m ❡t k ✿ m
k
≤ 0.5✳

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡✱ γopt = −2, 7

❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à 9, 1099E + 00✳

✸✳✹✳✶✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s r❡❥❡tés

✭s✉✐t❡ ❞❡ ✵✮

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✵ ❞❛♥s ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ✭k ≤ 20✮ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ (1, k)✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ γopt q✉✐

❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ✭♠✱❦✮✲

♣❛tt❡r♥ ❞❡ t②♣❡ (1, k)✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✻✵



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ (1, k)✲♣❛tt❡r♥ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

❈♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k) (m, k)✲♣❛tt❡r♥ π γopt M (γopt, π)

✭ ✶✱ ✷✮ ✶✵ ✲✷✱✾✻✻✻✻✼ ✾✱✵✶✶✶❊✰✵✶

✭ ✶✱ ✸✮ ✶✵✵ ✲✷✱✾✾✺✺✺✻ ✽✱✶✾✶✺❊✰✵✷

✭ ✶✱ ✹✮ ✶✵✵✵ ✲✷✱✾✾✾✷✺✾ ✼✱✸✽✵✼❊✰✵✸

✭ ✶✱ ✺✮ ✶✵✵✵✵ ✲✸ ✻✱✻✹✸✵❊✰✵✹

✭ ✶✱ ✻✮ ✶✵✵✵✵✵ ✲✸ ✺✱✾✼✽✼❊✰✵✺

✭ ✶✱ ✼✮ ✶✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✺✱✸✽✵✽❊✰✵✻

✭ ✶✱ ✽✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✹✱✽✹✷✽❊✰✵✼

✭ ✶✱ ✾✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✹✱✸✺✽✺❊✰✵✽

✭ ✶✱✶✵✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✸✱✾✷✷✻❊✰✵✾

✭ ✶✱✶✶✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✸✱✺✸✵✹❊✰✶✵

✭ ✶✱✶✷✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✸✱✶✼✼✸❊✰✶✶

✭ ✶✱✶✸✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✷✱✽✺✾✻❊✰✶✷

✭ ✶✱✶✹✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✷✱✺✼✸✻❊✰✶✸

✭ ✶✱✶✺✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✷✱✸✶✻✸❊✰✶✹

✭ ✶✱✶✻✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✷✱✵✽✹✻❊✰✶✺

✭ ✶✱✶✼✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✶✱✽✼✻✷❊✰✶✻

✭ ✶✱✶✽✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✶✱✻✽✽✻❊✰✶✼

✭ ✶✱✶✾✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✶✱✺✶✾✼❊✰✶✽

✭ ✶✱✷✵✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✸ ✶✱✸✻✼✼❊✰✶✾

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝r♦✐t très ✈✐t❡

✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✵ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✭✈♦✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

♣♦✉r k = 1..4 à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✮

P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✮✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ (1, 2) ❡t Π = 10✱

✕ (1, 3) ❡t Π = 100✱

✕ (1, 4) ❡t Π = 1000✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ✶ ❀ ❝❡❝✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡t

❞❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✭❧❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ (1, k)✲♣❛tt❡r♥✱ ❛✈❡❝ k ≤ 5✮

✸✳✹✳✶✳✸ ❘ô❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s tr❛♥s♠✐s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ ✶✮

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮ t❡❧❧❡ q✉❡ m ≤ k − 3✱ k ≤ 20 ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛

♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s✉✐t❡ ❞❡ 0 ❡t q✉✐ s♦✐t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠✮✳ ▲❡s ré✲

s✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣❡✉ ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✶ ✭❛✉ ♣❧✉s 8, 79% ❡♥tr❡ ❧❡

♣❛tt❡r♥ (17, 20)q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡t ❧❡ ♣❛tt❡r♥ (1, 4) q✉✐ ❡♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞é❥à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉✲

♣ér✐❡✉r❡ à ✸ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ t❡❧s q✉❡

k−m = 4 ❡t ❧❡s 4 r❡❥❡ts s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡✳ ■❧s ♣r♦✉✈❡♥t

q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ tr❛♥s♠❡tt❛♥t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✭16 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✮✱ ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①✐❣é❡s ✭t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ vmax = 10000✮✳

❉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝✲

❝❡♣t❛❜❧❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ k ≤ 20✱

✕ m
k
≤ 0, 5✱

✕ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✸✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥s r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❡t ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❝❡✉① q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡

✻✷



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s ✉♥ (m, k)✲

♣❛tt❡r♥✱ t❡❧ q✉❡ m ≤ k − 3✱ k ≤ 20 ❡t ❧❡s 3 r❡❥❡ts s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k) (m, k)✲♣❛tt❡r♥ π γopt M (γopt, π)

✭ ✶✱ ✹✮ ✶✵✵✵ ✲✷✱✾✾✾✷✺✾ ✼✱✸✽✵✼❊✰✵✸

✭ ✷✱ ✺✮ ✶✶✵✵✵ ✲✷✱✾✹✻✶✶✹ ✼✱✷✶✷✷❊✰✵✸

✭ ✸✱ ✻✮ ✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✽✺✸✸✸✸ ✻✱✾✺✷✵❊✰✵✸

✭ ✹✱ ✼✮ ✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✽✵✻✺✹ ✻✱✽✵✹✾❊✰✵✸

✭ ✺✱ ✽✮ ✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✸✶✵✶✸ ✻✱✼✹✼✾❊✰✵✸

✭ ✻✱ ✾✮ ✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✶✶✸✷✺ ✻✱✼✸✹✷❊✰✵✸

✭ ✼✱✶✵✮ ✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✵✷✹✾ ✻✱✼✸✷✸❊✰✵✸

✭ ✽✱✶✶✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✽✺✼✶ ✻✱✼✸✷✸❊✰✵✸

✭ ✾✱✶✷✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✽✼✽✽ ✻✱✼✸✷✸❊✰✵✸

✭✶✵✱✶✸✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✻✾✼✾✷✻ ✻✱✼✸✷✸❊✰✵✸

✭✶✶✱✶✹✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✸✺✻✶ ✻✱✼✸✷✵❊✰✵✸

✭✶✷✱✶✺✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✻✾✻✵✻✻ ✻✱✼✸✷✹❊✰✵✸

✭✶✸✱✶✻✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✺✵✾✼ ✻✱✼✸✷✶❊✰✵✸

✭✶✹✱✶✼✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✻✾✾✼✵✽ ✻✱✼✸✷✶❊✰✵✸

✭✶✺✱✶✽✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✶✶✵✶✸ ✻✱✼✸✷✺❊✰✵✸

✭✶✻✱✶✾✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✼✵✶✼ ✻✱✼✸✷✶❊✰✵✸

✭✶✼✱✷✵✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵ ✲✷✱✼✵✸✹✹✺ ✻✱✼✸✷✵❊✰✵✸

❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✭M(γopt,Π) ≤ 10000✮✳

✸✳✹✳✶✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛tt❡r♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❝❡t

❡①❡♠♣❧❡

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿

✕ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ k ≤ 20✱ m
k
≤ 0.5

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♠✱❦✮ r❡t❡♥✉✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❛♣rès é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛tt❡r♥ r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s

❞✉ ♣❛tt❡r♥ ♦✉ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛tt❡r♥✮

✕ ❡t vi ≤ vmax✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛tt❡r♥ r❡st❛♥t ❡st 17136 ♣♦✉r k ≤ 20 ❀ ✐❧ ❞❡s❝❡♥❞ à 931 ♣♦✉r k ≤ 15 ❡t à 71

♣♦✉r k ≤ 10✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉

s②stè♠❡ ❡st ❧❡ ♣❛tt❡r♥ Π = 10 ✭❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱

M(γopt,Π)✱ é❣❛❧❡ à 9, 0111E + 01 ❡t ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ γopt é❣❛❧ à −2, 9667✮✳

✕ ▲❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❛❝❝❡♣tés s✉r ❧❛

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t♦✉s ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ M(γopt,Π) ❡st ❡♥tr❡ 7, 3810E +03

❡t 6, 7705E + 03 ✭❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ à ❞❡s ❣❛✐♥s ♦♣t✐♠✉♠

γopt✱ ❞❡ −3, 0000 ❡t −2, 7600✳

✕ ❙✐ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r Π = 1000✳ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

❡st m/k = 0, 25✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ γopt = −2, 9992 ❡t M(γopt,Π) = 7, 3807E + 03✳

✕ ❚♦✉s ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉r 3 s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳

✕ ❚♦✉s ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉r 2 s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐ ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡

r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✸ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡

❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 7, 6828E + 02 ❡t 8, 1971E + 02✳

✕ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt m
k

= 0.5✱

❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π = 10✱ Π = 1100✱ Π = 111000 ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 90, 1✱ 785, 9 ❡t 6952, 04✳ ❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♦♥

♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ s✐ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❡t ✉♥ t❛✉① m
k
✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s 1 ❞❛♥s ❧❡ ♣❛tt❡r♥✳

✕ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s

❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❣❛✐♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ✭é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ✐♥❢ér✐❡✉r à

8%✮✳

❆ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r k ≤ 10 ✜❣✉r❡♥t ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳

✻✹



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s ✉♥ (m, k)✲

♣❛tt❡r♥✱ t❡❧ q✉❡ m ≤ k − 4✱ k ≤ 20 ❡t ❧❡s 4 r❡❥❡ts s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k) (m, k)✲♣❛tt❡r♥ π γopt M (γopt, π)

✭ ✶✱ ✺✮ ✶✵✵✵✵ ✲✸✱✵✵✵✵❊✰✵✵ ✻✱✻✹✸✵❊✰✵✹

✭ ✷✱ ✻✮ ✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✾✼✸✸❊✰✵✵ ✻✱✺✻✹✾❊✰✵✹

✭ ✸✱ ✼✮ ✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✽✾✽✸❊✰✵✵ ✻✱✸✻✵✶❊✰✵✹

✭ ✹✱ ✽✮ ✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✽✷✻✼❊✰✵✵ ✻✱✶✾✻✷❊✰✵✹

✭ ✺✱ ✾✮ ✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✻✼✺❊✰✵✵ ✻✱✶✵✻✸❊✰✵✹

✭ ✻✱✶✵✮ ✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✷✶✷❊✰✵✵ ✻✱✵✼✵✵❊✰✵✹

✭ ✼✱✶✶✮ ✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✶✶✽❊✰✵✵ ✻✱✵✻✵✺❊✰✵✹

✭ ✽✱✶✷✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✻✾✾✽❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✷❊✰✵✹

✭ ✾✱✶✸✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✺✹❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✵❊✰✵✹

✭✶✵✱✶✹✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✸✻❊✰✵✵ ✻✱✵✺✽✾❊✰✵✹

✭✶✶✱✶✺✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✹✾❊✰✵✵ ✻✱✵✺✽✾❊✰✵✹

✭✶✷✱✶✻✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✽✽❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✶❊✰✵✹

✭✶✸✱✶✼✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✵✺❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✵❊✰✵✹

✭✶✹✱✶✽✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✼✽❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✶❊✰✵✹

✭✶✺✱✶✾✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✼✵✶✻❊✰✵✵ ✻✱✵✺✽✾❊✰✵✹

✭✶✻✱✷✵✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✲✷✱✻✾✻✶❊✰✵✵ ✻✱✵✺✾✸❊✰✵✹

✸✳✹✳✷ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡ ❞é✜♥✐ ❛✐♥s✐ ✿

✭✶✮ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ α = 0.5117 ✱ β = 0.4883✱

✕ ❧❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡1 ✿ σ2
p = 1 ❡t σ2

q = 1✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡ ❡st vmax = 0.323✳

✭✷✮ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉♣♣♦rt ✿

✕ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❣ér❛♥t ❧❡s r❡❥❡ts ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r k✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠é♠♦r✐s❡r ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✿ k ≤ 10✱

✕ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r m ❡t k ✿ m
k
≤ 0.5✳

✸✳✹✳✷✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝✲

t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭✈♦✐r t❛❜❧❡ ✸✳✺ ❡t ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π γopt M (γopt,Π)

✭ ✶✱ ✷✮ ✶✵ ✲✵✱✷✹✼✹✽✸ ✵✱✸✶✼✸✽✽

✭ ✶✱ ✸✮ ✶✵✵ ✲✵✱✷✻✺✼✽✺ ✵✱✸✷✶✺✽✻

✭ ✶✱ ✹✮ ✶✵✵✵ ✲✵✱✶✸✵✽✶✽ ✵✱✸✷✷✼✸✶

✭ ✶✱ ✺✮ ✶✵✵✵✵ ✲✵✱✹✺✵✹✾✾ ✵✱✸✷✷✾✼✸

✭ ✶✱ ✻✮ ✶✵✵✵✵✵ ✵✱✶✶✾✻✵✹ ✵✱✸✹✻✽✹✷

✭ ✶✱ ✼✮ ✶✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱ ✽✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱ ✾✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✵✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✶✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✷✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✸✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✹✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✺✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✻✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✼✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✽✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✶✾✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

✭ ✶✱✷✵✮ ✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✶✱✵✹✼✾✷✶ ✵✱✺✵✵✷✼✹

❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s ❥✉sq✉✬à k = 20✳✮

✸✳✹✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❛❝❝❡♣tés

❉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s (1, k)✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

M(γopt, π) ≤ vmax✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

(1, 2) ❛✈❡❝ Π = 10 ✭M(γopt,Π) = 0, 317388✮✱

(1, 3) ❛✈❡❝ Π = 100 ✭M(γopt,Π) = 0, 321586✮✱

(1, 4) ❛✈❡❝ Π = 1000 ✭M(γopt,Π) = 0, 322731✮✱

(1, 5) ❛✈❡❝ Π = 1000 ✭M(γopt,Π) = 0, 322973✮✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮

t❡❧❧❡ q✉❡ m ≤ k − 5 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r k ≤ 20✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✻✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ♣❡✉ ✐♥✢✉❡♥❝é❡s ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s tr❛♥s♠✐s ✭♠♦✐♥s ❞❡ 7% ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳✮

✻✻



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣é✲

r✐❡✉r❡ ❞❡ vi✱ M(γopt, π)

✸✳✹✳✷✳✸ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ❡t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠✐sé

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✭ k ≤ 10✱ m
k
≤ 0.5✮ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ M (γopt,Π) ≤ 0.323✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧❡ts ✜❣✉r❡♥t ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳

P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ vi ❡t

♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✱✷✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r vi = 0.3173 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥

γ = −0.247483✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ❞és✐r❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡

✉♥ ♣❛tt❡r♥ (1, 5) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ γ = −0, 450499✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t vi = 0.3229✳ ❊♥

❢❛✐t✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s

q✉❡ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à

1, 75%✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉✬✐❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts

❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 4✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐str✐❜✉és✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t

❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❝❡s✲

s✉s ❝♦♥trô❧é✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❡✛❡ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✭♣❡rt❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱

❞é❧❛✐✱ ❡t❝✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡

✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r

❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✿ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡tés ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ rés❡❛✉✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ❡t ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❝♦♠♠❡♥t✱

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ r❡❥❡t ❝♦♥trô❧é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

❛❝❝❡♣tés

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π γopt M(γopt,Π)

✭ ✶✱ ✻✮ ✶✵✵✵✵✵ ✵✱✶✶✾✻✵✹ ✵✱✸✹✻✽✹✷

✭ ✷✱ ✼✮ ✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✶✼✸✷✶ ✵✱✸✷✷✾✽✼

✭ ✸✱ ✽✮ ✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷✶✼ ✵✱✸✷✷✾✽✺

✭ ✹✱ ✾✮ ✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✶✾✻✶✻✸ ✵✱✸✷✷✾✽✺

✭ ✺✱✶✵✮ ✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✹✽✸ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭ ✻✱✶✶✮ ✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✵✹✼✶ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭ ✼✱✶✷✮ ✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✺✹✼✹✸ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭ ✽✱✶✸✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✸✽✺✹✷ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭ ✾✱✶✹✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✶✺✾✶ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✵✱✶✺✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✻✸✶ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✶✱✶✻✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✶✹✽✶✺ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✷✱✶✼✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✸✺✻✾✸ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✸✱✶✽✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✺✷✾✺ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✹✱✶✾✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✶✺✹✶✼ ✵✱✸✷✷✾✽✹

✭✶✺✱✷✵✮ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✲✵✱✷✷✽✺✾✸ ✵✱✸✷✷✾✽✹

s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ❞♦♥♥é❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛

st❛❜✐❧✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ m ❡t ❞❡ k ❡t ♥♦♥ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉

s②stè♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡✈✐❡♥t✱ ❛❧♦rs à ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❞✉ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡ ❣❛✐♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

❞❡✉① ét✉❞❡s ❞❡ ❝❛s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥tr❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡

❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛

q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡

♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡

ét✉❞✐é ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✭s❡❝✲

t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♦r❞r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡①♣r✐♠és ❡♥

t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s ♣❡r✲

♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❞❡ k✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ✭❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡ ♣♦✉r

✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t✱

♣♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♣✉✐s ♥♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m ♣♦✉r t♦✉t❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ k ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡t ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡ ❝❡ ❝r✐✲

tèr❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡

❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❡r❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✹✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

✹✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❡st ❞é✜♥✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dx = Axdt + Budt + dvc ✭✹✳✶✮

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

Bloqueur ZoH

h


Capteurs


u

i

=-
Lx


i


Contrôleur


Messages rejetés

selon la contrainte


(m,k)-firm


dx
=
Axdt
+
Budt
+
dv

c


Processus à temps continu


x

i


u

i


❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ rés❡❛✉ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

♦ù x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✮ ❡t u ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❡❝

x ∈ R
p✱ u ∈ R

q✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s A ❡t B s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (p, p) ❡t

(p, q)✳ vc ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Rcdt ♦ù Rc ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

(p, p)✳

▲✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧é ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h✳ ▲✬ét❛t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é à ❧✬✐♥st❛♥t ih✱ ♥♦té xi ❡st ❡♥✈♦②é ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡

❞✐s❝r❡t q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ui = −Lxi i = 0, 1, 2... ✭✹✳✷✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧és s♦♥t

r❡❥❡tés sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♠♣❧❛♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ✭♠✱❦✮✲

♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥és ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡❥❡té s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r ♥❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✿

xi+1 = Φixi + Γiui + vi, i = 0, 1, 2... ✭✹✳✸✮

❛✈❡❝

Φi = eAfi

Γi =

∫ fih

0
eAsdsB

♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ fi ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐s❡s à

❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ vi ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ ✿

Eviv
T
i = R1 (fih) =

∫ fih

0
eAsRce

AT sds ✭✹✳✹✮

✼✵



✹✳✶✳ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t r❡❥❡tés ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ❛

fi +fi+1 +fi+m−1 = k ❡t fi = fi+m✱ ∀i > 0✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✹✳✸ ❡st ❛✐♥s✐ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

m✱ à s❛✈♦✐r Φi = Φi+m✱ Γi = Γi+m✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

❞♦♥♥é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♣♦✉r i ∈ [0, m − 1]✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t

❞♦♥♥é ❧❡ (2, 7)✲♣❛tt❡r♥ Π = 1001000✱ ♦♥ ❛ f0 = 3✱ f1 = 4✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✳✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s

▲❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❝❤❛r✐♦t q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r s✉r ✉♥ r❛✐❧ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡ ❝❤❛r✐♦t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

ét✉❞❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ♠❡♥és s♦✉s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛r✐♦t à r♦✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t

✈✐sq✉❡✉①✳

◆♦t♦♥s d✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ♠❡s✉ré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ r❡♣èr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ḋ ❧❛

✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡st xT = [d, ḋ]✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s p ❡t q

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♥t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à 2 ❡t 1✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é

❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

d̈ = −k1ḋ + k2u ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s k1 = 12.6559 ❡t k2 = 1.9243 ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✹✳✶ ❛✈❡❝✱ ❞❛♥s ❝❡t

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❡①❡♠♣❧❡✱ A =

[

0 1

0 −k1

]

✱ B =

[

0

k2

]

❡t vc = 0✳

▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ h✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❧✬ét❛t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t

❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

xi+1 = Φ(h) xi + Γ (h)ui ✭✹✳✻✮

❛✈❡❝ Φ (h) =

[

1 1−e−k1h

k1

0 e−k1h

]

❡t Γ (h) = k2
k1

[

h − 1−e−k1h

k1

1 − e−k1h

]

✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ui = L (xref − xi) ✭✹✳✼✮

♦ù L ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ L =
[

kc kd

]

❡t xref ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r xref❂
[

dref 0
]T

✱ ❛✈❡❝

dref ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭✏r✉❧❡ ♦❢

t❤✉♠❜✑✮ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❆str♦♠✾✼❪ ✿ 0.2 ≤ ω0h ≤ 0.6 ♦ù ω0 ❡st ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t

✭ω0 = 20✮ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ h ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.01, 0.03]✳

❊♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡

✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡t ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✮ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ h = 0.01s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ h ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h = 0.01s ❝❤♦✐s✐❡✱ kc,0.01 ❡t kd,0.01 s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❝❧❛ss✐✲

q✉❡♠❡♥t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲◗❘ ✭❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r✮ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❆str♦♠✾✼❪

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ kc,0.01 = 121 ❡t kd,0.01 = 6.5✳

✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✲ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✜♥ q✉❡

❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s s♦✐❡♥t ♠❡♥é❡s ✐❝✐ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡

♦r❞r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s❛♥s ❣r❛♥❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✬❛✉tr❡s

s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

✼✷



✹✳✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✲ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k

❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❞❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❈♦♥trô❧❡ ✭◗❞❈✮✳

◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ k✱ ❞❡ m ❡t ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳ ❊♥

❢❛✐t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❡t ♣❡✉t

s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ m
k

≤ tauxmax ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ m

♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲

✜r♠✱ ✐❧ r❡st❡r❛ st❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

kmax✱ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ k ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠✱ ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡

st❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✈❡❝ m ≤ k ❡t k ≤ kmax✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐

q✉❡ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ r❡st❡r❛ st❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♣ér✐♦❞❡s

♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✭❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ✐❝✐✱ ❧❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡

❞✐✛ér❡♥t❡s ♣ér✐♦❞❡s s♦✉s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡✱ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ♥♦♥

st❛❜✐❧✐té ❬❙❝❤✐♥❦❡❧✵✷❪✮✳

P❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✹✳✸✱ ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré

❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✈❛r✐❛♥ts s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❡t

❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ k ❢♦✐s ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ q✉❡ s❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ h✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡

❞❡ k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ hc ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛

st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳

❙♦✐t Ψ (hc) = Φ (hc) − Γ (hc) L✱ ♦♥ ❛ ✿

Ψ (hc) =

[

1 − kc
k2
k1

(

hc −
1−e−k1hc

k1

)

1−e−k1hc

k1
− kd

k2
k1

(

hc −
1−e−k1hc

k1

)

kc
k2
k1

(

1 − e−k1hc
)

e−k1hc − kd
k2
k1

(

1 − e−k1hc
)

]

❉✬❛♣rès ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❏✉r② ❬❋r❡❡♠❛♥✻✸❪✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❡st ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ a2 < 1,

✷✳ a2 > a1 − 1,

✸✳ a2 > −a1 − 1

♦ù a1 = Ψ1,1Ψ2,2−Ψ1,2Ψ2,1✱ a2 = −Ψ1,1−Ψ2,2 ❛✈❡❝ Ψi,j ❧✬é❧é♠❡♥t s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ iime ❧✐❣♥❡

❡t ❧❛ jime ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐① Ψ ❀ a1❡t a2 s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

✭kc✱ kd✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ hc✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡

tr✐♣❧❡ts (kc, kd, hc)✳

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

kd ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ✜①❡ kd = 6.5 q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ h = 0.01s✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✭Mathematica✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡

❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ hc ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r kc ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡

❞é❞✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❏✉r② ✿

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ kc ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ hc✱ ♣♦✉r kd ✜①é✱ ❡st ♥♦té❡ kcMax (hc) ❀ ❡❧❧❡ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

kcMax (hc) =

{

kc1 (hc) s✐ kc1 (hc) < kcLim (hc)

kc2 (hc) s✐ kc1 (hc) > kcLim (hc)

♦ù

kcLim (hc) =
4k1e

k1hc

hck2 (ek1hc − 1)

kc1 (hc) =
2k1

(

k1 + k1e
k1hc + k2kd − k2kde

k1hc
)

k2 (2 − 2ek1hc + hck1 + hck1ek1hc)

kc2 (hc) =
k1 (k1 + k2kd)

k2 (−1 − hck1 + ek1hc)

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭hc✱ kc✮ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❏✉r② s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

❈❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❡st ❤❛❝❤✉ré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳

P♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ kc✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡t ♥♦té❡ kc,0.01✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ♥♦té❡ hc,0.01 ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❜s❝✐ss❡

❞✉ ♣♦✐♥t P s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐✲

♥❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♥♦té❡ hmax✱ ❞♦✐t êtr❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡

✼✹



✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ m ❡t ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥

P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❤❛r✐♦t

d̈ = −k1ḋ + k2u

k1 = 12.6559

k2 = 1.9243

P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

ut =
[

kc kd

]

(xref − xt)

h = 0.01

kc = 121

kd = 6.5

❱❛❧❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ k 1 < k ≤ 14

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ✈❛❧❡✉r ❞❡ k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k)✲✜r♠

❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ hmax =
⌊

hc,0.01

hnominal

⌋

hnominal ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡

❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r kmax = hmax

hnominal
✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ s✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ré❣✐♦♥

❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡ m
k

>

tauxmax✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧és ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ré✲

❛♣♣❧✐q✉é❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝❤❛r✐♦t ❡t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣rés❡r✈❛♥t s❛ st❛❜✐❧✐té s♦♥t rés✉♠és

❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳

✹✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✲ ❉✐s❝✉s✲

s✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ m ❡t ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k ❛✈❡❝ 1 ≤ m ≤ k✱ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s②stè♠❡

r❡st❡ st❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡

✭◗✉❛❧✐té ❞✉ ❈♦♥trô❧❡ ✲ ◗❞❈✮ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s à ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s s✉r ❝❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❞é✜♥✐r

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭tauxmax ≤ m
k
✮✱ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦

s❡❧♦♥ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✹✳✸✳✶ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✭ḋ0 = 0✮ à ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝❡♥t✐♠ètr❡s ✭dref = 0.02m✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭d0 = 0✮✳

▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ▲◗❘✱ J(m,k,Π)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞♦♥♥é❡ (m, k,Π)✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

J(m,k,π) =
1

N

N
∑

i=1

(

(di − dref )2 + Ru2
i

)

✭✹✳✽✮

♦ù ✿

✕ Nh ❡st ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱

✕ ❡t R ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✳

P❧✉s ❧❡ ❝♦ût ✹✳✽ ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣✐r❡ s❡r❛ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❖♣t✐♠✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ r❡✈✐❡♥✲

❞r❛✐t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ Q(m,k,Π) q✉✐ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✿

Q(m,k,Π) =
J(m,k,π) − J✐❞é❛❧

J✐❞é❛❧

♦ù Jideal ❡st ❧❡ ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ▲◗❘ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, 1)✮✳

▲✬❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ♥♦té T(m,k) ✿

T(m,k) =
m

k

▲❡ s②stè♠❡ ❡st s✐♠✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✹✳✽ ❡st é✈❛✲

❧✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r k ≤ 10✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ✐❞é❛❧❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❝❡

❝❛s ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲✜r♠✮ ❡st ✿

J✐❞é❛❧ = 4.516.10−3

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r 2❝♠ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳

✹✳✸✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡t ✐♠♣❛❝t

❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ Π

❉❛♥s ❝❡tt❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s k = 10 ❡t ét✉❞✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✿

✕ t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (1, 10)✱

✕ t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (2, 10) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 8✱

✕ ♣✉✐s✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (5, 10) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

5✱

✼✻



✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ m ❡t ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r 2 ❝♠ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲✜r♠

✭s❛♥s r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳

✹✳✸✳✷✳✶ P❛tt❡r♥ (1, 10)

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ◗❞❈ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (1, 10)✲✜r♠ ✭T(m,k) = m
k

= 0.1)✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉s ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ♦❜t❡♥✉s

♣♦✉r ✉♥ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ 0✱ 1✱ ✳ ✳ ✳✱ 9✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡

❧❛ ❞és②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭t0) ❡t ❧✬✐♥st❛♥t

❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭à t0✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Π [0]✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❝❡ q✉✬✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t

♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♣❡♥s❡r ✿ ♣❧✉s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❡st ❧♦♥❣✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t0✱ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡

❡st ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡♥ ❡✛❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡ss❛✐✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ ❡st r❡t❛r❞é❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ h✱ 2h✱ ✳ ✳ ✳✱ 9h✮✳

▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s

q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳

✹✳✸✳✷✳✷ P❛tt❡r♥ (2, 10) ❝♦♠♣r❡♥❛♥t 8 r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (2, 10)✲✜r♠ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❛♥t ✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ ❞❡✉① 1 ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s 0, 1✱ ♣✉✐s 1, 2✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❝♦ûts ❞♦♥♥és ❞❛♥s

❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✹✳✷✱

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✾ ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦ût ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ Π = 1100000000 ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ u0 ❡t ♦♥ ré❞✉✐t ❝❡tt❡

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ (1, 10)✲✜r♠✳ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❛♥s

✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳

Π✱ (1, 10)✲♣❛tt❡r♥ ❈♦ût J(1,10,Π) ❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ Q(1,10,Π)✭✪✮

✶✵✵✵✵✵✵✵✵✵ ✾✱✼✶❊✲✵✸ ✶✶✹✱✾✸✪

✵✶✵✵✵✵✵✵✵✵ ✶✱✵✶❊✲✵✷ ✶✷✸✱✼✾✪

✵✵✶✵✵✵✵✵✵✵ ✶✱✵✺❊✲✵✷ ✶✸✷✱✻✹✪

✵✵✵✶✵✵✵✵✵✵ ✶✱✵✾❊✲✵✷ ✶✹✶✱✺✵✪

✵✵✵✵✶✵✵✵✵✵ ✶✱✶✸❊✲✵✷ ✶✺✵✱✸✺✪

✵✵✵✵✵✶✵✵✵✵ ✶✱✶✼❊✲✵✷ ✶✺✾✱✷✶✪

✵✵✵✵✵✵✶✵✵✵ ✶✱✷✶❊✲✵✷ ✶✻✽✱✵✼✪

✵✵✵✵✵✵✵✶✵✵ ✶✱✷✺❊✲✵✷ ✶✼✻✱✾✷✪

✵✵✵✵✵✵✵✵✶✵ ✶✱✷✾❊✲✵✷ ✶✽✺✱✼✽✪

✵✵✵✵✵✵✵✵✵✶ ✶✱✸✸❊✲✵✷ ✶✾✹✱✻✹✪

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s (2, 10)✲✜r♠✳ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 2 é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳

Π✱ (2, 10)✲♣❛tt❡r♥ ❈♦ût J(2,10,Π) ❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ Q(2,10,Π)✭✪✮

✶✶✵✵✵✵✵✵✵✵ ✼✱✼✺❊✲✵✸ ✼✶✱✻✺✪

✵✶✶✵✵✵✵✵✵✵ ✽✱✶✺❊✲✵✸ ✽✵✱✺✶✪

✵✵✶✶✵✵✵✵✵✵ ✽✱✺✺❊✲✵✸ ✽✾✱✸✼✪

✵✵✵✶✶✵✵✵✵✵ ✽✱✾✺❊✲✵✸ ✾✽✱✷✷✪

✵✵✵✵✶✶✵✵✵✵ ✾✱✸✺❊✲✵✸ ✶✵✼✱✵✽✪

✵✵✵✵✵✶✶✵✵✵ ✾✱✼✺❊✲✵✸ ✶✶✺✱✾✹✪

✵✵✵✵✵✵✶✶✵✵ ✶✱✵✷❊✲✵✷ ✶✷✹✱✼✾✪

✵✵✵✵✵✵✵✶✶✵ ✶✱✵✻❊✲✵✷ ✶✸✸✱✻✺✪

✵✵✵✵✵✵✵✵✶✶ ✶✱✶✵❊✲✵✷ ✶✹✷✱✺✶✪

✶✵✵✵✵✵✵✵✵✶ ✼✱✶✺❊✲✵✸ ✺✽✱✸✵✪

✼✽



✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ m ❡t ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s (5, 10)✲✜r♠✲ ✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 5 é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳

Π✱ (5, 10)✲♣❛tt❡r♥s ❈♦ût J(5,10,Π) ❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ Q(5,10,Π)✭✪✮

✶✶✶✶✶✵✵✵✵✵ ✺✱✸✽❊✲✵✸ ✶✾✱✵✶✪

✵✶✶✶✶✶✵✵✵✵ ✺✱✼✽❊✲✵✸ ✷✼✱✽✼✪

✵✵✶✶✶✶✶✵✵✵ ✻✱✶✽❊✲✵✸ ✸✻✱✼✷✪

✵✵✵✶✶✶✶✶✵✵ ✻✱✺✽❊✲✵✸ ✹✺✱✺✽✪

✵✵✵✵✶✶✶✶✶✵ ✻✱✾✽❊✲✵✸ ✺✹✱✹✹✪

✵✵✵✵✵✶✶✶✶✶ ✼✱✸✽❊✲✵✸ ✻✸✱✷✾✪

✶✵✵✵✵✵✶✶✶✶ ✹✱✾✽❊✲✵✸ ✶✵✱✸✹✪

✶✶✵✵✵✵✵✶✶✶ ✺✱✶✽❊✲✵✸ ✶✹✱✼✽✪

✶✶✶✵✵✵✵✵✶✶ ✺✱✸✹❊✲✵✸ ✶✽✱✷✵✪

✶✶✶✶✵✵✵✵✵✶ ✺✱✹✵❊✲✵✸ ✶✾✱✻✹✪

✈❛❧❡✉r u1 à t1 = h✳ ❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r s❡r❛ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❥✉sq✉✬à t10 = 10h ✿ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛tt❡r♥

Π =1000000001✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❡t ♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❥✉sq✉✬à

t9 = 9h ❀ u0 ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡ u1 ♠❛✐♥t❡♥✉ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ♣ré❝é❞❡♥t

❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✈❛ ré❛❣✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à tk−1 = (k−1)h✱

❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, 10)✳

❙✉r ❧❡s ✾ ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 1

♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût✳ ▲❛ ♣✐r❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 194, 6% ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, 10) ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ 142% ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (2, 10)✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉① à 0.1 ❡t 0.2✳

✹✳✸✳✷✳✸ P❛tt❡r♥ (5, 10) ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✺ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r s✐ ❡♥ ❛❝❝r♦îss❛♥t ❧❛ s✉✐t❡

❝♦♥sé❝✉t✐✈❡ ❞❡ ✶✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✬❛♠é❧✐♦r❛✐❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s

❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 5 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s tr❛♥s♠✐s s✉❝❝❡ss✐❢s s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (5, 10)✲♣❛tt❡r♥✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✹ ❡t ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣✐r❡

✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ 63.3% t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st

❞❡ 0.5✳

✹✳✸✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❛✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s❡✉❧ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ✐♠♣❛❝t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉

❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❡❥❡ts ❞❛♥s

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦ûts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (1, 10)✱ (2, 10) ❡t (5, 10) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ Π✳ ▲❡s ♣❛tt❡r♥ (m, 10) ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t t♦✉s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 10 − m

✶ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳

❧❡ t❡♠♣s ❥♦✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❝♦ûts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧❡s ♣❛tt❡r♥ (1, 10)✱ (2, 10) ❡t (5, 10) ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉✐t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✾✱ ✽ ❡t ✺ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❝♦♥sé❝✉t✐❢s ♥♦♥ tr❛♥s♠✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❛❝❝❡♣tés✱ ❧❡ ♣❛tt❡r♥ (5, 10) ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛tt❡r♥ (1, 10) ❡st

❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦ût ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❛tt❡r♥ (1, 10) ❡t ❧❡ ♣❛tt❡r♥

(5, 10) ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 38% ❡t 60%✳

✹✳✸✳✷✳✺ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❙✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r

q✉❡ ❧❡s ♣✐r❡s ❝♦ûts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♦✛r❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ✭✐♥❞✐❝❛t❡✉r✮✱ ♥♦té Jmax
(m,k) q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Jmax
(m,k) = max

ΠǫΠ(m,k)

J(m,k,Π)

♦ù Π(m,k) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭♠✱❦✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s m ❡t k ✭♣❛r❛♠ètr❡

k ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Jmax
(m,k)✳ ❉❡ ❧❛

♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦✉s

▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳

✽✵



✹✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ m ❡t ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭k ≤ 10 ❡t T(m,k) ≤ 0.25✮ ❡t (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Jmax
(m,k)

(m, k) πroot
(m,k) ❈♦ût Jmax

(m,k) Q(5,10,Π) ♠❛① ✭✪✮ ❈♦ût Jmin
(m,k) T(m,k) s(πroot

(m,k))

(1, 4) 1000 6, 28E − 03 39, 14 5, 08E − 03 0, 250 3

(1, 5) 10000 7, 04E − 03 55, 88 5, 44E − 03 0, 200 4

(1, 6) 100000 11, 7E − 03 159, 21 5, 91E − 03 0, 167 5

(1, 7) 1000000 12, 1E − 03 168, 07 6, 53E − 03 0, 143 6

(1, 8) 10000000 12, 5E − 03 176, 92 7, 34E − 03 0, 125 7

(1, 9) 100000000 12, 9E − 03 185, 78 8, 37E − 03 0, 111 8

(1, 10) 1000000000 13, 3E − 03 194, 64 7, 15E − 03 0, 100 9

(2, 8) 11000000 10, 2E − 03 124, 79 5, 90E − 03 0, 250 6

(2, 8) 10100000 8, 83E − 03 95, 59 5, 49E − 03 0, 250 5

(2, 8) 10010000 7, 22E − 03 59, 95 5, 23E − 03 0, 250 4

(2, 9) 110000000 10, 6E − 03 133, 65 6, 43E − 03 0, 222 7

(2, 9) 101000000 9, 23E − 03 104, 44 6, 03E − 03 0, 222 6

(2, 9) 100100000 8, 17E − 03 80, 93 5, 61E − 03 0, 222 5

(2, 9) 100010000 7, 11E − 03 57, 36 5, 32E − 03 0, 222 4

(2, 10) 1100000000 11, 0E − 03 142, 51 7, 15E − 03 0, 200 8

(2, 10) 1010000000 9, 63E − 03 113, 30 6, 13E − 03 0, 200 7

(2, 10) 1001000000 8, 57E − 03 89, 78 5, 62E − 03 0, 200 6

(2, 10) 1000100000 7, 70E − 03 61, 61 5, 41E − 03 0, 200 5

✹✳✸✳✸ ▼❡✐❧❧❡✉r ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ Π ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❜♦r♥é ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

T(m,k) ≤ Tmax = 0.25

❡t q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st

✐♠♣❧❛♥té❡✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✿

k ≤ 10

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m ❡t ❞❡ k ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡

❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Jmax
(m,k)✳

P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❝❛s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✳

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Πroot
(m,k) s♦♥t ❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ♥♦tés πroot

(m,k) ♣❛r ♣❡r✲

♠✉t❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ (2, 8)✲♣❛tt❡r♥✱

πroot
(2,8) = 10100000✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Πroot

(m,k) =④ ✶✵✶✵✵✵✵✵✱ ✵✶✵✶✵✵✵✵✱ ✵✵✶✵✶✵✵✵✱ ✵✵✵✶✵✶✵✵✱

✵✵✵✵✶✵✶✵✱ ✵✵✵✵✵✶✵✶✱ ✶✵✵✵✵✵✶✵✱ ✵✶✵✵✵✵✵✶⑥ ✳▲❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♣❛tt❡r♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❡st ♥♦té❡ s(πroot
(m,k))✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ πroot

(2,8) t❡❧ q✉❡ s(πroot
(2,8)) = 3 ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t πroot
(2,10) t❡❧ q✉❡ s(πroot

(2,10)) = 4✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à πroot
(1,4) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t πroot

(1,5) ✳✮ ❉❛♥s

❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t Jmin
(m,k) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦ût tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

❡♥s❡♠❜❧❡ Πroot
(m,k) ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭3me ❝♦❧♦♥♥❡✮ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✱

Πoptimal ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r Πoptimal = Π1,4 = 1000 ✭♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛tt❡r♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t Π2,8 =

10001000✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ 5 ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣❛tt❡r♥✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Jmin
(m,k)❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r Πoptimal✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱ ❡t s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

é♥♦♥❝é❡s ✭m
k
≤ 0.25 ❡t k ≤ 10✮✱ q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥ ✏✉♥✐❢♦r♠❡s✑ ♦✛r❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉

rés❡❛✉ ❡t q✉✐ ❡st ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥tr❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❝♦♥trô✲

❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ ♥♦✉s

✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡st❡ st❛❜❧❡✳ P✉✐s✱ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❡t ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ét✉❞❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ s②stè♠❡

❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s s❛♥s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛✉① ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡

s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

◆♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❬❇❡♥●❛✐❞✵✻❜❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❢♦r♠❡

✹✳✽ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ◗❞❈✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞é♣❡♥❞ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡

❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x0 ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ◗❞❈ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱

♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✉♥❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ◗❞❈ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬ét❛t

✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s kc❡t kd✮

♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h ❡t q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛❞♠✐s✲

s✐❜❧❡ kh✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦ût✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✏❛❞❛♣t❛t✐❢✑ ❡t ❛✐♥s✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s rés❡❛✉ ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❞✐str✐❜✉é

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ét❛✐t s♣é❝✐✜é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ❝♦♥trô✲

❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ét❛✐t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (1, k)✲✜r♠✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r k✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

m ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞♦♥✲

♥é❡ ét❛✐t ❢❛✐t❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛tt❡r♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

❝❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ ♣r❡♥❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r✱ ❡♥

t❡♠♣s ré❡❧✱ ❛✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳ ▲♦rsq✉❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡❥❡té s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r

❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠✐sé ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡

♠❡ss❛❣❡s r❡❥❡tés✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣❛✐♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❡t q✉✐ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s✱ ❡♥ ❢❛✐t✱

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣r♦♣♦sé❡

❞❛♥s ❬●✉st❛❢ss♦♥✾✶❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❲✐s❝♦♥s✐♥✲

▼❛❞✐s♦♥ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

❡t ❛♣♣❧✐q✉❡♥t✱ à ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❜r✉✐t✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛tt❡r♥✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❊❦❡r✵✵❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t✱ ❡✉①✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝

❜r✉✐t ❡t ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❀ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧s ❝♦♥ç♦✐✈❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r

✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ P✉✐s s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t✱

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

❝♦♥♥❛✐ss❛♥t m ❡t k✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ ▲❡s

tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✺✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dx = Axdt + Budt + dvc

❛✈❡❝ x ∈ R
p✱ u ∈ R

q✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (p, p) ❡t (p, q)✳ vc ❡st

✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Rcdt ♦ù Rc ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (p, p)✳

✺✳✶✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J = E

(∫ Nh

0
(xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t))dt + xT (Nh)Qx(Nh)

)

✭✺✳✶✮

♦ù Q ❡t R s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦♥❞ér❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❀ N ❡st

♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ k ❡st

é✈❛❧✉é ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✶ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ m ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥

✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥é ✿

J = E





m N
k
−1

∑

i=0

(

xT
i Q

′

ixi + 2xT
i Miui + uT

i R
′

iui

)



+ E
(

xT
m N

k

Q
′

0xm N
k

)

+

m N
k
−1

∑

i=0

J̄i ✭✺✳✷✮

♦ù

Q
′

i =

∫ fih

0
ΦT (s)QΦ (s) ds

Mi =

∫ fih

0
ΦT (s)QΓ (s) ds

R
′

i =

∫ fih

0

(

ΓT (s)QΓ (s) + R
)

ds

J̄i = tr

(

Q

∫ fih

0
Rc (s) ds

)

✭✺✳✸✮

❛✈❡❝ Φ (t) = eAt ❡t Γ (s) =
∫ s

0 eAtdtB✳

✽✹



✺✳✶✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u = −Lix i = 0, 1, 2... ✭✺✳✹✮

♦ù Li ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r fi✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ime é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡ (i+1)me

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Li | iǫ [0, m]}✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s m ❣❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✷✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✺✳✹ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡s Li s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐

s✉✐✈❛♥t❡ ❬●✉st❛❢ss♦♥✾✶❪ ✿

Li =
(

ΓT
i SiΓi + R

′

i

)−1
(

ΓT
i SiΦi + MT

i

)

✭✺✳✺✮

♦ù Γi = Γ(fih) ❡t Φi = Φ(fih)✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Si✱ i = 0, 1, .. s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Sm N
k

= Q
′

0

Sj = ΦT
j Sj+1Φj + Q

′

j ✭✺✳✻✮

−
(

ΓT
j Sj+1Φj + MT

j

)T
(

ΓT
j Sj+1Γj + R

′

j

)−1
(

ΓT
j Sj+1Φj + MT

j

)

♣♦✉r 0 ≤ j ≤ m
N

k
− 1

❉✉ ❢❛✐t q✉❡ Φi = Φi+m ❡t Γi = Γi+m✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ✺✳✻ ❡st ❛✉ss✐

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à m é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ❞❡ ❞✉ré❡ kh q✉❛♥❞ ❧✬❤♦r✐③♦♥

t❡♠♣♦r❡❧ mN
k
− 1 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣ ❬❇✐tt❛♥t✐✾✶❪✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✿

Si = Si+m

❊t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ m ✿

Li = Li+m

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥♥é✱ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s Li q✉✐

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ r❡❥❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

✺✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦ût ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❣❛✐♥s ❛❞❛♣t❛t✐❢s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦ût ✺✳✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✺✳✹✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és m✱ k ❡t ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✷ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝

❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ▲◗ ✺✳✹ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬●✉st❛❢ss♦♥✾✶❪ ♣❛r ✿

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

J = mT
0 S0m0 +

m N
k
−1

∑

i=0

trSi+1R1 (fih) +

m N
k
−1

∑

i=0

J̄i ✭✺✳✼✮

♦ù m0 = E(x0) ❡t R1 (t) =
∫ t

0 eAsQeAT sds

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ R1 (t) =
∫ t

0 eAsQeAT sds ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✐♥s✐ ❬▲♦❛♥✼✽❪ ✿

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

[

˙x1(t)

ẋ2(t)

]

=

[

−A Q

0 AT

][

x1(t)

x2(t)

]

q✉✐ ❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[

x1 (t)

x2 (t)

]

= exp

([

−A Q

0 AT

]

t

)[

x1 (0)

x2 (0)

]

✭✺✳✽✮

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✐♥s✐ ✿

x2 (t) = eAT tx2 (0)

⇒ ẋ1 (t) = −Ax1 (t) + QeAT tx2 (0)

⇒ x1 (t) = e−Atx1 (0) + e−At

∫ t

0
eAsQeAT sdsx2 (0)

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

[

Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

]

= exp

([

−A Q

0 AT

]

t

)

❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✽ s✬é❝r✐t ✿

x1 (t) = Ψ11x1 (0) + Ψ12x2 (0)

x2 (t) = Ψ21x1 (0) + Ψ22x2 (0)

❙♦✐t ✿

R1 (t) =

∫ t

0
eAsQeAT sds = ΨT

22Ψ12

◗✉❛♥❞ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ lim mN
k
→ ∞✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡①❡r❝é❡

♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✹✳✸ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t

❞✬ét✉❞✐❡r✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✺✳✼✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

✭♥♦té❡ Jp✮✱ ❡t ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✽✻



✺✳✶✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ●❛✐♥s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✭L1 ❡t L2✮ ❡t ❝♦ût J ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (2, 10)✲♣❛tt❡r♥ ♣♦ss✐❜❧❡s

✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ L1 L2 ❈♦ût J ❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ Jideal−J
Jideal

(1100000000)

[

134, 3256

7, 1250

] [

76, 2856

4, 8871

]

1, 9808E − 04 5, 29%

(1010000000)

[

122, 7504

6, 7256

] [

80, 9296

5, 0942

]

1, 9698E − 04 4, 71%

(1001000000)

[

113, 3148

6, 3860

] [

86, 0930

5, 3175

]

1, 9617E − 04 4, 28%

(1000100000)

[

105, 3446

6, 0894

] [

91, 8736

5, 5593

]

1, 9573E − 04 4, 05%

(1000010000)

[

98.3922

5.8224

]

s❛♥s ♦❜❥❡t 1, 9559E − 04 3, 97%

♣❛s ❞❡ r❡❥❡t

[

128, 4591

6, 8222

]

s❛♥s ♦❜❥❡t 1, 8812E − 04 s❛♥s ♦❜❥❡t

Jp =
m−1
∑

i=0

trSi+1R1 (fih) +
m−1
∑

i=0

J̄i ✭✺✳✾✮

❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ❝♦ût st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (2, 10)✲✜r♠✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✷✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♠❛✐s ✐♥té❣r❡ ❧❡

❜r✉✐t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ✳

❙♦✐t ✉♥ ❜r✉✐t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Rc =

[

0, 005625 −0, 075

−0, 075 1

]

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Q ❡t R ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

Q =

[

1 0

0 0

]

✭✺✳✶✵✮

R = 0, 00006 ✭✺✳✶✶✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (2, 10) s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ (2, 10)✲♣❛tt❡r♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭1000010000)

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦ût✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦ûts s♦♥t très ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉

❝♦ût ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦ût ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ✭Jideale✮ s❛♥s r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 5, 3% ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s (2, 10)✲♣❛tt❡r♥✳

✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞♦♥♥é❡

✭m ❡t k ❞♦♥♥és✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ❞ér✐✈❡ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✷✳

❚♦✉t ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] ♦ù ❝❤❛q✉❡

✈❛r✐❛❜❧❡ fi ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s h✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♣♦✉r

i ∈ [0, m − 1] q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût Jp(f0, f1, .., fm−1)

❡♥ fi✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [0, m − 1]✱ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❧♦rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs fi ♣♦✉r i ∈ [0, m − 1]✳

P✉✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✺✳✷✳✶ ❉ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à fi ✭i ∈ [0, m − 1]✮✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✾✮

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Jp(f0, f1, .., fm−1) =
m−1
∑

i=0

(trSi+1(f0, f1, .., fm−1)R1 (fih)) +
m−1
∑

i=0

J̄i(f0, f1, .., fm−1)

❖♥ ♥♦t❡ F = {fi}i=0,1..m−1✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✾ ❡♥ fi

♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] ❡st ❛❧♦rs ✿

dJp (F )

dfi
=

m−1
∑

i=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fih) + trSi+1(F )

dR1 (fih)

dfi
+

dJ̄i(F )

dfi
✭✺✳✶✷✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳

✺✳✷✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✺✳✾✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

✽✽



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

Pr♦❜❧è♠❡ ✶

❚r♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f0, f1, . . . , fm−1

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t Jp (F )

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑m−1

i=0 fi = k

fi ≥ 1 ❡t fiǫN♣♦✉r i ∈ [0, m − 1]

m, kǫN∗, m < k, m, k ❞♦♥♥és

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s

s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡r✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é✲

♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✱ ✶✾✽✺ ❀ ❬◆❛❜❛r✾✶✱ ❇♦r❝❤❡rs✾✹✱ ❙t✉❜❜s✾✻✱ ▲❡②✛❡r✾✽❪✮

❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P✴◆▲P ❜❛s❡❞ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❬◗✉❡s❛❞❛✾✷❪✱

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❡♥❞❡rs ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❡♥❞❡rs ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮

❬●❡♦✛r✐♦♥✼✷❪✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖✉t❡r✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❉✉r❛♥❛♥❞✽✻✱ ❨✉❛♥✽✽✱ ❋❧❡t❝❤❡r✾✹❪ ♦✉ ❧❛ ♠é✲

t❤♦❞❡ P❧❛♥t ❙é❝❛♥t ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥❡ ▼❡t❤♦❞✮ ❬❲❡st❡r❧✉♥❞✾✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱

❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r q✉✐

② s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

✺✳✷✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ✲ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s R

❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r

❬❑✉❤♥✺✶❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s K ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡t J ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✷

❉ét❡r♠✐♥❡r X0

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f (X)

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t ✿ gi (X0) ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., K

❡t hj (X0) = 0 ♣♦✉r j = 1, 2.., J

❛✈❡❝ f : R
n → R ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

gi : R
n → R

hj : R
n → R

❙♦✐t ui ❡t vj s♦♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ iime

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡t à ❧❛ jime ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r s♦♥t

❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

✶✳ df
dxl

(X0) −
∑K

i=1 ui
dgi(X0)

dxl
−
∑J

j=1 vj
dhj(X0)

dxl
= 0 ♣♦✉r l = 1, 2.., card(X0)

✷✳ gi (X0) ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., K

✸✳ hj (X0) = 0 ♣♦✉r j = 1, 2.., J ❀

✹✳ uigi (X0) = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., K

✺✳ ui ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., K✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té s♦✐❡♥t t♦✉t❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té s♦✐❡♥t t♦✉t❡s ❝♦♥❝❛✈❡s✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ❧❡ tr✐♣❧❡t (X0, U0, V0)

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ❝✐✲❞❡ss✉s✱ X0 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✳

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t X0 ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f (X) ❡♥ rés♦❧✈❛♥t

❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r

✐❧❧✉str❡r ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r s✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

●râ❝❡ à ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞é❝♦✉✈r♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ✿ ♣❧✉s ❧❡s ✬✶✬ s♦♥t

❞✐str✐❜✉és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st ♣❡t✐t❡✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r s✉r ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✶ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ fiǫN ♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] ❀ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s R✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✶ ♣❡✉t

êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

f (F ) = Jp (F ) =
∑m−1

l=0 (trSj+1 (F ) R1(flh) + J̄l(F ))

g1 (F ) = f0 − 1
✳✳✳

gm (F ) = fm−1 − 1

h1 (F ) = f0 + f1 + . . . + fm−1 − k

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(F ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ fi s♦♥t ✿

dJp (F )

dfi
=

m−1
∑

l=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (flh) + trSi+1(F )

dR1 (F )

dfi
+

dJ̄l(F )

dfi

❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✶✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✿

✶✳ dJp(F )
dfi

− u1
dg1(F )

dfi
... − um

dgm(F )
dfi

− v1
dh1(F )

dfi
= 0 ♣♦✉r i = 0, 2.., m − 1

✷✳ fi − 1 ≥ 0 ♣♦✉r i = 0, 1.., m − 1 ❀

✸✳ f0 + f1 + . . . + fm−1 − k = 0

✹✳ ui (fi−1 − 1) = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m ❀

✺✳ ui ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m✳

✾✵



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

P✉✐sq✉❡ u1
dg1(F )

dfi
... + um

dgm−1(F )
dfi

= ui ❡t v1
dh1(F )

dfi
= v1✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

dJp (F )

dfi
− ui − v1 = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m

❉❡ ❉✳✷✱ ❉✳✸ ❡t ❉✳✹ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✱ ♦♥ ❛

m−1
∑

j=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fih)+trSi+1heAfiRce

AT fi +tr (QR1 (fi) h)−ui−v1 = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ ui = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✹ ❡t ✺ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣✲

♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ fi = k
m

♣♦✉r i = 1, 2.., m✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❉❡

❬❇✐tt❛♥t✐✾✶❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ Si = Si+1 ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠✲

♣♦r❡❧ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣✳ ❆✐♥s✐ s✐ f0 = f1 . . . = fm−1✱ ❧❡s t❡r♠❡s
∑m−1

j=0 tr
dSj+1(F )

dfi
R1 (fih)✱

trSi+1heAfiRce
AT fi ❡t tr (QR1 (fi) h) s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts q✉❡❧q✉❡ s♦✐t i✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st

s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ fi = k
m
✱ ui = 0 ♣♦✉r i = 1, 2.., m ✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù fi ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Jp (F ) ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱

❛❧♦rs ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ fi i = 0, 1, ..,m − 1 s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ Jp (F ) ❞✐♠✐♥✉❡✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s N ✲ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❇r❛♥❝❤

❛♥❞ ❇♦✉♥❞✮

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱

❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✶✾✻✵

♣❛r ▲❛♥❞ ❡t ❉♦✐❣ ❬▲❛♥❞✻✵❪ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭tr❛✲

✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥ ❛✐❡♥t ✈✐sé ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❬❉❛❦✐♥✻✺✱ ●❛r✜♥❦❡❧✼✷✱ ❚❛❤❛✼✺❪✱ ♠❛✐s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✐❧

❛ été ♠♦♥tré q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❬●✉♣t❛✽✺✱ ◆❛❜❛r✾✶✱ ❇♦r❝❤❡rs✾✹✱ ❙t✉❜❜s✾✻✱ ▲❡②✛❡r✾✽❪✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s❡ à ❡①♣❧♦r❡r✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡✱ ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝❧❛ssé ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠é✲

t❤♦❞❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

é♥✉♠éré❡s ♠❛✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ é✈✐t❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❙é♣❛r❛t✐♦♥

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲

♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ❝❡s ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✭✐❞é❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉✲

t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s

❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré ❞✬❛✈♦✐r rés♦❧✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡

♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉s✱ ❡t ❝❡❝✐ t❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡t ❧❡✉rs s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❛ss♦❝✐és✮ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ♦♥t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥

❛r❜r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r

q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ t❡❧ ♥♦❡✉❞ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ❞❛♥s

❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣✲

t✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût

❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝♦ût

s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s s♦♥t ❜❛sé❡s

s✉r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♦ù ✿

✕ U r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱

✕ H ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ P

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ L✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s q✉✐ ♦♥t été

é✈❛❧✉és ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱

✕ P ′ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡❧❛①é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡❧❛①❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s XǫNn ♣❛r XǫR+n ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡

fi= N✱ ♣♦✉r i ∈ [1, m − 1] ♣❛r fi= R
✰♣♦✉r i ∈ [0, m − 1]✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛✐♥s✐

❝♦♥sé❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❛♥s R
✰✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ′ ❝♦♥st✐✲

t✉❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ P✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠✉♠✱ P ′ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

[

dJp (F )

df0
...

dJp (F )

dfm−1

]

− Λ = 0

m−1
∑

i=0

fi − k = 0 ✭✺✳✶✸✮

fi ≥ 1

✾✷



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
L := {P} ❀

M := {P} ❀

U := +∞;

H := +∞;

❚❛♥t q✉❡ L 6= ∅ ♦✉ U −H > ǫ ❢❛✐r❡

❈❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦❡✉❞ Q ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ L ❀

❊♥❧❡✈❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ Q ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ L ❀

❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❧❛①é P ′❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r Q ❀

❙✐ P ′❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ (P ′) q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦ût J∗ (P ′)✱ ❛✈❡❝ J∗ (P ′) < U ❛❧♦rs

❇♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ (Q) := J∗ (P ′) ❀

❙✐ x∗ (P ′) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥t✐èr❡ ❛❧♦rs

U := J∗ (P ′) ;

x∗ (P) := x∗ (P ′) ;

J∗ (P) := J∗ (P ′) ;

❙✐♥♦♥

❙é♣❛r❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ Q ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ L ❛✈❡❝ s❡s ♥♦❡✉❞s ❡♥❢❛♥ts ❀

❋✐♥ s✐

❙✐ t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❢rèr❡s ❞❡ Q ♦♥t été é✈❛❧✉és ❛❧♦rs

❊♥❧❡✈❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♣èr❡ ❞❡ Q ❞❡ M ❀

▼❡ttr❡ Q ❡t s❡s ♥♦❡✉❞s ❢rèr❡s ❞❛♥s M ❀

H = min {❇♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ (Q) , Q ∈ M} ❀

❋✐♥ s✐

❙✐♥♦♥

❇♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ (Q) := +∞ ❀

❋✐♥ s✐

❋✐♥ ❚❛♥t q✉❡

♦ù Λ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t m ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P ′✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ (P ′) ❡st ❡♥t✐èr❡✱

❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ❀ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

fj ♣♦✉r j ∈ [0, m − 1]✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❝è❞❡

à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❣é♥èr❡ ❛✐♥s✐ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (F )

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑m−1

i=0 fi = k

fj ≥
⌈

f∗
j

⌉

fi ≥ 1 ❡t fiǫR
✰♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] − {j}

❡t

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (F )

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑m−1

i=0 fi = k

fj ≤
⌊

f∗
j

⌋

fi ≥ 1 ❡t fiǫR
✰♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] − {j}

♦ù f∗
j ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ x∗ (P) ✳

▲❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❛❥♦✉tés à ❧❛ ❧✐st❡ L✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ré✐téré❡ ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

❞✬✉♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ Q ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ L✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ P ′ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ P ′ ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ L s❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡

t❡r♠✐♥❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❧✐st❡ L ❞❡✈✐❡♥t ✈✐❞❡ ♦✉ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡

♣ré❞é✜♥✐❡ ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣ré❝✐s♦♥ ǫ s♣é❝✐✜é❡✮ ❡st tr♦✉✈é❡✳

✺✳✷✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡✲

❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶ ❛✈❡❝ A =
[

0 1

0 −12.6559

]

✱ B =

[

0

1.9243

]

❀ vc ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Rc =

[

0 0

0 10−5

]

✳

▲❡ s②stè♠❡ ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ h = 0.01s✳ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

r❡q✉✐s❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (3, 11)✲✜r♠ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥

♦♣t✐♠❛❧✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✭P✶✮

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ F = (f0,f1, f2)

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t Jp (f0, f1, f2)

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s f0 + f1 + f2 = 11

fi ≥ 1 ❡t fiǫN✱ ♣♦✉r i ∈ {0, 1, 2}

❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P✶ ❡st r❡❧❛①é ❡♥

r❡♠♣❧❛ç❛♥t fiǫN ♣❛r fiǫR
✰ ❡t ❡st rés♦❧✉ ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r✱

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ f0 = f1 = f2 = 3.67✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♥❡ s♦♥t

♣❛s ❡♥t✐èr❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✭P✷✮

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (f0, f1, f2)

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s f0 + f1 + f2 = 11

f0 ≤ 3

fi ≥ 1 ❡t fiǫR
✰♣♦✉r i ∈ {0, 1, 2}

❡t

✾✹



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

Pr♦❜❧è♠❡ ✭P✸✮

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (f0, f1, f2)

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s f0 + f1 + f2 = 11

f0 ≥ 4

fi ≥ 1 ❡t fiǫR
✰♣♦✉r i ∈ {0, 1, 2}

❈❡t ét❛♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P1

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P✶ ✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①

s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭P✷ ✮ ❡t ✭P✸ ✮✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✿

f0 ≈ 3, f1 = 4.15, f2 = 3.85

f0 = 4.03, f1 = 3.32, f3 = 3.65

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦ût J = 0.00103 ❡t J = 0.0011✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f0 ❡st ✜①é❡ à 3 ❡t ❧❛

❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P✸ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P✷ ❡♥ ❞❡✉①

s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✭P✹✮

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (f0, f1, f2)

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s f0 + f1 + f2 = 11

f0 = 3

f1 ≤ 3

fi ≥ 1 ❡t fi= R
✰♣♦✉r i ∈ {1, 2}

❡t

Pr♦❜❧è♠❡ ✭P✺✮

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

▼✐♥✐♠✐s❡r Jp (f0, f1, f2)

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s f0 + f1 + f2 = 11

f0 = 3

f1 ≥ 4

fi ≥ 1 ❡t fi= R
✰♣♦✉r i ∈ {1, 2}

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s P✹ ❡t P✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉①

s♦❧✉t✐♦♥s ✿

f0 ≈ 3, f1 = 3.02, f2 = 4.98

f0 = 3, f1 ≈ 4, f3 ≈ 4

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦ût Jp = 0.0012 ❡t Jp = 0.0011✳ ▲❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ✭P✹✮ ❡st ❛✐♥s✐ s✉♣♣r✐♠é❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭P✶ ✮ ❡st

f0 = 3✱ f1 = 4 ❡t f3 = 4✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ (3, 11)✲ ♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st Π = 10010001000✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ✉♥ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ Π = 100110000000 ❡t

❧❡ (3, 11✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ Π = 10010001000 s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸

❡t ✺✳✹✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲✜r♠ ✭❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ t♦✉s ❧❡s

♠❡ss❛❣❡s s♦♥t r❡ç✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✮ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❉❛♥s ❝❡s tr♦✐s ❡ss❛✐s✱ ❧❛

ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵✳✶✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸ ❡t ✺✳✹✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❡st

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① (3, 11)✲♣❛tt❡r♥s ❝♦♥✜r♠❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✶✾✪ ❞❡ ♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐

❛✈❡❝ ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✈❡❝ ✶✾✪ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧❡ s②s✲

tè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (3, 11)✲✜r♠ ❞✐♠✐♥✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡q✉✐s❡ ✿ ✐❧

♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ 27% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲✜r♠✳
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✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✶✶✮✲✜r♠✱ ❛✈❡❝ f0 = 3✱ f1 = 1 ❡t f2 = 7 ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 15.94

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✶✶✮✲✜r♠✱ ❛✈❡❝ f0 = 3✱ f1 = 4 ❡t f2 = 4 ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 12.76

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❦✱❦✮✲✜r♠ ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 10.7

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✵✳✶ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h = 0.036 ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 12.75

Pér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✲ h ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛ss❛♥t❡ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛

♠ê♠❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (3, 11)✲✜r♠✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ 0.01 s❡❝♦♥❞❡ à 0.037 s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ 0.037 s❡❝♦♥❞❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹ ❡t ✺✳✻✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧

♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❝♦ût ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ 0.037

s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ❧❡ (3, 11)✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♥t

❝❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s R ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st f0 = f1 = f2 = 3.67✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡

♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝✐tés

❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈✐tés✳

✺✳✷✳✷✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s N ✲ ▼♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

P❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡r ✺✳✶✸✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût J ❡st

♠✐♥✐♠✐sé s✐ f0 = f1.. = fm−1 = v ❛✈❡❝ v ∈ R
✰✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t

ré♣❛rt✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t

♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ s♦✉s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût Jp (f0, f1.., fm−1) ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦✉ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s fi ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡

v✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞♦♥t ❧❡s ❧❡ttr❡s ✵

s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✳

P❛r ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦ts ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ st❛❣❡ ❞❡ ❉❊❆✱ ♥♦✉s

r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❧❡ttr❡s 0 s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t

❜✐♥❛✐r❡ ♥♦♠♠é ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❬▲♦t❤❛✐r❡✵✷❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r

✾✽



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠❛❧

❞é✜♥✐r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❛✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥✐♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉

♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

❙♦✐t w ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ w ❡st ♥♦té❡ w (0) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r w (n − 1) ❧❛

nime ❧❡ttr❡ ❞❡ w✳ ❙✐ w ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ❛✈❡❝ T ∈ N✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ w (i) = w (i + T )

♣♦✉r i ≥ 0✳

▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

α (w) =
|w|1
|w|

♦ù |w|1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶ ❞❡ w ❡t |w| s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬▲♦t❤❛✐r❡✵✷❪ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ▲❛ nime ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ α ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿

⌈(n + 1) α⌉ − ⌈nα⌉ ∀n ≥ 0 ✭✺✳✶✹✮

▲❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡❬▲♦t❤❛✐r❡✵✷❪ ✿

▲❡♠♠❛ ✸ ❙♦✐t w ❧❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ α✳ ❙✐ α ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ✭α = p
q
✮✱ ❛❧♦rs

❧❡ ♠♦t ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ q✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ m
k

❡t ❞❡ ❧♦♥❣❡✉r k ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t m

❧❡ttr❡s ✶✱ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ m
k

❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ ♠♦t

❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❞❛♥s ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ α = m
k

♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (3, 5)✲✜r♠✱ (3, 10)✲✜r♠✱ ❡t (7, 11)✲✜r♠✱ ♣❛r ✺✳✶✹✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (3, 5)✱ ❧❡ (3, 5)✲♣❛tt❡r♥ Π = 11010 ❝❛r ✿

Π (0) =
⌈

(0 + 1) 3
5

⌉

−
⌈

03
5

⌉

= 1 Π (1) =
⌈

(1 + 1) 3
5

⌉

−
⌈

13
5

⌉

= 1

Π (2) =
⌈

(2 + 1) 3
5

⌉

−
⌈

23
5

⌉

= 0 Π (3) =
⌈

(3 + 1) 3
5

⌉

−
⌈

33
5

⌉

= 1

Π (4) =
⌈

(4 + 1) 3
5

⌉

−
⌈

43
5

⌉

= 0

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ (3, 10)✲♣❛tt❡r♥ Π = 1001001000 ❡t ❧❡ (7, 11)✲♣❛tt❡r♥

Π = 110101101010✳

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é

✺✳✷✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st très ❝♦û✲

t❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ré♣ét✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

❘✐❝❝❛t✐ ❡t ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦✲

sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ▲❡ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲

♣❛tt❡r♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡

✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ s♦✉s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡t ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✮ ❞❡

r❡❥❡ts s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ P✉✐s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡✉r✱

❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t m ❡t k✱ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té à ❧❛

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦ts ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡✳

✶✵✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r

❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡

❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s ❛✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ✐♥té❣r❡♥t ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s à ❝♦♥trô❧❡r ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ✐♠♣❧❛♥tés s✉r ❧❡ ♠ê♠❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ tâ❝❤❡s ❝❤❛r❣é❡s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ✭♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲

r♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ ❞é❝✐❞és✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥❝rét✐s❡r ♣❛r ✿

✕ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tâ❝❤❡s✱

✕ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s✱

✕ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❲❈❊❚✮ ❡t ✴ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ✭rés✉❧t❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❡①é❝✉té ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✉♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ tâ❝❤❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❡t ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡ tâ❝❤❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s

s♣é❝✐✜♦♥s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❈❡tt❡

str❛té❣✐❡ ✈✐s❡ à r❡❥❡t❡r sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✐t

♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ s♦✉s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♠❛✐♥t❡♥✉❡ à ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ é✈♦❧✉t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô✲

❧❡✉r ❞é❞✐é q✉✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ t❡♠♣s ré❡❧ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❤♦✐s✐

✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t s✉r ❧❛ ✏ré✲

❣✉❧❛r✐té✑ ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s

❝♦♥trô❧❡✉rs s✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♠✐té❡ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧

❞✉r ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r s❛

✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮ ❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❡t✱ ❞♦♥❝✱ à

✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t✱ ❞✉❡ à ❧✬✉s❛❣❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

❞❡ ♠❛r❝❤❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✴♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✱ s✉rt♦✉t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

r❡♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐❢s ❡t ♥♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❙✐♠♦♥✵✺❛❪✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥

r❡❧❛①❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥ç✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

à r❡st❡r r♦❜✉st❡s s♦✉s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r t❡❧s

q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t❝✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s②s✲

tè♠❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ r❡❝❛❧❝✉❧❛♥t✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡s ❝♦♥st❛ts✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r

✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮

❞❡s tâ❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr❛✲

✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❊❦❡r✵✵✱

❈❡r✈✐♥✵✷❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛❥✉st❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✐t r❡s♣❡❝té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ✶✳✸✳✸✱

❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡

❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✶✵✷



✻✳✷✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s②stè♠❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✮✱ ❛❥✉st❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t

♠❛✐♥t❡♥✉❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠✐sé ❡t q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✐t ❣❛r❛♥t✐❡✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡

❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❡st

♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✼✳

✻✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s②stè♠❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s②stè♠❡ q✉✐ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛

✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs q✉✐ ❝♦♠♠❛♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡

❞❡ tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡st ♣❛rt❛❣é

♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧❛♥té❡

s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞é❞✐é✳ ▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ♦ù ✿

✕ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥trô❧és ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t✱ ❞♦♥❝✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥

♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t ♦✉ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❀

✕ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥trô❧é ❀

✕ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡✈✐❡♥t ❛❝t✐❢ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ss♦❝✐é✳

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r✱ à ❝❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡

♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡st ❛❝t✐✈é❡ ❡t r❡ç♦✐t✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s✱ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✭✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ m ❡t ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡

♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tr❛♥s♠❡t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛

str❛té❣✐❡ tr❛♥s♠✐s❡ ✭r❡❥❡ts ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✮✳

✻✳✸ ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠

▲❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st

♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❑♦r❡♥✾✻✱ ◗✉❛♥✵✵❪ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥✲

ç❛❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

controller_3
 Plant_3

controller_2
 Plant_2


Actionneurs


Capteurs


Processus 1

 


1


contrôleur 1


Processeur


Ordonnançeur


Régulateur


des tâches


reconfiguration


Boucles de contrôle


Supervision


Contraintes


(m,k)-firm


Liste des tâches actives 


et le temps d’exécution 


de chaque tâche
 


❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s♦♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t s♦✉s ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐tés ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦✉ s♦✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à

♣r✐♦r✐tés st❛t✐q✉❡s✳▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡

str❛té❣✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈✬❡st ❧❡

❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡s ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲

♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡st ✉♥ ♠♦t ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s

❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✷✳✷✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s♦♥t

♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t♦♥

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s♦✉s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡r❛ ❞♦♥♥é❡✳

❙✐ ❧❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s

tâ❝❤❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ❏✐❛✵✺❛❪ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ1✱ τ2✳✳✳ τn✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡

τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj s✐ i < j✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r hi s❛ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❛♥s r❡❥❡t ✭♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✮✱ Ci✱ s♦♥ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t

(mi, ki) ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Rij =

{⌊

l
kj

mj

⌋

hj | ∀l ∈ N ❡t t❡❧ q✉❡

⌊

l
kj

mj

⌋

hj < hi

}

Ri =

i−1
⋃

j=1

Rij

✶✵✹



✻✳✸✳ ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠

nj (t) =

⌈

mj

kj

⌈

t

hj

⌉⌉

Wi (t) = Ci +

i−1
∑

j=1

nj (t) Cj

❙✐ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ minr∈Ri

W (r)
r

≤ 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k) ♣❡✉t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡

♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳

◆♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t

s②♥❝❤r♦♥❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é♠❛rré❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✮✳ ❙✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s

s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t s✉✣s❛♥t❡✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ r♦✉t✐♥❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡

s✉r ❧❡ t❡♠♣s t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ minr∈Ri

W (r)
r

≤ 1✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱

♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧❡ttr❡s 1 ❞✉ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧❡ttr❡s 0 s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽ ❬❘❛♠❛♥❛t❤❛♥✾✾✱ ❏✐❛✵✺❛❪ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ1✱ τ2✳✳✳ τn✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡

τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj s✐ i < j✳ ❖♥ ♣♦s❡

nij =

⌈

mj

kj

⌈

hi

hj

⌉⌉

✭✻✳✶✮

❙✐ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ Ci +
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k) ♣❡✉t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡

♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞é♠❛rré❡s à ❧✬✐♥st❛♥t 0 ✭❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, t] ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡

τi ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n s✉❜✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s

♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❆❧♦rs s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ t♦✉t❡s

❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s

q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥❡s ♦✉ ♣❛s✳

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✳

▲❡ t❡r♠❡
∑i−1

j=1 nijCj ❞♦♥♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡

❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t hi✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ Ci +
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡

tr❛✈❛✐❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, hi] ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡r♠✐♥és ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t hi✱ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱ ♦♥ ❛ Ci +
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi✱ ❛❧♦rs

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮♣❡✉t êtr❡

r❡s♣❡❝té❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

�

◆♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t

s✉✣s❛♥t❡ s✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j < i ❞♦♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ τi✳

✻✳✹ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✲ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ✐♠♣❧❛♥t❡r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r q✉✐✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♠❛✐♥t❡♥✉❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠✐sé t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t

❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛✲

r❛♠ètr❡ ki ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥ ♣❛tt❡r♥ (1, ki) ❡t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ▲❡

♣❛r❛♠ètr❡ mi ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1..ki]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ τi✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ mi✱ mi,j ✱ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥♦té vi,j ✱ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ vi,j ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❡

❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mi ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mi q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ mi ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ li ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♥♦té❡s mi,j ♣♦✉r j ∈

[1..li] ❛✈❡❝ li ≤ ki✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mi,j s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ ✿ mi,j′ ❛✈❛♥t mi,j” ✭j
′

< j
′′
)

s✐ vi,j
′ < vi,j

′′ ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s

τi✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ji ∈ [1..li]✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ mi,ji
❛✜♥ q✉❡

∑i=n
i=1 vi,ji

≥
∑i=n

i=1 vi,ki
|

∀kiǫ [1..li] , ki 6= kji
❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té é♥♦♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼ s♦✐t

✈ér✐✜é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✸ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {xi,1, xi,2, .., xi,li} ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi✱ i = 1, .., n q✉✐

♠❛①✐♠✐s❡

n
∑

i=1

li
∑

j=1

xi,jvi,j ✭✻✳✷✮

❛✈❡❝ xi,j ∈ {0, 1}✱
∑li

j=1 xi,j = 1✱ i = 1, .., n✱ j = 1, .., li

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

Ci +
i−1
∑

j=1

⌈

∑li
p=1 xjpmjp

kj

⌈

Ti

Tj

⌉

⌉

Cj ≤ Ti i = 1, .., n ✭✻✳✸✮

✶✵✻



✻✳✺✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

h


Processeur


Ordonnançeur


Régulateur


des tâches


Contraintes


(
m,k
)
-firm


 
  

1


(contrôleur 1)


   

 


(contrôleur 
n
)


   

 


(contrôleur 2)


 

…


d
 


v

ij

 
pour chaque


tâche et


la contrainte


(
m

ij

, 
k


ij

)-firm


Liste des tâches actives 


et le temps d’exécution 


de chaque tâche
 


❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❙✐ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ▲◗ ✭❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✱ ❛❧♦rs

♣❧✉s ❝❡ ❝♦ût ❡st ♣❡t✐t✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é

❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❝♦ût ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡✳

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ q✉✐ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❆

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s r❡ç♦✐t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t Ci ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✳ P✉✐s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t

♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❡✉r s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞é✜♥✐❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ vi,j ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭mi,j ✱ki✮✲✜r♠

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳ ▼❛✐s s♦✉✈❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧

❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✉s✉❡❧s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦ût ▲◗ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✺✳✾✮ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s vi,j s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥s✉❧té❡ ♣❛r ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t

❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡

♠❛r❝❤❡✳

✻✳✺ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸ ❡st ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣✉✐s✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❑❤❛♥✵✷❪✱ ♥♦✉s ♣r♦✲

♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱

❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸ r❡❧è✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❙❛❝✲à✲❞♦s ▼✉❧t✐♣❧❡✲❈❤♦✐① ▼✉❧t✐❞✐✲

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✑ ✭♥♦té ▼▼❑P ♣♦✉r ▼✉❧t✐♣❧❡✲❈❤♦✐❝❡ ▼✉❧t✐✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❑♥❛♣s❛❝❦ Pr♦❜❧❡♠✮ q✉✐ ❡st

❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✐❧ ② ❛ n ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ i ❝♦♥t✐❡♥t li ❛rt✐❝❧❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡

j ❞✉ ❣r♦✉♣❡ i ❡st ❛ss♦❝✐é ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r vi,j ✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡

✈❡❝t❡✉r ri,j = (ri,j1 , ri,j2 , .., ri,jm)✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

R = (R1, R2, .., Rm)✳ ▲❡ ▼▼❑P r❡✈✐❡♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡

❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦✐t ♠❛①✐♠✐sé❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ▼▼❑P ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

▼❛①✐♠✐s❡r
∑n

i=1

∑li
j=1 xi,jvi,j

❙♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑n

i=1

∑li
j=1 xi,jri,j ≤ Rk✱ k = 1, ..,m

∑li
j=1 xi,j = 1✱ i = 1, .., n, j = 1, .., li

❆✈❡❝ xi,j ∈ {0, 1}

▲❡ ▼▼❑P ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝ à ❞♦s ❡♥

✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✭♥♦té ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✵✶❑P✮ ❬P✐s✐♥❣❡r✾✺✱ ▼❛rt❡❧❧♦✾✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❛ été ♣r♦✉✈é ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ❬P❛rr❛✲❍❡r♥❛♥❞❡③✵✺❪✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦✲

♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧✉✐ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❑❤❛♥✾✽❪ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬P❛rr❛✲❍❡r♥❛♥❞❡③✵✺❪ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ♦♥t ✉♥❡

❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t s♦♥t ❛✐♥s✐ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ♣♦✉✲

✈♦✐r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬❑❤❛♥✵✷❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥♦♠♠é

❍❊❯ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐t

❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡

✈❛❧❡✉r mi,j ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té

✻✳✸✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ s❡rt à ❛♠é❧✐♦r❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t✱

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi✱ ❧❡ mi,j ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣❛r mi,j
′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ vi,j
′ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✻✳✸ ✈ér✐✜é❡✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✻✳✸✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛ss❡ à s❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ ❡♥❣❛❣❡

✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❡♠♣❧❛❝❡

❞✬❛❜♦r❞ mi,j ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ tâ❝❤❡ τi ♣❛r mi,j
′ ❛✈❡❝ j < j

′
✭❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s tâ❝❤❡s

♥♦♥✲♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✮✱ ♣✉✐s r❡♠♣❧❛❝❡ mi
′
,j ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

′ ♣♦✉r i 6= i
′
♣❛r mi

′
j
′

❛✈❡❝ j > j
′
✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣✐r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ vi

′
,j

′ ✮✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st

✶✵✽



✻✳✺✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ré♣èt❡

❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s✐♥♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st r❡t♦✉r♥é❡ ❝♦♠♠❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

❉❛♥s ❬❑❤❛♥✵✷❪✱ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①✲

♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞é♣❛ss❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✾✹✪ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r P❡♥t✐✉♠ ✸ à ✼✵✵ ▼❍③ ❡st ♠♦✐♥s

❞❡ ✺ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ✺✵ ❣r♦✉♣❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥

✶✵ ❛rt✐❝❧❡s✱ ❡t ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✸✺✵✳ ❈❡s ❝❛✲

r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ r❡♥❞❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s

tâ❝❤❡s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❛♣♣❡❧❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡

❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❛ r♦✉t✐♥❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

▼❛❧❣ré ❧❡s ✐♥térêts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯✱ ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡

❛❞❛♣té à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs mi,j ❡t vi,j ♣♦✉r j ∈ [1..li] s♦♥t r❛♥❣é❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡ τi✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ q✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥ t❡st❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡

❢❛✐s❛❜❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ ♠♦❞✐✜é ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r mi,0 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi

✭s✐ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r✱ ❛♣rès s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mi

❛✉❣♠❡♥t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t

❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥♦♥✲♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❍❊❯ ♠♦❞✐✜é ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳ ▲❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ mi,j ♣❛r mi,j
′ ❡st ♥♦♠♠é ✉♥

é❝❤❛♥❣❡✳ ❯♥ é❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✱

t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞é❣r❛❞❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❯♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡st

❞✐t ❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣rès ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ ♠♦❞✐✜é✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ l1 = l2... = ln✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ρ = (1, 1, .., 1)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ à O
(

n2
)

❝♦♥tr❡ O
(

n2 (l − 1)2 (n − 1)
)

✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡s

♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s q✉✐ r❡st❡ à O
(

n2 (l − 1)2 (n − 1)
)

✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✸ ❝♦♥s✐st❡ à r❡t♦✉r♥❡r à ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐

❡st ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ✶ ❡t ✷ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ O
(

n2 (l − 1)2 (n − 1)
)

✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (m, k)✲✜r♠ ❞❡s tâ❝❤❡s
❙②♠❜♦❧❡s ❡t ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
n ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

mi ❡t ki ✿ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭mi✱ ki✮✲✜r♠ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

mij ✿ ❧❡ jime ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ mi

li ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ mi

Ti ✿ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

Ci ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

ρ = (ρ1, ρ2, .., ρn) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♦ù ρi ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ j ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ mi ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✈❡❝ j ∈ [1..li]

ρ|Z ✿ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣rès ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❩ ❞❡ ρ

L ✿ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳

U (ρ) ✿ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ρ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ U (ρ) =
∑n

i=1 viρi

X = (i, j) ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ♦ù mij ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mi à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ miρi

P❤❛s❡ ✶ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

P♦s❡ ρi = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [1..n]

❈❛❧❝✉❧❡r L =

















C1

C2 +
∑1

j=1

⌈

mj1

kj

⌈

h2

hj

⌉⌉

Cj

✳✳✳

Cn +
∑n−1

j=1

⌈

mj1

kj

⌈

hn

hj

⌉⌉

Cj

















❈❤❡r❝❤❡r α t❡❧ q✉❡ Lα

hα
= maxi=1,2,..,n

Li

hi

❙✐ Lα

hα
≤ 1✱ ♣❛ss❡r à ❧❛ P❤❛s❡ ✷✱ s✐♥♦♥ ✏♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡✑ ✲ ❋✐♥

P❤❛s❡ ✷ ✿ ❛♠é❧✐♦r❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s

P♦s❡r △α (ρ, i, j) =

∑n
s=i+1

(⌈ miρi
ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci−
⌈ mij

ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci

)

Ls

|L|
❡t △p (ρ, i, j) =

viρi
−vij

△α(ρ,i,j)

❈❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ X
′

= (δ, η) q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ △p (ρ, i, j)

❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❡t △p (ρ, i, j) > 0✱ ❛❧♦rs ♣♦s❡r ρ =
(

ρ|X
′

)

❡t r❡✈❡♥✐r ❞é❜✉t ❞❡ P❤❛s❡ ✷ ❀

s✐♥♦♥ ♣❛ss❡r P❤❛s❡ ✸ ✳

P❤❛s❡ ✸ ✿ ❛♠é❧✐♦r❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s s✉✐✈✐❡s

❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s

❊t❛♣❡ ✸✳✶

P♦s❡r △t (ρ, i, j) =
∑n

s=i+1

⌈ miρi
ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci−
⌈ mij

ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci

hs−Ls
❡t △p

′

(ρ, i, j) =
viρi

−vij

△t(ρ,i,j)

❈❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ Y =
(

δ
′

, η
′

)

♠❛①✐♠✐s❛♥t △p
′

(ρ, i, j)

P♦s❡r ρ
′

= (ρ|Y )

❊t❛♣❡ ✸✳✷

P♦s❡r △t
′

(ρ, i, j) =
∑n

s=i+1

⌈ miρi
ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci−
⌈ mij

ki

⌈

hs
hi

⌉⌉

Ci

Ls
❡t △p

′′

(ρ, i, j) =
viρi

−vij

△t
′
(ρ,i,j)

❈❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ Y =
(

δ
′′

, η
′′

)

♠❛①✐♠✐s❛♥t △p
′′

(ρ, i, j) t❡❧ q✉❡ U
(

ρ
′

|Y
′

)

> U (ρ)

❙✐ Y
′

❡st tr♦✉✈é ❡t
(

ρ
′

|Y
′

)

❡st ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♣♦s❡r ρ =
(

ρ
′

|Y
′

)

❡t r❡✈❡♥✐r P❤❛s❡ ✷

❙✐ Y
′

❡st tr♦✉✈é ❡t
(

ρ
′

|Y
′

)

♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♣♦s❡r ρ
′

=
(

ρ
′

|Y
′

)

❡t r❡✈❡♥✐r à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳✷

❙✐ Y
′

♥✬❡st ♣❛s tr♦✉✈é✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ρ ✲ ❋✐♥

✶✶✵



✻✳✻✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

✻✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛r✐♦t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r✱ ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r

s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t q✉❛tr❡ ❝❤❛r✐♦ts✱ Chariot1✱ Chariot2✱ Chariot3✱ Chariot4 q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❛rrêtés ♦✉ ❞é♠❛rrés à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❡s ❝❤❛r✐♦ts s♦♥t

✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣❛r q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱

♣♦s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s

tâ❝❤❡s t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡t❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s

❞❡s tâ❝❤❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ttr✐❜✉é❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡

❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡

❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✭❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘▼ ✲

❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✲ s❛♥s r❡❥❡t ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✮ ❀ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s

❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡✳

✻✳✻✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❡t ❝♦♥trô❧❡✉rs

▲❡ ♠♦❞è❧❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ Charioti ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

dx =

[

0 1

0 −11.4662
Mi

]

xdt +

[

0
1.7434

Mi

]

udt + dvc

♦ù Mi ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❀ vc ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Rc =

[

3.24 −1.8

−1.8 1

]

✳

▲❡s q✉❛tr❡ ❝❤❛r✐♦ts✱ Chariot1✱ Chariot2✱ Chariot3✱ Chariot4 ♦♥t ❞❡s ♠❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

M1 = 1.5✱ M2 = 1.2✱ M3 = 0.9✱ M4 = 0.6✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❦✐❧♦✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ Charioti

❡st ♥♦té Controleuri✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ Controleuri ❡st ♥♦té❡ hi ❛✈❡❝ h1 = 0.007✱ h2 = 0.0085✱

h3 = 0.01✱ h4 = 0.0115✳

▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡st ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❝♦ût ▲◗ s✉✐✈❛♥t ✿

J = lim
N→∞

1

N
E

(∫ N

0
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)dt

)

✭✻✳✹✮

❛✈❡❝ Q =

[

1 0

0 0

]

❡t R = 0.00006✳

▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♦ù ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡

❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡✱ ❧❡ r❡❥❡t s❡❧❡❝t✐❢ ❞❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡

❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t Chariot4

✭q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ❡st ❡①é❝✉té❡ s❛♥s r❡❥❡t ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡❧❧❡

s✬❡①é❝✉t❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k4, k4)✲✜r♠✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ki ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (mi, ki)✲✜r♠ ♣♦✉r

❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❤❛r✐♦t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹

❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ki ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡

10 ♣♦✉r Chariot1✱ Chariot2✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s

r❡♥❞♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ki ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 10 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉

s②stè♠❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r Chariot1✱ Chariot2✱ Chariot3✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ki ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

5✱ 8 ❡t 10✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mi ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❡♥tr❡ [1..ki]✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût ▲◗ ✻✳✹ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✺✳✶✳✶✳ ❉✉r❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

♠♦❞✐✜é❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s♦♥t ré✲é✈❛❧✉és s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠

❛ttr✐❜✉é❡ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ✉♥ ❜♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❡t st♦❝❦és

❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡✳

✻✳✻✳✷ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝réé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❆❚▲❆❇✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡t ❧❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

❚r✉❡❚✐♠❡ ❬❈❡r✈✐♥✵✸❪✳

▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ Ci✱ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✜①é à ✸ ♠s✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r

❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ✜①é❡ à ✷✳✺ ♠s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r

❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ k

❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✮✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❡t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s

tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦♥t ❛ttr✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘▼✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ✭é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✮✳

▲❛ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥ts ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ t = 1 ❡t t = 2✮ ✿

✕ ❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ Controleur1 ❡t Controleur2 s♦♥t ❛❝t✐✈és✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Controleur3 ❡t

Controleur4 s♦♥t à ❧✬ét❛t ❛rrêt ❀

✕ ❆ t = 1✱ Controleur4 ❡st ❛❝t✐✈é ❀

✕ ❆ t = 2✱ Controleur3 ❡st ❛❝t✐✈é✳

▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ Controleuri ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût q✉✐ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ji (t) =

∫ t

0
xT (s)Qx(s) + uT (s)Ru(s)ds ✭✻✳✺✮

▲❡ ❝♦ût ✻✳✺ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✏❧✐ssé❡✑ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✶✶✷



✻✳✻✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

 

Temps (secondes)


❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❈♦ûts Ji, ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❝❧❛ss✐q✉❡

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s

q✉❛tr❡ ❝❤❛r✐♦ts s♦♥t s♦✉♠✐s à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✻✳✻✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❝❧❛ss✐q✉❡ ✭Pr✐♦r✐té ✜①❡ s❛♥s r❡❥❡t✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡

s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

✻✳✻✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡s ❝♦ûts ❞❡ Controleur1✱ Controleur2✱ Controleur3 ❡t Controleur4✱ ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t J1✱ J2✱ J3 ❡t J4 s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳

▲❡s ✈✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥st❛♥ts t = 1 ❡t t = 2 s♦♥t ♣rés❡♥té❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s

❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿

✕ ▲✬ét❛t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ✿

✶✳ ❊①é❝✉té❡ ✿ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ét❛ts ❡♥tr❡ t2

❡t t3✱ t5 ❡t t6✮ ❀ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ tâ❝❤❡ ✜❣✉r❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❤❛✉t ❀

✷✳ Pré❡♠♣té❡ ✿ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♣ré❡♠♣té❡✱ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r

✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ét❛ts ❡♥tr❡ t1 ❡t t2✱ t5 ❡t t6✮ ❀ ❧❛ tâ❝❤❡ ✜❣✉r❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠é❞✐❛♥

s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ❀

✸✳ ◆♦♥✲❛❝t✐✈é❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥❝❡ à ❡①é❝✉t❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ét❛ts ❛✈❛♥t t1✱

❡♥tr❡ t3 ❡t t4✱ ❛♣rès t6✮ ❀ ❧❛ tâ❝❤❡ ✜❣✉r❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❜❛s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s✳

✕ ▲❡s ✢ê❝❤❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

Exécutée


Préemptée


Non-activée


t1
 t3
 t4
 t6
 t
t2
 t5


❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ tâ❝❤❡

 

Temps (secondes)


Contrôleur 1


Contrôleur 2


Contrôleur 3


Contrôleur 4


❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ à t = 1✱

❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮

✕ ▲❡s ✢ê❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t r♦♥❞ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♠❛♥q✉❡♥t ❧❡✉r

é❝❤é❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❤r♦♥♦❣r❛♠♠❡s ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✺ ❡t ✻✳✻

✕ ❉✉r❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ Controleur1 ❡t Controleur2 s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s❛♥s ❞é♣❛ss❡♠❡♥t

❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ▲❡✉rs ❝♦ûts ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛r✐♦ts

❝♦♥trô❧és ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❜✐❡♥✳

✕ ❆ t = 1✱ Controleur4 ❡st ❛❝t✐✈é❡✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r Controleur1

❡t Controleur2✱ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ Controleur4 s♦♥t t♦✉t❡s ♠❛♥q✉é❡s✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ r❡t❛r❞✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é✲

❝✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣ré✈✉❡ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧❛ ✜♥

❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❞❡ Controleur4 r❡st❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Contrleur3 ✭à t = 2✮✳

✕ ❆ t = 2✱ Controleur3 ❡st ❛❝t✐✈é❡✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Controleur4 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥t❡r✲

r♦♠♣✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r Controleur1✱ Controleur2 ❡t

Controleur3✳ Chariot4 ❞❡✈✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥st❛❜❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡

✶✶✹



✻✳✻✳ ❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

Temps (secondes)


Contrôleur 1


Contrôleur 2


Contrôleur 3


Contrôleur 4


❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ à t = 2

❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮

❢♦rt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ♣♦✉r t > 2✮✳ ◆♦t❡r q✉❡ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r Controleur1 ❡t Controleur2 ✭r❡t❛r❞s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① r❡t❛r❞s ♣ré❝é❞❡♥ts ✈✉s

♣♦✉r Controleur4 ❡♥ t = 1✮✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ Controleur3 ♥❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❛✉ss✐

r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ Controleur4✳

✻✳✻✳✸✳✷ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛❧❝✉❧é à

❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✮ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡

q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✢ê❝❤❡s ❣r✐s❡s s✐❣♥✐✜❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈é❡s

❛✉① ✐♥st❛♥ts ✐♥❞✐q✉és s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉té❡s✳

▲❡s ❝♦ûts ❞❡s q✉❛tr❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ✭t = 1 ❡t

t = 2✮ s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✽ ❡t ✻✳✾✳

✕ ❆ t = 0✱ s❡✉❧ Controleur1 ❡t Controleur2 s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s s♦♥t

♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s s❛♥s r❡❥❡t✱ ❧❡s ✭♠✱❦✮✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲

✜r♠✳

✕ ❆ t = 1✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞ét❡❝té ❡t ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡s

tâ❝❤❡s ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛❝t✐✈é✳ ❆ t = 1.025✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡ Controleur2

❡st ❛❥✉sté❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (4, 8)✲✜r♠ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ Controleur2 r❡st❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲

✜r♠✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❡st ❛✐♥s✐ é❧✐♠✐♥é❡✳

✕ ❆ t = 2 s❡ ré♣èt❡ ❧❡ ♠ê♠❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡ Controleur1✱

Controleur2 ❡t Controleur3 s♦♥t ❛❥✉sté❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (2, 5)✲✜r♠✱ (4, 8)✲

✜r♠ ❡t (3, 10)✲✜r♠✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡ Controleur4 r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

 


❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❈♦ûts Ji, ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐❢

 

Temps (secondes)


Contrôleur 1


Contrôleur 2


Contrôleur 3


Contrôleur 4


Régulateur


❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ à t = 1 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té

s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮

✶✶✻



✻✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

 

Temps (secondes)


Contrôleur 1


Contrôleur 2


Contrôleur 3


Contrôleur 4


Régulateur


❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ à t = 1 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té

s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮

(k, k)✲✜r♠ ✭s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✻✳✻✳✶✮✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞❡s

✐♥st❛♥❝❡s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✱ ❛♣rès ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡✱ ❡st ❞û à ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡

♣❛ss❛❣èr❡ q✉✐ ❞✐s♣❛r❛ît✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♠é❧✐♦ré❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ Controleur4 r❡st❡ st❛❜❧❡

❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ Controleur3 ❡t Controleur4 ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✸✵✵ à t = 5✳

✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ é✈♦❧✉t✐✈❡ ❝♦♥st✐✲

t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ t❡♠♣s ré❡❧ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r✲

t❛❣❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡

❝❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭s❛♥s

r❡❥❡t✮ ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à

sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡t❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s

t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥✐ss❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ❜♦♥ ♥✐✈❡❛✉✳

❈♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r✲

♠❡t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

✶✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s

r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐té❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é✈♦❧✉t✐✈❡s✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✶✳✸✳✸✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✳ ❈♦♥❝rè✲

t❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡

❞❛♥s ❬❊❦❡r✵✵❪✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥✐ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ▲◗✱ ✐❧ ♥✬❡st

♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t ❝♦♥✈❡①❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡①✐❣é ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❡♥tr❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❡s hi r❡st❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉r❛♥t t♦✉t❡

❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✶✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶ ❚r❛✈❛✉① ré❛❧✐sés

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é✈♦❧✉t✐✈❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❛✉ss✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✈✐s❡

à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♦✉ ❛✈❡❝ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✮

❡♥ ❝❛s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ♦✛r✐r ❞❡s s❡r✲

✈✐❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ◗❞❙ ✭◗✉❛❧✐té ❞❡ ❙❡r✈✐❝❡✮ ❛♣♣r♦♣r✐és✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s str✐❝t❡s ❡t à ♠❡ttr❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✭❞❡ t❛❝❤❡s ❡t ♠❡ss❛❣❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡

❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❞ès

❧♦rs q✉✬✐❧s ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉❡s à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲

♥❡♠❡♥t✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ✐rré❛❧✐st❡✳ ❯♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞✉ s②stè♠❡ s✉♣♣♦rt ♣❡r♠❡t

❞✬é✈✐t❡r ✉♥ s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉①✱ ♠❛✐s ♥❡ ❢♦✉r♥✐t q✉✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉✱

❛✉ ♠✐❡✉①✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❈❡❝✐ s✬❛✈èr❡ ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❋❛❝❡ à ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✭❛✉ ♠♦✐♥s m ♣❛r♠✐ k ✐♥st❛♥❝❡s

❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✮✱ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ◗❞❙ s❡❧♦♥ ❝❡ ♠♦❞è❧❡

❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ t♦✉t ❡♥ ❧✬✐♥❝❧✉❛♥t✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❡①♣❧♦ré ❧❛ ♣♦s✲

s✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ t❡♠♣s

ré❡❧ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

P♦✉r q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦✐❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♠❡♥és ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t

s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉① ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✐s♦❧és ✿ ❞✬✉♥❡

♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t ❝♦♥ç✉s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ♠❡ss❛❣❡s

s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s❛♥s ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❞ér♦✉❧é ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉✲

✶✶✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❞✐❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛✲

❧✐sé❡s ♦✉ ❞✐str✐❜✉é❡s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

t❡♠♣s✱ ❛♥❛❧②sé ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s r❡❥❡ts ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦✲✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❞✉ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♦♥t été s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳ P✉✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ❝♦♥❞✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❣❛r❛♥t✐❡✱ ❡t

q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡❥❡ts ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé

✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s

r❡❥❡ts ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛ été tr❛✐té✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s♦♥t t♦✉s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s♦♥t

❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥ts ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❉❛♥s ❧❛

❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❡s✲

s❡✉r ❡st ♣❛rt❛❣é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ q✉❛✲

❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧

❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ rés✐❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡q✉✐s❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡

♠♦❞è❧❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❝❛r ♥♦✉s ré❣✉❧♦♥s à

❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❝❡❝✐ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✮✳

✷ ❆s♣❡❝t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❡♥é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ t♦❧ér❛♥t ❧❡s ♣❡rt❡s✴r❡❥❡ts ♣❛r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ❡t ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛ été ✈❛❧✐❞é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡t

♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛ss♦❝✐é ❚r✉❡❚✐♠❡

q✉❛♥❞ ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t

s♦✉♠✐s❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s♦♥t

❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st✲✐❧ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ s✉r ✉♥ ❖❙ ❝❤♦✐s✐ ❄ ◗✉❡❧❧❡ s❡r❛ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é✲

✶✷✵



✷✳ ❆s♣❡❝t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❝✉t✐♦♥ ❄ ❙❛❝❤❛♥t q✉✬❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❝♦♥st❛♥t ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ s✉✲

♣❡r✈✐s❡✉r✳

✕ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✿ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱

❡t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❞✉❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❄ ❈✬❡st ❛s♣❡❝t ❛ été s✉♣♣♦sé ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡

❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✕ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ✿ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♦✉ ♠❡s✲

s❛❣❡s✮ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❄ ❊st✲✐❧ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✭❖❙ ❡t ♣r♦t♦❝♦❧❡s✮ ❄

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s r❡❧è✈❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✐❡✱ ❡❧❧❡s ♠ér✐t❡♥t t♦✉t❡s

❞✬êtr❡ ❞✐s❝✉té❡s ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

▲❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭s✉rt♦✉t

❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✮ à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭✈✐❛ ✉♥ s✉♣❡r✲

✈✐s❡✉r✮✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ré❛❧✐sé❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❡t s✬❡①é❝✉t❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡

❞❡ ré❛ttr✐❜✉❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✭❧❡ ❣❛✐♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❛ r❡s✲

s♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ s❡ ❢❛✐t s✉r

✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ r♦✉t❡✉r✱ s✇✐t❝❤✮✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é✲

❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t s♦✉♠✐s ❛✉①

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✭❡✳❣✳ ❊❋P✮ s❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠❡ ❝❛r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

♦♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s

♠❡ss❛❣❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❊❋P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s♠✐s s✐ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉r❝❤❛r❣é❡ ♣♦✉r

✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✐❧s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r

❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ❧❛ s✉r✲

❝❤❛r❣❡ ♣❡✉t s✉r✈❡♥✐r ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❥❡t s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❞♦✐t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡s

❞❡✉① ❝ôtés ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡q✉✐s❡ ❡t ❛✐♥s✐ é✈✐t❡r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ st❛❜✐❧✐té✮ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡

❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦ù s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ❛✐♥s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ rés❡❛✉ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✱ ❡t ❞❡

❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

✶✷✶



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦ût❡✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t

❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ q✉❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡

rés❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❦✱❦✮✲✜r♠✳

❯♥ ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ st❛❣❡

❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ s♦✉s ❖r❝❝❛❞

✭❤tt♣ ✿✴✴s❡❞✳✐♥r✐❛❧♣❡s✳❢r✴❖r❝❝❛❞✴✮✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ❆❘❆ ❙❛❢❡❴◆❊❈❙

✭❤tt♣ ✿✴✴s❛❢❡✲♥❡❝s✳❝r❛♥✳✉❤♣✲♥❛♥❝②✳❢r✴✮ ❛✉q✉❡❧ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉

❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✉ q✉❛❞r♦t♦r ❞✉ ❞r♦♥❡ ✭♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙❛❢❡❴◆❊❈❙✮

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬ét✉❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛tt❡♥❞✉s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r à

❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✭♠✱❦✮ ♣❛tt❡r♥s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ●râ❝❡

❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✜①❡r ❧❛ str❛té❣✐❡

❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✭♠✱❦✮ ♣❛tt❡r♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s

❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ❆✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

ç❛❜✐❧✐té s✉✣s❛♥t❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭♠✱❦✮✲✜r♠✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❧✉s s❡rré❡s ❡①✐st❡♥t

❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❡❥❡ts ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡s✮ s❡ ❢♦♥t s❡❧♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r

❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❙✉r ❧✬❛s♣❡❝t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❡①✲

♣❧♦r❡r ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡♥❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

tâ❝❤❡s à ♦✛s❡t ✭♦✉ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮✱ ♣✉✐s ✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s s❡rré❡s

❬❚r❛♦r❡✵✼❪✳ ❉❡✉①✐è♠❡♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❊❯ q✉✐ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r

rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼▼❑P ✭▼✉❧t✐♣❧❡✲❈❤♦✐❝❡ ▼✉❧t✐✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❑♥❛♣s❛❝❦ Pr♦❜❧❡♠✮✳ ■❧ ♥♦✉s

s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣rétés ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼▼❑P✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ✐♥tér❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♣♦s✲

s✐❜✐❧✐tés ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s❡r❛ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ r❡✲

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡t ❞❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✶✷✷



✸✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é❝❧❡♥❝❤❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡✉r

♣♦✉rr❛ ♣r♦✈❡♥✐r ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝é❞é✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

s✉✐t❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t✱ ❡t❝✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t

❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛r ♦♥ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♣❛r❢♦✐s ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ♥❡

❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✬à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ kh✳ ■❧ s❡r❛✐t

❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ❛ été ré❛❧✐sé ré❝❡♠♠❡♥t ❬❋❡❧✐❝✐♦♥✐✵✽❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❧✉s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❡st

❛✉ss✐ ét✉❞✐é✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✶✷✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
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❆♥♥❡①❡ ❆

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①

❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉

♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡✳❣✳ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ♣❤②s✐q✉❡ à ❝♦♥trô❧❡r✮✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ré✲❡①é❝✉té❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡s✲

s❡✉r✱ ♠❛✐s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡①é❝✉t❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡

❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ r❡♥❢❡r♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ ét❛t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲❡ s②sté♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥

❛✉tr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✭❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✱

❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ r❡❛❞② ✿ ✐♥st❛♥❝❡ ♣rêt❡ à ❞é♠❛rr❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é♠❛rré❡✱ ♦✉ ❞♦♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥

❛ été ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❀

✕ r✉♥♥✐♥❣ ✿ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✕ ❜❧♦❝❦❡❞ ✿ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❀

✕ s❧❡❡♣✐♥❣ ✿ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ s♦♠♠❡✐❧✱ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ré✈❡✐❧ ❀

✕ st♦♣♣❡❞ ✿ ✐♥st❛♥❝❡ t❡r♠✐♥é❡✳

▲❛ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝❤r♦♥♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷✳ ❙✉r ❧❡ ❝❤r♦♥♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ✿
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❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s

Tâche 1


Tâche 2


Tâche 3
 ���t1
 t2
 t3
 t4
 t5
 t6


❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❊✈é♥❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡

✕ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st ❝réé❡ ❡t ♣rêt❡ à êtr❡ ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥st❛♥ts t1✱ t2 ❡t t4 ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t tâ❝❤❡ ✸✱ tâ❝❤❡ ✶ ❡t tâ❝❤❡ ✷✮ ❀

✕ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ✿ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à êtr❡ ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥st❛♥ts t1✱ t2 ❡t t4 ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✸✱ tâ❝❤❡

✶ ❡t tâ❝❤❡ ✷✮ ❀

✕ ❞❛t❡s ❞❡ ♣ré❡♠♣t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st ♠♦♠❡♥t❛♥é♠❡♥t ✐♥t❡rr♦♠♣✉ ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡

tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥st❛♥t t2 ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ✸✮ ❀

✕ ❞❛t❡s ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✿ ▲❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❧à ♦ù ❡❧❧❡ ❛✈❛✐t été

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣ré❡♠♣té❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥st❛♥t t4 ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ✸✮ ❀

✕ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✿ ▲❛ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①

✐♥st❛♥ts t4✱ t5 ❡t t6 ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✶✱ tâ❝❤❡ ✷ ❡t tâ❝❤❡ ✸✮ ❀

✕ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✿ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

tr❛✈❛✐❧ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts t1 ❡t t6✱ t2 ❡t t4✱ t4 ❡t t5

♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✸✱ tâ❝❤❡ ✶ ❡t tâ❝❤❡ ✷✮✳

✶✷✻



❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ tâ❝❤❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ✜❣✉r❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ❧❡

♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣✐r❡✲❝❛s ✭♦✉ ❲❈❊❚ ♣♦✉r

❲♦rst ❈❛s❡ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s

é❝❤é❛♥❝❡s✳

✕ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ✿ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s♦♥t ❝réés ❞❡ ❢❛ç♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✐❧

❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s q✉✬à ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣é✲

r✐♦❞✐q✉❡✱ ❝❛r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮✳

▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳

✕ ▲✬é❝❤é❛♥❝❡ ✿ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t❡r♠✐♥é❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

✶✷✼



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

✶✷✽



❆♥♥❡①❡ ❇

❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡

s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à

s❛✉ts ♠❛r❦♦✈✐❡♥s

❇✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à t❡♠♣s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

xi+1 = Axi + Bui

yi = Cxi

✭❇✳✶✮

♦ù xi ∈ R
n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ ui ∈ R

m ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t yi ∈ R
p r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡s s♦rt✐❡s✳ A ∈ R
n×n ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ B ∈ R

n×m ❡st ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t C ∈ R
p×n ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳

❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s

♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t s♦♥t r❡❥❡tés sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲

✜r♠ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❉❇P ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧❡

s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✱✸✮✲✜r♠✱

♦ù ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ✭♠✱❦✮✲♣❛tt❡r♥ ❝♦✉r❛♥t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡

❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ét❛ts ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❡t pi ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛s

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜✐ts ❞❛♥s ✉♥ ✭♠✱❦✮ ♣❛tt❡r♥ s❡

❢❛✐t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦ssè❞❡ n ét❛ts✳

❖♥ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s ét❛ts ✭q✉✐ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r ✉♥ ✭♠✱❦✮ ♣❛tt❡r♥✮ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r✲

❦♦✈ ♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ✶ à n✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té❡

♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ (x, y)me é❧é♠❡♥t ✈❛✉t

✶✷✾



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à s❛✉ts ♠❛r❦♦✈✐❡♥s

111
 110
 101


011


p

1


1-p

1


p

2


1-p

2


❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✱✸✮✲✜r♠

Pr [xi = x | xi−1 = y] = pxy

❛✈❡❝ pxy ≥ 0 ❡t
∑n

j=1 pij = 1 ♣♦✉r i ∈ [1, 2., n]✳

◆♦t♦♥s yci ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s s♦rt✐❡s r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ♦♥ ❛ ✿

yci = θiyi + (1 − θi) yc(i−1) ✭❇✳✷✮

♦ù θi = 1 s✐ ❧❡ iime ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ s✐♥♦♥ θi = 0✳

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥té x̄i ∈ R
n+p ✿

x̄i =
[

xT
i yT

c(i−1)

]T

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ à t❡♠♣s ✈❛r✐❛♥t ✐♥té❣r❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✿

xi+1 = Āθi
x̄i + Bui

yci = Cθi
xi

✭❇✳✸✮

❛✈❡❝

Āθi
=

[

A 0

θiC (1 − θi) I

]

✭❇✳✹✮

B =

[

B

0

]

✭❇✳✺✮

Cθi
=

[

θiC (1 − θi) I
]

✭❇✳✻✮

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t

♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❇✳✸ ❡st ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❤②❜r✐❞❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ à s❛✉ts ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ ❉❛♥s

❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡

♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣✉✐s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r

❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧✳

✶✸✵



❇✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ s②stè♠❡

❇✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ s②stè♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❇✳✸ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❈♦st❛✾✸❪

♦ù ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t

❞❡ ❬❏✐✾✶❪✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ▲❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❇✳✸ ❛✈❡❝ u ≡ 0 ❡st ❞✐t ✿

✶✳ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ st❛❜❧❡ ✭▼❙❙✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥t✐❛❧ (x0, θ0)✱ limi→∞ E
[

‖xi‖
2
]

= 0 ❀

✷✳ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥t✐❛❧ (x0, θ0)✱ E
[

∑∞
i=0 ‖xi‖

2
]

< ∞ ❀

✸✳ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ st❛❜❧❡ ✭❊▼❙❙✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥t✐❛❧ (x0, θ0)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 0 <

α < 1 ❡t β > 0 t❡❧ q✉❡ ∀i ≥ 0,E
[

‖xi‖
2
]

< βαi ‖x0‖
2 ❀

✹✳ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② st❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥t✐❛❧ (x0, θ0)✱ P [limi→∞ ‖xi‖ = 0] = 1

■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❏✐✾✶❪ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❇✳✸✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s

❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♠♦st s✉r❡❧② st❛❜❧❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s

❬❈♦st❛✾✸❪ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ▼❙❙ ❡st

é♥♦♥❝é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾ ▲❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❇✳✸ ❡st ▼❙❙ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡s

♠❛tr✐❝❡s Gi > 0 ♣♦✉r i = 0, 1, .., N q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ Gi − AT
i

(

∑N
j=1 pijGj

)

Ai > 0 ♣♦✉r i = 0, 1, .., N ❀

✷✳ Gj − AT
j

(

∑N
i=1 pijGj

)

AT
j > 0 ♣♦✉r j = 0, 1, .., N ❀

✸✳ Gi −
∑N

j=1 pijA
T
j GjAj > 0 ♣♦✉r i = 0, 1, .., N ❀

✹✳ Gj −
∑N

i=1 pijAiGiA
T
i > 0 ♣♦✉r i = 0, 1, .., N ✳

❇✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❇✳✸ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦ût s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J = E

(

N−1
∑

i=0

(

xT
i QXi

x̄i + 2x̄T
i MXi

ui + uT
i RXi

ui

)

)

✭❇✳✼✮

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❇✳✸ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❇✳✼✳ ❊♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞ér✐✈é❡ ❞❛♥s

❬❇❧❛✐r✼✺❪ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ui = −Lixi i = 0, 1, 2... ✭❇✳✽✮

✶✸✶



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à s❛✉ts ♠❛r❦♦✈✐❡♥s

♦ù

Li =



B̄T
n
∑

j=1

Kj,i+1pXijB̄ + RXi





−1

B̄T
n
∑

j=1

Kj,i+1pXijĀvi
+ MT

Xi



 ✭❇✳✾✮

♦ù Kj,i+1 ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

KXN ,N = 0

Kl,i = AT
vl

∑n
j=1 Kj,i+1pXijĀvl

+ Q
′

Xi

= −
(

BT
∑n

j=1 Kj,i+1pXijĀvl
+ MT

Xi

)T

×
(

B̄T
∑n

j=1 Kj,i+1pXijB̄ + R
′

Xi

)−1

×
(

B̄T
∑n

j=1 Kj,i+1pXijĀvl
+ MT

Xi

)

✭❇✳✶✵✮

❛✈❡❝ vl = 1 s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ✭♠✱❦✮ ♣❛tt❡r♥ à ❧✬ét❛t l ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✬✶✬✱

s✐♥♦♥ vl = 0✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❇✳✼ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❇✳✽ ❡st

J = x̄T
0 KX0,0x̄0

▲♦rsq✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ N = ∞✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡

Kl,i = Kl,i+1 = Kl,∞
✸✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✾ ❞❡✈✐❡♥t ✿

Li =



B̄T
n
∑

j=1

Kj,∞pXijB̄ + RXi





−1

B̄T
n
∑

j=1

Kj,∞pXijĀvi
+ MT

Xi





❛✈❡❝

Kl,∞ = AT
vl

∑n
j=1 Kj,∞pXijĀvl

+ Q
′

Xi

= −
(

BT
∑n

j=1 Kj,∞pXijĀvl
+ MT

Xi

)T

×
(

B̄T
∑n

j=1 Kj,∞pXijB̄ + R
′

Xi

)−1

×
(

B̄T
∑n

j=1 Kj,∞pXijĀvl
+ MT

Xi

)

✸✳ ❉❛♥s ❬❈❤✐③❡❝❦✽✻❪✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❝♦♥✈❡r❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❛♥s ❬❏✐✽✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s

❤②❜r✐❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s str✐❝t❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✸✷



❆♥♥❡①❡ ❈

❙②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥trô❧é

❡♥ rés❡❛✉①✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♥trô❧❡r ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐s❝rét✐sé❡✱

♣❛r xi+1 = αxi + βui i = 0, 1, ..✱ ❛✈❡❝ ui ❡t xi r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ✭❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ❡t ❧❛

s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ α ❡t β ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ |α| > 1 ❡t β 6= 0✳ ■❧ ❡st ❝♦♥trô❧é ❡♥ t❡♠♣s

❞✐s❝r❡t zi = γyi ♦ù γ ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❡t yi = xi + pi ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ui = zi + qi✳ pi ❡t qi s♦♥t ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s✳

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ❞♦♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭❝♦✉♣❧❡ (m, k) ❡t

♣❛tt❡r♥ π✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ γopt ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ M(γopt, π)✳

❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✶

✭✶✮ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é ✿

✕ α ❂ ✸✱ β ❂ ✶✱

✕ ❧❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶ ✿ σ2
p = 1 ❡t σ2

q = 1✳

✕ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡ ❡st vmax = 10000✳

✭✷✮ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉♣♣♦rt ✿

✕ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❣ér❛♥t ❧❡s r❡❥❡ts ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r k✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠é♠♦r✐s❡r (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ✿ k ≤ 10✱

✕ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r m ❡t k ✿ m
k
≤ 0.5✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❈✳✶✳ ❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s

❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮ ❡t t❡❧s q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t t♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts✳

✶✸✸



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥trô❧é ❡♥ rés❡❛✉①✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ✕ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✶✳
(m, k) π γopt M(γopt, π) (m, k) π γopt M(γopt, π)
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✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵❧✵✵✵ ✲✷✱✾✻✹✺ ✼✱✸✵✾✹❊✰✵✸ ✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧❧✵✵❧✵ ✲✷✱✽✾✸✸ ✼✱✽✺✽✾❊✰✵✷

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵✵❧✵✵ ✲✷✱✾✾✹✾ ✽✱✶✾✷✹❊✰✵✷ ✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧✵❧✵❧✵ ✲✷✱✽✸✸✸ ✼✱✻✾✵✻❊✰✵✷

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵✵✵❧✵ ✲✷✱✾✻✹✺ ✼✱✸✵✽✻❊✰✵✸

✶✸✹



❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷

✭✶✮ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é ✿

✕ α ❂ 0, 5117✱ β ❂ 0, 4883✱

✕ ❧❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶ ✿ σ2
p = 1 ❡t σ2

q = 1✳

✕ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡ ❡st vmax = 0, 323✳

✭✷✮ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s✉♣♣♦rt ✿

✕ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❣ér❛♥t ❧❡s r❡❥❡ts ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r k✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠é♠♦r✐s❡r (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ✿ k ≤ 10✱

✕ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

s✉r m ❡t k ✿ m
k
≤ 0.5✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❈✳✷✱ ❈✳✹ ❡t ❈✳✻✳ ❈❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t

q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮ ❡t t❡❧s q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t t♦✉s

❞✐✛ér❡♥ts✳

✶✸✺



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥trô❧é ❡♥ rés❡❛✉①✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ❈✳✷ ✕ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✶✮

(m, k) π γopt M(γopt, π)

✭✶✱✷✮ ❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✶✼✹

✭✶✱✸✮ ❧✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✶✻

✭✶✱✹✮ ❧✵✵✵ ✲✵✱✶✸✵✽ ✵✱✸✷✷✼

✭✶✱✺✮ ❧✵✵✵✵ ✲✵✱✹✺✵✺ ✵✱✸✷✸✵

✭✷✱✹✮ ❧❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✹

✭✷✱✺✮ ❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✷✱✺✮ ❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✶✺

✭✷✱✻✮ ❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✷✱✻✮ ❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✷✱✼✮ ❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✶✼✸✷ ✵✱✸✷✷✾

✭✷✱✼✮ ❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✶✼✸✷ ✵✱✸✷✷✼

✭✷✱✽✮ ❧✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✶✸✵✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✷✱✾✮ ❧✵✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✶✾✸✷ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✻✮ ❧❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✻✮ ❧❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✸✱✻✮ ❧❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✹

✭✸✱✼✮ ❧❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✸ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✼✮ ❧❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✸ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✼✮ ❧❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✸ ✵✱✸✷✶✻

✭✸✱✼✮ ❧❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✸ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✼✮ ❧✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✸ ✵✱✸✷✶✺

✭✸✱✽✮ ❧❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✽✮ ❧❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✽✮ ❧❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✽✮ ❧❧✵✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✽✮ ❧✵❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✽✮ ❧✵❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✾✼✷ ✵✱✸✷✶✻

✭✸✱✾✮ ❧❧✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✾✮ ❧❧✵✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✾✮ ❧❧✵✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✾✮ ❧✵❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✾✮ ❧✵❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✾✮ ❧✵❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✻

✶✸✻



❚❛❜❧❡ ❈✳✹ ✕ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✷✮

(m, k) π γopt M(γopt, π)

✭✸✱✾✮ ❧✵❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✺✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✶✵✮ ❧❧✵✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✶✵✮ ❧❧✵✵✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✶✵✮ ❧✵❧✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✶✵✮ ❧✵❧✵✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✸✱✶✵✮ ❧✵❧✵✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✸✱✶✵✮ ❧✵✵❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✺✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✽✮ ❧❧❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✽✮ ❧❧❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✽✮ ❧❧❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✻

✭✹✱✽✮ ❧❧❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✽✮ ❧❧✵❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✽✮ ❧❧✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✹✱✽✮ ❧❧✵❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✹✱✽✮ ❧❧✵✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✹

✭✹✱✾✮ ❧❧❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✾✮ ❧❧❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧❧❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✶✾✻✷ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧❧❧✵✵✵✵❧✵ ✲✵✱✶✾✻✷ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✶✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵✵❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✶✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵✵❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✶✻

✭✹✱✾✮ ❧❧✵✵✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✾✮ ❧✵❧✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✾✵✽ ✵✱✸✷✶✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✶✻

✶✸✼



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❙②stè♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥trô❧é ❡♥ rés❡❛✉①✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ❈✳✻ ✕ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✸✮

(m, k) π γopt M(γopt, π)

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵✵❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧❧✵✵✵✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✾

✭✹✱✶✵✮ ❧✵❧✵❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✷✻

✭✹✱✶✵✮ ❧✵❧✵❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✻✹✻ ✵✱✸✷✶✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧❧✵❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✾

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧❧✵✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧❧✵✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧❧✵✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✾

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵❧❧✵✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✾

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵✵❧❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧❧✵✵✵✵❧❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✾

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧❧✵❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧❧✵✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧❧✵✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵❧❧✵✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✷✻

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵❧✵❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵✵❧❧✵✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵❧✵✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✺

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧❧✵✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✹

✭✺✱✶✵✮ ❧❧✵✵❧✵❧✵❧✵ ✲✵✱✷✹✼✺ ✵✱✸✷✶✹

✶✸✽



❆♥♥❡①❡ ❉

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦ût

❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦ût ✺✳✾✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ♣♦✉r ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Jp(f0, f1, .., fm−1) =
m−1
∑

i=0

(trSi+1(f0, f1, .., fm−1)R1 (fi)) +
m−1
∑

i=0

J̄i(f0, f1, .., fm−1) ✭❉✳✶✮

❙♦✐t F = {fi}i=0,1..m−1✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à fi ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❉✳✶

♣♦✉r i ∈ [0, m − 1] ❡st ✿

dJp (F )

dfi
=

m−1
∑

i=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fi) + trSi+1

dR1 (F )

dfi
+

dJ̄i (F )

dfi
✭❉✳✷✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❧❡s t❡r♠s dSj+1(F )
dfi

✱ R1 (fi)✱
dR1(fih)

dfi

❡t dJ̄i(F )
dfi

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❉✳✷✳

❉✳✶ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡ dR1(fih)
dfi

❡t dJ̄i(F )
dfi

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ R1 (fi) ❡t J̄i ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f1 s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✹

❡t ✺✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

dR1 (fih)

dfi
= heAfiRce

AT fi ✭❉✳✸✮

dJ̄i (F )

dfi
= tr (QR1 (fi) h) ✭❉✳✹✮

✶✸✾



❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

❉✳✷ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡ R1 (fi)

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ R1 (fi) =
∫ t

0 eAsQeAT sds✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

❬▲♦❛♥✼✽❪ ✿

[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

−A Q

0 AT

][

x1

x2

]

✭❉✳✺✮

q✉✐ ❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[

x1 (t)

x2 (t)

]

= exp

([

−A Q

0 AT

]

t

)[

x1 (0)

x2 (0)

]

✭❉✳✻✮

❙♦✐t

[

Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

]

= exp

([

−A Q

0 AT

]

t

)

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

x1 (t) = Ψ11x1 (0) + Ψ12x2 (0) ✭❉✳✼✮

x2 (t) = Ψ21x1 (0) + Ψ22x2 (0) ✭❉✳✽✮

❉❡ ❉✳✺ ❡t ❉✳✻✱ ♦♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

ẋ1 (t) = −Ax1 (t) + Qx2 (t) ✭❉✳✾✮

❡t

x2 (t) = eAT tx2 (0) ✭❉✳✶✵✮

♦♥ ❛ ❞♦♥❝

ẋ1 (t) = −Ax1 (t) + QeAT tx2 (0) ✭❉✳✶✶✮

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

✶✹✵



❉✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡
dSj+1(F )

dfi

x1 (t) = e−Atx1 (0) + e−At

∫ t

0
eAsQeAT sdsx2 (0) ✭❉✳✶✷✮

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❉✳✼ ❡t ❉✳✽ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❉✳✶✷ ❡t ❉✳✶✵✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t

Ψ11 = e−At

Ψ12 = e−At

∫ t

0
eAsQeAT s

Ψ21 = 0

Ψ22 = eAT t

✐❧ ✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

R1 (t) =

∫ t

0
eAsQeAT sds = ΨT

22Ψ12

❉✳✸ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡
dSj+1(F )

dfi

❉❡ ✺✳✹ ❡t ✺✳✺✱ ♦♥ ❛

(

ΓT
i Si+1Γi + R

′

i

)

Li =
(

ΓT
i Si+1Φi + MT

i

)

✭❉✳✶✸✮

❡t

Si + LT
i

(

ΓT
i Si+1Γi + R

′

i

)

Li =
(

ΦT
i Si+1Φi + Q

′

i

)T

✭❉✳✶✹✮

❊♥ ❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❉✳✶✸ ❡t ❉✳✶✹ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥ ❛

[

Si + LT
i GiLi LT

i Gi

GiLi Gi

]

=

[

ΦT
i

ΓT
i

]

Si+1

[

Φi Γi

]

+ Qi,d ✭❉✳✶✺✮

♦ù Gi = ΓT
i Si+1Γi + R

′

i ❛✈❡❝

Qi,d =

[

Qi,1d Qi,2d

Qi,3d Qi,4d

]

=

∫ fih

0
e
∑t

dt

♦ù

✶✹✶



❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

e
∑t

= exp

([

A B

0 0

]

t

)

=

[

Φ(t) Γ(t)

0 I

]

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✺ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ fi ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
[

0 0
dLi

dfi
0

]T [

Si 0

0 Gi

][

I 0

Li I

]

+

[

I 0

Li I

]T [ dSi(F )
dfi

0

0 dGi

dfi

][

I 0

Li I

]

=

dQi,d

dfi
+





dΦT
i

dfi

dΓT
i

dfi



Si+1

[

Φi Γi

]

+

[

ΦT
i

ΓT
i

]

dSi+1(F )
dfi

[

Φi Γi

]

+

[

ΦT
i

ΓT
i

]

Si+1

[

dΦi

dfi

dΓi

dfi

]

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

[

0
dLT

i

dfi
G

0 0

]

+

[

dSi(F )
dfi

0

0 dGi

dfi

]

+

[

0 0

GdLi

dfi
0

]

=

[

ΦT
i − LT

i ΓT
i

ΓT
i

]

dSi+1(F )
dfi

[

Φi − ΓiLi Γi

]

+

[

I 0

−Li I

]T

wi

[

I 0

−Li I

] ✭❉✳✶✻✮

♦ù

wi =
dQi,d

dfi
+





dΦT
i

dfi

dΓT
i

dfi



Si+1

[

Φi Γi

]

+

[

ΦT
i

ΓT
i

]

Si+1

[

dΦi

dfi

dΓi

dfi

]

❉❡ ❉✳✶✻✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♦❜t❡♥✐r dSi(F )
dfi

✿

dSi (F )

dfi
= ΨT

i

dSi+1 (F )

dfi
Ψi +

[

I −LT
i

]

wi

[

I

−Li

]

♦ù Ψi = Φi − ΓiLi✳

P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✿

dSj (F )

dfi
= ΨT

j+1

dSj+1 (F )

dfi
Ψj+1 ♣♦✉r ♠♦❞

(

j

m

)

6= i

▲❡s t❡r♠❡s dQi,d

dfi
✱dΦi

dfi
❡t dΓi

dfi
❞❛♥s wi s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

dΦi

dfi
= hAΦi

dΓi

dfi
= hAΓi + hB

dQi,d

dfi
= he

∑T fih

[

Q 0

0 R

]

e
∑

fih = h

[

Φi Γi

0 I

]T [

Q 0

0 R

][

Φi Γi

0 I

]

✶✹✷



❉✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞❡
dSj+1(F )

dfi

wi ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

wi = h

[

Φi Γi

0 I

]T [

Q 0

0 R

][

Φi Γi

0 I

]

+

[

(hAΦi)
T

(hAΓi + hB)T

]

Si+1

[

Φi Γi

]

+

[

ΦT
i

ΓT
i

]

Si+1

[

AhΦi hAΓi + hB
]

P♦✉r r❛❝❝♦✉r❝✐r dSi(F )
dfi

✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

Wi =
[

I −LT
i

]

wi

[

I

−Li

]

= h
[

ΨT
i −LT

i

]

[

Φi Γi

0 I

][

Ψi

−Li

]

+
(

hΨT
i AT − hLT

i BT
)

Si+1Ψi + ΨT
i Si+1 (hAΨi − hBLi) ✭❉✳✶✼✮

❡t ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

dSi (F )

dfi
= ΨT

i

dSi+1 (F )

dfi
Ψi + Wi

❊♥ rés✉♠é✱ dSj+1(F )
dfi

❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dSj (F )

dfi
= (Φj+1 − Γj+1Lj+1)

T dSj+1 (F )

dfi
(Φj+1 − Γj+1Lj+1) ♣♦✉r ♠♦❞

(

j

m

)

6= i

❛✈❡❝

dSi (F )

dfi
= (Φi+1 − Γi+1Li+1)

T dSi+1 (F )

dfi
(Φi+1 − Γi+1Li+1) + Wi

♦ù Wi ❡st ❝❛❧✉❝❧é s❡❧♦♥ ❉✳✶✼✳❬❏✐❛✵✺❜✱ ❏✐❛✵✻❛✱ ❏✐❛✵✻❜✱ ❏✐❛✵✼❛✱ ❏✐❛✵✼❜✱ ❏✐❛✵✽❪

✶✹✸



❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

✶✹✹



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✳ ✳ ✳ ✼

✷ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ✭❛✮ ❙②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ st❛❜❧❡ ❀ ✭❜✮ ❙②stè♠❡ ❛ss❡r✈✐ ✐♥st❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✼ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ❞é❧❛✐s✱ τcc ❡t τca ❀ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r τc

❡st ❛✉ss✐ ✐♥❞✐q✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✽ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❝♦♥trô❧é ❡t ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❀ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡

s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❀ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r

❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❀ ❡♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✾ ▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞é❧❛✐✳ ✭❛✮ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝

❞é❧❛✐✳ ✭❜✮ ❧❡s ré♣♦♥s❡ y à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ✭yré❢ér❡♥❝❡ ❂ ✶✮ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞é❧❛✐s✱ ♦ù

τcc = τca = τ
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶✵ ▲✐❡✉ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❛✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β ❛✈❡❝

τcc = τca = τ
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✶✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✶✸ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✿ ▼■◗❙❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✈❡❝ ✭✷✱✸✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✶✹✺



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✸ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❛✈❡❝ ❉❇P ❀ jx
i ✿ iime ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

tâ❝❤❡ x ❀ px
i ✿ ♣r✐♦r✐té ❞❡ iime ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ x ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✭❧❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ (1, k)✲♣❛tt❡r♥✱

❛✈❡❝ k ≤ 5✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❛❝❝❡♣tés s✉r ❧❛

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✹ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣é✲

r✐❡✉r❡ ❞❡ vi✱ M(γopt, π) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ rés❡❛✉ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✷ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✸ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✹ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r 2 ❝♠ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (k, k)✲✜r♠

✭s❛♥s r❡❥❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✺ ❈♦ûts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛tt❡r♥ (1, 10)✱ (2, 10) ❡t (5, 10) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥✲

❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ Π✳ ▲❡s ♣❛tt❡r♥ (m, 10) ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t

t♦✉s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 10 − m ✶ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✶ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✷ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✸ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✶✶✮✲✜r♠✱ ❛✈❡❝ f0 = 3✱ f1 = 1 ❡t f2 = 7 ❀ ❧❡ ❝♦ût

J = 15.94 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✹ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✱✶✶✮✲✜r♠✱ ❛✈❡❝ f0 = 3✱ f1 = 4 ❡t f2 = 4 ❀ ❧❡ ❝♦ût

J = 12.76 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✺ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ✵✳✶ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❦✱❦✮✲✜r♠ ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 10.7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✻ ❚r❛❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✵ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ✵✳✶ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ h = 0.036 ❀ ❧❡ ❝♦ût J = 12.75 ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✶ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✷ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸ ❈♦ûts Ji, ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ tâ❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✶✹✻



✻✳✺ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ à t = 1✱ ❛✈❡❝

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s

tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ✶✶✹

✻✳✻ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ à t = 2 ❛✈❡❝

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s

tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ✶✶✺

✻✳✼ ❈♦ûts Ji, ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✽ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ à t = 1 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✾ ❉ét❛✐❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ à t = 1 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❧❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❡st r❡♣rés❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

❆✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❆✳✷ ❊✈é♥❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❇✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬ét❛t✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✱✸✮✲✜r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✶✹✼



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✹✽



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✸✳✶ (1, k)✲♣❛tt❡r♥ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s ✉♥ (m, k)✲

♣❛tt❡r♥✱ t❡❧ q✉❡ m ≤ k − 3✱ k ≤ 20 ❡t ❧❡s 3 r❡❥❡ts s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s ✉♥ (m, k)✲

♣❛tt❡r♥✱ t❡❧ q✉❡ m ≤ k − 4✱ k ≤ 20 ❡t ❧❡s 4 r❡❥❡ts s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✺ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✻ ❙②stè♠❡ st❛❜❧❡ ✲ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s

❛❝❝❡♣tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ✈❛❧❡✉r ❞❡ k ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k)✲✜r♠ ✼✺

✹✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ (1, 10)✲✜r♠✳ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❛♥s

✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s (2, 10)✲✜r♠✳ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 2

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s (5, 10)✲✜r♠✲ ✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ 5

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛tt❡r♥ Π✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✺ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠✱❦✮✲✜r♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭k ≤ 10 ❡t T(m,k) ≤ 0.25✮ ❡t (m, k)✲♣❛tt❡r♥

❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Jmax
(m,k) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✶ ●❛✐♥s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✭L1 ❡t L2✮ ❡t ❝♦ût J ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (2, 10)✲♣❛tt❡r♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ✽✼

❈✳✶ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❈✳✷ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✶✮ ✶✸✻

❈✳✹ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✷✮ ✶✸✼

❈✳✻ ●❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s (m, k)✲♣❛tt❡r♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✲ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♣❛rt✐❡ ✸✮ ✶✸✽

✶✹✾



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✺✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆♥❞❡rs♦♥✾✾❪ ❉♦♥ ❆♥❞❡rs♦♥✳ ❋✐r❡❲✐r❡ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭✷♥❞ ❡❞✳✮ ✿ ■❊❊❊ ✶✸✾✹❛✳ ❆❞❞✐s♦♥✲

❲❡s❧❡② ▲♦♥❣♠❛♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ■♥❝✳✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✾✳

❬❆♥❞r❡✇✵✷❪ ❚❛♥❡♥❜❛✉♠ ❆♥❞r❡✇✳ ❈♦♠♣✉t❡r ◆❡t✇♦r❦s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

❘❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✷✳

❬❆str♦♠✾✼❪ ❑✳ ❏✳ ❆str♦♠ ❛♥❞ ❇✳ ❲✐tt❡♥♠❛r❦✳ ❈♦♠♣✉t❡r❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❙②st❡♠s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱

✶✾✾✼✳

❬❇❛r✉❛❤✾✵❪ ❙✳ ❑✳ ❇❛r✉❛❤✱ ❆✳ ❑✳ ▼♦❦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❊✳ ❘♦s✐❡r✳ Pr❡❡♠♣t✐✈❡❧② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❛r❞✲r❡❛❧✲

t✐♠❡ s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦s ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ ■❊❊❊ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱

♣❛❣❡s ✶✽✷✕✶✾✵✱ ✶✾✾✵✳

❬❇❡♥●❛✐❞✵✺❪ ▼✲▼✳ ❇❡♥ ●❛✐❞✱ ❆✳ ➬❡❧❛✱ ❛♥❞ ❨✳ ❍❛♠❛♠✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t

✹✹t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

❊❈❈ ✷✵✵✺✱ ❙❡✈✐❧❧❡✱ ❙♣❛✐♥✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✺✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬❇❡♥●❛✐❞✵✻❛❪ ▼✲▼✳ ❇❡♥ ●❛✐❞ ❛♥❞ ❨✳ ➬❡❧❛✱ ❆✳❛♥❞ ❍❛♠❛♠✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❆♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✹✭✹✮ ✿✼✼✻✕✼✽✼✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❡♥●❛✐❞✵✻❜❪ ▼✳ ❇❡♥ ●❛✐❞✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②s✲

t❡♠s✳ P❤✳❞✳ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t☎➛ ❞✬❊✈r② ❱❛❧ ❞✬❊ss♦♥♥❡✱ ✷✵✵✻✳

❬❇✐tt❛♥t✐✾✶❪ ❙✳ ❇✐tt❛♥t✐✱ P✳ ❈♦❧❛♥❡r✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❉❡ ◆✐❝♦❧❛♦✳ ❚❤❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♣t❡r ❚❤❡

♣❡r✐♦❞✐❝ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✷✼✕✶✻✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✶✳

❬❇❧❛✐r✼✺❪ ❲✳ P✳ ❏r✳ ❇❧❛✐r ❛♥❞ ❉✳❉✳ ❙✇♦r❞❡r✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r❡t❡

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❥✉♠♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧✱

✈♦❧✉♠❡ ✷✶✱ ♣❛❣❡s ✽✸✽✕✽✹✶✱ ✶✾✼✺✳

❬❇♦r❝❤❡rs✾✹❪ ❇✳ ❇♦r❝❤❡rs ❛♥❞ ❏✳❊✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱

♥✉♠❜❡r ✷✶✱ ♣❛❣❡s ✸✺✾✕✸✻✼✱ ✶✾✾✹✳

❬❇r❛♥✐❝❦②✵✵❪ ▼✳❙✳ ❇r❛♥✐❝❦②✱ ❙✳▼✳ P❤✐❧❧✐♣s✱ ❛♥❞ ❲✳ ❩❤❛♥❣✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❝♦♥tr♦❧

s②st❡♠s ✿ ❊①♣❧✐❝✐t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❧❛②✳ ■♥ ✐♥ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢✱ ♣❛❣❡s

✷✸✺✷✕✷✸✺✼✱ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ❏✉♥ ✷✵✵✵✳

✶✺✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇✉r✾✹❪ ❆✳ ❇✉r♥s✳ Pr❡❡♠♣t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✿ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ❡❞✐t♦r✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❘❡❛❧❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ✶✾✼✸✳

❬❈❡r✈✐♥✵✷❪ ❆✳ ❈❡r✈✐♥✱ ❏✳ ❊❦❡r✱ ❇✳ ❇❡r♥❤❛r❞ss♦♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❊✳ ➴r③é♥✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❛s❦s✳ ■♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✱ ♣❛❣❡s ✷✺✕✺✸✱ ✷✵✵✷✳

❬❈❡r✈✐♥✵✸❪ ❆✳ ❈❡r✈✐♥✱ ❉✳ ❍❡♥r✐❦ss♦♥✱ ❇♦✳ ▲✐♥❝♦❧♥✱ ❏✳ ❊❦❡r✱ ❇✳ ❇❡r♥❤❛r❞ss♦♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❊✳

➴r③é♥✳ ❍♦✇ ❞♦❡s ❝♦♥tr♦❧ t✐♠✐♥❣ ❛✛❡❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❄ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s

▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✷✸✭✸✮ ✿✶✻✕✸✵✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✸✳

❬❈❤❛♥✾✺❪ ❍✳ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❯✳ ❖③❣✉♥❡r✳ ❈❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s②st❡♠s ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
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❝♦♥tr♦❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✱ ♣❛❣❡s ✹✾✸✸✕✹✾✸✽✱ P❤♦❡♥✐①✱ ❆❩✱ ✶✾✾✾✳

❬❲❡st✾✾❪ ❘✳ ❲❡st ❛♥❞ ❑✳ ❙❝❤❛✇♥✳ ❉②♥❛♠✐❝ ✇✐♥❞♦✇✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✻t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢✳ ❖♥ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞

❙②st❡♠s✱ ✶✾✾✾✳

❬❲❡st❡r❧✉♥❞✾✺❪ ❚✳ ❲❡st❡r❧✉♥❞ ❛♥❞ ❋✳ P❡tt❡rss♦♥✳ ❆ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✈❡①

♠✐♥❧♣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✭✶✾✮ ✿❙✶✸✶✕❙✶✸✻✱ ✶✾✾✺✳

❬❲✐❧✇❡rt✵✸❪ ❈✳ ❲✐❧✇❡rt✱ ❨✳ ◗✳ ❙♦♥❣✱ ❋✳ ❙✐♠♦♥♦t✲▲✐♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❈❧é♠❡♥t✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢

s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❡❡r✲❜②✲✇✐r❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❈❛❧♦✉st❡ ●✉❧❜❡♥✲

❦✐❛♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❡❞✐t♦r✱ ✾t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❡r❣✐♥❣ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❋❛❝t♦r② ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✻✕✶✾✱ ▲✐s❜♦♥ ✭P♦rt✉❣❛❧✮✱ ❙❡♣ ✷✵✵✸✳

❬❳✐❛✵✹❪ ❋✳ ❳✐❛✱ ❩✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❨✳ ❳✳ ❙✉♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t✲

✇♦r❦❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥ts✳ ■♥ ❚❤❡ ✸✵t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s s♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s ✷✾✹✻✕✷✾✺✶✱ ❇✉s❛♥✱

❑♦r❡❛✱ ◆♦✈ ✷✵✵✹✳

❬❨✉❛♥✽✽❪ ❳✳ ❨✉❛♥✱ ❙✳ ❩❤❛♥❣✱ ▲✳ P✐❜♦❧❡❛✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉♦♠❡♥❡❝❤✳ ❯♥❡ ♠❡t❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

♥♦♥❧✐♥❡❛r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐①t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡❞❡s✳ ❘❆■❘❖✱ ✭✷✷✮ ✿✸✸✶✱

✶✾✽✽✳

❬❩❤❛♥❣✵✶❪ ❲✳ ❩❤❛♥❣✱ ▼✳ ❙✳ ❇r❛♥♥✐❝❦②✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼✳ P❤✐❧✐♣s✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦❡❞

❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ♥✉♠❜❡r ✷✶✭✶✮ ✿✽✹✲✽✾✱ ❋❡❜

✷✵✵✶✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❩❤❛♦✾✾❪ ◗✳ ❈✳ ❩❤❛♦ ❛♥❞ ❉✳ ❩✳ ❩❤❡♥❣✳ ❙t❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛❧t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❤②❜r✐❞

❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ✶✾✾✾✳

✶✻✵



❘és✉♠é

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡

♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❈♦♥trô❧❡ ✭◗❞❈✮ ♣❛r r❡❥❡t sé❧❡❝t✐❢ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡❧♦♥ ❧❡

♠♦❞è❧❡ (m, k)✲✜r♠✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r❡❥❡ts

s✉r ❧❛ ◗❞❈ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♣é❝✐✜é

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❣❛✐♥✮ ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (m, k)✲✜r♠ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ r❡❥❡t sé❧❡❝t✐❢

❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ♠♦❞è❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱

♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

◆♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ré❛❧✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡

é✈♦❧✉t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❛❥✉st❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

(m, k)✲✜r♠ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✉♥

❝r✐tèr❡ r❡✢ét❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❚❡♠♣s ❘é❡❧✱ (m, k)✲✜r♠✱ ◗❞❈✱ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♦♣t✐♠✐✲

s❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛♥❞

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✭◗♦❈✮ ❜② s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡❥❡❝t✐♥❣ t❛s❦ ♦r ♠❡ss❛❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ (m, k)✲✜r♠ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ (m, k)✲

✜r♠ ♣❛❝❦❡t ❞r♦♣♦✉t ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ◗♦❈ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡

❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛ ❝♦✲❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❣❛✐♥✮ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧

❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ (m, k)✲✜r♠ ❝♦♥str❛✐♥t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ r❡❥❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧

✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ♦♥ ❧✐♥❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

❛ (m, k)✲❝♦♥str❛✐♥t ❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❛♣♣❧② t♦ ❡❛❝❤ t❛s❦ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❘❡❛❧✲t✐♠❡✱ (m, k)✲✜r♠✱ ◗♦❈✱ ●r❛❝❡❢✉❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✻✶



✶✻✷
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