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Glossaire des notations

N otations des probl�emes

n : le nombre de tâches.
J : l'ensemble des tâches du probl�eme.
J : l'ensemble de tâches non ordonnanc�ees �a l'it�eration courante d'une m�ethode de r�esolution.
jJ j : le nombre de tâches de l'ensembleJ .

ms : le nombre de machines de l'�etages.
m : le nombre maximum de machines sur un �etage (m= max s ms), si seulement un �etage

poss�ede plusieurs machines,m d�esigne le nombre de machines de cet �etage.

pij : la dur�ee d'ex�ecution de la tâche d'indice j �a l'�etage i , il est �a noter qu'en absence
d'ambigu•�t�e sur l'�etage d�esign�e (un seul �etage ou dur�ees identiques sur chaque �etage) la
valeur de i n'est pas indiqu�ee.

[aij ; bij ] : l'intervalle de dur�ee d'ex�ecution de la tâche d'indice j �a l'�etage i, en l'absence
d'ambigu•�t�e l'intervalle est not�e [ aj ; bj ]. Cet intervalle est dit proportionnel, si l'ordonn�ee
du point �nal de l'intervalle d�epend de celle du point initial alors l'intervalle est not�e
[aj ; (1 + � )aj ].

amax : la plus grande des ordonn�ees des points initiaux d'intervalles de dur�ees d'ex�ecution
[aj ; bj ] ou [aj ; (1 + � )aj ] (amax = max j 2J fa j g).

sikj : le temps de r�eglage de la tâche d'indicej sur l'�etage i si elle succ�ede �a la tâche d'indice
k. Si ce temps de r�eglage ne d�epend que de la tâche d'indicej , il est not�e sij . En l'absence
d'ambigu•�t�e nous utilisons skj et sj .

qij : le temps de �nition de la tâche d'indice j sur l'�etage i. En l'absence d'ambigu•�t�e nous
utilisons qj .

r j : la date de disponibilit�e de la tâche d'indice j .
~r i : la i �eme date de disponibilit�e g�en�eralis�ee, et nb~r i le nombre de tâches disponible �a cette

date.
~rmax : d�esigne la plus grande date de disponibilit�e g�en�eralis�ee (~rmax = max f ~r i g).
dj : la date de �n d'ex�ecution souhait�ee de la tâche d'indice j .
~dj : la date de �n d'ex�ecution imp�erative de la tâche d'indice j .
vij : le volume (ou taille) de la tâche d'indice j �a l'�etage i , en l'absence d'ambigu•�t�e elle est

not�e vj .

B i : le batch d'indice i .
P(B i ) : la dur�ee d'ex�ecution du batch B i .
jB i j : le nombre de tâches du batchB i .
ki : la capacit�e des machines �a traitement par batches de l'�etagei . �A l'instar de la notation

vii



Glossaire des notations

des dur�ees d'ex�ecution en l'absence d'ambigu•�t�e la valeur de i n'est pas indiqu�ee.
b� : le nombre maximum de tâches compatibles avec une même dur�ee d'ex�ecution, c'est-�a-dire

la taille maximale d'un batch lorsque la capacit�e est in�nie.

t i
m : la date de disponibilit�e de la machine m sur l'�etage i.

wj : le poids associ�e �a la tâche d'indice j dans la fonction objectif.
Cj : la date de �n d'ex�ecution de la tâche d'indice j .
L j = Cj � dj : le retard alg�ebrique de la tâche d'indice j .
Tj = max fC j � dj ; 0g : le retard de la tâche d'indice j .
Uj = f 1 si C j >d j

0 sinon : indicateur de retard de la tâche d'indice j .
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3.3 Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H List pour Bm 2). . . . . . . . . . 47
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Introduction g�en�erale

Cette th�ese, �nanc�ee par le �Fonds National de la Recherche� (Luxembourg), a �et�e e�ectu�ee
au sein de l'�equipe ORCHIDS (Operations Research for Complex HybrId Decision Systems)
du LORIA (Laboratoire lOrrain de Recherche en Informatique et ses Applications) sous la
direction de Marie-Claude Portmann et Ammar Oulamara. Les recherches e�ectu�ees au sein
de l'�equipe ORCHIDS concernent la recherche op�erationnelle, principalement des probl�emes
d'ordonnancements et des probl�emes li�es aux châ�nes logistiques.

Originellement, en th�eorie de l'ordonnancement d'atelier les probl�emes �etudi�es sont des pro-
bl�emes avec machines disjonctives, c'est-�a-dire que les machines traitent une seule tâche �a la fois.
Cependant de nombreuses machines rencontr�ees dans l'industrie permettent de traiter plusieurs
tâches simultan�ement. Depuis une vingtaine d'ann�ees, la communaut�e de recherche en ordon-
nancement de la production s'int�eresse �egalement �a ce type de machines appel�eesmachines �a
traitement par batches (de type p-batch). Ces machines permettent d'ex�ecuter plusieurs tâches
simultan�ement au sein d'un batch (lot). La plupart des travaux de recherche sur machines �a
traitement par batches sont inspir�es de probl�emes r�eels rencontr�es dans l'industrie du semi-
conducteur et de la m�etallurgie, mais ce type de machines est �egalement rencontr�e dans d'autres
secteurs d'activit�es tels l'industrie de pneumatiques, l'industrie pharmaceutique ou encore la
cristallerie. En pratique, des incompatibilit�es entre les tâches ne permettent pas certaines com-
binaisons de tâches dans un même batch. Ces incompatibilit�es peuvent être li�ees, par exemple,
aux composants des di��erents produits, �a leurs couleurs, ou �a leurs temp�eratures de cuisson.
Dans le cas qui nous int�eresse dans cette th�ese, les tâches ont des dur�ees d'ex�ecution minimales
et maximales, c'est pourquoi les tâches d'un même batch doivent partager un même ensemble
de dur�ees d'ex�ecution possibles.

La majeure partie de cette th�ese est consacr�ee aux probl�emes de minimisation de la date de
�n d'ex�ecution d'un owshop hybride �a deux �etages avec des machines �a traitement par batches
et compatibilit�e entre les tâches sur le second �etage. Un owshop hybride �a 2 �etages est un atelier
de production dans lequel les tâches sont ex�ecut�ees sur l'une des machines du premier �etage,
puis lorsque leur ex�ecution est compl�et�ee sur le premier �etage elles sont ex�ecut�ees sur le second
�etage.

Le traitement de ces probl�emes nous a �et�e inspir�e par une entreprise de pneumatiques. La
construction d'un pneumatique est principalement articul�ee autour de deux phases : la phase
d'assemblage qui est compos�ee de machines qui assemblent les pneus les uns apr�es les autres, et
la phase de cuisson, o�u les pneus assembl�es sont cuits dans des machines �a presse qui peuvent
contenir plusieurs pneus. Ainsi, les presses sont des machines �a traitement par batches avec des
contraintes suppl�ementaires de compatibilit�e entre les tâches.

1



Introduction g�en�erale

Le premier chapitre de cette th�ese expose les g�en�eralit�es desprobl�ematiques d'ordonnancement
de la production. Ainsi, la typologie pr�esent�ee dans ce pr�eambule nous permet de d�e�nir les
probl�emes abord�es dans cette th�ese, et de pr�esenter l'application industrielle qui nous a inspir�e
l'�etude de ces probl�emes.

Dans le second chapitre, la pr�esentation des classi�cations des probl�emes et m�ethodes simpli�e
les descriptions des travaux pr�esents dans la litt�erature concernant �a la fois les machines �a
traitement par batches et les owshops. �A la lecture de cet �etat-de-l'art nous remarquons que
les probl�emes �etudi�es dans cette th�ese ont �et�e tr�es peu abord�es jusqu'�a pr�esent.

Suite �a la pr�esentation des probl�emes et des travaux existant dans la litt�erature, nous d�eve-
loppons, dans le troisi�eme chapitre, des m�ethodes approch�ees a�n de r�esoudre deux probl�emes
de minimisation de la date de �n de l'ordonnancement pour un owshop avec machines �a traite-
ment par batches et compatibilit�e entre les tâches. Une premi�ere s�erie de six m�ethodes permet de
r�esoudre approximativement le probl�eme g�en�eral et les cas particuliers o�u l'un des deux �etages
contient seulement une machine. Ces m�ethodes constructives, que nous appelonsheuristiques,
sont �a performance garantie, c'est-�a-dire que nous avons une borne sup�erieure de l'�ecart entre
la solution optimale et la solution obtenue par l'heuristique avant même l'ex�ecution de cette
heuristique. La derni�ere m�ethode approch�ee que nous avons d�evelopp�ee permet de r�esoudre le
probl�eme de owshop hybride lorsque les dur�ees d'ex�ecution du premier �etage sont identiques.
Cette m�ethode est de type sch�ema d'approximation polynomial (PTAS). Elle fournie une solu-
tion approch�ee avec une garantie de performance, et la dur�ee d'ex�ecution de la m�ethode d�epend
de la garantie de performance souhait�ee.

Dans le quatri�eme chapitre, nous d�eveloppons deux m�ethodes exactes arborescentes pour
r�esoudre le probl�eme de minimisation de la date de �n d'ordonnancement pour un owshop
hybride avec machines �a traitement par batches et compatibilit�e entre les tâches. Alors que la
premi�ere m�ethode traite le probl�eme avec machines disjonctives sur le premier �etage, la seconde
m�ethode traite le probl�eme inverse, c'est-�a-dire que les machines disjonctives sont sur le second
�etage, et les machines �a traitement par batches sur le premier.

Finalement le cinqui�eme chapitre, s'int�eresse �a la minimisation de crit�eres r�eguliers sur une
machine �a traitement par batches de capacit�e in�nie et compatibilit�e entre les tâches. Nous
pr�esentons la complexit�e de ces di��erents probl�emes et quelques m�ethodes permettant de les
r�esoudre.

Un chapitre de conclusion, pr�esentant quelques perspectives int�eressantes de d�eveloppement
des travaux pr�esent�es ici, ach�eve cette th�ese.
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Chapitre 1

Le probl�eme et ses applications

Ce chapitre est consacr�e �a la pr�esentation des probl�emes trait�es dans cette th�ese. La premi�ere
section d�e�nit, de mani�ere concise, la gestion de production. Ceci permet de situer les probl�emes
d'ordonnancement de la production, pr�esent�es dans la seconde section, au sein de la gestion d'une
entreprise. Ensuite, nous pr�esentons les probl�emes d'ordonnancement de la production trait�es
dans ce manuscrit. La derni�ere section pr�esente l'application industrielle qui nous a incit�ee �a
�etudier ces probl�emes.
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Chapitre 1. Le probl�eme et ses applications

1.1 La gestion de production

La production d�esigne l'utilisation de ressources, en vue de cr�eer des biens ou des services.

Lors de cette cr�eation, des mati�eres premi�eres (et/ou des produits semi-�nis) sont transform�es
en produits �nis. L'objectif de toute production est de satisfaire la demande des clients avec des
produits de qualit�e garantie fabriqu�es dans les d�elais impartis, et ceci �a moindre coût. Cette
fabrication se fait �a l'aide d'un ensemble de moyens appel�esyst�eme de production. Le syst�eme
de production regroupe un ensemble de ressources telles que les hommes et les machines, mais
aussi les capacit�es de stockage, les informations techniques. Lagestion de production d�esigne
l'activit�e de gestion de l'ensemble du syst�eme de production.

L'objectif de la gestion de productionest de g�erer ce syst�eme de production au mieux. Les
d�ecisions li�ees �a cette probl�ematique sont habituellement class�ees suivant 3 cat�egories introduites
par Anthony [13] : les d�ecisions strat�egiques, tactiques et op�erationnelles. Ces d�ecisions sont prises
�a des niveaux hi�erarchiques di��erents, avec des granularit�es et des horizons temporels di��erents.

{ Les d�ecisions strat�egiques d�e�nissent la politique �a long terme de l'entreprise (souvent �a
plus de deux ans), ces d�ecisions portent principalement sur le portefeuille d'activit�es que
l'entreprise souhaite poss�eder �a long terme, ainsi que sur les ressources stables n�ecessaires
�a la concr�etisation de ses objectifs. Les ressources stables concern�ees par ces d�ecisions sont
les hommes (comp�etences �a poss�eder, hors int�erim) et les machines, mais �egalement les
informations de production contenues dans le syst�eme d'information. Ces d�ecisions portant
sur la strat�egie de l'entreprise sont prises par les dirigeants de l'entreprise (g�en�eralement
avec l'aide de quelques cadres comp�etents) et portent sur des centaines ou milliers d'heures
de travail par famille de produits.

{ Les d�ecisions tactiquesd�e�nissent la politique �a moyen terme de l'entreprise, elles portent
sur la plani�cation de la production, c'est-�a-dire la programmation pr�evisionnelle de la
production mensuelle (ou hebdomadaire selon l'entreprise et les types de produits) de
chaque famille de produits. Cette plani�cation est g�en�eralement �etablie pour une p�eriode
allant de 6 �a 18 mois. Notons que si les tourn�ees d'approvisionnement et de distribution
sont relativement stables, alors des tourn�ees types sont �egalement utilis�ees. L'horizon de
temps �etant trop court pour pouvoir e�ectuer des modi�cations cons�equentes des capacit�es
de productions, ces d�ecisions sont contraintes par les d�ecisions strat�egiques. Les d�ecisions
tactiques sont du ressort des cadres.

{ Les d�ecisions op�erationnelles permettent d'assurer la production au quotidien, a�n de
r�eagir aux uctuations de la demande et de capacit�e des ressources pr�evues ainsi qu'aux
al�eas. Les d�ecisions op�erationnelles concernant la gestion de la production comprennent
la gestion des stocks et l'ordonnancement de la production, ce dernier consiste en une
a�ectation pr�evisionnelle d�etaill�ee des ressources �a des tâches a�n de fabriquer les produits
d�e�nis par la plani�cation. G�en�eralement ces d�ecisions se prennent sur un horizon de 24, 48
voire 72 heures. En cas de syst�emes productifs pilot�es, il peut être n�ecessaire d'employer une
granularit�e temporelle plus �ne. Même si la pr�eparation de ces d�ecisions est g�en�eralement
e�ectu�ee par des cadres, les d�ecisions �nales sont g�en�eralement prises par des agents de
mâ�trise ou des agents d'ex�ecution.

Dans la suite de ce travail nous nous int�eressons uniquement �a l'ordonnancement de la
production, c'est-�a-dire au niveau des d�ecisions op�erationnelles.
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1.2. L'ordonnancement de la production

1.2 L'ordonnancement de la production

1.2.1 Les probl�emes d'ordonnancement

Ordonnancer c'est allouer les ressources �a des tâches dans le but d'atteindre et/ou d'optimiser
un ou plusieurs objectifs.

Aux vues de cette d�e�nition tr�es g�en�erale, nous remarquons que les probl�emes d'ordonnance-
ment sont pr�esents non seulement dans les d�ecisions op�erationnelles de gestion de la production
mais �egalement dans de nombreux autres domaines. Les probl�ematiques (et m�ethodes de r�esolu-
tion) de ces probl�emes �etant diverses et vari�ees, nous s�eparons les probl�emes d'ordonnancement
en quatre familles principales.

{ Les ordonnancements temps r�eelssont �a la base de tout syst�eme temps r�eel, c'est-�a-dire
tout syst�eme dont le comportement s'adapte aux modi�cations de situations. Un probl�eme
d'ordonnancement en temps r�eel est caract�eris�e par la connaissance des tâches uniquement
lorsqu'elles sont disponibles. Ils comportent en g�en�eral deux grandes familles de tâches,
les tâches r�ecurrentes auxquelles sont associ�ees des fr�equences et des fenêtres temporelles
�a plani�er, et des tâches accidentelles prioritaires. Ces probl�emes sont pr�esents dans les
syst�emes embarqu�es, les syst�emes de surveillance, l'allocation de ressources par le syst�eme
d'exploitation d'un ordinateur...

{ Les ordonnancements de grillepermettent d'ordonnancer les tâches dans les grilles de cal-
culs, ou syst�emes distribu�es, c'est-�a-dire tout syst�eme de calcul sur plusieurs machines avec
des uctuations du nombre et de la qualit�e des machines. Un probl�eme d'ordonnancement
de grille est donc caract�eris�e par des incertitudes concernant l'�evolution des ressources.

{ Les ordonnancements de projetspermettent de plani�er la r�ealisation de projets. Ils sont
caract�eris�es par un nombre relativement r�eduit de tâches, compens�es par un grand nombre
de ressources et de contraintes. Contrairement aux deux familles de probl�emes pr�ec�edentes
toutes les donn�ees sont suppos�ees connues a priori dans la phase pr�evisionnelle. L'ordon-
nancement de projet est utilis�e lors de la plani�cation de la construction d'ouvrages d'art
tel le viaduc de Millau, ou le tunnel sous la Manche, mais �egalement lors du d�eveloppement
de nouveaux produits (v�ehicules, logiciels...).

{ Les ordonnancements de production,que nous consid�erons dans cette th�ese, repr�esentent
une partie des d�ecisions op�erationnelles de la gestion de la production. Pareillement aux
probl�emes d'ordonnancement de projet, toutes les donn�ees du probl�eme sont suppos�ees
connues a priori, en revanche le nombre de ressources est limit�e et il y a beaucoup de
tâches.

Dans ces d�e�nitions relativement litt�eraires des probl�emes d'ordonnancement, les termes
ressources, tâches et objectifs ne sont pas d�e�nis avec pr�ecision. Nous reviendrons sur ces d�e�-
nitions dans la section suivante, en les pr�esentant pour les probl�emes d'ordonnancement de la
production.

1.2.2 Typologie des ordonnancements de la production

A. Les tâches

Une tâche est une suite ordonn�ee ou non de traitements �a e�ectuer sur une pi�ece ou un lot de
pi�eces ins�ecables (toujours trait�ees ensemble). En termes plus g�en�eriques, unetâche est une entit�e
�el�ementaire de travail qui doit être ex�ecut�ee sur des ressources du syst�eme de production, elle
est constitu�ee d'un ensemble d'op�erations qui consomment chacune des ressources qui peuvent
être di��erentes d'une op�eration �a l'autre. Chaque op�eration est localis�ee dans le temps par des
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Chapitre 1. Le probl�eme et ses applications

dates de d�ebut et de �n d'ex�ecution et par une dur�ee d'ex�ecuti on, elle est �egalement localis�ee
dans l'\espace" par les ressources qu'elle consomme et les quantit�es consomm�ees. G�en�eralement,
l'ex�ecution d'une op�eration est divis�ee en 4 phases, la pr�eparation (pr�eparation ou remise en
�etat de certaines des ressources, par exemple le r�eglage des machines, le nettoyage de mati�eres
premi�eres, la formation des op�erateurs...), la phase principale, la �nition (les retouches �a e�ectuer
sur la pi�ece fabriqu�ee, le refroidissement...), et le transport (transport vers le client, vers la
prochaine machine...).

Chaque tâche est caract�eris�ee par un ensemble d'op�erations (avec la possibilit�e d'imposer un
ordre entre ces op�erations), une date de d�ebut au plus tôt, et une date de �n souhait�ee ou une
date de �n imp�erative. L'ex�ecution de ces tâches peut �egalement être contrainte, par exemple
par des contraintes de pr�ec�edence, c'est-�a-dire que l'ex�ecution d'une tâche implique la �n de
l'ex�ecution d'une ou plusieurs tâches.

B. Les Ressources

Une ressourceest un moyen technique ou humain utilis�e lors de la r�ealisation d'une op�eration.
La capacit�e d'une ressource d�etermine la quantit�e disponible de cette ressource, nous supposons
ici cette capacit�e constante. Une ressource est diterenouvelable(les hommes, les machines, les
capacit�es de stockage...) si elle est de nouveau utilisable avec la même capacit�e apr�es avoir �et�e
utilis�ee. Au contraire la quantit�e cumul�ee d'une ressource consommable (mati�eres premi�eres,
produits semi-�nis, �energie, argent...) est limit�ee. Nous e�ectuons une distinction parmi les res-
sources renouvelables entre les ressourcesdisjonctives qui ne peuvent pas ex�ecuter plusieurs
op�erations simultan�ement, et les ressourcescumulatives qui le peuvent.

C. Les familles d'ateliers (syst�emes de production)

La suite de traitements �a e�ectuer pour une tâche, peut être d�ecoup�ee, �eventuellement de
di��erentes mani�eres, en une suite ordonn�ee ou non d'op�erations associ�ees chacune �a une fa-
mille de machines (�eventuellement r�eduite �a un seul �el�ement), cette suite est appel�ee gamme de
fabrication.

Nous d�e�nissons alors di��erents types d'ateliers d�ependant de la mani�ere dont l'ensemble des
machines peut-être structur�e ou non par les contraintes relatives aux gammes de fabrication des
di��erents produits (ou tâches).

{ Atelier �a �etage unique : Les tâches sont compos�ees d'un seul traitement assur�e par une
seule famille de machines (�eventuellement r�eduite �a un seul �el�ement).

{ Atelier de type \openshop": Les tâches sont compos�ees d'une suite de traitements assur�es
chacun par une seule famille de machine (�eventuellement r�eduite �a un seul �el�ement), mais
cette suite n'est pas ordonn�ee a priori.

{ Atelier de type \jobshop' : Les tâches sont compos�ees d'une suite de traitements ordonn�es
sur une s�erie de famille de machines (�eventuellement r�eduite �a un seul �el�ement), la suite
d�epend du type de pi�ece.

{ Atelier de type \owshop" : Les tâches sont compos�ees d'une suite de traitements assur�es
chacun par une seule famille de machine (�eventuellement r�eduite �a un seul �el�ement), la
suite ordonn�ee ne d�epend pas de la pi�ece, en outre on suppose que les familles de machines
sont disjointes. On parle alors d'�etages.
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D. Les crit�eres d'�evaluation

Pour compl�eter la d�e�nition d'un probl�eme d'ordonnancement, l'objectif peut-être d'optimi-
ser un crit�ere (minimisation du coût, des p�enalit�es d'avance-retard...) ou bien d'atteindre certains
objectifs (toutes les tâches sont ordonnanc�ees dans le mois, aucune tâche n'est en retard...) dans
ce dernier cas on dit que l'on cherche un ordonnancementadmissible. Les crit�eres d'optimisa-
tion consistent �a minimiser ou maximiser une fonction objectif. Cette fonction objectif peut
d�ependre de coûts, de dur�ees (plus grande date de �n d'ex�ecution...), du nombre de tâches en
retard, du nombre d'interruptions... Dans certains cas, il est n�ecessaire d'optimiser plusieurs
crit�eres, deux possibilit�es s'o�rent alors : pond�erer les crit�eres dans une seule fonction objectif �a
optimiser, ou alors optimiser plusieurs crit�eres simultan�ement �a l'aide de techniques sp�eci�ques
�a l'ordonnancement multi-crit�eres (front de Pareto...).

Un crit�ere est dit r�egulier si l'avancement d'une tâche de l'ordonnancement ne peut d�egrader
la valeur de ce crit�ere d'�evaluation. Dans cette th�ese nous nous int�eressons exclusivement aux
probl�emes d'optimisation de crit�eres r�eguliers simples (sans combinaison de crit�eres).

E. Repr�esentation graphique d'un ordonnancement

Traditionnellement les ordonnancements sont repr�esent�es �a l'aide de diagrammes de Gantt,
ceux-ci d�evelopp�es en 1910 par H.L. Gantt [80] (qui a notamment travaill�e avec F.W. Taylor)
�a destination de l'ordonnancement de projet ont �et�e adapt�es �a l'ordonnancement de la produc-
tion. Ce sont des diagrammes �a barres o�u les op�erations sont repr�esent�ees par des segments (ou
rectangles) de longueur proportionnelle �a leur dur�ee. En ordonnancement de projet chaque acti-
vit�e est repr�esent�ee sur une ligne qui lui est propre, alors qu'en ordonnancement de production
une ligne correspond �a une ressource. La �gure 1.1 pr�esente un diagramme de Gantt pour un
probl�eme d'ordonnancement sur un owshop �a deux �etages, chaque �etage poss�edant 2 machines.

T4 T2

T1

T1 T3 T8

T7 T6

T4

T5 T2

T5

T3 T8

T7

T6
étage 2

étage 1

Figure 1.1 { Ordonnancement d'un owshop hybride

1.2.3 Repr�esentation des probl�emes d'ordonnancement

La typologie �etant introduite, nous remarquons qu'elle permet de d�e�nir les probl�emes, ce-
pendant ces d�e�nitions litt�eraires sont longues et complexes. C'est pourquoi les membres de la
communaut�e de recherche en ordonnancement ont exprim�e le besoin, dans les ann�ees 70, de
d�e�nir une notation pratique (simple, logique et concise). Cette notation initi�ee par Conway et
al. [50], puis am�elior�ee par Rinnoy Kan [191], Graham et al. [86] et Blazewicz et al. [21] respecti-
vement en 1967, 1976, 1979 et 1983, a �et�e enrichie par la suite. Cette notation s'articule autour
de 3 champs� j� j , o�u � d�ecrit le type d'atelier et les types et nombres de machines,� d�ecrit
les caract�eristiques des tâches et les contraintes qui leur sont impos�ees, en�n indique le crit�ere
d'�evaluation de l'ordonnancement.
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Ce formalisme, que nous d�etaillons dans la section 2.1.2, permet ainsi d'utiliser la notation
F 2jr j ; p2j = pjCmax �a la place d'une description litt�eraire de ce probl�eme simple. Cette notation
signi�e : un probl�eme de minimisation de la plus grande date de �n d'un owshop �a deux �etages
compos�e de machines disjonctives avec dur�ees d'ex�ecution identiques au second �etage et existence
de dates de disponibilit�e di��erentes.

1.3 Probl�emes �etudi�es

Les pr�ec�edentes sections nous ayant permis de mieux appr�ehender les probl�emes d'ordon-
nancement de la production, nous d�e�nissons le probl�eme trait�e dans cette th�ese.

1.3.1 Flowshop hybride

Pour rappel (voir 1.2.2), dans unowshop �a deux �etages chaque tâche est ex�ecut�ee au premier
�etage, puis lorsque son ex�ecution est termin�ee sur le premier �etage elle est ex�ecut�ee au second
�etage. On parle de owshop hybride �a deux �etages lorsqu'il y a plusieurs machines sur au moins
l'un des deux �etages.

Dans les chapitres 3 et 4 nous consid�erons un atelier de type owshop hybride �a deux �etages
avec des machines disjonctives sur le premier �etage et des machines cumulatives sur le second
�etage. Alors que dans le chapitre 5 nous consid�erons un atelier avec seulement un �etage compos�e
d'une seule machine cumulative.

1.3.2 Les machines �a traitement par batches

Dans la sous-section pr�ec�edente nous avons mentionn�e la pr�esence de machines cumulatives
dans tous les probl�emes que nous consid�erons, ces machines sont appel�ees en ordonnancement
de la production machines �a traitement par batches(ou lot ). Notons que le terme traitement par
batches d�esigne deux types de traitements di��erents, le second type de traitement par batches
s'e�ectuant sur des ressources disjonctives. L'int�erêt de la communaut�e scienti�que pour ce type
de probl�emes depuis une quinzaine d'ann�ees, s'explique par l'utilisation importante de traitement
par batches dans l'industrie et notamment dans les industries chimique, pharmaceutique et des
semi-conducteurs.

Apr�es une br�eve introduction des probl�emes de machines �a traitement par batches de type
s-batch, pour lesquels les ressources sont disjonctives, nous pr�esentons les probl�emes de machines
�a traitement par batches de type p-batch, avec machines cumulatives.

Machines de type s-batch

Une machine de typesum-batchou serial-batch, not�ee aussis-batch, ex�ecute s�equentiellement
une s�erie de tâches r�eunies au sein d'un batch (lot). Les tâches d'un tel batch sont ex�ecut�ees
l'une apr�es l'autre sans interruption (r�eglages...), le r�eglage qui est commun �a toutes ces tâches,
est r�ealis�e avant la premi�ere tâche du batch. G�en�eralement les tâches utilisant les même r�eglages
sont regroup�ees en famille et un batch ne peut être compos�e de tâches de familles di��erentes.
Ainsi entre des tâches d'une même famille il n'y a pas de r�eglage de la machine mais la machine
est r�egl�ee entre deux tâches de familles di��erentes.

Ce type de machines est notamment utilis�e dans les processus de fabrication chimique et
pharmaceutique, ou encore les ateliers de peinture. En e�et dans ces industries, tout changement
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de produit sur une châ�ne de production implique un nettoyage consciencieux des cuves, des
r�eacteurs... Les articles de Potts et van Wassenhove [188], Neumann et al. [168], Castro et al.
[32] fournissent des exemples d'utilisations industrielles de ce type de machines.

Machines de type p-batch

Une machine de typemax-batchou parallel-batch, not�ee aussip-batch, ex�ecute plusieurs tâches
parall�element au sein d'un batch. Toutes les tâches d'un tel batch sont ex�ecut�ees simultan�ement.
C'est-�a-dire que la dur�ee d'ex�ecution du batch correspond �a celle de la plus grande tâche du
batch, toutes les tâches doivent être pr�esentes d�es le d�ebut du batch et ne sont pas achev�ees
avant la �n du batch. G�en�eralement les machines �a traitement par batches (de type p-batch)
ont une capacit�e �nie, c'est-�a-dire qu'elles ne peuvent pas traiter un nombre in�ni de tâches.
Cette capacit�e peut restreindre le nombre de tâches ex�ecut�ees dans un batch, mais �egalement
leur poids total, leur volume total...

Ce type de machines est grandement utilis�e dans l'industrie des semi-conducteurs. En e�et, la
fabrication de semi-conducteurs est g�en�eralement divis�ee en 4 phases, tout d'abord la fabrication
du circuit puis son sondage. Ensuite les circuits sont assembl�es sur les cartes �electroniques,
�nalement le produit �ni est test�e. Ce test s'e�ectue en soumettant les cartes �a di��erentes
temp�eratures et voltages dans un four. Lors de cette phase de test plusieurs cartes sont enfourn�ees
simultan�ement, ainsi chaque four est une machine �a traitement par batches (p-batch). Mathirajan
et Sivakumar [157] fournissent un �etat-de-l'art de l'utilisation de machines �a traitement par
batches dans l'industrie de semi-conducteurs. Le probl�eme industriel, qui nous a inspir�e (section
1.4), issu de l'industrie du pneumatique, utilise �egalement ce type de machines.

Par la suite nous abordons uniquement les machines de type p-batch, de plus a�n de faciliter
la lecture nous utilisons le terme demachine �a traitement par batches �a la place de machine �a
traitement par batches de type p-batch. Notons que l'�etat-de-l'art de Potts et Kovalyov [185] traite
les deux types de machines, il permet ainsi d'approfondir cette introduction �a l'ordonnancement
de machines �a traitement par batches de type s-batch.

1.3.3 Batches et compatibilit�e

La d�e�nition de machines �a traitement par batches (p-batch) donn�ee pr�ec�edemment ne per-
met pas d'interdire certaines combinaisons de tâches, or en pratique il est, par exemple, impos-
sible de cuire deux objets �a des temp�eratures di��erentes dans un même four. C'est pourquoi cer-
taines combinaisons de tâches doivent être interdites, d'o�u l'int�erêt d'ajouter des contraintes de
compatibilit�e entre les tâches. �Etant donn�e que les caract�eristiques (dur�ee d'ex�ecution, temp�era-
ture de cuisson, mat�eriaux utilis�es...) des tâches peuvent être extrêmement di��erentes, plusieurs
types de compatibilit�es sont utilis�es. Ainsi deux tâches sont dites compatibles si elles peuvent
appartenir �a un même batch, c'est-�a-dire qu'elles partagent les mêmes caract�eristiques. Ainsi
toutes les tâches d'un batch doivent être deux �a deux compatibles. Une tâche est ditecompatible
avec un batch si elle est compatible avec toutes les tâches du batch.

Nous pr�esentons tout d'abord le cas des familles d'incompatibilit�e avant d'introduire les
graphes de compatibilit�e qui permettent de mod�eliser l'ensemble des contraintes de compatibilit�e
imaginables.
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Les familles d'incompatibilit�e

La notion de famille d'incompatibilit�e est la notion d'incompatibilit�e la plus utilis�ee dans
les recherches sur les machines �a traitement par batches. Deux tâches de familles di��erentes ne
peuvent appartenir �a un même batch, autrement dit une tâche n'est compatible qu'avec des
tâches de la même famille. Ce type de compatibilit�e tr�es simple est transitif, c'est-�a-dire que si
deux tâches sont compatibles avec une troisi�eme tâche alors elles sont compatibles entre elles.
Or cette propri�et�e n'est pas n�ecessairement vraie. Par exemple pour 3 objets dont les dur�ees
de cuisson sont respectivement de 10, 11 et 12 minutes avec possibilit�e de surcuire les objets
une minute suppl�ementaire, le second objet peut être cuit avec le premier ou (exclusif) avec le
troisi�eme objet, mais le premier et le troisi�eme objet ne peuvent être cuits simultan�ement.

Les graphes de compatibilit�e

Comme leur nom l'indique les graphes de compatibilit�e, repr�esentent les compatibilit�es �a
l'aide d'un graphe. Ici la compatibilit�e concerne les tâches entre elles et il n'existe pas de notion de
familles de tâches. Deux tâches sont compatibles s'il existe une arête les reliant. Certains auteurs
utilisent plutôt le graphe compl�ementaire, o�u la pr�esence d'une arête indique une incompatibilit�e
entre les tâches (notamment[69, 73, 178]).

La repr�esentation des compatibilit�es par les graphes a l'avantage de repr�esenter tout type
de contraintes de compatibilit�e, par exemple les familles d'incompatibilit�e sont repr�esent�ees par
une clique pour chaque famille, avec aucune arête entre deux sommets de cliques distinctes.
Des graphes particuliers sont �egalement �etudi�es parmi lesquels les graphes scind�es, les graphes
bipartis et les graphes d'intervalles [22, 23, 24].

Rappelons qu'un Graphe d'intervalle G = ( I ; E ) est un graphe pour lequel l'ensemble de
n�uds I = fI 1; : : : ; I ng peut être assimil�e �a un ensemble d'intervalles tels que deux sommets
I 1; I 2 2 I sont adjacents dansG si et seulement si l'intersection des intervalles correspondants
�a I 1 et I 2 n'est pas vide (c'est-�a-dire I 1 \ I 2 6=;).

Dans cette th�ese nous �etudions des probl�emes de machines �a traitement par batches avec
compatibilit�e entre les tâches de type graphes d'intervalles, mais pour lesquels les intervalles
repr�esentent les dur�ees d'ex�ecution des tâches. C'est-�a-dire que chaque tâche poss�ede une dur�ee
d'ex�ecution minimale et une dur�ee d'ex�ecution maximale, ainsi deux tâches sont compatibles si
elles partagent un intervalle de dur�ees d'ex�ecution. Les intervalles sont ditsuniformes si l'ordre
des points initiaux est identique �a l'ordre des points �naux. Un intervalle est dit proportionnel
si l'ordonn�ee de son point �nal est proportionnelle �a celle de son point initial.

Ainsi les chapitres 3 et 4 traitent le probl�eme de minimisation de la date de �n d'ex�ecution
de l'ordonnancement pour un owshop hybride �a deux �etages avec au second �etage plusieurs
machines �a traitement par batches avec compatibilit�e entre les intervalles de dur�ees d'ex�ecution
des tâches, alors que le chapitre 5 traite le probl�eme de minimisation de crit�eres r�eguliers pour
une seule machine �a traitement par batches avec compatibilit�e entre les intervalles proportionnels
de dur�ees d'ex�ecution des tâches.

1.4 Application industrielle

Le probl�eme de owshop hybride avec machines �a traitement par batches et compatibilit�e
entre les tâches nous a �et�e inspir�e par un probl�eme rencontr�e dans l'industrie du pneumatique.
En e�et la construction de pneumatiques pour v�ehicules et camions subit des demandes et des
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volumes de production variables d'une gamme �a l'autre et dans le temps. Il est donc impossible
de d�edier une châ�ne de production par gamme, d'o�u la n�ecessit�e d'utiliser un outil d'ordonnan-
cement correct.

D�ecrivons tout d'abord le processus de fabrication d'un pneumatique a�n de comprendre le
d�eroulement des op�erations, nous d�ecrirons ensuite l'atelier de production relatif au probl�eme
qui nous a inspir�e. Finalement la derni�ere partie fait le lien entre le probl�eme industriel et le
probl�eme �etudi�e dans cette th�ese.

1.4.1 Processus de fabrication d'un pneu

Le processus de fabrication d'un pneumatique s'articule autour de deux phases principales :

1. Phase pr�eparatoire :

(a) Fabrication de la gomme �a partir des mati�eres premi�eres (caoutchoucs naturels ou
synth�etiques, huiles, pigments, noir de carbone, antioxydants et autres additifs). Pour
rendre la gomme vulcanisable pour la derni�ere phase du cycle de production du sou�re
est ajout�e. �A la suite de cette op�eration la gomme est diteproductive.

(b) Fabrication des di��erentes couches du pneu (un pneu est compos�e d'une trentaine de
composants issues d'une douzaine de familles telles les bandes de roulement, les ancs,
les chapes...) par extrusion puis coupe �a longueur, avec pour certains composants
ajout de �ls d'aciers et de toiles (polyester, nylon, rayonne) par calandrage.

2. Phase de construction :

(a) Assemblage de tous les �el�ements d'un pneu (bande de roulement, ancs, ceintures...)
sur les machines deconstruction. Suite �a cet assemblage on obtient un pneuvert ou
pneu avant vulcanisation.

(b) Cuisson du pneu vert dans des presses de vulcanisation. La dur�ee de la vulcanisation
varie suivant le pneu vert et la dimension des pneus. Suite �a cette vulcanisation �a
plus de 175�C le pneu acquiert sa forme commerciale. Ces presses ressemblent �a des
gaufriers, avec deux moules amovibles qui s'ouvrent et se ferment simultan�ement,
ils permettent ainsi de cuire deux pneus simultan�ement. Dans certains ateliers il est
possible de trouver des presses pouvant cuire jusqu'�a 8 pneus simultan�ement.

1.4.2 Description de l'atelier de production

L'atelier de production qui nous int�eresse sous-traite �a d'autres usines du groupe une grande
partie de la fabrication des composants, c'est pourquoi nous ne nous int�eressons pas aux deux
premi�eres phases du processus de production.

Un pneu ne peut-être cuit avant d'être assembl�e, de plus les machines sont sp�ecialis�ees dans
l'ex�ecution d'une famille d'op�eration, c'est-�a-dire, que seules les machines d'assemblage peuvent
assembler les composants pour obtenir un pneu vert, et seuls les fours peuvent les cuire. Donc
l'atelier de production que nous consid�erons est de type owshop hybride, avec au premier �etage
plusieurs machines d'assemblage en parall�ele, et au second �etage plusieurs machines de cuisson
(presses) en parall�ele (�gure 1.2).

D�ecrivons tout d'abord l'�etage d'assemblage. Un même pneu vert peut être assembl�e suivant
plusieurs types de construction mais les machines ne supportent pas tous les types de construc-
tion. De plus, la dur�ee d'assemblage d'un type de pneu vert varie d'un type de construction �a
l'autre, cependant pour une construction donn�ee la dur�ee d'assemblage d'un type de pneu vert
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Figure 1.2 { �Etapes �etudi�ees du syst�eme de production d'un pneu

est ind�ependante de la machine utilis�ee, �a la condition que cette machine supporte le type de
construction et la taille du pneu.

L'�etage de cuisson est quant-�a-lui compos�e de presses qui sont utilis�ees pour vulcaniser les
pneus. Ces presses sont des machines �a traitement par batches capables de vulcaniser deux pneus
simultan�ement avec la même dur�ee de cuisson mais dans des moules amovibles qui peuvent être
di��erents. �A la �n de la cuisson les pneus sont commercialisables, or le dessin de la bande de
roulement et les inscriptions sur les ancs du pneu sont grav�es dans les moules, c'est pourquoi il
est imp�eratif de cuire le pneu dans le bon moule. Les di��erences de dimensions entre les pneus
et les di��erents modes de chau�age des moules impliquent que le moule soit compatible avec
la presse. Ces contraintes, auxquelles viennent s'ajouter le nombre r�eduit de moules, font de
la gestion des moules une d�ecision critique du processus d'ordonnancement, non abord�ee dans
cette th�ese. De plus chaque pneu a une dur�ee de cuisson minimale et une dur�ee de cuisson
maximale d�ependante de la dur�ee de cuisson minimale, en e�et un pneu peut être l�eg�erement
surcuit (environ 4%). Comme les pneus cuits simultan�ement dans la même presse ont la même
dur�ee de cuisson, ils doivent avoir une plage de dur�ees d'ex�ecution possibles commune.

1.4.3 Du probl�eme industriel au probl�eme scienti�que

Le probl�eme de owshop hybride avec machines �a traitement par batches et intervalles de
dur�ees d'ex�ecution compatibles �etudi�e dans cette th�ese est une simpli�cation de ce probl�eme
industriel. En e�et, nous supposons que toutes les machines d'assemblages et toutes les presses
de vulcanisation sont identiques, que le nombre de moules est illimit�e et que les dur�ees des
changements de moules sont n�egligeables.

L'�etage d'assemblage, avec les machines disjonctives, correspond alors au premier �etage du
owshop hybride, alors que l'�etage de cuisson, avec les machines �a traitement par batches et les
compatibilit�es de dur�ees de cuisson, correspond au second �etage.
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Chapitre 2

M od�eles et travaux ant�erieurs

L'objectif de ce chapitre est de pr�esenter les travaux ant�erieurs, la premi�ere section rappelle
les notions permettant de classi�er les probl�emes et les m�ethodes de r�esolution. La section 2.2
pr�esente les probl�emes �etudi�es dans la litt�erature concernant les machines �a traitement par
batches (p-batch), alors que la section 2.3 pr�esente les probl�emes de owshops hybrides avec
machines classiques. Finalement la section 2.4 pr�esente les probl�emes �etudi�es dans la litt�erature
combinant owshops et machines �a traitement par batches.
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Chapitre 2. Mod�eles et travaux ant�erieurs

2.1 Classi�cation des probl�emes et m�ethodes de r�esolution

Dans cette section, nous pr�esentons les notations que nous utilisons pour d�e�nir les di��erents
probl�emes, ces notations d�e�nies nous d�etaillons la notation � j� j a�n de nommer simplement
les probl�emes �etudi�ees ant�erieurement. Finalement nous classi�ons les principales m�ethodes de
r�esolution suivant plusieurs crit�eres.

2.1.1 Notations des probl�emes d'ordonnancement pr�esent�es

Les notations que nous pr�esentons ici sont rappel�ees dans le glossaire des notations, elles
permettent de d�e�nir des probl�emes d'ordonnancement sur un �etage ou un owshop hybride,
avec machines �a traitement par batches.

Le probl�eme consid�er�e consiste �a ordonnancer n tâches surmi machines �a l'�etage i . Notons
que m d�esigne le nombre maximum de machines sur un �etage (m= max i mi ), donc si un seul
�etage poss�ede plusieurs machines, on peut alors noter son nombre de machinesm.

A. Caract�eristiques des machines

La capacit�e des machines �a traitement par batches de l'�etagei est not�ee bi . Si la capacit�e est
identique pour toutes les machines �a traitement par batches nous la notonsb.

B. Caract�eristiques des tâches

Si la dur�ee d'ex�ecution de la i �eme op�eration de la tâche d'indice j est impos�ee elle est not�ee
pij . Lorsque la dur�ee d'ex�ecution de la i �eme op�eration de la tâche d'indice j appartient �a un
intervalle dans ce cas celui-ci est not�e [aij ; bij ], si le point �nal de l'intervalle d�epend de son
point initial alors l'intervalle est not�e [ aij ; (1 + � i )aij ].

La date de disponibilit�e au premier �etage de la tâche d'indice j est not�ee r j . Sa date de �n
souhait�ee est not�ee dj , si cette date de �n est imp�erative elle est not�ee ~dj . Dans le cas de machines
�a traitement par batches de capacit�e �nie, le volume des tâches n'est pas n�ecessairement unitaire,
le volume de la tâche d'indicej sur l'�etage i est not�e vij .

C. Crit�ere d'�evaluation

Le poids associ�e �a la tâche d'indice j dans la fonction objectif est not�e wj . La date de �n
d'ex�ecution de la tâche d'indice j sur le i �eme �etage est not�ee, Cij , sa date de �n d'ex�ecution
pour l'ensemble de l'ordonnancement est not�eeCj . Le retard alg�ebrique de la tâche d'indice j
not�e L j est �egal �a Cj � dj alors que le retard not�e Tj est �egal au maximum entre 0 et L j . En�n
l'indicateur de retard de la tâche d'indice j est not�e Uj , il est �egal �a 1 si la tâche d'indice j est
en retard (Cj � dj < 0), 0 sinon.

2.1.2 Classi�cation des probl�emes d'ordonnancement

Dans cette section nous introduisons les notions n�ecessaires �a une classi�cation des probl�emes
d'ordonnancement, le premier paragraphe permet de di��erencier les probl�emes suivant leurs
caract�eristiques, et ainsi de r�esumer un probl�eme suivant un formalisme �etabli, �evitant ainsi de
nombreuses lignes d'explication. Le second paragraphe concerne la complexit�e de r�esolution de
ces probl�emes.
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2.1. Classi�cation des probl�emes et m�ethodes de r�esolution

A. Classi�cation selon la notation � j� j

�A l'�epoque de la normalisation de la notation � j� j les probl�emes d'ordonnancement de
owshops hybrides et les probl�emes d'ordonnancement de machines �a traitement par batches
n'�etaient pas encore �etudi�es, c'est pourquoi il a fallu par la suite �etendre ces notations. Alors que
les notations d�e�nies dans Rinnoy Kan [191], Graham et al. [86] et Blazewicz et al. [21], rappel�ees
dans l'ouvrage de Blazewicz et al. [20] publi�e en 1994, sont utilis�ees par toute la communaut�e,
pour les machines �a traitement par batches nous utilisons les notations de Brucker et al. [28]
(1998) et pour les owshops hybrides celles introduites par Vignier [215] (1997).

Nous d�ecrivons ici la partie de la classi�cation utilis�ee tout au long de cette th�ese. Pour le
reste le lecteur peut se r�ef�erer �a Blazewicz et al. [20].

Champ � . Ce champ sp�eci�e les ressources utilis�ees, leur type, leur nombre et la mani�ere
dont elles sont organis�ees. Nous d�ecomposons ce champ en 3 sous-champs� = � 1� 2� 3. Ainsi � 1

d�ecrit le type d'atelier, ensuite � 2 est utilis�e uniquement dans le cas de owshop pour indiquer le
nombre d'�etages, �nalement � 3 d�ecrit le nombre de machines sur chaque �etage et leurs relations.

{ � 1 d�ecrit la structure de l'atelier.
{ ; : un seul �etage.
{ F : owshop.
{ HF : owshop hybride.

{ � 2 d�ecrit le nombre d'�etages.
{ s : nombre d'�etages �egal �a s (s 2 N� ).

{ � 3 d�ecrit le nombre de machines sur chaque �etage et leurs relations. S'il n'y a qu'un �etage
� 3 = � 1

4� 1
5� 1

6, s'il y a s �etages identiques alors� 3 = ( � i
4� i

5� i
6) et si les s �etages ne sont

pas identiques� 3 = ( � 1
4� 1

5� 1
6; : : : ; � s

4� s
5� s

6), en�n si tous les champs� i
4, � i

5 et � i
6 sont vide

alors � 3 l'est aussi,avec8i = 1; : : : ; s .
� i

4 d�ecrit le type de machines :
{ ; : machine disjonctive.
{ B : machine �a traitement par batches de type p-batch.
{ S : machine �a traitement par batches de type s-batch.

� i
5 d�ecrit la relation entre les machines de l'�etage.
{ ; : une seule machine ou machines identiques en parall�ele si absence d'ambigu•�t�e.
{ P : machines identiques en parall�ele.
{ R : machines non reli�ees.

� i
6 d�ecrit le nombre de machines de l'�etage.
{ ; : une seule machine, ou aucune information sur le nombre de machines.
{ nb : nombre de machines �egal �anb quel que soit l'instance (nb2 N� ).
{ mi : nombre de machines �egal �ami , varie d'une instance �a l'autre.

Champ � . Ce champ permet quant �a lui de pr�eciser les caract�eristiques des machines, et les
contraintes sur les tâches. Nous d�ecomposons ce champs en 11 sous-champs� = � 1; : : : ; � 11, pour
l'ordre de ces sous-champs nous avons pr�ef�er�e mettre en valeur les informations \int�eressantes"
pour nos probl�emes plutôt que de compl�eter l'ordre habituel. Le premier sous-champ pr�ecise le
type de compatibilit�e de ces machines �a traitement par batches. Le deuxi�eme sous-champ pr�ecise
la capacit�e des machines �a traitement par batches. Les sous-champs� 3 : : : � 8 repr�esentent des
contraintes sur le type d'ordonnancement �a e�ectuer (en ligne, attente, permutation, r�eglages
. . .), nous ne d�etaillons pas ces sous-champs ici. En�n les derniers sous-champs expriment les
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contraintes li�ees aux dates d'arriv�ee et dates dues ainsi que sur les dur�ees op�eratoires et les d�elais
de livraison.

{ � 1 pr�ecise pour les machines �a traitement par p-batch le type de compatibilit�e. La signi�-
cation des variables de ce champs est expliqu�ee dans la section 2.2.2.
{ ; : toutes les tâches sont compatibles (ou absence de machines �a traitement par batch).
{ IF : familles incompatibles entre elles.
{ G = ( V ; E) : graphe quelconque.
{ G = INT : graphe d'intervalles.
{ Gp = INT : graphe d'intervalles de dur�ees d'ex�ecution.
{ G�

p = INT : graphe d'intervalles proportionnels de dur�ees d'ex�ecution, c'est-�a-dire que
les intervalles sont de la forme [aj ; (1 + � )aj ].

{ GU
p = INT : graphe d'intervalles uniformes de dur�ees d'ex�ecution, c'est-�a-dire que l'ordre

des ordonn�ees des points initiaux des intervalles est identique �a celui des ordonn�ees des
points �naux.

{ G = INT : compl�ement d'un graphe d'intervalles.
{ G = ( S; K ; E) : un graphe scind�e (split graph).
{ G = ( S1; S2; E ) : graphe biparti.
{ G = SPE : autres graphes sp�eci�ques.

{ � 2 pr�ecise la capacit�e des machines �a traitement par batches.
{ b > n : La capacit�e des machines est in�nie.
{ b = k : toutes les machines sont de capacit�e �niek, et les tâches de volume unitaire

(k = f2 : : : n � 1g).
{ bm = km : les capacit�es des machines ne sont pas identiques, et les tâches de volume

unitaire.
{ bs = ks : les capacit�es des machines varient selon les �etages, et les tâches de volume

unitaire.
{ vj : le volume des tâches n'est pas unitaire, et la capacit�e des machines est �nie.
{ sjF = sF : le volume des tâches est commun aux tâches de la famille.
{ vj ; b = k : le nombre et le volume de tâches sont limit�es.

Champ  . Ce dernier champ indique le crit�ere d'optimisation utilis�e par le probl�eme. Dans
cette th�ese nous nous sommes limit�e aux crit�eres dits r�eguliers, c'est-�a-dire que lorsque la date
de �n d'ex�ecution d'une tâche est avanc�ee, alors l'ordonnancement r�esultant est au moins aussi
bon. Les crit�eres d'avance-retard sont ainsi exclus de notre travail.

{ f max : le maximum d'une fonction r�eguli�ere des Cj quelconque.
{ Cmax : le makespan (date de �n de traitement de l'ensemble des tâches).
{ L max : le retard alg�ebrique maximum (n�egatif si toutes les tâches se terminent avant leur

date due).
{ Tmax : le plus grand retard.
{

P
f j : la somme d'une fonction r�eguli�ere quelconque.

{
P

Cj : la somme des dates de �n de traitement.
{

P
wj Cj : la somme pond�er�ee des dates de �n de traitement.

{
P

Tj : la somme des retards.
{

P
wj Tj : la somme pond�er�ee des retards.

{
P

Uj : le nombre de tâches en retards.
{

P
wj Uj : la somme pond�er�ee du nombre de tâches en retard.
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2.1. Classi�cation des probl�emes et m�ethodes de r�esolution

Notation des probl�emes �etudi�es En appliquant cette notation le probl�eme de minimisation
du makespan sur un owshop hybride �a deux �etages avec machines �a traitement par batches et
intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles est not�e HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax ,
lorsque les dur�ees d'ex�ecution du premier �etage sont identiques et les intervalles de dur�ees d'ex�e-
cution sont uniformes, ce probl�eme est not�e HF 2(m1; Bm 2)jGU

p = INT; b = k; p1j = pjCmax .
En�n les probl�emes de minimisation d'un crit�ere r�egulier ( ) sur une machine �a traitement
par batches et intervalles proportionnels de dur�ee d'ex�ecution compatibles sont not�esB jG�

p =
INT; b > nj  et B jG�

p = INT; b = kj selon que la capacit�e des machines �a traitement par
batches est limit�ee ou non.

B. Distinction des probl�emes selon leur di�cult�e

En accompagnement de la distinction des probl�emes d'ordonnancement suivant les hypo-
th�eses, les probl�emes sont �egalement discrimin�es en fonction de leur di�cult�e de r�esolution dans
le pire cas. Dans un premier temps nous rappelons bri�evement les notions de complexit�e des pro-
bl�emes de d�ecision, c'est-�a-dire les probl�emes pour lesquels l'objectif est de r�epondre par \oui"
ou \non", �a la question pos�ee sur l'instance fournie. Ensuite nous rappelons le parall�ele entre la
complexit�e de ces probl�emes de d�ecision et celle des probl�emes d'optimisation. Le formalisme
pr�esent�e ici a �et�e introduit dans l'ouvrage de Garey et Johnson [83].

Un probl�eme appartient �a la classe P, regroupant les probl�emes de d�ecision polynomiaux,
s'il est possible de le r�esoudre en temps polynomial dans le pire cas. C'est-�a-dire qu'il peut être
r�esolu par un algorithme de complexit�e O(nk ) o�u k est une constante etn d�esigne la taille de
l'instance donn�ee du probl�eme.

Un probl�eme appartient �a la classe NP, si toute r�eponse positive (accompagn�e de soncerti-
�cat ) peut-être v�eri��ee �a l'aide d'un algorithme polynomial. Remarquons que P � NP , en re-
vanche même si la grande majorit�e de la communaut�e scienti�que pense que l'assertionP = NP
est fausse, elle n'a jamais �et�e in�rm�ee. Cependant nous souhaitons utiliser les notions de com-
plexit�e des probl�emes (dans le pire cas) des probl�emes a�n de pouvoir dire qu'un probl�eme est
plus di�cile �a r�esoudre qu'un autre, ou que deux probl�emes sont �equivalents.

Le probl�eme P1 est une r�eduction polynomiale du probl�eme P2 s'il existe une fonction
polynomiale f qui transforme toute instance du probl�eme P2 en une instance du probl�emeP1
de telle mani�ere que si la r�eponse au probl�emeP2 est positive pour l'instance d'origine, la r�eponse
au probl�eme P1 pour l'instance transform�ee est �egalement positive, et inversement.

Une classe d'�equivalence est une classe dans laquelle tous les probl�emes sont des r�eductions
l'un de l'autre. Ainsi la classe P est la plus petite classe d'�equivalence des probl�emes \faciles" �a
r�esoudre en terme de complexit�e. La classe des probl�emesNP-complets d�ecrit une autre classe
d'�equivalence qui contient les probl�emes les plus \di�ciles" de NP. C'est-�a-dire que si un seul
probl�eme de cette classe �etait r�esolu exactement en temps polynomial alorsP = NP . �A l'oppos�e
si un de ces probl�emes �etait prouv�e non r�esoluble en un temps polynomial alors aucun de ces
probl�emes ne serait r�esoluble polynomialement etP 6=NP .

Cette cat�egorie des probl�emes NP-complets n�ecessite d'être a�n�ee, en e�et elle regroupe des
probl�emes NP-complets qui peuvent être r�esolus par des algorithmes pseudo-polynomiaux (c'est-
�a-dire polynomiaux en fonction de la valeur maximale des donn�ees des instances) alors que pour
d'autres probl�emes appartenant �a NP ceci est impossible. Ainsi alors qu'il existe des algorithmes
pseudo-polynomiaux pour r�esoudre les probl�emes NP-complets au sens faible, siP 6=NP il
n'existe pas de tels algorithmes pour r�esoudre les probl�emes NP-complets au sens fort. Notons
que la classe d'�equivalence des probl�emes NP-complets au sens fort est bas�ee sur les r�eductions
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pseudo-polynomiales �a la place des r�eductions polynomiales des probl�emes NP-complets au sens
ordinaire.

En ordonnancement les probl�emes utilis�es sont g�en�eralement des probl�emes d'optimisation,
ceux de d�ecisions sont relativement rares, c'est pourquoi il est n�ecessaire d'adapter ces notions
aux probl�emes d'optimisation. Un probl�eme de d�ecision est associ�e �a un probl�eme d'optimisation
par exemple en �xant une borne, la d�ecision est alors \existe-t'il une solution telle que la valeur
du crit�ere est inf�erieure �a une valeur donn�ee ?". Nous avons alors les cat�egories de probl�emes
suivantes :

{ Polynomial : peut être r�esolu polynomialement (Probl�eme de d�ecision polynomial).
{ NP-di�cile : NP-di�cile au sens faible ou au sens fort (Probl�eme de d�ecision NP-complet).
{ Ouvert : complexit�e non encore d�emontr�ee.

2.1.3 Classi�cation de m�ethodes de r�esolution

Il existe de nombreuses m�ethodes pour r�esoudre des probl�emes d'optimisation, c'est pour-
quoi il est primordial de d�e�nir des crit�eres permettant de lister les avantages et inconv�enients
des di��erentes m�ethodes. L'objectif de cette section est double, en e�et nous souhaitons �a la
fois d�ecrire les principales m�ethodes de r�esolution et quelques unes de leurs variantes, tout en
introduisant des codes permettant de d�ecrire rapidement les m�ethodes utilis�ees dans les travaux
ant�erieurs. Dans un premier temps nous pr�esentons les di��erentes distinctions, selon la qualit�e de
la solution, la dur�ee d'ex�ecution et la nature de la m�ethode. Puis nous pr�esentons les principales
familles de m�ethodes et leurs classi�cations.

A. Classi�cation selon la qualit�e de la solution obtenue

R�esoudre des probl�emes NP-di�ciles de grande taille n�ecessite des concessions sur la qualit�e
de la solution. Ainsi nous discriminons les m�ethodes en fonction de l'�ecart maximal par rapport
�a la solution optimale qu'elles garantissent ou non.

Performance non garantie. La qualit�e de certaines m�ethodes n'est pas garantie analytique-
ment, c'est-�a-dire que seule une comparaison avec la borne inf�erieure, suite �a l'ex�ecution de la
m�ethode, permet d'estimer l'�ecart entre la solution obtenue et la solution optimale. Le principal
probl�eme de ce type de m�ethodes est qu'il n'est pas possible de borner cet �ecart avant l'ex�ecution
de l'algorithme, en revanche en pratique elles peuvent fournir des solutions proches de l'optimum
pour des probl�emes de tailles cons�equentes.

Performance garantie. Les m�ethodes avec performance garantie permettent de garantir ana-
lytiquement un certain �ecart par rapport �a la solution optimale. Les m�ethodes exactes sont des
m�ethodes �a performance garantie (avec un �ecart nul) ces m�ethodes exactes peuvent être �ega-
lement interrompues lorsque l'�ecart entre la solution obtenue et la borne inf�erieure est limit�e
a�n d'obtenir des m�ethodes avec performance garantie. Certaines m�ethodes approch�ees de type
constructif sont �egalement �a performance garantie, quand l'erreur totale entrâ�n�ee par les di��e-
rentes approximations est born�ee.

B. Classi�cation selon la complexit�e de l'algorithme, et/ou le contrôle de son arrêt

La classi�cation selon la qualit�e de la solution fournie par les algorithmes n'est pas su�sante,
en e�et l'�enum�eration de toutes les solutions r�ealisables est possible quel que soit le probl�eme
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d'optimisation discr�ete consid�er�e. Or cette m�ethode garantit d 'obtenir une solution optimale,
ainsi en consid�erant uniquement le crit�ere de la qualit�e de la solution obtenue, aucune m�ethode
n'est plus int�eressante que l'�enum�eration de toutes les solutions. Le probl�eme d'une telle �enum�e-
ration est que pour des instances de tailles cons�equentes d'un probl�eme NP-di�cile au sens fort
elles peuvent n�ecessiter un temps d'ex�ecution de plusieurs si�ecles sur un processeur de derni�ere
g�en�eration.

C'est pourquoi en compl�ement de la classi�cation selon la qualit�e de la solution obtenue les
m�ethodes sont aussi classi��ees selon leur complexit�e et/ou le contrôle de leur arrêt.

La complexit�e d'un algorithme consiste �a donner l'ordre de grandeur du nombre d'op�erations
unitaires �a e�ectuer pour r�esoudre un probl�eme de taille donn�ee. G�en�eralement la taille d'un
probl�eme d'ordonnancement est en O(n), o�u n est son nombre de tâches. D'o�u les grandes
familles de complexit�e des algorithmes :

{ Algorithme polynomial, la complexit�e de l'algorithme est polynomiale par rapport �a la taille
de l'instance. Si la taille de l'instance est enO(n) alors la complexit�e d'un tel algorithme
est enO(nP ) o�u P est un entier commun �a toutes les instances du probl�eme.

{ Algorithme pseudo-polynomial, la complexit�e de l'algorithme est pseudo-polynomiale par
rapport �a la taille de l'instance. Si la taille de l'instance est en O(n) alors la complexit�e d'un
tel algorithme est en O(nf (t ) ) o�u f (t) est une fonction polynomiale d'une caract�eristique
de l'instance (di��erente de la taille) cette caract�eristique peut être la plus grande valeur,
la capacit�e des batches...

{ Algorithme exponentiel, la complexit�e de l'algorithme est exponentielle par rapport �a la
taille de l'instance. Si la taille de l'instance est enO(n) alors la complexit�e d'un tel algo-
rithme est en O(2n ).

Un algorithme est dit �a \�n" contrôl�ee , si son crit�ere d'arrêt peut ne pas d�ependre de la
solution obtenue. En g�en�eral ce crit�ere d'arrêt est utilis�e pour des m�ethodes dont la dur�ee d'ex�e-
cution risque d'être trop importante. Dans ce cas, apr�ess secondes, oum it�erations l'algorithme
est stopp�e même s'il n'a pas obtenu une solution optimale, et v�eri��e l'optimalit�e de celle-ci.

C. Classi�cation selon le sch�ema g�en�eral de l'algorithme

Les m�ethodes peuvent �egalement être class�ees selon leur sch�ema de r�esolution, certaines
m�ethodes sont constructives, d'autres am�eliorantes, et en�n les derni�eres seront mixtes.

Constructives. Une m�ethode est dite constructive si elle compl�ete des solutions partielles
jusqu'�a obtention d'une solution compl�ete. C'est-�a-dire que la m�ethode consiste �a prendre une
s�erie de d�ecision non modi�ables.

Am�eliorantes. Une m�ethode est dite am�eliorante si elle g�en�ere des solutions totales puis les
modi�ent a�n de les am�eliorer. C'est-�a-dire que la m�ethode consiste �a cr�eer des solutions, puis
�a am�eliorer ces solutions.

Mixtes. Une m�ethode mixte combine ces deux m�ethodes, par exemple en cr�eant intelligem-
ment une solution puis en l'am�eliorant.

D. Principales m�ethodes

Nous pr�esentons ici, rapidement, les di��erentes m�ethodes de r�esolution utilis�ees dans la lit-
t�eratures pour r�esoudre les probl�emes d'optimisation. Nous commen�cons par pr�esenter les m�e-
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thodes par construction, les plus simples, avant de pr�esenter les m�ethodes arborescentes puis
les m�ethodes par exploration it�erative de l'espace de solution. Les derni�eres m�ethodes pr�esen-
t�ees sont les m�ethodes hybrides, combinant plusieurs types de m�ethodes. Finalement le tableau
2.1, pr�esente les notations de ces m�ethodes utilis�ees dans les tableaux pr�esentant les travaux
ant�erieurs.

Les m�ethodes par construction

Appel�ees g�en�eralementHeuristiques , elles produisent des solutions admissibles en partant
d'une solution initiale vide qui est compl�et�ee �a chaque �etape jusqu'�a l'obtention d'une solution
compl�ete. Aucune d�ecision ne peut-être remise en cause par la suite. L'avantage de ce type de
m�ethode est que l'ex�ecution d'une heuristique est tr�es rapide, et sa mise en place est tr�es simple.
En revanche les d�ecisions prises �a chaque �etape consistent �a prendre la meilleure d�ecision pour
l'objet ajout�e sans tenir compte de ses cons�equences sur les d�ecisions restantes. Les heuristiques
sont donc des m�ethodes constructives g�en�eralement de complexit�e polynomiale. En e�et, la
complexit�e d�epend de l'algorithme qui cherche la meilleure d�ecision locale. Certaines heuristiques
poss�edent �egalement une garantie de performance.

Les m�ethodes arborescentes

Les Proc�edures par S�eparation �Evaluation (PSE ou B&B : Branch & Bound en
anglais) r�esolvent optimalement des probl�emes NP-di�ciles en testant implicitement toutes
les solutions r�ealisables, cette m�ethode est repr�esent�ee �a l'aide d'un arbre de recherche pour
lequel chaque n�ud correspond �a un sous-probl�eme. La racine de l'arbre correspond au probl�eme
d'origine. Il y a ainsi autant d'enfants qu'il existe de valeurs distinctes pour l'objet pour lequel on
prend la d�ecision. Cette phase est dite des�eparation. Dans le but de limiter le nombre de n�uds
�a explorer, la capacit�e de chaque n�ud �a obtenir une solution optimale est test�ee, soit la phase
dite d' �evaluation. Pour un probl�eme de minimisation, si toutes les bornes inf�erieures du sous-
probl�eme sont strictement inf�erieures �a la meilleure solution obtenue, alors le sous-probl�eme peut
fournir une solution optimale. Dans ce cas le n�ud correspondant �a ce sous-probl�eme est explor�e
de la même mani�ere que son parent. Dans le cas contraire le sous-probl�eme ne peut fournir une
meilleure solution que la meilleure solution d�ej�a obtenue, il est donc inutile d'explorer le n�ud
correspondant �a ce sous-probl�eme. Les sous-probl�emes int�eressants sont s�epar�es tant qu'ils ne
peuvent être r�esolus optimalement �a l'aide d'une m�ethode polynomiale ou pseudo-polynomiale.
Ainsi une PSE classique est une m�ethode exacte de type constructif dont le temps de calcul est
exponentiel.

La programmation lin�eaire en nombres entiers n�ecessite de mod�eliser le probl�eme
�etudi�e sous forme de programme lin�eaire en nombres entiers a�n de le r�esoudre �a l'aide d'une
PSE en �evaluant les n�uds avec l'algorithme du simplexe ou une m�ethode de points int�erieurs
pour les gros probl�emes, puis en s�eparant �a l'aide de di��erentes coupes... Il est ainsi possible
d'utiliser les outils de r�esolution de la programmation lin�eaire, par exemple des solveurs libres
comme SYMPHONY ou OpenOpt ou commerciaux comme ILOG CPLEX ou X-Press-MP pour
les plus connus. Les m�ethodes utilisant la programmation lin�eaire en nombres entiers sont ainsi
exactes avec une dur�ee d'ex�ecution exponentielle.

La dur�ee d'ex�ecution d'une PSE �etant g�en�eralement trop importante pour la d�erouler enti�e-
rement, des m�ethodes d�eriv�ees ont �et�e d�evelopp�ees, la plus simple que nous utilisons dans le
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chapitre 3, la PSE interrompue stoppe l'ex�ecution de la PSE apr�es un certain temps d'ex�ecution
(dans notre cas 10 minutes). Lam�ethode arborescente �a nombres de descendants born�eslimite
le nombre de descendants explor�es pour chaque n�ud, par exemple en explorant seulement les
2 meilleurs descendants de chaque n�ud. En�n le Beam search consiste �a limiter le nombre
de n�uds explor�es �a chaque niveau de l'arborescence, en prenant par exemple les 50 ou 100
meilleurs n�uds de chaque niveau. Ces trois m�ethodes ont l'avantage d'être �a �n contrôl�ee, elles
perdent cependant leur garantie d'optimalit�e, hormis la PSE interrompue si elle se termine dans
les temps.

La Programmation Dynamique �xe s�equentiellement la valeur des di��erentes inconnues.
La caract�eristique essentielle, �a l'application d'une m�ethode de programmation dynamique, est
que l'on arrive �a d�e�nir des familles de sous-probl�emes de telle sorte que chaque sous-probl�eme,
inclus dans un probl�eme plus g�en�eral, soit r�esolu optimalement grâce �a la r�esolution optimale
de ses propres sous-probl�emes. Les m�ethodes utilisant la programmation dynamique sont des
m�ethodes constructives exactes dont le temps de calcul est en g�en�eral pseudo-polynomial (voir
polynomial), dans certains cas le temps de calcul peut être exponentiel.

Dans le cas o�u le temps de calcul de l'algorithme de programmation dynamique est expo-
nentiel, il est possible d'e�ectuer des r�esolutions approch�ees des sous-probl�emes en limitant, par
exemple les valeurs possibles des inconnues, dans ce cas on parle deprogrammation dynamique
maill�ee . L'algorithme de programmation dynamique maill�e ne fournit pas une solution exacte,
en revanche il peut être polynomial ou pseudo-polynomial, et peut �egalement avoir une garantie
de performance.

Les m�ethodes d'exploration it�erative de l'espace des solutions

Le voisinage est une notion g�en�erique qui regroupe les m�ethodes explorant le voisinage de
solutions admissibles pour y chercher, si possible, de meilleures solutions. Dans les probl�emes
d'ordonnancement le voisinage d'une solution� comprend g�en�eralement toutes les solutions
admissibles atteignables �a partir de � en modi�ant l�eg�erement l'ordonnancement. Par exemple
l'inversion de deux tâches dans une solution fournit un voisin de la solution d'origine. Ces
m�ethodes sont am�eliorantes et sont �a �n contrôl�ee. G�en�eralement, elles ne fournissent aucune
garantie de performance, et leur complexit�e n'est pas born�ee a priori. Parmi les m�ethodes de
voisinage, nous distinguons les plus connues, lerecuit simul�e et la recherchetabou. Dans nos
tableaux r�ecapitulatifs, lorsqu'une m�ethode de voisinage utilise une strat�egie di��erente nous la
notons voisinage.

Le recuit simul�e est inspir�e d'un algorithme permettant de simuler la stabilisation ther-
mique d'un syst�eme physique instable. On g�en�ere un voisin, s'il est meilleur alors il est accept�e,
sinon il est accept�e ou rejet�e en fonction d'une certaine probabilit�e qui d�epend de la d�et�erioration
et d'un param�etre t correspondant �a la temp�erature. Un sch�ema de refroidissement pr�ecis permet
de faire d�ecrô�tre la temp�erature, g�en�eralement elle est modi��ee apr�es un certain nombre d'it�e-
rations �a temp�erature constante. L'algorithme s'arrête lorsqu'aucune solution n'a �et�e accept�ee
durant un cycle complet d'it�erations �a temp�erature constante.

La recherche tabou est une m�ethode de descente �evolu�ee. Dans sa premi�ere version, elle
consiste �a aller vers le meilleur voisin qui n'a pas �et�e visit�e durant les T derni�eres it�erations
(T peut être su�samment grand pour contenir toutes les solutions d�ej�a visit�ees). Les derni�eres
versions interdisent plutôt l'inverse des N derni�eres modi�cations utilis�ees pour modi�er la
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solution. L'algorithme est arrêt�e apr�es un certain nombre d'it�erati ons (ou certain temps) sans
am�elioration de la meilleure solution.

Les approches �evolutionnaires s'inspirent de ph�enom�enes naturels. Elles consistent �a mo-
di�er un ensemble de solutions (population) pour qu'il contienne de bonnes solutions. Apr�es
avoir construit une population initiale, al�eatoirement ou �a l'aide de m�ethodes constructives, la
m�ethode tente d'am�eliorer la qualit�e moyenne de la population �a l'aide des principes de l'�evolu-
tion naturelle. Chaque it�eration (cycle) d'une m�ethode �evolutionnaire est compos�ee d'une phase
de coop�eration durant laquelle les solutions courantes sont compar�ees puis combin�ees. Durant la
deuxi�eme phase dite d'adaptation individuelle, chaque solution est am�elior�ee ind�ependamment
des autres. La derni�ere phase est une phase de s�eelection, qui permet de limiter la taille de la
population. �A l'instar des m�ethodes par voisinage il existe plusieurs strat�egies pr�esent�ees dans
[152] tels les algorithmes g�en�etiques, les m�ethodes derecherche distribu�ees (Scatter Search en
anglais) et l'algorithme de la fourmi (ACO). �A l'instar des m�ethodes par voisinage,en g�en�eral,
les approches �evolutionnaires ne fournissent aucune garantie de performance et leur complexit�e
est non born�ee, d'o�u la n�ecessit�e d'un contrôle de la �n.

Notons que toute m�ethode it�erative fournit la meilleure solution admissible qu'elle a r�eussi �a
construire.

Les m�ethodes hybrides

Les m�ethodes hybrides combinent les m�ethodes que nous avons introduites pr�ec�edemment.
Elles consistent par exemple en la cr�eation de solutions initiales �a l'aide d'une heuristique, cette
solution repr�esentant le point de d�epart d'un algorithme de recuit simul�e. Dans les tableaux
r�ecapitulatifs que nous pr�esentons par la suite, nous pr�ef�erons classi�er ces m�ethodes hybrides
par la m�ethode simple dominante.

Les sch�emas d'approximation polynomiaux (PTAS : Polynomial Time Approxima-
tion Scheme ) fournissent, pour un param�etre � > 0, une solution en temps polynomial par
rapport �a la taille de l'instance, mais la qualit�e de la solution d�epend de la valeur du param�etre
� . C'est-�a-dire que la solution obtenue est au plus �eloign�ee d'un facteur � de la valeur optimale.
Les techniques utilis�ees pour obtenir une telle m�ethode sont diverses et vari�ees [2, 153, 169]. Les
sch�emas d'approximation polynomiaux sont des m�ethodes hybrides �a performance garantie dont
la dur�ee d'ex�ecution est polynomiale par rapport �a la taille de l'instance. Cependant cette dur�ee
d'ex�ecution est d�ependante de � , elle peut être exponentielle par rapport �a 1=� et donc exploser
lorsque � tend vers 0.

2.2 Machines �a traitement par batch

Dans cette section nous pr�esentons les travaux ant�erieurs sur les probl�emes de machines �a
traitement par batches (de type p-batch) avec un �etage unique. La premi�ere partie traite les
probl�emes sans contraintes de compatibilit�es entre les tâches d'un batch. Dans la seconde partie,
nous pr�esentons di��erents types de compatibilit�e entre les tâches d'un même batch. Pour chaque
partie nous commen�cons par les probl�emes �a une machine avant d'aborder les probl�emes avec
machines parall�eles.
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M�ethode Notation

Heuristique
Heuristique

(ou complexit�e si exacte)

Proc�edure Par S�eparation �Evaluation PSE
Programmation Lin�eaire en Nombres Entiers PLNE

Programmation Dynamique Dynamique (ou PD)
Voisinage Voisinage

Recuit simul�e Recuit simul�e
Recherche tabou Tabou

Approche �evolutionnaire �Evolutionnaire
Sch�ema d'approximation polynomial PTAS

Table 2.1 { R�esum�e des notations des m�ethodes utilis�ees dans l'�etat-de-l'art.

2.2.1 Probl�emes sans contraintes de compatitibilit�e

Dans cette section nous di��erencions les r�esultats concernant les probl�emes d'ordonnance-
ment avec dates de disponibilit�e, et ceux ne les prenant pas en compte. Ensuite nous pr�esentons
les principaux r�esultats concernant des cas particuliers, et en�n des machines parall�eles.

La complexit�e des probl�emes n'�etant pas la même en fonction des capacit�es de la machine
�a traitement par batches nous les abordons s�epar�ement. Ainsi nous commen�cons par le cas le
plus simple, la machine �a capacit�e in�nie not�ee b > n, c'est-�a-dire qu'un batch peut contenir
toutes les tâches. Ensuite nous traitons le cas des machines avec une capacit�e �nie not�eb = k, le
dernier cas trait�e en tant que cas particulier est le cas o�u l'on limite le volume total des tâches
avec des tâches dont le volume n'est pas unitaire, ce cas est not�evj . Limiter le nombre de tâches
�equivaut �a limiter le volume du batch avec des tâches de volumes unitaires.

A. Sans dates de disponibilit�e (une machine)

Brucker et al. [28] pr�esentent la complexit�e des probl�emes d'ordonnancement d'une machine
�a traitement par batches pour les crit�eres r�eguliers, c'est pourquoi nous rappelons ici principa-
lement ces r�esultats sous forme de tableaux r�ecapitulatifs. �A d�efaut de mention contradictoire,
les r�esultats obtenues dans les tableaux suivant proviennent des travaux de Brucker et al. [28].
La partie de l'�etat de l'art de Potts et Kovalyov [185] concernant les machines de type p-batch
r�esume ces r�esultats. �Etant donn�e que Brucker et al. [28] ne pr�esentent pas de probl�emes avec
volumes de tâches non unitaires, nous r�esumons les recherches portant sur ces probl�emes dans
la section 2.2.1.

Le tableau 2.2 pr�esente les r�esultats de complexit�e de probl�emes d'ordonnancement sur une
machine �a traitement par batch de type p-batch, avec capacit�e in�nie. C'est-�a-dire que b > n de
mani�ere que la machine puisse ex�ecuter toutes les tâches en parall�ele.

Le tableau 2.3 pr�esente quant �a lui les r�esultats de complexit�e sur une machine �a traitement
par batches �a capacit�e �nie(b = k). C'est-�a-dire que b < n ainsi la machine ne peut ex�ecuter
toutes les tâches dans un même batch. A�n de comparer le surcrô�t de complexit�e entrâ�n�e par
le traitement par batches nous rappelons la complexit�e des probl�emes avec capacit�e unitaire,
c'est-�a-dire le cas des machines discr�etes. Notons que les probl�emes avec capacit�e in�nie peuvent
être moins di�cile �a r�esoudre que leurs �equivalents �a capacit�e �nie.
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Fonction
Complexit�e M�ethode de r�esolution

objectif
f max Polynomial
Cmax Polynomial O(n)
L max Polynomial O(n2)

P n
j = 1 f j NP-di�cile au sens faible

Programmation dynamique
O(n2P)*

P n
j = 1 Cj Polynomial O(n logn)

P n
j = 1 wj Cj Polynomial O(n logn)

P n
j = 1 Tj

NP-di�cile au sens faible Programmation dynamique
[151] O(n2P)

P n
j = 1 wj Tj NP-di�cile au sens faible

Programmation dynamique
O(n2P)P n

j = 1 Uj Polynomial O(n3)
P n

j = 1 wj Uj NP-di�cile au sens faible
Programmation dynamique

O(n2P)

* P =
P n

j = 1 pj

Table 2.2 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches, avec capacit�e
in�nie, sans date de disponibilit�e (B jb > nj f ).

Fonction Complexit�e
M�ethode de r�esolution

objectif b = 1 b > 2
f max O(n2) NP-di�cile au sens fort
Cmax O(n) Polynomial minfO (n logn); O(n2=b)g
L max O(n logn) NP-di�cile au sens fortP

f j NP-di�cile au sens fort NP-di�cile au sens fort

P
Cj O(n logn) Ouvert

O(nb(b�1 ) ) [28] (PD)
O(h3bh+ 1)* [34] (PD)

PSE [33, 66]
Heuristique [33, 66, 107]

PTAS [29]
P

wj Cj O(n logn) Ouvert
PSE [211]

Heuristique [211]
P

Tj
O(n4P)* *

NP-di�cile au sens fort
NP-di�cile au sens faibleP

wj Tj NP-di�cile au sens fort NP-di�cile au sens fortP
Uj O(n logn) NP-di�cile au sens fort

P
wj Uj

O(nP)
NP-di�cile au sens fort

NP-di�cile au sens faible

* h indique le nombre de dur�ees d'ex�ecution distinctes
** P =

P n
j =1 pj

Table 2.3 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches, avec capacit�e
�nie, sans date de disponibilit�e (B jb = kjf ).
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B. Avec dates de disponibilit�e (une machine)

Contrairement aux probl�emes sans dates de disponibilit�e il n'existe pas d'article �etudiant
tous les crit�eres r�eguliers �a la mani�ere des travaux de Brucker et al. [28]. Le tableau 2.4 pr�esente
les r�esultats de complexit�e de probl�emes d'ordonnancement sur une machine �a traitement par
batch de type p-batch, avec capacit�e in�nie (b > n) et dates de disponibilit�e (r j ).

Type Complexit�e M�ethode de r�esolution R�ef�erence
f max NP-di�cile au sens faible O(n4p3)* [151]
Cmax Polynomial[183] O(n logn) [183]

L max NP-di�cile[41]
Heuristique [150]

O(nt( n + t logn)(1 + n
t )t )* * [41]

PTAS [17]P
f j NP-di�cile au sens faible O(n4p3)* [151]P
Cj Ouvert PTAS [58]P

wj Cj NP-di�cile au sens faible [58] PTAS [60, 147]

* p = maxj f r j g +
P

j pj
** r j 2 fr 1 ; : : : ; r m g ; pj 2 f p1 ; : : : ; ph g ; dj 2 fd 1 ; : : : ; dgg : t = min f m; h; gg

Table 2.4 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec dates de
disponibilit�e et capacit�e in�nie (B jb > n; r j jf ).

Le tableau 2.5 pr�esente quant-�a-lui les r�esultats de complexit�e de probl�emes d'ordonnance-
ment sur une machine �a traitement par batch de type p-batch, avec capacit�e �nie (b = k) et
dates de disponibilit�e ( r j ).

Type Complexit�e M�ethode de r�esolution R�ef�erence

Cmax NP-di�cile au sens fort

PSE [199]
Heuristique [137, 150, 199]

PTAS [59]
O(nk(bPmax Psum )k�1 ) [59]

O(nck (
P

pj )k�1 )* [150]
Dynamique* * [200]

L max
NP-di�cile au sens fort Heuristique [210]

[180] �Evolutionnaire [218, 45]
Tmax NP-di�cile au sens fort[138] Heuristique [89]P

Cj NP-di�cile au sens fort PTAS [57]P
wj Cj NP-di�cile au sens fort PTAS [147]P

Tj NP-di�cile au sens fort [89]P
Uj NP-di�cile au sens fort [138] Heuristique [89]

* k le nombre de dates de disponibilit�e distinctes et c une constante
** Familles de même dur�ees

Table 2.5 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec dates de
disponibilit�e et capacit�e �nie (B jb = k; r j jf ).
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C. Cas particuliers (une machine)

Dans cette section nous pr�esentons des cas particuliers de probl�eme d'ordonnancement d'une
machine �a traitement par batches de capacit�e �nie ou in�nie (b = k ou b > n).

Le tableau 2.6 pr�esente les probl�emes d'ordonnancement avec une machine �a traitement
par batches et restrictions sur les dur�ees d'ex�ecution, dates de disponibilit�e et de dates de �n
souhait�ees. Le premier probl�eme (Bjb = k; ~dj jCmax ) introduit des dates de �n imp�eratives pour la
minimisation du makespan avec une machine �a capacit�e �nie. Ensuite les trois blocs de probl�emes
limitent le nombre de dur�ees d'ex�ecution ou le nombre de dates de disponibilit�e di��erentes. Les
derniers probl�emes de ce tableau poss�edent des dur�ees d'ex�ecution et (ou) dates de disponibilit�e
et (ou) dates de �n souhait�ees en bonne concordance.

On dit que les tâches d'un probl�eme sonten bonne concordance, ou accordables(agreeableen
anglais) suivant plusieurs crit�eres si trier les tâches suivant un crit�ere les trie �egalement suivant
les autres crit�eres. Par exemple si les tâches sont accordables suivant leurs dates de disponibilit�e
et leurs dates de �n souhait�ees, les trier par dates de disponibilit�e croissantes les trie par la même
occasion par dates de �n souhait�ees croissantes. Dans le cas de tâches accordables, la mention
avecx j % yj % : : : est ajout�ee suite �a la notation de � j� j , o�u x j et yj repr�esentent les crit�eres
concordants.

Le tableau 2.7 pr�esente les probl�emes d'ordonnancement sur une machine �a traitement par
batches, sans compatibilit�e entre les tâches mais avec des contraintes de pr�ec�edence, des ordon-
nancements en ligne ainsi que le cas d'intervalles d'indisponibilit�e de la machine.
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Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence

B jb = k; ~dj jCmax Polynomial minfO (n logn); O(n2=b)g [28]

B jb = 2; pjF = pF j
P

Cj Polynomial O(F 2) [107]

B jb = k; pj = pjTmax Polynomial O(n logn) [136]
B jb = k; pj = pj

P
Uj Polynomial O(n logn) [136]

B jb = k; r j ; pj = pjCmax Polynomial O(n) [109]
B jb = k; r j ; pj = pj

P
Cj Polynomial O(n3) [85, 219]

B jb > n; r j ; pj = pj
P

wj Cj Polynomial O(n3) [60]

B jb > n; r j j
P

wj Cj

[60]avec r j 2 f0; r g Polynomial O(n2 logn)
avec r j 2 fr 1; : : : ; r k g NP-di�cile au sens faible O(2k nk n logn)
avecpj 2 fp 1; : : : ; pk g NP-di�cile

B jb = kjTm ax Polynomial O(bn log(n maxj fp j g)) [136]
avec pj % dj %

B jb = kj
P

Tj NP-di�cile au sens faible Dynamique [148]
avec pj % dj %
B jb = kj

P
wj Tj NP-di�cile au sens fort [132]

avec pj % dj %
B jb = kj

P
Uj Polynomial O(bn2) [136]

avec pj % dj %
B jb = kj

P
wj Uj NP-di�cile au sens faible Dynamique [148]

avec pj % dj %

B jb > n; r j jL max

avecpj % dj % NP-di�cile [41]
avec r j % dj % Polynomial O(n2) [41]
B jb = k; r j jTmax

avec r j % dj % NP-di�cile au sens fort
[138]

avec r j % pj % dj % Polynomial O(n log
P

pj )
B jb = k; r j j

P
Uj

avec r j % pj % dj % Polynomial O(bn2)
[138]

avec r j % dj % NP-di�cile
B jb = k; r j jNT

NP-di�cile [138]
avec r j % dj %

B jb = k; r j ; pj = pjL max Polynomial O(n3) [219]
avec r j % dj %

B jb = k; r j ; pj = pjTmax Polynomial O(bn log((n � 1)p)) [136]
avec r j % dj %

B jb = k; r j ; pj = pj
P

j Uj Polynomial O(bn2) [136]
avec r j % dj %

B jb = k; r j ; pj = p; ~dj jCmax Polynomial O(n2) [109]
avec r j % dj %

Table 2.6 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec restriction
sur les dur�ees d'ex�ecution et dates dues.
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Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence
B jb > n; prec; rj ; pj = 1j f Polynomial O(n2) [44]

B jb > n; prec; rj ; pj = pjCmax Polynomial O(n2) [44]
B jb > n; prec; rj ; pj = pj

P
wj Cj Ouvert Heuristique [44]

B jb > n; prec; rj ; pj = pjf Ouvert Heuristique [44]

B jb > n; precjf NP-di�cile au sens fort [42]
B jb > n; chainsjCmax NP-di�cile au sens fort [42]

avecpj % prec % Polynomial O(n2) [42]
B jb > n; chainsj

P
Cj NP-di�cile au sens fort [42]

B jb > n; online jCmax NP-di�cile [59, 181, 190, 227]
B jb > n; online; restartj Cmax NP-di�cile [77]

B jb > n; online; restart limit jCmax NP-di�cile [79]
B jb = k; onlinej Cmax NP-di�cile [182, 227]

B jb = k; online; p j = pj
P

Cj NP-di�cile [75]
B jb > n; online j

P
wj Cj NP-di�cile [38]

B jb = k; online j
P

wj Cj NP-di�cile [38]

B jb > n; F B jL max > 0 Polynomial O(n2kI NT ) * [224]
B jb > n; F B jf max Polynomial [224]
B jb > n; F B jCmax Polynomial O(n2kI NT ) * [224]

B jb > n; F B j
P

wj Cj Ouvert [224]
B jb > n; F B j

P
Uj Polynomial O(n4kI NT ) * [224]

B jb > n; F B j
P

f j Ouvert Pseudo-polynomial [224]

* kI NT nombre d'intervalles interdits

Table 2.7 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches (cas particuliers)
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D. Volumes variables

Dans le tableau 2.8 nous supposons que la capacit�e des batches est limit�ee, mais contrairement
�a la section pr�ec�edente le volume des tâches n'est pas unitaire. Ce type de capacit�e peut être
utilis�e par exemple lorsque la contenance des batches est limit�ee par un volume ou un poids
total. Ces volumes non-unitaires entrâ�nent un surcrô�t de complexit�e non n�egligeable, ainsi
alors que le probl�emeB jb = kjCmax est polynomial [28], le même probl�eme avec volumes non-
identiques (Bjvj jCmax ) est NP-di�cile au sens fort [209]. Ce dernier probl�eme a �et�e l'objet
de nombreuses recherches utilisant tous types de m�ethode de r�esolution. Hormis les habituels
probl�emes avec dur�ees d'ex�ecution constantes nous pr�esentons �egalement deux cas particuliers.
Le probl�eme B jvj ; b = kjCmax est un probl�eme de minimisation du makespan sur une machine
�a traitement par batches de capacit�e limit�es en volume et en nombre de tâches. Le second
probl�eme cas particulier, le probl�eme B jvj ; pj = �v j jCmax permet de traiter des tâches dont la
dur�ee d'ex�ecution d�epend du volume ou du poids.

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence

B jvj jCm ax NP-di�cile au sens fort

Heuristique [67, 117, 209, 226]
PSE [65, 209]

Recuit simul�e [160]
Dynamique [47]

�Evolutionnaire [39, 119, 231]
PTAS [229]

B jvj ; b = kjCmax NP-di�cile au sens fort Recuit simul�e [54]

B jvj ; r j jCmax NP-di�cile au sens fort

Heuristique [139, 217]
PTAS [193]

Voisinage [217]
�Evolutionnaire [48]

B jvj ; pj = pjCmax NP-di�cile au sens fort [209]
B jvj ; pj = �v j jCmax NP-di�cile PTAS [228]

B jvj ; r j j
P

Fj NP-di�cile au sens fort PLNE [35]
B jvj j

P
Cj NP-di�cile Heurisitque [113, 209]

B jvj ; r j j
P

Cj NP-di�cile Heuristique [37]
B jvj j

P
wj Cj NP-di�cile PSE [15]

B jvj ; r j j
P

wj Tj NP-di�cile �Evolutionnaire [49]

Table 2.8 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec volumes
des tâches variables (vj )
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Chapitre 2. Mod�eles et travaux ant�erieurs

E. Machines parall�eles

Le tableau 2.9 pr�esente les probl�emes de machines parall�eles �a traitement par batches de
caract�eristiques pr�esent�ees pr�ec�edemment. Les notations sont identiques �a celles des probl�emes
pr�ec�edents, en revanche lorsque les dur�ees d'ex�ecution sont identiques sur toutes les machines,
mais que les capacit�es varient d'une machine �a l'autre, nous consid�erons que les machines sont
identiques (Bm) mais la capacit�e est not�e ( bm = km ).

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence
Bmj b = kj

P
Cj Ouvert Heuristique [33]

Bmj b = k; pjF = pF j
P

Cj Ouvert
O(F 23m )

[107]
Heuristique

Bmj b = k; r j jCmax
NP-di�cile Heuristique [136]
au sens fort PTAS [140]

Bmj b = k; r j jL max
NP-di�cile Heuristique [136]
au sens fort PTAS [149]

avecpj % dj % NP-di�cile Heuristique [136]

Bmj vj jCm ax NP-di�cile

�Evolutionnaire [52, 118, 128]
Heuristique [51]

Recuit simul�e [36]

Bmj bm = km jCm ax NP-di�cile �Evolutionnaire [192]
Bmj bm = km ; vj jCmax NP-di�cile Heuristique [159]

BR jb = kjCm ax
NP-di�cile

Heuristique [225]
au sens fort

avecpm j % pm 0j %
NP-di�cile

PTAS [230]
au sens fort

B 2jb > n; online jCmax NP-di�cile [170]
Bmj b > n; online jCmax NP-di�cile [227]

Bmj b = k; online; p j = pj
P

Cj NP-di�cile [76]
Bmj vj ; online info ; pjF = pF j

P
Cj NP-di�cile [212]

Bmj b = k; online j
P

wj Cj NP-di�cile [225]

Table 2.9 { Complexit�e des probl�emes �a plusieurs machines parall�eles �a traitement par batches
sans compatibilit�e
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2.2. Machines �a traitement par batch

2.2.2 Probl�emes avec contraintes de compatibilit�e

Apr�es ce r�esum�e des travaux portant sur des probl�emes sans contraintes de compatibilit�e,
nous pr�esentons les probl�emes d'ordonnancement sur une machine �a traitement par batches avec
familles incompatibles entre elles �etudi�es pr�ec�edemment, puis les probl�emes d'ordonnancement
sur une machine �a traitement par batches avec graphe de compatibilit�e entre les tâches.

A. Familles incompatibles entre elles (une machine)

Le tableau 2.10 pr�esente les di��erents travaux r�ealis�es sur les probl�emes de minimisation de
crit�eres r�eguliers simples sur une machine �a traitement par batches avec familles incompatibles
entre elles. Remarquons que la plupart des auteurs supposent que les dur�ees d'ex�ecution des
tâches d'une même famille d'incompatibilit�e sont �egales, ce cas est not�epjF = pF .
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Chapitre 2. Mod�eles et travaux ant�erieurs

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence

B jI F; vj ; pjF = pF j
P

Cj NP-di�cile
Heuristique [63, 64]

�Evolutionnaire [125]
B jI F; b = k; pjF = pF jCmax Polynomial O(n) [210]
B jI F; b = k; pjF = pF jL max Polynomial O(n logn) [210]

B jI F; b = k; pjF = pF j
P

wj Cj Polynomial O(n logn) [210]

B jI F; b = k; pjF = pF j
P

Tj NP-di�cile
Dynamique [161]
Heuristique [130, 161]

B jI F; b = k; r j ; pjF = pF j
P

Tj NP-di�cile Heuristique [130]
B jI F; b = k; pjF = pF j

P
wj Tj NP-di�cile Heuristique [61, 130, 179]

B jI F; b = k; r j ; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile
PSE [206]

Heuristique [130, 163]

B jI F; b = k; sij ; r j ; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile �Evolutionnaire [141]
B jI F; b = k; pjF = pF j

P
Uj NP-di�cile Dynamique [112]

B jI F; b = k; pjF = pF j
P

wj Uj
NP-di�cile

Dynamique [143]
au sens fort

B jI F; b > n; r j jCmax
NP-di�cile

Heuristique
[223]

au sens fort
Dynamique

PTAS

B jI F; b = k; r j jCmax
NP-di�cile

PTAS [171]
au sens fort

B jI F; vj ; r j jCmax
NP-di�cile

Heuristique [171]
au sens fort

B jI F; b = k; r j ; pjF = pF jCmax Polynomial O(n logn) [210]
B jI F; b = k; r j ; pjF = pF jL max NP-di�cile Heuristique [210]

B jI F; vj ; pjF = pF jCmax NP-di�cile Heuristique [120]
B jI F; vj ; pjF = pF j

P
Cj NP-di�cile Heuristique [120]

B jI F; vj ; pjF = pF j
P

wj Cj NP-di�cile
PSE [16]

Heuristique [63, 64]
�Evolutionnaire [115]

B jI F; vj ; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile
PLNE [72]

Heuristique [72]
Recuit simul�e [71]

B [I F; b > n; online jCmax NP-di�cile [172]
B j2 I F; b > n; online jCmax NP-di�cile [78]

B jI F; sjF = sF ; online; p j = pj
P

Ci NP-di�cile [213]

Table 2.10 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec familles
incompatibles entre elles.
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2.2. Machines �a traitement par batch

B. Graphes de Compatibilit�e

Le tableau 2.11 pr�esente les di��erents travaux r�ealis�es sur les probl�emes de minimisation de
crit�eres r�eguliers simples sur une machine �a traitement par batches avec graphes de compatibi-
lit�e. Parmi ces probl�emes, le crit�ere le plus �etudi�e est le crit�ere de minimisation de la date de �n
de l'ordonnancement (makespan), ceci s'explique par le fait que la minimisation du makespan
sans dates de disponibilit�e correspond au probl�eme de coloration pond�er�ee (weighted coloring) en
th�eorie des graphes. Notons que pour les probl�emes avec graphes d'intervalles, les plus proches
de notre probl�eme de dur�ees d'ex�ecution compatibles sont tr�es peu �etudi�es. Finke et al. [74] ont
prouv�e, en 2008, la polynomialit�e du probl�eme B jG = INT; b > njCmax et indiquent que le
probl�eme B jG = INT; b = kjCmax est ouvert. En�n Oulamara et al. [176] ont prouv�e que le
probl�eme de machine �a traitement par batches avec intervalles de dur�ees d'ex�ecution compa-
tibles (B jGp = INT; b = kjCmax ), �etudi�e dans cette th�ese, est r�esolu �a l'aide d'un algorithme
polynomial.

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence
B jG = (V; E); b = 2j Cmax Polynomial O(n3) [22, 121]

B jG = (V; E); b = 2; p j = 1j Cmax Polynomial O(n2;5 ) [22]
B jG = (V; E); b > nj

P
Cj NP-di�cile Heuristique [69]

B jG = I NT; b > njCmax Polynomial O(n3) [74]
B jG = I NT; b = kjCmax Ouvert [74]

B jG = INT ; b > njCm ax
NP-di�cile

Heuristique [121, 178]
[73, 178]

B jGp = I NT; b = kjCmax Polynomial O(n logn) [176]

B jG = (S; K ; E); b > njCmax NP-di�cile [56]
B jG = (S; K ; E); b = kjCmax NP-di�cile [25]

B jG = (S; K ; E); b > n; pj = 1j Cmax Polynomial O(n) [25]
B jG = (S; K ; E); b = k; pj = 1j Cmax Polynomial O(n3) [25]

B jG = (S; K ; E); b = k; r j ; pj = 1j Cmax NP-di�cile [23]

B jG = (S; K ; E); b = 2; r j ; pj = 1j Cmax
NP-di�cile

[23]
au sens fort

B jG = (S; K ; E); b = k; r S ; rK = 0; p i = 1j Cmax Polynomial O(n3 log(n=b)) [23]
B jG = (S; K ; S � K ); b = k; r i ; pi = 1j Cmax Polynomial O(n logn) [23]

B jG = (S1; S2; E ); b = 2j Cmax Polynomial O(n3) [24]

B jG = (S1; S2; E ); b = 2; r i ; pi = 1j Cmax
NP-di�cile

Heuristique [24]
au sens fort

B jG = (S1; S2; S1 � S2); b = 2; r i ; pi = 1j Cmax Polynomial O(n logn) [24]
B jG = (S1; S2; E ); b = 2; r S1 ; rS2 = 0; p i = 1j Cmax Polynomial O(n2;5 log n) [24]

B jG = SPE; b > njCmax NP-di�cile
PTAS [62]

Heuristique [70, 98, 121]
B jG = SPE; b > nj

P
Cj NP-di�cile PTAS [98]

Table 2.11 { Complexit�e des probl�emes �a une machine �a traitement par batches avec graphe
de compatibilit�e
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Chapitre 2. Mod�eles et travaux ant�erieurs

C. Machines parall�eles et compatibilit�e

Le tableau 2.12 pr�esente les probl�emes de machines parall�eles �a traitement par batches avec
contraintes de compatibilit�e. Notons que tr�es peu d'articles ce sont int�eress�es aux machines
parall�eles �a traitement par batches avec compatibilit�e.

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence
Bmj I F; b > n; r j jCmax NP-di�cile PTAS [144]
Bmj I F; b = k; r j jCmax NP-di�cile PTAS [144]

Bmj I F; b = k; pjF = pF jCmax NP-di�cile Heuristique [210]
Bmj I F; bm = km ; pjF = pF jCmax NP-di�cile Heuristique [158]

Bmj I F; vj ; pjF = pF jCmax NP-di�cile
Heuristique

[124]
�Evolutionnaire

Bmj I F; b = k; pjF = pF jL max NP-di�cile Heuristique [210]

Bmj I F; b = k; r j ; pjF = pF jL max
NP-di�cile Heuristique

[156]
au sens fort �Evolutionnaire

Bmj I F; vj ; pjF = pF j
P

Cj NP-di�cile
Heuristique

[124]
�Evolutionnaire

Bmj I F; b = k; pjF = pF j
P

wj Cj NP-di�cile Heuristique [210]

Bmj I F; vj ; pjF = pF j
P

wj Cj NP-di�cile
Heuristique

[124]
= �Evolutionnaire

Bmj I F; b = k; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile
Heuristique

[18]
�Evolutionnaire
�Evolutionnaire [196]

Bmj I F; b = k; r j ; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile
Heuristique

[163]
�Evolutionnaire

Bmj I F; b = k; sij ; r j ; pjF = pF j
P

wj Tj NP-di�cile �Evolutionnaire [142]

Table 2.12 { Complexit�e des probl�emes �a plusieurs machines parall�eles �a traitement par batches
avec compatibilit�e

34



2.3. Flowshop Hybride classique

2.3 Flowshop Hybride classique

Les probl�emes de owshops classiques sont �enorm�ement �etudi�es depuis les travaux de Johnson
[111], il y a plus d'un demi-si�ecle (1954), ainsi en 2006, Gupta et Sta�orned [92] ont publi�e un
�etat-de-l'art des di��erents travaux qui concernent les probl�emes de type owshop. Cet �etat-
de-l'art �etant r�ecent nous ne r�esumons pas les travaux concernant des probl�emes de owshops
classiques.

�A l'instar des probl�emes de owshops classiques il existe �egalement deux �etats-de-l'art de
Linn et Zhang [146] et de Vignier, Billaut et Proust [216] pour les probl�emes de owshops
hybrides avec machines disjonctives mais ceux-ci datant de 1999, il est n�ecessaire de r�esumer les
travaux ult�erieurs dans le tableau 2.13. �Etant donn�ee la pr�esence d'un �etat-de-l'art r�ecent (2005)
de Kis et Pesch [123] pour la r�esolution exacte des probl�emesHF S jjCmax et HF S jj

P
Cj , nous

ne citons pas les articles plus anciens traitant de mani�ere exacte ces probl�emes.

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence

HF S jjCmax NP-di�cile au sens fort

Exacte [123]*

PSE [106, 167]
Bornes [100, 214]

Heuristique [27]
Recuit simul�e [110]

Tabou [166, 173]
�Evolutionnaire [7, 68, 184, 221]

HF 2jjCmax
NP-di�cile au sens fort PSE [101]

[90] Heuristique [87]

HF 3jjCmax NP-di�cile au sens fort
Bornes

[195]
Heuristique

HF S jr j ; qj jCmax NP-di�cile au sens fort PSE [165]

HF S jj
P

Cj NP-di�cile
Exacte [123]*

PSE [14]
Heuristique [27]

HF S jj
P

wj Cj NP-di�cile
PLNE [81, 204]
Tabou [81]

HF S jj
P

Tj NP-di�cile Heuristique [135]
HF S jj

P
Uj NP-di�cile PSE [46]

HF 2(m1; 1)jjCmax NP-di�cile au sens fort
PSE [91]

Heuristique [90, 91]

HF 2(1; m2)jj
P

Tj NP-di�cile au sens fort
PSE [134]

Heuristique [93]

HF S jr j j
P

wj Tj NP-di�cile
Heuristique

[220]
Voisinage

HF S jsi jk jCmax NP-di�cile
Heuristique [129]

Recuit simul�e [8]
Tabou [1]

HF S jvi j jCmax NP-di�cile �Evolutionnaire [114, 174]

Table 2.13 { Complexit�e des probl�emes de owshops hybrides avec machines discr�etes

* �Etat-de-l'art
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Chapitre 2. Mod�eles et travaux ant�erieurs

2.4 Flowshop et batches

Dans cette derni�ere section sur les travaux ant�erieurs, nous combinons machines �a traitement
par batches et owshop, ainsi le tableau 2.14 pr�esente les r�esultats obtenus pour des owshop
simples avec machines �a traitement par batches. Les types de probl�emes �etudi�es sont les mêmes
que pour les sections pr�ec�edentes auxquelles nous ajoutons quelques contraintes li�ees �a la pr�esence
de owshop (attente entre les �etages, batches communs aux �etages...). Les derniers r�esultats
pr�esentent des probl�emes o�u un �etage est compos�e d'une machine �a traitement par batches de
type p-batch, et le second d'une machine de type s-batch.

Le tableau 2.15 pr�esente quant-�a-lui les probl�emes de owshops hybrides avec machines �a
traitement par batches. L'essentiel des �etudes combinant ces deux types de probl�emes sont des
�etudes de processus d'assemblage (not�eassembly). Les machines du premier �etage sont des ma-
chines parall�eles traitant chacune un composant d'un même produit, ensuite ces composants sont
assembl�es au second �etage. Ainsi le premier �etage peut être consid�er�e comme des machines paral-
l�eles discr�etes ind�ependantes, alors que le second �etage est une machine �a traitement par batches
avec familles incompatibles entre elles (une famille par produit), le batch devant comporter toutes
les tâches (capacit�e m1). Il est int�eressant de noter que pour les crit�eres de minimisation d'un
maximum (makespan et plus grand retard) toutes les tâches d'une même famille appartiennent
au même batch lorsque l'on suppose la capacit�e des batches in�nie, par contre pour les crit�eres
de minimisation d'une somme il est n�ecessaire d'imposer une taille de batch. Les applications
industrielles de ces probl�emes d'assemblage sont nombreuses, par exemple dans la construction
d'ordinateurs personnels ([186]), de v�ehicules d'incendie ([133])...
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2.4. Flowshop et batches

Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence
F 2Bjb > njCm ax Polynomial O(n logn) [187]
F 2Bjb = kjCm ax NP-di�cile [187]

F 2Bjvj jCm ax NP-di�cile Recuit simul�e [162]
F 2BjbI = k; bII > njCmax NP-di�cile [187]

F 2(1; B)jb > njCmax Polynomial O(n2) [187]

F 2(B ; 1)jb > njCmax Polynomial O(n3) [175]
F 2(B ; 1)jb = kjCmax NP-di�cile Heuristique [175]

F 2(1; B)jGp = INT; b = kjCmax NP-di�cile Heuristique [176]

F 2(B ; 1)jb = k; p1j = pjCmax Polynomial O(n logn) [3, 175]
F 2(1; B)jb = k; p2j = pjCmax Polynomial O(n logn) [3]

F 2Bjb = k; p1j = p; p2j = pjCmax Polynomial O(n3) [3]
F 3(1; B; 1)jb = k; p2j = pjCmax NP-di�cile Heuristique [3]

F B jbi = ki ; pij = pjCmax NP-di�cile Heuristique [202]
8 �etagei

F 2(B ; 1)jb = k; p2j = pjCmax Polynomial O(n2) [175]
F 2(B ; 1)jb = k; p1j = pj

P
Cj NP-di�cile Heuristique [3, 108]

F 2(1; B)jb = k; p2j = pj
P

Cj Polynomial O(n3) [3]
F 2Bjb = k; p1j = p; p2j = pj

P
Cj Polynomial O(n3) [3]

F B jbi = ki ; pij = pj
P

Cj NP-di�cile Heuristique [202]
8 �etagei

F 2(1; B)jb = k; p2j = p; r j jCmax
NP-di�cile

Heuristique [201]
au sens fort

F 2Bjvj ; prmu; p ij = pjCmax NP-di�cile PLNE [53]

F 2Bjvj ; prmu jCmax NP-di�cile
PLNE [53, 145, 116]

Heuristique [145]
F 2BjI F; b = k; prmu; s ijk jCmax NP-di�cile Heuristique [55]

F 2BjI F; b = k; prmu; s ijk j
P

wj Cj NP-di�cile Heuristique [55]

F 2Bjb > n; wait no jCmax Polynomial O(n logn) [177]
F 3Bjb > n; wait no jCmax Polynomial O(n22) [177]
F B jb > n; wait no jCmax NP-di�cile O(nm (r � 2)+1+b m=r c) [177]

r = nombre de batches �x�e

F 2Bjvj ; prmu; wait no jCmax NP-di�cile
PLNE

[145]
Heuristique

F 2(B ; 1)jb = k; wait limit ; p1j = pjCmax NP-di�cile
PLNE

[197]
Heuristique

F 2Bjvj ; batch communjCmax NP-di�cile Recuit simul�e [128]

F 2(B ; S)jb > njCmax Polynomial O(n3) [175]
F 2(B ; S)jb = kjCmax NP-di�cile Heuristique [175]

F 2(B ; S)jb = k; p1j = pjCmax Polynomial O(n logn) [3, 175]
F 2(B ; S)jb = k; p2j = pjCmax Polynomial O(n2) [175]

F 2jassembly; b= 2j Cmax NP-di�cile [43]

Table 2.14 { Complexit�e des probl�emes combinant owshop et machines �a traitement par batch
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Type Complexit�e M�ethode R�ef�erence

HF sRB jb > njCm ax NP-di�cile
Heuristique

[12]
�Evolutionnaire

HF 2(m1; B )jb > njCmax NP-di�cile Heuristique [105]
HF 2(m1; B )jb > n; p2j = p2jCmax NP-di�cile PTAS [105]

HF 2(m1; B )jb = kjCmax NP-di�cile Heuristique [104]
HF 2(m1; B )j2 IF mix ; b > n; r j jCmax NP-di�cile Heuristique [122]

HF 2(m1; 1)jassemblyjCmax
NP-di�cile

Heuristique [126, 186]
au sens fort

HF 2(2;1)jassemblyjCmax
NP-di�cile Heuristique [133]
au sens fort PSE [99, 102, 133, 198]

HF 2(m1; 1)jassembly; ssj jCmax
NP-di�cile �Evolutionnaire [10]
au sens fort

HF 2(m1; 1)jassemblyjL max
NP-di�cile Tabou [9]

au sens fort �Evolutionnaire

HF 2(m1; 1)jassembly; sij jL max NP-di�cile �Evolutionnaire [5]

HF 2(m1; 1)jassemblyj
P

Cj NP-di�cile
Tabou

[4]
Recuit simul�e

HF 2(m1; 1)jassembly; sij j
P

Cj NP-di�cile Heuristique [11]

HF 2(m1; 1)jassemblyj
P

wj Cj NP-di�cile
PSE

[208]
Heuristique

Table 2.15 { Complexit�e des probl�emes combinant owshop hybride et machines �a traitement
par batch
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2.5. Conclusion du chapitre

2.5 Conclusion du chapitre

Dans la premi�ere partie de ce chapitre, nous avons introduit les di��erentes notations uti-
lis�es dans cette th�ese, nous avons �egalement rappel�e les notions de base de complexit�e et de
classi�cation des probl�emes et m�ethodes utilis�es en ordonnancement.

Dans la seconde partie, consacr�ee aux probl�emes �a �etage unique avec machines �a traitement
par batches, nous remarquons que de nombreux travaux �etudient les probl�emes de machines �a
traitement par batches sans contraintes de compatibilit�e. Les probl�emes traitant de machines �a
traitement par batches avec compatibilit�e entre les tâches sont principalement orient�es vers les
familles incompatibles entre elles. Finalement, les travaux traitant de graphes de compatibilit�e
sont peu nombreux, et seuls les travaux de Oulamara et al. [176] traitent d'intervalles de dur�ees
d'ex�ecution compatibles. Ils pr�esentent un algorithme permettant de r�esoudre optimalement le
probl�eme B jGp = INT; b = kjCmax en temps polynomial.

D'autres types de probl�emes avec machines �a traitement par p-batch ont �egalement �et�e trait�es.
Ainsi les crit�eres r�eguliers ne sont pas les seuls �a être �etudi�es, certains articles traitent d'opti-
misation multicrit�eres (par exemple [6, 103]), d'ordonnancement juste �a temps (ex : [127, 164])
mais aussi des ordonnancements cycliques (ex : [88]) ou ous (ex : [40]).

D'autres types d'ateliers ont �egalement �et�e �etudi�es par exemple les openshops et jobshops
(ex : [187]), des probl�emes combinant transport et batch (ex : [203])...

Nous avons �egalement d�ecid�e de ne pas pr�esenter en d�etails certaines contraintes li�ees au
batch, par exemple des calcul de dur�ee d'ex�ecution de batches plus �elabor�es (ex : [95]), des
batches semi-continus (ex : [205]), des d�et�eriorations (ex : [189]), des d�elais de livraison (ex :
[154, 207, 222]), des p�enalit�es de rejet (ex : [153, 155]), des fenêtres d'ex�ecution (ex : [232])...

En�n la lecture de l'�etat-de-l'art de Gupta et Sta�orned [92] permet de remarquer que l'im-
portant int�erêt, de la communaut�e, pour les probl�emes de types owshops classiques cache un
manque d'int�erêt pour les probl�emes de owshops hybrides classiques.

Quant-�a-la quatri�eme partie qui combine ces deux grands types de probl�emes, elle con�rme
ces tendances. En e�et seul l'article d'Oulamara et al. [176] traite de owshop avec machines
�a traitement par batches et compatibilit�e entre les tâches. En l'occurrence ils �etudient le cas
particulier du probl�eme de owshop hybride trait�e dans les chapitres 3 et 4, o�u il y a une
seule machine sur chaque �etage. Aucun article ne traite les probl�emes de owshop hybride avec
machines �a traitement par batches et compatibilit�e entre les tâches.

Les probl�emes que nous �etudions ici, o�u des machines �a traitement par batches avec intervalles
de dur�ees d'ex�ecution compatibles uniques sont utilis�ees dans un owshop hybride n'ont donc
jamais �et�e �etudi�es.
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Chapitre 3

M �ethodes approch�ees

La premi�ere section de ce chapitre est consacr�ee �a la r�esolution approch�ee du probl�eme de
minimisation du makespan d'un owshop hybride avec machine �a traitement par batches et
intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles. Apr�es une courte introduction, la premi�ere sous-
section pr�esente les sch�emas g�en�eriques des heuristiques propos�ees. Ensuite nous pr�esentons des
bornes inf�erieures pour nous permettre de mesurer la performance des heuristiques, puis deux
heuristiques avec performance garantie pour le probl�emes de machines parall�eles �a traitement
par batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles (Bm 2jGp = INT; b = kjCmax ).
Finalement nous pr�esentons 6 heuristiques et leurs garanties de performance pour le cas g�en�eral.
Heuristiques que nous adaptons �egalement aux cas o�u il y a une seule machine sur l'un des �etages.
Dans la derni�ere partie de cette premi�ere section nous pr�esentons les r�esultats exp�erimentaux
li�es �a ces heuristiques.

La seconde section pr�esente un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS), pour le cas
particulier du probl�eme pr�ec�edent o�u les dur�ees d'ex�ecution du premier �etage sont identiques, et
les intervalles de dur�ees d'ex�ecution du second �etage sont uniformes. Apr�es une courte introduc-
tion, nous pr�esentons le principe de cette m�ethode, puis la phase de transformation des donn�ees,
et deux phases d'ordonnancement de deux groupes de tâches. Finalement nous pr�esentons la
m�ethode en d�etail.
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Chapitre 3. M�ethodes approch�ees

3.1 Heuristiques

Dans cette section nous �etudions le probl�eme de minimisation du makespan pour un owshop
hybride �a deux �etages avec machines �a traitement par batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution
compatibles not�e HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax . Or d'apr�es Gupta [90], le probl�eme de
minimisation du makespan pour un owshop hybride �a deux �etages avec machines disjonctives
(HF 2jjCmax ) est un probl�eme NP-di�cile au sens fort. Ce dernier probl�eme est un cas particulier
du probl�eme avec machines �a traitement par batches. Pour ce cas particulier, la capacit�e des
batches est unitaire, c'est-pourquoi le probl�eme HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax est
NP-di�cile au sens fort. L'objectif de cette section est de pr�esenter des m�ethodes de r�esolution
approch�ees simples, rapides et avec garanties de performance.

Nous pr�esentons tout d'abord, dans la section 3.1.1 les sch�emas g�en�eriques des heuris-
tiques propos�ees, puis la section 3.1.2 exhibe les bornes utilis�ees a�n de quanti�er la qualit�e
des heuristiques propos�ees. Avant de pr�esenter les heuristiques avec garantie de performance
pour les probl�emes de owshop hybride, nous pr�esentons, dans la section 3.1.3 deux heuris-
tiques avec garantie de performance pour le probl�eme de machines parall�eles �a traitement par
batches avec intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles (BmjGp = INT; b = kjCmax ). Fina-
lement, la section 3.1.4, exhibe 6 heuristiques avec garantie de performance pour le probl�eme
HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax , puis ces heuristiques et leur garantie de performances
sont adapt�ees aux cas particuliers contenant une seule machine sur l'un des �etages. Finalement
la derni�ere section 3.1.5 pr�esente les r�esultats obtenus en appliquant ces heuristiques �a plusieurs
instances.

3.1.1 Sch�emas g�en�eriques des heuristiques propos�ees

Les di��erentes heuristiques que nous proposons sont des heuristiques compos�ees de 3 �etapes.
La premi�ere �etape cr�ee la liste de batches �a ordonnancer sur le second �etage, ensuite la deuxi�eme
�etape trie la liste des tâches �a ex�ecuter sur le premier �etage, et trie la liste des batches �a ex�ecuter
sur le second �etage. Finalement la troisi�eme �etape s�equence les tâches sur le premier �etage �a l'aide
de la r�egle d'ordonnancement de liste et s�equence les batches sur le second �etage en utilisant
la r�egle d'ordonnancement de liste et la disponibilit�e des tâches du batch au second �etage. La
r�egle d'ordonnancement de liste, ou r�egle FAM (First-Available-Machine), ex�ecute la premi�ere
tâche de la liste sur la premi�ere machine disponible puis supprime cette tâche de la liste. Cette
op�eration est r�eit�er�ee tant que la liste n'est pas vide.

Comme la minimisation du makespan dans un owshop hybride est sym�etrique, c'est �a dire
que la valeur optimale d'un probl�eme est identique �a celle du probl�eme pour lequel l'ordre
des �etages est invers�e, r�esoudre le probl�eme HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax �equi-
vaut �a r�esoudre le probl�eme HF 2(Bm 2; m1)jGp = INT; b = kjCmax , o�u ce dernier est ap-
pel�e probl�eme inverse par opposition au probl�eme initial (HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b =
kjCmax ). Par exemple, pour l'ordonnancement des tâches du tableau 3.1 suivant la liste de
batchesS = f( T1; T8); (T6; T7); (T3; T5); (T2;T4)g, en pla�cant les tâches et les batches au plus
tôt nous obtenons l'ordonnancement d�ecrit par le diagramme de Gantt 3.1 pour le probl�eme
HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax , et celui d�ecrit par le diagramme de Gantt 3.2 pour le
probl�eme inverse HF 2(Bm 2; m1)jGp = INT; b = kjCmax .

Cette sym�etrie nous a incit�e �a d�evelopper les m�ethodes �egalement pour le probl�eme inverse,
ainsi la cr�eation de batches s'e�ectue avec le même type d'algorithme, la liste de batches r�esul-
tante et la liste de tâches sont tri�ees. Ensuite les batches sont s�equenc�es en respectant la r�egle
d'ordonnancement de liste sur le premier �etage, l'�etage qui contient les machines �a traitement par
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T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

pj 4 7 5 6 8 6 10 4
[aj ; bj ] [5,15] [3,6] [7,10] [3,11] [9,12] [11,16] [15,18] [14,19]

Table 3.1 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches (inversion des �etages).

T8T1 T3

T4T7T6

T5

T2

T1,T8 T3,T5

T6,T7 T2,T4

3422 31

étage 2

étage 1

16

Figure 3.1 { Ordonnancement du probl�eme initial (inversion des �etages).

T2,T4

T3,T5 T1,T8

T6,T7

T5 T3

T4 T2

T8 T1

T7 T6

18 3431

étage 2

étage 1

23

Figure 3.2 { Ordonnancement du probl�eme inverse (inversion des �etages).

batches. Les tâches sont s�equenc�ees quant-�a-elles �a l'aide de la r�egle d'ordonnancement de listes
en respectant la disponibilit�e des tâches au second �etage. Nous remarquons alors que lorsque
nous ne souhaitons pas que l'ordonnancement des tâches respecte un certain ordre, il peut être
plus int�eressant de ne pas trier les tâches avant d'avoir compl�et�e l'ordonnancement du second
�etage.

En r�esum�e, lorsque les machines �a traitement par batches sont au second �etage nous obtenons
le sch�ema suivant :

Sch�ema des heuristiques pour le probl�eme initial

1. Cr�eer les batches en utilisant un algorithme sp�eci�que. Soit L B la liste des batches cr�e�ee.

2. Trier la liste des batchesL B suivant la r�egle d�e�nie par l'heuristique H .

3. Trier la liste des tâchesL suivant la r�egle d�e�nie par l'heuristique H .

4. Ordonnancer les tâches sur le premier �etage suivant la r�egle FAM.

5. Lorsque toutes les tâches du premier batch de la listeL B sont disponibles au second �etage,
ex�ecuter le batch sur la premi�ere machine disponible. Supprimer le premier batch de la
liste L B . R�eit�erer cette op�eration tant que la liste L B n'est pas vide.

Pour le probl�eme invers�e, c'est-�a-dire lorsque les machines �a traitement par batches sont
au premier �etage, et si nous n'imposons aucun ordre sur l'ordonnancement des tâches, nous
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obtenons le sch�ema suivant :

Sch�ema des heuristiques pour le probl�eme inverse

1. Cr�eer les batches en utilisant un algorithme sp�eci�que. Soit L B la liste des batches r�esul-
tants.

2. Trier la liste de batchesL B suivant la r�egle de l'heuristique H .

3. Ordonnancer les batches sur le premier �etage suivant la r�egle FAM (First-Available-Machine).

4. Si de nouvelles tâches sont disponibles �a la date de disponibilit�e de la premi�ere machine,
les ajouter �a la liste L . Trier la liste L suivant l'ordre d�e�ni par l'heuristique H .

5. Si aucune tâche n'est disponible �a la date de disponibilit�e de la premi�ere machine, �xer
cette date �a la date de disponibilit�e de la premi�ere tâche et retourner �a l'�etape 4, si toutes
les tâches ont �et�e ordonnanc�ees arrêter.

6. Ajouter la premi�ere tâche sur la premi�ere machine et aller �a 4.

3.1.2 Bornes inf�erieures

Les bornes que nous pr�esentons ici, nous permettent de borner l'�ecart par rapport �a l'optimum
des heuristiques lorsque nous testons leur e�cacit�e. Chacune des trois bornes propos�ees traduit
une obligation li�ee �a l'ordonnancement. Ainsi l'obligation d'ex�ecuter chaque tâche sur les deux
�etages implique la n�ecessit�e de la premi�ere borne. Toutes les tâches doivent �egalement être
ex�ecut�ees sur le premier �etage d'o�u la second borne, en�n toutes les tâches doivent être ex�ecut�ees
sur le second �etage d'o�u la troisi�eme borne.

La premi�ere borne (LB 1) traduit la n�ecessit�e d'ex�ecuter chaque tâche sur le premier puis sur
le second �etage.

Soit J l'ensemble des tâches �a ordonnancer.

LB 1 = max
j 2J

fp j + aj g

Toutes les tâches doivent être ex�ecut�ees sur le premier �etage, alors la borne
P

j 2J pj

m1
est une borne

inf�erieure de la dur�ee d'ex�ecution totale des tâches sur le premier �etage. De plus au moins une
tâche doit être ex�ecut�ee sur le second �etage apr�es l'instant t, hors la dur�ee d'ex�ecution de toute
tâche est sup�erieure �a minj 2J aj d'o�u la borne LB 2 :

LB 2 =

P
j 2J pj

m1
+ min

j 2J
aj

De la même mani�ere, toutes les tâches doivent être ex�ecut�ees sur les machines du second �etage.
En inversant les �etages, la date de �n d'ex�ecution des batches sur le premier �etage (machines �a
traitement par batches) est sup�erieure ou �egale �a la solution optimale du probl�eme d'ordonnan-
cement de machines parall�eles �a traitement par batches avec intervalles de compatibilit�e entre
les tâches (Bm2jGp = INT; b = kjCmax ). Or le probl�eme d'ordonnancement de machines paral-
l�eles disjonctives (PjjCmax ) est NP-di�cile au sens faible d'apr�es Garey et Johnson [82], donc le
probl�eme Bm 2jGp = INT; b = kjCmax est �egalement NP-di�cile. C'est pourquoi nous utilisons
une borne inf�erieure de cette date de �n d'ex�ecution. De la même mani�ere que pour la borne
pr�ec�edente, nous utilisons la charge minimale d'une machine �a traitement par batch divis�ee par
le nombre de machines. Oulamara et al. [176] ont d�evelopp�e la r�egle FCBLPT, elle permet de

44



3.1. Heuristiques

r�esoudre optimalement en temps polynomial le probl�emeB jGp = I NT; b = kjCmax . Cette r�egle
nous permet �egalement de cr�eer les batches lors de la premi�ere �etape des heuristiques.

R�egle FCBLPT

1. R�eindexer les tâches par ordre d�ecroissant du point initial de leurs intervalles de dur�ees
d'ex�ecution du second �etage aj ; j = 1; : : : ; n. Soit L la liste des tâches, etL B la liste des
batches �a ordonnancer,L B = ; et i = 0.

2. �A l'it�eration i , construire un batch B i contenant la premi�ere tâche j de L et les k � 1
premi�eres tâches deL compatibles avec la tâchej . Supprimer les tâches du batchB i de la
liste L et ajouter le batch B i �a la �n de la liste L B . R�eit�erer tant que L 6=;.

Cette r�egle �etant utilis�ee tout au long de la th�ese dans un soucis de compr�ehension nous
pr�esentons ici un exemple d'application de cette r�egle pour l'instance de 8 tâches pr�esent�ee dans
le tableau 3.2, o�u la capacit�e est �egale �a 3. Les compatibilit�es entre les tâches sont donn�ees par le
graphe de compatibilit�e 3.3. L'ordonnancement fourni par la r�egle FCBLPT est repr�esent�e par
le diagramme de Gantt 3.4. Le premier batch contient les tâchesT7; T8 et T6, le second batch
contient les tâchesT5; T3 et T1, le dernier les tâchesT2 et T4.

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

[a j ; bj ] [5,15] [3,6] [7,10] [3,11] [9,12] [11,16] [15,18] [14,19]

Table 3.2 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches (FCBLPT).

1 2 3 4 5 6 7 8 19181716151413121110

T2
T4

T1
T3

T5

9

T7
T8

T6

Taches

Figure 3.3 { Graphe de compatibilit�e (FC-
BLPT)

T5; T3; T1T7; T8; T6 T4; T2

Figure 3.4 { Ordonnancement optimal
(FCBLPT).

La charge minimale d'une machine �a traitement par batches avec intervalles de dur�ees d'ex�e-
cution compatibles r�esultant de l'application de la r�egle FCBLPT est not�e CF CBLP T

max (J ). Ainsi la
date de �n d'ex�ecution du dernier batch sur le premier �etage (machines �a traitement par batch)

est sup�erieure �a CF CBLP T
max (J )

m2
, ce dernier batch est compos�e au moins d'une tâche qui doit être

ex�ecut�ee sur l'�etage de machines disjonctives. La dur�ee d'ex�ecution de cette tâche est sup�erieure
�a min j 2J pj d'o�u la borne :

LB 3 =
CF CBLP T

max (J )
m2

+ min
j 2J

pj

3.1.3 Heuristiques pour machines parall�eles �a traitement par batches

Avant de pr�esenter les heuristiques pour le owshop hybride, nous d�etaillons ici le sch�ema
g�en�eral et les garanties de performance des heuristiques pour machines parall�eles �a traitement

45



Chapitre 3. M�ethodes approch�ees

par batches. Ces r�esultats nous seront utiles lors des pr�esentations des di��erentes heuristiques
pour le owshop hybride.

Cette section consacr�ee au probl�eme de machines parall�eles �a traitement par batches pr�esente
la garantie de performances de deux heuristiques simples pour les probl�emes de minimisation
du makespan sur des machines parall�eles �a traitement par batches avec intervalles de dur�ees
d'ex�ecution compatibles (Bm 2jGp = INT; b = kjCmax ). Ces heuristiques cr�eent les batches en
utilisant la r�egle FCBLPT. Ensuite elles trient la liste de batches obtenus suivant une r�egle
propre �a l'heuristique, et en�n elles les s�equencent sur les machines en utilisant la r�egle FAM.
Autrement dit le sch�ema g�en�erique de ces heuristiques est le suivant :

Sch�ema des heuristiques pour machines parall�eles

1. Appliquer la r�egle FCBLPT pour construire la liste de batches L B . Trier la liste L B suivant
l'ordre d�e�ni par l'heuristique H .

2. Placer les batches suivant la r�egleFAM (First-Available-Machine). Cette op�eration est
r�eit�er�ee tant que la liste n'est pas vide.

La di��erence entre les deux heuristiques concerne l'ordre des batches. Alors que les batches sont
tri�es dans un ordre quelconque dans l'heuristique HFCBList , la liste L B est tri�ee selon la r�egle
LPT (Largest-Processing-Time) par l'heuristique HFCBLPT , c'est-�a-dire par dur�ee d'ex�ecution
d�ecroissante.

Lemme 3.1.1 L'heuristique HFCBList fournit un ordonnancement du probl�emeBm 2jGp = INT;
b = kjCmax en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance �egal �a2� 1

m2
, et cette borne

est atteinte.

Preuve. La premi�ere �etape de l'heuristique H FCBList est la cr�eation des batches, or d'apr�es Oula-
mara et al. [176] la r�egle FCBLPT permet d'obtenir des batches dont la dur�ee totale d'ex�ecution
est minimale. La seconde �etape de l'algorithme ordonnance les batches suivant un algorithme
de liste sur des machines parall�eles, or l'ordonnancement de liste fournit des ordonnancements
dont le ratio de garantie de performance est �egal �a 2� 1

m2
.

L' heuristique HFCBList fournit donc des solutions �a moins de 2� 1
m2

fois la solution optimale.
Nous exhibons ici une instance du probl�eme pour laquelle l'heuristique fournit une solution �egale
�a 2 � 1

m2
fois la solution optimale.

Soit I une instance du probl�emeBm 2, avecm machines, la capacit�e des batches est maxf2;
nbD g. Cette instance est compos�ee dem � 1 tâches de typeA, de m � 1 tâches de typeB , d'une
tâche de type C et de nbD tâches de typeD. Les dur�ees d'ex�ecution des tâches sont indiqu�ees
dans le tableau 3.3, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g. Alors les batches de l'ordonnancement
optimal et ceux de l'ordonnancement fourni par l'heuristique sont identiques. Les tâches de
types A; B et C sont dans des batches unitaires car elles ne sont pas compatibles 2 �a 2, alors
que les tâches de typeD appartiennent au même batch.

S'il n'y a pas de tâches de typeD (nbD = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH List ) de l'ordonnancement SH List fournie par l'heuristique HList pour l'instance I est
�egal �a Cmax (SH List ) = (2m � 1)L � (m � 2)� (voir �gure 3.5) alors que la date de �n d'un
ordonnancement optimal pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = mL + � (voir �gure 3.6). De

plus Cmax (S� ) est optimal car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj . D'o�u :

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
(2m � 1)L � (m � 2)�

mL + �
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Type Nombre de tâches p
A1 1 [(m � 1)L ; (m � 1)L ]
A2 1 [(m � 1)L � � ; (m � 1)L � � ]

...
Am�2 1 [(m � 1)L � (m � 3)� ; (m � 1)L � (m � 3)� ]
Am�1 1 [(m � 1)L � (m � 2)� ; (m � 1)L � (m � 2)� ]

B1 1 [L ; L ]
B2 1 [L + � ; L + � ]

...
Bm�2 1 [L + ( m � 3)� ; L + ( m � 3)� ]
Bm�1 1 [L + ( m � 2)� ; L + ( m � 2)� ]

C 1 [mL ; mL ]
D nbD [� ; � ]

Table 3.3 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H List pour Bm 2).

m
m-1
m-2

2
1

Am � 2

Am � 1

B m � 1B 2B 1

A1

A2 D

C

(2m � 1)L � (m � 2)�

Figure 3.5 { Ordonnancement SH List (pour Bm 2).

2

m-1
m

m-2

1 D

A2

A1

C

B m � 2

Am � 2

Am � 1 B 1

B 2

B m � 1

mL + �

Figure 3.6 { Ordonnancement optimal S� (H List pour Bm 2).
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Ainsi :

lim
�!0

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

= 2 �
1
m

Si nbD > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeD deviennent insigni�antes.
�

Lemme 3.1.2 L'heuristique HFCBLPT fournit un ordonnancement du probl�emeBm 2jGp = INT;
b = kjCmax en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance �egal �a4

3 � 1
3m2

, et cette borne
est atteinte.

Preuve. La premi�ere �etape de l'heuristique H FCBLPT est la cr�eation des batches, or d'apr�es Oula-
mara et al. [176] la r�egle FCBLPT permet d'obtenir des batches dont la dur�ee totale d'ex�ecution
est minimale. La seconde �etape de l'algorithme est identique �a l'heuristique de Lee et al. [136]
d�evelopp�ee pour le probl�eme de machines parall�eles �a traitement par batches Bm 2jb = kjCmax ,
le ratio de cette heuristique est de4

3 � 1
3m2

.
L' heuristique HFCBLPT fournit donc des solutions �a moins de4

3 � 1
3m2

fois la solution optimale.
Nous exhibons ici une instance du probl�eme pour laquelle l'heuristique fournit une solution �egale
�a 4

3 � 1
3m2

fois la solution optimale.
Soit I une instance du probl�emeBm 2, avecm machines, la capacit�e des batches est maxf2;

nbcg. Cette instance est compos�ee de 2m+1 tâches de typeA et nbC tâches de typeC. Les dur�ees
d'ex�ecution des tâches sont indiqu�ees dans le tableau 3.4, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g. Les
tâches de typeA �etant incompatibles 2 �a 2 elles appartiennent �a des batches unitaires alors que
toutes les tâches de typeC appartiennent au même batch.

Type Nombre de tâches p

A1 2
[2m � 1; 2m � 1]

et [2m � 1 � � ; 2m � 1 � � ]

A2 2
[2m � 2; 2m � 2]

et [2m � 2 � � ; 2m � 2 � � ]
...

Am�1 2
[m + 1; m + 1]

et [m + 1 � � ; m + 1 � � ]

Am 3
[m; m], [m � � ; m � � ]

et [m � 2� ; m � 2� ]
C nbC [� ; � ]

Table 3.4 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H LP T pour Bm 2).

S'il n'y a pas de tâches de typeC (nbC = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH LP T ) de l'ordonnancement SH LP T fournie par l'heuristique HLPT pour l'instance I est
�egal �a Cmax (SH LP T ) = 4m � 1� 3� (voir �gure 3.7) alors que la date de �n d'un ordonnancement
optimal pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = 3m (voir �gure 3.8). De plus Cmax (S� ) est

optimal car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj . D'o�u :

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
4m � 1 � 3�

3m

Ainsi :

lim
�! 0

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
4
3

�
1

3m
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Am : m � 2�A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1 � �

A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2 � �

Am : m

Am= 2 : 2m � m=2
Am= 2 : 2m � m=2 � �

A m= 2+1 : m + m /2-1- �

A m= 2+1 : m + m /2-1

Am � 1 : m+1

4m � 1 � 3�

Am : m � �

Am � 1 : m+1- �
�

Figure 3.7 { Ordonnancement SH LP T (pour Bm 2).

�A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1 � �

A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2 � �

A m � 1 : m + 1 � �

Am � 1 : m + 1
A m � 2 : m + 2 � �

Am � 2 : m+2

Am= 2 : 2m � m=2 � �
Am : m A m : m � � A m : m � 2�

Am= 2 : 2m � m=2

3m

Figure 3.8 { Ordonnancement optimal S� (H LP T pour Bm 2).

Si nbC > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeC deviennent insigni�antes.

�

3.1.4 Heuristiques pour le owshop hybride �a deux �etages

Cette section est d�ecompos�ee en trois parties, dans la partie A, nous pr�esentons 6 heu-
ristiques pour le cas g�en�eral, avec plusieurs machines sur chaque �etage. Ensuite la partie B,
s'int�eresse au cas particulier o�u une seule machine est pr�esente sur le premier �etage, nous pr�e-
sentons alors des adaptations des heuristiques g�en�erales. La derni�ere partie (partie C) pr�esente
des adaptations des heuristiques g�en�erales au cas particulier o�u une seule machine est pr�esente
sur le second �etage. A�n de simpli�er les notations des probl�emes, nous utilisons dans le reste
de cette section, uniquement le champ� pour nommer les probl�emes. Ainsi le probl�eme initial
HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax est not�e HF 2(m1; Bm 2) alors que le probl�eme inverse
est not�e HF 2(Bm 2; m1).
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A. Plusieurs machines �a chaque �etage

Les heuristiques pr�esent�ees ici sont d�evelopp�ees pour le probl�eme initial HF 2(m1; Bm 2). Les
heuristiques sont rassembl�ees par paires, les premi�eres concernent le probl�eme initial alors que
les secondes concernent le probl�eme inverse. Nous avons ainsi d�evelopp�e trois types d'heuristique
(6 heuristiques au total). Le premier type d'heuristique, bas�e sur la r�egle LPT, trie les tâches
et les batches suivant la r�egle LPT. Ensuite le deuxi�eme type d'heuristique utilise la r�egle LPT
pour trier les batches, mais traite les tâches batch apr�es batch. Finalement le dernier type
d'heuristique trie les batches �a l'aide de la r�egle de Johnson et traite les tâches batch apr�es
batch.

Par la suite nous d�etaillons uniquement les r�esultats relatifs aux heuristiques du probl�eme
initial car les heuristiques du probl�eme inverse fournissent les mêmes r�esultats analytiques.

Heuristique H LPT . Cette heuristique ordonnance les deux �etages ind�ependamment, sur le
premier �etage les tâches sont ordonnanc�ees suivant les r�egles LPT et FAM. Au second �etage les
batches sont cr�e�es suivant la r�egle FCBLPT et tri�es �a l'aide de la r�egle LPT. D�es que toutes les
tâches du premier batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la premi�ere
machine disponible, et supprim�e de la liste. R�eit�erer cette op�eration tant qu'il reste des batches
dans la liste. Le principal avantage de cette heuristique est de conserver l'ordre LPT sur les deux
�etages.

Th�eor�eme 3.1.3 L'heuristique HLPT fournit un ordonnancement SH LP T du probl�eme HF 2(m1;
Bm 2) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de8

3 � 2
3m , et cette borne est

atteinte.

Preuve. Remarquons tout d'abord que la complexit�e de l'algorithme est donn�ee par les
trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algorithme en
O(n logn). Soit SH LP T l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHLP T , nous consid�erons les
deux �etages ind�ependamment. Au premier �etage la r�egle LPT fournit un ordonnancement avec
un ratio de performance garantie �egal �a 4

3 � 1
3m1

. Au second �etage, le probl�eme d'ordonnance-
ment de machines parall�eles �a traitement par batches (BmjGp = INT; b = kjCmax ) est r�esolu
approximativement avec un ratio de 4

3 � 1
3m2

par l'heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). D'o�u :

Cmax (SH LP T ) 6 Cmax (SH P m 1
) + Cmax (SH Bm 2

)

6
�

4
3 � 1

3m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
4
3 � 1

3m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
P m1

) et Cmax (S� ) > Cmax (S�
Bm 2

)

Donc :
Cmax (SH LP T ) 6

�
4
3 � 1

3m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
4
3 � 1

3m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

6
�

8
3 � 1

3m1
� 1

3m2

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire : 1

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

6
8
3

�
2

3m

1. rappelons quem = maxf m1 ; m2g
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Ainsi l'heuristique HL P T fournit une solution avec un facteur de performance born�e par8
3 � 2

3m .
Nous pr�esentons une instance pour laquelle cette borne est atteinte.

Soit I une instance du probl�eme de owshop hybrideHF 2(m1; Bm 2), avec m machines sur
chaque �etage, la capacit�e des batches est 2m+4. Cette instance est compos�ee de 2m+1 tâches de
type A, 2m +1 tâches de typeB et nbC tâches de typeC. Les dur�ees d'ex�ecution des tâches sont
indiqu�ees dans le tableau 3.5, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g. Dans l'ordonnancement optimal
comme dans celui fourni par l'heuristique, la plus petite tâche de typeB1 et les tâchesB2 �a Bm

appartiennent �a des batches unitaires, car elles sont incompatibles entre elles. En revanche alors
que l'heuristique rassemble les batches de typeA et la plus grande tâcheB1, l'ordonnancement
optimal place la plus grande tâcheB1 dans un batch unitaire et les tâches de typeA dans un
batch. Dans les deux cas les tâches de typeC sont regroup�ees dans un même batch.

Type Nombre de tâches p1 p2

A1 2 2m � 1 [� ; 2m � 1]
A2 2 2m � 2 [� ; 2m � 1]

...
Am�1 2 m + 1 [ � ; 2m � 1]
Am 3 m [� ; 2m � 1]

B1 2 �
[2m � 1; 2m � 1]

et [2m � 1 � � ; 2m � 1 � � ]

B2 2 �
[2m � 2; 2m � 2]

et [2m � 2 � � ; 2m � 2 � � ]
...

Bm�1 2 �
[m + 1; m + 1]

et [m + 1 � � ; m + 1 � � ]

Bm 3 �
[m; m], [m � � ; m � � ]

et [m � 2� ; m � 2� ]
C nbC � [� ; � ]

Table 3.5 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H LP T pour HF 2(m1; Bm 2)).

étage 1

étage 2

A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2
A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1

Bm : m � 2�B1 : 2m � 1

Am : m

Am= 2 : 2m � m=2
Am= 2 : 2m � m=2

A m= 2+1 : m + m/2-1
A m= 2+1 : m + m/2-1

B1 : 2m � 1 � �
B2 : 2m � 2

B2 : 2m � 2 � �

Bm : m � �
Bm : m

Bm= 2 : 2m � m=2
Bm= 2 : 2m � m=2 � �

8m � 2 � 3�

Am : m
Am : m

Am � 1 : m + 1
Am � 1 : m + 1

B m= 2+1 : m + m /2-1- �

B m= 2+1 : m + m /2-1

Bm � 1 : m+1
Bm � 1 : m+1- �

�
�

�

Figure 3.9 { Ordonnancement SH LP T (pour HF 2(m1; Bm 2)).
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�
�
�

�

étage 1

étage 2

A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1
A2 : 2m � 2

� A2 : 2m � 2

Am � 1 : m + 1
Am � 1 : m + 1
Am � 2 : m + 2
Am � 2 : m + 2

Am= 2 : 2m � m=2
Am : m A m : m A m : m

Am= 2 : 2m � m=2

B1 : 2m � 1
B1 : 2m � 1 � �

B2 : 2m � 2
B2 : 2m � 2 � �

B m � 1 : m + 1 � �

Bm � 1 : m + 1
B m � 2 : m + 2 � �

Bm � 2 : m+2

Bm= 2 : 2m � m=2 � �
Bm : m B m : m � � B m : m � 2�

Bm= 2 : 2m � m=2

3m + 2 �

Figure 3.10 { Ordonnancement optimal S� (H LP T pour HF 2(m1; Bm 2)).

S'il n'y a pas de tâches de typeC (nbC = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH LP T ) de l'ordonnancement SH LP T fournie par l'heuristique HLPT pour l'instance I est
�egal �a Cmax (SH LP T ) = 8m � 2� 3� (voir �gure 3.9) alors que la date de �n d'un ordonnancement
optimal pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = 3m + 2� (voir �gure 3.10). De plus Cmax (S� )

est optimal car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj . D'o�u :

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
8m � 2 � 3�

3m + 2�

Ainsi :

lim
�! 0

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
8
3

�
2

3m

Si nbC > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeC deviennent insigni�antes.
�

La m�ethode inverse associ�ee �a cet algorithme HLPT n'utilise pas le sch�ema que nous avons
d�e�ni pour les heuristiques inverse dans la section 3.1.1, en e�et l'ordonnancement de l'�etage
compos�e des machines disjonctives doit respecter l'ordre LPT. Il su�t donc d'�echanger tâches
et batches dans les 2 derni�eres �etapes de l'algorithme HLPT . D'o�u :

Algorithme H Inv
LPT

1. Au deuxi�eme �etage, cr�eer les batches en utilisant l'algorithme FCBLPT. Soit L B la liste
des batches cr�e�ee.

2. Trier la liste des batchesL B suivant la r�egle LPT.

3. Au premier �etage, trier la liste des tâchesL suivant la r�egle LPT.

4. Ordonnancer les batches de la listeL B sur le premier �etage suivant la r�egle FAM.

5. Lorsque la premi�ere tâche de la listeL est disponible au second �etage l'ex�ecuter sur la
premi�ere machine disponible. La supprimer de la listeL . R�eit�erer cette op�eration tant que
la liste L n'est pas vide.
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Th�eor�eme 3.1.4 L'heuristique HInv
LPT fournit un ordonnancement SInv

H LP T
du probl�eme HF 2

(Bm 2; m1) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de8
3 � 2

3m , et cette borne
est atteinte.

Preuve. La preuve est �equivalente �a celle de HLPT , l'instance pour laquelle HInv
LPT fournit une

solution �egale �a 8
3 � 2

3m fois l'optimum est �egalement tr�es proche de celle fournie pour HLPT .
A�n de ne pas surcharger ce paragraphe, nous ne d�eveloppons pas cette preuve.�

Heuristique H LBPT (Largest-Batch-Processing-Time). Les r�egles utilis�ees par cette heu-
ristique sont identiques �a celles utilis�ees pour l'heuristique HLPT , seulement ici les tâches sont
ex�ecut�ees sur le premier �etage en utilisant leur regroupement au sein de batches du second �etage.
C'est-�a-dire qu'elles sont ex�ecut�ees batch apr�es batch. Au second �etage, les batches sont cr�e�es
suivant la r�egle FCBLPT et tri�es �a l'aide de la r�egle LPT. Les tâches du premier batch sont
ex�ecut�ees sur le premier �etage en respectant les r�egles FAM et LPT. D�es que toutes les tâches
du premier batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la premi�ere machine
disponible, puis il est supprim�e de la liste. R�eit�erer ces op�erations tant qu'il reste des batches.
Cette heuristique fournit en pratique de meilleurs r�esultats que l'heuristique HLPT alors qu'�etant
donn�e que les tâches du premier �etage ne sont plus ordonnanc�ees suivant la r�egle LPT, la garantie
de performance de cette heuristique est moins bonne.

Th�eor�eme 3.1.5 L'heuristique HLBPT fournit un ordonnancement SH LBP T du probl�eme HF 2
(m1; Bm 2) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de10

3 � 4
3m .

Preuve. De même que pour l'heuristique pr�ec�edente, la complexit�e de l'algorithme est don-
n�ee par les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algorithme
en O(n logn). Soit SH LBP T l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHLBP T , nous consid�e-
rons les deux �etages ind�ependamment. Le second �etage est un probl�eme d'ordonnancement de
machines parall�eles �a traitement par batches (BmjGp = INT; b = kjCmax ) r�esolu approxima-
tivement avec un ratio de 4

3 � 1
3m2

par l'heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). Sur le premier
�etage, le traitement des tâches batches apr�es batch ne permet plus d'obtenir un ordonnance-
ment respectant la r�egle LPT, cependant nous conservons un ordonnancement de liste. Or un
ordonnancement de liste fournit des ordonnancements pour le probl�eme de machines classiques
parall�eles (Pm1jjCmax ) avec un ratio de garantie de performance de 2� 1

m1
. D'o�u :

Cmax (SH LBP T ) 6 Cmax (SH P m 1
) + Cmax (SH Bm 2

)

6
�

2 � 1
m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
4
3 � 1

3m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
P m1

) et Cmax (S� ) > Cmax (S�
Bm 2

)

Donc :
Cmax (SH LBP T ) 6

�
2 � 1

m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
4
3 � 1

3m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

6
�

10
3 � 1

m1
� 1

3m2

�
Cmax (S� )
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C'est-�a-dire 2 :
Cmax (SH LBP T )

Cmax (S� )
6

10
3

�
4

3m

L' existence d'une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.
�

L'heuristique inverse HInv
LBPT respecte le sch�ema g�en�eral des heuristiques inverses, pr�esent�e

dans la section 3.1.1. Elle utilise la r�egle LPT pour trier la liste de batches.

Th�eor�eme 3.1.6 L'heuristique HInv
LBPT fournit un ordonnancement SInv

H LBP T
du probl�eme HF 2

(Bm 2; m1) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de10
3 � 4

3m .

Preuve. La preuve est identique �a celle de l'heuristique HLBPT . �

Heuristique H J (Johnson). Le d�eroulement de cette heuristique est identique �a celui de
l'heuristique HLBPT , seule la r�egle de tri des batches est modi��ee, et donc �egalement la r�egle
de tri des tâches au premier �etage. Les batches sont cr�e�es suivant la r�egle FCBLPT et tri�es �a
l'aide de la r�egle de Johnson [111], qui partitionne les tâches en deux groupes : le premier groupe
contient les tâches plus courtes sur le premier �etage, le second contient les tâches plus courtes sur
le second �etage. Les tâches du premier groupe sont plac�ees en d�ebut de liste par dur�ee d'ex�ecution
du premier �etage croissante, alors que les tâches du second groupe sont ajout�ees en �n de liste
par dur�ee d'ex�ecution du second �etage d�ecroissantes. Pour notre probl�eme nous rempla�cons les
tâches par des batches. La dur�ee d'ex�ecution du batch sur le premier �etage est �egale �a la somme
des dur�ees d'ex�ecution des tâches du batch divis�ee par le nombre de machines du premier �etage
(

P
j 2Bp j
m1

) alors que sa dur�ee sur le second �etage est �egale �a la dur�ee d'ex�ecution du batch divis�ee

par le nombre de machines du second �etage (P (B )
m2

). Les tâches du premier batch sont ex�ecut�ees
sur le premier �etage en respectant les r�egles FAM et LPT. D�es que toutes les tâches du premier
batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la premi�ere machine disponible,
puis le premier batch est supprim�e de la liste. R�eit�erer ces op�erations tant qu'il reste des batches.

Th�eor�eme 3.1.7 L'heuristique HJ fournit un ordonnancement SH J du probl�eme HF 2(m1; Bm 2)
en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de4 � 2

m .

Preuve. De même que pour les heuristiques pr�ec�edentes, la complexit�e de l'algorithme est
donn�ee par les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algo-
rithme en O(n logn). Soit SH J l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHJ , nous consid�erons
les deux �etages ind�ependamment. L'ordonnancement du second �etage ne respecte plus la r�egle
LPT, mais c'est un ordonnancement de liste, or le probl�eme d'ordonnancement de machines
parall�eles �a traitement par batches (Bmj Gp = INT; b = kjCmax ) est r�esolu approximativement
avec un ratio de 2� 1

m2
par l'heuristique HFCBList (Lemme 3.1.1). Sur le premier �etage, l'or-

donnancement de liste fournit des ordonnancements pour le probl�eme de machines classiques
parall�eles (Pm1jjCmax ) avec un ratio de garantie de performance de 2� 1

m1
. D'o�u :

Cmax (SH J ) 6 Cmax (SH P m 1
) + Cmax (SH Bm 2

)

6
�

2 � 1
m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
2 � 1

m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

2. rappelons quem = maxf m1 ; m2g
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Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
P m1

) et Cmax (S� ) > Cmax (S�
Bm 2

)

Donc :
Cmax (SH J ) 6

�
2 � 1

m1

�
Cmax (S�

P m1
) +

�
2 � 1

m2

�
Cmax (S�

Bm 2
)

6
�

4 � 1
m1

� 1
m2

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire 3 :
Cmax (SH J )
Cmax (S� )

6 4 �
2
m

L' existence d'une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.
�

L'heuristique inverse HInv
J respecte le sch�ema g�en�eral des heuristiques inverses, pr�esent�e dans

la section 3.1.1, en utilisant la r�egle de Johnson pour trier la liste de batches.

Th�eor�eme 3.1.8 L'heuristique HInv
J fournit un ordonnancement SH Inv

J
du probl�eme HF 2(Bm 2;

m1) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de4 � 2
m .

Preuve. La preuve est identique �a celle de l'heuristique HJ. �

B. Une machine au premier �etage

Nous traitons d�esormais le cas o�u une seule machine est pr�esente sur le premier �etage, ce
probl�eme est not�e HF 2(1; Bm). �A l'instar du probl�eme avec plusieurs machines sur chaque �etage,
nous regroupons les heuristiques par paire, la premi�ere heuristique de chaque paire est d�evelopp�ee
pour le probl�eme initial HF 2(1; Bm) alors que la seconde est d�evelopp�ee pour le probl�eme inverse
HF 2(Bm; 1). Le premier type d'heuristique, est une adaptation des heuristiques HLBPT du
probl�eme g�en�eral, ainsi les batches sont tri�es suivant la r�egle LPT puis les tâches sont s�equenc�ees
batch apr�es batch. Le second type d'heuristique, adapt�e des heuristiques HJ du probl�eme g�en�eral
qui trie les batches suivant la r�egle de Johnson puis s�equence les tâches batch apr�es batch.

Heuristique H LBPT (Largest-Batch-Processing-Time). Au second �etage, les batches sont
cr�e�es suivant la r�egle FCBLPT et tri�es �a l'aide de la r�egle LPT. Les tâches du premier batch
sont ex�ecut�ees sans temps mort sur la machine du premier �etage, comme il n'y a qu'une machine
l'ordre entre les tâches d'un même batch n'a aucune importance. D�es que toutes les tâches du
premier batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la premi�ere machine
disponible, puis le premier batch est supprim�e de la liste. R�eit�erer ces op�erations tant qu'il reste
des batches.

Th�eor�eme 3.1.9 L'heuristique HLBPT fournit un ordonnancement SH LBP T du probl�eme HF 2
(1; Bm) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de7

3 � 1
3m , et cette borne est

atteinte.

3. rappelons quem = maxf m1 ; m2g
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Preuve. De même que pour les heuristiques pr�ec�edentes, la complexit�e de l'algorithme est
donn�ee par les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'al-
gorithme en O(n logn). Soit SH LBP T l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHLBP T , nous
consid�erons les deux �etages ind�ependamment. Le second �etage est un probl�eme d'ordonnan-
cement de machines parall�eles �a traitement par batches (BmjGp = INT; b = kjCmax ) r�esolu
approximativement avec un ratio de 4

3 � 1
3m par l'heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). L'ordon-

nancement sans temps morts du premier �etage est optimal lorsqu'il n'y a qu'une machine et que
l'on ne prend pas en compte le second �etage. D'o�u :

Cmax (SH LBP T ) 6 Cmax (SH 1 ) + Cmax (SH Bm )

6 Cmax (S�
1) +

� 4
3 � 1

3m

�
Cmax (S�

Bm )

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
1) et Cmax (S� ) > Cmax (S�

Bm )

Donc :
Cmax (SH LBP T ) 6 Cmax (S�

1) +
� 4

3 � 1
3m

�
Cmax (S�

Bm )

6
� 7

3 � 1
3m

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire :
Cmax (SH LBP T )

Cmax (S� )
6

7
3

�
1

3m
Ainsi lorsqu'il y a une seule machine au premier �etage, l'heuristiqueHLBPT fournit une solution
avec un facteur de performance born�e par7

3 � 1
3m . Nous pr�esentons une instance pour laquelle

cette borne est atteinte.
Soit I une instance du probl�eme de owshop hybrideHF 2(1; Bm) pour laquelle la capacit�e

des batches est maxf2; nbC g. Cette instance est compos�ee de 2m+ 1 tâches de type A, d'une
tâche de type B et de nbC tâches de typeC. Les dur�ees d'ex�ecution des tâches sont indiqu�ees
dans le tableau 3.6, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g. Dans l'ordonnancement optimal et dans
l'ordonnancement fourni par l'heuristique la composition des batches contenant la plus petite
des tâchesA1, et les tâchesA2 �a Am est identique. Dans les deux cas les batches sont unitaires
car les tâches sont incompatibles 2 �a 2. En revanche alors que dans l'ordonnancement fourni
par l'heuristique le premier batch contient la plus grande des tâchesA1 et la tâche B dans
l'ordonnancement optimal ces tâches appartiennent �a des batches unitaires. En�n les tâches de
type C appartiennent �a un même batch.

S'il n'y a pas de tâches de typeC (nbC = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH LBP T ) de l'ordonnancement SH LBP T fournie par l'heuristique HLBPT pour l'instance
I est �egal �a Cmax (SH LBP T ) = 7m � 1 � 2� (voir �gure 3.11) alors que la date de �n d'un
ordonnancement optimal pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = 3m + (2m + 2) � (voir �gure

3.12). De plusCmax (S� ) est optimal car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj .
D'o�u :

Cmax (SH LBP T )
Cmax (S� )

=
7m � 1 � 2�

3m + (2m + 2) �
Ainsi :

lim
�!0

Cmax (SH LBP T )
Cmax (S� )

=
7
3

�
1

3m
Si nbC > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeC deviennent insigni�antes.

�
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Type Nombre de tâches p1 p2

A1 2 �
[2m � 1; 2m � 1]

et [2m � 1 � � ; 2m � 1 � � ]

A2 2 �
[2m � 2; 2m � 2]

et [2m � 2 � � ; 2m � 2 � � ]
...

Am�1 2 �
[m + 1; m + 1]

et [m + 1 � � ; m + 1 � � ]

Am 3 �
[m; m], [m � � ; m � � ]

et [m � 2� ; m � 2� ]
B 1 3m [�; 2m]
C nbC � [� ; � ]

Table 3.6 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H LP BT pour HF 2(1; Bm)).

B : 3m ������étage 1

étage 2

A 1 : 2m � 1

A 2 : 2m � 2
A 1 : 2m � 1 � �

7m � 1 � 2�

A 2 : 2m � 2 � �

A m= 2 : 2m � m=2

A m � 1 : m + 1 � �

A m � 1 : m + 1

A m= 2 : 2m � m=2 � �
A m= 2+1 : m + m=2-1

A m= 2+1 : m + m=2-1-�

A m : m � � A m : m � 2�
A m : m

Figure 3.11 { Ordonnancement SH LBP T (pour HF 2(1; Bm)).

������

�

étage 1

étage 2

B : 3m

A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1 � �

A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2 � �

Am= 2 : 2m � m=2
Am : m A m : m � � A m : m � 2�

Am= 2 : 2m � m=2 � �

Am � 2 : m + 2

Am � 1 : m + 1

3m + (2 m + 2) �

A m � 1 : m + 1 � �

A m � 2 : m + 2 � �

Figure 3.12 { Ordonnancement optimal S� (H LBP T pour HF 2(1; Bm)).

L'heuristique inverse HInv
LBPT respecte le sch�ema g�en�eral des heuristiques inverses, pr�esent�e

dans la section 3.1.1. Elle utilise la r�egle LPT pour trier la liste de batches.

Th�eor�eme 3.1.10 L'heuristique HInv
LBPT fournit un ordonnancement SInv

H LBP T
du probl�eme HF 2

(Bm; 1) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de7
3 � 1

3m , et cette borne est
atteinte.

Preuve. La preuve est identique �a celle de l'heuristique HLBPT . �
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Heuristique H J (Johnson). Au second �etage, les batches sont cr�e�es suivant la r�egle FC-
BLPT et tri�es �a l'aide de la r�egle de Johnson [111], que nous adaptons �a notre probl�eme. Les
tâches du premier batch sont ex�ecut�ees sur la machine du premier �etage sans temps morts. D�es
que toutes les tâches du premier batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e
sur la premi�ere machine disponible, puis le premier batch est supprim�e de la liste. R�eit�erer ces
op�erations tant qu'il reste des batches.

Th�eor�eme 3.1.11 L'heuristique HJ fournit un ordonnancement SH J du probl�eme HF 2(1; Bm)
en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de3 � 1

m .

Preuve. De même que pour les heuristiques pr�ec�edentes, la complexit�e de l'algorithme est
donn�ee par les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algo-
rithme en O(n logn). Soit SH J l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHJ , nous consid�erons
les deux �etages ind�ependamment. L'ordonnancement du second �etage ne respecte plus la r�egle
LPT, mais c'est un ordonnancement de liste, or le probl�eme d'ordonnancement de machines
parall�eles �a traitement par batches (Bmj Gp = INT; b = kjCmax ) est r�esolu approximativement
avec un ratio de 2� 1

m par l'heuristique HFCBList (Lemme 3.1.1). L'ordonnancement sans temps
mort du premier �etage est optimal lorsqu'il n'y a qu'une machine et que l'on ne prend pas en
compte le second �etage. D'o�u :

Cmax (SH J ) 6 Cmax (SH 1 ) + Cmax (SH Bm )

6 Cmax (S�
1) +

�
2 � 1

m

�
Cmax (S�

Bm )

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
1) et Cmax (S� ) > Cmax (S�

Bm )

Donc :
Cmax (SH J ) 6 Cmax (S�

1) +
�
2 � 1

m

�
Cmax (S�

Bm )

6
�
3 � 1

m

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire :
Cmax (SH J )
Cmax (S� )

6 3 �
1
m

L' existence d'une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.
�

L'heuristique inverse HInv
J respecte le sch�ema g�en�eral des heuristiques inverses, pr�esent�e dans

la section 3.1.1, en utilisant la r�egle de Johnson pour trier la liste de batches.

Th�eor�eme 3.1.12 L'heuristique HInv
J fournit un ordonnancement SH Inv

J
du probl�eme HF 2(Bm;

1) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de3 � 1
m .

Preuve. La preuve est identique �a celle de l'heuristique HJ. �
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C. Une machine au second �etage

Finalement, nous traitons le cas o�u une seule machine est pr�esente sur le second �etage,
ce probl�eme est not�e HF 2(m; B ). �A l'instar du probl�eme avec plusieurs machines sur chaque
�etage, nous regroupons les heuristiques par paire, la premi�ere heuristique de chaque paire est
d�evelopp�ee pour le probl�eme initial HF 2(m; B ) alors que la seconde est d�evelopp�ee pour le
probl�eme inverse HF 2(B; m). Le premier type d'heuristique, est une adaptation des heuristiques
HLPT du probl�eme g�en�eral, ainsi les tâches sont ordonnanc�ees suivant les r�egles LPT et FAM,
puis les batches sont ex�ecut�es d�es que toutes leurs tâches sont disponibles pour la machine du
second �etage. Le second type d'heuristique, adapt�e des heuristiques HJ du probl�eme g�en�eral
trie les batches suivant la r�egle de Johnson puis ordonnance les tâches batch apr�es batch sur la
premi�ere machine disponible.

Heuristique H LPT . Au premier �etage les tâches sont ordonnanc�ees suivant les r�egles LPT
et FAM. Au second �etage les batches sont cr�e�es suivant la r�egle FCBLPT, puis tri�es par dates
de disponibilit�e au second �etage croissantes. D�es que toutes les tâches du premier batch sont
disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la machine, et supprim�e de la liste. R�eit�erer
cette op�eration tant qu'il reste des batches dans la liste.

Th�eor�eme 3.1.13 L'heuristique HLPT fournit un ordonnancement SH LP T du probl�eme HF 2(m;
B ) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de73 � 1

3m , et cette borne est atteinte.

Preuve. La complexit�e de l'algorithme est donn�ee, comme pour les autres heuristiques, par
les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algorithme en
O(n logn). Soit SH LP T l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHLP T , nous consid�erons les
deux �etages ind�ependamment. Au premier �etage la r�egle LPT fournit un ordonnancement avec
un ratio de performance garantie �egal �a 4

3 � 1
3m . Au second �etage, le probl�eme d'ordonnancement

sur une machine �a traitement par batches (BjGp = INT; b = kjCmax ) est r�esolu optimalement
grâce �a la r�egle FCBLPT (voir Oulamara et al. [176]). D'o�u :

Cmax (SH LP T ) 6 Cmax (SH P m ) + Cmax (SH B )

6
� 4

3 � 1
3m

�
Cmax (S�

P m ) + Cmax (S�
B )

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
P m ) et Cmax (S� ) > Cmax (S�

B )

Donc :
Cmax (SH LP T ) 6

� 4
3 � 1

3m

�
Cmax (S�

P m ) + Cmax (S�
B )

6
� 7

3 � 1
3m

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire :
Cmax (SH LP T )

Cmax (S� )
6

7
3

�
1

3m

Ainsi lorsqu'il y a une seule machine sur le second �etage, l'heuristiqueHLP T fournit une solution
avec un facteur de performance born�e par7

3 � 1
3m . Nous pr�esentons une instance pour laquelle

cette borne est atteinte.
Soit I une instance du probl�eme de owshop hybrideHF 2(m; B ), pour laquelle la capacit�e

des batches est �egale �a 2m+ 2. Cette instance est compos�ee de 2m+ 1 tâches de type A, d'une
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tâche de type B et de nbC tâches de typeC. Les dur�ees d'ex�ecution des tâches sont indiqu�ees
dans le tableau 3.7, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g.

Type Nombre de tâches p1 p2

A1 2 2m � 1 [� ; 3m]
A2 2 2m � 2 [� ; 3m]

...
Am�1 2 m + 1 [ � ; 3m]
Am 3 m [� ; 3m]
B 1 � [3m; 3m]
C nbC � [� ; � ]

Table 3.7 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H LP T pour HF 2(m; B )).

étage 1

étage 2

Am=2+1 : m+ m=2-1
Am=2+1 : m+ m=2-1

�

Am� 1 : m+ 1
Am� 1 : m+ 1

Am=2 : 2m � m=2
Am=2 : 2m � m=2

A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2
A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1 Am : m

Am : m
Am : m

A; B : 3m

7m-1

Figure 3.13 { Ordonnancement SH LP T (pour HF 2(m; B )).

�

�

Am : m Am : m

Am � 1 : m + 1
Am � 1 : m + 1

Am � 2 : m + 2
Am � 2 : m + 2

Am=2 : 2m � m=2 Am=2 : 2m � m=2

étage 1

étage 2 A; B : 3m

A1 : 2m � 1
A1 : 2m � 1
A2 : 2m � 2
A2 : 2m � 2

Am : m

3m + 2 �

Figure 3.14 { Ordonnancement optimal S� (H LP T pour HF 2(m; B )).

S'il n'y a pas de tâches de typeC (nbC = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH LP T ) de l'ordonnancement SH LP T fournie par l'heuristique HLPT pour l'instance I est
�egal �a Cmax (SH LP T ) = 7m � 1 (voir �gure 3.13) alors que la date de �n d'un ordonnancement
optimal pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = 3m + 2� (voir �gure 3.14). De plus Cmax (S� )

est optimal car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj . D'o�u :

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
7m � 1
3m + 2�
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Ainsi :

lim
� ! 0

Cmax (SH LP T )
Cmax (S� )

=
7
3

�
1

3m

Si nbC > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeC deviennent insigni�antes.
�
Dans ce cas pr�ecis une m�ethode inverse est inutile, en e�et l'ordre d'ex�ecution des batches

d�ependant de l'ex�ecution des tâches qui seraient s�equenc�ees plus tard.

Heuristique H J (Johnson). Au second �etage, les batches sont cr�e�es suivant la r�egle FC-
BLPT et tri�es �a l'aide de la r�egle de Johnson [111], que nous adaptons �a notre probl�eme. Les
tâches du premier batch sont ex�ecut�ees au premier �etage suivant les r�egle LPT et FAM. D�es que
toutes les tâches du premier batch sont disponibles au second �etage, le batch est ex�ecut�e sur la
machine, puis le premier batch est supprim�e de la liste. R�eit�erer ces op�erations tant qu'il reste
des batches.

Th�eor�eme 3.1.14 L'heuristique HJ fournit un ordonnancement SH J du probl�eme HF 2(m; Bm)
en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de3 � 1

m .

Preuve. De même que pour les heuristiques pr�ec�edentes, la complexit�e de l'algorithme est
donn�ee par les trois premi�eres �etapes qui sont des op�erations de tri, d'o�u la complexit�e de l'algo-
rithme en O(n logn). Soit SH J l'ordonnancement obtenu avec l'heuristiqueHJ , nous consid�erons
les deux �etages ind�ependamment. Au premier �etage, l'ordonnancement de liste fournit des or-
donnancements pour le probl�eme de machines classiques parall�eles (PmjjCmax ) avec un ratio
de garantie de performance de 2� 1

m . Au second �etage, le probl�eme d'ordonnancement sur une
machine �a traitement par batches (B jGp = INT; b = kjCmax ) est r�esolu optimalement grâce �a
la r�egle FCBLPT (voir Oulamara et al. [176]). D'o�u :

Cmax (SH J ) 6 Cmax (SH P m ) + Cmax (SH B )

6
�
2 � 1

m

�
Cmax (S�

P m ) + Cmax (S�
B )

Soit S� l'ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride, et Cmax (S� ) sa date de �n,
alors

Cmax (S� ) > Cmax (S�
P m ) et Cmax (S� ) > Cmax (S�

B )

Donc :
Cmax (SH J ) 6

�
2 � 1

m1

�
Cmax (S�

P m ) + Cmax (S�
B )

6
�
3 � 1

m

�
Cmax (S� )

C'est-�a-dire :
Cmax (SH J )
Cmax (S� )

6 3 �
1
m

Ainsi lorsqu'il y a une seule machine sur le second �etage, l'heuristiqueHJ fournit une solution
avec un facteur de performance born�e par 3� 1

m . Nous pr�esentons une instance pour laquelle
cette borne est atteinte.

Soit I une instance du probl�eme de owshop hybrideHF 2(m; B ), pour laquelle la capacit�e
des batches est �egale �a 2m. Cette instance est compos�ee de 2m+1 tâches de type A, d'une tâche
de type B et de nbC tâches de typeC. Les dur�ees d'ex�ecution des tâches sont indiqu�ees dans le
tableau 3.8, dans lequel� < minf m

3 ; (m �1 )2

2m+ 1 g.
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Type Nombre de tâches p1 p2

A m � 1 (m � 1)L [� ; mL ]
B m � 1 L [� ; mL ]
C 1 mL [� ; mL ]
D 1 � [mL ; mL ]
E nbE � [� =2;�=2]

Table 3.8 { Dur�ees d'ex�ecution des tâches de l'instanceI (H J pour HF 2(m; B )).

B:LB:LB:L

étage 1

A : (m-1)L

A : (m-1)L

C : mL

A : (m-1)L

A, B, C,D : mL

(3m-1)L

A : (m-1)L
�

étage 2

Figure 3.15 { Ordonnancement SH J (pour HF 2(m; B )).

B:L

B:L

B:L

B:L

�

�D : mL

C : mL
A : (m-1)L
A : (m-1)L

A : (m-1)L

étage 1

étage 2
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Figure 3.16 { Ordonnancement optimal S� (H J pour HF 2(m; B )).

S'il n'y a pas de tâches de typeE (nbE = 0), alors la date de �n de l'ordonnancement
Cmax (SH J ) de l'ordonnancement SH J fournie par l'heuristique HJ pour l'instance I est �egal �a
Cmax (SH J ) = (3m � 1)L (voir �gure 3.15) alors que la date de �n d'un ordonnancement optimal
pour l'instance I est �egal �a Cmax (S� ) = mL +2� (voir �gure 3.16). De plus Cmax (S� ) est optimal

car il atteint la borne inf�erieure LB 2 =
P

j 2J pj

m + min j 2J aj . D'o�u :

Cmax (SH J )
Cmax (S� )

=
(3m � 1)L
mL + 2�

Ainsi :

lim
�! 0

Cmax (SH J )
Cmax (S� )

= 3 �
1
m

Si nbE > 0, lorsque� tend vers 0 les tâches de typeE deviennent insigni�antes.
�
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3.1. Heuristiques

L'heuristique inverse HInv
J respecte le sch�ema g�en�eral des heuristiques inverses, pr�esent�e dans

la section 3.1.1, en utilisant la r�egle de Johnson pour trier la liste de batches.

Th�eor�eme 3.1.15 L'heuristique HInv
J fournit un ordonnancement SH Inv

J
du probl�eme HF 2(B;

m) en O(n logn) avec un ratio de garantie de performance de3 � 1
m .

Preuve. La preuve est identique �a celle de l'heuristique HJ. �

3.1.5 R�esultats exp�erimentaux

Dans cette section, nous pr�esentons les performances de ces heuristiques sur plusieurs types
d'instances de 200 tâches. Nous d�esignons parH � la m�ethode qui consiste �a appliquer les 6
heuristiques et �a retenir la meilleure solution trouv�ee. L'indicateur d'e�cacit�e, d'une heuristique
H , utilis�e ici est l'�ecart relatif entre la valeur de la solution obtenue CH

max et la borne inf�erieure
LB :

CH
max � LB

LB
� 100

Pour chaque type d'instances nous pr�esentons ainsi l'�ecart relatif moyen, et l'�ecart relatif
maximum pour chaque heuristique (H� incluse). Nous accompagnons ces valeurs du nombre
d'instances (sur 10 pour les tableaux A.1, A.2, A.3, A.4) pour lesquelles l'heuristique a �et�e la
meilleure des 6 heuristiques (colonne\Best" ).

Nous avons men�e les exp�eriences sur des instances de 200 tâches, pour lesquelles les dur�ees
d'ex�ecution sur le premier �etage sont tir�ees al�eatoirement dans l'intervalle [15; 185] selon une
distribution uniforme. Au second �etage les intervalles de dur�ees d'ex�ecution sont proportionnels
de la forme [ai ; (1+ � )ai ], la valeur de � est �egale �a 0,1 ou 1 et les dur�ees minimales d'ex�ecution,
aj sont tir�ees al�eatoirement dans l'un des intervalles [15;185], [30;370], [45;555] ou [60;740].
C'est-�a-dire dans les intervalles de la forme [15c2; 185c2] avec c2 2 f1; 2;3;4g, o�u c2 indique le
rapport moyen entre les dur�ees d'ex�ecution des deux �etages. La capacit�e des batches est �egale �a 2,
3 ou 10. Les combinaisons de nombre de machines sont not�eesm1 � m2, telles quem1 repr�esente
le nombre de machines sur le premier �etage, etm2 le nombre de machines sur le second �etage de
type batch. Les combinaisons utilis�ees sont : 1-1, 1-10, 10-1, 10-10 et 2-2, 2-5, 5-2, 5-5. Chaque
combinaison de caract�eristiques est test�ee sur 10 instances, et nous pr�esentons un tableau pour
chaque valeur dec2.

�A la lecture des tableaux A.1, A.2, A.3 et A.4 (voir Annexe A), nous remarquons tout d'abord
qu'il y a peu de di��erences de qualit�e entre les di��erentes valeurs de � . C'est pourquoi nous
�etudions les r�esultats du tableau 3.9, dans lequel nous avons rassembl�e les di��erentes valeurs
de � = f0; 1; 1g en calculant, respectivement, les moyennes, maximums et sommes pour� =
f0; 1; 1gdes colonnes \Moy", \Max" et \Best". Nous avons �egalement d�ecid�e d'�etudier, en d�etail,
seulement les instances avec 2 ou 5 machines sur chaque �etage. En e�et, �a la lecture des tableaux
A.1, A.2, A.3 et A.4 nous remarquons que lorsqu'il y a une seule machine sur le premier �etage
l'�ecart relatif est toujours inf�erieur �a 0,75%, avec une moyenne inf�erieure �a 0,1%. De plus, dans le
cas o�u le premier �etage est compos�e de 10 machines et le second d'une seule machine, lorsque le
premier �etage est plus critique la meilleure solution s'�eloigne de la borne inf�erieure. Cependant,
hormis lorsque la capacit�e des batches est �egale �a 10, les r�esultats sont relativement proches de
la borne inf�erieure. Quant-aux instances avec 10 machines sur chaque �etage, elles con�rment les
r�esultats que nous pr�esentons pour les cas avec 2 et 5 machines sur chaque �etage.
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Chapitre 3. M�ethodes approch�ees

Les r�esultats du tableau 3.9, exhibent l'importance du nombre de machines du premier �etage
sur la qualit�e de la meilleure solution obtenue. En e�et, tous les �ecarts relatifs de l'heuristique
H � pour les combinaisons avec 2 machines sur le premier �etage sont inf�erieurs �a leur �equivalent �a
5 machines sur le premier �etage. En revanche, aucune tendance comparable ne se d�egage lorsque
le nombre de machines sur le second �etage varie. Finalement remarquons qu'aucune tendance ne
se d�egage quant-�a une relation entre la valeur de l'�ecart relatif (par rapport �a la borne inf�erieure)
et la capacit�e des batches ou la valeur dec2. Les r�esultats fournis par l'heuristique H � sont donc
relativement homog�enes.

Malgr�e cette homog�en�eit�e de la qualit�e de la meilleure solution, la qualit�e de chaque heu-
ristique est variable. Ainsi chaque heuristique est plus ou moins int�eressante par rapport aux
autres heuristiques, hormisHLP T qui est toujours domin�ee par les autres heuristiques (nous
avons ajout�e un fond gris aux colonnes correspondantes). C'est pourquoi nous comparons les
instances pour lesquelles chaque heuristique a fourni la meilleure valeur (�egale �aH � ), compa-
raison que nous e�ectuons par combinaison de machines en fonction dec2 et de k. Cependant,
le saut de valeur entrek = 3 et k = 10 �etant trop important pour pouvoir analyser les causes
des variations, nous restreignons la comparaison �ak = 2 et k = 3. Notons toutefois que lorsque
k = 10, hormis pour 3 types d'instances pour lesquels la tendance est moins marqu�ee, l'heuris-
tique H � fournit, pour chaque type d'instances, des solutions avec une moyenne signi�cativement
meilleure que celles de chaque heuristique utilis�ee s�epar�ement.

Ainsi, la lecture du tableau 3.9 nous permet de remarquer que le comportement relatif des
heuristiques, lorsque le nombre de machines est le même sur chaque �etage, est stable, en e�et dans
les 3 cas (2-2, 5-5 et 10-10) l'heuristiqueH Inv

J fournit la plupart du temps les meilleures solutions
lorsque k = 2 et c2 = 1 et lorsque k = 3 et c2 = f1; 2g. Dans les autres cas, c'est l'heuristique
HJ qui fournit les meilleurs r�esultats. Dans ce cas, les heuristiques bas�ees surLBPT fournissent
tr�es peu de meilleures solutions qui ne sont pas obtenues �egalement par les heuristiques bas�ees
sur la r�egle de Johnson. En revanche lorsqu'il y a 2 machines sur le premier �etage et 5 sur
le second et lorsquec2 = 1, les meilleures solutions sont partag�ees entre les 4 heuristiques ;
cependant pour les autres valeurs dec2, lorsquek = 2 l'heuristique H Inv

J fournit la majorit�e des
meilleures solutions et pourk = 3 les meilleures solutions sont partag�ees principalement entre
les heuristiquesH Inv

J et HLBP T . Finalement, lorsqu'il y a 5 machines sur le premier �etage et 2
sur le second nous remarquons que, sauf pour le cas o�uk = 3 et c2 = 1, l'heuristique HJ fournit
les meilleures solutions. Exceptionnellement les meilleures solutions peuvent être obtenues par
l'heuristique H Inv

J .
Aux vues de ces r�esultats nous pensons qu'il existe, pour chaque combinaison de nombre de

machines, une relation entre le ratiok=c2 et la meilleure heuristique �a utiliser. De plus cette
relation semble logique car le ratiok=c2 est un indicateur du rapport entre les charges des
deux �etages pour une combinaison identique du nombre de machines. Aux vues des r�esultats
concernant les instances avec le même nombre de machines sur chaque �etage, il semblerait que
l'on puisse �etendre ces r�esultats �a ratio m2

m1
constant.

Finalement, le tableau 3.10 nous permet de con�rmer l'avantage des m�ethodes utilisant la r�egle
de Johnson. Contrairement �a la r�egle LPT, la r�egle de Johnson prend en compte les sp�eci�cit�es des
owshops ce qui explique cet avantage. Ainsi, l'heuristiqueHJ fournit la meilleure solution dans
70% des cas. Finalement, la combinaison de ces heuristiques, aux temps de calcul instantan�es,
permet, pour des instances de 200 tâches, d'obtenir en moyenne une solution �a moins de 1% de
la borne inf�erieure. Dans le pire cas trait�e ici, l'�ecart par rapport �a la borne inf�erieure est de 8%.
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Chapitre 3. M�ethodes approch�ees

3.2 Dur�ees d'ex�ecution identiques au premier �etage

Dans cette section nous revenons �a nouveau au probl�eme g�en�eral, �a savoir plusieurs machines
sur chaque �etage, et nous �etudions le cas particulier o�u les tâches ont des dur�ees d'ex�ecution
identiques sur le premier �etage. Nous avons �egalement suppos�e que les intervalles de dur�ees
d'ex�ecution du second �etage sont uniformes, c'est-�a-dire que pour toutes tâchesi et j telles que
ai 6 aj alors bi 6 bj . L'�etude de ce cas est justi��ee par le probl�eme industriel (voir 1.4) o�u
les temps de constructions sont semblables et o�u un pneu �a un temps de cuisson donn�e avec
une divergence accept�ee de quelques pourcents (4% dans notre cas). C'est-�a-dire des intervalles
de dur�ees d'ex�ecution proportionnels auxquels nous avons pr�ef�er�es les intervalles uniformes qui
permettent de traiter un probl�eme plus g�en�eral. Nous proposons ici un sch�ema d'approxima-
tion polynomial (PTAS : Polynomial-Time-Approximation-Scheme en anglais) pour r�esoudre ce
probl�eme, not�e HF 2(m1; Bm 2)jGU

p = INT; b = k; pj = pjCmax .

Li et al. [140] ont d�evelopp�e un tel sch�ema d'approximation polynomial (PTAS) pour le pro-
bl�eme de minimisation du makespan sur des machines parall�eles �a traitement par batches et
dates de disponibilit�e, not�e Bmj b = k; r j jCmax . Notons �egalement que Afrati et al. [2], Hall et
Shmoys [97] et Deng et al. [57] ont introduit le principe et certains r�esultats int�eressants pour
ce type de sch�emas d'approximation polynomiaux.

En l'absence de dates de disponibilit�e, il existe un ordonnancement du premier �etage sans
temps mort, de plus les dur�ees d'ex�ecution des tâches au premier �etage sont identiques donc �a
la date p chaque machine du premier �etage a ex�ecut�e une tâche, puis �a la date 2pchacune a
ex�ecut�e une deuxi�eme tâche. Au second �etage nous pouvons donc consid�erer qu'�a la datep, m1

tâches sont disponibles, puis �a la date 2p il y a m1 nouvelles tâches disponibles. C'est pourquoi
nous consid�erons les op�erations du premier �etage comme des dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees,
nous pouvons transformer ce probl�eme (HF2(m1; Bm 2)jGU

p = INT; b = k; pj = pjCmax ) en
un probl�eme d'ordonnancement de machines parall�eles �a traitement par batches et dates de
disponibilit�e g�en�eralis�ees. C'est-�a-dire qu'�a la date de disponibilit�e g�en�eralis�ee � r i , nb�r i tâches sont
disponibles. Dans notre cas, �a la premi�ere date de disponibilit�e g�en�eralis�ee �r1 on aura m1 tâches
disponibles, en e�et m1 tâches sont termin�ees sur le premier �etage et disponibles pour le second
�etage. �A la seconde date de disponibilit�e �r2, au total, 2m1 tâches sont disponibles, et ainsi de suite.
Le probl�eme de machines parall�eles �a traitement par batches, intervalles de dur�ees d'ex�ecution
compatibles et dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees est not�e Bm 2jGU

p = INT; b = k; �r i jCmax .
�Etant donn�e que dans notre mod�ele les dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees correspondent aux
dates de �n d'ex�ecution des tâches sur le premier �etage, les dates de disponibilit�e sont de la
forme �r i = i � p, o�u p d�esigne la dur�ee d'ex�ecution des tâches sur le premier �etage, et le nombre
de tâches disponibles �a la date �r i est �egal �a i � m1 avec 16 i 6 d n

m1
e.

Comme le probl�eme Bm 2jGU
p = INT; b = k; �r i jCmax est NP-di�cile même en l'absence de

dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees, nous d�eveloppons dans cette section une m�ethode approch�ee
de type PTAS. Dans la sous-section 3.2.1 nous pr�esentons le principe du sch�ema d'approximation
d�evelopp�e ici, ensuite les sous-sections 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 pr�esentent les di��erentes �etapes de la
m�ethode qui est explicit�ee dans la sous-section 3.2.5. Notons que dans la suite de cette section
nous employons le termedate de disponibilit�e �a la place de date de disponibilit�e g�en�eralis�ee .

3.2.1 Principe

L'objectif d'un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS) est de fournir une solution de
valeur inf�erieure �a 1 + O(� ) fois l'optimum en un temps polynomial par rapport �a la taille de
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3.2. Dur�ees d'ex�ecution identiques au premier �etage

l'instance, avec 0< � < 1.
�A ces �ns, le sch�ema d'approximation utilis�e consiste, de mani�ere g�en�erale, �a e�ectuer plu-

sieurs op�erations d'arrondi et de partitionnement de l'horizon temporel a�n de pouvoir limiter
le nombre de dur�ees d'ex�ecution et de dates de disponibilit�e distinctes, et ainsi �enum�erer tous
les ordonnancement r�ealisables. Ces op�erations inspir�ees des travaux de Hall et al. [96], et d�e-
taill�ees dans la sous-section 3.2.2 composent la premi�ere phase de la m�ethode. Cette phase de
transformation des donn�ees pr�ec�ede le partitionnement des tâches en deux groupes. Le premier
groupe de tâches, compos�e des tâches courtes, est ordonnanc�e approximativement �a l'aide d'une
heuristique constructive d�evelopp�ee dans la sous-section 3.2.3. Le second groupe, compos�e des
tâches longues dont nous avons limit�e le nombre de dur�ees d'ex�ecution distinctes durant la
phase de transformation des donn�ees, et est ordonnanc�e optimalement �a l'aide d'un algorithme
d'�enum�eration pr�esent�e dans la sous-section 3.2.4.

Apr�es cette introduction du sch�ema utilis�e par le PTAS, nous indiquons ici le rapport entre
ces phases et la garantie de performance du PTAS (c'est-�a-dire obtenir une solution inf�erieure
�a 1 + O(� )). La premi�ere transformation consiste �a arrondir les dur�ees d'ex�ecution et les dates
de disponibilit�e �a la puissance enti�ere inf�erieure de (1 + � ), cette transformation garantit un
nombre restreint de dates de disponibilit�e et dur�ees d'ex�ecution distinctes, ce qui est utile pour
�enum�erer l'ensemble des ordonnancements. Le partitionnement de l'horizon temporel permet
quant-�a-lui de diviser l'horizon temporel en intervalles g�eom�etriques, o�u un intervalle commence
et se termine par une date de disponibilit�e, et au sein de chaque intervalle nous ordonnan�cons
toutes les tâches disponibles mais non ex�ecut�ees. Ceci nous permet de restreindre la r�esolution
du probl�eme �a une r�esolution successive de sous-probl�emes correspondant �a ordonnancer (dans
un intervalle) un ensemble de tâches sans dates de disponibilit�e. La perte (augmentation de la
fonction objectif) entrâ�n�ee par ces transformation est inf�erieure �a 1 + O(� ) fois la valeur de la
solution optimale. Avec un nombre constant de transformations, la valeur de la fonction objectif
reste inf�erieure �a 1 + O(� ) fois la valeur de l'optimum du probl�eme initial.

3.2.2 Transformation des donn�ees

Cette sous-section est consacr�ee �a la transformation des donn�ees, elle est d�ecompos�ee en trois
parties : dans la partie A, nous pr�esentons les r�esultats permettant de partitionner l'horizon
temporel, la partie B, pr�esente quant-�a-elle le partitionnement des tâches entre tâches courtes et
tâches longues et un lemme caract�erisant l'ordonnancement de chaque intervalle du d�ecoupage
temporel ; en�n la partie C, pr�esente la seconde transformation des donn�ees, portant sur les
dur�ees d'ex�ecution des tâches longues.

A. Partitionnement de l'horizon temporel

Le premier lemme de cette partie nous permet de d�e�nir l'horizon temporel de l'ordonnan-
cement, ensuite le lemme 3.2.2 permet en arrondissant les dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees de
partitionner cet horizon temporel.

Soit �rmax = d n
m1

epla plus grande date de disponibilit�e, et amax = max j 2J fa j g la plus grande
ordonn�ee des points initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�ecution sur le second �etage. Pour rappel
CF CBLP T

max (J ) d�esigne la charge minimale en regroupant les tâches dans des batches (voir section
3.1.2). Soit opt la valeur du makespan optimal. Nous obtenons alors le r�esultat suivant :
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Lemme 3.2.1

maxf �rmax ; amax ;
CF CBLP T

max

m2
g 6 opt 6 �rmax + amax +

CF CBLP T
max

m2

Preuve. �Etant donn�e que �rmax , amax , et CF CBLP T
max

m2
sont tous trois des bornes inf�erieures tri-

viales du probl�eme Bm 2jGU
p = INT; b = k; �r i jCmax , l'in�equation max f �rmax ; amax ; CF CBLP T

max
m2

g 6

opt est v�eri��ee. Pour d�emontrer que vl = �rmax + amax + CF CBLP T
max

m2
est une borne sup�erieure du

probl�eme, nous exhibons un ordonnancement dont la dur�ee n'est pas plus grande quevl , pour
construire cet ordonnancement nous utilisons l'algorithme suivant :

1. Cr�eer la liste de batchesL B en appliquant la r�egle FCBLPT.

2. Utiliser la r�egle FAM pour ordonnancer ces batches en commen�cant le premier batch �a la
date �rmax .

Dans ce cas la date de d�ebut d'ex�ecution du dernier batch, not�e B , est inf�erieure ou �egale �a
�rmax + CF CBLP T

max
m2

. La dur�ee d'ex�ecution du batch B est inf�erieure �a amax , la date de �n d'ex�ecution

du batch B est donc inf�erieure ou �egale �a vl = �rmax + amax + CF CBLP T
max

m2
. Les bornes inf�erieure et

sup�erieure d�e�nies par le lemme 3.2.1 sont donc valides.
�

Soit M = � � maxf �rmax ; amax ; CF CBLP T
max

m2
g, avec 0< � < 1. D'apr�es le lemme 3.2.1, la valeur de

l'ordonnancement optimal est inf�erieure �a 3
� M .

La premi�ere transformation des donn�ees du probl�eme concerne les dates de disponibilit�e.
Cette transformation consiste �a transformer chaque date de disponibilit�e g�en�eralis�ee �r i en un
multiple de M , c'est-�a-dire �a arrondir chaque valeur de �r i au plus proche multiple de M . Soit
~r i = M b �r i

M c la valeur arrondie de la date de disponibilit�e g�en�eralis�ee �r i . Alors :

Lemme 3.2.2 Avec une perte d'un facteur(1 + � ), nous supposons qu'il existe au plus( 1
� + 1)

dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees distinctes dans le probl�eme initial.

Preuve. Suite �a la transformation des dates de disponibilit�e, l'�ecart entre une date de dis-
ponibilit�e originelle (� r i ) et sa date de disponibilit�e modi��ee (~r i ) est inf�erieur �a M . Donc tout
ordonnancement r�ealisable du probl�eme avec dates de disponibilit�e arrondies fournit un ordon-
nancement r�ealisable du probl�eme initial en retardant tous les batches d'au plusM unit�es. �Etant
donn�e que M 6 � � opt, cette transformation entrâ�ne une perte de (1+� ). De plus, M > � � �rmax .
En combinant ces deux in�egalit�es nous obtenons que8i b �r i

M c 6 1
� , d'o�u la pr�esence d'au plus

( 1
� + 1) dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees distinctes.

�

Ainsi transform�e le probl�eme contient ( 1
� + 1) dates de disponibilit�e distinctes qui sont des

multiples de M . Nous partitionnons alors l'horizon temporel d'ordonnancement [0;3� M ) en (1
� + 1)

intervalles disjoints. Les 1
� premiers intervalles sont not�es � i = [( i � 1)M; iM ) avec i = 1; : : : ; 1

�
et le dernier intervalle est not�e � 1

� + 1 = [ 1
� M ; 3

� M ). Notons par � 1; � 2; : : : ; � 1
� + 1 avec � i = ( i �

1)M; 8i = 1; : : : ; 1
� + 1, les nouvelles dates de disponibilit�e g�en�eralis�ees.
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B. Partitionnement des tâches

Suite �a ce partitionnement de l'horizon temporel nous partitionnons les tâches en deux
groupes, les tâches courtes et les tâches longues. Une tâche est ditecourte si l'ordonn�ee du
point initial de son intervalle de dur�ees d'ex�ecution est inf�erieure �a �M . Sinon, la tâche est dite
longue. Un batch est dit long s'il contient au moins une tâche longue, sinon il est ditcourt.

Le d�ecoupage de l'intervalle temporel accompagn�e du partitionnement des tâches permet �a
l'ordonnancement de chaque intervalle de respecter un certain nombre de r�egles d�e�nies dans le
lemme suivant :

Lemme 3.2.3 Il existe un ordonnancement optimal respectant les propri�et�es suivantes :

1. Sur chaque machine, les batches commen�cants dans le même intervalle� i sont ex�ecut�es
par ordre d�ecroissant de leur dur�ee d'ex�ecution.

2. Dans chaque intervalle� 1 �a � 1
� + 1, les tâches sont a�ect�ees aux batches par ordre d�ecroissant

de la dur�ee d'ex�ecution des batches, de telle sorte que chaque batch contient lesk plus
longues tâches (ou le plus de tâches possible) compatibles avec le batch dans la limite du
nombre de tâches disponibles.

3. Dans chaque intervalle� 1 �a � 1
� + 1, au plus un batch long contient des tâches courtes.

Preuve. D�emontrons cette preuve propri�et�e apr�es propri�et�e :

1. Supposons que les batches d'une machinem de l'intervalle � i ne soient pas ex�ecut�es par
ordre d�ecroissant de leur dur�ee d'ex�ecution. Changer l'ordre des batches et les s�equen-
cer dans l'ordre d�ecroissant de leur dur�ee d'ex�ecution est possible car toutes les tâches
sont disponibles en d�ebut d'ordonnancement, de plus cette transformation n'entrâ�ne pas
d'augmentation de la valeur du makespan.

2. En pr�esence de compatibilit�e de type intervalles de dur�ees d'ex�ecution, remplir les batches
d'un intervalle par ordre d�ecroissant de leur dur�ee d'ex�ecution permet d'inclure plus de
tâches dans les mêmes batches. De plus remplir les batches avec lesk plus grandes tâches
compatibles permet de r�eduire la somme des dur�ees d'ex�ecution des batches de l'ordon-
nancement. Ces deux a�rmations peuvent être d�emontr�ees par l'argument d'�echange de
tâches.

3. Cette derni�ere propri�et�e est induite par les deux propri�et�es pr�ec�edentes.

�

C. Transformation des dur�ees d'ex�ecution

L'ordonnancement des tâches longues est e�ectu�e par �enum�eration de tous les ordonnance-
ments r�ealisables de tâches longues. A�n de limiter le nombre d'ordonnancements r�ealisables,
nous utilisons la technique introduite par Afrati et al. [2] pour obtenir un nombre de dur�ees
d'ex�ecution distinctes ind�ependant du nombre de tâches. Nous arrondissons toutes les ordon-
n�ees des points initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�ecution en les multipliant par (1 + � ) puis
en les faisant d�ecrô�tre �a la plus proche puissance enti�ere de (1 +� ).

Lemme 3.2.4 Avec une perte d'un facteur(1+ � ), nous supposons que les ordonn�ees des points
initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�ecution des tâches longues sont des puissances enti�eres de
(1 + � ).
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Preuve. La transformation des ordonn�ees des points initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�e-
cution pr�esent�ee pr�ec�edemment entrâ�ne une perte inf�erieure �a (1 + � ), en e�et la multiplication
des dur�ees d'ex�ecution par (1 + � ) entrâ�ne une perte de (1 +� ). Par la suite lorsque nous faisons
d�ecrô�tre ces valeurs vers la plus proche puissance enti�ere de (1 +� ), les dur�ees d'ex�ecution mo-
di��ees restent sup�erieures aux dur�ees d'ex�ecution originelles. C'est pourquoi l'ordonnancement
reste r�ealisable, et sa date de �n d'ex�ecution est inf�erieure �a (1 + � ) fois celle de l'optimum.

�

Le lemme 3.2.5 nous permet d'obtenir une borne du nombre d'ordonn�ees de points initiaux
des intervalles de dur�ees d'ex�ecution des tâches longues ind�ependante du nombre de tâches.

Lemme 3.2.5 Le nombre d'ordonn�ees de points initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�ecution
des tâches longues,v, est born�e par b1 + log1+�

1
� 2 c.

Preuve. Soit j la plus petite tâche longue, par d�e�nition aj > �M > � 2amax . Or d'apr�es le
lemme 3.2.4, toutes les dur�ees d'ex�ecution des tâches longues sont des puissances enti�eres de
(1 + � ). C'est pourquoi nous supposons qu'il existe un entierx tel que aj = (1 + � )x et que
amax > (1 + � )x+v �1 . Alors aj = (1 + � )x > � 2(1 + � )v�1 (1 + � )x . D'o�u v 6 blog1+�

1
� 2 + 1c.

�

Supposons les dur�ees d'ex�ecution des tâches longues distinctes not�ees ~a1; ~a2; : : : ; ~av . Nous
gardons en m�emoire les relations de compatibilit�e originelles entre les tâches.

Les di��erentes transformations e�ectu�ees, d�ecrivons maintenant les algorithmes d'ordonnan-
cement des tâches courtes et des tâches longues.

3.2.3 Ordonnancement des tâches courtes

Dans cette sous-section, nous supposons que toutes les tâches sont courtes. L'algorithme d�e-
velopp�e ici permet d'ordonnancer approximativement les tâches courtes dans les intervalles dont
toutes les tâches disponibles n'ont pas �et�e consomm�ees. Dans le paragraphe suivant nous intro-
duisons le principe de l'algorithme, avant de d�emontrer la perte engendr�ee par son application.

L'algorithme cr�ee tout d'abord les batches �a l'aide de la r�egle FCBLPT, soit L B la liste de
batches cr�e�ee. Cette liste est tri�ee par ordre d�ecroissant du ratio P (B i )

jB i j
, o�u P(B i ) est la dur�ee

d'ex�ecution du batch B i , et jB i j son nombre de tâches. Sur la premi�ere machine disponible de
l'intervalle � i , si un nombre su�sant de tâches est disponible pour ex�ecuter le premier batch de
la liste L B , l'ex�ecuter puis le supprimer de la liste L B et r�eit�erer cette op�eration. Sinon passer �a
l'intervalle suivant.

D'o�u :

Algorithme ST

1. Cr�eer les batches en utilisant l'algorithme FCBLPT. Soit L B la liste des batches cr�e�es.

2. R�eindexer la liste L B par ordre d�ecroissant du ratio P (B i )
jB i j

. Soit B le premier batch de la
liste L B , et nb = 0.

3. Pour chaque intervalle � i ; i = 1; : : : ; 1
� + 1
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(a) S'il n'y a pas assez de places4 disponibles pour ex�ecuter le batch B (c'est-�a-dire
m1b(i �1)M

p c � nb < jB j) ou si aucune machine n'est disponible avant la �n de l'inter-
valle � i (impossible pour le dernier intervalle), alors aller �a l'intervalle suivant � i +1 .

(b) S'il y a assez de places disponibles pour ex�ecuter le batchB (c'est-�a-dire m1b(i �1)M
p c�

nb > jB j) et qu'une machine est disponible pour l'ex�ecuter, ordonnancer le batchB
sur la premi�ere machine disponible (r�egle FAM). Supprimer B de la liste L B , ajouter
jB j �a nb (nb = nb + jB j) et aller �a 3a.

Lemme 3.2.6 L'algorithme ST est un PTAS avec une perte d'au plus1 + (2 + 1
m2

)� 2 lorsque
toutes les tâches sont courtes.

Preuve. Soit S l'ordonnancement optimal et opt son makespan. Soit~S et ~opt, respectivement,
l'ordonnancement obtenu par l'algorithme ST et son makespan. Consid�erons le dernier temps
mort dans l'ordonnancement obtenu ~S, ce temps mort not�e � se termine �a la date t. Cette date
t correspond �a une date de disponibilit�e modi��ee � i , si ce n'est pas le cas le temps mort peut être
retard�e. Comme tous les batches de~S sont courts, tout batch commen�cant avant t est compl�et�e
avant la date t + �M . Soit ~A l'ensemble de batches de~S commen�cant apr�es la date t. �Etant
donn�e que tous les batches de~A sont ex�ecut�es sans temps mort �a partir de t + �M , et que ~S est
obtenu en appliquant la r�egle FAM, une borne sup�erieure de ~opt est :

~opt 6 t + �M +

P
B 2 ~A P(B )

m2
+ P(B max ) 6 t +

P
B 2 ~A P(B )

m2
+ 2�M (3.1)

o�u P(B max ) d�esigne la plus grande dur�ee d'ex�ecution des batches de l'ensemble~A.
Soit ~B le batch report�e de l'intervalle � i vers l'intervalle � i +1 , alors

P
B 2 ~A P(B ) =

P
B 2 ~An ~B

P(B ) + P( ~B ) 6
P

B 2 ~An ~B P(B ) + �M , o�u ~A n ~B repr�esente l'ensemble des batches �a ordonnancer
apr�es t.

Soit A la liste de batches ordonnancer apr�es la datet dans l'ordonnancement optimalS. En
observant les op�erations de construction et d'indexation de l'algorithme ST, il est �evident queP

B 2 ~An ~B P(B ) 6
P

B 2A P(B ). D'o�u
P

B 2 ~A P(B ) 6
P

B 2A P(B ) + �M ce qui implique :

t +

P
B 2 ~A P(B )

m2
+ 2�M 6 t +

P
B 2A P(B ) + �M

m2
+ 2�M

De plus t +
P

B 2A P (B )
m2

est une borne inf�erieure de opt, donc en utilisant l'in�egalit�e 3.1, nous
obtenons ~opt 6 opt + �M

m2
+ 2�M , or M 6 � opt d'o�u :

~opt 6 (1 + (2 +
1

m2
)� 2)opt

�

3.2.4 Ordonnancement des tâches longues

D'apr�es le lemme 3.2.5 le nombre de dur�ees d'ex�ecution distinctes de tâches longues est
suppos�e ind�ependant du nombre de tâches et donc constant par rapport �a la taille de l'instance.

4. au sens du nombre de tâches �a ordonnancer au d�ebut de l'intervalle � i
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Ainsi nous pouvons �enum�erer tous les ordonnancements r�ealisables detâches longues en un temps
polynomial par rapport �a la taille de l'instance originelle. A�n de faciliter l'�enum�eration nous
utilisons les concepts decon�guration machine et de pro�l d'ex�ecution d�evelopp�es par Hall et
Shmoys [97]. Unecon�guration machine d�etaille pour une machine, intervalle apr�es intervalle,
le nombre de batches pour chaque dur�ee d'ex�ecution, alors qu'unpro�l d'ex�ecution regroupe
l'ensemble des con�gurations machines de l'ordonnancement, soitm2 con�gurations.

Soit � un ordonnancement r�ealisable. Supprimons de� toutes les tâches et batches courts
a�n de conserver uniquement les batches longs vid�es de leurs tâches, on les nommebatches
longs vides. C'est-�a-dire que seule la dur�ee d'ex�ecution du batch est conserv�ee. Ainsi �a chaque
machine correspond une paire de vecteurs (�; �) qui respecte l'ordonnancement � . Cette paire
de vecteurs � = ( � 1; : : : ; � 1

� + 1) et � = ( � 1;1; : : : ; � 1;v; � 2;1; : : : ; � 2;v; : : : ; � 1
� + 1;1; : : : ; � 1

� + 1;v) est
appel�ee con�guration de machine, et � et � sont tels que � i d�esigne le nombre de batches
longs ex�ecut�es sur la machine pendant l'intervalle � i , alors que� i;j ; 8i = 1; : : : ; 1

� ; 8j = 1; : : : ; v
d�esigne le nombre de batches longs de dur�ee d'ex�ecution ~aj commen�cant dans l'intervalle � i

sur la machine. Notons que8i = 1; : : : ; 1
� ;

P v
i = 1 � i;j = � i . La longueur de chaque intervalle� i ,

i = 1; : : : ; 1
� est �egale �a M , hormis le dernier intervalle � 1

� + 1 dont la longueur est �egale �a 2
� M .

Or dans cette sous-section seuls les batches longs nous int�eressent, donc la dur�ee d'un batch est
sup�erieure �a �M . C'est pourquoi les 1

� premiers intervalles � i ; i = 1; : : : ; 1
� contiennent moins de

1
� batches longs, et l'intervalle � 1

� + 1 contenant quant-�a-lui au plus 2
� 2 batches longs. De plus, les

dur�ees d'ex�ecution des batches longs vides sont choisies parmiv valeurs, avecv 6 b1+ log1+�
1
� 2 c

(lemme 3.2.5). Ainsi si w batches longs commencent sur la machine pendant l'intervalle� i , le
nombre de con�gurations de cette machine possibles pour cet intervalle est au plusvw . Comme
w peut prendre chaque valeur enti�ere entre 0 et1

� le nombre total de con�gurations du vecteur

� i = ( � i;1 ; : : : ; � i;v ) est �egal �a 1 + v + � � � + v
1
� . Donc le nombre de con�gurations de machines

pour tous les intervalles � i est inf�erieur �a (1 + v + � � � + v
1
� )

1
� � (1 + v + � � � + v

2
� 2 ) < 2

1
� � v

3
� ,

nombre ind�ependant de n.
Ce qui nous permet de d�e�nir un pro�l d'ex�ecution comme un tuple ( m1; : : : ; m ), o�u mi

d�esigne le nombre de machines avec la con�gurationi dans l'ordonnancement. Ainsi nous consi-
d�erons uniquement (m + 1)  pro�ls d'ex�ecution, o�u  < 2

1
� � v

3
� .

3.2.5 Sch�ema d'approximation polynomial (PTAS)

Les sous-sections pr�ec�edentes nous ont permises de partitionner l'horizon temporel en (1
� + 1)

intervalles, et de partitionner les tâches en deux groupes en indiquant comment traiter chaque
groupe en l'absence de tâches de l'autre groupe. L'objectif de cette derni�ere sous-section est
donc d'ordonnancer les deux groupes de tâches en harmonie. Nous allons tout d'abord pr�esenter
deux nouveaux lemmes a�n de s�eparer les phases d'ordonnancement des deux groupes de tâches.
Finalement nous pr�esentons l'algorithme LT-ST qui est un sch�ema d'approximation polynomial
(PTAS) pour le probl�eme Bm 2jGU

p = INT; b = k; �r i jCmax .
Le principe de ce sch�ema d'approximation polynomial est le suivant : cr�eer un pro�l d'ex�ecu-

tion � et assigner les tâches longues �a ce pro�l (l'ordonnancement r�esultant doit être r�ealisable).
L'objectif est ensuite d'ordonnancer les tâches courtes dans les intervalles� i (i = 1; : : : ; 1

� + 1)
chaque fois qu'il est possible de placer le plus grand batch court, c'est-�a-dire chaque fois qu'il
y a assez de tâches disponibles au d�ebut de l'intervalle� i et qu'il y a un temps mort sur une
machine pendant l'intervalle � i .

Lemme 3.2.7 Avec une perte d'un facteur(1 + � ), nous supposons qu'aucun batch court n'est
ex�ecut�e dans deux intervalles di��erents.
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Preuve. Lorsque l'ex�ecution d'un batch court dans un temps mort de l'intervalle � i se termine
dans l'intervalle � i +1 , nous �etirons l'intervalle � i d'une longueur suppl�ementaire inf�erieure �a �M ,
ce qui permet de compl�eter l'ex�ecution du batch court durant l'intervalle � i . Comme au plus 1

�
intervalles peuvent être �etir�es, la perte entrâ�n�ee est inf�erieure �a �M � 1

� . Or M 6 � opt, d'o�u
une perte inf�erieure �a � opt.

�

Lemme 3.2.8 Avec une perte d'un facteur(1 + � + � 2), nous supposons qu'aucune tâche courte
n'est ordonnanc�ee dans un batch long.

Preuve. D'apr�es le lemme 3.2.3, dans chaque intervalle au plus un batch long peut contenir des
tâches courtes. Or toutes les tâches courtes incluses dans un batch long sont compatibles entre
elles, il est donc possible d'�etendre l'intervalle d'au plus�M pour ordonnancer ces tâches courtes
dans un batch court. �Etant donn�e qu'il y a ( 1

� + 1) intervalles, et que M 6 � opt, la perte est
inf�erieure �a ( � + � 2)opt.

�

Les concepts et lemmes pr�esent�es dans cette section nous permettent de d�e�nir l'algorithme
permettant de r�esoudre le probl�eme Bm 2jGU

p = INT; b = k; �r i jCmax .

Algorithme LT-ST

1. Cr�eer tous les pro�ls d'ex�ecution possibles comme indiqu�e dans la sous-section 3.2.4

2. Pour chaque pro�l d'ex�ecution, soit nb = 0.

(a) Assigner une con�guration �a chaque machine, en accord avec le pro�l. Si ce n'est pas
possible supprimer le pro�l.

(b) Pour chaque machine et chaque intervalle, s�equencer les batches longs vides le plus tôt
possible dans l'ordre d�ecroissant de leurs dur�ees d'ex�ecution. Si des batches doivent
être report�e �a l'intervalle suivant, supprimer le pro�l.

(c) Pour chaque intervalle, remplir les batches longs vides de l'intervalle par ordre d�e-
croissant de leur dur�ee d'ex�ecution. Ce remplissage consiste �a ce que chaque batch
contienne lesk (ou le plus possible) plus longues tâches compatibles dans la limite
du nombre de tâches disponibles. Si un batch reste vide, supprimer le pro�l. Sinon,
ajouter �a nb le nombre de tâches ordonnanc�ees, et mettre �a jour le nombre de tâches
restantes dans cet intervalle� i , c'est-�a-dire l � i = m1b(i �1)M

p c � nb.

(d) Ex�ecuter l'algorithme ST pour ordonnancer les tâches courtes dans les temps morts
laiss�es par les batches longs.

3. S�electionner le meilleur ordonnancement r�ealisable.

Lemme 3.2.9 L'algorithme LT-ST est un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS) pour le
probl�eme Bm 2jGU

p = INT; b = k; �r i jCmax , avec une dur�ee d'ex�ecution en O(n logn + n � (m +

1) ), avec  < 2
1
� � v

3
� .

Preuve. Comme l'ordonnancement optimal est associ�e �a l'un des (m + 1)  pro�ls d'ex�ecu-
tion, et que tous les pro�ls d'ex�ecution sont explor�es, l'algorithme LT-ST fournit une solution
approch�ee de la solution optimale. L'algorithme LT-ST g�en�ere, pour un pro�l donn�e, un or-
donnancement optimal des tâches longues. De plus l'application de l'algorithme ST entrâ�ne une
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perte inf�erieure �a 1+(2+ 1
m2

)� 2. Cette perte, associ�ee aux r�esultats des lemmes 3.2.2, 3.2.4, 3.2.7
et 3.2.8 nous obtenons que l'algorithme LT-ST entrâ�ne une perte d'un facteur 1+4�+(3+ 1

m2
)� 2.

Notons que l'algorithme LT-ST ex�ecute (m+1)  l'algorithme ST pour ordonnancer les tâches
courtes. Or la premi�ere �etape de l'algorithme ST est une op�eration de trie, qui peut être ex�ecuter
pr�ealablement, la complexit�e des autres �etapes de l'algorithme ST estO(n), donc la complexit�e
de l'algorithme LT-ST est O(n logn + n � (m + 1)  ).

�

3.3 Conclusion du chapitre

Dans la premi�ere section de ce chapitre nous avons d�evelopp�e 6 heuristiques constructives
avec garantie de performance pour le probl�eme de minimisation de la dur�ee de l'ordonnance-
ment d'un owshop hybride avec machines �a traitement par batches et compatibilit�e entre les
tâches, probl�eme not�e HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax . Nous avons �egalement adapt�e
ces m�ethodes et leurs garanties de performance aux probl�emes avec une seule machine sur l'un
des �etages (HF2(1; Bm) jGp = INT; b = kjCmax et HF 2(m; B )jGp = INT; b = kjCmax ). �A la
lecture de la section pr�esentant les r�esultats exp�erimentaux 3.1.5, nous remarquons qu'au moins
une de ces heuristiques fournit tr�es rapidement une solution int�eressante. E�ectivement pour
nos instances de tests compos�ees de 200 tâches les r�esultats �etaient obtenues instantan�ement et
l'�ecart moyen par rapport �a la borne inf�erieure est inf�erieure �a 1% alors que l'�ecart maximum
est de 8%.

La seconde section de ce chapitre pr�esente un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS)
pour le probl�eme de minimisation de la dur�ee de l'ordonnancement d'un owshop hybride avec
machines �a traitement par batches, compatibilit�e entre les tâches et dur�ees d'ex�ecution identique
sur le premier �etage, probl�eme not�e HF 2(m1; Bm 2)jGU

p = INT; b = k; pj = pjCmax .

Nous avons publi�e les r�esultats pr�esent�es dans cette section dans la revueComputer & Ope-
ration Research [19] ainsi qu'en tant qu'article long lors de la conf�erence ROADEF'07. Dans ce
manuscrit nous avons modi��e la pr�esentation des m�ethodes qui nous semble plus adapt�e �a une
th�ese, nous avons �egalement ajout�e l'�etude des m�ethodes pour le probl�eme inverse.
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Chapitre 4

M �ethodes Exactes

Ce chapitre est d�edi�e �a la r�esolution exacte du probl�eme de owshop hybride avec machines
�a traitement par batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles (HF 2(m1; Bm 2)jGp =
INT; b = kjCmax ). Alors que dans la premi�ere section du chapitre pr�ec�edent nous avons d�e�ni
des heuristiques constructives a�n de fournir des solutions approch�ees du probl�eme, les m�ethodes
pr�esent�ees dans ce chapitre permettent l'�enum�eration implicite de toutes les solutions a�n de
fournir une solution optimale du probl�eme HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax .
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4.1 M�ethodes par s�eparation �evaluation pour le owshop hy-
br ide

Les proc�edures par s�eparation �evaluation (PSE) pour la minimisation du makespan sur un
owshop hybride classique (machines disjonctives) d�evelopp�ees jusqu'�a pr�esent sont de deux
types. Nous pr�esentons leurs principes g�en�eraux dans ce paragraphe et d�etaillons la m�ethode de
Carlier et N�eron [31] dans la sous-section suivante. Le premier type de proc�edures, d�evelopp�e
par Brah et Hunsucker en 1991 [26], consiste �a ordonnancer les tâches �etage apr�es �etage, du
premier au dernier �etage, et machine apr�es machine. Pour cette �enum�eration, il utilise un arbre
de recherche avec deux types de n�uds o�u chaque type de n�ud indique si la tâche est ex�ecut�ee
sur une nouvelle machine ou non (sur la même machine que la tâche pr�ec�edente). Ce type de
proc�edure a �et�e am�elior�e par la suite notamment par Portmann et al. [184] et Vignier [215]. Le
second type de proc�edure d�evelopp�e par Carlier et N�eron en 2000 [31], ordonnance les tâches
�etage apr�es �etage, du plus critique au moins critique, �a l'aide d'un ordonnancement de liste,
contrairement �a la m�ethode de Brah et Hunsucker qui ordonnance toutes les tâches d'une machine
avant d'ordonnancer les tâches de la machine suivante.

Dans cette section nous pr�esentons le principe de la m�ethode par s�eparation �evaluation pour
le owshop hybride d�evelopp�ee par Carlier et N�eron [31] en 2000. Ensuite nous l'adaptons aux
probl�emes de minimisation du makespan pour des owshops �a deux �etages.

4.1.1 M�ethode de Carlier et N�eron

Pour rappel, l'objectif d'une proc�edure par s�eparation �evaluation (PSE) est d'�enum�erer im-
plicitement toutes les solutions r�ealisables �a l'aide d'un arbre de recherche pour lequel chaque
n�ud correspond �a un sous-probl�eme. La proc�edure d�evelopp�ee par Carlier et N�eron [31] �enu-
m�ere les ordonnancements r�ealisables �a l'aide d'une liste de tâches pour chaque �etage. Ces listes
de tâches sont ordonnanc�ees suivant la r�egle d�evelopp�ee par Carlier [30]. Cette r�egle consiste
�a ordonnancer les tâches suivant la r�egle FAM (First-Available-Machine, voir 3.1.1) en respec-
tant les contraintes de disponibilit�e de la tâche sur l'�etage en cours d'ordonnancement. L'ordre
de traitement des �etages n'est pas chronologique mais la proc�edure commence par �enum�erer
les ordonnancements de l'�etage le plus critique pour terminer par ordonnancer l'�etage le moins
critique.

Chaque n�ud de l'arbre de recherche correspond �a un ensemble de listes de tâches, une
liste compl�ete (contenant n tâches) pour chaque �etage totalement s�equenc�e, et une liste partielle
pour l'�etage en cours de s�equencement. Ainsi l'ordonnancement d'un �etage ne peut donc pas être
r�ealis�e avant que tous les �etages qui le pr�ec�edent soient s�equenc�es. Par exemple, si le premier
�etage est l'�etage le moins critique, aucun �etage ne peut-être ordonnanc�e avant le dernier niveau
de l'arbre. La limitation du nombre de n�uds explor�es ne peut donc s'e�ectuer sur la base
des ordonnancements, Carlier et N�eron ont donc utilis�e le concept defenêtre d'ex�ecution. Ce
principe de fenêtre d'ex�ecution utilise le fait que les op�erations de la tâche qui pr�ec�edent et qui
suivent l'�etage courant doivent être ex�ecut�ees avant et apr�es l'ex�ecution de l'op�eration courante,
et ceci en moins de temps que pour le meilleur ordonnancement obtenu jusqu'�a pr�esent (durant le
parcours de l'arbre ou �a l'aide d'une heuristique). L'ex�ecution des op�erations pr�ec�edant celle de
l'�etage actuel implique que la tâche actuelle ne peut commencer avant une certaine date. Mais si
l'on souhaite terminer l'ex�ecution des op�erations qui suivent la tâche actuelle avant la meilleure
date de �n actuelle, la tâche en cours d'ordonnancement doit être termin�ee �a une certaine date.
Ces deux propositions implique l'utilisation de fenêtres d'ex�ecution.
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4.1.2 Adaptation au probl�eme de owshop hybride avec machines �a traite-
ment par batches au second �etage

Dans notre cas l'�etage critique est soit le premier, soit le dernier. Or dans le chapitre pr�ec�edent
nous avons remarqu�e que les probl�emes de minimisation du makespan pour les owshops sont
sym�etriques c'est pourquoi nous pouvons supposer que le premier �etage est toujours l'�etage
le plus critique (du probl�eme originel ou du probl�eme invers�e). Ainsi la m�ethode de Carlier
et N�eron consiste �a �enum�erer tous les ordonnancements du premier �etage, puis �a r�esoudre le
probl�eme r�esultant au second �etage.

En r�esum�e, ces proc�edures par s�eparation �evaluation pour le owshop �a deux �etages sont
divis�ees en deux phases. Lors de la premi�ere phase les ordonnancements du premier �etage (du
probl�eme originel ou du probl�eme invers�e) sont �enum�er�es, �a la suite de cette �enum�eration nous
obtenons un ensemble d'ordonnancement r�ealisable du premier �etageS. Lors de la seconde phase
nous cherchons pour chaque ordonnancement r�ealisable du premier �etage, l'ordonnancement du
second �etage minimisant le makespan. Ainsi �a la �n de la seconde �etape nous obtenons des ordon-
nancements r�ealisable du probl�eme de owshop hybride �a deux �etages. Les ordonnancements du
premier �etage sont utilis�es par la seconde �etape sous forme de dates de disponibilit�e des tâches,
ainsi chaque ordonnancement est transform�e en un ensemble de dates de disponibilit�e �a l'aide
de la transformation suivante : chaque date de �n d'ex�ecution sur le premier �etage est �egale
�a la date de disponibilit�e de la tâche pour la seconde �etape. Ce qui nous permet de r�esoudre
deux probl�emes de machines parall�eles plutôt qu'un seul probl�eme de owshop hybride �a deux
�etages. La premi�ere phase est une phase d'�enum�eration des ordonnancements non domin�es d'un
probl�eme de machines parall�eles, alors que la deuxi�eme �etape consiste �a r�esoudre un certain
nombre de probl�eme de machines parall�eles avec dates de disponibilit�e. En fonction de l'�etage le
plus critique la m�ethode traite le probl�eme originel ou le probl�eme inverse, mais le principe reste
inchang�e. Cette m�ethode a �et�e utilis�ee par Haouari et al. [101] pour le probl�eme de minimisation
de owshop hybrides �a deux �etages avec machines disjonctives.

Lorsque nous adaptons cette technique �a notre probl�eme, nous remarquons que la di��erence
de type de machines entre les deux �etages impose de d�evelopper deux proc�edures distinctes. En
e�et dans le cas o�u le premier �etage est plus critique, nous traitons le probl�eme originel donc la
premi�ere �etape consiste �a r�esoudre le probl�eme d'�enum�eration d'ordonnancements de machines
parall�eles Pm1jj� et la seconde �etape consiste �a minimiser le makespan de machines parall�eles
�a traitement par batches, intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles et dates de disponibilit�e
Bm 2jGp = INT; b = k; r j jCmax . En revanche lorsque l'�etage le plus critique est le second �etage
la proc�edure s'applique au probl�eme inverse HF 2(Bm 2; m1)jGp = INT; b = kjCmax , ainsi la
premi�ere �etape est une �enum�eration d'ordonnancements de machines parall�eles �a traitement
par batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatiblesBm 2jGp = INT; b = kj� et la
seconde �etape consiste �a minimiser le makespan de machines parall�eles disjointes avec dates de
disponibilit�e Pm1jr j jCmax . Nous appelons la premi�ere m�ethode, lorsque le premier �etage est
critique, m�ethode directe, et nous la pr�esentons dans la section 4.2 alors que la seconde m�ethode,
appel�ee M�ethode inverse, est pr�esent�ee dans la section 4.3.

La proc�edure peut être r�esum�ee comme suit :

1. �Enum�erer tous les ordonnancements du premier �etage.

2. Pour chaque ordonnancement du premier �etage :

(a) Transformer les dates de �n d'ex�ecution du premier �etage en dates de disponibilit�e.

(b) R�esoudre le probl�eme de machines parall�eles avec dates de disponibilit�e r�esultant.
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3. Retourner le meilleur ordonnancement obtenu.

Nous pr�esentons les m�ethodes par �etapes, en commen�cant par une br�eve introduction de
l'objectif de l'�etape et une introduction �a la m�ethode impl�ement�ee pour atteindre cet objectif.
Ensuite pour les �etapes utilisant une proc�edure par s�eparation �evaluation, nous d�etaillons le
sch�ema de s�eparation, c'est-�a-dire que nous d�e�nissons le crit�ere de s�eparation entre les di��erents
enfants d'un même parent. En�n nous pr�esentons les bornes inf�erieures et les di��erentes r�egles
de dominance.

4.2 M�ethode directe

Dans cette section nous d�eveloppons une PSE pour le probl�eme initial (HF2(m1; Bm 2)jGp =
INT; b = kjCmax ) �a utiliser lorsque l'�etage le plus critique est le premier �etage. Comme nous
l'avons indiqu�e dans la section pr�ec�edente cette PSE est divis�ee en deux �etapes. Dans la pre-
mi�ere �etape, la proc�edure �enum�ere tous les ordonnancements non domin�es (pour le owshop)
du premier �etage, c'est-�a-dire l'�enum�eration des solutions du probl�eme Pm1jj� o�u la valeur
du champ  indique l'�enum�eration des solutions. La seconde �etape de la proc�edure consiste �a
obtenir le meilleur ordonnancement du second �etage pour chaque ordonnancement du premier
�etage. C'est-�a-dire la r�esolution d'un probl�eme de machines parall�eles �a traitement par batches
et compatibilit�e entre les tâches Bm 2jGp = INT; b = k; r j jCmax pour chaque ordonnancement
du premier �etage, repr�esent�e par les dates de disponibilit�e.

La �gure 4.1 permet de visionner le d�eroulement de la
PSE. L'arbre principal repr�esente l'arbre cr�e�e lors de la
premi�ere �etape. Lorsqu'une feuille de cet arbre principal
est cr�e�ee (feuille repr�esent�ee par un n�ud carr�e), alors la
seconde �etape est ex�ecut�ee pour obtenir le meilleur ordon-
nancement respectant l'ordonnancement du premier �etage
fourni par la feuille. Cette seconde �etape d�eveloppe ainsi
un sous-arbre dit secondaire lors de la cr�eation de chaque
feuille de l'arbre principal. Les deux �etapes ne sont donc
pas successives, mais la seconde �etape est imbriqu�ee dans
la premi�ere.

Figure 4.1 { Exemple d'arbre de
recherche pour la m�ethode directe
(PSE).

4.2.1 Premi�ere �etape

L'objectif de cette �etape est de fournir un ensemble d'ordonnancement du premier �etage, tel
qu'il existe un ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride HF 2(m1; Bm 2)jGp =
INT; b = kjCmax dont l'ordonnancement du premier �etage appartient �a l'ensemble d'ordon-
nancement fourni par cette �etape. �A d�efaut d'une m�ethode permettant d'obtenir directement
un ordonnancement du premier �etage fournissant un ordonnancement des deux �etages optimal,
nous �enum�erons tous les ordonnancements du premier �etage pour lesquels nous n'avons pas la
certitude qu'un autre ordonnancement du premier �etage ne fournisse un ordonnancement global
au moins aussi bon. Finalement chacun de ces ordonnancements est transform�e en un ensemble
de dates de disponibilit�e pour la seconde �etape de la proc�edure.
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4.2. M�ethode directe

A�n de simpli�er la compr�ehension de la proc�edure, nous s�eparons l'arbre de recherche de la
proc�edure globale (owshop) en un arbre de recherche pour le premier �etage, et un ensemble
d'arbres de recherche pour le second �etage tel que chaque feuille de l'arbre du premier �etage
corresponde �a la racine de l'un des arbres du second �etage. Il y a donc un arbre du second �etage
par feuille de l'arbre du premier �etage, il est donc toujours possible de rassembler les di��erents
arbres de recherche pour obtenir arbre de recherche originel.

Sch�ema de s�eparation. Lors de la premi�ere �etape de la proc�edure, qui correspond au premier
�etage trait�e, un n�ud repr�esente une liste partielle de tâches. Un n�ud N 1

l de niveaul correspond
�a un ordonnancement partiel de l tâches, obtenu en ajoutant une tâche sur la premi�ere machine
disponible suite �a l'ordonnancement desl � 1 tâches du n�ud parent. Remarquons qu'�etant
donn�e que les tâches sont ajout�es en �n de liste, l'ordonnancement desl tâches du n�ud N 1

l
n'est pas modi��e par ses successeurs. Ainsi les n�uds de niveaun (et n � 1 par d�eduction)
correspondent �a des ordonnancements complets du premier �etage. Remarquons qu'il existe une
bijection entre une liste et un ordonnancement, en e�et, lorsque l'on impose que si plusieurs
machines sont disponibles �a la même date, la tâche doit être plac�ee sur celle de plus petit indice,
une liste de tâche fournit un ordonnancement unique. De plus, dans ces conditions, la mani�ere
de repr�esenter un ordonnancement par une liste est unique.

Quant aux strat�egies d'explorations de l'arbre de recherche, la pr�esence des batches ne permet
pas une utilisation simple des strat�egies bas�ees sur les divergences tels les m�ethodes d�evelopp�ees
par Hmida et al. [106]. En e�et nous ne pouvons garantir l'optimalit�e d'une cr�eation de batches en
temps polynomial pour le owshop, et donc pour chaque divergence le nombre de possibilit�e serait
trop important pour fournir des r�esultats int�eressants. De plus deux ordonnancements du premier
�etage relativement di��erents peuvent fournir un ordonnancement global de même qualit�e. Il n'est
donc pas int�eressant d'�enum�erer tous les ordonnancements du premier �etage avant de r�esoudre
le premier probl�eme du second �etage. C'est pourquoi une strat�egie d'exploration en \largeur
d'abord" n'est pas adapt�ee �a ce type de probl�eme. C'est pourquoi nous avons pr�ef�er�e utiliser
une strat�egie de recherche en \profondeur d'abord" qui nous permet notamment d'am�eliorer
rapidement notre borne sup�erieure.

La d�e�nition de l'arbre de recherche e�ectu�ee, nous remarquons que l'arbre poss�ede autant de
feuille qu'il existe de combinaison desn tâches, c'est �a dire n!. Il est donc obligatoire, si l'on veut
obtenir une m�ethode e�cace de supprimer certaines branches de l'arbre, ce que nous permettent
les bornes inf�erieures et les r�egles de dominances.

Bornes inf�erieures. Pour chaque n�ud de l'arbre nous souhaitons savoir s'il est possible
d'obtenir un ordonnancement du owshop, bas�e sur la liste partielle de tâches du n�ud en
cours, de meilleure qualit�e que le meilleur ordonnancement connu. Si ce n'est pas possible alors
il est inutile d'explorer la branche de ce n�ud. Pour �evaluer cette capacit�e nous calculons des
bornes inf�erieures du makespan optimal d'ordonnancement des deux �etages bas�es sur la liste
de tâches partielle du n�ud courant, puis nous comparons la plus grande de ces bornes avec
le makespan du meilleur ordonnancement connu. Si la borne est sup�erieure au makespan du
meilleur ordonnancement connu alors le n�ud n'est pas explor�e. A�n d'acc�el�erer l'ex�ecution de
la PSE, nous utilisons comme meilleur ordonnancement initial la meilleure solution obtenue par
les heuristiques pr�esent�ees dans le chapitre M�ethodes Approch�ees.
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Soient t1
1; t1

2; : : : ; t1
m1

les dates de disponibilit�e des machines au premier �etage, index�ees
par dates de disponibilit�e croissantes. SoientJ l'ensemble des tâches non ordonnanc�ees, et
p1; p2; : : : ; pjJ j leurs dur�ees d'ex�ecution sur le premier �etage, index�es par dur�ees d'ex�ecution
croissantes, eta1; a2; : : : ; ajJ j les dur�ees d'ex�ecution minimales de ces tâches au second �etage.
Les plus petites dates de disponibilit�e de tâches au second �etage sont not�eest2

1; t2
2; : : : ; t2

m2
o�u

t2
1 = t1

1 + p1; t2
2 = minft 1

2; t2
1g + p2; : : : .

Borne 5 LBD p
1. Chaque tâche non ordonnanc�eej 2 J doit être ex�ecut�ee sur le premier

puis sur le second �etage.
Aucune machine du premier �etage n'est disponible avant la datet1

1, donc la date de �n
d'ex�ecution d'une tâche j quelconque sur le second �etage est sup�erieure �at1

1 + pj + aj . D'o�u

LBD p
1 = max

j 2 J
(t1

1 + pj + aj )

B ornes LBD p
2 et LBD p

3. Toutes les tâches non ordonnanc�ees doivent être ex�ecut�ees sur
le second �etage.

Au moins une tâche doit être disponible pour que le premier batch puisse être ex�ecut�e,
c'est pourquoi nous supposons que la date de disponibilit�e de la premi�ere machine �egale �at2

1.
Au minimum une deuxi�eme tâche doit être disponible pour ex�ecuter la seconde tâche, nous
supposons donc que la date de disponibilit�e de la seconde machine du deuxi�eme �etage �egale �a
t2
2...

Par ailleurs, nous relaxons le probl�eme d'ordonnancement du premier �etage en supposant
que toutes les tâches sont disponibles au d�ebut de l'ordonnancement, et que les machines sont
disponibles aux datest2

1; : : : ; t2
m2

. Le probl�eme r�esultant est un probl�eme de machines parall�eles
�a traitement par batches avec compatibilit�e entre les tâches, sans dates de disponibilit�e des
tâches. Ce probl�eme reste NP-Di�cile, mais nous avons propos�e une borne inf�erieure pour ce
probl�eme dans la section 3.1.2 �egale �a CF CBLP T

max (J )
m2

o�u CF CBLP T
max (J ) d�esigne la charge minimale

en regroupant les tâches de l'ensembleJ dans des batches. D'o�u la borne :

LBD p
2 =

P m2
i =1 t2

i + CF CBLP T
max (J )

m2

Soit J 0
r j > t1

1
la liste des tâches d�ej�a plac�ees sur le premier �etage dont les dates de disponibilit�e

au second �etage sont sup�erieures �at1
1. Ajoutons ces tâches aux tâches restantes dans la borne

LBD p
2. Alors, les dates de disponibilit�e t

02
1 ; t

02
2 ; : : : ; t

02
m2

des machines du second �etage sont �egales
aux m2 plus petites valeurs parmi t2

1; : : : ; t2
m2

et r j ; 8j 2 J 0
r j > t1

1
. D'o�u :

LBD p
3 =

P m2
i =1 t

02
i + CF CBLP T

max (J [ J 0
r j > t1

1
)

m2

R�egles de dominances. Il est �egalement possible d'�eviter de cr�eer certains n�uds en u tilisant
les r�egles de dominances. Ces r�egles permettent, sans le moindre calcul de ne pas explorer des
n�uds domin�es, qui ont un �equivalent fournissant des ordonnancements de qualit�e �egale. Nous
pr�esentons ici deux r�egles de dominance pour la premi�ere �etape de la m�ethode directe.

5. La notation des bornes est la suivante L BT arbre
i , o�u

{ T est �egal �a D si la borne est utilis�ee pour la m�ethode directe ou I si elle est utilis�ee pour la m�ethode
inverse.

{ arbre est �egal �a p si la borne est utilis�ee dans l'arbre principal ou s si elle est utilis�e dans l'arbre secondaire.
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4.2. M�ethode directe

Premi�ere r�egle de dominance. Deux tâches sont�equivalentes si leurs dur�ees d'ex�ecution
sur les deux �etages sont identiques.

Si deux tâchesj i et j k sont �equivalentes telles quei < k , alors la tâche j i pr�ec�ede la tâche
j k .

Cette r�egle permet de ne pas explorer deux ordonnancements �egaux pour lesquels seules deux
tâches �equivalentes sont �echang�ees.

Seconde r�egle de dominance.
Les indices desm1 premi�eres tâches de la liste sont tri�es par ordre croissant.

Cette r�egle permet de ne pas explorer deux ordonnancements �egaux pour lesquels les en-
sembles de tâches de deux machines ont �et�e �echang�es.

4.2.2 Seconde �etape.

L'objectif de cette �etape est de fournir un ordonnancement optimal des deux �etages dont l'or-
donnancement du premier �etage appartient �a l'ensemble des ordonnancements du premier �etage
fourni par la premi�ere �etape de la proc�edure. �Etant donn�e que l'on ne peut toujours pas d�eter-
miner a priori un ordonnancement du premier �etage fournissant un ordonnancement optimal,
nous devons tester tous les ordonnancements du premier �etage fourni par la proc�edure. Dans ces
conditions, cette seconde �etape doit chercher un ordonnancement optimal des deux �etages pour
chaque ordonnancement du premier �etage. Les tâches sont disponibles pour être ex�ecut�ees dans
un batch au second �etage d�es que leur ex�ecution est compl�et�ee au premier �etage, c'est pourquoi
nous transformons les dates de �n d'ex�ecution au premier �etage en dates de disponibilit�e au
second �etage. Suite �a cette transformation la seconde �etape consiste �a r�esoudre pour chaque
ordonnancement du premier �etage un probl�eme de machines parall�eles �a traitement par batches,
compatibilit�e entre les tâches et dates de disponibilit�e (Bm 2jGp = INT; b = k; r j jCmax . Or ce
probl�eme reste NP-di�cile, nous avons donc d�evelopp�e une proc�edure par s�eparation �evaluation
pour ce probl�eme.

Sch�ema de s�eparation. En pr�esence de batches �a capacit�e �nie, deux m�ethodes de branche-
ment sont habituellement utilis�ees, la premi�ere consiste �a ajouter, �a chaque n�ud, une tâche
�a la liste de tâches de son parent en indiquant si la tâche est la premi�ere d'un nouveau batch
ou si elle est ordonnanc�ee dans le même batch que la pr�ec�edente. La seconde m�ethode consiste
�a ajouter, �a chaque n�ud, un batch �a la liste des batches de son parent. Nous avons choisi la
seconde m�ethode car elle permet, notamment, d'utiliser plus e�cacement les incompatibilit�es et
d'utiliser la dominance des solutions pour lesquels les batches sont remplis tant que leur dates
de d�ebut et de �n ne sont pas modi��ees.

La transformation d'une liste de batches en un ordonnancement du second �etage s'e�ectue
comme suit : lorsque toutes les tâches du premier batch sont disponibles, ce batch est plac�e sur
la premi�ere machine disponible. Il est supprim�e de la liste des batches et l'op�eration est r�eit�er�ee
tant qu'il reste des batches dans la liste.

Lors de cette seconde �etape, au cours de laquelle l'ordonnancement du premier �etage est
�xe, un n�ud repr�esente une liste partielle de batches accompagn�ee de l'ordonnancement du
premier �etage. L'ordonnancement du premier �etage �etant commun �a tout arbre de recherche du
second �etage, nous supposons par la suite que le n�ud repr�esente seulement la liste partielle de
batches. Un n�ud N 2

l de niveaul, correspond �a un ordonnancement partiel del batches obtenu
en ajoutant un batch sur la premi�ere machine disponible suite �a l'ordonnancement desl � 1
batches du n�ud parent. Pour les mêmes raisons que pour le premier �etage, l'ordonnancement
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de cesL batches n'est pas remis en cause dans les successeurs de ce n�ud. Cependant le nombre
de tâches par batch n'�etant pas �xe, les feuilles de l'arbre se situent �a di��erents niveaux.

Comme la seconde �etape repr�esente des sous-arbres de l'arbre de recherche global, il est naturel
de conserver une strat�egie de recherche en \profondeur d'abord".

Bornes inf�erieures. Les bornes inf�erieures de cette seconde �etape sont adapt�ees des deux
types de bornes de la premi�ere �etape. Dans cette �etape l'ordonnancement du premier �etage est
�x�e, ainsi les dates de disponibilit�e des tâches restantes sont donn�ees et non plus approxim�ees.
Supposons les tâches index�ees par dates de disponibilit�e croissantes.

Borne LBD s
1. Chaque tâche non ordonnanc�eej 2 J doit être ex�ecut�ee sur une machine

du second �etage.
Cette borne est une adaptation de la borneLBD p

1. L'ex�ecution des tâches non ordonnanc�ees
n�ecessite qu'une machine soit disponible et que la tâche le soit aussi. D'o�u la borne :

LBD s
1 = max

j 2 J
(maxft 2

1; r j g + aj )

Borne LBD s
2. Toutes les tâches non ordonnanc�ees doivent être ex�ecut�ees sur le second

�etage.
Cette seconde borne est une adaptation des bornesLBD p

2 et LBD p
3. Au moins une tâche

doit être disponible pour que le premier batch puisse être ex�ecut�e, c'est pourquoi nous suppo-
sons la date de disponibilit�e de la premi�ere machine disponible �egale �a t2

1. Au minimum une
deuxi�eme tâche doit être disponible pour ex�ecuter le second batch, nous supposons donc la date
de disponibilit�e de la seconde machine du deuxi�eme �etage �egale �at2

2...
Comme pour la premi�ere �etape, la borne inf�erieure de la charge moyenne minimale des

machines du second �etage que nous utilisons est �egale �aC
F CBLP T
max (J )

m2
. D'o�u la borne :

LBD s
2 =

P m2
i =1 maxft 2

i ; r i g + CF CBLP T
max (J )

m2

R�egles de dominance. La premi�ere r�egle que nous pr�esentons est une adaptation de la pre-
mi�ere r�egle de la premi�ere �etape. La seconde r�egle de la premi�ere �etape �etant sp�eci�que aux
premiers �etages, elle n'est pas adapt�ee ici, cependant la seconde r�egle de cette �etape est une
r�egle sp�eci�que aux derniers �etages. En�n la troisi�eme r�egle est une r�egle sp�eci�que aux batches,
autrement dit les batches doivent être pleins s'il existe des tâches disponibles et compatibles
avec la dur�ee d'ex�ecution du batch.

Premi�ere r�egle de dominance. Deux tâches sont�equivalentes au second �etage si leur
intervalle de dur�ee d'ex�ecution est identique, et si leurs dates de disponibilit�e sont inf�erieures �a
la date de disponibilit�e de la premi�ere machine disponible, ou si leurs dates de disponibilit�e sont
�egales.

Si deux tâchesj i et j k sont �equivalentes telles quei < k , alors la tâche j i pr�ec�ede la tâche
j k .
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Seconde r�egle de dominance. Soient t2
k la plus petite date de disponibilit�e d'une machine

du second �etage, etCbmin
j = max ft 2

k ; r j g + aj la plus petite date de �n d'ex�ecution d'un batch
candidat �B compos�e d'une seule tâche non-ordonnanc�eesj .

Les dates de disponibilit�e des batches ajout�es au n�ud sont inf�erieures �a Cbmin
j .

Cette r�egle permet de ne pas explorer les ordonnancements dans lesquels des batches peuvent
être ex�ecut�es pendant les temps morts.

Troisi�eme r�egle de dominance.
Si des tâches peuvent être ajout�ees au batchB sans modi�er sa date de �n d'ex�ecution,
alors B ne peut pas être ajout�e au n�ud courant.

Cette r�egle permet d'imposer le remplissage des batches avec les tâches compatibles qui sont
disponibles.

4.3 M�ethode inverse

Dans cette section nous d�eveloppons une PSE pour le probl�eme inverse (HF2(Bm 2; m1)jGp =
INT; b = kjCmax ) �a utiliser lorsque l'�etage le plus critique est le second �etage. Comme nous
l'avons indiqu�e dans la section introductive de ce chapitre, cette PSE est divis�ee en deux �etapes.
La proc�edure �enum�ere tous les ordonnancements non domin�es (pour le owshop) du premier
�etage du probl�eme inverse durant la premi�ere �etape, c'est-�a-dire l'�enum�eration des solutions du
probl�eme Bm 2jGp = INT; b = kj� o�u la valeur du champ  indique l'�enum�eration des solu-
tions. La seconde �etape de la proc�edure consiste �a obtenir le meilleur ordonnancement du second
�etage pour chaque ordonnancement du premier �etage. C'est-�a-dire la r�esolution d'un probl�eme de
machines parall�eles disjonctivesPm1jr j jCmax pour chaque ordonnancement du premier �etage,
repr�esent�e par les dates de disponibilit�e.

Pour rappel l'ordonnancement ainsi obtenu est un ordonnancement optimal du probl�eme
initial dans lequel les tâches sont ordonnanc�ees au plus tard. Toute cette section est consacr�ee
au probl�eme inverse, donc le premier �etage d�esigne l'�etage compos�e des machines �a traitement
par batches et le second �etage celui compos�e des machines disjonctives. A�n de simpli�er la
compr�ehension nous inversons �egalement les notations des �etages, ainsim1 d�esigne le nombre
de machines �a traitement par batches etm2 le nombre de machines disjonctives. Le probl�eme
�a r�esoudre est donc d�esormais not�e HF 2(Bm 1; m2)jGp = INT; b = kjCmax , et les probl�emes �a
r�esoudre au cours des deux �etapes sont not�esBm 1jGp = INT; b = kj� et Pm2jr j jCmax .

4.3.1 Premi�ere �etape

L'objectif de cette �etape est de fournir un ensemble d'ordonnancement du premier �etage, tel
qu'il existe un ordonnancement optimal du probl�eme de owshop hybride HF 2(Bm 1; m2)jGp =
INT; b = kjCmax dont l'ordonnancement du premier �etage appartient �a l'ensemble d'ordonnan-
cement fourni par cette �etape.

Le probl�eme �a r�esoudre au second �etage peut ici être r�esolu �a l'aide d'un algorithme de pro-
grammation dynamique. A�n de comparer les r�esultats obtenus par une m�ethode de programma-
tion dynamique et ceux obtenus par une proc�edure par s�eparation �evaluation pour le probl�eme
du second �etage nous pr�esentons ces deux types de m�ethodes. Lorsque l'on utilise une proc�edure
par s�eparation �evaluation au second �etage, il est comme pour la m�ethode inverse int�eressant de
s�eparer l'arbre de recherche a�n d'obtenir une m�ethode uni��ee pour la premi�ere �etape.
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Sch�ema de s�eparation. Pour les mêmes raisons que lors du choix de la m�ethode de bran-
chement de la seconde �etape de la m�ethode directe, nous utilisons la m�ethode de branchement
ajoutant un batch �a la liste de batches du n�ud parent.

La transformation d'une liste de batches en un ordonnancement du second �etage s'e�ectue
comme suit : lorsque toutes les tâches du premier batch sont disponibles, ce batch est plac�e sur
la premi�ere machine disponible. Il est supprim�e de la liste des batches et l'op�eration est r�eit�er�ee
tant qu'il reste des batches dans la liste.

Lors de cette seconde �etape, au cours de laquelle l'ordonnancement du premier �etage est �xe,
un n�ud repr�esente une liste partielle de batches accompagn�ee de l'ordonnancement du premier
�etage. L'ordonnancement du premier �etage �etant commun �a tout l'arbre de recherche du second
�etage, nous supposons par la suite que le n�ud repr�esente seulement la liste partielle de batches.
Un n�ud N 1

l de niveau l, correspond �a un ordonnancement partiel del batches obtenu en
ajoutant un batch sur la premi�ere machine disponible suite �a l'ordonnancement desl � 1 batches
du n�ud parent. Pour les mêmes raisons que pour le premier �etage, l'ordonnancement de ces
l batches n'est pas remis en cause dans les successeurs de ce n�ud. Cependant le nombre de
tâches par batch n'�etant pas �xe, les feuilles de l'arbre se situent �a di��erents niveaux.

Les caract�eristiques du probl�eme direct qui ont guid�e notre choix de strat�egie de recherche sont
pr�esentes �egalement pour le probl�eme inverse, c'est pourquoi nous utilisons �egalement ici une
strat�egie de recherche en \profondeur d'abord". Pour rappel, la pr�esence des batches ne permet
pas une utilisation simple des strat�egies bas�ees sur les divergences tels les m�ethodes d�evelopp�ees
par Hmida et al. [106]. En e�et nous ne pouvons garantir l'optimalit�e d'une cr�eation de batches
en temps polynomial pour le owshop, et donc pour chaque divergence le nombre de possibilit�e
serait trop important pour fournir des r�esultats int�eressants. De plus deux ordonnancements
du premier �etage relativement di��erents peuvent fournir un ordonnancement global de même
qualit�e. Il n'est donc pas int�eressant d'�enum�erer tous les ordonnancements du premier �etage
avant de r�esoudre le premier probl�eme du second �etage, une strat�egie d'exploration en \largeur
d'abord"n'est donc pas adapt�ee �a ce type de probl�eme. C'est pourquoi nous avons pr�ef�er�e utiliser
une strat�egie de recherche en \profondeur d'abord" qui nous permet notamment d'am�eliorer
rapidement notre borne sup�erieure.

La d�e�nition de l'arbre de recherche e�ectu�ee, nous remarquons que l'arbre poss�ede autant de
feuille qu'il existe de combinaison desn tâches, c'est �a dire n!. Il est donc obligatoire, si l'on veut
obtenir une m�ethode e�cace de supprimer certaines branches de l'arbre, ce que nous permettent
les bornes inf�erieures et les r�egles de dominances.

Bornes inf�erieures. L'int�erêt de l'utilisation d'une bonne inf�erieure ayant �et�e d�evelopp�e pour
la m�ethode directe, nous ne le rappelons pas ici.

Soient t1
1; t1

2; : : : ; t1
m1

les dates de disponibilit�e des machines au premier �etage, index�ees par
dates de disponibilit�es croissantes. SoientJ l'ensemble des tâches non ordonnanc�ees,a1; a2; : : : ; ajJ j

les dur�ees d'ex�ecution minimales sur le premier �etage des tâches non ordonnanc�eesJ index�es
par dur�ees d'ex�ecution croissantes, et p1; p2; : : : ; pjJ j repr�esentent les dur�ees d'ex�ecution de ces
tâches au second �etage. Les plus petites dates de disponibilit�e de tâches au second �etage sont
not�ees t2

1; t2
2; : : : ; t2

m2
o�u t2

1 = t1
1 + a1; : : : ; t2

k = t1
1 + ak ; t2

k+1 = t1
2 + ak+1 : : :

Borne LBI p
1 . Chaque tâche non ordonnanc�eej 2 J doit être ex�ecut�ee sur le premier puis

sur le second �etage.
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Cette borne est une adaptation de la borneLBD p
1. Aucune machine du premier �etage n'est

disponible avant la datet1
1, donc la date de �n d'ex�ecution d'une tâche j quelconque sur le second

�etage est sup�erieure �a t1
1 + aj + pj . D'o�u la borne :

LBI p
1 = max

j 2 J
(t1

1 + aj + pj )

B ornes LBI p
2 et LBI p

3 . Toutes les tâches non ordonnanc�ees doivent être ex�ecut�ees sur le
second �etage.

Ces bornes sont des adaptations des bornesLBD p
2 et LBD p

3. Pour que la premi�ere tâche
puisse être ex�ecut�ee sur le second �etage, au moins un batch compos�e d'une seule tâche doit
être compl�eter, c'est pourquoi nous supposons que la date de disponibilit�e de la premi�ere ma-
chine �egale �a t2

1. Pour que la seconde tâche puisse être ex�ecut�ee, une deuxi�eme tâche doit être
ex�ecut�ee, si la capacit�e des batches le permet cette tâche peut appartenir au même batch que
la premi�ere tâche. C'est pourquoi nous supposons que la date de disponibilit�e de la seconde
machine disponible du deuxi�eme �etage est �egale �a t2

2...
Par ailleurs, nous relaxons le probl�eme d'ordonnancement du premier �etage en supposant

que toutes les tâches sont disponibles au d�ebut de l'ordonnancement, et que les machines sont
disponibles aux datest2

1; : : : ; t2
m2

, c'est-�a-dire le probl�eme Pm2jjCmax . Ce probl�eme reste NP-
Di�cile, mais une borne habituelle de ce probl�eme est une somme de la moyenne des dates de
disponibilit�e des machines (

P
t2
i =m2), et de la dur�ee totale d'ex�ecution des tâches divis�ee par le

nombre de machine (
P

j 2 J pj

m2
). D'o�u la borne :

LBI p
2 =

P m2
i =1 t2

i +
P

j 2 J pj

m2

Soit J 0
r j > t1

1
la liste des tâches d�ej�a plac�ees sur le premier �etage dont les dates de disponibilit�e

au second �etage est sup�erieure �at1
1. Ajoutons ces tâches aux tâches restantes dans la borneLBI p

2 .
Alors, les dates de disponibilit�e, t

02
1 ; t

02
2 ; : : : ; t

02
m2

sont d�esormais lesm2 plus petites valeurs entre
t2
1; : : : ; t2

m2
et r j ; 8j 2 J 0

r j > t1
1
. D'o�u la borne :

LBI p
3 =

P m2
i =1 t

02
i +

P
j 2( J [J 0

r j > t 1
1

) pj

m2

B orne LBI p
4 . Toutes les tâches non ordonnanc�ees doivent être ex�ecut�ees sur le premier

�etage.
Aucun �equivalent de cette borne n'est utilis�e dans la m�ethode directe, en e�et la dur�ee totale

d'ex�ecution des batches n'est pas constante, ce qui est le cas pour la dur�ee totale d'ex�ecution
des tâches. Toutes les tâches doivent être ordonnanc�ees dans des batches au premier �etage, les
machines du premier �etage �etant disponibles aux datest1

1; : : : ; t1
m1

. La moyenne des dates de �n
d'ex�ecution des derniers batches de chaque machine sur le premier �etage est donc sup�erieure �a
la charge moyenne minimale des machines �a traitement par batches pour ex�ecuter les tâches non
ordonnanc�ees not�ee CF CBLP T

max (J )
m1

(voir la sous-section 3.1.2). Chacun de ces batches est compos�e
d'au moins une tâche donc suite �a l'ex�ecution de ces batches au minimumm1 tâches doivent
être ex�ecut�ees sur le second �etage. D'o�u la borne :

LBI p
4 =

P m1
i =1 t1

i + CF CBLP T
max (J )

m1
+

P m1
i = 1 pi

m2
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R�egles de dominances. Les r�egles pr�esent�ees pour cette �etapes, sont adapt�ees de 3 des r�egles
de la m�ethode directe. La premi�ere r�egle concernant l'ordre des tâches �equivalentes est conserv�ee,
nous adaptons �egalement la r�egle sp�eci�que aux �enum�erations d'ordonnancements du premier
�etage empêchant l'�echange de machines ainsi que la r�egle imposant le remplissage des batches
sous certaines conditions.

Premi�ere r�egle de dominance. Deux tâches sont�equivalentes si leurs dur�ees d'ex�ecution
sur les deux �etages sont identiques.

Si deux tâchesj i et j k sont �equivalentes telles quei < k , alors la tâche j i pr�ec�ede la tâche
j k .

Seconde r�egle de dominance.
Les indices des premi�eres tâches desm1 premiers batches de la liste sont croissants.

Troisi�eme r�egle de dominance. Soient t1
1 et t1

2 les dates de disponibilit�e des deux pre-
mi�eres machines du premier �etage, etB un batch non plein �a ajouter sur la premi�ere machine
disponible.

S'il existe une tâche non ordonnanc�eej telle queaj 6 p(B ) 6 (1+ � )aj et t1+ p(B ) > t 2+ aj

alors B ne peut pas être ajout�e.
Cette r�egle impose le remplissage des batches avec les tâches compatibles dont la date de �n

d'ex�ecution ne peut être inf�erieure si elles appartiennent au batch suivant, batch ordonnanc�e sur
la seconde machine disponible.

4.3.2 Seconde �etape.

L'objectif de cette �etape est de fournir un ordonnancement optimal en utilisant les ordon-
nancements de la premi�ere �etape. �Etant donn�e que l'on ne peut pas d�eterminer a priori un
ordonnancement du premier �etage fournissant un ordonnancement optimal, nous devons tester
tous les ordonnancements du premier �etage fourni par la proc�edure. Dans ces conditions, cette
seconde �etape doit chercher un ordonnancement optimal des deux �etages pour chaque ordonnan-
cement du premier �etage. Une tâche est disponible pour être ex�ecut�ee au second �etage d�es que
l'ex�ecution du batch la contenant est compl�et�ee au premier �etage, c'est pourquoi nous transfor-
mons les dates de �n d'ex�ecution au premier �etage en dates de disponibilit�e au second �etage.
Suite �a cette transformation la seconde �etape consiste �a r�esoudre pour chaque ordonnancement
du premier �etage un probl�eme de machines parall�eles disjonctives avec dates de disponibilit�e
(Pm2jr j jCmax ). Or ce probl�eme est NP-di�cile au sens ordinaire d'apr�es Lawler et al. [131],
nous avons donc d�evelopp�e un algorithme de programmation dynamique. Nous avons �egale-
ment compar�e cette m�ethode �a la proc�edure par s�eparation �evaluation d�evelopp�ee par Gharbi
et Haouari [84].

A. Algorithme de programmation dynamique.

Cette m�ethode de r�esolution est totalement di��erente des proc�edures par s�eparation �evalua-
tion que nous avons utilis�ees pr�ec�edemment. C'est un algorithme de programmation dynamique
pseudo-polynomial. Le probl�emePjr i jCmax n'est pas NP-di�cile au sens fort contrairement au
probl�eme de la seconde �etape de la m�ethode directe (Bm2jGp = INT; b = k; r j jCmax ), en e�et
le probl�eme �a une machine �a traitement par batches et dates de disponibilit�e sans contraintes
de compatibilit�e (B jr j jCmax ) est NP-di�cile au sens fort (Brucker et al. [28]). Le fait que ce
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probl�eme soit NP-di�cile au sens faible nous permet d'utiliser un al gorithme de programmation
dynamique pseudo-polynomial.

Lemme 4.3.1 Il existe un ordonnancement optimal dans lequel les tâches d'une machines sont
s�equenc�ees par dates de disponibilit�e croissantes.

Preuve. Soit � un ordonnancement optimal dans lequel la tâchei pr�ec�ede la tâche j avecr i > r j ,
et ces deux tâches sont ordonnanc�ees sur la même machine. Soitt i la date de d�ebut d'ex�ecution
de la tâchei , notons que la tâchej est disponible avantt i donc elle est ex�ecut�ee sans temps mort
�a la suite de la tâche i. L'�echange des deux tâches permet d'ex�ecuter la tâchej avant la date
t i si la machine est libre plus tôt, sinon elle est ex�ecut�ee �a la date t i . Si �a la �n de l'ex�ecution
de la tâche j la tâche i n'est pas disponible, alors la date de d�ebut d'ex�ecution de i dans le
nouvel ordonnancement est �egale �at i (sa date de d�ebut d'ex�ecution dans � ). Sinon la tâche i
est ex�ecut�ee �a la suite de la tâche j , comme l'ex�ecution de ces deux tâches d�ebute plus tôt elle
se termine �egalement plus tôt. Le nouvel ordonnancement est donc optimal.�

Algorithme. Soit Fj (t1; : : : ; tm2 ), la dur�ee totale de l'ordonnancement ex�ecutant les tâches
1; : : : ; j tel que la premi�ere machine disponible soit disponible �a la datet1, la seconde �a la date
t2... Remarquons queFj (t1; : : : ; tm2 ) = tm2 . Les ordonnancements de makespan sup�erieur �a celui
d'un ordonnancement connu ne sont pas int�eressant, c'est pourquoi nous traitons uniquement
les valeurs deFj (t1; : : : ; tm2 ) inf�erieures �a la borne sup�erieure. L'initialisation s'e�ectue comme
suit :

F0(r1; : : : ; r1) = r1

L'�equation de r�ecurrence est la suivante :

Fj (maxft 1; r j +1 g; : : : ;maxft m2 ; r j +1 g) =

min
i =1;:::;m 2

maxfr j +1 ; Cj ; Fi �1 (t1; : : : ; t j � pi ; : : : ; tm2 )g

La solution optimale est �egale �a la plus petite valeur de Fn (t1; : : : ; tm2 ). Nous mettons �a jour
la borne sup�erieure pendant l'algorithme, ainsi chaque nouvelle valeur deFn (t1; : : : ; tm2 ) repr�e-
sente un ordonnancement r�ealisable meilleur que les ordonnancements obtenus jusqu'�a pr�esent.
Finalement l'ordonnancement optimal est obtenu par �backtracking�.

L'algorithme de programmation dynamique permet de r�esoudre le probl�eme Pm2jr i jCmax

avec une complexit�e enO(nCm ), o�u C est une borne sup�erieure de la solution obtenue. L'algo-
rithme est donc pseudo-polynomial.

B. Proc�edure par s�eparation �evaluation.

Pour cette �etape, nous avions tout d'abord d�evelopp�e une proc�edure par s�eparation �evaluation
calqu�ee sur celles des autres �etapes, en e�et nous avions uniquement adapt�e les bornes et les
r�egles de dominances. Nous avons pr�esent�e ces r�esultats, avec une di��erence importante par
rapport �a la m�ethode utilisant la programmation dynamique, lors de la conf�erence ROADEF'09
�a Nancy. Anis Gharbi, �etonn�e par cette grande di��erence d'e�cacit�e, nous a propos�e d'utiliser la
proc�edure par s�eparation �evaluation qu'il a d�evelopp�ee avec Mohamed Haouari pour le probl�eme
de machines parall�eles avec dates de disponibilit�e et temps de �nitionPmjr j ; qj jCmax [84].
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Le sch�ema de s�eparation est identique �a celui de la premi�ere �etape de la m�ethode directe,
c'est-�a-dire qu'un n�ud correspond �a une liste partielle de tâches, et implicitement �a un ordon-
nancement du premier �etage, commun �a tout l'arbre. �A chaque n�ud (tâche ajout�ee) est associ�e
une date de d�ebut, une date de �n et une date de �n imp�erative. Cette date de �n imp�erative est
obtenue en combinant la borne sup�erieure et les intervalles de l'horizon temporel durant lesquels
aucune machine n'est disponible. Sa date de disponibilit�e est �egalement mise �a jour en tenant
compte des intervalles de l'horizon temporel durant lesquels aucune machine n'est disponible.
Comme la tâche doit être ex�ecut�ee sans interruption, si l'intervalle entre cette date de disponi-
bilit�e et la date de �n imp�erative est inf�erieur �a 2 fois la dur�ee d'ex�ecution de la tâche, celle-ci
sera obligatoirement ex�ecut�e sur une machine durant un certain intervalle de temps. Ce qui nous
permet de mettre �a jour le nombre de machines disponibles pour chaque intervalle. Et de v�eri�er
la faisabilit�e de ce nouvel ordonnancement. Pour de plus amples d�etails sur cette m�ethode de
r�esolution se rapporter aux travaux de Gharbi et Haouari [84].

Nous avons essay�e d'adapter cette utilisation des fenêtres de temps �a notre probl�eme, seule-
ment les batches ont grandement compliqu�e les choses car soit nous consid�erions une machine
�a traitement par batch comme k machines disjonctives et dans ce cas le nombre de n�uds ex-
plor�es ne diminuait pas, soit nous consid�erions les batches comme tels et dans ce cas le nombre
de combinaisons �a explorer imposait un nombre trop important de calculs, et donc un fort
ralentissement de la proc�edure.

4.4 R�esultats Exp�erimentaux

Les proc�edures par s�eparation �evaluation sont des m�ethodes applicables �a de petites instances.
Le terme petit �etant tr�es vague, nous avons souhait�e avoir une id�ee de la qualit�e de ces m�ethodes
appliqu�ees �a notre probl�eme, et de l'ordre de grandeur de la taille des probl�emes r�esolus en un
temps raisonnable. Dans un premier temps, nous justi�ons les di��erents choix e�ectu�es dans
l'utilisation des heuristiques et des bornes inf�erieures. Ensuite nous comparons les trois m�ethodes,
c'est-�a-dire la m�ethode directe, la m�ethode inverse utilisant la programmation dynamique et la
m�ethode inverse utilisant la PSE de Gharbi et Haouari.

Dans les sous-sections de comparaison des heuristiques et des bornes inf�erieures, les dur�ees
d'ex�ecution des tâches sur le premier �etage sont tir�ees al�eatoirement dans l'intervalle [5;100]
selon une distribution uniforme. Au second �etage les intervalles de dur�ees d'ex�ecution sont pro-
portionnels de la forme [ai ; (1 + � )ai ] o�u ai est tir�e al�eatoirement dans l'intervalle [5; 100] et �
est �egal �a 0,1. La capacit�e des batches est �egale �a 2.

Pour toutes les sous-sections, en fonction des instances, il y a 2 ou 5 machines sur chaque
�etage. Les calculs sont e�ectu�es sur 5 instances pour chaque combinaison de machines pour
l'analyse des bornes et sur 10 instances pour la comparaison des m�ethodes. Dans tous les tableaux
de r�esultats, les dur�ees sont exprim�ees en seconde, et les �ecarts relatifs en pourcentage.

4.4.1 Performances des heuristiques

Dans la sous-section 3.1.5, nous avons d�ej�a pr�esent�e des r�esultats exp�erimentaux pour les
heuristiques sur des instances de 200 tâches. Ces r�esultats exp�erimentaux portent sur des com-
paraisons avec les bornes inf�erieures. Dans cette section, nous avons e�ectu�e de nouvelles ex-
p�erimentations sur les heuristiques, mais en comparant les r�esultats de ces heuristiques avec la
solution optimale obtenue �a l'aide de l'une des proc�edure par s�eparation �evaluation. Pour obte-
nir une valeur optimale �a coup sûr nous avons utilis�e des instances de seulement 12 tâches. Le
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calcul des heuristiques �etant quasi instantan�e, même pour de grandes instances, nous comparons
uniquement la qualit�e des solutions fournies par les heuristiques. Le crit�ere retenu est l'�ecart
relatif (en %) entre la date de �n de l'ordonnancement CH

max fournie par l'heuristique H et la

valeur optimale Copt obtenue par l'une des PSEs :C
H
max �C opt

CH
m ax

� 100.

Le tableau 4.1 pr�esente les �ecarts relatifs obtenus pour les heuristiquesHJ , bas�ee sur la r�egle
de Johnson,H Inv

J bas�ee sur la r�egle de Johnson en inversant les �etages,HLBP T bas�ee sur la
r�egle LBPT et en�n l'heuristique H Inv

LBP T bas�ee sur la r�egle LBPT en inversant les �etages. Pour
chaque heuristique, la premi�ere valeur repr�esente la moyenne des �ecarts relatifs, alors que la
seconde repr�esente le plus grand �ecart entre la solution obtenue et la solution optimale.

(m1,m2)
H J H I nv

J HL BP T H I nv
LBP T

Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max
(2; 2) 5,6 8,6 3,9 8,5 5,8 8,8 10,5 14,6
(2; 5) 3,7 7,7 7,4 11,1 3,2 7,3 7,8 11,1
(5; 2) 3,4 6,7 6,4 15,8 15,7 23,7 26,6 38,8
(5; 5) 11,5 20,8 16,1 22,3 11,2 20,8 18,1 20,8
Total 6,1 20,8 8,5 22,3 9,0 20,8 14,0 38,8

Table 4.1 { Comparaison des heuristiques par rapport �a l'optimum (PSE).

Nous observons que l'heuristiqueHJ domine globalement les trois autres heuristiques. Lors-
qu'il y a 2 machines au premier �etage et 5 au second, l'heuristiqueHLBP T est meilleure, et
lorsqu'il y a 2 machines sur chaque �etage, l'heuristiqueH Inv

J semble tr�es l�eg�erement la dominer.
Malgr�e cette dominance de l'heuristique HJ , nous conservons les quatre heuristiques. En e�et,
nous avons remarqu�e que quelle que soit l'heuristique, il existe une instance pour laquelle l'heu-
ristique domine les 3 autres. De plus la dur�ee d'ex�ecution de ces heuristiques est in�nit�esimale
compar�ee �a l'ex�ecution de la PSE.

4.4.2 Comparaison des bornes inf�erieures

L'un des points critiques d'une PSE r�eside dans l'utilisation de bornes inf�erieures adapt�ees.
La complexit�e de calcul des bornes �etant identique, nous avons d�ecid�e de comparer les bornes
sur leur seule e�cacit�e. L'indicateur d'e�cacit�e que nous utilisons ici est le temps de r�esolution.
Cependant �etant donn�e que pour tester une borne nous ex�ecutons la m�ethode en supprimant
toutes les autres bornes de l'�etape (de la borne �a tester), lorsque la borne n'est pas adapt�ee �a
l'instance nous n'obtenons pas de solution optimale, dans la limite de temps d'ex�ecution retenue.
Dans ce cas nous comparons les dates de �ns d'ordonnancement des solutions obtenues.

Les instances de tests sont identiques pour toutes les bornes des m�ethodes directe et inverse,
elles sont compos�ees de 10 tâches. Pour chaque borne, la premi�ere valeur (\Moy" ) repr�esente
la dur�ee d'ex�ecution moyenne (en secondes) pour les instances r�esolues, la seconde (\Max" ) la
plus grande dur�ee d'ex�ecution des instances r�esolues. La troisi�eme valeur (\Non Opt." ) indique le
nombre d'instances non r�esolues, la derni�ere colonne (\Non Best" ) indique le nombre d'instances
dont la solution fournie apr�es 10 minutes ne correspond pas �a la meilleure solution obtenue par
toutes les m�ethodes appliqu�ees (directes et inverses).
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A. Bornes inf�erieures de la m�ethode directe.

Le tableau 4.2 permet de comparer les 3 bornes que nous avons d�evelopp�ees pour le premier
�etage de la m�ethode directe. Nous observons que la borneLBD p

1 surpasse toutes les autres bornes
quel que soit le type d'instances. Pour les instances test�ees les performances lors de l'ex�ecution
de la borne LBD p

1 sont identiques �a celles d'une ex�ecution utilisant toutes les bornes. Il est
donc int�eressant d'observer les r�esultats obtenus sur des instances plus cons�equentes, a�n de
d�eterminer s'il est pr�ef�erable de supprimer les bornes LBD p

2 et LBD p
3 qui semblaient pourtant

tr�es utiles. Nous avons e�ectu�e ces exp�eriences pour 15 tâches, pr�esent�ees dans le tableau 4.3, et
pour 20 tâches dans le tableau 4.4. Toutes les instances test�ees ne pouvant être r�esolues en 10
minutes, nous avons �egalement inclus l'�ecart relatif par rapport �a la meilleure solution obtenue.
Ces tableaux indiquent qu'il n'est pas avantageux d'ex�ecuter uniquement la borneLBD p

1 pour la
premi�ere �etape, en e�et dans la majorit�e des cas elle fournit des r�esultats identiques, mais peut
s'av�erer moins bonne (dur�ee moyenne lorsqu'il y a 15 tâches et respectivement 5 et 2 machines).

(m1,m2)
LBD p

1 LBD p
2 LBD p

3 Toutes
Temps Non Temps Non Non Temps Non Non Temps

Moy Max Opt. Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best Moy Max
(2; 2) 2 5 0 46 182 1/ 5 0 77 183 0 0 1 4
(2; 5) 2 5 0 263 442 1/ 5 0 - - 5/ 5 0 3 6
(5; 2) 13 33 0 15 42 0 0 14 50 0 0 10 33
(5; 5) 0 0 0 16 81 0 0 31 156 0 0 0 0
Total 4 33 0 85 442 2/ 20 0 41 183 5/ 20 0 4 33

Table 4.2 { Comparaison des dur�ees d'ex�ecution pour chaque borne de la premi�ere �etape de la
m�ethode directe (PSE).

(m1,m2)

Directe Directe
Toutes bornes LBD p

1 seule
Temps Non Non �Ecart Temps Non Non �Ecart

Moy Max Opt. Best Moy Max Moy Max Opt. Best Moy Max
(2; 2) - - 5/ 5 0 - - - - 5/ 5 0 - -
(2; 5) - - 5/ 5 1/5 9,9 9,9 - - 5/ 5 1/5 9,9 9,9
(5; 2) - - 5/ 5 4/5 2,3 5,3 - - 5/ 5 4/5 3,4 5,3
(5; 5) 218 218 4/ 5 4/5 2,6 6,5 195 195 4/ 5 4/5 2,6 6,5
Total 218 218 19/ 20 9/20 3,3 9,9 195 195 19/ 20 9/20 3,8 9,9

Table 4.3 { Comparaison des dur�ees d'ex�ecution de la borneLBD p
1 pour 15 tâches (PSE).

Le tableau 4.5 permet quant-�a-lui de comparer les 2 bornes que nous avons d�evelopp�ees pour
le second �etage. Hormis lorsqu'il y a deux machines sur chaque �etage, les r�esultats sont similaires
quelle que soit la borne. Dans ce cas la borneLBD s

2 seule permet une r�esolution plus rapide
que la borneLBD s

1. Cependant cumuler les deux bornes permet de gagner quelques secondes
suppl�ementaires.
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(m1,m2)

Directe Directe
Toutes bornes LBD p

1 seule
Temps Non Non �Ecart Temps Non Non �Ecart

Moy Max Opt. Best Moy Max Moy Max Opt. Best Moy Max
(2; 2) - - 5 1 5,0 5,0 - - 5 1 5,0 5,0
(2; 5) - - 5 0 - - - - 5 0 - -
(5; 2) - - 5 2 3,4 3,5 - - 5 2 3,4 3,5
(5; 5) 70 70 4 2 1,5 2,0 70 70 4 2 1,5 2,0
Total 70 70 19/ 20 5/20 3,0 5,0 70 70 19/ 20 5/20 3,0 5,0

Table 4.4 { Comparaison des dur�ees d'ex�ecution de la borneLBD p
1 pour 20 tâches (PSE).

(m1,m2)
LBD s

1 LBD s
2 Toutes Bornes

Temps Non Non Temps Non Temps
Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Moy Max

(2; 2) 1 4 0 0 1 3 0 1 4
(2; 5) 3 6 0 0 3 6 0 3 6
(5; 2) 166 339 1/ 5 0 14 49 0 10 33
(5; 5) 0 0 0 0 0 1 0 0 0
Total 42 339 1/ 20 0 5 49 0 4 33

Table 4.5 { Comparaison des dur�ees d'ex�ecution pour chaque borne de la seconde �etape de la
m�ethode directe (PSE).

B. Bornes inf�erieures de la m�ethode inverse.

Les r�esultats relatifs aux bornes de la m�ethode inverse sont pr�esent�es dans le tableau 4.6.
Lorsqu'il y a 5 machines sur chaque �etage, la r�esolution du probl�eme est instantan�ee. Les autres
cas sont plus int�eressants, en e�et lorsqu'il y a 5 machines au premier �etage et 2 au second,
seules les bornesLBI p

1 et LBI p
3 obtiennent la solution optimale. Lorsqu'il y a 2 machines au

premier �etage et 5 au second, la borneLBI p
1 ne v�eri�e aucune optimalit�e, alors que la borne

LBI p
2 r�esout 3 instances en moins de 35 secondes pour les 2 autres instances elle obtient un

ordonnancement optimal sans v�eri�er son optimalit�e. En�n lorsqu'il y a 2 machines sur chaque
�etage, la borne LBI p

2 seule ne r�esout aucune instance, et la solution obtenue est moins bonne
que celle obtenue par les autres bornes, qui r�esolvent dans le meilleur des cas une seule instance.
Pour conclure, nous remarquons que lorsque nous utilisons toutes les bornes une seule instance
n'est pas r�esolue, mais la solution fournie pour cette instance est moins bonne que les solutions
obtenues lorsqueLBI p

2 n'est pas utilis�ee.

4.4.3 Comparaison des deux m�ethodes exactes

Dans cette section, nous �evaluons la m�ethode directe et les m�ethodes inverses (program-
mation dynamique et PSE de Gharbi et Haouari) sur plusieurs types d'instances. De petites
instances, qui contiennent 12 tâches, ces instances sont toutes r�esolues. Des instances de taille
raisonnable (15 tâches), pour lesquelles le crit�ere retenu est le temps d'ex�ecution de la m�ethode,
et le nombre d'instances r�esolues sachant que la plupart des instances sont r�esolues optimalement
par l'une des m�ethodes. Nous e�ectuons �egalement les tests sur des instances plus cons�equentes
(20 tâches), dans ce cas nous comparons les dates de �n des meilleurs ordonnancements obtenus
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(m1,
LBI p

1 LBI p
2 LBI p

3

m2)
Temps Non Non Temps Non Non Temps Non Non

Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best
(2; 2) 276 276 4/ 5 0 172 309 1/ 5 1/5 368 368 4/ 5 0
(2; 5) - - 5/ 5 0 12 34 2/ 5 0 - - 5/ 5 1/5

(5; 2) 0 4 0 0 198 442 1/ 5 0 72 195 0 0
(5; 5) 0 3 0 0 2 10 0 0 1 6 0 0
Total 31 276 9/ 20 0 95 442 4/ 20 1/20 67 368 9/ 20 1/20

(m1,m2)
LBI p

4 Toutes Bornes
Temps Non Non Temps Non Non

Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best
(2; 2) - - 5/ 5 0 68 141 1/ 5 1/5

(2; 5) 84 170 1/ 5 1/5 86 427 0 0
(5; 2) 590 590 4/ 5 0 1 4 0 0
(5; 5) 1 8 0 0 0 0 0 0
Total 93 590 10/ 20 1/20 35 427 1/ 20 1/20

Table 4.6 { Comparaison des dur�ees d'ex�ecution pour chaque borne de la m�ethode inverse
(PSE).

apr�es une dur�ee d'ex�ecution de 10 minutes. Les dur�ees d'ex�ecution sur le premier �etage sont
tir�ees al�eatoirement dans l'intervalle [15; 85] selon une distribution uniforme. Au second �etage
les intervalles de dur�ees d'ex�ecution sont proportionnels de la forme [ai ; (1 + � )ai ], la valeur de
� est �egale �a 0,1 ou 1 et les dur�ees minimales d'ex�ecution,aj sont tir�ees al�eatoirement dans l'un
des intervalles [15;85], [30;170], [45;255] ou [60;340]. C'est-�a-dire dans les intervalles de la forme
[15c2; 185c2] avec c2 2 f1; 2;3;4g, o�u c2 indique le rapport moyen entre les dur�ees d'ex�ecution
des deux �etages. La capacit�e des batches est �egale �a 2 ou 3. Les combinaisons de nombre de
machines sont not�eesm1 � m2, telles quem1 repr�esente le nombre de machines sur le premier
�etage, et m2 le nombre de machines sur le second �etage de type batch. Les combinaisons utilis�ees
sont : 2-2, 2-5, 5-2, 5-5. Chaque combinaison de caract�eristiques est test�ee sur 10 instances.

La premi�ere colonne des tableaux indique le nombre de machines sur le premier et le
second �etage (2 ou 5), la seconde indique la capacit�e des batches (2 ou 3), la troisi�eme, l'indice de
proportionnalit�e de la dur�ee d'ex�ecution maximale sur le second �etage (0,1 ou 1), et la quatri�eme,
le coe�cient multiplicateur de l'intervalle de s�election des dur�ees d'ex�ecution du second �etage
(c2 = 1; 2;3;4). La double colonne \Heuristiques" indique le gain relatif de la meilleure solution
obtenue par les PSEs, not�eeCP SE

max par rapport �a la solution obtenue par l'heuristique H � , not�ee

CH �

max . La premi�ere colonne (\ �Ecart Moy.") indique la moyenne des ratios CH �
max �C P SE

max
CP SE

max
� 100 et

la seconde (\�Ecart Max") le plus grand des ratios obtenus parmi les 10 instances. Les colonnes
suivantes pr�esentent, par groupe de 6, les r�esultats de la m�ethode directe (Directe (PSE)),
de la m�ethode inverse utilisant la programmation dynamique (Inverse (dynamique)) et de la
m�ethode inverse utilisant la PSE pour les deux �etapes (Inverse (PSE)). Les deux premi�eres
colonnes (\Temps Moy." et \Temps Max") de chaque groupe pr�esentent, respectivement, les
dur�ees moyenne et maximale d'ex�ecution de la PSE pour les instances r�esolues en moins de 10
minutes. La colonne \Non Opt." indique, parmi les 10 instances, le nombre d'instances n'ayant
pas �et�e r�esolues. La colonne \Non Best" indique le nombre de solutions qui sont domin�ees par
la solution obtenue par une autre m�ethode. Les deux derni�eres colonnes (\�Ecart Moy." et \ �Ecart
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Max") pr�esentent, respectivement, les �ecarts relatifs moyenet maximum entre la solution obtenue
par l'heuristique, lorsque l'instance n'a pas �et�e r�esolue, et la meilleure borne inf�erieure.

�A la lecture des tableaux 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10, nous remarquons que contrairement aux heu-
ristiques, pour lesquelles les di��erentes valeurs de� fournissent des ordonnancements de même
qualit�e, pour les m�ethodes exactes inverses le nombre d'instances r�esolues est plus important si
la valeur de � est faible. Ceci s'explique par le nombre de combinaisons de batches qui crô�t avec
la valeur de � , les nouveaux batches peuvent contenir des tâches disparates. En revanche nous
ne constatons aucun �ecart signi�catif pour la m�ethode directe.

�A l'instar des heuristiques, la taille des batches modi�e la qualit�e des solutions obtenues par
les m�ethodes inverses. Cependant dans la section 3.1.5, nous avons constat�e que l'augmentation
de la capacit�e entrâ�ne une d�egradation des solutions obtenues par les heuristiques. Au contraire,
dans le cas des m�ethodes inverses, les instances avec une capacit�e de 3 sont plus souvent r�esolues
que celles avec une capacit�e de 2. En e�et, la plus grande capacit�e des batches permet de
cr�eer des ordonnancements avec moins de batches, d'o�u une profondeur de l'arbre de d�ecision
moindre. Contrairement aux m�ethodes inverses, l'e�cacit�e de la m�ethode directe ne d�epend pas
des propri�et�es des batches (k et � ).

Observons d�esormais les variations par rapport �ac2 : crit�ere qui permet d'obtenir des dur�ees
d'ex�ecution du second �etage plus ou moins longues, ce qui modi�e le rapport de charge entre
les 2 �etages. D'apr�es les tableaux 4.7 et 4.10, nous remarquons que la m�ethode directe fournit
g�en�eralement de meilleures solutions que les m�ethodes inverses lorsquec2 = 1 ; en revanche pour
les autres valeurs dec2 elle fournit de mauvaises solutions. Alors que la di��erence de qualit�e des
solutions obtenues par les heuristiques inverses est importante entrec2 = 1 et c2 = 2, il n'y a
aucune di��erence signi�cative entre les r�esultats concernant c2 = 2; 3 et 4. Nous pouvons donc
en d�eduire que lorsque le nombre de machines est le même sur chaque �etage, le second �etage
devient critique d�es que c2 = 2.

Le tableau 4.8 con�rme l'int�erêt d'utiliser la m�ethode directe pour obtenir les meilleures
solutions des instances pour lesquelles le premier �etage est critique. En e�et pour ces instances
avec, respectivement, 2 et 5 machines et un coe�cientc2 = 1; 2, la m�ethode directe fournit toutes
les meilleures solutions (sauf une) en montrant l'optimalit�e de seulement 2 solutions lorsqu'il y
a 20 tâches. Elle obtient �egalement la plupart des meilleures solutions lorsquec2 = 3; 4. Notons
cependant que la m�ethode inverse avec programmation dynamique, même si elle ne fournit jamais
de meilleures solutions, r�esout la moiti�e des instances lorsque� = 0:1 et c2 = 1; 4. En revanche,
alors que la m�ethode inverse avec programmation dynamique r�esout toutes les instances de 12
tâches, lorsqu'il y a 20 tâches aucune tendance signi�cative n'est observ�ee.

Lorsqu'il y a 5 machines sur le premier �etage et 2 sur le second, le tableau 4.9 indique que le
second �etage est quasiment toujours critique ; donc la m�ethode directe ne fournit pas de r�esultats
int�eressants pour cette combinaison de nombre de machines. Une combinaison de param�etresk et
� se d�etache clairement de ce tableau ; en e�et, lorsquek = 3 et � = 0:1, la majorit�e des instances
de 20 tâches sont r�esolues, alors que seules 2 instances des autres combinaisons sont r�esolues.
Cela s'explique par le fait qu'une petite valeur de� diminue le nombre de tâches compatibles, et
donc diminue le nombre de combinaisons de batches r�ealisables. Parall�element une grande valeur
de k augmente le nombre de tâches par batch, et donc diminue le nombre de batches �a placer.
Ainsi les nombres de d�ecision, et de choix pour chaque d�ecision sont limit�es. Dans les autres cas
nous remarquons que lorsquec2 = 3; 4, les m�ethodes inverses fournissent toujours la meilleure
solution (sauf une fois), alors que lorsquec2 = 1; 2, les meilleures solutions sont partag�ees entre
les m�ethodes exactes (avec quelques meilleures solutions obtenues uniquement par la m�ethode
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directe).

La comparaison des m�ethodes en fonction du nombre de machines sur chaque �etage
con�rme l'importance de l'�equilibre entre les �etages. Ainsi, nous remarquons que la m�ethode
directe fournit plus souvent la meilleure solution lorsque le premier �etage est plus critique (2-5
meilleur que 2-2 ou 5-5 alors que 5-2 est moins bon). Alors que les m�ethodes inverses fournissent
de moins bons r�esultats lorsqu'il y a respectivement 2 et 5 machines, le cas o�u le premier �etage
est le plus critique. En�n alors que la m�ethode utilisant la programmation dynamique fournit des
r�esultats comparables pour les autres cas (2-2, 5-2 et 5-5), la m�ethode inverse utilisant la PSE
pour les deux �etapes fournit de meilleurs r�esultats lorsqu'il y a respectivement 5 et 2 machines.

Finalement, ces di��erents tableaux nous ont permis de constater que la qualit�e de r�esolution de
ces m�ethodes exactes d�epend tr�es fortement de la taille des instances, c'est-�a-dire du nombre de
tâches. R�esultats qui sont con�rm�es par le tableau 4.11 qui r�esume les r�esultats exp�erimentaux
par nombre de tâches. En e�et lorsqu'il n'y a que 12 tâches, la m�ethode directe r�esout seulement
40% des instances alors que les autres m�ethodes les r�esolvent toutes. Nous pouvons observer
que la m�ethode inverse utilisant la programmation dynamique fournit tr�es souvent de meilleures
solutions que la m�ethode utilisant la PSE pour les deux �etapes. Ainsi la m�ethode inverse utilisant
la programmation dynamique r�esout 5 instances de 15 tâches sur 6 et presque 1/4 des instances
de 20 tâches.
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4.5. Conclusion du chapitre

4.5 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a �et�e l'occasion de pr�esenter deux m�ethodes exactes de type proc�edure par
s�eparation �evaluation pour le probl�eme de minimisation de la dur�ee totale de l'ordonnancement
d'un owshop hybride avec machines �a traitement par batches et compatibilit�e entre les tâches,
probl�eme not�e HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax . Les r�esultats exp�erimentaux, pr�esent�es
dans la section 4.4, indiquent que la meilleure m�ethode r�esout 1/4 des instances lorsqu'il y a 20
tâches et 5/6 des instances compos�ees de 15 tâches en moins de 600 secondes.

Nous avons pr�esent�e la m�ethode directe lors des conf�erences ROADEF'08 et PMS'08 et les
deux types de m�ethodes lors des conf�erences ROADEF'09 et EURO XXIII.
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Chapitre 5

A utres crit�eres r�eguliers

Dans ce chapitre nous nous int�eressons aux probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers
pour une machine �a traitement par batches, compatibilit�e entre les tâches et capacit�e de la
machine in�nie (B jG�

p = INT; b > nj  ). Pour rappel, un crit�ere est dit r�egulier si la r�eduction
de la date de �n d'ex�ecution d'une tâche, sans modi�cation de l'ordonnancement des autres
tâches, implique une r�eduction de la valeur de la fonction objectif. Les crit�eres r�eguliers classiques
sont les crit�eres que nous avons introduits lors de la pr�esentation du champs de la notation
des probl�emes d'ordonnancement de la production� j� j . C'est-�a-dire le makespan Cmax , le
retard alg�ebrique maximum L max , le plus grand retard Tmax , et les sommes pond�er�ees ou non
des dates de �n de traitement

P
Cj et

P
wj Cj , des retards

P
Tj et

P
wj Tj et du nombre de

tâches en retard
P

Uj et
P

wj Uj . Nous supposons que les dur�ees maximales d'ex�ecution sont
proportionnelles aux dur�ees minimales ce qui est le cas du probl�eme industriel (voir 1.4) qui
nous a inspir�e.

La premi�ere section de ce chapitre pr�esente des propri�et�es communes de certains ordonnance-
ments optimaux de tout probl�eme B jG�

p = INT; b 6 nj  . Nous abordons rapidement le probl�eme
de minimisation de la date de �n d'ordonnancement, puis nous d�eveloppons un algorithme de
programmation dynamique pour le probl�eme de minimisation de la somme des dates de �n
d'ex�ecution. Finalement apr�es avoir d�emontr�e la NP-di�cult�e des probl�emes de minimisation
de crit�eres r�eguliers bas�es sur des dates de �n souhait�ees nous pr�esentons deux algorithmes de
programmation dynamique similaires pour la minimisation du plus grand retard alg�ebrique, et
la minimisation de la somme pond�er�ee des retards.

Sommaire
5.1 Propri�et�es des ordonnancements optimaux . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.2 Minimisation du Makespan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3 Minimisation de la somme des dates de �n d'ex�ecution . . . . . . . 107
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5.4 Minimiser des fonctions objectif avec dates de �n souhait�ees . . . . 112
5.4.1 Algorithme de programmation dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Chapitre 5. Autres crit�eres r�eguliers

Nous consid�erons le probl�eme de minimisation de crit�eres r�eguliers pour une machine �a
traitement par batches avec intervalles proportionnels de dur�ees d'ex�ecution compatibles et
capacit�e de la machine in�nie. Pour rappel, comme les intervalles de dur�ees d'ex�ecution sont
proportionnels et doivent être compatibles, la dur�ee d'ex�ecution du batch contenant la tâche j
doit appartenir �a l'intervalle de dur�ees d'ex�ecution de la tâche j , [aj ; (1 + � )aj ].

Brucker et al. [28] ont �etudi�e la complexit�e des probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers
pour une machine �a traitement par batches sans contraintes de compatibilit�e B jb > nj  et
B jb = kj , dans ce chapitre nous e�ectuons ce même type d'�etude lorsque les intervalles de dur�ees
d'ex�ecution sont proportionnels et compatibles. Finke et al. [74] ont �etudi�e la minimisation du
makespan pour plusieurs types de graphes de compatibilit�es et plusieurs types de capacit�e et
de dur�ees d'ex�ecution des batches. Ils ont notamment propos�e un algorithme de programmation
dynamique de complexit�e O(n3) pour le probl�eme B jG = INT jCmax .

5.1 Propri�et�es des ordonnancements optimaux

Dans cette section nous pr�esentons des propri�et�es applicables �a tous les crit�eres r�eguliers.
A�n de simpli�er les notations nous supposons pour l'ensemble de cette section que les tâches
sont index�ees suivant la r�egle SPT (Shortest-Processing-Time), c'est-�a-dire par dur�ee d'ex�ecution
croissante (a1 6 � � � 6 an ).

Lemme 5.1.1 Pour toute fonction objectif r�eguli�ere �a minimiser, il existe un ordonnancement
optimal (B1; : : : ; B r ) tel que chaque batch est compos�e de tâches d'indices cons�ecutifs, c'est-�a-dire
Bk = fi k ; i k + 1; : : : ; i k + jBk j � 1g; k = 1; : : : ; r .

Preuve. Soit � un ordonnancement optimal tel que le lemme 5.1.1 n'est pas v�eri��e, c'est-�a-
dire qu'il existe deux batchesB et G, et une tâche j 2 G tel que minfi ji 2 B g < j < maxfi ji 2
B g.

i. Si B pr�ec�ede G, alors le d�eplacement de la tâchej du batch G vers le batchB est possible
car la contrainte de compatibilit�e est respect�ee. De plus cette op�eration permet de r�eduire
la date de �n d'ex�ecution de la tâche j sans augmenter les dates de �n d'ex�ecution des
autres tâches.

ii. Si G pr�ec�ede B , alors le d�eplacement des tâches appartenant �aB d'indice inf�erieur �a
j (8i 2 B; i < j ) vers le batch G est possible car les contraintes de compatibilit�e sont
respect�ees. De plus cette op�eration permet de r�eduire les dates de �n d'ex�ecution des
tâches d�eplac�ees sans modi�er l'ordonnancement des autres tâches.

L'ordonnancement obtenu par cette transformation est au moins aussi bon que l'ordonnancement
d'origine, c'est-�a-dire optimal. Ainsi, une succession d'un nombre �ni de transformations de ce
type permet d'obtenir un ordonnancement optimal respectant le lemme 5.1.1.

�

Lemme 5.1.2 Pour toute fonction objectif r�eguli�ere �a minimiser, il existe un ordonnancement
optimal dans lequel les tâches de même dur�ee d'ex�ecution sont a�ect�ees au même batch.

Preuve. Si des tâches de même dur�ee d'ex�ecution sont ordonnanc�ees dans plusieurs batches,
alors elles peuvent toutes être d�eplac�ees vers le batch ex�ecut�e en premier sans augmentation de
la valeur de la fonction objectif.

�
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5.2. Minimisation du Makespan

Lemme 5.1.3 Pour toute fonction objectif r�eguli�ere �a minimiser, il existe un ordonnancement
optimal tel que le batchB = fi; i + 1; : : : ; j g est s�equenc�e apr�es le batchG = fj + 1; j + 2; : : : ; k g
si et seulement sij et k ne sont pas compatibles, c'est-�a-dire(1 + � )aj < a k .

Preuve. Soit � un ordonnancement optimal ne respectant pas le lemme 5.1.3, alors le batch
B = fi; i + 1; : : : ; j g est s�equenc�e apr�es le batch G = fj + 1; j + 2; : : : ; k g et (1 + � )aj > ak . Le
d�eplacement de la tâche j dans le batch G est possible, car la contrainte de compatibilit�e est
respect�ee, de plus cela r�eduit la date de �n d'ex�ecution de la tâche j sans modi�er l'ordonnance-
ment des autres tâches. Un nombre �ni de r�ep�etition de cette transformation permet d'obtenir
un ordonnancement optimal respectant le lemme.

�

D�e�nition Un batch B = fi; i + 1; : : : ; j g est dit g-complet (complet du côt�e gauche) si (1 +
� )ai �1 < a j , c'est-�a-dire s'il contient toutes les tâches compatibles avec sa dur�ee d'ex�ecution. Un
batch B est dit report�e par rapport au batch G si le batch G pr�ec�ede le batch B et p(B ) < p( G),
le batch G est quand �a lui appel�e batch reportant. D'apr�es le lemme 5.1.3, pour toute fonction
objectif r�eguli�ere, un batch report�e est report�e par rapport �a, au moins, un batch g-complet.

5.2 Minimisation du Makespan

Ce probl�eme a d�ej�a �et�e trait�e par Oulamara et al. [176], c'est pourquoi nous abordons ra-
pidement les r�esultats concernant la minimisation du makespan. Soit� un ordonnancement
quelconque. Pour la minimisation du makespan, l'ordre des batches �etant sans importance. Sup-
posons que le premier batch contient la tâche d'indicen (de plus grande dur�ee d'ex�ecution).
Toute tâche compatible avec la tâche d'indicen peut être d�eplac�ee dans le premier batch sans
augmenter la valeur deCmax , mais aucune tâche incompatible avec la tâche d'indicen ne peut
être ajout�ee �a ce batch. C'est pourquoi il existe un ordonnancement optimal dans lequel le pre-
mier batch contient la tâche n et toutes les tâches compatibles avec la tâche d'indicen, ainsi
la tâche d'indice n permet �a elle seule de d�e�nir le premier batch. Le premier batch cr�e�e, nous
supprimons toutes ses tâches de l'ensemble de tâche puis nous cr�eons le premier batch du nouvel
ensemble de tâches de la même mani�ere que pour le batch pr�ec�edent. Ce nouveau batch est le
second batch d'un ordonnancement optimal du probl�eme d'origine. Ainsi si les tâches sont d�ej�a
tri�ees par ordre d�ecroissant de leur dur�ee minimale d'ex�ecution (r�egle SPT), la cr�eation d'un
ordonnancement optimal n�ecessiteO(n) unit�es de temps. Le probl�eme B jGp = INT; b > njCmax

est donc r�esolu enO(n logn) unit�es de temps.

5.3 Minimisation de la somme des dates de �n d'ex�ecution

Dans cette section nous pr�esentons une m�ethode utilisant la programmation dynamique
pour r�esoudre le probl�eme de minimisation de la somme des dates de �n d'ex�ecution des tâches
B jG�

p = INT; b > nj
P

Cj . Cette m�ethode est une extension de la m�ethode pr�esent�ee par
Brucker et al. [28] pour le probl�eme B jb = kj

P
Cj .

Notons que lorsque les batches sont donn�es, les contraintes de compatibilit�e n'ont aucune
inuence sur le s�equencement optimal de ces batches. Dans ce cas l'ordre des batches est donn�es
par le lemme 5.3.1, de Chandru et al. [33], pour le probl�eme sans contraintes de compatibilit�e
(B jj

P
Cj ).
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Chapitre 5. Autres crit�eres r�eguliers

Lemme 5.3.1 Pour un ensemble de batchesB1; B2; : : : ; B r , une s�equence(B1; B2; : : : ; B r ) est
optimale pour le crit�ere

P
Cj si et seulement si :

p(B1)
jB1j

�
p(B2)
jB2j

� � � � �
p(B r )
jB r j

:

P reuve. Supposons que la date de �n d'ex�ecution du batchB i est �egale �a Ci . Comme toutes
les tâches du batch sont termin�ees �a cette date, la contribution du batch dans

P
wj Cj est �egale

�a jB i jCi . C'est pourquoi le batch B i peut être consid�erer lors du s�equencement comme une
tâche de dur�ee p(B i ) et de poids jB i j, nous obtenons ainsi un probl�eme de minimisation de la
somme pond�er�ee des dates de �n d'ex�ecution 1jj

P
wj Cj o�u les r batches correspondent auxr

tâches du nouveau probl�eme. Ce probl�eme est r�esolu optimalement �a l'aide de la r�egle WSPT
(Weighted-Shortest-Processing-Time), Smith [194] .

�
Il est �a noter que cette r�egle provoque l'apparition de batches report�es dans la s�equence

optimale, comme illustr�e dans l'exemple ci-dessous.

5.3.1 Nombre de batches report�es

S'il n'y avait pas de batches report�es par rapport �a d'autres batches dans un ordonnancement
optimal, alors les batches seraient ordonnanc�es suivant leur dur�ee d'ex�ecution par ordre croissant,
c'est-�a-dire suivant l'ordre SPT-batch. Dans ce cas un algorithme de programmation dynamique
peut être facilement d�eveloppable pour le probl�eme B jG�

p = INT; b > nj
P

Cj . Nous avons
d�emontr�e pr�ec�edemment qu'un batch report�e ne peut pas être report�e uniquement par rapport
�a des batches non g-complets. C'est-�a-dire qu'ils sont report�es par rapport �a un batch g-complet.
Dans cette section nous allons borner le nombre de batch report�e par rapport �a un batchB g-
complet.

Soient B un batch g-complet, et D un batch report�e par rapport au batch B . Par d�e�nition,
B pr�ec�ede D et p(D) < p( B ). D'apr�es le lemme 5.3.1, l'assertion B pr�ec�ede D implique que
p(B )
jB j 6 p(D )

jD j et jB j > jD j. De plus jD j contient au moins une tâche p(B )
jB j 6 p(D) < p(B ) donc

la dur�ee d'ex�ecution de tout batch report�e par rapport au batch B appartient �a l'intervalle
[p(B )

jB j ; p(B )). Nous d�eveloppons ici une borne sup�erieure du nombre de batchesD report�es par
rapport �a un batch g-complet B , les dur�ees d'ex�ecution de ces batches appartiennent �a l'intervalle
[p(B )

jB [ ; p(B )).

Partitionnons les batches report�es par rapport �a un batch g-complet B en ensemblesS1; : : : ; St

tel qu'un batch D 2 Si est report�e par rapport au batch B si p(B )
jB j (1 + minf1; � g)i �1 6 p(D) 6

p(B )
jB j (1 + min f1; � g)i ; i = 1; : : : ; t, o�u t = minfj j p(B )

jB j (1 + min f1; � g)j > p(B )g. C'est-�a-dire

t = d log2 jB j
log2 (1+minf1;� g) e.

Le lemme 5.3.2 permet d'�evaluer le nombre de batches report�es dans chaque ensembleSi ; i =
1; : : : ; t, et ainsi de borner le nombre de batches report�es par rapport �a un batchB dans le
lemme 5.3.3.

Lemme 5.3.2 Soit Sj = fD 1; : : : ; Dvg, supposons les batchesD i index�es suivant l'ordre SPT.
Il existe un ordonnancement optimal du probl�emeB jG�

p = INT j
P

Cj dans lequel l'in�egalit�e
jdi +1 j < minf1; � gjD i j; i = 2; : : : ; v � 1 est v�eri��ee.
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5.3. Minimisation de la somme des dates de �n d'ex�ecution

Preuve. Remarquons tout d'abord que les plus grandes tâches des batchesD1; : : : ; Dv sont
compatibles. De plus, d'apr�es le lemme 5.1.3 les batchesD1; : : : ; Dv apparaissent dans cet ordre
dans un ordonnancement optimal� . Soit 2 6 i 6 v � 1.

Soit � = ( X 1; D i ; X 2; D i +1 ; X 3) un ordonnancement optimal tel que le nombre de batches
report�es par rapport au batch B soit minimal, o�u X 1 est un bloc de batches contenant les batches
B et D1; : : : ; D i �1 , et X 3 est un bloc de batches contenantD i +2 ; : : : ; Dv . Notons p(X j ) et jX j j
la dur�ee d'ex�ecution totale et le nombre de tâches du blocX j , pour j = 1; 2;3. Consid�erons un
nouvel ordonnancement� 0 obtenu �a partir de � en regroupant les batchesD i et D i +1 au sein du
batch D 0 contenant jD i j + jD i +1 j tâches et de dur�ee d'ex�ecution p(D 0) = p(D i +1 ). Les batches
de � 0 sont s�equenc�es comme suit� 0 = ( X 1; D 0; X 2; X 3), notons que cet ordonnancement peut ne
pas respecter le lemme 5.3.1, il peut donc être am�elior�e par la suite.

Notons que D1 et D2 ne peuvent être group�es puisqueD1 peut contenir des tâches incom-
patibles avec les tâches deD2, d'o�u le choix de 2 6 i 6 v � 1.

Calculons
X

Cj (� ) �
X

Cj (� 0) = jD i +1 jp(X 2) � j X 2j(p(D i +1 ) � p(D i ))

+( jD i +1 j + jX 3j)p(D i ) � j D i j(p(D i +1 ) � p(D i )) :

Supposons quejD i +1 j > minf1; � gjD i j et montrons que � 0 est au moins aussi bon que� , ce
qui contredit l'optimalit�e de � .

Comme les plus longues tâches deD i et D i +1 sont compatibles et appartiennent au même
ensembleSi , nous avonsp(D i +1 ) � p(D i ) 6 minf1; � gp(D i ). Il est alors n�ecessaire de distinguer
deux cas.

1. minf1; � gjX 2jp(D i ) 6 jD i +1 jp(X 2). Or p(D i +1 ) � p(D i ) 6 minf1; � gp(D i ) d'o�u jX 2j
(p(D i +1 ) � p(D i )) 6 jX 2j minf1; � gp(D i ) 6 jD i +1 jp(X 2). Ainsi :
X

Cj (� ) �
X

Cj (� 0) = jD i +1 jp(X 2) � j X 2j(p(D i +1 ) � p(D i )) + ( jD i +1 j + jX 3j)p(D i )

�j D i j(p(D i +1 ) � p(D i ))

> jD i +1 jp(X 2) � j X 2j minf1; � gp(D i ) + ( jD i +1 j + jX 3j)p(D i )

�j D i j minf1; � gp(D i )

> jD i +1 jp(X 2) � j D i +1 jp(X 2) + ( jD i +1 j + jX 3j)p(D i )

�j D i j minf1; � gp(D i )

> (jD i +1 j � j D i j minf1; � g)p(D i ) > 0:

Ce qui contredit l'optimalit�e de � .

2. minf1; � gjX 2jp(D i ) > jD i +1 jp(X 2). CommeD i est ordonnanc�e avantX 2 dans� , jX 2jp(D i ) 6
jD i jp(X 2) et minf1; � gjX 2jp(D i ) 6 minf1; � gjD i jp(X 2). C'est pourquoi nous supposons
que minf1; � gjX 2jp(D i ) > jD i +1 jp(X 2) ce qui implique minf1; � gjD i jp(X 2) > jD i +1 jp(X 2)
et minf1; � gjD i j > jD i +1 j, qui contredit les suppositions initiales.

C'est pourquoi il existe un ordonnancement optimal avec un minimum de batches report�es
par rapport au batch B tel que jD i +1 j < minf1; � gjD i j; i = 2; : : : ; v � 1.

�

Soit b� la cardinalit�e du plus grand batch d'un ordonnancement optimal, b� ne peut exc�eder
la taille de la clique maximale du graphe d'intervalles G. Cette taille peut être obtenue en
O(n logn), ou en O(n) lorsque les intervalles sont tri�es ([94]). Le lemme pr�ec�edent, accompagn�e
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de cette nouvelle notation, nous permet de limiter le nombre de batches report�es par rapport �a
un même batch.

Lemme 5.3.3 Quelque soit l'ordonnancement, le nombre de batches report�es par rapport �a un
batch g-complet est inf�erieur �a :

r � =

8
<

:

l
log2 b�

log2 (1+�)

m
log2 (b� �1)

log2
1
�

si � < 1;
�

log2 b�
�
(b� � 1) si � > 1:

Preuve.
Soit � un ordonnancement optimal, etB un batch reportant de � . Ce batch contient au plus

b� tâches.
Quel que soit l'ensembleSi ; i = 1; : : : ; t de batches report�es par rapport au batchB , notons

D1; : : : ; D r Si
les batches appartenant �a cet ensembleSi . Comme les batches sont ordonnanc�es

par ordre croissant du ratio p(B i )
jB i j

, on a jD2j 6 jB j � 1. Deux cas sont alors possibles :
{ Si � < 1 alors, d'apr�es le lemme 5.3.2� jD i j > jD i +1 j; i = 2; : : : ; r Si � 1. D'o�u ( jB j �

1)� r Si �2 > jD2j� r Si �2 > jD r Si
j > 1, ainsi rSi < log2 (jB j�1)

log2 1=� + 2 et rSi 6 log2 (jB j�1)
log2 1=� + 1.

{ Si � > 1 alors, d'apr�es le lemme 5.3.2jD i j > jD i +1 j; i = 2; : : : ; r � 1. Or jD r Si
j 6 1, donc

rSi 6 jB j.

Or le nombre d'ensemble de batches report�esSi ; i = 1; : : : ; t par rapport au batch B est
inf�erieur a t = d log2 jB j

log2 (1+minf1;� g) e, d'o�u :

r � =

8
<

:

l
log2 b�

log2 (1+�)

m
log2 (b� �1)

log2
1
�

si � < 1;
�

log2 b�
�
(b� � 1) si � > 1:

�

Dans la section suivante nous d�ecrivons un algorithme de programmation dynamique per-
mettant de minimiser la somme des dates de �n d'ex�ecution. Par la suiter � d�esigne le nombre
maximum de batches report�es par rapport �a un même batch.

5.3.2 Algorithme de programmation dynamique

L'algorithme de programmation dynamique que nous pr�esentons dans cette section est une
adaptation de l'algorithme fourni par Brucker et al. [28] pour la minimisation de la somme
des dates de �n d'ex�ecution sur une machine �a traitement par batches sans contraintes de
compatibilit�e B jj

P
Cj .

Soit r le nombre de batches report�es par rapport �a un batch g-complet. La tâche de tête i k

du batch B i k d�esigne la tâche du batch B i k de plus grande dur�ee d'ex�ecution. Si le batch B i k

est g-complet nous le notonsB �
i k

.

Soit � un ordonnancement contenant les tâchesj; : : : ; n mais pas la tâchej � 1, et contenant
les batchesB i 1 ; : : : ; B i r qui sont report�es par rapport au batch B j �1 . Pour rappel, la tâche de
tête du batch B j �1 est j � 1 et ce batch doit être ordonnanc�e plus tard. Les batchesB i 1 ; : : : ; B i r

sont index�es par ratio p(B i )
jB i j

croissant. A�n de respecter le lemme 5.3.1, ces batches doivent être
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s�equenc�es dans cet ordre dans l'ordonnancement� , de plus le lemme 5.3.3 indique que le nombre
de batches report�es est inf�erieur �a r � . Remarquons que sir = 0 alors aucun batch n'est report�e.
Le lemme 5.1.1, nous permet de supposer que chaque batchB i k est constitu�e de tâches d'indices
cons�ecutifs, c'est-�a-dire B i k = fi k0; i k0+1 ; : : : ; i kg; k = 1; : : : ; r .

On dit que l'ordonnancement � est dans l'�etat ( j; B i 1 ; : : : ; B i r ), s'il contient les tâches d'indice
sup�erieur �a j et les batchesB i 1 ; : : : ; B i r sont report�es par rapport au batch B j �1 . Si r = 0, on
dit que � est dans l'�etat ( j; ;), o�u ; indique qu'aucun batch n'est report�e par rapport au batch
B j �1 dans l'ordonnancement� .

Un batch B peut être ajout�e �a un ordonnancement partiel � si toutes les tâches deB sont
compatibles. A�n d'obtenir un algorithme de programmation dynamique les batches sont ajout�es
au d�ebut de l'ordonnancement pr�ec�edent � . De plus le lemme 5.3.1 impose qu'un batchB soit
ajout�e �a l'ordonnancement � si et seulement si son ratio p(B )

jB j est inf�erieur �a tous ceux des
batches de� . A�n de simpli�er la pr�esentation de l'algorithme de programmation dynamique,
par la suite, ces conditions qui doivent êtres satisfaites pour chaque �etat.

L'ordonnancement partiel � est soit dans l'�etat ( j; B i 1 ; : : : ; B i r ), soit dans l'�etat ( j; ;). Par
la suite nous d�etaillons les d�ecisions �a prendre pour obtenir des ordonnancements dans chacun de
ces �etats. Un ordonnancement dans l'�etat (j; ;) est obtenu suite �a l'une des d�ecisions suivantes :

� Ajouter un batch contenant la tâchej �a l'�etat (k; ;). Le batch Bk�1 = fj; : : : ; k � 1g est
ajout�e au d�ebut du meilleur ordonnancement d'�etat ( k; ;).

� Ajouter un batch g-completB �
k0�1 = fk; : : : ; k 0 � 1g avec j < k �a l'�etat (k0; B i �1

; : : : ; B i �r )
o�u les batchesB i �1

; : : : ; B i �r sont report�es par rapport au batch B �
k0�1 . Remarquons que ces

batchesB i �1
; : : : ; B i �r contiennent les tâches d'indicesj �a k � 1, c'est-�a-dire que B i �1

[ � � � [
B i �r = fj; : : : ; k � 1g.

Un ordonnancement dans l'�etat (j; B i 1 ; : : : ; ; B i r ) est obtenu suite �a l'une des d�ecisions sui-
vantes :

� Ajouter un batch B i 1 dont la tâche de tête esti 1 �a l'�etat (j; B i 2 ; : : : ; B i r ).
� Ajouter un batch non report�e Bk�1 = fj; : : : ; k � 1g �a l'�etat (k; B i 1 ; : : : ; B i r ). Remarquons

qu'�a l'�etat ( k; B i 1 ; : : : ; B i r ) les batchesB i 1 ; : : : ; B i r �etaient report�es par rapport au batch
Bk�1 , ils sont d�esormais report�es �egalement par rapport au batch B j �1 .

� Ajouter un batch g-complet non report�e B �
k�1 = fk 0; : : : ; k � 1g avec j < k 0 �a l'�etat

(k; B i �1
; : : : ; B i �r ) tel que les batchesB i �1

; : : : ; B i �r soient report�es par rapport au batch
B �

k�1 . Remarquons que les batchesB i �1
; : : : ; B i �r satisfont (B i �1

; : : : ; B i �r ) n (B i 1 ; : : : ; B i r ) =
fj; : : : ; k 0 � 1g. En d'autres termes les batches report�esB i �1

; : : : ; B i �r sont divis�es en 2
groupes. Le premier groupe contient les batchesB i 1 ; : : : ; B i r , ils sont compos�es de tâches
d'indices inf�erieurs �a j � 1 et sont report�es par rapport aux batches B �

k�1 et B j �1 . Alors
que les batches du second groupe sont compos�es des tâches d'indicesj �a k0 � 1 et sont
report�es par rapport au batch B �

k�1 mais ne sont pas report�es par rapport au batchB j �1 .

Suite �a cette pr�esentation litt�eraire des d�ecisions �a prendre pour obtenir un ordonnancement �
dans l'�etat (j; B i 1 ; : : : ; B i r ) ou dans l'�etat ( j; ;), nous les transformons en �equations de r�ecurrence
a�n de pouvoir automatiser le calcul.

Soit Hk�1 l'ensemble des combinaisons r�ealisables de batches report�es par rapport au batch
g-complet B �

k�1 = fk 0; : : : ; k � 1g, c'est-�a-dire l'ensemble des combinaisons de batches repor-
t�es B i 1 ; : : : ; B i r tels qu'il existe un ordonnancement dans l'�etat (k; B i 1 ; : : : ; B i r ) respectant les
lemmes pr�ec�edents. Soit H j

k�1 l'ensemble des combinaisons r�ealisables de batches report�es par
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rapport au batch g-complet B �
k�1 et compos�es des tâchesj �a k0 � 1. Notons n0 le nombre de

tâches s�equenc�ees dans l'ordonnancement� dans l'�etat ( j; B i 1 ; : : : ; B i r ). Comme chaque batch
B i k = fi 0

k ; : : : ; i kg est d�e�ni par les plus petit et plus grand indices de ses tâches, on obtient
n0 = n � j + 1 +

P r
k=1 (i k � i 0

k + 1).

Notons Fj (B i 1 ; : : : ; B i r ) et Fj (;), respectivement, les sommes des dates de �n d'ex�ecution
du meilleur ordonnancement dans l'�etat (j; B i 1 ; : : : ; B i r ), pour r 6= 0, et (j; ;). Nous obtenons
l'algorithme de programmation dynamique suivant :

� Initialisation : Fn+1 (;) = 0
� �Equations de r�ecurrence :

{ Pour j = n; n � 1; : : : ;1 :

Fj (� ) = min

(
minkj(1+�)a j � 1<a k � 1 �(1+�)a j fF k (� ) + n0ak�1 g,
minB �

k 0� 1
=fk;:::;k 0�1gj(B i �1

;:::;B i �r )2H j
k � 1

fF k0(B i �1
; : : : ; B i �r ) + n0ak0�1 g,

{ Pour j = n + 1; n; : : : ; 1; r 6 r � et pour tout ( B i 1 ; : : : ; B i r ) 2 H j

Fj (B i 1 ; : : : ; B i r ) = min

8
>><

>>:

Fj (B i 2 ; : : : ; B i r ) + n0ai 1 ,
minkj(1+�)a j � 1<a k � 1 �(1+�)a j fF k (B1; : : : ; B r ) + n0ak�1 g,
minB �

k 0� 1
=fk;:::;k 0�1gj(B i �1

;:::;B i �r )2H k 0� 1
fF k0(B i �1

; : : : ; B �r ) +

n0ak0�1 g,

La valeur de la solution optimale est �egale �a F1(;), elle correspond �a l'ordonnancement obtenu
par \backtracking".

Nous consid�erons, �nalement, la complexit�e de cet algorithme de programmation dynamique.
Il y a O(n2r � +1 ) variables d'�etat (j; B i 1 ; : : : ; B i r ). Les deux termes de l'�equation Fj (;) sont cal-
cul�es, respectivement, enO(b� ) et O(n2r �

). Quant-aux trois termes de l'�equation de r�ecurrence
Fj (B i 1 ; : : : ; B i r ), ils sont calcul�es en temps constant pour le premier,O(b� ) pour le second et
O(n2(r � �r ) ) pour le troisi�eme. C'est pourquoi la complexit�e g�en�erale de cet algorithme de pro-
grammation est O(n2r �

), pour O(n2r � +1 ) variables. Pour rappel, d'apr�es le lemme 5.3.3,r � est
inf�erieur �a ( log2 (b� �1)�1

log2 1=� + 2) log 1+� b� lorsque � < 1 et inf�erieur �a b� � log2 b� lorsque � > 1.

5.4 Minimiser des fonctions objectif avec dates de �n souhait�ees

Dans cette section nous montrons tout d'abord la NP-compl�etude des probl�emes de minimi-
sation de crit�eres r�eguliers bas�es sur des dates de �n souhait�ees.

Th�eor�eme 5.4.1 Le probl�eme B jG�
p = INT; dj j� est NP-complet même s'il n'y a que deux

dates de �n imp�eratives distinctes.

Preuve. Nous d�emontrons ce r�esultat par une transformation polynomiale du probl�eme NP-
complet PARTITION (Garey et Johnson [83]) qui est le suivant : Soit m + 1 entiers positifs
not�es e1; : : : ; em et E tels que

P m
j =1 ej = 2E , la question est la suivante :Existe-t-il un ensemble

X � M = f1; : : : ; mg tel que
P

j 2X ej = E ?.
Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposons les entiers index�es par ordre croissante1 6 � � � 6 em .
Soit une instance du probl�eme PARTITION, nous construisons l'instance �equivalente du

probl�eme B jGp = INT; dj j� .
A�n de faciliter la preuve nous modi�ons l�eg�erement le probl�eme PARTITION �a l'aide de la

proc�edure suivante qui nous permet d'obtenir des nombres distincts. Fixere0
j = ej ; j = 1; : : : ; m.
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Pour chaque plus grand ensemblefi ; i + 1; : : : ; k g tel que e0
i = e0

i +1 = � � � = e0
k ; 1 6 i 6 k 6 m,

mettre �a jour les valeurs tel que e0
j +1 = e0

j + 1
m4 ; j = i; i + 1; : : : ; k � 1. Nous obtenons alors

ej 6 e0
j 6 ej +

P m
j =1

j
m4 6 ej + 1

m2 , ce qui implique e0
j � 1

m2 6 ej 6 e0
j ; j = 1; : : : ; m.

Soit
P m

j =1 e0
j = 2E 0, alors 2E 6 2E0 6 2E0P m

j =1
j

m4 6 2E + 1
m2 . Fixons � = 1

4m4E 0,
d = 2E0+ 3�E 0 et D = 4E 0+ 5�E 0.

L'instance du probl�eme d'ordonnancement correspondant �a cette instance du probl�eme PAR-
TITION est construite comme suit. Il y a 3m tâches. Notons les dur�ees d'ex�ecution et dates de
�n souhait�ees de la tâche j de type (t) a(t )

j et d(t )
j , pour tout j = 1; : : : ; m. Ces valeurs sont

d�e�nies comme suit :
� m tâches de type (1) telles quea(1)

j = e0
j ; d(1)

j = D; j = 1; : : : ; m,

� m tâches de type (1 + � ) telles quea(1+�)
j = (1 + � )e0

j ; d(1+�)
j = d; j = 1; : : : ; m,

� m tâches de type (1 + 2� ) telles quea(1+2�)
j = (1 + 2� )e0

j ; d(1+2�)
j = D; j = 1; : : : ; m.

Ainsi d�e�nies, les tâches de type (1) ne sont pas compatibles entre elles, en e�et

(1 + � )a(1)
j = (1 + � )e0

j 6 e0
j +

e0
j

4m4E 0 < e0
j +

1
2m4 < e0

j +1 = a(1)
j +1 ; j = 1; : : : ; m � 1

Commea(1+�)
j = (1 + � )a(1)

j et a(1+2�)
j = (1 + 2� )a(1)

j pour tout j = 1; : : : ; m, les tâches de type
(1 + � ) sont incompatibles entre elles et les tâches de type (1 + 2�) sont incompatibles entre
elles. De plus les tâches d'indices di��erents sont incompatibles car :

e0
j 6 (1 + 2� )e0

j = e0
j +

e0
j

2m4E 0 < e0
j +

1
m4 6 e0

j + 1; j = 1; : : : ; m � 1

Finalement les tâches de type (1) et de type (1 + 2�) de même indice sont incompatibles :

(1 + � )a(1)
j = (1 + � )e0

j < (1 + 2� )e0
j = a(1+2�)

j

Montrons d�esormais que le probl�eme de PARTITION a une solution si et seulement s'il existe
une solution r�ealisable de l'instance construite du probl�eme d'ordonnancement. Cette preuve est
accompagn�ee de la �gure 5.1

D

G1 G2 G3 Gm H1 H2 Hm

e0
1

(1 + � )e0
1

(1 + 2 � )e0
2

(1 + � )e0
2

e0
3

(1 + � )e0
3

(1 + 2 � )e0
m

(1 + � )e0
m (1 + 2 � )e0

1 e0
2 e0

m

d

Figure 5.1 { Structure d'un ordonnancement r�ealisable

\Si". Supposons qu'il existe un ordonnancement r�ealisable de l'instance cr�e�ee. Toutes les
tâches de type (1 +� ) d'un tel ordonnancement doivent être termin�ees avant la date d, sachant
que deux tâches de ce type ne peuvent appartenir au même batch car elles sont incompatibles
deux �a deux. Notons Gj le batch contenant la tâche d'indice j de type (1 + � ) pour tout
j = 1; : : : ; m. La dur�ee totale d'ex�ecution des batches G1; : : : ; Gm est au minimum �egale �a
P m

j =1 a(1+�)
j = (1 + � )2E 0 = d � E 0� . Ces in�egalit�es impliquent qu'aucun autre batch ne soit
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s�equenc�e avant le dernier batch Gj car autrement la date de �n d'ex�ecution de la derni�ere
tâche de type (1 + � ) est sup�erieure �a d � E 0� + 1 > d. Bien sûr l'ordre d'ex�ecution des batches
G1; : : : ; Gm n'a aucune importance, tout de même, nous supposons que les batches sont s�equenc�es
dans l'ordre G1; : : : ; Gm .

Remarquons que seules les tâches de la pairefj (1+�) ; j (1) g et les tâches de la pairefj (1+�) ;
j (1+2�) g de même indice sont compatibles quel que soitj = 1; : : : ; m. Ainsi chaque batch Gj

peut contenir au plus une tâche suppl�ementaire qui est soit la tâchej (1) soit la tâche j (1+2�) .
C'est pourquoi il y a au moins m autres batches dans l'ordonnancement et au plus 2m, not�es
H1; : : : ; Hk ; m 6 k 6 2m. Ces batches succ�edent au batchGm et chacun de ces batchesH i ; 1 6
i 6 k contient soit la tâche j (1) soit la tâche j (1+2�) , mais il ne peut contenir les deux,j =
1; : : : ; m. Sans perte de g�en�eralit�e nous supposons que ces batches sont s�equenc�es dans l'ordre
H1; : : : ; Hk .

En omettant les contraintes li�ees aux dates de �n imp�eratives, le batch Hm est compl�et�e au
plus tôt lorsque les batchesGj = fj (1+�) ; j (1+2�) g; H j = fj (1) g; j = 1; : : : ; m sont compl�et�es,

cette date est �egale �a C0 =
P m

j =1 a(1+2�)
j +

P m
j =1 a(1)

j = 4E 0+ 4�E 0 = D � �E 0. Ce qui nous
permet de d�eduire qu'exactementm batchesH1; : : : ; Hm succ�edent au batch Gm , car autrement
la date de �n de la derni�ere tâche est sup�erieure �a 4E 0+ 4�E 0+ 1 > D car 1 > �E 0.

La �gure 5.1 pr�esente un exemple d'ordonnancement r�ealisable. SoitX l'ensemble d'indices
de tâches de type (1 + 2� ) ordonnanc�ees dans les batchesG1; : : : ; Gm . Notons la date de �n
d'ex�ecution du batch Gm , C(Gm ). A�n de v�eri�er les contraintes de faisabilit�e relatives �a la date
de �n imp�erative d nous avons :

C(Gm ) =
X

j 2M nX

a(1+�)
j +

X

j 2X

a(1+2�)
j = 2(1 + � )E 0+ �

X

j 2X

e0
j 6 d = 2E 0+ 3�E 0

Ainsi,
P

j 2X e0
j 6 E 0.

Calculons maintenant la dur�ee d'ex�ecution totale des batchesH1; : : : ; Hm not�ee P(H ) :

P(H ) =
X

j 2M nX

a(1+2�)
j +

X

j 2X

a(1)
j = 2E 0+ 4�E 0� 2�

X

j 2X

e0
j

Pour respecter les contraintes de faisabilit�e li�ees �a la date de �n imp�erative D , nous devons
respecter :

C(Gm ) + P(H ) = 4E 0+ 6�E 0�
X

j 2X

e0
j 6 4E0+ 5�E 0

Ainsi
P

j 2X e0
j > E 0, c'est pourquoi

P
j 2X e0

j = E 0. Cette �egalit�e implique les relations
2E 6 2E0 6 2E + 1

m2 et e0
j � 1

m2 6 ej 6 e0
j ; j = 1; : : : ; m, d'o�u

E � 1 < E �
1
m

6 E 0�
1
m

6
X

j 2X

ej 6 E 0 6 E +
1

2m2 < E + 1

Comme toutes les valeurs deej sont enti�eres,
P

j 2X ej = E est satisfait dans le cas o�u la
solution est r�ealisable, c'est-�a-dire que X est une solution du probl�eme PARTITION.

\Seulement si". Supposons qu'il existe une solution du probl�eme PARTITION, not�ee X ,
alors il existe un ensembleX � N = f1; : : : ; mg tel que

P
j 2X ej = E. Sans perte de g�en�eralit�e

nous supposons les valeurs deej distinctes, en utilisant la même transformation que dans la partie
pr�ec�edente. Nous transformons cette solution en une instance du probl�eme d'ordonnancement
d�ecrit dans la partie \Si". Soit X l'ensemble des indices de tâches de types (1+2�) ordonnanc�ees
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dans les batchesG1; : : : ; Gm . Tout d'abord v�eri�ons que le batch Gm est compl�et�e �a temps. Nous
obtenons alors :

C(Gm ) =
X

j 2M nX

a(1+�)
j +

X

j 2X

a(1+2�)
j =

X

j 2M nX

(1 + � )ej +
X

j 2X

(1 + 2� )ej

= (1 + � )
X

j 2M

ej + �
X

j 2X

ej = (1 + � )2E + �E = d

Ainsi toutes les tâches de type (1 +� ) sont bien compl�et�ees �a la date d. Calculons maintenant la
dur�ee totale des batchesH1; : : : ; Hm not�ee P(H ), pour ce faire remarquons que

P
j 2M nX ej =

2E �
P

j 2X ej = E :

P(H ) =
X

j 2M nX

a(1+2� )
j +

X

j 2X

a(1)
j =

X

j 2M nX

(1 + 2� )ej +
X

j 2X

ej

=
X

j 2M

ej + 2�
X

j 2M nX

ej = 2E + 2�E

Ainsi la date de �n d'ex�ecution du batch Hm est la suivante :

C(Gm ) + P(H ) = 4E + 5�E = D

La solution du probl�eme PARTITION correspond bien a un ordonnancement r�ealisable. Ce
qui compl�ete la preuve.

�

Corollaire 5.4.2 Le probl�eme B jG�
p = INT j est NP-di�cile pour  2 fL max ; Tmax ; f max ;P

(wj )Uj ;
P

(wj )Tj g.

5.4.1 Algorithme de programmation dynamique

Dans cette section nous d�eveloppons un algorithme de programmation dynamique pour les
probl�emes de minimisation des fonctions objectifs r�eguli�eres avec dates de �n souhait�ees. Suppo-
sons que toutes les dur�ees minimales d'ex�ecutionai soient positives et index�ees par ordre crois-
sant, i = 1; : : : ; n , avecA =

P n
i =1 ai . Soit X = fa i gi =1;:::;n [ f0g [ f(1 + � )ang = fx 1; : : : ; xn+2 g

un ensemble de points initiaux des intervalles de dur�ees d'ex�ecution des tâches.

A. Minimiser le retard alg�ebrique

Notons par P[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) le sous-probl�eme de minimisation du retard alg�ebrique restreint

aux tâches dont l'intervalle de dur�ees d'ex�ecution est inclus (dans sa totalit�e) dans l'un des inter-
valles ouverts ]x i 2k � 1 ; x i 2k [; x i 2k � 1 < x i 2k ; k = 1; : : : ; l . Sans perte de g�en�eralit�e nous supposons
x i 2k � 1 6 x i 2k .

Soit t la date de disponibilit�e de la machine, F[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) (t) indique la valeur optimale

de l'objectif pour le probl�eme restreint P[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) , lorsque la machine est disponible �a la

date t. Si aucune tâche n'est incluse dans l'intervalle ]x i ; x j [ alors F[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k )[(x i ;x j ) (t) =

F[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) (t), et F; (t) = 0.
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Notre algorithme de programmation dynamique est bas�e sur le lemme 5.4.3, ce lemme
permet de s�eparer un probl�eme P[ l

k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) en un nombre �ni de sous-probl�emes. Soit

k = argminfd j jj 2 P[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k )g l'indice de la tâche de plus petite date de �n imp�era-

tive du sous-probl�eme P[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) . Sans perte de g�en�eralit�e nous supposons que la paire

(x i 1 ; x i 2 ) est la paire de valeurs deX contenant la tâche k.

Lemme 5.4.3 Il existe un ordonnancement optimal du probl�emeP[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) pour lequel le

batch qui contient la tâchek est s�equenc�e en premi�ere position.

Preuve. Soit � = ( B1; : : : ; B l ) un ordonnancement r�ealisable dans lequelk 2 B j . Soit � 0 =
(B1; : : : ; B j ; B j �1 ; : : : ; B l ) l'ordonnancement obtenu en �echangeant les batchesB j et B j �1 dans
� . Ainsi � 0 est r�ealisable, de plus les dates de �n d'ex�ecution de tous les batches, except�ees celles
de B j et B j �1 , n'ont pas �et�e modi��ees. D'o�u :

L max (� 0) � L max (� ) =

maxfL max (� n fB j �1 ; B j g); C + p(B j ) � dk ; C + p(B j ) + p(B j �1 ) � dB j � 1 g

� maxfL max (� n fB j �1 ; B j g); C + p(B j ) + p(B j �1 ) � dk ; C + p(B j �1 ) � dB j � 1 g

o�u C est la date de d�ebut d'ex�ecution du batch B j �1 dans l'ordonnancement� , dB j � 1 la plus
petite date de �n d'ex�ecution souhait�ee des tâches du batch B j �1 , et L max (� n fB j �1 ; B j g) le
retard maximum des tâches des batches de� n fB j �1 ; B j g.

Comme dk 6 dB j � 1 et p(B j �1 ) > 0 on a L max (� 0) 6 L max (� ). Un nombre �ni de r�ep�etition
de cet �echange permet d'obtenir un ordonnancement optimal respectant le lemme.

�
Soit Y = X \ [ak ; (1 + � )ak ] l'ensemble de points initiaux de X inclus dans l'intervalle

[ak ; (1 + � )ak ], l'algorithme de programmation dynamique est le suivant :
Initialisation :

F; (t) = 0 8t = a1; : : : ; A
�Equation de r�ecurrence :

F[ l
j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) (t) = min

z2Y
fmax fF [ l

j =2 (x i 2j � 1 ;x i 2j )[(x i 1 ;z)[(z;x i 2 ) (t + z); t + z � dkgg

La valeur optimale : L max = F(x 1 ;xn +2 ) (0).
Quel que soit le sous-probl�emeP[ l

j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) , un intervalle (x i 2j � 1 ; x i 2j ); j = 1; : : : ; l n'est

pas vide si et seulement si (1 +� )x i 2j � 1 < x i 2j , de plus x i 2j 6 x i 2j +1 d'o�u :

(1 + � )x i 2j � 1 < x i 2j 6 x i 2j +1 8j = 1; : : : ; l � 1

Ainsi,
(1 + � ) l x1 < x n+2

�Etant donn�e que 1 6 x1, on a l 6 log1+� � n . C'est pourquoi le nombre d'intervalles non
vides dans le sous-probl�emeP[ l

j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) est inf�erieur �a log 1+� an . De plus chaque intervalle

(x i 2j � 1 ; x i 2j ) est d�e�ni par deux points initiaux de l'ensemble X , il y a donc au plus n2 log1+� an

combinaisons d'intervalles (x i 2j � 1 ; x i 2j ). Ainsi pour chaque valeur det; t = a1; : : : ; A nous devons
calculer au plus n2 log1+� an valeurs de la fonction objectif F[ l

j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) (t). Comme chaque

�equation de r�ecurrence est calcul�e en O(n), la complexit�e de l'algorithme de programmation
dynamique est deO(n1+2 log 1+� an � A). Nous sommes conscients que la complexit�e de cet al-
gorithme n'est pas int�eressante lorsque� est inf�erieur �a 1, et travaillons actuellement sur ce
probl�eme.
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B. Minimiser la somme pond�er�ee des retards

Nous utilisons ici les mêmes notations que pour la minimisation du retard alg�ebrique. Ainsi,
P[ l

j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) repr�esente le sous-probl�eme de minimisation de la somme pond�er�ee des retards

restreint aux tâches dont l'intervalle de dur�ees d'ex�ecution est inclus dans l'un des intervalles
ouverts ]xi 2j � 1 ; x i 2j [; j = 1; : : : ; l . La date de disponibilit�e de la machine est not�eet, ainsi la valeur
optimale de la fonction objectif pour le probl�eme P[ l

j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) dont la date de �n d'ex�ecution

est �egale �a t est not�ee F[ l
j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) (t). Si aucune tâche n'est incluse dans l'intervalle ]x i ; x j [

alors F[ l
k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k )[(x i ;x j ) (t) = F[ l

k =1 (x i 2k � 1 ;x i 2k ) (t), et F; (t) = 0.

Contrairement au probl�eme de minimisation du retard alg�ebrique, nous ne pouvons pas
restreindre notre choix aux ordonnancements s�equen�cant le batch contenant la tâche de plus
petite date de �n souhait�ee en premi�ere position. Nous devons donc explorer toutes les possibilit�es
pour le premier batch, c'est-�a-dire dans tous les intervalles ]xi 2j � 1 ; x i 2j [; j = 1; : : : ; l .

Soit j z l'indice de l'intervalle ( x i 2j z � 1 ; x i 2j z
) qui contient la dur�ee d'ex�ecution pz, et B le batch

de dur�ee d'ex�ecution pz qui contient toutes les tâches de l'intervalle (x i 2j z � 1 ; x i 2j z
) compatibles

avecB . L'algorithme de programmation dynamique est le suivant :
Initialisation :

F; (t) = 0 8t = an ; : : : ;
nX

i =1

x i

�Equation de r�ecurrence :

F[ l
j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j ) (t) = min

pz 2 [ l
j =1 (x i 2j � 1 ;x i 2j )

fF [ j 6=jz (x i 2j � 1 ;x i 2j )[(x i 2j z � 1 ;pz )[(p z ;x i 2j z
) (t + z)

+
X

j 2B

wj maxft + pz � dj �0gg

La valeur optimale :
P

wj Tj = F(x 1 ;xn +2 ) (0).
Dans cet algorithme de programmation dynamique, chaque �equation de r�ecurrence est calcu-

l�ee en O(n2) contre O(n) pour la minimisation du retard alg�ebrique, c'est pourquoi la complexit�e
de l'algorithme de programmation dynamique estO(n2+2 log 1+� an � A). Nous sommes conscients
que la complexit�e de cet algorithme n'est pas int�eressante lorsque� est inf�erieur �a 1, et travaillons
actuellement sur ce probl�eme.

5.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons montr�e la complexit�e des di��erents probl�emes de minimisation
de crit�eres r�eguliers sur une machine �a traitement par batches avec compatibilit�e entre les tâches
et capacit�e in�nie. Ainsi nous pr�esentons un algorithme de programmation dynamique pour la
minimisation de la somme des dates de �n (BjG�

p = INT j
P

Cj ) dans la section 5.3. Dans la
section 5.4 nous montrons la NP-compl�etude des probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers
avec date de �n souhait�ee, ensuite nous pr�esentons des algorithmes de programmation dynamique
permettant de r�esoudre les probl�emesB jGU

p = INT jL max et B jGU
p = INT j

P
wj Tj .

Nous sommes actuellement en cours de r�edaction d'un article pr�esentant les r�esultats de ce
chapitre.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans la premi�ere section de ce dernier chapitre, nous rappelons les r�esultats obtenus dans
cette th�ese. La seconde section de ce chapitre est consacr�ee aux perspectives r�esultant des travaux
pr�esent�es ici.
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans cette th�ese nous avons �etudi�e les probl�emes d'ordonnancement de machines �a traitement
par batches avec compatibilit�e entre les tâches. La compatibilit�e entre les tâches est d�ecrite par
les intervalles de dur�ees d'ex�ecution des tâches.

Le premier chapitre de cette th�ese pr�esente, apr�es une introduction des probl�ematiques d'or-
donnancement de la production, les probl�emes d'ordonnancement �etudi�es dans ce manuscrit,
ainsi qu'une application industrielle de ceux-ci.

Le second chapitre d�ecrit les r�esultats existant dans la litt�erature pour les probl�emes de mini-
misation de crit�eres r�eguliers, sur des machines �a traitement par batches avec, et sans, contraintes
de compatibilit�e. Ce chapitre d�ecrit aussi l'�etude des probl�emes de owshops hybrides compos�es
de machines disjonctives et/ou �a traitement par batches. L'�etat-de-l'art nous a permis de consta-
ter que les probl�emes trait�es ici ont �et�e tr�es peu consid�er�es dans la litt�erature. En e�et, seul le
probl�eme de minimisation de la date de �n de l'ordonnancement d'une machine �a traitement par
batches et compatibilit�e entre les tâches a �et�e �etudi�e par Oulamara et al. [176]. Les probl�emes
de owshops hybrides avec machines �a traitement par batches et compatibilit�e entre les tâches
n'ont pas �et�e �etudi�es jusqu'�a pr�esent.

Dans le troisi�eme chapitre, nous avons d�evelopp�e des m�ethodes approch�ees pour les probl�emes
de minimisation du makespan de owshops hybrides avec machines �a traitement par batches
et compatibilit�e entre les tâches. Ainsi, nous avons d�evelopp�e 6 heuristiques constructives �a
performances garanties pour le probl�eme g�en�eral (HF2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax ).
Heuristiques que nous avons adapt�ees par la suite aux probl�emes avec une seule machine sur
l'un des �etages (HF 2(1; Bm) jGp = INT; b = kjCmax et HF 2(m; B )jGp = INT; b = kjCmax ).
Les exp�eriences que nous avons men�ees indiquent que ces heuristiques fournissent tr�es rapidement
des solutions proches de l'optimum (en moyenne 1% de la borne inf�erieure) pour des instances
de 200 tâches. Nous avons aussi d�evelopp�e un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS) pour
le probl�eme de owshop hybride avec machines �a traitement par batches, compatibilit�e entre
les tâches et dur�ees d'ex�ecution du premier �etage identiques (HF2(m1; Bm 2)jGU

p = INT; b =
k; pj = pjCmax ). Cette m�ethode fournit, en temps polynomial par rapport �a la taille de l'instance,
une solution dont l'�ecart par rapport �a la solution optimale est inf�erieur �a O(� ).

Dans le quatri�eme chapitre nous avons d�evelopp�e deux m�ethodes exactes de type proc�edure
par s�eparation et �evaluation (PSE). La premi�ere m�ethode �enum�ere les ordonnancements non
domin�es du premier �etage, puis �enum�ere, pour chacun de ces ordonnancements, les ordonnan-
cements du second �etage respectant les solutions obtenues sur le premier �etage. La deuxi�eme
m�ethode e�ectue des �enum�erations comparables pour le probl�eme inverse (inversion des �etages).
Ainsi, dans un premier temps, tous les ordonnancements non domin�es, de l'�etage compos�e des
machines �a traitement par batches, sont �enum�er�es puis, pour chacun de ces ordonnancements,
l'ordonnancement optimal de l'�etage compos�e des machines disjonctives, est recherch�e. Cette
deuxi�eme �etape est calcul�ee �a l'aide de deux m�ethodes di��erentes : une premi�ere m�ethode, que
nous avons d�evelopp�ee, utilise un algorithme de programmation dynamique, alors que la seconde
m�ethode, d�evelopp�ee par Gharbi et Haouari [84], utilise leur m�ethode. Les exp�eriences men�ees
indiquent que la m�ethode inverse utilisant la programmation dynamique fournit la solution op-
timale, en moins de 10 minutes, pour une partie des instances de 20 tâches.
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Finalement, le dernier chapitre traite des probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers sur
une seule machine �a traitement par batches, compatibilit�e entre les tâches et capacit�e in�nie.
Nous avons d�evelopp�e un algorithme de programmation dynamique pour le probl�eme de mini-
misation de la somme des dates de �n d'ex�ecution. Et dans la derni�ere section nous d�emontrons
la NP-compl�etude des probl�emes de minimisation de crit�eres �a base de dates de �n souhai-
t�ee, avant de d�evelopper deux algorithmes de programmation dynamique pour les probl�emes de
minimisation du plus grand retard et de la somme pond�er�ee des retards.

6.2 Perspectives

Les perspectives li�ees �a ces travaux sont multiples. Dans la sous-section 6.2.1 nous pr�esentons
les intensi�cations des r�esultats exp�erimentaux qui permettraient de mieux estimer l'e�cacit�e
des m�ethodes que nous avons d�evelopp�ees. Ensuite, dans la sous-section 6.2.2, nous pr�esentons
quelques probl�emes dont il serait int�eressant d'�etudier la complexit�e, et de fournir quelques
m�ethodes de r�esolution. La derni�ere sous-section 6.2.3 pr�esente des perspectives visant �a �etendre
les domaines d'application des r�esultats pr�esent�es ici.

6.2.1 Intensi�cation des exp�eriences

Tout d'abord, nous n'avons pas e�ectu�e d'exp�erimentations permettant de mesurer l'int�erêt
du sch�ema d'approximation polynomial. C'est pourquoi nous souhaitons, dans un avenir proche,
programmer ce sch�ema d'approximation polynomial a�n de mesurer son e�cacit�e. Il sera, par
exemple, int�eressant d'observer le temps d'ex�ecution moyen n�ecessaire pour obtenir une solution
inf�erieure �a la meilleure solution fournie par une heuristique. Si le sch�ema d'approximation
peut fournir rapidement des solutions avec une erreur relative faible (inf�erieure �a celles des
heuristiques), alors nous pourrions utiliser ce PTAS pour obtenir de bonnes solutions admissibles,
lorsque les dur�ees d'ex�ecution sur le premier �etage sont relativement proches. Notons que, dans
le cas industriel qui nous a inspir�e, l'�ecart type entre les dur�ees d'ex�ecution du premier �etage est
faible.

Les exp�erimentations concernant les m�ethodes exactes sont �egalement �a intensi�er. Ainsi il
serait int�eressant de tester les m�ethodes exactes lorsque plusieurs tâches ont les mêmes dur�ees sur
les deux �etages. En e�et, alors que nous avons d�evelopp�e des r�egles de dominance, permettant
de limiter l'augmentation du nombre de n�uds �a explorer en raison de l'existence de tâches
identiques, nous n'avons pas test�e leur e�cacit�e. C'est pourquoi il conviendrait de cr�eer des
instances particuli�eres pour ces tests.

6.2.2 Extension des mod�eles �etudi�es

Une premi�ere piste de travail serait d'adapter les di��erents r�esultats, de cette th�ese, qui
concernent les owshops hybrides avec machines classiques au premier �etage, et machines �a
traitement par batches au second �etage, au cas plus g�en�eral, pour lequel les deux �etages sont
compos�es de machines �a traitement par batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles.
Cette extension correspond �nalement �a deux probl�emes di��erents. En e�et, hormis certains cas
particuliers, pour lesquels les contraintes de compatibilit�e sont les mêmes sur les deux �etages,
elles di��erent g�en�eralement d'un �etage �a l'autre. Il y a alors deux types de probl�emes : soit
les batches doivent être identiques sur le premier et le second �etage (propri�et�e de consistance
des batches), et dans ce cas les tâches d'un batch doivent être compatibles sur les deux �etages,
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soit les batches peuvent être di��erents d'un �etage �a l'autre. D ans le premier cas, lorsque les
batches sont cr�e�es ils peuvent être consid�er�es comme les tâches d'un owshop hybride avec
machines disjonctives, c'est pourquoi nous nous int�eressons ici au cas o�u les batches peuvent
être di��erents d'un �etage �a l'autre. L'adaptation des heuristiques, qui semble int�eressante et
relativement ais�ee �a mettre en place, est de cr�eer une liste de batches sur chaque �etage, puis de
trier ces deux listes avec des r�egles qui restent �a d�evelopper, LPBT et Johnson ne semblant pas
adapt�ees. Cependant nous risquons d'utiliser soit la r�egle LPT, soit une r�egle de liste pour trier les
batches, donc les garanties de performances devraient être �equivalentes �a celles d�evelopp�ees ici.
De plus, ces probl�emes semblent plus adapt�es �a l'obtention d'instances atteignant les garanties
de performances d�evelopp�ees dans cette th�ese. Finalement, l'adaptation des m�ethodes exactes
soul�evera plus de di�cult�es. Les �etages �etant d�esormais tous deux compos�es de machines �a
traitement par batch, une seule m�ethode subsistera. Cette m�ethode combinera la premi�ere �etape
de la m�ethode inverse avec la seconde �etape de la m�ethode directe. Il faudra n�eanmoins e�ectuer
quelques modi�cations sur les bornes et les r�egles de dominance. Par manque de temps nous
n'avons pas r�edig�e ces m�ethodes et e�ectu�e les exp�eriences n�ecessaires �a une publication. L'�etude
de ces exp�erimentations serait tr�es int�eressante : en e�et il y a peu de chances pour que les batches
soient compos�es de la même fa�con sur le premier et sur le second �etage ; l'ordre des batches sur
chaque �etage devient alors di�cile �a d�e�nir mais est primordial.

Dans le chapitre 5, nous avons �etudi�e la complexit�e des probl�emes de minimisation de crit�eres
r�eguliers sur une machine �a traitement par batches �a capacit�e in�nie et compatibilit�e entre les
tâches. Dans ce cas, seuls deux probl�emes ne sont pas d�emontr�es NP-di�ciles, or ces probl�emes
sont des cas particuliers des probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers sur une machine �a
traitement par batches de capacit�e �nie et compatibilit�e entre les tâches (cas o�u b = n). Donc
les probl�emes avec capacit�e �nie sont au moins aussi di�ciles. Ce qui est con�rm�e par le tableau
2.3 de la section 2.2.1 qui pr�esente la complexit�e des probl�emes de typeB jb = kj , e�ectivement
dans ce tableau seuls les probl�emes de minimisation du makespan et de la somme (pond�er�ee)
des dates de �n de l'ordonnancement ne sont pas NP-di�ciles au sens fort. Lorsque l'on ajoute
les contraintes de compatibilit�e entre les tâches, le probl�emeB jGp = INT; b = kjCmax est r�esolu
polynomialement par l'algorithme FCBLPT. Pour ce qui est de la minimisation de la somme
des dur�ees d'ex�ecution, l'algorithme de programmation dynamique d�evelopp�e dans la section
5.3, pour le probl�eme avec capacit�e in�nie, devrait être adaptable sans trop de changements
�a ce nouveau probl�eme. C'est pourquoi la minimisation des probl�emes de somme de dur�ees
d'ex�ecution pond�er�ee ou non ne semblent pas NP-di�cile au sens fort, alors que les probl�emes
L max ,

P
Tj et

P
Uj le sont.

Suite �a ces premi�eres �evolutions, dont les d�eveloppements potentiels sont relativement imm�e-
diats si nos conjectures intuitives sont av�er�ees, il pourra �egalement être int�eressant d'�etendre
l'�etude des probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers sur des machines �a traitement par
batches et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles �a des structures d'atelier plus complexes
de type machines parall�eles, owshops (hybrides), jobshops et openshops. Ces ateliers peuvent
comprendre des �etages avec machines disjonctives, et les compatibilit�es peuvent di��erer d'un
�etage �a l'autre.

6.2.3 Autres perspectives

Nous distinguons une premi�ere s�erie de perspectives, portant sur une repr�esentation appro-
fondie du probl�eme industriel qui nous a inspir�e. Dans le chapitre li�ee aux aspects applicatifs des
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probl�emes de machines �a traitement par batches, nous avons suppos�eque toutes les machines
�etaient identiques et qu'il n'y avait pas de temps de r�eglages. Cependant le probl�eme industriel
est nettement plus complexe ; comme nous l'avons expliqu�e en pr�esentant le probl�eme industriel
(section 1.4), la forme commerciale des pneus est d�e�nie par le moule utilis�e lors de la cuisson.
Donc, lorsque deux types de pneus di��erents sont cuits cons�ecutivement dans un même empla-
cement, il est n�ecessaire d'e�ectuer un changement de moule. Or ce changement de moule est
relativement long (de 45 minutes �a plusieurs heures suivant la taille du moule), et cette op�era-
tion n�ecessite des op�erations humaines, e�ectu�ees par des ouvriers sp�ecialis�es qui sont en nombre
limit�e dans l'usine.

La seule prise en compte des temps de r�eglages, induits par ces changements de moules, rend
les m�ethodes que nous avons d�evelopp�ees inapplicables. En e�et, les heuristiques n'optimiserons
pas les temps de r�eglage et les bornes inf�erieures ne les prendront pas en compte. Il est donc
n�ecessaire de d�evelopper d'autres m�ethodes de r�esolution, qui peuvent être, par exemple, des
algorithmes g�en�etiques.

Lorsque l'on prend �egalement en compte le partage entre machines d'�equipes sp�ecialis�ees dans
le changement de moules, le probl�eme devient encore plus complexe. En e�et il faut d�esormais
faire en sorte qu'�a chaque unit�e de temps le nombre de changements de moules soit inf�erieur
au nombre d'�equipes sp�ecialis�ees. �A premi�ere vue, ce nouveau probl�eme semble combiner les
probl�emes d'ordonnancement de owshop hybride avec machines �a traitement par batches et
des probl�emes de ressources cumulatives secondaires.

En ce qui concerne les incompatibilit�es entre les tâches, nous avons r�eduit le probl�eme aux
incompatibilit�es temporelles, mais il peut �egalement exister des incompatibilit�es entre des types
de pneus d'intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles. En e�et, en pratique deux pneus com-
patibles selon leurs dur�ees de cuisson peuvent ne pas être compatibles, par exemple, si la temp�e-
rature maximale utilis�ee en �n d'op�eration n'est pas la même. Alors que ces nouvelles incompa-
tibilit�es perturbent les algorithmes de programmation dynamique et le sch�ema d'approximation
polynomial, leur prise en compte dans le cadre des heuristiques et des m�ethodes exactes ne
posera pas de probl�emes. Notons que l'incompatibilit�e entre les moules est �equivalente �a une
incompatibilit�e entre les pneus.

Nous aurions pu �egalement ajouter les contraintes li�ees au nombre limit�e de moules, les
incompatibilit�es entre certains types de pneus et certaines machines du premier et du second
�etage (taille du pneu excessive).

Les r�esultats fournis par les heuristiques sur de grandes instances (200 tâches) du probl�eme
HF 2(m1; Bm 2)jGp = INT; b = kjCmax �etant proches de la borne inf�erieure (en moyenne 1%),
nous n'avons pas estim�e int�eressant de d�evelopper des m�eta-heuristiques pour ce probl�eme. En
revanche, nous souhaitions d�evelopper des m�eta-heuristiques pour un probl�eme plus proche de ce-
lui rencontr�e dans l'industrie, en utilisant des ordres de grandeurs issus de l'industrie (nombres
de tâches identiques, dur�ees...) et des contraintes industrielles perturbant l'ordonnancement.
Cependant, le partenaire industriel ne disposant pas de moyens humains n�ecessaires �a cette d�e�-
nition du probl�eme, nous n'avons pu d�e�nir correctement ce probl�eme industriel. C'est pourquoi
nous nous sommes orient�e vers des pistes de recherches plus th�eoriques.

Les applications industrielles qui utilisent des machines �a traitement par batches et intervalles
de dur�ees d'ex�ecution compatibles sont nombreuses, ces applications concernent g�en�eralement
des applications de trempage ou de cuisson. Une seconde di��erenciation porte sur les limites de
capacit�e des batches. En e�et, dans certains probl�emes toutes les tâches ont le même volume,
alors que dans d'autres probl�emes les volumes sont variables, les limites de capacit�es peuvent,
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�egalement, être plus complexes.
Par exemple dans la cristallerie, a�n d'opaci�er le verre, les pi�eces sont tremp�ees par lots

dans des bains d'acides. La dur�ee de trempage de ces pi�eces doit appartenir �a un intervalle
sp�eci�que �a chaque type de pi�ece, d'o�u les contraintes de compatibilit�e de type intervalles de
dur�ees d'ex�ecution compatibles. Les pi�eces sont pos�ees sur des plaques en caoutchouc contenant
plusieurs casiers de di��erentes tailles. Notons qu'il existe plusieurs agencements di��erents et
que plusieurs plaques sont tremp�ees simultan�ement dans un même bac. C'est pourquoi, nous
pouvons consid�erer que la cr�eation de batches n�ecessite de r�esoudre des probl�emes de d�ecoupe
2D+ a�n d'optimiser la taille des batches.

Cette combinaison de batches et de probl�emes de d�ecoupes est �egalement pr�esente dans
les fours, par exemple lors de la cuisson de fa•�ence ou de porcelaine. De tels probl�emes sont
�egalement pr�esents dans la sid�erurgie, dans les cloches de recuit de bobines d'acier ou dans les
fours de r�echau�age des brames avant laminage �a chaud. Dans ces cas, il existe g�en�eralement de
nombreuses contraintes de placement lors de la composition des batches.

Le dernier exemple que nous pr�esentons est le cas de la galvanoplastie qui permet d'appliquer
un d�epôt m�etallique �a l'aide d'un courant �electrique. Les pi�eces sont tremp�ees dans des cuves
�a l'aide de supports qui contiennent g�en�eralement plusieurs pi�eces. Chaque support trempe et
ressort les pi�eces, qu'il contient en même temps. De plus, d'une cuve �a l'autre les pi�eces ne
peuvent être enlev�ees du support. Comme la dur�ee, pendant laquelle chaque pi�ece est tremp�ee,
appartient �a un intervalle d�ependant du type de pi�eces, les pi�eces pos�ees sur un même support
doivent avoir une dur�ee de trempe commune pour chaque �etage. Nous sommes donc en pr�esence
d'un owshop (hybride ou non), compos�e de machines �a traitement par batches avec intervalles
de dur�ees d'ex�ecution compatibles, et les batches doivent être conserv�es d'un �etage sur l'autre.
De plus les pi�eces ne peuvent être expos�ees trop longtemps �a l'air libre entre deux �etages, c'est-
�a-dire que les temps morts ne sont pas accept�es. En supposant qu'il existe plusieurs bacs pour
chaque �etage nous avons donc un owshop hybride sans temps morts avec machines �a traitement
par batches sur tous les �etages et intervalles de dur�ees d'ex�ecution compatibles. Ces probl�emes
sont g�en�eralement trait�es par les techniques de hoist-scheduling qui supposent que les batches
soient cr�e�es avant l'ordonnancement des di��erents supports.

Les perspectives �evoqu�ees ici, nous permettent de remarquer que les applications industrielles
utilisant ces contraintes de compatibilit�e sont diverses et vari�ees. De plus, elles fournissent des
probl�emes th�eoriques int�eressants, c'est pourquoi nous esp�erons que cette th�ese sera suivie par
d'autres travaux sur le sujet.
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Annexe A

R�esultats exp�erimentaux d�etaill�es
des heuristiques.
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Annexe B

R�esultats exp�erimentaux des
m�ethodes exactes pour des instances

de 15 tâches.
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Annexe B. R�esultats exp�erimentaux des m�ethodes exactes pour des instances de 15 tâches.
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Ordonnancement sur les machines �a traitement par batches etcontraintes
de compatibilit�e.

R�esum�e

Dans cette th�ese, nous avons trait�e les probl�emes d'ordonnancement d'ateliers de type ow-
shop hybride �a deux �etages avec machines �a traitement par batches sur le second �etage et compa-
tibilit�e entre les tâches.Les dur�ees op�eratoires des tâches sont donn�ees par des intervalles, et les
tâches sont dites compatibles si elles partagent une même dur�ee d'ex�ecution. Pour le probl�eme
de minimisation de la date de �n d'ordonnancement de ce type d'atelier, nous avons d�evelopp�e
6 heuristiques �a performances garanties. D'apr�es les exp�eriences r�ealis�ees, ces heuristiques sont
e�caces sur de grandes instances. Pour les petites instances, nous avons pr�esent�e deux m�ethodes
exactes de type proc�edures par s�eparation �evaluation qui permettent de r�esoudre des instances
de 20 tâches. Nous avons �egalement d�evelopp�e un sch�ema d'approximation polynomial (PTAS)
utilisable lorsque les dur�ees d'ex�ecution sur le premier �etage sont identiques. En compl�ement de
ces travaux, nous avons �egalement �etudi�e d'autres probl�emes de minimisation de crit�eres r�eguliers
sur une machine �a traitement par batches. Nous avons d�evelopp�e des algorithmes de program-
mation dynamiques pseudo-polynomiaux pour les probl�emes de minimisation de la somme des
dates de �n d'ex�ecution et pour les probl�emes avec dates de �n souhait�ees. A�n de compl�eter
ces r�esultats de complexit�e, nous avons montr�e la NP-compl�etude des probl�emes avec dates de
�n souhait�ees.

Mots-cl�es: Ordonnancement, batch, compatibilit�e, owshop hybride.

Scheduling batching machines with compatibility constraints.

Abstract

This thesis deals with 2-stages hybrid owshop scheduling problems with batching ma-
chines on the second stage and compatibility constraints. The processing times of tasks are
given by intervals and tasks are compatible if they share a same second stage processing time.
We developped 6 heuristics with worth-case analysis for the makespan minimization problem.
The experimental results show that these heuristics give good schedules with an average gap
of 1% on 200 task instances. For small instances, we presented 2 exact methods, Branch &
Bounds, which solves up to 20 task instances. For the particular case with identical processing
times on �rst stage and uniform processing time intervals we developped a Polynomial Time
Approximation Scheme (PTAS). The second part of this thesis deal with scheduling problems
on one batching machine with in�nite capacity and regular criteria minimization. We devel-
opped pseudo-polynomial dynamic programming algorithm for minimization total completion
time, maximal lateness and total tardiness. Finally we show the NP-completeness of problems
with due dates.

Keywords: Scheduling, batching machines, graph compatibility, hybrid owshop.
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