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Préface

Les objectifs de cette thése ont été définis a 1’occasion de plusieurs entretiens avec les
directeurs de la compagnie sponsor (la société Total), Francois Montel et Gilles Sermondadaz,
entre mai 2007 et octobre 2009. Le manuscrit compte cingq chapitres et concerne trois
problématiques indépendantes : le transport dissipatif dans des milieux hétérogeénes
géologiques ; un probléme de transport dans un réservoir souterrain de gaz par dissolution
dans un aquifére ; I’effet de ségrégation compositionnelle dans des réservoirs ou le gradient

de température est incliné par rapport a la verticale [29].

Le point commun entre les problémes traités sont les processus irréversibles de
redistribution de la composition chimique d’un fluide dans les réservoirs souterrains naturels
ou artificiels (dépdts de gaz). Les réservoirs naturels d’hydrocarbures sont des systémes
généralement de grandes dimensions spatiales et non homogénes du point de vue de leur
composition chimique. La prédiction de la distribution de composition dans un réservoir
souterrain est un des problémes théoriques de base pour I'exploitation des gisements
d’hydrocarbures car c’est la composition chimique du produit récupéré qui définit sa valeur
énergétique. Outre 1’état initial (avant exploitation) du réservoir, il est également important de
surveiller les processus pouvant changer les qualités du produit en cours d’exploitation

comme le balayage du réservoir par un aquifére (les chapitres 3 et 4 sont consacrés a ce sujet).

L’établissement d’un état stationnaire d’un mélange multicomposé dans un réservoir
avant exploitation est le résultat de I’annulation des flux de diffusion qui obéissent a une loi
plus générale que la loi de Fick. Dans I’approche de diffusion de Fick, ’état stationnaire
entrainerait un champ uniforme de composition chimique. En réalité, la composition chimique
ne sera pas uniforme suite aux effets de thermo- et baro-diffusion. Ces deux processus trient
en quelque sorte les composants du mélange selon leur masse moléculaire dans les champs de
pression et de température [13, 7, 27, 47]. L’effet de thermo-diffusion (ou effet Soret-Dufour)
a lieu dans un réservoir souterrain suite au gradient de température (normalement ~ 4K /km
et dirigé parallelement la gravité), ’effet de baro-diffusion est provoqué par le gradient
hydrostatique de pression important dans les systémes de grande profondeur. Le phénoméne
de thermo-diffusion dans des réservoirs souterrains a ¢ét¢ examiné dans de nombreuses
références [18, 19, 11, 31, 29, 31, 34, 47]. Dans son ouvrage [4], Bedrikovetski a obtenu les

distributions de composition chimique dans un champ imposé de température pour différentes



¢tats thermodynamiques (mélange binaire de gaz parfaits, solution faiblement diluée). Le
probléme de la ségrégation compositionnelle isotherme par baro-diffusion a été examiné dans

[43, 16, 38, 42, 20].

Les contributions proportionnelles aux gradients de température et pression pour les
flux de diffusion des composants s’introduisent dans le cadre de la thermodynamique linéaire
des processus irréversibles [36, 17, 8]. Normalement, ces flux supplémentaires de diffusion
représentent des effets secondaires par rapport au flux causé par la variation de composition
chimique (ce qui rend la loi de Fick valide dans une certaine approche). Mais, si les flux de
diffusion selon la loi de Fick sont faibles ou négligeables, les processus de thermo- et baro-
diffusion gagnent en importance. Le premier chapitre de la thése est consacré a la déduction,
en accord avec les principes de la thermodynamique, d’'un modele généralisé de transport
simultané de matiére et de chaleur dans un milieu homogene. L’approche phénoménologique
de la thermodynamique linéaire des processus irréversibles pour la modélisation du
mouvement simultané d’un mélange de plusieurs especes chimiques est, aujourd’hui,
suffisamment développée et éclaircie dans des ouvrages de référence [40, 17]. Le premier
chapitre, surtout méthodologique, sert d’introduction a cette problématique en vue du chapitre
suivant. Outre la déduction d’un modéle de transport multicompositionnel, nous formulons,
sous forme générale, le probléme consistant a trouver la distribution de composition chimique
dans une colonne verticale d’un mélange binaire de gaz parfaits et obtenons sa solution dans

le cas isotherme.

Le chapitre 2 est consacré¢ a I’homogénéisation des équations de bilan obtenues au
premier chapitre dans un milieu multiphasique dans 1’approche hydrostatique. Un milieu
multiphasique (particulierement un milieu poreux saturé par une phase liquide) est par
définition hétérogene. Dans un tel milieu, ’analyse des processus a I’échelle de pores et des
hétérogénéités locales devient irréalisable et inutile. L’intérét principal est d’obtenir les
équations décrivant les processus a I1’échelle macroscopique ou, autrement dit,
d'homogénéiser le probléme. L’homogénéisation des équations élémentaires (a I'échelle
microscopique) est un probléme non trivial d’un point de vue théorique et le choix de la
méthode d’homogénéisation dépend des particularités du comportement attendu du systéme a
I’échelle macroscopique. Il est possible que suivant les différentes approches, le méme
systeme d’équations élémentaires conduise a des modéles macroscopiques qualitativement
différents. Il existe deux approches classiques pour obtenir les équations homogénéisées : une

approche phénoménologique appelée théorie des mélanges ou théorie des continus



interagissant expliquée par exemple dans [9, 14, 15, 30, 37, 32] et la technique
d’homogénéisation a deux échelles [1, 39]. Remarquons que ces deux méthodes ne sont pas
des alternatives 1’'une a I’autre, mais s’appliquent plutot a différentes classes de problémes. La
théorie des mélanges se base sur le concept d’un milieu multiphasique vu comme une
superposition des plusieurs continus (y compris éventuellement les continus correspondant
aux interfaces) ou les processus se déroulent indépendamment mais interagissent au moyen de
termes phénoménologiques d’échange (qui s’obtiennent comme un résultat du processus
d’homogénéisation). Le caractére phénoménologique de la théorie des mélanges entraine
qu’elle ne posséde pas de moyens formels pour déterminer les intensités des processus
irréversibles étudiés, mais fournit davantage un cadre général. La théorie des mélanges est
adaptée aux problémes ou les effets de 1’échange (de matiére, d’énergie, d’impulsion) entre
les phases et les effets interfaciaux jouent un role important, d’autant que ces effets s’y
introduisent d’une facon naturelle. La structure microscopique de la distribution des phases
n’entre pas explicitement dans les relations obtenues au moyen de la théorie des mélanges

mais on admet que cette structure détermine 1’intensité des processus d’échange.

Dans cette thése, nous n’étudierons pas la théorie de mélanges mais utiliserons
I’approche a deux échelles pour obtenir les relations homogénéisées. Contrairement a la
théorie des mélanges, la méthode d’homogénéisation a deux échelles opere directement avec
une structure microscopique de distribution des phases et utilise le comportement
asymptotique du systéme d'équations pour obtenir les équations homogénéisées. Il est évident
que, techniquement, la structure microscopique d’un milieu hétérogene ne peut étre donnée
explicitement que dans des cas ou cette structure est répétitive : périodique ou stochastique,
statistiquement stationnaire. La méthode a deux échelles posséde une base mathématique
auto-cohérente permettant d’obtenir directement les relations homogénéisées a partir des
€quations microscopiques lorsque les champs microscopiques des coefficients de transport
sont donnés explicitement. Un point faible de cette méthode consiste en ce qu’elle n’est pas
adaptée aux équations différentielles avec un opérateur non-symétrique comme dans le cas
d’un transport convectif. Pour 1’utilisation de la méthode de deux échelles, nous sommes donc

limités au cas hydrostatique.

Dans le chapitre 2, nous examinons le probléme général du transport de maticre et de
chaleur dans un milieu de structure périodique. En particulier, nous examinons le cas d’une

structure stratifiée typique des formations géologiques.



Les chapitres 3 et 4 sont consacrés a la résolution analytique et numérique du
probléme de balayage d’un réservoir de gaz par un aquifére. Ce probléme présente un intérét
du point de vue de D’exploitation des réservoirs souterrains de stockage de gaz (une
description du systeme étudié est donnée au § 3.1). L’analyse de ce probléme permet
d’évaluer les fuites de gaz dissous dans I’eau de I’aquifeére. Dans le chapitre 4, nous
développons un algorithme numérique, basé sur la méthode des éléments finis, appliqué a la
résolution du probléme examiné. Les deux approches analytique et numérique du probléme se
complétent I'une I’autre car, d’une part, certaines conclusions théoriques utilisées dans le
chapitre 3 ont été faites a partir de 1’observation des résultats du calcul numérique effectué¢ au
chapitre 4, et, d’autre part, I’accord entre les résultats théoriques et numériques permet une

justification des résultats.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude d’un mécanisme hypothétique de ségrégation
compositionnelle dans un réservoir dans des champs de gravité et de température non

colinéaires (V7 n’est pas parallele a g). Un réservoir, étendu dans une seule direction,

soumis a un champ de température et un champ de gravité pourrait servir de colonne thermo-
gravitationnelle naturelle favorisant la ségrégation compositionnelle. Des systémes analogues
artificiels sont employés dans le domaine de la séparation thermique d’isotopes [7] et servent
aussi a la mesure du coefficient de thermo-diffusion. L’existence éventuelle de tels systémes
dans la nature a ét¢ étudiée dans [28, 29]. La ségrégation compositionnelle thermo-
gravitationnelle résulte d’un effet coopératif du transport convectif de matiere et de la thermo-
diffusion. Au § 5.2, nous illustrons cet effet pour une couche infinie de liquide. Sauf au § 5.2,
nous n’examinons dans le chapitre 5 que l’aspect hydrodynamique du probléme. La
convection forcée dans le réservoir existe parce que la force de gravité appliquée a un liquide
dont la masse volumique varie dans une direction perpendiculaire au vecteur g (suite a son
expansion thermique) crée un champ de moment de rotation empéchant le liquide de rester
immobile. Nous cherchons alors les champs de vitesses pour des écoulements non-inertiels de

Stokes et de Darcy-Brinkman dans le cas de réservoirs plans symétriques.



Chapitre 1. Transport dissipatif de matiére et chaleur dans un
milieu homogéne

§ 1.1 Formulation mathématique du probléme

Dans cette partie, nous formulons mathématiquement sous une forme générale le
probléme du transport de matiére et de chaleur dans un milieu liquide (ou gazeux), non
isotherme, contenant n différents composants chimiques et entre lesquels se déroulent
diverses réactions chimiques. La premicre étape de la formulation mathématique d’un
probléme consiste dans le choix des variables décrivant le comportement de I’objet étudié.
Traditionnellement, en thermodynamique, 1’état d’un systéme multicomposant est décrit a
I’aide des paramétres: pression, température, composition molaire ou massique :

p,T,x,...x,, ou p,T,c,..,c,,,oules fractions molaires sont définies comme :

"%n—1>°

i =Ni/ZZ:1Nk’

ou N,,..., N, sont les nombres de moles de chaque composant, la fraction molaire du dernier

composant n’est pas indépendante puisque par définition Z; x, =1. Les fractions massiques

sont définies par :
¢, =M, /Zzlek ,

mol
n

\ 1 | 1
ou M,,...M, =m"N,,...,m"N, sont les masses des composants, m™ ,...,m,  sont les

n n
masses molaires des composants. L’équivalence entre les deux modes de description de la

composition chimique s’exprime par les relations :
_ . mol /Z" mol _ ( / mol) / Z” ( / mol)
¢, =m'x, M X X = (¢ I my G/ m).

S’il s’agit d’un systéme ou la quantité de matiere n’est pas fixe, a la base des parametres
intensifs, il faut ajouter un paramétre extensif quelconque, par exemple le nombre total de

moles N . La composition des parametres N, p,T,x,,...,X

n—1

détermine de fagcon univoque

I’état thermodynamique d’un mélange de n composants. L’information sur les propriétés

thermodynamiques se formule sous la forme d’une équation d’état. La thermodynamique nous



enseigne que donner un des potentiels thermodynamiques comme une fonction explicite de
ses variables dites canoniques est la méme chose que formuler une équation d’état [2, 3]. Une
équation d’état d’un tel type est dénommée canonique. Ici, nous supposons que 1’équation
d’état est donnée sous cette forme. Pour chaque composition compléte de paramétres d’état, il
doit exister un potentiel thermodynamique pour lequel cette composition est canonique. Pour

I’ensemble des parametres p,T, N,,..., N,

n?’

le potentiel thermodynamique convenant est celui

de Gibbs :

G=G(p.T,N,,...N,).

Une fois connue la fonction G(p,T,N,,...,N, ), nous disposons d’une information exhaustive

sur les propriétés thermodynamiques du systéme [3], c’est-a-dire que nous pouvons exprimer
a travers p,T,N,,...,N, toute grandeur thermodynamique. De plus, si nous disposons d’un
des potentiels thermodynamiques exprimé au moyen de ses variables canoniques, nous

pouvons obtenir tous les autres potentiels thermodynamiques comme fonctions de ses

variables canoniques au moyen de la transformation de Legendre [2].

En plus de I’état thermodynamique, le systéme posséde d’autres parameétres qui
caractérisent son état dynamique : cela peut étre les composantes cartésiennes de la vitesse.
Dans un milieu consistant a plusieurs composants chimiques le choix de la vitesse moyenne
n’est pas évident puisque tous les composants se meuvent dans certaines limites

indépendamment. Si les vecteurs I,...,I, désignent les flux molaires totaux de chacun des

composants (de dimension mole/(m” -sec) ), sommant les contributions dues a la convection

et a la diffusion, on peut alors définir la vitesse de convection comme la moyenne molaire :

n
mol -1
v =n ZI[ ,
i=1

ou comme la moyenne massique (ou barycentrique) :

n
mass -1 mol
v©=p E m "1,

i=l1

n désigne la concentration molaire (c’est-a-dire le nombre total de moles pour tous les

mol

composants se trouvant dans le volume unitaire), p=m"n est la masse volumique du



z n . ’ . .
mélange, m™" = E 4 lm,.m"lxi est la masse molaire moyenne. Selon la définition de la vitesse,
i=

les flux de diffusion sont définis d’une maniére différente. Dans le cas de la vitesse molaire :

J;nol — I _nx‘vmol ,

i i

et dans le cas de la vitesse barycentrique, le flux massique (de dimension kg/(m”-sec)) de

diffusion se définit comme :

mass __ ___mol massy __ _ _mol mass
I =m™ A, - xnv™) =m™ 1, —c,pv™.
On peut donc voir que la séparation du flux total en un flux de diffusion et un flux de
convection peut étre opérée de diverses maniéres selon la conception du mouvement

«moyen ». Il faut remarquer que, dans un systeme assez comprimé (dont le parametre gazeux

est comparable a un), les vitesses individuelles des composants v, =1, /(x,n) ne peuvent pas

étre tres différentes de la vitesse barycentrique puisque le composant dont la vitesse
surpasserait beaucoup la vitesse barycentrique subit alors une forte résistance a son
mouvement suite aux collisions moléculaires avec les molécules des autres composants.
Donc, malgré le fait que les vitesses individuelles sont différentes, le mouvement relatif des
composants du point de vue de I’énergie cinétique est négligeable par rapport au mouvement
avec du centre de gravité bien que ce mouvement soit néanmoins essentiel pour la diffusion et
que ce soit grace a lui que la composition chimique puisse changer dans 1’espace et dans le
temps. Par contre, dans un milieu raréfié¢ ou les collisions moléculaires sont assez rares, le
mouvement relatif des composants est aussi important que leur mouvement barycentrique. De
tels systemes font 1’objet de théorie de la diffusion dite de Stefan-Maxwell [23] ou de
I’hydrodynamique multicomposant [13] ou le mélange est considéré comme un systeme de
continus superposés, chacun possédant sa propre vitesse et sa propre pression, 1’échange
d’impulsion entre ces continus s’effectuant au moyen de frottement moléculaire effectif. Il
faut remarquer que ni la théorie de Stefan-Maxwell, ni I’hydrodynamique multicomposant

n’utilisent pas le concept de potentiel chimique.

Ici, nous allons utiliser la description barycentrique du mouvement des composants,

mass

c’est-a-dire : v=v™ J =J™". Formellement, le mouvement du milieu peut étre pris en

compte au niveau du potentiel de Gibbs, si I’on introduit le potentiel de Gibbs généralisé sous

la forme :



M 2
G=(p,T,N,,...N,,v)=G(p,T,N,,...N, )+ 2V ,

1

ou M(Nl,...,Nn)zz;m;“"'N. est la masse du systéme, le terme Mv’/2 représente
I’énergie cinétique du systeme, G(p,7,N,,...,N,) est le potentiel de Gibbs du systéme

immobile. Les composantes cartésiennes de la vitesse Vv',v>,v’ jouent le role de trois

parametres intensifs additionnels. Le différentiel du potentiel de Gibbs généralisé donne :

2
\4

dGg=" =Vdp—TdS+Z(;¢i+m[“‘OI 5 de,» +P-dv,

i=l1

mol gen

ot P=Mv est I'impulsion du systéme, la somme g +m™ v /2 = =" représente le potentiel
chimique généralisé ou g, =0G/ON, est le potentiel chimique dans le sens commun. Dans

I’expression pour I’énergie cinétique, nous avons négligé 1’énergie cinétique du mouvement

relatif des composants les uns par rapport aux autres pour la raison donnée ci-dessus.

Jusqu’ici il s’agissait d’un systéme thermodynamique singulier décrit par un
nombre fini de parameétres. L’état d’un milieu continu est décrit par les distributions des
paramétres intensifs en chaque point du milieu : p(r,?), T(r,?), x,(x,?),....,x, (r,t), V(r,1).

En hydrodynamique, traditionnellement on utilise la paire de variables masse volumique-

pression p, p au lieu de pression-température p,7, mais pour analyser les processus de
transport de chaleur, il est plus commode d’utiliser 7 au lieu de p . Pour trouver 1’évolution

de I’état du systeme, nous devons trouver les distributions de pression, température,

composition chimique et vitesse convective dans le milieu.

Dans la plupart de modeles de milieux continus, les équations de base pour modéliser
le milieu sont des équations de bilan qui sont une formalisation des lois de conservation
locales (écrites sous forme différentielle) des grandeurs extensives du milieu étudié. En
d’autres termes, nous ne pouvons obtenir les équations pour les variables intensives sans
recourir a la formulation des équations pour les variables extensives. Nous devons donc
temporairement passer a la description de 1’état du systeme pour I’ensemble des parametres
extensifs, afin de formuler les équations de bilan pour les valeurs volumiques des parametres.
Les extensivités volumiques comme les rapports des deux parametres extensifs (I’extensité

dont il s’agit est le volume), sont des parameétres intensifs et, donc, peuvent étre exprimés au



moyen des paramétres canoniques p,7,Xx,,...,x, ;,v du potentiel de Gibbs par prise de

dérivées (partielles).
Les bilans différentiels des extensités ont la forme suivante :

oa,
ot

+V-(va,+A)=qa,,(1.1)

a,,a,,... sont les extensités rapportées au volume, A, A,,... et représentent les flux de ces

extensités, additionnels aux flux convectifs, et les valeurs qui se trouvent dans la partie droite

a,,a,,... représentent leurs productions volumiques. Soit

1 2.3
b,..b,.,=p,T,x,...x, ,V,V,V,

" n+4 n—-1°

alors I’équation canonique d’état nous permet, en principe, d’obtenir les dépendances sous la

forme :

a, = am(b19"'9bn+4) >

m

et transformer le systéme des équations de bilan (1.1) en un systéme d’équations pour les

parameétres canoniques du potentiel de Gibbs :

& Oa ob,
% (byy.sh, ) —+V-(va,(b,...b, )+A )=a, (1.2

;6[)[ (1 n 4) at ( m(l n4) m) m ( )

Le nombre d’équations du systeme (1.1) doit coincider avec le nombre de parameétres

indépendants qu’on a choisi, donc m=1,....n+4.

Evidemment le systéme (1.2) ne sera fermé en exprimant A, A,,... et o, ,,... &

l'aide de p,T,x,....x,_,,v,v>,v’. Les flux A,,..,A

n—-1°

sont habituellement d’origine

n+l
dissipative, et expriment I’échange irréversible d’extensité entre différents points du milieu,
que I’on peut considérer comme des sous-systemes élémentaires thermodynamiques. Dans
notre cas, comme on a choisi la vitesse barycentrique comme vitesse moyenne, les sous-
systetmes €lémentaires sont identiques aux particules liquides de Lagrange, puisque les flux

A,,..., A, ontle sens de flux dans le systtme de coordonnées lagrangiennes. Quand il s’agit

de masses volumiques partielles de composants, les parties droites des équations de bilan

décrivent la transformation irréversible des composants les uns dans les autres par des



réactions chimiques qui ont lieu dans le systéme. Quand il s’agit d’impulsion la partie droite
représente les forces massiques extérieures (particuliérement la gravité) qui exercent sur le
systéme. Quand il s’agit d’énergie totale, la partie droite de 1’équation de bilan représente le

travail des forces extérieures.

Fixons maintenant la base de parameétres extensifs dont on cherche a obtenir les
équations de bilan. Une composition extensive de paramétres indépendants d’état que 1’on
peut choisir en qualité de base est 1’énergie totale (y compris 1’énergie cinétique) E, le

volume V', les masses des n—1 premiers composants M, ..., la masse totale de tous les

n-12
composants M , et les composantes cartésiennes d’impulsion P',P*,P’. Pour un milieu
continu il faut donc trouver les distributions d’énergie volumique : e=J0E/ SV, les masses

partielles volumiques des n—1 composants : m, =oM,/ oV, i=1,...,n, la masse volumique
totale p=0M /6V , et Pimpulsion volumique p* =8P"/6V, k=1,2,3 (ne pas confondre

p" avec la pression p), soit au total n+4 fonctions.

Pour obtenir les relations entre les extensités volumiques m,,...,m,_,, p,e,p et les

paramétres de base p,T,x,,...,X

n—1°

v, introduisons le potentiel de Gibbs généralisé

spécifique :

G gen

gen,spec __

G Vv
—
M M 2

dont la forme différentielle est :

dggen,spec — p—ldp _Sspech + Zl”:_ll ﬂidci +vdv , (13)

spec

ou s™° est I’entropie spécifique, qui selon (1.3) s’exprime a travers le potentiel de Gibbs

comme :

spec _ aggen,spec _ agspec
oT or

s (1.4)

I’inverse de la valeur de la masse volumique p~' joue le réle du volume spécifique ; les

valeurs 77, s’expriment au moyen des potentiels chimiques :



I N U
771' = mol _ mol  __mol _ mol " (15)
m. m m m

i n i n

La masse volumique totale s’obtient comme la valeur inverse de la dérivée du potentiel de

Gibbs spécifique par rapport a la pression:

-1

a gen,spec

pz(—g j (1.6)
op

L’¢énergie totale spécifique s’obtient au moyen de transformation de Legendre du potentiel de

Gibbs généralisé spécifique par rapport aux pression et température:
espec — ggen,spec _pflp_'_TSspec’ (17)

De méme 1’énergie totale volumique s’obtient a partir de 1’énergie totale spécifique en la

spec

multipliant par la masse volumique e = pe™* . L’impulsion spécifique est tout simplement la

spec

vitesse p™ =v et I’'impulsion volumique est p= pv. Les masses volumiques partielles des

n—1 composants s’expriment comme :
m, =c,p.

Ainsi, nous avons établi les relations entre les extensités volumiques et les paramétres

canoniques du potentiel de Gibbs. Formulons maintenant les équations de bilan pour les

grandeurs m,,...,m,_,, p,e,p :

ap
—+V-(pv)=0,
Py (pv)

%+V-(m,-v+Ji)=‘9n i=1,..,n-1,

ot

an (1.8)
P ik ik ik i
PV + pot+™) = £ ik =1,2,3,

ot ox" (p P =7

%+V-(ev+pv+q):f-v.

Dans la premiere équation le flux sur-convectif (diffusif) est égal a zéro par définition
de la vitesse de convection, la partie droite est égale a zéro parce que les réactions chimiques
ne changent pas la masse totale de I’ensemble des composants. Dans les deux derniéres

équations, nous avons séparé artificiellement les flux sur-convectifs d’impulsion et d’énergie



en deux parties dont la premiere s’exprime explicitement a travers les parametres intensifs ( p
et v) et la seconde reste inconnue. D’un point de vue formel, une telle séparation ne doit pas
influencer le résultat final, car les parties restantes 7" et q sont toujours inconnues. Les
termes Vp et V.(pv) dans les bilans d’impulsion et d’énergie représentent la force et le
travail de pression qui caractérisent la conversion de I’énergie interne en énergie cinétique et
qui représente un processus réversible. Par contre les termes restants 7 et ¢, comme on le
verra, sont d’origine dissipative et peuvent étre interprétés comme le tenseur des tensions
visqueuses et le flux de chaleur généralis¢ (y compris le flux de chaleur produit par la
viscosité). La partie droite dans le bilan d’impulsion, en absence de forces volumiques

d’origine dissipative, est la force volumique extérieure exercée sur le systeme, dans notre cas

c’est la force gravitationnelle
f=pVD.

Dans la partie droite de 1’équation de bilan d’énergie, nous avons pris en compte le fait que la
seule source volumique d’énergie qui existe dans le systetme est le travail des forces

extérieures volumiques :
A=f-v.

La chaleur produite par les tensions visqueuses ne peut pas étre considérée comme une
source d’énergie puisque ce n’est que la conversion de 1’énergie cinétique en énergie interne
alors que I’énergie totale reste la méme. Pour la méme raison I’effet thermique des réactions
chimiques n’est pas une source d’énergie (ni par rapport a 1’énergie totale, ni par rapport a
I’énergie interne), il représente la conversion de 1’énergie des affinités chimiques en énergie
réservée dans la capacité thermique des produits de réaction. Les termes V-J, dans les
équations de bilan de masse partielles des composants représentent les masses apportées dans
le volume unitaire par les flux de diffusion, le terme 6. décrit I’apparition ou disparition du

composant i en réactions chimiques.

Pour notre analyse ultérieure il nous faudra écrire les bilans d’énergie interne et
d’enthalpie. Le bilan d’énergie interne s’obtient comme la différence entre le bilan d’énergie
totale et le bilan d’énergie cinétique qui provient directement du bilan d’impulsion. Récrivons

le bilan d’impulsion sous la forme matérielle :



ou d/dt=0/0t+v-V est la dérivée de Lagrange. En multipliant vectoriellement cette

€quation par la vitesse, nous obtenons le bilan d’énergie cinétique sous forme matérielle :

dv: 0 (, wr i . OV’
——+— IV (po* + ) = p(V-V)+ T ——+f-v.
PtV =PVt o

En écrivant le bilan d’énergie totale aussi sous la méme forme :

pi£+V-(pV+q)=f-v,
dt p

et en faisant leur différence, nous obtenons :

dle V° o v i x OV’
_ ——— [+ — —V’-z" = — V-V —T’ -, 19
pdt[p ZJ o )=V ae 19)

spec

la valeur e/ p—v>/2=u™" est par définition 1’énergie interne spécifique. Comme le tenseur

de tensions visqueuses 7 est symétrique dans un milieu isotrope, le dernier terme dans la

partie droite du bilan d’énergie interne peut tre transformé en :

ou &% =1/2(6v' / ox* +ov* /x") est appelé tenseur de vitesses de déformations.

Ainsi, nous avons formulé les équations de bilan et trouvé, a I’aide de I’équation d’état
canonique, les relations entre les parameétres p,7T,Xx,,...,x, ,,v et les extensités volumiques.
Afin de fermer le mod¢le il ne reste plus qu’a trouver les liaisons entre les flux dissipatif

ik
J,...d, .t qet p,T,x,..x,,,V.

§ 1.2 Fermeture des équations de bilan

La question de trouver les relations phénoménologiques entre les flux dissipatifs des

t*,q, et les paramétres intensifs p,T,x,,..,x _,,V

s M1

parametres extensifs du systeme J,...,J

n—-1°

dépasse le cadre de thermodynamique de 1’état équilibre et fait I’objet de la thermodynamique



de processus irréversibles (les relations linéaires entre J,,...,J, ,z*,q et les gradients des

Y 1o
valeurs p,T,x,,...,x, ,v traditionnellement s’appellent les relations phénoménologiques, les

coefficients dans ces relations s’appellent les coefficients phénoménologiques).

La thermodynamique des processus irréversibles offre une approche macroscopique
phénoménologique a la construction de modeles quantitatifs du transport dissipatif. Une des
hypothéses de base de la thermodynamique des processus irréversibles consiste en 1’existence
d’un état d’équilibre local dans le systéme. Comme le temps de relaxation d’un systéme vers
son ¢état d’équilibre augmente avec la taille du systéme, il est logique de supposer que
I’équilibre réalisé au voisinage d’un point avant que le systéme dans son entier n’arrive a
I’équilibre. Pour cette raison, en thermodynamique du non-équilibre, on admet que, bien que
le systéme total ne soit pas en équilibre, les paramétres intensifs de ce systéme change assez
lentement dans I’espace et dans le temps. Cette variation temporelle des variables crée des

flux dissipatifs pour les extensités qui visent a équilibrer globalement le systéme.

La base formelle de la thermodynamique des processus irréversibles consiste en une
hypothése de dépendance linéaire entre les flux dissipatifs et les gradients de parameétres
intensifs. Cette linéarité n’est que le premier terme d’un développement des flux dissipatifs en
fonction des gradients des paramétres intensifs, mais comme ces gradients sont assez petits du
fait de I’équilibre local, les relations linéaires sont en général suffisamment précises. Les
coefficients phénoménologiques dans les relations linéaires entre les flux dissipatifs et les
parametres intensifs doivent satisfaire a la condition de symétrie provenant du principe
fondamental de réciprocité formulé par Onsager. Le principe d’Onsager stipule que la matrice
formée par les coefficients est symétrique si les relations phénoménologiques sont écrites sous
une forme spéciale. L’obtention de cette forme spéciale des relations phénoménologiques
consiste, d’abord, a écrire le bilan d’entropie ou la source volumique d’entropie est écrite
comme une forme bilinéaire des flux et des forces thermodynamiques [17, 8, 24]. Les flux
thermodynamiques sont les flux des extensités et les forces thermodynamiques sont des

combinaisons linéaires des gradients des parameétres intensifs.

Généralement on suppose que tout flux thermodynamique peut étre généré par toute
force thermodynamique : cette hypothése outre les processus dissipatifs directs, admet
I’existence de processus dissipatifs croisés tels que par exemple un flux supplémentaire d’un
composant chimique causé par un gradient de température ou un flux supplémentaire de

chaleur causé par les gradients de concentration des composants. Autrement dit, la matrice des



coefficients phénoménologiques, n’est généralement, pas diagonale, mais, d’aprés le principe

d’Onsager, est symétrique. La symétrie de la matrice de coefficients phénoménologiques

réduit le nombre de coefficients indépendants.

Le principe de Curie entraine des limitations supplémentaires sur le nombre de

coefficients responsables des processus croisés : il établit que dans un milieu isotrope, il ne

peut y avoir interaction qu’entre des processus de méme dimension tensorielle et que les

coefficients sont scalaires.

Démontrons le principe d’Onsager a 1’aide d’un exemple. Prenons I’exemple d’un

systtme thermodynamique singulier décrit par un ensemble de paramétres q,(?),...,a, (¢)

variant avec le temps quand le systéme s’approche de I’équilibre. La vitesse de création de

I’entropie s(a,,...,a,) du systeme est une forme bilinéaire de la forme :

N
s=-Y Xa,,(1.10)
i=1
ou les valeurs

-
oa,

appelées forces thermodynamiques sont égales a zéro a 1’état d’équilibre. Les dérivées des

parameétres par rapport au temps q,,...,d,, appelées flux thermodynamiques, ne sont pas

égales a zéro tant que les forces X|,..., X, ne sont pas nulles. On peut donc écrire pour un état

proche de I’équilibre, au premier ordre de grandeur :

Le principe d’Onsager stipule que la matrice des coefficients A, est symétrique :

A, =1

ik ki °

donc au lieu de N’ coefficients, nous n’avons que N(N+1)/2

phénoménologiques indépendants.

coefficients



Quand il s’agit d’un systéme continu, la création d’entropie s’écrit sous la forme d’une

fonctionnelle :

o J-Gsd3 z Os 8a x.(1.6)
;) Ot oo, 0a, 8t
o S est le changement total d’entropie dans tout le volume du systéme, s(a,,...,a,) est

I’entropie volumique, qui, comme nous 1’avons supposé, peut étre exprimée comme une

fonction des extensités rapportées au volume, les valeurs a,,...,a, sont les I'intensités. Les

variations temporelles des extensités volumiques peuvent étre déduites des équations de bilan
(1.1) que nous avons formulées mais pas encore fermées. Sans préciser la nature de ces

extensités, nous pouvons écrire de manicre générale:
. N Os
S:ZI@—{ -V (A, +v-a)+a}d’x. (1.7)
a
Q

En faisant la transformation (0s/0a,)V-A, =V -[(Os/0a,)A,]—A,-V(0s/0a,) et en utilisant

le théoréme d’Ostrogradski, nous transformons le bilan intégral d’entropie sous la forme :

zlaQ i=l O le

ﬁcf—(Au v)d2+zj{(av+A) V- }d3 +Zj—ad3x (1.8)

ou I’expression sous la seconde intégrale peut étre encore €tre transformée en :

Os L Os
V—— \Y% \Y%
v- Za . v-Vs—v- { Ga}

i=1 i

Concrétisons, maintenant, les valeurs A, ,¢;. Il est évident que I’entropie volumique

n’est une fonction que des parametres thermodynamiques, mais pas de ceux cinétique comme
les composantes d’impulsion. Dans notre analyse, il sera plus simple de chercher a obtenir
I’entropie comme une fonction explicite de 1’énergie interne, de la masse volumique totale,
des masses volumiques partielles des n—1 premiers composants (ainsi cette base de

parametres d’état local est asymétrique par rapport au dernier composant) :

al" n+1 =u p’rn”l’



Notre but est, maintenant, de trouver les dérivées Os/0a,,...,0s/0a,,,. Rappelons

qu’une forme alternative de donner 1’équation canonique d’état du systeme est de concrétiser

I’énergie interne comme un potentiel par rapport aux variables canoniques V,S,N,,...,N, :
u=UW,S,N,,....,N,).

Comme on sait, la forme différentielle de 1’énergie est liée avec les variations des parameétres

V,S,N,,...,N, autravers de la relation de Gibbs:

n

dU = —pdV+TdS+Zud 1

i=l

Compte tenu de :

—_ Ml Mn—l M_ n Mi

i=1

20t mol mol

’ n/llmo1 n—1 mn
et
Zde Z[ de + LM = anM + L am
}’l m}’l mﬂ

nous obtenons la forme différentielle pour I’énergie interne a 1’aide des variables massiques :

n—1
dU =—pdV +TdS+ 3 ndM, +-=—dM .
i=l1 n

Si I’on connait U =U(S,V,M,,...,.M

n—1°

M), il est en principe possible de trouver par une

inversion fonctionnelle S =S(U,V,M,,...,M

n-1°

M) (au moins son expression différentielle).

Pour I’entropie nous avons :

—1
ds=2au+Lay - Z LAy
T T = mn
Nous pouvons donc trouver les dérivées partielles de 1’entropie par rapport aux variables dont

on construit les équations de bilan:



a1 s _la
ou T 0p T m™’ om,

_In
==t .(19)

Remarquons une propriété de D’entropie S écrite comme fonction des variables

Uv,M,,...M, ,,M . Comme I’entropie est une valeur extensive, c’est-a-dire proportionnelle

a quantité de matiére dans le systéme, elle est nécessairement une fonction homogéne du 1

ordre, par rapport a ces arguments:

S(AU, AWV, AM,...AM , [, AM)=ASWU,V,M,...M, ,,M),
alors, par le théoréme d’Euler concernant les fonctions homogenes:
U 2—5 + V— TZI:M +M 66_]\3 =S.
Divisant cette égalité sur le volume V' nous trouvons que:
uS—S+ % Z:: is; aa—_s—g—i_s—— (1.10)

Ainsi, le terme v-Vs—v- VZ a,(0s/ 0a;) qui apparait dans le bilan intégral de I’entropie peut

i=1

étre simplifié :

v-Vs—v- V{Za a}—v V(Tj (1.11)

i=l1 i
Utilisons maintenant (1.9) et (1.10) dans (1.8). On peut prouver a ’aide de 1’¢galité
N
(1.11) que la contribution de I’énergie interne ajoutée au terme Zj{ai(V-V)(Gs/ 8ai)} d’x

i=l O

donne I’expression suivante :

I{v V(Tj+(q (v:1)- VT+ L. v>} zigv”d2+£{(q—(v:r))-V%—%(r”‘-g”‘ }aﬂx

Q

ou la notation (v:T) signifie le produit tensoriel contracté du vecteur v' avec le tenseur 7

(I’indice n’importe pas car le tenseur 7 est symétrique). A son tour la somme de deux



intégrales de surface Cﬁ( p/T)V'dX et Z:leal.(Gs/ Oa,)v"dX, selon I’égalité (1.8) donnent
oQ

oQ

un résultat simple :

gS (p/ T)V'dZ + ﬁ: <j‘> a,(8s/ 0a,)V'dS = <j>sv"dz .
oQ

i=l 20 e}

La somme de toutes les intégrales de surface nous donne :

<j> (sv" + 2735/ 0a) AVdZ = (8) o » (1.12)

on

que nous interprétons comme le flux total de I’entropie entrant dans le systéme du dehors (au

travers des limites du systéme) et a cause de cela nous le notons (S),.,. Remarquons que si les

ext *
flux des extensités au travers des surfaces extérieures du systéme sont connus, ¢’est-a-dire que

si sur les limites du systéme 6Q nous disposons des conditions limites du 2™ type, le terme

(S),, est aussi connu. Dans le cas ol le systéme est isolé: v' =0, 4" =0 sur Q, le flux

entrant d’entropie est égal a zéro (). =0.

ext

La partie restante dans le bilan d’entropie est la suivante :

N (v .ln_l vl %_l ik ik 3
(S)im—f{(q (v:1) VT+;(Ji V(T)+ 7 j T(r £ )}d x.(1.13)

Q

Examinons le terme sous l’intégrale dans (1.13), responsable des réactions chimiques

_ n—1 N , , . . , , . .
T lzi_l On, . Dans le systeme, se déroulent A réactions chimiques numérotées par I’indice

a=1,...,A. Les bilans steechiométriques des réactions s’écrivent sous la forme :

n
2V =0,
i=l1

ou v, sont les coefficients stoechiométriques des diverses réactions. Introduisons des

1124
coefficients stoechiométriques fractionnaires de telle maniére que la somme de tous les
coefficients steechiométriques positifs d’une réaction soit égale a 1 (et la somme des
coefficients négatifs égalea —1) :

frac __
Via _Via/ Z Vka .

positive



Alors, I’apparition (ou disparition) selon le signe « +» (ou « — ») d’un composant i dans

toutes les réactions chimiques peut étre écrite sous la forme

9 Z m mol frac

ou @, est la vitesse de la réaction « définie comme le nombre de moles total de tous les

y . o, ., n—1
composants entrant dans la réaction par volume unité et unité de temps. La somme Zi_l ?)

se transforme alors en :

n- l frac ZA z” 1 frac
Zl 1 Zz lana lm ﬂlvl 0) - a:la)a i lm 77[ ia 4

frac mol

n—1
Transformons la somme ) " 'm™nvi. Compte tenu que 1, =g /m™ —u, /m et

n—-1 g
e = —Z. , v (comme Z ¢ = 0) nous obtenons :
i

ia =1 Via

Z,nllm MVia EZ -1 Via :uz Aa

valeur dénommée affinité chimique de la réaction « . Alors le terme responsable des réactions

chimiques T *12:11491.771. donne :

Y on =Ty A,

Analysant les réactions chimiques, il est plus facile d’exprimer les propriétés
thermodynamiques du systéeme sous une forme proche de celle des systémes parfaits.

Introduisons les activités chimiques ¢.(p,T,Xx,,...,X, ;) suivant la définition :

4 =RTlog(pg)+ f,(T),

ou R est la constante de gaz, f,(T") une fonction de la température. Pour un systéme parfait :
¢ =x,, pour un systéme imparfait ¢, s’approche de x, lorsque x, = 0. Alors, I’affinité

chimique peut étre exprimée en termes de ¢ comme :

" 1rac

Aa:RT-log{ i i H¢‘f°r'“}+zv °fi.



. n
mais comme Z yie =0 .

i=l @

A, = RT-log{H(/ﬁng“ } +) e = RTlog[ngﬁ;f?“}r £(T).
i=1 i=1 i=1
Ainsi, si nous estimons en premicre approximation que la vitesse d’une réaction chimique est

proportionnelle a son affinité :

o, ~A_,

a a

pour un systeme parfait o ¢ = x, nous aurons :

w, ~ RTlog[fo"“}+ £,
i=1

c’est la loi d’action de masse connue en chimie.

Examinons, maintenant le terme sous l’intégrale dans (1.13), responsable de la

viscosité 77! (7% - &™) . Décomposons le tenseur * en sa partie sphérique et son déviateur :

ik

et = gnné‘ik + (81'1{ _%gnné‘ikj — (g)Sph 5ik + (gik)dev ]

1

3

La partie sphérique du tenseur & est liée avec la divergence de la vitesse par
(&)™ =1/3(V-v).

Décomposons de la méme fagon le tenseur 7 :

Tik =

%Z_nnéik + (Tik _%Tnné‘ikj — (T)sph 51’/( + (Tik )dev .
Alors pour le produit tensoriel de deux tenseurs, nous obtenons :
(Z_ik .gik) =3 (z_)sph (g)sph i (z_ik)dev (gik)dev
C’est la somme du produit de deux scalaires et du produit tensoriel des deux déviateurs.

Ainsi, la valeur (S). . peut étre présentée sous la forme :

int



ik )dev (gzk dev

. . 1 n-1 i X 1(& - 3
(S)im=f(q 'V(?j—zJi-V(%Ddx+i?(;waAa—3(r) (&) j I(T Ix

Q

ou q' =q—(v:7) est le flux de chaleur dans le sens commun. Le premier terme représente la

contribution des processus vectoriels ; le deuxiéme représente la contribution des processus

scalaires et le troisiéme, la contribution des processus tensoriels.

La valeur de o, dont la définition est :

o= q v( j ZJ V[U,j %{iwaAa_?)(T)sph(g)sph_(Tik)deV(gik)dev}’(1~14)

et qui représente la partie droite du bilan différentiel d’entropie, est dite production d’entropie.

La production d’entropie dans les processus irréversibles o est 1’analogue de

dev

N . g . N h ik
=—Zi:1Xial. pour un milieu continu ou les valeurs q',J,,....d, |,@®,...,@,, (7)™, (")

jouent le réle des flux thermodynamiques  généralisés, et les valeurs
VT,V I T),.. V11, I T A n A, =3(8)™,—(67)  jouent le rdle des forces
thermodynamiques généralisées. Dans le cas d’un état proche de 1’équilibre, les flux
thermodynamiques s’expriment linéairement en fonction des forces thermodynamiques. Selon
le principe de Curie, dans un milieu isotrope, les flux d’un rang tensoriel (dans notre cas il
s’agit des rangs 0, 1, 2) ne peuvent étre causés que par les forces de méme rang tensoriel. Les
effets croisés ne sont possibles qu’a I’intérieur des trois groupes de processus : « diffusion -
transport de chaleur », « réactions chimiques — deuxieéme viscosité », « premiere viscosité »
comme dans le troisieéme groupe il n’y a qu’un seul processus, il ne peut y avoir d’effets

Croisés.

De maniére générale, les relations phénoménologiques peuvent étre écrites :

¢ro(t) Sas(2)
(3} £as(2]

A AL+ 3A,, (&)™,

M=

. =

a
1

=
Il



A
(z_)sph — 3;(8)Sph + onaAa’ (le)dev — 377(glk )dev'
a=1

ou les matrices des coefficients

Ly, o LO(n—l) ¢ o A,
L=| : - : et A= .
L(nfl)O o L(nfl)(nfl) AAO o AAA
sont symétriques :
L-1, A=A,

d’aprés le principe de réciprocité d’Onsager. Au total nous avons 1/2(n(n+1)

+(ax+1)(x+2))+1 coefficients inconnus.

L’interaction de la seconde viscosité avec les réactions chimiques est rare (elle
présente un intérét quand il s’agit des ondes sonores dans un milieu chimiquement actif [25]),

et habituellement L ,...,L,, =0. Dans ce cas le nombre des coefficients non égaux a zéro

est 1/2(n(n+1)+a(a+1))+1, ce qui, dans le cas simple a trois composants et une réaction

possible donne 7.

La production d’entropie peut étre écrite comme une forme quadratique des forces

thermodynamiques que nous écrivons de maniere symbolique :
T
To= v(lj,—v(ij,...,—v USRI v(lj,—v(ﬂj,...,—v VISR
T T T T T T
A A3 ™ A AL 8L 3™ ) (") (67

La positivité de la production d’entropie exige la positivité de cette forme quadratique

ce qui implique des conditions sur les coefficients. En particulier, tous les coefficients

diagonaux des matrices L et A doivent étre non négatifs :
L009L11""’L(n—l)(n—l)’élﬂAll""’AAA’n >0.
De plus :

detL.>0, detA >0,



n—l1
Z (Liika zk) >0, Z (Aaa Yi/ij AaﬁAaﬁ) 20

i,k=0 a,B=0

Tout modele de transport ou ces conditions ne sont pas respectées risque de ne pas donner le

résultat correct de point de vue physique.

Formulons maintenant un systéeme fermé d’équations pour les parametres
p,T,x,,...,x, ,,v ennous appuyant sur le systéme d’équations de bilan ou les flux dissipatifs

sont maintenant connus. Le systéme fermé d’équations décrivant le transport irréversible de
matiere et de chaleur dans un milieu chimiquement actif s’obtient par la substitution des flux

trouvés dans le systeme d’équations de bilan (1.3) :

aa—'?+V~(pV)=O, (1.15)

dc n—1 i mol frac
pE+V{ k_lLikV(Tj+L v( )} Zal I ﬁlAaﬁ 5, (1.16)

dV a ik \s 1 i ev
p;+87{(p+3§(gk)l°h)5k+77(g’f)d b=pva, (1.17)

du
pap {LOOV( j Z ( j}-i—pdlvv To,(1.18)

(I’effet croisé entre les réactions chimiques et viscosité a ét¢ négligé). Démontrons que la

combinaison de termes od(u/ p)/dt+ pdivv n’est autre que le changement d’enthalpie dans

le systéme de coordonnées de Lagrange. Comme [’on sait, les formes différentielles pour

I’enthalpie et 1’énergie interne sont liées au travers la relation :
dH =dU + pdV
Cette relation reste exacte pour les valeurs spécifiques :
d(h/ p)=du/ p)+pd1/p),

alors :

1_4_ (V V) il+iﬁ d h
pdp P 'Opdtp dt p 'Odtp



De plus, comme nous avons admis, la production d’entropie est une valeur du second ordre de
petitesse car représente une forme bilinéaire des flux généralisés, qui sont des valeurs du
premier ordre de petitesse, et dans 1’équation de bilan d’énergie interne peut étre négligée

devant les autres termes. Alors 1’équation (1.18) prend la forme suivante :

d h 1 n—1 77
LR vl vl =|-ScvlZilz0. .19
Pa { (Tj 2.1 (Tj} (-

tp

Il faut remarquer que le systéme d’équations (1.15)-(1.18) (ou (1.19)) n’est symétrique
qu’en étant formulé en termes de forces thermodynamiques généralisées, si nous exprimons

les flux de diffusion a travers les gradients des valeurs observées directement : p,7T,c,,...,c

n—-1°
la symétrie disparait. Le systéme (1.15)-(1.18) représente le modele du transport dissipatif

cherché.

§ 1.3 Equilibre gravitationnel d’un mélange bicomposé

Examinons la distribution non-uniforme stationnaire de composition chimique dans les
réservoirs de grande profondeur qui s’établit sous I’effet de la baro-diffusion. L’état
stationnaire d’un mélange multicomposant s’obtient comme la solution stationnaire des
¢quations de transport développées par la méthode de thermodynamique des processus

irréversibles.

Dans le cas d’un mélange bicomposé, le modele de transport se réduit a une seule

¢quation de diffusion :

%+div(pcv+J):0,

ot

n 1
J = —LHV (?j + LIOV (?j ’

7= #(x,p,T) g (x5, p,T)
m m,

(les réactions chimiques sont impossibles).
Récrivons le flux de diffusion sous une autre forme équivalente :

J=—pD(Vx+k,ViogT +k,Viogp),



ou le coefficient de diffusion et les rapports entre coefficients de thermo-diffusion et baro-

diffusion et le coefficient de diffusion sont définis par :

L, on 1 on/ologp
—— kT:—(L11h+L10)>kB:—

D= ,
pT Ox pDT on/ox

b
ou

o(n

h — _T2 | 2L — g,spec _hspec
GT(TJ h g

est la différence des enthalpies partielles spécifiques des composants. Remarquons que la

définition du rapport pour la baro-diffusion est proprement thermodynamique et ne demande

pas la connaissance des coefficients phénoménologiques, ce qui n’est pas le cas du coefficient

de thermo-diffusion. En pratique, les valeurs &, et k, ne dépendent que de la fraction molaire

d’un des composants, mais ni de la pression et ni de la température.

Dans ce chapitre nous n’examinons que 1’état hydrostatique (v =0) du mélange. Une
¢tude qualitative de I’influence de la convection sur la ségrégation compositionnelle sera faite
au chapitre 5. Dans I’état hydrostatique le gradient de pression est équilibré par la force

gravitationnelle :
Vp=pg.(1.20)

Si les bords du réservoir sont imperméables, le flux de diffusion est égal a zéro sur les
bords et aussi partout dans le réservoir, la fraction molaire du composant étudié se trouve a

partir de la relation entre les gradients des parametres thermodynamiques :
Vx+k. (x)VlogT +k,(x)Vlog p=0.(1.21)

L’¢état hydrostatique n’est possible que dans le cas ou le gradient de température V7
est parallele au vecteur g (voir chapitre 5), et par la suite & Vp, alors si nous admettons 1’état

hydrostatique, 1’équation (1.21) devient monodimensionnelle :

@ijT dlogT+
dz dz

kB

dlogp _o (122
dz

puisque toutes les valeurs ne changent que de long d’un axe cartésien.



Un des systémes thermodynamiques ou k, et k, peuvent étre déduits de 1’équation

d’état ou d’un modele cinétique de transport est le mélange de deux gaz parfaits, dont les

potentiels chimiques sont :
th = f(T)+RTlog(xp), w, = f,(T)+RTlog{(1-x)p},
ou R=8.31J/Kestlaconstante de gaz, f,(T), f,(T") sont des fonctions de température.

A partir des potentiels chimiques, on peut calculer directement le rapport de baro-
diffusion :

ky=x(1—x)—2—" _x(1-x)
mx +m,(1-Xx)

Am

m(x)

D’aprés la théorie cinétique basée sur I’équation de Boltzmann [27] et une approche
plus simple développée dans [13, 23], le rapport de thermo-diffusion dans un mélange des gaz
parfaits posséde la méme dépendance de la fraction massique que le rapport de baro-diffusion,

mais se distingue du dernier par un facteur numérique :

k, (x) =& x(1—x)— 2"

=¢&-k,(x), e~0.25,
mx+m,(1-x) 5)

(ce facteur numérique peut étre déduit des paramétres du potentiel d’interaction

intermoléculaire [13]).

Pour trouver la masse volumique en fonction de pression, composition chimique et

température, nous utilisons la définition :
p=m(x)n,
avec I’équation d’état d’un mélange de gaz parfaits :
p=RT(n +n,)=RIn,

ou n,, n,, n sont les concentrations molaires partielles et sommaire, alors :

mIP 23y

p(x, p,T)=



Pour fermer le systeme d’équations (1.20)-(1.22), il ne manque que la connaissance de
température comme la fonction de la coordonnée z . Examinons le cas le plus simple ou la
température est constante dans tout le réservoir, alors la condition d’hydrostatique, compte

tenu de (1.22) se réduit a :

dlogp _ m(x)g (1.24)
dz RT

ou A est une constante. La variation verticale de composition chimique dans le cas ou
VT =0 s’obtient a partir de I’équation :
dx d
—+k,—logp=0,(1.25)
dz

dz

Compte tenu des expressions pour dlog p/dz et k,, nous obtenons :

1 @:_Amg:> x :Bexp(_Amgz
x(1-x) dz RT I-x RT

j. (1.26)

Il ne reste qu’a déterminer les constantes A4 et B pour fixer la pression et la fraction molaire.

Examinons le cas d'un réservoir illimité¢ dans les deux directions perpendiculaires a
I’axe z . Choisissons I’origine et la direction de I’axe z sont choisies afin que le point z=0

corresponde a la couverture du réservoir et z =~/ au fond du réservoir. Désignons par N, et

N, les quantités de moles totales des composants une colonne de section unitaire, soit :
H H
Inxdz =N, In(l—x)dz =N,.(1.27)
0 0

Pour la masse molaire en fonction de la coordonnéez, nous pouvons déduire

I’expression suivante :

RT d m gz m,gz
m(x)=mx+m,(1—x)=——log: 4A-exp| —= |+exp| —= |¢,
(x) = myx +m,(1-x) ¢ d g{ p(RTJ p(RTj}

En substituant cette expression dans (1.16) nous trouvons que :

m gz m,gz
= B{ Aexp| 2= |+exp| =222 |4,
y { pE RTJ p( RT j}



En substituant n(z)= p(z)/RT et x(z) de (1.26) dans les conditions (1.27), apres

intégration, nous trouvons que :

-1
A=gm,N,| exp mz_ghj_l o M, exp(mgh/ RT)~1
24V RT ’ m,N, exp(mgh/RT)-1

Finalement la pression et la fraction molaire d’un des composants sont données par les

expressions:

1 -1
m,gh m,gz m,gh m,gz
=gm N, < ex 15— |1t ex 197 ' om, N, s exp| —=2— |-1; exp| === |,
p(z) = gm 1{ p( RTJ } p( RT) gm, 2{ p( RT) } p( RT}
N, nY |
()= &M exp(@]_l exp(%j_
p(2) RT RT

D’aprés 1’équation (1.26), la puissance de ségrégation des composants dépend de la

différence de leurs masses. La longueur caractéristique de ségrégation est :

RT

a-—r_
(m, —m,)g

qui ne dépend pas de la profondeur du réservoir. Une ségrégation importante ne peut étre
obtenue que dans des réservoirs dont la profondeur / est comparable a 4. Dans un mélange

de deux hydrocarbures, de masses molaires tres différentes, par exemple les alcanes C, /,, et

CH, (mg,, ~16-10"kg/mole,m, , ~142-10"kg/mole), cette distance a 7' =300K vaut
A~1.5km.



Chapitre 2 Transport dissipatif de matiére et chaleur dans un
milieu hétérogeéne

§ 2.1 Introduction

La description phénoménologique des processus de transport dissipatif, construite sur
la base des lois de thermodynamique linéaire des processus irréversibles, et particuliérement
sur le principe de réciprocité d’Onsager, est une méthode suffisamment développée pour le
cas des milieux continus homogenes. L'homogénéité du milieu continu signifie que chaque
particule matérielle macroscopique est un systeme élémentaire thermodynamique identique a
toute autre particule du milieu. Cela, évidement, n’est plus le cas dans un milieu composé
d’un ensemble de plusieurs phases de différentes constitutions physiques et
thermodynamiques.

La présence de plusieurs phases (dans le cas le plus simple : fluide+solide), quasiment
dans tous les cas, impose un caractére aléatoire a la distribution des propriétés du milieu. Tout
modele de transport pour un milieu composite dispersif doit étre évidemment déduit en tenant
compte de ce caractere aléatoire et opérer avec des parametres moyens universels pour des
champs microscopiques de propriétés statistiquement identiques. La méthode
d'homogénéisation a deux échelles définit un milieu hétérogeéne au moyen de fonctions
irrégulieres : des fonctions périodiques spatialement dont on va faire tendre la période
asymptotiquement vers zéro ou des fonctions stochastiques dont on va faire tendre la longueur
de corrélation asymptotiquement vers zéro. De telles fonctions modélisent les changements
brusques des propriétés du milieu a ’échelle microscopique et cette échelle est considérée
comme infinitésimalement petite.

Dans I’approche a deux échelles, on admet que les fluctuations des parametres du
milieu sont du méme ordre de grandeur que leurs moyennes (quel que soit le volume sur
lequel ces moyennes ont été prises), alors d’un c6té le milieu devient extrémement fracturé et
irrégulier, mais d’un autre coté 1’absence d’une échelle finie d’hétérogénéité est I’indicateur
de I’existence de champs effectifs des paramétres du systéme [1]. L’analyse quantitative du
comportement de ces parameétres est notre objectif.

Dans ce chapitre, nous examinons le transport diffusif en milieux hétérogenes ou

I’hétérogénéité correspond a I’échelle microscopique par rapport a la dimension du domaine



ou se déroule le processus. Outre ses applications pratiques, I’intérét de cette analyse est

\

théorique et consiste a comprendre les lois qualitatives du comportement homogénéisé et
I’influence du type de I’hétérogénéité sur le comportement macroscopique. Cette analyse
permet aussi de répondre a la question : est-ce que les hétérogénéités peuvent produire une
interférence supplémentaire entre les différents flux thermodynamiques et quelles sont les lois
d'une telle interférence.

L’analyse des processus irréversibles dans un milieu hétérogene avec la méme
complétude qu’au chapitre précédent pour des milieux homogenes est une tache irréalisable
du fait des difficultés théoriques causées par la présence du terme de convection dans les
équations de bilan des extensités: ’application de la méthode n’est possible que dans le cas

correspondant a un trés grand nombre de Péclet. Dans notre analyse nous négligeons la

convection. De plus, nous ne prenons pas en compte les réactions chimiques.

§ 2.2 Enoncé du probléme pré-homogénéisé

Le systéme d’équations de bilan de masse pour tous les composants chimiques dans un milieu

immobile (sans convection) homogéne en absence de réactions chimiques s'écrit :

p—+V{ Z ( j+L v(;)} 0,i=1.,N-1(2.1)

ou p est la masse volumique, ¢, est la fraction massique d’un composant,
n =u/m —u, /m, est le potentiel chimique massique du constituant i rapporté au

constituant N, introduit dans le chapitre précédent. Comme la température entre dans le
systeme (2.1), il est nécessaire d'introduire une équation supplémentaire qui peut étre le bilan
d’énergie interne introduit au chapitre précédent (le bilan d’énergie interne est préférable du

point de vue de la symétrie des coefficients phénoménologiques) :

ou’™* 1y & n.
+V<L V==Y LV|=1[:=0(2.2
P o {00 (Tj IZ:; 0i (Tj} (2.2),

(p,T,c,,...,cy_,) est’énergie interne rapportée a la masse. La pression qui entre

spec __ spec

u

dans I’expression pour I’énergie s’obtient a partir de la condition hydrostatique :

Vp=pg.



Si nous supposons qu’il est possible de négliger I’influence de la gravité sur le processus,

nous avons alors:
p = p, =const .

Comme v =0, compte tenu de

op
—+V-(pv)=0,
Py (pv)

on déduit que dp/ 0ot =0.

Comme nous I’avons dit au chapitre 1, la base des grandeurs thermodynamiques
intensives traditionnellement utilisée pour caractériser 1’état d’un systéme multicomposant,

est p,T (p joue le role d’un paramétre constant) et la composition chimique c,,...,c,_, . Mais
la composition chimique, exprimée en termes de fractions soit molaires soit massiques, n’est
b b
pas pratique pour caractériser 1’état d’un systéme composite contenant des interphases car les
fractions c,,...,c, . ne sont en général pas continues. De ce point de vue, l'ensemble des
199~ N-1 s
parameétres 7,7,,...,77,,, ou de manicre équivalente -n,/T,...-n, ,/T,1/T, est plus

commode car il est nécessairement continu sur les interphases. Nous choisissons donc cet

ensemble de parameétres thermodynamiques indépendants. Introduisons la notation :

spcc

€lseees€y = PCyeeey PCy_y> PU

(la notation «e; » signifie extensité volumique i) et supposons qu’il est possible de trouver

les expressions explicites :
e :el.(ul,...,uN|p =py),i=L..,N.

Le systéme (2.1) et I’équation (2.2) peuvent alors étre rassemblés sous une forme symétrique,

en faisant abstraction de la signification physique des grandeurs u, et e, :

——v {ZleVuk } =0,(2.3)

k=1



I1 est commode d’introduire la notation symbolique :

dew) .

~ {t(u)-Vu} -0, (23%

ou e(u) est le vecteur N -dimensionnel des extensités volumiques, I:(u) la matrice

symétrique de dimension N x N des coefficients phénoménologiques, exprimée au moyen du

vecteur des parameétres de base u.

Le systeme (2,3*) peut étre réduit a la forme quasi linéaire:
n ou ~
c(u)-——v-{L(u)-Vu} =0, (2.3%%)
ot
ou nous avons introduit la matrice ¢ des capacités généralisées dont les éléments sont:

Ci = a #Cpy -

Dans un milieu homogéne, les coefficients phénoménologiques dépendent des
paramétres d’état locaux mais pas explicitement des coordonnées r. Si [’état
thermodynamique change continiiment, les coefficients phénoménologiques changent aussi
continlment. La situation d’un milieu composé de plusieurs phases de différentes
constitutions physiques et thermodynamiques est différente. A I’intérieur d’une phase, les
coefficients phénoménologiques ne dépendent que de 1’état thermodynamique local, mais
lorsque D’on traverse I’interphase, cette dépendance change. Les coefficients
phénoménologiques changent continlment par morceaux. La méme chose peut étre dite a

propos des extensités volumiques comme fonctions d’état local thermodynamique.

La description mathématique d'un tel changement des coefficients et des extensités

volumiques peut étre effectuée au moyen des fonctions indicatrices des phases :

0" (1) 1, sile point r est a l'intérieur de la phase a
r)=
0, s'il est ailleurs

qui servent en quelque sorte de commutateur entre les différentes équations d’état exprimant

des différentes lois constitutives thermodynamiques. Alors :



e(u,r)= ZA: 6°(r)e‘(u),

L(u,r) = i 0°(r)L* (u),

I’indice « a » parcourt tout I’ensemble des phases liquides et gazeuses et la phase solide si elle

est présente. Les fonctions e“(u) et L (u) sont les extensités volumiques et les coefficients

phénoménologiques de la phase a seule. Nous supposons les fonctions &'(r),...,0"(r)

données.

Au travers de la phase solide, n’a lieu qu’'un transfert de chaleur mais pas de transfert
de masse. Certaines phases peuvent étre inaccessibles a certains composants (s’ils ne s’y
dissolvent pas). Cela signifie simplement que la capacité généralisée correspondant a ce
composant dans cette phase est égale a zéro :
. Oe'

cp = v =0, pour tout i si le composant £ ne se dissout pas dans la phase a,
Uy

ae§01ide ) )
= a’— =0 pour tous i et k a’exception de i,k =N qui correspondent a u, =—1/T .
Uy

solide
ik

De plus, il faut prendre en compte qu’une phase inaccessible a une espece ne peut pas

la transporter, soit :
L, = L,, =0 pour tout i, si ’extensité k n’est pas présente dans la phase a, particulierement :
L = 2" =0 pour tous i et k al’exception de i,k=N.

Le systetme (2.3*) ou (2.3**) en passant des milieux homogeénes aux milieux
hétérogenes, garde son ancienne forme, une fois faite la correction que les coefficients des
¢quations dépendent explicitement des coordonnées spatiales au travers des fonctions

indicatrices.



§ 2.3 Homogénéisation des équations de bilan dans un milieu périodique

Examinons maintenant le transport dissipatif en milieu hétérogene. Les hétérogénéités
apparaissent a une échelle microscopique par rapport a la dimension macroscopique du
domaine ou se déroule le processus, c’est-a-dire que I’échelle de I’hétérogénéité [ et la

longueur du domaine L vérifient

i:g<<1.
L

Supposons que les variations des propriétés géométriques du milieu (les fonctions
6'(r),...,0"(r)) soient spatialement périodiques (ou approximativement périodiques) avec
une période égale a /.

La technique d’analyse des équations avec des coefficients fluctuants consiste a
¢tendre les fonctions en espace a deux vecteur-variables : la variable x =(x,,x,,x;) dite lente,

qui décrit le comportement global, et la variable y =(y,,»,,y,) dite rapide, qui correspond

aux variations a 1’échelle interne (a I’intérieur d’une cellule élémentaire du milieu). Cette

nouvelle variable est définie par

(y19y2’y3)Zg_l(x19x25x3)a

Suivant la méthode des développements a deux échelles, considérons le vecteur u

comme une fonction des deux types de coordonnées :

u=u(x,y,?)
et définissons le gradient étendu comme :
d_y_ 0,10
dx, ox, €0y,

Le probléme de départ formulé dans I’espace a deux échelles sera :

é(uaxay).ﬁ__i' I,\‘(urxay)'ﬂ =O(24)
dx, dx,



Une hypothése fondamentale de la méthode d’homogénéisation a deux échelles est que le

vecteur des fonctions inconnues u(x, y,¢) est développable sous la forme d’une série entiere

par rapporta &:

u(x, y,0) =u’(x,0)+eu’ (x, y,6) + eu? (x, y, 1) +... (2.5).
La convergence de cette série signifie que lorsque 1’on diminue la taille des hétérogénéités, la
solution devient lisse, bien que les coefficients dans les équations deviennent indéterminés.

On suppose que le terme d’ordre O est invariant par rapport & y et, de plus, on identifie la

fonction u’(x,7) avec la moyenne de la fonction u sur une cellule élémentaire :

u’(x,0)=(u)(x,1),

ou I’opérateur d’homogénéisation est définie de la fagon suivante :

/)0 =[ [ y.0d’y, (2.6)

ou Y= { 1/2<y.<1/2,i=12 3} est le cube unitaire dans I’espace des coordonnées

rapides. Le seul terme de la série (2.5) qui présente pour nous un intérét est u'” | mais, comme
nous verrons, pour le trouver il faudra aussi connaitre u'” .

Rappelons-nous que les coefficients non linéaires ¢(u,x,y) et ﬁ(u,x, y)sont des
fonctions continues par rapport a I’état thermodynamique mais discontinues comme fonctions
explicites des coordonnées. Cela signifie que lorsque u converge vers u'” | les coefficients

&(u,x, ) et L(u,x,y)convergent vers ¢u®,x,y) et L(u®,x, y) respectivement. Autrement
dit, les perturbations infinitésimalement petites (quand & —0) de 1’état thermodynamique
local produisent des perturbations infinitésimales des coefficients, méme si les perturbations
causées par les fonctions indicatrices ne disparaissent pas quand ¢ — 0. Ainsi Peffet de
dépendance des coefficients du reste de la série (2.5) eu” +&’u® +... est d’ordre de grandeur

O(¢) et peut étre négligé. Le systeme (2.4) se réduit dans ce cas a :

ou d A du
¢u?®,x,y) ——-—{LUu®,x,y)— =0 (2.7
( ,)) o dx { (u™,x,y)- dx’} 2.7).

Le gradient étendu du vecteur des inconnues u est donné par la série :

du (3 10) . ou”  ou? o ou? )
—+— (u’+eu’+.)= + +&- + +&°-
dx, ox, & ay ox, oy ox, 0oy,

1




Les systémes d’équations pour les différentes fonctions u" selon la méthode a deux échelles,

s’obtiennent par la substitution de u et du/dx, (sous forme de séries en puissances de &)

dans le systéme (2.7) en égalant a zéro les expressions pour chaque puissance de ¢ . Les deux
premiers systémes, d’ordres —1 et 0, sont les suivantes:

X 0) ()
e 9 Lu?,x,y)- Qu + ou =0,
oy, Ox. oy,

1 l 1

©) . (0) M) . (M) @)
£ dux )-8 = L gy | B B O w0, x| B X
ot Ox ox, oy, oy ox, oy,

i i i

Remarquons que pour les systémes d’équations aux ordres suivants: 1, 2, ..., il faudrait

(2)

prendre en compte le fait que L et ¢ dépendent aussi de u”,u®, ..., mais nous n’en aurons

pas besoin.
Le systéme correspondant 2 £° homogénéisé selon la définition (2.6) ne contient pas
le dernier terme et par la suite les fonctions u®. Prouvons que la valeur moyenne d’un

gradient dans ’espace des coordonnées rapides est nulle. Selon le théoréme d’Ostrogradski,

I’intégrale volumique d’un gradient peut étre transformée en intégrale sur la surface :

J’ of lovd’y = qi fndo.
Y oYy

Si la fonction f(x,y) est continue par rapport a y, ces valeurs sont les mémes sur les faces

opposées du cube Y , suite a la périodicité¢ de la fonction et que les vecteurs normaux sont

anti-colinéaires, alors la somme des intégrales sur toutes les faces est €gale a zéro.

Le systéme d’équations correspondant a &”, homogénéisé compte tenu du fait que u”

est invariable par 1’opération d’homogénéisation et que les dérivées lentes commutent avec

I’homogénéisation :

3

Sy

i

prend la forme suivante :

. ou®” o /. ou® /- ou®
<c>(u(0)7x) ’ == {<L> (u(O)ex) ’ K + <L(u(0)ax9 y) ’ a—>} > (28)

ot Ox ’ :

ou le terme :

) ou®
L(u",x,y)- —>
< oy

i



contient 1’interférence des fluctuations des fonctions inconnues et des coefficients. Ce terme
contient la fonction u" qui doit étre obtenue a partir du systéme d’équations correspondant a

&', qui peut étre récrite comme :

Aan® £ A (0)
Y L L o)
ayi a-yi a—yi axi
)

et représente un systéme d’équations elliptiques par rapport a u' .

) et

Le systéme d’équations (2.9), par sa forme, indique une relation linéaire entre u"
ou” /ox, qui y joue le role d’un paramétre constant, puisqu’il ne dépend pas de la
coordonnée rapide y . Cette relation linéaire sera plus facile a déterminer sur un cas particulier
plus simple.

Examinons le cas classique, ou il s’agit d’une seule fonction scalaire u=u et d’un
seul coefficient L = L . Une relation linéaire entre u et ou'® /éx, s’établit de fagon générale
au moyen des fonctions cellulaires v, (y), v,(»), v,;(»y) périodiques de telle maniere que :

(

0)
A (x0)
ox,

u(l)(xayot) = l/lk (y)

(I’expression pour u"(x,y,t) peut contenir une fonction de x additionnelle dont la présence
ne changerait rien dans 1’équation (2.8) ou u”(x, y,#) n’entre que par sa dérivée suivant y,).
En substituant I’expression précédente pour u'"(x,y,f) dans les équations (2.8) et

(2.9) (réduites au cas N =1), nous obtenons, d’une part, les €quations auxquelles les fonctions
v,(»), v,(»), w,(»y) doivent satisfaire (appelées probleme cellulaire) :
i{L %} __a
L W W,

Et, d’autre part, les expressions des composantes tensorielles du coefficient effectif définies

par:

b

0) 1) (0)
<L> ou I ou _ Lflff ou
ox, oy, ox,

1

Lt :<L[5,.k+a‘/’k J>
Y,

Remarquons a propos du probléme cellulaire que les équations déduites pour y,(v), v,(»),

v,(») peuvent étre résolues chacune séparément.



Dans notre cas, plus général, il nous faut trouver une forme plus générale pour la
relation linéaire. Changeons d’abord les indices utilisés pour la numérotation des composants

du mélange (i,k) contre (a,f), afin de ne pas les confondre avec les indices des

coordonnées cartésiennes. Admettons que chaque fonction u'” dépende des trois composantes

(0)

cartésiennes du gradient de chaque fonction u,’, ¢’est-a-dire que :

ou (0)
(l)
Zl//aﬂk ax 4

k

ou, dans une autre forme d’écriture :
(0)
M _ Ou
— Yk
0.

Xy

,(2.10)

ou (J,,¥,,W,) est un vecteur tridimensionnel des matrices de dimension NxN. En
imposant la forme (2.10) dans le systetme (2.9), nous arrivons au probléme cellulaire
généralisé :
{L@a‘v"}——a—L (2.11)
Y, v, Wy
ou le signe «® » indique le produit de deux matrices :

r a‘i’k - awwk
L®— .
[ a'y Jaﬂ Z

i 7=l i

Le probléme cellulaire (2.11) se sépare en trois problemes indépendants correspondant aux
trois coordonnées cartésiennes (de méme que dans le cas de N =1). En imposant la forme
(2.10) dans le systéeme (2.8), nous obtenons les expressions pour les coefficients effectifs :

oA ] A\ ©
T kel L N W Y L
a_X- ik

L= <L5,k+L®aa"’> <L®[E@k+?kj>,(2.12)
Vi

i
ou E est la matrice unitaire de dimension NxN .
Finalement, le systéme d’équations pour les fonctions homogénéisées u'® = (u) est le

suivant :

ou:



(€)= (e, ».(up).

Les coefficients effectifs ﬁfff s’expriment au travers les fonctions cellulaires , () selon

(2.12) ou les fonctions cellulaires sont solutions du probléme cellulaire (2.11).

§ 2.4 Le cas du milieu stratifié

Examinons le cas particulier, important d'un point de vue pratique, d'un milieu
stratifi¢. Un milieu stratifi¢ est un systeme des strates paralléles, le long desquelles les

propriétés du milieu ne changent pas, mais changent dans la direction perpendiculaire.

&\

Fig. 2.1 Image schématique d’un milieu stratifié

Un milieu stratifi¢é comme sur la fig.2.1, est un milieu anisotrope ou la direction de

I’axe d’anisotropie change assez lentement. Dans le cas des strates parfaitement paralleles, un

tel milieu peut étre modélisé des coefficients L qui dépendent que d’une seule coordonnée

rapide disons y, :
Lu®,x,y)=Lu,x, »).

Le systéme d’équations correspondant a I’ordre &' (2.9) dévient monodimensionnel:

0 {ﬁ . ou' } B _@ ou'?

— = ,(2.13)
o o dy, Ox,

et le probléme se simplifie d’une maniere remarquable. Le systeme (2.8) prend la forme :



Q)

ou®” 9 |/~ ou'? 0 [~ ou
N, x) —=—4L)u”,x) — t+—( L@, x, y,)-
(&) @”,0-— a}({{( Hu®,x) 8x} axl<( g

i

>. (2.14)

On voit que I’interférence entre les fluctuations des coefficients et les fonctions inconnues ne

joue que sur la premicre composante cartésienne des flux d’extensités.

Suite a l'uniformité des fonctions des coordonnées rapides par rapport a y, et

5 , opération d’homogénéisation se réduit a I’intégration sur —1/2<y, <1/2 :

1/2

(NYD=[fEy.ndy = [ fCoy,0d,.
Y -1/2
Le systeme (2.13), qui est un systéme d’équations différentielles ordinaires (linéaires
du second ordre) peut étre intégré sans introduire les fonctions cellulaires. Une fois intégré sur
y, le systéme (2.13) donne :

. o . (0)
[.ou’ _ _; Ou

W ox,

~C(x,1), (2.15)

ou C(x) est un vecteur fonction des coordonnées lentes qui joue le rdle de constante

d’intégration.

Intégrons (2.15) sur —1/2<y, <1/2 et comparons le résultat avec la partie droite du
systetme (2.14). Nous trouvons que le vecteur C(x,f) n’est autre que le vecteur (N -

dimensionnel) des premicres composantes cartésiennes des flux des extensités :

A © /A
C(x,t):—<L>-a;x _<L_a;y >.(2.16)

Une fois le vecteur C(x,¢) est déterming, le probléme est résolu.

Pour trouver C(x,?), récrivons le systéme (2.15) sous la forme suivante :

ou®  ou®

, ox,

=-L"-C(x,7), (2.17)



ou L'est la matrice inverse des coefficients phénoménologiques. Lorsqu’on intégre (2.17)

sur —1/2<y,<1/2, le terme ou" /oy, disparait comme la dérivée moyenne d’une fonction

périodique et ou'” / dx, reste invariant comme une fonction des coordonnées lentes. Alors :

au(O) A |
=—(L " )-C(x,1),
. (L1)-Cxn)
d’ou il suit que :
1 An©
Cx.0)=—(L") P 28
X

Maintenant, en substituant les expressions trouvées :

~\ ou® ~ ou® ~ -1 ou®
_<L>. ;xl —<L. (};yl >:C(x,t)=—<L‘>1 ;Cl

dans les équations homogénéisées de bilan (2.14), nous trouvons que :

. ou® 0 - 7 ou®
(€)@, x)- gt =a-{[n,-nk<Ll>1+(5,~k—n,~nk)<L>]; }
k

ou n=(1,0,0) la direction perpendiculaire aux strates.

Les tenseurs qui lient les flux d’extensités avec les gradients lents des parametres de
base homogénéisés ou'” /ox, ne sont autres que les coefficients phénoménologiques

effectifs :
L =nn, (L >71 (8, —nn)(L). 2.19)

Au début de ce paragraphe, nous avons admis que la direction », est invariante, mais
si cette direction change assez lentement, c’est-a-dire que c’est une fonction des coordonnées
lentes n, =n,(x), dans le probléme local (2.9), nous avons le droit de tourner les axes
Vi,V,,V, ainsi que le nouvel axe y, qui coinciderait avec la direction de n,(x). Une

généralisation de (2.19) pour le cas d’une lente variation de la direction normale des strates

consiste simplement a substituern, =n,(x) a n, = const .



Dans le cas particulier de processus dissipatifs indépendants, la matrice L est

diagonale :
L= diag{L, ..., Ly}

L’inversion au sens de matrices est équivalente a I’inversion de chaque ¢lément diagonal de la

matrice au sens commun. Pour le coefficient effectif, nous obtenons donc :
*off . 1\ 1\ .
L] = nl.nkdlag{<L11 > ,...,<LNN> } +(8 —mn)diag{(L;, ) ... (Lyy )} -

Ceci représente un résultat classique qui peut étre interprété simplement : le flux le
long des hétérogénéités passe par un systeme de milieux conducteurs connectés en parallele
dont la conductivité effective est la somme des conductivités partielles ; le flux a travers les

hétérogénéités (dans la direction n,) passe par un systeme de milieux conducteurs connectés

en série dont la résistance effective est la somme des résistances partielles.

Remarquons que si les résultats que nous avons obtenus pour un milieu stratifié¢ sont
appliqués au cas ou il y a la phase solide, la matrice L n’aura pas d’inverse a I’intérieur du
solide puisque qu’un seul élément est non nul v . Dans ce cas, il n’y a pas de sens & parler
d’une diffusion au travers des hétérogénéités car le solide forme un systéme d’écrans
imperméables par rapport a la diffusion. De méme, une phase ou un des composants n'est pas
transporté est un obstacle a la diffusion. De la facon générale, on peut affirmer que si dans la
matrice des coefficients phénoménologiques partiels L, il y a une ligne (et une colonne)

«a» d'éléments tous égaux a zéro, le flux de I’extensité «a » s’obtient au moyen de la

relation :

(0)
ou 2
Oox

i

3

i (" )ﬂﬁ: <Laﬂ>
o

§ 2.5 Conclusion

Un systéme d’équations homogénéisées dans des milieux hétérogenes a été obtenu. Un
des effets essentiels diis a 1’hétérogénéité par rapport au cas homogeéne est 1’anisotropie

effective des propriétés macroscopiques du milieu, méme si, les coefficients de transport des



€quations microscopiques sont les mémes dans toutes les directions. Un autre effet consiste en
apparition d’une interaction supplémentaire entre les différents processus dissipatifs dans un
milieu stratifié : chaque coefficient phénoménologique effectif est influencé par les variations

microscopiques de tous les autres coefficients de telle facon que :

£ (£7) 6, -m ).

Méme dans le cas de deux processus dissipatifs o, =(1,2), ce résultat se réduit a une

expression non triviale :

(1 <L“ﬂ /det{£}>

det{<£/det{£}>} ’

()™ ={e)™ = (7). {1,

1 =0.

Il faut enfin remarquer qu’en pratique, les milieux sont rarement exactement
périodiques. Le milieu périodique n’est qu’une abstraction mathématique d’un milieu réel,
pour modéliser certaines de ses caractéristiques qui jouent un rdéle important dans la
dynamique des processus ¢tudiés. L’application pratique d’un modele homogénéisé se base,
alors sur la supposition intuitive d’universalité des relations effectives (liant les valeurs

homogénéisées), démontrées pour un processus périodique.

Il existe une technique spéciale d’homogénéisation dans un milieu stochastique [48,
21], qui est d’un point de vue moins idéalisé¢ qu’un milieu périodique, mais sa mise en ceuvre
est beaucoup plus difficile que pour un milieu périodique puisqu’il faut opérer avec des
équations différentielles stochastiques. La procédure d’homogénéisation dans un milieu
stochastique est un hybride entre une procédure analytique et la méthode numérique de

projection.



Chapitre 3. Etude analytique du balayage d’un réservoir de gaz
par un aquifeére

§ 3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la résolution analytique d’un probléme ayant une
application pratique directe. L’objet de notre étude est un réservoir souterrain de méthane
situ¢ au-dessus d’un aquifere schématiquement représenté sur la fig.3.1. Onze des quatorze
réservoirs souterrains de gaz en France sont des réservoirs en nappe aquifére (d’apres
I’Agence de I’Environnement et de la Maitrise de I’Energie). Un réservoir souterrain en nappe
aquifére est un gisement de gaz créé artificiellement: le gaz est injecté sous pression dans une
¢lévation de 1’aquifére initialement saturée en eau et couverte d’une couche imperméable

d’argile. Il remplace 1’eau et se trouve bloqué entre 1’eau au-dessous et I’argile au-dessus.

Puits d'exploitation

Fig.3.1 Schéma d’un réservoir de gaz en nappe aquifere.

Le réservoir dont la forme habituelle est un dome est rempli d’'un mélange de gaz

(CH, etN,). Le méthane est principalement localisé en haut du réservoir tandis que 1’azote

forme un tampon sur le réservoir et ’aquifére. Bien que les gaz soient partiellement ségrégés,
une limite brusque n’existe pas : tous deux sont présents partout dans le réservoir. Le méthane
soluble dans 1’eau peut quitter le réservoir en se dissolvant dans 1’aquifere ou il est transporté

par I’éventuel écoulement. En absence d’écoulement dans I’aquifere, la dissolution du



méthane va simplement saturer la zone de 1’aquifére que se trouve juste au-dessus du
réservoir. En principe, aprés saturation de cette zone, le méthane va diffuser dans 1’aquifére
vers les zones €loignées du réservoir ; mais, cette diffusion va trés vite devenir faible et, d’un
point de vue pratique, les pertes dissipatives du méthane sont négligeables. La situation est
différente s’il existe un écoulement dans 1’aquifére. L’écoulement renouvelle 1’eau dans la
zone de I’aquifere située au-dessus du réservoir et, de cette facon, maintient un déséquilibre
(du point de vue de thermodynamique) entre le réservoir et I’aquifére entrainant la fuite du
méthane. Du point de vue d’exploitation des réservoirs souterrains, il est important d’estimer
les pertes du gaz par dissolution dans 1’aquifére et par évacuation ultérieure par 1’écoulement.

C’est a cette question que ce chapitre est consacré.

Pour la résoudre, nous nous appuyons sur un modele physique idéalisé de diffusion
dans le systéme. La simplification la plus importante consiste a considérer une géométrie
bidimensionnelle : le systéme est invariant par translation dans la direction z perpendiculaire

au plan de la fig. 3.2. Nous admettons de plus les simplifications suivantes :

e le contact entre les deux phases est fixe dans I’espace ;

o les propriétés thermodynamiques et cinétiques des deux milieux (masse
volumique, coefficient de diffusion) ne varient pas significativement lors du
processus, de telle maniére que le probléme devienne linéaire ;

e la vitesse d’écoulement est nulle dans le réservoir et uniforme dans I’aquifere ; de
plus, nous supposons que la vitesse de 1’aquifere est donnée et est considérée dans
notre analyse comme un parametre constant ;

e la solution diffuse aussi bien dans le réservoir que dans 1’aquifére selon une simple
loi de Fick avec des coefficients de diffusion constants mais différents pour deux
milieux ;

e [|’équilibre surfacique des compositions chimiques de part et d’autre des deux cotés
du contact réservoir-aquifere obéit a la loi d’Henry ;

e il n’y a qu'une seule espece chimique dissoute dans l’aquifére (ou il y en a
plusieurs mais chacune d’entre elles se dissout et diffuse indépendamment des

autres).



L %)

Fig.3.2 Géométrie idéalisée d’un réservoir de stockage de gaz.

Géométriquement, le systéme est un rectangle H x/ connecté sur sa face inférieure a
une couche horizontale d’épaisseur /# infinie dans les deux directions. En réalité, I’épaisseur
de la couche d’eau au-dessous du réservoir peut varier suite aux changements saisonniers de
consommation et remplissage du gaz. L’approche avec une géométrie fixe correspond a des
temps petits en comparaison avec le temps des changements saisonniers. Les dimensions des
systetmes réels sont telles que 4/l <<1, quant au rapport des dimensions H et [, nous

supposons que H >>/ et nous considérerons le cas H =o0.

L’origine du systeme de coordonnées est prise a I’extrémité basse du systeme, centrée

par rapport a la direction horizontale, de telle manicre que :
reservoir = {—/2<x<1/2, h<y<+ow}, aquifére = {0 <x <o, 0<y<h}.

Le bilan local de quantité de I’espece diffusante, dans le réservoir, est décrit par une

¢quation de diffusion :

ou
E—V-(DgVu)zo, (3.1)

et dans I’aquifére par une équation de convection-diffusion :

ou

—+V-(v-u-D,Vu)=0, (3.2)

ot

ou u est la concentration du composant diffusant estimée petite en comparaison avec la

concentration du composant dominant (dans le réservoir, le gaz coussin; dans 1’aquifere,



I’eau), ce qui nous permet d’appliquer la loi de Fick pour la diffusion. Les équations (3.1) et
(3.2) sont formulées avec I’hypothése que tous les facteurs devant la dérivée de la
concentration par rapport au temps sont constants et peuvent donc étre incorporés au
coefficient de diffusion dont il faut alors préciser la définition. Normalement on définit le
coefficient de diffusion comme le coefficient devant Vu rapporté a la masse volumique

macroscopique (¢’est-a-dire multipliée par la porosite), ainsi les coefficients D, et D, sont

les coefficients de diffusion dans le sens commun, y compris 1’effet de tortuosité qui peut
réduire la valeur du coefficient dans un milieu poreux. Quant a la valeur v =ve_, elle est, par

son sens, la vitesse intrinséque d’écoulement, ¢’est-a-dire la vitesse de filtration divisée par la

porosité supposée constante.

Le champ de concentration satisfait a la condition d’imperméabilité sur toute la limite

externe du systéme réservoir-aquifere :

u,(=1/2,y,t)y=u_(/2,y,t)=0
u,(-1/2<x<l/2,h,t)=0
u,(x,0,6)=0

A Dinterface réservoir-aquifére, le champ de concentration satisfait a la condition de

continuité du flux :
Dguy(x,h +0,t)= Dwuy(x,h -0,7),(3.3)

qui vient de la conservation de quantit¢ de matiere et a loi d’Henry liant les concentrations

d’équilibre des deux cotés de la surface liquide-gaz

u(x,h-0,1) 1,

==L Hp 3.4
u(x,h+0,t) n PG4

w

ou H° est la constante d’Henry du contact de deux milieux, p est la pression, n,,n, sont les

concentrations molaires de matiere des deux cotés de 1’interface (dans I’approche choisie, les
valeurs n, et n, sont constantes). La loi d’Henry vient de I’égalité des potentiels chimiques
du constituant diffusant, d’une part, dans un mélange des gaz parfaits et, d’autre part, dans

une solution diluée de liquide ; elle n’est donc exacte que pour de tels systemes. La pression

supposée ne pas varier significativement sur la longueur / est considérée constante bien que



son gradient soit indispensable pour existence d’¢coulement ; I’expression (n, /n,)H 'p est

donc une constante :

g

H'p=o0.

w
Comme distribution initiale nous prenons :

u, = const, dans le réservoir
0, dans l'aquifére

Les équations (3.1)-(3.2) avec les conditions (3.3)-(3.4) forment un probléme fermé
permettant trouver la concentration dans le systéme réservoir-aquifére en fonction de 1’espace

et du temps.

§ 3.2 Séparation des problémes couplés et réduction de I’information cherchée

Comme la concentration u(x, y,#) est discontinue du fait de la condition d’Henry (si
o #1), il est plus simple de faire I’analyse en introduisant deux fonctions : u" (x, y,t) et

u“(x,y,t) définies sur h<y<oo, —[/2<x<[/2 et sur 0<y<h, —0o<x<+m©

respectivement, par :

{u’“, dans le réservoir
u =

u®, dans l'aquifére

I’indéfinition de concentration a I’interface se résout comme :
u(x,h+0,t)=u""(x,h,t),
u(x,h—0,t)=u“(x,h,t),

chacune des deux fonctions u™ et u“, séparément, est continue ainsi que ses premieres

dérivées. La fonction u™ satisfait dans son domaine a 1’équation de diffusion et u“ satisfait

a I’équation de convection-diffusion. A I’interface, elles sont liées par les conditions :

u (x,h,t)=u"(x,h,t)
Dgu;“ (x,h,t)= Dwu;’q (x,h,t)



Pour deux fonctions u™ et u“ nous avons donc deux problémes couplés au travers des
conditions limites. Le nombre de fonctions inconnues et des conditions limites garantit

I’existence et unicité de la solution.

La fonction u#* a son tour peut étre décomposée en trois composantes (voir fig. 3.3):

u, x>1/2
u=u", —1/2<x<l1/2

u“, —o<x<-1/2

u“”" est la concentration dans la zone de ’aquifére située aprés le réservoir, u™" est la

concentration dans la zone de I’aquifére au-dessous du réservoir (I’articulation entre le
réservoir et I’aquifere), u“" est la concentration dans la zone de I’aquifére située avant le

réservoir.

rey

art ag+

u“ U U

Fig. 3.3 Schéma de séparation des problémes couplés

Une telle décomposition dans 1’aquifére simplifie I’analyse du comportement de la
fonction u“ sur les limites latérales de I’articulation x =+//2 . Les conditions de la continuité

pour ces trois fonctions en x ==4//2 s’écrivent :

u(1/2,y,0)=u""(l/2,y,1)
ul"(1/2,y,0)=ul"(1/2,y,1)
u(=1/2,y,t)=u"(-1/2,y,t)
ul"(=1/2,y,t)y=ul" (-1/2,,1)

Ainsi, le probleme de départ peut étre reformulé en termes de 4 problémes couplés pour les

art  aq+

fonctions u™ ,u™" ,u

L’obtention de la solution exacte de ce probleme est extrémement difficile (voire
impossible) techniquement et inutile de point de vue pratique parce que le probléme posé

n’est qu'une approximation d’un probléme plus réaliste. Il est donc raisonnable de le



simplifier en cherchant a réduire la quantit¢ d’information recherchée et en ne s’occupant

d’obtenir que les résultats caractéristiques du processus présentant un intérét essentiel :

¢ la concentration homogénéisée sur la direction horizontale dans le réservoir :

12

—res 1 res
u (y,t):; J. u (x,y,t)dx,

-1/2

e la concentration homogénéisée dans la direction verticale dans 1’aquifére :

h

u = %Iu”q (x,y,t)dy .

0

Les différentes parties de la fonction %/ (x,¢) s’introduisent respectivement comme :

h

~art,a — 1 art,a -
g () = [ut " (x,p,0dy
h 0
Les équations pour ces nouvelles fonctions s’obtiennent par intégration des équations
de départ suivant la coordonnée d’homogénéisation, compte tenu des conditions limites
imposées. L’équation (3.1) apres intégration, compte tenu que:
1/2

[ e Gey.ndy =u (1) 2, y,0 —u (112, y,1) =0,

=1/2

se réduit a une simple équation monodimensionnelle de diffusion :

—res 2—res
ou _p 0 uz .
ot £ oy

(3.5)

L’équation (3.2) homogénéisée dans les sous-domaines O<y<h, [/2<x<+0 et

0<y<h, —o<x<-I/2,compte tenu que :

y

h
i e - =0,
0

se réduit a une équation monodimensionnelle de convection-diffusion :

~aq+,— ~aq+,— 2 ~aq+,—
I =Dwa”—2.(3.6)
ot ox ox




Quant a la concentration dans la zone d’articulation homogénéisée dans la direction verticale,

elle satisfait I’équation de convection-diffusion avec une source volumique :

~art ~art 2 ~art D res
o O _p O ol LD . (3)
ot ox ox h Oy

Le probléme non homogénéis¢é pour I’ensemble des quatre fonctions

res _ art _ aq+

u u™ u ,u™" est non séparable mais fermé mais le probléme homogénéisé obtenu a cessé

't

d’étre fermé puisque, d’un c6té, dans 1’équation pour #“* entre la fonction non homogénéisée

u™ quin’est pas parmi les fonctions inconnues et, de 1’autre co6té, il est devenu impossible de

poser les conditions limites en y =/ sans connaitre les fonctions : v (x,4,2) et u;" (x,h,1).

Pour résoudre ce couplage, il faudra donc trouver la concentration non homogénéisée dans le

réservoir.

§ 3.3 Approximation de la distribution concentration a ’intérieur et en-dessous du
réservoir

res

Pour la concentration non homogénéisée dans le réservoiru™ (x, y,t), nous cherchons

une expression approchée. Examinons le probléme dans le réservoir en ayant changé de
fonction inconnue et en introduisant comme nouvelle fonction inconnue la dérivée horizontale

de la concentration :

WECLy,0) =u” (%, 1),

res

Elle satisfait évidemment a la méme équation que la fonction u™ (x,y,f) mais au lieu des

res

conditions limites d’imperméabilité (de Neumann), la fonction w™*(x,y,t) satisfait aux

conditions d’adsorption (de Dirichlet) sur les limites latérales du réservoir.

Remarquons que les valeurs limites de w'™ (qui sont imposées), peuvent étre
exprimées sous la forme de séries de Taylor ou les dérivées sont calculées au point x =0

(séries de puissances enticres de//2) :



2 IR 4

W (=1/2,y,6)=w*(0,,6) -w(0, y,t) é +w5(0,0,0) % -w3(0,, t) + w0, ,0) IIE +...

2 3 4

. I ro, ro, l
W2, 3,6) = w0, y,0) + W (0,1,6) =+ W (0, y,6) —+ w0, y,8) — +w (0, y,1) —
(172,y,0) (0,,1) (y)2 x(y)g x(y)48 x(y)192

Substituant maintenant :
w2, y,t)=w* (/2,y,t)=0,

nous obtenons que :

8 : ? : :
w3 (0,y,6) =~ 7 w0, y,0)—w2 (0, ,1) 2—4 +...(puissances paires),

res

la valeur de la seconde dérivée horizontale de w™ (x, y,¢) au centre du réservoir représente la

somme de la valeur de la fonction elle-méme en ce point multipliée par le facteur —8/1° et
une série infinie des puissances paires de //2 a partir de la puissance 4. Si nous ne gardons

que le premier terme dans cette série, nous obtenons :
res 8 res
WE (.. =W (0.3.0). (38)

Lors d’un processus de diffusion, la distribution tend a gagner le maximum de
monotonie et a la limite #=o a devenir une constante (si les conditions limites le
permettent). On peut alors estimer que les dérivées d’ordres supérieurs sont limitées :

[wes (0, y,t)‘

3

lZn

I’erreur d’approximation (3.8) est donc une série infinie majorée par :

o0 o0

F 25 Gy 2"(2 U OROSM Y

2

cette derniére série se converge trés rapidement : ses trois premiers termes sont: 1/384,

1/46080, ~9.7x10°°. Ceci justifie I’approximation (3.8).

Retenons cette approximation pour la seconde dérivée dans 1’équation pour

res

(x,y,t) en la supposant écrite au point x =0:



awr es
ot

2. res 2 res
:Dg{aawz +8 w2 j
x=0 X ay

introduisons la fonction du temps et de la coordonnée y :

x=0 x=0

a)res (y, t) — WI‘GS (0, y, t) .

res

La fonction @™ (y,t) satisfait alors a I’équation de diffusion avec un terme d’amortissement :

aa)res _ _//la)res . D aZa)res

at géyz’

Le paramétre A est la valeur inverse du temps de relaxation du gradient horizontal de

concentration.

res

Nous disposons, alors de trois valeurs de la fonction w*(x,y,7) dont deux sont

connues a priori: W (=1/2,y,t)=0, W ({/2,y,t)=0 et enfin W*(0,y,t)=0" (y,1)
s’obtient au moyen de résolution d’un probléme monodimensionnel parabolique. Cela nous

res

permet de construire une interpolation continue pour la fonction w*(x,y,?) basée sur trois

points:

W (x, y,0) = oy, ) P(x),
ou la fonction d’interpolation satisfaisant aux conditions limites est :

4x*
CD(X) =1 —1—2 .

A partir de DPapproximation de la dérivée horizontale, nous pouvons trouver une

approximation de la concentration elle-méme :
w6,y 1) =u (y,0) + 0™ (y, f)jq’(ﬁ)df (3.9
0

les limites d’intégration sont choisies pour que le second terme ne contribue pas a la valeur

homogénéisée de la concentration.



res

L’expression pour u"“(x, y,t) est un polyndome cubique de la variable x ou seuls deux

coefficients sont indépendants, lesquels s’expriment linéairement a travers u'® et ™.

Différentes distributions horizontales possibles de concentration sont montrées sur la fig. 3.4.

es

Le rapport @™l/u" varie entre 0 et 3 : une valeur plus élevée de ce rapport rendrait la

concentration négative.

Fig. 3.4 Différents profils horizontaux possibles dans le réservoir en fonction du rapport ;™ /i’ .

S

Comme 1’équation pour @™ contient le terme d’amortissement, plus la coordonnée y
est supérieure a 4, plus la distribution horizontale devient homogéne : une forte variation

horizontale ne peut exister qu’en bas du réservoir proche de 1’articulation.

Examinons maintenant la distribution de concentration dans I’articulation entre le
réservoir et 1’aquifére. Une simplification du probléme vient du fait que la géométrie du
systeme est dégénérée : le facteur de forme % // est proche de zéro. La dégénérescence de la
géométrie entraine une dégénérescence du comportement de la concentration. D’un coté,
I’aquifére tend a devenir une ligne sans épaisseur, d’un autre cOté, une variation de
concentration dans la direction verticale doit avoir lieu, puisque sans elle le flux de diffusion

verticale et donc 1’échange de maticre entre le réservoir et aquifere sont impossibles.

Introduisons la fonction :
ou™ (x,y,t) =u" (x, y,t) —u"" (x,h,t),

qui représente la déviation de la concentration par rapport a la distribution limite (au sommet

art

de I’aquifere). Il est raisonnable de supposer que la fonction u“*(x,y,?), comme la fonction

de la coordonnée y , se comporte de fagon monotone, ainsi que :



u” (%, y,0) <u (6, h,t); uy (x, y,0) <uy (x,h,t).

art

Les valeurs prises par la fonction ou™ (x, y,t) sont contenues dans I’intervalle :

~huy" (x,h,t) < ou™ (x,y,t)<0.

Cet intervalle diminue proportionnellement a I’épaisseur % et donc, pour des petites valeurs de

h:
ou™ (x,y,t) <<u” (x,h,t), u” (x,y,t) ~u” (x,h,t), (3.10)
et de méme :
" (x,t) =u"" (x,h,t),
une telle distribution de concentration correspond a I’équilibre entre I’aquifére et le réservoir.

Mais, la condition (3.10) n’est pas compatible avec la continuité du flux de diffusion

au contact réservoir-aquifére, car la fonction u™ (x, y,#) ~u™ (x,h,t) ne pourra satisfaire aux

art
y

conditions limites non triviales u"(x,h,7) #0. D’autre part, comme u"(x,h,t)=ou" (x,h,t)

res

(la condition d’Henry) et que u(x,h,t) selon (3.9), est un polyndme cubique avec des

dérivées nulles (par rapport & x) en x=+//2, a“ (x,t) ~u"" (x,h,t) ne pourra pas non plus

satisfaire aux conditions limites non triviales u"(x =+//2,£) #0.

art

Ces deux circonstances signifient que la déviation ou“ (x, y,t), bien qu’elle soit petite

en comparaison avec u”’(x,h,t) ~u"" (x,t), apporte une contribution dans les dérivées limites

art

de u™ (x,y,t) et il n’est donc pas correct d’ignorer sa présence. Dans un certain sens la

art

déviation ou™ (x, y,t) joue le réle d'une fonction de couche limite.

Alors, I'approximation (3.10) est incorrecte de point de vue d’existence des flux
latéraux de diffusion en x=+//2 et doit étre corrigée. Remarquons que la fonction
IOX O(E)dE =2x/34+xP(x)/3 bien que cubique est proche d’étre linéaire comme illustré sur

la fig. 3.5.



Fig.3.5 Extraction de la partie linéaire de joxcb(é)dé .

Alors, si dans la condition (3.10) combinée avec la condition d’Henry :
u™ (x, y,t) ~ ou' (x,h,t)

nous ignorons le terme x®(x)/3 dans u™ (x,A,t), ceci d’une part ne perturbera pas beaucoup

la condition d’Henry (car x®(x)/3 <<2x/3) et d’autre part permettra a la fonction " (x,t)

d’avoir des dérivées limites non nulles. Admettons alors :
~art —res 2x res
u”(x,ty=osu (h,t)+?a) (h,t); (3.11).

Pour montrer la validité des estimations (3.9), (3.10) utilisons les résultats de

modélisation numérique (fig. 3.6) obtenus au chapitre suivant.
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Fig. 3.6 A justification des estimations théoriques (3.9), (3.11) : a gauche le profil de concentration dans un coup
vertical du réservoir loin de I’aquifére (a comparer avec fig.3.4) ; a droite la distribution de concentration dans le

systéme ou la linéarité du profil dans ’articulation est visible.

§ 3.4 Fermeture du probléme

Maintenant que nous avons obtenu des profils horizontaux approximatifs dans le réservoir et

I’aquifére, nous pouvons avancer vers la fermeture du probléme pour les équations

homogénéisées. Intégrons 1’équation pour “* (x, y,t)

aﬁart +Vai~iart _D 62L7art . Dg aures

ht
ot o " ad |k (%10,

sur ’intervalle —//2 < x <//2 afin d’obtenir le bilan intégral de quantité de mati¢re dans la

zone d’articulation :

1/2

di j i (e, )+ vV {@ (1 2,0 =0 (<1 2,8)} =
£ (3.12)

~art ~art Dgl ssres
=D, (i@ (1/2,t)-i (—l/2,t)}+7uy‘(h,t)

X

Dans les termes de la partie gauche de la relation (3.12), nous pouvons imposer a la

concentration dans la zone d’articulation son expression (3.11), alors :

1/2
— [ @ (x,0ydx = o™ (h,t),
—1/2

A (1 2,0 — 0 (=1 2,0) ~ %Uza) (h1).

~art b

Bien que les dérivées limites u." (+//2,¢) puissent étre calculées a partir de 1’expression

(3.11), traitons #{"(%//2,¢) néanmoins comme des fonctions inconnues en admettant que
puisse subir une discontinuité faible aux points x==+//2 (voir fig. 3.6). Dans ce cas, dans
(3.12) il faut substituer u{?(£//2+0,t)=ul""(£l/2,t). Alors, les termes de la partie droite

de (3.12) restent inconnus.



Comme le probleme du second ordre dans le réservoir ne peut pas satisfaire deux

conditions limites quelconques, les fonctions de temps u"(h,7) et u,”(h,t) ne sont pas

indépendantes, et, évidemment, le rapport qui les lie est linéaire. Le rapport entre u" (h,t) et
b—lres

1 (h,t) peut étre €tabli explicitement par les méthodes de la théorie des systémes linéaires.

Un systéme linéaire (le terme également employé est « filtre linéaire ») est un systéme qui a
chaque signal d’entrée (une fonction du temps) associe une réponse (aussi une fonction du
temps) : du point de vue mathématique, cette transformation s’exprime a travers une

convolution dont le noyau est la réponse a un signal de Dirac 6(¢):
¢rep (t) = J.IC(t - T)(Dsign (T)d'l' = ,C * wsign *
0

La diffusion dans le réservoir fonctionne comme un systeme linéaire avec u' (h,t)

—res

comme signal d’entrée et u~ (h,f) comme signal de réponse. Supposons que " (h,1) est
connues alors #"(y,t) peut étre obtenue sous la forme d’une convolution de la condition
limite de Dirichlet u™ (h,t) avec la dérivée spatiale de la solution fondamentale (dont
I’expression est simple suite a la géométrie triviale du domaine). Ayant la fonction u" (y,t)

sous cette forme-1a, on peut directement calculer la dérivée limite " (h,7) . Dans I’annexe A,

nous avons obtenu explicitement la relation entre u,” (h,7) et u™ (h,t) sous la forme :

u,” (h,t) = f(2) *10" (h,t) +u,f (1), (3.13)
ou:

di™ (h,t)

i (h)==—

1

A /ﬂDgt

u, est la concentration initiale dans le réservoir. Comme on peut le voir, la réponse n’est pas

f(t)= est dit noyau d’Abel,

¢gale a zéro, méme si le signal d’entrée est zéro, Cela signifie que le flux a travers la limite

existe méme si I’on y maintient une concentration nulle.



Il est plus simple d’analyser ce probléme dans 1’espace des transformées de Laplace ou
la transformée d’une convolution de deux fonctions est le produit algébrique des leurs

transformées :

u,”(h,s)= D;/z {— su' (h,s)+ .(3.14)

u_o}
Js
En utilisant la méme approche, ¢’est-a-dire en considérant la sortie droite de 1’aquifere

~art

comme un systéme linéaire dont #“"(//2,s) et ul"(l/2,s) sont le signal d’entrée et la

réponse, nous trouvons que :

ﬁ;’”(l/2,s)=——f+(s”8)ﬁ"”(l/2,s), (3.15)

.

ou le noyau de transformation est (voir annexe A pour le détail des calculs) :

(s, B) =s+B-p,
B=Vv>14D,,

si v=0 le noyau de la transformation est identique a celui du cas précédent. De manicre

~art

analogue, pour les fonctions: #“"(—1/2,t) et u{" (=1 /2,t), on peut montrer que :

(11 2,5) = -2 &P gon 119 5y (3.16)

D,

ou

f B =—s+B-\B.

Démontrons 1’applicabilité¢ des relations (3.15)-(3.16) au cas extréme d’une forte

convection, telle que D, <<v/. D, — 0 étant équivalent a f — oo, nous pouvons alors

remplacer la fonction /7 (s, ) par sa linéarisation par rapport au parameétre s :

AN

+ o~ £t S
f (Saﬁ)Nf (Oaﬂ)_l_ Os Zﬁ’

alors :



a2, [P s s

@(1/2s) D,  2JD.B v

2

aq+

C’est exactement ce qui devrait avoir lieu dans le cas ou #“" (x,¢) satisfaisait a 1’équation de

transport sans diffusion :

aﬁaq+ aﬁaq-%—
\%

+ =0.(3.17
Py (3.17)

La, il faut remarquer que la linéarisation de 1’expression pour f (s, ) n’est pas absolument
juste, car le paramétre s prend ses valeurs dans I’intervalle (0,+o00) et donc prend des valeurs

telles que s >> f. Mais, comme
u(t=0+0) =limsu(s),

et que la concentration dans le domaine temporel est telle que
u”(t=0,x,y)=0,

(suite a la condition initiale) sa transformée de Laplace vérifie :
u”(s=o0,x,y)=0.

Le domaine des valeurs de s ou la linéarisation de /" (s, ) n’est pas justifiée coincide avec

le domaine ou #“'(//2,s)~0. Si [Iaffirmation f+(s,ﬂ)zs/2\/ﬁ n’est pas exacte,

I’affirmation:
FrGs,Pua (1/2,s)=s/2pu""(l/2,s)
est correcte.

Quant a la limite opposée x=-1/2 :
(B~ 0.0)==2p.
Le terme suivant, proportionnel a s, est dominé par le premier et peut étre ignoré. Ainsi :

" (=1/2,s) v
i"(—1/2,5) D,



Cela signifie que le flux total passant a travers x =—//2, somme des flux de diffusion et de

convection, est égal a zéro :
g (s)y=va""(-1/2,s)-D,u" (-1/2,5)=0.

Le flux de convection équilibre le flux de diffusion, ce qui veut dire que la mati¢re ne pénétre

pas a gauche de la limite x=-//2. Comme initialement la concentration a gauche de
x=—1/2 est égale a zéro, elle reste égale a zéro tout le temps. La fonction #“/(x,t) subit une
discontinuité du premier genre au point x =—//2 puisque d’un coté :

1 ou* v
~aq =—— >0,
u’ ox

x=—1/2+0 w

et de 1’autre coté :
a“(=1/2+0,0)—a“(-1/2-0,0)=ua""(l/2,0)—a"" (I /2,0)=a"" (I / 2,t) <.

Autrement dit, le comportement de la fonction #“/(x,7) ressemble a celui de la fonction

généralisée de Heaviside : un tel comportement est normal pour une fonction satisfaisant a

une équation hyperbolique.

Nous avons toutes les relations nécessaires pour réduire le bilan intégral de matiére

res

(3.12) a un rapport entre les fonctions u"“(h,s) et @ (h,s). En utilisant les relations

trouvées entre les valeurs et les dérivées limites, nous obtenons que :

i (1/2,5)~i1"(-1/2,5)=-0D,” {ft ) (s B) (s, BN+ é @ (hs)(f (s, 8) =" (s, ﬂ))} =

=-oD."” {2 s+ pu" (h,s)— 2?1 \/,Ea) (h, s)} :

Compte tenu du fait que la combinaison des parametres 2,/D S est égale a la vitesse

d’écoulementv, la différence entre les termes V{ﬁ""’(l /2,6)—u"" (-1/ 2,t)} et

D il (1/2,5)—i" (-1/2,5)} vaut :

Vi@ (1) 2,0 =" (<1/ 2,0} = D, (il (1) 2,0) =it (<1 2,0)} = a{ng%/s + Bit" (h,s) + V?l a)}



Finalement, le bilan de matiére se réduit a la relation suivante :

1/2 1/2

1/2 D D
o S+2DW Js+pB |+— Js L?"e“'(h,s)+aza)m(h,s):iﬁ.(3.18)
! h 3 ho s

Il reste encore a obtenir une relation entre u'“(h,s) et @™ (h,s). La méthode que nous

utilisons pour trouver cette liaison consiste en une collocation de 1’équation

aﬁart aﬁart 621/7th Dg aures
+Vv =D, —+—
ot ox ox h

(x’ h’ t) >

~art

au point x =0. Si dans I’équation précédente nous utilisons pour #“"(x,z) 1’expression (3.11)

nous obtenons alors :

1/2

D1/2 D
s+ 2 Sl s+ X oo (hs) = =Y (3.19)
oh 3 o

h s

La relation obtenue de par la structure de ses termes est trés similaire a celle obtenue pour le

bilan de matiére (3.18). A ’aide de ces deux relations, il est élémentaire de montrer que :

—res \/,Llu()
h,s)= ,(3.20
) \/s{s+2 77(S+,8)+4f,us} (320

ou n=4D, /I, u =D,/ (ho)* sont deux paramétres de dimension de temps inverse. Pour

"™, nous avons :

ST g sy (3.21)

N

Quant aux valeurs limites de la fonction " :

0/ 2,5) = 0{1 + —Vj/%ﬁ} i@ (h,s). (3.22)

a)res (l’l, S) —

~ | W

§ 3.5 Etude qualitative de la solution obtenue



—res

Etudions du point de vue qualitatif la fonction %" (A,s) trouvée. L’expression

(3.20) contient trois paramétres indépendants ayant la dimension du temps: 7,=/",

7,=n"', ;= ' : nous avons donc trois échelles de temps indépendantes. La présence de

trois temps caractéristiques est la conséquence de la complexité du processus de balayage qui
se déroule en deux étapes (de maniere similaire a une réaction chimique avec un produit
intermédiaire). Pour que la matiére puisse fuir a x =+o0, il faut d’abord qu’elle passe du haut
du réservoir a I’articulation par diffusion, puis une fois la matiére dans 1’articulation, elle s’en
¢chappe par convection et diffusion longitudinale. Les temps de passage du réservoir a
I’articulation et de fuite ne sont pas liés I’un avec 1’autre. Le rapport de deux mécanismes de

fuite de ’aquifére (convection et diffusion) permet de définir le nombre de Péclet :

M=
D Tl.

w

Pe=

La valeur 7, = 1", que nous allons appeler le temps de régénération, est le temps nécessaire a
rétablir 1’équilibre entre le réservoir et ’aquifére a condition que ses limites latérales soient
fermées. La combinaison des paramétres 7, =//v =,/7,7, , que nous allons appeler temps

d’érosion, est le temps caractéristique nécessaire a la convection a exporter toute la matiére de
’articulation a travers les limites latérales, a condition que la régénération soit arrétée. La

_l . . . r . N
valeur 7, =71, que nous allons appeler temps de dissipation, est le temps nécessaire a
diffusion latérale pour dissiper la matiere de I’articulation jusqu’a I’infini, aux conditions que

la régénération soit arrétée et que I’espace |x| >1/2 ne soit pas saturé de maticre.

Il est possible de définir quatre hiérarchies de temps caractéristiques et, par voie de
conséquence, quatre modes du comportement du systeéme (I’analyse qualitative est basée sur

I’étude asymptotique de la solution générale) :

e Vv/I>D,/h>>D,/I’: cest le cas d’une érosion extrémement forte, pas

seulement en comparaison avec la dissipation dans 1’aquifére, mais aussi en

comparaison avec la régénération de maticre dans D’articulation. Dans ce cas la

concentration dans ’aquifere est toujours trés petite (~ D,/ / vh®) comparée a celle

caractéristique du réservoir : la matieére n’y reste pas longtemps avant de s’échapper.



La matiére quitte le réservoir comme si la concentration sur la limite y=~#h était

maintenue a zéro.

e D,/ W >>v/I>>D,/I”: c’est le cas ou la régénération réussit a compenser

I’érosion et a maintenir dans I’articulation une concentration comparable au,. D’un

coté, le flux de convection est plus faible que dans le cas précédent, puisque la vitesse
d’écoulement est bien inférieure, mais, d’un autre coté, comme le niveau de
concentration dans 1’articulation est élevé, la convection force a se mouvoir de plus
grandes quantités de matic¢re. Les vitesses de fuites dans les deux cas examinés

peuvent étre comparables, mais le second mode de fuite est néanmoins moins intense

car la fuite maximale correspond au cas ou u" (4,5)=0.

e D, /W >>v/I~D, /I’ ou D, /W >>D,/I>>>v/l : c’est le cas d’une convection

modérée ou faible. Initialement le réservoir et I’aquifére se trouvent dans des états trés
déséquilibrés (un gradient infini) et donc la dissipation de matiere (la diffusion) est
dominante aux premiers temps. Puis, aprés la fin du processus transitoire

d’équilibration (dans un certain sens, une couche limite temporelle) avec la saturation

de I’aquifére, la diffusion faiblit (commes "

) et le rdle principal passe a la
convection. Les cas v//~D, /I’ et D, /I >>v/l sont équivalents du point de vue

de leurs comportements asymptotiques aux grandes valeurs du temps.

e D,/ W >>D, /I?, v=0 : ici, la convection est absente, le processus est symétrique

par rapport a I’inversion x ——x. Ce cas n’est pas similaire au cas ou la vitesse est
petite mais finie car une faible convection redistribue la concentration d’une toute
autre fagon qu’avec une vitesse exactement égale a zéro. Dans ce cas, la fuite est la
moins intense de tous les cas examinés. La fuite se passe de telle maniere que le
réservoir reste a 1’équilibre ; la concentration dans le réservoir reste presque uniforme
en cours du processus et par suite, la distribution de concentration dans les sorties de
I’aquifere est la méme que dans le cas ou la concentration sur les limites latérales de

’articulation serait maintenue a une valeur #“"(//2,t) = ou,. Le flux de diffusion

baisse d’autant plus vite avec le temps que 1’aquifére est saturé.

Examinons en détail des différents cas extrémes. Si Pe~1, les deux mécanismes de fuite

doivent étre pris simultanément en compte. Dénotons I’ancien parameétre s par « s' », et



utilisons la notation «s » pour le paramétre adimensionnel s =s'/7, respectivement si ¢ est
le temps réel, le temps adimensionnel s’obtient comme ¢=7t". Compte tenu la régle selon

laquelle la substitution :
f(&) = f(ar)

est équivalente a la substitution :
N1 S
f&)=—1 [—j
a” \a
dans I’espace des transformées de Laplace (dans notre cas a =7""), nous obtenons :

Uy

\E{g[s+2 s+Pe2}+\E} ’

Z/—tres (h, S) —

ou nous avons encore introduit un parametre constant adimensionnel :

g_ﬁ_o_h .
w20\ D,

qui est petit et proportionnel a un facteur de forme.

Il est facile de prouver que € =0 correspond a une dégénérescence extréme de la géométrie

du systeme qui fait disparaitre I’aquifere :
—res u
u“(h,s)=-",
s

—res

ce qui signifie que la fonction u" (4,¢) est une constante égale a u,. Dans ce cas, il n’y a pas

de processus de fuite.

§ 3.6 Le cas de convection modérée (le cas général)

Introduisons les coordonnées normalisées : { = 2\,/;( v-h)/l, E=2x/1, y= JDg /D, ,

alors :



Uy

\E{g[s+2 s+Pez}+\/?},

L—,I‘BS (O’ S) —

2
a)res (0, S) — ;%ePeb—lms (0, S) ,

a" (L s) =0 1£—— " (0,s),
Pe

e

7 (£.5) =" (0.5)exp{~¢s .
o ({,s)=0""(0,s)exp {—é’ Js+4 } ,

A est la constante d’amortissement qui figure dans 1’équation pour @™,

W (&, 5) = 1" (1, 5) exp {—(5 (s +Pe? —Pe)} ,

u“(&,s)=u"" (-1 s)exp {(g8 + 1)(\/5 +Pe? + Pe)} .

Bien que ces expressions soient assez simples, leurs retours de Laplace ne peuvent pas étre
trouvés analytiquement. Mais nous pouvons obtenir leurs asymptotiques pour ¢ — oo (qui
dans I’espace de Laplace est équivalent a s — 0). Nous avons :

Uy Uy

=>u*0,t >0)= ,
EPC\/; ( ) gPe«/E

u”0,s >0)=

_ u _ u &?
(s —0)r—2 —expl-Csl = u™(C,t— o) = 0 —expi—>—r¢,
¢ ) ePels p{ ¢ } © ) ePeN 7t p{ 4t}
res 3 —res
w (0,t—>oo)z7u (0, > ),

@ (&t —> ) = @™ (0, — ) exp{‘ﬁg} ’

i (&, — 00) = 1" (1,1 — 00) ~ 268" (0,1 —> 0),

(uniformité dans la sortie droite de 1’aquifere)



i (&, —0) ~ i1 (—1,t > 0) ~ 0.

Dans la sortie gauche de 1’aquifére, la concentration disparait avec le temps. Ceci s’explique
parce que le flux de diffusion (dirigé vers —oo) au début comparable voire supérieur a celui de
convection diminue au cours du temps alors que le flux de convection qui faiblit plus
lentement épuise la zone —oo < x <—//2 (le flux total a travers x =—//2 change son signe au

bout d’un moment).

§ 3.7 Le cas de convection forte

Il y a deux approches a obtention de la solution du probléme, dans le cas ou Pe — 0.
Nous pouvons 1’obtenir comme limite asymptotique (par rapport au nombre de Péclet) de la
solution générale ou en supposant que la concentration dans 1’aquifére satisfait a 1’équation

réduite :

ou la diffusion longitudinale est négligée. Quant a la diffusion verticale, nous n’avons pas le
droit de la négliger car elle représente I'unique mécanisme d’échange de matiére entre le

réservoir et I’aquifere. Les résultats obtenus par ces deux approches sont identiques.

aq+

Dans I’expression pour u“"(&,s), la dépendance de la coordonnée n’entre que dans le

facteur exponentiel, ou la coordonnée est multipliée par I’expression : /s +Pe* —Pe. Nous

avons prouvé que le passage de la convection accompagnée de diffusion a la convection pure

consiste en substitution :

s+Pe® —Pe~——,
2Pe

dans ce cas le facteur exponentiel dans I’expression pour u“*(&,s) se réduit a :
exp{—s(&—1)/2Pe}.

La multiplication d’une transformée de Laplace par un facteur e“ correspond a une

aq+

translation du temps : t >¢+a. Comme u®"(&,s) ne se distingue de u“"(l,s) que de ce

facteur :



u“ (&) =u“" (L,t+(&—-1)/2Pe),

La fonction d’un tel argument est la solution d’un probléme hyperbolique. Passons de

nouveau aux coordonnées et temps dimensionnels :

exp{—s(&—1)/2Pe} =exp{—s'(x—1/2)/ v},

U (et =u (1) 2,6 +(x—1/2) 1 v),

aq+

ce qui signifie que u“" (x,t") satisfait a I’équation de transport convectif :

auaq+ au aq+
+Vv =0.
ot' Ox

Partout, sauf pour le facteur exponentiel, on peut poser v/'s + Pe’ ~ Pe, alors :

—res i \ﬁuo
h,s')~
w (hs) \/s_’{s'+2v/l+ ,us’}

u“(1/2,s")y=20u"(x,s"),
u“ (1/2,s"y=0 (a comparer avec la fig. 3.6).

Il n’est pas difficile de vérifier que si nous prenons le bilan intégral réduit dans 1’articulation :

1/2

d ) DIl
— | a" G, Ndx+via” (2, -a" (=12, =—u""(h,t"),
de (6, 1)+ v (i (11 2,6 =i ( === (ht)

(comparé avec ’ancien bilan, il manque le terme de diffusion longitudinale) et imposons :

u”" (=1/2,t"y=0 (suite a une forte érosion de la zone x<1/2),

a”'(/2,t"y=2/1) J._l;/zz " (x,t")dx" (suite a linéarité de u“"(x,t") entre —1/2 et [/2),

nous serions arrivés au méme résultat pour u" (h,s").

Dans I’annexe B, nous avons trouvé que le retour de Laplace pour u" (h,s") est :



u(h,t'y u(1/2,t)
u, 2ou,

= e“gt'erfc(a2 Jt - e”lz"erfc(a1 NDY

ou

ay, =~/ 2xul4—vil.

Introduisons le paramétre & = ul/v. Selon la valeur de ¢&,, les racines a,, peuvent étre

réelles ou complexes conjuguées, mais la solution est toujours réelle et positive (la preuve est

dans I’annexe B). La grandeur du parametre &, définit de quel cas s’agit-il : régénération

empéchée par 1’érosion ou quasi-équilibre.

Dans le cas ou & <<1 , a la précision O(g/) :

. 2 2
a,~iNv/l, a ~a;, ~—v/l,

—res 7 o1 Nl
u (hat) _ 28] —vt'/l 22
= e e dz,
0

u, \/;

7 (x,t") = o™ (hyt' —x/ V) .

N
La fonction ¢,(7)=(2/ ﬁ)e*’_[o e’ dz qui définit la forme de la solution est représentée sur

la fig.3.7.

Fig. 3.7 La concentration sur la limite ¥ =/ en fonction de temps



Les valeurs de la fonction ¢,(r) ne dépassent pas 0.16. De plus, la concentration dans
I’aquifére est proportionnelle a ¢, qui est petit dans le cas examiné. Cela signifie que la

concentration dans ’aquifere est trés faible et 1’érosion domine donc la régénération. Quant a
la concentration dans le réservoir, elle se conduit presque comme si la concentration a son

extrémité basse était maintenue z€ro :
ures (h, t!) — 0 .

La solution est donc classique :

4D t'

g

u™ (y,t")=uyerf {M} .

Examinons le cas extréme opposé ou & >>1, dans ce cas, a la précision O(g;”), nous

avons :
Juld=—~7l=Jui2+2v/(Jul),
et donc :
2v .
a, =\u, a, ~——, (tous les deux réels)
Jul
alors :

7t u(l2,0)

u, 20ou,

e‘é”erfc(a2 Jt) — e erfe(s [ut").

Les allures des fonctions pour différentes valeurs de &, sont données sur la fig. 3.8



T oue)

o1
0
/\L T
L n
(] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 3.8 Famille de fonctions o, (1;8) = e’g'zrerfc(gl \/;)—e_rerfc\/; , 6‘12 =0.1, 0.2, ... 0.9 (les courbes

croissent avec g ).

Quant a la concentration dans le réservoir, elle est donnée par le retour de Laplace de

I’expression :

rev

()= o {—y—‘hs}
A S —a) ’

g

qui est (voir annexe B) :

u= (.t )—exp azy_h+a2t erfc aZ\/_+
" .

y—nh
~ exp {az T} erfc{
D
g

§ 3.8 Le cas d’absence de convection

y=h ., 7, y=h
pIpU——=—=+ut erfc{ux/t_+ ’}z
} { 4/Dg } 2,D,t

—h —h
L 4+ 1%t Yerfe \/_+
a } {u 2./D t'}

g

o

Dans le cas ou la convection est absente : Pe=0 et :

Uy

s{1+g(J§+1)}’ “

u(h,s)= =0 (par symétrie).
Naturellement, une variation horizontale de concentration dans le réservoir existe mais, a la

précision avec laquelle @™ a été obtenue, elle s’annule. Pour la concentration limite dans le

réservoir, nous obtenons 1’expression :



L_t’“(h,t):u—o 1—exp (8+—1)2t erfc M ,
e+1 g £

comme & <<1 nous pouvons écrire (¢+1)/e=1/¢ :
i (h,f) ~u, {1 —exp(t/ &)erfe(\z / g)} ,

mais, par définitions du temps adimensionnel et du parametre ¢ :

! '
— ,th.

g

La dépendance des parametres de 1’aquifere disparait. Une telle approche ne décrit que le

processus transitoire de saturation de la zone —//2<x<[/2, 0<y<h sans prendre en

compte I’effet de diffusion a travers les limites latérales. De plus :
L—lres (h’ w) — EVES (h’ O) — uo ,

ce qui est logique dans cette approche. Mais, comme le processus transitoire se termine tres

vite, 7, =0o"/ 4, nous pouvons estimer que ce processus se termine immédiatement une

trans

fois que le systéme abandonné a lui-méme, c’est-a-dire imposer 7, =1/ u~0, alors :

u" (x,t")y=ou,,

u”(y,t")=u,.

La concentration dans les sorties de I’aquifére s’obtient de maniére élémentaire :

— 2
" (x,t") = ouyerfe {M} .
4Dt

En comparaison avec les autres cas, c’est dans le cas ou il n’y a pas de convection que la fuite

est la moins intense.

Annexe A. Solution du probléme de Dirichlet dans de demi-espace et obtention de
I’expression pour le flux a travers la limite.

Toutes les variations du probleme de Dirichlet obtenues dans ce chapitre sont des cas

particuliers du probléme suivant :



ow ow  , 0w
—+b—=0a"—,
ot 0z 0z

w(0,2) =w,, (3.A.1)

w(t,0) = ().

O<z<owo, O0<t

Les conditions limite et initiale ne sont pas obligées d’étre compatibles dans le sens commun,

c’est-a-dire que généralement :

w, # @(0).

L’incompatibilité peut étre résolue a I’aide de la fonction de Heaviside, si au lieu de w,, nous

prenons la condition initiale discontinue :

w(x,0) = (0) +(w, —9(0))- 7 (x - 0),

Le probléme (3.A.1) peut étre réduit au probléme classique de Dirichlet pour I’équation de

diffusion (sans terme de convection) avec une condition initiale nulle. Soit

alors :

w(z,t) =w(z,t)—w,,

wi +b6w' =a’ awz‘, 0<z<owo, 0<t
Ot Oz 0z

w,(0,2) =0, (3.A.2)
wi (1,0) =, (1) = p(t) —w,

Servons-nous de la substitution :

alors :

2bz —b*t
4a’ ’

w(z,t) = o(z,t)- exp(



a—wzaza—aj, 0<z<oo, 0<¢
ot oz

w(0,z) =0,

0(1,0) = (1) =<¢(z)—wo>exp(fa§J

La solution de ce probléme est [35]:

2 f) = z-9,(7) _ z’ d
*zrf) = 2\/_'[ a (t- r)]mep( 4a2(t—7)j :

Aprées la substitution inverse nous obtenons :

‘/Vl(z’t) =-

awyt oz [ (z—b(t - r))] Ptz [ (z=b(t- r))j
exp dr+ — T
QJ;'([[az(t—r)]m 4a’(t-7) 2\/_'[[a 2(t—1) ]3/2 4a’(t—7)
w(z,t) =w, +w,(z,t)
Trouverons, maintenant, la dérivée spatiale limite de la fonction w(z,7), évidemment :

ow _ ow,

oz 0Oz

la fonction w,(z,#) peut étre représentée sous la forme d’une convolution:

w(z,t) = exp(zba ){((o(t) wo)*F(— tj}

ou

F(k,t)=

k| K01
2'\ y 7[1‘3 p 4t 4612 ’
est la fonction dont la transformée de Laplace est :

F(s) _ efk\/ﬁbzmaz '

Ainsi :



(—w, /s estla transformée de f(¢#) =—w, ). Prenant la dérivéeenzen z=0 :

2—W(z,s) :%(z,s):—l[«/s+(b/2a)2 —b/za]((p(s)—wo/s).
iz iz a

Appliquons, maintenant, les résultats obtenus aux problémes intermédiaires de Dirichlet qui
apparaissent lors résolution du probléme de base afin de trouver les relations entre les valeurs

et les dérivées limites. Dans le cas du probléme pour la concentration homogénéisée dans le

réservoir: w=u'", z=y—h, b=0, a:,/Dg , o) =u""(h,t)/ o, w,=u, :

al/_l res

o)

@ (hs)s Lt

. (S)_ U\jD_g @ .

Dans le probléme pour trouver la concentration homogénéisée a droite de x=//2 :

w=u"“" z=x-1/2, aza/DW ,b=v, p)=ua""(1/2,t), w, =0,

ou’" ' (1/2,s) [ 3 }
§)=——---Z ,\fs+v /4D —v/ ZJD .
ax x:l/Z( ) \ADW " ( W)

Dans le probléme pour trouver la concentration homogénéisée a gauche de x=—//2 :

w=i'"", z=-x+1/2, a=\D, , b=—-v, p(t)=i"" (ht), w,=0:

aﬁaCI* ﬁart (h, S) |: 3 j|
= «f +v /4D +v/ 2,{D .
ax x==1/2 (S) \ADW ’ ) ( ) )

Annexe B. Le retour de transformation de Laplace

Les transformées de Laplace qui apparaissaient dans ce chapitre et dont le retour peut étre

trouvé analytiquement peuvent étre mises sous la forme générale suivante :

e’kﬁ

fs)= \E{s+a\ﬁ+b}.

Comme



s+as +b=(s-a)\s-a,),
ou
a,=—al2%\a’/4-b,
les racines peuvent étre complexes. Ensuite :

1

1 _ 1 1
(\/_—al)(\/;—az)_\/a2/4—b{\/§—a2 \/;—az}'

Nous pouvons maintenant nous servir de la table de retour de Laplace, exposée dans le

manuel [22] afin de trouver le retour :

f(t)= ﬁ{exp{—azk + ait} erfc {—azx/t-—i- 25;} — exp{ ak+al }erfc {—a1f+ Zx/-}}

ou
erfe(z) = Ie‘gz dc=1-crf(z)

est la fonction d’erreur complémentaire.

Démontrons que, dans le cas de racines a,, complexes conjuguées, le résultat final est

réel et donnons également un moyen pratique de calculer la fonction d’erreur d’une variable
complexe (une telle option n’est pas habituellement intégrée aux packages mathématiques, il

faut donc obtenir le résultat « manuellement »)

Soit z =x+iy, par définition :

er(2) == [exp(—¢™)d

nous avons la liberté de choisir le trajet d’intégration dans le plan complexe, soit :

X+iy

J—feXp( " )dg = J—IGXP( 5 )dg+\/— I exp(—¢”)ds

La premiére intégrale n’est que la fonction d’erreur de la partie réelle de 1’argument. Dans la
seconde intégrale, nous faisons la substitution :



c=x+i¢,

ou ¢ est une variable réel qui varie entre O et y :

2 2i

75 | oe)ds = exp() [ exp(¢” +2ix)dd =

= % exp(—x") {zf exp(¢*)cos(2x¢)dS ~ [exp(S?) sin(2x§)d§}

Ainsi :
Reerf(x+iy) = erf (x) - %exp(—xz)j;exp(fz) sin(2xE)d &
Imerf (x +iy) = % exp(—xﬁi exp(£”) cos(2xE)dE

Notons

¢ erfe(z) = F(z2)

et calculons I’expression F(x+iy)— F(x—iy) (il faut qu’elle soit purement imaginaire afin

que f(¢) soitréel) :
Fx+iy)-Fx—iy) =" [ (I-erf(x+iy)—e ™ (1-erf(x—iy)) | =
=2ie" ™ sin(2xy)+e* [e’myerf (x—iy)—eerf(x+ iy):' =
=2ie" " sin(2xy) +e" " [ cos(2xy)[erf (x —iy) —erf (x +iy) ] +isin(2xy) [erf (x —iy) + erf (x +iy)] ]

comme Reerf(x+1iy) est une fonction paire par rapport a y (I’intégrale d’une fonction

impaire), et Imerf(x+iy) est une fonction impaire par rapport a y , nous avons donc :

erf(x +iy) —erf(x —iy) = 2i Imerf (x +iy)
erf(x +iy) +erf(x —iy) =2 Reerf(x +iy)



alors :
Fx+iy)-F(x—iy)= 2ie" ™ sin(2xy)+ 2ie" ™ {— cos(2xy)- % exp(—xz)J exp(&2) cos(2xE)dE
4 0
b

+sin(2xy)| erf(x) - % exp(—xz)f exp(§2)sin(2x§)d§}} =2ie" erfe(x)sin(2xy) - % e j exp(&) cos(2x(& - y))d&

0

le résultat est purement imaginaire.

Alors si a,, sont conjuguées complexes, I’expression F (CZZ\/;)—F (alx/;) est

imaginaire, mais multipliée par \/ a’/4—b= i«/b —a’ /4, elle donne un résultat final réel.



Chapitre 4. Simulation numérique du balayage d’un réservoir par
un aquifere

§ 4.1 Introduction

Le premier objectif de ce chapitre est de construire un code numérique permettant
modéliser les processus de transport convectif-diffusif dans les milieux composites dans les
domaines de géométrie complexe. Le second objectif est de résoudre numériquement le
probléme de balayage d’un réservoir (un dépot de méthane) souterrain par aquifére. C’est le
méme probléme qui a été examiné dans le chapitre précédent d’un point de vue analytique.
L’algorithme numérique de résolution du probléme est basé sur la méthode des ¢léments finis

avec des fonctions de base pyramidales.

Par milieu composite nous entendons un milieu dont les propriétés physiques sont
irrégulieres a 1’échelle macroscopique ou un systeme compos¢ de plusieurs milieux mis en
contact. L’irrégularité macroscopique (distincte de la microscopique) du milieu a lieu souvent
quand il s’agit d’un systéme géologique et, dans certaines applications, a une importance

considérable vis-a-vis des processus qui s’y déroulent.

Les processus de dissipation dans les milieux composites s’expriment
mathématiquement par des équations paraboliques ou elliptiques (dans 1’approche

stationnaire) avec des coefficients de transport discontinus :

ou
~_v. ,
Py (aVu)

Va = oo sur la séparatrice de deux milieux .

D’un point de vue mathématique, la fonction u n’est pas deux fois différentiable (bien que
ses dérivées secondes entrent dans 1’équation), mais posséde une dérivée seconde au sens des
distributions. Les méthodes basées sur I’approximation des dérivées secondes (en supposant
qu’elles existent en chaque point) ne peuvent donner des résultats qualitativement corrects a
proximité des surfaces séparatrices des milieux puisque les dérivées n’y existent pas. Il faut
alors appliquer une méthode n’exigeant pas la continuité du gradient. De telles méthodes
n’opéerent pas avec le probléme formulé en termes d’une équation différentielle, mais avec

celui formulé en termes d’une équivalence intégrale dérivée de 1’équation du probléme et de



ses conditions limites ou les exigences de dérivation pour la fonction inconnue sont affaiblies.

Un exemple d’une telle méthode est la méthode des ¢léments finis [10, 49].

Prenons un exemple montrant 1’avantage de la méthode des éléments finis dans le cas

d’un milieu composite. Examinons le probléme elliptique :

V-(aVu)=0dans Q, UQ,

—aa—u =1, suroQ, \oQ,

on
Ou

—a—=-1, suroQ, \oQ,
on

a=0.1, dans Q,

a=10, dans Q,

dans le domaine (voir fig.4.1) carré coupé en deux parties par une diagonale avec des

propriétés différentes des deux cotés.

Fig.4.1 Exemple montrant la coincidence absolue de la solution approchée obtenue par la méthode des éléments
finis avec la solution exacte.

La solution exacte du probléme est linéaire par morceaux avec des gradients constants

dans Q, et Q,. A droite sur la fig. 4.1, est présentée la solution approchée obtenue a I’aide de

la méthode des éléments finis dans le cas exposé ci-dessous. Les solutions exacte et approchée

coincident, la résolution du maillage ne jouant qu’un rdle secondaire.



§ 4.2 Formulation faible du probléme et la méthode de projection

Examinons le probléme parabolique pour une seule fonction inconnue avec des
conditions limites mixtes : conditions de Neumann sur une partie de la frontiére et conditions

de Dirichlet sur I’autre partie de la fronticre :

bV . (aVi) = 0 dans ©
ot
ou
—a— =1 sur 0,Q (4.1)
on

u = sur 0,2

ou Q est le domaine, 0,02, 0,€2 sont les différentes parties de la frontiére, a =a(x,y)>0
b=b(x,y)>0, [=1I(s), o=w(s), ou s est un parametre imposé sur la frontiére, par

exemple la longueur du trajet comptée a partir d’un point fixe.

Examinons d’abord le cas particulier ou 0,QQ=(J, c’est-a-dire que sur toute la

frontiére, nous avons des conditions limites de Neumann.

Multiplions 1’équation de départ par une fonction de coordonnées quelconque y(x, y)

et prenons-en I’intégrale sur tout le domaine Q :
Oou
j w{b——V(aVu) +dxdy=0.(4.2)
5 ot
Le second terme sous I’intégrale, par le théoreme d’Ostrogradski, peut étre transformé en :
—J. WV -(aVu)dxdy = Ia(V v -Vu)dxdy — Cf va ou ds.
Q Q oQ a”l

Comme la dérivée normale ou/on est connue sur toute la frontiere, I’intégral sur la surface

est connu :



I{b wu, +aVy -Vu}dxdy = —CJS wlds . (4.3)
Q

Q

La relation obtenue représente la formulation dite faible du probléme. Introduisons la

fonctionnelle intégrale :

T(u,p)= j {byu, +aV y -Vu) dxdy — j wids . (4.4)
Q oQ

La formulation faible du probléme consiste a affirmer que la solution exacte du probléme

annule la fonctionnelle Z (u, ), quel que soit y(x, y).

La formulation faible admet une interprétation géométrique en termes d’analyse

fonctionnelle. Chaque fonction w de norme finie:

W+ (Vw)* Ldxdy <o (4.5)
J{ |

Q

est un vecteur dans un espace linéaire fonctionnel de dimension infinie. Définissons I’écart de

la fonction u(x, y,t) a la vraie solution du probléme (4.1) par :
r(x,y,t)=bu,—V-(aVu).

Si la fonction u(x, y,t) est exactement la solution du probléme (4.1) : »(x,y,t)=0, ce

qui signifie que le vecteur »(x,y,¢) ait ses projections nulles dans toutes les directions de
I’espace, 1’expression : J.Q rydxdy représente la projection du vecteur r(x,y,t) sur la

direction w(x,y). Dans ce sens, 1I’équivalence (4.4) peut étre interprétée de la maniere
suivante : ’écart r(x, y,t), étant projeté sur toute direction dans 1’espace fonctionnel, donne

un résultat nul.

La formulation faible du probléme a un avantage par rapport a la formulation forte
(4.1), qui consiste a supprimer 1’exigence de 1’existence des dérivées secondes de u et du
gradient de a, qui obtiennent le droit de n’exister qu’au sens des distributions. Cette « réserve
de discontinuité » que la fonction gagne est trés utile d’un point de vue pratique car, dans les
applications, le coefficient a se présente souvent comme une fonction continue par
morceaux, surtout quand il s’agit d’un milieu composite (de point de vue macroscopique), la

fonction u dans ce cas ayant un gradient continu par morceaux.



La méthode de projection consideére la fonction inconnue comme un vecteur dans un
espace fonctionnel et consiste en une approximation de la fonction inconnue par une série
fonctionnelle finie ou si I'on préfére par une décomposition sur une base fonctionnelle

incompléte :
N
U()C, yat) ~ Zuk(t)%(an/) )
=]

ou, dans un autre mode d’écriture :
u(x,y,0) = @' (x,y)-u(?), (4.5)

ou u(?) =[u,(t),...,uy (t)]T , 0%, 1) =[@(x, 1), ... oy (, y)]T sont les vecteurs N-dimensionnels
des coefficients et des fonctions de base. La base compléte ferait un ensemble de puissance

équivalente 3 N* (dans un domaine bidimensionnel fini): ¢’est pour cela que la décomposition
(4.5) est toujours approximative. Les fonctions de base relévent du choix du développeur de la
méthode. Comme la base de fonctions est fixe, toute I’information sur la fonction inconnue
est incluse dans les coefficients. Les coefficients inconnus sont choisis ainsi que la
combinaison linéaire des fonctions de base en minimisant la distance a la solution du

probléme selon un certain critere.

Comme nous avons la liberté de choisir la fonction , a la seule condition qu’elle soit
de norme finie (4.5), nous pouvons prendre N fonctions indépendantes y,,...,i,, et obtenir
N formulations faibles indépendantes du probléme. Alors en écrivant u(x,y,f) sous la

forme u' (¢)-@(x,y) et en le substituant dans la formulation faible (4.4), nous pouvons

formuler N équations différentielles ordinaires pour le vecteur des coefficients :

N d
Z(B(b) A(")]u =il", (4.6)

i=1

ou les matrices sont données par :

A9 =[a(Vo, -V, )dxdy,

Q

BY = [bpy,dxdy,
Q



et le vecteur de la partie droite :

il = J[y/kds
oQ

5e . R \ . . £ I4 : (a) (b)
(P'indice supérieur dans les parentheses indique le noyau d’intégral). Les matrices 4" et B
sont dites matrices de rigidité et de masse. L’ensemble des fonctions y,,...,i,, (qu’on appelle

les fonctions de pondération) peut étre choisi indépendamment de la base fonctionnelle

@,,....¢y , a la seule condition qu’elles soient en méme nombre que les fonctions de base,
mais, de tous les points de vue, il est raisonnable de choisir y,,...,\, =@,....,, (dite

pondération de Galerkin), alors les matrices B’ et 4} deviennent symétriques :

() _ g(a) (b) _ p(b)
AY =A@, B» = p®

ki ik

§ 4.3 Choix des fonctions de base et discrétisation géométrique

Les fonctions de base (ou shape functions) doivent satisfaire aux exigences suivantes :

e simplicité de calcul des éléments des matrices ;

e reproduction du comportement qualitatif de la solution : par exemple, si la solution
est lisse par morceaux, les fonctions de base lisses ne conviennent pas puisqu’elles
ne peuvent pas modéliser la discontinuité du gradient ;

e il est préférable que les matrices soient creuses, c’est-a-dire que la plupart de leurs
¢léments soient égaux a zéro ;

e Jla base de fonctions doit étre asymptotiquement compléte pour assurer la
convergence de la série réduite.

Les matrices creuses permettent d’économiser la mémoire vive de I’ordinateur, a 1’aide d’un
format spécial de stockage de la matrice en ne gardant que les €léments non-zéros et leurs
positions (ligne-colonne) dans la matrice (dans logiciel Matlab un tel format de données
s’appelle « sparse matrix »).

Dans le cas d’une géométrie quelconque du domaine, le calcul des éléments des

matrices reste simple si nous utilisons les fonctions dont le support est limité, c’est-a-dire

qu’une fonction de base n’est différente de zéro que dans un petit sous-domaine (dits ¢éléments

finis). Si nous utilisons des fonctions a support limité, la plupart des intégrales J.ngoi(pkdxdy ,

.[Q aV @, -V@,dxdy sont nulles puisque les supports des fonctions ¢, et ¢, ne se croisent pas.



L’utilisation de fonctions a support limité rend creuses les matrices de rigidité et de masse, ce
qui permet d’augmenter le nombre de fonctions de base (par la suite d’améliorer la précision

de la méthode).

Supposons que tout le domaine de calcul soit couvert d’un maillage triangulaire dont

les cellules ne se croisent pas (voir fig. 4.2).

Fig. 4.2 Maillage de 1824 triangles et 1073 nceuds.

Soit N le nombre de nceuds. Associons a chaque nceud une fonction qui :

1. prend la valeur 1 sur son nceud associé€ ;
2. est égale a zéro dans tous les autres noeuds ;

3. varie linéairement dans les triangles possédant le nceud associé comme sommet.

Une fonction, ainsi définie, n’est différente de zéro que dans un petit ensemble de triangles
voisins qui ont un sommet en commun et, dans son support, la fonction est linéaire par
morceaux son graphique représente une pyramide dont la génératrice est la ligne normale au

plan du maillage qui passe par le sommet commun (voir fig.4.3).

Fig.4.3 Fonction de base pyramidale.



Comme les fonctions de base sont linéaires par morceaux et continues, toute
combinaison linéaire de ces fonctions est linéaire par morceaux et continue. Cela permet donc
d’approcher une fonction continue par morceaux. De plus, il est facile de calculer les éléments

des matrices puisque les gradients des fonctions de base sont constants dans chaque triangle :

le calcul de IQV(pi~V(0kdxdy se réduit a sommation de gradients constants sur tous les

triangles. Dans une ligne de la matrice 4" ou B{’ qui correspond & un nceud, les éléments

non nuls sont en égaux au nombre de triangles ayant ce nceud en commun. Pour le maillage
présenté sur la fig.4.2, c’est ~1% du nombre total de nceuds. Un autre avantage des fonctions
pyramidales consiste a ce que les coefficients multiplicateurs de ces fonctions, dans la
combinaison linéaire, ne sont autres que les valeurs de cette fonction sur les nceuds du

maillage puisque @, =1 sur le nceud i et ¢, =0 sur tous les autres nceuds. Cela signifie que s’il
faut décomposer une fonction connue f(x,)) en utilisant les fonctions pyramidales, pour

calculer les coefficients de la décomposition il suffit simplement d’imposer les coordonnées

du nceud dans I’expression pour f(x, y) :

fi=S (0.

L’approximation d’une fonction continue par un systeme des fonctions pyramidales
n’est autre que I’analogue bidimensionnel de I’approximation d’une courbe continue par une
ligne polygonale. Quand la longueur du plus petit segment tend vers zéro, la ligne polygonale
se converge vers la courbe. De méme, si 1’aire du plus petit triangle tend vers zéro, la fonction
linéaire par morceaux converge vers la fonction continue : cela signifie que notre base

fonctionnelle est asymptotiquement complete.

La fragmentation du domaine en triangles s’effectue a 1’aide des instruments d’une
toolbox « Partial Differencial Equation Toolbox » intégrée au logiciel Matlab. Le générateur
des maillages de Matlab effectue automatiquement la triangulation du domaine de calcul et

fournit trois suites de données contenant toute 1’information nécessaire sur le maillage :

e La quantité « t » (triangles), avec un numéro pour chaque triangle et donnant
les numéros des nceuds du triangle pris dans la liste globale des nceuds et le
numéro du sous-domaine ou se trouve le triangle (les différents sous-

domaines correspondent aux différents milieux dans un systéme composite).



e La quantité « p » (points), numérotée par le numéro des nceuds, comprenant
leurs coordonnées x et y.

e La quantité¢ « e » (edges) des €éléments fronticres), repérés par le numéro des
cOtés limites et comprenant les numéros de leurs points finaux dans la liste de
nceuds et le numéro de la frontiére ou se trouve le coté (Ia numérotation des
différents segments de la frontiére permet d’y poser des conditions limites de

différents types).

§ 4.4 Calcul des éléments des matrices

Les méthodes numériques basées sur la discrétisation spatiale utilisent les concepts
d’une fonction de nceud et d’une fonction de cellule qui représentent des fonctions de
I’argument discret (le numéro de nceud/cellule), donc un massif (vecteur) ayant pour
dimension le nombre des nceuds/cellules. Les composantes des ces vecteurs normalement
s’identifient avec les valeurs approximatives de la fonction inconnue sur les nceuds du
maillage ou de sa moyenne sur la cellule. De méme, nous introduisons les concepts d’une
fonction de nceud et d’une fonction de triangle. Une fonction de nceud est un vecteur N —
dimensionnel ou chaque composant est une valeur nodale d’une fonction continue. Une
fonction de triangle est un vecteur M — dimensionnel, dont les composants sont les valeurs

homogénéisées d’une fonction continue sur tous les triangles du maillage.

Une fonction de nceud, naturellement, peut étre convertie en une fonction de triangle
de la fagon suivante: chaque fonction de nceuds sert de base de construction d’une
interpolation lin¢aire dans chaque triangle ; le résultat de cette interpolation peut é&tre
homogénéisé sur tous les triangles et 1’on obtient ainsi une fonction de triangle. La moyenne
d’une fonction linéaire sur un triangle est tout simplement la moyenne arithmétique de ses
valeurs aux sommets. Lors cette conversion, 1’information sur la fonction inconnue est réduite
et la conversion inverse « fonction de triangle — fonction de nceud » est impossible.
Remarquons que comme le gradient d’une fonction linéaire dans chaque triangle est une
fonction constante dans chaque triangle, il est une fonction de triangle. Ainsi la dérivation

d’une fonction de nceud rend une fonction de triangle.

Introduisons aussi, le concept d’une fonction de segment frontiere (les cotés des

triangles qui se trouvent sur la frontiere du domaine) : un vecteur dont la dimension est égale



au nombre de tous les segments fronti¢res (qui sont ordonnés et numérotés automatiquement
par le générateur de maillage). Ce vecteur est une image discrete de la fonction du parameétre

frontiere qui ordonne 1’ensemble frontiere 6Q.

La fonction de nceud sert de moyen de discrétisation de la fonction inconnue

u(x,y,t) ; la fonction de triangle sert de moyen de discrétisation des coefficients de
I’équation a(x,y) et b(x,y). La fonction de segment fronticre modélise la fonction I(s).
Dans les problémes ou il s’agit d’un milieu composite, les coefficients a(x,y) et b(x,y)

souvent représentent des fonctions constantes par morceaux c’est-a-dire déja codifiées en

format d’une fonction de triangle. Si les fonctions a(x,y) et b(x,y) sont continues, pour

opérer avec elles, il faut d’abord les convertir en fonctions de triangle.

Le calcul direct des intégrales .[Qb(pl.(pkdxdy, J.Q avV @, -Ve,dxdy est compliqué d’un

point de vue technique. C’est pourquoi pour trouver les éléments des matrices A@ et B?,
nous utilisons une approche implicite, que nous appelons 1’assemblage par triangles, qui

n’exige pas d’obtenir des expressions explicites pour les fonctions de base.

Multiplions le systéme d’équations différentielles ordinaires (4.6) par un convecteur

N-dimensionnel stationnaire quelconque v :

N N 5 d N S
kaZ(B,; E+4§f’)ju,» =i, (4.7)
] k=1

k=1 i=1
Ou sous une autre forme :

d .
E{ T.B®» -u}+vT-A‘”) u=v'-i?,
t

La derniere relation, bien qu’elle soit scalaire, contient la méme quantité d’information que le
systéme de N équations (4.5), puisque le convecteur v' est quelconque et satisfaire 1’égalité
(4.7) n’est possible que dans le cas ou 1’égalité (4.6) est satisfaite. Les expressions : v' -B” -u

et v -A“ .u sont des approximations des intégrales :

v AY ux IaVV -Vudxdy , (4.8)
Q

vi-B” .ux _[bvudxdy, 4.9
Q



ot v(x,y) est une fonction des coordonnées, telle que v(x,y)=v-@'(x,¥), v, =v(x,,»,). Les
relations (4.8-4.9) peuvent servir de définition alternative des matrices B"”’, A’ . Trouvons

ces matrices suivant cette définition.

L’intégrale sur tout le domaine Q est la somme des intégrales sur tous les

triangles 2,,...,Q,, :

Ia(Vv -Vu)dxdy = f: I a(Vv-Vu)dxdy .

m=1 Q,

Le coefficient a sous I’intégrale peut étre remplacé par sa valeur homogénéisée sur le triangle

et étre sorti de I’intégrale :

f I a(Vv-Vu)dxdy = fam J. (Vv-Vu)dxdy .
Q, o

m=l1

m=

Comme la dérivée spatiale d’une fonction de nceud est une fonction de triangle, Vv, Vu sont

constants dans chaque triangle, et 1’intégration se réduit a une sommation :

m=l1 m=1

f%Jawvmw@=fﬂmAw%(w%,
Qm

ou

1 1 1
A, = ldet xooxox
? Y Im W

. . - r Y 7 1 1
est I’aire du triangle m exprimée a travers les coordonnées de ses sommets: (x,,¥,),

(2,02, (x,0).

Pour calculer les valeurs des gradients (Vv),, (Vu), utilisons la formule générale

m?

d’interpolation linéaire dans un triangle :



1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 um um um um um um um um um
_ 1 2 3 1 2 3
[u(x, )] amo, “oA” det|x, x, x |-detj x x x |—detlx, x, x ||,
m 1 2 3 1 % %

Vo Vo Vi Vo Ve Vi y

u' ,u’,u’ sont les valeurs nodales de la fonction u dans le triangle m . Pour les composantes

du gradient, nous avons :

1 2 u3 ul u2 u3
1 m m m 1 m m m
[Z—u:l :—K'det 1 1 1 , |:%:| :—K'det X}ﬂ Xi Xi ,
X
dans Q,, m y’1” yf,, yi dans Q,, m 1 1 1
Ainsi
ovou Ovo A
(vv)m ) (Vw)m = __u+_v_u = [Vrlnvv;iavi:l ’ Aizc .I:ufln’uri’ufn]—r 2
oxox Oy oy, o
ou

2 2
al +ﬂl a1a2 +ﬂlﬁ2 ala3 +ﬂ]ﬂ3
N 2 2
loe ve a,a,+ B, B a; + b, oo+ B0 |,

2 2
" a3a]+163161 a3a2+ﬂ3ﬁ2 a3+ 3

est une matrice 3x3, ou les valeurs ¢,, 5, sont définies par :

a4 =y,= Vs PB=%—x,
G =Y,—V, bh=x—x,
A=y =y, Py =X —x,.
La matrice AL‘;“ est ’analogue local de la matrice de rigidité. Appelons matrice globalisée

A de la matrice locale A la matrice ayant une dimension NxN et ne possédant que 9

¢léments non-zéros dans les positions qui correspondent aux sommets du triangle m.

Evidemment :

T ~ T ~
1 2 .3 loc 1 2 3| glob
[vm,vm,vm] ‘A, -[um,um,um]=[v1,...,vN] A uy,.ouy ],

Bien que dans la somme figurent toutes les valeurs nodales, elle se somme multipliée par zéro

si ce ne sont pas les sommets du triangle m. Finalement, nous obtenons que la contribution du



triangle m dans 1’intégrale (4.8) s’exprime a travers les vecteurs N-dimensionnels de v et u

et a travers une matrice dont nous venons d’éclaircir son obtention

3 _ am T, A glob .
a, I (Vv-Vu)dxdy = A v -A%” .u.

Q m

m

Quant a I’intégrale complete, elle vaut :

A M
_[a(Vv-Vu)dxdy v A@ . g= (Z m glob]

Q

m=1 m

Ainsi la somme

M
Z m AglOb A(a)
o 4A

n’est autre que la matrice de rigidité.

L’obtention de matrice de masse B® est similaire a I’obtention de la matrice de

rigidité. Représentons I’intégrale

Ib(v-u)dxdy ~v' -B? .u
Q
comme la somme des contributions de chaque triangle :

J.b(v w)dxdy = Z .[ b(v-w)dxdy = Zb I(v w)dxdy .

le

Il faut donc calculer I’intégrale par triangle du produit de deux fonctions linéaires. Le résultat

de cette intégration peut étre exprimée comme :
dd_123ﬁ10c123T
v-wdxdy=\v, ,v,,v. ‘B |\u, u u |,
QIH
ou

A

Bloc — ﬁ

—_— N
—_— N
N = =



est la matrice locale de masse (pour son obtention voir [41]). Ensuite la matrice compléte de

masse s’obtient par sommation des matrices globalisées de chaque triangle :

M
Ib(v ' W)da) = VT ' B(b) ‘U= VT ) [meBiIObj. u,
o m=1

M
BY =3 h, B
m=1
L’approximation du flux a la frontiére qui entre dans la partie droite du systeme

d’équations pour les valeurs nodales, peut €étre obtenue par le calcul direct de I’intégrale :

iV = Cflgokds :
oQ

Décomposons cette intégrale en la somme des contributions de chaque segment fronticre :

N, SiL
Cﬁlgokds = z I 1(s)p, (s)ds
oQ np=lgl

1 2 r .. y el
s sont les coordonnées limites des extrémités du segment. Comme /(s) est constant

n; 2 “ng

s
sur chaque segment :

2
Sy

N, 5oy N,
Y [ 1) ()ds =D 1, [ p(s)ds.
ny =1 SLL ny =1 .

1
‘sn

la fonction ¢, (s) peut : soit étre nulle sur le segment, soit y étre linéaire et varier entre 0 et 1.

Donc :

[ 0. ()ds =

S

(s, —s, )/2, silenoeud k est une des fins du segment ,
0, dans le cas contraire

et donc :

()
L=

I, (s,f, —s}h )/2, silenoeud k est une des fins du segment n,
0, dans le cas contraire



Finalement, nous avons formalisé 1’algorithme d’obtention des matrices de rigidité et
de masse et du vecteur flux. Pour le probléme de Neumann, nous obtenu un systéme

d’équation différentielles ordinaires par rapport au temps :

f;(b)iJrA(a) u=i?®
dt
et pris en compte la condition initiale du probléme qui consiste en ’initialisation du vecteur

u:
un(0)=u(‘xn’yn’0)'

En principe, un tel probléme pour un systéme d’équations ordinaires différentielles, vu qu’il
est linéaire, peut €tre résolu exact en utilisant I’exponentielle matricielle, mais comme le
nombre d’équations est d’ordre de 10°, une telle solution est trop compliquée. Alors, en dépit
de la linéarité, il vaut mieux d’effectuer une résolution temporelle par la méthode des

différences finies.

§ 4.5 Approximation des conditions limites de Dirichlet

Généralisons, maintenant, le schéma de discrétisation spatiale pour le cas ou, sur une
partie de la frontiere, nous avons une condition de Dirichlet. Montrons que cette
généralisation se fait au prix de corrections élémentaires sur les matrices B” et A .

Extrapolons le flux limite /(s) (qui n’est donné que sur 0,Q2) sur toute la limite 0€2 par :

10 (s) I(s) sur 0,Q
S)=
0 sur 0,82

La fonction u(x,y,f) comme auparavant est approchée par la combinaison linéaire des

fonctions pyramidales, y compris celles associées aux nceuds frontieres ou la condition limite
est de Dirichlet, mais les valeurs nodales (les coefficients devant les fonctions) nous sont

connues a priori.

Distinguons deux cas : si la condition limite de Dirichlet est stationnaire, comme elle
ne change pas avec le temps et se trouve en accord avec la condition initiale, c’est-a-dire que
les valeurs initiales dans ses nceuds se conservent quel que soit le temps ; 1’autre cas

correspond a celui ou certaines valeurs limites sont données comme des fonctions explicites



du temps. Dans le premier cas nous pouvons procéder de la maniére suivante : soit i’ est

I’indice non-ordonné qui parcourt les nceuds limites de Dirichlet, alors, dans la matrice A,

nous mettons a zéro tous les colonnes et toutes les lignes dont numéro est i’ ; dans la matrice
B nous faisons la méme chose mais nous gardons les valeurs non nulles des éléments

diagonaux B . Alors, I’équation numéro i’ ,(i' “™ ligne du systéme) prend la forme :

B du,

it =0.
dt

La valeur limite est conservée. Dans le second cas,

u, = f,(1),

(a)

et nous mettons alors a zéro les lignes et les colonnes numéro i’ dans les matrices A'* et

B sauf les éléments diagonaux i'i' de la matrice A'“ égaux a 1; de plus, nous mettons

f.(¢t) dans les positions correspondantes du vecteur i. Les équations pour les nceuds

frontiéres de Dirichlet prennent alors la forme :

L-u, = f,(2).

§ 4.6 Approximation du terme de convection et discrétisation temporelle

La méthode des ¢éléments finis dans la forme exposée jusqu’ici est adaptée a la

résolution des problémes avec un opérateur symétrique qui rend les matrices A@ et B®
symétriques dans le cas ou les fonctions de pondération coincident avec les fonctions de base.
Pour les problémes ou ’opérateur différentiel n’est plus symétrique, comme dans le cas de
convection, la convergence de la méthode est mise en question. On peut toujours utiliser la
méthode de projection méme avec un opérateur asymétrique, mais il n’y a pas de garantie
qu’une telle approximation du terme convectif ne conduira pas a instabilité numérique, surtout
dans le cas ou la convection est dominante (Pe >>1). Il existe des approches pour améliorer
la méthode de point de vue de stabilit¢ au moyen de l’introduction de fonctions de
pondération non stationnaires (stationnaires d’aprés Lagrange, mais non stationnaires d’apres
Euler) [50] afin que la matrice du systéme soit symétrique. La réalisation d’une telle approche

est compliquée d’un point de vue technique et pour notre probléme n’est pas indispensable.



Nous avons utilisé une approche plus simple qui est valable (d’apres les observations des

résultats de calcul) dans une gamme limitée de nombres de Péclet.
Dans le cas ave convection, un terme convectif est ajouté a 1’équation du probléme :

bi—?+V-(Vu)—V-(aVu)=0,

Supposons que, 1’écoulement soit potentiel et nous connaissions le potentiel de la vitesse :

V=Vob

Vo
alors :
V-(Vu)=V-(uVd,).

Une telle expression est d’un certain point de vue analogue a V-(aVu), mais u joue le role
du coefficient et @, joue le role qui appartenait a la fonction inconnue. En projetant le terme

sur la base des fonctions pyramidales

L(Vy)

_[(0,{V -(uVD, )dxdy = Iu(V(pk -V, )dxdy — CP ouV ds = {A(”) '(I)V} -1,
Q oQ

k
Q

Ainsi le probléme avec convection, apres la discrétisation spatiale, se réduit au

systeme d’équations :

~m d A . .
(B(b)z+A(a) W+A® D, =i i
t

ou une des matrices et une partie du flux dépendent linéairement de la solution.

Discrétisons le probléme dans le domaine du temporel :

R un _un—l n o .
B® A +ADFH" + A )'(I)V =i® 4§V
t

n=1,2,... est le numéro de I’itération dans le temps, n=0 correspond a I’état initial, A¢ est
le pas de temps, @ et 4" sont deux combinaisons linéaires de u"~' et u" qui convergent vers
u" quand At —0. Le choix de #" et #" est une question de facilit¢ dans la résolution du

probléme. Quant a %", nous ne pouvons nous permettre d’utiliser I’approximation :



Ainsi, tout le terme convectif est approché explicitement, car la présence de u" dans

I’expression pour #” complique énormément le probléme. Mais #" peut étre approchée sous
forme d’une combinaison linéaire des distributions des itérations temporelles précédente et

actuelle :
W' =ou" +(1-a)u"",0<a<l1.

Nos observations montrent que le schéma est de meilleure qualité si & =1, c’est-a-dire quand

I’expression pour #” est purement implicite.

§ 4.7 Formulation équivalente du probleme de balayage d’un réservoir

La solution analytique pour le probléme de balayage d’un réservoir par aquifére du
chapitre précédent a été¢ obtenue en admettant certaines hypotheses (voir § 3.3) qui n’ont pas
de fortes bases théoriques, mais plutdt ont été déduites a partir de 1’analyse des résultats de
simulation numérique du probléme. De plus, la solution analytique définitive n’a été obtenue
que pour des cas extrémes, 1’analyse numérique permet d’élargir les cas examinés en incluant

les cas intermédiaires.

La méthode développée est applicable aux problémes ou la fonction inconnue est
continue, mais dont le gradient peut étre discontinu. Dans le probléme de balayage d’un
réservoir, la concentration est discontinue suite a la condition d’Henry. Il faut donc introduire

une nouvelle fonction afin qu’elle soit continue

{u, dans le réservoir

o 'u, dans l'aquifére
ou en terme de la fonction de Heaviside :
U(x,y,0) =u(x,y,0) {1+ (c -1 H(h—y)}.

Le probléme de départ reformulé en termes de cette fonction prend la forme suivante :



aa_lt] =V. (DgV U), dans le réservoir

ooU ooU
——+v
ot

U(x,h+0,t)=U(x,h—0,t)
DU, (x,h+0,t)= oD U, (x,h+0,7)

=V-(D,V(cU)), dans l'aquifére

Introduisons D) =D, , v'=0v, alors :

aa_lt] =V-(D,VU), dans le réservoir
ou +v' ou =V-(D,VU), dans l'aquifére
ot ox

U, h+0,t)=U(x,h—-0,1)
DU, (x,h+0,t)=D.U (x,h+0,t)

Nous avons le méme probléme que dans le cas d’un probléme de diffusion dans un milieu
composite ou « la porosité » change d’un milieu a ’autre (1 et o), la concentration et le flux

de diffusion restent continus, mais la vitesse et le coefficient de diffusion dans le second

milieu ont changé contre oD, et ov respectivement.

Le potentiel de la vitesse doit €tre tel que :

0Dy :{V”y<h 0Dy =0 (partout)

Ox 0,y>h" oy

A vrai dire, une telle fonction n’existe pas car d’un coté :

D D
oy _ v'8(y—h), et de l’autre coté : oDy _ 0,
Ox0y Oyox

mais on peut trouver une fonction qui satisfait approximativement a ces exigences :
v'x —h—05h
Dy (x, ) = —erfo| L2220 | 5<<1.
2 oh

Un tel écoulement est presque uniforme (par rapport a y) loin de y=+h, mais faiblit

brusquement a proximité de y =4 .



Le probléme de départ est posé dans le domaine illimité dans la direction x, ainsi que
dans la direction y, mais, évidemment, le domaine de calcul doit étre limité. Les limites
supplémentaires doivent étre installées le plus loin possible du centre géométrique du
domaine. Sur les frontiéres « fictives », nous avons posé des conditions limites de type
classique. Pour le cas ou la convection est présente, nous supposons que loin de la zone
d’articulation (ou ’on a installé les limites fictives) la dérivée normale de la concentration
peut étre négligée : nous utilisons donc une condition de Neumann avec une dérivée nulle. La
matiere ne quitte donc le systéme que grace au flux de convection a travers la frontiére fictive.
Pour le cas ou la convection est absente, la méme condition limite conduirait a la conservation
de la maticre dans le systéme, ce qui n’est pas physique. C’est pourquoi nous avons alors posé
sur la frontiére fictive une condition limite de Dirichlet avec une concentration nulle estimant

qu’assez loin du centre du systéme, le niveau de concentration baisse assez vite.

§ 4.8 Résultats de modélisation

Dans le cas de forte convection la matiére ne pénétre presque pas a gauche du
réservoir. Pour cette raison, nous avons construit un maillage asymétrique (voir fig.4.2) afin

d’économiser les ressources de calcul.

Sur les figures 4.4, 4.6-8 sont présentés les résultats de la modélisation pour trois cas
typiques traités analytiquement dans le chapitre précédent : forte convection, convection
modérée, pas de convection et le cas de forte convection dans une géométrie modifiée, plus

proche a celle du systéme réel.
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Fig.4.4 Balayage d’un réservoir : résultats de modélisation numérique Pe =50, #//=1/10, D, = Dg ,o=1,

A comparer avec les estimations théoriques (fig. 9)
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Fig.4.5 Géométrie plus réaliste du systéme réservoir-aquifére.
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Fig. 4.6 Balayage d’un réservoir : résultats de modélisation numérique Pe =50, #/1=1/10, D, = D,, o= 1,

A comparer avec les estimations théoriques (la géométrie du domaine est identique a la fig. 5).
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Fig.4.7 Balayage d’un réservoir : résultats de modélisation numérique Pe=5, h//=1/10, D, =D,, 0= 1.

La résolution temporelle de cette série de calculs est 10 fois inférieure a celle du cas

N
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précédent.
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Fig.4.8 Balayage d’un réservoir sans convection : distribution de la concentration aux instants :

t=0.1,0.2,0.3,1,2,3,10,20,30x/* /4D, c=1/2.

W

Les résultats de la simulation numérique, de point de vue qualitatif, se trouvent en

accord avec les estimations théoriques faites au chapitre précédent.

u“(x,1)

Fig.4.9 Comportement théorique de la concentration a la sortie de 1’aquifére en fonction de temps ( Pe — o0)

Pour le cas de forte convection, la propagation de I’onde de concentration a la sortie de
I’aquifére que nous avons calculée est similaire a celle théorique (voir fig. 4.9) sauf une
dissipation du front de concentration qui a lieu dans le calcul. La solution analytique obtenue

dans le chapitre précédent, posséde la propriété suivante :

(112,00
ot

3

et, par conséquent, possede un gradient infini au point mobile :

X(t)=vt—1/2.



Dans la zone x> X(¢), la concentration est nulle. Nous pouvons donc parler d’un front de
concentration. A I’exception du point X(¢), le champ de concentration est assez lisse en

fonction de la coordonnée. Mais, évidemment, si dans le systéme il y a la moindre diffusion,
I’existence d’un front est impossible, il sera dissipé. Mais comme, la diffusion reste faible,
elle n’apparait que sur le front. La concentration aprés le front, visiblement, ne subit pas de
dissipation, elle est transportée uniformément dans le temps. L’estimation théorique donne

donc un résultat plutdt bon, hors du front.

En I’absence de convection, les calculs confirment les estimations théoriques : il y a
un processus transitoire d’équilibration entre le réservoir et ’articulation qui se passe tres
vite ; apres la fin de ce processus transitoire, le réservoir se trouve en quasi équilibre avec une
concentration du réservoir quasi uniforme. Dans le cas d’un réservoir infini, la concentration
dans le réservoir reste, de plus, constante dans le temps, mais dans un réservoir fini elle baisse

assez lentement sans perturber 1’équilibre.

Le cas que dans le chapitre précédent nous avons appelé le cas de forte érosion est
impossible a modéliser numériquement en utilisant 1’algorithme développé, puisque son

nombre de Péclet dépasse la limite de stabilit¢ numérique du schéma (voir fig. 4.10)

Fig. 10 Instabilit¢ numérique observée dans le cas de grands nombres de Péclet (ici Pe =70).

Le calcul présenté sur les figs. 4.5 et 4.6 (Pe =50) est réalisé quasiment a la limite de stabilité
du schéma. Pour le cas de convection modérée, nous n’avons pas de solution analytique
définitive dans 1’espace réel (uniquement dans [’espace de Laplace) pour faire une

comparaison avec les résultats de modélisation.



Chapitre 5. Convection forcée dans les champs croisés de diffusion
et de chaleur.

§ 5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude analytique des écoulements dans un liquide placé

dans des champs de gravité et chaleur croisés, c’est-a-dire tels que les vecteurs V7 et g ne

soient pas colinéaires. La variation de température produit une expansion thermique du
liquide et donc une variation de masse volumique qui dans le champ de pesanteur va générer

un moment de rotation forgant le liquide a effectuer un mouvement rotatif.

Les mouvements convectifs peuvent entrainer une ségrégation compositionnelle dans

des systemes trés allongés selon la direction verticale (paralléle a g). De tels systemes sont

connus pour leur capacité a séparer différentes especes chimiques d’un mélange bicomposé et,
par exemple, sont appliqués dans I’industrie (les colonnes thermo-gravitationnelles a
séparation des isotopes dont une description détaillée du principe de fonctionnement est
exposée dans la revue [7]) depuis les années 1930. Outre ces systemes artificiels, des
configurations de champs de gravité et température permettant une séparation des composants
d’un mélange peuvent se rencontrer dans la nature [28, 29] : des réservoirs souterrains
d’hydrocarbures de grande profondeur situés a proximité d’une forte source de chaleur

peuvent servir de systémes de séparation compositionnelle.

§ 5.2 Ségrégation thermo-gravitationnelle dans une colonne infinie

Pour illustrer la possibilit¢ d’une séparation des composants, étudions le bilan de
quantité de mati¢re dans une colonne et obtenons la loi de changement de la composition

chimique de long de la colonne dans une situation tres simple.

Examinons une colonne verticale (une couche) infinie (voir fig. 5.1) de liquide avec un
gradient constant de température dans la direction perpendiculaire a la colonne. Le liquide

dans la colonne est un mélange bicomposé.



v(yle,

Fig. 5.1. A illustration du principe de séparation compositionnelle.

Admettons que, le long de la colonne, il y ait un écoulement parallele et que le profil
de la vitesse soit antisymétrique de telle maniere le flux de convection dans le plan médian de

la colonne soit égal a zéro. Il y a donc un flux de convection ascendant et un flux descendant.

Le gradient de température cause une ségrégation compositionnelle par
thermodiffusion (effet Soret) : la partie droite de la colonne (ou le flux convectif monte) sera
enrichie en composant léger par rapport a la partie gauche. En l'absence d’écoulement, la
séparation compositionnelle n’aurait lieu que dans la direction horizontale et comme la
colonne est assez limitée dans la direction horizontale, une telle séparation serait faible. La
présence de la convection change qualitativement la situation, les flux ascendant et
descendant (de méme débit) ont des compositions chimiques différentes entrainant un flux
convectif dirigé vers le haut de composant léger. Dans ’état équilibre (stationnaire), ce flux
doit étre compensé par le flux de diffusion dirigé vers le bas. Le flux de diffusion existe du

fait du gradient vertical de composition chimique moyenne sur la section de la colonne.

Le bilan stationnaire de quantité d’un composant d’un mélange binaire, baro-diffusion

négligée, est suivant (voir § 1.3) :
V. {p(cv—D(VerkTVlogT))} =0,

ou x(y,z) et c(y,z) sont les fractions molaire et massique en composant léger en fonction

des coordonnées, liées par les relations :

my, X c/my
1 1
c= faer o x= éaer L (5.1)
mléger'x + mlourd (1 - x) c/ mlégerx + (1 - C) / mlourd




v(y) est la vitesse d’écoulement en fonction de la coordonnée horizontale, D est le coefficient
de diffusion. Examinons le bilan semi-intégral (intégré sur la section de la colonne) de

quantité du composant léger :

L2 L/2

J c2) vy =D [ 320y, (52)

—L/2 Z -L/2

le domaine —L/2<y<L/2 représente la section perpendiculaire de la colonne, le terme

k,VlogT ne contribue pas dans le bilan (5.2) puisque d7/dz=0. Comme :

L/2

[ voay =0,

-L/2

la valeur moyenne sur —L /2 <y <L /2 de la fraction massique ¢ ne contribue pas a la partie

gauche de I’équation (5.1) :

[ e v@)dy= | Se(r,2)-voydy,

ou
. (L2
oc=c—cetc(z)=L _[ c(y,z)dy,
-L/2
sont la variation verticale et la valeur moyenne de la fraction massique. On peut supposer que
|5c| <<c¢ ou |§x| <<X.

Suite a la faiblesse de séparation horizontale (par thermodiffusion), dans une premicre
approche la variation de la composition exprimée en termes de dc ou ox comme fonction de

la coordonnée horizontale peut étre supposée lin€aire :
Sx=y-G, (%), (53)

ou la fonction G| (x) exprime la puissance de séparation horizontale des composants (voir §

1.5 ou le livre [13] pour le coefficient de thermodiffusion):

m —-—m,
G, =y (F) o = (1 - %) — oot Mhien BT 5 4
T mlc’gcr'x + mlourd (1 - X) T



AT /T estla différence des températures sur les bords latéraux de la colonne rapportée a la

température moyenne. On peut trouver a partir des relations (5.1) que :

@ _ M 5urg M léger

dx {mlégerx +my (1= x)}2

9

La variation verticale de la fraction massique vérifie alors :

50 — mlourd mléger 5x ,

{Wlléger‘f + mlourd (1 - f)}

Ou encore, compte tenu de (5.3) et (5.4) :

50 — y . 8)_('(1 _ )_C) mlourdmléger (mlourd - mléger) A__T

— —3 T ’
mlégerx + My (1 - .X')}

En substituant oc(y,z) dans 1’équation de bilan (5.1), nous arrivons a [’équation

différentielle ordinaire du premier ordre pour la fonction x(z):

dx

_ 1 — — mlourdmléger (mlourd - mléger)
a2 .
“ {mlégerx + M0 (1 - .X')}

(5.5)

ou A estun parameétre ayant la dimension d'une longueur défini par :
1_ AT M _8|VT|M
A LT D T D
ou :
L/2

M= [ y-vp)dy

—L/2

représente le moment de rotation d’un segment de hauteur unitaire rapporté a la masse

volumique. Un profil de fraction molaire du composant léger est montré sur la fig. 5.2



Fig. 5.2 Fraction molaire du composant 1éger dans une colonne infinie pour un rapport de masse :

mlourd /mléger = 2

Le profil de fraction molaire montré sur la fig. 5.2 ne peut se réaliser que dans une
colonne extrémement longue. Si c’est n’est pas le cas, la ségrégation sera loin d’étre

compléte.

Jusqu’ici nous analysions le probléme en supposant que 1’écoulement convectif est
donné, ce qui signifie que le probléme hydrodynamique peut étre séparé du probleme de
diffusion. Mais une telle séparation n’est possible que dans le cas ou I'on peut négliger 1’effet
du changement de la masse volumique avec le changement de la composition chimique qui, a

son tour, n’est possible que dans deux cas :

e soit on sait a priori que la ségrégation compositionnelle sera loin d’étre
complete,

e soit i1l s’agit du mélange de deux isotopes de la méme espece chimique, le
remplacement d’un composant par 1’autre influengant trés peu la masse
volumique du mélange.

Dans le probleme de séparation compositionnelle que nous avons examing, la seule
caractéristique de I’écoulement entrant dans le résultat final est le moment rotatif spécifique

M.



§ 5.3 Enoncé du probléme pour des écoulements stationnaires non inertiels

L’état hydrostatique d’un liquide placé dans les champs de gravité et température n’est

possible que dans le cas ou g et V7 sont paralleles (plus précisément : les équations du

mouvement admettent alors une solution hydrostatique qui néanmoins peut étre instable). Si
les champs de gravité et de température ne sont pas colinéaires, le liquide effectue un
mouvement a caractere rotatif. Une variation de température, dans la direction perpendiculaire

a g, cause, sous |’effet de I’expansion thermique, une variation de la masse volumique dans

la méme direction. Comme on le voit sur la fig. 5.3, la force de gravité appliquée a une telle

distribution de masse volumique génére un moment de rotation.
& vr
g || U(p +Ap)g
X M=(0p/0T)-gxVT

Fig. 5.3. Illustration du principe de génération d’un moment rotatif dans des champs croisés de gravité

et de température

Formellement, ’existence d’un écoulement convectif vient du fait que la force de

pression Vp est par définition potentielle et irrotationnelle :
VxVp=0,

mais la force de gravité possede une rotation égale a:
op
V x =——gxVT,
(rg)=--8

On constate donc qu’il n’existe pas de champ de pression dont le gradient pourrait équilibrer

la totalité de la force gravitationnelle.

Un écoulement a lieu indépendamment du type d’équation de mouvement du liquide.
Nous examinons trois modeles non-inertiels de mouvement : de Stokes (1’équation de Navier-
Stokes s'y réduit dans le cas Re —0), Brinkman et Darcy. Le modéle d’écoulement de

Brinkman représente une généralisation de la loi de Darcy prenant en compte les cisaillements



entre les couches du fluide. Ce mod¢le a été proposé initialement par Brinkman [6] et peut
étre déduit a partir de 1’équation de Stokes, décrivant 1I’écoulement microscopique (a 1’échelle
des pores), au moyen d’une homogénéisation spatiale [33]. Les modeles non-inertiels
d’écoulement, pour l'essentiel, sont un bilan entre les forces motrices et dissipatives. La
dissipation joue un réle définitif dans 1’établissement du régime stationnaire. Comme la
source externe d’énergie est inépuisable, sans dissipation le liquide devrait étre accéléré
jusqu’a I’infini, mais la dissipation établit une limite supérieure a I’intensité du mouvement
pour laquelle la dissipation de I’énergie dépasse la génération. Cet écoulement limite est celui

que nous cherchons.

Dans le cas de I’écoulement de Darcy, 1’origine de la dissipation est la résistance au
mouvement ~-v que le fluide subit de la part de la matrice solide. Dans le cas de
I’écoulement de Stokes la dissipation d’énergie s’effectue au moyen des cisaillements (~ Av ).
Dans le cas d’écoulement de Brinkman, les deux mécanismes de dissipation sont inclus (mais
le coefficient devant le terme Av n’est pas identique a la viscosité). Le terme de contraintes
visqueuses qui distingue I’équation de Brinkman de 1’équation de Darcy est introduit comme
une correction d’un ordre de grandeur inférieur au terme de Darcy, mais il joue néanmoins le
role important pour certains régimes d’écoulement. Par exemple l’interaction entre les
tourbillons, qui ont lieu dans la convection de Rayleigh, n’est possible qu’au travers du
cisaillement entre les différentes couches de liquide qui s’expriment au moyen du terme Av.
De plus, le terme ~ Av est responsable de la formation d'une couche limite, puisque ce terme
augmente 1’ordre de I’équation du mouvement et le nombre des conditions limites.
L’¢épaisseur caractéristique de la couche limite est une propriété interne du liquide et ne
dépend pas des dimensions du réservoir. Si I’une des dimensions du réservoir est comparable

a I’épaisseur de la couche limite, 1’écoulement sera remarquablement affaibli.

Toutes ces équations du mouvement traduisent, fondamentalement, 1'égalité entre les
forces de pression et gravité et la force dissipative correspondant au retour d’un opérateur

différentiel linéaire appliqué a la vitesse :
Lv=-Vp+pg, (5.6)

La partie droite est commune a toutes les équations mais 1’opérateur £ est différent.



Nous examinons les écoulements plans symétriques dans le plan (x, ) en supposant
que 0T /0z=0, g =0. La masse volumique est la somme de la valeur moyenne et d'une

variation :
p=p,+p(T),

La dépendance en composition chimique est négligée dans la masse volumique. L’équation

(5.6) peut étre récrite comme :
Lv+V(p-D,)+F, =0,(5.7)
ou
D, =pgr
est le potentiel gravitationnel moyen,
F, =p(T)g

est la force d’Archiméde. L’opérateur différentiel £, sous forme générale, estune

combinaison linéaire de 1’opérateur unitaire et de I’opérateur de Laplace :
L=c—cA.

Dans le cas de 1’écoulement de Stokes : ¢, =0, et ¢, =7 ou 7 est la viscosité dynamique du
liquide ; dans le cas de 1’écoulement de Darcy, ¢, =0 et ¢, =7/Kest le rapport de la

viscosité dynamique du liquide et de la perméabilit¢é du milieu poreux; dans le cas d’un

¢coulement de Brinkman, les deux coefficients sont positifs ¢, >0, ¢, >0.

Dans I’approche de Boussinesq, le liquide peut étre considéré comme incompressible

dans I’équation de continuité:
V.v=0 (5.8).

De I’équation (5.8), il suit que les composantes cartésiennes de la vitesse peuvent €tre

exprimées en termes d'une fonction de courant:



Appliquons I’opération de rotation V x a I’équation (5.7), compte tenu que la rotation

d’un gradient est zéro et que Vx et A, dans le cas plan-symétrique, commutent :
LAA = {g pr}Z .(5.9)
Le scalaire AA représente la valeur absolue du tourbillon de vitesse Vxv=e AA.
La partie droite de 1’équation (5.9) s’écrit
{gxVp} =g(dp/dT)|VT|sin®

ou sin® est le sinus de I’angle entre le gradient de température et la force gravitationnelle,

supposé constant. Admettons que dp/dT = const et que VT = const , alors toute I’expression
(VxF,), est une constante que nous notons x . La partie droite de 1’équation (5.9), qui est
constante, ne change pas lorsque I’on tourne le réservoir dans le plan (x,y). De plus, la

gravité n’entre pas explicitement dans la distribution de composition chimique obtenue au §
5.2. L’effet de la convection forcée et la ségrégation thermo-gravitationnelle doit avoir lieu

méme dans des réservoirs étendus dans la direction horizontale.

En substituant la vitesse exprimée au moyen de la fonction de courant dans (5.9), nous

trouvons que cette fonction de courant satisfait a une équation non homogene du 4™ ordre
(¢, —c,A)AA = u, (5.10)
Le nombre de conditions limites nécessaires dépend de la valeur du coefficient c,.

Si ¢, =0, ce qui signifie que I’écoulement obéit a loi de Darcy, il suffit d’une seule

condition limite qui consiste en I'imperméabilité des bords du réservoir :

oA

—_ — :O’
o |oo

v

n

ou ¢ est la coordonnée tangente sur la frontieére, ou de manieére équivalente :

A|aQ = const .



La valeur de cette constante n’a aucune importance puisqu'elle ne contribue pas au calcul de

la vitesse. Si ¢, #0 1’équation (5.10) a besoin d’une condition limite supplémentaire qui

consiste en 'adhésion de la couche limite aux bords du réservoir :

V,=—8—A =0.
on |,

En sommant les deux conditions limites, nous trouvons que :

VAl =0.(5.11)

§ 5.4 Solutions analytiques pour les écoulements non-inertiels.

Dans le cas d’écoulement de Stokes :c, =0, ¢, =77, ’équation (5.10) se réduit a

1I’équation biharmonique non homogeéne :
NA=pu/n.(5.12)

L’énoncé mathématique du probléme (5.11)-(5.12) est identique au probléme de la flexion
transversale statique d’une membrane ¢lastique fixée sur sa limite dans un champ de force
appliqué [45, 26]. Le probleme pour I’équation biharmonique non homogene avec les

conditions limites de Dirichlet (5.11) a été examiné d’un point de vue numérique dans [5].

Examinons un cas particulier ou la solution satisfaisant aux conditions limites peut €tre

trouvée facilement. Soit le domaine € dans le plan ( x, y) représentant une figure du second

ordre (une section conique) donnée par 1’équation :
B(x,y)=0,

ou P (x,y) estun polyndme de 2" ordre. La fonction définie de la fagon suivante :

A(x,y)=AB (x,)),

est un polyndme de 4°™ ordre égal a une constante aprés application de ’opérateur A%, donc,

est une solution particuliere de 1’équation (5.12). D’autre part, la fonction A(x,y) satisfait

aux deux conditions limites, puisque :



VA(x, y) =24, (x, »)VE (X, »),
mais par définition :

P(x,¥)y, =0,
et donc :

VA|, =0.

o0

Les figures du 2" ordre qui présentent pour nous un intérét pratique sont les ellipses,

puisqu’elles sont fermées. Soient a et b les demi-axes de ’ellipse, alors :

2 2
X
Pz<x,y)=;+y——1,

b

la constante A, s’obtient aprés substitution A(x,y)=A,P(x,y) dans I’équation (5.11) :

-1
A, = 24(%+i4j+ 242 .
n a b ab

Finalement la fonction de courant est la suivante :

2 2 2
X Y
A:AO[?—FZ)—Z—IJ s
Les lignes de courant dans le réservoir sont une famille d’ellipses dont le facteur de forme est
fixe :

al/b=const .

Un cas particulier de réservoir elliptique est celui pour lequel a/b=o0: dans ce cas ’ellipse

dégénere en deux droites paralléles soit une couche infinie.

Dans le cas ou la vitesse satisfait a 1’équation de Brinkman, il apparait une distance

caractéristique interne qui s’exprime au moyen des coefficients ¢, et ¢, (dont le rapport est de

dimension %) :



A ~NC €

Nous allons démontrer que, si la distance 4

nt

est petite comparée aux dimensions du

réservoir, le terme de Brinkman dans I’équation de mouvement ne produit pas d’autres effets
qu'une couche limite, et loin des bords, la vitesse est identique ou presque a celle
correspondant au cas de I’écoulement de Darcy. Il est commode d’introduire des coordonnées
adimensionnelles. Soit / la dimension caractéristique du domaine. Dénotons les anciennes

coordonnées dimensionnelles par x' et )’ et réservons la notation x et y pour les
coordonnées adimensionnalisées : x=x"/[, y=y"/l. L’équation pour la fonction A(x,y)

prend la forme :
A=’ N)A = pul* /¢, (5.13)
ou A =/[’Aest, maintenant, I’opérateur adimensionnalisé¢ de Laplace. La valeur
g =c,/(cl”)

est un parametre adimensionnel. La limite € =0 correspond a I’écoulement pur de Darcy.

Soit la fonction de courant A® (x, y) solution du probléme :

AADarcy :ﬂlz /cl

APy (5.14)

= const

O

Outre la satisfaction a I’équation (5.14), la fonction A"(x,y) représente une
solution particuliere de I’équation plus générale (5.13) (mais n’est pas la solution du probleme
(5.11)-(5.13) car elle ne satisfait pas aux deux conditions limites). La solution compléte de
’équation (5.13), se compose de la solution générale homogéne A®" et d'une solution

particuliére non homogéne A :
A=A L A%
A(-g*A)A® =0,

choisies de telle fagcon que leur superposition satisfasse aux conditions limites (5.11). La

fonction A®'(x,y) est la fonction de la couche limite. Les solutions exactes de 1’équation



(3.13) peuvent étre obtenues dans les cas ou le réservoir posséde une symétrie. Dans le cas ou

le réservoir est une couche parallele infinie de demi-épaisseur / :

2

_ 2|y _cosh(y/e) _ _sinh(y/¢)
A(y)—/“‘l(z gsinh(l/g)j’vx(y) ”l(y sinh(l/g)j’

ou wl’y*/2=A"(y). Dans le cas d’un réservoir circulaire de rayon / :

Ay HE[Z_ghwla) ) L L)
C2\2 rnale) ) v 2 I'(/e) )

ou wl’r’/4=A"(r) (correspond & une rotation de solide), /, et I, sont la fonction de

Bessel du premier ordre et sa dérivée. Les profils de vitesse trouvés sont montrés sur la fig.
5.4. Dans le cas ou le paramétre £ ~1, les écoulements sont faibles suite a une forte
dissipation ; dans le cas ¢ <<1, les profils sont asymptotiquement linéaires ce qui correspond

a un écoulement de Darcy.

Fig.5.4 Graphiques de y—sinh(y/¢)/sinh(1/ ) & gauche et »— [ (r/ &)/ I;(1/ &) & droite, pour £=1; 0.1

Quant au probléme de trouver I’écoulement de Darcy, la formulation mathématique :

Au=const, u|. =0
oQ

apparait dans le probléme d’écoulement de Poiseuille pour un tube infini de section
quelconque (u est la vitesse normale a la section). Ce probléme admet des solutions

analytiques exposées dans [6] dans un domaine elliptique ou en forme de triangle équilatéral.



Conclusion

Les problématiques étudiées dans cette thése sont diverses autant pour les sujets examinés que
pour la profondeur de I’analyse que nous avons réussi a effectuer. Le chapitre 1 introductif ne
prétend pas a quelque nouveauté scientifique, sauf au § 1.3 ou nous avons examiné un
probléme concret de variation de la composition d’un mélange binaire de gaz parfaits dans le
champ de gravité¢ a température constante. Nous y avons obtenu explicitement les profils de

concentration des composants et de la pression en fonction de la coordonnée verticale.

Dans le chapitre 2 nous avons examing le probléme du transport dissipatif de matiére
et chaleur dans un milieu multiphasique dans une approche hydrostatique. Les processus de
transport dans un milieu hétérogene et le mouvement hydrodynamique au sein du milieu lui-
méme représentent un trés vaste domaine de connaissance, et, évidemment, dans une thése on
ne peut se concentrer que sur un nombre limité des questions. Tout mouvement
hydrodynamique étant absent dans notre analyse suite a I’admission d’un état hydrostatique,
I’intérét essentiel a ¢été dirigé vers les processus d’interférence entre les champs
microscopiques des parametres caractérisant 1’état thermodynamique du systeme et les
champs microscopiques des coefficients de transport. La méthode d’homogénéisation la plus

adaptée pour une telle analyse est la technique a deux échelles.

Nous avons ¢tudié un probleme assez général de transport diffusif d’un mélange d’un
nombre quelconque de composants accompagné du transport de chaleur dans un milieu
multiphasique (et donc hétérogene) de microstructure périodique. La périodicité du milieu est
une hypothése nécessaire pour la méthode de deux échelles. Le modele de transport de départ
comprend les effets croisés introduits en thermodynamique des processus irréversibles. Le but
de I’étude était de trouver les coefficients effectifs de transport entrant dans les équations
homogénéisées en supposant qu’apres homogénéisation les équations du modele gardent leur
type. En qualité¢ de parametres de base (les fonctions inconnues), nous avons choisi certaines
combinaisons des parametres thermodynamiques continus sur les interphases (la température

et les potentiels chimiques des composants).

Dans le cas d’une hétérogénéité quelconque (limitée seulement par la condition de
périodicité), nous avons déduit le probleme dit cellulaire : un systéme d’équations aux

dérivées partielles dont la solution explicite permet de calculer les coefficients effectifs de



transport. Les coefficients effectifs ainsi trouvés peuvent étre des tenseurs du second ordre
méme si dans le modele de départ, les coefficients microscopiques sont scalaires. Dans le §
2.4, nous avons examiné le cas spécial d’un milieu stratifi¢ (milieu formé d’un systeme de
couches dont les propriétés ne changent que dans la direction perpendiculaire aux couches) ou
il est possible de trouver les coefficients effectifs sans résolution du probléme cellulaire. Les
coefficients effectifs que nous avons trouvés sont des moyennes (des intégrales sur une
période) de certaines expressions qui contiennent les champs fluctuants. Un résultat non
trivial obtenu est que les fluctuations de chaque coefficient contribuent a chaque coefficient
effectif. Ceci représente une interaction supplémentaire entre les processus irréversibles
indépendants en plus de celle admise en thermodynamique des processus irréversibles. Si
I’interaction entre les processus irréversibles est absente dans le modéle de départ (ce qui est
équivalent au découplage du probléme en plusieurs problemes indépendants), les expressions
trouvées se réduisent au résultat classique pour 1’homogénéisation d’une équation

parabolique.

Dans les chapitres 3 et 4, nous avons examiné un probléme concret de balayage d’un
réservoir par un aquifére. Une étude analytique approfondie d’un probléme pratique est
normalement impossible sans simplifications et réductions des effets d’une importance
secondaire. Le probléme réel se réduit alors a un probléme mathématique canonique dont I’on
connait les méthodes de résolution. Le modele mathématique dans une version trés simplifiée
du processus de balayage d’un réservoir par aquifére est donné par une équation linéaire de
diffusion-convection dans un domaine bidimensionnel (voir fig. 3.2) pour la concentration du
composant se dissolvant dans 1’eau de 1’aquifere. Dans ce modele, la concentration peut subir

une discontinuité ainsi que sa dérivée normale a I’interface entre le réservoir et I’aquifeére.

La solution exacte d’un tel probléme est difficile a trouver d’un point de vue technique
et, de plus, elle n’est guere pratique puisque elle nécessiterait une série fonctionnelle infinie.
Mais D'intérét essentiel n’est pas dans la solution exacte, mais dans ses moments
transversaux : les moyennes sur les sections du réservoir et de 1’aquifére qui satisfont a des
équations de diffusion-convection monodimensionnelles, mais dont les conditions limites sont
inconnues (apres la prise de moyenne, le probleme obtenu cesse d’étre fermé). La fermeture
du nouveau probléme s’obtient en supposant une dégénérescence géométrique du systeéme en
admettant que 1’épaisseur de 1’aquifere tend vers zéro. Le probléme fermé admet alors une
solution simple dans 1’espace des transformées de Laplace. Elle contient trois parameétres

indépendants ayant la dimension d’un temps, ce qui établit une hiérarchie de temps



caractéristiques admettant plusieurs régimes extrémes pour le processus (quand les différents
temps caractéristiques sont incommensurables). Pour ces régimes extrémes, nous avons
trouvé les expressions explicites pour les valeurs recherchées. Dans le chapitre 4, nous avons
validé les résultats théoriques obtenus au chapitre 3 en utilisant un code 2D par éléments finis

que nous avons développé. Les résultats théoriques et de modélisation sont en bon accord.

Dans le chapitre 5 nous avons examiné un mécanisme hypothétique de ségrégation
compositionnelle pouvant avoir lieu dans des réservoirs souterrains d’hydrocarbures. Ce
phénoméne présente une analogie naturelle avec le probléme de ségrégation thermo-
gravitationnelle ayant lieu dans des colonnes a séparation des isotopes. La ségrégation
thermo-gravitationnelle représente 1’effet couplé de la convection forcée et de la thermo-
diffusion. Une analyse stricte de ce processus complexe doit prendre en compte le couplage
entre convection, transport de chaleur et transport de matiére, mais notre objectif s’est limité a
indiquer les conditions dans lesquelles un tel processus peut se réaliser et dégager les
paramétres du systeme définissant son intensité. Nous examinons le probléme dans une

approche ou convection, transports de chaleur et de matiére se déroulent indépendamment.

Au § 5.2, nous avons analysé la distribution de composition chimique dans une
colonne infinie de liquide en présence d’un écoulement « rotatif » et d’un gradient de
température transversal. La fraction molaire du composant léger, en fonction de la coordonnée
de long de la colonne, est solution d’une équation ordinaire différentielle du premier ordre.
Dans cette équation intervient un parametre homogeéne dimensionnellement a 1’inverse d’une
longueur (distance caractéristique inverse de séparation des composants A~') combinaison du

gradient de température rapporté a sa valeur moyenne, du coefficient de diffusion et du

premier moment de la vitesse :

L/2

M= [ y-v)y,
-L/2

ou le domaine —L/2< y <L /2 définit la section transversale de la colonne, v(y) la vitesse

longitudinale dans la colonne. La gravité n’entre pas explicitement dans la distribution des

composants mais au travers de la vitesse de I’écoulement.

Aux § 5.2-5.3 nous avons examiné, d’un point de vue analytique, 1’écoulement
convectif lui-méme pour différentes géométries et pour différentes équations du mouvement.

Nous avons analysé deux modeles d’écoulement non-inertiels : Stokes et Darcy-Brinkman



dans 1’approche de Boussinesq. L’équation de Darcy-Brinkmann, admet des solutions
analytiques dans les cas de symétries par translation (dans une couche ou colonne infinie) ou
azimutale (dans un disque). Dans le cas de I’écoulement de Stokes, nous avons trouvé le
champ de vitesse dans un réservoir elliptique. Les vitesses caractéristiques de tous les
écoulements examinés sont proportionnelles au produit vectoriel entre le gradient de masse
volumique (suite a I’expansion thermique) et ’intensité du champ gravitationnel, rapporté au

coefficient cinétique responsable de la dissipation du moment de rotation dans le systéme.
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Différents problémes théoriques et appliqués de transport dissipatif en milieux poreux

Mots clés : transport en milieux poreux, diffusion multi-compositionnelle, homogénéisation a
deux échelles.

La thése concerne trois problématiques indépendantes : le transport dissipatif dans des
milieux hétérogenes; échange de masse entre un réservoir de gaz et aquifére ; ségrégation
compositionnelle. Le point commun entre les problémes traités sont les processus
irréversibles de redistribution de la composition chimique. Le premier chapitre est consacré a
la déduction, en accord avec les principes de la thermodynamique, d’un modéle généralisé de
transport simultané de matiere et de chaleur. Le chapitre 2 est consacré a 1’é¢tude de diffusion
multi-compositionnelle dans un milieu hétérogéne. Cette étude vise une application aux
phénomeénes de transport dans les réservoirs des hydrocarbures qui, d’une part, sont le siége
de divers des processus de transport (plusieurs composants + chaleur) en interaction
(processus croisés au sens d’Onsager) et, d’autre part, sont anisotropes pour les processus de
transport étudiés. Le chapitre 3 est consacré a 1’é¢tude du processus de balayage d’un réservoir
par une nappe aquifeére. Le chapitre 4 est consacré au developpement d’un code « éléments
finis » congu pour resoudre le méme probléme que dans le chapitre 3, mais dans une approche
moins idéalisée. Le chapitre 5 est consacré a I’étude de la convection forcée dans un réservoir
avec des champs de gravité et de température non colinéaires. Cette convection est une des
composantes du processus de séparation thermo-gravitationnelle des especes chimiques qui
peut avoir lieu dans les réservoirs souterrains.

Different theoretical and applied problems of dissipative transport in porous media
Key words: transport in porous media, multi-component diffusion, two-scales homogenization

The thesis concerns three independent subject areas: the dissipative transport in
heterogeneous geological media; a transport problem in an underground gas reservoir;
compositional segregation in reservoirs. The common point of all examined problems is the
irreversible redistribution of chemical composition of a fluid in the reservoirs. The first
chapter is devoted to development of a microscopic model of simultaneous mass and heat
transfer in agreement with thermodynamic principles. The second chapter is dedicated to
study of multi-component diffusion in a heterogeneous medium. This study aims an
application to transport phenomena in hydrocarbon reservoirs characterized firstly by
diversity of transported substances (several components + heat) and their interaction (in
Onsager’s meaning) and secondly by anisotropy of medium where they take place. The third
chapter is dedicated to analytical study of underground gas storage sweeping due to gas
dissolution in aquifer. In the fourth chapter the same problem (gas sweeping) was studied
numerically in a less idealized approach using finite element method. The fifth chapter is
dedicated to study of forced convection taking place in the reservoirs where the temperature
gradient and gravity force are not collinear. This convection represents an element of the
thermo-gravitational component segregation employed in industry (thermo-gravitational
columns) and can take place in underground reservoirs.
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