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Introduction

Les structures sous formes de treillis ! sont trés utilisées en raison de leurs multiples avan-
tages dont un bon rapport rigidité/poids, des mécanismes d’absorption de 1’énergie utile pour
I’emballage et la protection, ainsi qu’'une grande résistance par rapport a leurs homologues
pleines. Elles sont utilisées industriellement (panneaux, pylones, matériaux de remplissage...)
mais sont aussi présente naturellement sous la forme de matériaux cellulaires (mousses, bois,
os trabéculaire, membranes biologiques...). Le développement de nouveaux procédés de fa-
brication, liés au prototypage rapide (découpe laser, impression 3D...) permet d’obtenir des
treillis avec des microstructures quasi quelconques. La fin des années 1990 a vu le déve-
loppement de techniques d’analyse de treillis ayant des propriétés peu commune, comme
un coefficient de Poisson négatif |[Prall and Lakes, 1997]. On s’attend a ce que ces nou-
veaux matériaux aient des comportements mécaniques peu habituels et des propriétés encore
supérieure dans certains cas de chargements, tels que des coefficients de concentration de
contrainte réduits, une tolérance aux perforations ou des capacités accrues d’absorption des
chocs [Doyoyo and Hu, 2006a]. L’étude mécanique des treillis ou des structures cellulaires est
en pleine croissance.

De nombreuses méthodes pour I'étude mécanique des treillis ont été développées. L’étude
en force brute par éléments finis, malgré la croissance constante de la puissance des ordi-
nateurs, est & exclure dés lors que ’on parle de treillis quasi infinis. Les diverses méthodes
d’études utilisées jusqu’a présent, de 'obtention d’un milieu continu équivalent (homogénéi-
sation) jusqu'aux approches au cas par cas, présentent chacune des avantages et des incon-
vénients, mais aucune de ces méthodes (a notre connaissance) n’est suffisamment générale
et automatisée de telle sorte qu’elle puisse étre utilisable par un utilisateur lambda sans
connaissance scientifique particuliére. L’idée de départ de ce travail de thése est d’obtenir
une méthode unifiée pour le traitement automatique de treillis de topologies et de proprié-
tés mécaniques diverses, de fagon a obtenir un milieu continu équivalent (homogénéisation).
Cet outil d’homogénéisation devra simplement étre alimenté par un fichier texte décrivant la
géométrie et la connectivité du treillis étudié.

L’homogénéisation du comportement mécanique d’un treillis peut se faire a des niveaux

1. On utilisera dans cette thése le terme général de treillis pour désigner tout milieu discret qui peut étre
assimilé & un assemblage répétitif de poutres, triangulé ou non.
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de finesse divers et dans différents domaines ou conditions de charge. Nous traiterons trois
aspects :

1. un premier niveau de finesse, ’obtention automatique d’un milieu continu continu clas-
sique avec les modules mécaniques associés (coefficients de Lamé, module élastique,
coefficient de Poisson), dans le domaine élastique.

2. un second niveau de finesse, en visant 'homogénéisation automatique vers un milieu
de degré supérieur, le milieu micropolaire, également dans le domaine élastique.

3. le traitement d’un domaine de déformation différent, le domaine plastique. On visera
ici & déterminer de fagon automatique le domaine de résistance élastiques (limites élas-
tiques) et I’évolution du comportement du treillis homogénéisé aprés un début d’écrouis-
sage.

Les travaux seront présentés de maniére & permettre au lecteur de suivre I’évolution de notre
compréhension des problémes posés et des solutions apportées.

Dans le chapitre un, on aborde le probléme du choix de la méthode d’homogénéisation.
Aprés une bréve analyse des méthodes les plus courantes, on montrera pourquoi la méthode
d’homogénéisation asymptotique discréte développée dans [Tollenaere and Caillerie [1998] et
Mourad| [2003] (voir aussi |Caillerie et al.| [2006]), nous a semblée étre la plus adaptée au
but que l'on s’était fixé. On évoquera également dans ce méme chapitre, les hypothéses sous-
jacentes & un grand nombre de méthodes d’homogénéisation, car elles influencent grandement
le résultat final.

Pour faciliter leur étude, on a utilisé le classement des treillis de Deshpande et al. [2001a]
(voir la figure . La présentation de ce classement en deux catégories, dominante flexion-
nelle ou extensionnelle est détaillée dans ce méme chapitre un, on y ajoutera une troisiéme
catégorie, les treillis sans dominante.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons automatisé la version de la méthode utilisée par
Mourad|[2003|, Caillerie et al.| [2006], en apportant un changement sur la définition des efforts
transverse. L’effort transverse utilisé par Ayman Mourad repose sur une hypothése discutable
et restrictive de rotation rigide des poutres (voir la figure [0.0.2(a)). Nous lui préférons une
loi plus classique issu du modéle de poutre de Bernoulli. Cette loi sera néanmoins utilisée de
maniére simplifiée dans ce chapitre deux (voir la figure [0.0.2(b)).

Dans le chapitre trois, on propose d’utiliser un modéle poutre de Bernoulli complet (voir
la figure [0.0.2/(c)) dans la méthode d’homogénéisation. Cela nécessite d’introduire un second
paramétre cinématique, la rotation au noeuds, et une seconde série d’équations d’équilibre,
I’équilibre des moments. L’utilisation de deux parameétres suscite des questions : quel est le
degré initial de développement et a quelle ordre s’arrétter 7 Pour aborder le probléme, on
a fait une entorse a la philosophie présidant I'utilisation des développements asymptotique
en faisant une supposition sur le milieu a obtenir. Comme d’autres avant nous, nous avons
tenu le raisonnement suivant : le nombre de paramétres cinématiques devrait étre identique,
a I’échelle de la microstructure et a 1’échelle homogénéisée, macroscopique (voir la figure
0.0.3) : cet argument nous a conduit & viser un milieu micropolaire (ou de Cosserat).
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FIGURE 0.0.1 — Exemple de treillis de dominantes différentes : (a) treillis triangle & dominante
extensionnelle, (b) treillix hexagone a dominante flexionnelle et (c) treillis Octogone Mixte
sans dominante

Ce choix nous a permis de statuer sur I'ordre du développement asymptotique des pa-
rametres et d’utiliser les propriétés que posséde le milieu continu équivalent. L’une d’elle
est la forme de la relation contrainte-déformation dans le cas de milieux a symétrie centrale
[Trovalusci and Masiani, [1999).

Aprés avoir montré que 'homogénéisation asymptotique avec un modéle de poutre de
Bernoulli complet, conduit & deux milieux homogénéisés différents suivant 'ordre du déve-
loppement asymptotique choisi (un milieu micropolaire avec I'hypothése d’un treillis centro-
symétrique ou un milieu classique). Il nous a alors semblé utile de vérifier et valider autant
que possible les méthodes d’homogénéisations et les codes de calculs obtenus : c¢’est 'objectif
du chapitre quatre, dans lequel nous réalisons une série de tests sur différents treillis. Notre
intérét a porté plus particuliérement sur les treillis a coefficients de Poisson négatifs (appelés
aussi auzétiques) ou considérés comme tels. Les modules homogénéisés sont comparés a ceux
obtenus par le biais de simulations éléments finis, ainsi qu’a des tests expérimentaux dispo-
nible dans la littérature.

Dans le chapitre cinq nous abordons le comportement des treillis dans le domaine plas-
tique, soit la surface de charge initiale et son évolution liée & I'écrouissage. L’analyse est
ici restreinte aux treillis & dominante extensionnelle. En effet, les simulations réalisés sur
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“(E(‘O“

Figure 0.0.2: Differents modéles de poutres évoqués dans cette thése (a) modéele de |Caillerie
et al. [2006], les moments sont fonctions de la variation angulaire entre deux poutres rigides,
(b) modéle de Bernoulli simplifié en négligeant la rotation des noeuds (¢) modéle de Bernoulli
complet

modele barre (liaison pivot) modeéle poutre (liaison rigide)

forme de la déformée

parameétres cinématiques u
associés
milieu contin Cauchy classique micropolaire (rotations et
ue u déplacements indépendant)
suggéré

FIGURE 0.0.3 — Raisonnement (discutable) conduisant a associer les paramétres du modéle
de poutre de la microstructure et un milieu continu équivalent (d’aprés |[Noor [1988])
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des treillis & dominante flexionnelle montre des modes de déformation plastique complexes
avec des phénoménes de bifurcation et de localisation [Okumura et al., |2004] aprés un dé-
but d’écrouissage. On montre comment obtenir de maniére automatique le domaine élastique
(surface de charges initiales) a partir des équations d’équilibre obtenues par la méthode d’ho-
mogénéisation asymptotique.

Le second objectif de ce chapitre, trouver un algorithme de détermination de 1’évolution
des surfaces de charges et de I'écrouissage, présente un trés grand intérét pratique, comme le
montre 1'étude de [Mohr| [2005]. En effet, un tel algorithme permettrait de réduire le temps
de calcul de maniére conséquente par rapport a des simulations en éléments finis standard
sur de tres vastes treillis. L’algorithme utilisé est beaucoup plus général que celui deMohr
[2005] et permet de traiter tous les treillis & dominante extensionnelle. A partir des équations
d’équilibre obtenues par I’homogénéisation asymptotique, nous avons adapté la méthode de
projection (return mapping) développée par [Simo and Hughes| [1998] pour construire cet
algorithme d’évolution plastique.
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1.1 Introduction

L’analyse du comportement mécanique des treillis peut se faire suivant plusieurs ap-
proches. Différents documents font une synthése de ces méthodes, comme [Noor [1988§], |(Car-
traud| [2003], Tollenaere| [1994] ou Vernal [1991]. On peut reprendre la classification des mé-
thodes d’analyse établie par Noor :

méthode directe

méthode des champs discrets

W o=

approche par la périodicité de la structure
4. approche par continuum équivalent

Intéressons-nous a chaque classe de méthode. Les approches directes, telles que les analyses
par éléments finis sont limitées & de petites structures. Il est regrettable de ne pas utiliser
les propriétés de répétitivité du treillis. On peut partiellement compenser le probléme de
la puissance de calcul nécessaire en cherchant des méthodes numériques d’optimisation de
I’algorithme et de condensation, mais cela reste néanmoins limité. De plus, certaines méthodes
de réduction de la taille des matrices, comme la condensation statique, sont susceptibles
d’introduire des approximations de calcul (Tollenaere and Caillerie [1998]). Les informations
obtenues par une méthode éléments finis sont trés grandes puisque 'on a accés aux champs
locaux de facon trés détaillée. On doit souligner néanmoins ’aspect inévitable des erreurs de
calcul résultant d’un traitement numérique, qui augmentent avec la taille et la non-linéarité
du probléme traité.

Dans la deuxiéme classe de méthode, la méthode des champs discrets, la régularité de
la structure est prise en compte, Renton et Dean (Renton, [1967]; Dean et Tauder, [1959])
utilisent cette méthode. Elle consiste a écrire les équations de la loi de comportement et
d’équilibre aux noeuds pour chaque barre de la cellule. Puis on introduit un opérateur dif-
férentiel reliant les déplacements d’'un noeud d’une cellule au noeud analogue dans la cellule
suivante. Ces équations aux différences finies sont ensuite remplacées par des équations dif-
férentielles en utilisant des développements en série de Taylor que 'on tronque a un certain
ordre. Tollenaere| [1994] a dans sa thése utilisé cette méthode pour trouver des modes de cou-
plages en vibrations de treillis poutres. Il a étendu ensuite cette méthode & une modélisation
par un milieu continu. D’autres auteurs ont repris les travaux de Renton et Dean (Karpov
et al. [2002| [Karpov E.G.| [2002]/Ryvkin et al. [1999]), mais en utilisant différentes combi-
naisons entre approches différence finie et matrice de transfert par transformée de Fourier
discréte. Cette approche fonctionne bien pour des cas simples, mais selon Noor et Abrate,
elle devient difficile & mettre en oeuvre pour des géométries complexes.

Le troisiéme groupe de méthodes, appelé approche structurelle périodique (McDaniel
[1980], Williams [1986]), met en oeuvre une combinaison d’éléments finis et de matrice de
transfert.

Le quatriéme groupe de méthode beaucoup plus répandue aujourd’hui consiste a rempla-
cer le treillis discret par un milieu équivalent continu. On peut noter plusieurs avantages par
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rapport aux autres méthodes. Tout d’abord, elle offre une approche pratique et efficace pour
analyser les structures de grande taille. Ceci est particuliérement vrai pour les treillis poutres
ou plaques ou une substantielle réduction du nombre de degrés de liberté peut étre obtenue.
Ensuite, elle permet de maniére simple de comparer différentes caractéristiques : structu-
relles, dynamiques... en fonction de la géométrie de la cellule élémentaire et des variations
des propriétés du matériau de base (module élastique, limite élastique...). Enfin, elle fournit
un moyen efficace pour I'identification des paramétres d’'un systéme et un moyen de controler
et d’optimiser la conception globale d’un systéme. On n’est plus contraint de connaitre le
détail de la microstructure de chaque composant.

On peut faire une remarque sur le terme homogénéisation. Beaucoup d’auteurs utilisent le
terme général d’homogénéisation pour désigner ces méthodes, par analogie avec les méthodes
qui se sont développées dans le domaine de la mécanique des milieux hétérogénes, méthodes
consistant a remplacer le milieu hétérogéne par un milieu continu homogéne équivalent.
Néanmoins, comme le souligne Cartraud |Cartraud), 2003] ce terme général homogénéisation
recouvre des hypothéses initiales trés différentes. Cartraud propose de distinguer les méthodes
de substitution par un milieu continu suivant les hypothéses faites :

— les méthodes ot 1'on fait une hypothése a priori sur la forme du milieu continu, que

I’on peut nommer méthodes par “ milieu continu équivalent ”.
— les méthodes ot 'on ne présuppose pas le milieu continu équivalent, que 'on peut
nommer “méthodes d’homogénéisation”.
Dans les travaux de cette thése, on va utiliser une méthode de substitution, I’homogénéisation
asymptotique, qui a priori ne nécessite pas de présupposer le milieu continu équivalent. On
sera néanmoins contraint dans le chapitre 3, traitant de I’homogénéisation micropolaire, de
faire des hypothéses simplificatrices quant a la forme du résultat a obtenir.

Dans ce qui suit, on exposera tout d’abord sommairement les principes d’homogénéisation
pour les milieux continus périodiques, dont les méthodes discrétes n’en sont qu’une extension.
On pourra se reporter a la figure [1.2.3| pour une synthése des méthodes d’étude mécanique
des milieux discrets. Enfin, nous discuterons de la problématique des hypothéses liées a ces
méthodes.

1.2 Substitution d’un milieu discret cellulaire (treillis,
mousses...) par un milieu continu (homogénéisation)

La figure présente le principe général de la substitution d’un milieu discret par un
milieu continu. Nous ne traiterons que des milieux discrets cellulaires 2D ou 3D répétitifs, ce
qui est un domaine déja trés vaste. En effet, il existe d’autres types de milieux discrets tels
que les milieux granulaires (géomatériaux, fluides a particules...) qui utilisent d’autres classes
de méthodes d’homogénéisation. Nous énoncerons dans un paragraphe séparé les hypothéses
liées aux méthodes, car elles ont une trés grande influence sur le résultat obtenu.
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FIGURE 1.2.1 — homogénéisation d’un treillis périodique avec sa cellule élémentaire

1.2.1 Milieu continu équivalent par une approche énergétique

On retrouve dans Noor| [1988] un exposé d'une des méthodes basées sur I’équivalence
énergétique, reprise sous une variante par |Burgardt and Cartraud| [1999]. Les principales
étapes de cette méthode sont :

1. hypothése sur la forme du milieu continu équivalent

2. isoler une période

3. définir une approximation de la cinématique de la période

4. identifier les déformations du milieu continu équivalent

5. calculer ses caractéristiques effectives en utilisant I’équivalence énergétique

Le principal inconvénient de cette méthode est de devoir présupposer le milieu continu équi-
valent.

Il existe plusieurs variantes de cette méthode, liées principalement au mode de résolution
des inconnues. Dans Hohe et al.| [1999], Hohe and Becker| [2001], on suppose une équivalence
entre la valeur moyenne de la densité d’énergie entre le milieu discret et continu (principe de
Hill, voir le paragraphe[1.4.3). On utilise pour résoudre les inconnues le théoréme de Green et
des équations additionnelles suivant la géométrie de la structure. Des approches semblables
sont utilisées par [Demiray et al. [2007, 2006], qui appliquent cette méthode a des treillis
divers 2D et 3D.

Ebinger et al. [2005], |(Odegard et al.| [2002] ou Yoo and Jasiuk| [2006] proposent des va-
riantes en combinant une approche analytique et une simulation éléments finis pour calculer
la densité d’énergie d’un milieu continu équivalent.

|[Kumar and McDowell, 2004, 2009] évaluent la densité d’énergie de déformation a l'aide
d’un développement en série de Taylor des paramétres cinématiques. Les contraintes et
couples de contrainte sont ensuite dérivés de cette densité d’énergie. La méthode ne fonctionne
que pour des cellules élémentaires a un seul noeud.
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(a) (hi

FIGURE 1.2.2 — Déformation uniforme d’un VER incluant une seule poutre : configuration
initiale non déformée (a), configuration déformée (b) (selon Mohr| [2005])

Pradel and Sab) [1998], Florence and Sab| [2006] utilisent eux aussi la densité d’énergie de
déformation. Les inconnues de la relation contrainte-déformation sont obtenues par minimi-
sation de cette densité d’énergie sous contrainte a ’aide de multiplicateurs de Lagrange.

1.2.2 Milieu continu équivalent par les champs moyens

On ne considére pas dans ces méthodes une approche énergétique, mais une équivalence
des moyennes de la déformation et des contraintes, soient

1 1
gij = / S (winy +uyn) dl' = — ;A ER (1.2.1)
I'ver

QvER
_ 1
Tij = tiz;dl' = — 0;dQvpR (1.2.2)
T'ver QvER

Parmi ces méthodes, on peut citer celle utilisée par [Mohr [2005] qui consiste a considérer
une déformation uniforme du VER (voir la figure [1.2.2)). Cela signifie, selon Mohr [2005],
que le treillis est inséré dans une matrice infiniment molle et implique que les noeuds des
poutres soient tous situés sur les frontiéres du VER. |[Liu et al. [2006] fait un prolongement
aux treillis avec flexion, mais la contrainte des noeuds aux frontiéres existe encore. Bien que la
présentation en soit différente, on a le méme type de méthode dans Deshpande et al. [2001b],
Fan and Wei| [2006], [Fan et al.|[2008a], Fan et al. [2008b|] et Fan et al,||2008¢c|. On notera
aussi que ces méthodes ne s’appliquent qu’a des treillis & dominante traction-compression.

Bien que 'on ne puisse pas parler de substitut de continuum ou d’homogénéisation, on
ne peut passer sous silence de nombreux autres travaux qui ont permis de déduire par un
calcul au cas par cas un certain nombre de constantes élastiques de matériaux cellulaires.
Nous pouvons citer dans cette catégorie les travaux de |Gibson and Ashby| [1997], |Gibson
[2005], |Zhu et al. [1997] et |Silva et al. |[1995] par exemple. Le principe consiste a résoudre
le probléme mécanique comme un probléme de poutres a I’échelle d’une cellule élémentaire.
On trouve des relations entre les déplacements et les efforts sur les noeuds aux frontiéres.
Il suffit de diviser le déplacement ou l'effort discret par la surface représentée par la cellule
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pour avoir la déformation et la contrainte équivalente. Easterling et al.| [1982] fait une appli-
cation de ce genre de méthode au balsa considéré comme une structure cellulaire hexagonale.
Christensen| [2000] fait la liste de plusieurs treillis et de modules élastiques trouvés ainsi. Ce
genre d’approche est encore utilisé, voir par exemple [Sullivan et al.| [2008].

1.2.3 Homogénéisation asymptotique discréte

A l'aide de cette méthode, Ohayon [1979] étudie les vibrations harmoniques d’un anneau
hétérogéne a structure périodique. Pour trouver les caractéristiques du milieu continu équi-
valent, il développe toutes les inconnues du probléme en développements asymptotiques de
la forme :

u(z,y) = u’(z,y) +eu'(x,y) + (2, y) + ...

€ étant un petit parameétre représentant le rapport entre la période et une longueur ca-
ractéristique du milieu considéré.

Cette méthode sous des formes légérement différentes sera utilisée par Cioranescu et Saint
Jean Paulin (1986). Elle sera adaptée par Verna| [1991] et Caillerie aux milieux discrets d’une
maniére plus générale. Dans sa thése, Verna étudie un certain nombre de treillis de type
poutre. D’autres auteurs vont également travailler spécifiquement sur les poutres périodiques
élastiques (Trabucho et Viano, [1996]; Kolpakov, [1991]; Kalamkarov et Kolpakov, [1997];
Haussy et al.|[2004]). On trouvera dans|Cartraud [2003] une présentation assez compléte des
travaux dans ce domaine.

La méthode d’homogénéisation asymptotique discréte de Verna et Caillerie sera ensuite
améliorée et exposée dans Tollenaere and Caillerie|[1998| ainsi que dans |Moreau and Caillerie
[1998| pour des treillis poutres en grands déplacements. La méthode est aisément exploitable
pour des treillis & dominante traction/compression 2D ou 3D. Puis Mourad| [2003] va étendre
cette méthode au cas des milieux curvilignes en grandes déformations et propose une solution
pour l'introduction de contraintes de couple entre deux poutres. Il appliquera cette méthode a
I’étude du muscle cardiaque et du treillis hexagonal sous la forme que prennent les nanotubes
de carbone (voir |Caillerie et al. [2006]). Un exposé de la méthode développée est également
donné dans Raoult et al. [2008].

On peut signaler que pour les cas simples de treillis & 1 seul noeud par cellule, cette
méthode se rapproche de la simple continualisation par développement en série de Taylor
(Askes and Metrikine| [2004]).

Une synthese de toutes ces méthodes est exposé dans la figure [1.2.3]

1.3 Choix des hypothéses, domaines d’application

Outre la méthode d’homogénéisation, il est important de connaitre les hypothéses qui
sont utilisées et le champ d’application de la méthode (voir 'exposé de ces hypothéses dans
Vernal [1991]). On peut noter par exemple les hypothéses suivantes qui apparaissent suivant
les différents types de méthodes :
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Méthodes d'analyse statique des structures discrétes

. !

ne tenant pas compte de lenant compte de
la périodicité la périodicité N
milieu continu équivalent homogénéisation
Méthode directe : densité d'énergie développement
Méth o PPe
par E.F. chzing(sje c?i;s:rets équivalente champs moyens asymptotique
Renton 1967 Noor 1988 Gibson 1997  Tollenaere et
Tollenaere 1994 Burgardt Cartraud 1999  7hy 1997 Caillerie 1998
Karpov 2002 Hohe 1999 Mohr 2005 Mourad 2003

Liu 2006 Caillerie 2006

FIGURE 1.2.3 — principales méthodes d’analyse statique de structures discrétes

modeéle barre (liaison pivot) modele poutre (liaison rigide)

forme de la déformée

paramétres cinématiques u
associés
mili ntin Cauchy classique micropolaire (rotations et
cu continu déplacements indépendant)
suggéré

FIGURE 1.3.1 — Paramétres associés au modeéle poutre choisi et milieu continu que cela suggere
(d’aprés Noor| [1988])

1. hypothése de dérivabilité. Il s’agit d’'une hypothése de nature plutot mathématique,
mais dans la plupart des cas on fait 'hypothése de la dérivabilité des fonctions utilisées.

2. hypothése du premier ordre. Un certain nombre de méthodes font appels a des déve-
loppements en série dont on ne considére généralement que le premier ordre

3. hypothése sur le milieu homogéne équivalent. Dans un certain nombre de méthodes, on
présuppose la forme du milieu a obtenir, ce qui permet de rendre certains termes nuls
et donc de simplifier la résolution du probléme. Par exemple, s’il semble évident que les
treillis avec des modéles barres sont modélisés avec un milieu continu classique, 1’exis-
tence de rotation aux noeuds dans les treillis avec un modeéle poutre semble suggérer de
se diriger vers un milieu micropolaire (voir la figure . Comme nous I’évoquerons
dans cette thése cette hypothése est criticable.
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FIGURE 1.3.2 — Exemple de déformations locales des noeuds d’une cellule non prise en compte
par les méthodes imposant une déformation uniforme (d’aprés Noor| [1988])

4. hypothése sur le comportement statique/dynamique. On se place en général dans I'un
ou 'autre cas de figure.

5. hypothése du comportement lié & I'hypothése de St Venant et plus généralement des
effets de bords et du choix des conditions aux limites. Le comportement est souvent
calculé par rapport au milieu du corps considéré, le comportement sur les bords ou aux
interfaces ne correspond pas forcément véritablement & celui du milieu continu.

6. hypothése sur les développements asymptotiques : & quel degré débuter et jusqu’a quel
ordre, quels paramétres développer. Il y a également une supposition de convergence :
si on développe a un ordre n — oo, la fonction doit converger et non diverger.

7. loi de comportement du milieu équivalent présupposée (élastique, élasto-plastique ...)

8. hypothéses sur la forme mathématique des champs de déplacement ou de déformation
macroscopique. Un certain nombre de méthodes présuppose un champ de déplacement
(ou de déformation ou de contrainte) uniforme au sein de la cellule de base (voir les
figures [1.3.2)).

9. hypothése sur la densité d’énergie thermoélastique emmagasinée aussi bien a 1'état de
repos que déformée, qui doit étre identique dans le treillis original ou son équivalent
continu (principe de Hill)

Les domaines d’applications ou les matériaux utilisés donnent lieux a des variantes quant
aux méthodes utilisées :

1. hypothése sur la nature iso / hyper / hypo statique du treillis considéré, sur le nombre
de degrés de liberté accordés aux noeuds (liaison pivot ou rigide), (Deshpande et al.
[2001a] et Hutchinson and Fleck [2006]).

2. nature de la géométrie macroscopique du milieu homogénéisé : poutre 2D ou 3D, plaque
3D, treillis 2D ou 3D (voir la figure . Hypothése sur les liens entre les paramétres
géométrique. Par exemple, pour le cas des plaques et poutres 2D, établit-on un lien
entre ’épaisseur et la largeur des poutres
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(a) plaque périodique 3D, d’aprés WADLEY (b) structure 3D périodique, d’aprés [Li et al.
[2006) [2006)

(e) poutre périodique 3D

F1GURE 1.3.3 — Milieux périodiques discrets avec des géométries macroscopiques différentes
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.....

bution de Voronoi ...) |[Andrews and Gibson) 2001].

4. hypothéses sur la forme des microstructures. C’est souvent pour des treillis I’hypothése
poutre qui est considérée avec une géométrie de section constante et commune, mais
certaines méthodes (voir par exemple Florence and Sab [2006|) prennent en compte
une variation de la géométrie de la section ou d’autres types d’éléments comme dans
les mousses a forte densité.

1.3.1 Ciritéres de choix de la méthode d’homogénéisation
asymptotique discréte

Nous avons choisi d’utiliser la méthode d’homogénéisation asymptotique discréte dévelop-
pée par Tollenaere et Caillerie (Tollenaere and Caillerie [1998], Moreau and Caillerie| [1998],
Mourad, [2003|, Caillerie et al. [2006], Raoult et al. [2008]). On peut citer ses avantages par
rapport a d’autres approches :

— C’est une méthode rigoureuse, qui tient compte des déformations locales (déplacement

en chaque noeud) au sein d’une cellule élémentaire.

— Cette méthode ne présuppose pas un milieu homogéne équivalent, celui-ci se déduit du
résultat de I’homogénéisation et dépend essentiellement des paramétres cinématiques
utilisés, de 'ordre du développement en fonction du paramétre € et des lois de compor-
tement de la microstructure ®.

— Elle se préte remarquablement bien &4 un traitement automatique, ce qui constitue
I'un de nos objectifs. Dans la présentation qu’en a faite Mourad| [2003], la description
mathématique de la géométrie du treillis, sous des lourdeurs apparentes, permet le
codage de toutes sortes de treillis sous forme de tableaux. Ce codage se préte aisément
a un traitement informatique.

— C’est une méthode ouverte, en ce sens que ’on peut choisir et modifier les degrés de
finesse de I'étude en stoppant les développements asymptotique a un ordre donné, ou
bien modifier les lois de comportements de la microstructure.

— FElle peut s’adapter aux treillis de toutes sortes. Son principe garantit I’équivalence de
la densité énergétique.

Dans la suite de ce chapitre, on montrera que cette méthode est issue de I’homogénéisation
des milieux périodiques continus.

1. Nous ferons néanmoins une entorse a cette régle dans le chapitre trois en visant en particulier le milieu
micropolaire
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déplacement homogénéisé

RN déplacement réel
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<
*

abscisse x sur la barre

FIGURE 1.4.1 — déplacement d’une barre périodique et variation du déplacement entre des
points contigus ou séparés d’une période

1.4 De I’homogénéisation des milieux périodiques
continus & celle des milieux périodiques discrets
(treillis)

L’homogénéisation des milieux périodiques continus s’est constituée sur la base des tra-
vaux liés & I’homogénéisation des milieux hétérogenes. La bibliographie sur la question est
abondante, on peut se référer a |Bornert et al.| [2001], |Alverman| [2007], |[Sanchez-Hubert and
Sanchez-Palencial [1992] ou (Cambou and Jean| [2001]. Ces méthodes d’homogénéisation ont
ensuite été étendues aux milieux discrets périodiques.

On va présenter quelques résultats liés & 'homogénéisation des milieux périodiques par
développement asymptotique, puis on fera le lien avec les milieux discrets. Mais avant tout,
on commencera par présenter quelques définitions liées & la notion de périodicité. Nous le
ferons au travers d’un exemple, le cas monodimensionnel.

1.4.1 Notion de périodicité, exemple monodimensionnel

On peut considérer I'exemple monodimensionnel de la figure (Cambou and Jean
[2001]) pour illustrer la notion de périodicité et son influence sur la solution mathématique
du résultat cherché.

Si on considére une barre linéairement élastique en traction-compression de raideur k(y)
composée périodiquement de deux constituants homogénes de raideur k; et ko. En posant la
variable microscopique y = g, la raideur des barres est telle que

ki pour 0 <y <l
k(y) =
ko pour ly <y <l
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FIGURE 1.4.2 — Exemple de milieu hétérogéne & structure périodique

La barre est soumise & une force F' a l'extrémité x = L. L’origine x = 0 est fixée.
On supposera qu’il n’y a pas de forces linéiques. L’effort normal N¢ dans la barre et le
déplacement u® vérifient :

dN¢
=0 1.4.1
. (1.4.1)
. z\ duf
N =k (g) - (1.4.2)

u®(0) =0, N°(L)=F

La solution se construit par deux intégrations successives, un tracé est donné dans la
figure [[.4.1]

On constate que lorsque ¢ tend vers 0, la solution se rapproche du déplacement d’une

barre homogéne de raideur

L Ly L, ) . . _ . ,
— = — 4 — soumise aux mémes conditions, les variations par rapport a ce déplacement

ko ko ko
sont de faible amplitude et périodiques de période L. On peut traduire cette constatation
en écrivant que u® est approximativement égal a :

uf = u’(z) + eu' <§> (1.4.3)

ou u'représente le déplacement limite et eu'(=), qui est périodique de période L, la
€

petite variation par rapport a u°(z).

De la méme fagon, nous pouvons étendre ces notions & un élément de volume périodique,
mais de grande taille (voir la figure[l.4.2), comme cela sera expliqué dans le paragraphe[1.4.5
En s’inspirant de I’équation [1.4.3, on peut alors décomposer le champ de déformation local
e(u(x)) en un champ moyen  qui serait le champ de déformation si le milieu était homogéne
et une correction fluctuante £’(x) qui tient compte de la présence d’hétérogénéités.

u(z) =ca +u'(x), e(u(z)) =&+ e(v/(x)), v périodique.
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FIGURE 1.4.3 — Fibres circulaires dans un réseau hexagonal. Différents choix possibles pour
la cellule de base (Bornert et al. [2001])

1.4.2 Volume Elémentaire Représentatif, séparation d’échelle,
localisation

Pour trouver les propriétés homogénéisées, on remplace I'étude du corps {2 entier par
une portion de celui-ci suffisamment grande pour inclure les détails de la microstructure.
Cette portion de longueur caractéristique [ doit néanmoins étre suffisamment petite pour étre
considérée comme un point par rapport a L. Cette portion doit avoir approximativement les
mémes propriétés mécaniques que le corps Q. On I'appelle Volume Elémentaire Représentatif
(VER ou RVE en anglais). Pour que ce volume élémentaire soit représentatif, il faut donc
que la condition suivante soit satisfaite

l< L (1.4.4)

Cette condition est appelée séparation d’échelle. Cette condition est automatiquement
satisfaite dans les milieux périodiques par le fait que le paramétre [ — 0.

Le caractére représentatif du VER mérite d’étre souligné. Le choix de la cellule élémentaire
est souvent arbitraire, néanmoins la solution homogénéisée doit étre unique (voir la figure
[[.4.3). Cette problématique du choix de la cellule élémentaire pour les milieux continus
périodiques se pose de la méme fagon dans le cas des milieux périodiques discrets (treillis).

On nomme localisation (Cambou and Jean| [2001], Lipperman et al|[2008] ) la phase de
détermination des champs de déformation et de contrainte interne au VER, tandis que le
calcul de la moyenne de ces champs sera appelé alors la phase d’homogénéisation. |Lipper-
man et al. [2008] reprenant la distinction établie par Suquet, [1987] nomme localisation en
contrainte, 'opération qui consiste a obtenir la contrainte locale a partir de la contrainte ma-
croscopique, tandis que 'on peut nommer par localisation en déformation la procédure qui
consiste a déterminer la déformation locale dans la cellule élémentaire en faisant 'hypothése
d’un champ de déformation uniforme (voir la figure [1.3.2).

Dans un milieu hétérogéne, la connaissance de la distribution des hétérogénéités est sou-
vent statistique. Il n’est pas possible alors de déterminer une localisation unique, on utilise
une détermination a priori de la forme des champs de déformation et de contrainte interne
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au VER, tenant compte au mieux de la connaissance disponible du milieu. Cette démarche
conduit a la méthode d’encadrement des propriétés mécaniques de la loi de comportement,
résumée dans le paragraphe [I.4.4]

1.4.3 Lemme de Hill

Le lemme de Hill est un résultat important concernant les moyennes des contraintes et
des déformations et les énergies correspondantes. Il est surtout utilisé dans les méthodes
d’homogénéisation statistiques, mais il est aussi utilisé dans des théories d’homogénéisation
de milieux périodiques. La théorie est basée sur la condition de Hill qui stipule que la moyenne
de I'énergie de déformation & I’échelle microscopique est égale & 1’énergie de déformation a
I’échelle macroscopique, sous réserve que la condition de séparation d’échelle soit satisfaite.
Les équations suivantes doivent étre satisfaites

<Wmic7‘o> — <Wmac7"0> (145)
Lo@) e@) == (o @) (e @) (1.4.6)
2 2

(055) = vig /Q o () dV (1.4.7)
(i) = vig /Q e (x) dV (1.4.8)

On peut étendre ce principe au cas périodique : il faut restreindre le volume €2 & la cellule
de périodicité Y, et modifier en conséquence les conditions limites. On montre (Cambou and
Jean|[2001]) que dans le cas d’un milieu périodique de périodicité Y (voir la figure[L.4.2), avec
un champ de déplacement u défini sur Y et vérifiant la condition u(y) —u(y — A;) = E.A,;
sur les bords et E un tenseur constant, on a

(eij) = B (1.4.9)

<Uij> : <€ij> = VLY /Y (O' : 5ij)dv (1410)

1.4.4 Bornes de Voigt, de Reuss et d’Hashin - Shtrikman

Le traitement des milieux hétérogénes aléatoires différe de celui des milieux périodiques
(Bornert et al.|[2001]). En raison du caractére aléatoire des hétérogénéités, le VER a consi-
dérer est beaucoup plus important et plus complexe, il doit tenir compte de la distribution
des hétérogénéités. On ne cherche pas la solution exacte en tout point, mais une estimation
de la solution en bornant le résultat. On doit pour cela faire des hypothéses supplémentaires.
Une technique classique pour déterminer les propriétés des matériaux a microstructures est le
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calcul des bornes supérieures et inférieures selon les travaux de Voigt (1889) et Reuss (1929).
La théorie est basée sur une formulation variationnelle de I’élasticité.

Avec l'estimation de Voigt, on suppose que I'état de déformation microscopique est en
tout point identique et donc constant

(€ij) = €ij(z) = const

L’approximation de Voigt fournit une borne supérieure pour les paramétres mécanique
d’un matériau.

Une approche analogue a été introduite par Reuss, mais contrairement a Voigt, c’est I’état
de contrainte qui est supposé constant

(0ij) = 045(z) = const

Un calcul affiné des bornes a été développé par Hashin et Shtrikman (1963) par une ap-
proche variationnelle, conduisant aux bornes les plus étroites possible. Les bornes d’Hashin-
Shtrikman, ainsi que celles de Voigt et Reuss sont des techniques classiques pour des micro-
structures multiphases. On pourrait penser approcher les matériaux cellulaires par ces mé-
thodes en supposant que I'une des phases a une raideur tendant vers zéro. Mais on constaterait
alors que la borne minimale serait également nulle. Certains articles néanmoins (Deshpande
et al.| [2001a], Torquato et al. [L998] et Zhang et al.[[2008|) traitants des propriétés mécaniques
des treillis, se servent des bornes d’Hashin et Shtrikman comme indicateur de la qualité de
I'optimisation géométrique du treillis. Plus le ratio module élastique du treillis/bornes supé-
rieur Hashin-Shtrikman est proche de 1, plus il a une géométrie optimisée. On peut ajouter
que dans les mousses a forte densité, lorsque la microstructure ressemble plus & un matériau
semi-continu qu’a des poutres, ces bornes peuvent donner de bonnes approximations |Despois
et al. [2006].

1.4.5 Homogénéisation asymptotique des milieux périodiques
continus

Le principe de 'homogénéisation peut-étre exprimée de la facon suivante. Un corps 2
avec une longueur caractéristique L est considéré (voir la figure avec des conditions
aux limites en chargement et efforts imposées. Le corps €2 est constitué d’un matériau a
microstructure d’une longueur caractéristique /. Pour I’étude & un niveau macroscopique, on
modélise 2 par un corps €2*. On considére que ce corps {2*est soumis aux mémes chargements
extérieurs et déplacements imposés que 2. Mais ce corps 2*est constitué d'un matériau
homogéne. Le but de I'homogénéisation est de calculer les propriétés de 2*de telle sorte que
le comportement mécanique soit équivalent a €2.

Lorsqu’on impose un déplacement affine u = .2 aux bords de Q) (déformations homogénes
au contour), I'état de déformation qui en résulte dans le matériau homogénéisé est uniforme,
e = E, et I'état de contrainte est lui aussi uniforme, ¢ = @. Dans le milieu hétérogéne
périodique réel, les champs locaux ¢ et o sont oscillant et fluctuent autour de leurs valeurs
moyennes z et 7. Loin du bord, on peut faire abstraction du détail des conditions aux limites
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(principe de St Venant). La géométrie est invariante par translation le long des vecteurs de
périodicité ; les solutions de € et o possédent, également cette propriété d’invariance : ils sont
périodiques.

Pour un milieu élastique, la périodicité est traduite par la dépendance spatiale périodique
des coefficients d’élasticité. Pour assurer la séparation d’échelle, le paramétre [ doit satisfaire
la condition [ < L. Les méthodes mathématiques tirent parti du fait que 'on cherche une
limite ou une convergence des champs de déplacements, de contrainte..., lorsque le rapport

e = — — 02. Ces méthodes supposent donc que ¢ varie, il est donc indispensable de définir

complétement la structure par rapport a ce petit paramétre ¢.

La méthode d’homogénéisation des milieux périodiques a été appliquée a de nombreux
types de problémes et de domaines de la physique : problémes de diffusion, électromagnétisme,
milieux poreux, plasticité...

1.4.5.1 Position du probléme

On étudie ’équilibre d’un milieu occupant un domaine de 'espace €2 et constitué d’un
matériau élastique, soumis a une densité de force f et a des conditions aux limites usuelles sur
€ (déplacements imposés sur une partie de 952, densité de force sur une autre partie). Les
inconnues du probléme sont les champs de déplacements et de contrainte que ’on nommera
u® et o°, pour signaler leur dépendance vis-a-vis du petit paramétre . Ces champs sont
solutions des équations

dive®* +f =0 (1.4.11)
dans €.

of =% @,vw) (1.4.12)

dans €, associé a des conditions aux limites sur 0. Avec ¥ (y, Vu®) défini pour y € Y et
étendu a espace entier par périodicité. Le but est de trouver les limites de u® et o° quand
¢ tend vers 0.

1.4.5.2 Développement asymptotique

On s’inspire de I'approximation monodimensionnelle. La méthode de développement en
double échelle consiste & cherche u® et o° sous la forme de développements asymptotiques en
puissance de €

u® =u’ (x) +eu' (x,y) + 2 (x,y) ...

¢ =0%(x) +edt (x,y) + 2% (x,y) ...

On notera que les fonctions u’ (x) et 0% (x), sont considérées comme indépendante de la
variable y. Ce choix sera justifié plus loin. Les termes sont fonctions des variables x € ( et

2. Ce rapport n’est pas a confondre avec le tenseur de déformation [¢], pour éviter la confusion certains
auteurs utilisent plutdt 17 comme petit paramétre ou bien e.
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X
y € Y est défini par y = —. La variable x traduit les variations & grande échelle, la variable

y traduit les variations a petite échelle, qui sont approximativement périodiques.

Les équations|1.4.11] et [1.4.12] font intervenir des opérateurs différentiels qui vont agir sur
les variables x et y. Pour les distinguer, on nommera div, et V, les opérateurs différentiels
relatifs & x, et div, et V, les opérateurs différentiels relatifs a y. On a alors

Vu© =V, (x) + V,u' + ¢ (V,u' + Vo) + . (1.4.13)

1
dive® = ~div,0” + div,0° + div,o’ + ... (1.4.14)
£

Si on reporte ces développements dans [1.4.11] et [L.4.12] on obtient

1
—divyao + div,o® + divya1 +..+f=0
€

05 =3 (; V.ul (x) + vyu1> T (1.4.15)

Ces développements doivent étre vérifiés quelle que soit la valeur de € proche de 0. Ceci
permet d’identifier terme a terme les coefficients des puissances de . D’autre part, quand ¢
tend vers 0, la variable x/e prend toutes les valeurs dans la cellule élémentaire. Ce qui permet
d’écrire que les identifications sont valables pour toutes les valeurs de x € Q et y € Y. On
obtient aux premiers ordres de ¢

div,0’ =0 (1.4.16)
div,o® + div,e! + £ =0 1.4.17
Yy

1.4.5.3 Equilibre et loi de comportement macroscopique

Pour les milieux périodiques continus, I’équation montre que o est indépendant
de la variable y, et justifie le choix fait plus haut d’un développement qui commence par une
fonction ¢ indépendante du paramétre microscopique y, soit 0° = 0% (z).

L’équation d’équilibre macroscopique est obtenue par intégration de I’équation sur
la cellule Y. En raison du théoréme de la divergence et de la périodicité du champ o! vis-
a-vis de y, l'intégrale de div,o' sur Y s’annule. De plus, comme les variables x et y sont
indépendantes, on peut inverser les opérateurs d’intégration par rapport a y et de dérivation
par rapport a x, d’ott I'on peut réécrire I’équation sous la forme

div,e’ +f =0 (1.4.18)

dans €. Le tenseur macroscopique des contraintes & est défini comme la moyenne de ¢° sur
la cellule de référence Y.

Une loi de comportement est d’une facon générale une relation qui relie le tenseur des
contraintes au gradient des déplacements. Dans le cas des milieux périodiques, cette relation



CHAPITRE 1. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LES METHODES DE CALCUL DU
COMPORTEMENT MECANIQUE DE TREILLIS 30

est fournie par la résolution du probléme aux limites sur Y constitué des équations (1.4.16| et
et des conditions de périodicité portant sur u' et 6. On montre que par un changement
de variable approprié portant sur u, on peut réécrire le probléme de telle sorte que la solution
soit unique pour o et déterminée & une constante prés pour u.

On notera que dans le cas de I’homogénéisation des milieux périodiques, la solution s’ob-
tient par la résolution d’un probléme sur la cellule de référence. Elle fournit une loi de compor-
tement macroscopique, alors que dans les méthodes statistiques, il est en général nécessaire
de se donner une forme mathématique de cette loi.

1.4.6 Passage aux milieux discrets de I’homogénéisation
asymptotique des milieux périodiques continus

La méthode d’homogénéisation des milieux périodiques a été étendue aux milieux discrets
par Moreau and Caillerie| [1998] et [Tollenaere and Caillerie| [1998]. Ces milieux sont discrets
en ce sens que les équations qui les gouvernent portent sur des ensembles discrets de variables
(les déplacements des noeuds et les tensions des barres). Cette extension repose sur quelques
résultats et constats propres aux milieux discrets; nous allons les résumer ci-dessous.

Pour définir les déformations équivalentes dans un milieu discret, les déformations sont
dues aux variations de déplacement d’un point a un autre du milieu. On considére deux
points situés en x et x + X. Si ces deux points sont dans la méme cellule Y (voir les points
M et M” dans la figure , alors la variation de déplacement entre ces deux points est de

u (x+X) —u (x) & (V,u’ (x) + V,u') . X (1.4.19)

Par contre, si 'écart X couvre un grand nombre de cellules élémentaires (points M et M*

X
dans la figure [1.4.1]) alors, en raison de la périodicité, la variation due a la petite échelle —
€

est négligeable devant la variation due a x et on a

u (x + X) —uf (x) ~ V,u'(x).X (1.4.20)

Si Pécart X entre les deux points est exactement d’une période (points M et M’ de la
figure [1.4.1)), c’est-a-dire si X =Y, on a

u (x +eY;) —uf (x) ~ eV, (x).Y; (1.4.21)

Cette derniére relation montre que le gradient microscopique V,u’ est donné par la
variation de déplacement entre deux points du milieu séparés par un vecteur de périodicité.
Elle donne également les conditions aux limites que doit vérifier le champ de déplacement sur
une cellule élémentaire Y. On retrouve ces conditions aux limites sur la cellule de référence.

Il est nécessaire d’adopter une description géométrique du treillis. On ne détaillera pas
cette description (voir la figure qui fait entre autres 'objet du chapitre 2 sur les treillis
non polaires. On notera la position d’'un point dans une cellule

X = A1) ey (1.4.22)
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avec vy, Vs, les coordonnées d’un noeud n = (n, v, /) considéré comme point origine de cette
cellule élémentaire. On peut alors poser

)\(VLVQ) =& (VlYl + V2Y2) (1423)

avec v; = (v1,v2) € Z désignant la cellule dans laquelle se trouve ce noeud, ¢ le petit
parameétre et €Y et €Y les deux vecteurs de périodicité du treillis. La longueur des poutres
dans la cellule élémentaire est proportionnelle & [, une longueur de la cellule élémentaire de
telle sorte que [ = L.

On montre (Tollenaere and Caillerie [1998] ) que 'on peut développer la fonction de dépla-
cement des noeuds d’un treillis périodique sous la forme d’une suite de fonctions dépendant
uniquement de la variable \(#1+2)

uen(/\(ul,ug)) _ uO ()\(Vl,yg)) + gunl ()\(Vl,ug)) + €2un2 ()\(Vl,yg))

avec u’, la fonction de déplacement commune aux noeuds de la cellule élémentaire, c’est
la fonction limite au premier ordre du déplacement u®. Les fonctions u™, sont des fonctions
de déplacement associées au noeud n a un ordre i. L’une des principales différences avec
I’homogénéisation des milieux périodiques continus apparait. Pour les milieux continus, la
fonction u®, se développe en une somme de fonctions e‘u’(z, y), avec x, la variable macrosco-
pique et y, la variable microscopique. Pour les milieux discrets, la fonction u® se développe
en une somme de fonctions u™(\), avec A une variable unique, adimensionalisée, des co-
ordonnées de la cellule. On notera qu’a chaque ordre du développement, il existe plusieurs
fonctions u™(\), une par noeud de la cellule élémentaire. Comme dans ce cas particulier des
milieux discrets il y a une variable unique A, pour exprimer la fonction u®(A**2)) dans
le repére cartésien classique, il suffit de réaliser un changement de variable des coordonnées
adimensionalisées A’ aux coordonnées cartésiennes.

1.4.6.1 Loi de comportement macroscopique

Nous nous contenterons de brosser les grandes lignes de la méthode, une présentation plus
compléte sera faite dans le chapitre 2. Avec I’hypothése de poutres en petites transformations
et la restriction au cas des treillis travaillant en traction compression, on considére une loi de
comportement pour chaque poutre du type

N# = (N? (uP® —u®®)) e (1.4.24)

avec N? raideur associée a la barre b. La loi de comportement du milieu continu équivalent
est obtenue par la résolution d’un probléme sur la cellule de référence, qui est un probléme
d’autoéquilibre de la cellule soumise a des conditions aux limites périodiques. L’équation
d’autoéquilibre obtenue s’écrit

D Nte! (vOrl) — v Erl)) = ¢ (1.4.25)
b
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R

FIGURE 1.4.4 — Le réseau périodique, la facette S et en gras les liaisons contribuant a R

On montre [Tollenaere and Caillerie, |1998] que dans le cas des treillis en traction com-
pression, la résolution du probléme conduit & un tenseur de contrainte qui s’exprime par

1
ol=—> N'L'e®e 1.4.26
o= 72 (14.26
Il est intéressant de noter qu’une expression similaire du tenseur des contraintes a été
établie pour la premiére fois par Cauchy et Poisson (Cambou and Jean| [2001]) (voir la figure
1.4.4) dans la cas d’une cellule élémentaire & un noeud sous la forme suivante

R = sgn (e’n) .N’.e’x (1.4.27)

avec R, résultante sur la facette, e’ le vecteur directeur de la barre b, N°, force sur cette
barre b et x, le nombre de barres coupées.

Les équations [1.4.26] et [1.4.25] constituent un probléme dont les données sont le tenseur
Vu' et les inconnues les efforts N et les déplacements u™. L’équation d’autoéquilibre
se développe en un systéme constitué d’autant d’équations que de noeuds dans la cellule de
référence. Ce systéme admet une solution unique & une translation prés pour les u™. Le
report de ces u™' dans I'équation [1.4.24] fournit les N en fonction de Vu®; le report des N
dans donne [o] en fonction de Vu®, qui est la loi de comportement du milieu continu
équivalent.

1.5 Nature de dominante dans les treillis de poutres

Il convient avant de commencer I’exposé de nos travaux de fournir quelques définitions
sur la nature des dominantes pouvant apparaitre dans les treillis. Ces termes et ce classement
nous seront utiles tout au long de cette thése. On va tout d’abord rappeler briévement le
raisonnement qui améne au classement des treillis tel qu’il est présenté dans Deshpande et al.
[2001a] (voir la figure [1.5.1]).

On considére dans un premier temps un treillis composé de poutres reliées entre elle par
des liaisons de type pivot. On constate qu’avec cette hypothése sur les liaisons le treillis de la
figure [1.5.1](a) s’effondre a cause du degré de liberté en rotation aux noeuds, tandis que les
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FIGURE 1.5.1 — Les deux principales natures de dominante dans les treillis selon Deshpande
(a) dominante flexionnelle, (b) dominante extensionnelle ou de traction-compression (d’aprés
Deshpande et al.[[2001a]).

poutres du treillis triangulé de la figure M(b) supportent un effort de traction-compression.
Deshpande appelle le cas de la figure [1.5.1)(a) un mécanisme, tandis que le second cas, figure
1.5.1)(b) est appelé une structure. Dans ce dernier cas, la déformation des poutres et donc la
structure est & dominante extensionelle (ou de traction-compression). Supposons maintenant
que les liaisons soient des liaisons complétes (appelés aussi encastrement), les poutres du
treillis figure (a) fléchissent, c’est la situation de la plupart des mousses, tandis que ce
changement a peu d’effet sur le comportement mécanique des poutres du treillis M(b),
la structure reste & dominante extensionnelle. On peut noter qu'une distinction du méme
ordre apparait également dans Christensen| [2000], mais elle est moins précise. Christensen
classe un certain nombre de treillis en fonction de la forme math*ématique des propriétés

mécaniques. Soit ces propriétés sont fonction de la densité relative p—, soit elles sont fonction
Ps

Ps
car c’est la traction-compression des poutres qui est directement responsable des propriétés ;

dans le second cas, c’est la flexion des poutres qui est liée aux propriétés. Néanmoins, cette
approche ne peut étre généralisée, elle ne fonctionne que pour certains treillis. On montrera
dans le chapitre qui suit que la forme mathématique des propriétés mécaniques des treillis
possédant des noeuds internes a la cellule élémentaire peut étre beaucoup plus complexe
qu'une simple fonction en puissance de la densité relative.

Il faudrait pour distinguer le comportement mécanique des treillis, faire une étude matri-
cielle plus poussée [Hutchinson and Fleck, [2006]. Comme le montre la figure[1.5.2] Ueffondre-
ment réel de certains treillis, quel que soit le modéle de liaisons adopté (liaisons complétes,
liaisons pivot), peut se faire par rotation d’'une sous-structure de la cellule élémentaire. Les

“\ 3
de (p_) . Dans le premier cas, Christensen appelle cela un mécanisme d’action directe,
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FiGURE 1.5.2 — Effondrement du treillis Kagome par rotation d’une sous structure de la
cellule élémentaire. (D’aprés Hutchinson and Fleck| [2006])

degrés de liberté accordés a certains noeuds peuvent jouer un grand role, cela souligne I'im-
portance des hypothéses initiales concernant les noeuds : liaison compléte ou liaison pivot.
En résumé, on retiendra qu’il existe :
— des treillis & dominante extensionnelle, dont les poutres subissent une contrainte prin-
cipalement en traction ou en compression ;
— des treillis & dominante flexionnelle, les poutres subissent une contrainte principalement
en flexion ;
— des treillis sans dominantes, une partie des poutres travaille en flexion tandis qu’une
autre partie travaille en traction-compression.

1.6 Conclusion

Cette bréve présentation des méthodes d’étude mécanique des treillis nous a permis de
justifier le choix de la méthode d’homogénéisation asymptotique discréte développée par
Tollenaere, Mourad et Caillerie (Tollenaere and Caillerie [1998], Moreau and Caillerie| [1998],
Mourad|[2003|, Caillerie et al.| [2006], Raoult et al. [2008]). On notera que nos travaux portent
uniquement sur I’étude de treillis 2D ou 3D (figures b et d) et non sur les poutres 2D
et 3D ou des plaques 3D (figures a, ¢ et e), qui font 'objet d’études spécifiques.

On peut rappeler les principales raisons de ce choix. L’orientation vers des méthodes d’ho-
mogénéisation discréte s’est imposée, car on considére a priori le milieu de départ, le treillis
de poutre, comme étant un milieu discret. C’est une méthode rigoureuse, qui tient compte
des déformations locales (déplacement en chaque noeud) au sein d’une cellule élémentaire.
Cette méthode ne présuppose pas de la loi de comportement & obtenir. Bien que, comme on
le montrera dans le chapitre 3 portant sur I'homogénéisation micropolaire, on sera amené a
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faire des hypothéses sur le milieu visé pour simplifier les calculs. On peut facilement 1’auto-
matiser et ajuster le degré de finesse de I’homogénéisation. Enfin, elle peut traiter des treillis
de topologies et de caractéristiques mécaniques variées.

Dans le chapitre qui suit, on montrera comment cette méthode peut étre programmeée de
maniére & obtenir de facon automatique le tenseur des contraintes homogénéisé en fonction
d’un fichier texte de données d’entrée.
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Préambule

Ce chapitre est essentiellement la reprise d’un article paru dans la revue Technische Me-
chanik, il apparait ci-dessous in extenso. On a ajouté un résumé en francais et quelques
applications et remarques en fin de document.

On a essentiellement automatisé la méthode d’homogénéisation développée par Caillerie,
Tollenaere et Mourad en utilisant un modéle de poutre de Bernoulli simplifié. La simplification
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concerne le fait que I'on néglige les rotations aux noeuds, les considérant comme nulles dans
certains cas de chargement et de géométries de treillis. Le seul paramétre cinématique est
alors le déplacement.

Discrete homogenization of architectured materials :
implementation of the method in a simulation tool for the
systematic prediction of their effective elastic properties

F. Dos Reis, J.F. Ganghoffer

Résumé

Les équations d’équilibre des matériaux architecturés tels que les mousses, les tissés
ou tout autre matériau ayant une microstructure sous forme de poutre induisent un com-
portement particulier. Ce sont les propriétés mécaniques et la topologie de ’assemblage
de poutre a 1’échelle microscopique qui provoque ce comportement. On se propose d’étu-
dier 'obtention des propriétés mécaniques des treillis 2D et 3D. On va, utiliser pour cela
la technique d’homogénéisation asymptotique pour obtenir les expressions des propriétés
équivalentes en fonction des microparameétres géométriques et mécaniques. Le compor-
tement de différents treillis 2D est calculé puis comparé & des simulations EF pour le
valider. Dans le but d’analyser les contributions respectives de la flexion et de I’exten-
sion aussi bien & I’échelle micro et macro, un treillis mixte est congu spécifiquement. On
calcule ses modules mécaniques en fonction des paramétres géométriques et mécaniques.
On obtient, pour ce treillis, une loi d’échelle du module élastique en fonction de la den-
sité relative montrant une complexe évolution non linéaire. Cette loi décroit de maniére
importante lorsque la flexion devient le mode dominant. La matrice de souplesse obte-
nue ne respecte pas les symétries attendues pour ce qui est du module de cisaillement,
ce qui s’explique par ’hypothése trop restrictive que I’on a adoptée qui est de négliger
les rotations en les considérant comme nulles. Aprés extension de la méthodologie au
cas 3D, le comportement mécanique des mousses de Kelvin sous compression est obtenu
sous la forme d’un milieu continu isotropique équivalent, concordant aussi bien avec les
simulations EF que la littérature sur la question. La encore, la matrice de souplesse ne
posseéde pas les symétries requises pour les modules de cisaillement lorsqu’on néglige
la rotation des noeuds. On propose une classification des treillis en fonction du choix
du milieu continu équivalent et de la nature des contions aux bords, notamment de la
présence ou non de microrotations. Un des principaux résultats de la contribution pré-
sente est de montrer le besoin de ’extension de ’homogénéisation asymptotique vers un
milieu micropolaire, en tenant compte des microrotations aux noeuds comme des degrés
de liberté supplémentaires aussi bien a 1’échelle microscopique que macroscopique.
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Abstract

The kinematics and the balance equations for multiphase micro-architectured ma-
terials such as foams, textiles, or beam-like structures exhibit a peculiar macroscopic
behavior. The topology and mechanical properties of their structural constituents at the
microscale induce this behavior. The derivation of the effective mechanical properties
of 2D and 3D lattices made of articulated beams is herewith investigated. The asymp-
totic homogenization technique is used to get closed form expressions of the equivalent
properties versus the geometrical and mechanical micro-parameters. The effective be-
havior of a 2D hexagonal lattice is calculated, and is validated by comparison with FE
simulations results. In order to analyze the respective roles of flexion and extension at
both the micro and macro scales, a mixed lattice has been conceived, accounting for
both extensional and flexional effects in a versatile manner. Its effective moduli are cal-
culated versus geometrical and mechanical parameters of the beams. The scaling law of
the effective traction modulus versus density shows a complex nonlinear evolution. This
law has a drastic decrease when flexional modes become dominant over extensional ones.
The obtained compliance matrix does not exhibit the expected symmetries when shear
behavior is considered, which is explained by the too restrictive assumption of rotations
being suppressed at the edges. After extending the present methodology towards the 3D
case, the effective mechanical behavior of Kelvin foams under compression is obtained
with an isotropic continuum behavior which is in good agreement with both the litera-
ture and FE simulations. The effective compliance matrix of the equivalent continuum
does not exhibit some of the required material symmetries under shear when the edge
node rotations are prevented. A classification of lattices with respect to the choice of
the equivalent continuum model is proposed, according to the nature of the boundary
conditions, considering especially boundary micro-rotations. One of the main results of
the present contribution is the need for an extension of the asymptotic homogenization
to a micro-polar continuum, by considering lattice micro-rotations as additional degrees
of freedom at the microscopic and macroscopic scale.

2.1 Introduction

Architectured materials such as polymeric and metallic foams as well as network models
(biological membranes) have attracted the interest of many researchers in the last decade.
This is due to their specific mechanical properties, which make them suitable materials for
their high crash absorbing capacity. The derivation of the mechanical properties of foams
with a regular architecture (in the sense of being endowed with a quasi periodic network),
in relation to the topology of the cellular material and the material mechanical properties,
is especially interesting and important. It allows for understanding the mechanical behavior,
and the foam architecture required to achieve optimized properties at the structural level.
The appropriate size materials, the lattice topology and mechanical properties can be selected
based on a quantitative understanding of the macroscopic impact of the microstructural
parameters.

Attempts to derive those effective properties as closed form expressions of the geometrical
and mechanical parameters of the lattice representing the foam are so far not satisfactory.
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This may be attributed to the difficulty of the task when considering the association of com-
plex geometries and multi-axial loadings. However, this complexity is essential to reproduce
the behavior of foams and lattices during their service life. The role of imperfections and
heterogeneities, like strain localization phenomena (accompanied by density heterogeneities)
as well as the need to extend the kinematics (extra nodal degrees of freedom, such as micro-
rotation), may also prevent or complicate this task.

Accordingly there is clearly a need to develop a general and versatile tool able to calcu-
late the effective behavior of architectured materials endowed with a discrete topology, in a
systematic and automatic manner.

A brief summary of the main literature works is next exposed. [lei Zhang and xing Lu [2007]
study the nonlinear behavior of foams under strong compression, and performed a numerical
study for a lattice modified by a Voronoi type perturbation. In the same spirit, |[Li et al.
[2006] analyzes the effects of mesh imperfections, using an energetic averaging on a RVE; see
also Burgardt and Cartraud [1999] in the line of energetic averaging method with a periodic
lattice. One can also mention in the same line of thoughts the contribution of |Badiche et al.
[2000], whereby the authors use a quasi periodical model to describe the non uniformity of
stresses generated in a truss under strong compressive loads in the plastic regime. In Sullivan
et al. [2008], the authors develop a micro-mechanical model based on an energetic approach;
the model accounts for the eventual anisotropy induced by the lattice deformation along an
axis, which accounts for the observed increase of length of certain foams due to the fabrication
process. Nevertheless, all the aforementioned references, including the fundamental work by
Zhu et al. [1997] on the tetrakaidecahedral truss, reflect a case by case approach in the sense
Zhu and al. have to adopt assumptions related to the reciprocal deformation of the beams
within the lattice. The complexity of the task is reflected by the complexity of the calculations
required for each specific considered architecture. A big advantage and superiority of the
discrete homogenization technique lies in the automatic calculation of the effective behavior.
This technique is solely based upon the geometrical representation of the truss; it allows
in most cases (at least in a small displacements and strains framework) to derive closed
form expressions of the effective moduli, explicitly reflecting the microscopic geometrical and
mechanical parameters at the unit cell level.

In the present contribution, we elaborate a variant of the asymptotic homogenization
technique recently developed by (Mourad| [2003], |Caillerie et al.| [2006], Tollenaere and Cail-
lerie|[1998], [Raoult et al.[[2008]) in view of the calculation of the effective behavior of periodic
lattices. This methodology is applied to various 2D lattices under compression and shear.
In order to validate the effective moduli calculated from the asymptotic homogenization, a
series of FE simulations has been performed for the 2D hexagonal truss, in a manner similar
to |Alkhader and Vural [2008|. The principle of those simulations has also been exploited by
Roberts and Garboczi [2002]. The present results will further be compared with the reference
results from Gibson and Ashby| [1997], related to foams with flexion as the dominant defor-
mation mode, and relying on an empirical argumentation essentially based on dimensional
analysis (Despois et al.|[2006]).

As a further motivation, a result announced in Gibson and Ashby relative to the principal
deformation mode of beams for hexagonal lattice (with reference to honeycombs) under
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Figure 2.1.1: Deformation modes of a honeycomb structure according to |Gibson and Ashby
[1997]

compression is ‘clamped without rotation of the boundaries’ (Figurd2.1.1)); although this
assumption is invalid in some loading cases, we adopt it in the present work.

Therefore, we shall primarily focus on loading the trusses considered below in tension /
compression. However, we note that the assumption of non-rotating nodes directly influences
the choice of the equivalent continuous medium, non-polar in the present work.

We herewith restrict us to kinematics to the linear geometrical framework, which is jus-
tified for most of the applications in view (foams and networks in the elastic regime). We
further focus on the derivation of the elastic properties of foams, or more generally architec-
tured materials endowed with a discrete and periodic topology at the micro level. The main
steps of the discrete homogenization technique are first exposed, highlighting the novelty of
the present approach. Derivations of effective mechanical properties are first achieved for 2D
geometries, with closed form expressions being compared with FE simulations. The extension
to 3D architecture is next envisaged, considering more particularly Kelvin foams, recognized
as a prototype architecture of many foams.
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2.2 Effective mechanical behavior of 2D lattices from
discrete homogenization

Materials with cellular structure are widespread in nature and include wood, cork, trabec-
ular bone. The microstructural features of cellular solids affecting their mechanical response
are most easily observed in engineering honeycombs and foams, (Gibson| [2005]. Metallic
and polymeric foams usually do not deform homogeneously under compression or multiaxial
loading, and strain localization bands form in compression. The plateau observed on the
overall load displacement curve results from the formation and propagation of such bands.
The densification starts when all cell rows are crushed. These strain localization phenomena
must normally be taken into account for the identification of a constitutive model, as well
as the heterogeneous density field, which can be identified from tomography analysis. The
typical response of foam under compression exhibits three main stages:

- An elastic phase limited to small deformations;

- A second plateau zone which is beneficial for shock absorption;

- A third phase of densification characterized by a strong increase of the loading.

The cellular architecture and the mechanical properties of the foam material are respon-
sible of these remarkable properties; accordingly, any mechanical analysis of the behavior of
foams consists of trying to link the overall properties of foams to their cellular architecture
and to the mechanical properties of the underlying constitutive material (Gibson |2005]).
The advance in manufacturing technique promises that, in the near future, the fabrication of
functional cellular structures will be achieved with the desired cellular microstructure tailored
to specific application in mind. In this perspective, it is essential to develop a detailed un-
derstanding of the relationship between mechanical response and the cellular microstructure
(Alkhader and Vural [2008]).

Here we concentrate on the first deformation stage at low densities, when densification
does not yet take place and the overall response may still be modeled as elastic.

2.2.1 Discrete homogenization: description of the method

Generally speaking, the discrete homogenization can be described as a mathematical
method to derive the equivalent continuous medium behavior of a repetitive discrete structure
made of elementary cells. This technique is inspired by the homogenization of periodic media
developed since the early eighties (Bakhvalov & Panasenko, 1984, Panasenko, 1983, Sanchez,
1980); it has been recently applied by (Mourad|[2003]), (Warren and Byskov| [2002]). More
recently, (Pradel and Sab| [1998]) applied the discrete homogenization in combination with
the energy method. The general idea at the base of the method is the periodic repetition
of an elementary cell made of beams connected at nodes to define an infinite lattice; it
may explained as follows. Consider a finite 2D (surface) or 3D structure, parametrized by
a small parameter, the ratio between a characteristic length of the basic cell length to a
characteristic length of the structure. Maintaining the reference area or volume fixed, one
considers the limit situation of a continuous density of unit cells obtained when the small
parameter tends to zero. In this limit, a continuum, equivalent in a certain sense to the



CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DISCRETE,
AUTOMATISATION DE LA METHODE AVEC UN MODELE POUTRE SIMPLIFIE 42

initial lattice, is obtained. To obtain this limit behavior, one does mathematically study the
equilibrium of the lattice and the dependence of is governing equations versus the introduced
small parameter. Asymptotic expansions of the nodal position, tensions and external forces
are written and inserted in the equilibrium equations, preferably expressed in weak form.
Taylor series expansion of the displacements and possibly rotational degrees of freedom are
next inserted into these equilibrium equations. The discrete sums are finally converted in the
limit of a continuous density of beams into Riemann integrals, thereby highlighting continuous
stress and strain measures. We refer the reader to papers by Caillerie and Tolleneare regarding
the more mathematical aspects and the implementation of the method, however restricting
to lattices of articulated beams Mourad| [2003], |Caillerie et al. [2006], Tollenaere and Caillerie
[1998], Raoult et al.| [2008]. The focus in the present paper is on the geometrical linear
framework (the beam orientation and length are supposed fixed), which will prove sufficient
for the applications in view. The writing of the equivalent continuum behavior allows next to
identify the equivalent properties (traction and shear moduli, Poisson’s coefficient, density)
of the homogenized lattice versus the lattice geometrical and mechanical properties.

The forthcoming sections will expose in a synthetic manner the principal steps of the dis-
crete homogenization technique, as a variant of the method originally developed in (Mourad
[2003], Caillerie et al.| [2006], Tollenaere and Caillerie| [1998], Raoult et al.| [2008]). The es-
sential modification brought to the methodology developed by previous authors is the the
consideration of beam lattices, wich entails a specific definition adopted for the transverse
force; this technical point will be developed in the paragraph [2.2.1.4]

2.2.1.1 First step: formulation of the equilibrium involving the stress vectorsS!

To simplify subsequent technical developments, we assume nil body forces, and choose the
virtual velocity field v such that it vanishes at the edges; hence, the weak form of equilibrium
over a domain €2 writes in terms of the Cauchy stress o.

/ o:V,vdr =0 (2.2.1)
Q

with V, the gradient with respect to the variable x, the double point denoting the double
contraction of two second order tensors. A change of coordinates is performed in order to
express the previous equation in a set of curvilinear coordinates A = (A!, A2, A\3); we thereby
follow the method exposed in [Mourad| [2003]. The spatial position of a material point P is
written x = x'e; in Cartesian coordinates, as an expression of the vector function

x =R\, A% 0°) (2.2.2)
A covariant basis in curvilinear coordinates can be defined as the set of vectors
oz’
oxit
The contravariant basis vectors of the curvilinear coordinate system, €, are defined by

ep = (2.2.3)



CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DISCRETE,
AUTOMATISATION DE LA METHODE AVEC UN MODELE POUTRE SIMPLIFIE 43

e) - e} =0 (2.2.4)

with 5} the Kronecker symbol. In order to obtain the expression of the stress tensor in
generalized curvilinear coordinates, we make the change of variables z = x (\) in the equation
([2.2.1); the Jacobian of this transformation is g, hence dz = gd\. For a virtual velocity field
v, this coordinate change induces the following relations between the velocity gradients

o
Vv = > @el (2.2.5)

ON
The equation (2.2.1)) can then be expressed in the form

/Q :(Vev)de = / (g)\ ® el)gd\ = /Q(O’ -el). g—)\gd)\ =0 (2.2.6)

One accordingly sets the stress vector as

Si=go el (2.2.7)

The equilibrium equation follows from the equations (2.2.6) and (2.2.7) in terms of the
stress vector S!

; Ov
/s ar=0 (2.2.8)

From the definition and the equilibrium equation (2.2.6)), one can then express the

force-stress tensor as the dyadlc products of the stress Vector S1 with the position gradient
R

O\

1 1., OJOR
=-S'®e = -8 4
o p X € P ® N

We next calculate the stress vector S' from the homogenization of the beam’s lattice
equilibrium equations.

(2.2.9)

2.2.1.2 Second step: homogenization of the discrete equilibrium equations

As a prerequisite, we number the nodes and the beams and define a unit direction for
these beams. We define the set B(b), composed of beams numbered b and the set of nodes
N (n) consisting of nodes numbered n. We also define the following three sets of beams
b, O (1), € () et E[(R). In these sets, 7 is the origin, end or side node respectively. We
summarize some of the useful notations in Figurd2.2.1]

We denote the force applied to a beam b to the end node n by T®. The balance equilibrium
of each beam immediately implies that there is an opposite force —T? acting on the origin
node. Forces at the nodes of edges will be denoted f. With these notations, one can write
the equilibrium equation of the lattice
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d: displacement

d(E(b))
O(b) e; =Y2
d(O(b)) Aoyt
curvilinear 1
€

Cartesian e,

Figure 2.2.1: Kinematic and static variables for a beam element

STt YT Y fP=o (2.2.10)

beO(7) be& () be&[ ()

We assume that no rotations occurs at the lattice nodes, and therefore no couple stresses
acting on the lattice edges. These assumptions will be further discussed regarding their
validity in the sequel. The previous equilibrium equation (2.2.10]) is conveniently expressed

in virtual power form
yoTh. [ ( ()) v (E (b))] ~0 (2.2.11)

beB(b)

Written in this form, the summation over all the beams is difficult to handle: we will
instead rewrite the previous equation by decomposing this sum, changing the way the ge-
ometry of the lattice is represented. In order to describe an infinite lattice, we decompose
the sets used above, B(b) and N (72) repeating on Z* an elementary cell of the lattice, which
we call reference cell. We hypothesize that in its deformed state the lattice is quasiperiodic.
In the reference cell, the sets of nodes and beams are finite dimensional, and are named
Nz and Bg respectively. Thus, to any triplet v¢ = (v!,v% v3) € Z* (doublet in 2D), we
associate a basic cell; hence, the nodes of the whole lattice can be described by the quadru-
plets 7 = (n,v',v? v3) in Ng x Z3 and beams of the whole lattice can be described by
b= (b,v',v% v?) in B x Z3.

With these notations, we note that within the reference cell one can select the node of
origin of a beam O(~) so that it belongs to the reference cell. This origin node can be repre-
sented by the quadruplet (n,v!,v2 v3). Nevertheless, the end node E(b) does not necessarily
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belong to the reference cell, but is necessarily included in an adjacent cell numbered by
(vt + 6 0% 4+ 6%, 03 + 63). The triplet (§',6%,6%) € Z3, and the end node either belongs to
the reference cell or to a cell next to it: this means that in the general case §* € {—1,0,1};
these integers 6° will be particularly useful in the discrete homogenization phase.

At this step, we can rewrite the equation as a double sum

YD TP [v(O®) - vI(ED) =0 (2.2.12)

UiEZSbEBR

We can decompose TP in a normal and a transverse force, hence the principle of virtual
power is

DY (N'+T)) - [v(O(b) —v(E®D) =0 (2.2.13)
vi€Z3bEBR
The discrete homogenization, like the periodic media homogenization, is based on asymp-
totic expansions of the kinematic and static variables versus a small parameter ¢, ratio of a
typical length characteristic of an elementary cell to a structural length. We consider that
this small parameter € — 0. To homogenize, it is necessary to parameterize the entire struc-
ture by ¢; this concerns the geometry as well as the constitutive behavior. We accordingly
set the Lagrangian curvilinear coordinates as \° = cv’.
The positions of nodes can then be defined by the vectorial function

R°(7) = RY(\°) + eR™(\°) + ... (2.2.14)

With R(A\°) the leading term. We associate a function of the node displacement as

d(n) = d°(\°) +ed™(X°) + ... (2.2.15)

From the definition of R%(n2), the position of the nodes, one obtains the following asymp-
totic expansion of the length of the beams (Mourad| [2003])

10 = el 4 &2 4 . (2.2.16)

We shall retain only the dominant term. The superscript " indicates that we consider the
initial value before any deformation, in coherence with the small deformation framework. The
superscript ¢’ indicates that we make the asymptotic expansion of the quantity considered.
We consider that for the unit direction vector’s of the beams, e®* = e is independent of ¢,
this means that these vectors are related to the assumptions of small perturbations.

The asymptotic expansion of virtual velocity v¢, is written by Taylor series expansion

\a (O <B>> —v° (E <B>> =v(X\°) = v(A* 4 &6?) = —6%5% + ... (2.2.17)

Regarding the asymptotic expansion of the forces, we will use the mechanics of beams,
considering an Euler-Bernoulli model. In the present 2D case, the unit vector eg in Cartesian
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coordinate system is normal to the planar lattice. A vector e*t

transversal vector for beam b, viz

is introduced, as the unit

e =egned (2.2.18)
The force exerted on beam b
T® = NP + T;e* (2.2.19)
decomposes into the normal force
Nfbb—Esssb d® (E (b)) — d° (O (b)) .€°) .€® 2.2.20
e’ = —5— (d*(E(1) —d" (0 (1))) €”) e (2.2.20)
and a transverse force
12E,1¢
Tebebt = (lab); ((d° (E (b)) — d° (O (b)) .€>*) .e™* (2.2.21)

E, represents the Young’s modulus of the beam material, S is the beam section (the
beam section is supposed rectangular, with a unit thickness). Another choice could have to
be done without harming the demonstration. In the case of a rectangular section, the section
of the beam is S = t** . I, is the quadratic moment of the beam.

The order in € of the development of the section ¢° is obtained from the density p* of the
lattice, which is constant, independent of ¢, scaled as

t&b
pr o Iz (2.2.22)
From this relation, it follows
0 oc 1 (2.2.23)

If one develops this relation as the equation (2.2.16)), we obtain

0 = et 4 2 (2.2.24)

Retaining only the dominant term, we get the quadratic moment for a beam of rectangular
section and unit thickness

)’
ID = (2.2.25)
Due to the presently adopted method which relies on beam mechanics, the transverse
force differs from the one given in (Mourad [2003], Caillerie et al.| [2006], Tollenaere and
Caillerie [1998], Raoult et al. [2008]); the interest of the present method is explained in more
details in the subsequent paragraph [2.2.1.4]
It remains to express the displacement difference between the extremity nodes of a beam;

a Taylor series development leads to
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d® (O (b)) = d° (A°) + ed®=OL (1) + .. (2.2.26)

d® (E (b)) = d° (A +0”) 4+ edPrOT (3 +£6%) + ... =

ado(\e) adER L)
0 /\e ib Er(b)1 (e 2 zb _
d” (\°) +¢ N 0" +ed ()\)—l—é?—a)\ )
0
d’ (AE)+5<8da§ )5“’+dER<b ()\E)) . (2.2.27)
d® (E (b)) — d* (0 (b)) = (dER(b (A%) — d%=®t (xe) + a%(;i )5“) + ... (2.2.28)

withd#2®)1 (X)) and dO=®) (X¢) the unknown displacements of the reference nodes within
the unit cell. We show in section (2.2.1.3) how to solve these unknowns. In order to simplify
the following developments we define

dDfpo = d° (E (b)) —d° (O (b)) = ¢ (dER<b>1 (A%) — d%=®1 (x7) 4 5‘(29:)5%) + ... (2.2.29)

Inserting the equations (2.2.24)), (2.2.25)), (2.2.28), (2.2.16) in the equations defining the

forces(2.2.20) and (2.2.21)), one obtains

eb b Estb 5 b ¢ib b
N=e® = b (dDgo.€”0%).e (2.2.30)
B, (t9)° .
Tetet = (;)Q (dD° po.€™+ %) P+ (2.2.31)
If we further insert the last two equations in equation (2.2.19), we get
e E tb € i ES tb ’ £ )
T = — (D" po-e bibyeP + (lg)g) (dD° po.€™+ %) P+ (2.2.32)

Finally, if we substitute equations (2.2.32) and (2.2.17) in(2.2.13)), the following discrete
weak form of equilibrium is obtained

Egt® b ey b | Ls (tb)3 c bl <ib\ bl Ov(A®) B
ZZ(lb( po-e®8”)e” + 7 (dD°go.€™* 67) e ) [ 8}&5}_0

vi€Z3bEBR
(2.2.33)
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We can write this equation in the 2D case in the form
. [ov(Ne)
2 1 —
Z; D st la—A] =0 (2.2.34)
viez3ie{1,2}

In this equation the vector S' can be defined as

E, ()’

(17)°

. Egtb , , ,
S — Z ( ;b (dDEEO-eb 6zb)eb 4 (dDEEO~ebJ_ 511)) .ebj_) 511) (2235)
beBRr

Hence, St can be expressed in the condensed form

S'=>" (N'+T}) 6" (2.2.36)
beBr

We next use the following result (Mourad| [2003]) to transform the discrete into a continu-

ous equilibrium formulation: “for any sufficiently regular function g, the quantity €2 > g(ev?)
vieZ3

can be interpreted as a Riemann sum of an integral over €. It tends tofQ g(N)d\ as € goes

to 0”. Thus, using this proposition, the equation (2.2.34)) can be written

. Ov(A9)
.o——2d 2.2.
/Q st P g (2.2.37)

From the stress vectors S', and using equation (2.2.9), one can then formulate the stress
tensor o as

o= lSi ® aR
g O\

Observe that the macroscopic variables naturally follow from the homogenization tech-
nique, and there is no need to define the macroscopic fields as averages of their microscopic
counterpart, as in classical homogenization methods.

The automatic treatment of the steps of the discrete homogenization has been imple-
mented in a Maple code; these steps are summarized in the following algorithm (.1l In
the examples to be treated next, only lattices with fixed unit vectors in the curvilinear sys-
tem have been considered. To avoid confusion in notations, the vectors of the curvilinear
coordinates are denoted Y; = €7, and the Cartesian vectors (i, j,k) = (e, ez, e3). The lat-
tice topology can be modified by simply rewriting a text file describing its geometry and
connectivity.

(2.2.38)
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1. Imitialization of the tables of initial data. Definition of the function R such that :
X = R()\l, A2, )\3)

od od
2. Transformation of the expression ( ) > ( ) . (to avoid confusion in
8)\Z ( A A) 8)\1 (e1,e2)

examples and the Maple code, the vectors of curvilinear system are denoted Y; = e},
the vectors of Cartesian system are denoted (i, j, k) = (e1, e, e3)).

3. Decomposition of the resultant T® = N°+ T?, sum of the normal and transverse forces
N’ T?, versus the displacement unknowns d®z®)! (X¢), d9=®1 (X) and the first order
Taylor series expansions of d°.

4. Solution of the self-equilibrium equations (equilibrium at each node) > TP -
bEBR
[V (O() —v(E(b)]=0
5. Expression of the stress vector S = Y (N°+4 T?) ¢

beBR

1. OR
6. Calculation of the stress tensor o = -S'® B\

g KA

7. Calculation of effective properties

Algorithm 2.1 Algorithm for the automatized discrete homogenization

2.2.1.3 Self-equilibrium equations and evaluation of the displacement
unknowns in the case of internal nodes

The truss equilibrium implies the unit cell (or reference cell) equilibrium. The equation
(2.2.12)) can be rewritten in the form

Y TP [v(O(®b) - vI(ED) =0 (2.2.39)

beBr

with Bp the list of nodes for the reference cell. Equation (2.2.39)) can be expanded into as
many independent equations as internal nodes, since it applies for any nodal velocity v (.);
the resulting system of equations allows to solve for the unknown displacements dZ=®?1 (\¢)
and d92®1 (X¥) of the reference nodes within the unit cell.

2.2.1.4 Interest of the adopted definition of the transverse force T?

The method developed in Mourad| [2003] and |Caillerie et al.| [2006] uses the moment
equilibrium equation to replace the expression of the transverse forces T? in the equation
by the couple M generated by the angular variation between two consecutive beams.
This modeling approach is customary in the field of applications considered by the authors,
namely molecular dynamics or interatomic physics, with an application to carbon nanotube’s
microstructure. The authors adopt the mechanics of interacting bars, whereas we choose
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(a) Couple due to the angular variation between
two bars (Caillerie et al.| [2006])

(b) Couple generated by the displacement difference between the end nodes of the same
beam (present work)

Figure 2.2.2: Differences between the couples in the present method and in |Caillerie et al.
[2006|

beam mechanics for the description of the lattice behavior. In our treatment, the expression
of the couple stresses and thereby of the transverse forces is linked to the difference of
displacements between the extremity nodes of a given beam. Figure[2.2.2]shows the difference
between both methods (considering the linearized method adopted in |Caillerie et al.| [2006]).
In present approach the couple is a fonction of the displacement difference between the end
nodes of a beam. Caillerie and al. use the angular variation between two beams in (Caillerie
et al. [2006).

Moreover, in order to be able to use the rotational equilibrium equations, the previous
authors identify the rotation of the beam to a rigid body motion, implying the assumption of
beams without internal transverse force. We adopt, to the contrary, the beam theory, with
the couple considered as an internal moment.

The assumption adopted in the present treatment of couples simplifies the problem for-
mulation, since one does not need the moment equilibrium to solve the problem, assuming no
node rotations. This method offers additionally interesting perspectives: when considering
node rotations, the couple equilibrium equations shall furnish additional equations allowing
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the extension of the present model to the construction of micro-polar continua by homoge-
nization, which seems impossible with the method developed by |Caillerie et al. [2006].

2.2 Test on a 2D “hexagonal” or “honeycomb” lattice under
compression

The geometry of the 2D honeycomb lattice is shown in the previous Figurd2.1.1] assuming
for a regular hexagonal lattice the geometrical constraints h = [ and 6 = 30°. The effective
Young’s modulus, Poisson coefficient and relative density are given versus the microbeam
length [, width ¢ and the microbeam modulus E

A4E3/3
Fr=_—2¥" 2.2.4
31(12 + 3t2) ( 0)
[? —¢2
= 2.2.41
V12 l2 + 3t2 ( )
P ;ﬁ (2.2.42)

One can observe that in the case of slender beams (beams with a large length to width
ratio, viz [ > t), the previous expression of the effective traction modulus ([2.2.40) becomes
e AEt3/3

73
Gibson and Ashby| [1997]). One can further explore a wider range of beam length to width
ratio; we focus on ratios that are comparable or less than unity. The Figurd2.2.3| shows a
discrepancy of the effective properties with the Gibbson and Ashby results: for a ratio about
5, the relative error is about 10%, and it further increases with decreasing values of [ /t. Note,
however, that in this case the initial assumption of slender beams looses its validity.

, which is identical to the formula obtained by various authors (Gibson| [2005],

A numerical simulation has been performed, in order to test whether the homogenized
expression of the modulus, incorporating compression effects, is more accurate than the Gib-
son and Ashby formula Gibson| [2005], |Gibson and Ashby|[1997]. The mechanical properties
of aluminum have been adopted for the microbeams of the lattice, viz

E, = 72000 N/mm?

v=20.33

To minimize edge effects inherent to such simulations on finite domains, we use a lattice
with 16x16 cells (judged as including a sufficiently large number of cells). The edge condition’s
consists of blocked rotations, the node at the bottom left is fixed, with all bottom nodes having
a fixed vertical displacement (Figure . Both a Bernoulli type element (no shear, Abaqus
beam element B23), or a Timoshenko type element incorporating shear (Abaqus element
B22), have been considered. This last element is more adequate in the case of beams with a
relatively small length to width ratio. The considered sample being simulated represents an
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20

(BB {GRAI)E

Figure 2.2.3: Evolution of the relative value (in percent) between the effective modulus for a
hexagonal lattice in (Gibson| [2005], Gibson and Ashby|[1997]) and the homogenized modulus,
vs. the ratio L/t.

area of lmm?, with a relative density p* = 0.15, corresponding to beam elements with length
0.0385 mm and width 0.005 mm, endowed with a rectangular section. FE simulations with
a higher density p* = 0.24 will also be performed (the width is 0.008 mm), corresponding to
a length over width ratio of 5. The FE results of virtual compression tests are exploited in
terms of the equivalent modulus (normalized to the material modulus) and Poisson’s ratio;
considering the external nodes (average of two nodal values on each edge), the following
definitions of the numerical homogenized properties are adopted

E* 0922
- = 2.2.43
Es (FE) gtopEs ( )

% Elateral
op

with self explanatory notations. As the linear dimension of the cube is 1 mm, and since
the modulus of the microbeam FE is expressed in units of N/mm, the longitudinal and lateral
sample deformations follow from the edge displacements as

Etop = U2 topnode (2245)

Elateral = Ulm’ghtnode - Ulleftnode (2246)

U1, U2 denote the horizontal and vertical displacements, respectively.

The FE results (Figure [2.2.5)) as apparent from the detailed view of the mesh distortion
(see the insert of Figure [2.2.5b)) show that the initial assumption related to the deformation
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(b) Zoom on the microbeam deformation

Figure 2.2.5: Hexagonal lattice under compression
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Beam width and
element type

Homogenized properties
(this work)

FE results

G&A results

Bernoulli, t=0.005mm

E* = 347TMPa, v}, = 0.94

E* = 355MPa, vi, = 0.97

E* = 364MPa, v}, = 1

Bernoulli, t—=0.008mm

E* = 1321MPa, v}, = 0.85

E* = 1368MPa, v}, = 0.88

E* = 1492MPa, v}, = 1

Timoshenko, t=0.005mm

E* = 347TMPa, v}, = 0.94

E* = 338MPa, v}, = 0.97

E* = 364MPa, vj, =1

Timoshenko, t=0.008mm

E* = 1321MPa, v}, = 0.85

E* = 1222MPa, v}, = 0.90

E* = 1492MPa, vj, =1

Table 2.1: Results obtained for the mechanical properties of a hexagonal lattice

mode of the microbeams in the truss is validated: there is obviously no rotation of the edge
nodes in this compression loading mode.

2.2.1.5 Comparison of effective homogenized properties with FE results and
literature values

The homogenized elastic properties are compared with FE results and to the Gibson and
Ashby |Gibson and Ashby| [1997] results in the Table [2.1]

This Table highlights the following points:

— Homogenized properties are closer to the FE values, and a discrepancy with the Gibson
and Ashby results is observed for both densities.
— The evolution pictured in Figured2.2.3| reflects the discrepancy between the analytical

results of Gibson and Ashby and FE results.

— A supplementary effect due to the micro-beam shear exists, which cannot be neglected
when the length to a width ratio is less than 5 (for a beam with width t=0.008). This
effect is not taken into account by the present code, based on a Bernoulli beam element.

2.2.2 A mixed flexional extensional lattice: the 2D
“OctogonMixed” lattice

Since a shear loading is prone to induce flexion (whereas no flexion will generally accom-
pany compression tests), we have conceived and generated a 2D 'OctogonMixed’ lattice. This
lattice first illustrates the power of the asymptotic homogenization technique, in comparison
to other approaches, like the energetical method, which may not work for complex lattice
topologies. In the discrete homogenization, we will not use assumptions of average quantities
on a cell or assumptions related to the mathematical form of displacement fields in the unit
cell. We rather use the mechanical equilibrium at the nodes; this improves the consistency
of results from a mechanical point of view. Perhaps more importantly, this lattice is novel in
itself, since it can represent a mixed continuous flexional / extensional behavior, when the
topology is varied according to a process being described in the sequel.
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Figure 2.2.6: The“OctogonMixed” lattice. (The nodes with a solid circle belong to the reference
cell. The nodes with a hollow circle belong to adjacent cells)

2.2.2.1 Homogenized properties

A new lattice having the ability to account in a flexible manner to both extensional and
flexional behavior has been conceived (Figureg2.2.6)), coined the “OctogonMixed” lattice.
The relative length of diagonal versus axial beams has been parametrized by the scalar r

Lo=(1—7)-L (2.2.47)

Lo=1-L/V2 (2.2.48)
with L, length of vertical and horizontal beams, and L, length of diagonal beams.

Thereby, one can span a wide spectrum of behaviors, from purely extensional ones with
r = 0 corresponding e.g. to the tetragonal lattice, to a purely flexional behavior when r = 1,
corresponding to a 'diamond’ type lattice; intermediate values of the parameter r describe a
lattice with a mixed flexional and extensional behavior. The width ¢, of the axial beams has
here been taken as t, = t4/10. The width of diagonal beams is denoted t = t4. As regard to
the boundary conditions, the edge nodes are clamped and no rotational d.o.f. of the nodes
are considered. The homogenized properties are obtained as follows

kld kla kpd
Er = 2.2.4
! kla kld + 2 kld kpd + kla kpd (2.2.49)
i} kla (kld — kpd) (2.2.50)

Y127 Lo kid + 2 kid kpd + Kla kpd
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. 1/5(1—r)Lt+2rLv2t
— =

p (2.2.51)

The same properties result for the second axis, due to the isotropy of the equivalent
continuum material. The variables kia = kid = Ft;/L; in the expressions above are the axial
moduli of the microbeams, with ¢;, L; their width and length, respectively, and kpa = kpd =
12E,I,/L? the flexion moduli.

2.2.2.2 Comparison with FE results

The geometrical and mechanical (aluminum) characteristics are those of the previously
described honeycomb lattice.

In order to avoid the critical buckling load (given by F. = 4nFE,I/L* in a bi-clamped
configuration), a distributed compressive load of IN / mm has been considered. The edge
(boundary) conditions are blocked rotations on the external edges, the left bottom node fixed,
and the other bottom nodes have a fixed vertical displacement. The Bernoulli type element
is selected, so as to match the FE mesh with the discrete topology of the lattice, adopting
3 elements per beam. The sample is a 2D cube with dimension 1x1 mm?, with a constant
density p* = 0.15. In order to avoid edge effects, one considers a 16x16 cell lattice, with edge
beams having a width divided by a factor two, compatible with the applied loading. The
equivalent elastic properties are defined similarly to the honeycomb lattice, according to the
following formulas (¢ is the compression load)

E*
i —— (2.2.52)
Es (FE) 5topEs
% Elateral
Vispm) = — (2.2.53)

5top

As the cube has a linear dimension 1 mm, and the modulus of the microbeam FE is
expressed in N/mm, the longitudinal and transversely strains are defined as before. Observe
that the homogenized modulus in the compression direction (y) is presently obtained, viz
E, = E*. Simulation results for this lattice are shown in Figure 2.2.7 2.2.§] and [2.2.9,

The distribution of the stresses reflects the progressive change of the deformation mode
of this truss from dominant extension (for r=0.2: the stresses are distributed mostly in
the horizontal and vertical beams) to dominant flexion (for » = 0.8). For the intermediate
situation (r = 0.5), the stresses are distributed in a relatively uniform manner in both
axial and transverse beams, witnessing this truss has no more dominant deformation mode.
Homogenized and FE simulated moduli are compared in the Table [2.2]
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Figure 2.2.7: OctogonMixed lattice. Von Mises stress distribution. r = 0.2

Relative length of diagonal
versus axial beams

Effective properties
from homogenization

FE results

r=02 E*/E, = 0.0255 15 = —0.00464 | E*/E, = 0.0255 7, = —0.00464

r=0.5 E*/Ey = 0.0133 115 = 0.279 E*/E, = 0.0133 v}, = 0.279

r =028 E*/E, = 0.00276 115 = 0.891 | E*/E, = 0.00276 v}, = 0.891
r=1 E*/E, = 0.000839 vy = 0.989 | E*/E, = 0.000839 v/}, = 0.989

Table 2.2: Results for OctogonMixed lattice
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S, Mises
Bottom, \(fraction = -1.0Y)
\(Ave. Crit.: 75%\)

+1.009e+02
+9.254e+01
+8.412e+01
+7.571e+01
+6.730e+01
+5.889e+01
+5.047e+01
+4.206e+01
+3.365e+01
+2.524e+01
+1.682e+01
+8.412e+00
+1.380e-10

L

Figure 2.2.8: OctogonMixed lattice. » = 0.5. Von Mises stress distribution

The Table shows identical results, which validates the calculation steps of the discrete
homogenization for this lattice. Since the truss is parametrized by the scalar r, allowing a
transition from a lattice working under pure compression to pure flexion, it is interesting to
record the evolution of the effective modulus (normalized by the microbeam modulus) versus
the parameter r. Considering a constant density, the Figurd2.2.10a] shows that flexional
trusses are considerably less rigid compared to trusses working in traction/compression. This
behavior may have important consequences as to the mechanical response of a lattice under
traction/compression presenting damaged beams.

It is interesting to note from the Figurd2.2.10D] that the lattice may exhibit a slightly
negative value of the Poisson coefficient, due to the behavior of the diagonal beams of the
diamond structure.

It is worthwile recording the evolution of the coefficient n, according to Figl2.2.11} nu-
merous authors in the literature propose in order to simplify the lattice calculations a generic
formula of the type

E* = C E,(p")" (2.2.54)

with C' constant.

In Gibson [2005], Gibson and Ashby [1997], the values n = 2 (the effective modulus scales
as the square of the lattice density) and C 1 are adopted for the 2D hexagonal and the 3D
tetrakaidecahedron lattice.

Although these values are convenient for specific lattices, it becomes clear that they
do not reflect the true complex behavior of more general lattices, as the present one: the
Figurd2.2.11] shows that it is not possible to assign a fixed value for the exponent n. This is
further confirmed by Roberts and Garboczi [2002], who state that experiments lead to values
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Figure 2.2.9: OctogonMixed lattice. » = 0.8. Von Mises stress distribution
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(a) Evolution of the Young's modulus E*/FEj,
of the OctogonMixed lattice, when moving from
square to diamond lattice

(b) Evolution of the Poisson coefficient of the
OctogonMixed lattice, when moving from square
to diamond lattice, at constant equivalent density
p*=0.15

Figure 2.2.10: Evolution of homogenized elastic properties versus parameter r

of the exponent in the range 1 < n < 4, with a dependency of the equivalent modulus upon
density being rather obscure.

As for the hexagonal truss, inconsistent effective properties are obtained under a shear
test, as reflected by the compliance matrix

[ S11 S12 0 0
So1 S22 0O O
9] (2.2.55)
| 0 0 Siz Sy |
with Sll _ 522 _ kla.kld+2.kpd.kld+kla.kpd, S21 — 512 — 5134 — 543 - _ kld—kpd and 533 —

2(kld. kla.kpd) 2(kpd.kid)

Sy = kpa.kld+kpa.kpd+2.kpd.kld
44 — 2(kpa.kld.kpd)

(We recall that the variables kia = kid = Et;/L; are the axial moduli, and kpa = kpd =
12F,I,/L? the flexion moduli)

Due to the mechanical equilibrium of the cell, the coefficient S33 and S,3 should be equal,
as well as coefficients S3; and Syy. Hence, inconsistent expressions of the shear modulus G
will result, due to the too restrictive boundary conditions, that prevent edge rotations. This
points towards the need to enhance the kinematics and the statics of both the lattices and
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3,54

2,54

r

E
Figure 2.2.11: Evolution of the exponent n, as 7= (p*)" for the OctogonMixed lattice

when moving from square to diamond lattice, at constant relative densityp*=0.15

their equivalent continuum to account for rotational d.o.f., especially when shear loadings
are involved.

2.2.3 A proposal for classification of lattices with respect to
rotations

Lattices may be classified with respect to the consideration of rotational d.o.f., accord-
ing to the nature of the applied loading. The equivalent continuum model must reflect the
mechanical behavior - and especially the deformation modes - of the underlying microscopic
discrete material: this coherency has to be reflected in the choice of the kinematic descriptors
at the macro scale, so that the macroscopic kinematics matches the microscopic one. In par-
ticular, and as indicated in the previous examples, the consideration of rotational microscopic
d.o.f. points towards the consideration of a micropolar continuum model at the macroscopic
level.

In order to substantiate the argumentation, let write the fundamental energy principle for
beams in the absence of torsion and forces, and with moments only applied to the boundaries
Pedro et al.|[2004]
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1 1 N?  Mj

Clapeyron’s formula

This equality relates (twice) the internal work of the force and moment of flexion, viz
the variables N, M; respectively, to the external work of the applied force and couple, the
variables F'i, Ci respectively (working in the displacement and rotation variables (dia:) re-
spectively). Due to the virtual nature of the kinematic variables in the previous equation, it
appears that the absence of boundary rotations does not induce a corresponding energetic
term involving flexion: hence, one may assume the absence of node rotation when no flexion
is applied to the boundaries of the sample. Accordingly, the present argumentation together
with the previous examples induces the following classification of lattices

- Isostatic trusses (according to the generalized Maxwell criterion; most of the time the
trusses are triangulated) without external moments: a non polar model is sufficient;

- Non isostatic trusses with flexion moments / clamped beams / no edge rotation: a non
polar model is sufficient;

- Trusses with flexion moments and edge nodes rotation: a micropolar model is then
needed.

2.3 Extension to 3D: case of the Kelvin foams

The extension of the discrete homogenization to 3D has been exemplified for the tetrakaidec-
ahedral truss, a lattice considered as descriptive for the so called Kelvin foams, which still
foster many studies nowadays. The reason of this interest stems from the fact that it models
in a relatively faithfull manner the geometry of various foams (polymeric and metallic), such
as polyurethane or nickel foams (Figure2.3.1]).

From a technical point of view, one specific difficulty in extending the discrete homoge-
nization to 3D is the passage from the local referential of the beam to the global referential
of the whole structure (Figurd2.3.2).

Let us consider a beam aligned with x in its local referential; the passage to the global
referential is obtained by the combination of a rotation along z, followed by a rotation along
x. One has accordingly

Co —So 0O 1 0 0
Rz = Sa Ca 0 Rx = 0 Cg —Sp 1
0 0 1 0 S8 Cﬁ

This delivers the transition matrix as

Coa —Soq O
Pyeam—sstructure = Re R, = CpSa  CpCa  —Sp (231)
S5  SBCq (&%

1. ¢; indicates cos(i) and s; sin(i)
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Qp,,_, = , .,
B an ST oS R B
(a) PU foam (b) nickel foam (Badiche et al|[2000])

Figure 2.3.1: Examples of various foams with an architecture close to the tetrakaidecahedral
truss

ayad
N global (structural) /
A referential /1 A /
} /
2 ___| ~1 1A %
local referential . /1 1/ /

Figure 2.3.2: Transition from the local beam referential to the structural referential

which has to applied to the three axis of the local referential of the beam. Observe that
the beam is here endowed with identical quadratic moments Ix and Iz; otherwise, one would
need to add a rotation in the transition matrix. The technical complexity of calculating
the effective properties from the lattice geometry and mechanical parameters has here been
reduced by the implementation of the steps of the asymptotic homogenization in a Maple
code specifically devoted to this purpose. This constitutes a novel aspect in the present work,
as it allows the calculation of the effective properties of any truss in a 2D or 3D geometry. As
pointed out in the introductory section, such a predictive tools remedies the deficiencies of
the classical approaches, which are generally not able to perform the necessary calculations
in a reliable manner, or rely on special assumptions to overcome those difficulties.
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Figure 2.3.3: Modified tetrakaidecahedron with planar facets (Zhu et al. [1997])

2.3.1 Effective behavior of the “Tetrakaidecahedral” truss (Kelvin
foams)

The tetrakaidecahedron is considered in the form of a 'BCC lattice’; it has originally
been proposed by Thomson (Lord Kelvin) in 1887; it is the sole polyhedron filling space
so as to minimize the superficial tension; due to that, a large variety of foams are close to
this architecture. Moreover, this polyhedron fulfills Plateau conditions; nevertheless, most of
the authors use a slightly modified version of this model configuration in order to dispose of
planar surfaces and angles of 120° and 90° (Figure2.3.3)).

The truss is described as a the repetition of a set of beams submitted to both flexion and
extension. 2.

If one adopts a classical non polar equivalent continuum, one may assume that the beams
are clamped with respect to rotation. Moreover, one adopts Bernoulli beam model, hence
one has to keep a sufficiently large microbeam length to width ratio, implying in turn low
densities. The geometry of the truss is shown in the Figurd2.3.4]

The Plateau conditions account for the structure of foam films, amongst other in soap;
they have been formulated in the 19*century by the belgian physicist Joseph Plateau from
observations on soap foams, and proved later on by Jean Taylor from the laws ruling the
superficial tension. The following rules follow (Zhu et al,|[1997]) :

1
1. Four Plateau edges intersect under the angle arccos(—g) ~ 109,47°.

2. The average number of facets per cell is 14.

2. The torsion is here not considered.
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Figure 2.3.4: Geometrical representation of the tetrakaidecahedron

3. The average number of sides per facet is 5.1.

4. Three arcs meet in the beam section delimiting the edges of a facet (Figurd2.3.5) .

These conditions give specific values of the section area and the quadratic moment [
A=+3D?—71D?/2 (2.3.2)

I 20V3—ln (2.3.3)
A% 6(2% /3 — )2

with D the side dimension. One specific feature of the present geometry is its symmetry,
with identical quadratic moments whatever the considered axis, viz I, = I, = I.

The geometrical (node connectivity, beam length ...) and mechanical description of the
lattice, Figurd2.3.4] are written in a text file, which feeds the Maple code according to the
algorithm [4.1] We summarize some data of this text file in the Tables and

Homogenized properties (traction modulus and Poisson’s ratio) are next compared to
results from the literature.
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Figure 2.3.5: 'Plateau’ section in foams

[beam [1[2[3[4[5[6[7[8]9]10]11]12]
O [2[3[2[3[4[4]1]3]5]|5]6]6
E [1]2|6]4]1][6[5[5]4]2]3]]1
o |oJojojojo]-1]oJojoO[-1]0]0O
o JoJojojojoloJoj1|-1[-1]-1]0
o3 JoJoJoJoJojoJoJof1[1]1]1

Table 2.3: Table of node connectivity for tetrakaidecahedron

[Gibson and Ashby, 1997Gibson and Ashby| [1997]] results: Combining dimensional
analysis and experiments, these authors predict that the Young’s modulus of PU foams scales
versus the equivalent density p according to

Gy
E*=CE,(p), v = — —1
1Es(p7) 20,
with the constants C; =~ 1 and Cy =~ 3/8. The predicted quadratic dependency upon
the equivalent density seems to be confirmed by other studies (both numerical and based on
dimensional analysis), with a coefficient C; ranging from 0.8 to 1, at least in the weak density

regime. (Gibson| [2005], Gibson and Ashby| [1997]).

Homogenized results (this work): The following set of equivalent properties has been
obtained from the asymptotic homogenization technique. The equivalent moduli and Poisson
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Length
associated
—1
Y, 0 2v2L
0
0
Y. ~1 2v2L
0
—1/3/3
Ys —1/3/3 L6
1/3v/3

Table 2.4: Table of generation vector for tetrakaidecahedron

coefficients are equal in both three directions, reflecting an equivalent isotropic material; their
expression is given successively by
. . . V2kb k . kv—kt

E7 —Eg—Eg—m, V12—V23—V31—m

In this work, with the convention adopted, Eyg = EY, Eio0 = £5 and Eyp = Ej.

The material parameters kb = E;A/L; in the expressions thereabove are the axial moduli
of the microbeams, with A, L; their section and length, respectively, and kf = 12E,1/L? the
flexion moduli; the equivalent density is

* AV6V3
pr=1/425

with A being the beam section area.

Zhu et al. [1997] results: the direction with Miller index 100 is presently considered
LO09E,(p")2  05x(1—1514p") , 34

T+ 15ldpe 27 T (T4 151dp) 7 T 2are

with A the beam section area.

100 —

Li et al|[2006] results: FE simulation results (with Abaqus) are derived by those au-
thors, considering an imposed relative density p* = 0.01; the equivalent Poisson’s ratio, the
equivalent shear and traction moduli are given successively versus the material modulus by

Vs &~ 0.48; Gio = 3.2.107°E,; E, = 9.61.107°E,
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2.3.2 Validation by comparison with analytical models and FE
simulations

The results of homogenized properties (this work) are numerically compared with those
available in the literature in Table for a relative density p* = 0.013 .

Equivalent Zhu et al.|[1997] Homogenized Li et al.| [2006] Gibson and Ashby| [1997]
properties properties (this work)
Young’s modulus | E1go = 9.94¢ — 5B, | Eioo = 9.94¢ — 5E, | By ~ 9.6le — 5E, E ~ le — AE,
Poisson’s coefficient v12 = 0.485 12 = 0.485 V12 ~ 0.48 v~ 0.33

Table 2.5: Homogenized properties for “Tetrakaidecahedral” truss compared with literature
values

It is nevertheless acknowledged by several authors that Kelvin foams manifest a slight
anisotropy (Zhu et al.|[1997]; Li et al.| [2006];Warren and Kraynik| [1997]); this is for instance
noticed by [Li et al.| [2006], although not confirmed neither by experiments, nor by numerical
simulations. Values of the Poisson coefficient predicted by [Zhu et al.| [1997] (~ 0.5) as well
as by |Li et al. [2006] (~0.48) are close to incompressibility, but do not really correspond to
the observations on PU foams: according to|Gibson and Ashby| [1997], the value of Poisson’s
ratio ranges between 0.3 and 0.4 (0.33 in average). Nevertheless, the contraction effect
shall decrease for strong compressions, according e.g. to lei Zhang and xing Lu| [2007], who
performed numerical simulations which sustain this behavior. According to |Li et al. [2006],
the contraction coefficient shall also decrease when the relative density increases. The smaller
value observed in experiments must be due to other phenomena, in our opinion, such as a
random variation of geometrical parameters, the collapse of beams, or additional uncontrolled
phenomena occurring at the nodes.

2.4 Conclusions and perspectives

The discrete homogenization method based on asymptotic expansions of the fields (nodal
position, forces and moments) proves as a systematic method to calculate the equivalent - in a
homogenized sense - properties of lattices with a general periodic architecture (characterized
by the topology of beams within a repetitive unit cell). The novelty of the present approach
lies in the consideration of beam lattices and in the calculation of the transverse forces,
which does not require the moment equilibrium, since the expression of the transverse forces
is linked to the relative displacements of the extremities of a given beam, in the spirit of
beam theory.

The situation of foams in their first elastic regime (small displacements) has been con-
sidered in this contribution, thereby excluding buckling, strain localization phenomena and

3. One has to take a small enough equivalent density to keep a large enough L/D ratio: a density 0.01
sets a length to width ratio of 4.
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inelastic deformations. The obtained effective properties are expressible as closed form ex-
pressions of the geometrical and mechanical parameters of the lattice microbeams. The
present developments have been implemented in a software dedicated to the computation of
homogenized properties of general 2D and 3D trusses in the geometrical linear framework.
Applications to the calculation of the effective mechanical behavior of foams in 2D and 3D
situations illustrate the versatility of the method, and its applicability to a wide range of ar-
chitecture materials in a broad sense. Textiles are further architectured materials for which
the present homogenization technique may be applicable, provided the interactions between
structural micro-elements (the weft and warp yarns in the armor, which generate internal
reactions due to their contact) are additionally incorporated.

Through the given applications and lattices considered in this work, the discrete homog-
enization technique has proven its ability to provide equivalent moduli in the elastic regime
and in the linear geometrical framework for compression tests, which are in agreement with
the equivalent properties obtained by parallel FE simulations.

A classification of lattices in terms with respect to rotations has been provided, high-
lighting the need to consider additional rotational degrees of freedom at both the micro and
macroscale in a consistent manner. Accordingly, a micro-polar equivalent continuum model
has to be adopted at the macroscale when micro-rotations of the node lattice are considered,
as required in some loading cases. The extension of the asymptotic homogenization to micro-
polar continua constitutes an important perspective of the present work. This extension, in
addition to the derivation of the micropolar effects, will allow the treatment of special trusses
(the chiral truss; trusses with negative Poisson’s coefficients, such as inverted honeycombs).
It is expected to provide results related to flexion or shear resistance versus the Young’s
modulus being different in comparison to a Cauchy continuum. These realizations open up
from a general point of view the perspective of optimizing the topology and the mechanical
properties of materials having a discrete structure such as foams, but also textiles or more
generally any repetitive structure made of discrete elements akin to 1D structural elements
like beams or beams.

Globally speaking, the discrete homogenization provides an explicit link between the micro
and the macroscale behaviors, hence increasing our understanding of the microstructural
origin of the deformation mechanisms of the architectured materials widely used nowadays.
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2.5 Remarques complémentaires

2.5.1 Exemples de treillis

Outre les treillis déja mentionnés dans ’article, un certain nombre d’autres treillis ont été
testés avec succés par notre code de calcul (voir la figure . Ils permettent de montrer
lefficacité du code de calcul et sa simplicité de mise en oeuvre. Dans ce chapitre, nous avons
fait 'exposé de la méthode pour obtenir un code de calcul incluant la flexion. Néanmoins, dans
le cas de treillis & dominante traction-compression, les coefficients liés a la flexion devraient
devenir négligeables. On peut alors se contenter d’un code de calcul simplifié, négligeant les
effets de la flexion. Le tableau montre ’analyse avec les deux catégories de code de calcul :
code en traction-compression (extensionnel) ou code incorporant les effets de la flexion.

Les treillis traités en exemple sont, pour la plupart®, des treillis & dominante traction-
compression ; on fait le constat, en comparant les coefficients du module d’élasticité homogé-
néisé entre les deux codes de calculs (avec ou sans flexion), que I’écart des résultats devient
d’autant plus négligeable que le rapport n=largeur/longueur de la poutre est petit. Cela jus-
tifie a posteriori, le peu d’utilité d'un code de calcul avec flexion. On joint dans 'annexe B
une description plus détaillée des résultats et des fichiers texte d’entrée.

On a comparé les résultats avec ceux de la littérature : Deshpande et al. [2001b| pour le
treillis Octet, [Hutchinson and Fleck|[2006] pour le Kagome et T-T, Fleck and Qiul [2007] pour
le treillis triangulaire et Kagome, |Lipperman et al.|[2008] pour le treillis T-T. On notera que si
par certaines méthodes on obtient une partie des paramétres mécaniques, I’homogénéisation
discréte fournit la loi de comportement [o] = [K] [¢] et permet ainsi d’obtenir ’ensemble des
paramétres mécaniques dans le domaine élastique.

2.5.2 Conclusion, discussion

Il apparait que le tenseur des contraintes obtenu n’est pas consistant pour ce qui est des
modules de cisaillement, mais a une forme similaire & celle des tenseurs de contraintes d’un
milieu micropolaire. En effet, lorsqu’on utilise le code avec le modéle de poutre simplifié, le
tenseur de contrainte obtenu n’est pas symétrique, on peut néanmoins utiliser des formules
liées & la théorie micropolaire pour retrouver le module de cisaillement. Dans le tableau [2.6]
on retrouve le module G5 dans le code avec flexion en utilisant les formules suivantes issues
de la théorie micropolaire

p= Kz

P+ k= Kss
. K

G2 = p +§

4. Le cas du treillis T-T est particulier, nous ferons par la suite des remarques particuliéres & son sujet.
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(b) treillis Kagome

(e) treillis SI-square (f) treillis Mixte

FIGURE 2.5.1 — Exemples de treillis traités avec la méthode d’homogénéisation asymptotique
discréte
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avec [K| tel que [o] = [K] [€], en notation ingénieur.

Les résultats mentionnés dans ce chapitre nous ont ameénent a la conclusion qu’il faudrait
changer le code de calcul & utiliser suivant le type de treillis. A ce stade de notre étude, nous
avons étudié et utilisé deux catégories de codes :

1. un code de calcul en traction-compression (sans flexion) issu des travaux de |Tollenaere
and Caillerie| [1998]. Ce code est adapté aux treillis travaillant uniquement en traction-
compression, comme le treillis triangle ou octet.

2. un code de calcul avec flexion, mais avec une formulation de poutre simplifiée; on
néglige la rotation aux noeuds. Ce code est adapté aux treillis & dominante flexionnelle
ou mixte. Un bon exemple est le treillis triangle-triangle T-T (voir la figure [2.5.1d]).

Le défaut du code avec flexion utilisé dans ce chapitre est de délivrer un tenseur de contrainte
non symétrique (cf. treillis octogone mixte, matrice de souplesse équation[2.2.55)). On attribue
cette assymétrie a I'utilisation d’un modéle de poutres de Bernoulli simplifié, sans rotation
aux noeuds. On se propose donc d’utiliser désormais un modéle de poutres de Bernoulli
complet. L’introduction du paramétre de rotation aux noeuds semble suggérer qu’il faut se
tourner vers un code micropolaire, ce sera 'objet du chapitre suivant.
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Notations utilisées dans ce chapitre

B(b) ensembles des poutres du treillis

Br ensemble des poutres de la cellule de référence

b numéro d’une poutre

d symbole de Kronecker

(6,02, 8%) triplet de valeurs localisant le décalage entre la cellule auquel appartient le noeud
extrémité et la cellule de référence

€; vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées cartésiennes, aussi notés (i, j, k)

ep vecteurs unitaires covariants de coordonnées curvilignes, aussi notés Y; dans les
exemples et le code

el vecteurs unitaires contravariant de coordonnées curvilignes

E(n) ensemble des poutres du treillis ayant le noeud n pour extrémité

E <5) noeud extrémité de la poutre b

E; module de Young du matériau constituant le treillis

E* module de Young homogénéisé du treillis

e’ vecteur directeur unitaire de la poutre b

et vecteur unitaire perpendiculaire a e’

€ petit paramétre du développement asymptotique

€ = [¢] tenseur des déformations

n rapport d’élancement d’'une poutre n = %

fb efforts de bord appliqués sur la poutre b

g jacobien de la transformation z = z(\)

1 moment quadratique d’une poutre

K = [K] tenseur des microcourbures

[K] matrice de la relation déformation-contrainte en milieu micropolaire a contrainte plane

(AL, A%, 0%)  coordonnées curvilignes généralisées

I longueur de la poutre b considérée

m = [m] tenseur des couples de contraintes

Ve gradient par rapport a la variable x

N (n) ensemble des noeuds du treillis

Nz ensemble des noeuds de la cellule de référence

n numéro d’un noeud du treillis

v* coefficient de Poisson homogénéisé du treillis

O (n) ensemble des poutres du treillis ayant le noeud n pour origine

O(b) noeud origine de la poutre b

¢ = (0,0,¢) vecteur de microrotation

R(M, A% 03%) fonction de position d’un point P dans 'espace curviligne

p* densité du treillis

St vecteurs des contraintes

[S] matrice de souplesse
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o =|o] tenseur de contrainte

SP section de la poutre.

£b largeur de la poutre considérée. (Elle sera souvent prise comme étant égale en 2D & S,
si la section de la poutre est rectangulaire, d’épaisseur constante égale a 1.)

T effort appliqué sur la poutre b

u = (u,v) vecteur déplacement en 2D

v champ de vitesse virtuelle

X vecteur des coordonnées cartésiennes

coordonnées cartésiennes contravariantes (exposant), coordonnées usuelles
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3.1 Introduction

L’intérét de ’extension vers un milieu micropolaire réside notamment dans la meilleure
compréhension du comportement que ces treillis peuvent avoir dans certaines situations
de chargement (forces concentrées, tolérance aux dommages, perforations) ou de géométrie
(concentration des contraintes aux interfaces entre deux éléments).

Différentes méthodes ont été expérimentées pour homogénéiser un treillis vers un milieu
micropolaire. Nous commencerons par situer la place de la théorie micropolaire par rapport
aux autres théories de milieux continus généralisés. On fera un exposé plus complet des
équations constitutives de cette théorie, puis une bréve synthése des méthodes actuellement
employées pour homogénéiser des treillis vers un milieu micropolaire. On s’arrétera ensuite
sur la problématique du développement asymptotique des variables cinématiques de dépla-
cement u° et de microrotation ¢°. Cela nous conduira a énoncer les hypothéses de calculs
sur lesquelles reposent ces travaux. On fera le développement de la méthode d’homogénéisa-
tion asymptotique discréte appliquée au cas micropolaire. Cela débouchera sur un algorithme
de calcul micropolaire. On traitera dans ce chapitre a titre d’application deux exemples, le
treillis carré et hexagonal. On s’efforcera de montrer la pertinence des résultats analytiques
au regard des résultats numériques de simulations EF.

En conclusion, on s’interrogera sur le code obtenu et la pertinence du raisonnement qui
nous a conduits & associer le modéle de poutre complet (& I’échelle discréte) au milieu micro-
polaire comme continuum équivalent.

3.2 Situation du milieu micropolaire dans les milieux
continus généralisés, méthodes d’homogénéisation

Les milieux continus généralisés sont classés alternativement comme des milieux d’ordre
ou de degré supérieur |Forest, [2006], par rapport au milieu de référence, le milieu continu
classique (appelé aussi milieu de Cauchy). Les milieux continus d’ordre supérieur possédent
des degrés de liberté (variables) supplémentaires indépendants. Il s’agit toutefois le plus
souvent de théories du premier gradient dans la mesure ou seuls les gradients d’ordre 1 de ces
degrés de liberté sont introduits dans la modélisation. Les milieux de degré supérieur ne font
intervenir qu’une variable, mais utilisent en plus de la déformation, qui constitue le premier
gradient du déplacement, des gradients supplémentaires.

3.2.1 Bref historique des milieux continus généralisés

Dans les paragraphes qui suivent, on signalera une théorie importante par un cadre avec
le nombre de degrés de liberté (D.L.) et les mesures de déformation associées (M.D.).

Le point de départ est la théorie de milieu continu classique en petites déformations et
petits déplacements.



CHAPITRE 3. HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DISCRETE DE TREILLIS
ELASTIQUES VERS UN MILIEU CONTINU MICROPOLAIRE 78

Théorie de milieu continu classique

D.L. : u;, le champ de déplacement

MD . gz‘j = % (uj,i + ui,j)

Une généralisation, qui peut paraitre naturelle pour les milieux continus classiques, est
de modéliser les interactions entre deux points, non seulement par 'intermédiaire de vecteurs
forces, mais aussi par des vecteurs couples. Les origines de cette évolution peuvent étre
situées dans les travaux d’Euler-Bernoulli sur les poutres. L’idée innovante a été de considérer
les vecteurs déplacements et rotations comme des quantités indépendantes. Les efforts et
les couples sont alors considérés comme des chargements indépendants eux aussi. L’'idée de
contrainte de couple dans un milieu continu a été explorée au milieu du XIXieme siécle
(MacCullagh (1839), Lord Kelvin (1882-1890), Voigt (1887). En 1909, les fréres Cosserat
développent une théorie non linéaire pour les poutres, les surfaces et les corps. Ils introduisent
un triédre rigide en chaque point du continuum, qui peut tourner indépendamment de la
rotation locale du continuum lors de déformations. Ce milieu de Cosserat tient compte d’effets
de couple de contrainte dans la déformation élastique d’un milieu continu. Dans le cas de la
théorie micropolaire, les vecteurs directeurs sont rigides et il y a seulement trois degrés de
liberté en rotation ¢; en plus des trois degrés de liberté classiques liés aux déplacements.

Théorie micropolaire (milieu de Cosserat) (ordre supérieur)

D.L. : (u;, ¢;)
M.D. :€; = u; j+ Ciji Ok
Rij = ¢z‘,j

avec €5 le tenseur de permutation de Levi-Civita

Les travaux des fréres Cosserat furent longtemps délaissés jusqu’aux années 1960. A comp-
ter de cette période, on s’intéresse de nouveau aux problémes des couples de contraintes et
on se remet a discuter de la théorie des fréres Cosserat (Truesdell et Toupin (1960), Eringen
(1962), Mindlin et Tierstein (1962), Koiter (1964)). Mindlin, Tierstein et Koiter vont s’in-
téresser & un cas particulier de la théorie de Cosserat lorsque la rotation du triédre rigide
n’est pas indépendante des variables cinématiques, mais est définie comme étant une fonction
de la partie antisymétrique de la déformation. Cette théorie portera différents noms, le plus
courant est peut-étre celui donné par Koiter “Couple Stress Theory”.

Théorie couple de contrainte

D.L. : (u;, ¢;)
M.D. : € = u; j+ Ciji Ok
Rij = Cbz',j

avec ¢ =€k Uj;/2

on peut la présenter aussi de la fagon suivante [Liu and Sul, 2009, |Anthoine, 2000|
D.L. : u;

M.D. : Eij = % (Ujﬂ‘ + ui,j)

kij = % Cklj Wi ki

(avec (k; = 0))
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Toupin (1962, 1964) introduit toutes les composantes du premier gradient de la déforma-
tion dans la fonction de densité d’énergie sous une forme non-linéaire. Ce sera la base de la
théorie du second gradient. Une version linéaire de la théorie “strain gradient” sera donnée
par Mindlin (1964).

Théorie du second gradient (degré supérieur),
appelée aussi théorie du gradient de déformation
D.L. : U; 5

M.D. : gij = UiJ; Kijk = Eing

Green et Rivlin (1964) établiront les bases d’une théorie générale incluant tous les gra-
dients de degré supérieurs de la déformation, on s’y référera sous le terme théorie “ multipo-
laire ”.

Théorie multipolaire (degré supérieur)
D.L. : u;
M.D. : 5@']’ = Ui j5; Kz’jk = Eij,k:

Kijki = €riijy Kijkim = €im,ijky -

Mindlin (1965, 1968) dérivera une théorie ou a la fois le premier et le second gradient de
la déformation sont pris en compte, on ’appellera “théorie du second gradient de déformation
” mais elle reste un cas particulier de la théorie “multipolaire”. Toutes ces théories associant
I’énergie aux gradients de déformation seront appelées “théorie de degrés supérieurs .

Une autre facon d’étendre 1’élasticité classique est d’inclure les effets de la déformation de
la microstructure sous-jacente en insérant de nouveaux degrés de liberté. Ces degrés de liberté
sont indépendants des degrés de libertés liés usuellement aux déplacements. Les théories
reposant sur cette approche sont appelées “théories d’ordre supérieur ”. C’est le cas de la
théorie du milieu micromorphe introduite par Eringen et Suhubi (1964) et de la théorie a
microstructure de Mindlin (1964). Dans la théorie du milieu micromorphe, un point matériel
posseéde trois vecteurs directeurs déformables, ce qui introduit neuf degrés de liberté, x;; des
quantités adimensionnelles de méme nature que les déformations. Cela correspondrait a un
micro élément au sein du continuum qui peut tourner et se déformer indépendamment de la
déformation locale du “ macroélément ”.

Le milieu micromorphe se caractérise par la donnée en chaque point d’un vecteur dépla-
cement u et d’un tenseur de microdéformation Y.

Théorie du milieu micromorphe (ordre supérieur)
D.L. : (u;, xij)

M.D. : €ij = Ui j;€i5 = Ui 5 — Xijs

Kz’jk = Xijk

Un choix non ambigu des lois de comportement du milieu micromorphe nécessite le choix
d’un triédre directeur dont y décrit la rotation et la déformation. Deux cas particuliers de
la théorie des milieux micromorphes sont la théorie microstretch (Eringen 1971,1990) et la
théorie micropolaire (Eringen 1965, 1966). Dans la théorie microstretch, il y a quatre degrés
de liberté additionnels : trois rotations ¢; et un pour la déformation x des vecteurs directeurs.

Une autre liaison interne possible pour le milieu micromorphe consiste & imposer en tout
point
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X LF—-1=0

ce qui signifie que la microdéformation est égale au gradient de la déformation. Le champ
de microdéformation devient alors compatible et doit suivre strictement la matiére, ce qui
correspond a la théorie du second gradient.

lien entre les différentes théories

Les différentes théories ne sont pas complétement indépendantes. On appelle milieu de
Cosserat un milieu micromorphe pour lequel x se réduit & une rotation R. Le milieu de
Cosserat peut étre interprété comme un milieu micromorphe possédant une liaison interne :

xx =1

Cette liaison indique que le triédre directeur n’est autorisé qu’a tourner au cours de la
déformation. Si les vecteurs directeurs sont pris de telles sortent qu’ils soient couplés aux
points matériels, les degrés de liberté en rotations deviennent égaux aux rotations classiques,
soit ¢ =€k uji/2, et la théorie micropolaire se réduit a la théorie couple de contrainte
(CST).

On peut faire une synthése de ces différentes théories dans la table 3.1} Ainsi, comme
on le voit dans la table la théorie couple de contrainte est aussi un cas particulier de la
théorie du second gradient. Ces derniéres années, un grand nombre d’articles font état de
recherches portant sur les milieux continus généralisés, incluant des extensions au domaine
élastoplastique (Aifantis, Fleck et Hutchinson, Sievert, Forest).

3.2.2 Equations de base d’un milieu micropolaire

Dans cette section, nous allons présenter sommairement les équations fondamentales de
la théorie linéaire des milieux continus micropolaires. Pour une présentation plus précise, le
lecteur est invité a se reporter aux travaux d’Eringen (1999). On peut noter que les noms
“théories micropolaire 7 ou “ de Cosserat ” sont utilisés généralement de maniére interchan-
geable.

Dans ce chapitre, nous considérons essentiellement des problémes plans, avec les champs
de déplacement et de microrotation suivants

u = (u,v)

¢ = des

En conséquence de quoi, la transmission des efforts entre deux points infiniment voisins
va s’effectuer au travers a la fois du couple de contrainte m;jet des contraintes de Cauchy
classiques ;.

La théorie des milieux micropolaires et sa variante ’ couple de contrainte ~ ne sont qu’une
généralisation de I’élasticité classique qui repose sur une seule variable cinématique, le dépla-
cement. Une théorie micropolaire suppose 'existence d’une variable cinématique additionnelle
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Milieux d'ordre supérieur Milieux de degré supéerieur

Théorie multipolaire

D.L. : U4

M.D. : Eij = Uij; Kv,;jk = &ijk
Kiikt = €x1isy Kiskim = Eimighs -

Théorie des milieux micromorphe

D.L: : (w4, Xs5)

M.D. : Eij = U4,5,€i5 = Uij — Xij
Kijk = Xijk

{
X-XT = X' F-1=0

{ S~

Théorie du second gradient
DL 1uy
M.D. : Eij = Ugj; I(ijk = E€ijk

Théorie micropolaire
DL = ("11,’,(/55)
M.D. . €ij = Ui+ €ijk o)
Kij = @i
Y

Pr =Cijk Uji/2 (ki = 0)

- —

Théorie couple de contrainte

D.L. = (ui, ¢5) D.L. :u;
M.D. : € =u; i+ € On 1
o 5] ) itk O O M.D. :eij = = (uj; +uij)
Kij = Pij 21
kij = 5 Ckij Ul ki

Théorie des milieux continus classique
D.L.

M.D :ey; = = (ujg + )

B | —

TABLE 3.1 — Principales théories de milieux continus généralisés et leurs liens mutuels
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FIGURE 3.2.1 — Composantes des contraintes et couples de contraintes dans un probléme
plan micropolaire

de rotation locale, appelée microrotation, associée a des couples de contraintes. La contrainte
est symétrique en élasticité classique, elle n’est pas nécessairement symétrique dans ce cas.
La contrainte comporte quatre composantes o, 0y, 0.y, 0y, €t le couple de contrainte (ou
moment par unité de surface) a deux composantes m,., m,.(figure [3.2.1).

De la méme fagon que pour les champs de contrainte, il y a des composantes additionnelles
aux composantes de déformation classiques :€;, €, €y et €,,. Ce sont les composantes de
microcourbures k,, et k,,, produites par les couples de contraintes. Les déformations sont

définies selon (Eringen 1966) par
9¢ 9¢

dr YT By T By ar’ v T ay

Des équations de compatibilité des courbures et déformations doivent étre satisfaites

(%
€x = a_x_¢7€yz: Tz — >

( _ Oeye  Oey
T or 8_3/
T
I Ox dy
OKy. B Okg. 0
\ Ox oy
Les équations d’équilibre s’écrivent :
0o, 00y,
o "oy TP (3.2.1)
0oy 0oy
— =0 3.2.2
9 oy TP (3.2.2)
OMy,  Omy,
e 8yy +0py — Oy +¢. =0 (3.2.3)
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Dans les équations ci-dessus, p,, p, sont des forces volumiques, tandis que g, est un couple
volumique.

La derniére équation montre que la partie antisymétrique du tenseur de contrainte
0;; est déterminée par la divergence du tenseur couple de contrainte m;;.

Les équations constitutives de I’élasticité linéaire micropolaire sont de la forme

Okl = Aklmnemn + Bklmn/ﬁ?mn (324)

mg = Cklmnemn + Dklmnﬁmn (325)

pour un milieu micropolaire anisotrope.

Les tenseurs du quatriéme ordre Agimn, Brimn, Crimn €t Diimn sont appelés tenseur de
rigidité micropolaire. By, €t Ciimn sont des pseudotenseurs (des tenseurs dont les compo-
santes changent de signes lors d’une inversion des coordonnées du systéme) et Agnn €t Dygmn
sont des tenseurs vérifiant les propriétés suivantes Apmn = Amnkts Diimn = Dmni. Pour les
structures périodiques uniformes & symétrie centrale (les coefficients de raideur du milieu
sont indépendants de l'inversion des coordonnées) le pseudo tenseur By, = Chrimn €St égal
a zéro |[Kumar and McDowell, 2004, 2009, Trovalusci and Masiani, 1999]'.

Pour un matériau micropolaire isotropique et linéaire, les équations constitutives se sim-
plifient suivant les relations

Ol = )\ewékl + (M* + /{) €L + ,u*elk (326)

My = APy Op1 + BOrs + YP1k (3.2.7)

Pour un probléme 2D, les constantes « et [ sont nulles. On peut écrire les relations
contraintes déformations pour un probléme plan sous la forme

¢ o, 3\ " ¢ 3\ ( % )

ov
Oy €y dy

7o \ g Vo) O (3.2.8)

g g g _— .
{o} Oya €yz oy T ¢

My Ko %
\ myz y, \ liyz / \ 8_(5

Pour les problémes a déformations planes, la matrice [K] s’écrit

1. Selon |Trovalusci and Masiani| [1999] les milieux appelés a symétrie centrale (centro-symétriques) sont
des milieux dont les équations d’équilibre sont invariantes par application d’une fonction de rotation d’angle
7. Dans notre étude des treillis, la symétrie centrale des équations d’équilibre découle de la symétrie centrale
géométrique du treillis. On appellera donc centro-symétrique un treillis dont la géométrie est & symétrie
centrale.
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[ 2N+ 2u" + K A 0 0 0 0]
A 2 X+ 25 + kK 0 0 00
0 0 w+rk opt 0 0
(K] = (3.2.9)
0 0 W w4k 0 0
0 0 0 0 v 0
i 0 0 0 0 0 v |

Ce qui signifie que pour un probléme plan et un milieu a symétrie centrale, il existe quatre
constantes indépendantes : A, u*, &, 7. Nous avons de plus la relation p = p* + & (Cowin
1970). X et p sont les modules classiques de Lamé avec les dimensions N/m?. Les constantes
k, v sont de nouvelles constantes micropolaires qui deviennent nulles pour les matériaux non
micropolaires. La dimension de x est en N/m? tandis que v est en N (en fait des N.m/m).
C’est cette formulation qui est généralement retenue pour les codes éléments finis |Fatemi
et al.. |2002|. Pour les treillis que nous allons considérer, nous nous placerons plutot dans un
probléme & contraintes planes?, la matrice de rigidité d’un matériau a symeétrie centrale [K],
se présente alors sous la forme (Yang et al. [2003], Trovalusci and Masiani [1999])

[ (2p*+R) (2242 p*+k) A(2p*+k) T
A2 p* 4k A2 p* 4K 0 0 0 0
A(2p*+k) (2 p*+K) (2242 p*+k)
A2 p* 4k A2 p* 4k 0 0 0 0
(K] = 0 0 pots o 000 (3.2.10)
0 0 pw o pwr+k 00
0 0 0 0 v 0
i 0 0 0 0 0 v |
La matrice de souplesse correspondante s’écrit
B 202 pu*+kK A -
(2p*+r+3 i)(Q wir)  (2ptFR+H3N) (2 pt+k) 0 0 0 0
A 204205 4k
T @ HR3NR2uttr)  2uptrRt3 f\L)(z pr+K) 0 0 0 0
:U'*J’_H’ _ *
[S] — 0 0 k(2 p*+k) K (2p*+rK) 0 0
_ p* prtE
0 0 K (2 p*+k) K (2 p*+kK) 0 0
0 0 0 0 v o0
| 0 0 0 0 0 ~1
(3.2.11)

2. Les treillis sont assimilables & des matériaux continus & contrainte plane. En effet, les treillis plan, tout
comme les matériaux a contrainte plane, ne possédent pas de coefficient de Poisson dans le sens de ’épaisseur,
la normale au plan.
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Ceci nous permet d’obtenir le module d’Young :

% =511 = Sy

et le coefficient de Poisson :

—% =513 = 5n

Ceci donne (Gauthier 1974, 1975) pour les modules de Young micropolaire et le coefficient
de Poisson :

p +r) B 20" + k) ApT + AP R+ REH6A0" + 3Nk

E = 3.2.12
2 N+ 2 + K A+ 2+ K ( )

A
A 3.2.13
Y7o +2p 4+ K ( )

Le module de cisaillement G vaut :
K

G=u" + 5 (3.2.14)

FE
A= v (3.2.15)

(1+v)(1—2v)
Les équations [3.2.12] 4 [3.2.15 montrent que le terme 2u* 4 K en élasticité micropolaire rem-
place le terme 2p de I'élasticité classique. Lorsque k — 0, les relations classiques entre E, v
et les constantes de Lamé sont préservées. (Mindlin 1963, Nakamura 1984, 1995) définissent
des constantes qui interviennent dans certaines équations micropolaires, la longueur caracté-
ristique leqrq

5
legra = | ———— 3.2.16
2(2u* + k) ( )
. . B Y
que certains présentent sous la forme [ = rel avec B = T et le facteur de couplage N
K
N2= —— 3.2.17
3+ ) (3:2.17)

avec N variant de 0 ( la théorie élastique classique) & 1 (la théorie ’couple de contrainte’,
CST). Dans ce dernier cas, le module kK — oo . On notera néanmoins que selon les théories,
on reléve des incohérences entre les valeurs des différentes constantes E et G (Liu and Su
[2009]). La nécessité de conserver une énergie interne positive impose les conditions suivantes
sur les constantes micropolaires

B3N+ 20"+ k>0 (3.2.18)

2u 4+ Kk>0 (3.2.19)
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k>0 (3.2.20)

3a+B+7>0 (3.2.21)

—7<pB<y (3.2.22)

Nous travaillons sur des treillis avec des contraintes planes et des déformations planes?®, on

se rend compte que dans des cas particuliers, les formules classiques données par les équations
13.2.12] et |3.2.13| ne sont pas valide ; on ne va donc pas les utiliser. Nous nous proposerons de
calculer les constantes du matériau de la maniére suivante :
— Les constantes micropolaires , 1* et v seront obtenues a partir de la matrice de raideur
[K], soit pour un milieu isotrope
* _
- MMJ:ZKS?’S ;v = Ko
— Le module élastique E, le coefficient de Poisson v seront obtenus a partir de la matrice
de souplesse [S], soit pour un milieu isotrope

1
*E1:S—H;V12:—S21‘E1

3.2.3 Les différentes méthodes d’homogénéisation micropolaire

3.2.3.1 Synthése de différentes méthodes d’homogénéisation d’un treillis vers
un milieu micropolaire

[Kumar and McDowell, 2004 utilisent une méthode basée sur 'énergie de déformation
pour homogénéiser. Ils font une somme des contributions a I’énergie de déformation de chaque
élément de la structure discréte. Cette densité d’énergie de déformation est exprimée en fonc-
tion du déplacement et de la rotation du centre de la cellule élémentaire utilisée. Les auteurs
obtiennent un continuum en utilisant un développement en série de Taylor. On dérive ensuite
I’énergie suivant les composantes des tenseurs de déformation et de microcourbure. Méme
si 'on peut théoriquement, en suivant cette méthode, utiliser des noeuds qui ne coincident
pas avec le centre de la cellule élémentaire, cela impose alors que les rotations et les déplace-
ments dans la cellule suivent une loi affine, ce qui ne peut étre vrai dans le cas général. Les
résultats présentent des incohérences dans les coefficients du tenseur couple de contrainte.
Les exemples traités ne comportent qu’un seul noeud dans la cellule élémentaire. Les auteurs
traitent en application le cas de I'indentation par un effort ponctuel ou la concentration des
contraintes autour d’un trou circulaire dans un treillis. Ils réalisent cette étude en comparant
la réponse d'un code EF discret, a un code EF avec des éléments micropolaires.

Florence and Sab [2006] reprennent et complétent la méthode énergétique développée
initialement dans Pradel and Sab [1998] en utilisant deux variantes, I'une cinématique et
Pautre statique. L’idée générale est d’obtenir une fonctionnelle d’énergie de déformation a

3. Un treillis 2D est une structure plane de poutres.
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partir des variables de déplacement et de rotation. On pose en complément des équations
d’équilibre de moments. On cherche ensuite le minimum de la fonctionnelle d’énergie sous la
contrainte des équations d’équilibre complémentaires a ’aide de multiplicateurs de Lagrange.
Cette méthode semble efficace et les résultats concordent avec ceux de la présente étude. Il
semble néanmoins que d’un point de vue calculatoire, cette méthode soit moins simple d’usage
que celle que nous utilisons *. Dans [Florence and Sab| [2006], une extension de la méthode est
faite au calcul des limites élastiques avec des poutres de section non constante.

Warren and Byskov| [2002] posent les équations d’équilibre au noeud et homogénéisent
en faisant une moyenne des efforts agissant sur un VER. Ils font cette résolution dans le cas
particulier de treillis ayant une symétrie de maillage par rotation de 120° (“3-fold symmetry”).
Selon eux, il faut a la fois prendre des développements du second ordre pour le déplacement
u et pour la rotation ¢. Ils reprennent dans Warren and Byskov| [2008] une variante de leur
méthode en faisant des applications & certains problémes : propagation de fissures, forces
concentrées. Ils montrent que le fait de ne pas tenir compte de la connectivité spécifique
de certaines structures peut avoir des effets significatifs sur les estimations des constantes
élastiques.

[Adachi et al., 1998| étudient par un code EF micropolaire la concentration des contraintes
autour d’un trou circulaire en fonction des paramétres micropolaires.

Dans [Tekoglu| [2007], 'auteur utilise un code EF pour tenter de retrouver numériquement
les valeurs des coefficients micropolaires. Il fait une moyenne des valeurs numériques aux
noeuds dans une “ fenétre ” mobile qui balaie la surface.

Une autre approche aurait pu étre de s’inspirer de I’homogénéisation des poutres pério-
diques par développement asymptotique, qui a fait 'objet de nombreux travaux (Buannic
and Cartraud, [2001], Haussy et al.|[2004], Bourgeois [2000], Nazarov| [1999] ...), mais les ré-
sultats différent suivant les auteurs, en fonction des hypothéses sur les ordres de grandeurs
des paramétres géométriques et des chargement considérés. On développera dans le para-
graphe suivant [3.2.3.2] les conséquences de ces choix sur 'ordre relatif de grandeur et de
développement des paramétres géométriques et cinématiques.

Une des applications des théories micropolaires est 1’os trabéculaire (Yoo and Jasiuk
[2006], [Fatemi et al,| [2002], Rosenberg and Cimrman [2003]) qui est un matériau a mi-
crostructure. Yoo and Jasiuk| [2006] ont modélisé 1'os trabéculaire par un treillis régulier,
reprenant la géométrie évoquée dans |Gibson and Ashby| [1997]. Ils postulent que le milieu
continu est de type micropolaire “contrainte couple”, et utilisent un code EF pour retrouver
numériquement les valeurs des efforts et couple de contrainte, puis développent une méthode
pour identifier les modules micropolaires & partir des valeurs numeériques. |Fatemi et al.| [2002]
montre que les concentrations de contrainte a l'interface os-prothése sont significativement

4. L’une des différences avec notre méthode repose sur la définition des moments. Nous conservons la
définition des moments du modéle poutre de Bernoulli aux noeuds, mais dans [Florence and Sab|[2006] les
moments sont définis au centre de la poutre, cela entraine un changement de la liste des moments et des
équations d’équilibre. Si 'on prend comme exemple le treillis hexagone, qui comporte deux noeuds et trois
poutres dans la cellule élémentaire, notre méthode aboutit & deux moments et deux équations d’équilibre,
ce qui permet de résoudre les inconnues, la méthode Pradel-Sab aboutit & trois moments, mais une seule
équation d’équilibre statique ; on doit dans ce dernier cas recourir au calcul de ’énergie.
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plus petites avec la théorie micropolaire comparée & une théorie d’élasticité classique.

Dans [Elangovan et al., 2008]|, les auteurs proposent un modéle qui permet d’obtenir la
réponse élastique micropolaire d’un matériau cellulaire composite avec plusieurs fractions
différentes de microstructure, a partir des modules élastiques de chaque fraction. Une appli-
cation est faite au balsa.

Liu and Su| [2009] montrent un accroissement de la raideur des poutres multicouches a
microstructure en flexion.

On notera également avec intérét que 'étude des effets micropolaires sur les treillis est
rendue difficile par la présence d’autres effets tels que les effets de bords (Tekoglu| [2007]).
Les effets réels observés dépendent de celui des deux, entre ’effet micropolaire et l'effet de
bords, qui est dominant. Les effets de bords sont eux-mémes sujets a variations suivant le
nombre de degrés de liberté octroyés. Les simulations EF faites par|Alkhader and Vural [2008]
montrent qu’il faut des échantillons de treillis de taille supérieur & 10 x 10 cellules pour voir
baisser significativement les effets de bords; mais, dans ce cas, disparait également 'effet
micropolaire global.

En conclusion de ces méthodes d’homogénéisation micropolaire, on notera que les ap-
proches énergétiques telles qu’elles sont développées dans |Pradel and Sab [1998| ou [Florence
and Sab| [2006] semblent rigoureuses, mais le passage par une fonction d’énergie, puis une
minimisation de celle-ci, risque de devenir lourd d’un point de vue calculatoire dés que le
nombre de degrés de libertés devient conséquent. De plus, la résolution devient complexe dés
lors que plusieurs ordres de développement de la méme variable apparaissent dans les équa-
tions. Des travaux de [Warren and Byskov| [2002], on retiendra la nécessité de tenir compte de
I’équilibre mécanique au noeud et 'interrogation légitime sur 1’ordre du développement de u,
par rapport a celui de ¢. Des travaux d]Alkhader and Vurall [2008] et de [Tekoglu| [2007], on
retiendra que 'une des précautions a prendre pour faire une comparaison avec des simula-
tions EF est d’utiliser un échantillon avec un nombre suffisant de cellules élémentaires pour
éviter d’avoir des résultats trop pollués par les effets de bords. Des différentes études sur les
poutres périodiques, on retiendra la nécessité de s’interroger sur l'ordre de développement
des paramétres géométriques, c’est 1’'objet du paragraphe [3.2.3.2]

Le choix d’étendre la méthode d’homogénéisation discréte au domaine micropolaire pré-
sente de 'intérét. La méthode permet de traiter les cellules élémentaires a4 noeuds internes.
Elle est basée sur les développements asymptotiques des grandeurs considérées. Ce qui si-
gnifie qu’elle permet a priori un développement & un ordre quelconque des paramétres. Elle
tient compte de la connectivité des structures étudiées et de ’équilibre mécanique en chaque
noeud. Enfin, c’est une approche suffisamment simple et générale pour étre aisément pro-
grammable. On restreindra néanmoins notre étude au cas 2D, pour des petites déformations
dans le domaine élastique et pour des treillis possédant une symétrie centrale.

Etant donné que dans la méthode que 'on utilise, on développe 'ensemble des équations
d’efforts a partir des paramétres géométriques et cinématiques, il faut s’interroger au préalable
sur le degré initial et I’ordre de développement des paramétres. Cela fait I’objet du paragraphe
suivant.
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3.2.3.2 Problématique liée au développement asymptotique des paramétres

Il y a trois paramétres géométriques a développer asymptotiquement : la longueur d’une
poutre [¥°, sa largeur t°° et son épaisseur e, et deux parameétres cinématiques, soit le déplace-
ment u®”, et la rotation aux noeuds ¢*". Pour le développement des paramétres géométriques,
on rappelle le résultat suivant [Mourad, 2003, pour [°, déja utilisé dans le précédent chapitre.

10 = el + 2P + .. (3.2.23)

Pour ce qui est des deux autres paramétres, la largeur t° et P’épaisseur e, ajoutons
quelques précisions au chapitre précédent. On se place dans le cas 2D, comme le montre la
figure |3.2.2] soit on peut considérer que ces deux longueurs caractéristiques sont du méme
ordre et couplés, c¢’est un choix que font plusieurs auteurs et on s’impose t = e, soit on peut
considérer que ces deux longueurs sont différentes et découplées, e # t. C’est le choix que nous
avons fait, déja dans le précédent chapitre. On peut alors s’imposer e = C'te = 1, cela permet
de simplifier un peu les expressions sans nuire au développement général de la méthode.

Montrons I'influence de ce choix : on peut partir des modules de raideurs. La figure [3.2.2
montre une section de poutre carrée®, ¢’est-a-dire une épaisseur de poutre égale & sa largeur.

En effet, les efforts, comme les moments sont fonctions des deux modules de traction et de

flexion, k; et k. Dans le modéle poutre de Bernoulli £ = ZL”’ avec S la section de la poutre,
12E,1 . <P

F= W, avec I, le moment quadratique de la poutre par rapport a I’axe normal au plan.

4
Si on considére t = e, et avec une section carrée alors nous avons S = t? et [ = T Si on

considére que I'épaisseur e # t, et e = Cte =1, donc indépendante du rapport €, alors les

Eite _ B 12E,Je  12E1  E, (")’
= — e = = fr

T N (O O

modules se développent en k; = avec I,

le moment quadratique de la poutre par rapport a 'axe normal au plan tel que [ = 3 La

différence entre les deux séries de modules est donc le facteur d’épaisseur e. Dans le second
cas, si 'on considére e = C'te = 1, alors pour garder I'homogénéité des constantes de raideur,
il faut considérer un module élastique E;, non plus en N.m~2, mais en N.m™!.
Intéressons-nous maintenant a 1'une des hypothéses de calcul de plusieurs auteurs de

travaux portant sur I’homogénéisation des poutres périodiques. La figure montre les

deux rapports d’échelle existant dans un treillis :e = T c’est le petit paramétre classique

t
d’un développement asymptotique, mais nous avons également le petit paramétre n = 7

d’élancement de la poutre qui nous est imposé par le choix fait d’une théorie poutre de
Bernoulli. Plusieurs auteurs prennent comme hypothése de calcul e = 1. Voyons si ce choix
est judicieux dans notre cas.

5. toute autre géométrie de section conviendrait, seule une constante supplémentaire apparaitrait
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Treillis périodique Cellule élémentaire

t

le paramétre d'épaisseur e des poutres
est identique a celui de la largeur e=t

4 LL
VA A , Lt
] e T
VAV VA Vi ra VA VAV Vit !
/74/444444444Z le paramétre d'épaisseur e
est découplé de celui de la
largeur t
-<— 7 —>

/

<

FIGURE 3.2.2 — Paramétres géométriques caractérisant les différents niveaux de la micro-
structure d’'un treillis. Enonce des deux rapports d’échelle n et e, existant au sein de la
microstructure

Il y a trois approches possibles : suivant que I'on fasse varier d’abord le petit paramétre
b

n = i — 0 et ensuite € — 0, ou bien que 'on fasse varier d’abord ¢ — 0, puis n — 0 ou

bien a la fois (¢,17) — (0,0). Suivant le cas, les raideurs de poutres obtenues ne sont pas
identiques. On propose de poser

e=1° (3.2.24)

a la maniére de ce qui est fait dans Dallot et al. [2009], ce qui permet un classement
des différentes formes d’équations suivant la valeur de ’exposant a. De plus, si on fait une
approche pratique de la question, pour que les treillis ne s’effondrent pas sous le flambement
des poutres et pour que ’on puisse les considérer vraiment comme des treillis avec un modéle
poutre Bernoulli, cela implique qu’il faut borner le rapport 7

~1072<np<~107" (3.2.25)

[ . o .
Par contre, le rapport € = 7 peut rapidement devenir trés petit devant 7. On supposera

donc que € < 7, ce qui revient a considérer que l'exposant a > 1. Dés lors, on peut poser
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1

14—
th =l = nelb = n'TeLb = ¢ aLb et réécrire les équations des poutres sous trois formes
différentes.

1. Forme 1 : les équations de la théorie des poutres (voir annexe A) sont écrites en fonction

de 7 seul
N° = Eg (" - AU") (3.2.26)
1

Tts _ Esniiebj_ AU — 5Esn3+aLbO (¢O(b)z—: + ¢E(b)s) (3227)

L)’ 1
MO(b)a _ Esn3+2a( 6) (2¢O(b)a + ¢E(b)£) . EESUS—HLLbebJ' . AUS (3228)

Lb)? 1
ME(b)s _ Es’f]3+2a( 6) (¢O(b)€ + 2¢E(b)s) . §E8n3+aLbebL . AUS (3229)

Cette série d’équations améne une premiére conclusion, les efforts N° et TF, auront
toujours entre eux, quel que soit le degré de départ choisi pour u® et ¢°, un écart de
grandeur de l'ordre de n?. Ce qui signifie que lorsque le rapport n devient petit, les
efforts tranchants et les moments deviennent négligeables devant les efforts de traction-
extension. Ce qui se comprend intuitivement facilement.

2. Forme 2 : les équations sont écrites en conservant séparé les deux parameétres n et

N® = E.n (" - AU") (3.2.30)
Te = Esni%ebi AU _ %Esn?)ngO (¢O(b)a + ¢E(b)s) (3'2.31)
O(b)e 3.2 (Lb)2 O(b)e E(b)e 1 3_.7b. bl be
MOYE = EopPe T(2¢ ®e o ())—§E5n eL’e’ - AU (3.2.32)
E(b)e 3 2(Lb)2 O(b)e E(b)e 1 3_71b bl be
M = En’e = (09 4 2¢") — §E877 eL’e™ . AU (3.2.33)

Cette forme permet de conserver 'indépendance de 7 et ¢.
1

3. Forme 3 : de I’équation |3.2.24] on peut tirer ea = 7. On peut alors réécrire les équations
avec uniquement le paramétre

1
N° = Eyea (" - AU™) (3.2.34)
3 b
— —+
Tf = Eccae’t - AU” — Eica - (¢O®= 4 pF0)) (3.2.35)

3 2 3
o (b 1 —+1
100 — a2 6> (2600 4 E®F) — §Esw+ Lhebt . AU (3.2.36)
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3 2
— b —
ME(b)s _ E56a+2 (L6) (¢O(b)€ + 2¢E(b)s) N %Esga'HLbsebJ_ . AUbE (3237)

Si on considére que le paramétre 7 est petit, mais fixe et que le paramétre € doit tendre
vers zéro, alors selon I’équation [3.2.24] a doit tendre vers l'infini. Si prend la limite a — oo
des équations [3.2.34] 4 [3.2.37] on obtient

N°® = E, (e"- AU™) (3.2.38)
Lb
Tf = Bt - AU — Ege— (65 + ¢5) (3.2.39)
(1)’ L
MOOE = B30 (2090 4 ¢P0%) — S EeLle - AU (3.2.40)
()’ !
MEOF = g2 (6910 4 2050°) — DB el - AU (3.2.41)

Sous cette forme, il est difficile de conclure tant que 'on n’a pas situé 'ordre initial du
développement de ¢° par rapport a u®. Il est nécessaire de définir précisément le degré initial
du développement asymptotique de I'une des variables par rapport a 'autre.

3.2.3.3 Conclusions sur la problématique du développement asymptotique des
parameétres

De la section précédente, on conclura que le rapport n est petit, mais borné. Ceci implique
que faire, avant la résolution des inconnues de calcul, une simplification n — 0, peut induire
des erreurs dans les treillis & dominante flexionnelle, puisque par définition ’effort tranchant
est lié a 'existence de ce parameétre 1. Néanmoins, a posteriori, apres résolution des inconnues
on pourra envisager de simplifier les modules obtenus par le biais de la limite n — 0.

Par définition, le rapport ¢ = — peut devenir infiniment petit, et donc considérer la

limite £ — 0, a un sens dans les équations préalables. Cela nous conduit a faire le choix de la
forme 2, qui préserve I'indépendance entre n et ¢, ce qui revient a conserver les paramétres
t* et Lb. Comment définir le degré initial et 'ordre de développement relatif des paramétres
cinématiques u” et ¢ 7 On peut raisonner sur la forme 2 obtenue pour les équations des
efforts tranchants et des moments

1
Tt&‘ _ Esn?) bl AUbE . §E37’]3€Lb0 (¢O(b)6 + ng(b)a) (3242)
fl(AUbs) €f2<¢0(;)27¢E(b)s)
(L") 1
MO®:E — B e 5 (2¢O(b)5 + qzﬁE(b)E) — §E5773<€Lbebl - AU% (3.2.43)

(. J/ . J/

~~ -~

62f3(¢0(b)5’¢E(b)5) sf4(AUbS)
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E(b) 3 2(Lb)2 O(b) 1 3_7b bl b
MEOE = B e — (09" +2¢3) — gEsneL’e’ AU" (3.2.44)
52f5(¢o<2>:7¢’3<”>5) af4(ZUbE)

On constate qu’aussi bien 'effort tranchant que les moments sont constitués de deux
termes, I'un fonction de la différence de déplacement AU et I'autre des angles (gzﬁo(b)a, qu(b)E).
Par exemple pour leffort tranchant il s’agit des termes f; (AU%) = Egxpet - AU™ et

1
efs (¢O02, pPO)) = §E81735Lb0 (¢pO®= + pE®)<) . Nous allons faire Ihypothése que ces deux
termes sont au méme ordre en € et débutent au méme degré. Cette hypothése a plusieurs

conséquences. Si on développe au premier ordre la rotation, cela signifie que la différence de
déplacement est en €'(...) + €%(...). En effet, si on développe u® au second ordre

u® (\%) =ug (\°) + ey (X°) + %uy (\°) + ... (3.2.45)

la différence de déplacement entre les points origine et extrémité apparait comme

%
AUY AU}
(3.2.46)
On note que dans le terme AU?, les inconnues u? une fois résolues seront fonction de

Oug(A°)
O\

exprimera de la facon suivante le développement asymptotique des rotations

AU = u® (B (b)—u® (O (b)) ~ ¢ (u{fR“” (4%) w0 (3 1 2000Y) 5“) e (uy " (0%) —ug" (1))

5™, c’est a dire fonction du gradient du déplacement, donc de la déformation. On

P (X)) = of (N°)+ et (N°) + ... (3.2.47)
Si on développe asymptotiquement & partir de 'équation [3.2.47] les rotations®

¢ (O(b)) = 7 ()\5) + 2¢O () 4 . (3.2.48)

600 = g 4 gm0 (3.2.49)

& (B(B)) = 6" (A + 20™) + ¢ (67" (A + 20™)) + .. (3.2.50)

¢ (E(b)) = OER“) (X°) + ¢ <a¢§§i )5ib+¢fﬁ<b> (AE)) T (3.2.51)
)

pP® = gr®) | ¢ ( aﬁ“élb +¢ln b)) (3.2.52)

6. On rappelle une précision concernant les notations, l'indice R indique qu’il s’agit du noeud appartenant
a la cellule de référence.
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FIGURE 3.2.3 — Paramétres de déformation de la poutre

On peut commenter ce dernier développement. Le noeud extrémité d’une poutre E(b)
appartient soit a la cellule de référence soit a une cellule contigué a celle-ci, mais dans tous
les cas de figure ses coordonnées sont A° + 0%, avec \° les coordonnées du noeud de méme
numéro appartenant a la cellule élémentaire. C’est pourquoi on écrit la fonction de rotation
du noeud extrémité comme le développement en série de Taylor de la fonction de rotation du
noeud de méme numéro appartenant a la cellule de référence. La derniére équation indique
simplement une simplification des notations pour éviter de trop alourdir les développements
qui vont suivre.

On remarquera également qu’au premier ordre, ¢y n’est pas indépendant du noeud.

3.3 Extension de ’homogénéisation asymptotique
discréte au cas micropolaire

Nous commencerons par rappeler les équations d’équilibre pour les milieux micropolaires
sous la forme de puissance virtuelle.

3.3.1 Principe général

Le principe général consiste, dans un premier temps, a écrire les équations d’équilibre du
milieu continu micropolaire en formulation puissance virtuelle de telle sorte que les tenseurs
de contrainte o et de micromoments m apparaissent sous la forme d’un produit avec les
vecteurs de base d'un repére curviligne.
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equ. équilibre — [, (go - e&).g—;’id)\ + [ (gm - ei\).g—i‘;dk =0
Si ui

Dans un second temps, on montrera que les équations d’équilibre du milieu discret peuvent
s’écrire sous la méme forme aprés homogénéisation.

homogénéisation

Y TP v+ MPw = 0 O 8T N 4 [ pl 2 dN = 0
b b

Ayant obtenu la méme formulation, on identifie terme a terme les deux vecteurs S' et
pt, ce qui permet ensuite de remonter aux deux tenseurs o et m. Nous considérerons dans
la suite que le jeu de vitesses virtuelles est constitué de deux champs {v,w} équivalent aux
vitesses virtuelles {11, ¢}.

3.3.2 Premiére étape : formulation des équations d’équilibre
faisant apparaitre les vecteurs d’efforts S! et les vecteurs de
moments ,ui

Nous partons des équations d’équilibre d’un milieu micropolaire (dit aussi 'de Cosserat’)
Forest| [2005] défini sur €2, un milieu continu

/Q(O'.Vx) .vdx—l—/ (m.V,— €: o). wdr =3.3.1)

Q

—/fwl.vdx—/cwl.wdx—/ (U.n—tbords).vds—/ (m.n — M""%) wds
Q Q o9 o0

avec € le tenseur de permutation de Levi-Civita d’ordre trois. Les composantes des ten-
seurs m et o sont découplées dans le cas d'un milieu & symétrie centrale [Trovalusci and Ma-
siani, 1999, ce qui implique qu’en 1'absence d’efforts et de couples de contrainte volumiques,
soit fY = 0 et ¢* = 0, les termes du tenseur couple de contrainte sont autoéquilibrés (voir
aussi Riahi and Curran| [2009])

/ (€:0).wdz =0 (3.3.2)

/ (m.V,).wdr =0 (3.3.3)

Si l'on reporte ces relations dans [3.3.1] cela permet d’exprimer les conditions de bords

thords — 5 (3.3.4)

MPerds — mon (3.3.5)
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Si on suppose le cas particulier de champs virtuels v et w choisis de telle sorte qu’ils
s’annulent sur les bords du domaine d’étude €2, seules subsistent les intégrales de volume qui
doivent étre nulles. Cela nous permet d’obtenir les équations suivantes en quasi statique

/ (0.Vy).vdz =0 (3.3.6)

/ (m.V,) .wdx =0 (3.3.7)
Q

On va faire un changement de variable pour faire apparaitre les deux tenseurs o et
m. Soit x; les coordonnées cartésiennes d'un point matériel P tel que x = z'e;. Soit les
coordonnées curvilignes généralisées A = (A', A2, \3) définies pour la fonction vectorielle de
position x = R(A}, A% M%), On a les vecteurs de base covariants

oz
A
e, = Wei (338)

Les vecteurs contravariants sont définis par

e\.e} =0 (3.3.9)

avec 5; le symbole de Kronecker. On fait dans les équations et le changement de
variable x = x(\). Soit g le jacobien de cette transformation ; dans les intégrales de volume,
nous obtenons

dr = gdA\ (3.3.10)
Soit v et w, respectivement les champs de vitesse et de taux de rotation virtuels, on a
ov ;
V.v = N ® e) (3.3.11)
ow

Les équations et peuvent se réécrire sous la forme

/ (0.Vy,) .vde = / o:(V,v)dr = / o: (8—V ® e))gd\ = /(aei/\).a—v.gdA =0 (3.3.13)
ow - NeA
/(m.Vx) wdxr = /m : (Vew)de = /m Nz ®e))gdh = /(me&).—.gdA =

On pose la définition suivante des vecteurs contraintes
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S' = goe} (3.3.15)

On pose également la définition suivante des vecteurs couple de contrainte

p' =gme’, (3.3.16)

En partant des définitions [3.3.15[et [3.3.16] on peut exprimer les tenseurs de contrainte et
de couple de contrainte :

o= 1Si ® e (3.3.17)
g
1.

m=-p' ®e (3.3.18)
)

On peut écrire a partir des équations|3.3.13|et |3.3.15] ’équation d’équilibre en translation
suivante

, Ov
/s A =0 (3.3.19)

De méme, avec les équations [3.3.14] et [3.3.16] on peut écrire ’équation d’équilibre en
rotation

2F

Le changement de variables x = x(A) fournit les relations suivantes entre les gradients
virtuels

/ A (3.3.20)

ov OR
ow OR
On peut avec ces gradients réécrire les équations [3.3.19] et [3.3.20] sous la forme
ov OR OoR 1
Si_—d\= | S\ d\ = S'®——):(Vyv)=dz=0 3.3.23
[sigvir= [ suvw.ghn= [ (ste 58] (v s (3.3.23)

ow i OR B ; ORY\ I
/u 8)\Zd)\ /Qu.(vgcw a) d\ = /Q(u ®6)\i) : (wa)gdx = 0 (3.3.24)

D’aprés ces équations, on fait apparaitre les tenseurs m et o sous la forme des produits
tensoriels
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1., OR
__g _ 3.2
o= e (3.3.25)
1, OR
_ g , 3.2
m=-p @ o (3.3.26)

On retiendra de ce développement que I’'on a d’une part une formulation des équations
d’équilibre a l'aide de vecteurs contrainte et couple de contrainte, les équations et
3.3.20, et d’autre part un moyen de parvenir & obtenir & partir de ces vecteurs les deux
tenseurs correspondants grace aux relations|3.3.25[et [3.3.26, Maintenant, nous allons montrer
le moyen d’obtenir, aprés homogénéisation, les deux séries de vecteurs Slet pl.

3.3.3 Deuxiéme étape : homogénéisation des équations d’équilibre
discrétes

Nous partirons des équations d’équilibre du treillis, les paramétres sont indiqués figure
B.2.3] Avant de présenter les équations d’équilibre aux noeuds, nous rappellerons quelques
notations introduites dans le chapitre précédant concernant la numérotation des noeuds et
des poutres. On rappelle que I'on utilise I’hypothése des petites déformations, telle qu’a I’état
déformé le treillis reste quasi périodique.

3.3.3.1 Position du probléme

Chaque poutre étant en équilibre, la force appliquée sur le noeud extrémité est opposée
a la force appliquée au noeud origine T#®) = —TO® (voir la figure [3.2.3). Ces vecteurs
d’efforts T® se décomposent en

T’ = N’ + TPe" (3.3.27)

avec N° Deffort longitudinal et TP Ieffort transversal. Par convention nous ferons nos
calculs avec les forces T® = TF®). Sur le treillis complet, les équations d’équilibre des forces
en formulation puissances virtuelles peuvent donc s’écrire ainsi

S S TV (O B) ~vI(E®)) =0 (3.3.28)

’UiGZZbEBR

avec v (.) un champ de vitesse virtuelle nul sur les bords. On peut réécrire les équations
3.3.28 sous la forme des développements asymptotiques

YD TE(E(O®B) - vE(E (D) =0 (3.3.29)

vieZ2beEBR

On peut écrire de plusieurs facons 1’équilibre des moments. Soit on considére I'équilibre
des moments appliqués aux noeuds du treillis a 'aide des équations obtenus par la méthode
des éléments finis appliqués aux poutres (voir annexe A)
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DY (MO w (0 (b)) + MO w (E (1)) =0 (3.3.30)
vi€Z2beBR
Cette forme nous sera utile pour la résolution des inconnues. Mais on va considérer une
autre approche qui consiste a écrire que chaque poutre est individuellement en équilibre, donc
que la somme de ces poutres I’est aussi; nous déterminerons cet équilibre au centre de chaque
poutre par”’

vieZ2beBr
z (3.3.31)

équations que 'on peut écrire sous forme de développement asymptotique

> (MOPEw (0 (b)) + MPOEwe (B (b)) + eLP(e” AT?).w (C (b)) =0 (3.3.32)

viEZ2bEBR

avec e’ le vecteur directeur de la poutre, MP® et MP® les moments a l'origine et a
'extrémité des poutres respectivement, L° la longueur des poutres et w(.) le champ virtuel
de taux de rotation.

3.3.3.2 Description de la géométrie du treillis, numérotation des éléments

On rappelle sommairement ce qui a été déja évoqué dans le chapitre précédent. Nous
nommerons Ny et B respectivement I’ensemble des numéros de noeuds et de poutres ap-
partenant & la cellule de référence. Ainsi, a chaque doublet v = (vl v?) € Z? (triplet en 3D
€ Z3), nous associons une cellule de référence. Les noeuds du treillis complet peuvent alors
étre définis par le triplet 7 = (n,v',v?) € Ng x Z?, (quadruplet en 3D). De la méme fagon,
les poutres du treillis entier peuvent étre décrites par le triplet b= (b, v, v?) € Br x Z2.

Dans la cellule de référence, nous allons orienter chaque poutre de telle sorte qu’elle ait

un noeud origine noté O <l~)> et un noeud extrémité noté¢ E (l;) Nous noterons, que si 'on

peut choisir le noeud origine comme faisant partie de la cellule de référence, il n’en est pas
forcément de méme du noeud extrémité. Ce noeud extrémité appartient néanmoins a une
cellule qui est proche, dans la plupart des cas, adjacente & la cellule de référence. On peut

7. On peut remarquer, en comparant les équations et que cela revient & considérer que la
somme des efforts tranchants sur une poutre est nulle, ou formulée autrement, que ’effort tranchant au noeud
origine est ’opposé de celui exercé au noeud extrémité.

On remarquera également que d’autres auteurs [Florence and Sab, [2006}, [Florencel 2005, [Warren and
Byskov, 2002] ont choisi de faire leurs calculs uniquement avec un moment moyen lié & la poutre et non plus
les moments aux noeuds. Cela revient a des développements similaires & ceux qui sont considérés dans cette
section, mais le nombre d’équations d’équilibre de moment obtenu n’est pas identique & notre méthode (nous
en obtenons deux avec un treillis hexagone quand dans [Florence [2005] il n’y en a qu’une).
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/ 11/ (0,1 / 11/
_ cellule de 5
8'=(-1,00% référence =(1.0) /
8'=(-1,-1) Y _
5'=(0,-1) / 8'=(1,1)

FIGURE 3.3.1 — Signification des paramétres 6° par rapport & la cellule de référence d’un
treillis

donc écrire que, si le noeud d’origine O (5) est associé au triplet 7 = (n,v',v?), le noeud

extrémité £ <l~)> est obligatoirement associé¢ au noeud numéroté (m, v! + 81, v% + 62). Dans la

plupart des cas le noeud extrémité appartient & une cellule adjacente, ce qui signifie que les
variables §’ appartiennent a ’ensemble 6° € {—1,0, 1}, voir la figure Nous ajouterons

a chaque poutre un noeud défini au centre de celle-ci, soit C' b).

3.3.3.3 Développements asymptotiques des paramétres

On rappellera les notations condensées des conclusions du paragraphe |3.2.3.3

g
AU ~ g(ufﬁ:(b) . uloR( ) + %yb) 42 <u2ER(b) i ugR( )) (3.3.33)
~ Xt g AUY
@OLe — OOR(b) 4 €¢?R(b) 4. (3.3.34)
0
¢E(b)€ — OER(b) + e (af\o 521) -+ ¢ER b)) (3335)

3.3.3.4 Développement des vitesses et taux de rotation virtuels v° et w*®

Pour tout champ de vitesse virtuelle v, suffisamment régulier, un développement de
Taylor au premier ordre conduit &

8V()\5)

V(B (b)) = v (O (b)) = v(N* +67) = v(X°) ~ O\

—— L (3.3.36)
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Le champ de taux de rotation virtuel est a priori quelconque. Choisissons un champ
suffisamment régulier tel que I'on ait pour le point milieu

wOBE = — (whbe | O)) (3.3.37)

N | —

Nous posons tout d’abord le champ de taux de rotation suivant

we(O(b)) = wO®2(\) = wy()) (3.3.38)
Nous obtenons dés lors, avec un développement de Taylor au premier ordre

Owyg ()

FOE(X 4 £6") ~ wo (A ,
WEE A+ ed) ~ wo (A) + e

5% (3.3.39)

3.3.3.5 Développements asymptotiques des efforts et des moments

Comme rappelé plus haut, 'équilibre statique des poutres conduit & un vecteur T qui se
décompose en

T = Nbe® + TrPebt (3.3.40)

avec

N = Egmn (e’ AU) ~ Eg (" - (eAU; + 2AU,)) (3.3.41)

1
T;fgb _ Esn?)ebj_ CAUS — §E57’]38Lb0 (¢O(b)5 + ¢E(b)s)

1 0oy ..
I ~ B (AU, + 2AU,) L Bz ( On() | 4Fr® , ( On() 4 4Pr() | aii? 521)))
(3.3.42)
Si on ordonne suivant les puissances de €, on obtient
Neb ~ ek (eb . AUl) +e%Eyn (eb . AUQ)
~eNP 4+ 2N} (3.3.43)
1
T ~ e (Esn?’e“ AU, — §ESnsLbo <¢003(b) + ¢0ER(b)>)
2 3,01 1 3760 [ OR(D) Er) , 990 o
+e EST] e . AUQ — §E8’I7 L 1 + ¢1 -+ W(S (3344)

~ Ty, + e*T%, (3.3.45)
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On constate que ces deux expressions d’efforts contiennent deux ordres, chacun d’entre
eux est fonction de deux séries de variables différentes. Au premier ordre, les variables u}
(contenues dans AUy) et ¢f, au second ordre les variables u} (contenues dans AUs) et ¢7. De
la méme fagon, on va développer asymptotiquement les moments, a partir de leur définition
dans la théorie des poutres (voir Annexe A)

b\ 2
MO(b)z—: _ Es773€2 (L ) (Z(bO(b)z-: + ¢E(b)s) . 1E8n3€Lb0ebJ_ . AUS

6 2
Ib)?
Es77 £2 ( ) (2¢OR(b +¢0ER(b) +e <2¢ gi[jyb_’—ngR b))> (3.3.46)

1
sn’eLVe - (eAU; 4 2 AU,)

b\ 2
ME(b)s — Esn 62 <L6> (¢O(b)s + 2¢E(b)€) . %Esn?)ngOebJ_ . AUS
%
57]352 ( ) r(b) + 2¢ER b) +e OR(b ¢0 20 sib + 2¢ER(b
6 8)\
1
— ~EgPeLe™ - (eAU; +°AU,)  (3.3.47)

2

Si 'on ordonne suivant les puissances de €, on obtient

L 1
MO(b)E ~ 2 (Esn ( ) ( (b + (bOER(b)) . 5ESTIBLbOebJ_ . AU1>

L)’
+€3 <Es773( ) (2¢OR(b) gf\o 5zb + ¢ER b))

~ MO 4 B (3.3.48)

1
2Esn3Lb0ebL . AUQ)

% 1
ME®E 2 (Esﬁg( 6) ( OOR(b) X Q%Ea(b)) _ 5EsnsLboebL , AU1>

6 O\
~ 2 MEO 4 S FO) (3.3.50)

Lb)? 1
+&* (Esn?’( ) ( +2ﬂ5“’ + 200" ) — §E5n3Lb0eM : AU2> (3.3.49)
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3.3.3.6 Expression finale des équations d’équilibres

Equilibre des efforts  Sil’on reporte les équations [3.3.41] [3.3.42] et [3.3.36] dans [3.3.29| on
obtient

> T (0b)) - ve (E (b)) = 0 (3.3.51)

viE€Z2bEBR

De facon développée et ordonnée suivant les puissances de e, cela nous donne®

E .
Z Z [52 <E577 (eb . AUI) &bt (Esngebl AU, — %E5n3Lb ( OOR(b) 4 ¢§R(b)>> eu) ) a‘(;()\);)(gzb
vi€Z2bEBR

3 b 3.b1 Lo 370 9o i b\ OVN) ]
te <ES17<e AU2) (En AU, — EsnL< by yPr + 559 )) ) et =0

On peut passer I’équation [3.3.52] en intégrale en utilisant le résultat suivant : pour toute

fonction assez réguliére g, la quantité €2 > g(ev’) peut étre interprétée comme la somme de
vieZ?

Riemann d’une intégrale sur €2 qui tend vers fQ g(N)d\ (avec Q espace 2D, en 3D il faudrait

considérer 2 > g(ev?)) quand & — 0. L’équation [3.3.52| devient aprés homogénéisation

vie73
ov())
A SAY 3.3.53
/Q o (3.3.53)
avec ' . ‘
Si~ S 4 eSi (3.3.54)

et les vecteurs contraintes S? et SY tels que

si = (Esn (e auy) el + <Esn3elu AU, — 7E5173Lb< . +¢§R("))) ebi§38?55)
beBr
Si= <Esn (¢ auz) e+ (Esn e AU, - fEsn?’Lb ( '+ oy 4 ‘Zﬁ? 5“’)) ebi> Pl
beBr
(3.3.56)

On peut rapprocher cette derniére équation de [3.3.53 et & partir des S construire le
tenseur o, comme montré dans le sous-titre |3.3.2

OR

- _S © N

(3.3.57)

8. On rappelle que l'on a fait le choix de variables ¢ et n indépendantes dans la section [3.2.3.2
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Equilibre des moments Nous rappelons I’équation d’équilibre des moments en puissance

virtuelle, équation [3.3.32

DY (MOPEw (0 (b)) + MPOE we (B (b)) + eL(e” AT?).w* (C (b)) =0 (3.3.58)

vt EZ2bEBR

Si on développe cette équation a l'aide des développements équation [3.3.48| (3.3.49| et
13.3.37 4[3.3.39, on obtient ’équation suivante portée par la normale au plan considéré®

Yy ((52 (E (L) <¢oR<b e b>> ;ESUSLbebJ__AU1>

UiGZQbEBR

Lb
e (Esn . 6) (2¢1R‘b>+gf°5w+¢“(b> ;Esn?’LbOe“-Aw)) g

L)? 1
+ (52 (ESU?’( 6) ( OOR(b) +2¢(I;Ja(b)> _ §E5773LbebJ_ . AUl)

b\ 2
3 3 (L ) OR(b) 89250 ib ER(b) _1 37b bl Qwo
+e (Esn 5 < 1 (9)\ — 0"+ 2¢) 2E3'r] L’e’~ - AU, wo + 5—8)\ 0

1
+ 5lb0 (( (Es,qiiebJ_ AUl o 5 37]3Lb (¢00R(b) + ¢OER(b)>>

1 0¢ g ow
2 3,01 _ = ORr(b) r(b) 0 ¢ib < Y0 civ _
+e (Esne - AU, QESn L’ <¢ + " +8A15 )))) ( 0+28A25 )) 0
(3.3.59)

Si on ordonne suivant les puissances de €, on obtient

9. On a choisi un champ de rotation virtuel porté également par la normale au plan d’étude, ce qui permet
d’obtenir une équation scalaire
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2. 2.¢

(( e (L ) ( ¢ b | ¢(;ER(b)> _ %ESnSLbebJ_ ) AU1> g

vieZ2beBR
( ) ( 0OR(b) Jr2(25(1‘)312(&) _% P Lhebt . AUI) wg
LW (Esn%ﬂ AU, — %Esn?’Lb( Or(®)  4Fn )) .wo]
g (Esn (Lb) (2¢0R(b aioyb L ¢ER(b> B %ESHBLbebL _ AU2> g
+ (Esn?’(Lbe ( Or() 4 9 Z(if §ib + 265" ) —% PLeb. . AU2> a0
+ L (Esn?’e“ AU, — % L ( ) ppn gﬁo 5“’)) wo
" <E5U3(LTI))2 <¢(?R(b) I 2¢(]]3R(b)> _ %EST]?)LbebL _ AU1> %5%
s <Es773e“ AU, — %Esn:aLb ( b 4 ¢ER(b)>) .%%5%:
4t <Es77 (L(:) ( 1OR(b) +9 g()b\o(szb+2¢ ) _% SnngebL,AUQ .%y’b

1 10uw® ]
+Lb0 (Esn?)ebl AUQ . §E5773Lb ( r(b) + ¢ER(6 gﬁ? zb)) 5%5% =0 (3360)

On constate qu'une partie des termes se simplifient

f b)? b)?
303 (53 <E5773(12) ( Ea) ¢§R<b))> Ll <Esv73(12) < 4050 gf?é“’+¢>““’)>>> 5 6(9;:? 0

vi€Z2bEBR
(3.3.61)
Pour I'homogénéisation, on peut procéder comme pour les efforts. Nous pouvons écrire
cette derniére équation apreés passage a la limite ¢ — 0, sous la forme

0wl (N)
——d =10 3.3.62
| (3362
avec les vecteurs couples de contrainte
o~ ept el (3.3.63)

et
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. L)’ ,

. % , .
py =Y & (Eﬂf”u <—¢?R<”> + %&b + ¢>fR“’>)) 5" (3.3.65)

Cela nous permet de retrouver le tenseur couple de contrainte m & partir des vecteurs p’
tels qu’ils sont décrits dans le sous titre |3.3.2] soit
1 . OR

=—u' : 3.3.66
m gu & EIX ( )

3.3.4 Simplification des expressions obtenues et résolution des
inconnues
Dans le sous-titre précédent, on a montré comment obtenir les vecteurs d’efforts S° et
les vecteurs de couple d’efforts p!. On peut simplifier les expressions de ces deux vecteurs
en se servant d’un résultant concernant les propriété de symétrie des treillis que 1'on étudie.

On a rappelé dans I'un des paragraphes d’introduction, sous titre |3.2.2, que les équations
constitutives de 1’élasticité linéaire micropolaire sont de la forme

Okl = AklmnEmn + Bklmn’imn

mgr = Cklmnemn + Dklmn“mn

On peut les présenter en 2D également sous la forme

( Ul‘ ) E$ )
Oy €y
Ozy [A] [B] } €xy
Oy [ ] 0] e (3.3.6)
me’Z sz
\ myz V. \ ’%Z/Z )

On va comparer cela a la forme que I'on obtient aprés homogénéisation. Aprés homogé-
néisation, la résolution s’étant faite sur deux ordres séparés, les variables du premier ordre
uf et ¢ sont, par construction des systémes, fonction du tenseur de déformation, tandis que
les variables de second ordre u} et ¢7 sont fonction du tenseur de microcourbure (voir le sous
titre [3.3.4.2). On constate qu’on obtient bien la méme forme que les équations de 1'élasticité
linéaire micropolaire
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o~ —S" ® —— —5S’ (3.3.68)

mwl(ui eph) @ ——
g 1 2 8)\1

m 18 OR + 1 ® OR
g l’l’l 0)\1 l’l’2 a/\i

.

(3.3.69)

[Cl{e} [D]{x}

Or, il a été montré que pour des milieux a symétrie centrale [Trovalusci and Masianil, [ 1999|
les pseudo tenseurs [B] et [C] sont nuls. Nous nous sommes bornés dans cette étude a ce type
de treillis, ce qui signifie que les vecteurs p} et Si devraient étre nuls. Cela nous conduit a
une simplification notable des expressions des vecteurs d’efforts et de couple d’effort

S~ Szl ~ Z (EST] (eb . AUI) eb + (E 7]3 bl AUl o §E5773Lb0 <¢OR(b + ngR b))) ebL) 511)

beBr
(3.3.70)
~ Y (Nye' + Tiet) o” (3.3.71)
beBRr
(Lb) OR() 3(250 ib ib
beBr
) 152<ME(b)7MO(b)>5“7= ) ME(b)+€L_b(eb/\Tb) .e38ib
béBg 2 2 2 oy 2 2

en posant la fonction N? comme étant la fonction homogénéisée obtenue a partir de sa
version asymptotique (équations [3.3.43)) aprés le passage a la limite € — 0. Il en est de méme

pour les fonctions 7%, obtenues a partir de 1’équation |3.3.44|et M3 obtenues a partir de|3.3.49
et B.3.48

Il subsiste des inconnues de déplacements et de rotations dans les vecteurs S* et u’ : ce
sont les fonctions de déplacements u} , uj et les inconnues de rotation ¢f et ¢7. De plus,
nous n’avons pas fait apparaitre la variable de microrotation ¢ de la théorie micropolaire. La
résolution de ces inconnues et 'identification de ¢ feront 'objet du sous-titre suivant.
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3.3.4.1 Résolution des inconnues de déplacements et de rotations,
identification de ¢

Comme nous 'avons expliqué dans la section précédente, il subsiste des inconnues de
déplacements uf, uj, et de de rotation @7, ¢;. On n’a pas encore identifi¢ la variable de
microrotation ¢. On peut utiliser un raisonnement similaire & celui fait dans le chapitre deux.
Les différences concernent le nombre d’inconnues et le fait que les expressions recouvrent
chacune deux ordres de grandeur. Comme nous avons une série d’inconnues supplémentaires,
les rotations, il faut pour que le probléme soit bien posé une série d’équations supplémentaires,
elles seront fournies par ’équilibre des moments. Les équations recouvrent deux ordres, il est
donc nécessaire que le systéme soit équilibré a ces deux ordres.

On notera que nous ne connaissons pas dans le cas général la longueur macroscopique L,
ni la valeur du petit paramétre € ; par contre on se donne souvent la valeur de la longueur mi-
croscopique [, la longueur de base de la cellule élémentaire a I’échelle microscopique. Comme
nous avons posé le rapport € comme étant [ = €L, nous remplacerons dans les développements
qui suivent eL par [.

Pour ce qui est de 'équilibre des efforts, on peut & nouveau commencer par les équations
3.3.29] Comme le treillis est en équilibre, la cellule élémentaire 'est aussi, donc nous pouvons
écrire

Y TE(V(E (1) = v (O (1) =0

beBr

> (Ne®+Tet) - (v(E(b) —v(0() =0 (3.3.73)

beBr

Comme cette équation est sur deux ordres, on va la résoudre sur chaque ordre

bezl; (Nfeb + letebl) (V(E®)=v(O(@®))=0
ZR (Ngeb + T2btebJ_) ,(V (E (b)) -V (O (b))) —0 (3374)
beBr

ou de facon plus développée

beBr 2
> <Es77 (eb , AUz) eb 1 <Es773€bL AU, — }Esnglbo ( ¢ 8¢351b>> bJ.)
beBR 2 (9)\

(v(E(®) —v(O(b)=0
(3.3.75)

Comme les vitesses virtuelles v(.) sont a priori quelconque, chacune de ces équations se
développe en autant d’équations indépendantes que de noeuds dans la cellule élémentaire,
soit deux fois n équations vectorielles (ou 4n équations scalaires), n étant le nombre de noeuds

> (e av) e + (et av; - ] R (¢8R<">+¢§“R<b))> ) (v (B (1) = v (0 0) =0
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de la cellule élémentaire. On va raisonner de la méme fagon pour les moments & partir de
I’équation [3.3.30l Celle-ci appliquée a la cellule élémentaire et suivant les deux ordres de
calcul s’écrit

Py <M10(b).w (O (1) + M"Y w (B (b))) ~0
) (M§<b>.w O ®) + MY w(E (b))) =0 (3.3.76)

beBr

ou de facon développée

be%g((kbl (2 (200 + o5 >_3ebL'(AU?))>eg).W(O(b))
( (6 +205™) — eb: <AU’£>)) ) w(E(b)=0
<( ((2¢0Rb)+¢ VO] st (a0 ) e ) wi0w)

O

|t (( lg ( ( 0RO+ < r() 4 ag )&b)) _ 3ebL . (AUS))) eg) w(E(®) =0

(3.3.77)

Comme les taux de rotations virtuelles w(.) sont a priori quelconque, ces équations se
développent en autant d’équations indépendantes que de noeuds dans la cellule élémentaire,
soit deux fois n équations scalaires (le champ de rotation virtuelle w(.) est colinéaire a es),
n étant le nombre de noeuds de la cellule élémentaire.

Apreés résolution des inconnues de rotation au premier ordre ¢f, on va constater que ces
inconnues sont fonctions des termes du tenseur de déformation [e]. On peut scinder ce tenseur
de déformation en deux parties, une partie symétrique et une antisymétrique. On va identifier
¢ la variable de microrotation homogénéisée a cette partie antisymétrique. En 2D, cela nous
donne

¢8 = C,L‘E;-{} + dﬁg{
~ =
P01y ¢

3.3.4.2 Algorithme d’homogénéisation micropolaire automatique

On reprend les équations [3.3.77] et [3.3.75], avec un calcul sur deux ordres différents. Pour
chacun de ces ordres, deux séries de n équations d’équilibre d’effort et de moments vont se
développer.

Au premier ordre :
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> N+ The" + Y — Npe' —The" =0 (3.3.78)
beBR, Er(b)=1 beBR,OR(b)=1
(3.3.79)
Y N+ TH > — N —The =0 (3.3.80)
bEBR,ER(b):'rL bEBR,OR(b)—TL
oo+ > MY =0 (3.3.81)
beBr,O(b)=1 beBr, E(b)=1
. (3.3.82)
oo+ Z MFE® = ¢ (3.3.83)
beBr,O(b)=n beBR, E(b)=n

L’ensemble de ces équations [3.3.78 4 3.3.81| aboutit & un systéme linéaire de la forme

e
uy
v at
M| o =] (3.3.84)
v} a"
1
0
Kz

avec [M;] matrice de taille 3n x 3n, n le nombre de noeud de la cellule de référence, u}
u
(2
1

du noeud ¢ au premier ordre, ¢} les

Oou Ov Ou Ov
ox ay ay ox

du probléme (liées aux conditions d’autoéquilibre). Etant donnée la forme de ce systéme

ou v ou o0
oz’ Oy’ Oy’ Ox

et v} les inconnues du vecteur déplacement u} = [

inconnues de rotation du noeud i au premier ordre et ¢} € {O } les données
linéaire, aprés résolution, les inconnues u}, vi et ¢} seront fonction de {

c’est & dire fonction du tenseur de déformation [e].
Au second ordre :

> N+ The" + Y — Npe'—The" =0 (3.3.85)
beBRr, Eg(b)=1 beBR, Or(b)=1
Z Né)eb + Tb bL + Z Nb b Tb bl =0

beEBR, Er(b)=n bEBR,Or(b)=n
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ooy + Z M“ 0 (3.3.86)

bEBR, ()— bGBR, )
RN SRR
beBr,O(b)=n beBRr, E(b)=n

L’ensemble de ces équations [3.3.85| & |3.3.86[ conduit & un systéme linéaire de la forme

- 17

M) | | =] . (3.3.87)

n 3n

qs

avec [Ms] matrice de taille 3n x 3n, n le nombre de noeuds de la cellule de référence,
U
5

du noeud 7 au second ordre, ¢

dg 09
o " Oy
probléme. Etant donnée la forme de ce systéme linéaire, aprés résolution les inconnues ub, v}
¢ 09
ox’ dy

On rappelle que les modules de raideurs '* sont k) = E, et k} = Egp?

Nous avons d’un coté, ces deux séries de 3n équations indépendantes, soit 6n équations au
total, et d’un autre coté 6n inconnues (deux fois 2n inconnues de déplacement et n inconnues
de rotations) ; la résolution est possible. Pour simplifier I'identification de ¢, la variable de
microrotation micropolaire, on 'omet des expressions d’équilibre, dans un premier temps,
puis on l'identifie a posteriori dans chacune des inconnues de rotation au premier ordre.
Aprés avoir résolu les inconnues, on conserve les expressions des efforts au premier ordre
N®, TP pour construire les vecteurs d’efforts S et on conserve les expressions de moments

ub et v} les inconnues du vecteur déplacement ub = [

les inconnues de rotation du noeud i au second ordre et ¢} € {0 } les données du

et ¢! seront fonction de { }, c’est a dire fonction du tenseur de courbure [k].

au second ordre M, B ), MQO( ) pour construire les vecteurs de couple de contrainte p’. Les
deux séries de vecteurs serviront, I’'une pour obtenir le tenseur de contrainte, et ’autre pour
le tenseur de couple de contrainte. Le développement de l'algorithme complet se retrouve
dans 'algorithme [3.1] 11 suffit de Palimenter par un fichier texte décrivant la géométrie et

10. Comme cela est expliqué dans la section |3.2.3.2) on aurait également pu utiliser la formulation équiva-

E,S 12E,1°
t kb

lente kP = T oy
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Y2 b2 .
J |
b1 i
n1 ;
Y1

é

(a) treillis macroscopique (b) cellule de base du treillis carré

FIGURE 3.4.1 — treillis carré

les caractéristiques mécaniques du matériau constituant le treillis. L’intérét d’avoir un code
de calcul automatique est la possibilité de traiter a priori n’importe quel treillis répétitif
centro-symétrique, les limites n’étant que les limites de calcul de Maple. On renvoie le lecteur
intéressé par le détail de la programmation a ’annexe C ou le code source Maple issu de cet
algorithme est développé.

3.4 Exemples d’applications

Pour illustrer la méthode, nous conduirons le calcul de facon détaillé sur deux exemples
classiques, le treillis carré et le treillis hexagonal.

3.4.1 Le treillis carré

Nous allons tout d’abord appliquer la méthode précédente a un treillis simple en 2D, le

treillis carré (voir la figure [3.4.1)). 1!

Nous avons deux poutres de longueur [* = [, les deux vecteurs directeurs des poutres sont

alors
el =(1,007;e2=(0,1)7

On pose le vecteur déplacement ug = [ Z ], et ¢ la microrotation, dont le gradient en

coordonnées curvilignes est

11. Pour éviter des confusions de notation, les vecteurs de pavage e} des sections précédentes seront notés
Y;. Ce sont des vecteurs unitaires, dans le repére curvilinéaire, mais ils ont une norme L; dans le repére
cartésien. Les vecteurs unitaires du repére cartésien sont notés e; = (i, j, k).
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1.

10.

11.

12.

Initialisation des tableaux de données. Définition de la fonction de passage x Kid (). Les inconnues de calcul seront les

quatre séries de variables uy , uf , ¢f et ¢T avec n € Ng.

Transformation des expressions(a—U> — (8U> et ( o9 ) — ( o¢ ) . Cette étape est utile si
i) (viva) NN Gy NN vy vg)  \OA /)

on utilise un code standard dont la fonction produit vectoriel est exprimée dans un repére orthonormé classique. Si on
omet cette étape, toutes les fonctions opérant sur des vecteurs et tenseurs doivent étre définies pour des coordonnées
curvilinéaires.

Initialisation des tableaux d’équations equl[l..Npmaa] ,equ2[l..Nmaz] €t equ3[l..Nmaz] €t equd[l..Nmaz]| avec Npaz le
nombre de noeuds de la cellule élémentaire. equl et equ4 sont les premiers membres d’équations vectorielles, equ2 et
equ3[l..Npaqz] sont les premiers membres d’équations scalaires.

Pour chaque poutre b € Bp :

a) E:= Eg(b), O := Op(b)

ou .
b) AU? = uf - u? + W(SZ’ ky:= Esnet kyp := Esn> (On rappelle que 1’on aurait pu utiliser de la méme maniére
b Bo L et by e Bt
1 = slbe f = s(lb)s

b
Ny = ki (- (AUD) Ty =y (- (AUY) = (68 +0F) ).

b b
MO = k& (1 (209 + 9) —3eb - (AUY), ME = kL (0 (6 + 205) —3ebL - (aU))

equl[E(b)] := equl[E(b)]+Nle? +TP,ebL ; equl[O(b)] := equl[O(b)]— NPeb — T}, ePL. (Il s’agit ici de construire
le premier membre de chaque équation)

equ2[E(b)] := equ2[E(b)] + MF, equ2[O(b)] := equ2[O(b)] + ML

Construction de deux systémes d’équations de 3Nmae lignes au total[ equl | = [ equ2 | =

Résolution des deux systémes pour les variables uf et ¢

1 /0 19}
Identification de ¢ = — Q. _gu dans les variables de rotation &g .
2 \0x Oy

Traitement au second ordre identique aux points 4 & 6 mais avec les variables uj et ¢} et les équations suivantes

a) AU% = ug - u20

b
b) Npi=k (eb- (AUY)) , Tor := ky (ebi -(AuY) - % (¢>10 + P + %51'))

Ot
o . v b ) B 9¢ bl b E .
c) M = kg (17(200 +of + 55507 ) —sett - (aUY) ), M} =
k lb lb (o) E a¢ 61 bl AUb
i T +2( F 557 —3e" - (AUY)
Expression des vecteurs contraintes Si = > (Nfeb—O—Tftebl) 5 et couples de contraintes p!® =

beBR
1 E(b Oo(b i
2 7<M2()—M2(>)5b.

beBR
1. OR 1 . IR
Calcul du tenseur de contrainte o = —S' ® — et du tenseur couple de contrainte m = —p' ® -
g oN g Ot
Ox €x
Ty €y
Construction de la matrice de raideur [K] tel que Z‘W = [K] zxy , puis de la matrice de souplesse [S] =
yz yx
My Rz
Myz Kyz

(K]~

Extraction des modules mécaniques micropolaires et autres constantes a partir des matrices de raideur et de souplesse

a) w*, Kk & partir de{ u}}ri?{ﬁgg iy = Kss
1
b G*:L*+E'E*: L uF =8 . E*
) / 5 1 Sll, 12 21 1
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’ \ poutre 1 \ poutre 2 ‘
O(b) 1 1
E(b) 1 1
ot 1 0
52 0 1

TABLE 3.2 — description de la connectivité du treillis carré

ou
dug(A) %\z 00 09
N v T ON (Y1 Y>) )Y
ON! (Y1,Y2)

Il est préférable d’une maniére générale, d’exprimer les coordonnées dans la base car-
tésienne et de convertir les dérivées curvilignes dans le systéme de coordonnées cartésien.
Cela permet de simplifier le code de calcul Maple dans les calculs de produits scalaires. Dans
cet exemple simple la fonction de changement de coordonnées entre les deux repéres vaut
R = [l)\l N2 ](IJ on obtient dans le repére cartésien :

au 8u
due(N) | o 0w\ | Yoy
O\ L IS ;90

Oz 1 (i) dy (1,§)
09 _o8 08 0

O (Y1, Y2) 0 (ij) ON2 (Y1 Y2) Y i3)

On peut coder ce treillis sous la forme d’un tableau (voir tableau , avec les noeuds
origine et extrémité, ainsi que les valeurs des §° correspondants.

Si I'on reprend les équations |3.3.85| et |3.3.86| dans le cas du treillis carré, on obtient au
premier ordre

ou ov ov ou

Nl =k == N2 =k —; T, =k (z- z¢0) T2 = ky (_la_ Ld)}))

2 2
M1E(1) kfl (Gbo - _) ; M1O(1) kfl (Qbo _> ; M1E(2) kfl (?bo ) M82 =
dy

E,t

On rappelle, les modules de raideurs en extension et flexion suivants : k; = Esn = o

12E,1,
()’
Il y a une seule inconnue dans ces équations, la rotation au premier ordre du noeud ¢p,
qui aprés résolution devient

ov  Ou
1 e —
%= (3x 3y)
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L’identification de ¢ , la variable de rotation micropolaire, est immédiate, ¢ = <g_v — ?
T Y
0.
Au second ordre, on obtient
krl [9J0) kil o¢p
NKJJW—OJQ— ; M}H%-ﬂgz—é(wﬁJ@
kil )0, kl? 0¢ E(2 k12 0o
ME(l) f 212~ _ MY Lo 122 ) M (2 _ MY )
2 3¢1 + 8 ) 6 3¢1 + 3x ’ 2 6 3¢1 + ay

nge = B (3¢1 aj)

Au second ordre, il n’y a également qu'une variable ¢{ qui aprés résolution vaut

- dp  0¢
o= ((% i 82/)

On peut maintenant exprimer les vecteurs S'et ', & partir des équations [3.3.70] et |3.3.72]
) ) 0
k,za—“ kil (—“ - ¢) .
St = o ; 8?7 = Y ;! = ;P =
kil (— - ¢>) Fal — krl® o,
7y A
12 Oz |
0
0
kflg 8¢
12 9
Il nous reste a obtenir les deux tenseurs a partir des relations |3.3.25| et |3.3.26] :
Iy, OR
o= ,
g O\
14 OR
BN

. OR [ OR 0
= Ly 23 _— = _— =
On rappelle que R = I\ i +L)\’). On obtient B { 0 } oz { ]
x y
déterminant de la matrice Jacobiennne, g = [2 . Nous pouvons maintenant développer le
tenseur des contraintes

k, 2u kel 4+
o= (sl ® % +5%0 %) - " f<‘9ya ) (3.4.1)
k(5 —9) ki

De la méme facon, on obtient le tenseur m. Il est simplement nécessaire d’étendre la
fonction de passage des coordonnées curvilignes a la dimension hors plan en considérant
que la normale au plan, support des vecteurs moments p’, est identique en coordonnées
curvilignes et en coordonnées cartésiennes. Nous considérons que le treillis a une épaisseur
unité a la fois dans le systéme curviligne et dans le systéme cartésien. Nous obtenons alors
une fonction de changement de coordonnées

]et le

)_
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_ 1 2 . 3
R=0Di+ D25+ Xk (3.4.2)
T Y z
0 0 0
1/, OR  , OR\ 0 0 0
m= (u ® o7 TH® av) = (3.4.3)

2 2
kil o5 Frl" ap
12 9= 12 %
Malgré la forme du tenseur obtenu, seules les deux composantes, ms; et mgs existent dans
un probléme plan. Comme expliqué dans l'introduction, en notation de l'ingénieur, on peut
écrire la loi micropolaire sous la forme condensée

(o ) (e ) ( 3_3“6 )
Oy €y ava_Z
{oy={ T Y —[K]{ ™ ) =[K]{ & | 4 (3.4.4)
Oy €y Gy T 10)
My Kas %
\ myz \ 'Liyz L d_z/) )
avec [K| la matrice de rigidité ici égale a
i - [En 0 0 0 0 0 ]
Ky
k, 0 Em O 0 0 0
kg 0 0 En® 0 0 0
(K] = k = 1
Ky 0 0 0 Eg# 0 0
2 kegl2 0 0 0 0 lg]f;”?’ 0
L =1 o 0o o o 0GB
_ % - K z
ElSt B K22
12 ss K
_ 3 = 3.4.5
12ZESSIZ K44 ( )
Eéilz K55
i sl | Kes |

Nous n’avons au final que trois modules de rigidité différents K3 = Koo, K33 = Kyy et
K55 = Kgg. On peut obtenir dés lors les modules mécaniques. Le module de Young est trivial,
étant donné que ce treillis est orthotétragonal, seules les poutres dans I'axe du chargement
travaillent, c’est donc logiquement la raideur d’une poutre qui apparait

Egt

Bi=Ej=h=En="-

(3.4.6)
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7 ~ 7 \~
yi M

|

)\ /)\\

Pl \’/ \\

FIGURE 3.4.2 — Symétrisation de la cellule de base

Le coefficient de Poisson est nul

vig =va1 =0 (3.4.7)
Les modules micropolaires « et p*, s’expriment selon
E, L
k=ky=En’ =12 7 (3.4.8)
=0 (3.4.9)

Le module de cisaillement G équivalent en élasticité classique, vaut

: B, I
G =4 =Er_ g e (3.4.10)

Le module de raideur des microcourbures est identique pour les deux axes :

ki B,

On peut remarquer que les modules ont bien les mémes dimensions que celles de la théorie
micropolaire. On ajoutera le calcul des constantes suivantes, liées a certaines équations de la
théorie micropolaire :

~ la longueur caractéristique L2, = &

— le coeflicient de couplage choupl = 1. Ce coefficient de couplage n’est pas égal a 1,

prouvant que nous ne sommes pas dans le cas d’une théorie “couple stress” mais bien

dans le cas d’une théorie micropolaire.

3.4.2 Le treillis hexagonal (appelé aussi 'nid d’abeille’)
La figure montre la définition géométrique de ce treillis.
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’poutre\l\?\?)‘
OMb) |[1]2)|2
EMb) [2|1]1
01 010
0o 0101

TABLE 3.3 — Tableau de connectivité du treillis hexagonal

Chaque poutre a une longueur [; les longueurs de pavages (norme de Y; et Yo dans
le repére cartésien) sont Iy = Iy = V/3l. Les autres caractéristiques du treillis peuvent étre
synthétisées dans le tableau de connectivité [3.3]

Nous poserons les modules de raideurs axiale et flexionnelle suivants : k; = FEn® =

12E, 1, Est
3 et kl = Esn =

on obtient pour le tenseur de contrainte

. En procédant a I’homogénéisation & 1'aide du code de calcul,

k3 (ky G243 ky 524k 52— (52 Vky) ki V3(Jk G2 —ky 52 +kp G443 (5% k26 ki+2 Ky ¢)
[0'] — 6(kl+kf) 6(kl+kt)
kr VB3 ky G2 +( 5% ) kuthy S8 —kp S -2k —2 ks ) ki v/3(k 2 —ky Gi+h Gu+3 (53 )kr)
6(ki+ky) 6(k+kf)

et pour le tenseur couple de contrainte 2

0 0 0
0 0 0
m =
V3Pky a5 V3Iks <@> 0
36 9 36 \

Avec la notation condensée, on obtient la matrice de raideur

12. On rappelle que m est représenté par une matrice 3x3 & cause du procédé de calcul, mais seul sont
valides les coefficients msiet msa
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[ VBk (ki+3ke) VB (ki—ky) T
6(kl+kf) 6(k1+kf) 0 0 0 0
V3k (ki—kg)  V/3ky (ki+3 k)
6(ki+ky) 6(ki+ky) 0 0 0 0
V3ks (kp+3k)  V3kp (ki—ky)
(K] = 0 0 6(ki+ky) 6(ks+ky) 0 0
VBky (ki—kg) By (kp+3k)
0 0 6(ks+ky) 6(ki+kys) 0 , 0
0 0 VP
_ 0 0 0 |
r 1 +v3Esn (14372 1 V3E;n(—14n2
6 1]-&-(77; . ) _6 ll-gm o ) 0 0 0 0
1 V3Esn(—1+n2 1 V3Esn (1+3n2
6 I]Jr(,]?, ) 6 17]+(,,]: ) 0 0 0 0
K] = 0 0 é \/5E517f7§523+712) _é V3B, i(n—zunz) 0 0
1 V3E, n3(=1+n2 1 V3E, n3(34+n2
0 0 _6 1]—0—(772 +n ) 6 1;52+7] ) ? ) 0
0 0 0 0 Zan /30 0
0 0 0 0 0 Ban V2|

On retrouve les coefficients que 1'on avait calculés dans le chapitre d’homogénéisation
non polaire, hormis les coefficients K55 et Kgg qui n’existent bien str que pour un milieu
micropolaire. On peut tirer de cette matrice les expressions des modules homogénéisés en
fonction des paramétres géométriques et mécaniques du treillis :

. 1By (ky — ky) V3Esn? (=1 +1?) LE (—t?+12L)3
_ 1 _ — 9 (3.4.12)
6 kl + k‘f 6 (1 + 772) I3 (tl2 + 12 [Z)
ki3  Esn’y3 V3L E,
e S (3.4.13)
4 (kk/3 Esn? E, I
B — (kskiv/3) —=4/3 il \/§:16 V3E, Lt (3.4.14)
3 (k; + 3ky) 1+ 372 [(t2 +36 1)
ky — ky —1+7? —t* + 121,
_ _ _ 3.4.15
YT htsk; 14312 t2 + 36 L. (34.15)
1 kik Esn? E, Lt
Gr_ LRkiV3 _ Bswv3 V3 (3.4.16)
Ski+kr 3(1+n?) L2+ 12L)
ky.l? ILE

36 31
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l2 _ l2 (k?l —|—k’f) _ l2 (1 +7]2)

cara 48k, 48

2 Rtk 14
3k + ky 3+n?

On remarque que les modules sont homogénes quant aux dimensions par rapport a ce qui
est évoqué dans la théorie micropolaire. On retrouve les mémes résultats que Pradel dans
Pradel and Sab|[1998], ainsi que Kumar et McDowell dans Kumar and McDowell [2009], qui
utilisent, des méthodes énergétiques. Warren and Byskov| [2002] utilise la symétrie particuliére
du milieu (distribution des noeuds a 120°), ils trouvent des termes complémentaires, liés au
gradient de la déformation. Les auteurs utilisent des développements de Taylor au second
ordre pour les déplacements.

Meéme si on retrouve des résultats identiques a ceux d’autres auteurs, on peut quand
méme faire une vérification avec Abaqus, en reprenant le principe des tests de Casolo [2006]
(voir la figure pour le module de cisaillement. Le module de flexion pure ~ sera évalué
en fonction de la formule simplifiée de flexion simple d’une poutre micropolaire 2D (voir
I'annexe D).

3.4.3 Vérifications des modules obtenus

L’objectif de cette partie est de vérifier la validité des modules obtenus en faisant des ex-
périmentations numériques par élément fini. D’une facon générale, on fera les tests avec deux
types d’échantillons, soit un carré de 16 x 16 cellules de base, soit une poutre micropolaire,
c’est-a-dire avec une microstructure en treillis. On a choisi en général un nombre de cellules
supérieur a 10 par cotés pour diminuer les effets de bords |[Alkhader and Vural, 2008|.

3.4.3.1 Test en cisaillement pur du treillis carré

On a repris le principe des tests de [Casolo| [2006] pour le module K33. Les paramétres de
ces tests sont expliqués dans la figure Le principe du test en cisaillement pur consiste
a appliquer sur les faces latérales du treillis, opposées deux & deux, un effort linéique de
cisaillement. Comme il n’y a qu’un seul noeud par cellule élémentaire dans le cas de ce treillis
carré, la rotation ¢, liée a la cellule ¢lémentaire homogénéisée, de la théorie micropolaire suit
la rotation de ce seul noeud. Mais de fait, cela n’est plus valable, dés lors qu’il y a plusieurs
noeuds par cellule élémentaire.

Les tests ont été fait en éléments finis sur Abaqus en choisissant des éléments poutres de
type Euler-Bernoulli (B23 dans le codage Abaqus), avec quatre éléments par poutres. Les
conditions aux bords sont indiquées sur la figure [3.4.4, On impose aux bords une rotation
nulle et le noeud du bas & gauche est encastré. Le matériau utilisé pour les simulations est de
Paluminium de propriétés élastiques E, = 72000 MPa, v = 0, 33. La taille de I’échantillon est
de 1 mm de c6té, avec un treillis de 16 x 16 cellules. Les poutres ont une longueur [ = 0, 0625
mm et une largeur ¢ = 0,005 mm pour garder un rapport [/t assez grand. Pour diminuer un



CHAPITRE 3. HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DISCRETE DE TREILLIS
ELASTIQUES VERS UN MILIEU CONTINU MICROPOLAIRE 121

Cisaillement pur . _
Microrotation pure
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Fcis\ll ,T\Fcis Fcis'T\ %m \LFcis
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FIGURE 3.4.3 — Principe des tests pour le module K33 de la matrice de raideur micropolaire

peu plus les effets de bords, on a modifié la largeur des poutres sur les bords, pour conserver
globalement une méme rigidité de flexion. Il y a deux poutres sur chaque bord opposé qui
doivent assurer la méme rigidité flexionnelle qu'une seule poutre. La rigidité flexionnelle est
fonction de I, = %, pour que deux poutres aient la méme rigidité qu’une seule, il faut que

t3
leur largeur soit ¢’ =3 4/ 3= 0,003968 mm.

On charge avec un effort en cisaillement réparti de 1 N par cotés. Le cisaillement étant
identique 0,, = 0y, on constate sur la figure [3.4.5 qu’il y a un cisaillement pur du milieu
sans microrotation '* aux noeuds, ce qui était attendu. Cela va nous permettre d’exprimer di-
rectement la contrainte de cisaillement en fonction de la déformation de cisaillement. D’aprés

0
la matrice |3.2.8 on devrait obtenir o, = K33,y = Kgg(a—v — @), soit comme ¢ = 0 dans ce
T
cas de chargement,

0
Ozy = KBB% (3418)

o
= Koag = —2Y 3.4.19
B v /o ( )

avec la contrainte de cisaillement égale a l'effort réparti divisé par la longueur, o,, =

1IN
T = 1 MPa et la déformation de cisaillement égale au déplacement divisé par la longueur,
mm

dans notre simulation il s’agit du déplacement du noeud nl au bas & droite (voir la figure

ov  U2(n

3.4.4). Les déplacements sont notés Ui dans Abaqus, avec 7 la direction, donc i #
x mm

13. Dans Abaqus, c’est la variable UR3 qui est la variable de rotation. C’est une variable continue sur le
réseau de poutre, mais c’est uniquement aux noeuds que cette variable correspond a ¢.
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A déplacement nul imposé

FIGURE 3.4.4 — Conditions aux bords lors du test en cisaillement du treillis carré

déformation de | K33(homogen.) | Ks3(Abaqus) | écart en %
cisaillement

@ B U2(7’L1) _12E.I, B Oy

Or  1mm v ~ Ov/0x

2,711 x 10~?mm | 36,86 MPa | 36,88 MPa | 0,05% |

TABLE 3.4 — Comparaison des résultats lors du test du treillis carré en cisaillement, pour le
module K33 entre la valeur homogénéisée et par EF

On aurait pu raisonner de la méme maniére avec le module Ky et le déplacement U1(n2).

Les résultats de la simulation sont

0 U2
U2(ny) = 2,711 x 10~?mm, ce qui entraine @ ] (1) = 2,711 x 1072 et le module
x mm

. 1
K33 estimé par Abaqus Ks3(Abaqus) = Gs/gx = oI < 102 — 36,88 MPa. On peut com-
1251,

parer ce résultat a ce que nous donne I’homogénéisation Ks3(homogen.) = =75= = Emn’ =
0.005 \°

0.0625
excellente approximation de ce module.

72000

= 36.86 MPa. On peut donc affirmer que 'on a par ’homogénéisation une
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FIGURE 3.4.5 — Variable de rotation UR3 lors de la déformation du treillis carré par cisaille-
ment, de valeur nulle aux noeuds

3.4.3.2 Test en microrotation pure du treillis carré

On cherche a tester le module K33, mais cette fois-ci on ne créant qu’une microrotation
sans aucune déformation (voir la figure . Le principe est simple, on applique cette fois-ci
un microcouple en chaque noeud. Il faut simultanément pour maintenir I’équilibre appliquer
des efforts de cisaillement sur les bords qui créent un couple global équilibrant la somme des
micromoments appliqués. Pour réaliser le test en microrotation pure, on a eu recourt a une
petite astuce pour compenser les effets de bord (voir la ﬁgure. En effet, on applique des
moments uniformes sur ’ensemble de ’échantillon considéré, ce qui crée une microrotation
de chaque noeud. Mais la valeur des microrotations aux bords si elle est imposée influence le
résultat global, car ces noeuds de bords sont reliés a trois poutres et non quatre. Cela crée
une réponse non uniforme de ’échantillon pour ce qui est de la rotation des noeuds. Pour
avoir une réponse uniforme, on a procédé par itération, en imposant sur les bords la valeur
moyenne (centrale) des microrotations dans I’échantillon considéré et simultanément on a
modifié la valeur des efforts de cisaillement sur les bords pour maintenir I’équilibre.

ov
Le raisonnement pour le calcul est similaire, on part de o, = K3se,y, = Kgg(% — 9),

. PR . ov . Oxy ,
mais cette fois-ci il n’y a aucun cisaillement — = 0, on en tire K33 = ———. Les résultats

ox
sont résumés dans le tableau [3.5] L’écart est de 0,1% : nous pouvons donc raisonnablement
penser que nos valeurs sont correctes pour ce module K33 et correspondent réellement au

comportement du treillis.
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FIGURE 3.4.6 — Conditions aux bords lors du test du treillis carré en microrotations pures

rotation moyenne 0y imposé | Kss(homogen.) | Kss(Abaqus) | écart en %
des noeuds en EF au bord :12];3—;‘12 = —%
| ¢ =15,2544 x 10 %rad . | -0,5631 N | 36,86 MPa [ 36,91 MPa | 0,1% |

TABLE 3.5 — Comparaison des résultats en microrotation pure, pour le module K33 du treillis
carré, entre la valeur homogénéisée et par EF

3.4.3.3 Test en flexion pure du treillis carré

On cherche cette fois-ci & vérifier le module K55 dans la matrice [K] du treillis carré.
On va utiliser la flexion d’une poutre micropolaire dans le cas d’une contrainte plane. On
invite le lecteur a se référer a 'annexe D pour plus de détails. Les principaux parameétres
sont indiqués dans la figure [3.4.7. On obtient la relation suivante en contrainte plane pour
une poutre micropolaire soumise & un moment de flexion uniforme

o9
(E*I; + KssH) — = —M; (3.4.20)
ox
Egt
[

avec E* module élastique homogénéisé de la poutre macroscopique, tel que £* = , I
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Les deux poutres aux extrémités ont une tres grande rigidité

/ .

A
T~

microstructure de la poutre, carré ou hexagonale, selon le cas

FIGURE 3.4.7 — Principaux parameétres d’une poutre micropolaire en flexion pure

3
moment quadratique suivant z de la poutre macroscopique, 7 = 13 avec H la largeur de la

poutre macroscopique, K55 = v étant le module micropolaire calculé précédemment tel que
E.1 t3
K55 = —= dans le cas du treillis carré. On précise que le moment quadratique I, = 3 dans
cette derniére relation est lié aux micropoutres de largeur ¢ et E; est le module de Young du
matériau de base de chaque poutre.
Si on développe I'équation [3.4.20, on obtient

EgH?  Eg*H\ 0¢
< BT )%_—Mf (3.4.21)
EgH , o 5 09

5 (H +t)ax_ M; (3.4.22)

L’équation d’une poutre standard, non micropolaire, soumise & un moment de flexion
uniforme s’écrit

EgH? 0¢
120 9z
L’effet micropolaire apparait donc sous la forme du terme #2. On constate que pour faire
apparaitre un effet micropolaire, il est nécessaire que t* soit proche de H?. Comme M, est
constant, % I’est aussi et on peut réécrire les équations |3.4.22| et |3.4.23| sous la forme suivante
aprés intégration le long de I'axe z

—M; (3.4.23)

MW

standard __ f

925 ! - _K;mndard (3424)
. MW

quzcropol — f (3425)

Kmicropol
f
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FIGURE 3.4.8 — Valeurs de UR3=¢, lors d’'une simulation EF d’une poutre a microstructure
carrée, en flexion pure

Elstj¥3 Kmicropol _ EStH

avec Kjlonderd — et Ky o (H? + t*). On constate que 'angle de cour-

bure totale ¢ est différent selon que 1’on soit dans le cas micropolaire ou non. On peut faire
une simulation numérique en élément finis de maniére & mettre en évidence cet angle et vé-
rifier s’il se rapproche du modéle homogénéisé micropolaire. On a réalisé la simulation sous
Abaqus avec les paramétres suivants

H=3,75 mm, h=2 mm, [=0,9375 mm, F,=72000 MPa, W=90 mm et M;=1 N.mm '*.

La figure montre la distribution spatiale de la variable de rotation U R3. La différence
des deux valeurs extrémes fournit la valeur de I’angle de courbure total ¢.

Si la modélisation micropolaire est exacte, I'écart attendu entre la valeur de ¢(Abaqus)
et ¢standard est de

¢micropol o ¢standard tQ

¢mic7"0pol - m (3 4. 26)

Soit dans notre cas un écart attendu de t?/H? = 28 %. Les résultats numériques donnent
d(Abaqus) = —4.920 x 107° — 4.920 x 107° = —9,84 x 10~ ° radians. Les équations [3.4.24| et

3.4.25| prédisent une valeur

. —12 % 0,9375
micropol __ ) = —10.38 1075 d
¢ 72000 x 3,75 x 2 x (3,752 4 22) 00 o
et 12 % 0,9375
— X
¢standard _ ? — —]_3’ 33 x 10—5 rad

© 7772000 % 3,75 X 2 % 3,752

Si on compare ¢(Abaqus) et ¢™™P°l on a un écart de 5,2 % sans doute lié aux effets de
bords. Si on compare ¢(Abaqus) et ¢*t9rd Pécart est de 35 %. Tous ces résultats sont
synthétisés dans le tableau [3.6] On constate donc une valeur trés proche entre la simulation
numérique et la valeur de la théorie homogénéisée micropolaire pour le module Kjs.

14. On notera que cette simulation ne peut avoir de réalité physique, car la hauteur des poutres h composant
le treillis intérieur est supérieure a la largeur du coté L de la cellule de référence. Mais cette impossibilité
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’ ‘ (b(Aba,qus) ‘ ¢mic7'opol ‘ ¢standard ‘
valeur —9,84 x 107 rad | —10,38 x 10°rad | —13,33 x 1075 rad

& — ¢(Abaqus)
o(Abaqus)
(i= micropol, ou standard)

en % 5,2 % 35%

écart

TABLE 3.6 — Comparaison entre les valeurs de ¢, la rotation totale lors d’une flexion de poutre
a microstructure carrée, obtenues par EF ou analytiquement incluant le module micropolaire
K55 = v ou non.

On rappelle néanmoins que les écarts trouvés n’ont pas de réalité physique, la simulation
EF n’a que pour but de vérifier la validité des modules trouvés. Dans une vraie poutre a
microstructure, la largeur des micropoutres de la cellule de base est trés inférieure a la lar-
geur de la poutre t? < H?, dés lors 'effet micropolaire disparait lors de ce type de chargement.

En conclusion de ces tests sur le treillis carré, on retiendra que les modules trouvés par
homogénéisation sont représentatifs.

3.4.3.4 Test en flexion pure du treillis hexagonal

Il est difficile de faire des simulations EF en cisaillement et microrotation d’un treillis
hexagonal. En effet, la cellule élémentaire comporte deux noeuds, on ne peut dés lors identifier
¢ a la rotation individuelle d’un noeud, de plus on ne peut définir des conditions de bords
similaires horizontalement et verticalement, car la cellule élémentaire n’est pas identique par
rotation de 90° . On se contentera donc du test du module K55 en flexion pure. Ce test en
flexion est similaire & celui du treillis carré (voir la figure [3.4.7), avec la méme ’astuce’ de
calcul, qui consiste a prendre des poutres surdimensionnées en largeur. On a pris une poutre
avec 16 cellules en largeur pour ne pas avoir un résultat trop “pollué” par les effets de bords
(Tekoglu and R.Onck| [2008], Onck et al. [2001] et |Alkhader and Vural| [2008]).

Nous rappelons briévement le raisonnement, identique a celui utilisé pour le treillis carré.
Le moment de flexion d’une poutre macroscopique, sans effet micropolaire s’exprime selon

My =—FE"I; pe (3.4.27)

Une poutre avec effet micropolaire (voir annexe D) devrait donner l'expression suivante

pour ce qui est de son moment de flexion
o¢

My = — (B'I + KsH) o (3.4.28)

physique ne géne pas Abaqus pour ses calculs
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FIGURE 3.4.9 — Valeurs de UR3=¢, lors d’une simulation EF d’une poutre a microstructure
hexagonale, en flexion pure

avec le module de Young de la poutre homogénéisé (voir I’équation|3.4.14) E* = 16 W\/g’_ﬂ;—%éz[i),

I le moment quadratique de la poutre homogénéisée (macroscopique) I = if—;, K55 = v le

module micropolaire, calculé précédemment, voir I'équation [5.3.20, K55 = ﬁé—?‘lE

Les différents paramétres de la simulation numérique sont les suivants :

— longueur de la poutre macropolaire W = 0.372166 mm,

— longueur des poutres du treillis hexagonal [ = 0.00256666 mm,

— largeur des poutres du treillis t = 0.044419 mm,

— module de Young du matériau £, = 70000 MPa,

— largeur de la poutre macroscopique H = 0.0666666 mm,

— moment de flexion appliqué a I'extrémité M; = 0.02 N.m.
Le résultat de la simulation numérique est donné dans la figure [3.4.9] En reprenant le méme
raisonnement que précédemment pour la flexion de la poutre a microstructure carré, on
intégre suivant = 1’équation et on trouve

| WM
micropol __ _—f 3.4.29
¢ E*I* + K55 H (3.4.29)

a comparer avec
MW
B Ix
Les résultats numériques ont été synthétisés dans le tableau On a, de la méme facon

que pour la poutre a microstructure carré, une valeur analytique beaucoup plus proche de
celle de la simulation éléments finis avec ’expression incluant le module micropolaire ~.

¢standard —

(3.4.30)
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’ ‘ ¢(AbQQUS) ‘ ¢mz’cropol ‘ ¢standard ‘
valeur —2,3x107* rad | —2.43 x 10~*rad | —3.14 x 10~*rad

o' — Pp(Abaqus)
o(Abaqus)

TABLE 3.7 — Comparaison entre les valeurs de ¢, la rotation totale lors d’une flexion de
poutre & microstructure hexagonale, obtenues par EF ou analytiquement incluant le module
micropolaire K55 = v ou non.

écart en % 5,6 % 3%

3.5 Conclusion, discussion

L’homogénéisation des treillis centro-symétriques par une méthode de développement
asymptotique discréte micropolaire a été validée par comparaison des modules mécaniques
homogénéisés a leurs homologues obtenus par simulation numérique, un code de calcul qui
permet d’obtenir de facon automatique les modules mécaniques standard et micropolaire
d’un treillis a été construit. Néanmoins, quelques points demandent a étre encore clarifiés.

Si les résultats analytiques des treillis étudiés semblent corrects, on peut souligner les
quelques faiblesses du raisonnement que nous avons tenu. Tout d’abord, on a visé un milieu
homogénéisé particulier, le milieu micropolaire ; on peut rappeler les raisons de ce choix. Ce
milieu utilisant deux parameétres séparés pour la rotation et le déplacement est historiquement
issu des études sur les poutres ; en retour, ’homogénéisation des poutres avec deux parameétres
séparés semblerait conduire vers ce milieu. De plus, on a montré dans le chapitre précédent
que si on n’utilise que le paramétre de déplacement dans un modéle de poutre simplifié, les
tenseurs obtenus sont inconsistants pour ce qui est des modules de cisaillement. Le choix
du milieu micropolaire nous a conduits a poser comme condition de départ, le degré initial
et 'ordre des développements des paramétres cinématiques u et ¢. Mais d’autres approches
auraient pu étre utilisées, par exemple de ne pas présupposer le milieu visé, ce qui aurait
entrainé 'obtention d’un continuum autre que micropolaire (milieu du second gradient 7). Le
milieu obtenu serait néanmoins lié a 'ordre du développement des variables u et ¢.

On a volontairement limité notre étude aux structures périodiques a symétrie centrale 1°.
On s’est appuyé sur cette condition de symétrie pour postuler la forme du résultat et simplifier
Iexpression des développements asymptotiques et les expressions homogénéisées obtenues, en
négligeant certains termes de second ordre. Si on veut étendre I’étude aux treillis périodiques
non centrosymétrique, il sera nécessaire soit de formuler plus rigoureusement le dévelop-
pement des différents paramétres (géométriques, cinématiques...) au second ordre, soit de
formuler un algorithme simplifié sans aucun terme de second ordre.

Pour ce qui est des perspectives de ces travaux, un aspect qui mériterait que 'on s’y
intéresse est celui des applications pratiques. Le développement d’applications concrétes po-

15. On rappelle qu’un treillis centrosymétrique est un treillis dont la géométrie est & symétrie centrale. La
symétrie centrale de la géométrie entrainant l'invariance des modules de rigidité par rotation d’angle 7.
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sera de nouvelles questions. Ce n’est que dans des cas trés particuliers que 'on devrait voir
apparaitre un effet réel micropolaire a 1’échelle macroscopique. Par exemple, le traitement
d’un milieu avec une densité de couple de contrainte surfacique ou linéique ameénera a se
poser la question du point d’application de ces couples de contrainte sur le treillis. Il peut
y avoir, selon le cas de figure, plusieurs points d’application différents pour le méme treillis,
qui ne sont d’ailleurs pas forcément les noeuds reliant deux poutres entre elles.

On peut envisager d’autres directions de recherche : traitement des grandes déformations,
de la plasticité, avec un modéle poutre & élancement faible. En effet, 'une des limitations
de notre étude concerne le modéle de poutre adopté qui n’est valable que pour des poutres
longues; dans le cas de treillis ayant des poutres avec un faible rapport longueur/largeur
(treillis a forte densité par exemple) on aura intérét a réaliser une approche avec une théorie
de poutre de Timoshenko & la maniére d’autres auteurs [Kumar and McDowell, 2004].

Les points que nous venons d’évoquer conduisent a s’interroger sur 'intérét de viser un
milieu continu micropolaire. Au vu de la méthode développée et de I'algorithme obtenu, on
peut penser qu’il est possible de limiter les développements des deux paramétres cinématiques
et obtenir ainsi un milieu continu classique non micropolaire.

Si on reprend la forme développée plus haut (équations|3.3.67 4 [3.3.69)), le fait de limiter
au premier ordre les développements nous conduit a négliger les matrices [B] et [D]. De plus,
on a montré au paragraphe que les modules liés a la matrice [C], sont d’ordre &3,
tandis que ceux liés a la matrice [A], sont d’ordre €2, ce qui nous conduit & négliger [C]
devant [A]. Cela nous améne a

(o, ) (e, )
Oy €y
Ozy [A] IKI } €y
= 3.5.1
Oyz {M M Eyx ( )
My Rgz
L Myz ) \ Fyz )
Oz €z
Oy _ €y
S [ A] e (3.5.2)
Oy €ya
soit,
1.. OR
=-S5 : 3.5.3
o g 1 O\ ( )
[A]{e}

c¢’est-a-dire un milieu continu classique.
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Dans le chapitre suivant, on se propose de tester I’homogénéisation de différentes sortes
de treillis (auxétiques et chiraux ) avec le code de calcul micropolaire et avec la version de ce
code limitée au premier ordre des différentes variables. Le but étant de valider les résultats
obtenus par ces deux codes de calcul.
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Application de 'homogénéisation aux treillis
auxetiques.

Sommaire

4.1 Introductionl . . . . . . . . . . . .. 132
[4.2  Homogénéisation micropolaire des treillis auxétiques centrosymétriques| 133
iM.2.1  Le treillis hexagonal ré-entrant|. . . . . .. . ... ... ... ... 135

“2.2 Le treilllis hexachirall . . . . . ... ... .00 140

2.3 Le treillis diamant chirall . . . . . . . 0000000000000 L 144

[4.3  Homogénéisation vers un milieu continu classique avec un modéle poutre |

| de Bernouilli complet| . . . . . . .. ... oo 150
4.3.1  Simplification du code de calcul micropolaire en vue d’obtenir un |

| code de calcul classiquef. . . . . ... .. .o 0oL 150
432 Letreillisde Miltonl . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 151

[4.4  Conclusions, discussion| . . . . . . . . . . . .. 155

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va tester le code de calcul micropolaire défini dans le chapitre pré-
cédent avec différents treillis centrosymétriques. On développera également la simplification
de cet algorithme en vu d’obtenir un milieu continu classique.! On fera 'application a un
treillis non-centrosymétrique. Pour chacun des treillis traités, on comparera nos résultats a
ceux de la littérature sur la question, lorsqu’elle existe, ou bien & des simulations en éléments

finis.

1. On notera toutefois qu’il s’agit dans ce chapitre d’un algorithme différent de celui qui a été utilisé
dans le chapitre 2, puisque nous allons utiliser un modéle de poutre de Bernouilli non simplifié, incluant les

variables de rotation. On s’attend donc & obtenir un tenseur des contraintes symétrique.

132
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4.2 Homogénéisation micropolaire des treillis auxétiques
centrosymétriques

Nous évoquerons dans ce chapitre des matériaux sous forme de treillis régulier dont la
microstructure induit des propriétés peu courantes. On s’intéressera en particulier aux treillis
a coefficient de Poisson négatif. La plupart des matériaux ont une contraction dans le sens
transversal lors d’une élongation longitudinale. Ce taux de contraction appelé coefficient
de Poisson est habituellement positif, d’environ 0.5 pour le caoutchouc, 0.3 pour les aciers
communs, de 0.1 & 0.4 pour les matériaux cellulaires tels que les mousses et d’environ 0 pour
le liege. Certains matériaux cellulaires, ou treillis, ont un coefficient de Poisson négatif. On
qualifie ces matériaux d’auzétiques (du grec auzein, s’étendre). Les matériaux auxétiques sont
connus depuis un certain temps, on peut remonter en termes de publication a I’article de|Lakes
[1987] ; il a réussi a convertir une mousse de polyuréthane standard en une mousse auxétique
par chauffage-compression et refroidissement sous compression. Bien qu’un certain nombre de
mécanismes ait été avancé pour expliquer ce fonctionnement auxétique |Bertoldi et al., 2009
Blumentfeld, 2005, Lakes, 1991|, dans le cas des treillis de poutres on connait principalement
deux mécanismes qui permettent cette propriété, le mécanisme ré-entrant et le mécanisme
d’enroulement (voir la figure [4.2.1). Dans le mécanisme ré-entrant, la déformation dans un
sens provoque une flexion symétrique et opposée des poutres orientées dans le second sens,
tandis que dans le mécanisme d’enroulement, des poutres faisant fonction de ligaments relient
entre elles des structures circulaires qui tournent sous 'effet d’une déformation et entrainent
simultanément les autres ligaments. Le mécanisme d’enroulement est lié a la géométrie chirale
2D des treillis, c’est-a-dire que ces treillis ne peuvent étre superposés a leur image dans un
miroir 2. (Grima et al.| [2006] suggére d’expliquer et modéliser par un mécanisme similaire a
I’enroulement ce qui se produit dans les mousses auxétiques, il appelle ce mécanisme 'rotation
de liaisons rigides’ (voir la figure [4.2.2)).

Les propriétés attendues de ces matériaux auxétiques sont diverses. Un grand nombre de
brevets ont été déposés montrant leur intérét. On s’attend a ce que les matériaux a coeffi-
cient de Poisson négatif aient un pouvoir d’absorption d’énergie supérieur et une meilleure
résistance a la rupture que leurs homologues standard, ce qui pourrait étre utile pour des
matériaux d’emballage ou des matériaux d’absorption de chocs. D’aprés |Prall and Lakes|,
1997|, les matériaux auxétiques devraient étre difficiles & cisailler, mais faciles & déformer
volumétriquement, en quelque sorte des anticaoutchoucs. Ces matériaux devraient entrainer
des comportements mécaniques peu habituels lors d’une mise en forme par déformation ; une
plaque épaisse que P'on fléchit aurait une déformation en forme de coque (et non en forme
de selle de cheval comme la plupart des matériaux standard). On pense les utiliser égale-
ment pour la fabrication de nouveaux actionneurs, prothéses et mousses ayant un pouvoir
d’absorption acoustique supérieur (voir |Alverman) 2007 et Bertoldi et al., 2009). Bien qu’il

2. La chiralité peut étre comparée & un simple probléme de chaussures. Tous les enfants ont déja été
confrontés & un probléme de chiralité en mettant le pied droit dans la chaussure gauche et inversement. Une
chaussure est un objet chiral, car elle n’est pas superposable & son image dans un miroir, tout comme les
mains. Les treillis peuvent également étre des objets chiraux.



CHAPITRE 4. APPLICATION DE L’HOMOGENEISATION AUX TREILLIS
AUXETIQUES. 134

mécanisme ré-entrant mécanisme d'enroulement
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FIGURE 4.2.1 — Deux géométries qui créent un mécanisme permettant d’obtenir un coefficient
de Poisson négatif
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FIGURE 4.2.2 — Mécanisme de ‘rotation de liaisons rigides’ proposé par Grima et al.| [2006]
pour expliquer et modéliser le comportement des mousses auxétiques. (a) treillis hexagonal,
modéle standard des mousses (b) modéle 'rotation de liaisons rigides’ des mousses auxétiques (c)
représentation idéalisée du modele ‘rotation de liaisons rigides’ (d’apres |Grima et al. [2006])
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ne s’agisse pas a proprement parler de treillis, on commercialise a 'heure actuelle des fibres
auxétiques qui gonflent lorsqu’on les met sous traction.

Différentes études ont déja été réalisées sur ces matériaux depuis Lakes| [1987] ; on trouve
dans Prall and Lakes [1997] une étude théorique et expérimentale du treillis hexachiral.
Yang et al. [2003] ont fait une étude par EF micropolaire du treillis hexagonal ré-entrant.
Blumentfeld| [2005] a étudié les mécanismes de déformation de treillis qu’il qualifie a la fois
d’auxétiques et isostatiques; il propose une formulation mathématique de ce comportement
et différentes géométries possibles. (Gaspar et al| [2005] ont fait des expérimentations sur
des géométries de treillis simples a obtenir & partir d’'un treillis diamant, que l'on pour-
rait qualifier de diamant chiral. Scarpa et al. [2007] ont étudié la résistance au flambement
des treillis hexachiraux. Spadoni and Ruzzene| [2007] ont fait I’étude d’une application d’un
treillis auxétique chiral, une aile d’avion a profil variable. Cette étude est menée a la fois
par EF et expérimentalement. Cet exemple montre tout 'intérét de ce genre de treillis dans
des applications de forte déformation élastique et de non-conservation du volume. Gonella
and Ruzzene| [2008] ont obtenu les propriétés mécaniques du treillis hexagonal ré-entrant par
une technique d’homogénéisation basée sur des équations aux différences finies. Ils se sont
intéressés particulierement au probléeme du calcul de la vitesse de propagation d’une onde
basse fréquence dans de tels treillis auxétiques. Donescu et al. [2009] se sont intéressés au
comportement d’un matériau composite formé de couches réguliéres d’aluminium et d’un ma-
tériau auxétique. Ils montrent que ce matériau auxétique fournit un accroissement significatif
du module de Young dans ces composites. Alderson et al|[2009] ont fait une étude a la fois
expérimentale et par EF d’une série de treillis chiraux et d’autres appelés antichiraux. Les
antichiraux sont des treillis formées de structures chirales associées en paire opposée. Dans
Bertoldi et al.| [2009] on propose une géométrie périodique produisant un effet auxétique. Il ne
s’agit pas vraiment d’un treillis, mais d’un réseau d’évidements ellipsoidaux qui produisent
sous une forte déformation un effet auxétique jusqu’a un coefficient -0,5 environ.

Au vu de cette courte bibliographie, on comprend que les treillis auxétiques sont un champ
d’application idéal pour tester notre code de calcul. On a choisi quelques treillis auxétiques
parmi les plus étudiés : le treillis hexagonal ré-entrant, le treillis hexachiral et le treillis dia-
mant chiral. On montre que I'on retrouve bien les modules calculés dans d’autres études pour
les treillis hexagonal ré-entrant et hexachiral, mais des modules différents pour le treillis dia-
mant chiral. Nos résultats prédisent un comportement atypique pour ce dernier treillis. On a
donc fait des tests par EF pour vérifier les valeurs du module élastique trouvées pour ce treillis
diamant chiral et valider le comportement prédit. On traitera également de I’homogénéisa-
tion du treillis de Milton, non centrosymétrique avec notre code de calcul non micropolaire
(classique).

4.2.1 Le treillis hexagonal ré-entrant

Le treillis hexagonal ré-entrant est 1'un treillis auxétiques les plus connus et étudiés |Gib-
son and Ashby, 1997, |Gonella and Ruzzene, 2008|. On parle de treillis ré-entrant lorsque
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@ ®

FIGURE 4.2.3 — Définition géométrique du treillis hexagonal ré-entrant : (a) 6 = 30°, treillis

hexagonal classique (b) # = —15° | le treillis hexagonal est devenu ré-entrant
’ poutre \1\2\3‘
Noeud origine Ob |2 | 1|1
Noeud Extrémité Eb | 1 | 2 | 2
01 0]1]0
0o 001

TABLE 4.1 — Tableau des connectivités du treillis hexagonal ré-entrant

’angle 6 des poutres by et b par rapport a 'horizontale est négatif (voir les figures (a)
et (b)).

Les connectivités sont données dans le tableau |4.1] elles sont identiques a celles du treillis
hexagonal. La différence de géométrie réside dans les vecteurs directeurs des poutres by et b3 ;
les poutres by et by forment avec ’horizontale un angle variable 6. Si cet angle vaut 30°, nous

T
obtenons le treillis hexagonal classique, mais avec un angle § < 0 (6 € [_5’ 5} ), on obtient
un treillis auxétique ré-entrant, (voir la figure 4.2.3). La matrice de raideur micropolaire

homogénéisée vaut

Kll K12
KQI K22
[K] — K33 K34
K43 K44
Kss
L K66 _
avec KH _ Esn (anCeranzc%#»c%fstchrB7]273772375)
(2n2c?+37205)ct
K12 _ _ctst(n271)Esr]

2n2ci+3—2c7
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CtSt (772—1)E577

Ko = —5pamsag
Koy — Esn (st+n2$tcg7stcf+1+nQCffc?)
2= (2n2ci+3-2c7)
nc;+ ci et
Ko — 1/2 Esr]3(—772c%+5 c?+n25t+n2—3+35t)
33 = (—3st+3+n2+n2st)ct
Koo = —1/2 Eon®(—n?c+c2+n2si+3 s:—3+4n?)
34— (=3 5t+3+n2+n2st)ce
Ko —1 2E5773(n4c§st—8n2stcf+87720§+15stcf—?)05—637]4—127]2—&-127]25,5)
43 — / 62021 2k 21192
6n%ci+cin*+9ci+12n% )ct
Esn?(3s1c2—15c24ntc2si+4n2c2—4n?sic? —c?nt —12n2+121%s;
K44 — _1/2 s ( t t t t t t )0

(76n2cf+cfn4+907%+12772)ct
_ L2 Esn?

Kss = 1/12 it
- L*(s¢+1)Esn

Kgo = 1/36 LD’

t
On en tire les modules homogénéisés suivants

Ex = Esndet
U7 (et 1) (23 —ci+1)
* _ Esn3(s¢+1)
E2 —_—

(—cf—l—nzc?—S 772>ct
(772—1)5,5(5,5—1)

V12 = n20t§_ct§+l
- (n271)st(st+l)
21 — *Cf+772€$*3772

t
avec cos(0) = ¢, et sin(0) = s, n = 7 le rapport d’élancement de la poutre et 6 I'angle

des poutres by et bs par rapport a I’horizontale. On peut faire une application numérique avec
un matériau aluminium

E, =70 GPa

L 1

t = 'H mm —n = -—

Les courbes donnant les propriétés mécaniques en fonction de 6 se retrouvent dans les
figures et [£.2.5] On peut constater sur la figure [£.2.5 que le coefficient de Poisson peut
prendre des valeurs négatives assez importantes, proches de -8 pour un angle § ~ —5°. On
a choisi de comparer nos résultats comme d’autres auteurs I'ont fait |[Gonella and Ruzzene,
2008| & ceux déja connus de la littérature comme les formules de Gibson et Ashby. On notera
que les modules que nous obtenons semblent plus réalistes ; la formule simplifiée de Gibson et

Ashby crée un module qui tend vers 'infini pour § = 0, ce qui est une impossibilité physique. 3
. 3
Ei(Gibson) = —Lsla

L3(13+5t)(5t)2
E3(Gibson) = B
. 32
v12(Gibson) = EETRP

Les courbes obtenues dans nos travaux sont similaires a celles de [Gonella and Ruzzene
[2008], pour le méme treillis hexagonal ré-entrant et dans des conditions identiques. Le code
de calcul semble fonctionner correctement sur ce type de treillis. Il fournit des résultats
similaires a ceux de travaux récents sur ces mémes treillis.

3. On notera que cette
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1, x 1010 -

8,x 10°

6, x 10°

E en MPa

. . . .
-20 -10 0 10 20
0 en degrés

E, (Gibson)

E en MPa
T T T 1

-20 -10 0 10 20
0 en degres

EZ* (Gibson)

%
EZ

(b)

FIGURE 4.2.4 — Module de Young homogénéisé du treillis hexagonal ré-entrant en fonction
de 6, comparaison de nos résultats a ceux des formules simplifiées de Gibson et Ashby pour
(a) B, (b) E3
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_10_

E— Vlz(Gibson) Vis

. . . .
-20 -10 0 10 20
] 0 en degrés

FIGURE 4.2.5 — Coefficient de Poisson du treillis hexagonal ré-entrant en fonction de 6, (a)
V12 et comparaison de nos résultats & ceux de Gibson et Ashby , (b) vy
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4.2.2 Le treillis hexachiral

Le treillis hexachiral a fait I'objet de plusieurs travaux et articles associés (Prall and Lakes
[1997]/Alderson et al.|[2009]). Par exemple, dans Alderson et al, [2009] un certain nombre
d’échantillons de treillis a coefficients de Poisson négatif ont été obtenus par prototypage
rapide dans de la poudre de Nylon (Duraform), puis une comparaison des résultats est faite
entre 'expérimentation sur ces échantillons et une analyse EF. Dans le treillis hexachiral, le
mécanisme qui permet 'obtention d’un coefficient de Poisson négatif est différent du treillis
hexagonal ré-entrant; c¢’est un mécanisme “d’enroulement” d’une sous-géométrie au sein de
la cellule élémentaire qui produit un coefficient de Poisson négatif. Ce mécanisme semble
avoir été évoqué par |Lakes| [1991]. Ce treillis (figure est composé d’éléments circulaires
de rayon identique r liés entre eux par des ligaments étroits de longueur identique L. Ces
ligaments sont disposés tangentiellement aux éléments circulaires a 60° les uns des autres.
Le treillis posséde a la fois une symétrie hexagonale et une symétrie chirale. Les treillis a
symétrie hexagonale ont une isotropie plane, ce qui sera confirmé par les résultats.

Les paramétres du treillis étudié par Prall and Lakes [1997] sont énoncés dans la figure
[4.2.6] On remarquera deux points particuliers : premiérement, il y a une multitude de variétés

r
dans cette famille des treillis hexachiraux suivant le rapport = ; deuxiémement, on ne peut

modéliser tel quel ce treillis avec notre méthode parce qu’il comporte une courbe (cercle).
Nous allons faire un modéle approché de ce treillis, en remplacant le cercle central par un
réseau de poutres rectilignes dessinant un hexagone, selon la figure [£.2.7); on a inclus dans la
figure les valeurs des ¢; utilisés.

Selon la figure 4.2.6) on peut faire le constat que les paramétres sont liés entre eux par
les relations suivantes (voir également [Prall and Lakes, [1997])

sm9:R—/2:>9:30°
R
_ 2r
sin 3 = 7
2r
tan B = —
an 3 7

Nous avons choisi une configuration précise, avec § = 30°%, ce qui impose un rapport
R = 4r et L = 2¢/3r. On donne la définition géométrique du treillis étudié dans la figure
E2.7 Les connectivités sont données dans le tableau .2l

Les résultats obtenus pour les tenseurs ainsi que pour les matrices de raideurs et de
souplesse sont composés de trop de termes pour étre insérés dans ce document. Les paramétres
mécaniques extraits sont les suivants

4. Les résultats concernant le comportement, évoqués par Prall et Lakes, puis par Alderson dans|Alderson
et al.|[2009] & travers des simulations numeériques, particuliérement la valeur négative du coefficient de Poisson,
semble peu dépendant de la valeur précise de /3



CHAPITRE 4. APPLICATION DE L’HOMOGENEISATION AUX TREILLIS
AUXETIQUES. 141

TR RR R AR RRRAARY]

AR

ARRRRRARRRRRRRRNRRA

FIGURE 4.2.6 — Treillis hexachiral (extrait de Prall and Lakes [1997])

| barre [ 1] 2 [3[4[5][6]7[8]9]
O [1]6]2]6]1][2][4]5]6
E [4]3[5]1]2][3][3]4]5
6 [0]-1[1[0]0]0]0]O0]O
6 [1]1]ofo]o]oJo]o]oO

TABLE 4.2 — Tableau de la connectivité du treillis hexachiral



CHAPITRE 4. APPLICATION DE L’HOMOGENEISATION AUX TREILLIS

AUXETIQUES. 142
r
L
L » ]
5 = (~1.1) :
n1 \
4 b7 \\\
n2 " 3 b5~ ™ \‘ 6 =(1,-1)
. B N §
8 = (~1,0) S =0
i M
L L
FIGURE 4.2.7 — Treillis hexachiral modéle poutre
. 96 (1393 — 71) Es (=575 — 5641 + 44/3) n® (42.1)
b 4T —19729 — 224148 2 + 16908 v/3n2 — 540481t + 2973 /3 o
. 96 (1393 — 71) Es (=575 — 5641 + 44/3) n® (12.2)
> 47 19729 — 224148 02 + 16908 v/3n2 — 54048 n* + 2973 /3 o
.1 (74v/3—617) (20689 + 76300 7% + 11932 V/3n* — 621127" + 1257 V/3) (12.3)
Vig = L.
127 647 —19729 — 224148 n? + 16908 /312 — 54048 n* + 2973 /3
.1 (74V3—617) (—20689 4 76300 7> + 11932 v/3n* — 62112 7" + 1257 V/3) (12.4)

Vo, =
2L 647 —19729 — 224148 0% + 16908 /312 — 54048 n* + 2973 /3
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3 (V3+412) Bs (=575 — 564 7% + 44/3) n®
47 3+ 35172 + 580 v/3n2 + 3674

Gly=— (4.2.5)
3 t

en posant k; = Esn et ky = Esn’ et n = I

Bien entendu certains termes sont prépondérants par rapport a d’autres. On voit 'intérét

d’avoir utilisé le parameétre 7, ce qui permet de trouver des expressions approchées simplifiées
en faisant un développement en série relativement a n

96 (139V/3 —71) Es (=575 + 44 v/3) n?

E* ~ ~ 11.86 E.n® 4.9.6
A 19729 + 2973 /3 1 (4.2.6)
5 1393 — 71) Es (=575 + 44 /3) n3
fr o 96 (139VB—T1) Bs (S5T5+ V) 0P ) oo s (4.2.7)
47 —19729 + 2973 /3
1 (743 —617) (—20689 + 1257/3
N p— (143 ) ( v3) ~ —0.96 (4.2.8)
647 —19729 + 2973 /3
1 (743 —617) (—20689 + 1257/3
N (143 ) ( v3) ~ —0.96 (4.2.9)
647 —19729 + 2973 /3
. 3 (V3+412) Es (=575 +443) n® ,
R ( ) (3 ) ~ 145.73 E;n° (4.2.10)

On peut comparer ces résultats a ceux de Prall et Lakes qui donnent les formules suivantes
dans |Prall and Lakes| [1997]

Ef (2¢3)°

Ef(Prall) = 7,2 73

E, = 12E.° (4.2.11)

via(Prall) = —1 (4.2.12)

avec r = L/(2x \/3) On peut constater que ces résultats sont proches des expressions ho-
mogénéisées simplifiées. Les résultats de Prall and Lakes| [1997] sont obtenus par une analyse
similaire a celle utilisée par Gibson and Ashby| [1997]. On peut en rappeler le principe : il
consiste & considérer I’équilibre statique d’une cellule élémentaire formée du réseau de poutres,
soumis & un effort simple (traction, compression ou cisaillement). On obtient une relation sca-
laire effort-déplacement, que l'on transforme en relation contrainte-déformation en divisant
par les longueurs caractéristiques de la cellule élémentaire. Néanmoins, ’approche de Prall et
Lakes du probléme est simplifiée en ce sens qu’ils considérent comme indéformables les cercles
de rayon r, dés lors seules subsistent les déformations en flexion des poutres périphériques
fixées sur ces cercles élémentaires. Or, dans I'expression homogénéisée non simplifiée de v,
équation [4.2.3] il existe une variation suivant la valeur du rapport 1, que on peut mettre
en évidence dans la figure [4.2.8. On note que I'on retrouve une courbe similaire a celle de la
figure dans |Alderson et al. [2009], obtenue par une simulation EF.
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0 T T T T T T T T 1
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
n
_0’2_
_074_
—0,6—
—0,8—
_] -
—— Vv, (simpl.) Vi, (hom.)

FIGURE 4.2.8 — Coeflicient v15 homogénéisé et simplifié du treillis hexachiral en fonction du

rapport d’élancement des poutres n = 7

On compare également les résultats pour le module élastique entre les expressions homo-
généisées et I'expression de Prall et Lakes dans la figure [4.2.9] avec une bonne concordance
entre les deux approches.

On peut conclure de I'étude de ce treillis que la simplification des résultats sur les
constantes mécaniques, introduite sommairement ici par une analyse des termes prépondé-
rants en fonction du petit paramétre 7, peut étre affinée. La figure montre des courbes
proches pour ce qui est du module é¢lastique entre la version homogénéisée compléte et sa
version simplifiée, celle de Prall et Lakes. En revanche, si 'on compare les valeurs du coef-
ficient de Poisson v5 entre sa version homogénéisée compléte et sa valeur simplifiée, ’écart
est plus significatif (voir la figure [£.2.8).

4.2.3 Le treillis diamant chiral

On a repris le treillis diamant chiral étudié dans Gaspar et al.|[2005] et |Grima et al. [2006] ;
il est considéré comme auxétique par ces auteurs. La définition géométrique est donnée dans
la figure [4.2.10], sa connectivité est dans le tableau [4.3]
On obtient une matrice de souplesse surprenante montrant un couplage contrainte-cisaillement
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0,012~
0,010-
0,008~
— 0,006
0,004~
0,002

0 T SR E— T T T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

n
— E]* (Prall) E]* (hom.)

*

FIGURE 4.2.9 — Module élastique relatif —

en fonction du rapport 7. Comparaison des

résultats de nos travaux avec ceux de Prall eﬁc TLakes.

| barre [1]2[3[4]5]6]
O [3[1]1[5]5]2
E [1]2]4]1]4]3
6 [0]0Jofof1]0D
5 |0]0JoJofo]1

TABLE 4.3 — tableau de la connectivité du treillis hexachiral
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FIGURE 4.2.10 — Définition géométrique du treillis diamant chiral

25 0 TR B0 0]
0 2FE i HEO 0
5= | Er Omm 77%37%4 %Qﬁ . ! (4.2.13)
6 Esln3 6 Eln“ %::7? 771537234 0 0
0 0 0 0 48 g 0
0 0 0 0 0 48 b |

(on rappelle que on a posé les raideurs en extension et flexion k; = Esn et ky = Egn®).

Les coefficients Sis = Sy = 0, aménent & v19 = v = 0, des coefficients de Poisson nuls.
Cette singularité du treillis n’apparait pas de maniére évidente en observant sa géométrie, ou
Ion aurait pu s’attendre a un coefficient de Poisson négatif avec le méme mécanisme d’en-
roulement que pour le treillis hexachiral, c’est d’ailleurs I’hypothése initiale dans les deux
articles Gaspar et al.|[2005] et Grima et al. [2006] °.

5. Dans (Gaspar et al.[[2005] on a la description de 'expérimentation menée sur un échantillon de treillis.
On a serré deux faces opposées du treillis sur une machine de traction et enregistré la déformation. Mais
cette expérimentation est peut-étre mal interprétée ; la machine utilisée comporte certainement un guidage
en translation des méachoires de serrage, ce qui fait que la déformation en cisaillement n’apparait pas. Mais
a la place, il y a sans doute naissance d’efforts de réactions transverses, non uniformes par rapport a ’axe
de serrage. Ces efforts de réaction provoquent une contraction, certainement non uniforme également, qui
peut alors étre faussement interprétée comme un coefficient de Poisson. Nos simulations EF confirment ce
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Echantillon 1x1mm
Effort réparti F1 de 0.001 N
sur 1 mm

X2

‘ 2 X1

VVVVVVVVVY

FIGURE 4.2.11 — Conditions aux limites et de chargement pour la simulation EF du treillis
diamant chiral

On a décidé de faire une simulation numérique avec Abaqus pour tenter de lever I'incer-
titude sur le comportement de ce treillis. Les conditions aux limites et de chargement sont

décrites dans la figure [4.2.11}

Pour Tl'application numérique et les simulations EF, on a utilisé les valeurs suivantes

1 t
E, =72000MPa; L = —— mm; t = L/10= n = — = 0, 1. La valeur de la contrainte sur
32v/2 L

une face est d’une valeur de 0.001 N/mm. Avec ces valeurs numeériques,

ok
= J_’4 ~ 8,97 MPa (4.2.14)

Pour la simulation numeérique, on a utilisé un élément poutre modéle Bernoulli (B23 Aba-
qus, sans cisaillement), avec 3 éléments par poutres. Les résultats de la simulation numérique
apparaissent dans la figure [4.2.12] Les valeurs en simulation EF donnent un déplacement
Ul = 1,122.10~* mm. Comme dans les simulations faites dans le chapitre précédent, étant
donné que I’échantillon a une dimension de 1x1 mm, on peut estimer que

. 1
Ef(hom.) = 5_11 =1/2

Ul
ey = =" ) —1.122.1074
MR
o1 = == —0.001 MPa
1mm

Une estimation du module d’Young par EF est donnée selon

comportement atypique si on ajoute des conditions limites correspondant & un guidage en translation.
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U, Ut
+1.122e-04
+1.028e-04
+9.348e-05
+8.413e-05
+7.478e-05
+6.543e-05
+5.609e-05
+4.674e-05
+3.739e-05
+2.804e-05
+1.870e-05
+9.348e-06
+0.000e+00

FIGURE 4.2.12 — Simulation par éléments finis de la déformation du treillis diamant chiral
soumis & une traction. Ul variable de déformation suivant axe X;.

o1 0.001
E7(Ab = —=————=x8913M 4.2.15
1(Abaqus) = =4 = 7905957 ~ & ba (4:2.15)
L’écart entre le module élastique obtenu par homogénéisation et par simulation EF, équa-

tions [4.2.14] et 4.2.15) est de 0.6% : on a une bonne concordance des valeurs.

4.2.3.1 Vérification des modules de couplage traction - cisaillement

Comme nous l'avons dit plus haut, ce treillis voit apparaitre des modules peu communs
de couplage traction cisaillement, S3; et Sy; dans la matrice de souplesse. Nous allons essayer
de calculer la valeur de ce module sur la base de D'essai de traction EF (voir la figure [£.2.13)).

Pour interpréter correctement l'essai EF, figure [1.2.13] il faut comprendre le role des condi-
tions de bords. Si on se reporte & la modélisation, figure [4.2.14] on constate que si on compare
la déformation théorique et celle obtenue par élément fini, on a une rotation de I’échantillon
déformé. Cette rotation est une conséquence du fait d’imposer un déplacement nul sur le

bord latéral gauche. Cela entraine également le fait que numériquement la déformation en
20U,

cisaillement obtenue par élément fini est équivalente a T

x
Numeériquement, on obtient un déplacement U2 = —1.676 x 10~* (voir la figure 4.2.13)

20U. U2 oU.
2 = , soit 2 = 838 x 107°. De plus, nous avons

ox

ce qui nous permet d’obtenir

1
o1 = — = 1 x 10_3 MPa.
1m

m
Le module de couplage calculé & partir des données Abaqus serait donc

Odr  1mm
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XX KK

KRR RS RS RS RS R,

RS RIRSR SRS R,

149

FIGURE 4.2.13 — Variable U2 de cisaillement (déformation suivant I'axe X5) du treillis dia-

mant chiral en traction

¥
S

Q
[

!
e saaazanl

VVVVVVVVVY

(b)

H[

R R I S R e

1212211212

FIGURE 4.2.14 — Modélisation de I’essai de traction du treillis diamant chiral, (a) déformation
théorique en 'absence de conditions de bords, (b) déformation obtenue lors de la simulation

EF en imposant un déplacement nul sur 'un des bords
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dUy/0x  —8.38 107°
oy 1x10-3
On peut le comparer au module de couplage obtenu a partir de la matrice de souplesse
homogénéisée

S31(Abaqus) = = —8.38 x 107> MPa (4.2.16)

6 —6
En3 72000 - 0.13
On a une trés bonne concordance des valeurs, I’écart entre les valeurs de S3; obtenues par
homogénéisation et par EF est de 0.5%.

Sy (hom.) = — — —0.08333 MPa (4.2.17)

On peut tirer deux conclusions de I’étude de ce treillis. Premiérement, au vu de la déformée
figure , ce treillis a un coefficient de Poisson nul (et non pas négatif), mais a un mode
de déformation particulier : il se déforme en cisaillement lorsqu’on le soumet & un effort de
traction-compression. Deuxiémement, le code de calcul semble fonctionner et étre capable de
prédire des modules atypiques tels que les modules de couplage traction-cisaillement S3; ou
Sy1 de la matrice de souplesse.

4.3 Homogénéisation vers un milieu continu classique
avec un modéle poutre de Bernouilli complet

Dans le chapitre précédent, on a conclu sur le fait que viser un milieu micropolaire n’ap-
parait pas, aprés coup, comme une nécessité pour I’homogénéisation des treillis. D’une part,
parce que cela nous a conduits a formuler des hypothéses simplificatrices sur les termes de
second ordre et a restreindre notre calcul aux treillis centrosymétriques, d’autre part parce
que les effets micropolaires semblent trés faibles au niveau macroscopique en dehors de cas
de chargement spécifiques. On a montré qu’en limitant au premier ordre le développement de
la variable de déplacement u® on obtient alors un tenseur de contrainte de Cauchy classique.

On tient a rappeler que malgré les similitudes, il ne s’agit pas de reproduire le code de
calcul obtenu dans le chapitre deux. La différence tient au modéle de poutre utilisé. Au
chapitre deux, on a utilisé un modéle de poutre de Bernouilli simplifié ; dans ce qui suit, on
utilisera un modéle de poutre de Bernouilli complet. C’est-a-dire un modéle qui tient compte
des inconnues de rotations et de 1’équilibre des moments.

4.3.1 Simplification du code de calcul micropolaire en vue
d’obtenir un code de calcul classique

On ne va pas rappeler 'intégralité du raisonnement tenu dans le chapitre précédent, mais
simplement noter les différences. Le développement des paramétres cinématique apparait avec
un ordre en moins pour chaque paramétre

u (A7) =ug (A°) +eug (N°) + ... (4.3.1)
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[ poutre [ 123 [4[5[6[7]8]
Ob) [1]2]2]3[3]3[4]4
Eb) [2]3]1[2[4[4]1]1
s |oJojoJofoJof1]1
& |0]o[-1]-1]o[-1][0]-1

TABLE 4.4 — Connectivité du treillis de Milton

AU” = (E (b)) —u® (O (b)) = 5(u1ER(b) (A7) —uf* () + augifs)é“’) (4.3.2)

N J/

~
AUS

On exprimera les rotations en ne conservant que le premier terme

" (A°) = op () + ... (4.3.3)
D’ou
o*(0(b)) = 67" (V) (4.3.4)
O (E(b) = & " (X) (4.3.5)
On ne vise plus un milieu micropolaire, il est désormais inutile de faire I'identification
1 /0v Ou , . .
¢ = s\ "3 ) De plus, comme on 1’a montré dans le chapitre précédent, les vecteurs
x Yy

de couple d’efforts p® peuvent étre négligés devant les vecteurs d’efforts® S*. Tous ces chan-
gements sont résumés dans 1’algorithme [4.1

4.3.2 Le treillis de Milton

Ce treillis est évoqué dans Lakes| [1993] dans une version composite. Il a été proposé par
Milton (1993) et, d’aprés ces auteurs, aurait un coefficient de Poisson de -1. Il est intéressant
pour le test de notre code classique (non micropolaire) car il s’agit d’un treillis dont la cellule
élémentaire n’est pas centrosymétrique. Cela va nous permettre de vérifier si 'on peut se
passer de cette condition avec ce code.

La deéfinition géométrique de ce treillis est donnée dans la figure sa connectivité
dans le tableau [4.4] Il est constitué de 4 noeuds élémentaires et de 4 poutres de longueur L :
b1,b2,b5 et b7 et de quatre poutres de longueur Lv/3 : b3, b4, b6 et bs.

Aprés homogénéisation, la matrice de souplesse obtenue est

6. Bien que les efforts tranchants incorporent des microrotations, celles-ci ne sont que des fonctions de la
déformation et donc n’apparaissent pas dans I'expression des vecteurs d’efforts S* homogénéisés.
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1. Initialisation des tableaux de données. Définition de la fonction de passage = Eid z(X). Les inconnues de calcul
seront les quatre séries de variables u? et ¢f avec n € Ng.
2. Transformation des expressions(Zf) — (gg) et (gf) — <§f ) . Cette étape est
¢/ (Y1,Y2) ¢/ (i.d) ¢/ (Y1,Y32) ¢/ (i)
utile si on utilise un code standard dont la fonction produit vectoriel est exprimée dans un repére orthonormé
classique. Si on omet cette étape, toutes les fonctions opérant sur des vecteurs et tenseurs doivent étre définies
pour des coordonnées curvilinéaires.
3. Initialisation des tableaux d’équations equl(l..Npaz| ,qu2[l..Nmaz] avec Nmar le nombre de noeuds de la
cellule élémentaire.
4. Pour chaque poutre b € Bg :
a) E:= Eg(b), O := Or(b)
b E o, U 3 ) : I, .
b) AU} :=uy —uy + 8)\"5 , ki := Esn et ky := Esn° (On rappelle que l'on aurait pu utiliser de la méme
3
maniére k; := ES% et ky := Eé(;ﬁ)
Lb
) M=k (8UD) T =y (o (301 - 2 (6 1 a))
o) L o bl b L'y 0 bl b
d) mP = ki (L* (26 + o5 ) — 3e" - (AUY)), M = ki (L (66 + 20§ ) — 3e"- - (ATY))
e) equl[E(b)] := equl[E(b)] + NYe’ + The’t ; equl[O(b)] := equl[O(b)] — NPe® — Tt,e%*. (11 Sagit ici
de construire le premier membre de chaque équation)
f) equ2[E(D)] := equ2[E(b)] + MT, equ2[O(b)] := equ2[O(b)] + ML
0
0
9. Construction de deux systémes d’équations de 3N,,q. lignes au total[ equl ] = , [ equ2 ] =
0
kK
0
0
6. Reésolution des deux systémes pour les variables u} et ¢
7. Expression des vecteurs contraintes S' = > (N7e® + T7,e"*) 5%
beEBR
1 .
8. Calcul du tenseur de contrainte o = —S' ® 83
g ON?
Oz €x
9. Construction de la matrice de raideur [K] tel que oy = [K] €y ¢, puis de la matrice de souplesse
Oy €xy
] = [K]™
10. Extraction des modules mécaniques micropolaires et autres constantes a partir des matrices de raideur et de

souplesse

1
a) GF=—;
) 533
1 1
b) Ef = —; E3 = —
) Si’ T Sk

C) Vi1 =S E};viy=—Sn B}

Algorithme 4.1 Algorithme de traitement automatisé de I’homogénéisation discréte clas-
sique avec un modéle poutre de Bernouilli complet
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NN
2
SN
177777

//\
AN\

SUONIR
v

FIGURE 4.3.1 — Définition géométrique du treillis de Milton

S Sz 0
[S] = 521 522 0
0 0 Ss3
avec
g _ (—684—76572v/3+50372+108 v3—57 11 +97%v/3) (288460 v/3+1677?)
M 45 P (48096-+ 35701 12+ 2880 02 /344008 174 835 /3410020 v/3)
g (—108+36372V/3+3737°+228 V3+19 1 V/3—9 1" ) (288460 v/3+16772) /3
227 4Bs 72 (48096-+ 35701 12 +2880 n2/3+4008 74 +835 /3410020 v/3)
g, (—108—12572v/3-991%+228 v/3+19 ' V3—9 71" ) (288+60 V3+16772) V3
12 7 4B 3 (4809635701 12 +2880 72V/3+4008 7 +835 711/3+ 10020 V'3 )
g 3(—228+3372V/3+125n2+36 V3-197"+371v/3) (288460 v/3+1677?)
2L T B (48096+35701 1242880 12/3+4008 1% +835 n/3+10020 \/3)
S — 52\/3(288—1-60 \/§+167n2)

(756—1905 n2-+4467 72 v/342412 /342171 4/3—2171n* ) Es
On en tire les modules élastiques suivants
B = —2/3 (V3+3) s (—3n>—24+5/3)n?

1 3912+/3—-8n2+3n%+36
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Echantillon de 5 cellules en largeur par 16 cellules en hauteur

P3 —>
3> densité d'effort
de 0.1 N/mm

Pl + +P2 . -

B

X1

VVVVVVVVVY

FI1GURE 4.3.2 — Conditions de bords et de chargement pour la simulation EF du treillis de
Milton en traction

. (V3+3) EBs (—3n2—24+5/3) 7
By =-2/3 7202434 +36+31n2V/3
Giy=—1 (V3=3)Es (13> +12+3V3)

31%v/3-12487n%—n*

Vf2 = 3 39 2\[ 2 4
n*vV3—8n*4+3n*+36
E —3 3n%V3—124+8n2—n*
21 72724314 4+36+3172/3
la densité relativef /s
4 Lt+4 Ltv/3)V/3
p* — 1/6 ( 72 )

On a réalisé¢ une simulation en EF pour vérifier la validité des modules £} et vf,. L’ap-
plication numérique a été faite avec un aluminium de module élastique E; = 72000 MPa et
coefficient de Poisson v = 0.3, la longueur L = 1/16 mm et une densité relative p* = 0.15, ce
qui impose une largeur ¢ ~ 0.00297 mm. On a choisi un maillage avec 3 éléments par poutre
(élément type B23 Abaqus) et on a imposé une densité de contrainte o; = 0.1 MPa sur la face
latérale gauche. Les conditions de bords et de chargement sont décrites sur la figure [4.3.2]

Le treillis dans cette simulation ne fait pas exactement 1 x 1 mm, de plus aprés la simu-
lation les effets de bords semblent assez importants (voir la figure , cela nous conduit a
choisir les déplacements des points P1, P2, P3 et P4, intérieur au treillis pour diminuer les
effets de bords (voir la figure [4.3.2)).

Les résultats sont les suivants
Ulpy —Ulpy 0.789673 x 1072 — 0.350801 x 1072
e11(Abaqus) = =

~ distance(P1, P2) 0.4330127020
ce qui conduit a une estimation du module élastique

Er(Abaqus) = 2 = 9.866491871 MPa
€11

= 0.01013531469
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U, U1 7 B
+1.2726-02 AN
+1.166e-02 N\
+1.060e—-02 AN
+9.5396-03 N
+8.4796-03 7\
+7.419e-03 A
18:3500-03 N
. e— A
12240003 7 \\
+3.180e-03 A\
+2.1206-03 N
+1.060e-03 AL
+0.000e+00 RN
Q\
/\§
/'\\x\:
//\x \\
AN \\
»\\%
X

FIGURE 4.3.3 — Déplacement Ul dans la simulation en EF du treillis de Milton en traction

La valeur homogénéisée est de Ef(hom.) = 10.3699419 MPa, soit un écart entre les deux
valeurs d’environ 5 %.
Les résultats pour ce qui est de la déformation suivant la direction 2 sont
U2ps — U2 0.676932 x 1072 — 0.348304 x 103
e09(Abaqus) = s M~ ~ 0.0102736256

" distance(P3,P4) 0.625
L’estimation du coeflicient de Poisson est obtenue selon

£99( Abaqus)
5 (Ab = ————= ~ —1.013646435
vip(Abagus) e11(Abaqus)
La valeur homogénéisée est de vf,(hom.) = —0.9937972470, soit un écart entre les deux

valeurs d’environ 2 %.

On a une bonne correspondance entre les valeurs homogénéisées et les valeurs obtenues
a partir des simulations EF, on peut donc raisonnablement penser que le code de calcul non
micropolaire est capable de fournir le tenseur de I’élasticité classique, ainsi que les différents
modules élastiques qui sont liés, méme dans le cas de treillis dont la cellule élémentaire n’est
pas centro-symeétrique.

4.4 Conclusions, discussion

Le code de calcul micropolaire montre a travers les exemples étudiés sa capacité a trouver
les propriétés mécaniques homogénéisées. Pour le vérifier, nous avons comparé les résultats
obtenus avec ceux d’autres méthodes. Notre approche présente des avantages. Les modules
sont obtenus de maniére automatique. Hormis I’hypothése de centro-symétrie des treillis,
il n’est pas besoin de poser des hypothéses supplémentaires propres a tel ou tel treillis. La
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code code code
extensionnel | micropolaire | classique
treillis & dominante milieu sans milieu
extensionnelle classique intérét classique
treillis & dominante milieu milieu
flexionnelle inutilisable | micropolaires | classique
centrosymétrique
treillis & dominante milieu
flexionnelle inutilisable | inutilisable” | classique
non centrosymétrique

TABLE 4.5 — Milieux obtenus en fonction du code de calcul utilisé et du treillis traité

méthode utilisée ici permet d’obtenir les tenseurs élastiques complets et donc les modules mé-
caniques associés, que beaucoup d’autres méthodes ne fournissent pas. Un exemple intéressant
a ce propos est le treillis diamant chiral ou apparait le terme de couplage traction-cisaillement.

Une autre conclusion que nous pouvons tirer concerne le code de calcul classique (non
micropolaire), qui semble fonctionnel lui aussi et notamment pour des treillis non centrosy-
métriques. Ce code de calcul apparait comme une version simplifiée du code micropolaire,
en limitant le développement asymptotique des paramétres cinématiques. Si ’on compare les
résultats a ceux que nous avions dans le chapitre 2, on constate que la différence réside dans
le fait que le tenseur obtenu est cette fois-ci symétrique. Bien que ce code ne fournisse que
les modules élastiques classiques, c’est certainement suffisant pour beaucoup d’applications.
A ce stade, on peut nuancer la conclusion que nous avions tirée en fin de chapitre 2 sur
Iintérét d’'un code micropolaire pour les treillis avec flexion. Hormis des cas particuliers, on
peut utiliser un code de calcul classique, non micropolaire, pour traiter 1’homogénéisation
de tout treillis, méme ceux & dominante flexionnelle. Pour clarifier les choses, le tableau (4.5
présente une synthése des différents codes de calculs étudiés jusqu’a présent et les milieux
obtenus en fonction du type de treillis traité.

Une conclusion s’impose au vu de ce tableau, le code de calcul classique utilisé dans ce
chapitre semble le plus universel pour traiter les treillis.

Il serait intéressant de poursuivre les travaux suivant plusieurs axes. Premiérement, vérifier
la validité de tous les modules mécaniques complémentaires obtenus, par expérimentation
réelle et/ou analyse EF. Au-dela des termes complémentaires obtenus, la capacité du code a
prédire des comportements mécaniques singuliers, comme dans la section [4.2.3], mérite d’étre
confirmée.

Deuxiémement, si ’on veut traiter des treillis avec une cellule de base complexe, compre-
nant un grand nombre de noeuds, dans un temps de calcul raisonnable, il faudra améliorer
Iautomatisation du calcul. Il s’agit d’un aspect plus technique que scientifique, mais le temps
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de calcul est fonction du nombre de variables traitées. Il croit en 2D comme 2 - (3n)2 avec
le code micropolaire ((3n)* avec le code classique) , avec n le nombre de noeuds de la cel-
lule élémentaire. Le code a été rédigé en Maple et on a utilisé la fonction solveur générique
de Maple. Il sera nécessaire pour améliorer le temps de calcul d’écrire une fonction solveur
spécifique.

Troisiémement, on peut améliorer la partie de code concernant la simplification des ré-
sultats. En accroissant la complexité de la cellule de base d’un treillis, les modules obtenus
comprennent de plus en plus de termes. On a introduit sommairement cette simplification
dans ce chapitre par une analyse des termes prépondérants en fonction du petit parameétre
7, mais comme le montre la section cela peut se révéler insuffisant en fonction du degré
de précision recherché.

Dans le chapitre suivant, nous allons aborder I’homogénéisation de treillis présentant un
comportement élastoplastique.
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Notations utilisées dans ce chapitre

On a fait usage de la notation vectorielle pour les tenseurs, dite aussi notation de 'ingé-
nieur.

i parameétre de localisation de 'appartenance du noeud d’une cellule

E? module élastique extrait de la matrice tangente

[AE] ~ incrément du tenseur de déformation a 'étape considérée

[AY], ~ incrément du tenseur de contrainte & I'étape considérée

E, module de Young du matériau des poutres

E! module élastique tangent, obtenu a partir de la matrice tangente [K'], a I'étape n

T

[E] = 88U1 vz 1 <6U1 + 8U2) ] =[ Fui Exn FEn ]Ttenseur des déformations homogénéisées
z Jdy 2\ Oy ox

€] vecteur de la déformation totale par poutre

ee] vecteur de la déformation élastique par poutre

le,)] vecteur de la déformation plastique par poutre

e’ vecteur directeur de la poutre b

[f] vecteur des fonctions de charges par poutres

[fi] vecteur des fonctions de charges test par poutres

g Jacobien de la fonction de changement de variable R

[v] vecteur de la valeur absolue du taux d’écrouissage par poutre, 7* = ‘ég‘

[AY] vecteur de 'incrément d’écrouissage signé tel que Ay'® = sgn(o®) - Ay®

H, module plastique du matériau des poutres

[K'] matrice tangente au pas n

[K?] matrice de raideur plastique

[K€] matrice de raideur élastique

[K"] matrice intermédiaire de calcul pour [K']

n nombre de poutres par cellule élémentaire

Vi, coefficient de Poisson obtenu a partir de la matrice tangente [K'], a I'étape n

Q] matrice de passage échelle micro vers macro en contrainte

[ » matrice de passage échelle micro vers macro en contrainte, uniquement pour
les poutres primaires

Q) matrice réduite de passage échelle micro vers macro en contrainte,
uniquement pour les poutres primaires

Q) matrice de passage des tensions de poutres primaires o, vers les tensions de
poutres secondaires oy

Q] matrice de passage du tenseur des contraintes [ vers les tensions de
poutres secondaires o

p* densité relative

R fonction de changement de variable (\) vers (z¢)

Oys limite élastique initiale du matériau

[o] vecteur des contraintes par poutres, échelle microscopique

(o] vecteur des contraintes test par poutres. Cette matrice est identique a [a] au
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facteur de section (largeur en 2D) de poutre * prés.

[0,)] vecteur des contraintes pour les poutres primaires
[04] vecteur des contraintes pour les poutres secondaires
(0] vecteur des contraintes par poutres normalisées par rapport a o,

T . o
Y] = [ Y Yee Yo X } , vecteur (tenseur) des contraintes homogénéisées
a I’échelle macroscopique

[X],,,m Vvecteur (tenseur) des contraintes normalisées par rapport a oy

[s] vecteur des surfaces de charges par poutre

[S7] vecteur de souplesse tangent

tb largeur d’une poutre

(.) vitesse virtuelle

€] vecteur de I'incrément de contrainte élastique test. Ce vecteur fixe la direction de
I’évolution de la charge dans I'espace des contraintes.

(] matrice diagonale (carré) contenant les modules reliant I'incrément de contrainte
élastique test [£] et I'incrément de déformation plastique [Av'], de telle sorte
que [Ay] = [c][€]

5.1 Introduction

On a déja évoqué dans d’autres chapitres I'intérét des matériaux cellulaires et des treillis
en particulier. Pour certaines applications, comme l’absorption des chocs ou 'utilisation
comme matériau de remplissage pour des piéces industrielles, il est nécessaire de déterminer
les propriétés mécaniques que sont les limites élastiques et le comportement dans le domaine
plastique |Doyoyo and Hu, 2006a|. Une approche numérique directe est inconcevable, car elle
dépasse les capacités des systémes informatiques actuels. Une approche micromécanique par
le biais d'une forme d’homogénéisation est préférable.

Notre objectif dans ce chapitre est de trouver une méthode de calcul homogénéisée auto-
matique de la limite élastique puis de I’évolution plastique d’un treillis répétitif.

On commence ce chapitre par une bréve bibliographie. Le sujet est trés vaste, dans le cadre
de cette thése on abordera le probléme en restreignant notre étude aux treillis répétitifs a
dominante extensionnelle (traction-compression). Ces treillis sont les plus optimisés quant au
rapport caractéristiques mécanique/densité [Wang and McDowell, 2005]. Bien que la méthode
développée ci-dessous soit nouvelle (& notre connaissance), elle présente des similitudes avec
celle de Mohr| [2005]. La méthode développée par D. Mohr est limitée aux treillis dont les
noeuds sont situés sur les frontiéres de la cellule élémentaire ; en adaptant ’homogénéisation
asymptotique discréte au traitement de la plasticité, on montre que notre méthode permet de
traiter indifféremment tous les treillis & dominante extensionnelle, méme ceux dont la cellule
élémentaire comporte des noeuds internes.
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FIGURE 5.2.1 — Courbes contraintes-déformation d’une mousse élastoplastique en compres-
sion (a) et traction (b)

5.2 Bibliographie sur la modélisation des treillis dans le
domaine plastique

Nous avons rappelé dans le chapitre un les différentes catégories de treillis en fonction de
leur dominante : flexionnelle, extensionnelle ou sans dominante. Pour ce qui est des matériaux
a dominante flexionnelle, comme les mousses, on trouve dans |[Gibson and Ashby, 1997] des
résultats expérimentaux qui concernent la plasticité. Ils montrent qu’il faut distinguer trois
catégories de matériaux : les mousses de type élastomére, les mousses élastoplastiques et les
mousses élastiques a rupture fragile. Les mécanismes de déformation sont différents selon que
'on se place dans le cas d’une extension ou d’une compression (voir la figure . Si 'on
considére uniquement les matériaux ¢élastoplastique en compression, figure m(a), ces ma-
tériaux ont une relation contrainte déformation en trois étapes. Ils se déforment tout d’abord
de maniére élastique linéaire, puis survient une phase de plateau lors de la plastification et du
flambement des micropoutres et enfin survient une phase de densification lorsque les poutres
s’enchevétrent. Mais ces mémes matériaux élastoplastiques en traction, figure m(b), se
comportent differemment. La phase élastique est suivi d’'une phase d’écrouissage a laquelle
vient s’ajouter un phénomeéne d’alignement des faces d’une cellule de base. |Gibson and Ashby
[1997| donnent diverses formules permettant de retrouver ces courbes, basées principalement
sur des mesures expérimentales ayant pour principal paramétre la densité relative p_' Ils

Ps
soulignent que suivant les treillis (mousses) réels considérés, des phénoménes d’écrouissage

aux noeuds peuvent apparaitre dus a la concentration des contraintes.

Des études ultérieures sur les treillis & dominante flexionnelle, mettent en évidence des
phénomeénes complexes dans la déformation plastique de ces treillis. Par exemple |Okumural
et al.| [2004], par une méthode d’homogénéisation de type Lagrangien réactualisé et EF sur
des treillis assez vastes, montrent des phénoménes de localisation sous la forme de bandes
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FIGURE 5.2.2 — Différents modes d’effondrement (flambage) du treillis hexagone. (D’aprés
Yan et al. [2006])

d’effondrement, de bifurcation ou de motifs macro-géométriques apparaissant lors de la trac-
tion/compression de ces treillis. Dans ces treillis, plusieurs modes de déformation différents
existent suivant I’historique du chargement, on note également que la propagation de ces
bandes de déformation survient aprés l'effondrement initial d’une seule cellule. Des motifs
géomeétriques particuliers apparaissent également dans les simulations EF de|Yang and Huang
[2006] (figure ou dans |Demiray et al.| [2006].

Cette analyse nous améne a considérer qu’étant donné la complexité des modes d’écrouis-
sage et d’effondrement des treillis & dominante flexionnelle, on va restreindre notre étude aux
treillis & dominante traction-compression, avec un matériau élasto-plastique.

On va faire une bréve revue des méthodes d’homogénéisation appliquées a la plasticité.
Il s’agit le plus souvent d’une variante des méthodes d’homogénéisation déja présentées an-
térieurement dans cette thése. On peut distinguer néanmoins les études qui se bornent a
trouver les surfaces de charges (limites élastiques) initiales et celles qui s’efforcent de fournir
un modéle élastoplastique homogénéisé complet.

Pour ce qui est des études sur les surfaces de charges initiales, on trouve dans Deshpande
et al. [2001b] une étude des limites du treillis 3D Octet. L’étude est réalisée a la fois ana-
lytiquement, par la méthode des moyennes des paramétres cinématiques sur les faces de la
cellule élémentaire et par éléments finis. Les surfaces de charges sont trouvées analytique-
ment par une analyse au cas par cas des poutres qui plastifient. On trouve dans Wang and
MecDowell [2005] une synthése des propriétés mécaniques de six treillis 2D par une méthode
d’homogénéisation de méme nature. Les surfaces de charges sont calculées en utilisant une
formule de contrainte équivalente qui combine a la fois I’extension et la flexion. On détermine
grace a cette contrainte équivalente une inéquation par poutre. On fait ensuite I'extremum
de cette liste d’inéquations. On retrouve une approche similaire dans Doyoyo and Hul [2006b|
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et Doyoyo and Hu| [2006b| pour des treillis 3D Warren et 3D auxétiques, dans Sullivan et al.
[2008] pour le treillis tétrakaidécahédre et dans Zhang et al| [2008] pour deux nouveaux
treillis, le Si-Square et le N-Kagome.

Certaines études font une approche numérique, ou comparent les résultats analytiques
avec une étude EF. On peut citer Wang and McDowell [2005], [Yang and Huang| [2006, 2005]
et Demiray et al.|[2007]. D’autres auteurs ont étudié numériquement 'influence de certains
paramétres comme la section de la poutre |[Xie and Chan| [2006], ou bien l'irrégularité dans
les treillis [Alkhader and Vural, 2008|. L’é¢tude d’Alkhader et Vural est intéressante, car elle
montre 'influence des effets de bords et du nombre de cellules utilisées dans les simulations
numériques.

Une méthode d’homogénéisation plus générale est proposée dans Mohr| [2005]. Elle est
basée sur la projection de la déformation de la cellule élémentaire sur les poutres de cette
cellule. Cette méthode suppose une déformation affine des poutres, que les treillis étudiés
soient & dominante extensionnelle et que les noeuds soient situés sur les faces latérales de
la cellule élémentaire. Mohr propose un algorithme incrémental pour la résolution de la
déformation plastique, algorithme qui fournit, en fonction d’un pilotage en déformation, les
tenseurs homogénéisés de contrainte et de déformation plastique suivant une méthode de
‘return mapping’ [Simo and Hughes| 1998]. On trouve dans Fan et al. [2008a], Fan et al.
[2008¢| et |[Fan and Fang [2008] une extension de cette méthode a différentes géométries 2D
et 3D, ainsi que I'utilisation d’une loi de déformation plastique de type Ramberg-Osgood.

On trouve dans|Florence and Sab|[2006] une approche différente, par une méthode d’homo-
généisation de type énergétique, initialement développée dans Pradel and Sab| [1998|. L’étude
comporte une extension de cette méthode pour trouver les surfaces de charge ultimes d’un
treillis hexagonal. La méthode est présentée comme rigoureuse et permet I’étude d’un treillis
hexagonal avec des poutres a section non constante.

5.2.1 Choix de la méthode, limites et domaines d’utilisation

En conclusion de cette revue bibliographique, on retiendra que différentes méthodes ont
été développées pour trouver les limites élastiques (surfaces de charges) initiales de toute
sorte de treillis, & dominante traction-compression ou non. Mais que I'’étude homogénéisée
dans le domaine plastique de treillis & dominante flexionnelle pose des difficultés liées, entre
autres, a la localisation de I'effondrement sous forme de bandes. La méthode développée par
Mohr| [2005], utilisable pour un certain nombre de treillis & dominante traction-compression
est intéressante. Elle permet de fournir le comportement homogénéisé plastique de ces treillis.
Néanmoins, cette méthode est restreinte aux treillis qui ne possédent pas de noeuds internes,
¢’est-a-dire, aux treillis dont les noeuds sont situés sur les faces latérales de la cellule élémen-
taire. On se propose a travers notre étude, d’aller au dela de cette restriction pour traiter tous
les treillis & dominante extensionnelle, avec ou sans noeuds internes, en faisant une extension
a la plasticité de la méthode d’homogénéisation discréte.

Cette étude n’est qu’une premiére approche, tous les facteurs ne seront pas pris en compte.
Par exemple, les instabilités liées a la compression ne seront pas traitées : instabilité par
flambage et/ou la rotation des noeuds.
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FIGURE 5.3.1 — Modéle analogie mécanique d’une poutre en traction avec écrouissage isotrope

5.3 Equations constitutives a I’échelle microscopique

On va briévement rappeler dans cette section les équations constitutives de la théorie
plastique pour des éléments monodimensionnels de type poutres en traction-compression.
Cela permettra d’éclairer les notations utilisées et les notions spécifiques introduites ensuite.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [Simo and Hughes, 1998|. Nous allons
aborder succinctement les notions de durcissement isotrope, de réponse irréversible et de sa
modélisation mathématique au travers des conditions complémentaires de Kuhn-Tucker, le
concept de projection (“return mapping”) et le choix de la méthode d’intégration associée a
la forme incrémentale du probléme.

On utilisera de maniére fréquente les termes d’échelles microscopique et macroscopique. 11
convient de décrire précisément ce que signifient ces termes dans le contexte de ce chapitre.
L’expression échelle microscopique fait référence aux grandeurs associées aux poutres au sein
d’une cellule élémentaire. Par exemple, le vecteur des contraintes [o], contient ’ensemble des
contraintes microscopiques o, associées aux poutres b. L’expression échelle macroscopique
fait référence aux grandeurs associées a la cellule élémentaire, il s’agit de grandeurs homo-
généisées. Par exemple, le tenseur des contraintes [X] est le tenseur macroscopique résultant
de 'homogénéisation des contraintes [o] microscopiques.

5.3.1 Equations a I’échelle microscopique, modéle élastoplastique
d’une poutre en traction avec écrouissage isotrope

Le modéle de base adoptée pour la poutre est plastique isotropique, que 1'on pourrait
représenter par I'analogie mécanique de ressorts additionnés d’un patin de frottement (voir
la figure [5.3.1).

La réponse typique d’un modéle écrouissage linéaire isotrope est fournie sur la figure [5.3.2]

On partage la déformation totale que nous nommerons e entre une partie élastique e, et
une partie plastique e,,.

e=e.+ep (5.3.1)

Le module élastique du matériau de la poutre b est E, nous avons donc la loi de com-

portement élastique_

o’ =E!(e"—¢b) (5.3.2)

p
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a
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FIGURE 5.3.2 — Réponse d’un modéle poutre a écrouissage linéaire isotrope lors d’un cycle
fermé, avec les modules tangents associés

On remarquera que la variable qui pilote, qui est la donnée d’entrée du probléme, est e®,
on parlera de pilotage par la déformation. Pour mettre en évidence le coté irréversible de
I’écrouissage, on pose les régles suivantes :

1. la contrainte dans le patin ne peut dépasser en valeur absolue la valeur s°, qui serait la
contrainte d’écoulement du patin. Ce sera la limite élastique, ou limite de charge. On
va définir une fonction de charge ou condition limite que ’on s’impose comme négative

ou nulle

fr=lo"|—=s"<o0 (5.3.3)
la valeur s® sera variable, mais fixée initialement sur la limite élastique du matériau
Oys-

2. Si la valeur absolue de la contrainte appliquée o est inférieure a s°, alors il n’y a pas
de changement dans eg, la réponse de la poutre sera élastique.

3. La condition que ’on s’est imposée en 1. entraine le fait qu’il y a écrouissage uniquement
lorsque f° = 0. On appellera v la valeur absolue du taux d’écrouissage. L’écrouissage
se fait obligatoirement dans le sens de la contrainte appliquée, ce qui signifie que son
taux est du signe de la contrainte . On obtient

b — 4Psign(o?) (5.3.4)

Gp:

Ces régles entrainent les conditions suivantes

fP<0=+"=0
{¢>0¢ﬂ=o (5.3.5)

Ces conditions portent le nom de conditions de Kuhn-Tucker. On montre [Simo and
Hughes, [1998] que I’on peut ajouter une condition additionnelle dite condition de consistance
ou de persistance

vft=0 (5.3.6)
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que l'on pourrait interpréter physiquement comme le fait que lors de I’écrouissage la
contrainte se maintient sur la surface de charge.

On ajoutera a cela une loi d’écrouissage isotrope. L’écrouissage est isotrope en ce sens qu’a
chaque état de chargement, le centre de la surface de charge définie par les limites [—sb, sb]
est 'origine. L’écrouissage est linéaire quant au flux plastique et indépendant du signe de ég :
cela conduit & une loi du type

s" =0, + Ha (5.3.7)

avec H® le module plastique et a, telle que a® = |éf,| = v; a est le cumul de la valeur
absolue de la déformation plastique, elle est appelée dans la littérature variable d’écrouissage
interne. o sert a définir s® la limite de charge pour la poutre; dans notre algorithme on a
mémorisé, comme variable interne, la variable s°.

I’équation entraine le fait que l'on peut réécrire la fonction de charge, équation

5.3.3, sous la forme

£ =|ob| = [oys + H'A"] (5.3.8)

5.3.2 Calcul du module élastoplastique tangent local

On peut a l'aide des équations locales et des lois d’écrouissage définies précédemment
calculer le module élastoplastique tangent dans le cas monodimensionnel d’'une poutre. La
condition de consistance, équation [5.3.6, permet de résoudre . On part de I'équation [5.3.§]

: of . of .
b _ Y b Y b
P =507+ 5ap®
= sign(o”)EY (& — €)) — Hla®

=sign(o”)EL (¢") — 7" [EV + HY] <0 (5.3.9)
D’aprés la condition de consistance si v* # 0 (écrouissage), cela entraine fb = 0 et donc
d’aprés I’équation [5.3.9 on a dans ce cas
sign (o) Ebé’
Eb+ H?

Le module tangent de la relation contrainte déformation s’écrit donc en reportant 1’équa-

tion [5.3.10| dans la forme en vitesse de ’équation

fb = fb =0= f}/b = (5.3.10)

EPéb siy? =0
o= HJE o .,
m@ S17y >0

Ces deux modules apparaissent & difféeremment moment d’un cycle de charge-décharge,
comme on peut le voir sur la figure [5.3.2



CHAPITRE 5. APPROCHE DU COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE
HOMOGENEISE D’UN TREILLIS REPETITIF A DOMINANTE EXTENSIONNELLEG7

5.3.3 Schéma d’intégration

Le probléme se pose de la maniére suivante : on suppose qu’a l'instant ¢, 1’état des
variables

feb, e, st}

est complétement défini. On peut en conséquence définir I’état de contrainte a cet instant

Ub:Eb(eb _eb )

n s n DN

On impose un incrément de déformation Ae aprés un incrément de temps At, tel que
tn+1 = tn, + At, il nous faut alors recalculer I’ensemble des variables {egm, S?L} . Comme c’est
lincrément de déformation que 'on s’impose, on parle de pilotage par la déformation.

Les schémas d’intégration classique peuvent étre exposés de la facon suivante. Considérons
une fonction du temps ¢(t), et sa dérivée f (g(t)) = g(t), mais telle que f soit une fonction

de g(t). On peut alors exprimer une famille d’algorithme dite du point milieu généralisé

Int+1 = Gn + At f (gn+v)
In+v = VG0n+1 + (1 - U) dn (5311)

avec gni1 ~ ¢(t,11), approximation algorithmique de la valeur exacte de g(t,.1). On
peut noter que cette famille d’algorithme contient des schémas d’intégration bien connus

v=0 explicite

v =3 point milieu (5.3.12)

v =1 1implicite

On renvoie le lecteur a la littérature spécialisée mathématique sur la question pour plus
de détails. On notera simplement que les algorithmes de point milieu et implicite sont plus
précis, donc convergent plus rapidement et que la stabilité inconditionnelle requiert v > %
L’algorithme explicite & pour lui un atout majeur, sa simplicité. Le calcul des fonctions a
Iétape n + 1 se fait immédiatement a partir de I’état des fonctions a I'étape n. C’est ce type
d’algorithme d’intégration que nous mettrons en oeuvre dans ce chapitre.

5.3.4 Algorithme de projection (“return mapping”)

On va considérer un état intermédiaire des fonctions constitutives définies auparavant,
appelé état test, purement élastique obtenu en figeant le flux plastique e,,.

0bi1 = Es(ens1 — epn) = 0n + EsAe,

i1 = |Thsa| = 5n (5.3.13)

Cet état n’est admissible que dans le cas purement élastique, dans le cas plastique la

fonction de charge test sera positive f,,; > 0, ce qui viole la régle définie plus haut pour

cette fonction. Cela entraine a cause des conditions de Kuhn-Tucker que si f! ; > 0, alors

v > 0. Il nous faut mettre a jour les variables e, ,+1 et s,41 de telle sorte que I'état final de
fnr1 = 0. Commengcons par faire apparaitre Ay dans l'expression finale de o,
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On+1 = E (€n+l - ep,n—H)
- Es (en—l—l - ep,n) - Es (ep,n—‘rl - ep,n)
= o — E;Avsign(o,41) (5.3.14)

On peut maintenant réécrire les équations a 1’état final

Ont1 = Oy — EsAysign(o,41)
€pnt1 = €pn + Aysign(o,41)
Qpy1 = ap + A7y
fr1 = |ons1| — Snt1 (5.3.15)
Sp41 = Oys + Hyounp1 = 5, + Hy Ay

De I'équation [5.3.14} on tire
ot 1| = [onsa| + Ay E (5.3.16)
Si on reporte dans I’équation [5.3.15 on obtient
fn1 = |Ufz+1| — AvEs — Sny1
= |afl+1| — Ay Eg — [s, + H; A
= fan1 — Ay (Bs + Hy) (5.3.17)
Au final, f,, 1 doit étre égal a zéro, on peut donc tirer de I'équation précédente
i1
Ay = ——"""— >0 5.3.18
Y=L ( )
L’algorithme [5.1] résume pour un pas de calcul toute cette démarche.
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1. On part de ’état des variables a 1’état n : {e et on impose un incrément de

déformation Ae

n pn7 n}

2. On calcule un état intermédiaire test

¢
01 = Es (ent1 — epp) = 00 + EAey,

t
fn+1 ’On-l—l’ (5319)
a) si ff; <0, le pas est élastique, les valeurs test sont les valeurs finales, on passe
au pas suivant

b) si ff.; >0, le pas est plastique on va en 3.

3. Projection
t

Ay = ﬁ >0 (5.3.20)
Opni1 =00 — E,Avysign(o,41) (5.3.21)
epnt1 = €pn + Aysign(oy,41) (5.3.22)
Spa1 = Sp + H A (5.3.23)

Algorithme 5.1 Algorithme de calcul par projection du modéle élastoplastique monodimen-
sionnel avec écrouissage isotrope

La figure [5.3.3| illustre cet algorithme.

5.4 Méthode de calcul

5.4.1 Principe général

Nous avons énoncé dans la section précédente la forme locale (pour une poutre) des
équations constitutives, il nous faut transformer ces équations sous une forme globale &
I’échelle d’'une cellule. Cela revient a transformer les variables individuelles de nature scalaire
en variables de nature vecteur.

On a fait une approche en deux temps. Dans un premier temps, on a cherché & déterminer
quelles sont les surfaces de charges initiales (limites élastiques). Dans un second temps, on a
cherché a déterminer I’évolution de la surface de charge résultant de 1’écoulement plastique.

Pour le premier cas, la détermination des limites élastiques, le principe de calcul est illustré
par la figure On part du tenseur de contraintes macroscopiques normalisé par rapport
a la limite élastique du matériau o,s. On obtient & partir de celui-ci, a I'aide une matrice de
passage [@], les valeurs des contraintes normalisées par poutres fonctions des composantes du

tenseur de contrainte normalisé. On constitue ces contraintes par poutre a2 . sous la forme
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Projection

Epn+1 | LA(.’. n €

En+1

FIGURE 5.3.3 — Illustration de l'algorithme de projection (“return mapping”) qui permet
d’obtenir I’état de contrainte finale par projection de la contrainte test sur la surface de
charge

Echelle
[Z] norm

@l
micro {[U]rmnn( ”()rm E”U”" ”U””) <1
[

macro

norm nor m norm )
]nm "m ( Z 12 > 1

FIGURE 5.4.1 — Schéma de principe pour lobtention des surfaces de charges (limites élas-
tiques) initiales

d’une liste d’inéquations qui décrivent un volume dans 'espace des contraintes normalisées.
Les surfaces de ce volume sont les limites élastiques initiales.

Pour le second cas, I’évolution plastique, on peut illustrer le principe de calcul par la
figure [5.4.2] On se situe dans le cas d’un pilotage par la déformation. A 'étape de calcul n,
on s’est donné & I’échelle macro le vecteur (tenseur) de déformation [E], , ce qui nous a fournit
aprés homogénéisation et stabilisation du calcul le vecteur (tenseur) des contraintes [X] , la
matrice de raideur [K'],, et a I’échelle micro, le vecteur des déformations plastiques [e,] et
le vecteur des surfaces de charges [s] . On se donne a 'étape n + 1, un nouveau tenseur de
déformation élastique [£], ,,compatible avec I'état actuel du matériau a I'aide de la matrice
tangente [K']. On détermine a partir de [E], ., & I’échelle micro, une contrainte test par
poutre [0y, on vérifie que les fonctions de charges test [fi] restent négatives, si ce n’est pas
le cas, on réactualise les limites élastiques [s] et I'incrément plastique [y]. La modification
de 'état de écrouissage d’une poutre modifie I’équilibre mécanique de ’ensemble des poutres
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étape n étape n+1

Echelle macro [E]n [[(t]n [E]n+1 [Kt]n-l—l
[Z]n [Z]n-}-l

I"' “v" boucle 'L -
Echelle micro [ep]'n -1 [Ut]n+1<— [’ﬂ n+1

['S]‘”f ——%’ [.];t]n-i-lz: [S]RH

- e mmm Y

FIGURE 5.4.2 — Schéma de résolution homogénéisée d’un treillis dans le domaine plastique
en pilotage par la déformation

dans la cellule élémentaire, on doit donc itérer a ’échelle micro pour stabiliser la solution
entre les variables [o], [s], [7]- Une fois la solution stabilisée, on peut déterminer les variables
macro homogénéisées : tenseur de contraintes [X], ., et matrice de raideur tangente [K"], ..

5.4.2 Calcul des surfaces de charge limite initiales

Comme nous 'avons énoncé précédemment, on va faire un passage des tenseurs macro-
scopiques vers le milieu microscopique des barres et résoudre, puis revenir au niveau macro-
scopique aprés résolution. Nous avons découpé cela en deux étapes : la premiére qui concerne
le calcul des surfaces de charge limite, la seconde qui concerne I’évolution plastique. Mais
auparavant, il nous faut faire une distinction entre deux catégories de poutres dans les treillis
que nous étudions qui possédent des noeuds internes & la cellule de base : les poutres que
I’on nommera poutres primaires et les poutres que ’'on nommera poutres secondaires.

5.4.2.1 Définition des poutres primaires et secondaires

L’existence de noeuds internes conduit & définir deux catégories de poutres dans les treillis
que nous étudions. Pour illustrer cela, nous prendrons I’exemple du treillis carré-étoile, figure
b.4.3 Ce treillis sera étudié d’un point de vue plastique un peu plus loin.

Les poutres primaires sont les poutres dont 'une des extrémités est située dans une
cellule contigué a la cellule élémentaire, les poutres secondaires sont les poutres dont les deux
noeuds extrémités appartiennent a la cellule élémentaire. Les poutres primaires contribuent
directement aux vecteurs d’efforts S?, tandis que les poutres secondaires n’apparaitront que
dans les équations d’équilibre du treillis. Du point de vue de leur connectivité, les poutres
primaires ont au moins I'un des coefficients §* non nul, tandis que les poutres secondaires ont
tous leur coefficients ¢° = 0. Dans I'exemple d’illustration, figure , les poutres 1,2,5,6,7,8,9
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facette 2

_____ poutres primaires
————— poutres secondaires

FIGURE 5.4.3 — Exemple illustrant la différence entre les poutres primaires et secondaires du
point de vue de leur contribution aux vecteurs d’efforts S

et 10 sont des poutres primaires, tandis que les poutres 3,4,11,12,13 et 14 sont des poutres
secondaires.

5.4.2.2 Fonctions de charges, passage du tenseur des contraintes
macroscopiques (homogénéisées) [X] aux contraintes microscopiques [0]

Si 'on ne s’intéresse qu’aux limites élastiques (surfaces de charges) initiales, le probléme
consiste & trouver expression des contraintes microscopiques o en fonction de la contrainte

macroscopique [X], de telle sorte que l'on puisse déterminer les surfaces définies par les
fonctions de charges

fb = ‘o‘b‘ — sb =0 (541)

Mais la loi de durcissement isotrope énoncée plus haut équation [5.4.21] est obtenue a
partir de la déformation microscopique, a 1’échelle d’une poutre. Il nous faut obtenir une loi
du méme ordre, mais a partir du tenseur de déformation macroscopique (homogénéisé) [E)].

On peut établir que par construction dans la méthode d’homogénéisation, les vecteurs S°
s’écrivent comme
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S' = e’o’t's" (5.4.2)
b=1

avec n le nombre de poutres de la cellule élémentaire du treillis. On conserve dans un
premier temps les variables o sans les développer a I'aide du tenseur de déformation. On
peut alors réécrire

1. OR
Y] =-8 .
2] > ®ox
_ 1 ( ebo_btbéib> ® gi
9 b=1
1 . .
oo Rt v o o) a2
1,, OR ,] , 1 OR
= |- —" —t"e" ® —0"| o" 4.4
[gte ®8>\26 o+ ..+ gte ®8)\16 o (5.4.4)
1 R ;1"
2] = [gtbeb@gwélb] ][0] (5.4.5)
X] = [@Q], [o] (5.4.6)

On peut ainsi déterminer une matrice [Q] , de passage micro vers macro dans I'espace des
contraintes pour les poutres primaires. Cette matrice [Q]p contient des colonnes nulles, les
colonnes qui correspondent aux poutres secondaires.

Comme cela est expliqué dans le paragraphe [5.4.2.1] il y a deux catégories de poutres
selon leur contribution en termes d’efforts au tenseur de contrainte; la distinction entre les
deux peut étre formellement établie en fonction des paramétres 6%,

On peut donc diviser les o® sous la forme

b + Sib
b _ )0 sio” #0 547
{o) {ag 56 = 0 (5.4.7)

avec [0,], le vecteur des contraintes microscopiques associées aux poutres primaires et
[0s], le vecteur des contraintes microscopiques associées aux poutres secondaires. On peut
alors extraire une sous matrice [Q], de [Q],, réduite aux seules colonnes non nulles de [Q)] ,
de telle sorte que

2] = [Q], [oy)] (5.4.8)

Il nous faut des relations complémentaires pour établir les liens entre le tenseur homo-
généisé de contrainte [X] et les contraintes dans les poutres secondaires [og]. Ces relations
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vont nous étre fournies par la résolution des équations d’autoéquilibre statique de la cellule
élémentaire. On rappelle que ces équations d’autoéquilibre sont obtenues a partir de

> ettt [v (O (1) = v (E ()] =0 (5.4.9)

beBr

On va considérer que la liste des inconnues de ce systéme sont les contraintes des poutres
secondaires{als’} , on obtient une solution de la forme

[os] = [Q); [o] (5.4.10)
De I'équation on peut écrire, en supposant 'existence de la matrice pseudo inverse !
de [Q)],

Q) 5] = [0, (5.411)

On rappelle que [o,] est le vecteur des contraintes microscopiques des poutres primaires.
On introduit ce résultat dans[5.4.10, ce qui nous donne

o] = [Q; Q) 2] (5.4.12)
@,
[0s] = [Q, [] (5.4.13)

En rassemblant les deux matrices partielles [Q], et [Q],, & partir des équations [5.4.11f et
0.4 15

KGN AE (5414
[0] = Q] [2] (5.4.15)

5.4.2.3 Surfaces de charges macroscopiques (limites élastiques) initiales

L’objectif que nous cherchons & atteindre est d’exprimer les surfaces de charges macro-
scopiques (ou homogénéisées) en fonction de la limite élastique du matériau composant les
poutres. Les surfaces de charges initiales sont définies par les fonctions de charges issues de
I’équation en prenant pour s’ initial la valeur de limite élastique initiale du matériau
Oys

fr=10" =0, <0 (5.4.16)

Ces équations définissent un volume dans ’espace des contraintes, volume que 1'on peut
exprimer de facon équivalente sous la forme dune série d’inéquations

1. La matrice [@Q] est rectangulaire dans le cas général, on ne peut donc calculer son inverse. On a donc
déterminé une matrice pseudo-inverse selon la méthode de Moore-Penrose
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b
{ o < Ous (5.4.17)

o> —oy,,
avec 0¥ , la contrainte microscopique associée a chaque poutre b. Il faut exprimer o” en
fonction du tenseur de contrainte homogénéisée macroscopique [¥], et ainsi on aura une série
d’inéquations ayant comme donnée la limite élastique initiale du matériau o, et définissant
dans l'espace des contraintes un volume enveloppe des surfaces de charges macroscopiques.
I’équation obtenue dans la section précédente permet justement d’exprimer o’ en
fonction de ¥. On peut normaliser I’équation par rapport a oy

ob <1
{ s 1 (5.4.18)

b

b _
avec 0, =

) la contrainte par poutre normalisée par rapport a oys.
Yys

Si on pose le tenseur des contraintes macroscopiques normalisé par rapport a la limite
élastique du matériauo,,

le/ays
222/0'
Dy = ve 5.4.19
[ ]norm 212/Uys ( )
ZIQ/O-ys
On peut alors exprimer ’équation [5.4.14] sous forme normalisée
[O-”] - [Q] [E]norm (5420)

On obtient ainsi les O'Z en fonction de X,,.,. On notera qu’il y a répétition de 319/0ys
parce que le tenseur de contrainte est symétrique, donc Y91 = Y15 au niveau macroscopique
(homogénéisé). Mais, de par la construction des vecteurs d’efforts S?, ce ne sont pas forcément
les mémes poutres qui contribuent & Yy, et 319, donc pas forcément les mémes o”.

On peut alors écrire la série d’inéquations [5.4.18| sous la forme suivante

Lo ((]m) > —1

avec m indiquant le numéro de la poutre de la cellule élémentaire. Cette série d’inéqua-
tions définit un volume enveloppe des surfaces de charges limites initiales dans ’espace des
contraintes macroscopiques normalisées par o.
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5.4.3 Evolution de la surface de charge résultant de I’écoulement
plastique

5.4.3.1 Loi de durcissement plastique homogénéisée, passage du tenseur des
déformations macroscopique (homogénéisé) [F] aux contraintes
microscopiques [0]

Pour passer de la loi de durcissement plastique, équation [5.4.21] du niveau microscopique
au niveau macroscopique, il est nécessaire de trouver la fonction reliant les contraintes micro-
scopiques o® au tenseur de déformation macroscopique [E]. Cette fonction aura des variables
internes qui sont les déformations plastiques microscopiques.

[o] = fonction ([E], [ep)]) (5.4.21)

On peut déterminer cette fonction en réalisant une modification de I'algorithme d’ho-
mogénéisation. On ne rappellera pas tout le processus, mais uniquement les modifications
suivantes. La premiére modification concerne la déclaration initiale des efforts (tension) ap-
pliqué sur les poutres

E ou(r)
b_ s [ b Er®)1 _  Or®)] ib b_b
0" =73 (e (u RO _ qOr®IL 4 N J )—Lep) (5.4.22)

avec eg la déformation plastique associée a la poutre b. On voit apparaitre dans cette
équation une variable interne par poutre qui est la déformation plastique.

Aprés résolution des inconnues de déplacement du systéme, on peut définir les contraintes
sous la forme

o] = [KTE] + [K7] [ey) (5.4.23)

On a donc un passage macro vers micro de I'espace des déformations macroscopiques vers
I’espace des contraintes microscopiques.

On rappelle que nous avons défini d’autre part dans la section un passage de macro
vers micro dans l'espace des contraintes grace aux équations suivantes

o] = [Q] [] (5.4.24)
%] =[Q]" [o] (5.4.25)

5.4.3.2 Loi de durcissement plastique isotropique, return mapping
monodimensionnel

On a avec I'équation [5.4.23| n projections monodimensionnelles, n étant le nombre de
barres. On peut résoudre par return mapping a une dimension (voir Simo and Hughes|[1998]),
la mise a jour de la déformation plastique eg, variable interne & la poutre.

1. On pose une valeur d’essai ou valeur test [oy] = [K¢] [E] + [K?] [e,]
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2. pour chaque poutre 4, on détermine la valeur de la fonction de charge f? = |0§” — st

a) si f2 <0, on est dans un cas élastique pour cette poutre. Il n’y a pas de modi-
fication, ni de la limite de charge de la poutre s°, ni de sa déformation plastique
b
€y
b) si f2 > 0, on est dans un cas plastique pour cette poutre. La surface de charge aug-
S
E, b+ H,
i
E,+ H,

La formulation est simple d’un point de vue monodimensionnel, mais cette méthode ne peut
étre appliquée telle quel, car si une seule poutre d’une cellule élémentaire plastifie, & un
moment donné, cela modifie ’équilibre en effort de ’ensemble. Les fonctions sont non linéaires,
il est nécessaire de définir un schéma d’intégration.

mente de la valeur 1P et a la déformation plastique de la poutre s’ajoute

la valeur sign(o?)

5.4.3.3 Formulation incrémentale, schéma d’intégration

On intégre par rapport au temps, ce qui nous ameéne a redéfinir la dérivée par rapport au
temps de 'ensemble des variables, soit les expressions des vitesses

6], [E]

Il existe principalement deux schémas d’intégration, soit implicite, soit explicite. On va
utiliser ici, un schéma d’intégration de type explicite, ce qui signifie que 'on va déterminer
en chaque début de pas de calcul la matrice tangente [K'], telle que

| =[5 |£] (5.4.26)

Ce schéma d’intégration converge moins rapidement qu’un schéma implicite, de plus le
choix du pas de temps est important pour ne pas avoir une trop grande accumulation d’er-
reurs, mais il est plus simple a4 mettre en oeuvre. Avec ce choix de schéma d’intégration, nous
avons au pas n, temps t les variables

[a]n?[E}n’ [Z]n

et au pas n + 1, temps t + At

[J]n+1 = [U]n + A [U]n7[E]n+1 = [E]n + A [E]n’ [E]n—l—l = {Z]n + A [E]n

La matrice tangente [K’] , au pas n, sera donc déterminé par 1'obtention de

AlX], = [K'] A[E] (5.4.27)

n
Il sera nécessaire d’itérer a chaque étape de calcul n, pour stabiliser la solution. On
désignera par la variable k le pas d’itération a chaque étape. On obtient la matrice tangente
de la maniére suivante.
Au temps t,, le milieu est en équilibre, soit

o], = [K°][E], + [K*][e)] (5.4.28)

n
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On rappelle que les matrices [K¢| et [K?] sont les matrices élastique et plastique obtenues
aprés avoir résolu les équations d’autoéquilibre de le cellule de référence.
Au temps t,.,1, le milieu est aussi équilibré, soit

(011 = (KB + (K7 ep],,00 (5.4.29)

Avant de poursuivre le développement de I'algorithme, on va donner quelques explications
sur le calcul de la matrice tangente. Nous nous plagons dans le cas d’intégration explicite,
ce qui signifie que la matrice tangente utilisée pour I'étape n + 1 sera déterminée & 'aide
des variables a I’état n. Pour la déterminer, nous allons tout d’abord définir une matrice de
calcul intermédiaire [K"], de la fagon suivante,

(0,1 = KT ([E], + [AE]) + [K7] ([e],, + [AY]) (5.4.30)

avec [Av'], la valeur signée du taux d’écrouissage [A7].

(0] 41 = (KT E], + [KP) 6], + [K] [AE] + [KP] [AY] (5.4.31)
Posons alors [K"] tel que [Av'] = [K"] [AFE], alors on peut réécrire I’équation ainsi

(o]0 = [KTLEL, + (K] el + [K°T [AE] + [KP] (K] [AE] (5.4.32)
= [o], + [K°][AE] + [K?] [K"] [AE] (5.4.33)
= [Ac| = ([K°] + [K?] [K"]) [AE] (5.4.34)
= [A%] = [Q]" [Ad] = [Q]" ([K] +KP K] |AE] (5.4.35)
(K]

[AY] = [K'] [AE] (5.4.36)

avec la matrice tangente [K'] = [Q]" ([K°] + [K?] [K"]).
Il nous reste maintenant a déterminer [K"] tel que [A+'] = [K"] [AE]. Pour cela nous po-

sons [£], le vecteur d’incrément de contrainte élastique test dans 'espace des microcontraintes

[€] = [K][AE] (5.4.37)

et [¢] une matrice diagonale contenant les modules reliant I'incrément de contrainte élas-
tique test [£] et 'incrément de déformation plastique

[AY] = [¢] [¢] (5.4.38)
= [(] [K][AE] (5.4.39)
= [K'][AE] (5.4.40)
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avec [K"| = [(] [K.], il reste a calculer les coefficients (;, de la matrice diagonale [(]. Ceci
peut étre réalisé facilement & partir de I’équation [5.4.38

A% GG 0 0 &1
. =10 .. 0 (5.4.41)
Ay, 0 0 Gnm Em
A/
= (= ;b (5.4.42)
b

A chaque pas n, il faudra itérer pour stabiliser la solution concernant la matrice [K7] et

le vecteur d’incrément plastique [A~/].

Revenons au développement de I’algorithme a étape_n + 1. On part de[E],, ,, puisqu’on
pilote par la déformation, des variables internes a I'état t : ([e,] ,[s],), et des variables
temporaires internes a I'étape k = 0 du pas n : ([Av’](k) , [K’“](k) , [S](k)).

1. A Ditération initiale(k = 0), [A~]® = [0] et [K7]© = [0]

2. Test avec une “prédiction élastique”, des contraintes microscopiques a la date t + At,

détermination du vecteur [¢], d’incrément de contrainte élastique test

[0 Tut), = UK By + K] (7], + [A9)) (5.4.43)
— (K ([l + [AE]y) + [K7] (), + (A1) (5.4.44)
€] = [K][AE], (5.4.45)

Of,(k)’ _ s

3. Calcul des fonctions de charges pour chaque poutre b , f; ) —

a) cas plastique, f; ® >0
NI
E,+ H,
AV;(HI) = A%;(k) + Sgn(ai(k))A'yék)
s,()kﬂ) = Sék) + HSA%gk)

A (k)
k Y,
¢ = sgn(ay >>—&f

b) cas élastique fzf k) < 0, il n’y a pas de modification des variables internes liées a

cette poutre, %’)(k+1) = 71/)(19), sgkﬂ) = sl()k) et (, =0

4. On évalue [K"|par
[R5 = (K7 + [ 1K

5. On incrémente le pas k et on répéte les étapes [2| & 4] jusqu’a stabiliser la solution,
c’est-a-dire les variables internes
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6.

Calcul des valeurs finales a ’étape n + 1

nal
le]s = L&), + Ay

01 = (K (Bl + (K] [eg]y
[Z]n-ﬂ = [Q]+ [U]n+1
= (@1 (1K + [K7] (K70

n+1

K]

5.5 Code de calcul et exemples

5.5.1 Algorithme de calcul des surfaces de charges initiales

1.

Obtention, a partir d’'une version modifiée de la méthode d’homogénéisation, de la

matrice des poutres primaires [¥] = [Q] [o], dont on tire la restriction [Q],, matrices

des lignes non nulles de [Q],

Résolution des équations d’autoéquilibre > ebo®t® - [v (O (b)) — v (E (b))] = 0, avec
beBRr

comme inconnues les contraintes des poutres secondaires o

la forme [o5] = [Q], [o)]

b

-, on obtient une solution de
Obtention de [Q)],, matrice de passage du tenseur des contraintes vers les poutres se-
condaires par [o,] = [Q], [Q]F [2]

——

r

[Ql,
Assemblages des deux matrices partielles pour obtenir une matrice de passage unique

EIECEALECE

o]

5. Obtention des contraintes normalisées [0,,] = [Q] [X],,,,.n

6. Détermination des surfaces limites obtenues a partir des inéquations

ob <1
{ s 1 (5.5.1)

5.5.1.1 Exemples de calcul de surfaces de charges initiales

On traitera ci-dessous trois exemples pour ce qui est de la détermination des surfaces de
charges, les treillis triangle, kagome et diamant. On utilisera, pour les axes, les conventions
de la figure [5.5.1

5.5.1.2 Treillis triangle

La définition géométrique de ce treillis est donnée dans la figure [5.5.2] et son tableau de
connectivité est le tableau (.l
Les surfaces de charges initiales de ce treillis triangle sont données dans la figure [5.5.3]
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FIGURE 5.5.1 — Axes considérés dans chacune des simulations

FIGURE 5.5.2 — Définition géométrique du treillis triangle

\poutres\l\?\fﬂ\
O(b) 1111
E(b) 1111

01 111]0
09 0j1]1

TABLE 5.1 — Tableau des connectivités treillis triangle
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FIGURE 5.5.3 — Surfaces de charge initiales d’un treillis triangle sous une contrainte combinée

plane normalisée (212 22 Zi2) pour une densité relative p* = 0.15
Oys ) Oys’ Oys
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FIGURE 5.5.4 — Définition géométrique du treillis Kagome

]poutres\ 1 \2\ 3 \4\5\6‘
O(b) 111121223
E(b) 31213 (131

01 110 1]0[0]0
0o -1{0]-1{1]0/1

TABLE 5.2 — Tableau des connectivités du treillis Kagome

]poutres\1\2\3\4\5‘
O(b) 111222
E(b) 121111

01 110(1]1]0
09 0/0]011/1

TABLE 5.3 — Tableau des connectivités du treillis diamant

5.5.1.3 Treillis Kagome

La définition géométrique de ce treillis est donnée dans la figure |5.5.4] et ses connectivités
dans le tableau 5.2
Les résultats en ce qui concerne les surfaces de charges du treillis kagome sont donnés

dans la figure

5.5.1.4 Treillis Diamant

La définition géométrique de ce treillis est donnée dans la figure |5.5.6 et ses connectivités
dans le tableau (5.3
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FIGURE 5.5.5 — Surfaces de charge initiales d"un treillis Kagome sous une contrainte combinée

plane normalisée (212 22 Zi2) pour une densité relative p* = 0.15
Oys ) Oys’ Oys
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FIGURE 5.5.6 — Définition géométrique du treillis diamant

Les résultats pour ce qui est des surfaces de charges initiales du treillis diamant sont
donnés dans la figure

5.5.1.5 Conclusion sur le calcul des surfaces de charges initiale

Ces trois exemples ont été traités par une autre méthode dansWang and McDowell [2005],
on obtient des résultats identiques dans les trois cas.

5.5.2 Algorithme de comportement plastique

L’algorithme de suivi de I’écrouissage doit lui-méme étre inséré dans un code de calcul
permettant son pilotage par la déformation. Dans ’exemple suivant, on s’est contenté d’ajou-
ter a cet algorithme un pilotage simple en charge - décharge linéaire (c¢’est a dire avec un pas
AFE); constant).

5.5.2.1 Algorithme de la simulation numérique d’une traction / retour a I’état
initial piloté par la déformation

1. Modification du processus d’homogénéisation. Dans la déclaration initiale des efforts en

) E ou(\®) . )
tension 0¥ = L—z <eb (uER(b)l — =01 4 %511’) — Lbe§’,>, avec e} la déformation
plastique associée & la poutre b.

a) Aprés résolution des inconnues de déplacement, détermination des matrices [K¢]
et [K7P] telles que [o] = [K°] [E] + [K?] [e,)]

b) Aprés homogénéisation et détermination du tenseur des contraintes [, détermi-
nation de Q tel que [X] = [Q]" [o]

2. Déclaration des variables B, vly, (o], [0], 151, [/, [5], [Av], [E], [AE], L[], [c](Note:
E? est le module de raideur tangent a I’étape n suivant la direction xi, vf, est le coef-
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FIGURE 5.5.7 — Surfaces de charge initiales d’un treillis diamant sous une contrainte combinée

plane normalisée (212 222 Zi2 ) pour une densité relative p* = 0.15
Oys ) Oys’ Oys
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ficient de Poisson issu de la matrice tangente a ’étape n, il est variable suivant 1’état
d’écrouissage du milieu. E! et v4, sont recalculés a la fin de chaque pas.)

3. Initialisation :

a) des variables de calculs [s] := | ... |;[e,] :=[0]

Oys

b) des paramétres géométriques tPet L°

c) des paramétres mécaniques o,,, E, H
d) des paramétres cinématiques : Eq; initial, E1; final et du pas AFE1;. On en déduit le
E11 (fmal) — EH (Z’I’th@&l)

AFEy
on se place dans le cas d’un chargement linéaire, AF;; = Cte, mais bien entendu

tout autre type de chargement est possible.)

nombre de pas nPas :=

. (Note : pour cette simulation

4. Pour cPas de 1 a nPas

a) [AE} = —V§2AE11
0
b) [E] == [E] + [AE]
c¢) Pour ¢ de 1 & nBarres
i [AY]:=[0]; [KT] = [0];
d) fin de pour
e) err =100

f) tant que err > 0.1; (note : err est défini comme err = maz(err!...err™), c’est a
dire la valeur en % du dépassement maximum parmi toutes les poutres de la cellule
100 f?

élémentaire de la surface de charge par la fonction de charge test err® = ;
s

La valeur de 0.1% d’erreur est arbitraire.)
1. err :==0
ii. [ou] = [KVE] + [K7] ([ep] + [AY])
iii. [§] = [K][AE],
iv. pour b de 1 a nBarres
A Gy =0;
B. fb:=abs(a?) — s
C. si f > 0 alors

b
- Ay := (Esf——tHs); (d’aprés ’équation |5.3.20
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[ poutres [ 1 [2[3[4[5[6[7[8[9]10]11[12]13]14]

Ob) [1[1[1[1[sl4al4[3[3[2]2]4]5]2
Eb) |11 2]s|t[1|1]|1]1[1 3345
5 |1|ojojojojolr|tlt][1[o[0]0]oO
5, Jo|1]ojo[T[T[T[1|/0]0]O0 0] 0]O0

TABLE 5.4 — Tableau des connectivités du treillis carré-étoile

— Ay = AyY 4+ sgn(c?) - Ay; (on crée une version signée du cumul de
A7) "
Ak
— Gbb = Sgn(Uz(k))—%
&b
100 f?

— err := max(err, )
— 5% = s® + H,Av; d’aprés I'équation |5.3.23
D. fin de si

v. fin de pour
vi. [K'] = [K"] 4 [¢] [K”]

g) fin de tant que
h) [¥]:= Q][]
i) K= [Q([Ke] + [KP][KT])
i) 8= [KT

[ 1 ot t t
k) Bfi= g v = =Sk B

) [ep] := [ep] + [AY]; d’aprés I'équation [5.3.22

5. fin de pour

5.5.2.2 Exemple de calcul d’écrouissage, le treillis Carré-Etoile

On a choisi délibérément comme exemple un treillis possédant des noeuds internes, le
treillis carré-étoile (voir la figure [5.5.8)). La définition de sa connectivité est donnée dans le
tableau [5.4

Ce treillis a dominante extensionnelle posséde des propriétés mécaniques intéressantes,
comme un coefficient de Poisson variable. En effet, si on pose les raideurs suivantes :

Egt )
— ko = T2 associé aux poutres {1,2}

Egt i
— k= Tl associé aux poutres {3,4,5,6,7,8,9,10}

Egt )
— kg = Tg associé aux poutres {11,12,13, 14}
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FIGURE 5.5.8 — Définition géométrique d’un treillis carré-étoile

On trouve le coefficient de Poisson suivant la formule homogénéisée suivante

B (24 V/3) ky ks
by ko + 2k ks + 3k ks + Ak ks
Le coefficient de Poisson de ce treillis est variable, suivant les raideurs des poutres kq, ks et

ks. Ces raideurs sont elles-mémes fonctions des largeurs des poutres t°. (Voir la figure [5.5.9)).
Pour notre application numérique t; = t, = t3 = t. La densité relative de ce treillis

—2t (=3 — 4v3 = 3v2 + V2 + V0)

a fait le calcul pour une densité relat?ve de 0,15, ce qui nous donne une largeur de poutre
t ~ 0.019 L. De plus, on a utilisé une approche identique aux approches numériques faites
dans les chapitres précédents : calcul sur un échantillon de 1x1 mm, avec 16x16 cellules
¢lémentaires. Donc la longueur L = 1/16 mm et ¢ ~ 0.0012 mm. Nous considérons les données
mécaniques suivantes : limite élastique o,, = 20 MPa, module élastique E; = 69000 MPa et
module plastique H; = 3000 MPa.

V12

est donnée par p* = . Pour lapplication numérique, on
)
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FIGURE 5.5.9 — Coefficient de Poisson du treillis carré-étoile en fonction des rapports de
largeurs des poutres constitutives de ce treillis

Dans la version homogénéisée du pilotage en déformation (code en Maple), on a appliqué
une déformation de 0 &4 1 x 1073 par pas de 0,5 x 107, puis fait un retour de 1 x 1072 4 0
par pas de —0,5 x 1074,

Dans la version EF (Abaqus), on fait un pilotage en déplacement. I.’échantillon fait 1x1

mm, alors la déformation e;; = T , avec U1 le déplacement imposé en mm. Le pas utilisé
mm

est de 1 x 10~ mm (ce qui signifie qu’il y a 10 pas en charge et 10 pas en décharge), avec les
données géométriques suivantes : 3 éléments par poutres, éléments de type Euler-Bernoulli
(B23 Abaqus), section rectangulaire, largeur=0.0012 mm et profondeur=1 mm.

Les conditions de bords sont décrites dans la figure [5.5.10

La courbe de comportement matériau plastique éditée dans Abaqus utilise les données
matériau suivantes :

| Yield stress | Plastic strain |

20 0
25.13 0.001635

L’effort de réaction aux noeuds suivant 'axe X1 dans le dixiéme et le vingtiéme pas de
calcul de la simulation EF est donné dans la figure [5.5.11]
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conditions de

bords Ul déplacement

imposé suivant I'axe X1

X2

YYYYYYYYYYY

FIGURE 5.5.10 — Conditions aux bords et de chargement dans la simulation EF (Abaqus) de
traction du treillis Carré-Etoile

La méthode de calcul pour trouver la relation contrainte - déformation dans la simulation
EF est la suivante

F, node

Lcellule

o11(Abaqus) = — (5.5.2)

Avec F,pqe, effort de réaction aux noeuds latéraux droits? et Leejue, la longueur du coté
d’une cellule élémentaire, qui vaut dans notre simulation L.epe = 1/16 mm. Par exemple
au 10e pas de la simulation (figure |5.5.11)(a)) on a la valeur de la force de réaction a droite
Frode ~ —5,53.1072 N, qui nous donne une valeur de o1; ~ 5,53.1072.16 = 0.88 MPa.

Les résultats comparés entre la simulation EF et le calcul avec I'algorithme homogénéisé
de plasticité sont donnés dans la figure : une trés bonne concordance est obtenue entre
les courbes de réponse en charge-décharge entre les deux méthodes.

5.6 Conclusions, discussion

On a réalisé la détermination du domaine de résistance élastique d’un treillis & domi-
nante extensionnelle. Bien que d’autres méthodes parviennent aux mémes résultats, on peut
souligner 'aspect automatique de notre approche qui la rend simple d’utilisation.

On a adapté 'homogénéisation asymptotique discréte au traitement de la plasticité. La
méthode développée ici constitue une avancée. En effet, la méthode développée par d’autres

2. L’effort de réaction n’est pas complétement uniforme, on a pris 'effort du noeud le plus éloigné des
bords, le noeud du milieu latéral droit. Cela permet de diminuer les effets de bords.
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1: Step Time = 1.000
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Ve o e VeV e
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2
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DO
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(| X
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Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +9.993e+01

Primary Var: RF, RF1

Step: Step-10
Increment

528e—-02
607e—02
685e-02
764e-02
843e-02
298e—-06
215e-03
843e-02
764e-02
607e-02
528e-02

RF, RF1
+5
+4
+3
+2
+1
-1
-9
-1
-2
-3
-4
-5
[

X

RF, RF1

|
|

214e-02
345e-02
476e-02
607e-02
738e-02
694e-03
053e-06
738e-02
607e-02
476e-02
345e-02
214e-02

+5
+4
+3
+2
+8
+4
-8
-1
-2
-3
-4
-5

+1

= 1.000

1: Step Time
Primary Var: RF, RF1
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +5.375e+02

Step: Step-20
Increment

L.

Y

FIGURE 5.5.11 — Force de réaction en N lors de la simulation EF (Abaqus) de la déformation

d’un treillis Carre-Etoile. (a) charge maximale au 10e pas de la simulation (b) 20e pas de la

simulation (pas final)
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" 4 s
0.4 / Y

024 J '

T T T T W T T T T 1
0,0002 0,0004 /4)006 0,0008 0,001C
~0,24 &1

| o/
-0.41 J

-0,6 .

-0,847

— Gll(Abaqus) ..... o, 1(Hom.)

FIGURE 5.5.12 — Courbe contrainte déformation d’un treillis Carre-Etoile

auteurs [Mohr, 2005] est limitée aux treillis dont les noeuds sont situés sur les frontiéres de la
cellule élémentaire. Notre méthode permet de traiter indifféeremment tous les treillis & domi-
nante extensionnelle, méme ceux comportant des noeuds internes. On a choisi délibérément
un treillis de ce type, le treillis carré-étoile, comme exemple et montré une bonne correspon-
dance entre le comportement plastique homogénéisé et un calcul numérique par EF dans le
cas d'un cycle d’extension-retour a la déformation initiale.

Ces travaux ne constituent une premiére avancée; pour traiter de la plasticité générale
des treillis, il faudrait compléter notre approche sous plusieurs aspects; on peut suggérer les
pistes d’étude suivantes : il faudrait pouvoir généraliser le type de treillis traité et étendre
I’étude aux treillis & dominante flexionnelle, puis aux treillis mixtes sans dominante. Cela
nécessitera sans doute dans un premier temps de pouvoir classer de maniére plus précise les
treillis selon leur géométrie et le type de comportement attendu sous charge. Une approche
matricielle du type de celle développée dans Hutchinson and Fleck [2006] serait sans doute
appropriée. Suivant chaque type de treillis, il faudrait ensuite identifier les modes d’effon-
drement possible, notamment en compression, qui peuvent se révéler complexes. Ensuite,
identifier les paramétres influencant ces modes d’effondrement.

Si 'on s’intéresse aux aspects plus techniques, la méthode utilisée dans notre étude peut
étre améliorée. La matrice de raideur tangente est déterminée en début de pas, ce qui fait
de la méthode exposée ici une méthode de type explicite. Une méthode implicite gagnerait
sans doute en précision, en vitesse de convergence et en stabilité. On ne s’est pas intéressé
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aux problémes de convergence, mais on a considéré a priori que la solution convergeait. Il
faudrait faire une étude pour montrer que tel est effectivement le cas. Enfin, par manque de
temps, on a écrit un code séparé pour faire la simulation numeérique en Maple et le code EF,
ce qui nous a simplement permis de faire une simulation en charge-décharge. L’idéal serait
I'écriture d’un module matériau utilisateur dans un code de calcul EF (UMAT ou VUMAT
dans Abaqus). Cela permettrait de faire la simulation du comportement de piéces avec une
microstructure de treillis dans des cas d’historique de chargement complexe.



Conclusion, perspectives

Ce travail de thése a pour objet le développement de méthodes d’homogénéisation discréte
de treillis de poutres répétitifs quasi périodiques afin de leur substituer un continuum équi-
valent doté de propriétés effectives. Nous montrons l'intérét de la méthode d’homogénéisation
asymptotique discréte telle qu’elle a été développée et appliquée aux treillis par Tollenaere
and Caillerie [1998], Mourad [2003|, |Caillerie et al.| [2006]. Notre contribution porte sur trois
points : premiérement, 'automatisation de cette méthode et sa généralisation en utilisant un
modéle poutre de Bernoulli plutét quun modéle poutre rigide ; deuxiémement, I’homogénéi-
sation vers un milieu micropolaire pour les treillis centrosymétriques et troisiemement, pour
les treillis élastoplastiques a dominante extensionnelle, le calcul du domaine de résistance
élastique et la détermination d’un algorithme de calcul de I’évolution des surfaces de charges
en adaptant la méthode de projection (return mapping) de |Simo and Hughes [1998] au cas
des treillis.

La méthode d’homogénéisation asymptotique se préte remarquablement bien a 'auto-
matisation. Elle se révele étre efficace et générale pour retrouver la relation contrainte -
déformation du milieu continu équivalent, ainsi que les modules effectifs. Les codes de calculs
que nous avons obtenus sont simplement alimentés par un fichier texte de description de la
géométrie du treillis et sont ainsi faciles d’utilisation. D’un point de vue calculatoire, elle est
également plus simple que d’autres méthodes, car elle repose sur la résolution d’un systéme
linéaire. Les méthodes énergétiques, par exemple, demandent souvent de poser le probléme
au cas par cas, de passer par 'expression de I’énergie et d’effectuer ensuite des dérivations
successives de cette énergie.

On peut résumer les résultats de nos travaux, dans le domaine élastique, a travers le
tableau 0.5l Nous avons obtenu trois codes différents suivant les treillis traités et le milieu
continu équivalent obtenu. Une grande diversité de treillis a été traitée dans cette these
pour certifier au mieux que les codes renvoyaient des résultats corrects. Les résultats ont
systématiquement été comparés avec les données disponibles dans la bibliographie, ou a des
simulations en éléments finis avec une excellente approximation obtenue en général.

Ce tableau appelle quelques remarques. Le code classique apparait comme le plus général,

du point de vue des treillis traités, mais on n’obtient de fagon homogénéisée qu’un milieu
continu classique, c¢’est-a-dire un tenseur de contrainte de Cauchy symétrique. Ce code, issu
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code code code
extensionnel | micropolaire | classique

treillis & dominante milieu sans milieu
extensionnelle classique intérét classique

treillis & dominante milieu milieu
flexionnelle inutilisable | micropolaires | classique

centrosymétrique

treillis & dominante milieu

flexionnelle inutilisable inutilisable | classique
non centrosymétrique

TABLE 5.5 — Milieux obtenus en fonction du code de calcul utilisé et du treillis traité

du développement au premier ordre des inconnues du probléme semble solidement fondé et
appuyé par la théorie. Le code micropolaire, qui vise le milieu du méme nom, a lui été bati
avec certaines hypothéses. Pour le construire, on a fait une entorse aux régles du dévelop-
pement asymptotique en présupposant le milieu visé, dans notre cas un milieu micropolaire.
Cela nous a permis de nous appuyer sur les propriétés des milieux centro-symétriques micro-
polaires. De plus, la variable de microrotation ¢, apparait reliée de facon un peu arbitraire
aux noeuds d’interface entre deux cellules élémentaires. Cette partie de nos travaux laisse
quelques questions en suspend : quel aurait réellement été le milieu obtenu en développant
les paramétres au second ordre sans autre hypothése préalable ? Ne pourrait-on pas envisager
d’établir des liens différents entre la microrotation ¢ du milieu continu et les rotations du
réseau de poutres du milieu discret ?

Comme perspective de poursuite de nos travaux, on peut envisager de formuler plus
rigoureusement les développements de la méthode d’homogénéisation & un ordre supérieur
de tous les différents paramétres (géométriques, cinématiques...), sans présupposer le milieu
visé. Il sera dans ce cadre nécessaire également d’utiliser un modeéle poutre au second ordre.
On s’attend a obtenir un milieu d’ordre (ou de degré) supérieur, mais sans doute pas un
simple milieu micropolaire. En effet, si on a été amené a formuler des hypothéses, c¢’est entre
autres parce que toutes les données du probléme n’étaient pas clairement formulées. Pour
expliquer cela de facon concréte, on peut se référer aux figures et [5.6.1} La théorie
micropolaire suppose ’existence de microcouples, qui seraient invisible par un milieu continu
classique. Ce que nous suggérent les développements asymptotiques au second ordre, c’est
qu’il existe deux types de microchargements. La figure montre qu’il peut exister des
microcouples, mais aussi au second ordre des microefforts (ou des microdéplacements).

L’autre point qui devra étre clarifié si I’'on veut poursuivre nos travaux est la nature exacte
de la microrotation ¢ associée au milieu continu équivalent & un treillis. ¢ est associé a la
rotation provoqué par une densité de couple d’effort. Mais, si on se référe a la figure [5.6.2, un
parameétre crucial intervient lors de I’homogénéisation, le point d’appui de ces microcouples :
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FIGURE 5.6.1 — Exemple de micro-chargement, invisible pour un milieu continu classique,
qui ne pourrait étre traité que par une théorie d’ordre (ou de degré) supérieur

il se peut en effet que le point d’application ne soit pas un noeud *, mais un point particulier
de la poutre. On peut envisager qu’il existe une grande variété de cas de figure, et donc que
le paramétre de raideur associé a ¢ dans la théorie micropolaire varie suivant le cas. On peut
émettre une hypothése de piste de recherche qui demande a étre vérifiée : I'indication du
point d’appui des micro-couples pour 'homogénéisation peut se faire par la maniére dont
on décrit la géométrie de la cellule élémentaire. La figure donne un exemple de deux
cellules élémentaires, décrites différemment, mais donnant le méme treillis.

Ces points éclaircis, nous pourrions ensuite envisager des applications pratiques. Comme
I’a montré le chapitre trois, les effets micropolaires a 1’échelle macroscopique liés a la mi-
crocourbure du milieu disparaissent rapidement lorsque la finesse du treillis augmente (c’est
a dire lorsque le paramétre asymptotique ¢ — 0). Par contre, I'existence d’une densité de
couple de contrainte aurait des effets macroscopiques bien réels et non prévus par un milieu
continu classique. Ce cas n’est pas complétement irréaliste, on peut penser par exemple aux
frontiéres entre deux milieux microstructurés différents.

On peut envisager également d’autres directions d’étude, comme |’utilisation du code de
calcul classique comme outil d’exploration pour le comportement homogénéisé de matériaux
cellulaire de topologies et de caractéristiques mécaniques diverses. S’il s’agit de treillis manu-
facturés, on peut le paramétrer pour ajuster une caractéristiques mécanique précise (choisie
par le concepteur) ou optimiser sa topologie. On peut envisager une extension du code au
traitement des grandes déformations, avec un modéle de poutre différent (tels que les poutres

3. On pourrait ajouter que méme si le point d’application est un noeud, une autre question pourrait étre :
comment le choisir parmi tous ceux d’une cellule élémentaire ?
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FIGURE 5.6.2 — Exemple de deux répartitions différente des moments sur un treillis, donnant

pour le milieu continu la méme densité de couple, avec au dessous la cellule élémentaire
associée

a élancement faible avec un modéle de Timoshenko), un passage a une vraie description 3D
incluant les effets de la torsion, le calcul de plaque ou de poutre 3D et le calcul de treillis
avec une double échelle de microstructure. On notera également que la théorie est adaptée au
traitement des milieux curvilignes; on peut dans un contexte de biomécanique envisager de
poursuivre par le traitement de membranes biologiques variées, qui se présentent sous forme
de coques d’un point de vue de leur géométrie.

Meéme s’il s’agit d’'un aspect plus technique que scientifique, on peut améliorer le pro-
gramme d’homogénéisation lui-méme. Si on veut traiter des treillis avec une cellule de base
complexe, comprenant un grand nombre de noeuds, dans un temps de calcul raisonnable, il
faudra remplacer la fonction solveur générique de Maple que nous avons utilisé par une fonc-
tion spécialisée. On peut améliorer également la simplification des résultats. En accroissant
la complexité de la cellule de base d’un treillis, les modules obtenus comprennent un nombre
croissant de termes. On a introduit sommairement cette simplification par une analyse des
termes prépondérants en fonction du rapport d’élancement 7, mais cela peut sans doute étre
affiné. Enfin, 'ajout d’une interface graphique pour la saisie de la géométrie d’un treillis et
la génération du fichier texte associé serait un luxe bienvenu.

Dans le dernier volet des travaux de cette thése, nous avons montré comment nous servir
des équations d’équilibre fournies par ’homogénéisation asymptotique pour traiter de deux
aspects complémentaires, la résistance élastique des treillis élastoplastiques et I’évolution des
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FIGURE 5.6.3 — Exemple de piéce industrielle (a) avec un matériau de remplissage cellulaire,
(b) modéle homogénéisé utilisable dans un code élément fini

surfaces de charges en fonction de I’écrouissage. Nous avons réalisé une premiére approche
en abordant les treillis & dominante extensionnelle. Pour ce qui est du domaine de résistance
élastique, qui est un sujet déja couramment traité, notre apport concerne le fait que le calcul
s’effectue de maniére automatique a partir du fichier texte de définition de la géométrie.

Le second aspect, I'algorithme de détermination de I’évolution des surfaces de charges et
de I’écrouissage, est a notre connaissance nouveau, en ce qu’il est capable de traiter tous les
treillis & dominante extensionnelle et non seulement ceux a déformation uniforme. La mé-
thode de projection (return mapping) développée par [Simo and Hughes [1998] a été adaptée
au cas des treillis pour obtenir un algorithme d’évolution plastique. La simulation de charge-
décharge réalisée pour le valider montre une bonne concordance avec les résultats obtenus
par éléments finis.

Ce dernier algorithme a des applications pratiques trés intéressantes que nous n’avons pas
eu le temps de développer. Si on considére 'exemple de la piéce industrielle figure (a)
constitué d’une enveloppe en matériau plein remplie par un matériau cellulaire (& dominante
extensionnelle), on peut imaginer un modéle homogénéisé, figure [5.6.3(b), susceptible d’étre
utilisé dans un code élément fini standard pour faire des simulations numériques, et ce,
méme dans le domaine plastique. Il suffit d’implanter 'algorithme de traitement du matériau
cellulaire de remplissage sous la forme d’'un matériau utilisateur.

Comme nous I'avons indiqué dans la fin du dernier chapitre, pour traiter de la plasticité
générale des treillis, il faudrait parachever nos travaux sous plusieurs aspects. Il faudrait
par exemple pouvoir généraliser le type de treillis traité. Cela passera sans doute par un
affinage du classement des treillis établi par Deshpande et une prise en compte des modes de
bifurcation aprés un début d’écrouissage. On peut également envisager d’utiliser un modéle
élasto-visco-plastique a la place de notre modeéle élastoplastique.

Dans des aspects plus calculatoires, I'algorithme utilisé dans notre étude peut étre amé-
lioré. On pourrait essayer de déterminer la matrice de raideur tangente par une méthode
implicite plutot qu’explicite. On gagnerait en précision, en vitesse de convergence et en sta-
bilité.
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Annexe A

Synthese de la théorie des poutres en petits
déplacements et avec I'hypothese de Bernoulli
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A.1 Structure des problémes de poutre

Cette synthése est essentiellement issue des ouvrages de Luc Chevalier “Mécanique des
systémes et des milieux déformables” (Chevalier| [2004] et de J.C. Craveur et C. Cheze -
“Mécanique des structures” [Craveur and Cheze| [2008]. Nous ferons dans cette annexe la
présentation de la méthode des éléments finis appliquée & un modéle poutre sous '’hypothése
de Bernoulli. Nous montrerons comment obtenir & partir de cette méthode les formulations
des différents efforts et moments sous la forme vectorielle que nous avons couramment utilisée
tout au long de nos travaux.

La figure récapitule la liste des actions mécaniques de la théorie des poutres que
nous allons utiliser. Les actions mécaniques en grisé correspondent aux sollicitations internes,
les actions mécaniques en noir sont les efforts extérieurs appliqués & la poutre. Ces derniers
seront choisis comme étant uniquement concentrés en une abscisse fixée.

208
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FIGURE A.1.1 — Actions mécaniques appliquées a une poutre

Les composantes des inconnues d’un probléme poutre sont

— les 6 composantes du déplacement {U(s)} = { Qﬁég }
G(s)

— avec u(s) et ¥(s), le déplacement et la rotation de la fibre neutre de la poutre a
I’abscisse s.

— les 6 composantes de la déformation {D(s)} = { ’yés; }
e(s) J o

e . R
— les 6 composantes des sollicitations internes {T(s)} = ()
M(s) as)
Nous avons également les relations suivantes sur un trongon infinitésimal de poutre (équations

locales) :
— les relations déformations - déplacement

() dip(s)

" : ds (A.1.1)
) = ) 4 n(s) At

— avec n(s) le vecteur tangent a la fibre neutre de la poutre au point d’abscisse s
— les équations d’équilibre en quasi statique

dR(s)
= o (A.12)
MMLS) () AR(s) = 0 (A.1.3)

ds
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— les relations de comportement élastiques du matériau

Ti(s)

N(s) Ty(s)

e(s) = ES er1(s) = WETQ(S) T (A.1.4)
0(s) = j\ggj) yri(s) = Mé;l](j) Yr2(s) = M%I(j) (A.1.5)

— avec E, le module élastique appelé aussi module de Young, GG, le module de cisaille-
ment, S la section de la poutre, Iy le moment polaire par rapport au centre de la
poutre et I; le moment quadratique de la poutre par rapport a I'axe j.

A.2 Passage des équations locales aux équations
globales, application du principe des puissances
virtuelles

Dans le cas d’une poutre chargée par une répartition {F(s)} d’efforts le long de la ligne

moyenne paramétrée par I'abscisse s, les équations locales d’équilibre [A.T.2) et [A.1.3]s’écrivent
en quasi statique

dT (s
{d—i)} + {F(s)} = {0} (A.2.1)
Les conditions de bords aux abscisses terminales s1 et s2 de la poutre s’écrivent
{T(s1)} = —{F(s1)} (A.2.2)
{T(s2)} = +{F(s2)} (A.2.3)

On peut effectuer le comoment avec un torseur quelconque {V*(s)}, et intégrer le long
de la poutre pour l'équation [A.2.1] Pour les équations [A.2.2] et [A.2.3, on peut sommer le
produit avec les termes {V*(s1)} et {V*(s2)}. On obtient ainsi la formulation suivante,
appelée souvent “principe des puissances virtuelles” (PPV)

[T G+ 0 - (A @ (v ebas 4 1T + (Pl @ (V(s1)
+[—{T(s2)} + {F(s2)}] @ {V*(s2)} =0 (A.2.4)

dT(s)
ds

Si l'on intégre par partie le terme fsslz { } ® {V*(s)} ds, on remarque que :

/31 {dq;i)}ea{v (5)}ds = {T(s2)}@{V*(s2)}—{T(s1)}&{V*(s1)}— / (T(s) }®{d‘;<3>}ds
(A.2.5)
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Si l'on insére ce développement dans I'équation [A.2.4] on remarque que les termes
de bords s’éliminent et qu’il ne reste qu’une expression plus simple de la forme

s2 . s2 s2
_/51 {T(s)}@{D (5)} d5+/51 {F(s)}{V*(s)} ds—{—zi: {F(s;)}{V*(s;)} = /Sl {A(s)}®{V*(s)}ds
(A.2.6)

V*(s)
ds
des inter-efforts, le suivant a la puissance virtuelle des efforts linéiques, dans le second membre
on trouve la puissance virtuelle des quantités d’accélération. Cette derniére équation

est le point de départ de la méthode de résolution approchée par élément finis.

En posant = {D*(s)} Le premier terme correspond a la puissance virtuelle

A.3 Meéthode des éléments finis, application aux poutres

Certains auteurs utilisent la présentation de I’équation sous la forme du “principe
des travaux virtuels” (PTV), en remplacement la vitesse virtuelle {V*(s)} par le déplacement
virtuel {U*(s)}, qui correspond a 'intégration de {V*(s)} durant un temps dt. Nous avons
alors I'équation suivante

s2 s2 s2
- / ATE))D (5)) dst / RGNV () st 3 (P} (U () = / A {U(s) ds

(A.3.1)
Nous considérerons qu’il n’y a pas d’efforts linéiques, et nous ferons la résolution en quasi
statique. L’équation se simplifie alors en

- [T o (D@ ds + 3 F(s)} 9 (U9} =0 (A.3.2)

Cela signifie que le travail virtuel des inter-efforts est égal au travail des efforts exté-
rieurs aux noeuds. Compte tenu du torseur des petits déplacements, le torseur des petites
déformations {D(s)} s’écrit

. do 3 do
wor={4 0 L= o= {0 =1 & o (A39)
ds ds ds

Sous I'hypothése de Bernoulli!, ce torseur se simplifie, deux des composantes sont consi-
dérées comme nulles

1. On rappelle que dans ’hypothése de Bernoulli, la poutre est suffisamment élancée pour que la défor-
mation due a leffort tranchant soit négligée. La section d’une poutre reste perpendiculaire & I’axe de la fibre
neutre.
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u2
FIGURE A.3.1 — Degrés de liberté d’une poutre en axes propres

do dPw  d*v

D)y =4 ds  ds? ds? (A.3.4)
e 0 0
De la méme facon, nous pouvons écrire le torseur de déformation virtuelle
da*  d*w*  d**
D (s)y={ s ds? ds? (A.3.5)
ds 0

Le premier membre de I’équation soit 'expression des travaux virtuels des inter-
efforts s’écrit alors

we—- | (T(s)} @ {D*(s)} ds

s2 d * d2 * d2 * d *
= [ v G T v G
s S

1 ds ds? ds
52 da do* d*w d*w* d*v d*v* du du*
= — Gly— —FEl,———+FEl,——— — ds (A.3.6
/51 { Ods ds ds? ds? * Yds? ds? * ds ds} s )

A.3.1 Discrétisation d’un probléme poutre

Pour une poutre 2D travaillant en traction-compression, d’axes propres (X,,y,, Zp), €t en
flexion dans le plan xOy, chacun des noeuds a trois degrés de liberté, qui sont rappelés dans la
figure : les deux translations selon les deux axes propres a la poutre x,,, y, et la rotation
autour de I’axe orthogonal au plan z,. Le vecteur des degrés de liberté est de dimension 6,
le vecteur des charges également et la matrice de raideur associé est de dimension 6 x 6.

La poutre est considérée comme ayant une section constante. Le profil de symétrie pos-
séde les qualités requises de symétrie pour que le centre de torsion O et le centre de garvité
G soient confondus. La poutre est suffisamment élancée pour que la déformation due a I'ef-
fort tranchant soit négligée (hypothése de Bernoulli). Avec ces hypothéses, la poutre & un
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comportement qui est la superposition de deux comportements simples indépendants : la
traction-compression et la flexion dans le plan principal. Pour la construction de la matrice
de raideur, on peut séparer les comportements.

A.3.2 Poutre en traction-compression

Le résultat est simple et connu, mais montrons le raisonnement pour ’obtenir a partir de
notre formulation en travaux virtuels. Cela nous permettra de reprendre la méme démarche
dans le cas plus complexe de la flexion. Dans le cas d’une poutre soumise uniquement &
une tension concentrée Nx,, dans la direction de son axe propre x,, les seules déformations
proviennent de la composante u du torseur des petits déplacements

_ v=0
W ={ "0 = D) - { L dule) } (A37)

u = u(x)x

Le travail virtuel des inter-efforts s’obtient par

52 du du*
W* = ES — d A.3.8
¢ /31 { ds ds } s ( )

On choisit un champ de déplacement qui va s’exprimer en fonction des déplacements des
noeuds 1 et 2. Nous avons deux degrés de liberté, il nous faut un champ de déplacement a
deux inconnues. Une fonction linéaire de la forme suivante convient

u(z) =ax+0b (A.3.9)

avec les conditions aux bords suivantes
u(0) = ul et u(L) = u2

ce qui donne

I —
u(e) = ul=— 4 u2% = [¢(2)] [U] (A.3.10)
ul ) L—-z =z .
en posant [U] = [ w0 ], la colonne des déplacements et [¢p(x)] = { I ], la ligne
des fonctions de formes de 1’élément. La dérivée ﬂ se calcule aisément :

x
du(z) 1 1

= —ul— 2— = A.3.11

2 = ug g =] (U] (A3.1)

On notera que les termes de [¢)] sont des constantes. Il est facile d’intégrer ensuite le
travail virtuel des inter-efforts

)

Wr = / ES (U] (4] [¢) [U") dz = ELS [U]' [4]' [¢] [U"] (A3.12)
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On note [K;.| la matrice carrée obtenue par

Kie = ELS [y]' [v] (A.3.13)
Le produit [¢]" [¢] vaut
trg 1 1 -1
W'Yl =12 { . ] (A.3.14)
Finalement pour la traction-compression, le travail virtuel des inter efforts s’écrit
Wy = (U] [K0] [U] (A.3.15)
avec BS
1 -1
[Kie] = = { 41 } (A.3.16)

Concernant le travail virtuels des efforts extérieurs, comme nous ne considérons que des
charges concentrées aux noeuds, la formulation est trés simple

Wr=> {F(s)} @ {U"(s;)} = Y Ny = [F]' [U"] (A.3.17)
avec [F], la colonne des forces nodales.

A.3.3 Poutre en flexion

Dans le cas d’une poutre en flexion, on dispose de quatre conditions aux noeuds
d d
0(0) = vl; v(L) = v2; = (0) = 613 (L) = 62
x x
Dans ces conditions, il est nécessaire de prendre une fonction de déplacement de degré 3,

qui contient 4 constantes :

dv(z)

v(r) = ar® +br* +cx +d = e = 3ax® + 2bx + ¢ (A.3.18)
x
Des conditions initiales, on tire :
c=¢l;d=nvl;
2 1 _ 3 1
Ce qui nous améne a I'expression matricielle
vl
. . . . 1
o) = [1-36 4260 Le-2+¢Y) 328 L(-g+e)] |
2

= [¢(x)][U] (A.3.19)
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x
avec £ = —

Dans 'expression du travail des efforts intérieurs, nous avons besoin de la dérivée seconde
de v(x)

vl
Po(z) [ 6 2 6 2 ¢l
2 = | 72 (P12 E(—2+3§) ﬁ(l—%) Z(—1+35) 02
2

= [¥(@)] U] (A.3.20)

Cette fois-ci, les termes ne sont pas des constantes, nous devons intégrer ces fonctions sur
I’élément pour obtenir I’expression du travail virtuel :

W _/O EJ@dQU*dx:EJ [U]t/o [(x)]" [ ()] da [U*] (A.3.21)

¢ dx? dz?

La matrice carrée de flexion [Ky] est obtenue par

12 6L —12 6L

L . EI 2 2
K = EI /O P pede = =5 T il I EE E)

6L 2L> —6L 4L*

En assemblant les deux matrices [Ki.| et [Kp], nous obtenons la matrice de raideur
élémentaire en axe propre K, de telle sorte que le principe des travaux virtuels s’écrit alors

Wi+ W =0 (A.3.23)

= [U]' [K][U"] = [F]'[U] (A.3.24)

Cette derniére relation est valable quel que soit [U*], on peut la réécrire sous la forme

K] [U] = [F] (A.3.25)

avec
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NPAY \Z5

FIGURE A.3.2 — Degrés de liberté associé au repére structural

ul Flx
vl Fly
| el | | M1z
v2 F2y
i P2 ] i M2z ]
r ES ES 7
T 0 0 — 0 0
0 12F1 6FE1 1295[ 0 o6F 1
3 2 N 2
0 6%[ 4%[ 6%] 0 2%]
Ki=| g BL g L
7 0 0 — 0 0
0 12F1 6F1 12LE] (i
T T3 T T2 I3 T 12
65’] 216] 6F1 0 4]5]
L L2 L L? L A

216

(A.3.26)

A.3.4 DMatrice de raideur élémentaire dans le repére structural

Le repére structural est le repére fixe arbitrairement choisi par 'utilisateur pour définir sa
structure. Il faut que toutes les matrices et vecteurs soient construits dans le méme repére pour
pouvoir les assembler. On définit aux noeuds des degrés de liberté dans le repére structural

(voir la figure |A.3.2)).

Le passage des degrés de liberté de I'un des repéres vers autre se fait a ’aide d’une

matrice de rotation [R], telle que
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[ ul, | [ ¢ s 0 0 0 07 [ ul,]
vl, -s c¢c 0 0 00 vl
B o1, B 0 01 0 00 ol
U,] = [R][Us] = 2, = 0 00 ¢ s 0 w2, (A.3.27)
V2, 0 00 —s ¢ O V2
| 92, | | 0 00 0 0 1] | ¢2 |

avec ¢ = cos(f); s = sin(f). De méme, on pourrait écrire

[Fp] = [R][F] (A.3.28)

F,] = RI[F] = [K][U)] = [KJ]R][U] = [F] = [R]"[K,][R][UJ] (A.3.29)

On rappelle que les matrices de rotations sont symétriques, inversibles et que leur inverse
est égal a leur transposée.

Nous déduisons de la relation précédente ’expression de la matrice de raideur élémentaire
en axes structuraux

-1
(K] = [R]" [K,][R] (A.3.30)
2 2 2 2

Ezc +12s£1 C%,ts_lstlec _63521 _Ezc _123513[ _cELts_i_12sEL3lc -6
cEts sElc Ets? PEI Elc cEts sElc Ets® cEI Elc
T 12 3 L t12 3 6 L2 -7 +12 L3 - — 12 L3 6 2
_63E[ 6EIC 4@ GSEI _6E[C zﬂ
L2 L2 L L2 L2 L

[Ks]: E tc? s2E 1 cEts sElc sE T E tc? s’E I cEts sElc s

i - - L +t12% r — 127 6

2 2 2 2

_C%ts+128€§c _Ezs _12CLE3[ _6EL120 CELtS_12SEL;3]C Ezs +120LE3] -6
sE I Elc EI sE 1 Elc EI
L —6° 672 27 6" —672 47

(A.3.31)

A.3.5 Assemblage des matrices élémentaires

L’assemblage des matrices élémentaires est 'opération qui consiste & construire la matrice
de raideur de la structure entiére. Cette opération résulte du principe des travaux virtuels
appliqué a la structure entiére. Le champ des déplacements virtuels appliqués étant arbitraire,
il en résulte que chaque noeud doit étre en équilibre. La raideur associée a un degré de liberté
est la somme algébrique des raideurs de chaque élément de matrice élémentaire [K;| ayant ce
noeud en commun. On peut représenter cette opération de maniére graphique dans la figure

A33
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K1 : matrice de
raideur élémentaire KA1
de la poutre 1 | Dans la partie grisée

| — somme des éléments de
K1 et K2, liés aux degrés
K= de libertés communs entre

les poutres 1 et 2

K2 : matrice de
raideur élémentaire K2
de la poutre 2

FIGURE A.3.3 — Illustration de I'opération d’assemblage de matrices de raideurs élémentaires

Apreés assemblage, le systéme matriciel s’écrit sous la forme

[F] = [K] [U] (A.3.32)

On ne peut pas le résoudre en ’état. Il faut déterminer quelles sont les inconnues du
systéme et quelles sont les conditions aux limites. Il peut s’agir d’inconnues de déplacement
ou d’efforts. Différentes méthodes ont été développées pour résoudre le probléme, particulié-
rement quand le nombre de degrés de liberté est tres élevé.

A.4 Expression vectorielle des efforts dans le repére
structural

Nous avons préféré utiliser au cours de nos travaux les expressions vectorielles pour les
efforts et les moments. Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment & partir des équa-
tions de la théorie des poutres que nous venons de développer nous pouvons obtenir ces
expressions vectorielles.

Nous partirons des efforts exprimés dans le repére propre d’une poutre

(K] [U] = [F] (A.4.1)

avec
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ul,
vl,

ol |
U= | oy |:F)=
V2,

92y

L L
en repére propre. Nous nous servirons également de I’équation de rotation

U,] = [R][U] =

Flz,
Fly,
M1z,
F2z,
F2y,
M2z,

ul,
vl,
o1,
u2,
V2,

92y

T ES
L
0

0

SO0 »

0

ES

0 0 e
12E1 6FE1 _12%]
L? L 2
0 0 E—%
_12EI _6EI 12%]
B B

O O = OO

0

6F1
2

0
0
0
c
—5

0

QO W O OO

0

S OO OO

1

2

ulg
vl
Pls
U2y
V2,
02, |
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0
6F1

b1

L
0
6ET

i
L

Chaque poutre étant en équilibre, on n’a besoin que des efforts en un seul des deux noeuds,
les efforts a 'autre noeud étant opposés. On obtient les efforts suivants au noeud 2, que nous
considérerons dans nos travaux comme le noeud extrémité :

(HES!

ES
F2x, = - (—ul, +u2,) =

_12EI
- =

M1z, = 6L£21 (vl —v2,) + ? (201, + ¢2,)
- L

L2 c V2 vl

M2z, = 65—2] (vl, —v2,) + ? (o1, +2¢2,)
e SR

L? c V2 vl,

—S

(L

ES
L

U2, B
V24

Pour ce qui est des moments, nous devons exprimer les moments aux deux extrémités :

ulg
vl

ul,
vl, T
i (vQP —vl, + g (o1, + ¢2p))

Il

)

D)

Nous poserons les vecteurs suivant (voir la figure [A.3.2)

U2,
V2,

2F1

L

2F1

D)

) - %on+02)

(201, + ¢2s)

(A.4.2)

(A.4.3)

(A.4.4)

(A.4.5)
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— le vecteur directeur de la poutre e’ = [ g }

o . —s
— le vecteur unitaire normal a la poutre e*+ = [ . }
ul,

vl, } et u2 =

— les vecteurs déplacements aux noeuds dans le repére structural ul = {

U2

02 |’
Nous pouvons alors réécrire la tension de la poutre 2z, c’est a dire I’équation SOuS
la forme

ES
F2z, = — (e"- (—ul +u2)) (A.4.6)
Nous nommerons cette tension N, elle est portée par le vecteur directeur de la poutre :
ES
Ne’ = - (e”- (—ul +u2))e’ (A.4.7)

On nommera usuellement dans cette thése O le noeud origine 1 et £ le noeud extrémité

b — ETS (e" (—up +ug)) e’ (A.4.8)

L’effort tranchant F2y,, équation peut étre aussi réécrit sous la forme :

12E1 - L
P = (|21 )= ]) s vem)
:@(eu-(u2—u1)—§

Ne

T (81, + ¢25)) (A49)

L

Cet effort est porté par le vecteur unitaire normal & la poutre e**, nous le nommerons

préférentiellement dans nos travaux 7; donc

Tie 3

(e (s = o) = 5 (6 + 0x) ) (A.4.10)

Nous allons procéder de la méme maniére pour les moments, équations [A.4.4) et [A.4.5]

anz%f(— { ‘j]([jﬁj } - m: D>+¥<2¢13+¢2s)
ZQLE_QI(L(2¢1S+¢2S)—3{_CS}~(H§j ] —“ﬁ D)

= QLE—QI (L (2¢0 + ¢p) — 3" (up —up)) (A.4.11)
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Ce moment sera considéré au point origine O, il est porté par le vecteur z = k = ej
normal au plan.

% (L (2¢0 + ¢p) — 3" - (up —uo)) e; (A.4.12)

De la méme maniére, pour le moment au point extrémité F

Mzzp:%(— { _j]-({jﬁj } - Ht D)+¥(¢1s+2¢25>
2 sy ] ([25] [ 2])

= Mpe; = 2% (L (¢o +2¢p) — 3" - (up —up)) e3 (A.4.13)

Moes =

Dans le chapitre 2 traitant de I’homogénéisation non polaire, on a utilisé une formula-
tion simplifiée de ces équations, en négligeant le paramétre de rotation. Cette formulation
simplifiée est résumée dans le tableau [A.1]; on considére que ¢po = 0, et ¢ = 0.

Le tableau résume les formules pour le cas général ou 'on tient compte de la rotation
des noeuds. On remarquera que 'on peut écrire les modules de raideurs k; et k; de maniére
différente suivant les hypothéses faites pour le paramétre d’épaisseur dans le cas de treillis
2D (voir la figure explicative [A.4.1)).

On remarquera que ’équation contient I’équilibre complet des noeuds du treillis.
A partir de celle ci, on peut tirer I’équation suivante, traduisant ’équilibre des moments seuls
du treillis en puissance virtuelle

> M0+ My.65 =0 (A.4.22)
b

Cette équation justifie ’équilibre des moments du treillis tel qu’il est écrit dans le chapitre
3 de cette thése traitant de I’homogénéisation micropolaire.
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Neb =k (eb (ug — uo)) e’ (A.4.14)

Te" = ky (" - (up — up)) e (A.4.15)
k¢L

Moes = fT (—3e" - (up — up)) e (A.4.16)
k¢L

Mges = f? (—3e" - (up — o)) €3 (A.4.17)

s . . ) 12,1 . .
Avec k; = < raideur en traction-compression, ky = s raideur en flexion

TABLE A.1 — Modéle de poutre de Bernoulli partiel et résumé des formules vectorielles asso-
ciées (utilisées dans le chapitre 2) pour les efforts et les moments.
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“(OCO? _ Mo et Me portés par e,
Ne’' =k (€’ (up —up)) e (A.4.18)
bl bl L bl
Ee = k’f (e . (uE — uO) — 5 (¢O -+ qu)) e (A419)
kyL bl
Mpes = 6 (L (290 + ¢r) — 3€” - (ug — uo)) es (A.4.20)
ka bl
MEe3 = T (L (gbO + 2¢E) — 3e . (uE — uo)) €3 (A421)
ES . ) . 12E,I, . .
Avec k; = < raideur en traction-compression, ky = (L)‘s , raideur en flexion. Dans le cas

t
de treillis 2D, en posant n = I et I’épaisseur e = C'te = 1, les modules peuvent se simplifier
en k; = Egn, ky = Emn?

TABLE A.2 — Modéle de poutre de Bernoulli complet et résumé des formules vectorielles
associées pour les efforts et les moments
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Treillis périodique

e=t

AN

N|
AN

Cellule élémentaire

t

224

le paramétre d'épaisseur e des poutres
est identique a celui de la largeur e=t

-~
c

L
E

le parameétre d'épaisseur e
est découplé de celui de la

largeur t

/

< >

n

FIGURE A.4.1 — Paramétres géométriques caractérisant les différents niveaux de la micro-
structure d’un treillis. Définition des deux rapports d’échelle n et ¢, existant au sein de la

microstructure
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Application de la méthode d’homogénéisation a
différents treillis
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B.1 Introduction

Cette annexe apporte en complément par rapport au chapitre deux. On y expose de
maniére plus détaillée les résultats issus du traitement d’un certain nombre de treillis, ainsi

225
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/\ /\

N N /
cellule de base treillis Kagome trg{s Kagdme

= L4

FIGURE B.2.1 — treillis “Kagome”

que les fichiers textes de données d’entrée. Deux codes de calcul sont utilisés dans cette
annexe, le code purement extensionnel et le code incorporant la flexion mais avec un modéle
de poutre de Bernoulli simplifié.

Le code de calcul extensionnel délivre un tenseur de contrainte symétrique. La matrice
de raideur [K] est telle que

011 €11
022 = [K] €22
012 2e12

Le code de calcul avec flexion et modéle de poutre de Bernoulli simplifié délivre un tenseur
de contrainte non-symeétrique. La matrice de raideur [K] est alors

011 €11
022 | _ [K] €22
012 €12
021 €21

B.2 le treillis Kagome

Listing code source pour le treillis Kagome :
# def des vecteurs unitaires des barres
nBarres:=6;

e[1]:=<1,0>;

el[2] :=<1/2,sqrt(3)/2>;
e[3]:=<1/2,-sqrt(3)/2>;

e[4] :=e[2];
e[5]:=<-1/2,sqrt(3)/2>;
e[6]:=e[1];

# def des vecteurs de pavage
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Y2:=<1/2,sqrt(3)/2>;

Y1:=<1,0>;

# norme des vecteurs de pavage
L1:=2%L;

L2:=2%L;

# nombre de noeuds

nNoeuds:=3;

# tableau des barres
Ob:=[1,1,2,2,2,3];
Eb:=[3,2,3,1,3,1];
deltal:=[1,0,1,0,0,0];
delta2:=[-1,0,-1,1,0,1]1;

# ajout des valeurs de raideur pour chaque barres
kb:=t*Es/L;

Iz:=t"3/12;

kf:=12*Es*Iz/(L"3);
Kb:=[kb,kb,kb,kb,kb,kb] ;
Kc:=[kf , kf kf ,kf kf kf];

# ajout des volumes de chaque barre
V:=txL;

Vb:=[V,V,V,V,V,V];

#section de chaque barres
tb:=[t,t,t,t,t,t];

# nom du fichier de sortie des resultats
nomFichier:="sortieKagome.txt";

B.2.1 Résultats du code extensionnel (sans flexion)

3/8 B3 /g Bsts 0
(K] = | 1/8 &3 /g B3
0 0 1/8atS
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FIGURE B.3.1 — descriprion géométrique du treillis “T-T"

228

B.2.2 Reésultats du code avec flexion, modéle de Bernoulli simplifié
~ 18 VgEbtgzL +12) 1/8 vgﬂbtgﬁ —t2) 0 0 -
s 2 42 s 2,42
- 1/8 V3E if t2) 1/8'¢§EtgiL +12) 0 0

- s 2 2 s 2 42

0 0 1/8\/§E t(LI;+3t) 1/8\/§E tL<£ 2)

3Es 2 42 3Es 21942
i 0 0 1/8.Y§fléé§__il 1/8.K§flf%%_iiil ]

B.3 Le treillis Triangle-Triangle (“T-T”)

fichier texte du treillis Triangle-Triangle :

# toutes les expressions vectorielles sont dans le repére orthonormé (i,j)

# def des vecteurs unitaires des barres
nBarres:=6;

e[1]:=<sqrt(3)/2,1/2>;
e[2] :=<0,1>;
e[3] :=<sqrt(3)/2,-1/2>;
el[4] :=-e[2];
el[5]:=el1];
e[6]:=e[3];

# def des vecteurs de pavage
Y2:=<-1/2,8qrt(3)/2>;
Y1:=<1/2,8qrt(3)/2>;

# norme des vecteurs de pavage
L1:=sqrt(3)*L;

L2:=sqrt(3)*L;

# nombre de noeuds
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nNoeuds:=4;

# tableau des barres

0b:=[2,3,2,3,1,1];

Eb:=[1,1,3,2,3,2];
deltal:=[1,1,0,0,0,0];
delta2:=[0,0,0,-1,0,-11;

# valeurs de raideur pour chaque barres
kb:=A*E/L;

Kb:=[kb,kb,kb,kb,kb,kb];

# volume occuppé par chaque barre
V:=tx*L;

Vb:=[V,V,V,V,V,V];

# nom du fichier de sortie des resultats
nomFichier:="sortieT-T.txt";

B.3.1 Résultats du code extensionnel (sans flexion)

Comme on le remarque dans le chapitre 2, le treillis Triangle-Triangle présente des sin-
gularités ; en effet le tenseur de contrainte obtenu est le suivant
1/8 tEé\/g(% U](a:[,/y)—a%l U2(a:,y)) 1/8 tEs\/g(diU U](a:],Jy)—l—% U2(w,y))

1/8tEgv@(é%LH(ﬁ3)+g%UQCuyD __1/8tﬂgvﬁ(gglﬁ(if)fgiUQCuyD

o] =

B.3.2 Reésultats du code avec flexion, modéle de Bernoulli simplifié

[y B sy Syt : o
- el : :
K] = 0 0 1/8 V3(3 L;;('l;Lléit:;;t‘L)tEs 1/8 V3(3 LLZZ;LL;i;-)t‘*)tEs
: : B et e

B.4 Treillis “Mixte”
Voir la figure

Fichier d’entrée :

# toutes les expressions vectorielles sont dans le repére orthonormé (i,j)
# def des vecteurs unitaires des barres

nBarres:=12;

e[1] :=<1,0>;
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FI1GURE B.4.1 — treillis “Mixte”

e[2] :=<sqrt(2)/2,sqrt(2)/2>;
e[3]:=<0,1>;

e[4] :=<-sqrt(2)/2,sqrt(2)/2>;
e[5] :=<-1,0>;

e[6] :=<-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2>;
el[7]:=<0,-1>;

e[8] :=<sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2>;
e[9] :=e[3];

e[10] :=e[3];

el[11] :=e[1];

e[12] :=e[1];

# def des vecteurs de pavage
Y1:=<1,0>;

Y2:=<0,1>;

# norme des vecteurs de pavage
L1:=2%L;

L2:=2%L;

# nombre de noeuds

nNoeuds:=4;

# tableau des barres

0b:=[3,3,3,3,3,3,3,3,4,1,1,2];
Eb:=[4,1,2,1,4,1,2,1,1,4,2,1];
deltal:=[1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1];
delta2:=[0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0];

# ajout des valeurs de raideur pour chaque barres
kb1l:=A*E/L;

kb2:=A*E/(sqrt (2)*L) ;
Kb:=[kb1l,kb2,kbl,kb2,kbl,kb2,kbl,kb2,kbl,kbl,kbl,kbl];
# ajout des volumes de chaque barre

Vi:=tx*L;
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7 N\
s N

FIGURE B.5.1 — treillis “SI- square”

V2:=t*Lxsqrt(2);
Vb:=[V1,V2,V1,V2,V1,V2,V1,V2,V1,V1,V1,V1];
# nom du fichier de sortie des resultats
nomFichier:="sortieMixte.txt";

B.4.1 Résultats du code extensionnel (sans flexion)

1/4 tEs(iﬂ/i) 1/4 tESLﬂ 0
Es/2
0 0 1/4 tEs2

B.4.2 Reésultats du code avec flexion, modéle de Bernoulli simplifié

1/8 Est(8 L2+2L\§§L2+t2\/§) 1/8 Est(2 \/§LL3242\/§) 0 0
1/8 Es t(2 \/5LL3242\/§) 1/8 Est(8 L2+2L\§§L2+t2\/§) 0 0
K] = . 0 18 Bst(2 \/§L2L4;12\/§+8t2) 1/8 Es t(2 \/5;;2—9\/5)
0 0 1/8 Es t(2 \/iLL;—t?\/E) 1/8 Est(2 \/§L2L-;152\/§+8t2)

B.5 Treillis “SI-square”

Voir la figure [B.5.1

Fichier d’entrée :

# toutes les expressions vectorielles sont dans le repére orthonormé (i, j)
# def des vecteurs unitaires des barres

nBarres:=8;
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el[1]:=<sqrt(2)/2,sqrt (2)/2>;
e[2] :=<-s8qrt(2)/2,sqrt(2)/2>;

e[3]:=el[1];

e[4] :=<sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2>;
e[5] :=<0,1>;

el[6]:=<1,0>;

el[7]:=<0,1>;

e[8]:=<x-1,0>;

# def des vecteurs de pavage
Y1:=<1,0>;

Y2:=<0,1>;

# norme des vecteurs de pavage
L1:=sqrt(2)*L;

L2:=sqrt(2)*L;

# nombre de noeuds

nNoeuds:=3;

# tableau des barres
0b:=[1,2,2,2,1,3,3,3];
Eb:=[2,1,1,1,3,2,1,2];
deltal:=[1,-1,0,0,0,1,0,0];
delta2:=[0,1,1,0,0,0,1,0];

# ajout des valeurs de raideur pour chaque barres
kbl:=t*Es/L;

kb2:=2*xt*Es/(sqrt(2)*L) ;
Kb:=[kb1l,kbl,kbl,kbl,kb2,kb2,kb2,kb2] ;
# ajout des volumes de chaque barre
V1:=t*L;

V2:=t*L*sqrt(2)/2;
Vb:=[V1,V1,V1,V1,V2,V2,V2,V2];

# ajout de la section des barres
tb:=[t,t,t,t,t,t,t,t];

# nom du fichier de sortie des resultats
nomFichier:="sortieSI-square.txt";

B.5.1 Reésultats du code extensionnel (sans flexion)

tBs (2+v2)V2 Es
B
K| = < tEs (24v2)V?2
K] N L R YRl Gt

0 0 1/2
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FIGURE B.6.1 — treillis “Triangle”

B.5.2 Reésultats du code avec flexion, modéle de Bernoulli simplifié

tBs (V2L2 —t2V/2)V2

4 tBs (V2L2+t*v2+2 L) V2

1/ L3 1/4 == 0 .
1/4E£E£X252gii!?lﬁé 1/4tE5(v§L2+§2¢5+2L2)¢5 . )
o 0 B /4 (ﬂL2+fs\/§+4t2)\/§ 1/4 M
0 0 [ja VAR EVIVE e (VIR B ) D

B.6 Treillis “Triangle”

Voir la figure [B.6.1

Fichier d’entrée :

# toutes les expressions vectorielles sont dans le repére orthonormé (i,j)
# def des vecteurs unitaires des barres
nBarres:=3;

e[1]:=<1,0>;

el[2]:=<1/2,sqrt(3)/2>;

e[3]:=<-1/2,sqrt (3)/2>;

# def des vecteurs de pavage

Y1:=<1,0>;

Y2:=<-1/2,8qrt(3)/2>;

# norme des vecteurs de pavage

L1:=L;

L2:=L;

# nombre de noeuds

nNoeuds:=1;

# tableau des barres

Ob:=[1,1,1];

Eb:=[1,1,1];
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deltal:=[1,1,0];
delta2:=[0,1,1];
# ajout des valeurs de raideur pour chaque barres
kb:=t*E/L;
Kb:=[kb,kb,kb];
# ajout des volumes de chaque barre
V:=tx*L;
Vb:=[V,V,V];
# nom du fichier de sortie des resultats
nomFichier:="sortieTriangle.txt";

B.6.1 Reésultats du code extensionnel (sans flexion)

/43 V3B
(K] = | 1/4 38 g/q 3B
0 0 1/4Y3Es

B.6.2 Reésultats du code avec flexion, modéle de Bernoulli simplifié

4 V3Es t(L?—t?)

1/4 ﬁEst(LgBL2+t2) 1/ (L 0 .

1/4 V/3Es t£§2—t2) 1/4 V/3Es t(L33L2+tz) 0 .
" 0 0 1/4 VSESt&if+3t2) 1/4 ngst£§2—t2)
0 0 1/4 V3Es t£§2_t2) 1/4 V3Es t(LL;+3 £2)

B.7 Le treillis ’Octet’

La géométrie du treillis Octet est décrite dans la figure La cellule de base compléte
est formée des deux figures (a) et (b), la décomposition n’a été faite que pour faciliter la vue.
La connectivité est établie grace au tableau |B.1

Le fichier texte de données du treillis Octet pour le calcul :

# definitions de treillis 3D Octet

# toutes les expressions vectorielles sont dans le repére orthonormé (i,j,k)
# def des vecteurs unitaires des barres

nBarres:=24;

el[1]:=<sqrt(2)/2,sqrt(2)/2,0>;

e[2] :=<-sqrt(2)/2,sqrt(2)/2,0>;

el[3]:=e[1];e[4]:=e[2];

e[9] :=<0,sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2>;

e[10] :=<0,sqrt(2)/2,sqrt(2)/2>;
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n4

—————=y 4

FIGURE B.7.1 — Description géométrique du treillis Octet

o [ [z [a]e 5] ]7 e ]o [ [u]x]

ol 4 |a 1|1 ]3|3]|4|a|a|a|2]2
E| 1|1 |a|a|a|a|3|3]|2]|2/]4]a
st 1 |ofol-1]ojo|1|1]|0o]| 0o |o0]|o0
S| 1| 1foflojolo|o|lo|1]| 1 |o0]|o0
ss|o|oflolojo|-1]1|ofo| 1 |-1]o0
’b ‘13‘14‘15*‘16*‘17‘18*‘19**‘20*‘21*‘22*‘23**‘24**‘
o1 ] 2|1 2 | 1] 1 2 2 3 3 3 3
E| 3|3 ]| 3 3 2] 2 1 1 1 2 1 2
sslof ol o 1 o o 1 1 0 0 0 1
s»lo] ol o o |o | o 0 0 1 1 1 1
ss| o] o 1 o | o | 1 -1 0 0 0 1 0

TABLE B.1 — Tableau de la connectivité du treillis Octet

* Les 0; ont un signe inversé car il y a inversion du noeud origine et extrémité.
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** les poutres ont leur deux extrémités hors de la cellule de base, les §; du tableau sont la somme de deux

couples de triplets
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e[11]:=e[9];e[12] :=e[10];
e[5]:=<sqrt(2)/2,0,sqrt(2)/2>;
e[8] :=<sqrt(2)/2,0,-sqrt(2)/2>;
el[7] :=e[5];e[6]:=e[8];

el[13] :=e[9] ;e[23] :=e[9];

el14] :=e[2];e[24] :=e[2];

el[15] :=e[10];e[21] :=e[10];
el[16] :=e[1]1;e[22] :=e[1];

e[17] :=e[8] ;e[19] :=e[8];

e[18] :=e[5] ;e[20] :=e[5];

# def des vecteurs de pavage
Y1:=<1,0,0>;

Y2:=<0,1,0>;

Y3:=<0,0,1>;

# norme des vecteurs de pavage
L1:=sqrt(2)*L;

L2:=sqrt(2)*L;

L3:=sqrt(2) *L;

# nombre de noeuds

nNoeuds:=4;

# tableau des barres

Ob:=[4,4,1,1,3,3,4,4,4,4,2,2,1,2,1,2,1,1,2,2,3,3,3,3];
Eb:=[1,1,4,4,4,4,3,3,2,2,4,4,3,3,3,3,2,2,1,1,1,2,1,2];
deltal:=[1,0,0,-1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,-1];
delta2:=[1,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1];
delta3:=[0,0,0,0,0,-1,1,0,0,1,-1,0,0,0,1,0,0,1,-1,0,0,0,-1,0];
# ajout des valeurs de raideur pour chaque barres

kb:=t*E/L;

Kb:=[kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb,kb] ;
# ajout des volumes de chaque barre

V:=txL;

Vb:=[V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V];

# nom du fichier de sortie des resultats

nomFichier:="gsortieOctet.txt";
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B.7.1 Résultats du code extensionnel (sans flexion)

Le tenseur de contrainte obtenu est

1 tEVE(2 Z U1+ £ U2+ 2 U3) 1 tEV2(F Ui+ Uz) 1 tEV2( L U1+2 Us)
2 2 2 pE 2 L2
0] = ltEf( Ul+2 U2) 1tE\f(aT U1+2 £ U2+ 2 U3) ltE\/i(% Uz+£ U3)
2 I 2 2 2 2
1tEV2(Z U1+2 Us) 1 tEV2(Z U2+ £ U3) 1 tEV2( & Ut+2 £ Us+2 U2)
2 L2 2 L2 2 L2
et la densité relative s’exprime par
V2t
pr=6—
12
et la matrice de raideur correspondante
VUE /o VA 19 VEE 0 0
1/2¥2 ftE VUE 1 jo VUE 0 0 0
12”E12WE V2E 0 0 0
m =" / -
0 0 0 1/2 V2E 0 0
0 0 0 0 1/2¥EE g
0 0 0 0 0 1/2¥ZE

On constate que ces résultats sont identiques a ceux de Mohr [2005].
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Code source Maple développé a partir de
'algorithme micropolaire et de 'algorithme
classique

Sommaire
[C.1 Algorithme micropolaire et code source Maple correspondant| . . . . . . . 238
[C.2  Code source Maple correspondant a I'algorithme classiquef . . . . . . . .. 246

C.1 Algorithme micropolaire et code source Maple

correspondant
algorithme code source maple correspondant
Initialisation des tableaux de données. restart;
Définition de la fonction de passage x Eit z(A). with(linalg):
inconnues : u” et ¢" with(LinearAlgebra):
read "dataDiamantAuxetique2.txt";

238



ANNEXE C. CODE SOURCE MAPLE DEVELOPPE A PARTIR DE L’ALGORITHME

MICROPOLAIRE ET DE L’ALGORITHME CLASSIQUE 239
algorithme code source maple correspondant
Transformation des expressions R:=[Li1*lambdal*Y1[1]+L2*lambda2*Y2
(3U) _ (5U> [1],L1*lambdal*Y1[2]+L2%lambda2*Y2

OXi ) vy sy \OA [211;
( ¢ ) = ( o ) P1:=<diff(R[1],lambdal) ,diff (R[2],lambdal)>;
ONi ) (xs xa) N ) 44 P2:=<diff (R[1],lambda2) ,diff (R[2],lambda2)>;
Cette étape est utile si on utilise un code standard U:=<U1(x,y),U2(x,y)>;
dont la fonction produit vectoriel est exprimée dUlxy:=<diff (U[1],x),diff (U[1],y)>;

dans un repére orthonormé classique. Cqs . i
Si on omet cette étape, toutes les fonctions dU2xy:=<diff(U[2],x),diff (U[2],y)>;

opérant sur des vecteurs et tenseurs dPhixy:=<diff (phi(x,y),x),

doivent étre définies pour des coordonnées diff (phi(x,y),y)>;
dU1:=<BilinearForm(P1,dUlxy,conjugate=false)
,BilinearForm(P1,dU2xy,conjugate=false)>;
dU2:=<BilinearForm(P2,dUlxy,conjugate=false)
,BilinearForm(P2,dU2xy,conjugate=false)>;
dPhil:=BilinearForm(P1,dPhixy,conjugate
=false);
dPhi2:=BilinearForm(P2,dPhixy,conjugate

=false);

curvilinéaires.

Initialisation des vecteurs déplacements u} et u, for i from 1 to nNoeuds do
De[i] :=<dx[i],dy[i]l>;

contenant les inconnues de déplacements
De2[i] :=<dx2[i],dy2[i]>;

end do;
initialisation des tableaux d’équations for i from 1 to nNoeuds do
EQU1[[1~KIVmaai], equi[i] :=<0,0>;
equ2|l..Npaz), 2[i] :=0;
aveC¢ Npaz le nombre de noeuds de la cellule equ2[i]:=0;
élémentaire. end do;
equl est un tableau d’équations vectorielles,
equ2 de scalaire.
Calcul des vecteurs e®* for i from 1 to nBarres do
eT[i]:=<-e[il[2],e[i]1[1]>;
end do;
Pour chaque poutre b € Br for i from 1 to nBarres do
E := Er(b), depl:=factor(DotProduct((e[i]), (De[Eb[i]]
0 := Or(b) -De[0b[il]+deltal[i]*dUl+delta2[i]*dU2),
E o, 90U -
AU :=uy —uf + Wé , conjugate=false));
ki := Esn N[i]:=Kb[i]*depl;

Ny =k (e - (AUY)) end do;
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code source maple correspondant

algorithme
Pour chaque poutre b € Br
E = ER(b),
O := OR(b)

ou
AU := uf —uf + a)\iéz,
kf = E‘ST)d

b

Ty := ky (el”‘ (AU?) - = (66 + ¢g))Mlo =

b
K L—[Lb (2%0 +6F) — 3t - (AUY)]
ME =k,

6 [Lb (68 +2¢7) — 3e"* - (AU")]
equl[ (0)] := equl[E(b)] + 1e b Tiet
equl[O(b)] := equl[O(b)] — — Tye
equ2[E(b)] := equ2[E(D)] +M1 ;
equ2[O(b)] := equ2[O(b)] + MY’
les variables ¢7 apparaitront dans le code sources sous

la forme phiN][n]

for i from 1 to nBarres do
depl:=factor (DotProduct((eT[i]),
(De[Eb[il]-De[0b[i]]+deltal[i]l*dU1
+delta2[i]*dU2) ,conjugate=false));
phiE:=phiN[Eb[i]];
phiO:=phiN[0b[i]];

T1[i] :=Kc[i]*(depl-Lb[i] /2% (phiE+phi0));

Mel[i] :=simplify(Lb[i]/6*Kc[il*(Lb[i]

* (2+phiE+phi0) -3*depl) ) ;

Mo1[i] :=simplify (Lb[i]/6*Kc[i]*(Lb[i]

* (phiE+2*phi0)-3*depl) ) ;

end do;

for i from 1 to nBarres do
n0:=0b[il;

nE:=Eb[i];

equl[n0] :=factor(equ[n0]-e[i]*N[i]
-eT[11*T1[il);

equl[nE] :=factor(equ[nE]l+e[i]*N[i]
+eT[i]*T1[il);

equ2[nE] :=factor (equé4 [nE]+Me1[i]);
equ2[n0] :=factor (equ4[n0]+Mo1[i]);

end do;

construction de deux systémes d’équations de 3Npax
lignes au total

0

0

[equl] = e
o)
0

[equ2} = 6

pour faciliter le calcul on transforme les equl

vectorielles en une double série d’équations scalaires

for i from 1 to nNoeuds do
equX[i]:=<1,0>.equil[i];
equ¥[i]:=<0,1>.equl[i];

end do;

Résolution des deux systémes pour les variables ul et

o7

lequ := {seq(equ2[i]=0,i=1..nNoeuds)

,seq(equX[i] = 0, i = 1 .. nNoeuds)
, seq(equY[i] = 0, 1 =1 ..
lvar := {seq(dx[i], i =1 ..
seq(dy[i]l, i = 1 .. nNoeuds),
seq(phiN[i], i = 1 .. nNoeuds)};
solve(lequ, lvar);

assign(%)

nNoeuds) };
nNoeuds) ,
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algorithme code source maple correspondant
Iden‘uiﬁca‘cion<i(3¢0::l (éﬁ14—gg) dans les variables for i to nNoeuds do

2 \0x Oy _ R .
de rotation ¢7. cl := coeff(phiN[i], diff(U2(x, y),x));
c2 := coeff(phiN[i], diff(Ul(x, y),y));

c := cl-c2;

phiN[i] :=simplify (c*phiO+phiN[i]-(1/2)
xc* (diff (U2(x, y), x)) +(1/2)

xc* (diff (UL (x, y), y)))

end do
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algorithme

code source maple correspondant

Traitement au second ordre identique au premier ordre
mais avec les variables ujy et ¢7 et les équations

suivantes
8¢0
8A1

b ;o
k%—( (w1+¢1 g@ )73JL4AU@)
ME® .=

2
b
B (oo 25 -0 oo0)

<¢1 + o7 +

for i to nBarres do

depl := simplify(DotProduct(el[i],
De2[Eb[il]-De2[0b[il],

conjugate = false));

N2[i] := Kb[i]*depl end do;

for i to nBarres do

depl := simplify(DotProduct(eT[i],
De2[Eb[i]]-De2[0b[i]], conjugate

= false));
phiE:=phiN2[Eb[i]]+deltal[i]*dPhil
+delta2[i] *dPhi2;

phi0 := phiN2[0b[il];

T2[i] := Kc[i]*(depl-(1/2)* Lbl[il

* (phiE+phi0));

Me2[i] :=simplify ((1/6)*Lb[i]*Kc[i]
*(Lb[i] * (2%phiE+phi0)-3*depl));

Mo2[i] :=simplify((1/6)*Lb[i]l*Kc[i]
*(Lb[1i]* (phiE+2%phi0)-3*depl))

end do;

for i to nNoeuds do

equé[i] := “<,>¢(0, 0);

equ3[i] := 0 end do;

for i to nBarres do

n0 := 0b[i];

nE := Eb[i];

equ4 [n0] :=simplify(equ4[n0]-e[i]
*N2[i]-eT[i1*T2[i]);

equ4 [nE] :=simplify(equ4[nE]+e[i]
*N2[i]+eT[i1*T2[il);

equ3[nE] := simplify(equ3[nE]+Me2[i]);
equ3[n0] simplify(equ3[n0]+Mo2[i]);
end do;

for i to nNoeuds do
equX[i] := ¢<,>¢(1,
equY[i] := ¢<,>¢(0,
end do;
lequ :=
i=1..

0) .equ4l[il;
1) .equ4alil;

{seq(equ3[i] = 0,

nNoeuds), seq(equX[i] = O,
nNoeuds), seq(equY[i] = O,
i =1 .. nNoeuds)};

lvar := {seq(dx2[i], i =1 ..
seq(dy2[i], 1 = 1 .. nNoeuds),
seq(phiN2[i]l, i = 1 .. nNoeuds)};
solve(lequ, lvar);

i=1..

assign()

nNoeuds) ,
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algorithme

code source maple correspondant

Expression des vecteurs contraintes
S'= > (NP +T7e"t) 6"
bEBR
et couples de contraintes
) 1 )
W= S (MPY M) 5

beBRr

for i to nBarres do

N[i] := simplify(N[il);

T[i] := simplify(T1[il);

Me[i] := simplify(Me2[i]);

Mo[i] := simplify (Mo2[il);

end do;

S1:=<0,0>;

S2:=<0,0>;

M1:=<0,0,0>;

M2:=<0,0,0>;

for i from 1 to nBarres do
S1:=factor(S1+(e[il*deltal[i]*N[i]
+eT[il*deltal[i]1*T[i]));
S2:=factor(S2+e[i]*delta2[i]*N[i]
+eT[i]*delta2[i]*T[i]);
M1:=M1+<0,0,factor((deltal[i]*
(Me[i]1-Mo[il)/2))>;
M2:=M2+<0,0,factor((delta2[i]*
(Me[il-Mo[il)/2))>;

end do;
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algorithme

code source maple correspondant

Calculldu tenseur de contrainte
[0] = =S'®
g

O\

et du tenseur couple de contrainte
m] = Lo O
_igﬂ O

g:=Matrix([[diff (R[1],lambdal),
diff(R[1],lambda2)], [diff (R[2]
,lambdal) ,diff (R[2],lambda2)]]1);
gb:=Matrix([[diff (R[1],lambdal)
,diff (R[1],lambda2),0], [diff(R[2]
,lambdal) ,diff (R[2] ,1lambda2) ,0]
,[0,0,111);
dR1:=<diff(R[1],lambdal),
diff(R[2],lambdal)>;

dR2:=<diff (R[1],lambda2),
diff(R[2],lambda2)>;

dR1b:=<diff (R[1],lambdal),

diff (R[2],lambdal),0>;
dR2b:=<diff (R[1],lambda2),
diff(R[2],lambda?2),0>;
detg:=Determinant (g) ;
detgb:=Determinant (gb) ;
sigma:=1/detgxfactor(factor(
MatrixMatrixMultiply((convert(S1,Matrix))
,Transpose(convert (dR1,Matrix))))
+factor (MatrixMatrixMultiply(
(convert (S2,Matrix)) ,Transpose
(convert (dR2,Matrix)))));
m:=1/detgb*factor(factor
(MatrixMatrixMultiply((convert
(M1,Matrix)) ,Transpose (convert
(dR1b,Matrix))))+factor
(MatrixMatrixMultiply((convert
(M2,Matrix)) ,Transpose (convert

(dR2b,Matrix)))));
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algorithme

code source maple correspondant

Détermination des matrices de raideurs élastiques

0kl = Akimn€mn + Brimnfmn

Mt = Brimn€mn + CrimnKmn

On appelle Mat la matrice A, et Mat2 la matrice C

A:=[diff (U1(x,y),x),diff(U2(x,y),y)
,diff (U1 (x,y),y),diff (U2(x,y),x)];
B:=[phi0,diff (phi(x, y), %),
diff(phi(x, y), y)1;
Mat:=Matrix((4,4));
Mat2:=Matrix(4,3);
Mat[1,1..4]:=Matrix((1,4),
[seq(factor(coeff (sigmal1l,1]
,ALL])) ,i=1..4)1);
Mat[2,1..4]:=Matrix((1,4)

, [seq(factor(coeff (sigmal[2,2]
,ALLD)) ,i=1..4)1);
Mat[3,1..4]:=Matrix((1,4)

, [seq(factor(coeff(sigmall,2]
,ALL])) ,i=1..4)1);
Mat[4,1..4]:=Matrix((1,4)

, [seq(factor(coeff (sigma[2,1]
,ALLD)) ,i=1..4)1);
Mat2[1,1..3]:=Matrix(1,3,
[seq(simplify(coeff (sigmal[1l, 1]
, B[i1)), i =1 .. 3)1);
Mat2[2, 1 .. 3] := Matrix(1, 3,
[seq(simplify(coeff(sigmal2, 2]
, B[i1)), i =1 .. 3)1);
Mat2[3, 1 .. 3] := Matrix(1, 3,
[seq(simplify(coeff (sigmal[1l, 2]
, B[il)), i =1 .. 3)1);
Mat2[4, 1 .. 3] := Matrix(1, 3,
[seq(simplify(coeff (sigmal2, 1]

, B[il)), i =1 .. 3)D)

Calcul de la matrice de raideur étendue, appelée
MatExt dans le code de calcul

w= 56 ]

MatExt := Matrix(6, 6);
MatExt[1 .. 4, 1 .. 4] :=
simplify(factor (Mat));
MatExt[5, 5] := simplify
(coeff (m[3, 1],
diff(phi(x, y), x)));
MatExt[6, 6] :=
simplify(coeff(m[3, 2],

diff (phi(x, y), y)))

Calcul de la matrice de souplesse MatSouplesse

MatSouplesse:=MatrixInverse (MatExt) ;
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algorithme code source maple correspondant
Extraction des modules mécaniques micropolaires et solve({muet = Mat[3, 4],
autres constantes a partir des matrices de raideur et de muet+kappa = Mat[3, 31},
souplesse . {kappa, muet});

x s . p+r=Ks YN
©*, Kk a partir de { * K ; assign(%);

Yoo = K5 72y = Koo Get:=simplify (muet+(1/2)*kappa) ;

G* = i + A : Eetl:=1/MatSouplesse[1,1];

1 2 1 Eet2:=1/MatSouplesse[2,2];
Bl = 5 E; = Soa nuet21l:=simplify(-MatSouplesse[1,2]
vig = =521 - Ei;v5 = —S12- B3 *Eet2) ;
longueur caractéristique lcqarq, telle que nuet12:=simplify(-MatSouplesse[2,1]
£ S S— *xEet1) ;

) 22+ x) ) K gammazx := simplify(coeff(m[3, 1],

coefficient de couplage N, tel que N° = m diff (phi(x, y), x)));

gammazy := simplify(coeff(m[3, 2],
diff(phi(x, y), y)))
lcara:=simplify(sqrt(gammaet/ (2%
(2#muet+kappa))));
lcara2:=simplify(gammaet/ (2% (2%
muet+kappa))) ;
Ncoupl:=simplify(kappa/ (2* (muet

tkappa)));

C.2 Code source Maple correspondant a I’algorithme
classique

# CODE HOMOGENEISATION général --> tenseur Cauchy - Dos Reis F. (15 aofit 2010)
# Initialisation des paramétres

restart;

with(linalg):

with(LinearAlgebra):

read "dataMilton.txt";

# Passage du gradient de U(lambdal,lambda2) dans le repére (i,j)
R:=[Lixlambdal*Y1[1]+L2*xlambda2*Y2[1] ,Li*lambdal*Y1[2]+L2*x1lambda2*Y2[2]];

#latex (%) ;

Pl:=<diff (R[1],lambdal) ,diff(R[2],lambdal)>;

P2:=<diff (R[1],lambda2) ,diff (R[2],lambda2)>;

U:=<U1(x,y),U2(x,y)>; # champ de déplacement U

dU1xy:=<diff (U[1],x),diff (U[1],y)>;

dU2xy:=<diff (U[2],x),diff (U[2],y)>;

dPhixy:=<diff (phi(x,y),x),diff (phi(x,y),y)>;
dU1:=<BilinearForm(P1,dUlxy,conjugate=false) ,BilinearForm(P1,dU2xy,conjugate=false)>;
#latex (%) ;

dU2:=<BilinearForm(P2,dUlxy,conjugate=false) ,BilinearForm(P2,dU2xy,conjugate=false)>;
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#latex (%) ;
dPhil:=BilinearForm(P1,dPhixy,conjugate=false);
#latex (%) ;
dPhi2:=BilinearForm(P2,dPhixy,conjugate=false);
#latex (%) ;

# Ecriture des tensions
for i from 1 to nNoeuds do
De[i] :=<dx[i],dy[i]>;
De2[i] :=<dx2[i],dy2[i]>;
end do;

for i from 1 to nBarres do
eT[i] :=<-e[i][2],eli][1]>;
#latex (%) ;

end do;

for 1 from 1 to nBarres do
depl:=simplify(DotProduct((e[i]), (De[Eb[i]]-De[0b[i]]l+deltal[i]*dUl+delta2[i]*dU2),
conjugate=false));

N[i] :=Kb[il*depl;
#latex (%) ;

end do;

# Ecriture des moments, des efforts tranchants et du systéme d’équation
for 1 from 1 to nBarres do

depl:=simplify(DotProduct((eT[i]), (De[Eb[i]]-De[0b[i]]+deltal[i]*dUl+delta2[i]*dU2),
conjugate=false));

phiE:=phiN[Eb[i]];

phi0O:=phiN[0b[i]];

T1[i]:=Kc[il*(depl-Lb[i]/2*(phiE+phi0));

#latex (%) ;
Me1[i]:=simplify(Lb[i]/6%Kc[i]l*(Lb[i]l*(2*phiE+phi0)-3*depl));
#latex (%) ;
Mo1[i]:=simplify(Lb[il/6*Kc[i]l*(Lb[il*(phiE+2+%phi0)-3*depl));
#latex (%) ;

end do;

for 1 from 1 to nNoeuds do

equl[i] :=<0,0>;

equ2[i] :=0;

end do;

for 1 from 1 to nBarres do

n0:=0b[i];

nE:=Eb[i];

equl[n0] :=simplify(equl[n0]-e[i1*N[i]-eT[i]*T1[i]);
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#latex (%) ;

equl [nE] :=simplify(equl [nE]+e[i]*N[il+eT[i]1*T1[i]);
#latex (%) ;

equ2[nE] :=simplify(equ2[nE]+Mel[i]);

equ2[n0] :=simplify(equ2[n0]+Mo1[i]);

end do;

for 1 from 1 to nNoeuds do

equX[i]:=<1,0>.equl[i];

equY[i]:=<0,1>.equl[il;

end do;

# Résolution du systéme d’équation

lequ := {seq(equ2[i] = 0, i = 1 .. nNoeuds), seq(equX[i] = 0, i = 1 .. nNoeuds),
seq(equY[i] = 0, 1 = 1 .. nNoeuds)};

lvar := {seq(dx[i]l, i = 1 .. nNoeuds), seq(dy[i], i = 1 .. nNoeuds), seq(philN[i],
i =1 .. nNoeuds)};

solve(lequ, lvar);

assign(%);

# Expression des résultantes aprés résolution des inconnues
for i to nBarres do

N[i] := factor(simplify(N[il));

T[i] := factor(simplify(T1[i]));

end do;

# Détermination du tenseur de contrainte sigma

# détermination des vecteurs de contraintes

S1:=<0,0>;

S2:=<0,0>;

for 1 from 1 to nBarres do
S1:=simplify(S1+(e[il*deltal[i]*N[i]+eT[i]l*deltall[i]*T[i]));
S2:=simplify(S2+e[il*delta2[i]*N[i]+eT[il*delta2[i]*T[i]);

end do;

g:=Matrix([[diff (R[1],lambdal) ,diff (R[1],lambda2)], [diff(R[2],lambdal) ,diff(R[2],
lambda2)11);

#latex (%) ;

dR1:=<diff (R[1],lambdal) ,diff (R[2],lambdal)>;

#latex (%) ;

dR2:=<diff (R[1],lambda2) ,diff (R[2],lambda2)>;

#latex (%) ;

detg:=Determinant (g) ;
sigma:=1/detg*simplify(simplify(MatrixMatrixMultiply((convert(S1,Matrix)),
Transpose(convert (dR1,Matrix))))+simplify(MatrixMatrixMultiply((convert(S2,Matrix)),
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Transpose(convert (dR2,Matrix)))));
#latex (%) ;

# Expression finale du tenseur
sigma:=simplify(sigma);

# Détermination de la matrice [Mat] , telles que [sigma]l=[Mat] [epsilon]
A:=[diff (U1(x,y),x),diff (U2(x,y),y) ,diff (U1(x,y),y),diff (U2(x,y),x)];
"\epsilon=";latex(A);

Mat:=Matrix((4,4));
Mat[1,1..4]:=Matrix((1,4),[seq(simplify(coeff(sigmal1,1],A[i])),i=1..4)1);
Mat[2,1..4] :=Matrix((1,4), [seq(simplify(coeff (sigma[2,2],A[i])),i=1..4)]1);
Mat[3,1..4] :=Matrix((1,4), [seq(simplify(coeff(sigmal1,2],A[i])),i=1..4)1);
Mat[4,1..4]:=Matrix((1,4), [seq(simplify(coeff (sigma[2,1],A[1])),i=1..4)]1);
Mat := Mat[1 .. 3, 1 .. 3];

# Détermination de la matrice de souplesse
MatSouplesse:=simplify(factor(MatrixInverse(Mat)));
sigma:=factor(sigma) ;

"\sigma=";latex(sigma) ;

"matExt=";latex(Mat) ;
"MatSouplesse=";latex(MatSouplesse);

# Détermination des constantes mécaniques a partir des coefficients des matrice
de raideur et de souplesse

Get := factor(1/MatSouplessel[3, 3]);
latex(Get) ;

Eetl := factor(1/MatSouplessell, 11);
latex(Eetl);

Eet2 := factor(1/MatSouplesse[2, 2]);
latex(Eet?2) ;

nuet21 := factor(-MatSouplesse[l, 2]*Eet2);
latex(nuet21) ;

nuetl2 := factor(-MatSouplesse[2, 1]*Eetl);
latex(nuet12);

rhol := 0;

for i1 to nBarres do

rhol := rhol+Vb[i]

end do;

rhol := rhol/detg; latex(rhol);
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D.1 Introduction
La flexion d’une poutre micropolaire a été étudiée depuis longtemps (voir la figure [D.1.1)).
Nous formulerons une version simplifiée en tenant compte d’une condition de contrainte plane

et de déformation plane, spécifique aux treillis.

X2

X1

W
- —>>

FiGURE D.1.1 — Flexion simple d’'une poutre micropolaire

250
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D.2 Flexion micropolaire simplifiée

La poutre d’une largeur h et de longueur W est considérée comme micropolaire et soumise
a une flexion simple dans le cas de contrainte plane et déformation plane. La condition de
contrainte et déformation plane implique qu’il n’y a pas d’efforts dans le sens hors plan ni de
déformation. On pourrait considérer deux types de conditions aux limites : couple imposé M
ou une rotation imposée. Dans le dernier cas, cela revient a imposer une microrotation égale
a la rotation de la section, mais & cause du principe de St-Venant, cela a peu d’importance.
La solution simplifiée prend la forme

D
uy = Ax1xg, Uy = —EQE% + 5$§, ug =0 (D.2.1)

¢1 = O, ¢2 = 0, ¢3 = —Al’l (D22)

dans le systéme de coordonnées de la figure Sous ces conditions, en considérant A

et D constant, les composantes non nuls des tenseurs de déformation et de microcourbure
sont

€11 = Al’g, €99 = ng, K31 = —A (DQ?))

La condition de contrainte plane et déformation plane implique que les constantes A et D
sont liees par D = —vA. Les composantes non nulles des contraintes et couples de contrainte
deviennent alors

Jg11 = ESA.I‘Q (D24)

Le moment résultant suivant 'axe x3 peut étre calculé par
h/2

E.h?
M = (—0'11.752 + m31) dlL‘Q =-A + ’}/h (D26)
/2 12

ce qui nous donne la valeur de A pour une valeur fixée de M. On notera que ’'on retrouve
la solution classique lorsque v devient petit. On peut représenter I'effet micropolaire induit
dans ce cas de flexion par la figure [D.2.1]
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FIGURE D.2.1 — Description de 'effet micropolaire attendu sur une poutre avec microstruc-

ture
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Résumé

Titre : Homogénéisation automatique de milieux discrets périodiques. Applications aux
mousses polyméres et aux milieux auxétiques.

La premiére réalisation de ce travail est la construction unifiée et automatique d’un milieu continu
équivalent & un treillis de poutres, dans le domaine élastique, en adoptant un modéle de poutres de Bernoulli.
Une extension a été réalisée au domaine plastique, selon un algorithme de suivi de la loi de comportement
apreés écrouissage. Suivant l'ordre des développements asymptotiques choisi, on obtient pour le comportement
élastique un milieu continu classique ou micropolaire. On se restreint dans ce dernier cas aux treillis & cellules
élémentaires centro-symétriques. Les codes de calculs obtenus fournissent de fagon automatique les lois de
comportement effectives et les modules mécaniques homogénéisés. Une grande variété de treillis, existants ou
originaux, a été étudiée. Les résultats ont été systématiquement comparés aux données de la littérature et
vérifiés par des simulations éléments finis avec une bonne concordance. La méthode utilisée montre également
une capacité a prédire et comprendre le comportement atypique de certains treillis dits auxétiques présentant
des coefficients de contraction négatifs. L’homogénéisation dans le domaine plastique a été limitée aux treillis
a dominante extensionnelle. Le domaine de résistance élastique a été construit pour différents treillis, et un
algorithme d’évolution du comportement avec écrouissage, de type retour-radial a été congu et implémenté
dans un code dédié. Un modéle de poutre élastoplastique & écrouissage isotrope est utilisé. L’application de
I’algorithme & une simulation de charge-décharge montre une bonne concordance entre le treillis homogénéisé
et les simulations éléments finis.

Mots clés : Homogénéisation, développements asymptotiques, réseau périodique, treillis de poutres, mi-
lieux auxétiques, tétrakaidécahédre, mousses, milieu micropolaire, plasticité, retour-radial.

Abstract

Title : Automatic homogenization of discrete periodic media. Applications to polymers
foams and to auxetic media.

The first achievement of this work is to construct a unified and effective continuum equivalent to a lattice
of beams, in the elastic domain, using a Bernoulli beam model. An extension has been done to calculate
the elastic domain resistance of such lattices and to build an algorithm for monitoring the constitutive law
taking into account work hardening. The choice of the asymptotic expansions leads to a classical continuous
or to a micropolar elastic continuum. We restrict in this last case our study to lattices with centro-symmetric
unit cells. The numerical codes developed provide the stress-strain relationship and the effective mechanical
moduli. A wide variety of trusses has been studied, either existing or original, including typical geometries of
foams and various auxetic lattices, exhibiting negative contraction coefficients. The results were systematically
compared with data from literature and verified by finite element simulations with a good agreement. The
homogenization in the plastic range has been limited to stretching dominated lattices. The equilibrium
equations of the discrete asymptotic homogenization have been used to automatically obtain the elastic
resistance domain for several trusses, and a return-mapping algorithm for the follow up of the stress-strain
relationship including hardening has been conceived and implemented in a dedicated code. An isotropic
hardening elastoplastic model of the beam has been used. The application of the algorithm to the simulation
of a loading-unloading cycle shows a good agreement between the homogenized lattice and finite element
simulations.

Keywords : Homogenization, asymptotic expansions, periodical lattice, truss of beams, auxetic media,

tetrakaidecahedron, foams, micropolar medium, plasticity, return mapping.
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