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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s
❣❛♥❣❤♦❢❢❡r q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞✐r✐❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦♥
❡♠♣❧♦✐ à ♣❧❡✐♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❛✉ ❧②❝é❡ ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ ❈♦❧♠❛r✱ ♠❛ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❚❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❆♣♣❧✐q✉é❡ ❞❡ ◆❛♥❝②
♥✬❛ ♣✉ êtr❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♠❛✐s ❧✬❛✐❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s✱ s❡s q✉❛❧✐tés ❤✉✲
♠❛✐♥❡s✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s♦♥ ❡s♣r✐t t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢ ♦♥t ♣❛❧❧✐é à ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✳
❚r❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ été ✉♥ ✈r❛✐ ♣❧❛✐s✐r✳

▼❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ✈❛ à ♠❛ ❢❡♠♠❡ ❙té♣❤❛♥✐❡✱ q✉✐ ❞✉r❛♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ❛
❛❝❝❡♣té q✉❡ ❥❡ s❛❝r✐✜❡ à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦s s♦✐ré❡s✱ ✇❡❡❦✲❡♥❞s
❡t ✈❛❝❛♥❝❡s✳ ❙❛♥s s♦♥ s♦✉t✐❡♥✱ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐ ❥❛♠❛✐s ♠❡♥é à t❡r♠❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❆❧❛✐♥ ❜r✐❧❧❛r❞ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ té♠♦✐❣♥é❡
❡♥ ♠❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ❝❡ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡✳

▼❡ss✐❡✉rs ❙❛♠✉❡❧ ❢♦r❡st ❡t P❛tr✐❝❡ ❝❛rtr❛✉❞ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r
s✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬❡♥ s✉✐s ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❤♦♥♦ré ❡t ❥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ s✐♥❝èr❡♠❡♥t✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❛✉ss✐ à ▼❛r✐❡✲❍é❧è♥❡ t✉✐❧✐❡r r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡✱ ▼❛tér✐❛✉① ❡t Pr♦❝é❞és ❞❡ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✭▼▼P❋✮ ❞✉ ▲❛✲
❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❡t ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❚❡①t✐❧❡ ❞❡ ▼✉❧❤♦✉s❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛✉t♦r✐sé
à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡✉r éq✉✐♣❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❜❛q✉s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡ss✐❡✉rs ●✉② ❜♦♥♥❡t ❡t ●ér❛r❞ ♠❛✉r✐❝❡ q✉✐ ♦♥t
❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉ ❥✉r② ❡t q✉✐ ♦♥t ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✉ ❇❚❙ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❛✉✲
t♦♠❛t✐s♠❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❡ ❈♦❧♠❛r✳ ■❧s s❡ s♦♥t ♠♦♥trés ✐♥❞✉❧❣❡♥ts ❡t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❢s
❧♦rsq✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡ts ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❛✉ss✐ ❞✐s♣♦✲
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❊♥✜♥ ❡t ❛✈❛♥t t♦✉t✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r✱ t♦✉s ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱
❢rèr❡s✱ s♦❡✉rs ❡t ❛♠✐s ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s
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♣ét✐t✐❢ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✺✽
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✵✵

❆ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❡♥ ♣❡t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✷✵✽
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❇ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s ✷✷✺
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❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✷✸✽
❈✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✽
❈✳✷ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✻

❉ ❋❧❡①✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✲tr❡✐❧❧✐s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✷✺✵
❉✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✵
❉✳✷ ❋❧❡①✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s str✉❝t✉r❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✶ s♦♥t très ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ❞♦♥t ✉♥ ❜♦♥ r❛♣♣♦rt r✐❣✐❞✐té✴♣♦✐❞s✱ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❧✬❡♠❜❛❧❧❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ rés✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s
♣❧❡✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ✭♣❛♥♥❡❛✉①✱ ♣②❧♦♥❡s✱ ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✳✳✳✮
♠❛✐s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✭♠♦✉ss❡s✱ ❜♦✐s✱
♦s tr❛❜é❝✉❧❛✐r❡✱ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳✳✳✮✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❢❛✲
❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✐és ❛✉ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ r❛♣✐❞❡ ✭❞é❝♦✉♣❡ ❧❛s❡r✱ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✸❉✳✳✳✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s q✉❛s✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ❛ ✈✉ ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ❬Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s✱ ✶✾✾✼❪✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡s ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ❛✐❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡✉ ❤❛❜✐t✉❡❧s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥❝♦r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ré❞✉✐ts✱ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❡r❢♦r❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❛❝❝r✉❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s
❝❤♦❝s ❬❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❍✉✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♦✉ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡st
❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ▲✬ét✉❞❡
❡♥ ❢♦r❝❡ ❜r✉t❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉rs✱ ❡st à ❡①❝❧✉r❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s q✉❛s✐ ✐♥✜♥✐s✳ ▲❡s ❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬ét✉❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❤♦♠♦❣é♥é✐✲
s❛t✐♦♥✮ ❥✉sq✉✬❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✱ ♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ ♥✬❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡
❡t ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❛♠❜❞❛ s❛♥s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ♣r♦♣r✐é✲
tés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✮✳
❈❡t ♦✉t✐❧ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛❧✐♠❡♥té ♣❛r ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ét✉❞✐é✳

▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①

✶✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r t♦✉t ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ré♣ét✐t✐❢ ❞❡ ♣♦✉tr❡s✱ tr✐❛♥❣✉❧é ♦✉ ♥♦♥✳

✽



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✾

❞❡ ✜♥❡ss❡ ❞✐✈❡rs ❡t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s tr♦✐s
❛s♣❡❝ts ✿

✶✳ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✜♥❡ss❡✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ✭❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é✱ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡✱
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡✳

✷✳ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✜♥❡ss❡✱ ❡♥ ✈✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡✳

✸✳ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ❖♥ ✈✐s❡r❛
✐❝✐ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ é❧❛st✐q✉❡s ✭❧✐♠✐t❡s é❧❛s✲
t✐q✉❡s✮ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❛♣rès ✉♥ ❞é❜✉t ❞✬é❝r♦✉✐s✲
s❛❣❡✳

▲❡s tr❛✈❛✉① s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥✱ ♦♥ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳
❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪ ❡t
▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮✱ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é❡ êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉
❜✉t q✉❡ ❧✬♦♥ s✬ét❛✐t ✜①é✳ ❖♥ é✈♦q✉❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t❡s à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ét✉❞❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❛❪
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✵✳✵✳✶✮✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ♦✉ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥✱ ♦♥ ② ❛❥♦✉t❡r❛ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡
❝❛té❣♦r✐❡✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s s❛♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐sé ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❡♥ ❛♣♣♦rt❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡✛♦rts
tr❛♥s✈❡rs❡✳ ▲✬❡✛♦rt tr❛♥s✈❡rs❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆②♠❛♥ ▼♦✉r❛❞ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐s❝✉t❛❜❧❡
❡t r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✵✳✵✳✷✭❛✮✮✳ ◆♦✉s ❧✉✐ ♣ré❢ér♦♥s ✉♥❡
❧♦✐ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐ss✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ s❡r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✵✳✵✳✷✭❜✮✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✵✳✵✳✷✭❝✮✮ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞
♣❛r❛♠ètr❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s✉s❝✐t❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✿ q✉❡❧ ❡st ❧❡
❞❡❣ré ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t à q✉❡❧❧❡ ♦r❞r❡ s✬❛rrètt❡r ❄ P♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥
❛ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡♥t♦rs❡ à ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ♣rés✐❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ à ♦❜t❡♥✐r✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✈❛♥t ♥♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
t❡♥✉ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱
à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡✱ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡
✵✳✵✳✸✮ ✿ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✈✐s❡r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭♦✉ ❞❡ ❈♦ss❡r❛t✮✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✵✳✵✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ✭❛✮ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✭❜✮ tr❡✐❧❧✐① ❤❡①❛❣♦♥❡ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ✭❝✮ tr❡✐❧❧✐s ❖❝t♦❣♦♥❡ ▼✐①t❡
s❛♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡

❈❡ ❝❤♦✐① ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ st❛t✉❡r s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡
❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡
❬❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛s✐❛♥✐✱ ✶✾✾✾❪✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡
❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ❞✐✛ér❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ✭✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦✲
s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ ❛❧♦rs s❡♠❜❧é ✉t✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❛✉t❛♥t
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♦❜t❡♥✉s ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❛tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t❡sts s✉r ❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s✳ ◆♦tr❡
✐♥térêt ❛ ♣♦rté ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢s ✭❛♣♣❡❧és
❛✉ss✐ ❛✉①ét✐q✉❡s✮ ♦✉ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ t❡❧s✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s t❡sts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝✐♥q ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛s✲
t✐q✉❡✱ s♦✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡st
✐❝✐ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sés s✉r
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✵✳✵✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡s é✈♦q✉és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❛✮ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❛✐❧❧❡r✐❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s r✐❣✐❞❡s✱
✭❜✮ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✭❝✮ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❝♦♠♣❧❡t

forme de la déformée

paramètres cinématiques
associés

milieu continu
suggéré

modèle barre (liaison pivot) modèle poutre (liaison rigide)

u
uf1

f2

fu u,

Cauchy classique micropolaire (rotations et 
déplacements indépendant)

❋✐❣✉r❡ ✵✳✵✳✸ ✕ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✭❞✐s❝✉t❛❜❧❡✮ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❞✬❛♣rès ◆♦♦r ❬✶✾✽✽❪✮



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✶✷

❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬❖❦✉♠✉r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♣rès ✉♥ ❞é✲
❜✉t ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡
✭s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✮ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❡t ❞❡ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s st❛♥❞❛r❞
s✉r ❞❡ très ✈❛st❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡▼♦❤r
❬✷✵✵✺❪ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳



Chapitre 1
❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭tr❡✐❧❧✐s✱ ♠♦✉ss❡s✳✳✳✮ ♣❛r ✉♥ ♠✐✲
❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✶ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷✳✷ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷✳✸ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✐s❝rèt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✹ ❉❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts ✭tr❡✐❧❧✐s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢✱ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✷✺

✶✳✹✳✸ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✹ ❇♦r♥❡s ❞❡ ❱♦✐❣t✱ ❞❡ ❘❡✉ss ❡t ❞✬❍❛s❤✐♥ ✲ ❙❤tr✐❦♠❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✺ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✷✼

✶✳✹✳✻ P❛ss❛❣❡ ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✺ ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✸
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✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦♥t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ◆♦♦r ❬✶✾✽✽❪✱ ❈❛r✲
tr❛✉❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❬✶✾✾✹❪ ♦✉ ❱❡r♥❛ ❬✶✾✾✶❪✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ◆♦♦r ✿

✶✳ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡

✷✳ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✐s❝r❡ts

✸✳ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

✹✳ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ éq✉✐✈❛❧❡♥t

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐r❡❝t❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s
♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à ❞❡ ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s✳ ■❧ ❡st r❡❣r❡tt❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré♣ét✐t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✐♠✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✮✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t très ❣r❛♥❞❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❝❝ès ❛✉① ❝❤❛♠♣s
❧♦❝❛✉① ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❖♥ ❞♦✐t s♦✉❧✐❣♥❡r ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛s♣❡❝t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡
❝❛❧❝✉❧ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❘❡♥t♦♥ ❡t ❉❡❛♥ ✭❘❡♥t♦♥✱ ❬✶✾✻✼❪ ❀ ❉❡❛♥ ❡t ❚❛✉❞❡r✱ ❬✶✾✺✾❪✮
✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ P✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦♥q✉❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♦r❞r❡✳ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❬✶✾✾✹❪ ❛ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡s ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉tr❡s✳ ■❧ ❛ ét❡♥❞✉ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t r❡♣r✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❡♥t♦♥ ❡t ❉❡❛♥ ✭❑❛r♣♦✈
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ❑❛r♣♦✈ ❊✳●✳ ❬✷✵✵✷❪✱❘②✈❦✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✮✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✱ ♠❛✐s s❡❧♦♥ ◆♦♦r ❡t ❆❜r❛t❡✱
❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛♣♣❡❧é ❛♣♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭▼❝❉❛♥✐❡❧
❬✶✾✽✵❪✱ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✶✾✽✻❪✮✱ ♠❡t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt✳

▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛✲
❝❡r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐s❝r❡t ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r
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r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
❛♥❛❧②s❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉tr❡s
♦✉ ♣❧❛q✉❡s ♦✉ ✉♥❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿ str✉❝t✉✲
r❡❧❧❡s✱ ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳✳✳ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ ✭♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡✱ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡✳✳✳✮✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❖♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡
❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡
t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
q✉✐ s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s
❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡ ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❈❛rtr❛✉❞ ❬❈❛rtr❛✉❞✱ ✷✵✵✸❪ ❝❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
r❡❝♦✉✈r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❛rtr❛✉❞ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ✿

✕ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✱ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦♠♠❡r ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ✏ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✑✳

✕ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ♣rés✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♥♦♠♠❡r ✏♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✑✳

❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ q✉✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ♣rés✉♣♣♦s❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❖♥
s❡r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❞❡
❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ rés✉❧t❛t à ♦❜t❡♥✐r✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❡①♣♦s❡r❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ♥✬❡♥ s♦♥t q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✸ ♣♦✉r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬ét✉❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❧✐é❡s à ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✳

✶✳✷ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭tr❡✐❧❧✐s✱
♠♦✉ss❡s✳✳✳✮ ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ♣❛r ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ♥❡ tr❛✐t❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✷❉ ♦✉ ✸❉ ré♣ét✐t✐❢s✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❥à très ✈❛st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s ✭❣é♦♠❛tér✐❛✉①✱ ✢✉✐❞❡s à ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳✳✳✮ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ sé♣❛ré ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❧✐é❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉✳
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L

P
P

W W*

V*

treillis périodique
milieu homogénéisé

1

2

VER=cellule élementaire 

coordonnées du point origine :

avec

Y

Y

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✶ ✕ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡

✶✳✷✳✶ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ◆♦♦r ❬✶✾✽✽❪ ✉♥ ❡①♣♦sé ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ r❡♣r✐s❡ s♦✉s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❇✉r❣❛r❞t ❛♥❞ ❈❛rtr❛✉❞ ❬✶✾✾✾❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ✿

✶✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t

✷✳ ✐s♦❧❡r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

✸✳ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

✹✳ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t

✺✳ ❝❛❧❝✉❧❡r s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞❡✈♦✐r ♣rés✉♣♣♦s❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✐é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❉❛♥s ❍♦❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ ❍♦❤❡ ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r ❬✷✵✵✶❪✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ❡t ❝♦♥t✐♥✉ ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❍✐❧❧✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✸✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ❡t
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❉❡♠✐r❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼✱ ✷✵✵✻❪✱ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
❞✐✈❡rs ✷❉ ❡t ✸❉✳

❊❜✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ❖❞❡❣❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ♦✉ ❨♦♦ ❛♥❞ ❏❛s✐✉❦ ❬✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ✈❛✲
r✐❛♥t❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❬❑✉♠❛r ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✾❪ é✈❛❧✉❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t
❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞ér✐✈és ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✷ ✕ ❉é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❱❊❘ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦✉tr❡ ✿ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❢♦r♠é❡ ✭❛✮✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠é❡ ✭❜✮ ✭s❡❧♦♥ ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✮

Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪✱ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳

✶✳✷✳✷ ▼✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s

❖♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ s♦✐❡♥t

εij =

ˆ

ΓV ER

1

2
(uinj + ujni) dΓ =

1

V

ˆ

ΩV ER

εijdΩV ER ✭✶✳✷✳✶✮

σij =

ˆ

ΓV ER

tixjdΓ =
1

V

ˆ

ΩV ER

σijdΩV ER ✭✶✳✷✳✷✮

P❛r♠✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ❱❊❘ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✷✮✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ s❡❧♦♥ ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✱
q✉❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✐♥séré ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♠♦❧❧❡ ❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s
♣♦✉tr❡s s♦✐❡♥t t♦✉s s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❱❊❘✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❢❛✐t ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t
❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❡①✐st❡ ❡♥❝♦r❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❜❪✱
❋❛♥ ❛♥❞ ❲❡✐ ❬✷✵✵✻❪✱ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✱ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❜❪ ❡t ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❝❪✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t q✉✬à ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ♣❛r❧❡r ❞❡ s✉❜st✐t✉t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦✉ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✱ ●✐❜s♦♥
❬✷✵✵✺❪✱ ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❡t ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❡✛♦rts s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s✳
■❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❧✬❡✛♦rt ❞✐s❝r❡t ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
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♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❊❛st❡r❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪ ❢❛✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❜❛❧s❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✳
❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❬✷✵✵✵❪ ❢❛✐t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❡✐❧❧✐s ❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s tr♦✉✈és ❛✐♥s✐✳ ❈❡
❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳

✶✳✷✳✸ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❖❤❛②♦♥ ❬✶✾✼✾❪ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❤étér♦❣è♥❡ à str✉❝t✉r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t✱ ✐❧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

u(x, y) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + ...

ε ét❛♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥s✐❞éré✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❈✐♦r❛♥❡s❝✉ ❡t ❙❛✐♥t
❏❡❛♥ P❛✉❧✐♥ ✭✶✾✽✻✮✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❛❞❛♣té❡ ♣❛r ❱❡r♥❛ ❬✶✾✾✶❪ ❡t ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡✱ ❱❡r♥❛ ét✉❞✐❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ t②♣❡
♣♦✉tr❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
é❧❛st✐q✉❡s ✭❚r❛❜✉❝❤♦ ❡t ❱✐❛ñ♦✱ ❬✶✾✾✻❪ ❀ ❑♦❧♣❛❦♦✈✱ ❬✶✾✾✶❪ ❀ ❑❛❧❛♠❦❛r♦✈ ❡t ❑♦❧♣❛❦♦✈✱ ❬✶✾✾✼❪ ❀
❍❛✉ss② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❈❛rtr❛✉❞ ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❱❡r♥❛ ❡t ❈❛✐❧❧❡r✐❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡
❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡
❬✶✾✾✽❪ ♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉tr❡s ❡♥ ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛✐sé♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡
♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✴❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✷❉ ♦✉ ✸❉✳ P✉✐s ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪ ✈❛ ét❡♥❞r❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❡♥ ❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s✳ ■❧ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à
❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ♥❛♥♦t✉❜❡s
❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭✈♦✐r ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❯♥ ❡①♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳

❖♥ ♣❡✉t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s à ✶ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ♣❛r ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r
✭❆s❦❡s ❛♥❞ ▼❡tr✐❦✐♥❡ ❬✷✵✵✹❪✮✳

❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✸✳

✶✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❖✉tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭✈♦✐r ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❛♥s
❱❡r♥❛ ❬✶✾✾✶❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✿
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Méthodes d'analyse statique des structures discrètes

Méthode directe
par E.F.

ne tenant pas compte de
la périodicité

tenant compte de 
la périodicité

Méthode des 
champs  discrets

milieu continu équivalent homogénéisation

densité d'énergie 
équivalente champs moyens développement

asymptotique

Renton 1967
Tollenaere 1994
Karpov 2002

Noor 1988
Burgardt Cartraud 1999
Hohe 1999
...

Gibson 1997
Zhu 1997
Mohr 2005
Liu 2006
...

Tollenaere et
Caillerie 1998
Mourad 2003
Caillerie 2006
...

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✸ ✕ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞✐s❝rèt❡s

forme de la déformée

paramètres cinématiques
associés

milieu continu
suggéré

modèle barre (liaison pivot) modèle poutre (liaison rigide)

u
uf1

f2

fu u,

Cauchy classique micropolaire (rotations et 
déplacements indépendant)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❝❤♦✐s✐ ❡t ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ q✉❡ ❝❡❧❛ s✉❣❣èr❡
✭❞✬❛♣rès ◆♦♦r ❬✶✾✽✽❪✮

✶✳ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣❧✉tôt ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✳

✷✳ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥t ❛♣♣❡❧s à ❞❡s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

✸✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥
♣rés✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ à ♦❜t❡♥✐r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ♥✉❧s
❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬✐❧ s❡♠❜❧❡ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡s
tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛rr❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ s❡♠❜❧❡ s✉❣❣èr❡r ❞❡
s❡ ❞✐r✐❣❡r ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬é✈♦q✉❡r♦♥s
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❝r✐t✐❝❛❜❧❡✳
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treillis avec 
sa déformée 

cellule 
élémentaire

déformée prédite avec
une déformation
équivalente uniforme

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❞✬❛♣rès ◆♦♦r ❬✶✾✽✽❪✮

✹✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✴❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧✬✉♥
♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

✺✳ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐é à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❙t ❱❡♥❛♥t ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s♦✉✈❡♥t
❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❝♦r♣s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♦✉ ❛✉①
✐♥t❡r❢❛❝❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳

✻✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✿ à q✉❡❧ ❞❡❣ré ❞é❜✉t❡r ❡t ❥✉sq✉✬à q✉❡❧
♦r❞r❡✱ q✉❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿
s✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ à ✉♥ ♦r❞r❡ n→ ∞✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡t ♥♦♥ ❞✐✈❡r❣❡r✳

✼✳ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣rés✉♣♣♦sé❡ ✭é❧❛st✐q✉❡✱ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡ ✳✳✳✮

✽✳ ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣rés✉♣♣♦s❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
✭♦✉ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭✈♦✐r ❧❡s
✜❣✉r❡s ✶✳✸✳✷✮✳

✾✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ ❡♠♠❛❣❛s✐♥é❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧✬ét❛t ❞❡
r❡♣♦s q✉❡ ❞é❢♦r♠é❡✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦✉ s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
❝♦♥t✐♥✉ ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✐❧❧✮

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉① à ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s q✉❛♥t
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✶✳ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✐s♦ ✴ ❤②♣❡r ✴ ❤②♣♦ st❛t✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥s✐❞éré✱ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛❝❝♦r❞és ❛✉① ♥♦❡✉❞s ✭❧✐❛✐s♦♥ ♣✐✈♦t ♦✉ r✐❣✐❞❡✮✱ ✭❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✶❛❪ ❡t ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡❝❦ ❬✷✵✵✻❪✮✳

✷✳ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ✿ ♣♦✉tr❡ ✷❉ ♦✉ ✸❉✱ ♣❧❛q✉❡
✸❉✱ tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ♦✉ ✸❉ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳✸✮ ✳ ❍②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❡t ♣♦✉tr❡s ✷❉✱ ét❛❜❧✐t✲♦♥ ✉♥ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s
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✭❛✮ ♣❧❛q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✸❉✱ ❞✬❛♣rès ❲❆❉▲❊❨
❬✷✵✵✻❪

✭❜✮ str✉❝t✉r❡ ✸❉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ▲✐ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✻❪

✭❝✮ ♣♦✉tr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✷❉ ✭❞✮ str✉❝t✉r❡ ✷❉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

✭❡✮ ♣♦✉tr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✸❉

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✸ ✕ ▼✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❘❊❱❯❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❯
❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ▼➱❈❆◆■◗❯❊ ❉❊ ❚❘❊■▲▲■❙ ✷✷

✸✳ ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ré♣ét✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✭❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❱♦r♦♥♦✐ ✳✳✳✮ ❬❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ●✐❜s♦♥✱ ✷✵✵✶❪✳

✹✳ ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❈✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
♣♦✉tr❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❝♦♠♠✉♥❡✱ ♠❛✐s
❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪✮ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡s ♠♦✉ss❡s à ❢♦rt❡ ❞❡♥s✐té✳

✶✳✸✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ♣❛r ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❡t ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ✭❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱
▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿

✕ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✕ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣rés✉♣♣♦s❡ ♣❛s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s
✉t✐❧✐sés✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✶✳

✕ ❊❧❧❡ s❡ ♣rêt❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡
❧✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❛ ❢❛✐t❡ ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ s♦✉s ❞❡s ❧♦✉r❞❡✉rs ❛♣♣❛r❡♥t❡s✱ ♣❡r♠❡t ❧❡
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉①✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ s❡ ♣rêt❡ ❛✐sé♠❡♥t
à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

✕ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❡t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡
✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ st♦♣♣❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✱ ♦✉
❜✐❡♥ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

✕ ❊❧❧❡ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❞❡ t♦✉t❡s s♦rt❡s✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❞❡♥s✐té é♥❡r❣ét✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s✳

✶✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ❡♥t♦rs❡ à ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s ❡♥ ✈✐s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
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abscisse x sur la barre

déplacement homogénéisé

déplacement réel

M

M'

M''M

M*

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✶ ✕ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜❛rr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝♦♥t✐❣✉s ♦✉ sé♣❛rés ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

✶✳✹ ❉❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❝♦♥t✐♥✉s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts
✭tr❡✐❧❧✐s✮

▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s s✬❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s tr❛✲
✈❛✉① ❧✐és à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st
❛❜♦♥❞❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❇♦r♥❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✱ ❆❧✈❡r♠❛♥ ❬✷✵✵✼❪✱ ❙❛♥❝❤❡③✲❍✉❜❡rt ❛♥❞
❙❛♥❝❤❡③✲P❛❧❡♥❝✐❛ ❬✶✾✾✷❪ ♦✉ ❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❬✷✵✵✶❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♦♥t
❡♥s✉✐t❡ été ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❖♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❧✐és à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣❛r
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ❢❡r❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t t♦✉t✱
♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ◆♦✉s ❧❡
❢❡r♦♥s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✶✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✶ ✭❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞ ❏❡❛♥
❬✷✵✵✶❪✮ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❞✉ rés✉❧t❛t ❝❤❡r❝❤é✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❜❛rr❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛✐❞❡✉r k(y)
❝♦♠♣♦sé❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r k1 ❡t k2✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ y =

x

ε
✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s ❜❛rr❡s ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

k(y) =

{

k1 ♣♦✉r 0 < y < l1

k2 ♣♦✉r l1 < y < l
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milieu hétérogène périodique

e

L

W*
lW

cellule élémentaire Y

D

D

1

2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡ à str✉❝t✉r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

▲❛ ❜❛rr❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ F à ❧✬❡①tré♠✐té x = L✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ x = 0 ❡st ✜①é❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦r❝❡s ❧✐♥é✐q✉❡s✳ ▲✬❡✛♦rt ♥♦r♠❛❧ N ε ❞❛♥s ❧❛ ❜❛rr❡ ❡t ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uε ✈ér✐✜❡♥t ✿

dN ε

dx
= 0 ✭✶✳✹✳✶✮

N ε = k
(x

ε

) duε

dx
✭✶✳✹✳✷✮

uε (0) = 0✱ N ε (L) = F
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❞❡✉① ✐♥té❣r❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ✉♥ tr❛❝é ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛

✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✶✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡

❜❛rr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
L

k
=
L1

k1
+
L2

k2
s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

s♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ εL✳ ❖♥ ♣❡✉t tr❛❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥
❡♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ uε ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧ à ✿

uε = u0(x) + εu1
(x

ε

)

✭✶✳✹✳✸✮

♦✉ u0r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❡ ❡t εu1(
x

ε
)✱ q✉✐ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ εL✱ ❧❛

♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u0(x)✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱

♠❛✐s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✷✮✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡r❛ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✺✳
❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧
ε(u(x)) ❡♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ε q✉✐ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ét❛✐t ❤♦♠♦❣è♥❡
❡t ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ε′(x) q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐tés✳

u(x) = ε.x+ u′(x)✱ ε(u(x)) = ε+ ε(u′(x))✱ u′ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✸ ✕ ❋✐❜r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭❇♦r♥❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✮

✶✳✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢✱ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦r♣s Ω ❡♥t✐❡r ♣❛r
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❈❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ l ❞♦✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à L✳ ❈❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s Ω✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢
✭❱❊❘ ♦✉ ❘❱❊ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡

l ≪ L ✭✶✳✹✳✹✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ l → 0✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❱❊❘ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡st s♦✉✈❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✹✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts ✭tr❡✐❧❧✐s✮✳

❖♥ ♥♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❬✷✵✵✶❪✱ ▲✐♣♣❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✮ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛✉ ❱❊❘✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❛❧♦rs ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ▲✐♣♣❡r✲
♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❙✉q✉❡t✱ ❬✶✾✽✼❪ ♥♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦♠♠❡r ♣❛r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳✷✮✳

❉❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡st s♦✉✲
✈❡♥t st❛t✐st✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥t❡r♥❡
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❛✉ ❱❊❘✱ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡
❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱
rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✹✳

✶✳✹✳✸ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t
❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st s✉rt♦✉t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s

〈
Wmicro

〉
= 〈Wmacro〉 ✭✶✳✹✳✺✮

1

2
〈σ (x) : ε (x)〉 = 1

2
〈σ (x)〉 : 〈ε (x)〉 ✭✶✳✹✳✻✮

❛✈❡❝

〈σij〉 =
1

VΩ

ˆ

Ω

σij (x) dV ✭✶✳✹✳✼✮

〈εij〉 =
1

VΩ

ˆ

Ω

εij (x) dV ✭✶✳✹✳✽✮

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛✉ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Ω à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ✱ ❡t ♠♦❞✐✜❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✭❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞
❏❡❛♥ ❬✷✵✵✶❪✮ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✷✮✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❞é✜♥✐ s✉r Y ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u(y)− u(y −∆i) = E.∆i

s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❡t E ✉♥ t❡♥s❡✉r ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥ ❛

〈εij〉 = E ✭✶✳✹✳✾✮

〈σij〉 : 〈εij〉 =
1

VY

ˆ

Y

(σ : εij) dv ✭✶✳✹✳✶✵✮

✶✳✹✳✹ ❇♦r♥❡s ❞❡ ❱♦✐❣t✱ ❞❡ ❘❡✉ss ❡t ❞✬❍❛s❤✐♥ ✲ ❙❤tr✐❦♠❛♥

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
✭❇♦r♥❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✮✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés✱ ❧❡ ❱❊❘ à ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés✳ ❖♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ❞♦✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❡st ❧❡
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❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s❡❧♦♥ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱♦✐❣t ✭✶✽✽✾✮ ❡t ❘❡✉ss ✭✶✾✷✾✮✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té✳

❆✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦✐❣t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❡♥
t♦✉t ♣♦✐♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t

〈εij〉 = εij(x) = const

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦✐❣t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘❡✉ss✱ ♠❛✐s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❱♦✐❣t✱ ❝✬❡st ❧✬ét❛t
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t

〈σij〉 = σij(x) = const

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✣♥é ❞❡s ❜♦r♥❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❍❛s❤✐♥ ❡t ❙❤tr✐❦♠❛♥ ✭✶✾✻✸✮ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ❜♦r♥❡s ❧❡s ♣❧✉s étr♦✐t❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞✬❍❛s❤✐♥✲
❙❤tr✐❦♠❛♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❱♦✐❣t ❡t ❘❡✉ss s♦♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡s ♠✉❧t✐♣❤❛s❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❝❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛ ✉♥❡ r❛✐❞❡✉r t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦✳ ▼❛✐s ♦♥ ❝♦♥st❛t❡r❛✐t
❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛rt✐❝❧❡s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✭❉❡s❤♣❛♥❞❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❛❪✱ ❚♦rq✉❛t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪ ❡t ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ tr❛✐t❛♥ts ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ s❡ s❡r✈❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞✬❍❛s❤✐♥ ❡t ❙❤tr✐❦♠❛♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ P❧✉s ❧❡ r❛t✐♦ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✴❜♦r♥❡s s✉♣é✲
r✐❡✉r ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✱ ♣❧✉s ✐❧ ❛ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♦♣t✐♠✐sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✉ss❡s à ❢♦rt❡ ❞❡♥s✐té✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❧✉s à ✉♥ ♠❛tér✐❛✉
s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ q✉✬à ❞❡s ♣♦✉tr❡s✱ ❝❡s ❜♦r♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❉❡s♣♦✐s
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳

✶✳✹✳✺ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❝♦♥t✐♥✉s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥ ❝♦r♣s Ω
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ L ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✷✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❡✛♦rts ✐♠♣♦sé❡s✳ ▲❡ ❝♦r♣s Ω ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ à
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ l✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♦♥
♠♦❞é❧✐s❡ Ω ♣❛r ✉♥ ❝♦r♣s Ω∗✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦r♣s Ω∗❡st s♦✉♠✐s ❛✉① ♠ê♠❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts
❡①tér✐❡✉rs ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♠♣♦sés q✉❡ Ω✳ ▼❛✐s ❝❡ ❝♦r♣s Ω∗❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ Ω∗❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à Ω✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✣♥❡ u = ε.x ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ Ω ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s
❛✉ ❝♦♥t♦✉r✮✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱
ε = ε✱ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ σ = σ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ré❡❧✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ε ❡t σ s♦♥t ♦s❝✐❧❧❛♥t ❡t ✢✉❝t✉❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ε ❡t σ✳ ▲♦✐♥ ❞✉ ❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
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✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❙t ❱❡♥❛♥t✮✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
♣ér✐♦❞✐❝✐té ❀ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ε ❡t σ ♣♦ssè❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✿ ✐❧s s♦♥t
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

P♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬é❧❛st✐❝✐té✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ l ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ l ≪ L✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t✐r❡♥t ♣❛rt✐ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡
❧✐♠✐t❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳✳✳✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt

ε =
l

L
→ 0 ✷✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ε ✈❛r✐❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r

❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ε✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✿ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱
♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①✱ ♣❧❛st✐❝✐té✳✳✳

✶✳✹✳✺✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❖♥ ét✉❞✐❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Ω ❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥
♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡✱ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❢♦r❝❡ f ❡t à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r
∂Ω ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♠♣♦sés s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ∂Ω✱ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❢♦r❝❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡✮✳ ▲❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛
uε ❡t σε✱ ♣♦✉r s✐❣♥❛❧❡r ❧❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ε✳ ❈❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

divσε + f = 0 ✭✶✳✹✳✶✶✮

❞❛♥s Ω✳

σε = Σ
(x

ε
,∇uε

)

✭✶✳✹✳✶✷✮

❞❛♥s Ω✱ ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ∂Ω✳ ❆✈❡❝ Σ (y,∇uε) ❞é✜♥✐ ♣♦✉r y ∈ Y ❡t
ét❡♥❞✉ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥t✐❡r ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ uε ❡t σε q✉❛♥❞
ε t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳

✶✳✹✳✺✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡ uε ❡t σε s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡♥
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ε

uε = u0 (x) + εu1 (x,y) + ε2u2 (x,y) ...
σε = σ0 (x) + εσ1 (x,y) + ε2σ2 (x,y) ...
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u0 (x) ❡t σ0 (x)✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ y✳ ❈❡ ❝❤♦✐① s❡r❛ ❥✉st✐✜é ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ∈ Ω ❡t

✷✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ♥✬❡st ♣❛s à ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ [ε]✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❡rt❛✐♥s
❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉tôt η ❝♦♠♠❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ e✳
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y ∈ Y ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r y =
x

ε
✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① tr❛❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

y tr❛❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✹✳✶✶ ❡t ✶✳✹✳✶✷ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s q✉✐ ✈♦♥t ❛❣✐r s✉r

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y✳ P♦✉r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ divx ❡t ∇x ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
r❡❧❛t✐❢s à x✱ ❡t divy ❡t ∇y ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s r❡❧❛t✐❢s à y✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

∇uε = ∇xu
0 (x) +∇yu

1 + ε
(
∇xu

1 +∇yu
2
)
+ ... ✭✶✳✹✳✶✸✮

divσε =
1

ε
divyσ

0 + divxσ
0 + divyσ

1 + ... ✭✶✳✹✳✶✹✮

❙✐ ♦♥ r❡♣♦rt❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ✶✳✹✳✶✶ ❡t ✶✳✹✳✶✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

1

ε
divyσ

0 + divxσ
0 + divyσ

1 + ...+ f = 0

σε = Σ
(x

ε
,∇xu

0 (x) +∇yu
1
)

+ ... ✭✶✳✹✳✶✺✮

❈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜és q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ε ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ε✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❛♥❞ ε
t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x/ε ♣r❡♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ∈ Ω ❡t y ∈ Y ✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞r❡s ❞❡ ε

divyσ
0 = 0 ✭✶✳✹✳✶✻✮

divxσ
0 + divyσ

1 + f = 0 ✭✶✳✹✳✶✼✮

✶✳✹✳✺✳✸ ➱q✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

P♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✻ ♠♦♥tr❡ q✉❡ σ0 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✱ ❡t ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❢❛✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ σ0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ y✱ s♦✐t σ0 = σ0 (x)✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✼ s✉r
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ σ1 ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡ y✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ divyσ

1 s✉r Y s✬❛♥♥✉❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à y ❡t ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✽ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

divxσ̄
0 + f = 0 ✭✶✳✹✳✶✽✮

❞❛♥s Ω✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s σ̄ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ σ0 s✉r
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ✳

❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥
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❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r Y ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✹✳✶✻ ❡t
✶✳✹✳✶✺ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ♣♦rt❛♥t s✉r u1 ❡t σ0✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦rt❛♥t s✉r u✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
s♦✐t ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r σ0 ❡t ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès ♣♦✉r u✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✬♦❜✲
t✐❡♥t ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐✳

✶✳✹✳✻ P❛ss❛❣❡ ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts
♣❛r ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪ ❡t ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✳ ❈❡s ♠✐❧✐❡✉① s♦♥t ❞✐s❝r❡ts
❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡s ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❝r❡ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❜❛rr❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥st❛ts ♣r♦♣r❡s ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ❀ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s rés✉♠❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t✱ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
❞✉❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts s✐t✉és ❡♥ x ❡t x +X✳ ❙✐ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ✭✈♦✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts
▼ ❡t ▼✑ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✶✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ❞❡

uε (x+X)− uε (x) ≈
(
∇xu

0 (x) +∇yu
1
)
.X ✭✶✳✹✳✶✾✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧✬é❝❛rt X ❝♦✉✈r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭♣♦✐♥ts ▼ ❡t ▼✯

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✶✮ ❛❧♦rs✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧❛ ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡
x

ε
❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ à x ❡t ♦♥ ❛

uε (x+X)− uε (x) ≈ ∇xu
0 (x) .X ✭✶✳✹✳✷✵✮

❙✐ ❧✬é❝❛rt X ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭♣♦✐♥ts ▼ ❡t ▼✬ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✹✳✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ X = εYi✱ ♦♥ ❛

uε (x+ εYi)− uε (x) ≈ ε∇xu
0 (x) .Yi ✭✶✳✹✳✷✶✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ∇xu
0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ sé♣❛rés ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳
❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉r
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Y ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ♣❛s
❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✶✮ q✉✐ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
♥♦♥ ♣♦❧❛✐r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡

xεn = λ(ν1,ν2) + εy ✭✶✳✹✳✷✷✮
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❛✈❡❝ ν1, ν2✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ n = (n, ν1, ν2) ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r

λ(ν1,ν2) = ε (ν1Y1 + ν2Y2) ✭✶✳✹✳✷✸✮

❛✈❡❝ νi = (ν1, ν2) ∈ Z ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❝❡ ♥♦❡✉❞✱ ε ❧❡ ♣❡t✐t
♣❛r❛♠ètr❡ ❡t εY1 ❡t εY2 ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s
❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à l✱ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ l = εL✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ✭❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪ ✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ(ν1,ν2)

uεn(λ(ν1,ν2)) = u0
(
λ(ν1,ν2)

)
+ εun1

(
λ(ν1,ν2)

)
+ ε2un2

(
λ(ν1,ν2)

)
...

❛✈❡❝ u0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝✬❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uε✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s uni✱ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♥♦❡✉❞ n à ✉♥ ♦r❞r❡ i✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❛♣♣❛r❛ît✳ P♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ uε✱ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s εiui(x, y)✱ ❛✈❡❝ x✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❡t y✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡
❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s εiuni(λ)✱ ❛✈❡❝ λ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐sé❡✱ ❞❡s ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦♥❝t✐♦♥s uni(λ)✱ ✉♥❡ ♣❛r ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ λ✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uεn(λ(ν1,ν2)) ❞❛♥s
❧❡ r❡♣èr❡ ❝❛rtés✐❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐sé❡s λi ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳

✶✳✹✳✻✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❜r♦ss❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧èt❡ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❡♥ ♣❡t✐t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ❞✉ t②♣❡

N εb =
(
N b
(
uE(b) − uO(b)

))
.eb ✭✶✳✹✳✷✹✮

❛✈❡❝ N b r❛✐❞❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❜❛rr❡ b✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✬é❝r✐t

∑

b

N εbeb
(
vOR(b) − vER(b)

)
= 0 ✭✶✳✹✳✷✺✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✹ ✕ ▲❡ rés❡❛✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ S ❡t ❡♥ ❣r❛s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à R

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❬❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡✱ ✶✾✾✽❪ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

[σ] =
1

VY

∑

b

N bLbeb ⊗ eb ✭✶✳✹✳✷✻✮

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ été
ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❈❛✉❝❤② ❡t P♦✐ss♦♥ ✭❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❬✷✵✵✶❪✮ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✹✳✹✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ✉♥ ♥♦❡✉❞ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

R = sgn
(
eb.n

)
.N b.eb.x ✭✶✳✹✳✷✼✮

❛✈❡❝ R✱ rés✉❧t❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡tt❡✱ eb ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡ b✱ N b✱ ❢♦r❝❡ s✉r ❝❡tt❡
❜❛rr❡ b ❡t x✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛rr❡s ❝♦✉♣é❡s✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✹✳✷✻ ❡t ✶✳✹✳✷✺ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r
∇u0 ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❡✛♦rts N b0 ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts un1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ ✶✳✹✳✷✺
s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣rès ♣♦✉r ❧❡s un1✳ ▲❡
r❡♣♦rt ❞❡ ❝❡s un1 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✹ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s N b0 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∇u0 ❀ ❧❡ r❡♣♦rt ❞❡s N b0

❞❛♥s ✶✳✹✳✷✻ ❞♦♥♥❡ [σ] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∇u0✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉
éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✳✺ ◆❛t✉r❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦✉r♥✐r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡s t❡r♠❡s ❡t ❝❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t
♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✶❛❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✮✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣♦✉tr❡s r❡❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ♣❛r
❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♣✐✈♦t✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✭❛✮ s✬❡✛♦♥❞r❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
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F

F

F

F

liaisons

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✶ ✕ ▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥❛t✉r❡s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s s❡❧♦♥ ❉❡s❤♣❛♥❞❡
✭❛✮ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✭❜✮ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❞✬❛♣rès
❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❛❪✮✳

♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣✉❧é ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✭❜✮ s✉♣♣♦rt❡♥t ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✭❛✮ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✜❣✉r❡
✶✳✺✳✶✭❜✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡st à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ✭♦✉ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s s♦✐❡♥t ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❡♥❝❛str❡♠❡♥t✮✱ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉
tr❡✐❧❧✐s ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✭❛✮ ✢é❝❤✐ss❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦✉ss❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✶✳✺✳✶✭❜✮✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ r❡st❡ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❬✷✵✵✵❪✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥
❝❧❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❙♦✐t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡
ρ∗

ρs
✱ s♦✐t ❡❧❧❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡

(
ρ∗

ρs

)3

✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❛ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱

❝❛r ❝✬❡st ❧❛ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s q✉✐ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❀
❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s q✉✐ ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡
q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡✳

■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛tr✐✲
❝✐❡❧❧❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❬❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡❝❦✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳✷✱ ❧✬❡✛♦♥❞r❡✲
♠❡♥t ré❡❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s tr❡✐❧❧✐s✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❛❞♦♣té ✭❧✐❛✐s♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s✱
❧✐❛✐s♦♥s ♣✐✈♦t✮✱ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✷ ✕ ❊✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ✭❉✬❛♣rès ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡❝❦ ❬✷✵✵✻❪✮

❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛❝❝♦r❞és à ❝❡rt❛✐♥s ♥♦❡✉❞s ♣❡✉✈❡♥t ❥♦✉❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ rô❧❡✱ ❝❡❧❛ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✿ ❧✐❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉ ❧✐❛✐s♦♥ ♣✐✈♦t✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✿
✕ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✉tr❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❀

✕ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ♣♦✉tr❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❡♥ ✢❡①✐♦♥ ❀

✕ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s s❛♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡
❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬ét✉❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
❥✉st✐✜❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r
❚♦❧❧❡♥❛❡r❡✱ ▼♦✉r❛❞ ❡t ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ✭❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱
▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ♦✉ ✸❉ ✭✜❣✉r❡s ✶✳✸✳✸ ❜ ❡t ❞✮ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ✷❉
❡t ✸❉ ♦✉ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ✸❉ ✭✜❣✉r❡s ✶✳✸✳✸ ❛✱ ❝ ❡t ❡✮✱ q✉✐ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳

❖♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ s✬❡st ✐♠♣♦sé❡✱ ❝❛r ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
❞❡ ♣♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣rés✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ♦❜t❡♥✐r✳ ❇✐❡♥ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
❧❡ ♠♦♥tr❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ♦♥ s❡r❛ ❛♠❡♥é à
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❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐sé ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬❛✉t♦✲
♠❛t✐s❡r ❡t ❛❥✉st❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✈❛r✐é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠é❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳



Chapitre 2
❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡✱

❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣♦✉tr❡ s✐♠♣❧✐✜é

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡s ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✹✶

✷✳✷✳✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷✳✷ ❆ ♠✐①❡❞ ✢❡①✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✿ t❤❡ ✷❉ ✏❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞✑ ❧❛tt✐❝❡ ✺✹

✷✳✷✳✸ ❆ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r♦t❛t✐♦♥s ✳ ✻✶

✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✸❉ ✿ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✸✳✶ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✏❚❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r❛❧✑ tr✉ss ✭❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s✮ ✻✹

✷✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❋❊ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✺ ❘❡♠❛rq✉❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✺✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✺✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

Pré❛♠❜✉❧❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣r✐s❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r✉ ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❦✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✐♥ ❡①t❡♥s♦✳ ❖♥ ❛ ❛❥♦✉té ✉♥ rés✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❡t q✉❡❧q✉❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t r❡♠❛rq✉❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❖♥ ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❛✐❧❧❡r✐❡✱
❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❡t ▼♦✉r❛❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✸✻
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❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡s ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡st
❛❧♦rs ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❉✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✿
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡
s②st❡♠❛t✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❋✳ ❉♦s ❘❡✐s✱ ❏✳❋✳ ●❛♥❣❤♦✛❡r

❘és✉♠é

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉rés t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦✉ss❡s✱ ❧❡s t✐ssés
♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡
❞❡ ♣♦✉tr❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉✲
❞✐❡r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ❡t ✸❉✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡❧❛
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣✉✐s ❝♦♠♣❛ré à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ ♣♦✉r ❧❡
✈❛❧✐❞❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ❡t ♠❛❝r♦✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♠✐①t❡ ❡st ❝♦♥ç✉ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥
❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥✲
s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞é❝r♦ît ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ♦❜t❡✲
♥✉❡ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s s②♠étr✐❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❞♦♣té❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r
❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡s✳ ❆♣rès ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛✉
❝❛s ✸❉✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠♦✉ss❡s ❞❡ ❑❡❧✈✐♥ s♦✉s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❝♦♥❝♦r❞❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ q✉❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ♥❡
♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❡s s②♠étr✐❡s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡
❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
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❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❢♦❛♠s✱ t❡①t✐❧❡s✱ ♦r ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❛t t❤❡
♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ✐♥❞✉❝❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❧❛tt✐❝❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠s ✐s ❤❡r❡✇✐t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❡rs✉s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠✐❝r♦✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ✷❉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋❊
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r♦❧❡s ♦❢ ✢❡①✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛t
❜♦t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ s❝❛❧❡s✱ ❛ ♠✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r
❜♦t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✢❡①✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠❛♥♥❡r✳ ■ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ✈❡rs✉s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧✉s ✈❡rs✉s ❞❡♥s✐t② s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❧❛✇ ❤❛s ❛ ❞r❛st✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ ✢❡①✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s②♠♠❡tr✐❡s ✇❤❡♥ s❤❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s
❜❡✐♥❣ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❆❢t❡r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦✇❛r❞s t❤❡ ✸❉
❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ❛♥❞ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠
❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ✉♥❞❡r s❤❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❞❣❡
♥♦❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❝r♦✲r♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
t♦ ❛ ♠✐❝r♦✲♣♦❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐❝r♦✲r♦t❛t✐♦♥s ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❢♦❛♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s
✭❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s✮ ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r
t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❝r❛s❤ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢♦❛♠s
✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥❡t✇♦r❦✮✱
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱
❛♥❞ t❤❡ ❢♦❛♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐③❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆tt❡♠♣ts t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤♦s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❛♠ ❛r❡ s♦ ❢❛r ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳
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❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢♦❛♠s ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r s❡r✈✐❝❡ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ❧✐❦❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✮
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✭❡①tr❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ s✉❝❤ ❛s ♠✐❝r♦✲
r♦t❛t✐♦♥✮✱ ♠❛② ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥t ♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤✐s t❛s❦✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡r❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✈❡rs❛t✐❧❡ t♦♦❧ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐♥ ❛
s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❛♥♥❡r✳

❆ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇♦r❦s ✐s ♥❡①t ❡①♣♦s❡❞✳ ❧❡✐ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ①✐♥❣ ▲✉ ❬✷✵✵✼❪
st✉❞② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢♦❛♠s ✉♥❞❡r str♦♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st✉❞② ❢♦r ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ ❱♦r♦♥♦ï t②♣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✻❪ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡s❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ❛ ❘❱❊❀ s❡❡
❛❧s♦ ❇✉r❣❛r❞t ❛♥❞ ❈❛rtr❛✉❞ ❬✶✾✾✾❪ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
❧❛tt✐❝❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❇❛❞✐❝❤❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✵❪✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ q✉❛s✐ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢
str❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ tr✉ss ✉♥❞❡r str♦♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❙✉❧❧✐✈❛♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠✐❝r♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❀
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥
❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦❛♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❜②
❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ♦♥ t❤❡ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r❛❧ tr✉ss✱ r❡✢❡❝t ❛ ❝❛s❡ ❜② ❝❛s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
❩❤✉ ❛♥❞ ❛❧✳ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❆ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛♥❞ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s♦❧❡❧② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉ss❀ ✐t ❛❧❧♦✇s
✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ str❛✐♥s ❢r❛♠❡✇♦r❦✮ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝❧♦s❡❞
❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✐✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❧❡✈❡❧✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ✭▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧✲
❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝
❧❛tt✐❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ✷❉ ❧❛tt✐❝❡s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✐ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ tr✉ss✱ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r
t♦ ❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧ ❬✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤♦s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜②
❘♦❜❡rts ❛♥❞ ●❛r❜♦❝③✐ ❬✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢♦❛♠s ✇✐t❤ ✢❡①✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s ✭❉❡s♣♦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮✳

❆s ❛ ❢✉rt❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛ r❡s✉❧t ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❜❡❛♠s ❢♦r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✭✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s✮ ✉♥❞❡r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜②
❬✶✾✾✼❪

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❵❝❧❛♠♣❡❞ ✇✐t❤♦✉t r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✬ ✭❋✐❣✉r❡✷✳✶✳✶✮❀ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛❧✐❞ ✐♥ s♦♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ✐t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ tr✉ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ✴
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣ ♥♦❞❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ♥♦♥✲♣♦❧❛r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❲❡ ❤❡r❡✇✐t❤ r❡str✐❝t ✉s t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉s✲
t✐✜❡❞ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈✐❡✇ ✭❢♦❛♠s ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✮✳ ❲❡
❢✉rt❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢♦❛♠s✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✜rst ❡①♣♦s❡❞✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✜rst ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ✷❉
❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ ✸❉ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♥❡①t ❡♥✈✐s❛❣❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s✱ r❡❝♦❣♥✐③❡❞
❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥② ❢♦❛♠s✳
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✷✳✷ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡s ❢r♦♠
❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✇♦♦❞✱ ❝♦r❦✱ tr❛❜❡❝✲
✉❧❛r ❜♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡
❛r❡ ♠♦st ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ❛♥❞ ❢♦❛♠s✱ ●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✳ ▼❡t❛❧❧✐❝
❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❢♦❛♠s ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❞❡❢♦r♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ♠✉❧t✐❛①✐❛❧
❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❢♦r♠ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❧♦❛❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❜❛♥❞s✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ st❛rts ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝❡❧❧ r♦✇s ❛r❡ ❝r✉s❤❡❞✳ ❚❤❡s❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
♠✉st ♥♦r♠❛❧❧② ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡
t②♣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❢♦❛♠ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s✿

✲ ❆♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❀
✲ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛t❡❛✉ ③♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r s❤♦❝❦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥❀
✲ ❆ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳
❚❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❛♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ r❡s♣♦♥✲

s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s❀ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❢♦❛♠s ❝♦♥s✐sts ♦❢ tr②✐♥❣ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢♦❛♠s t♦ t❤❡✐r ❝❡❧❧✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✮✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♠✐s❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t❛✐❧♦r❡❞
t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
✭❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧ ❬✷✵✵✽❪✮✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❤❡♥ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ②❡t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❡❧❛st✐❝✳

✷✳✷✳✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡
♠❛❞❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐❛
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❡✐❣❤t✐❡s ✭❇❛❦❤✈❛❧♦✈ ✫ P❛♥❛s❡♥❦♦✱ ✶✾✽✹✱ P❛♥❛s❡♥❦♦✱ ✶✾✽✸✱ ❙❛♥❝❤❡③✱
✶✾✽✵✮❀ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✭▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✮✱ ✭❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❇②s❦♦✈ ❬✷✵✵✷❪✮✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t❧②✱ ✭Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❡t✐t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❜❡❛♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t ♥♦❞❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❛tt✐❝❡❀ ✐t
♠❛② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✷❉ ✭s✉r❢❛❝❡✮ ♦r ✸❉ str✉❝t✉r❡✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜②
❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ▼❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡❛ ♦r ✈♦❧✉♠❡ ✜①❡❞✱ ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧✐♠✐t s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧
♣❛r❛♠❡t❡r t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ t♦ t❤❡
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✐♥✐t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② st✉❞② t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✳
❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡
♥❡①t ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉♠s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜❡❛♠s ✐♥t♦ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ t❤❡r❡❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ♣❛♣❡rs ❜② ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❛♥❞ ❚♦❧❧❡♥❡❛r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♠♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r r❡str✐❝t✐♥❣
t♦ ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠s ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡
❬✶✾✾✽❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭t❤❡ ❜❡❛♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ✜①❡❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧❧♦✇s ♥❡①t t♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✐✱ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❡♥s✐t②✮
♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡①♣♦s❡ ✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♠❛♥♥❡r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✭▼♦✉r❛❞
❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡ ❡s✲
s❡♥t✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ✐s t❤❡ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❧❛tt✐❝❡s✱ ✇✐❝❤ ❡♥t❛✐❧s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❢♦r❝❡❀ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✷✳✶✳✹✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❋✐rst st❡♣✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦rsSi

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② s✉❜s❡q✉❡♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♥✐❧ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
✈✐rt✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ v s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✈❛♥✐s❤❡s ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s❀ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦✈❡r ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇r✐t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss σ✳

ˆ

Ω

σ : ∇xvdx = 0 ✭✷✳✷✳✶✮

✇✐t❤ ∇x t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s λ = (λ1, λ2, λ3)❀ ✇❡ t❤❡r❡❜②
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t P ✐s
✇r✐tt❡♥ x = xiei ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥

x = R(λ1, λ2, λ3) ✭✷✳✷✳✷✮

❆ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s ✐♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs

eλk =
∂xi

∂λi
ei ✭✷✳✷✳✸✮

❚❤❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ eiλ✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
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eiλ · eλj =δij ✭✷✳✷✳✹✮

✇✐t❤ δij t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s x = x (λ) ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✳✶✮❀ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s g✱ ❤❡♥❝❡ dx = gdλ✳ ❋♦r ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞
v✱ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts

∇xv =
∂v

∂λi
⊗ eiλ ✭✷✳✷✳✺✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
ˆ

Ω

σ : (∇xv)dx =

ˆ

Ω

σ : (
∂v

∂λi
⊗ eiλ)gdλ =

ˆ

Ω

(σ · eiλ).
∂v

∂λi
gdλ = 0 ✭✷✳✷✳✻✮

❖♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② s❡ts t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦r ❛s

Si = gσ · eiλ ✭✷✳✷✳✼✮

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✼✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
str❡ss ✈❡❝t♦r Si

ˆ

Ω

Si.
∂v

∂λi
dλ = 0 ✭✷✳✷✳✽✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✻✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss t❤❡
❢♦r❝❡✲str❡ss t❡♥s♦r ❛s t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦r Si ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t
∂R

∂λi

σ =
1

g
Si ⊗ eλi =

1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi
✭✷✳✷✳✾✮

❲❡ ♥❡①t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦r Si ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✬s ❧❛tt✐❝❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❙❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡✱ ✇❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡s❡ ❜❡❛♠s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t B(b̃)✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❡❛♠s ♥✉♠❜❡r❡❞ b̃ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s
N (ñ) ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s ♥✉♠❜❡r❡❞ ñ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❜❡❛♠s
b̃✱ O (ñ)✱ E (ñ) ❡t E⌈(ñ)✳ ■♥ t❤❡s❡ s❡ts✱ ñ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❡♥❞ ♦r s✐❞❡ ♥♦❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡
s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✶✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❡❛♠ b̃ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ñ ❜② Tb̃✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦❢ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❢♦r❝❡ −Tb̃ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♥♦❞❡✳ ❋♦r❝❡s ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ f b̃✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
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d(O(b))

d(E(b))

initial beam b

deformed beam b

d: displacement

e

e

1

2

Cartesian

e
1

e
2

λ

λ

curvilinear
=Y1

=Y2

e
be

b
E(b)

O(b)

T
b

N

T
b

b

t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✿ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t

∑

b̃∈O(ñ)

Tb̃ −
∑

b̃∈E(ñ)

Tb̃ +
∑

b̃∈E⌈(ñ)

f b̃ = 0 ✭✷✳✷✳✶✵✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ r♦t❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ❝♦✉♣❧❡ str❡ss❡s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r
✈❛❧✐❞✐t② ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✵✮ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r♠

∑

b̃∈B(b̃)

Tb̃ ·
[

v
(

O
(

b̃
))

− v
(

E
(

b̃
))]

= 0 ✭✷✳✷✳✶✶✮

❲r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡✿ ✇❡ ✇✐❧❧
✐♥st❡❛❞ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤✐s s✉♠✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❣❡✲
♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ s❡ts ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ B(b̃) ❛♥❞ N (ñ) r❡♣❡❛t✐♥❣ ♦♥ Z

3 ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝❛❧❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✳ ❲❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ✐♥ ✐ts ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s q✉❛s✐♣❡r✐♦❞✐❝✳
■♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠s ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❛♠❡❞
NR ❛♥❞ BR r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❛♥② tr✐♣❧❡t vi = (v1, v2, v3) ∈ Z

3 ✭❞♦✉❜❧❡t ✐♥ ✷❉✮✱ ✇❡
❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❜❛s✐❝ ❝❡❧❧❀ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣❧❡ts ñ = (n, v1, v2, v3) ✐♥ NR × Z

3 ❛♥❞ ❜❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
b̃ = (b, v1, v2, v3) ✐♥ BR × Z

3✳
❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢

♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ O(b̃) s♦ t❤❛t ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ♦r✐❣✐♥ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t (n, v1, v2, v3)✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ E(b̃) ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
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❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✱ ❜✉t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❜②
(v1 + δ1, v2 + δ2, v3 + δ3)✳ ❚❤❡ tr✐♣❧❡t (δ1, δ2, δ3) ∈ Z

3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ❡✐t❤❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧ ♦r t♦ ❛ ❝❡❧❧ ♥❡①t t♦ ✐t✿ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ δi ∈ {−1, 0, 1}❀
t❤❡s❡ ✐♥t❡❣❡rs δi ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✶✮ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠

∑

vi∈Z3

∑

b∈BR

Tb · [v (O (b))− v (E (b))] = 0 ✭✷✳✷✳✶✷✮

❲❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ Tb ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧
♣♦✇❡r ✐s

∑

vi∈Z3

∑

b∈BR

(
Nb +Tb

t

)
· [v (O (b))− v (E (b))] = 0 ✭✷✳✷✳✶✸✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡rs✉s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε✱ r❛t✐♦ ♦❢ ❛
t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧ t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤✐s s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε→ 0✳ ❚♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❜② ε❀ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
s❡t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s λε = εvi✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

Rε(ñ) = R0(λε) + εRn1(λε) + ... ✭✷✳✷✳✶✹✮

❲✐t❤ R0(λε) t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s

dε(ñ) = d0(λε) + εdn1(λε) + ... ✭✷✳✷✳✶✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Rε(ñ)✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ✭▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✮

lεb = εlb0 + ε2lb1 + ... ✭✷✳✷✳✶✻✮

❲❡ s❤❛❧❧ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✬0✬ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡
s✉♣❡rs❝r✐♣t ✬ε✬ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✬s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s✱ eεb = eb0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε✱
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vε✱ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❜② ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥

vε
(

O
(

b̃
))

− vε
(

E
(

b̃
))

= v(λε)− v(λε + εδib) = −ε∂v(λ
ε)

∂λi
δib + ... ✭✷✳✷✳✶✼✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜❡❛♠s✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e3 ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥
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❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❧❛tt✐❝❡✳ ❆ ✈❡❝t♦r eb⊥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛s t❤❡ ✉♥✐t
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❜❡❛♠ ❜✱ ✈✐③

eb⊥ = e3 ∧ eb ✭✷✳✷✳✶✽✮

❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ ❜❡❛♠ ❜

Tεb = N εbeb + T εb
t eb⊥ ✭✷✳✷✳✶✾✮

❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡

N εbeb =
EsS

εb

lεb
(
(dε (E (b))− dε (O (b))) .eb

)
.eb ✭✷✳✷✳✷✵✮

❛♥❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡

T εb
t eb⊥ =

12EsI
ε
z

(lεb)3
(
(dε (E (b))− dε (O (b))) .eb⊥

)
.eb⊥ ✭✷✳✷✳✷✶✮

Es r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♠❛t❡r✐❛❧✱ Sεb ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡
❜❡❛♠ s❡❝t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t t❤✐❝❦♥❡ss✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❤❛r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s Sεb = tεb ✳ Iz ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

❚❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ε ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ tε ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ∗ ♦❢ t❤❡
❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ε✱ s❝❛❧❡❞ ❛s

ρ∗ ∝ tεb

lεb
✭✷✳✷✳✷✷✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

tεb ∝ lεb ✭✷✳✷✳✷✸✮

■❢ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

tεb = εtb0 + ε2tb1 + .. ✭✷✳✷✳✷✹✮

❘❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐t t❤✐❝❦♥❡ss

Iεz =

(
εtb0
)3

12
✭✷✳✷✳✷✺✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❛❞♦♣t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❜❡❛♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❢♦r❝❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞
❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ❘❛♦✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮❀ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✷✳✶✳✹✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❜❡❛♠❀
❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦
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dε (O (b)) = d0 (λε) + εdOR(b)1 (λε) + ... ✭✷✳✷✳✷✻✮

dε (E (b)) = d0
(
λε + εδib

)
+ εdER(b)1

(
λε + εδib

)
+ ... =

d0 (λε) + ε
∂d0(λε)

∂λi
δib + εdER(b)1 (λε) + ε2

∂dER(b)1(λε)

∂λi
δib + ... =

d0 (λε) + ε

(
∂d0(λε)

∂λi
δib + dER(b)1 (λε)

)

+ ... ✭✷✳✷✳✷✼✮

dε (E (b))− dε (O (b)) = ε

(

dER(b)1 (λε)− dOR(b)1 (λε) +
∂d(λε)

∂λi
δib
)

+ ... ✭✷✳✷✳✷✽✮

✇✐t❤dER(b)1 (λε) ❛♥❞ dOR(b)1 (λε) t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✳✸✮ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✇❡ ❞❡✜♥❡

dDε
EO = dε (E (b))− dε (O (b)) = ε

(

dER(b)1 (λε)− dOR(b)1 (λε) +
∂d(λε)

∂λi
δib
)

+ ... ✭✷✳✷✳✷✾✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✳✷✹✮✱ ✭✷✳✷✳✷✺✮✱ ✭✷✳✷✳✷✽✮✱ ✭✷✳✷✳✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
❢♦r❝❡s✭✷✳✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✷✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

N εbeb =
Est

b

lb
(dDε

EO.e
b δib).eb ✭✷✳✷✳✸✵✮

T εb
t eb⊥ =

Es

(
tb
)3

(lb)3
(
dDε

EO.e
b⊥ δib

)
.eb⊥ ✭✷✳✷✳✸✶✮

■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥s❡rt t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✾✮✱ ✇❡ ❣❡t

Tεb =
Est

b

lb
(dDε

EO.e
b δib)eb +

Es

(
tb
)3

(lb)3
(
dDε

EO.e
b⊥ δib

)
.eb⊥ ✭✷✳✷✳✸✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✶✼✮ ✐♥✭✷✳✷✳✶✸✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

∑

vi∈Z3

∑

b∈BR

(

Est
b

lb
(dDε

EO.e
b δib)eb +

Es

(
tb
)3

(lb)3
(
dDε

EO.e
b⊥ δib

)
.eb⊥

)

·
[

ε
∂v(λε)

∂λi
δib
]

= 0

✭✷✳✷✳✸✸✮
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❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

∑

vi∈Z3

ε2
∑

i∈{1,2}
Si ·

[
∂v(λε)

∂λi

]

= 0 ✭✷✳✷✳✸✹✮

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r Si ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Si =
∑

b∈BR

(

Est
b

lb
(dDε

EO.e
b δib)eb +

Es

(
tb
)3

(lb)3
(
dDε

EO.e
b⊥ δib

)
.eb⊥

)

δib ✭✷✳✷✳✸✺✮

❍❡♥❝❡✱ Si ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❢♦r♠

Si =
∑

b∈BR

(
Nb +Tb

t

)
δib ✭✷✳✷✳✸✻✮

❲❡ ♥❡①t ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✭▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✮ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿ ✏❢♦r ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ε2

∑

vi∈Z3

g(εvi)

❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r Ω✳ ■t t❡♥❞s t♦
´

Ω
g(λ)dλ ❛s ε ❣♦❡s

t♦ ✵✑✳ ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✸✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
ˆ

Ω

Si · ∂v(λ
ε)

∂λi
dλ ✭✷✳✷✳✸✼✮

❋r♦♠ t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦rs Si✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✾✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ str❡ss
t❡♥s♦r σ ❛s

σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi
✭✷✳✷✳✸✽✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s ❛s ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡✐r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ▼❛♣❧❡ ❝♦❞❡❀ t❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ■♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ♥❡①t✱ ♦♥❧② ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r s②s✲
t❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Yi = eλi ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✈❡❝t♦rs (i, j,k) = (e1, e2, e3)✳ ❚❤❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② s✐♠♣❧② r❡✇r✐t✐♥❣ ❛ t❡①t ✜❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳
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✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R s✉❝❤ t❤❛t ✿
x = R(λ1, λ2, λ3)

✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

(
∂d

∂λi

)

(eλ1 ,eλ2)
7→
(
∂d

∂λi

)

(e1,e2)

✳ ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥

❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Yi = eλi ✱
t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ (i, j,k) = (e1, e2, e3)✮✳

✸✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t Tb = Nb+Tb
t ✱ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡s

Nb,Tb
t ✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥s dER(b)1 (λε)✱ dOR(b)1 (λε) ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ d0✳

✹✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✮
∑

b∈BR

Tb ·
[v (O (b))− v (E (b))] = 0

✺✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✈❡❝t♦r Si =
∑

b∈BR

(
Nb +Tb

t

)
δib

✻✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi

✼✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐③❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶✳✸ ❙❡❧❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✉♥❦♥♦✇♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s

❚❤❡ tr✉ss ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✭♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

∑

b∈BR

Tb · [v (O (b))− v (E (b))] = 0 ✭✷✳✷✳✸✾✮

✇✐t❤ BR t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♥♦❞❡s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡❧❧✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✸✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛s
♠❛♥② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v (.)❀
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts dER(b)1 (λε)
❛♥❞ dOR(b)1 (λε) ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳

✷✳✷✳✶✳✹ ■♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡ Tb
t

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉s❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡s Tb

t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✳✶✸✮ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ▼ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❜❡❛♠s✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝✉st♦♠❛r② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱
♥❛♠❡❧② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦r ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡✬s
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞♦♣t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜❛rs✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❝❤♦♦s❡
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ϕ

ϕ

L

L

1 d1

2 d2

M

✭❛✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❜❛rs ✭❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮

M

M

Tt

-Tt

d

✭❜✮ ❈♦✉♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❜❡❛♠ ✭♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♥ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✻❪

❜❡❛♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡s ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮✳
■♥ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐s ❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞
♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❜❡❛♠✳ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❛♥❞ ❛❧✳ ✉s❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜❡❛♠s ✐♥ ❈❛✐❧❧❡r✐❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❜❡❛♠s ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡✳ ❲❡ ❛❞♦♣t✱ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ t❤❡♦r②✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✳

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦
♥♦❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦✛❡rs ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♥♦❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤❛❧❧ ❢✉r♥✐s❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣
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t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✲♣♦❧❛r ❝♦♥t✐♥✉❛ ❜② ❤♦♠♦❣❡✲
♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳

✷✳✷ ❚❡st ♦♥ ❛ ✷❉ ✏❤❡①❛❣♦♥❛❧✑ ♦r ✏❤♦♥❡②❝♦♠❜✑ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❋✐❣✉r❡✷✳✶✳✶✱ ❛ss✉♠✐♥❣
❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts h = l ❛♥❞ θ = 30➦✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠
❧❡♥❣t❤ l✱ ✇✐❞t❤ t ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ ♠♦❞✉❧✉s Es

E∗ =
4Est

3
√
3

3l(l2 + 3t2)
✭✷✳✷✳✹✵✮

ν∗12 =
l2 − t2

l2 + 3 t2
✭✷✳✷✳✹✶✮

ρ∗ =
2

3

t
√
3

l
✭✷✳✷✳✹✷✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❧❡♥❞❡r ❜❡❛♠s ✭❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✇✐❞t❤
r❛t✐♦✱ ✈✐③ l ≫ t✮✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧✉s ✭✷✳✷✳✹✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

E∗ =
4Est

3
√
3

3l3
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ✭●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱

●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✇✐❞t❤
r❛t✐♦❀ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✸ s❤♦✇s ❛
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ●✐❜❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② r❡s✉❧ts✿ ❢♦r ❛ r❛t✐♦ ❛❜♦✉t
✺✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t ✶✵✪✱ ❛♥❞ ✐t ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ l/t✳ ◆♦t❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❧❡♥❞❡r ❜❡❛♠s ❧♦♦s❡s ✐ts ✈❛❧✐❞✐t②✳

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ●✐❜✲
s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❢♦r♠✉❧❛ ●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✈✐③

Es = 72000N/mm2

ν = 0.33
❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❤❡r❡♥t t♦ s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❧❛tt✐❝❡

✇✐t❤ ✶✻①✶✻ ❝❡❧❧s ✭❥✉❞❣❡❞ ❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✮✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✬s
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ r♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ✐s ✜①❡❞✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❜♦tt♦♠ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣
❛ ✜①❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✹✮✳ ❇♦t❤ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ t②♣❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭♥♦ s❤❡❛r✱ ❆❜❛q✉s
❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❇✷✸✮✱ ♦r ❛ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ t②♣❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s❤❡❛r ✭❆❜❛q✉s ❡❧❡♠❡♥t
❇✷✷✮✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✇✐❞t❤ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
❆❯❚❖▼❆❚■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❱❊❈ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ P❖❯❚❘❊ ❙■▼P▲■❋■➱ ✺✷

L/t
5 10 15 20 25 30

(E*-E*[G&A]*)/E*

50

40

30

20

10

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ❛
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ✭●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞✉❧✉s✱
✈s✳ t❤❡ r❛t✐♦ ▲✴t✳

❛r❡❛ ♦❢ ✶♠♠✷✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ρ∗ = 0.15✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤
✵✳✵✸✽✺ ♠♠ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✵✳✵✵✺ ♠♠✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❡❝t✐♦♥✳ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ρ∗ = 0.24 ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ✵✳✵✵✽ ♠♠✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ❧❡♥❣t❤ ♦✈❡r ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ ♦❢ ✺✳ ❚❤❡ ❋❊ r❡s✉❧ts ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞✉❧✉s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞✉❧✉s✮ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦❀
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ✭❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞

E∗

Es (FE)

=
σ22
εtopEs

✭✷✳✷✳✹✸✮

ν∗12(FE) =
εlateral
εtop

✭✷✳✷✳✹✹✮

✇✐t❤ s❡❧❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡ ✐s ✶ ♠♠✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ Es ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ◆✴♠♠✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧
s❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s

εtop = U2 topnode ✭✷✳✷✳✹✺✮

εlateral = U1rightnode − U1leftnode ✭✷✳✷✳✹✻✮

U1✱ U2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❋❊ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✮ ❛s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❞✐st♦rt✐♦♥
✭s❡❡ t❤❡ ✐♥s❡rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺❜✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✹✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ tr✉ss ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭❛✮ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

✭❜✮ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✿ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
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❇❡❛♠ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❋❊ r❡s✉❧ts ●✫❆ r❡s✉❧ts

❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ ✭t❤✐s ✇♦r❦✮

❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ t❂✵✳✵✵✺♠♠ E∗ = 347▼P❛✱ ν∗12 = 0.94 E∗ = 355▼P❛✱ ν∗12 = 0.97 E∗ = 364▼P❛✱ ν∗12 = 1

❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ t❂✵✳✵✵✽♠♠ E∗ = 1321▼P❛✱ ν∗12 = 0.85 E∗ = 1368▼P❛✱ ν∗12 = 0.88 E∗ = 1492▼P❛✱ ν∗12 = 1

❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✱ t❂✵✳✵✵✺♠♠ E∗ = 347▼P❛✱ ν∗12 = 0.94 E∗ = 338▼P❛✱ ν∗12 = 0.97 E∗ = 364▼P❛✱ ν∗12 = 1

❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✱ t❂✵✳✵✵✽♠♠ E∗ = 1321▼P❛✱ ν∗12 = 0.85 E∗ = 1222▼P❛✱ ν∗12 = 0.90 E∗ = 1492▼P❛✱ ν∗12 = 1

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡

♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ tr✉ss ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞✿ t❤❡r❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡
♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡✳

✷✳✷✳✶✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❋❊ r❡s✉❧ts ❛♥❞
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋❊ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ t❤❡ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞
❆s❤❜② ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❚❤✐s ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿
✕ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❋❊ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ●✐❜s♦♥
❛♥❞ ❆s❤❜② r❡s✉❧ts ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

✕ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✸ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ♦❢ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❛♥❞ ❋❊ r❡s✉❧ts✳

✕ ❆ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜❡❛♠ s❤❡❛r ❡①✐sts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❛ ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ✭❢♦r ❛ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ t❂✵✳✵✵✽✮✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦❞❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t✳

✷✳✷✳✷ ❆ ♠✐①❡❞ ✢❡①✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✿ t❤❡ ✷❉
✏❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞✑ ❧❛tt✐❝❡

❙✐♥❝❡ ❛ s❤❡❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✢❡①✐♦♥ ✭✇❤❡r❡❛s ♥♦ ✢❡①✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥② ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ ✷❉ ✬❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞✬ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤✐s
❧❛tt✐❝❡ ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❧❛tt✐❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✉s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
♦♥ ❛ ❝❡❧❧ ♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧✳ ❲❡ r❛t❤❡r ✉s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s❀ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ P❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤✐s ❧❛tt✐❝❡ ✐s ♥♦✈❡❧ ✐♥
✐ts❡❧❢✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐①❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢❡①✐♦♥❛❧ ✴ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ✐s ✈❛r✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
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n1

n2n3

n4

n3

n1n2

1
2

3

4

5
6

Y2

Y1

La

Ld

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻✿ ❚❤❡✏❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞✑ ❧❛tt✐❝❡✳ ✭❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❝✐r❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✮

✷✳✷✳✷✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆ ♥❡✇ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥♥❡r t♦ ❜♦t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞
✢❡①✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ✭❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✻✮✱ ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ ✏❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞✑ ❧❛tt✐❝❡✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❡rs✉s ❛①✐❛❧ ❜❡❛♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❛r r

La = (1− r) · L ✭✷✳✷✳✹✼✮

Ld = r · L/
√
2 ✭✷✳✷✳✹✽✮

✇✐t❤ La ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❡❛♠s✱ ❛♥❞ Ld ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡❛♠s✳

❚❤❡r❡❜②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♣❛♥ ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s ✇✐t❤
r = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✳❣✳ t♦ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ t♦ ❛ ♣✉r❡❧② ✢❡①✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ r = 1✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✬❞✐❛♠♦♥❞✬ t②♣❡ ❧❛tt✐❝❡❀ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r ❞❡s❝r✐❜❡ ❛
❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ ✢❡①✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ta ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❜❡❛♠s ❤❛s
❤❡r❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ta = td/10✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡❛♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t = td✳ ❆s r❡❣❛r❞ t♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❛♥❞ ♥♦ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✳♦✳❢✳ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E∗
1 = 2

kld kla kpd

kla kld + 2 kld kpd + kla kpd
✭✷✳✷✳✹✾✮

ν∗12 =
kla (kld − kpd)

kla kld + 2 kld kpd + kla kpd
✭✷✳✷✳✺✵✮
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ρ∗ =
1/5 (1− r)Lt+ 2 rL

√
2t

L2
✭✷✳✷✳✺✶✮

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s kla = kld = Esti/Li ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧
♠♦❞✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠s✱ ✇✐t❤ ti, Li t❤❡✐r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ kpa = kpd =
12EsIz/L

3
i t❤❡ ✢❡①✐♦♥ ♠♦❞✉❧✐✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋❊ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✭❛❧✉♠✐♥✉♠✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✭❣✐✈❡♥ ❜② Fc = 4πEsI/L
2 ✐♥ ❛ ❜✐✲❝❧❛♠♣❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ✶◆ ✴ ♠♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡
✭❜♦✉♥❞❛r②✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ r♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ❧❡❢t ❜♦tt♦♠ ♥♦❞❡ ✜①❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦tt♦♠ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ t②♣❡ ❡❧❡♠❡♥t
✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛❞♦♣t✐♥❣
✸ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✷❉ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶①✶ ♠♠✷✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❞❡♥s✐t② ρ∗ = 0.15✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✶✻①✶✻ ❝❡❧❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❡❞❣❡
❜❡❛♠s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇✐❞t❤ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r t✇♦✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✭σ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✮

E∗

Es (FE)

=
σ

εtopEs

✭✷✳✷✳✺✷✮

ν∗12(FE) =
εlateral
εtop

✭✷✳✷✳✺✸✮

❆s t❤❡ ❝✉❜❡ ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ♠♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ Es ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ◆✴♠♠✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡❧② str❛✐♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❖❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞✉❧✉s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭②✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✈✐③
E2 = E∗✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✼✱ ✷✳✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✷✳✾✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
♦❢ t❤✐s tr✉ss ❢r♦♠ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❢♦r r❂✵✳✷✿ t❤❡ str❡ss❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦st❧② ✐♥
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✮ t♦ ❞♦♠✐♥❛♥t ✢❡①✐♦♥ ✭❢♦r r = 0.8✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✭r = 0.5✮✱ t❤❡ str❡ss❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❜♦t❤
❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠s✱ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ t❤✐s tr✉ss ❤❛s ♥♦ ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✳
❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❋❊ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
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✭❛✮ ❧♦❛❞s

1

2

3

✭❜✮ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✼✿ ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡✳ ❱♦♥ ▼✐s❡s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ r = 0.2

❘❡❧❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❋❊ r❡s✉❧ts

✈❡rs✉s ❛①✐❛❧ ❜❡❛♠s ❢r♦♠ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

r = 0.2 E∗/Es = 0.0255 ν12 = −0.00464 E∗/Es = 0.0255 ν∗12 = −0.00464

r = 0.5 E∗/Es = 0.0133 ν12 = 0.279 E∗/Es = 0.0133 ν∗12 = 0.279

r = 0.8 E∗/Es = 0.00276 ν12 = 0.891 E∗/Es = 0.00276 ν∗12 = 0.891

r = 1 E∗/Es = 0.000839 ν12 = 0.989 E∗/Es = 0.000839 ν∗12 = 0.989

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡
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1

2

3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✽✿ ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡✳ r = 0.5✳ ❱♦♥ ▼✐s❡s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❧❛tt✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr✉ss ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❛r r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣✉r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t♦ ♣✉r❡ ✢❡①✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
r❡❝♦r❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ ♠♦❞✉❧✉s✮ ✈❡rs✉s
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✶✵❛ s❤♦✇s t❤❛t ✢❡①✐♦♥❛❧
tr✉ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss r✐❣✐❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr✉ss❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ tr❛❝t✐♦♥✴❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛s t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r
tr❛❝t✐♦♥✴❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜❡❛♠s✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✶✵❜ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ s❧✐❣❤t❧②
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡❛♠s ♦❢ t❤❡
❞✐❛♠♦♥❞ str✉❝t✉r❡✳

■t ✐s ✇♦rt❤✇✐❧❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳✷✳✷✳✶✶✿ ♥✉✲
♠❡r♦✉s ❛✉t❤♦rs ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛ ❣❡♥❡r✐❝
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ t②♣❡

E∗ = C Es(ρ
∗)n ✭✷✳✷✳✺✹✮

✇✐t❤ C ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ ●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s n = 2 ✭t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s s❝❛❧❡s

❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡♥s✐t②✮ ❛♥❞ C 1 ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉
t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥ ❧❛tt✐❝❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❧❛tt✐❝❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡②
❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ tr✉❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✱ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡✿ t❤❡
❋✐❣✉r❡✷✳✷✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t n✳ ❚❤✐s ✐s
❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ●❛r❜♦❝③✐ ❬✷✵✵✷❪✱ ✇❤♦ st❛t❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ ✈❛❧✉❡s
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1

2

3

✭❛✮ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

1

2

3

✭❜✮ ❱♦♥ ▼✐s❡s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ③♦♦♠ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❋✐❣✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✾✿ ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡✳ r = 0.8✳ ❱♦♥ ▼✐s❡s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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✭❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E∗/Es✱
♦❢ t❤❡ ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠
sq✉❛r❡ t♦ ❞✐❛♠♦♥❞ ❧❛tt✐❝❡

✭❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ sq✉❛r❡
t♦ ❞✐❛♠♦♥❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛t ❝♦♥st❛♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♥s✐t②
ρ∗ = 0.15

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❡rs✉s ♣❛r❛♠❡t❡r r

♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 < n < 4✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞✉❧✉s ✉♣♦♥
❞❡♥s✐t② ❜❡✐♥❣ r❛t❤❡r ♦❜s❝✉r❡✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ tr✉ss✱ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s❤❡❛r
t❡st✱ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

[S] =










S11 S12 0 0

S21 S22 0 0

0 0 S33 S34

0 0 S43 S44










✭✷✳✷✳✺✺✮

✇✐t❤ S11 = S22 = kla.kld+2.kpd .kld+kla.kpd
2(kld .kla.kpd)

✱ S21 = S12 = S34 = S43 = − kld−kpd

2(kpd .kld)
❛♥❞ S33 =

S44 =
kpa.kld+kpa.kpd+2.kpd .kld

2(kpa.kld .kpd)

✭❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s kla = kld = Esti/Li ❛r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♠♦❞✉❧✐✱ ❛♥❞ kpa = kpd =
12EsIz/L

3
i t❤❡ ✢❡①✐♦♥ ♠♦❞✉❧✐✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t S33 ❛♥❞ S43 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts S34 ❛♥❞ S44✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s G
✇✐❧❧ r❡s✉❧t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ❡❞❣❡ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡s ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t n✱ ❛s
E

Es

= (ρ∗)n ❢♦r t❤❡ ❖❝t♦❣♦♥▼✐①❡❞ ❧❛tt✐❝❡

✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ sq✉❛r❡ t♦ ❞✐❛♠♦♥❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛t ❝♦♥st❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t②ρ∗❂✵✳✶✺

t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✳♦✳❢✳✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s❤❡❛r ❧♦❛❞✐♥❣s
❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✷✳✷✳✸ ❆ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
r♦t❛t✐♦♥s

▲❛tt✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✳♦✳❢✳✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ♠✉st r❡✢❡❝t t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✲ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✲ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❞✐s❝r❡t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✿ t❤✐s ❝♦❤❡r❡♥❝② ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
❛t t❤❡ ♠❛❝r♦ s❝❛❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ❛♥❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❞✳♦✳❢✳ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❧❡✈❡❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉❜st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✇r✐t❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r
❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥ts ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
P❡❞r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪
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1

2

∑

(Fiδi + Ciαi)
︸ ︷︷ ︸

❈❧❛♣❡②r♦♥✬s ❢♦r♠✉❧❛

=
1

2

ˆ

(
N2

ES
+
M2

f

EI

)

ds ✭✷✳✷✳✺✻✮

❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② r❡❧❛t❡s ✭t✇✐❝❡✮ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✢❡①✐♦♥✱ ✈✐③
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s N, Mf r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡✱ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s F i,C i r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s (δi,αi) r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② r♦t❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣❡t✐❝
t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✢❡①✐♦♥✿ ❤❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ✢❡①✐♦♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s

✲ ■s♦st❛t✐❝ tr✉ss❡s ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ❝r✐t❡r✐♦♥❀ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡
tr✉ss❡s ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞✮ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts✿ ❛ ♥♦♥ ♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❀

✲ ◆♦♥ ✐s♦st❛t✐❝ tr✉ss❡s ✇✐t❤ ✢❡①✐♦♥ ♠♦♠❡♥ts ✴ ❝❧❛♠♣❡❞ ❜❡❛♠s ✴ ♥♦ ❡❞❣❡ r♦t❛t✐♦♥✿ ❛ ♥♦♥
♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❀

✲ ❚r✉ss❡s ✇✐t❤ ✢❡①✐♦♥ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡s r♦t❛t✐♦♥✿ ❛ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✳

✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✸❉✿ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ✸❉ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝✲
❛❤❡❞r❛❧ tr✉ss✱ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧
❢♦st❡r ♠❛♥② st✉❞✐❡s ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❡st st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ♠♦❞❡❧s
✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛✐t❤❢✉❧❧ ♠❛♥♥❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❢♦❛♠s ✭♣♦❧②♠❡r✐❝ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝✮✱ s✉❝❤
❛s ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♦r ♥✐❝❦❡❧ ❢♦❛♠s ✭❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✶✮✳

❋r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ✸❉ ✐s t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✷✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❡❛♠ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ x ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❀ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
x✳ ❖♥❡ ❤❛s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

Rz =





cα −sα 0
sα cα 0
0 0 1



 Rx =





1 0 0
0 cβ −sβ
0 sβ cβ



 ✶

❚❤✐s ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛s

Pbeam→structure = RxRz =





cα −sα 0
cβsα cβcα −sβ
sβsα sβcα cβ



 ✭✷✳✸✳✶✮

✶✳ ci ✐♥❞✐❝❛t❡s ❝♦s✭✐✮ ❛♥❞ si s✐♥✭✐✮
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❆❯❚❖▼❆❚■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❱❊❈ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ P❖❯❚❘❊ ❙■▼P▲■❋■➱ ✻✸

✭❛✮ P❯ ❢♦❛♠ ●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪ ✭❜✮ ♥✐❝❦❡❧ ❢♦❛♠ ✭❇❛❞✐❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❢♦❛♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r❛❧
tr✉ss

z

x

y

z

x

y

local referential

global (structural)
referential

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❛♠ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧

✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❤❡r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ■① ❛♥❞ ■③❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❤❡r❡ ❜❡❡♥
r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ▼❛♣❧❡
❝♦❞❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱
❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥② tr✉ss ✐♥ ❛ ✷❉ ♦r ✸❉ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t♦♦❧s r❡♠❡❞✐❡s t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✐♥ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ ♦r r❡❧② ♦♥ s♣❡❝✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤♦s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✸✿ ▼♦❞✐✜❡❞ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❛r ❢❛❝❡ts ✭❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✮

✷✳✸✳✶ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✏❚❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r❛❧✑ tr✉ss ✭❑❡❧✈✐♥
❢♦❛♠s✮

❚❤❡ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✬❇❈❈ ❧❛tt✐❝❡✬❀ ✐t ❤❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❤♦♠s♦♥ ✭▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥✮ ✐♥ ✶✽✽✼❀ ✐t ✐s t❤❡ s♦❧❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✜❧❧✐♥❣ s♣❛❝❡
s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥❀ ❞✉❡ t♦ t❤❛t✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢♦❛♠s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦
t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❢✉❧✜❧❧s P❧❛t❡❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s♣♦s❡ ♦❢
♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✶✷✵➦ ❛♥❞ ✾✵➦ ✭❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✸✮✳

❚❤❡ tr✉ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❜❡❛♠s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❜♦t❤ ✢❡①✐♦♥ ❛♥❞
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ✷✳

■❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦♥ ♣♦❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠s
❛r❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r♦t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡♥❝❡
♦♥❡ ❤❛s t♦ ❦❡❡♣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✇✐❞t❤ r❛t✐♦✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✐♥ t✉r♥ ❧♦✇
❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ tr✉ss ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✹✳

❚❤❡ P❧❛t❡❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦❛♠ ✜❧♠s✱ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡r ✐♥ s♦❛♣❀
t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾t❤❝❡♥t✉r② ❜② t❤❡ ❜❡❧❣✐❛♥ ♣❤②s✐❝✐st ❏♦s❡♣❤ P❧❛t❡❛✉ ❢r♦♠
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ s♦❛♣ ❢♦❛♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ❜② ❏❡❛♥ ❚❛②❧♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛✇s r✉❧✐♥❣ t❤❡
s✉♣❡r✜❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ✭❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✮ ✿

✶✳ ❋♦✉r P❧❛t❡❛✉ ❡❞❣❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ arccos(−1

3
) ≈ 109, 47➦✳

✷✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts ♣❡r ❝❡❧❧ ✐s ✶✹✳

✷✳ ❚❤❡ t♦rs✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
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x

y

z

Y1

Y3

n1

n4
n2

n3

n5

n6

n6

n2

n4

n5

n3

n1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11 12

Y2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥

✸✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❞❡s ♣❡r ❢❛❝❡t ✐s ✺✳✶✳

✹✳ ❚❤r❡❡ ❛r❝s ♠❡❡t ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❝t✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝❡t ✭❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✺✮ ✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦♠❡♥t I

A =
√
3D2 − πD2/2 ✭✷✳✸✳✷✮

I

A2
=

20
√
3− 11π

6(2 ∗
√
3− π)2

✭✷✳✸✳✸✮

✇✐t❤ D t❤❡ s✐❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐ts s②♠♠❡tr②✱
✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛①✐s✱ ✈✐③ Iz = Iy = I✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✭♥♦❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛tt✐❝❡✱ ❋✐❣✉r❡✷✳✸✳✹ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ t❡①t ✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞s t❤❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s t❡①t ✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹

❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✮ ❛r❡ ♥❡①t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✺✿ ✬P❧❛t❡❛✉✬ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❢♦❛♠s

❜❡❛♠ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷

❖ ✷ ✸ ✷ ✸ ✹ ✹ ✶ ✸ ✺ ✺ ✻ ✻
❊ ✶ ✷ ✻ ✹ ✶ ✻ ✺ ✺ ✹ ✷ ✸ ✶
δ1 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✵ ✵
δ2 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✵
δ3 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥

❬●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜②✱ ✶✾✾✼●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪❪ r❡s✉❧ts✿ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ P❯ ❢♦❛♠s s❝❛❧❡s
✈❡rs✉s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♥s✐t② ρ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

E∗ = C1Es(ρ
∗)2❀ ν∗ =

C1

2C2

− 1

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C1 ≈ 1 ❛♥❞ C2 ≈ 3/8✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✉♣♦♥
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♥s✐t② s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ✭❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C1 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✽ t♦ ✶✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❞❡♥s✐t②
r❡❣✐♠❡✳ ✭●✐❜s♦♥ ❬✷✵✵✺❪✱ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✮✳

❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s✉❧ts ✭t❤✐s ✇♦r❦✮✿ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞✉❧✐ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
❆❯❚❖▼❆❚■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❱❊❈ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ P❖❯❚❘❊ ❙■▼P▲■❋■➱ ✻✼

▲❡♥❣t❤
❛ss♦❝✐❛t❡❞

Y1







−1

0

0







2
√
2L

Y2







0

−1

0







2
√
2L

Y3







−1/3
√
3

−1/3
√
3

1/3
√
3







L
√
6

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧❀ t❤❡✐r
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❜②

E∗
1 = E∗

2 = E∗
3 =

√
2kb kf

2(kb + kf)
❀ ν12 = ν23 = ν31 =

kb−kf

2(kb + kf)
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞✱ E010 = E∗

1 ✱ E100 = E∗
2 ❛♥❞ E001 = E∗

3 ✳
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs kb = EsA/Li ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡r❡❛❜♦✈❡ ❛r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♠♦❞✉❧✐

♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠s✱ ✇✐t❤ A, Li t❤❡✐r s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ kf = 12EsI/L
3
i t❤❡

✢❡①✐♦♥ ♠♦❞✉❧✐❀ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s
ρ∗ = 1/4 A

√
6
√
3

L2

✇✐t❤ A ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✳

❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼✐❧❧❡r ✐♥❞❡① ✶✵✵ ✐s ♣r❡s❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

E100 =
1.009Es(ρ

∗)2

1 + 1.514ρ∗
❀ ν12 =

0.5 ∗ (1− 1.514ρ∗)

(1 + 1.514ρ∗)
❀ ρ∗ =

3A

2
√
2L2

✇✐t❤ A t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✳

▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ r❡s✉❧ts✿ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭✇✐t❤ ❆❜❛q✉s✮ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❛✉✲
t❤♦rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ρ∗ = 0.01❀ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✱ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❤❡❛r ❛♥❞ tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ❜②

ν12 ≈ 0.48❀ G12 = 3.2.10−5Es❀ E1 = 9.61.10−5Es
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✷✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❋❊
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭t❤✐s ✇♦r❦✮ ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ρ∗ = 0.01 ✸ ✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪

♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭t❤✐s ✇♦r❦✮

❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E100 = 9.94e− 5Es E100 = 9.94e− 5Es E1 ≈ 9.61e− 5Es E ≈ 1e− 4Es

P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν12 = 0.485 ν12 = 0.485 ν12 ≈ 0.48 ν ≈ 0.33

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✏❚❡tr❛❦❛ï❞❡❝❛❤❡❞r❛❧✑ tr✉ss ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✈❛❧✉❡s

■t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs t❤❛t ❑❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠s ♠❛♥✐❢❡st ❛ s❧✐❣❤t
❛♥✐s♦tr♦♣② ✭❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪❀❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❑r❛②♥✐❦ ❬✶✾✾✼❪✮❀ t❤✐s ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
♥♦t✐❝❡❞ ❜② ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♥✜r♠❡❞ ♥❡✐t❤❡r ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥♦r ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ✭∼ 0.5✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❜② ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✭∼✵✳✹✽✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t r❡❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ P❯ ❢♦❛♠s✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥✬s
r❛t✐♦ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✹ ✭✵✳✸✸ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t
s❤❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r str♦♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❡✳❣✳ t♦ ❧❡✐ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ①✐♥❣ ▲✉ ❬✷✵✵✼❪✱ ✇❤♦
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s✉st❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r
✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❞✉❡ t♦ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ ❜❡❛♠s✱ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✭♥♦❞❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✮ ♣r♦✈❡s ❛s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✲ ✐♥ ❛
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❡♥s❡ ✲ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❜❡❛♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✮✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❧❛tt✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡s
✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢
❜❡❛♠ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❛♠s ✐♥ t❤❡✐r ✜rst ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ✭s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❜✉❝❦❧✐♥❣✱ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞

✸✳ ❖♥❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡♥s✐t② t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ▲✴❉ r❛t✐♦✿ ❛ ❞❡♥s✐t② ✵✳✵✶
s❡ts ❛ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ ♦❢ ✹✳
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✐♥❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ❛s ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐❝r♦❜❡❛♠s✳ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ tr✉ss❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢♦❛♠s ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉
s✐t✉❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ s❡♥s❡✳ ❚❡①t✐❧❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
str✉❝t✉r❛❧ ♠✐❝r♦✲❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ✇❡❢t ❛♥❞ ✇❛r♣ ②❛r♥s ✐♥ t❤❡ ❛r♠♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t❡r♥❛❧
r❡❛❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥t❛❝t✮ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣✲
❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞✉❧✐ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✐♥ t❡r♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r♦t❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❛♥❞
♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ ♠✐❝r♦✲♣♦❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧
❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ✇❤❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦✲
♣♦❧❛r ❝♦♥t✐♥✉❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ❡✛❡❝ts✱ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ tr✉ss❡s
✭t❤❡ ❝❤✐r❛❧ tr✉ss❀ tr✉ss❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥✈❡rt❡❞ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s✮✳
■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✢❡①✐♦♥ ♦r s❤❡❛r r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s
♠♦❞✉❧✉s ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦♣❡♥ ✉♣
❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❢♦❛♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❡①t✐❧❡s ♦r ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥② r❡♣❡t✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❦✐♥ t♦ ✶❉ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❧✐❦❡ ❜❡❛♠s ♦r ❜❡❛♠s✳

●❧♦❜❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❝r♦
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
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✷✳✺ ❘❡♠❛rq✉❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

✷✳✺✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s

❖✉tr❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉tr❡s tr❡✐❧❧✐s ♦♥t été
t❡stés ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣❛r ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳✶✮✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❢❛✐t ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧✐és à ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡✈r❛✐❡♥t
❞❡✈❡♥✐r ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧✐✜é✱ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿
❝♦❞❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ♦✉ ❝♦❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳

▲❡s tr❡✐❧❧✐s tr❛✐tés ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✹✱ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❀ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝♦♥st❛t✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❤♦♠♦❣é✲
♥é✐sé ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮✱ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡✈✐❡♥t
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt η❂❧❛r❣❡✉r✴❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡st ♣❡t✐t✳ ❈❡❧❛ ❥✉s✲
t✐✜❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❧❡ ♣❡✉ ❞✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✳ ❖♥ ❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ✜❝❤✐❡rs t❡①t❡ ❞✬❡♥tré❡✳

❖♥ ❛ ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❜❪ ♣♦✉r ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❖❝t❡t✱ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡❝❦ ❬✷✵✵✻❪ ♣♦✉r ❧❡ ❑❛❣♦♠❡ ❡t ❚✲❚✱ ❋❧❡❝❦ ❛♥❞ ◗✐✉ ❬✷✵✵✼❪ ♣♦✉r
❧❡ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❑❛❣♦♠❡✱ ▲✐♣♣❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❚✲❚✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ s✐
♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❞✐s❝rèt❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t [σ] = [K] [ε] ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡✳

✷✳✺✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥
♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❧✐é❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻✱
♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ G12 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

µ∗ = K34

µ∗ + κ = K33

G12 = µ∗ +
κ

2
✹✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❚✲❚ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s à s♦♥ s✉❥❡t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐tés ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✐s❝rèt❡



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
❆❯❚❖▼❆❚■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❱❊❈ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ P❖❯❚❘❊ ❙■▼P▲■❋■➱ ✼✷

❖
❝t
❡t

tr
✐❛
♥
❣❧
❡

❚
✲❚

❑
❛❣
♦♠

❡
▼
✐①
t❡

❙
✐✲
❙
q
✉
❛r
❡

✭✸
❉
✮

✭✷
❉
✮

✭✷
❉
✮

✭✷
❉
✮

✭✷
❉
✮

✭✷
❉
✮

E
∗ 1

E
s

r 9
r/
3

✯
r/
3

0.
36

9r
✵✳
✷✾
✸

ré
s✉
❧t
❛t
s
❞
❡

r
=

ρ
∗

ρ
s

6
√
2
t

L
2

2√
3t
/L

√
3t
/L

0.
10

4
t (
2
+
√
2
)

L

❧❛
❧✐
tt
ér
❛t
✉
r❡

ν 1
2

❄
1/

3
✵✳
✹✶
✹

G
1
2

E
s

r 12
r/
8

r/
8

✵✳
✶✹
✻r

E
∗ 1

E
s

r 9

r 3
✯

r 3

r
(4

−
√
2
)

7
r
(
1
−

1/
√
2)

♥
♦s

ré
s✉
❧t
❛t
s

r
=

ρ
∗

ρ
s

6
√
2
t

L
2

2
t√

3
L

✲
t√

3
L

1/
4

8
tL

+
4
tL

√
2

L
2

t (
2
+
√
2
)

L

❝♦
❞
❡
s❛
♥
s

ν 1
2

1/
3

1/
3

✲
✶✴
✸

2√
2
−

1

7

√
2
−

1

✢
❡①
✐♦
♥

G
1
2

E
s

r 12

r 8
✲

r 8

r
(
√
2
−
1
)

4

r
(
2
−
√
2)

4

E
∗ 1

E
s

✯
✯

r
L

2
+
t2

3
L

2
+
t2

3r
(L

2
+
t2
)t

2

L
4
+
1
2
L

2
t2
+
3
t4

r
L

2
+
t2

3
L

2
+
t2

r 2
(4

−
√
2
)(

t2
√
2
+
4
L

2
)

1
4
L

2
−
t2
+
2
t2
√
2

r 2
(2

−
√
2
)(

L
2
+
t2
√
2
)

L
2
−
t2
+
t2
√
2

♥
♦s

ré
s✉
❧t
❛t
s

r
=

ρ
∗

ρ
s

✲
2

t√
3

L
4/

3
t√

3
L

t√
3

L
1/

4
8
tL

+
4
tL

√
2

L
2

1/
2

4
tL

+
2
tL

√
2

L
2

❝♦
❞
❡
❛✈
❡❝

ν 1
2

✲
L

2
−
t2

3
L

2
+
t2

−
L

4
−
4
L

2
t2
+
3
t4

L
4
+
1
2
L

2
t2
+
3
t4

−
t2
+
L

2

3
L

2
+
t2

(−
1
+
2
√
2
)(

2
L
−
t√

2
)(

2
L
+
t√

2
)

2
(1

4
L

2
−
t2
+
2
t2
√
2
)

(√
2
−
1
)(

L
−
t)
(t
+
L
)

L
2
−
t2
+
t2
√
2

✢
❡①
✐♦
♥

G
1
2

E
s

✲
r 8

L
2
+
t2

L
2

3 3
2

L
2
+
t2

L
2

r 8
L

2
+
t2

L
2

r 4
(√

2
−
1
)(

L
2
+
t2
√
2
)

L
2

r 4
(2

−
√
2
)(

L
2
+
t2
√
2
)

L
2

✯
❉
❛
♥
s
❧❡

❝❛
s
❞
✉
tr
❡✐
❧❧
✐s

❚
✲❚

✱
♦
♥
♥
❡
♣
❡✉

t
♦
❜
t❡
♥
✐r

❞
❡
ré
s✉
❧t
❛
ts

❛✈
❡❝

✉
♥
❝♦
❞
❡
s❛
♥
s
✢
❡①
✐♦
♥
✳
❊
♥
❡✛

❡t
❡♥

❧✬
❛
❜
s❡
♥
❝❡

❞
❡
r✐
❣
✐❞
✐t
é
✢
❡①
✐♦
♥
♥
❡❧
❧❡
✱
❝❡

tr
❡✐
❧❧
✐s

♥
✬❛

♣
❛
s
❞
❡

r❛
✐❞
❡✉

r✱
❧❡

tr
❡✐
❧❧
✐s

s✬
❡✛

♦
♥
❞
r❡

s♦
✉
s
❧✬
❡✛

❡t
❞
✬✉
♥
❡
❝♦
♥
tr
❛
✐♥
t❡
✳
❖
♥
r❡
tr
♦
✉
✈
❡
❛✈
❡❝

❧❡
❝♦
❞
❡
s❛
♥
s
✢
❡①
✐♦
♥
❧❛

♠
ê♠

❡
♠
❛
tr
✐❝
❡
❞
❡
r✐
❣
✐❞
✐t
é
s✐
♥
❣
✉
❧✐
èr
❡
q
✉
❡
❞
❛
♥
s
❍
✉
t❝
❤
✐♥
s♦
♥

❛
♥
❞
❋
❧❡
❝❦

❬✷
✵
✵
✻
❪✳

✯
✯
▲
❡
tr
❡✐
❧❧
✐s
♦
❝t
❡t

♥
✬❛

♣
❛
s
ét
é
tr
❛
✐t
é
❛✈
❡❝

❧❡
❝♦
❞
❡
✐♥
❝❧
✉
❛
♥
t
❧❛

✢
❡①
✐♦
♥
✳
■❧
s✬
❛
❣
✐t
❞
✬✉
♥
tr
❡✐
❧❧
✐s
à
❞
♦
♠
✐♥
❛
♥
t❡

tr
❛
❝t
✐♦
♥
✲❝
♦
♠
♣
r❡
ss
✐♦
♥
✱
♣
♦
✉
r
❧❡
q
✉
❡❧

❧❡
❝♦
❞
❡
❛✈
❡❝

✢
❡①
✐♦
♥

♥
✬❛
♣
♣
♦
rt
❡r
❛
✐t

♣
❛
s
❞
✬✐
♥
❢♦
r♠

❛
t✐
♦
♥
s✐
❣
♥
✐✜
❝❛
t✐
✈
❡✳

❚
❛
❜
❧
❡
✷✳
✻
✕
P
r♦
♣r
✐é
té
s
♠
é❝
❛♥

✐q
✉❡

❞❡
❞✐
✛
ér
❡♥
ts

tr
❡✐
❧❧✐
s
❛✈
❡❝

✉♥
❡
♣r
♦❝
é❞

✉r
❡
❞✬
❤♦

♠
♦❣

é♥
é✐
s❛
t✐
♦♥

✐♥
❝❧
✉❛

♥t
❧❛

✢❡
①✐
♦♥



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊✱
❆❯❚❖▼❆❚■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❱❊❈ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ P❖❯❚❘❊ ❙■▼P▲■❋■➱ ✼✸

❛✈❡❝ [K] t❡❧ q✉❡ [σ] = [K] [ǫ]✱ ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♦♥t ❛♠è♥❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ✉t✐❧✐s❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ✿

✶✳ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✐ss✉ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡
❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉① tr❡✐❧❧✐s tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡ ♦✉ ♦❝t❡t✳

✷✳ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉tr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❀ ♦♥
♥é❣❧✐❣❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉① tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡
♦✉ ♠✐①t❡✳ ❯♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡✲tr✐❛♥❣❧❡ ❚✲❚ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳✶❞✮✳

▲❡ ❞é❢❛✉t ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞é❧✐✈r❡r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ✭❝❢✳ tr❡✐❧❧✐s ♦❝t♦❣♦♥❡ ♠✐①t❡✱ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✺✮✳ ❖♥ ❛ttr✐❜✉❡
❝❡tt❡ ❛ss②♠étr✐❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é✱ s❛♥s r♦t❛t✐♦♥
❛✉① ♥♦❡✉❞s✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞és♦r♠❛✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❝♦♠♣❧❡t✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s s❡♠❜❧❡ s✉❣❣ér❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉t s❡
t♦✉r♥❡r ✈❡rs ✉♥ ❝♦❞❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



Chapitre 3
❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡

tr❡✐❧❧✐s é❧❛st✐q✉❡s ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉

♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés✱
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷✳✶ ❇r❡❢ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✷✳✸ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✉ ❝❛s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✾✹

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✸✳✷ Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣✲
♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦♠❡♥ts µi ✳ ✾✺

✸✳✸✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✐s❝rèt❡s ✾✽

✸✳✸✳✹ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✶✵✻

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✹✳✶ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✹✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ✬♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡✬✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸✳✹✳✸ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✼✹
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◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

B(b̃) ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
BR ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
b̃ ♥✉♠ér♦ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡
δij s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r
(δ1, δ2, δ3) tr✐♣❧❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❧♦❝❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧❡ ♥♦❡✉❞

❡①tré♠✐té ❡t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
ei ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ❛✉ss✐ ♥♦tés (i, j,k)
eλk ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱ ❛✉ss✐ ♥♦tés Yi ❞❛♥s ❧❡s

❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❧❡ ❝♦❞❡
eiλ ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s
E (ñ) ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ❧❡ ♥♦❡✉❞ ñ ♣♦✉r ❡①tré♠✐té

E
(

b̃
)

♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ b̃

Es ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
E∗ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
eb̃ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ b̃
eb̃⊥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à eb̃

ε ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
ǫ = [ǫ] t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s

η r❛♣♣♦rt ❞✬é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ η =
t

L
f b̃ ❡✛♦rts ❞❡ ❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉és s✉r ❧❛ ♣♦✉tr❡ b̃
g ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x = x(λ)
I ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡
κ = [κ] t❡♥s❡✉r ❞❡s ♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡s
[K] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡
(λ1, λ2, λ3) ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s
lb ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❜ ❝♦♥s✐❞éré❡
m = [m] t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∇x ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ①
N (ñ) ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
NR ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
ñ ♥✉♠ér♦ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
ν∗ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
O (ñ) ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ❧❡ ♥♦❡✉❞ ñ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡
O(b̃) ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ b̃
φ = (0, 0, φ) ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥
R(λ1, λ2, λ3) ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡
ρ∗ ❞❡♥s✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
Si ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
[S] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡
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σ = [σ] t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
Sb s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳
tb ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ✭❊❧❧❡ s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ ❡♥ ✷❉ à Sb✱

s✐ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ✶✳✮
Tb̃ ❡✛♦rt ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❛ ♣♦✉tr❡ b̃
u = (u, v) ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ✷❉
v ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
x ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s
xi ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t❡s ✭❡①♣♦s❛♥t✮✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉s✉❡❧❧❡s
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ rés✐❞❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❢♦r❝❡s ❝♦♥❝❡♥tré❡s✱ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ❞♦♠♠❛❣❡s✱ ♣❡r❢♦r❛t✐♦♥s✮ ♦✉ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡
✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s ♣♦✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r s✐t✉❡r ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ❖♥ ❢❡r❛ ✉♥ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❜rè✈❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ s✬❛rrêt❡r❛ ❡♥s✉✐t❡
s✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t uε ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φε✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ à é♥♦♥❝❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ❝❡s tr❛✈❛✉①✳ ❖♥ ❢❡r❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛✲
t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ❞é❜♦✉❝❤❡r❛ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ tr❛✐t❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à t✐tr❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ❡t ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ❖♥ s✬❡✛♦r❝❡r❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r❛ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ♦❜t❡♥✉ ❡t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐
♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐ts à ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡✮ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦✲
♣♦❧❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✸✳✷ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①
❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥

▲❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés s♦♥t ❝❧❛ssés ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞✬♦r❞r❡
♦✉ ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r ❬❋♦r❡st✱ ✷✵✵✻❪✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉
❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✮✳ ▲❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ s✬❛❣✐t t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù s❡✉❧s ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❝❡s
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r ♥❡ ❢♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✸✳✷✳✶ ❇r❡❢ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés

❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♦♥ s✐❣♥❛❧❡r❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✈❡❝
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❉✳▲✳✮ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ✭▼✳❉✳✮✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t
♣❡t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
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❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡

D.L. : ui✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

M.D : εij =
1
2
(uj,i + ui,j)

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡st
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❢♦r❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉♣❧❡s✳ ▲❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥♥♦✈❛♥t❡ ❛ été ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t r♦t❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s ❡✛♦rts ❡t
❧❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡✉① ❛✉ss✐✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❛ été ❡①♣❧♦ré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❳■❳✐❡♠❡ s✐è❝❧❡
✭▼❛❝❈✉❧❧❛❣❤ ✭✶✽✸✾✮✱ ▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥ ✭✶✽✽✷✲✶✽✾✵✮✱ ❱♦✐❣t ✭✶✽✽✼✮✳ ❊♥ ✶✾✵✾✱ ❧❡s ❢rèr❡s ❈♦ss❡r❛t
❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s✱ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t ❧❡s ❝♦r♣s✳ ■❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t
✉♥ tr✐è❞r❡ r✐❣✐❞❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ q✉✐ ♣❡✉t t♦✉r♥❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛
r♦t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧♦rs ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❈♦ss❡r❛t t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬❡✛❡ts
❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs s♦♥t r✐❣✐❞❡s ❡t ✐❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ φi ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧✐és ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳

❚❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❈♦ss❡r❛t✮ ✭♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✮
D.L. : (ui, φi)
M.D. : ǫij = ui,j+ ∈ijk φk

κij = φi,j

❛✈❡❝ ∈ijk ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ❢rèr❡s ❈♦ss❡r❛t ❢✉r❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ❞é❧❛✐ssés ❥✉sq✉✬❛✉① ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✳ ➚ ❝♦♠♣✲
t❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t
♦♥ s❡ r❡♠❡t à ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢rèr❡s ❈♦ss❡r❛t ✭❚r✉❡s❞❡❧❧ ❡t ❚♦✉♣✐♥ ✭✶✾✻✵✮✱ ❊r✐♥❣❡♥
✭✶✾✻✷✮✱ ▼✐♥❞❧✐♥ ❡t ❚✐❡rst❡✐♥ ✭✶✾✻✷✮✱ ❑♦✐t❡r ✭✶✾✻✹✮✮✳ ▼✐♥❞❧✐♥✱ ❚✐❡rst❡✐♥ ❡t ❑♦✐t❡r ✈♦♥t s✬✐♥✲
tér❡ss❡r à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❈♦ss❡r❛t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ tr✐è❞r❡ r✐❣✐❞❡
♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦rt❡r❛ ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠s✱ ❧❡ ♣❧✉s
❝♦✉r❛♥t ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ❑♦✐t❡r ✏❈♦✉♣❧❡ ❙tr❡ss ❚❤❡♦r②✑✳

❚❤é♦r✐❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
D.L. : (ui, φi)
M.D. : ǫij = ui,j+ ∈ijk φk

κij = φi,j

❛✈❡❝ φk =∈ijk uj,i/2
♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♣rés❡♥t❡r ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ❙✉✱ ✷✵✵✾✱ ❆♥t❤♦✐♥❡✱ ✷✵✵✵❪
D.L. : ui
M.D. : εij =

1
2
(uj,i + ui,j)

kij =
1
2
∈klj ul,ki

✭❛✈❡❝ (kii = 0)✮
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❚♦✉♣✐♥ ✭✶✾✻✷✱ ✶✾✻✹✮ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡ s❡r❛ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✏str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t✑ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ▼✐♥❞❧✐♥ ✭✶✾✻✹✮✳

❚❤é♦r✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r✮✱
❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
D.L. : ui,j
M.D. : εij = ui,j; Kijk = εij,k
●r❡❡♥ ❡t ❘✐✈❧✐♥ ✭✶✾✻✹✮ ét❛❜❧✐r♦♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉s ❧❡s ❣r❛✲

❞✐❡♥ts ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✬② ré❢ér❡r❛ s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ t❤é♦r✐❡ ✏ ♠✉❧t✐♣♦✲
❧❛✐r❡ ✑✳

❚❤é♦r✐❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❛✐r❡ ✭❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r✮
D.L. : ui
M.D. : εij = ui,j; Kijk = εij,k
Kijkl = εkl,ij✱ Kijklm = εlm,ijk✱ ✳✳✳

▼✐♥❞❧✐♥ ✭✶✾✻✺✱ ✶✾✻✽✮ ❞ér✐✈❡r❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♦✉ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✏t❤é♦r✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
✑✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡st❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✏♠✉❧t✐♣♦❧❛✐r❡✑✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s t❤é♦r✐❡s ❛ss♦❝✐❛♥t
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉① ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✏t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ✑✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ❧✐és ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✏t❤é♦r✐❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✑✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❊r✐♥❣❡♥ ❡t ❙✉❤✉❜✐ ✭✶✾✻✹✮ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ à
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥ ✭✶✾✻✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ♠❛tér✐❡❧
♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ♥❡✉❢ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ χij ❞❡s
q✉❛♥t✐tés ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à ✉♥
♠✐❝r♦ é❧é♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ q✉✐ ♣❡✉t t♦✉r♥❡r ❡t s❡ ❞é❢♦r♠❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✏ ♠❛❝r♦é❧é♠❡♥t ✑✳

▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t u ❡t ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠✐❝r♦❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ χ✳

❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ✭♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✮
D.L. : (ui, χij)
M.D. : εij = ui,j; eij = ui,j − χij;
Kijk = χij,k

❯♥ ❝❤♦✐① ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ tr✐è❞r❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞♦♥t χ ❞é❝r✐t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡s s♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦str❡t❝❤ ✭❊r✐♥❣❡♥ ✶✾✼✶✱✶✾✾✵✮ ❡t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭❊r✐♥❣❡♥ ✶✾✻✺✱ ✶✾✻✻✮✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦str❡t❝❤✱ ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✿ tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s φi ❡t ✉♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ χ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t
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χ−1.F − 1 = 0

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐❝r♦❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ♠✐❝r♦❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡t ❞♦✐t s✉✐✈r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳

❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡

❈♦ss❡r❛t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ χ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ R✳ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡
❈♦ss❡r❛t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♠♦r♣❤❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ✿

χ.χT = 1

❈❡tt❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ tr✐è❞r❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé q✉✬à t♦✉r♥❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs s♦♥t ♣r✐s ❞❡ t❡❧❧❡s s♦rt❡♥t q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❝♦✉♣❧és ❛✉①
♣♦✐♥ts ♠❛tér✐❡❧s✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡♥ r♦t❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é❣❛✉① ❛✉① r♦t❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
s♦✐t φk =∈ijk uj,i/2✱ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✭❈❙❚✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❢♦♥t ét❛t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡
é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ✭❆✐❢❛♥t✐s✱ ❋❧❡❝❦ ❡t ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ❙✐❡✈❡rt✱ ❋♦r❡st✮✳

✸✳✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞✬❊r✐♥❣❡♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s
✏t❤é♦r✐❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✑ ♦✉ ✏ ❞❡ ❈♦ss❡r❛t ✑ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥✲
❣❡❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧❛♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts

u = (u, v)

φ = φe3

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ q✉♦✐✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❡✛♦rts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✐♥✜♥✐♠❡♥t ✈♦✐s✐♥s
✈❛ s✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✉ tr❛✈❡rs à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ mij❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②
❝❧❛ss✐q✉❡s σij.

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✬ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✬ ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
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Théorie des milieux continus classique

Théorie micropolaire

Théorie couple de contrainte

ou

Théorie des milieux micromorphe

Théorie du second gradient

Théorie multipolaire

Milieux d'ordre supérieur Milieux de degré supérieur

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés ❡t ❧❡✉rs ❧✐❡♥s ♠✉t✉❡❧s
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σ

σ

σ

σ

y

yx

σ
yx

σy

x

σ
x

xy

σxy

m

m

yz

xz

m
xz

myz

x

y

dx

dy

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❧❛♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s σx, σy, σxy, σyx ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♦✉
♠♦♠❡♥t ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❛ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s mxz,myz✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✮✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ǫx, ǫy✱ ǫxy ❡t ǫyx✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡s κxz ❡t κyz✱ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s s❡❧♦♥ ✭❊r✐♥❣❡♥ ✶✾✻✻✮ ♣❛r

ǫx =
∂u

∂x
✱ ǫy =

∂v

∂y
✱ ǫxy =

∂v

∂x
− φ✱ ǫyx =

∂u

∂y
+ φ κxz =

∂φ

∂x
✱ κyz =

∂φ

∂y
❉❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s







κxz =
∂ǫyx
∂x

− ∂ǫx
∂y

κyz =
∂ǫy
∂x

− ∂ǫxy
∂y

∂κyz
∂x

− ∂κxz
∂y

= 0

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

∂σx
∂x

+
∂σyx
∂y

+ px = 0 ✭✸✳✷✳✶✮

∂σxy
∂x

+
∂σy
∂y

+ py = 0 ✭✸✳✷✳✷✮

∂mxz

∂x
+
∂myz

∂y
+ σxy − σyx + qz = 0 ✭✸✳✷✳✸✮
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❉❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ py✱ px s♦♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ qz ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
σij ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ mij✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

σkl = Aklmnǫmn +Bklmnκmn ✭✸✳✷✳✹✮

mkl = Cklmnǫmn +Dklmnκmn ✭✸✳✷✳✺✮

♣♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳
▲❡s t❡♥s❡✉rs ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ Aklmn✱ Bklmn✱ Cklmn ❡t Dklmn s♦♥t ❛♣♣❡❧és t❡♥s❡✉r ❞❡

r✐❣✐❞✐té ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ Bklmn ❡t Cklmn s♦♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦t❡♥s❡✉rs ✭❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ s②stè♠❡✮ ❡t Aklmn ❡t Dklmn

s♦♥t ❞❡s t❡♥s❡✉rs ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s Aklmn = Amnkl✱ Dklmn = Dmnkl✳ P♦✉r ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✭❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✮ ❧❡ ♣s❡✉❞♦ t❡♥s❡✉r Bklmn = Cklmn ❡st é❣❛❧
à ③ér♦ ❬❑✉♠❛r ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✾✱ ❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛s✐❛♥✐✱ ✶✾✾✾❪ ✶✳

P♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s s❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

σkl = λǫrrδkl + (µ∗ + κ) ǫkl + µ∗ǫlk ✭✸✳✷✳✻✮

mkl = αφr,rδkl + βφk,l + γφl,k ✭✸✳✷✳✼✮

P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷❉✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s α ❡t β s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧❛♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

{σ} =







σx
σy
σxy
σyx
mxz

myz







= [K]







ǫx
ǫy
ǫxy
ǫyx
κxz
κyz







= [K]







∂u
∂x
∂v
∂y

∂v
∂x

− φ
∂u
∂y

+ φ
∂φ
∂x
∂φ
∂y







✭✸✳✷✳✽✮

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [K] s✬é❝r✐t

✶✳ ❙❡❧♦♥ ❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛s✐❛♥✐ ❬✶✾✾✾❪ ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❛♣♣❡❧és à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✭❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡s✮ s♦♥t
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡
π✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞♦♥❝ ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st à s②♠étr✐❡
❝❡♥tr❛❧❡✳
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[K] =















2λ+ 2µ∗ + κ λ 0 0 0 0

λ 2λ+ 2µ∗ + κ 0 0 0 0

0 0 µ∗ + κ µ∗ 0 0

0 0 µ∗ µ∗ + κ 0 0

0 0 0 0 γ 0

0 0 0 0 0 γ















✭✸✳✷✳✾✮

❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧❛♥ ❡t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡
❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ λ, µ∗, κ, γ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ µ = µ∗ + κ

2
✭❈♦✇✐♥

✶✾✼✵✮✳ λ ❡t µ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ▲❛♠é ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N/m2✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
κ, γ s♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥✉❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ κ ❡st ❡♥ N/m2 t❛♥❞✐s q✉❡ γ ❡st ❡♥ N ✭❡♥ ❢❛✐t ❞❡s N.m/m✮✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❬❋❛t❡♠✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ P♦✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ♣❧✉tôt ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛♥❡s ✷✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ [K]✱
s❡ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ ❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛s✐❛♥✐ ❬✶✾✾✾❪✮

[K] =
















(2µ∗+κ)(2λ+2µ∗+κ)
λ+2µ∗+κ

λ (2µ∗+κ)
λ+2µ∗+κ

0 0 0 0

λ (2µ∗+κ)
λ+2µ∗+κ

(2µ∗+κ)(2λ+2µ∗+κ)
λ+2µ∗+κ

0 0 0 0

0 0 µ∗ + κ µ∗ 0 0

0 0 µ∗ µ∗ + κ 0 0

0 0 0 0 γ 0

0 0 0 0 0 γ
















✭✸✳✷✳✶✵✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✬é❝r✐t

[S] =
















2λ+2µ∗+κ
(2µ∗+κ+3λ)(2µ∗+κ)

− λ
(2µ∗+κ+3λ)(2µ∗+κ)

0 0 0 0

− λ
(2µ∗+κ+3λ)(2µ∗+κ)

2λ+2µ∗+κ
(2µ∗+κ+3λ)(2µ∗+κ)

0 0 0 0

0 0 µ∗+κ
κ (2µ∗+κ)

− µ∗

κ (2µ∗+κ)
0 0

0 0 − µ∗

κ (2µ∗+κ)
µ∗+κ

κ (2µ∗+κ)
0 0

0 0 0 0 γ−1 0

0 0 0 0 0 γ−1
















✭✸✳✷✳✶✶✮

✷✳ ▲❡s tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡s à ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♥t✐♥✉s à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ♣❧❛♥✱ t♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡✱ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱
❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥✳
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❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ✿
1
E
= S11 = S22

❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✿
− ν

E
= S12 = S21

❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✭●❛✉t❤✐❡r ✶✾✼✹✱ ✶✾✼✺✮ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥ ✿

E =
(2µ∗ + κ) (3λ+ 2µ∗ + κ)

2λ+ 2µ∗ + κ
=

4µ∗2 + 4µ∗ κ+ κ2 + 6λµ∗ + 3λκ

2λ+ 2µ∗ + κ
✭✸✳✷✳✶✷✮

ν =
λ

2λ+ 2µ∗ + κ
✭✸✳✷✳✶✸✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t G ✈❛✉t ✿

G = µ∗ +
κ

2
✭✸✳✷✳✶✹✮

λ =
E ν

(1 + ν)(1− 2ν)
✭✸✳✷✳✶✺✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✳✶✷ à ✸✳✷✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ 2µ∗ + κ ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ r❡♠✲
♣❧❛❝❡ ❧❡ t❡r♠❡ 2µ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ κ → 0✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥tr❡ E, ν
❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ▲❛♠é s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s✳ ✭▼✐♥❞❧✐♥ ✶✾✻✸✱ ◆❛❦❛♠✉r❛ ✶✾✽✹✱ ✶✾✾✺✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ lcara

lcara =

√
γ

2 (2µ∗ + κ)
✭✸✳✷✳✶✻✮

q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ l =

√

B

G
✱ ❛✈❡❝ B =

γ

4
✱ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ N

N2 =
κ

2 (µ∗ + κ)
✭✸✳✷✳✶✼✮

❛✈❡❝ N ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵ ✭ ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❧❛st✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ à ✶ ✭❧❛ t❤é♦r✐❡ ✬❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✬✱
❈❙❚✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ κ → ∞ ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s t❤é♦r✐❡s✱
♦♥ r❡❧è✈❡ ❞❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s E ❡t G ✭▲✐✉ ❛♥❞ ❙✉
❬✷✵✵✾❪✮✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣♦s❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s

3λ+ 2µ∗ + κ ≥ 0 ✭✸✳✷✳✶✽✮

2µ∗ + κ ≥ 0 ✭✸✳✷✳✶✾✮
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κ ≥ 0 ✭✸✳✷✳✷✵✮

3α + β + γ ≥ 0 ✭✸✳✷✳✷✶✮

− γ ≤ β ≤ γ ✭✸✳✷✳✷✷✮

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s ✸✱ ♦♥
s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✸✳✷✳✶✷ ❡t ✸✳✷✳✶✸ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❀ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s κ✱ µ∗ ❡t γ s❡r♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
[K]✱ s♦✐t ♣♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐s♦tr♦♣❡

✕

{
µ∗ + κ = K33

µ∗ = K34
❀ γ = K55

✕ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ E✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν s❡r♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ [S]✱ s♦✐t ♣♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐s♦tr♦♣❡

✕ E1 =
1

S11

❀ ν12 = −S21 · E1

✸✳✷✳✸ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

✸✳✷✳✸✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✈❡rs
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

❬❑✉♠❛r ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✹❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r✳ ■❧s ❢♦♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡ ❡♥s✉✐t❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡✳ ▼ê♠❡
s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥♦❡✉❞s q✉✐ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t
♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❛✣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr❛✐tés ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
tr❛✐t❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡✛♦rt ♣♦♥❝t✉❡❧ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ tr♦✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ■❧s ré❛❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❊❋ ❞✐s❝r❡t✱ à ✉♥ ❝♦❞❡ ❊❋ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✳

❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪ r❡♣r❡♥♥❡♥t ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t
❧✬❛✉tr❡ st❛t✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à

✸✳ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s✳
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♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝♦r❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡✳ ■❧
s❡♠❜❧❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✐t ♠♦✐♥s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉s❛❣❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✹✳ ❉❛♥s ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❢❛✐t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❇②s❦♦✈ ❬✷✵✵✷❪ ♣♦s❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❡t ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡♥t
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ❱❊❘✳ ■❧s ❢♦♥t ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✷✵➦ ✭✏✸✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr②✑✮✳
❙❡❧♦♥ ❡✉①✱ ✐❧ ❢❛✉t à ❧❛ ❢♦✐s ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
u ❡t ♣♦✉r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ φ✳ ■❧s r❡♣r❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❇②s❦♦✈ ❬✷✵✵✽❪ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❡✉r
♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s✱ ❢♦r❝❡s
❝♦♥❝❡♥tré❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té s♣é❝✐✜q✉❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡✛❡ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
é❧❛st✐q✉❡s✳

❬❆❞❛❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ét✉❞✐❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❡ ❊❋ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ tr♦✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❚❡❦♦➜❧✉ ❬✷✵✵✼❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❊❋ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s✳ ■❧ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✉①
♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥❡ ✏ ❢❡♥êtr❡ ✑ ♠♦❜✐❧❡ q✉✐ ❜❛❧❛✐❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ❞❡ s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡s ♣❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✭❇✉❛♥♥✐❝
❛♥❞ ❈❛rtr❛✉❞ ❬✷✵✵✶❪✱ ❍❛✉ss② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ❇♦✉r❣❡♦✐s ❬✷✵✵✵❪✱ ◆❛③❛r♦✈ ❬✶✾✾✾❪ ✳✳✳✮✱ ♠❛✐s ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞✐✛èr❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ✸✳✷✳✸✳✷✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❝❤♦✐① s✉r ❧✬♦r❞r❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡t ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳

❯♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❡st ❧✬♦s tr❛❜é❝✉❧❛✐r❡ ✭❨♦♦ ❛♥❞ ❏❛s✐✉❦
❬✷✵✵✻❪✱ ❋❛t❡♠✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱ ❘♦s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❈✐♠r♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪✮ q✉✐ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ à ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❨♦♦ ❛♥❞ ❏❛s✐✉❦ ❬✷✵✵✻❪ ♦♥t ♠♦❞é❧✐sé ❧✬♦s tr❛❜é❝✉❧❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ré❣✉❧✐❡r✱
r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✳ ■❧s ♣♦st✉❧❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✏❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦✉♣❧❡✑✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❊❋ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❡✛♦rts ❡t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❋❛t❡♠✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦s✲♣r♦t❤ès❡ s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t

✹✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪ ❧❡s
♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡t ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❡✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡t tr♦✐s
♣♦✉tr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜♦✉t✐t à ❞❡✉① ♠♦♠❡♥ts ❡t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ Pr❛❞❡❧✲❙❛❜ ❛❜♦✉t✐t à tr♦✐s ♠♦♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐q✉❡ ❀ ♦♥ ❞♦✐t ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s r❡❝♦✉r✐r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
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♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❉❛♥s ❬❊❧❛♥❣♦✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛

ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❛✉ ❜❛❧s❛✳

▲✐✉ ❛♥❞ ❙✉ ❬✷✵✵✾❪ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s à
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✐♥térêt q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❡st
r❡♥❞✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡✛❡ts t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ✭❚❡❦♦➜❧✉ ❬✷✵✵✼❪✮✳
▲❡s ❡✛❡ts ré❡❧s ♦❜s❡r✈és ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞❡✉①✱ ❡♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❧✬❡✛❡t ❞❡
❜♦r❞s✱ q✉✐ ❡st ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s s✉❥❡ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♦❝tr♦②és✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ ❢❛✐t❡s ♣❛r ❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧ ❬✷✵✵✽❪
♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r à 10× 10 ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ✈♦✐r
❜❛✐ss❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ❀ ♠❛✐s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✐s♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❣❧♦❜❛❧✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪ ♦✉ ❋❧♦r❡♥❝❡
❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪ s❡♠❜❧❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ❧♦✉r❞ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥séq✉❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞ès
❧♦rs q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❇②s❦♦✈ ❬✷✵✵✷❪✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❡t ❧✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ❧é❣✐t✐♠❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ u✱
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞❡ φ✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧ ❬✷✵✵✽❪ ❡t ❞❡ ❚❡❦♦➜❧✉ ❬✷✵✵✼❪✱ ♦♥
r❡t✐❡♥❞r❛ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s à ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❊❋ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts tr♦♣ ♣♦❧❧✉és ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s✳ ❉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s
♣♦✉tr❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✸✳✷✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✳
❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❈❡ q✉✐ s✐✲
❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ✉♥ ♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊❧❧❡
t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ❡t ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞✳ ❊♥✜♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛❜❧❡✳ ❖♥ r❡str❡✐♥❞r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉ ❝❛s ✷❉✱ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬❡✛♦rts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡
s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✳
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✸✳✷✳✸✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❧✐é❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

■❧ ② ❛ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡
♣♦✉tr❡ lεb✱ s❛ ❧❛r❣❡✉r tεb ❡t s♦♥ é♣❛✐ss❡✉r eεb✱ ❡t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✱ s♦✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t uεn✱ ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s φεn✳ P♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱
♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❬▼♦✉r❛❞✱ ✷✵✵✸❪✱ ♣♦✉r lεb✱ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✳

lεb = εlb0 + ε2lb1 + ... ✭✸✳✷✳✷✸✮

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r tεb ❡t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r eεb✱ ❛❥♦✉t♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✱ s♦✐t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❡t ❝♦✉♣❧és✱ ❝✬❡st ✉♥ ❝❤♦✐① q✉❡ ❢♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❡t ♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ t = e✱ s♦✐t ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❞é❝♦✉♣❧é❡s✱ e 6= t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❢❛✐t✱ ❞é❥à ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬✐♠♣♦s❡r e = Cte = 1✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❛♥s ♥✉✐r❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✷
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❝❛rré❡ ✺✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ♣♦✉tr❡ é❣❛❧❡ à s❛ ❧❛r❣❡✉r✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡✛♦rts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡

✢❡①✐♦♥✱ kl ❡t kf ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ kl =
EsS

lb
✱ ❛✈❡❝ S ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✱

kf =
12EsI

(lb)3
✱ ❛✈❡❝ I✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♣❧❛♥✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t = e✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❛rré❡ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s S = t2 ❡t I =
t4

12
✳ ❙✐ ♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r e 6= t✱ ❡t e = Cte =✶✱ ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ε✱ ❛❧♦rs ❧❡s

♠♦❞✉❧❡s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❡♥ kl =
Este

lb
=
Est

lb
❡t kf =

12EsIe

(lb)3
=

12EsI

(lb)3
=
Es

(
tb
)3

(lb)3
❛✈❡❝ I✱

❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♣❧❛♥ t❡❧ q✉❡ I =
t3

12
✳ ▲❛

❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é♣❛✐ss❡✉r e✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ e = Cte = 1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r✱
✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ Es✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❡♥ N.m−2✱ ♠❛✐s ❡♥ N.m−1✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❞❡
tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① r❛♣♣♦rts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✿ε =
l

L
✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ η =
t

l
❞✬é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡st ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡
❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♣r❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ε = η✳ ❱♦②♦♥s s✐ ❝❡ ❝❤♦✐①
❡st ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳

✺✳ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❛✐t
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L

P

W

Treillis périodique

le paramètre d'épaisseur e des poutres 
est identique à celui de la largeur e=t 

l

t

e=t

l

t

e

le paramètre d'épaisseur e
est découplé de celui de la
largeur t

Cellule élémentaire

ou

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ➱♥♦♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ η ❡t ε✱ ❡①✐st❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

■❧ ② ❛ tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛ss❡ ✈❛r✐❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡

η =
tb

lb
→ 0 ❡t ❡♥s✉✐t❡ ε → 0✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛ss❡ ✈❛r✐❡r ❞✬❛❜♦r❞ ε → 0✱ ♣✉✐s η → 0 ♦✉

❜✐❡♥ à ❧❛ ❢♦✐s (ε, η) → (0, 0)✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❞❡ ♣♦✉tr❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♣♦s❡r

ε = ηa ✭✸✳✷✳✷✹✮

à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❉❛❧❧♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t a✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ♥❡ s✬❡✛♦♥❞r❡♥t ♣❛s s♦✉s ❧❡ ✢❛♠❜❡♠❡♥t
❞❡s ♣♦✉tr❡s ❡t ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✈r❛✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉tr❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❜♦r♥❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt η

∼ 10−2 < η <∼ 10−1 ✭✸✳✷✳✷✺✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ε =
l

L
♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✐r très ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t η✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛

❞♦♥❝ q✉❡ ε 6 η✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t a ≥ 1✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r
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tb = ηlb = ηεLb = η1+aLb = ε
1+

1

aLb ❡t réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✉tr❡s s♦✉s tr♦✐s ❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✶✳ ❋♦r♠❡ ✶ ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ η s❡✉❧

N ε = Esη
(
eb ·∆Uε

)
✭✸✳✷✳✷✻✮

T ε
t = Esη

3eb⊥ ·∆Uε − 1

2
Esη

3+aLb0
(
φO(b)ε + φE(b)ε

)
✭✸✳✷✳✷✼✮

MO(b)ε = Esη
3+2a

(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3+aLbeb⊥ ·∆Uε ✭✸✳✷✳✷✽✮

ME(b)ε = Esη
3+2a

(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3+aLbeb⊥ ·∆Uε ✭✸✳✷✳✷✾✮

❈❡tt❡ sér✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛♠è♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❡✛♦rts N εb ❡t T ε
t ✱ ❛✉r♦♥t

t♦✉❥♦✉rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞é♣❛rt ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r uε ❡t φε✱ ✉♥ é❝❛rt ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ η2✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt η ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧❡s
❡✛♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✲
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

✷✳ ❋♦r♠❡ ✷ ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t sé♣❛ré ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s η ❡t ε

N ε = Esη
(
eb ·∆Ubε

)
✭✸✳✷✳✸✵✮

T ε
t = Esη

3eb⊥ ·∆Ubε − 1

2
Esη

3εLb0
(
φO(b)ε + φE(b)ε

)
✭✸✳✷✳✸✶✮

MO(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3εLbeb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✸✷✮

ME(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3εLbeb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✸✸✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ η ❡t ε✳

✸✳ ❋♦r♠❡ ✸ ✿ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✹✱ ♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ε

1

a = η✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❛✈❡❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε

N ε = Esε

1

a
(
eb ·∆Ubε

)
✭✸✳✷✳✸✹✮

T ε
t = Esε

3

aeb⊥ ·∆Ubε − Esε

3

a
+1Lb

2

(
φO(b)ε + φE(b)ε

)
✭✸✳✷✳✸✺✮

MO(b)ε = Esε

3

a
+2
(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)
− 1

2
Esε

3

a
+1
Lbeb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✸✻✮
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ME(b)ε = Esε

3

a
+2
(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φE(b)ε

)
− 1

2
Esε

3

a
+1
Lbεeb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✸✼✮

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❡st ♣❡t✐t✱ ♠❛✐s ✜①❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❞♦✐t t❡♥❞r❡
✈❡rs ③ér♦✱ ❛❧♦rs s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✹ a ❞♦✐t t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❙✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ a → ∞
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✳✸✹ à ✸✳✷✳✸✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

N ε = Es

(
eb ·∆Ubε

)
✭✸✳✷✳✸✽✮

T ε
t = Ese

b⊥ ·∆Ubε − Esε
Lb

2
(φε

1 + φε
2) ✭✸✳✷✳✸✾✮

MO(b)ε = Esε
2

(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)
− 1

2
EsεL

beb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✹✵✮

ME(b)ε = Esε
2

(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φE(b)ε

)
− 1

2
EsεL

bεeb⊥ ·∆Ubε ✭✸✳✷✳✹✶✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s✐t✉é ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ φε ♣❛r r❛♣♣♦rt à uε✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ✐♥✐t✐❛❧
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✳

✸✳✷✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s

❉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉r❛ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt η ❡st ♣❡t✐t✱ ♠❛✐s ❜♦r♥é✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❢❛✐r❡✱ ❛✈❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ η → 0✱ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡
❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t
❡st ❧✐é à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ η → 0✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ε =
l

L
♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛

❧✐♠✐t❡ ε→ 0✱ ❛ ✉♥ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✷✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ η ❡t ε✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
tb ❡t Lb✳ ❈♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞❡❣ré ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s uεn ❡t φεn ❄ ❖♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✷ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s
❡✛♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

T ε
t = Esη

3eb⊥ ·∆Ubε

︸ ︷︷ ︸

f1(∆Ubε)

− 1

2
Esη

3εLb0
(
φO(b)ε + φE(b)ε

)

︸ ︷︷ ︸

εf2(φO(b)ε,φE(b)ε)

✭✸✳✷✳✹✷✮

MO(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)

︸ ︷︷ ︸

ε2f3(φO(b)ε,φE(b)ε)

− 1

2
Esη

3εLbeb⊥ ·∆Ubε

︸ ︷︷ ︸

εf4(∆Ubε)

✭✸✳✷✳✹✸✮
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ME(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φε

2

)

︸ ︷︷ ︸

ε2f5(φO(b)ε,φE(b)ε)

− 1

2
Esη

3εLbeb⊥ ·∆Ubε

︸ ︷︷ ︸

εf4(∆Ubε)

✭✸✳✷✳✹✹✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞❡✉①
t❡r♠❡s✱ ❧✬✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t∆Ubε ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s

(
φO(b)ε, φE(b)ε

)
✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s t❡r♠❡s f1
(
∆Ubε

)
= Esη

3eb⊥ · ∆Ubε ❡t

εf2
(
φO(b)ε, φE(b)ε

)
=

1

2
Esη

3εLb0
(
φO(b)ε + φE(b)ε

)
✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①

t❡r♠❡s s♦♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❡♥ ε ❡t ❞é❜✉t❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❡♥ ε1(...) + ε2(...)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ uε ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

uε (λε) = u0 (λ
ε) + εu1 (λ

ε) + ε2u2 (λ
ε) + ... ✭✸✳✷✳✹✺✮

❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❡①tré♠✐té ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡

∆Ubε = uε (E (b))−uε (O (b)) ∼ ε

(

u
ER(b)
1 (λε)− u

OR(b)
1 (λε) +

∂u0(λ
ε)

∂λi
δib
)

︸ ︷︷ ︸

+

∆Ub
1

ε2
(

u
ER(b)
2 (λε)− u

OR(b)
2 (λε)

)

︸ ︷︷ ︸

∆Ub
2

✭✸✳✷✳✹✻✮
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ∆Ub

1✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s un
1 ✉♥❡ ❢♦✐s rés♦❧✉❡s s❡r♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

∂u0(λ
ε)

∂λi
δib✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥

❡①♣r✐♠❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s

φnε (λε) = φn
0 (λ

ε)+ εφn
1 (λ

ε) + ... ✭✸✳✷✳✹✼✮

❙✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✼ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ✻

φε(O(b)) = φ
OR(b)
0 (λε) + εφ

OR(b)
1 (λε) + ... ✭✸✳✷✳✹✽✮

φO(b)ε = φ
OR(b)
0 + εφ

OR(b)
1 + ... ✭✸✳✷✳✹✾✮

φε(E(b)) = φ
ER(b)
0

(
λε + εδib

)
+ ε

(

φ
ER(b)
1

(
λε + εδib

))

+ ... ✭✸✳✷✳✺✵✮

φε(E(b)) = φ
ER(b)
0 (λε) + ε

(
∂φ0(λ

ε)

∂λi
δib + φ

ER(b)
1 (λε)

)

+ ... ✭✸✳✷✳✺✶✮

φE(b)ε = φ
ER(b)
0 + ε

(
∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)

+ ... ✭✸✳✷✳✺✷✮

✻✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ R ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
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e

o

Μ ο

Me

T

T

u(E(b))

O(b)

bar
re
non

déf
orm

ée

barre d
éformée C(b)

e
b

e
b

T=
b

u(O(b
))

E(b)N

T t

b

be =j2

coordonnées
cartésiennes

coordonnées
curvilinéaires

e =Y1
λ 1

e
=Y

2λ

2

e =i1

Mo et Me portés par e =e3
λ

3

F

F

O(b)

E(b)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥t❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ E(b)
❛♣♣❛rt✐❡♥t s♦✐t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✐t à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥t✐❣✉ë à ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♠❛✐s ❞❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t λε + εδib✱ ❛✈❡❝ λε ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ♠ê♠❡
♥✉♠ér♦ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥
❞✉ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦❡✉❞ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✉♠ér♦ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ tr♦♣ ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ φ0 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥♦❡✉❞✳

✸✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✐s❝rèt❡ ❛✉ ❝❛s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ à é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s t❡♥s❡✉rs
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦♠♦♠❡♥ts ♠ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✳
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❡q✉✳ éq✉✐❧✐❜r❡ →
´

Ω
(gσ · eiλ)
︸ ︷︷ ︸

Si

. ∂v
∂λi
dλ+

´

Ω
(gm · eiλ)
︸ ︷︷ ︸

µi

. ∂w
∂λi
dλ = 0

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ♣❡✉✈❡♥t
s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❛♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳

∑

b̃

Tb̃.v+
∑

b̃

Mb̃.w = 0
❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥→

´

Ω
Si. ∂v

∂λi
dλ+

´

Ω
µi. ∂w

∂λi
dλ = 0

❆②❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs Si ❡t
µi✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ❛✉① ❞❡✉① t❡♥s❡✉rs σ ❡t m✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s {v,w} éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉①
✈✐t❡ss❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s {u̇, φ̇}✳

✸✳✸✳✷ Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
♠♦♠❡♥ts µi

◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭❞✐t ❛✉ss✐ ✬❞❡ ❈♦ss❡r❛t✬ ✮
❋♦r❡st ❬✷✵✵✺❪ ❞é✜♥✐ s✉r Ω✱ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉

ˆ

Ω

(σ.∇x) .vdx+

ˆ

Ω

(m.∇x− ∈: σ) .wdx =✭✸✳✸✳✶✮

−
ˆ

Ω

fvol.vdx−
ˆ

Ω

cvol.wdx−
ˆ

∂Ω

(σ.n− tbords).vds−
ˆ

∂Ω

(m.n−Mbords).wds

❛✈❡❝ ∈ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s t❡♥✲
s❡✉rs m ❡t σ s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❬❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛✲
s✐❛♥✐✱ ✶✾✾✾❪✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡✛♦rts ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱
s♦✐t fvol = 0 ❡t cvol = 0✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t ❛✉t♦éq✉✐❧✐❜rés ✭✈♦✐r
❛✉ss✐ ❘✐❛❤✐ ❛♥❞ ❈✉rr❛♥ ❬✷✵✵✾❪✮

ˆ

Ω

(∈: σ) .wdx = 0 ✭✸✳✸✳✷✮

ˆ

Ω

(m.∇x) .wdx = 0 ✭✸✳✸✳✸✮

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣♦rt❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✸✳✸✳✶✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s

tbords = σ.n ✭✸✳✸✳✹✮

Mbords = m.n ✭✸✳✸✳✺✮
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❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛♠♣s ✈✐rt✉❡❧s v ❡t w ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧s
s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ Ω✱ s❡✉❧❡s s✉❜s✐st❡♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥ q✉❛s✐ st❛t✐q✉❡

ˆ

Ω

(σ.∇x) .vdx = 0 ✭✸✳✸✳✻✮

ˆ

Ω

(m.∇x) .wdx = 0 ✭✸✳✸✳✼✮

❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡♥s❡✉rs σ ❡t
m✳ ❙♦✐t xi ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ♠❛tér✐❡❧ P t❡❧ q✉❡ x = xiei✳ ❙♦✐t ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s λ = (λ1, λ2, λ3) ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥ x = R(λ1, λ2, λ3)✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥ts

eλk =
∂xi

∂λi
ei ✭✸✳✸✳✽✮

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

eiλ.e
λ
j = δij ✭✸✳✸✳✾✮

❛✈❡❝ δij ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✻ ❡t ✸✳✸✳✼ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x = x(λ)✳ ❙♦✐t ❣ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❀ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

dx = gdλ ✭✸✳✸✳✶✵✮

❙♦✐t v ❡t w✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧s✱ ♦♥ ❛

∇xv =
∂v

∂λi
⊗ eiλ ✭✸✳✸✳✶✶✮

∇xw =
∂w

∂λi
⊗ eiλ ✭✸✳✸✳✶✷✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✻ ❡t ✸✳✸✳✼ ♣❡✉✈❡♥t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ˆ

Ω

(σ.∇x) .vdx =

ˆ

Ω

σ : (∇xv)dx =

ˆ

Ω

σ : (
∂v

∂λi
⊗ eiλ)gdλ =

ˆ

Ω

(σeiλ).
∂v

∂λi
gdλ = 0 ✭✸✳✸✳✶✸✮

ˆ

Ω

(m.∇x) .wdx =

ˆ

Ω

m : (∇xw)dx =

ˆ

Ω

m : (
∂w

∂λi
⊗ eiλ)gdλ =

ˆ

Ω

(meiλ).
∂w

∂λi
gdλ = 0

✭✸✳✸✳✶✹✮

❖♥ ♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
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Si = gσeiλ ✭✸✳✸✳✶✺✮

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

µi =gmeiλ ✭✸✳✸✳✶✻✮

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✺ ❡t ✸✳✸✳✶✻✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t
❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

σ =
1

g
Si ⊗ eλi ✭✸✳✸✳✶✼✮

m =
1

g
µi ⊗ eλi ✭✸✳✸✳✶✽✮

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✸ ❡t ✸✳✸✳✶✺✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

ˆ

Ω

Si.
∂v

∂λi
dλ = 0 ✭✸✳✸✳✶✾✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✹ ❡t ✸✳✸✳✶✻✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥
r♦t❛t✐♦♥

ˆ

Ω

µi.
∂w

∂λi
dλ = 0 ✭✸✳✸✳✷✵✮

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x = x(λ) ❢♦✉r♥✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts
✈✐rt✉❡❧s

∂v

∂λi
= ∇xv.

∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✷✶✮

∂w

∂λi
= ∇xw.

∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✷✷✮

❖♥ ♣❡✉t ❛✈❡❝ ❝❡s ❣r❛❞✐❡♥ts réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✾ ❡t ✸✳✸✳✷✵ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
ˆ

Ω

Si.
∂v

∂λi
dλ =

ˆ

Ω

Si.(∇xv.
∂R

∂λi
)dλ =

ˆ

Ω

(

Si ⊗ ∂R

∂λi

)

: (∇xv)
1

g
dx = 0 ✭✸✳✸✳✷✸✮

ˆ

Ω

µi.
∂w

∂λi
dλ =

ˆ

Ω

µi.

(

∇xw.
∂R

∂λi

)

dλ =

ˆ

Ω

(

µi ⊗ ∂R

∂λi

)

: (∇xw)
1

g
dx = 0 ✭✸✳✸✳✷✹✮

❉✬❛♣rès ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s t❡♥s❡✉rs m ❡t σ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
t❡♥s♦r✐❡❧s
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σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✷✺✮

m =
1

g
µi ⊗ ∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✷✻✮

❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✾ ❡t
✸✳✸✳✷✵✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧❡s ❞❡✉①
t❡♥s❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❣râ❝❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✷✺ ❡t ✸✳✸✳✷✻✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
❧❡ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❛♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs Si❡t µi✳

✸✳✸✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞✐s❝rèt❡s

◆♦✉s ♣❛rt✐r♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ✜❣✉r❡
✸✳✷✳✸✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t
❞❡s ♣♦✉tr❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡ q✉✬à ❧✬ét❛t
❞é❢♦r♠é ❧❡ tr❡✐❧❧✐s r❡st❡ q✉❛s✐ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✸✳✸✳✸✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❈❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ét❛♥t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❡st ♦♣♣♦sé❡
à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ TE(b) = −TO(b) ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✮✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬❡✛♦rts Tb s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥

Tb = N beb + T b
t e

b⊥ ✭✸✳✸✳✷✼✮

❛✈❡❝ N b ❧✬❡✛♦rt ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t T b
t ❧✬❡✛♦rt tr❛♥s✈❡rs❛❧✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ♥♦s

❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r❝❡s Tb = TE(b)✳ ❙✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ❛✐♥s✐

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

Tb.(v (O (b))− v (E (b))) = 0 ✭✸✳✸✳✷✽✮

❛✈❡❝ v (.) ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♥✉❧ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s✳ ❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✸✳✸✳✷✽ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

Tεb.(vε (O (b))− vε (E (b))) = 0 ✭✸✳✸✳✷✾✮

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❙♦✐t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ♣♦✉tr❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮
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∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

(
MO(b).w (O (b)) +ME(b).w (E (b))

)
= 0 ✭✸✳✸✳✸✵✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❞♦♥❝
q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✉tr❡s ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❀ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦✉tr❡ ♣❛r ✼

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

(

MO(b).w (O (b)) +ME(b).w (E (b)) +
Lb

2
(eb ∧TE(b)).w (C (b))− Lb

2
(eb ∧TO(b)).w (C (b))

)

= 0

✭✸✳✸✳✸✶✮

éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

(
MO(b)ε.wε (O (b)) +ME(b)ε.wε (E (b)) + εLb(eb ∧Tεb).wε (C (b))

)
= 0 ✭✸✳✸✳✸✷✮

❛✈❡❝ eb ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✱ MO(b) ❡t ME(b) ❧❡s ♠♦♠❡♥ts à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t à
❧✬❡①tré♠✐té ❞❡s ♣♦✉tr❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ Lb ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❡t w(.) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐rt✉❡❧
❞❡ t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❛ été ❞é❥à é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s
♥♦♠♠❡r♦♥s NR ❡t BR r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡t ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞♦✉❜❧❡t vi = (v1, v2) ∈ Z

2 ✭tr✐♣❧❡t ❡♥ ✸❉
∈ Z

3✮✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs
êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t ñ = (n, v1, v2) ∈ NR × Z

2✱ ✭q✉❛❞r✉♣❧❡t ❡♥ ✸❉✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❡♥t✐❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t b̃ = (b, v1, v2) ∈ BR × Z

2✳
❉❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦r✐❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t

✉♥ ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ♥♦té O
(

b̃
)

❡t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ♥♦té E
(

b̃
)

✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s✱ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥

♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té✳ ❈❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s à ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t

✼✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✸✶ ❡t ✸✳✸✳✸✵ q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❡✛♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts s✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ♦✉ ❢♦r♠✉❧é❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t ❛✉ ♥♦❡✉❞
♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❡①❡r❝é ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❬❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜✱ ✷✵✵✻✱ ❋❧♦r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✺✱ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞
❇②s❦♦✈✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❧✐é à ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s
❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✉① ♥♦❡✉❞s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭♥♦✉s
❡♥ ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① ❛✈❡❝ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❡ q✉❛♥❞ ❞❛♥s ❋❧♦r❡♥❝❡ ❬✷✵✵✺❪ ✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡✮✳
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cellule de

référence
Y

Y
1

2

δ i
=(0,1)

δ i
=(1,0)δ i

=(-1,0)

δ i
=(-1,1) δ i

=(1,1)

δ i
=(1,-1)

δ i
=(-1,-1)

δ i
=(0,-1)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✶ ✕ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δi ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥
tr❡✐❧❧✐s

❞♦♥❝ é❝r✐r❡ q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ O
(

b̃
)

❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ tr✐♣❧❡t ñ = (n, v1, v2)✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞

❡①tré♠✐té E
(

b̃
)

❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♥♦❡✉❞ ♥✉♠ér♦té (m, v1 + δ1, v2 + δ2)✳ ❉❛♥s ❧❛

♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s δi ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ δi ∈ {−1, 0, 1}✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳✶✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t❡r♦♥s

à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ s♦✐t C
(

b̃
)

✳

✸✳✸✳✸✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✸✳✸

∆Ubε ∼ ε

(

u
ER(b)
1 − u

OR(b)
1 +

∂u0

∂λi
δib
)

︸ ︷︷ ︸

+

∆Ub
1

ε2
(

u
ER(b)
2 − u

OR(b)
2

)

︸ ︷︷ ︸

∆Ub
2

✭✸✳✸✳✸✸✮

φO(b)ε = φ
OR(b)
0 + εφ

OR(b)
1 + ... ✭✸✳✸✳✸✹✮

φE(b)ε = φ
ER(b)
0 + ε

(
∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)

+ ... ✭✸✳✸✳✸✺✮

✸✳✸✳✸✳✹ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧s vε ❡t wε

P♦✉r t♦✉t ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ vε✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❚❛②❧♦r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝♦♥❞✉✐t à

vε (E (b))− vε (O (b)) = v(λε + εδib)− v(λε) ∼ ε
∂v(λε)

∂λi
δib ✭✸✳✸✳✸✻✮
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▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉

wC(b)ε =
1

2

(
wE(b)ε +wO(b)ε

)
✭✸✳✸✳✸✼✮

◆♦✉s ♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t

wε(O(b)) = wO(b)ε(λ) = w0(λ) ✭✸✳✸✳✸✽✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞ès ❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

wE(b)ε(λ+ εδi) ∼ w0 (λ) + ε
∂w0 (λ)

∂λi
δib ✭✸✳✸✳✸✾✮

✸✳✸✳✸✳✺ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❡✛♦rts ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❚ q✉✐ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥

Tεb = N εbeb + T εb
t eb⊥ ✭✸✳✸✳✹✵✮

❛✈❡❝

N εb = Esη
(
eb ·∆Uε

)
∼ Esη

(
eb ·
(
ε∆U1 + ε2∆U2

))
✭✸✳✸✳✹✶✮

T εb
t = Esη

3eb⊥ ·∆Uε − 1

2
Esη

3εLb0
(
φO(b)ε + φE(b)ε

)

T εb
t ∼ Esη

3eb⊥·
(
ε∆U1 + ε2∆U2

)
−1

2
Esη

3εLb0

(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0 + ε

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

✭✸✳✸✳✹✷✮

❙✐ ♦♥ ♦r❞♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ε✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

N εb ∼ εEsη
(
eb ·∆U1

)
+ ε2Esη

(
eb ·∆U2

)

∼ εN b
1 + ε2N b

2 ✭✸✳✸✳✹✸✮

T εb
t ∼ ε

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb0
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

+ε2
(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb0

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

✭✸✳✸✳✹✹✮

∼ εT b
1t + ε2T b

2t ✭✸✳✸✳✹✺✮
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❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✬❡✛♦rts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡✉① ♦r❞r❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡
❡✉① ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un

1

✭❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ∆U1✮ ❡t φn
0 ✱ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un

2 ✭❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ∆U2✮ ❡t φn
1 ✳ ❉❡

❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆✮

MO(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
2φO(b)ε + φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3εLb0eb⊥ ·∆Uε

∼ Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0 + ε

(

2φ
OR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

))

✭✸✳✸✳✹✻✮

−1

2
Esη

3εLb0eb⊥ ·
(
ε∆U1 + ε2∆U2

)

ME(b)ε = Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(
φO(b)ε + 2φE(b)ε

)
− 1

2
Esη

3εLb0eb⊥ ·∆Uε

∼ Esη
3ε2
(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0 + ε

(

φ
OR(b)
1 + 2

∂φ0

∂λi
δib + 2φ

ER(b)
1

))

− 1

2
Esη

3εLb0eb⊥ ·
(
ε∆U1 + ε2∆U2

)
✭✸✳✸✳✹✼✮

❙✐ ❧✬♦♥ ♦r❞♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ε✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

MO(b)ε ∼ ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lb0eb⊥ ·∆U1

)

+ε3

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lb0eb⊥ ·∆U2

)

∼ ε2M
O(b)
1 + ε3M

O(b)
2 ✭✸✳✸✳✹✽✮

ME(b)ε ∼ ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lb0eb⊥ ·∆U1

)

+ε3

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
1 + 2

∂φ0

∂λi
δib + 2φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lb0eb⊥ ·∆U2

)

✭✸✳✸✳✹✾✮

∼ ε2M
E(b)
1 + ε3M

E(b)
2 ✭✸✳✸✳✺✵✮
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✸✳✸✳✸✳✻ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣♦rt❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✹✶✱ ✸✳✸✳✹✷ ❡t ✸✳✸✳✸✻ ❞❛♥s ✸✳✸✳✷✾ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

Tεb.(vε (O (b)) − vε (E (b))) = 0 ✭✸✳✸✳✺✶✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ♦r❞♦♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ε✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✽

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

[

ε2
(

Esη
(

eb ·∆U1

)

eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

eb⊥
)

· ∂v(λ
ε)

∂λi
δib

+ε3
(

Esη
(

eb ·∆U2

)

eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

eb⊥
)

· ∂v(λ
ε)

∂λi
δib
]

= 0

✭✸✳✸✳✺✷✮

❖♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✷ ❡♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡ g✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ε2

∑

vi∈Z2

g(εvi) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡

❘✐❡♠❛♥♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Ω q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs
´

Ω
g(λ)dλ ✭❛✈❡❝ Ω ❡s♣❛❝❡ ✷❉✱ ❡♥ ✸❉ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t

❝♦♥s✐❞ér❡r ε3
∑

vi∈Z3

g(εvi)✮ q✉❛♥❞ ε→ 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✷ ❞❡✈✐❡♥t ❛♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
ˆ

Ω

Si.
∂v(λ)

∂λi
dλ = 0 ✭✸✳✸✳✺✸✮

❛✈❡❝
Si ∼ Si

1 + εSi
2 ✭✸✳✸✳✺✹✮

❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Si
1 ❡t Si

2 t❡❧s q✉❡

Si
1 =

∑

b∈BR

(

Esη
(

eb ·∆U1

)

eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

eb⊥
)

δib✭✸✳✸✳✺✺✮

Si
2 =

∑

b∈BR

(

Esη
(

eb ·∆U2

)

eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

eb⊥
)

δib

✭✸✳✸✳✺✻✮
❖♥ ♣❡✉t r❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✳✸✳✺✸ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s Si ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡

t❡♥s❡✉r σ✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲t✐tr❡ ✸✳✸✳✷✳

σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✺✼✮

✽✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ε ❡t η ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✳
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➱q✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡
✈✐rt✉❡❧❧❡✱ éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✷

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

(
MO(b)ε.wε (O (b)) +ME(b)ε.wε (E (b)) + εLb(eb ∧Tεb).wε (C (b))

)
= 0 ✭✸✳✸✳✺✽✮

❙✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✽✱ ✸✳✸✳✹✾ ❡t
✸✳✸✳✸✼ à ✸✳✸✳✸✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❝♦♥s✐❞éré ✾

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

((

ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U1

)

+ε3

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lb0eb⊥ ·∆U2

))

.w0

+

(

ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U1

)

+ε3

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
1 + 2

∂φ0

∂λi
δib + 2φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U2

))

.

(

w0 + ε
∂w0

∂λi
δib
)

+ εlb0
((

ε

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

+ε2
(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))))

.

(

w0 +
ε

2

∂w0

∂λi
δib
))

= 0

✭✸✳✸✳✺✾✮

❙✐ ♦♥ ♦r❞♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ε✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✾✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧ ♣♦rté é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞✬ét✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡
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∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

ε2

[((

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U1

)

.w0

+

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U1

)

.w0

+Lb0

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

.w0

]

+ ε3

[(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

2φ
OR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U2

)

.w0

+

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
1 + 2

∂φ0

∂λi
δib + 2φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U2

)

.w0

+ Lb0

(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

.w0

+

(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U1

)

∂w0

∂λi
δib

+Lb0

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

.
1

2

∂w0

∂λi
δib
]

+ ε4

[(

Esη
3

(
Lb
)2

6

(

φ
OR(b)
1 + 2

∂φ0

∂λi
δib + 2φ

ER(b)
1

)

− 1

2
Esη

3Lbeb⊥ ·∆U2

)

.
∂w0

∂λi
δib

+Lb0

(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3Lb

(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

1

2

∂w0

∂λi
δib
]

= 0 ✭✸✳✸✳✻✵✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t

∑

vi∈Z2

∑

b∈BR

(

ε3

(

Esη
3

(
Lb
)2

12

(

φ
ER(b)
0 − φ

OR(b)
0

)
)

+ ε4

(

Esη
3

(
Lb
)2

12

(

−φ
OR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)))

δib.
∂w0

∂λi
= 0

✭✸✳✸✳✻✶✮

P♦✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛♣rès ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ε→ 0✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ˆ

Ω

µi∂w
0 (λ)

∂λi
dλ = 0 ✭✸✳✸✳✻✷✮

❛✈❡❝ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

µi ∼ εµi
1 + ε2µi

2 ✭✸✳✸✳✻✸✮

❡t
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µi
1 =

∑

b∈BR

ε

(

Esη
3

(
Lb
)2

12

(

φ
ER(b)
0 − φ

OR(b)
0

)
)

δib ✭✸✳✸✳✻✹✮

µi
2 =

∑

b∈BR

ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

12

(

−φOR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

))

δib ✭✸✳✸✳✻✺✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ m à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs µi

t❡❧s q✉✬✐❧s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s t✐tr❡ ✸✳✸✳✷✱ s♦✐t

m =
1

g
µi ⊗ ∂R

∂λi
✭✸✳✸✳✻✻✮

✸✳✸✳✹ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s

❉❛♥s ❧❡ s♦✉s✲t✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si ❡t
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡✛♦rts µi✳ ❖♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳
❖♥ ❛ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s♦✉s t✐tr❡ ✸✳✷✳✷✱ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

σkl = Aklmnǫmn +Bklmnκmn

mkl = Cklmnǫmn +Dklmnκmn

❖♥ ♣❡✉t ❧❡s ♣rés❡♥t❡r ❡♥ ✷❉ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡






σx
σy
σxy
σyx
mxz

myz







=

[
[A] [B]
[C] [D]

]







ǫx
ǫy
ǫxy
ǫyx
κxz
κyz







✭✸✳✸✳✻✼✮

❖♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡❧❛ à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❆♣rès ❤♦♠♦❣é✲
♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✬ét❛♥t ❢❛✐t❡ s✉r ❞❡✉① ♦r❞r❡s sé♣❛rés✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
un
1 ❡t φn

0 s♦♥t✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ un

2 ❡t φn
1 s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡ ✭✈♦✐r ❧❡ s♦✉s

t✐tr❡ ✸✳✸✳✹✳✷✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té
❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
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σ ∼ 1

g

(
Si
1 + εSi

2

)
⊗ ∂R

∂λi

σ ∼ 1

g
Si
1 ⊗

∂R

∂λi
︸ ︷︷ ︸

[A]{ǫ}

+
1

g
εSi

2 ⊗
∂R

∂λi
︸ ︷︷ ︸

[B]{κ}

✭✸✳✸✳✻✽✮

m ∼ 1

g

(
µi

1 + εµi
2

)
⊗ ∂R

∂λi

m ∼ 1

g
εµi

1 ⊗
∂R

∂λi
︸ ︷︷ ︸

[C]{ǫ}

+
1

g
ε2µi

2 ⊗
∂R

∂λi
︸ ︷︷ ︸

[D]{κ}

✭✸✳✸✳✻✾✮

❖r✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❬❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ▼❛s✐❛♥✐✱ ✶✾✾✾❪
❧❡s ♣s❡✉❞♦ t❡♥s❡✉rs [B] ❡t [C] s♦♥t ♥✉❧s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜♦r♥és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ à ❝❡ t②♣❡
❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs µi

1 ❡t Si
2 ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♥✉❧s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à

✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡✛♦rt

Si ∼ Si
1 ∼

∑

b∈BR

(

Esη
(
eb ·∆U1

)
eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3Lb0
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

eb⊥
)

δib

✭✸✳✸✳✼✵✮

∼
∑

b∈BR

(
N b

1e
b + T b

1te
b⊥) δib ✭✸✳✸✳✼✶✮

µi ∼ µi
2 ∼

∑

b∈BR

(

ε2

(

Esη
3

(
Lb
)2

12

(

−φOR(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib + φ

ER(b)
1

)))

δib

︸ ︷︷ ︸

∑

b∈BR

1

2
ε2

(

M
E(b)
2 −M

O(b)
2

)

δib=
∑

b∈BR






M

E(b)
2 +ε

Lb

2
(eb∧Tb

2)






.e3δib

✭✸✳✸✳✼✷✮

❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ N b
1 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛

✈❡rs✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✹✸✮ ❛♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ε→ 0✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s T b

1t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✹ ❡tMn
2 ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✳✸✳✹✾

❡t ✸✳✸✳✹✽✳
■❧ s✉❜s✐st❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Si ❡t µi ✿ ❝❡

s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts un
1 ✱ un

2 ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ φn
0 ❡t φn

1 ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ▲❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ ❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ s♦✉s✲t✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
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✸✳✸✳✹✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✱
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ s✉❜s✐st❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts un

1 ✱ u
n
2 ✱ ❡t ❞❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ φn

1 ✱ φ
n
0 ✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡❝♦✉✈r❡♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
❧❡s r♦t❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡❝♦✉✈r❡♥t ❞❡✉① ♦r❞r❡s✱ ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t éq✉✐❧✐❜ré à ❝❡s ❞❡✉① ♦r❞r❡s✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ L✱
♥✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❀ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ l✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé ❧❡ r❛♣♣♦rt ε ❝♦♠♠❡ ét❛♥t l = εL✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
q✉✐ s✉✐✈❡♥t εL ♣❛r l✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❡✛♦rts✱ ♦♥ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✸✳✸✳✷✾✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
é❝r✐r❡

∑

b∈BR

Tbε.(vε (E (b))− vε (O (b))) = 0

∑

b∈BR

(
Neb + Tte

b⊥) · (v (E (b))− v (O (b))) = 0 ✭✸✳✸✳✼✸✮

❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st s✉r ❞❡✉① ♦r❞r❡s✱ ♦♥ ✈❛ ❧❛ rés♦✉❞r❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡







∑

b∈BR

(
N b

1e
b + T b

1te
b⊥) .(v (E (b))− v (O (b))) = 0

∑

b∈BR

(
N b

2e
b + T b

2te
b⊥) .(v (E (b))− v (O (b))) = 0

✭✸✳✸✳✼✹✮

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡







∑

b∈BR

(

Esη
(
eb ·∆U1

)
eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U1 −

1

2
Esη

3lb0
(

φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

))

eb⊥
)

· (v (E (b))− v (O (b))) = 0

∑

b∈BR

(

Esη
(
eb ·∆U2

)
eb +

(

Esη
3eb⊥ ·∆U2 −

1

2
Esη

3lb0
(

φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0

∂λi
δib
))

eb⊥
)

·(v (E (b))− v (O (b))) = 0

✭✸✳✸✳✼✺✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s v(.) s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
s♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s n éq✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ✭♦✉ 4n éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✮✱ n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s
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❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ ✈❛ r❛✐s♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✵✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ s✬é❝r✐t







∑

b∈BR

(

M
O(b)
1 .w (O (b)) +M

E(b)
1 .w (E (b))

)

= 0

∑

b∈BR

(

M
O(b)
2 .w (O (b)) +M

E(b)
2 .w (E (b))

)

= 0
✭✸✳✸✳✼✻✮

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡







∑

b∈BR

((

kbf
lb

6

(

Lb
(

2φ
OR(b)
0 + φ

ER(b)
0

)

− 3eb⊥ ·
(
∆Ub

1

))
)

e3

)

.w (O (b))

+

((

kbf
lb

6

(

lb
(

φ
OR(b)
0 + 2φ

ER(b)
0

)

− 3eb⊥ ·
(
∆Ub

1

))
)

e3

)

.w (E (b)) = 0

∑

b∈BR

((

kbf
lb

6

(

lb
(

2φ
OR(b)
1 + φ

ER(b)
1 +

∂φ0(λ
ε)

∂λi
δib
)

− 3eb⊥ ·
(
∆Ub

2

)
))

e3

)

.w (O (b))

+

((

kbf
lb

6

(

lb
(

φ
OR(b)
1 + 2

(

φ
ER(b)
1 +

∂φ0(λ
ε)

∂λi
δib
))

− 3eb⊥ ·
(
∆Ub

2

)
))

e3

)

.w (E (b)) = 0

✭✸✳✸✳✼✼✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ✈✐rt✉❡❧❧❡s w(.) s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
s♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s n éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ✭❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ w(.) ❡st ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à e3✮✱
n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ φn
0 ✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡s

✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ [ǫ]✳ ❖♥ ♣❡✉t s❝✐♥❞❡r ❝❡ t❡♥s❡✉r
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ✈❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r
φ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ à ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ✷❉✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡

φn
0 = ciǫ

{}
i

︸︷︷︸

φn
0{}

+ diǫ
}{
i

︸︷︷︸

φ

✸✳✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✼✼ ❡t ✸✳✸✳✼✺✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♦r❞r❡s✱ ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ n éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬❡✛♦rt ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ✈♦♥t s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿
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∑

b∈BR, ER(b)=1

N b
1e

b + T b
1te

b⊥ +
∑

b∈BR, OR(b)=1

−N b
1e

b − T b
1te

b⊥ = 0 ✭✸✳✸✳✼✽✮

... ✭✸✳✸✳✼✾✮
∑

b∈BR, ER(b)=n

N b
1e

b + T b
1te

b⊥ +
∑

b∈BR, OR(b)=n

−N b
1e

b − T b
1te

b⊥ = 0 ✭✸✳✸✳✽✵✮

∑

b∈BR, O(b)=1

M
O(b)
1 +

∑

b∈BR, E(b)=1

M
E(b)
1 = 0 ✭✸✳✸✳✽✶✮

... ✭✸✳✸✳✽✷✮
∑

b∈BR, O(b)=n

M
O(b)
1 +

∑

b∈BR, E(b)=n

M
E(b)
1 = 0 ✭✸✳✸✳✽✸✮

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✼✽ à ✸✳✸✳✽✶ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[M1]

















u11
...
un1
v11
...
vn1
φ1
0

...
φn
0

















=





q11
...
q3n1



 ✭✸✳✸✳✽✹✮

❛✈❡❝ [M1] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3n × 3n✱ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ui1

❡t vi1 ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ui
1 =

[
ui1
vi1

]

❞✉ ♥♦❡✉❞ i ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ φi
0 ❧❡s

✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦❡✉❞ i ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t qi1 ∈
{

0,
∂u

∂x
,
∂v

∂y
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x

}

❧❡s ❞♦♥♥é❡s

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡

❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ui1✱ v
i
1 ❡t φi

0 s❡r♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

{
∂u

∂x
,
∂v

∂y
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x

}

✱

❝✬❡st à ❞✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ [ǫ]✳
❆✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✿

∑

b∈BR, ER(b)=1

N b
2e

b + T b
2te

b⊥ +
∑

b∈BR, OR(b)=1

−N b
2e

b − T b
2te

b⊥ = 0 ✭✸✳✸✳✽✺✮

...
∑

b∈BR, ER(b)=n

N b
2e

b + T b
2te

b⊥ +
∑

b∈BR, OR(b)=n

−N b
2e

b − T b
2te

b⊥ = 0
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∑

b∈BR, O(b)=1

M
O(b)
2 +

∑

b∈BR, E(b)=1

M
E(b)
2 = 0 ✭✸✳✸✳✽✻✮

...
∑

b∈BR, O(b)=n

M
O(b)
2 +

∑

b∈BR, E(b)=n

M
E(b)
2 = 0

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✽✺ à ✸✳✸✳✽✻ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[M2]

















u12
...
un2
v12
...
vn2
φ1
1

...
φn
1

















=





q12
...
q3n2



 ✭✸✳✸✳✽✼✮

❛✈❡❝ [M2] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3n × 3n✱ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱

ui2 ❡t vi2 ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ui
2 =

[
ui2
vi2

]

❞✉ ♥♦❡✉❞ i ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ φi
1

❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦❡✉❞ i ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t qi2 ∈
{

0,
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

}

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ui2✱ v
i
2

❡t φi
1 s❡r♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

{
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

}

✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ [κ]✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ✶✵ s♦♥t kbl = Esη ❡t kbf = Esη
3

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❝❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ 3n éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s♦✐t 6n éq✉❛t✐♦♥s ❛✉
t♦t❛❧✱ ❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté 6n ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❞❡✉① ❢♦✐s 2n ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t n ✐♥❝♦♥♥✉❡s
❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✮ ❀ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❧✬♦♠❡t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
♣✉✐s ♦♥ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❆♣rès ❛✈♦✐r rés♦❧✉ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❡✛♦rts ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
N b

1 , T
b
1t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si ❡t ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts

❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ME(b)
2 , M

O(b)
2 ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ µi✳ ▲❡s

❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s❡r✈✐r♦♥t✱ ❧✬✉♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r
❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❡r ♣❛r ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t

✶✵✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✲

❧❡♥t❡ kbl =
EsS

lb
✱ ❡t kbf =

12EsI
b

(lb)
3



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❉❊ ❚❘❊■▲▲■❙
➱▲❆❙❚■◗❯❊❙ ❱❊❘❙ ❯◆ ▼■▲■❊❯ ❈❖◆❚■◆❯ ▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ✶✶✷

✭❛✮ tr❡✐❧❧✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

n1

Y2

Y1

b1

b2

i

j

l

✭❜✮ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶ ✕ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛✐t❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr❡✐❧❧✐s ré♣ét✐t✐❢
❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♥✬ét❛♥t q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛♣❧❡✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈ ♦ù ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ✐ss✉ ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é✳

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳

✸✳✹✳✶ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✷❉✱ ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✶✮✳ ✶✶

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lb = l✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡s ♣♦✉tr❡s s♦♥t
❛❧♦rs

e1 = (1, 0)T ❀ e2 = (0, 1)T

❖♥ ♣♦s❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u0 =

[
u
v

]

✱ ❡t φ ❧❛ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❡st

✶✶✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡ eλi ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s❡r♦♥t ♥♦tés
Yi✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❝✉r✈✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ Li ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
❝❛rtés✐❡♥✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞✉ r❡♣èr❡ ❝❛rtés✐❡♥ s♦♥t ♥♦tés ei = (i, j,k)✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❆❙❨▼P❚❖❚■◗❯❊ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❉❊ ❚❘❊■▲▲■❙
➱▲❆❙❚■◗❯❊❙ ❱❊❘❙ ❯◆ ▼■▲■❊❯ ❈❖◆❚■◆❯ ▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ✶✶✸

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ x
R→ x(λ)✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r♦♥t ❧❡s

q✉❛tr❡ sér✐❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s un
1 ✱ un

2 ✱ φn
0 ❡t φn

1 ❛✈❡❝ n ∈ NR✳

✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

(

∂U

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→
(

∂U

∂λi

)

(i,j)

❡t

(

∂φ

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→
(

∂φ

∂λi

)

(i,j)

✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ✉t✐❧❡ s✐

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥
♦♠❡t ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t t❡♥s❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝✉r✈✐❧✐♥é❛✐r❡s✳

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞✬éq✉❛t✐♦♥s equ1[1..Nmax] ✱equ2[1..Nmax] ❡t equ3[1..Nmax] ❡t equ4[1..Nmax] ❛✈❡❝ Nmax ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ equ1 ❡t equ4 s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❡♠❜r❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ equ2 ❡t
equ3[1..Nmax] s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❡♠❜r❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✳

✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b ∈ BR ✿

❛✮ E := ER(b)✱ O := OR(b)

❜✮ ∆Ub
1 := uE

1 −uO
1 +

∂U

∂λi
δi✱ kl := Esη ❡t kf := Esη3 ✭❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡

kl := Es
t

lb
❡t kf := Es

t3
(

lb
)3

✮

❝✮ N1 := kl
(

eb ·
(

∆Ub
1

))

✱ T1t := kf

(

eb⊥ ·
(

∆Ub
1

)

− Lb

2

(

φO
0 + φE

0

)

)

✱

❞✮ MO
1 := kf

lb

6

(

lb
(

2φO
0 + φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
1

))

✱ ME
1 := kf

lb

6

(

lb
(

φO
0 + 2φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
1

))

❡✮ equ1[E(b)] := equ1[E(b)]+Nb
1e

b+T b
1te

b⊥ ❀ equ1[O(b)] := equ1[O(b)]−Nb
1e

b−T b
1te

b⊥✳ ✭■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥✮

❢✮ equ2[E(b)] := equ2[E(b)] +ME
1 ✱ equ2[O(b)] := equ2[O(b)] +MO

1

✺✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ 3Nmax ❧✐❣♥❡s ❛✉ t♦t❛❧
[

equ1
]

=











[

0
0

]

...
[

0
0

]











✱
[

equ2
]

=





0
...
0





✻✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un
1 ❡t φn

0

✼✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ =
1

2

(

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ φn
0 ✳

✽✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ✹ à ✻ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un
2 ❡t φn

1 ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

❛✮ ∆Ub
2 := uE

2 − uO
2

❜✮ N2 := kl
(

eb ·
(

∆Ub
2

))

✱ T2t := kf

(

eb⊥ ·
(

∆Ub
1

)

− lb

2

(

φO
1 + φE

1 +
∂φ

∂λi
δi
))

❝✮ MO
2 := kf

lb

6

(

lb
(

2φO
1 + φE

1 +
∂φ

∂λi
δi
)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
2

)

)

✱ ME
2 :=

kf
lb

6

(

lb
(

φO
1 + 2

(

φE
1 +

∂φ

∂λi
δi
))

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
2

)

)

✾✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Si =
∑

b∈BR

(

Nb
1e

b + T b
1te

b⊥)

δib ❡t ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s µ
i =

∑

b∈BR

1

2

(

M
E(b)
2 −M

O(b)
2

)

δib✳

✶✵✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi
❡t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ m =

1

g
µ

i ⊗ ∂R

∂λi

✶✶✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r [K] t❡❧ q✉❡



























σx

σy

σxy

σyx

mxz

myz



























= [K]



























ǫx
ǫy
ǫxy
ǫyx
κxz

κyz



























✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ [S] =

[K]−1

✶✷✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡

❛✮ µ∗, κ à ♣❛rt✐r ❞❡

{

µ∗ + κ = K33

µ∗ = K34
❀ γ = K55

❜✮ G∗ = µ∗ +
κ

2
❀E∗

1 =
1

S11
❀ ν∗12 = −S21 · E∗

1

❝✮ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✱ t❡❧❧❡ q✉❡
γ

❀ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✱ t❡❧ q✉❡
κ

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♠✐❝r♦✲
♣♦❧❛✐r❡
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♣♦✉tr❡ ✶ ♣♦✉tr❡ ✷

❖✭❜✮ ✶ ✶
❊✭❜✮ ✶ ✶
δ1 ✶ ✵
δ2 ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

∂u0(λ)

∂λi
=






∂u

∂λi
∂v

∂λi






(Y1,Y2)

❀
∂φ

∂λi (Y1,Y2)
=

∂φ

∂λi

■❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛r✲
tés✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ▼❛♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① r❡♣èr❡s ✈❛✉t
R = [ lλ1

︸︷︷︸

x

, lλ2
︸︷︷︸

y

](i,j)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❝❛rtés✐❡♥ ✿

∂u0(λ)

∂λ1
=






l
∂u

∂x

l
∂v

∂x






(i,j)

❀
∂u0(λ)

∂λ2
=






l
∂u

∂y

l
∂v

∂y






(i,j)

∂φ

∂λ1 (Y1,Y2)
= l

∂φ

∂x (i,j)
❀
∂φ

∂λ2 (Y1,Y2)
= l

∂φ

∂y (i,j)

❖♥ ♣❡✉t ❝♦❞❡r ❝❡ tr❡✐❧❧✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦❡✉❞s
♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❡①tré♠✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s δi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✽✺ ❡t ✸✳✸✳✽✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

N1
1 = kl

∂u

∂x
❀ N2

1 = kl
∂v

∂y
❀ T 1

1t = kf

(

l
∂v

∂x
− lφ1

0

)

❀ T 2
1t = kf

(

−l ∂u
∂x

− Lφ1
0

)

M
E(1)
1 =

kf l
2

2

(

φ1
0 −

∂v

∂x

)

❀ MO(1)
1 =

kf l
2

2

(

φ1
0 −

∂v

∂x

)

❀ ME(2)
1 =

kf l
2

2

(

φ1
0 +

∂u

∂y

)

❀ M b2
O =

kf l
2

2

(

φ1
0 +

∂u

∂y

)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ✢❡①✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿ kl = Esη =
Est

b

lb
✱

kf = Esη
3 =

12EsIz

(lb)3
✳

■❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ φ1
0✱

q✉✐ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t

φ1
0 =

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
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▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ φ1
0 =

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

=

φ✳
❆✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

N1
2 = 0 ❀ N2

2 = 0 ❀ T 1
2t = −kf l

2

(

2φ1
1 + l

∂φ

∂x

)

❀ T 2
2t = −kf l

2

(

2φ1
1 + l

∂φ

∂y

)

M
E(1)
2 =

kf l
2

6

(

3φ1
1 + 2l

∂φ

∂x

)

❀MO(1)
2 =

kf l
2

6

(

3φ1
1 + l

∂φ

∂x

)

❀ME(2)
2 =

kf l
2

6

(

3φ1
1 + 2l

∂φ

∂y

)

❀

M
O(2)
2 =

kf l
2

6

(

3φ1
1 + l

∂φ

∂y

)

❆✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ1
1 q✉✐ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ✈❛✉t

φ1
1 = − l

4

(
∂φ

∂x
+
∂φ

∂y

)

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Si❡t µi✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✼✵ ❡t ✸✳✸✳✼✷

S1 =






kll
∂u

∂x

kf l

(
∂v

x
− φ

)




 ❀ S2 =







kf l

(
∂u

y
− φ

)

kll
∂v

∂y






❀ µ1 =








0

0

kf l
3

12
∂φ
∂x







❀ µ2 =








0

0

kf l
3

12
∂φ
∂y








■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞❡✉① t❡♥s❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✷✺ ❡t ✸✳✸✳✷✻ ✿

σ =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi

m =
1

g
µi ⊗ ∂R

∂λi

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ R = lλ1
︸︷︷︸

x

i + lλ2
︸︷︷︸

y

j✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
∂R

∂λ1
=

[
l
0

]

❡t
∂R

∂λ2
=

[
0
l

]

❡t ❧❡

❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥♥❡✱ g = l2 ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

σ =
1

l2

(

S1 ⊗ ∂R

∂λ1
+ S2 ⊗ ∂R

∂λ2

)

=




kl

∂u
∂x

kf

(
∂u
∂y

+ φ
)

kf
(
∂v
∂x

− φ
)

kl
∂v
∂y



 ✭✸✳✹✳✶✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ♠✳ ■❧ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤♦rs ♣❧❛♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥✱ s✉♣♣♦rt ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♠♦♠❡♥ts µi✱ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❡t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❛ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r
✉♥✐té à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝❛rtés✐❡♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
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R = lλ1
︸︷︷︸

x

i+ lλ2
︸︷︷︸

y

j+ λ3
︸︷︷︸

z

k ✭✸✳✹✳✷✮

m =
1

l2

(

µ1 ⊗ ∂R

∂λ1
+ µ2 ⊗ ∂R

∂λ2

)

=








0 0 0

0 0 0

kf l
2

12
∂φ
∂x

kf l
2

12
∂φ
∂y

0








✭✸✳✹✳✸✮

▼❛❧❣ré ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ♦❜t❡♥✉✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ m31 ❡t m32 ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧❛♥✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡

{σ} =







σx
σy
σxy
σyx
mxz

myz







= [K]







ǫx
ǫy
ǫxy
ǫyx
κxz
κyz







= [K]







∂u
∂x
∂v
∂y

∂v
∂x

− φ
∂u
∂y

+ φ
∂φ
∂x
∂φ
∂y







✭✸✳✹✳✹✮

❛✈❡❝ [K] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ✐❝✐ é❣❛❧❡ à

[K] =












kl
kl

kf
kf

kf l
2

12
kf l

2

12












=














Esη 0 0 0 0 0

0 Esη 0 0 0 0

0 0 Esη
3 0 0 0

0 0 0 Esη
3 0 0

0 0 0 0 l2Esη3

12
0

0 0 0 0 0 l2Esη3

12














=











Est
l

Est
l

12EsIz
l3

12EsIz
l3

EsIz
l

EsIz
l











=











K11

K22

K
K44

K55

K66











✭✸✳✹✳✺✮

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉ ✜♥❛❧ q✉❡ tr♦✐s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✐✛ér❡♥ts K11 = K22✱K33 = K44 ❡t
K55 = K66✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞ès ❧♦rs ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡st tr✐✈✐❛❧✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ♦rt❤♦tétr❛❣♦♥❛❧✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
tr❛✈❛✐❧❧❡♥t✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît

E∗
1 = E∗

2 = kl = Es η =
Es t

l
✭✸✳✹✳✻✮
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1 2

3

n1

n2

n1

n1

Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷ ✕ ❙②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ♥✉❧

ν12 = ν21 = 0 ✭✸✳✹✳✼✮

▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s κ ❡t µ∗✱ s✬❡①♣r✐♠❡♥t s❡❧♦♥

κ = kf = Es η
3 = 12

Es Iz

l3
✭✸✳✹✳✽✮

µ∗ = 0 ✭✸✳✹✳✾✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ● éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✈❛✉t

G =
kf
2
= Es η3

2
= 6

Es Iz

l3
✭✸✳✹✳✶✵✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s ♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ✿

γ =
kf l

2

12
=
EsIz
l

✭✸✳✹✳✶✶✮

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡r❛ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✿

✕ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ L2
cara =

l2

24

✕ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ N2
coupl = 1

2
✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ✶✱

♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✏❝♦✉♣❧❡ str❡ss✑ ♠❛✐s ❜✐❡♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳

✸✳✹✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ✬♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡✬✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✳
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♣♦✉tr❡ ✶ ✷ ✸

❖✭❜✮ ✶ ✷ ✷
❊✭❜✮ ✷ ✶ ✶
δ1 ✵ ✶ ✵
δ2 ✵ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧

❈❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❀ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡s ✭♥♦r♠❡ ❞❡ Y1 ❡t Y2 ❞❛♥s
❧❡ r❡♣èr❡ ❝❛rtés✐❡♥✮ s♦♥t l1 = l2 =

√
3l✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

s②♥t❤ét✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ✸✳✸✳

◆♦✉s ♣♦s❡r♦♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❛①✐❛❧❡ ❡t ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥ts ✿ kf = Esη
3 =

12Es Iz
l3

❡t kl = Esη =
Es t

l
✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

[σ] =





kl
√
3(kl

∂u
∂x

+3 kf
∂u
∂x

+kl
∂v
∂y

−( ∂v
∂y )kf )

6(kl+kf )

kf
√
3(kl ∂v

∂x
−kf

∂v
∂x

+kf
∂u
∂y

+3 ( ∂u
∂y )kl+2φ kl+2 kf φ)

6(kl+kt)

kf
√
3(3 kl

∂v
∂x

+( ∂u
∂y )kl+kf

∂v
∂x

−kf
∂u
∂y

−2φkl−2 kf φ)

6(kl+kf )

kl
√
3(kl ∂u

∂x
−kf

∂u
∂x

+kl
∂v
∂y

+3 ( ∂v
∂y )kf)

6(kl+kf)





❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✶✷

m =








0 0 0

0 0 0
√
3l2kf
36

∂φ
∂x

√
3l2kf
36

(
∂φ
∂y

)

0








❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r

✶✷✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ m ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✸①✸ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s s❡✉❧ s♦♥t
✈❛❧✐❞❡s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts m31❡t m32
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[K] =



















√
3kl (kl+3 kf)
6(kl+kf )

√
3kl (kl−kf)
6(kl+kf )

0 0 0 0
√
3kl (kl−kf)
6(kl+kf )

√
3kl (kl+3 kf)
6(kl+kf )

0 0 0 0

0 0
√
3kf (kf+3 kl)
6(kl+kf )

√
3kf (kl−kf)
6(kf+kf )

0 0

0 0
√
3kf (kl−kf)
6(kf+kf )

√
3kf (kf+3 kl)
6(kl+kf )

0 0

0 0 0 0
√
3kf .l

2

36
0

0 0 0 0 0
√
3kf .l

2

36



















[K] =



































1

6

√
3Es η (1+3 η2)

1+η2 −
1

6

√
3Es η (−1+η2)

1+η2 0 0 0 0

−
1

6

√
3Es η (−1+η2)

1+η2

1

6

√
3Es η (1+3 η2)

1+η2 0 0 0 0

0 0
1

6

√
3Es η3(3+η2)

1+η2 −
1

6

√
3Es η3(−1+η2)

1+η2 0 0

0 0 −
1

6

√
3Es η3(−1+η2)

1+η2

1

6

√
3Es η3(3+η2)

1+η2 0 0

0 0 0 0 Esη
3
√

3l2

36
0

0 0 0 0 0 Esη
3
√

3l2

36



































❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
♥♦♥ ♣♦❧❛✐r❡✱ ❤♦r♠✐s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts K55 ❡t K66 q✉✐ ♥✬❡①✐st❡♥t ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✿

µ∗ =
1

6

√
3kf (kl − kf )

kl + kf
= −

√
3Es η3 (−1 + η2)

6 (1 + η2)
= −2

Iz Es (−tl2 + 12 Iz)
√
3

l3 (tl2 + 12 Iz)
✭✸✳✹✳✶✷✮

κ =
kf
√
3

3
=

Es η3
√
3

3
= 4

√
3Iz Es

l3
✭✸✳✹✳✶✸✮

E∗ =
4
(
kfkl

√
3
)

3 (kl + 3kf )
== 4/3

Es η3
√
3

1 + 3 η2
= 16

√
3Es Iz t

l (tl2 + 36 Iz)
✭✸✳✹✳✶✹✮

ν =
kl − kf
kl + 3kf

= −−1 + η2

1 + 3 η2
= −−tl2 + 12 Iz

tl2 + 36 Iz
✭✸✳✹✳✶✺✮

G∗ =
1

3

klkf
√
3

kl + kf
=

Es η3
√
3

3 (1 + η2)
= 4

√
3Es Iz t

l (tl2 + 12 Iz)
✭✸✳✹✳✶✻✮

γ =

√
3kf .l

2

36
=

√
3Iz Es

3 l
✭✸✳✹✳✶✼✮
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l2cara =
l2 (kl + kf )

48kl
=
l2 (1 + η2)

48

N2 =
kl + kf
3kl + kf

==
1 + η2

3 + η2

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s q✉❛♥t ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉✐
❡st é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ Pr❛❞❡❧ ❞❛♥s
Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❑✉♠❛r ❡t ▼❝❉♦✇❡❧❧ ❞❛♥s ❑✉♠❛r ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧ ❬✷✵✵✾❪✱ q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s✳ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❇②s❦♦✈ ❬✷✵✵✷❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s à ✶✷✵➦✮✱ ✐❧s tr♦✉✈❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧✐és ❛✉
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳

▼ê♠❡ s✐ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t q✉❛♥❞
♠ê♠❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❜❛q✉s✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❈❛s♦❧♦ ❬✷✵✵✻❪
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✸✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡ γ s❡r❛ é✈❛❧✉é
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✷❉ ✭✈♦✐r
❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✮✳

✸✳✹✳✸ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t ✜♥✐✳ ❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❧❡s t❡sts ❛✈❡❝ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ s♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❡ 16 × 16 ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ♣❛r ❝ôtés ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ❬❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧✱ ✷✵✵✽❪✳

✸✳✹✳✸✳✶ ❚❡st ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❖♥ ❛ r❡♣r✐s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❈❛s♦❧♦ ❬✷✵✵✻❪ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K33✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❝❡s t❡sts s♦♥t ❡①♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✸✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ t❡st ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ❝♦♥s✐st❡
à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❧❛tér❛❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ♦♣♣♦sé❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ✉♥ ❡✛♦rt ❧✐♥é✐q✉❡ ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ♣❛r ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s
❝❛rré✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ φ✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✉✐t
❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞✳ ▼❛✐s ❞❡ ❢❛✐t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs
♥♦❡✉❞s ♣❛r ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

▲❡s t❡sts ♦♥t été ❢❛✐t ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r ❆❜❛q✉s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉tr❡s ❞❡
t②♣❡ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❇✷✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❆❜❛q✉s✮✱ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts ♣❛r ♣♦✉tr❡s✳ ▲❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✹✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❛✉① ❜♦r❞s ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥
♥✉❧❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❡♥❝❛stré✳ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st ❞❡
❧✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s Es = 72000▼P❛✱ ν = 0, 33✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st
❞❡ ✶ ♠♠ ❞❡ ❝ôté✱ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ 16×16 ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡s ♣♦✉tr❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l = 0, 0625
♠♠ ❡t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r t = 0, 005 ♠♠ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ✉♥ r❛♣♣♦rt l/t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ✉♥
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Fcis

Fcis

Fcis

Fcis

Cisaillement pur
Microrotation pure

Fcis

Fcis

Fcis

Fcis

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡sts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K33 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s✱ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜é ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s s✉r ❧❡s ❜♦r❞s✱ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ✢❡①✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞ ♦♣♣♦sé q✉✐
❞♦✐✈❡♥t ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠ê♠❡ r✐❣✐❞✐té ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦✉tr❡✳ ▲❛ r✐❣✐❞✐té ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Iz = t3

12
✱ ♣♦✉r q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s ❛✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r✐❣✐❞✐té q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡

❧❡✉r ❧❛r❣❡✉r s♦✐t t′ =3

√

t3

2
= 0, 003968♠♠✳

❖♥ ❝❤❛r❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛♦rt ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❞❡ ✶ ◆ ♣❛r ❝ôtés✳ ▲❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ét❛♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡ σxy = σyx✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✺ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
s❛♥s ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ✶✸ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❉✬❛♣rès

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✸✳✷✳✽ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♦❜t❡♥✐r σxy = K33εxy = K33(
∂v

∂x
− φ)✱ s♦✐t ❝♦♠♠❡ φ = 0 ❞❛♥s ❝❡

❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱

σxy = K33
∂v

∂x
✭✸✳✹✳✶✽✮

⇒ K33 =
σxy

∂v/∂x
✭✸✳✹✳✶✾✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ❧✬❡✛♦rt ré♣❛rt✐ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ σxy =
1◆
1♠♠

= 1▼P❛ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱

❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦❡✉❞ ♥✶ ❛✉ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡

✸✳✹✳✹✮✳ ▲❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés Ui ❞❛♥s ❆❜❛q✉s✱ ❛✈❡❝ i ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝
∂v

∂x
=
U2(n1)

1♠♠
✳

✶✸✳ ❉❛♥s ❆❜❛q✉s✱ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❯❘✸ q✉✐ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡
rés❡❛✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à φ✳
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rotation nulle imposée

déplacement nul imposé

n1

n2

e1

e2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✹ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❧♦rs ❞✉ t❡st ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ K33(homogen.) K33(Abaqus) é❝❛rt ❡♥ ✪
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
∂v

∂x
=
U2(n1)

1♠♠
❂12EsIz

l3
=

σxy
∂v/∂x

2, 711× 10−2♠♠ ✸✻✱✽✻ ▼P❛ ✸✻✱✽✽ ▼P❛ ✵✱✵✺ ✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞✉ t❡st ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡
♠♦❞✉❧❡ K33 ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡t ♣❛r ❊❋

❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ r❛✐s♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K44 ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t U1(n2)✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t

U2(n1) = 2, 711 × 10−2♠♠✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡
∂v

∂x
=
U2(n1)

1♠♠
= 2, 711 × 10−2 ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡

K33 ❡st✐♠é ♣❛r ❆❜❛q✉s K33(Abaqus) =
σxy

∂v/∂x
=

1

2.711× 10−2
= 36, 88▼P❛✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠✲

♣❛r❡r ❝❡ rés✉❧t❛t à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ K33(homogen.) =
12EsIz

L3 = Esη
3 =

72000

(
0.005

0.0625

)3

= 36.86▼P❛✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✉♥❡

❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✳
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UR3

-4.344e-02

-3.620e-02

-2.896e-02

-2.172e-02

-1.448e-02

-7.239e-03

+5.588e-09

+7.239e-03

+1.448e-02

+2.172e-02

+2.896e-02

+3.620e-02

+4.344e-02

2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✺ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❯❘✸ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ♣❛r ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s

✸✳✹✳✸✳✷ ❚❡st ❡♥ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ♣✉r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K33✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♦♥ ♥❡ ❝ré❛♥t q✉✬✉♥❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥
s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✸✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐
✉♥ ♠✐❝r♦❝♦✉♣❧❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ■❧ ❢❛✉t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❞❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s q✉✐ ❝ré❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ éq✉✐❧✐❜r❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
♠✐❝r♦♠♦♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ t❡st ❡♥ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ♣✉r❡✱ ♦♥ ❛ ❡✉ r❡❝♦✉rt à ✉♥❡
♣❡t✐t❡ ❛st✉❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡s
♠♦♠❡♥ts ✉♥✐❢♦r♠❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ▼❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧✱ ❝❛r ❝❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t r❡❧✐és à tr♦✐s ♣♦✉tr❡s ❡t ♥♦♥ q✉❛tr❡✳ ❈❡❧❛ ❝ré❡
✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ P♦✉r
❛✈♦✐r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦♥ ❛ ♣r♦❝é❞é ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ✭❝❡♥tr❛❧❡✮ ❞❡s ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♦♥ ❛
♠♦❞✐✜é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ σxy = K33εxy = K33(
∂v

∂x
− φ)✱

♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
∂v

∂x
= 0✱ ♦♥ ❡♥ t✐r❡ K33 = −σxy

φ
✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✳ ▲✬é❝❛rt ❡st ❞❡ ✵✱✶✪ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t
♣❡♥s❡r q✉❡ ♥♦s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ K33 ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳
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rotation imposée

déplacement nul imposé

n1

n2

e1

e2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✻ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❧♦rs ❞✉ t❡st ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ❡♥ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s ♣✉r❡s

r♦t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ σxy ✐♠♣♦sé K33(homogen.) K33(Abaqus) é❝❛rt ❡♥ ✪

❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡♥ ❊❋ ❛✉ ❜♦r❞ ❂12EsIz
l3

= −σxy
φ

φ = 15, 2544× 10−3 r❛❞ ✳ ✲✵✱✺✻✸✶ ◆ ✸✻✱✽✻ ▼P❛ ✸✻✱✾✶ ▼P❛ ✵✱✶✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ♣✉r❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K33 ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
❝❛rré✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡t ♣❛r ❊❋

✸✳✹✳✸✳✸ ❚❡st ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ à ✈ér✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K55 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [K] ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✳
❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡✳ ❖♥
✐♥✈✐t❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✼✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡

(E∗I∗z +K55H)
∂φ

∂x
= −Mf ✭✸✳✹✳✷✵✮

❛✈❡❝ E∗ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ t❡❧ q✉❡ E∗ =
Est

l
✱ I∗z
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M

-M
W

H

Les deux poutres aux extrémités ont une très grande rigidité

microstructure de la poutre, carré ou hexagonale, selon le cas x

y

z

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✼ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡

♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ③ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ I∗z =
H3

12
✱ ❛✈❡❝ H ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛

♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ K55 = γ ét❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t t❡❧ q✉❡

K55 =
EsIz
l

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Iz =
t3

12
❞❛♥s

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é ❛✉① ♠✐❝r♦♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r t ❡t Es ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡✳

❙✐ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✵✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
(
EstH

3

12l
+
Est

3H

12l

)
∂φ

∂x
= −Mf ✭✸✳✹✳✷✶✮

EstH

12l

(
H2 + t2

) ∂φ

∂x
= −Mf ✭✸✳✹✳✷✷✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♥♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✢❡①✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡ s✬é❝r✐t

EstH
3

12l

∂φ

∂x
= −Mf ✭✸✳✹✳✷✸✮

▲✬❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡r♠❡ t2. ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ t2 s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ H2✳ ❈♦♠♠❡ Mf ❡st
❝♦♥st❛♥t✱ ∂φ

∂x
❧✬❡st ❛✉ss✐ ❡t ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✷ ❡t ✸✳✹✳✷✸ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ x

φstandard = − MfW

Kstandard
f

✭✸✳✹✳✷✹✮

φmicropol = − MfW

Kmicropol
f

✭✸✳✹✳✷✺✮
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UR3

-4.920e-05
-4.100e-05
-3.280e-05
-2.460e-05
-1.640e-05
-8.200e-06
-1.819e-12
+8.200e-06
+1.640e-05
+2.460e-05
+3.280e-05
+4.100e-05
+4.920e-05

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✽ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❯❘✸❂φ✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❝❛rré❡✱ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡

❛✈❡❝ Kstandard
f =

EstH
3

12l
❡t Kmicropol

f =
EstH

12l
(H2 + t2)✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r✲

❜✉r❡ t♦t❛❧❡ φ ❡st ❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡
✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡t ❛♥❣❧❡ ❡t ✈é✲
r✐✜❡r s✬✐❧ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ré❛❧✐sé ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s
❆❜❛q✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts

H❂✸✱✼✺ ♠♠✱ h❂✷ ♠♠✱ l❂✵✱✾✸✼✺ ♠♠✱ Es❂✼✷✵✵✵ ▼P❛✱ W❂✾✵ ♠♠ ❡t Mf❂✶ ◆✳♠♠ ✶✹✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ UR3✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡

❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧ φ✳
❙✐ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ❧✬é❝❛rt ❛tt❡♥❞✉ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ φ(Abaqus)

❡t φstandard ❡st ❞❡
φmicropol − φstandard

φmicropol
=

t2

H2
✭✸✳✹✳✷✻✮

❙♦✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✉♥ é❝❛rt ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ t2/H2 = 28%✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t
φ(Abaqus) = −4.920× 10−5 − 4.920× 10−5 = −9, 84× 10−5 r❛❞✐❛♥s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✹ ❡t
✸✳✹✳✷✺ ♣ré❞✐s❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

φmicropol = 90
−12× 0, 9375

72000× 3, 75× 2× (3, 752 + 22)
= −10, 38× 10−5 r❛❞

❡t

φstandard = 90
−12× 0, 9375

72000× 3, 75× 2× 3, 752
= −13, 33× 10−5 r❛❞

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ φ(Abaqus) ❡t φmicropol ♦♥ ❛ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ✺✱✷ ✪ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✐é ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡
❜♦r❞s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ φ(Abaqus) ❡t φstandard ❧✬é❝❛rt ❡st ❞❡ ✸✺ ✪✳ ❚♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r très ♣r♦❝❤❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ K55✳

✶✹✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s h ❝♦♠♣♦s❛♥t
❧❡ tr❡✐❧❧✐s ✐♥tér✐❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝ôté L ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té
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φ(Abaqus) φmicropol φstandard

✈❛❧❡✉r −9, 84× 10−5 r❛❞ −10, 38× 10−5 r❛❞ −13, 33× 10−5 r❛❞

é❝❛rt
φi − φ(Abaqus)

φ(Abaqus)
❡♥ ✪ ✺✱✷ ✪ ✸✺✪

✭i= micropol, ou standard✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φ✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✢❡①✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉tr❡
à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛rré❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❊❋ ♦✉ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
K55 = γ ♦✉ ♥♦♥✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s é❝❛rts tr♦✉✈és ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❊❋ ♥✬❛ q✉❡ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s tr♦✉✈és✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉tr❡ à
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ♠✐❝r♦♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st très ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧❛r✲
❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ t2 ≪ H2✱ ❞ès ❧♦rs ❧✬❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❧♦rs ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s tr♦✉✈és ♣❛r
❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s✳

✸✳✹✳✸✳✹ ❚❡st ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧

■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡t ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s
❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡r
φ à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ✾✵➦ ✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ❞✉ t❡st ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ K55 ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡✳ ❈❡ t❡st ❡♥
✢❡①✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✼✮✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✬❛st✉❝❡✬ ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ✉♥❡ ♣♦✉tr❡
❛✈❡❝ ✶✻ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t tr♦♣ ✏♣♦❧❧✉é✑ ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s
✭❚❡❦♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘✳❖♥❝❦ ❬✷✵✵✽❪✱ ❖♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❡t ❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧ ❬✷✵✵✽❪✮✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✳
▲❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s❛♥s ❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✬❡①♣r✐♠❡ s❡❧♦♥

Mf = −E∗I∗z
∂φ

∂x
✭✸✳✹✳✷✼✮

❯♥❡ ♣♦✉tr❡ ❛✈❡❝ ❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❉✮ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✢❡①✐♦♥

Mf = − (E∗I∗z +K55H)
∂φ

∂x
✭✸✳✹✳✷✽✮

♣❤②s✐q✉❡ ♥❡ ❣ê♥❡ ♣❛s ❆❜❛q✉s ♣♦✉r s❡s ❝❛❧❝✉❧s
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UR3

-1.150e-04
-9.583e-05
-7.666e-05
-5.750e-05
-3.833e-05
-1.917e-05
-7.276e-12
+1.916e-05
+3.833e-05
+5.750e-05
+7.666e-05
+9.583e-05
+1.150e-04

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✾ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❯❘✸❂φ✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ♣✉r❡

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✹✮E∗ = 16
√
3Es Iz t

l(tl2+36 Iz)
✱

I∗z ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮ I∗z = H3

12
✱ K55 = γ ❧❡

♠♦❞✉❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ❝❛❧❝✉❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✵✱ K55 =
√
3Iz Es

3 l
✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦♣♦❧❛✐r❡ W = 0.372166 ♠♠✱
✕ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ l = 0.00256666 ♠♠✱
✕ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s t = 0.044419 ♠♠✱
✕ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ Es = 70000 ▼P❛✱
✕ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ H = 0.0666666 ♠♠✱
✕ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡①tré♠✐té Mf = 0.02 ◆✳♠✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳✾✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛rré✱ ♦♥
✐♥tè❣r❡ s✉✐✈❛♥t x ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✽ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡

φmicropol = − WMf

E∗I∗z +K55H
✭✸✳✹✳✷✾✮

à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝

φstandard = −MfW

E∗I∗z
✭✸✳✹✳✸✵✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼✳ ❖♥ ❛✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉tr❡ à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛rré✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ γ✳
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φ(Abaqus) φmicropol φstandard

✈❛❧❡✉r −2, 3× 10−4 r❛❞ −2.43× 10−4 r❛❞ −3.14× 10−4 r❛❞

é❝❛rt
φi − φ(Abaqus)

φ(Abaqus)
❡♥ ✪ ✺✱✻ ✪ ✸✼✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φ✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✢❡①✐♦♥ ❞❡
♣♦✉tr❡ à ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❊❋ ♦✉ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ K55 = γ ♦✉ ♥♦♥✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❤♦♠♦❣é♥é✐sés à ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❛ été ❝♦♥str✉✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡♠❛♥❞❡♥t à êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ❝❧❛r✐✜és✳

❙✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ét✉❞✐és s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr❡❝ts✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s
q✉❡❧q✉❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥✉✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛ ✈✐sé ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❤♦♠♦❣é♥é✐sé ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❀ ♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❈❡
♠✐❧✐❡✉ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s sé♣❛rés ♣♦✉r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t
✐ss✉ ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❀ ❡♥ r❡t♦✉r✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
sé♣❛rés s❡♠❜❧❡r❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ ✈❡rs ❝❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
q✉❡ s✐ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❧❡s
t❡♥s❡✉rs ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐ts à ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❧❡ ❞❡❣ré ✐♥✐t✐❛❧
❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s u ❡t φ✳ ▼❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣rés✉♣♣♦s❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐sé✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t
❡♥tr❛î♥é ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛✉tr❡ q✉❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭♠✐❧✐❡✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❄✮✳ ▲❡
♠✐❧✐❡✉ ♦❜t❡♥✉ s❡r❛✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❡t φ✳

❖♥ ❛ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✶✺✳
❖♥ s✬❡st ❛♣♣✉②é s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ♣♦st✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❡t s✐♠♣❧✐✜❡r
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❡♥
♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
♥♦♥ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s♦✐t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳✳✳✮ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ s♦✐t ❞❡
❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧✐✜é s❛♥s ❛✉❝✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✉♥ ❛s♣❡❝t q✉✐ ♠ér✐t❡r❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s✬②
✐♥tér❡ss❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ♣♦✲

✶✺✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st à s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ▲❛
s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡♥tr❛î♥❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ π✳
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s❡r❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛✐t ✈♦✐r
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❡✛❡t ré❡❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦✉ ❧✐♥é✐q✉❡ ❛♠è♥❡r❛ à s❡
♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ■❧ ♣❡✉t
② ❛✈♦✐r✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s✱
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣♦✉tr❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ à é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❛❞♦♣té q✉✐ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣♦✉tr❡s
❧♦♥❣✉❡s ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❛②❛♥t ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ r❛♣♣♦rt ❧♦♥❣✉❡✉r✴❧❛r❣❡✉r
✭tr❡✐❧❧✐s à ❢♦rt❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦♥ ❛✉r❛ ✐♥térêt à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❬❑✉♠❛r ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✹❪✳

▲❡s ♣♦✐♥ts q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈♦q✉❡r ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ✈✐s❡r ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t❡♥✉✱ ♦♥
♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s
❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳

❙✐ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✳✻✼ à ✸✳✸✳✻✾✮✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s [B] ❡t [D]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳✸✳✻ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧✐és à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [C]✱ s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ε3✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡✉① ❧✐és à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [A]✱ s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ε2✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ♥é❣❧✐❣❡r [C]
❞❡✈❛♥t [A]✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à
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✭✸✳✺✳✸✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
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❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦rt❡s
❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✭❛✉①ét✐q✉❡s ❡t ❝❤✐r❛✉① ✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝♦❞❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳



Chapitre 4
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s

❛✉①ét✐q✉❡s✳

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡s ✳ ✶✸✸

✹✳✷✳✶ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✷✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✷✳✸ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✹✳✸ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡
❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✸✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✸✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ t❡st❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✈✉ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ✶ ❖♥ ❢❡r❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥
tr❡✐❧❧✐s ♥♦♥✲❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s tr❛✐tés✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡r❛ ♥♦s rés✉❧t❛ts à
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ♥♦♥ s✐♠♣❧✐✜é✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s②♠étr✐q✉❡✳

✶✸✷
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✹✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s
❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡s

◆♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ré❣✉❧✐❡r ❞♦♥t ❧❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉ ❝♦✉r❛♥t❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① tr❡✐❧❧✐s
à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳ ❈❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✺ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♦✉t❝❤♦✉❝✱ ✵✳✸ ♣♦✉r ❧❡s ❛❝✐❡rs
❝♦♠♠✉♥s✱ ❞❡ ✵✳✶ à ✵✳✹ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦✉ss❡s ❡t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵ ♣♦✉r
❧❡ ❧✐è❣❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ♦✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ♦♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢✳ ❖♥
q✉❛❧✐✜❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✬❛✉①ét✐q✉❡s ✭❞✉ ❣r❡❝ ❛✉①❡✐♥✱ s✬ét❡♥❞r❡✮✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✉①ét✐q✉❡s s♦♥t
❝♦♥♥✉s ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♦♥t❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▲❛❦❡s
❬✶✾✽✼❪ ❀ ✐❧ ❛ ré✉ss✐ à ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥❡ ♠♦✉ss❡ ❞❡ ♣♦❧②✉rét❤❛♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ✉♥❡ ♠♦✉ss❡ ❛✉①ét✐q✉❡
♣❛r ❝❤❛✉✛❛❣❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t s♦✉s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛✐t été ❛✈❛♥❝é ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉①ét✐q✉❡ ❬❇❡rt♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱
❇❧✉♠❡♥❢❡❧❞✱ ✷✵✵✺✱ ▲❛❦❡s✱ ✶✾✾✶❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ré✲❡♥tr❛♥t ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ré✲❡♥tr❛♥t✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥
s❡♥s ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ✢❡①✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♦♣♣♦sé❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ s❡♥s✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❢❛✐s❛♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts r❡❧✐❡♥t
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s q✉✐ t♦✉r♥❡♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❡♥tr❛î♥❡♥t
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣❛♠❡♥ts✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❧✐é à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡
✷❉ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s tr❡✐❧❧✐s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣❡r♣♦sés à ❧❡✉r ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥
♠✐r♦✐r ✷✳ ●r✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ s✉❣❣èr❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✉ss❡s ❛✉①ét✐q✉❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ✬r♦t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s r✐❣✐❞❡s✬ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✷✮✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✉①ét✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✈❡rs❡s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜r❡✈❡ts ♦♥t été ❞é♣♦sés ♠♦♥tr❛♥t ❧❡✉r ✐♥térêt✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ❛✐❡♥t ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ r✉♣t✉r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ❞✬❡♠❜❛❧❧❛❣❡ ♦✉ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦❝s✳ ❉✬❛♣rès ❬Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s✱
✶✾✾✼❪✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✉①ét✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝✐s❛✐❧❧❡r✱ ♠❛✐s ❢❛❝✐❧❡s à ❞é❢♦r♠❡r
✈♦❧✉♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❞❡s ❛♥t✐❝❛♦✉t❝❤♦✉❝s✳ ❈❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡✈r❛✐❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡✉ ❤❛❜✐t✉❡❧s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♣❛r ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❀ ✉♥❡
♣❧❛q✉❡ é♣❛✐ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✢é❝❤✐t ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦q✉❡ ✭❡t ♥♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡
❞❡ s❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❡✈❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① st❛♥❞❛r❞✮✳ ❖♥ ♣❡♥s❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ♣r♦t❤ès❡s ❡t ♠♦✉ss❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r
❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ✭✈♦✐r ❆❧✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✼ ❡t ❇❡rt♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧

✷✳ ▲❛ ❝❤✐r❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛✉ss✉r❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ♦♥t ❞é❥à été
❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤✐r❛❧✐té ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣✐❡❞ ❞r♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛✉ss✉r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❝❤❛✉ss✉r❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❤✐r❛❧✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡ à s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐r♦✐r✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s
♠❛✐♥s✳ ▲❡s tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝❤✐r❛✉①✳
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mécanisme ré-entrant mécanisme d'enroulement 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶ ✕ ❉❡✉① ❣é♦♠étr✐❡s q✉✐ ❝ré❡♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢

chargement 
uniaxial

chargement 
uniaxial

chargement 
uniaxial

Compression
chauffage

(a)

(b)

(c)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷ ✕ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ✬r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s r✐❣✐❞❡s✬ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●r✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪
♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦✉ss❡s ❛✉①ét✐q✉❡s✳ ✭❛✮ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱
♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠♦✉ss❡s ✭❜✮ ♠♦❞è❧❡ ✬r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s r✐❣✐❞❡s✬ ❞❡s ♠♦✉ss❡s ❛✉①ét✐q✉❡s ✭❝✮
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧✐sé❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✬r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s r✐❣✐❞❡s✬ ✭❞✬❛♣rès ●r✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮
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♥❡ s✬❛❣✐ss❡ ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐s❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ✜❜r❡s
❛✉①ét✐q✉❡s q✉✐ ❣♦♥✢❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡s ♠❡t s♦✉s tr❛❝t✐♦♥✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ♦♥t ❞é❥à été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡♣✉✐s ▲❛❦❡s ❬✶✾✽✼❪ ❀ ♦♥ tr♦✉✈❡
❞❛♥s Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✼❪ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧✳
❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ♦♥t ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❛r ❊❋ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t✳
❇❧✉♠❡♥❢❡❧❞ ❬✷✵✵✺❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s q✉✬✐❧ q✉❛❧✐✜❡ à ❧❛ ❢♦✐s
❞✬❛✉①ét✐q✉❡s ❡t ✐s♦st❛t✐q✉❡s ❀ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ●❛s♣❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ♦♥t ❢❛✐t ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r
❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s s✐♠♣❧❡s à ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉r✲
r❛✐t q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧✳ ❙❝❛r♣❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ✢❛♠❜❡♠❡♥t
❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛✉①✳ ❙♣❛❞♦♥✐ ❛♥❞ ❘✉③③❡♥❡ ❬✷✵✵✼❪ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡ ❝❤✐r❛❧✱ ✉♥❡ ❛✐❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥ à ♣r♦✜❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ♠❡♥é❡ à ❧❛ ❢♦✐s
♣❛r ❊❋ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦rt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ●♦♥❡❧❧❛
❛♥❞ ❘✉③③❡♥❡ ❬✷✵✵✽❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ♣❛r
✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳ ■❧s s❡ s♦♥t
✐♥tér❡ssés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡
❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s✳ ❉♦♥❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢♦r♠é ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡t ❞✬✉♥ ♠❛✲
tér✐❛✉ ❛✉①ét✐q✉❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛✉①ét✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢
❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳ ❆❧❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♦♥t ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ à ❧❛ ❢♦✐s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♣❛r ❊❋ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❤✐r❛✉① ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❡❧és ❛♥t✐❝❤✐r❛✉①✳ ▲❡s
❛♥t✐❝❤✐r❛✉① s♦♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❢♦r♠é❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝❤✐r❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❡♥ ♣❛✐r❡ ♦♣♣♦sé❡✳ ❉❛♥s
❇❡rt♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❛✉①ét✐q✉❡✳ ■❧ ♥❡
s✬❛❣✐t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥ts ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛✉① q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t
s♦✉s ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥ ❡✛❡t ❛✉①ét✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✲✵✱✺ ❡♥✈✐r♦♥✳

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉rt❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s s♦♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r t❡st❡r ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ q✉❡❧q✉❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s
♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és ✿ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛✲
♠❛♥t ❝❤✐r❛❧✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ♣♦✉r
❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❡t ❤❡①❛❝❤✐r❛❧✱ ♠❛✐s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛✲
♠❛♥t ❝❤✐r❛❧✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♣ré❞✐s❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❢❛✐t ❞❡s t❡sts ♣❛r ❊❋ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❝❡ tr❡✐❧❧✐s
❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧ ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ré❞✐t✳ ❖♥ tr❛✐t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥✱ ♥♦♥ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
✭❝❧❛ss✐q✉❡✮✳

✹✳✷✳✶ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❡st ❧✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❡t ét✉❞✐és ❬●✐❜✲
s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜②✱ ✶✾✾✼✱ ●♦♥❡❧❧❛ ❛♥❞ ❘✉③③❡♥❡✱ ✷✵✵✽❪✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ré✲❡♥tr❛♥t ❧♦rsq✉❡
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b1

b2b3

n1

n2

n2

Y1Y2

n2

(a) (b)

e2=y

e1=x

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ✿ ✭❛✮ θ = 30➦✱ tr❡✐❧❧✐s
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❜✮ θ = −15➦ ✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ré✲❡♥tr❛♥t

♣♦✉tr❡ ✶ ✷ ✸

◆♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ❖❜ ✷ ✶ ✶
◆♦❡✉❞ ❊①tré♠✐té ❊❜ ✶ ✷ ✷

δ1 ✵ ✶ ✵
δ2 ✵ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t

❧✬❛♥❣❧❡ θ ❞❡s ♣♦✉tr❡s b2 ❡t b3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✳✸ ✭❛✮
❡t ✭❜✮✮✳

▲❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡s ♣♦✉tr❡s b2 ❡t b3 ❀
❧❡s ♣♦✉tr❡s b2 ❡t b3 ❢♦r♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ✳ ❙✐ ❝❡t ❛♥❣❧❡ ✈❛✉t ✸✵➦✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ θ < 0 ✭θ ∈
[

−π
2
,
π

2

]

✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❛✉①ét✐q✉❡ ré✲❡♥tr❛♥t✱ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✸✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡
❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ✈❛✉t

[K] =











K11 K12

K21 K22

K33 K34

K43 K44

K55

K66











❛✈❡❝ K11 =
Esη (−η2c2t+η2stc2t+c2t−stc2t+3 η2−3 η2st)

(2 η2c2t+3−2 c2t)ct

K12 = − ctst(η2−1)Esη

2 η2c2t+3−2 c2t
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K21 = − ctst(η2−1)Esη

2 η2c2t+3−2 c2t

K22 =
Esη (st+η2stc2t−stc2t+1+η2c2t−c2t)

(2 η2c2t+3−2 c2t)ct

K33 = 1/2
Esη3(−η2c2t+5 c2t+η2st+η2−3+3 st)

(−3 st+3+η2+η2st)ct

K34 = −1/2
Esη3(−η2c2t+c2t+η2st+3 st−3+η2)

(−3 st+3+η2+η2st)ct

K43 = 1/2
Esη3(η4c2t st−8 η2stc2t+8 η2c2t+15 stc2t−3 c2t−c2t η

4−12 η2+12 η2st)
(−6 η2c2t+c2t η

4+9 c2t+12 η2)ct

K44 = −1/2
Esη3(3 stc2t−15 c2t+η4c2t st+4 η2c2t−4 η2stc2t−c2t η

4−12 η2+12 η2st)
(−6 η2c2t+c2t η

4+9 c2t+12 η2)ct
0

K55 = 1/12 L2ctEsη3

st+1

K66 = 1/36 L2(st+1)Esη3

ct
❖♥ ❡♥ t✐r❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés s✉✐✈❛♥ts
E∗

1 =
Esη3ct

(st+1)(η2c2t−c2t+1)

E∗
2 = − Esη3(st+1)

(−c2t+η2c2t−3 η2)ct

ν12 =
(η2−1)st(st−1)

η2c2t−c2t+1

ν21 =
(η2−1)st(st+1)

−c2t+η2c2t−3 η2

❛✈❡❝ cos(θ) = ct ❡t sin(θ) = st✱ η =
t

L
❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡t θ ❧✬❛♥❣❧❡

❞❡s ♣♦✉tr❡s b2 ❡t b3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝
✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠

Es = 70 ●P❛

t =
L

15
♠♠ → η =

1

15
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s

✜❣✉r❡s ✹✳✷✳✹ ❡t ✹✳✷✳✺✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✺✱ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✲✽ ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ∼ −5➦✳ ❖♥
❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❧✬♦♥t ❢❛✐t ❬●♦♥❡❧❧❛ ❛♥❞ ❘✉③③❡♥❡✱
✷✵✵✽❪ à ❝❡✉① ❞é❥à ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ●✐❜s♦♥ ❡t ❆s❤❜②✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❀ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ●✐❜s♦♥ ❡t
❆s❤❜② ❝ré❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♣♦✉r θ = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✳ ✸

E∗
1(Gibson) =

Es t3ct
L3(1+st)(st)

2

E∗
2(Gibson) =

Es t3(1+st)

L3c3t

ν12(Gibson) =
c2t

(1+st)st
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ●♦♥❡❧❧❛ ❛♥❞ ❘✉③③❡♥❡

❬✷✵✵✽❪✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❡t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s tr❡✐❧❧✐s✳

✸✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✹ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ θ✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞❡ ●✐❜s♦♥ ❡t ❆s❤❜② ♣♦✉r
✭❛✮ E∗

1 ✱ ✭❜✮ E
∗
2
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✺ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ✱ ✭❛✮
ν12 ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ❞❡ ●✐❜s♦♥ ❡t ❆s❤❜② ✱ ✭❜✮ ν21
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✹✳✷✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡t ❛rt✐❝❧❡s ❛ss♦❝✐és ✭Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s
❬✶✾✾✼❪✱❆❧❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❆❧❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣r♦t♦t②♣❛❣❡
r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦✉❞r❡ ❞❡ ◆②❧♦♥ ✭❉✉r❛❢♦r♠✮✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❢❛✐t❡
❡♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❊❋✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧✱ ❧❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ré✲❡♥tr❛♥t ❀ ❝✬❡st ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ✏❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t✑ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❣é♦♠étr✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s❡♠❜❧❡
❛✈♦✐r été é✈♦q✉é ♣❛r ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✶❪✳ ❈❡ tr❡✐❧❧✐s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✻✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s
❞❡ r❛②♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ r ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❞❡s ❧✐❣❛♠❡♥ts étr♦✐ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐❞❡♥t✐q✉❡ L✳ ❈❡s
❧✐❣❛♠❡♥ts s♦♥t ❞✐s♣♦sés t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s à ✻✵➦ ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♣♦ssè❞❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡✳ ▲❡s tr❡✐❧❧✐s à
s②♠étr✐❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ♦♥t ✉♥❡ ✐s♦tr♦♣✐❡ ♣❧❛♥❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ét✉❞✐é ♣❛r Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✼❪ s♦♥t é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✷✳✻✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ✈❛r✐étés
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛✉① s✉✐✈❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt

r

R
❀ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t

♠♦❞é❧✐s❡r t❡❧ q✉❡❧ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✭❝❡r❝❧❡✮✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛r ✉♥
rés❡❛✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ❞❡ss✐♥❛♥t ✉♥ ❤❡①❛❣♦♥❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✼ ❀ ♦♥ ❛ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s δi ✉t✐❧✐sés✳

❙❡❧♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✻✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❬Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s✱ ✶✾✾✼❪✮

sin θ =
R/2

R
=⇒ θ = 30➦

sin β =
2r

R

tan β =
2r

L

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ❛✈❡❝ β = 30➦ ✹✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt
R = 4r ❡t L = 2

√
3r✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡

✹✳✷✳✼✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❡t ❞❡

s♦✉♣❧❡ss❡ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ tr♦♣ ❞❡ t❡r♠❡s ♣♦✉r êtr❡ ✐♥sérés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡①tr❛✐ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts

✹✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ é✈♦q✉és ♣❛r Pr❛❧❧ ❡t ▲❛❦❡s✱ ♣✉✐s ♣❛r ❆❧❞❡rs♦♥ ❞❛♥s ❆❧❞❡rs♦♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱
s❡♠❜❧❡ ♣❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣ré❝✐s❡ ❞❡ β
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✻ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ✭❡①tr❛✐t ❞❡ Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✼❪✮

❜❛rr❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾

❖ ✶ ✻ ✷ ✻ ✶ ✷ ✹ ✺ ✻
❊ ✹ ✸ ✺ ✶ ✷ ✸ ✸ ✹ ✺
δ1 ✵ ✲✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
δ2 ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧
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n5

n4

n3

n2

n1

n6

n3

n2

n1

n6

n5

n4

b5 b6

b7

b8b9

b4

b2

b1

b3
Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✼ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡

E∗
1 =

96

47

(
139

√
3− 71

)
Es
(
−575− 564 η2 + 44

√
3
)
η3

−19729− 224148 η2 + 16908
√
3η2 − 54048 η4 + 2973

√
3

✭✹✳✷✳✶✮

E∗
2 =

96

47

(
139

√
3− 71

)
Es
(
−575− 564 η2 + 44

√
3
)
η3

−19729− 224148 η2 + 16908
√
3η2 − 54048 η4 + 2973

√
3

✭✹✳✷✳✷✮

ν∗12 =
1

647

(
74

√
3− 617

) (
−20689 + 76300 η2 + 11932

√
3η2 − 62112 η4 + 1257

√
3
)

−19729− 224148 η2 + 16908
√
3η2 − 54048 η4 + 2973

√
3

✭✹✳✷✳✸✮

ν∗21 =
1

647

(
74

√
3− 617

) (
−20689 + 76300 η2 + 11932

√
3η2 − 62112 η4 + 1257

√
3
)

−19729− 224148 η2 + 16908
√
3η2 − 54048 η4 + 2973

√
3

✭✹✳✷✳✹✮
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G∗
12 = − 3

47

(√
3 + 12

)
Es
(
−575− 564 η2 + 44

√
3
)
η3

3 + 351 η2 + 580
√
3η2 + 36 η4

✭✹✳✷✳✺✮

❡♥ ♣♦s❛♥t kl = Esη ❡t kf = Esη
3 ❡t η =

t

L
✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s s♦♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧✬✐♥térêt
❞✬❛✈♦✐r ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à η

Ẽ∗
1 ≈ 96

47

(
139

√
3− 71

)
Es
(
−575 + 44

√
3
)
η3

−19729 + 2973
√
3

≈ 11.86Esη
3 ✭✹✳✷✳✻✮

Ẽ∗
2 ≈ 96

47

(
139

√
3− 71

)
Es
(
−575 + 44

√
3
)
η3

−19729 + 2973
√
3

≈ 11.86Esη
3 ✭✹✳✷✳✼✮

ν̃∗12 ≈
1

647

(
74

√
3− 617

) (
−20689 + 1257

√
3
)

−19729 + 2973
√
3

≈ −0.96 ✭✹✳✷✳✽✮

ν̃∗21 ≈
1

647

(
74

√
3− 617

) (
−20689 + 1257

√
3
)

−19729 + 2973
√
3

≈ −0.96 ✭✹✳✷✳✾✮

G∗
12 ≈ − 3

47

(√
3 + 12

)
Es
(
−575 + 44

√
3
)
η3

3
≈ 145.73Esη

3 ✭✹✳✷✳✶✵✮

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ❞❡ Pr❛❧❧ ❡t ▲❛❦❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s
❞❛♥s Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✼❪

E∗
1(Prall) =

Est
3

Lr2
=

(
2 ∗

√
3
)2
t3

L3
Es = 12Esη

3 ✭✹✳✷✳✶✶✮

ν12(Prall) = −1 ✭✹✳✷✳✶✷✮

❛✈❡❝ r = L/(2∗
√
3)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤♦✲

♠♦❣é♥é✐sé❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ Pr❛❧❧ ❛♥❞ ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✼❪ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜② ❬✶✾✾✼❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ✐❧
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❢♦r♠é❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡s✱
s♦✉♠✐s à ✉♥ ❡✛♦rt s✐♠♣❧❡ ✭tr❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❝❛✲
❧❛✐r❡ ❡✛♦rt✲❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t
♣❛r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ Pr❛❧❧ ❡t
▲❛❦❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❧❡s ❝❡r❝❧❡s
❞❡ r❛②♦♥ r✱ ❞ès ❧♦rs s❡✉❧❡s s✉❜s✐st❡♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s
✜①é❡s s✉r ❝❡s ❝❡r❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ♥♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ν12✱
éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt η✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✽✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✽ ❞❛♥s ❆❧❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✽ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ν12 ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡t s✐♠♣❧✐✜é ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

r❛♣♣♦rt ❞✬é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✉tr❡s η =
t

L

❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐sé❡s ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Pr❛❧❧ ❡t ▲❛❦❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✾✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ✐❝✐ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣ré♣♦♥❞é✲
r❛♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ η✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛✣♥é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✾ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t s❛
✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Pr❛❧❧ ❡t ▲❛❦❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν12 ❡♥tr❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❧✬é❝❛rt
❡st ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✽✮✳

✹✳✷✳✸ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧

❖♥ ❛ r❡♣r✐s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧ ét✉❞✐é ❞❛♥s ●❛s♣❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ●r✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❀
✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❛✉①ét✐q✉❡ ♣❛r ❝❡s ❛✉t❡✉rs✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✵✱ s❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡st ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✾ ✕ ▼♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢
E∗

1

Es

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt η✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ Pr❛❧❧ ❡t ▲❛❦❡s✳

❜❛rr❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

❖ ✸ ✶ ✶ ✺ ✺ ✷
❊ ✶ ✷ ✹ ✶ ✹ ✸
δ1 ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵
δ2 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧
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n4

n3

n3

b5
b3

b6

b2
b1

b4
n5

Y1

Y2

n2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✵ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧

[S] =

















2 4+η2

Esη3
0 −η2+10

Esη3
η2−2
Esη3

0 0

0 2 4+η2

Esη3
−η2−2

Esη3
η2+10
Esη3

0 0

−6 1
Esη3

6 1
Esη3

η2+24
Esη3

η2+8
Esη3

0 0

−6 1
Esη3

6 1
Esη3

η2+8
Esη3

η2+24
Esη3

0 0

0 0 0 0 48 1
L2η3Es

0

0 0 0 0 0 48 1
L2η3Es

















✭✹✳✷✳✶✸✮

✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ✢❡①✐♦♥ kl = Esη ❡t kf = Esη
3✮✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts S12 = S21 = 0✱ ❛♠è♥❡♥t à ν12 = ν21 = 0✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥✉❧s✳
❈❡tt❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t s❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♦✉
❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡♥✲
r♦✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❝❤✐r❛❧✱ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❛rt✐❝❧❡s ●❛s♣❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ●r✐♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✺✳

✺✳ ❉❛♥s ●❛s♣❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡♥é❡ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳
❖♥ ❛ s❡rré ❞❡✉① ❢❛❝❡s ♦♣♣♦sé❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❡♥r❡❣✐stré ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s
❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♠❛❧ ✐♥t❡r♣rété❡ ❀ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥ ❣✉✐❞❛❣❡
❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠â❝❤♦✐r❡s ❞❡ s❡rr❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s✳ ▼❛✐s
à ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ✐❧ ② ❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡✛♦rts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s✱ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡
❞❡ s❡rr❛❣❡✳ ❈❡s ❡✛♦rts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✐
♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❢❛✉ss❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ◆♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❝❡
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Echantillon 1x1mm
Effort réparti F1 de 0.001 N
sur 1 mm 

X2

X1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✶ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧

❖♥ ❛ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❆❜❛q✉s ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ❧❡✈❡r ❧✬✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s♦♥t
❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✶✳

P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s

Es = 72000▼P❛ ❀ L =
1

32
√
2
♠♠ ❀ t = L/10⇒ η =

t

L
= 0, 1✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r

✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 0.001 ◆✴♠♠✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱

E∗
1(hom.) =

1

S11

= 1/2
Es η

3

η2 + 4
≈ 8, 97▼P❛ ✭✹✳✷✳✶✹✮

P♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❇✷✸ ❆❜❛✲
q✉s✱ s❛♥s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✮✱ ❛✈❡❝ ✸ é❧é♠❡♥ts ♣❛r ♣♦✉tr❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✷✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
U1 = 1, 122.10−4 ♠♠✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✶①✶ ♠♠✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r q✉❡

ε1 =
U1mm

1mm
= U1 = 1, 122.10−4

σ1 =
F1N

1mm
= 0.001▼P❛

❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ♣❛r ❊❋ ❡st ❞♦♥♥é❡ s❡❧♦♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛t②♣✐q✉❡ s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❣✉✐❞❛❣❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
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U, U1

+0.000e+00
+9.348e−06
+1.870e−05
+2.804e−05
+3.739e−05
+4.674e−05
+5.609e−05
+6.543e−05
+7.478e−05
+8.413e−05
+9.348e−05
+1.028e−04
+1.122e−04

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧
s♦✉♠✐s à ✉♥❡ tr❛❝t✐♦♥✳ ❯✶ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❛①❡ X1✳

E∗
1(Abaqus) =

σ1
ε1

=
0.001

1, 122.10−4
≈ 8, 913▼♣❛ ✭✹✳✷✳✶✺✮

▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋✱ éq✉❛✲
t✐♦♥s ✹✳✷✳✶✹ ❡t ✹✳✷✳✶✺✱ ❡st ❞❡ ✵✳✻✪ ✿ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳

✹✳✷✳✸✳✶ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ tr❛❝t✐♦♥ ✲ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣❡✉ ❝♦♠♠✉♥s
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ tr❛❝t✐♦♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ S31 ❡t S41 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ❊❋ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✸✮✳

P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡ss❛✐ ❊❋✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✸✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s✳ ❙✐ ♦♥ s❡ r❡♣♦rt❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✹✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ✜♥✐✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞é❢♦r♠é✳ ❈❡tt❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r ❧❡
❜♦r❞ ❧❛tér❛❧ ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥

❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
2∂U2

∂x
✳

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t U2 = −1.676 × 10−4 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✸✮

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
2∂U2

∂x
=

U2

1♠♠
✱ s♦✐t

∂U2

∂x
= −8.38× 10−5✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

σ11 =
F1

1♠♠
= 1× 10−3▼P❛✳

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❆❜❛q✉s s❡r❛✐t ❞♦♥❝
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U, U2

−1.676e−04
−1.536e−04
−1.397e−04
−1.257e−04
−1.117e−04
−9.775e−05
−8.378e−05
−6.981e−05
−5.583e−05
−4.186e−05
−2.789e−05
−1.391e−05
+6.032e−08

X

Y

Z

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✸ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ U2 ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ X2✮ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛✲
♠❛♥t ❝❤✐r❛❧ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥

(a( (b(

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✹ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧✱ ✭❛✮ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s✱ ✭❜✮ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❊❋ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❜♦r❞s
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S31(Abaqus) =
∂U2/∂x

σ11
=

−8.38× 10−5

1× 10−3
= −8.38× 10−2▼P❛ ✭✹✳✷✳✶✻✮

❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡
❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡

S31(hom.) = − 6

Esη3
=

−6

72000 · 0.13 = −0.08333▼P❛ ✭✹✳✷✳✶✼✮

❖♥ ❛ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ S31 ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❊❋ ❡st ❞❡ ✵✳✺✪✳

❖♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠é❡
✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✷✱ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❛ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♥✉❧ ✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ♥é❣❛t✐❢✮✱ ♠❛✐s ❛ ✉♥ ♠♦❞❡
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ✐❧ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡ s♦✉♠❡t à ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡
tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❡t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛t②♣✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t S31 ♦✉
S41 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡✳

✹✳✸ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥❝❧✉ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✈✐s❡r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♥✬❛♣✲
♣❛r❛ît ♣❛s✱ ❛♣rès ❝♦✉♣✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐ts à ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t à r❡str❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s s❡♠❜❧❡♥t très ❢❛✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❛s
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uε ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❖♥ t✐❡♥t à r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ t✐❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❆✉
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ❀ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳

✹✳✸✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ ✈✉❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡

❖♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s r❛♣♣❡❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♠❛✐s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❡❝
✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡

uε (λε) = u0 (λ
ε) + εu1 (λ

ε) + ... ✭✹✳✸✳✶✮
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♣♦✉tr❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽

❖✭❜✮ ✶ ✷ ✷ ✸ ✸ ✸ ✹ ✹
❊✭❜✮ ✷ ✸ ✶ ✷ ✹ ✹ ✶ ✶
δ1 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶
δ2 ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✵ ✲✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥

∆Ubε = uε (E (b))− uε (O (b)) = ε

(

u
ER(b)
1 (λε)− u

OR(b)
1 (λε) +

∂u0(λ
ε)

∂λi
δib
)

︸ ︷︷ ︸

∆Ub
1

✭✹✳✸✳✷✮

❖♥ ❡①♣r✐♠❡r❛ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡

φnε (λε) = φn
0 (λ

ε)+ ... ✭✹✳✸✳✸✮

❉✬♦ù

φε(O(b)) = φ
OR(b)
0 (λε) ✭✹✳✸✳✹✮

φε(E(b)) = φ
ER(b)
0 (λε) ✭✹✳✸✳✺✮

❖♥ ♥❡ ✈✐s❡ ♣❧✉s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

φ =
1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs

❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡✛♦rts µi ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣és ❞❡✈❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts ✻ Si✳ ❚♦✉s ❝❡s ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥ts s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶

✹✳✸✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥

❈❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st é✈♦q✉é ❞❛♥s ▲❛❦❡s ❬✶✾✾✸❪ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r
▼✐❧t♦♥ ✭✶✾✾✸✮ ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❝❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❛✉r❛✐t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ✲✶✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✮ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡
♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝♦❞❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✱ s❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳ ■❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✹ ♥♦❡✉❞s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❞❡ ✹ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ✿
❜✶✱❜✷✱❜✺ ❡t ❜✼ ❡t ❞❡ q✉❛tr❡ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L

√
3 ✿ ❜✸✱ ❜✹✱ ❜✻ ❡t ❜✽✳

❆♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st

✻✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❡✛♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts ✐♥❝♦r♣♦r❡♥t ❞❡s ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si ❤♦♠♦❣é♥é✐sés✳
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✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ x
R
→ x(λ)✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

s❡r♦♥t ❧❡s q✉❛tr❡ sér✐❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s un
1 ❡t φn

0 ❛✈❡❝ n ∈ NR✳

✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

(

∂U

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→

(

∂U

∂λi

)

(i,j)

❡t

(

∂φ

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→

(

∂φ

∂λi

)

(i,j)

✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st

✉t✐❧❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ♦♠❡t ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t t❡♥s❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s
♣♦✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐♥é❛✐r❡s✳

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞✬éq✉❛t✐♦♥s equ1[1..Nmax] ✱equ2[1..Nmax] ❛✈❡❝ Nmax ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b ∈ BR ✿

❛✮ E := ER(b)✱ O := OR(b)

❜✮ ∆Ub
1 := uE

1 − uO
1 +

∂U

∂λi
δi✱ kl := Esη ❡t kf := Esη

3 ✭❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡ kl := Es
t

Lb
❡t kf := Es

t3

(Lb)3
✮

❝✮ N1 := kl
(

eb ·
(

∆Ub
1

))

✱ T1t := kf

(

eb⊥ ·
(

∆Ub
1

)

−
Lb

2

(

φO
0 + φE

0

)

)

✱

❞✮ MO
1 := kf

Lb

6

(

Lb
(

2φO
0 + φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
1

))

✱ ME
1 := kf

Lb

6

(

Lb
(

φO
0 + 2φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
1

))

❡✮ equ1[E(b)] := equ1[E(b)] + Nb
1e

b + T b
1te

b⊥ ❀ equ1[O(b)] := equ1[O(b)] − Nb
1e

b − T b
1te

b⊥✳ ✭■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥✮

❢✮ equ2[E(b)] := equ2[E(b)] +ME
1 ✱ equ2[O(b)] := equ2[O(b)] +MO

1

✺✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ 3Nmax ❧✐❣♥❡s ❛✉ t♦t❛❧
[

equ1
]

=











[

0
0

]

...
[

0
0

]











✱
[

equ2
]

=





0
...
0





✻✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un
1 ❡t φn

0

✼✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Si =
∑

b∈BR

(

Nb
1e

b + T b
1te

b⊥) δib

✽✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ =
1

g
Si ⊗

∂R

∂λi

✾✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r [K] t❡❧ q✉❡







σx

σy

σxy







= [K]







ǫx
ǫy
ǫxy







✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡

[S] = [K]−1

✶✵✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞❡
s♦✉♣❧❡ss❡

❛✮ G∗ =
1

S33
❀

❜✮ E∗
1 =

1

S11
❀ E∗

2 =
1

S22

❝✮ ν∗
21 = −S12 · E

∗
2 ❀ ν

∗
12 = −S21 · E

∗
1

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t
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b1

b2

b3

b4

b5

b6
b7

b8n1

n1

n2

n3

n4

n1

n4

n1

Y2
Y1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥

[S] =







S11 S12 0

S21 S22 0

0 0 S33







❛✈❡❝

S11 = −(−684−765 η2
√
3+503 η2+108

√
3−57 η4+9 η4

√
3)(288+60

√
3+167 η2)

4Es η3(48096+35701 η2+2880 η2
√
3+4008 η4+835 η4

√
3+10020

√
3)

S22 =
(−108+363 η2

√
3+373 η2+228

√
3+19 η4

√
3−9 η4)(288+60

√
3+167 η2)

√
3

4Es η3(48096+35701 η2+2880 η2
√
3+4008 η4+835 η4

√
3+10020

√
3)

S12 =
(−108−125 η2

√
3−99 η2+228

√
3+19 η4

√
3−9 η4)(288+60

√
3+167 η2)

√
3

4Es η3(48096+35701 η2+2880 η2
√
3+4008 η4+835 η4

√
3+10020

√
3)

S21 = −3(−228+33 η2
√
3+125 η2+36

√
3−19 η4+3 η4

√
3)(288+60

√
3+167 η2)

4Es η3(48096+35701 η2+2880 η2
√
3+4008 η4+835 η4

√
3+10020

√
3)

S33 =
52

√
3(288+60

√
3+167 η2)

(756−1905 η2+4467 η2
√
3+2412

√
3+2171 η4

√
3−2171 η4)Es η

❖♥ ❡♥ t✐r❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts

E∗
1 = −2/3

(
√
3+3)Es (−3 η2−24+5

√
3)η3

39 η2
√
3−8 η2+3 η4+36
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Echantillon de 5 cellules en largeur par 16 cellules en hauteur

densité d'effort 
de 0.1 N/mm

X2

X1

P1 P2

P3

P4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡
▼✐❧t♦♥ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥

E∗
2 = −2/3

(
√
3+3)Es (−3 η2−24+5

√
3)η3

72 η2+3 η4+36+31 η2
√
3

G∗
12 = − 1

156

(√
3− 3

)
Es
(
13 η2 + 12 + 3

√
3
)
η

ν∗12 = 3 3 η2
√
3−12+8 η2−η4

39 η2
√
3−8 η2+3 η4+36

ν∗21 = 3 3 η2
√
3−12+8 η2−η4

72 η2+3 η4+36+31 η2
√
3

❧❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡

ρ∗ = 1/6
(4Lt+4Lt

√
3)

√
3

L2

❖♥ ❛ ré❛❧✐sé ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❊❋ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s E∗
1 ❡t ν∗12✳ ▲✬❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ Es = 72000▼P❛ ❡t
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν = 0.3✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1/16♠♠ ❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ρ∗ = 0.15✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r t ≈ 0.00297♠♠✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✸ é❧é♠❡♥ts ♣❛r ♣♦✉tr❡
✭é❧é♠❡♥t t②♣❡ ❇✷✸ ❆❜❛q✉s✮ ❡t ♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ1 = 0.1▼P❛ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡
❧❛tér❛❧❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s♦♥t ❞é❝r✐t❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✳

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✶ ① ✶ ♠♠✱ ❞❡ ♣❧✉s ❛♣rès ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s s❡♠❜❧❡♥t ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✮✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à
❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣♦✐♥ts P✶✱ P✷✱ P✸ ❡t P✹✱ ✐♥tér✐❡✉r ❛✉ tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts

ε11(Abaqus) =
U1P2 − U1P1

distance(P1, P2)
=

0.789673× 10−2 − 0.350801× 10−2

0.4330127020
= 0.01013531469

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡
E∗

1(Abaqus) =
σ11
ε11

= 9.866491871▼P❛
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U, U1

+0.000e+00
+1.060e−03
+2.120e−03
+3.180e−03
+4.240e−03
+5.300e−03
+6.359e−03
+7.419e−03
+8.479e−03
+9.539e−03
+1.060e−02
+1.166e−02
+1.272e−02

X

Y

Z

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸ ✕ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❯✶ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❊❋ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ▼✐❧t♦♥ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡st ❞❡ E∗
1(hom.) = 10.3699419▼P❛✱ s♦✐t ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①

✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺ ✪✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✷ s♦♥t

ε22(Abaqus) =
U2P3 − U2P4

distance(P3, P4)
≈ 0.676932× 10−2 − 0.348304× 10−3

0.625
≈ 0.0102736256

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ s❡❧♦♥

ν∗12(Abaqus) = −ε22(Abaqus)
ε11(Abaqus)

≈ −1.013646435

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡st ❞❡ ν∗12(hom.) = −0.9937972470✱ s♦✐t ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷ ✪✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐és✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♠♦♥tr❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ét✉❞✐és s❛ ❝❛♣❛❝✐té à tr♦✉✈❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s✳ P♦✉r ❧❡ ✈ér✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❍♦r♠✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣r♦♣r❡s à t❡❧ ♦✉ t❡❧ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❛
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❝♦❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦❞❡
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉ s❛♥s ♠✐❧✐❡✉
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐♥térêt ❝❧❛ss✐q✉❡

tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❧✐❡✉
✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡

❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡
tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉

✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✼ ❝❧❛ss✐q✉❡
♥♦♥ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ▼✐❧✐❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé ❡t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐té

♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s t❡♥s❡✉rs é❧❛st✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és✱ q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t
à ❝❡ ♣r♦♣♦s ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t ❝❤✐r❛❧ ♦ù ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t✐r❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦♥
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✮✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♥♦♥ ❝❡♥tr♦s②✲
♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱
❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ s②♠étr✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡ q✉❡
❧❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥✉❛♥❝❡r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s t✐ré❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s✉r
❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✳ ❍♦r♠✐s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❞❡ t♦✉t tr❡✐❧❧✐s✱ ♠ê♠❡ ❝❡✉① à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ét✉❞✐és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡t ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐té✳

❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ s❡♠❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛①❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✈ér✐✜❡r
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ♣❛r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
ré❡❧❧❡ ❡t✴♦✉ ❛♥❛❧②s❡ ❊❋✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝♦❞❡ à
♣ré❞✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡
❝♦♥✜r♠é❡✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♠♣r❡✲
♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛♠é❧✐♦r❡r
❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛s♣❡❝t ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s
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❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛✐té❡s✳ ■❧ ❝r♦ît ❡♥ ✷❉ ❝♦♠♠❡ 2 · (3n)2 ❛✈❡❝
❧❡ ❝♦❞❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✭(3n)2 ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ✱ ❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧✲
❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❛ été ré❞✐❣é ❡♥ ▼❛♣❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦❧✈❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡
❞❡ ▼❛♣❧❡✳ ■❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦❧✈❡✉r
s♣é❝✐✜q✉❡✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❛❝❝r♦✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s
❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡
η✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ✐♥s✉✣s❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡✳



Chapitre 5
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡

❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ré♣ét✐t✐❢ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡

❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✶✻✶

✺✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✺✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺✳✸✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♠♦❞è❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
♣♦✉tr❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❧♦❝❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✺✳✸✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✺✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✏r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✑✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✺✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✺✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✺✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✺✳✹✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡✶✼✻

✺✳✺ ❈♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✺✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✺✳✺✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✺✽
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◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❖♥ ❛ ❢❛✐t ✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡♥s❡✉rs✱ ❞✐t❡ ❛✉ss✐ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❣é✲
♥✐❡✉r✳

δib ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
Et

1 ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡
[∆E]n ✐♥❝ré♠❡♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬ét❛♣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
[∆Σ]n ✐♥❝ré♠❡♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
Es ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡s ♣♦✉tr❡s
Et

1 ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]✱ à ❧✬ét❛♣❡ n

[E] =

[
∂U1

∂x

∂U2

∂y

1

2

(
∂U1

∂y
+

∂U2

∂x

) ]T

=
[
E11 E22 E12

]T t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s

[e] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡
[ee] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡
[ep] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡
eb ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ b
[f ] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡s
[ft] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s t❡st ♣❛r ♣♦✉tr❡s
g ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ R

[γ] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡✱ γb =
∣
∣ėbp
∣
∣

[∆γ′] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ s✐❣♥é t❡❧ q✉❡ ∆γ
′b = s❣♥(σb) ·∆γb

Hs ♠♦❞✉❧❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡s ♣♦✉tr❡s
[Kt] ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ♣❛s n
[Kp] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣❧❛st✐q✉❡
[Ke] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r é❧❛st✐q✉❡
[Kr] ♠❛tr✐❝❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r [Kt]
n ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ♣❛r ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
νt12 ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]✱ à ❧✬ét❛♣❡ n
[Q] ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ✈❡rs ♠❛❝r♦ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
[Q]p ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ✈❡rs ♠❛❝r♦ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r

❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s
[Q]r ♠❛tr✐❝❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ✈❡rs ♠❛❝r♦ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s
[Q]i ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s σp ✈❡rs ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡

♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s σs
[Q]s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [Σ] ✈❡rs ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡

♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s σs
ρ∗ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡
R ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (λi) ✈❡rs (xi)
σys ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
[σ] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡s✱ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
[σt] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡st ♣❛r ♣♦✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à [a] ❛✉
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❢❛❝t❡✉r ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❧❛r❣❡✉r ❡♥ ✷❉✮ ❞❡ ♣♦✉tr❡ tb ♣rès✳
[σp] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s
[σs] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s
[σn] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à σys
[Σ] =

[
Σ11 Σ22 Σ12 Σ12

]T
✱ ✈❡❝t❡✉r ✭t❡♥s❡✉r✮ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s

à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
[Σ]norm ✈❡❝t❡✉r ✭t❡♥s❡✉r✮ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à σys
[s] ✈❡❝t❡✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡
[St] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ t❛♥❣❡♥t
tb ❧❛r❣❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡
v (.) ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
[ξ] ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❧❛st✐q✉❡ t❡st✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r ✜①❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
[ζ] ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭❝❛rré✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s r❡❧✐❛♥t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

é❧❛st✐q✉❡ t❡st [ξ] ❡t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ [∆γ′]✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ [∆γ′] = [ζ] [ξ]

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ❛ ❞é❥à é✈♦q✉é ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦❝s ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣✐è❝❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❧❛st✐q✉❡ ❬❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❍✉✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ✐♥❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡
❞é♣❛ss❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐❝r♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ré♣ét✐t✐❢✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲❡ s✉❥❡t ❡st très ✈❛st❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ ❛❜♦r❞❡r❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ré♣ét✐t✐❢s à
❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✳ ❈❡s tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♦♣t✐♠✐sés q✉❛♥t ❛✉
r❛♣♣♦rt ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡✴❞❡♥s✐té ❬❲❛♥❣ ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✺❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✭à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉✳ ▼♦❤r ❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❡s
♥♦❡✉❞s s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❀ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛✐t❡r ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✳
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Mousse élasto-plastique
en compression 

Elastique linéaire 

Plateau 

Densification
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déformation
0 1

Mousse élasto-plastique
en traction 

Elastique linéaire 

C
on

tra
in

te

déformation
0 1

début de déformation 
plastique

alignement 
des parois 

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳✶ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦✉ss❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ✭❛✮ ❡t tr❛❝t✐♦♥ ✭❜✮

✺✳✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❡✉r ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✿ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ s❛♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦✉ss❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜②✱ ✶✾✾✼❪ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s
❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ✿ ❧❡s ♠♦✉ss❡s ❞❡ t②♣❡ é❧❛st♦♠èr❡✱ ❧❡s ♠♦✉ss❡s é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡s ❡t ❧❡s
♠♦✉ss❡s é❧❛st✐q✉❡s à r✉♣t✉r❡ ❢r❛❣✐❧❡✳ ▲❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts s❡❧♦♥ q✉❡
❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✭❛✮✱ ❝❡s ♠❛✲
tér✐❛✉① ♦♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ■❧s s❡ ❞é❢♦r♠❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣✉✐s s✉r✈✐❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✉
✢❛♠❜❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐❝r♦♣♦✉tr❡s ❡t ❡♥✜♥ s✉r✈✐❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s
s✬❡♥❝❤❡✈êtr❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❡s ♠ê♠❡s ♠❛tér✐❛✉① é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡s ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✭❜✮✱ s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡st s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡
✈✐❡♥t s✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❆s❤❜②
❬✶✾✾✼❪ ❞♦♥♥❡♥t ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❜❛sé❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t

s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡
ρ∗

ρs
✳ ■❧s

s♦✉❧✐❣♥❡♥t q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ✭♠♦✉ss❡s✮ ré❡❧s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡
❛✉① ♥♦❡✉❞s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✉s à ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❉❡s ét✉❞❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s tr❡✐❧❧✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❖❦✉♠✉r❛
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ré❛❝t✉❛❧✐sé ❡t ❊❋ s✉r
❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛ss❡③ ✈❛st❡s✱ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳✷ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ✭✢❛♠❜❛❣❡✮ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❡✳ ✭❉✬❛♣rès
❨❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮

❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♠❛❝r♦✲❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛❝✲
t✐♦♥✴❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts
❡①✐st❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❜❛♥❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r✈✐❡♥t ❛♣rès ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❉❡s ♠♦t✐❢s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❊❋ ❞❡ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣
❬✷✵✵✻❪ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✷✮ ♦✉ ❞❛♥s ❉❡♠✐r❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳

❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬é❝r♦✉✐s✲
s❛❣❡ ❡t ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ✈❛ r❡str❡✐♥❞r❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉①
tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡✳

❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✳
■❧ s✬❛❣✐t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é❥à ♣rés❡♥té❡s ❛♥✲
tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ét✉❞❡s q✉✐ s❡ ❜♦r♥❡♥t à
tr♦✉✈❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✭❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s✮ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✬❡✛♦r❝❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❝♦♠♣❧❡t✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❉❡s❤♣❛♥❞❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❜❪ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✸❉ ❖❝t❡t✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s s♦♥t tr♦✉✈é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s ❞❡s ♣♦✉tr❡s q✉✐ ♣❧❛st✐✜❡♥t✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❲❛♥❣ ❛♥❞
▼❝❉♦✇❡❧❧ ❬✷✵✵✺❪ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ s✐① tr❡✐❧❧✐s ✷❉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡
❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✉tr❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡①tr❡♠✉♠
❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❍✉ ❬✷✵✵✻❜❪



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ➱▲❆❙❚❖P▲❆❙❚■◗❯❊
❍❖▼❖●➱◆➱■❙➱ ❉✬❯◆ ❚❘❊■▲▲■❙ ❘➱P➱❚■❚■❋ ➚ ❉❖▼■◆❆◆❚❊ ❊❳❚❊◆❙■❖◆◆❊▲▲❊✶✻✸

❡t ❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❍✉ ❬✷✵✵✻❜❪ ♣♦✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✸❉ ❲❛rr❡♥ ❡t ✸❉ ❛✉①ét✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪ ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s tétr❛❦❛✐❞é❝❛❤è❞r❡ ❡t ❞❛♥s ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ♣♦✉r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉①
tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❡ ❙✐✲❙q✉❛r❡ ❡t ❧❡ ◆✲❑❛❣♦♠❡✳

❈❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ❢♦♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦✉ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❊❋✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❲❛♥❣ ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧ ❬✷✵✵✺❪✱ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❬✷✵✵✻✱ ✷✵✵✺❪
❡t ❉❡♠✐r❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❬❳✐❡ ❛♥❞ ❈❤❛♥✱ ✷✵✵✻❪✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✐rré❣✉❧❛r✐té ❞❛♥s
❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❬❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ❱✉r❛❧✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✬❆❧❦❤❛❞❡r ❡t ❱✉r❛❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡
♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✳ ❊❧❧❡ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡
❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s✱ q✉❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ét✉❞✐és
s♦✐❡♥t à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦✐❡♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❧❛tér❛❧❡s ❞❡
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▼♦❤r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s
t❡♥s❡✉rs ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
✬r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✬ ❬❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s✱ ✶✾✾✽❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✱ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❝❪ ❡t ❋❛♥ ❛♥❞ ❋❛♥❣ ❬✷✵✵✽❪ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✷❉
❡t ✸❉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❘❛♠❜❡r❣✲❖s❣♦♦❞✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦✲
❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛❜ ❬✶✾✾✽❪✳ ▲✬ét✉❞❡
❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✉❧t✐♠❡s ❞✬✉♥
tr❡✐❧❧✐s ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✉tr❡s à s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✺✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s ✭s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✮ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ t♦✉t❡
s♦rt❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ♥♦♥✳ ▼❛✐s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦s❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✱ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r
▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✱ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s tr❡✐❧❧✐s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❧❛tér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ à tr❛✈❡rs ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❞✬❛❧❧❡r ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛✐t❡r t♦✉s
❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
à ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s tr❛✐té❡s ✿ ✐♥st❛❜✐❧✐té ♣❛r
✢❛♠❜❛❣❡ ❡t✴♦✉ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳
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E1

E2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡

✺✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

❖♥ ✈❛ ❜r✐è✈❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
♣❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉tr❡s ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é❝❧❛✐r❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥s✉✐t❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s✱ ✶✾✾✽❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❛❜♦r❞❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞❡ s❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r✱ ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✏r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✑✮ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à
❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ■❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡♥t ❝❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✉tr❡s ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [σ]✱ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s σb✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✉tr❡s b✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [Σ] ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [σ] ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

✺✳✸✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♠♦❞è❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡
❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡st ♣❧❛st✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ r❡ss♦rts ❛❞❞✐t✐♦♥♥és ❞✬✉♥ ♣❛t✐♥ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✮✳

▲❛ ré♣♦♥s❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✷✳
❖♥ ♣❛rt❛❣❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s e ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ é❧❛st✐q✉❡ ee ❡t

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ep✳
e = ee + ep ✭✺✳✸✳✶✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ b ❡st Es✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡

σb = Eb
s

(
eb − ebp

)
✭✺✳✸✳✷✮
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eO

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✷ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ à é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡
❢❡r♠é✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s t❛♥❣❡♥ts ❛ss♦❝✐és

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♣✐❧♦t❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡st eb✱
♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❝ôté ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡
❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛t✐♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r sb✱ q✉✐ s❡r❛✐t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛t✐♥✳ ❈❡ s❡r❛ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡✱ ♦✉ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❖♥
✈❛ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ♥é❣❛t✐✈❡
♦✉ ♥✉❧❧❡

f b =
∣
∣σb
∣
∣− sb ≤ 0 ✭✺✳✸✳✸✮

❧❛ ✈❛❧❡✉r sb s❡r❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✜①é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
σys✳

✷✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ σb ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à sb✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ebp✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ s❡r❛ é❧❛st✐q✉❡✳

✸✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❡♥ ✶✳ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧♦rsq✉❡ f b = 0✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ γ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ▲✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡
s❡ ❢❛✐t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s♦♥
t❛✉① ❡st ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σb✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

ėbp = γb s✐❣♥(σb) ✭✺✳✸✳✹✮

❈❡s rè❣❧❡s ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
{
f b < 0 ⇒ γb = 0
γb > 0 ⇒ f b = 0

✭✺✳✸✳✺✮

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦rt❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❬❙✐♠♦ ❛♥❞
❍✉❣❤❡s✱ ✶✾✾✽❪ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
♦✉ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡

γ ḟ b = 0 ✭✺✳✸✳✻✮
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q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥t❡r♣rét❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳

❖♥ ❛❥♦✉t❡r❛ à ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬à
❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

[
−sb, sb

]

❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛♥t ❛✉ ✢✉① ♣❧❛st✐q✉❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ėbp ✿
❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡

sb = σys +Hb
sα

b ✭✺✳✸✳✼✮

❛✈❡❝ Hb
s ✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ❡t α✱ t❡❧❧❡ q✉❡ α̇b =

∣
∣ėbp
∣
∣ = γ ❀ α ❡st ❧❡ ❝✉♠✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡
✐♥t❡r♥❡✳ α s❡rt à ❞é✜♥✐r sb ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❀ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥ ❛
♠é♠♦r✐sé✱ ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ sb✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✼ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ éq✉❛t✐♦♥
✺✳✸✳✸✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

f b =
∣
∣σb
∣
∣−
[
σys +Hb

sα
b
]

✭✺✳✸✳✽✮

✺✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❧♦❝❛❧

❖♥ ♣❡✉t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✻✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ γ✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✽

ḟ b =
∂f

∂σb
σ̇b +

∂f

∂αb
α̇b

= s✐❣♥(σb)Eb
s

(
ėb − ėbp

)
−Hb

s α̇
b

= s✐❣♥(σb)Eb
s

(
ėb
)
− γb

[
Eb

s +Hb
s

]
≤ 0 ✭✺✳✸✳✾✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✐ γb 6= 0 ✭é❝r♦✉✐ss❛❣❡✮✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ḟ b = 0 ❡t ❞♦♥❝
❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✾ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

f b = ḟ b = 0 ⇒ γb =
s✐❣♥

(
σb
)
Eb

s ė
b

Eb
s +Hb

s

✭✺✳✸✳✶✵✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❡♥ r❡♣♦rt❛♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✵ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✷

σ̇ =







Eb
s ė

b s✐ γb = 0

Hb
sE

b
s

Eb
s +Hb

s

ėb s✐ γb > 0

❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ♠♦♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✲❞é❝❤❛r❣❡✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✷✳
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✺✳✸✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t tn ❧✬ét❛t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s
{
ebn, e

b
p,n, s

b
n

}

❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞é✜♥✐r ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t
σb
n = Eb

s

(
ebn − ebp,n

)

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆e ❛♣rès ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ∆t✱ t❡❧ q✉❡
tn+1 = tn+∆t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

{
ebp,n, s

b
n

}
✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st

❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♠♣♦s❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳
▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣♦sés ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s g(t)✱ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ f (g(t)) = ġ(t)✱ ♠❛✐s t❡❧❧❡ q✉❡ f s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ g(t)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❣é♥ér❛❧✐sé

gn+1 = gn +∆t f (gn+v)

gn+v = vgn+1 + (1− v) gn ✭✺✳✸✳✶✶✮

❛✈❡❝ gn+1 ≈ g(tn+1)✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ g(tn+1)✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s







v = 0 ❡①♣❧✐❝✐t❡

v = 1
2

♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉

v = 1 ✐♠♣❧✐❝✐t❡

✭✺✳✸✳✶✷✮

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s♦♥t ♣❧✉s
♣ré❝✐s✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt v > 1

2
✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ♣♦✉r ❧✉✐ ✉♥ ❛t♦✉t ♠❛❥❡✉r✱ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à
❧✬ét❛♣❡ n+1 s❡ ❢❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❧✬ét❛♣❡ n✳ ❈✬❡st ❝❡ t②♣❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✺✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✏r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✑✮

❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱
❛♣♣❡❧é ét❛t t❡st✱ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✜❣❡❛♥t ❧❡ ✢✉① ♣❧❛st✐q✉❡ ep✳

σt
n+1 = Es (en+1 − ep,n) = σn + Es∆en

f t
n+1 =

∣
∣σt

n+1

∣
∣− sn ✭✺✳✸✳✶✸✮

❈❡t ét❛t ♥✬❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧❛st✐q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ t❡st s❡r❛ ♣♦s✐t✐✈❡ f t

n+1 > 0✱ ❝❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r q✉❡ s✐ f t

n+1 > 0✱ ❛❧♦rs
γ > 0✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ep,n+1 ❡t sn+1 ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡
fn+1 = 0✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ∆γ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ σn+1
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σn+1 = Es (en+1 − ep,n+1)

= Es (en+1 − ep,n)− Es (ep,n+1 − ep,n)

= σt
n+1 − Es∆γs✐❣♥(σn+1) ✭✺✳✸✳✶✹✮

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t réé❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s à ❧✬ét❛t ✜♥❛❧

σn+1 = σt
n+1 − Es∆γs✐❣♥(σn+1)

ep,n+1 = ep,n +∆γs✐❣♥(σn+1)

αn+1 = αn +∆γ

fn+1 = |σn+1| − sn+1 ✭✺✳✸✳✶✺✮

sn+1 = σys +Hsαn+1 = sn +Hs∆γ

❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✹✱ ♦♥ t✐r❡
∣
∣σt

n+1

∣
∣ = |σn+1|+∆γ Es ✭✺✳✸✳✶✻✮

❙✐ ♦♥ r❡♣♦rt❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✺✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

fn+1 =
∣
∣σt

n+1

∣
∣−∆γ Es − sn+1

=
∣
∣σt

n+1

∣
∣−∆γ Es − [sn +Hs∆γ]

= f t
n+1 −∆γ (Es +Hs) ✭✺✳✸✳✶✼✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ fn+1 ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à ③ér♦✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ t✐r❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

∆γ =
f t
n+1

Es +Hs

> 0 ✭✺✳✸✳✶✽✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶ rés✉♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳
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✶✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧✬ét❛t n ✿
{
ebn, e

b
p,n, s

b
n

}
❡t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆e

✷✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ t❡st

σt
n+1 = Es (en+1 − ep,n) = σn + Es∆en

f t
n+1 =

∣
∣σt

n+1

∣
∣− sn ✭✺✳✸✳✶✾✮

❛✮ s✐ f t
n+1 ≤ 0 ✱ ❧❡ ♣❛s ❡st é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❡st s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✜♥❛❧❡s✱ ♦♥ ♣❛ss❡

❛✉ ♣❛s s✉✐✈❛♥t

❜✮ s✐ f t
n+1 > 0✱ ❧❡ ♣❛s ❡st ♣❧❛st✐q✉❡ ♦♥ ✈❛ ❡♥ ✸✳

✸✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥

∆γ =
f t
n+1

Es +Hs

> 0 ✭✺✳✸✳✷✵✮

σn+1 = σt
n+1 − Es∆γs✐❣♥(σn+1) ✭✺✳✸✳✷✶✮

ep,n+1 = ep,n +∆γs✐❣♥(σn+1) ✭✺✳✸✳✷✷✮

sn+1 = sn +Hs∆γ ✭✺✳✸✳✷✸✮

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✺✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

✺✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡✮ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡
❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈❡❝t❡✉r✳

❖♥ ❛ ❢❛✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❞ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s✮✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛
❝❤❡r❝❤é à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐❧❧✉stré
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳✶✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ σys✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❛ss❛❣❡ [Q]✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❖♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣♦✉tr❡ σb

norm s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
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Projection

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✏r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✑✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✜♥❛❧❡ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡st s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❝❤❛r❣❡

Echelle

macro

micro {
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✭❧✐♠✐t❡s é❧❛s✲
t✐q✉❡s✮ ✐♥✐t✐❛❧❡s

❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳
▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✹✳✷✳ ❖♥ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ n✱
♦♥ s✬❡st ❞♦♥♥é à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✭t❡♥s❡✉r✮ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ [E]n✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❢♦✉r♥✐t
❛♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✭t❡♥s❡✉r✮ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [Σ]n✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r [Kt]n✱ ❡t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛st✐q✉❡s [ep]n ❡t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s [s]n✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ n + 1✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ [E]n+1❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ [E]n+1✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡st ♣❛r
♣♦✉tr❡ [σt]✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s t❡st [ft] r❡st❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ré❛❝t✉❛❧✐s❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s [s] ❡t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ [γ]✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s
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Echelle macro

Echelle micro

étape n étape n+1

boucle

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡
❡♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ✐tér❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦ ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s [σ] , [s] , [γ]✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛❜✐❧✐sé❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠❛❝r♦ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ✿ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [Σ]n+1 ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]n+1✳

✺✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s ✈❡rs ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ❜❛rr❡s ❡t rés♦✉❞r❡✱ ♣✉✐s r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡ ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦✉♣é ❝❡❧❛ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ▼❛✐s
❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❧❡s ♣♦✉tr❡s q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t ❧❡s ♣♦✉tr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳

✺✳✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t s❡❝♦♥❞❛✐r❡s

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡✱ ✜❣✉r❡
✺✳✹✳✸✳ ❈❡ tr❡✐❧❧✐s s❡r❛ ét✉❞✐é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

▲❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❡st s✐t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥t✐❣✉ë à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s ❡①tré♠✐tés ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♥✬❛♣♣❛r❛îtr♦♥t q✉❡
❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té✱ ❧❡s ♣♦✉tr❡s
♣r✐♠❛✐r❡s ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts δi ♥♦♥ ♥✉❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♦♥t
t♦✉s ❧❡✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts δi = 0✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳✸✱ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ✶✱✷✱✺✱✻✱✼✱✽✱✾
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b1

b3
b4

b14

b13
b12

b8

b7b6

b5

b10
b9

b2

b11

30°

60°

S2

S1

fa
ce

tte
 1

facette 2

poutres primaires
poutres secondaires

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si✳

❡t ✶✵ s♦♥t ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ✸✱✹✱✶✶✱✶✷✱✶✸ ❡t ✶✹ s♦♥t ❞❡s ♣♦✉tr❡s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳

✺✳✹✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s✮ [Σ] ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s [σ]

❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s ✭s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✮ ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s σ(i) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ [Σ]✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s

f b =
∣
∣σb
∣
∣− sb = 0 ✭✺✳✹✳✶✮

▼❛✐s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ é♥♦♥❝é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✶ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❧♦✐
❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ♠❛✐s à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭❤♦♠♦❣é♥é✐sé✮ [E]✳

❖♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Si

s✬é❝r✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡
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Si =
n∑

b=1

ebσbtbδib ✭✺✳✹✳✷✮

❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s σb s❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs réé❝r✐r❡

[Σ] =
1

g
Si ⊗ ∂R

∂λi

=
1

g

(
n∑

b=1

ebσbtbδib

)

⊗ ∂R

∂λi

=
1

g

(

σ1t1e1 ⊗ ∂R

∂λi
δi1...σntnen ⊗ ∂R

∂λi
δin
)

✭✺✳✹✳✸✮

=

[
1

g
t1e1 ⊗ ∂R

∂λi
δib1
]

σ1 + ...+

[
1

g
tnen ⊗ ∂R

∂λi
δin
]

σn ✭✺✳✹✳✹✮

[Σ] =

[[
1

g
tbeb ⊗ ∂R

∂λi
δib
]T
]

[σ] ✭✺✳✹✳✺✮

[Σ] = [Q]p [σ] ✭✺✳✹✳✻✮

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ [Q]p ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ♠✐❝r♦ ✈❡rs ♠❛❝r♦ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ [Q]p ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✹✳✷✳✶✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡s
s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✛♦rts ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❀ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δib✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐✈✐s❡r ❧❡s σb s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

{
σb
}
=

{

σb
p s✐ δib 6= 0

σb
s s✐ δib = 0

✭✺✳✹✳✼✮

❛✈❡❝ [σp]✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t
[σs]✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s ♠❛tr✐❝❡ [Q]r ❞❡ [Q]p✱ ré❞✉✐t❡ ❛✉① s❡✉❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ [Q]p✱
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

[Σ] = [Q]r [σp] ✭✺✳✹✳✽✮

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐sé ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ [Σ] ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s [σs]✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s
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✈♦♥t ♥♦✉s êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

∑

b∈BR

ebσbtb · [v (O (b))− v (E (b))] = 0 ✭✺✳✹✳✾✮

❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s

{
σb
s

}
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[σs] = [Q]i [σp] ✭✺✳✹✳✶✵✮

❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✽✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ✶

❞❡ [Q]r

[Q]+r [Σ] = [σp] ✭✺✳✹✳✶✶✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ [σp] ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✺✳✹✳✶✵✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

[σs] = [Q]i [Q]
+
r

︸ ︷︷ ︸

[Q]s

[Σ] ✭✺✳✹✳✶✷✮

[σs] = [Q]s [Σ] ✭✺✳✹✳✶✸✮

❊♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s [Q]r ❡t [Q]s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✹✳✶✶ ❡t
✺✳✹✳✶✸

[
[σp]
[σs]

]

= [σ] =

[
[Q]+r
[Q]s

]

[Σ] ✭✺✳✹✳✶✹✮

[σ] = [Q] [Σ] ✭✺✳✹✳✶✺✮

✺✳✹✳✷✳✸ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭❧✐♠✐t❡s é❧❛st✐q✉❡s✮ ✐♥✐t✐❛❧❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡st ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s ✭♦✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s
♣♦✉tr❡s✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r sb ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
σys

f b =
∣
∣σb
∣
∣− σys ≤ 0 ✭✺✳✹✳✶✻✮

❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s

✶✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ [Q] ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
❞ét❡r♠✐♥é ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡
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{
σb < σys
σb > −σys ✭✺✳✹✳✶✼✮

❛✈❡❝ σb ✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b✳ ■❧ ❢❛✉t ❡①♣r✐♠❡r σb ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ [Σ]✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛✉r❛ ✉♥❡ sér✐❡
❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ σys ❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✹ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❥✉st❡♠❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r σb ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✼ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σys

{
σb
n < 1

σb
n > −1

✭✺✳✹✳✶✽✮

❛✈❡❝ σb
n =

σb

σys
✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σys✳

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉σys

[Σ]norm =







Σ11/σys
Σ22/σys
Σ12/σys
Σ12/σys







✭✺✳✹✳✶✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✹ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡

[σn] = [Q] [Σ]norm ✭✺✳✹✳✷✵✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s σb
n ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σnorm✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✐❧ ② ❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ Σ12/σys

♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ Σ21 = Σ12 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
✭❤♦♠♦❣é♥é✐sé✮✳ ▼❛✐s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛♦rts Si✱ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉tr❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à Σ21 ❡t Σ12✱ ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s σb✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✹✳✶✽ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡






σ1
n ([Σ]norm) < 1

...
σm
n ([Σ]norm) < 1

σ1
n ([Σ]norm) > −1

...
σm
n ([Σ]norm) > −1

❛✈❡❝ m ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ sér✐❡ ❞✬✐♥éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞é✜♥✐t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❧✐♠✐t❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r σys✳
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✺✳✹✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♣❧❛st✐q✉❡

✺✳✹✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡✱ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭❤♦♠♦❣é♥é✐sé✮ [E] ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s [σ]

P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡✱ éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✶✱ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s σb ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ [E]✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉r❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡r♥❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛st✐q✉❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

[σ] = fonction ([E] , [ep]) ✭✺✳✹✳✷✶✮

❖♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♣❛s t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ✭t❡♥s✐♦♥✮ ❛♣✲
♣❧✐q✉é s✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s

σb =
Es

Lb

(

eb
(

uER(b)1 − uOR(b)1 +
∂u(λε)

∂λi
δib
)

− Lbebp

)

✭✺✳✹✳✷✷✮

✳
❛✈❡❝ ebp ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣♦✉tr❡ b✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡

éq✉❛t✐♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣❛r ♣♦✉tr❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳
❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

[σ] = [Ke] [E] + [Kp] [ep] ✭✺✳✹✳✷✸✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ♠❛❝r♦ ✈❡rs ♠✐❝r♦ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✈❡rs
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✷ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠❛❝r♦
✈❡rs ♠✐❝r♦ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣râ❝❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

[σ] = [Q] [Σ] ✭✺✳✹✳✷✹✮

[Σ] = [Q]+ [σ] ✭✺✳✹✳✷✺✮

✺✳✹✳✸✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡✱ r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣

♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❖♥ ❛ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✸ n ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜❛rr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ♣❛r r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪✮✱
❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ebp✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡ à ❧❛ ♣♦✉tr❡✳

✶✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡ss❛✐ ♦✉ ✈❛❧❡✉r t❡st [σt] = [Ke] [E] + [Kp] [ep]
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✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ i✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ f b
t =

∣
∣σb

t

∣
∣− sb

❛✮ s✐ f b
t ≤ 0✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s é❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞✐✲

✜❝❛t✐♦♥✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ sb✱ ♥✐ ❞❡ s❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡
ebp✳

❜✮ s✐ f b
t > 0✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛✉❣✲

♠❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
Hs

Es +Hs

f b
t ❡t à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ s✬❛❥♦✉t❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r sign(σb
t )

f b
t

Es +Hs

✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧✱ ❝❛r s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❧❛st✐✜❡✱ à ✉♥
♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ❝❡❧❛ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❡✛♦rt ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳

✺✳✹✳✸✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à r❡❞é✜♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
t❡♠♣s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♦✐t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ✈✐t❡ss❡s

[σ̇]✱
[

Ė
]

✳✳✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ s♦✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ s♦✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❖♥ ✈❛
✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]✱ t❡❧❧❡ q✉❡

[

Σ̇
]

=
[
Kt
] [

Ė
]

✭✺✳✹✳✷✻✮

❈❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡
❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡r✲
r❡✉rs✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ ♣❛s n✱ t❡♠♣s t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

[σ]n✱[E]n✱ [Σ]n ✳✳✳
❡t ❛✉ ♣❛s n+ 1✱ t❡♠♣s t+∆t
[σ]n+1 = [σ]n +∆ [σ]n✱[E]n+1 = [E]n +∆ [E]n✱ [Σ]n+1 = [Σ]n +∆ [Σ]n ✳✳✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ [Kt]n✱ ❛✉ ♣❛s n✱ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡

∆ [Σ]n =
[
Kt
]

n
∆ [E]n ✭✺✳✹✳✷✼✮

■❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐tér❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ n✱ ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥
❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ k ❧❡ ♣❛s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❆✉ t❡♠♣s tn✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ s♦✐t

[σ]n = [Ke] [E]n + [Kp] [ep]n ✭✺✳✹✳✷✽✮



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ➱▲❆❙❚❖P▲❆❙❚■◗❯❊
❍❖▼❖●➱◆➱■❙➱ ❉✬❯◆ ❚❘❊■▲▲■❙ ❘➱P➱❚■❚■❋ ➚ ❉❖▼■◆❆◆❚❊ ❊❳❚❊◆❙■❖◆◆❊▲▲❊✶✼✽

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s [Ke] ❡t [Kp] s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s é❧❛st✐q✉❡ ❡t ♣❧❛st✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡s
❛♣rès ❛✈♦✐r rés♦❧✉ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❆✉ t❡♠♣s tn+1✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❛✉ss✐ éq✉✐❧✐❜ré✱ s♦✐t

[σ]n+1 = [Ke] [E]n+1 + [Kp] [ep]n+1 ✭✺✳✹✳✷✾✮

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ n + 1 s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧✬ét❛t n✳ P♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ [Kr]✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱

[σ]n+1 = [Ke] ([E]n + [∆E]) + [Kp]
(
[ep]n + [∆γ′]

)
✭✺✳✹✳✸✵✮

❛✈❡❝ [∆γ′]✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✐❣♥é❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ [∆γ]✳

[σ]n+1 = [Ke] [E]n + [Kp] [ep]n + [Ke] [∆E] + [Kp] [∆γ′] ✭✺✳✹✳✸✶✮

P♦s♦♥s ❛❧♦rs [Kr] t❡❧ q✉❡ [∆γ′] = [Kr] [∆E]✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✶ ❛✐♥s✐

[σ]n+1 = [Ke] [E]n + [Kp] [ep]n + [Ke] [∆E] + [Kp] [Kr] [∆E] ✭✺✳✹✳✸✷✮

= [σ]n + [Ke] [∆E] + [Kp] [Kr] [∆E] ✭✺✳✹✳✸✸✮

⇒ [∆σ] = ([Ke] + [Kp] [Kr]) [∆E] ✭✺✳✹✳✸✹✮

⇒ [∆Σ] = [Q]+ [∆σ] = [Q]+ ([Ke] + [Kp] [Kr])
︸ ︷︷ ︸

[Kt]

[∆E] ✭✺✳✹✳✸✺✮

[∆Σ] =
[
Kt
]
[∆E] ✭✺✳✹✳✸✻✮

❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ [Kt] = [Q]+ ([Ke] + [Kp] [Kr])✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r [Kr] t❡❧ q✉❡ [∆γ′] = [Kr] [∆E]✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣♦✲

s♦♥s [ξ]✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❧❛st✐q✉❡ t❡st ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❝♦♥tr❛✐♥t❡s

[ξ] = [Ke] [∆E] ✭✺✳✹✳✸✼✮

❡t [ζ] ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s r❡❧✐❛♥t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❧❛s✲
t✐q✉❡ t❡st [ξ] ❡t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡

[∆γ′] = [ζ] [ξ] ✭✺✳✹✳✸✽✮

= [ζ] [Ke] [∆E] ✭✺✳✹✳✸✾✮

= [Kr] [∆E] ✭✺✳✹✳✹✵✮
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❛✈❡❝ [Kr] = [ζ] [Ke]✱ ✐❧ r❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ζb ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ [ζ]✳ ❈❡❝✐
♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✽





∆γ′1
...

∆γ′m



 =





ζ1 0 0
0 ... 0
0 0 ζm









ξ1
...
ξm



 ✭✺✳✹✳✹✶✮

⇒ ζb =
∆γ′b
ξb

✭✺✳✹✳✹✷✮

➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s n✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ✐tér❡r ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [Kr] ❡t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ [∆γ′]✳

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ét❛♣❡ n+ 1✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡[E]n+1✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥
♣✐❧♦t❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬ét❛t t ✿

(
[ep]n , [s]n

)
✱ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❡♠♣♦r❛✐r❡s ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬ét❛♣❡ k = 0 ❞✉ ♣❛s n ✿ ([∆γ′](k) , [Kr](k) , [ξ](k))✳

✶✳ ➚ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡(k = 0)✱ [∆γ′](0) = [0] ❡t [Kr](0) = [0]

✷✳ ❚❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✏♣ré❞✐❝t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡✑✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s à ❧❛ ❞❛t❡ t + ∆t✱
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r [ξ]✱ ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❧❛st✐q✉❡ t❡st

[
σt
](k)

n+1
= [Ke] [E]n+1 + [Kp]

(

[ep]n + [∆γ′]
(k)
)

✭✺✳✹✳✹✸✮

= [Ke]
(
[E]n + [∆E]n+1

)
+ [Kp]

(

[ep]n + [∆γ′]
(k)
)

✭✺✳✹✳✹✹✮

[ξ] = [Ke] [∆E]n+1 ✭✺✳✹✳✹✺✮

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b ✱ f t (k)
b =

∣
∣
∣σ

t (k)
b

∣
∣
∣− s

(k)
b

❛✮ ❝❛s ♣❧❛st✐q✉❡✱ f t (k)
b ≥ 0

∆γ
(k)
b =

f
t (k)
b

Es +Hs

∆γ
′(k+1)
b = ∆γ

′(k)
b + sgn(σ

t (k)
b )∆γ

(k)
b

s
(k+1)
b = s

(k)
b +Hs∆γ

(k)
b

ζb = sgn(σ
t (k)
b )

∆γ
(k)
b

ξb

❜✮ ❝❛s é❧❛st✐q✉❡✱ f t (k)
b < 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❧✐é❡s à

❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡✱ γ
′(k+1)
b = γ

′(k)
b ✱ s(k+1)

b = s
(k)
b ❡t ζb = 0

✹✳ ❖♥ é✈❛❧✉❡ [Kr]♣❛r
[Kr](k+1) = [Kr](k) + [ζ] [Ke]

✺✳ ❖♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s k ❡t ♦♥ ré♣èt❡ ❧❡s ét❛♣❡s ✷ à ✹ ❥✉sq✉✬à st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s
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✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜♥❛❧❡s à ❧✬ét❛♣❡ n+ 1

[ep]n+1 = [ep]n + [∆γ′]
(final)

[σ]n+1 = [Ke] [E]n+1 + [Kp] [ep]n+1

[Σ]n+1 = [Q]+ [σ]n+1

[
Kt
]

n+1
= [Q]+

(

[Ke] + [Kp] [Kr](final)
)

✺✳✺ ❈♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s

✺✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s

✶✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ♣r✐♠❛✐r❡s [Σ] = [Q]p [σ]✱ ❞♦♥t ♦♥ t✐r❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ [Q]r✱ ♠❛tr✐❝❡s
❞❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ [Q]p

✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦éq✉✐❧✐❜r❡
∑

b∈BR

ebσbtb · [v (O (b))− v (E (b))] = 0✱ ❛✈❡❝

❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s σb
s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ [σs] = [Q]i [σp]

✸✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ [Q]s✱ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈❡rs ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❡✲
❝♦♥❞❛✐r❡s ♣❛r [σs] = [Q]i [Q]

+
r

︸ ︷︷ ︸

[Q]s

[Σ]

✹✳ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ✉♥✐q✉❡
[
[σp]
[σs]

]

= [σ] =

[
[Q]+r
[Q]s

]

[Σ] = [Q] [Σ]

✺✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s [σn] = [Q] [Σ]norm
✻✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐♠✐t❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s

{
σb
n < 1

σb
n > −1

✭✺✳✺✳✶✮

✺✳✺✳✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s

❖♥ tr❛✐t❡r❛ ❝✐✲❞❡ss♦✉s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡
❝❤❛r❣❡s✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡✱ ❦❛❣♦♠❡ ❡t ❞✐❛♠❛♥t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛①❡s✱ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✳

✺✳✺✳✶✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✷ ❡t s♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡st ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳

▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✸✳
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x1

x2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✶ ✕ ❆①❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

n1

n1

n1

n1
b1

b2b3

Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡

♣♦✉tr❡s ✶ ✷ ✸

❖✭❜✮ ✶ ✶ ✶
❊✭❜✮ ✶ ✶ ✶
δ1 ✶ ✶ ✵
δ2 ✵ ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✸ ✕ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s tr✐❛♥❣❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡

♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
(

Σ11

σys
, Σ22

σys
, Σ12

σys

)

♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ρ∗ = 0.15
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b1

b3b2

b5 b4

b6

n1

n2

n3

Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✹ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡

♣♦✉tr❡s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

❖✭❜✮ ✶ ✶ ✷ ✷ ✷ ✸
❊✭❜✮ ✸ ✷ ✸ ✶ ✸ ✶
δ1 ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵
δ2 ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡

♣♦✉tr❡s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

❖✭❜✮ ✶ ✶ ✷ ✷ ✷
❊✭❜✮ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶
δ1 ✶ ✵ ✶ ✶ ✵
δ2 ✵ ✵ ✵ ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t

✺✳✺✳✶✳✸ ❚r❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✹ ❡t s❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❦❛❣♦♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✺✳

✺✳✺✳✶✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ❉✐❛♠❛♥t

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✻ ❡t s❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✺ ✕ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡

♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
(

Σ11

σys
, Σ22

σys
, Σ12

σys

)

♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ρ∗ = 0.15



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ➱▲❆❙❚❖P▲❆❙❚■◗❯❊
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b2 b3

b1

b5 b4

n1

n2

n1

n1 n1

Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✻ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✼✳

✺✳✺✳✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡

❈❡s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t été tr❛✐tés ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❲❛♥❣ ❛♥❞ ▼❝❉♦✇❡❧❧ ❬✷✵✵✺❪✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✳

✺✳✺✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞♦✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ êtr❡ ✐♥séré ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❡r♠❡tt❛♥t s♦♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ s✬❡st ❝♦♥t❡♥té ❞✬❛❥♦✉✲
t❡r à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✲ ❞é❝❤❛r❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s
∆E11 ❝♦♥st❛♥t✮✳

✺✳✺✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝t✐♦♥ ✴ r❡t♦✉r à ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ♣✐❧♦té ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

✶✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❡♥

t❡♥s✐♦♥ σb =
Es

Lb

(

eb
(

uER(b)1 − uOR(b)1 +
∂u(λε)

∂λi
δib
)

− Lbebp

)

✱ ❛✈❡❝ ebp ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❧❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣♦✉tr❡ b✳

❛✮ ❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s [Ke]
❡t [Kp] t❡❧❧❡s q✉❡ [σ] = [Ke] [E] + [Kp] [ep]

❜✮ ❆♣rès ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s [Σ]✱ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡ Q t❡❧ q✉❡ [Σ] = [Q]+ [σ]

✷✳ ❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡sEt
1, ν

t
12, [σ

t] , [σ] , [Σ] , [f t] , [s] , [∆γ′] , [E] , [∆E] , [ep]✱[Kr] , [ζ]✭◆♦t❡ ✿
Et

1 ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r t❛♥❣❡♥t à ❧✬ét❛♣❡ n s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x1✱ νt12 ❡st ❧❡ ❝♦❡❢✲



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ➱▲❆❙❚❖P▲❆❙❚■◗❯❊
❍❖▼❖●➱◆➱■❙➱ ❉✬❯◆ ❚❘❊■▲▲■❙ ❘➱P➱❚■❚■❋ ➚ ❉❖▼■◆❆◆❚❊ ❊❳❚❊◆❙■❖◆◆❊▲▲❊✶✽✻

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✼ ✕ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐❛♠❛♥t s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡

♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
(

Σ11

σys
, Σ22

σys
, Σ12

σys

)

♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ρ∗ = 0.15
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✜❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧✬ét❛♣❡ n✱ ✐❧ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬ét❛t
❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ Et

1 ❡t νt12 s♦♥t r❡❝❛❧❝✉❧és à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s✳✮

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿

❛✮ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s [s] :=





σys
...
σys



 ❀ [ep] := [0]

❜✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s tb❡t Lb

❝✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s σys, Es, Hs

❞✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ✿ E11 ✐♥✐t✐❛❧✱ E11 ✜♥❛❧ ❡t ❞✉ ♣❛s∆E11✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s nPas :=
E11 (final)− E11 (initial)

∆E11

✳ ✭◆♦t❡ ✿ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ∆E11 = Cte✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉
t♦✉t ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳✮

✹✳ P♦✉r cPas ❞❡ ✶ à nPas

❛✮ [∆E] :=





∆E11

−νt12∆E11

0





❜✮ [E] := [E] + [∆E]

❝✮ P♦✉r i ❞❡ 1 à nBarres

✐✳ [∆γ′] := [0] ❀ [Kr] := [0] ❀

❞✮ ✜♥ ❞❡ ♣♦✉r

❡✮ err := 100

❢✮ t❛♥t q✉❡ err > 0.1 ❀ ✭♥♦t❡ ✿ err ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ err = max(err1...errn)✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✪ ❞✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡

é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ t❡st errb =
100 f b

t

sb
✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✵✳✶✪ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✳✮

✐✳ err := 0

✐✐✳ [σt] := [Ke] [E] + [Kp] ([ep] + [∆γ′])

✐✐✐✳ [ξ] = [Ke] [∆E]n+1

✐✈✳ ♣♦✉r b ❞❡ ✶ à nBarres

❆✳ ζbb = 0 ❀

❇✳ f b
t := abs(σb

t )− sb

❈✳ s✐ f b
t > 0 ❛❧♦rs

✕ ∆γ :=
f b
t

(Es +Hs)
❀ ✭❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✵✮
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♣♦✉tr❡s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹

❖✭❜✮ ✶ ✶ ✶ ✶ ✺ ✹ ✹ ✸ ✸ ✷ ✷ ✹ ✺ ✷
❊✭❜✮ ✶ ✶ ✷ ✺ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✸ ✸ ✹ ✺
δ1 ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵
δ2 ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡

✕ ∆γb
′
:= ∆γb

′
+ sgn(σb

t ) · ∆γ ❀ ✭♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐❣♥é❡ ❞✉ ❝✉♠✉❧ ❞❡
∆γ✮

✕ ζbb = sgn(σ
t (k)
b )

∆γ
(k)
b

ξb

✕ err := max(err,
100 f b

t

si
)

✕ sb := sb +Hs∆γ ❀ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✸

❉✳ ✜♥ ❞❡ s✐

✈✳ ✜♥ ❞❡ ♣♦✉r

✈✐✳ [Kr] := [Kr] + [ζ] [Ke]

❣✮ ✜♥ ❞❡ t❛♥t q✉❡

❤✮ [Σ] := [Q] [σ]

✐✮ [Kt] := [Q] ([Ke] + [Kp] [Kr])

❥✮ [St] := [Kt]
−1

❦✮ Et
1 :=

1

St
11

❀ νt12 := −St
21.E

t
1

❧✮ [ep] := [ep] + [∆γ′] ❀ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✷

✺✳ ✜♥ ❞❡ ♣♦✉r

✺✳✺✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❈❛rré✲➱t♦✐❧❡

❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✽✮✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✳

❈❡ tr❡✐❧❧✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡s r❛✐❞❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ k2 =
Est2
L

❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣♦✉tr❡s {1, 2}

✕ k1 =
Est1
L

❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣♦✉tr❡s {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

✕ k3 =
Est3
L

❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣♦✉tr❡s {11, 12, 13, 14}
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b1

b3
b4

b14

b13
b12

b8

b7b6

b5

b10
b9

b2

b11

n1 n1

n1 n1

n5

n2

n3

n4

Y1

Y2

30°

60°

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✽ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡

❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ s✉✐✈❛♥t❡

ν12 =

(
2 +

√
3
)
k1 k3

k1 k2 + 2 k1 k3 +
√
3k1 k3 + 4 k2 k3

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❞❡s ♣♦✉tr❡s k1, k2 ❡t
k3✳ ❈❡s r❛✐❞❡✉rs s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞❡s ♣♦✉tr❡s tb✳ ✭❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✾✮✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ t1 = t2 = t3 = t✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ρ∗ =
−2t

(
−3− 4

√
3− 3

√
2 +

√
2 +

√
6
)

3L
✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥

❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ✵✱✶✺✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ♣♦✉tr❡
t ∼ 0.019L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❢❛✐t❡s
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✶①✶ ♠♠✱ ❛✈❡❝ ✶✻①✶✻ ❝❡❧❧✉❧❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1/16mm ❡t t ∼ 0.0012mm✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♠é❝❛♥✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ σys = 20 ▼P❛✱ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ Es = 69000 ▼P❛ ❡t
♠♦❞✉❧❡ ♣❧❛st✐q✉❡ Hs = 3000 ▼P❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✾ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡
❧❛r❣❡✉rs ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s

❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞✉ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦❞❡ ❡♥ ▼❛♣❧❡✮✱ ♦♥ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✵ à 1 × 10−3 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0, 5 × 10−4✱ ♣✉✐s ❢❛✐t ✉♥ r❡t♦✉r ❞❡ 1 × 10−3 à ✵
♣❛r ♣❛s ❞❡ −0, 5× 10−4✳

❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❊❋ ✭❆❜❛q✉s✮✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❢❛✐t ✶①✶

♠♠✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε11 =
U1

1♠♠
✱ ❛✈❡❝ U1 ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❡♥ ♠♠✳ ▲❡ ♣❛s ✉t✐❧✐sé

❡st ❞❡ 1× 10−4♠♠ ✭❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✶✵ ♣❛s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❡t ✶✵ ♣❛s ❡♥ ❞é❝❤❛r❣❡✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✸ é❧é♠❡♥ts ♣❛r ♣♦✉tr❡s✱ é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐
✭❇✷✸ ❆❜❛q✉s✮✱ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❧❛r❣❡✉r❂0.0012 ♠♠ ❡t ♣r♦❢♦♥❞❡✉r❂✶ ♠♠✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✵✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛tér✐❛✉ ♣❧❛st✐q✉❡ é❞✐té❡ ❞❛♥s ❆❜❛q✉s ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

♠❛tér✐❛✉ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❨✐❡❧❞ str❡ss P❧❛st✐❝ str❛✐♥

✷✵ ✵
✷✺✳✶✸ ✵✳✵✵✶✻✸✺

▲✬❡✛♦rt ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ X1 ❞❛♥s ❧❡ ❞✐①✐è♠❡ ❡t ❧❡ ✈✐♥❣t✐è♠❡ ♣❛s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✶✳
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U1 déplacement 
imposé suivant l'axe X1

conditions de 
bords

X1

X2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✵ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ✭❆❜❛q✉s✮ ❞❡
tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❈❛rré✲➱t♦✐❧❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✲ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❊❋ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

σ11(Abaqus) = − Fnode

Lcellule

✭✺✳✺✳✷✮

❆✈❡❝ Fnode✱ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❧❛tér❛✉① ❞r♦✐ts ✷ ❡t Lcellule✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝ôté
❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ✈❛✉t ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Lcellule = 1/16mm✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❛✉ ✶✵❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✶✭❛✮✮ ♦♥ ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡
Fnode ∼ −5, 53.10−2 N✱ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ11 ∼ 5, 53.10−2.16 = 0.88MPa✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛rés ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé
❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✷ ✿ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡✲❞é❝❤❛r❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❖♥ ❛ ré❛❧✐sé ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐✲
♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♣❡✉t
s♦✉❧✐❣♥❡r ❧✬❛s♣❡❝t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ❛ ❛❞❛♣té ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s

✷✳ ▲✬❡✛♦rt ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦♥ ❛ ♣r✐s ❧✬❡✛♦rt ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡s
❜♦r❞s✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧❛tér❛❧ ❞r♦✐t✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s✳
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RF, RF1

−5.528e−02
−4.607e−02
−3.686e−02
−2.764e−02
−1.843e−02
−9.215e−03
−1.298e−06
+9.213e−03
+1.843e−02
+2.764e−02
+3.685e−02
+4.607e−02
+5.528e−02

Step: Step−10
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: RF, RF1
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +9.993e+01

X

Y

Z

✭❛✮

RF, RF1

−5.214e−02
−4.345e−02
−3.476e−02
−2.607e−02
−1.738e−02
−8.686e−03
+4.053e−06
+8.694e−03
+1.738e−02
+2.607e−02
+3.476e−02
+4.345e−02
+5.214e−02

Step: Step−20
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: RF, RF1
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +5.375e+02

X

Y

Z

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✶ ✕ ❋♦r❝❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡♥ ◆ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❋ ✭❆❜❛q✉s✮ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❈❛rr❡✲➱t♦✐❧❡✳ ✭❛✮ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ✶✵❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❜✮ ✷✵❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭♣❛s ✜♥❛❧✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳✶✷ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❈❛rr❡✲➱t♦✐❧❡

❛✉t❡✉rs ❬▼♦❤r✱ ✷✵✵✺❪ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐✲
♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❝❡✉① ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t
✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛rré✲ét♦✐❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❊❋ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✲r❡t♦✉r à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❀ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❣é♥ér❛❧❡
❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❀ ♦♥ ♣❡✉t s✉❣❣ér❡r ❧❡s
♣✐st❡s ❞✬ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐té ❡t ét❡♥❞r❡
❧✬ét✉❞❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣✉✐s ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ♠✐①t❡s s❛♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ ❈❡❧❛
♥é❝❡ss✐t❡r❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❧❛ss❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❡s
tr❡✐❧❧✐s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ s♦✉s ❝❤❛r❣❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡❝❦ ❬✷✵✵✻❪ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡
❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬❡✛♦♥✲
❞r❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré✈é❧❡r ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❝❡s ♠♦❞❡s ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❛s♣❡❝ts ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r t❛♥❣❡♥t❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❣❛❣♥❡r❛✐t
s❛♥s ❞♦✉t❡ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❡♥ st❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ssé
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❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛✐t✳ ■❧
❢❛✉❞r❛✐t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ t❡❧ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡
t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ é❝r✐t ✉♥ ❝♦❞❡ sé♣❛ré ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ▼❛♣❧❡ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❊❋✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛r❣❡✲❞é❝❤❛r❣❡✳ ▲✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❊❋ ✭❯▼❆❚ ♦✉ ❱❯▼❆❚
❞❛♥s ❆❜❛q✉s✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♣✐è❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❞✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ré♣ét✐t✐❢s q✉❛s✐ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r s✉❜st✐t✉❡r ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t ❞♦té ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s ♣❛r ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡
❛♥❞ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❬✶✾✾✽❪✱ ▼♦✉r❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❈❛✐❧❧❡r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r tr♦✐s
♣♦✐♥ts ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ r✐❣✐❞❡ ❀ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐✲
s❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡s ❡t tr♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r
❧❡s tr❡✐❧❧✐s é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡
é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s
❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ❞❡ ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪ ❛✉ ❝❛s
❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s❡ ♣rêt❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❧✬❛✉t♦✲
♠❛t✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✲
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧✐♠❡♥tés ♣❛r ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❡t s♦♥t ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡♠❛♥❞❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✱ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡✳

❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ tr♦✐s ❝♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s tr❛✐tés ❡t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♦❜t❡♥✉✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❛ été tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
♣♦✉r ❝❡rt✐✜❡r ❛✉ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s r❡♥✈♦②❛✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡❝ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t été ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♦✉ à ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s tr❛✐tés✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ q✉✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡✱ ✐ss✉

✶✾✺
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❝♦❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦❞❡
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉ s❛♥s ♠✐❧✐❡✉
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐♥térêt ❝❧❛ss✐q✉❡

tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❧✐❡✉
✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡

❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡
tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♠✐❧✐❡✉

✢❡①✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
♥♦♥ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ▼✐❧✐❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé ❡t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐té

❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ s♦❧✐❞❡♠❡♥t ❢♦♥❞é ❡t
❛♣♣✉②é ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ q✉✐ ✈✐s❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✱ ❛ ❧✉✐ été ❜ât✐
❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡♥t♦rs❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣rés✉♣♣♦s❛♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐sé✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡s ♠✐❝r♦✲
♣♦❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φ✱ ❛♣♣❛r❛✐t r❡❧✐é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡
❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❧❛✐ss❡
q✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ s✉s♣❡♥❞ ✿ q✉❡❧ ❛✉r❛✐t ré❡❧❧❡♠❡♥t été ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s❛♥s ❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❄ ◆❡ ♣♦✉rr❛✐t✲♦♥ ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡r
❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❛ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞✉
rés❡❛✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s❝r❡t ❄

❈♦♠♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ♣❧✉s
r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳✳✳✮✱ s❛♥s ♣rés✉♣♣♦s❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
✈✐sé✳ ■❧ s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬♦r❞r❡ ✭♦✉ ❞❡ ❞❡❣ré✮ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♠❛✐s s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❛s ✉♥
s✐♠♣❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❛ été ❛♠❡♥é à ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❝✬❡st ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ♣❛r❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é❡s✳ P♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡❧❛ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ✜❣✉r❡s ✺✳✻✳✷ ❡t ✺✳✻✳✶✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡
♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❝♦✉♣❧❡s✱ q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉❣❣èr❡♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❝✬❡st
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦❝❤❛r❣❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s
♠✐❝r♦❝♦✉♣❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❡✛♦rts ✭♦✉ ❞❡s ♠✐❝r♦❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮✳

▲✬❛✉tr❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❝❧❛r✐✜é s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡①❛❝t❡
❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ φ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛
r♦t❛t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡✛♦rt✳ ▼❛✐s✱ s✐ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳✷✱ ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛♣♣✉✐ ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦❝♦✉♣❧❡s ✿
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ tr❛✐té q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬♦r❞r❡ ✭♦✉ ❞❡ ❞❡❣ré✮ s✉♣ér✐❡✉r

✐❧ s❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✸✱ ♠❛✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❛ss♦❝✐é à φ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✈❛r✐❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s✳ ❖♥ ♣❡✉t
é♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ à êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ✿ ❧✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
♣♦✐♥t ❞✬❛♣♣✉✐ ❞❡s ♠✐❝r♦✲❝♦✉♣❧❡s ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t
♦♥ ❞é❝r✐t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉①
❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❞é❝r✐t❡s ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s✳

❈❡s ♣♦✐♥ts é❝❧❛✐r❝✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡
❧✬❛ ♠♦♥tré ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s✱ ❧❡s ❡✛❡ts ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧✐és à ❧❛ ♠✐✲
❝r♦❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ε → 0✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✉r❛✐t ❞❡s ❡✛❡ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❜✐❡♥ ré❡❧s ❡t ♥♦♥ ♣ré✈✉s ♣❛r ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❛s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐rré❛❧✐st❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉①
❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ♠✐❝r♦str✉❝t✉rés ❞✐✛ér❡♥ts✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬ét✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♠❛♥✉✲
❢❛❝t✉rés✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡r ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ✭❝❤♦✐s✐❡
♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r✮ ♦✉ ♦♣t✐♠✐s❡r s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞✐✛ér❡♥t ✭t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣♦✉tr❡s

✸✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❥♦✉t❡r q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✿
❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ t♦✉s ❝❡✉① ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❄
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❞♦♥♥❛♥t
♣♦✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛ss♦❝✐é❡

à é❧❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✮✱ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✸❉
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ✸❉ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡
♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✈❛r✐é❡s✱ q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ ❝♦q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❣é♦♠étr✐❡✳

▼ê♠❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛s♣❡❝t ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t tr❛✐t❡r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ✐❧
❢❛✉❞r❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦❧✈❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ▼❛♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧✐sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❛❝❝r♦✐ss❛♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬é❧❛♥❝❡♠❡♥t η✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❛♥s ❞♦✉t❡ êtr❡
❛✣♥é✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s❛✐s✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡t
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é s❡r❛✐t ✉♥ ❧✉①❡ ❜✐❡♥✈❡♥✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈♦❧❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s s❡r✈✐r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❞❡✉①
❛s♣❡❝ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡s ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
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(a( (b(

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣✐è❝❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✭❛✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱
✭❜✮ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥t ✜♥✐

s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡♥ ❛❜♦r❞❛♥t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡
é❧❛st✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞é❥à ❝♦✉r❛♠♠❡♥t tr❛✐té✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❡t
❞❡ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s
tr❡✐❧❧✐s à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① à ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪ ❛ été ❛❞❛♣té❡
❛✉ ❝❛s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✲
❞é❝❤❛r❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❛❧✐❞❡r ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
❡✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳✸✭❛✮
❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❧❡✐♥ r❡♠♣❧✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭à ❞♦♠✐♥❛♥t❡
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳✸✭❜✮✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡t ❝❡✱
♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té
❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣❛r❛❝❤❡✈❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s tr❛✐té✳ ❈❡❧❛ ♣❛ss❡r❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❛r ✉♥
❛✣♥❛❣❡ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ét❛❜❧✐ ♣❛r ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❡t ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♣rès ✉♥ ❞é❜✉t ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
é❧❛st♦✲✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐q✉❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡✳

❉❛♥s ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♣❧✉s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é✲
❧✐♦ré✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r t❛♥❣❡♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❧✉tôt q✉✬❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❖♥ ❣❛❣♥❡r❛✐t ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❡♥ st❛✲
❜✐❧✐té✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❚❛✐❥✐ ❆❞❛❝❤✐✱ ❨♦s❤✐♠✐r♦ ❚♦♠✐t❛✱ ❛♥❞ ▼❛s❛♦ ❚❛♥❛❦❛✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✷❞✲❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ■♥t ❏✳ ▼❡❝❤✳ ❙❝✳✱ ✹✵ ✿✽✺✼✕✽✻✻✱ ✶✾✾✽✳ ✽✼

❆✳ ❆❧❞❡rs♦♥✱ ❑✳▲✳ ❆❧❞❡rs♦♥✱ ❉✳ ❆tt❛r❞✱ ❑✳❊✳ ❊✈❛♥s✱ ❘✳ ●❛tt✱ ❏✳◆✳ ●r✐♠❛✱ ❲✳ ▼✐❧❧❡r✱ ◆✳ ❘❛✲
✈✐r❛❧❛✱ ❈✳❲✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❑✳ ❩✐❡❞✳ ❊❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ✸✲✱ ✹✲ ❛♥❞ ✻✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❤✐r❛❧ ❛♥❞
❛♥t✐✲❝❤✐r❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤✲
♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐ ✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦♠♣s❝✐t❡❝❤✳✷✵✵✾✳✵✼✳✵✵✾✳ ✶✸✺✱ ✶✹✵✱ ✶✹✸

▼✳ ❆❧❦❤❛❞❡r ❛♥❞ ▼✳ ❱✉r❛❧✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s ✿ ❘♦❧❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r t♦♣♦✲
❧♦❣② ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✻ ✿
✶✵✸✺✕✶✵✺✶✱ ✷✵✵✽✳ ✸✾✱ ✹✶✱ ✽✽✱ ✶✷✵✱ ✶✷✼✱ ✶✻✸

❙t❡✛❡♥ ❆❧✈❡r♠❛♥✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉①❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ●r❛③ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✵✵✼✳ ✷✸✱ ✶✸✸

❊✳❲✳ ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ▲✳❏✳ ●✐❜s♦♥✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❝r❡❡♣ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❆✸✵✸ ✿✶✷✵✕✶✷✻✱ ✷✵✵✶✳ ✷✷

❆✳ ❆♥t❤♦✐♥❡✳ ❊✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡✲str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜❡❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✸✼ ✿✶✵✵✸✕✶✵✶✽✱ ✷✵✵✵✳ ✼✽

❍❛r♠ ❆s❦❡s ❛♥❞ ❆♥❞r❡✐ ❱✳ ▼❡tr✐❦✐♥❡✳ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❞✐❛ ✿
❝♦♥t✐♥✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞
❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✷✵✵✹✳ ❞♦✐ ✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳✐❥s♦❧str✳✷✵✵✹✳✵✹✳✵✵✺✳ ✶✽

❳✳ ❇❛❞✐❝❤❡✱ ❙✳ ❋♦r❡st✱ ❚✳ ●✉✐❜❡rt✱ ❨✳ ❇✐❡♥✈❡♥✉✱ ❏✳✲❉✳ ❇❛rt♦✉t✱ P✳ ■❡♥♥②✱ ▼✳ ❈r♦s❡t✱ ❛♥❞
❍✳ ❇❡r♥❡t✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ♥✐❝❦❡❧
❢♦❛♠s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s ❛♥❞ ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s
❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❆✷✽✾ ✿✷✼✻✕✷✽✽✱ ✷✵✵✵✳ ✸✾✱ ✻✸

❇② ❑❛t✐❛ ❇❡rt♦❧❞✐✱ P❡❞r♦ ▼✳ ❘❡✐s✱ ❙t❡♣❤❡♥ ❲✐❧❧s❤❛✇✱ ❛♥❞ ❚♦♠ ▼✉❧❧✐♥✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✐ss♦♥✬s
r❛t✐♦ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✷✶ ✿✶✕✻✱ ✷✵✵✾✳ ✶✸✸✱
✶✸✺

✷✵✵
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❘✳ ❇❧✉♠❡♥❢❡❧❞✳ ❆✉①❡t✐❝ str❛✐♥s✖✐♥s✐❣❤t ❢r♦♠ ✐s♦✲❛✉①❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
✸✶ ✿✽✻✼✕✽✼✶✱ ✷✵✵✺✳ ✶✸✸✱ ✶✸✺

▼✐❝❤❡❧ ❇♦r♥❡rt✱ ❚❤✐❡rr② ❇r❡t❤❡❛✉✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ●✐❧♦r♠✐♥✐✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ✶✳ ❍❡r♠❡s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✶✳ ✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻

❙té♣❤❛♥❡ ❇♦✉r❣❡♦✐s✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱✱ ✸✷✽✱ ❙❡r✐❡ ■■ ❜ ✿✼✶✾✕✼✷✺✱ ✷✵✵✵✳ ✽✼

◆❛t❛❝❤❛ ❇✉❛♥♥✐❝ ❛♥❞ P❛tr✐❝❡ ❈❛rtr❛✉❞✳ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❤❡t❡✲
r♦❣❡♥❡♦✉s ❜❡❛♠s✳ ✐✳ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞
❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✸✽ ✿✼✶✸✾✕✼✶✻✶✱ ✷✵✵✶✳ ✽✼

❇✳ ❇✉r❣❛r❞t ❛♥❞ P✳ ❈❛rtr❛✉❞✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜❡❛♠❧✐❦❡ ❧❛tt✐❝❡ tr✉ss❡s ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✼✸ ✿✷✻✼✕✷✼✾✱ ✶✾✾✾✳ ✶✻✱ ✸✾

❉❡♥✐s ❈❛✐❧❧❡r✐❡✱ ❆②♠❛♥ ▼♦✉r❛❞✱ ❛♥❞ ❆♥♥✐❡ ❘❛♦✉❧t✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❛st✐❝✐t②✱ ✽✹ ✿✸✸✕✻✽✱ ✷✵✵✻✳ ✾✱ ✶✶✱ ✶✽✱ ✷✷✱ ✸✹✱ ✸✾✱ ✹✷✱ ✹✻✱ ✹✾✱ ✺✵✱
✺✶✱ ✶✾✺

❇❡r♥❛r❞ ❈❛♠❜♦✉ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧ ❏❡❛♥✳ ▼✐❝r♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s✳ ❍❡r♠❡s
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✶✳ ✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✸✷

P❛tr✐❝❡ ❈❛rtr❛✉❞✳ ▼é♠♦✐r❡ ❞✬❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❞✐r✐❣❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ◆❛♥t❡s✱
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ▼❛tér✐❛✉①✱ ✶✷ ✷✵✵✸✳ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✽

❙✐r♦ ❈❛s♦❧♦✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦rt❤♦tr♦✲
♣✐❝ ❝♦ss❡r❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞ r✐❣✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱
✹✸ ✿✹✼✺✕✹✾✻✱ ✷✵✵✻✳ ✶✷✵

▲✉❝ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ✷✵✵✹✳ ✷✵✽

❘✳▼✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ♦t❤❡r ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✸✼ ✿✾✸✕✶✵✹✱ ✷✵✵✵✳ ✶✽✱ ✸✸

❏❡❛♥✲❈❤❛r❧❡s ❈r❛✈❡✉r ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡ ❈❤❡③❡✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ✷✵✵✽✳ ✷✵✽

❏✉❧✐❡♥ ❉❛❧❧♦t✱ ❑❛r❛♠ ❙❛❜✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ❋♦r❡t✳ ▲✐♠✐t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❛♠s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❆✴❙♦❧✐❞s✱ ✷✽ ✿✶✻✻✕✶✼✽✱ ✷✵✵✾✳ ✾✵

❙✳ ❉❡♠✐r❛②✱ ❲✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍♦❤❡✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝
♠♦❞❡❧ ❢♦❛♠s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡① ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✸✽ ✿✾✽✺✕✶✵✵✵✱
✷✵✵✻✳ ✶✻✱ ✶✻✷

❙✳ ❉❡♠✐r❛②✱ ❲✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍♦❤❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ②✐❡❧❞
s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✹ ✿
✷✵✾✸✕✷✶✵✽✱ ✷✵✵✼✳ ✶✻✱ ✶✻✸
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❱✳ ❙✳ ❉❡s❤♣❛♥❞❡✱ ▼✳ ❋✳ ❆s❤❜②✱ ❛♥❞ ◆✳ ❆✳ ❋❧❡❝❦✳ ❋♦❛♠ t♦♣♦❧♦❣② ❜❡♥❞✐♥❣ ✈❡rs✉s str❡t❝❤✐♥❣
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❆❝t❛ ♠❛t❡r✳✱ ✹✾ ✿✶✵✸✺✕✶✵✹✵✱ ✷✵✵✶❛✳ ✾✱ ✷✵✱ ✷✼✱ ✸✷✱ ✸✸

❱✳❙✳ ❉❡s❤♣❛♥❞❡✱ ◆✳❆✳ ❋❧❡❝❦✱ ❛♥❞ ▼✳❋✳ ❆s❤❜②✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝t❡t✲tr✉ss ❧❛tt✐❝❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✹✾ ✿✶✼✹✼✕✶✼✻✾✱ ✷✵✵✶❜✳ ✶✼✱ ✼✵✱
✶✻✷

❏❡❛♥✲❋r❛♥❝♦✐s ❉❡s♣♦✐s✱ ❘❛♥❞♦❛❧❞ ▼✉❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛s ▼♦rt❡♥s❡♥✳ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
♠✐❝r♦❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡t❛❧s✳ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✺✹ ✿✹✶✷✾✕✹✶✹✷✱ ✷✵✵✻✳ ✷✼✱ ✸✾

❙t❡❢❛♥✐❛ ❉♦♥❡s❝✉✱ ❱❡t✉r✐❛ ❈❤✐r♦✐✉✱ ❛♥❞ ▲✐❣✐❛ ▼✉♥t❡❛♥✉✳ ❖♥ t❤❡ ②♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛ ❛✉①❡t✐❝
❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❡✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✻ ✿✷✾✹✕✸✵✶✱ ✷✵✵✾✳ ✶✸✺

▼✉❧❛❧♦ ❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❏♦♥❣ ❲❛♥ ❍✉✳ ▼✉❧t✐✲❛①✐❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ str✉t✲❧❛tt✐❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❤♦rt ❛♥❞ s❧❡♥❞❡r str✉ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✸ ✿
✻✶✶✺✕✻✶✸✾✱ ✷✵✵✻❛✳ ✽✱ ✶✻✵

▼✉❧❛❧♦ ❉♦②♦②♦ ❛♥❞ ❏♦♥❣ ❲❛♥ ❍✉✳ P❧❛st✐❝ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥ ❛✉①❡t✐❝ ❢♦❛♠ ♦r ✐♥✈❡rt❡❞
str✉t ❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r ❧♦❛❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢
❙♦❧✐❞s✱ ✺✹ ✿✶✹✼✾✕✶✹✾✷✱ ✷✵✵✻❜✳ ✶✻✷✱ ✶✻✸

❑✳❊✳ ❊❛st❡r❧✐♥❣✱ ❘✳ ❍❛rr②ss♦♥✱ ▲✳❏✳ ●✐❜s♦♥✱ ❛♥❞ ▼✳❋✳ ❆s❤❜②✳ ❖♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜❛❧s❛ ❛♥❞
♦t❤❡r ✇♦♦❞s✳ Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳✱ ❆✸✽✸ ✿✸✶✕✹✶✱ ✶✾✽✷✳ ✶✽

❚✳ ❊❜✐♥❣❡r✱ ❍✳ ❙t❡❡❜✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉✐❡❜❡❧s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛ ✇✐t❤ t❤❡
❛✐❞ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✷ ✿✸✸✼✕✸✹✼✱
✷✵✵✺✳ ✶✻

❙✳ ❊❧❛♥❣♦✈❛♥✱ ❇✳❙✳ ❆❧t❛♥✱ ❛♥❞ ●✳▼✳ ❖❞❡❣❛r❞✳ ❆♥ ❡❧❛st✐❝ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ♠✐①t✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✹✵ ✿✻✵✷✕✻✶✺✱
✷✵✵✽✳ ✽✽

❍✳▲✳ ❋❛♥ ❛♥❞ ❉✳◆✳ ❋❛♥❣✳ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤♦❧❧♦✇✲str✉t ❢♦❛♠s ✿
❆♥❛❧②s✐s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✵✵✽✳ ✶✻✸

❍✳▲✳ ❋❛♥✱ ❉✳◆✳ ❋❛♥❣✱ ❛♥❞ ❋✳◆✳ ❏✐♥❣✳ ❨✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❜❧♦❝❦
❧❛tt✐❝❡ tr✉ss ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✾ ✿✷✵✸✽✕✷✵✹✷✱ ✷✵✵✽❛✳ ✶✼✱ ✶✻✸

❍✳▲✳ ❋❛♥✱ ❋✳◆✳ ❏✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳◆✳ ❋❛♥❣✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ tr✉ss ♠❛t❡r✐❛❧s✳
▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✵✵✽❜✳ ✶✼

❍✉❛❧✐♥ ❋❛♥ ❛♥❞ ❨❛♥❣ ❲❡✐✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❝t❛
▼❡❝❤❛♥✐❝❛ ❙♦❧✐❞❛ ❙✐♥✐❝❛✱ ✶✾ ✿✶✵✸✕✶✶✸✱ ✷✵✵✻✳ ✶✼

❍✉❛❧✐♥ ❋❛♥✱ ❉❛✐♥✐♥❣ ❋❛♥❣✱ ❛♥❞ ❋❡♥❣♥✐❛♥ ❏✐♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❣r✐❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳
❆❝t❛ ▼❡❝❤ ❙✐♥✱ ✷✹ ✿✹✵✾✕✹✶✽✱ ✷✵✵✽❝✳ ✶✼✱ ✶✻✸
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❏✳ ❋❛t❡♠✐✱ ❋✳ ❱❛♥ ❑❡✉❧❡♥✱ ❛♥❞ P✳❘✳ ❖♥❝❦✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r✐❡s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
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◆♦r♠❛♥ ❆✳ ❋❧❡❝❦ ❛♥❞ ❳✐♥▼✐♥❣ ◗✐✉✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✕❜r✐tt❧❡✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✺ ✿✺✻✷✕✺✽✽✱ ✷✵✵✼✳ ✼✵

❈é❧✐♥❡ ❋❧♦r❡♥❝❡✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ré✢❡❝t✐✈❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐s✲
t❛♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✱ ✷✵✵✺✳
✾✾

❈é❧✐♥❡ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❑❛r❛♠ ❙❛❜✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉❧t✐♠❛t❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛❧
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❜❡❛♠s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❆✴❙♦❧✐❞s✱ ✷✺ ✿✼✷✕✾✼✱ ✷✵✵✻✳
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❙❛♠✉❡❧ ❋♦r❡st✳ ▼✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❣é♥ér❛❧✐sés ❡t ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❊❝♦❧❡s ❞❡s ♠✐♥❡s ❞❡
P❛r✐s✱ ✷✵✵✻✳ ✼✼

◆✳ ●❛s♣❛r✱ ❳✳❏✳ ❘❡♥✱ ❈✳❲✳ ❙♠✐t❤✱ ❏✳◆✳ ●r✐♠❛✱ ❛♥❞ ❑✳❊✳ ❊✈❛♥s✳ ◆♦✈❡❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ✇✐t❤
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▲♦r♥❛ ❏✳ ●✐❜s♦♥✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✽ ✿✸✼✼✕✸✾✾✱
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▲♦r♥❛ ❏✳ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❆s❤❜②✳ ❈❡❧❧✉❧❛r ❙♦❧✐❞s✳ Pr❡ss s②♥❞✐❝❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✼✳ ✶✼✱ ✸✾✱ ✹✵✱ ✺✶✱ ✺✷✱ ✺✹✱ ✺✽✱ ✻✻✱ ✻✽✱ ✽✼✱ ✶✸✺✱ ✶✹✸✱ ✶✻✶

❙t❡❢❛♥♦ ●♦♥❡❧❧❛ ❛♥❞ ▼❛ss✐♠♦ ❘✉③③❡♥❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✺ ✿
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❏♦s❡♣❤ ◆✳ ●r✐♠❛✱ ❘✉❜❡♥ ●❛tt✱ ◆❛✈❡❡♥ ❘❛✈✐r❛❧❛✱ ❆♥❞r❡✇ ❆❧❞❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❑✳❊✳ ❊✈❛♥s✳ ◆❡❣❛t✐✈❡
♣♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦s ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ❢♦❛♠ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆✱ ✹✷✸ ✿✷✶✹✕
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❇❡r♥❛r❞ ❍❛✉ss②✱ ❈♦r✐♥♥❡ ❏✉♥❣✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ●❛♥❣❤♦✛❡r✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❞✉✲
❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ②❛r♥✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✻ ✿✾✻✶✕✾✼✾✱ ✷✵✵✹✳ ✶✽✱ ✽✼

❏✳ ❍♦❤❡✱ ❈✳ ❇❡s❝❤♦r♥❡r✱ ❛♥❞ ❲✳ ❇❡❝❦❡r✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ q✉❛✲
❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✻ ✿✼✸✕✽✾✱ ✶✾✾✾✳ ✶✻

❏♦r❣ ❍♦❤❡ ❛♥❞ ❲✐❧❢r✐❡❞ ❇❡❝❦❡r✳ ❆ r❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
❝❡❧❧✉❧❛r s❛♥❞✇✐❝❤ ❝♦r❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ s♦❧✐❞s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✸✽ ✿✸✻✽✾✕✸✼✶✼✱ ✷✵✵✶✳
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❊✳●✳ ❑❛r♣♦✈✱ ❉✳▲✳ ❉♦r♦❢❡❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳●✳ ❙t❡♣❤❡♥✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛t✐❝s ♦❢
r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ tr✉ss❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✹ ✿✶✸✻✸✕✶✸✼✾✱
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❘♦❞❡r✐❝ ▲❛❦❡s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ◆❛t✉r❡✱ ✸✻✶ ✿✺✶✶✕✺✶✺✱ ✶✾✾✸✳ ✶✺✶

❏✐❛ ❧❡✐ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩✐ ①✐♥❣ ▲✉✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝
♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ❢♦❛♠s✳ ❈❤✐♥❡s❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s✱ ✷✵ ✿✷✶✺✕✷✷✷✱ ✷✵✵✼✳ ✸✾✱ ✻✽

❑✳ ▲✐✱ ❳✳✲▲✳ ●❛♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❙✉❜❤❛s❤✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❝❡❧❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ str✉t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ❢♦❛♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✹ ✿✼✽✸✕✽✵✻✱ ✷✵✵✻✳ ✷✶✱ ✸✾✱ ✻✼✱ ✻✽

❋❛❜✐❛♥ ▲✐♣♣❡r♠❛♥✱ ▼♦s❤❡ ❇✳ ❋✉❝❤s✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘②✈❦✐♥✳ ❙tr❡ss ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❡♥❣t❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳
❊♥❣r❣✳✱ ✶✾✼ ✿✹✵✶✻✕✹✵✷✻✱ ✷✵✵✽✳ ✷✺✱ ✼✵

❙❤✉t✐❛♥ ▲✐✉ ❛♥❞ ❲❡♥③❤❡♥❣ ❙✉✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧❡✲str❡ss ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s ❛♥❞
s✐③❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐ ✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳
✐❥s♦❧str✳✷✵✵✾✳✵✸✳✵✵✼✳ ✼✽✱ ✽✺✱ ✽✽

❚✳ ▲✐✉✱ ❩✳❈✳ ❉❡♥❣✱ ❛♥❞ ❚✳❏✳ ▲✉✳ ❉❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr✉ss✲❝♦r❡❞ s❛♥❞✇✐❝❤❡s ✇✐t❤ ❤♦♠♦✲
❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✸ ✿✼✽✾✶✕✼✾✶✽✱ ✷✵✵✻✳ ✶✼

❉✐r❦ ▼♦❤r✳ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✲❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐✲s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐❞❡❛❧ tr✉ss ❧❛tt✐❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✷ ✿✸✷✸✺✕✸✷✻✵✱ ✷✵✵✺✳ ✶✷✱ ✶✼✱ ✶✻✵✱ ✶✻✸✱ ✶✾✸✱
✷✸✼
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●✳ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❉✳ ❈❛✐❧❧❡r✐❡✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✻✽ ✿✶✽✶✕✶✽✾✱ ✶✾✾✽✳ ✶✽✱ ✷✷✱ ✸✵✱
✸✹

❆②♠❛♥ ▼♦✉r❛❞✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✜❜r❡✉s❡ ❡t ♠♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ ♠❡❝❛♥✐q✉❡
❞✉ ♠②♦❝❛r❞❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ✷✵✵✸✳ ✾✱ ✶✽✱ ✷✷✱
✸✹✱ ✸✾✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✹✺✱ ✹✻✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✽✾✱ ✶✾✺

❙✳ ❆✳ ◆❛③❛r♦✈✳ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ t❤✐♥ r♦❞s✳ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡
❡st✐♠❛t❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✾✼✱ ◆♦✳ ✹ ✿✹✷✹✺✕✹✷✼✾✱ ✶✾✾✾✳ ✽✼

❆❤♠❡❞ ❑ ◆♦♦r✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
r❡✈✐❡✇✱ ✹✶ ✿✷✽✺✕✷✾✻✱ ✶✾✽✽✳ ✶✶✱ ✶✹✱ ✶✻✱ ✶✾✱ ✷✵

●r❡❣♦r② ▼✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ❚❤♦♠❛s ❙✳ ●❛t❡s✱ ▲❡❡ ▼✳ ◆✐❝❤♦❧s♦♥✱ ❛♥❞ ❑r✐st♦♣❤❡r ❊✳ ❲✐s❡✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✷ ✿✶✽✻✾✕✶✽✽✵✱ ✷✵✵✷✳ ✶✻

❉✳ ❖❦✉♠✉r❛✱ ◆✳ ❖❤♥♦✱ ❛♥❞ ❍✳ ◆♦❣✉❝❤✐✳ ❊❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st✲
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢
❙♦❧✐❞s✱ ✺✷ ✿✻✹✶✕✻✻✻✱ ✷✵✵✹✳ ✶✷✱ ✶✻✶

P✳❘✳ ❖♥❝❦✱ ❊✳❲✳ ❆♥❞r❡✇s✱ ❛♥❞ ▲✳❏✳ ●✐❜s♦♥✳ ❙✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❞✉❝t✐❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ♣❛rt ✐ ✿
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✸ ✿✻✽✶✕✻✾✾✱ ✷✵✵✶✳ ✶✷✼

▼✐❝❤❡❧ ❉❡❧ P❡❞r♦✱ ❚❤♦♠❛s ●♠✉r✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❇♦ts✐s✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s
❡t ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ♣r❡ss❡s ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s r♦♠❛♥❞❡s✱ ✷✵✵✹✳ ✻✶

❋r❛♥❝✐s Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❑❛r❛♠ ❙❛❜✳ ❈♦ss❡r❛t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❈✳
❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱✱ t✳ ✸✷✻✱ ❙❡r✐❡ ■■ ❜✱ ✿♣✳ ✻✾✾✕✼✵✹✱ ✶✾✾✽✳ ✶✻✱ ✹✶✱ ✽✻✱ ✽✽✱ ✶✷✵✱ ✶✻✸

❉✳ Pr❛❧❧ ❛♥❞ ❘✳ ❙✳ ▲❛❦❡s✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❝❤✐r❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ♦❢ ✲ ✶✳ ■♥t✳
❏✳ ▼❡❝❤✳ ❙❝✐✳✱ ✸✾ ✿✸✵✺✕✸✶✹✱ ✶✾✾✼✳ ✽✱ ✶✸✸✱ ✶✸✺✱ ✶✹✵✱ ✶✹✶✱ ✶✹✸

❆♥♥✐❡ ❘❛♦✉❧t✱ ❉❡♥✐s ❈❛✐❧❧❡r✐❡✱ ❛♥❞ ❆②♠❛♥ ▼♦✉r❛❞✳ ❊❧❛st✐❝ ❧❛tt✐❝❡s ✿ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❧❛✇s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆♥♥ ❯♥✐✈ ❋❡rr❛r❛✱ ✺✹ ✿✷✾✼✕✸✶✽✱ ✷✵✵✽✳ ✶✽✱ ✷✷✱ ✸✹✱ ✸✾✱ ✹✷✱ ✹✻

❆③❛❞❡❤ ❘✐❛❤✐ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❍✳ ❈✉rr❛♥✳ ❋✉❧❧ ✸❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦ss❡r❛t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐ ✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛♣♠✳
✷✵✵✽✳✶✶✳✵✷✷✳ ✾✺

❆✳P✳ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❊✳❏✳ ●❛r❜♦❝③✐✳ ❊❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❛♥❞♦♠ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣❡♥✲
❝❡❧❧ s♦❧✐❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✵ ✿✸✸✕✺✺✱ ✷✵✵✷✳ ✸✾✱ ✺✽

❏♦s❡❢ ❘♦s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❈✐♠r♠❛♥✳ ▼✐❝r♦❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✻✶ ✿✷✹✾✕✷✻✵✱ ✷✵✵✸✳ ✽✼
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▼✳ ❘②✈❦✐♥✱ ▼✳❇✳ ❋✉❝❤s✱ ❛♥❞ ❇✳ ◆✉❧❧❡r✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✳
❙tr✉❝t✉r❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✶✽ ✿✷✵✷✕✷✵✾✱ ✶✾✾✾✳ ✶✹

❏❛❝q✉❡❧✐♥❡ ❙❛♥❝❤❡③✲❍✉❜❡rt ❛♥❞ ❊✳ ❙❛♥❝❤❡③✲P❛❧❡♥❝✐❛✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡s ❡t à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ✶✾✾✷✳
✷✸

❋✳ ❙❝❛r♣❛✱ ❙✳ ❇❧❛✐♥✱ ❚✳ ▲❡✇✱ ❉✳ P❡rr♦tt✱ ▼✳ ❘✉③③❡♥❡✱ ❛♥❞ ❏✳❘✳ ❨❛t❡s✳ ❊❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❤✐r❛❧ ❝❡❧❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ✿ P❛rt ❆✱ ✸✽ ✿✷✽✵✕✷✽✾✱ ✷✵✵✼✳ ✶✸✺

▼❛tt❤❡✇ ❏✳ ❙✐❧✈❛✱ ❲✐❧s♦♥ ❈✳ ❍❛②❡s✱ ❛♥❞ ▲♦r♥❛ ❏✳ ●✐❜s♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ■♥t✳ ❏✳ ▼❡❝❤✳ ❙❝✐✳✱
✸✼ ✿✶✶✻✶✕✶✶✼✼✱ ✶✾✾✺✳ ✶✼

❏✳❈✳ ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❚✳❏✳❘✳ ❍✉❣❤❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✽✳ ✶✷✱ ✶✻✸✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺✱
✶✼✻✱ ✶✾✺✱ ✶✾✾

❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❙♣❛❞♦♥✐ ❛♥❞ ▼❛ss✐♠♦ ❘✉③③❡♥❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝
❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐r❛❧ tr✉ss✲❝♦r❡ ❛✐r❢♦✐❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱
✷ ✿✾✻✺✕✾✽✶✱ ✷✵✵✼✳ ✶✸✺

❘♦② ▼✳ ❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ▲♦✉✐s ❏✳ ●❤♦s♥✱ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡② ❆✳ ▲❡r❝❤✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t❡tr❛❦❛✐❞❡❝❛❤❡❞r♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ♦♣❡♥✲❝❡❧❧❡❞ ❢♦❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✺ ✿✶✼✺✹✕✶✼✻✺✱ ✷✵✵✽✳
✶✽✱ ✸✾✱ ✶✻✸

❈✐❤❛♥ ❚❡❦♦❣❧✉ ❛♥❞ P❛tr✐❝❦ ❘✳❖♥❝❦✳ ❙✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦r♦♥♦✐ ❢♦❛♠s ✿ ❆ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✺✻ ✿✸✺✹✶✕✸✺✻✹✱ ✷✵✵✽✳ ✶✷✼

❈✐❤❛♥ ❚❡❦♦➜❧✉✳ ❙✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❘✐❥❦s✉♥✐✈❡rs✐t❡✐t ●r♦♥✐♥❣❡♥✱ ✷✵✵✼✳
✽✼✱ ✽✽

❍✳ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡ ❛♥❞ ❉✳ ❈❛✐❧❧❡r✐❡✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❜② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✷✾ ✿✻✾✾✕✼✵✺✱ ✶✾✾✽✳ ✾✱ ✶✹✱ ✶✽✱ ✷✷✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✹✱ ✸✾✱ ✹✷✱
✹✻✱ ✼✸✱ ✶✾✺

❍❡r✈❡ ❚♦❧❧❡♥❛❡r❡✳ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ t✐ssés ✲ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥
❧✐❜r❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ✶✾✾✹✳ ✶✹

❙✳ ❚♦rq✉❛t♦✱ ▲✳ ❱✳ ●✐❜✐❛♥s❦②✱ ▼✳ ❏✳ ❙✐❧✈❛✱ ❛♥❞ ▲✳ ❏✳ ●✐❜s♦♥✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞
tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ■♥t✳ ❏✳ ▼❡❝❤✳ ❙♦▲✱ ✹✵ ✿✼✶✕✽✷✱ ✶✾✾✽✳ ✷✼

P✳ ❚r♦✈❛❧✉s❝✐ ❛♥❞ ❘✳ ▼❛s✐❛♥✐✳ ▼❛t❡r✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ❝♦♥t✐♥✉❛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❧❛tt✐❝❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✸✻ ✿✷✵✾✶✕✷✶✵✽✱ ✶✾✾✾✳ ✶✵✱ ✽✸✱ ✽✹✱
✾✺✱ ✶✵✼

P❛tr✐❝❡ ❱❡r♥❛✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐s❝rèt❡ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✿ ❝❛s ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ✶✾✾✶✳ ✶✹✱ ✶✽



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✷✵✼

❍❛②❞♥ ◆✳●✳ ❲❆❉▲❊❨✳ ▼✉❧t✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡t❛❧s✳ P❤✐❧✳ ❚r❛♥s✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ❆✱
✸✻✹ ✿✸✶✕✻✽✱ ✷✵✵✻✳ ✷✶

❆✳✲❏✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❉✳▲✳ ▼❝❉♦✇❡❧❧✳ ❨✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡t❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ❛t
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❧❛st✐❝✐t②✱ ✷✶ ✿✷✽✺✕✸✷✵✱ ✷✵✵✺✳ ✶✻✵✱
✶✻✷✱ ✶✻✸✱ ✶✽✺

❲✳❊✳ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❊s❜❡♥ ❇②s❦♦✈✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ♣❧❛♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r
❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❆✴❙♦❧✐❞s✱ ✷✼ ✿✶✽✕✷✼✱ ✷✵✵✽✳ ✽✼

❲✳❊✳ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❆✳▼✳ ❑r❛②♥✐❦✳ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❦❡❧✈✐♥ ❢♦❛♠ ✇✐t❤
♦♣❡♥✲❝❡❧❧✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳✱ ✻✹ ✿✼✽✼✕✼✾✹✱ ✶✾✾✼✳ ✻✽

❲✐❧❧✐❛♠ ❊✳ ❲❛rr❡♥ ❛♥❞ ❊s❜❡♥ ❇②s❦♦✈✳ ❚❤r❡❡✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠✐❝r♦♣♦❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❆✴❙♦❧✐❞s✱ ✷✶ ✿✼✼✾✕✼✾✷✱ ✷✵✵✷✳ ✹✶✱ ✽✼✱
✽✽✱ ✾✾✱ ✶✷✵

▲✳❙✳ ❳✐❡ ❛♥❞ ❑✳❈✳ ❈❤❛♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str✉t ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ t❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧
❢♦❛♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✽ ✿✷✹✾✕✷✺✺✱ ✷✵✵✻✳ ✶✻✸

❏✉♥ ❨❛♥✱ ●❡♥❣❞♦♥❣ ❈❤❡♥❣✱ ❙❤✉t✐❛♥ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ▲✐♥❣ ▲✐✉✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr✉ss ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✽ ✿✹✵✵✕✹✶✸✱ ✷✵✵✻✳ ✶✻✷

❉✳❯✳ ❨❛♥❣✱ ❙✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❋✳❨✳ ❍✉❛♥❣✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ❡❧❛st✐❝ ❤♦♥❡②❝♦♠❜
str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts
✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✸✾ ✿✶✽✼✕✷✵✺✱ ✷✵✵✸✳ ✽✹✱ ✶✸✺

▼❡✐✲❨✐ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❏♦♥❣✲❙❤✐♥ ❍✉❛♥❣✳ ❊❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ✇✐t❤
♣❧❛t❡❛✉ ❜♦r❞❡rs ✉♥❞❡r ❜✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✼✶ ✿✷✷✾✕✷✸✼✱ ✷✵✵✺✳ ✶✻✸

▼❡✐✲❨✐ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❏♦♥❣✲❙❤✐♥ ❍✉❛♥❣✳ ❋❛✐❧✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ❜r✐tt❧❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ✇✐t❤ ♣❧❛t❡❛✉
❜♦r❞❡rs ✉♥❞❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✼✷ ✿✺✶✷✕✺✷✵✱ ✷✵✵✻✳ ✶✻✷✱ ✶✻✸

❆♥❞r❡✇ ❨♦♦ ❛♥❞ ■✇♦♥❛ ❏❛s✐✉❦✳ ❈♦✉♣❧❡✲str❡ss ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❛ tr❛❜❡❝✉❧❛r ❜♦♥❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ✸❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✾ ✿✷✷✹✶✕✷✷✺✷✱ ✷✵✵✻✳ ✶✻✱ ✽✼

❨✳❍✳ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳▼✳ ◗✐✉✱ ❛♥❞ ❉✳◆✳ ❋❛♥❣✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦ ♥♦✈❡❧ ♣❧❛♥❛r ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✹✺ ✿✸✼✺✶✕✸✼✻✽✱ ✷✵✵✽✳ ✷✼✱ ✶✻✸

❍✳ ❳✳ ❩❤✉✱ ❏✳ ❋✳ ❑♥♦tt✱ ❛♥❞ ◆✳ ❏✳ ▼✐❧❧s✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ❢♦❛♠s
✇✐t❤ t❡tr❛❦❛✐❞❡❝❛❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❏ ▼❡❝❤✳ P❤②s✳ ❙♦❧✐❞s✳✱ ✹✺ ✿✸✶✾✕✸✹✸✱ ✶✾✾✼✳ ✶✼✱ ✸✾✱ ✻✹✱ ✻✼✱ ✻✽



Annexe A
❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s ❡♥ ♣❡t✐ts

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❙♦♠♠❛✐r❡
❆✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

❆✳✷ P❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵

❆✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✉tr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

❆✳✸✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷

❆✳✸✳✷ P♦✉tr❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

❆✳✸✳✸ P♦✉tr❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

❆✳✸✳✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

❆✳✸✳✺ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

❆✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

❆✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡

❈❡tt❡ s②♥t❤ès❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐ss✉❡ ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ▲✉❝ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ✏▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❡t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✑ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❬✷✵✵✹❪ ❡t ❞❡ ❏✳❈✳ ❈r❛✈❡✉r ❡t ❈✳ ❈❤❡③❡ ✲
✏▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✑ ❈r❛✈❡✉r ❛♥❞ ❈❤❡③❡ ❬✷✵✵✽❪✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉tr❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡✛♦rts ❡t ♠♦♠❡♥ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳✶ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡♥ ❣r✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s✱
❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡♥ ♥♦✐r s♦♥t ❧❡s ❡✛♦rts ❡①tér✐❡✉rs ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ♣♦✉tr❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs
s❡r♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥trés ❡♥ ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ✜①é❡✳

✷✵✽



❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❙❨◆❚❍➮❙❊ ❉❊ ▲❆ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ P❖❯❚❘❊❙ ❊◆ P❊❚■❚❙
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M1
R1

M2

R2
s1 s2

s

T(s) R(s)

N(s)

M(s)

Mt(s)

Mf(s)

G(s)
f(s)

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✳✶ ✕ ❆❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥❡ ♣♦✉tr❡

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉tr❡ s♦♥t

✕ ❧❡s ✻ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t {U(s)} =

{
ψ(s)
u(s)

}

G(s)

✕ ❛✈❡❝ u(s) ❡t ψ(s)✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ à
❧✬❛❜s❝✐ss❡ s✳

✕ ❧❡s ✻ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ {D(s)} =

{
γ(s)
ε(s)

}

G(s)

✕ ❧❡s ✻ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s {T(s)} =

{
R(s)
M(s)

}

G(s)

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ✉♥ tr♦♥ç♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s✮ ✿

✕ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✲ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t






γ(s) =
dψ(s)

ds

ε(s) =
du(s)

ds
+ n(s) ∧ ψ(s)

✭❆✳✶✳✶✮

✕ ❛✈❡❝ n(s) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ✜❜r❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❜s❝✐ss❡ s
✕ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ q✉❛s✐ st❛t✐q✉❡

dR(s)

ds
= 0 ✭❆✳✶✳✷✮

dM(s)

ds
+ n(s) ∧R(s) = 0 ✭❆✳✶✳✸✮



❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❙❨◆❚❍➮❙❊ ❉❊ ▲❆ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ P❖❯❚❘❊❙ ❊◆ P❊❚■❚❙
❉➱P▲❆❈❊▼❊◆❚❙ ❊❚ ❆❱❊❈ ▲✬❍❨P❖❚❍➮❙❊ ❉❊ ❇❊❘◆❖❯▲▲■ ✷✶✵

✕ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

ε(s) =
N(s)

ES
εT1(s) =

T1(s)

GS
εT2(s) =

T2(s)

GS
✭❆✳✶✳✹✮

θ(s) =
Mt(s)

GI0
γT1(s) =

Mf1(s)

EI1
γT2(s) =

Mf2(s)

EI2
✭❆✳✶✳✺✮

✕ ❛✈❡❝ E✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ G✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t✱ S ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✱ I0 ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣♦❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛
♣♦✉tr❡ ❡t Ij ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ j✳

❆✳✷ P❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s
❣❧♦❜❛❧❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s
✈✐rt✉❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ {F(s)} ❞✬❡✛♦rts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧✬❛❜s❝✐ss❡ s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❆✳✶✳✷ ❡t ❆✳✶✳✸ s✬é❝r✐✈❡♥t
❡♥ q✉❛s✐ st❛t✐q✉❡

{
dT(s)

ds

}

+ {F(s)} = {0} ✭❆✳✷✳✶✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ❛✉① ❛❜s❝✐ss❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s s1 ❡t s2 ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ s✬é❝r✐✈❡♥t

{T(s1)} = −{F(s1)} ✭❆✳✷✳✷✮

{T(s2)} = + {F(s2)} ✭❆✳✷✳✸✮

❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝♦♠♦♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ t♦rs❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ {V∗(s)}✱ ❡t ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷✳✶✳ P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❆✳✷✳✷ ❡t ❆✳✷✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦♠♠❡r ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s t❡r♠❡s {V∗(s1)} ❡t {V∗(s2)}✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
❛♣♣❡❧é❡ s♦✉✈❡♥t ✏♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✑ ✭PP❱✮

ˆ s2

s1

[{
dT(s)

ds

}

+ {F(s)} − {A(s)}
]

⊗ {V∗(s)} ds+ [{T(s1)}+ {F(s1)}]⊗ {V∗(s1)}

+ [−{T(s2)}+ {F(s2)}]⊗ {V∗(s2)} = 0 ✭❆✳✷✳✹✮

❙✐ ❧✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡ ❧❡ t❡r♠❡
´ s2

s1

{
dT(s)

ds

}

⊗ {V∗(s)} ds✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

ˆ s2

s1

{
dT(s)

ds

}

⊗{V∗(s)} ds = {T(s2)}⊗{V∗(s2)}−{T(s1)}⊗{V∗(s1)}−
ˆ s2

s1

{T(s)}⊗
{
dV∗(s)

ds

}

ds

✭❆✳✷✳✺✮
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❙✐ ❧✬♦♥ ✐♥sèr❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❆✳✷✳✺ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷✳✹✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❜♦r❞s s✬é❧✐♠✐♥❡♥t ❡t q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

−
ˆ s2

s1
{T(s)}⊗

{

Ḋ∗(s)
}

ds+

ˆ s2

s1
{F(s)}⊗{V ∗(s)} ds+

∑

i

{F(si)}⊗{V∗(si)} =

ˆ s2

s1
{A(s)}⊗{V∗(s)} ds

✭❆✳✷✳✻✮

❊♥ ♣♦s❛♥t

{
dV∗(s)

ds

}

=
{

Ḋ∗(s)
}

✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡

❞❡s ✐♥t❡r✲❡✛♦rts✱ ❧❡ s✉✐✈❛♥t à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❧✐♥é✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷✳✻
❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ✜♥✐s✳

❆✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✉tr❡s

❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷✳✻ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ✏♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡s tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s✑ ✭P❚❱✮✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ {V∗(s)} ♣❛r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
✈✐rt✉❡❧ {U∗(s)}✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ {V∗(s)} ❞✉r❛♥t ✉♥ t❡♠♣s dt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

−
ˆ s2

s1
{T(s)}⊗{D∗(s)} ds+

ˆ s2

s1
{F(s)}⊗{U∗(s)} ds+

∑

i

{F(si)}⊗{U∗(si)} =

ˆ s2

s1
{A(s)}⊗{U∗(s)} ds

✭❆✳✸✳✶✮
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡✛♦rts ❧✐♥é✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ q✉❛s✐

st❛t✐q✉❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✸✳✶ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❛❧♦rs ❡♥

−
ˆ s2

s1

{T(s)} ⊗ {D∗(s)} ds+
∑

i

{F(si)} ⊗ {U∗(si)} = 0 ✭❆✳✸✳✷✮

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡s ✐♥t❡r✲❡✛♦rts ❡st é❣❛❧ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❡✛♦rts ❡①té✲
r✐❡✉rs ❛✉① ♥♦❡✉❞s✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ t♦rs❡✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❧❡ t♦rs❡✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s {D(s)} s✬é❝r✐t

{U(s)} =

{
α β φ
u v w

}

=⇒ {D(s)} =

{
dU(s)

ds

}

=







dα

ds

dβ

ds

dφ

ds
du

ds

dv

ds
− φ

dw

ds
+ β







✭❆✳✸✳✸✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✱ ❝❡ t♦rs❡✉r s❡ s✐♠♣❧✐✜❡✱ ❞❡✉① ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡s

✶✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❛♥❝é❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t s♦✐t ♥é❣❧✐❣é❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ r❡st❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡
♥❡✉tr❡✳
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u1 u2

v1 v2

φ1
φ2

x

y

p

p

zp

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳✶ ✕ ❉❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥ ❛①❡s ♣r♦♣r❡s

{D(s)} =







dα

ds
−d

2w

ds2
d2v

ds2
du

ds
0 0







✭❆✳✸✳✹✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡ t♦rs❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡

{D∗(s)} =







dα∗

ds
−d

2w∗

ds2
d2v∗

ds2
du∗

ds
0 0







✭❆✳✸✳✺✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✸✳✷✱ s♦✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s ❞❡s ✐♥t❡r✲
❡✛♦rts s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

W ∗
i = −

ˆ s2

s1

{T(s)} ⊗ {D∗(s)} ds

= −
ˆ s2

s1

{

Mt
dα∗

ds
−Mfz

d2w∗

ds2
+Mfy

d2v∗

ds2
+N

du∗

ds

}

ds

= −
ˆ s2

s1

{

GI0
dα

ds

dα∗

ds
− EIz

d2w

ds2
d2w∗

ds2
+ EIy

d2v

ds2
d2v∗

ds2
+ ES

du

ds

du∗

ds

}

ds ✭❆✳✸✳✻✮

❆✳✸✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉tr❡

P♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ✷❉ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❞✬❛①❡s ♣r♦♣r❡s (xp,yp, zp)✱ ❡t ❡♥
✢❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ xOy✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛ tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ q✉✐ s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ❆✳✸✳✶ ✿ ❧❡s ❞❡✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ♣r♦♣r❡s à ❧❛ ♣♦✉tr❡ xp, yp ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ♣❧❛♥ zp✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✻✱
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6× 6✳

▲❛ ♣♦✉tr❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦s✲
sè❞❡ ❧❡s q✉❛❧✐tés r❡q✉✐s❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❖ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣❛r✈✐té
● s♦✐❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳ ▲❛ ♣♦✉tr❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❛♥❝é❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬❡❢✲
❢♦rt tr❛♥❝❤❛♥t s♦✐t ♥é❣❧✐❣é❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ ♣♦✉tr❡ à ✉♥
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❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ❧❛
tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t sé♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳

❆✳✸✳✷ P♦✉tr❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡
♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ s♦✉♠✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à
✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tré❡ Nxp✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛①❡ ♣r♦♣r❡ xp✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ u ❞✉ t♦rs❡✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts

{U(x)} =

{
ψ = 0

u = u(x)x

}

⇒ {D(x)} =

{
γ = 0

ε =
du(x)

dx
x

}

✭❆✳✸✳✼✮

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡s ✐♥t❡r✲❡✛♦rts s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r

W ∗
i =

ˆ s2

s1

{

ES
du

ds

du∗

ds

}

ds ✭❆✳✸✳✽✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ✈❛ s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s
♥♦❡✉❞s ✶ ❡t ✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à
❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥✈✐❡♥t

u(x) = ax+ b ✭❆✳✸✳✾✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✉✐✈❛♥t❡s

u(0) = u1 ❡t u(L) = u2

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

u(x) = u1
L− x

L
+ u2

x

L
= [φ(x)] [U] ✭❆✳✸✳✶✵✮

❡♥ ♣♦s❛♥t [U] =

[
u1
u2

]

✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t [φ(x)] =

[
L− x

L

x

L

]

✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡
du(x)

dx
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ✿

du(x)

dx
= −u1 1

L
+ u2

1

L
= [ψ] [U] ✭❆✳✸✳✶✶✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ [ψ] s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡s ✐♥t❡r✲❡✛♦rts

W ∗
i =

ˆ L

0

ES [U]t [ψ]t [ψ] [U∗] dx = ELS [U]t [ψ]t [ψ] [U∗] ✭❆✳✸✳✶✷✮
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❖♥ ♥♦t❡ [Ktc] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

[Ktc] = ELS [ψ]t [ψ] ✭❆✳✸✳✶✸✮

▲❡ ♣r♦❞✉✐t [ψ]t [ψ] ✈❛✉t

[ψ]t [ψ] =
1

L2

[
1 −1
−1 1

]

✭❆✳✸✳✶✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡s ✐♥t❡r ❡✛♦rts s✬é❝r✐t

W ∗
i = [U]t [Ktc] [U

∗] ✭❆✳✸✳✶✺✮

❛✈❡❝

[Ktc] =
ES

L

[
1 −1
−1 1

]

✭❆✳✸✳✶✻✮

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧s ❞❡s ❡✛♦rts ❡①tér✐❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s
❝❤❛r❣❡s ❝♦♥❝❡♥tré❡s ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st très s✐♠♣❧❡

W ∗
e =

∑

i

{F(si)} ⊗ {U∗(si)} =
∑

i

Niu
∗
i = [F]t [U∗] ✭❆✳✸✳✶✼✮

❛✈❡❝ [F]✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♥♦❞❛❧❡s✳

❆✳✸✳✸ P♦✉tr❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ♥♦❡✉❞s

v(0) = v1 ❀ v(L) = v2 ❀
dv

dx
(0) = φ1 ❀

dv

dx
(L) = φ2

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré ✸✱
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✹ ❝♦♥st❛♥t❡s ✿

v(x) = ax3 + bx2 + cx+ d⇒ dv(x)

dx
= 3ax2 + 2bx+ c ✭❆✳✸✳✶✽✮

❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ t✐r❡ ✿
c = φ1 ❀ d = v1 ❀

a =
2

L3
(v1− v2) +

1

L2
(φ1 + φ2) ❀ b = − 3

L2
(v1− v2)− 1

L
(2φ1 + φ2)

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

v(x) =
[
1− 3ξ2 + 2ξ3 L (ξ − 2ξ2 + ξ3) 3ξ2 − 2ξ3 L (−ξ2 + ξ3)

]







v1
φ1
v2
φ2







= [φ(x)] [U] ✭❆✳✸✳✶✾✮
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❛✈❡❝ ξ =
x

L
❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❡✛♦rts ✐♥tér✐❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡

❞❡ v(x)

d2v(x)

dx2
=

[
6

L2
(−1 + 2ξ)

2

L
(−2 + 3ξ)

6

L2
(1− 2ξ)

2

L
(−1 + 3ξ)

]







v1
φ1
v2
φ2







= [ψ(x)] [U] ✭❆✳✸✳✷✵✮

❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥té❣r❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r
❧✬é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✈✐rt✉❡❧ ✿

W ∗
i =

ˆ L

0

EI
d2v

dx2
d2v∗

dx2
dx = EI [U]t

ˆ L

0

[ψ(x)]t [ψ(x)] dx [U∗] ✭❆✳✸✳✷✶✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ [Kfl] ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

[Kfl] = EI

ˆ L

0

[ψ(x)]t [ψ(x)] dx =
EI

L3







12 6L −12 6L
6L 4L2 −6L 2L2

−12 −6L 12 −6L
6L 2L2 −6L 4L2







✭❆✳✸✳✷✷✮

❊♥ ❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s [Ktc] ❡t [Kfl]✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❛①❡ ♣r♦♣r❡ K✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

W ∗
i +W ∗

e = 0 ✭❆✳✸✳✷✸✮

⇒ [U]t [K] [U∗] = [F]t [U∗] ✭❆✳✸✳✷✹✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t [U∗]✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

[K] [U] = [F] ✭❆✳✸✳✷✺✮

❛✈❡❝
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u1

v1

φ1

x

y

s

s

p

p

u1

v1s

s

θ

u2
v2

φ2

p

p

u2

v2s

s

ebeb

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳✷ ✕ ❉❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧

[U] =











u1
v1
φ1
u2
v2
φ2











❀ [F] =











F1x
F1y
M1z
F2x
F2y
M2z











[K] =



















ES

L
0 0 −ES

L
0 0

0
12EI

L3

6EI

L2
−12EI

L3
0

6EI

L2

0
6EI

L2

4EI

L
−6EI

L2
0

2EI

L

−ES
L

0 0
ES

L
0 0

0 −12EI

L3
−6EI

L2

12EI

L3
0 −6EI

L2

0
6EI

L2

2EI

L
−6EI

L2
0

4EI

L



















✭❆✳✸✳✷✻✮

❆✳✸✳✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧

▲❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡st ❧❡ r❡♣èr❡ ✜①❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r s❛
str✉❝t✉r❡✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ✈❡❝t❡✉rs s♦✐❡♥t ❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡♣èr❡ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❛ss❡♠❜❧❡r✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✳✷✮✳

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s r❡♣èr❡s ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ [R]✱ t❡❧❧❡ q✉❡
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[Up] = [R] [Us] ⇒











u1p
v1p
φ1p
u2p
v2p
φ2p











=











c s 0 0 0 0
−s c 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
0 0 0 0 0 1





















u1s
v1s
φ1s
u2s
v2s
φ2s











✭❆✳✸✳✷✼✮

❛✈❡❝ c = cos(θ) ❀ s = sin(θ)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é❝r✐r❡

[Fp] = [R] [Fs] ✭❆✳✸✳✷✽✮

❖♥ t✐r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

[Fp] = [R] [Fs] = [Kp] [Up] = [Kp] [R] [Us] ⇒ [Fs] = [R]−1 [Kp] [R] [Us] ✭❆✳✸✳✷✾✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡✉r ✐♥✈❡rs❡
❡st é❣❛❧ à ❧❡✉r tr❛♥s♣♦sé❡✳

◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡♥ ❛①❡s str✉❝t✉r❛✉①

[Ks] = [R]−1 [Kp] [R] ✭❆✳✸✳✸✵✮

[Ks] =

















E tc2

L
+ 12 s2E I

L3
cE ts
L

− 12 sE I c
L3 −6 sE I

L2 −E tc2

L
− 12 s2E I

L3 − cE ts
L

+ 12 sE I c
L3 −6 sE I

L2

cE ts
L

− 12 sE I c
L3

E ts2

L
+ 12 c2E I

L3 6 E I c
L2 − cE ts

L
+ 12 sE I c

L3 −E ts2

L
− 12 c2E I

L3 6 E I c
L2

−6 sE I
L2 6 E I c

L2 4 E I
L

6 sE I
L2 −6 E I c

L2 2 E I
L

−E tc2

L
− 12 s2E I

L3 − cE ts
L

+ 12 sE I c
L3 6 sE I

L2
E tc2

L
+ 12 s2E I

L3
cE ts
L

− 12 sE I c
L3 6 sE I

L2

− cE ts
L

+ 12 sE I c
L3 −E ts2

L
− 12 c2E I

L3 −6 E I c
L2

cE ts
L

− 12 sE I c
L3

E ts2

L
+ 12 c2E I

L3 −6 E I c
L2

−6 sE I
L2 6 E I c

L2 2 E I
L

6 sE I
L2 −6 E I c

L2 4 E I
L

















✭❆✳✸✳✸✶✮

❆✳✸✳✺ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥t✐èr❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✈✐rt✉❡❧s ❛♣♣❧✐q✉és ét❛♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱
✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❛ r❛✐❞❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté
❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s r❛✐❞❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ [Ks] ❛②❛♥t ❝❡
♥♦❡✉❞ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
❆✳✸✳✸✳
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K1

K2

K=

Dans la partie grisée
somme des éléments de
K1 et K2, liés aux degrés
de libertés communs entre
les poutres 1 et 2

K1 : matrice de
raideur élémentaire
de la poutre 1

K2 : matrice de
raideur élémentaire
de la poutre 2

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆♣rès ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

[F] = [K] [U] ✭❆✳✸✳✸✷✮

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ ❧✬ét❛t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦✉ ❞✬❡✛♦rts✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st très é❧❡✈é✳

❆✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
str✉❝t✉r❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❢éré ✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s
❡✛♦rts ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❝❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ♣❛rt✐r♦♥s ❞❡s ❡✛♦rts ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡

[K] [U] = [F] ✭❆✳✹✳✶✮

❛✈❡❝
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[U] =











u1p
v1p
φ1p
u2p
v2p
φ2p











❀ [F] =











F1xp
F1yp
M1zp
F2xp
F2yp
M2zp











; [K] =



















ES

L
0 0 −ES

L
0 0

0
12EI

L3

6EI

L2
−12EI

L3
0

6EI

L2

0
6EI

L2

4EI

L
−6EI

L2
0

2EI

L

−ES
L

0 0
ES

L
0 0

0 −12EI

L3
−6EI

L2

12EI

L3
0 −6EI

L2

0
6EI

L2

2EI

L
−6EI

L2
0

4EI

L



















❡♥ r❡♣èr❡ ♣r♦♣r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❆✳✸✳✷✼

[Up] = [R] [Us] ⇒











u1p
v1p
φ1p
u2p
v2p
φ2p











=











c s 0 0 0 0
−s c 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
0 0 0 0 0 1





















u1s
v1s
φ1s
u2s
v2s
φ2s











❈❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ ét❛♥t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✱
❧❡s ❡✛♦rts à ❧✬❛✉tr❡ ♥♦❡✉❞ ét❛♥t ♦♣♣♦sés✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡✛♦rts s✉✐✈❛♥ts ❛✉ ♥♦❡✉❞ ✷✱ q✉❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té ✿

F2xp =
ES

L
(−u1p + u2p) =

ES

L

([
c
s

]

·
(

−
[
u1s
v1s

]

+

[
u2s
v2s

]))

✭❆✳✹✳✷✮

F2yp =
12EI

L3

(

v2p − v1p +
L

2
(φ1p + φ2p)

)

✭❆✳✹✳✸✮

=
12EI

L3

([
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

])

− L

2
(φ1s + φ2s)

)

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ✿

M1zp =
6EI

L2
(v1p − v2p) +

2EI

L
(2φ1p + φ2p) ✭❆✳✹✳✹✮

=
6EI

L2

(

−
[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

+
2EI

L
(2φ1s + φ2s)

M2zp =
6EI

L2
(v1p − v2p) +

2EI

L
(φ1p + 2φ2p) ✭❆✳✹✳✺✮

=
6EI

L2

(

−
[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

+
2EI

L
(φ1s + 2φ2s)

◆♦✉s ♣♦s❡r♦♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✳✷✮
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✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ eb =

[
c
s

]

✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ♣♦✉tr❡ eb⊥ =

[
−s
c

]

✕ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ str✉❝t✉r❛❧ u1 =

[
u1s
v1s

]

❡t u2 =
[
u2s
v2s

]

✱

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs réé❝r✐r❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ F2xp✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✹✳✷ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡

F2xp =
ES

L

(
eb · (−u1 + u2)

)
✭❆✳✹✳✻✮

◆♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❝❡tt❡ t❡♥s✐♦♥ N ✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ✿

Neb =
ES

L

(
eb · (−u1 + u2)

)
eb ✭❆✳✹✳✼✮

❖♥ ♥♦♠♠❡r❛ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ O ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ✶ ❡t E ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❡①tré♠✐té
✷✳

Neb =
ES

L

(
eb · (−uO + uE)

)
eb ✭❆✳✹✳✽✮

▲✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t F2yp✱ éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✹✳✸✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

F2yp =
12EI

L3

([
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

])

− L

2
(φ1s + φ2s)

)

=
12EI

L3

(

eb⊥ · (u2− u1)− L

2
(φ1s + φ2s)

)

✭❆✳✹✳✾✮

❈❡t ❡✛♦rt ❡st ♣♦rté ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ♣♦✉tr❡ eb⊥✱ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦♠♠❡r♦♥s
♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① Tt ❞♦♥❝

Tte
b⊥ =

12EI

L3

(

eb⊥ · (uE − uO)−
L

2
(φO + φE)

)

eb⊥ ✭❆✳✹✳✶✵✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✱ éq✉❛t✐♦♥s ❆✳✹✳✹ ❡t ❆✳✹✳✺✳

M1zp =
6EI

L2

(

−
[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

+
2EI

L
(2φ1s + φ2s)

=
2EI

L2

(

L (2φ1s + φ2s)− 3

[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

=
2EI

L2

(
L (2φO + φE)− 3eb⊥ · (uE − uO)

)
✭❆✳✹✳✶✶✮
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❈❡ ♠♦♠❡♥t s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❛✉ ♣♦✐♥t ♦r✐❣✐♥❡ O✱ ✐❧ ❡st ♣♦rté ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r z = k = e3
♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♣❧❛♥✳

MOe3 =
2EI

L2

(
L (2φO + φE)− 3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✶✷✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❡①tré♠✐té E

M2zp =
6EI

L2

(

−
[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

+
2EI

L
(φ1s + 2φ2s)

=
2EI

L2

(

L (φ1s + 2φ2s)− 3

[
−s
c

]

·
([

u2s
v2s

]

−
[
u1s
v1s

]))

⇒MEe3 =
2EI

L2

(
L (φO + 2φE)− 3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣♦❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶ ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ φO = 0, ❡tφE = 0✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦✉ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs kf ❡t kl ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐✛ér❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s
✷❉ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❆✳✹✳✶✮✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✸✳✷✹ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts s❡✉❧s
❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡

∑

b

Mb
O.θ̇

∗
O +Mb

E.θ̇
∗
E = 0 ✭❆✳✹✳✷✷✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳
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Mo

Me

T

T

u����
��

O(b)
barre

non d
éform

ée
e
b

e
b

T=
b

u����
��

E(b)N

T t

b

b

e =j2

e =i1

Mo et Me portés par e3

O(b)

E(b)

barre déformée sans 

rotation des noeuds

Neb = kl
(
eb · (uE − uO)

)
eb ✭❆✳✹✳✶✹✮

Tte
b⊥ = kf

(
eb⊥ · (uE − uO)

)
eb⊥ ✭❆✳✹✳✶✺✮

MOe3 =
kfL

6

(
−3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✶✻✮

MEe3 =
kfL

6

(
−3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✶✼✮

❆✈❡❝ kl =
EsS

L
✱ r❛✐❞❡✉r ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ kf =

12EsI

L3
✱ r❛✐❞❡✉r ❡♥ ✢❡①✐♦♥

❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣❛rt✐❡❧ ❡t rés✉♠é ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❛ss♦✲
❝✐é❡s ✭✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✳
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e

o

Μ ο

Me

T

T

u(E(b))

O(b)

bar
re
non

déf
orm

ée

barre d
éformée

e
b

e
b

T=
b

u(O(b
))

E(b)N

T t

b

be =j2

e =i1

Mo et Me portés par e3

F

F

O(b)

E(b)

Neb = kl
(
eb · (uE − uO)

)
eb ✭❆✳✹✳✶✽✮

Tte
b⊥ = kf

(

eb⊥ · (uE − uO)−
L

2
(φO + φE)

)

eb⊥ ✭❆✳✹✳✶✾✮

MOe3 =
kfL

6

(
L (2φO + φE)− 3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✷✵✮

MEe3 =
kfL

6

(
L (φO + 2φE)− 3eb⊥ · (uE − uO)

)
e3 ✭❆✳✹✳✷✶✮

❆✈❡❝ kl =
EsS

L
✱ r❛✐❞❡✉r ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ kf =

12EsIz

(L)3
✱ r❛✐❞❡✉r ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✷❉✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t η =
t

L
❡t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r e = Cte = 1✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r

❡♥ kl = Esη✱ kf = Esη
3

❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❝♦♠♣❧❡t ❡t rés✉♠é ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s
❛ss♦❝✐é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
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L

P

W

Treillis périodique

le paramètre d'épaisseur e des poutres 
est identique à celui de la largeur e=t 

l

t

e=t

l

t

e

le paramètre d'épaisseur e
est découplé de celui de la
largeur t

Cellule élémentaire

ou

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ η ❡t ε✱ ❡①✐st❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡



Annexe B
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ à

❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s

❙♦♠♠❛✐r❡
❇✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺

❇✳✷ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

❇✳✷✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼

❇✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ✳ ✳ ✷✷✽

❇✳✸ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❚r✐❛♥❣❧❡✲❚r✐❛♥❣❧❡ ✭✏❚✲❚✑✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽

❇✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

❇✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ✳ ✳ ✷✷✾

❇✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ✏▼✐①t❡✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

❇✳✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

❇✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ✳ ✳ ✷✸✶

❇✳✺ ❚r❡✐❧❧✐s ✏❙■✲sq✉❛r❡✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

❇✳✺✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

❇✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ✳ ✳ ✷✸✸

❇✳✻ ❚r❡✐❧❧✐s ✏❚r✐❛♥❣❧❡✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸

❇✳✻✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹

❇✳✻✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ✳ ✳ ✷✸✹

❇✳✼ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ✬❖❝t❡t✬ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹

❇✳✼✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

❇✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❛♣♣♦rt❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✳ ❖♥ ② ❡①♣♦s❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❛✐♥s✐

✷✷✺
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treillis Kagomecellule de base treillis Kagome

n1 b1

n2

n3 n1

n3Y1

Y2
b2 b3

b4b5

b6

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✳✶ ✕ tr❡✐❧❧✐s ✏❑❛❣♦♠❡✑

q✉❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs t❡①t❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❉❡✉① ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡
❛♥♥❡①❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é✳

▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞é❧✐✈r❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r [K] ❡st t❡❧❧❡ q✉❡





σ11
σ22
σ12



 = [K]





ε11
ε22
2ε12





▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é ❞é❧✐✈r❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r [K] ❡st ❛❧♦rs







σ11
σ22
σ12
σ21






= [K]







ε11
ε22
ε12
ε21







❇✳✷ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡

▲✐st✐♥❣ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❑❛❣♦♠❡ ✿

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✻❀

❡❬✶❪✿❂❁✶✱✵❃❀

❡❬✷❪✿❂❁✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❡❬✸❪✿❂❁✶✴✷✱✲sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❡❬✹❪✿❂❡❬✷❪❀

❡❬✺❪✿❂❁✲✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❡❬✻❪✿❂❡❬✶❪❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡
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❨✷✿❂❁✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❨✶✿❂❁✶✱✵❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂✷✯▲❀

▲✷✿❂✷✯▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

♥◆♦❡✉❞s✿❂✸❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✶✱✶✱✷✱✷✱✷✱✸❪❀

❊❜✿❂❬✸✱✷✱✸✱✶✱✸✱✶❪❀

❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✵✱✶✱✵✱✵✱✵❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✲✶✱✵✱✲✶✱✶✱✵✱✶❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✿❂t✯❊s✴▲❀

■③✿❂t❫✸✴✶✷❀

❦❢✿❂✶✷✯❊s✯■③✴✭▲❫✸✮❀

❑❜✿❂❬❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜❪❀

❑❝✿❂❬❦❢✱❦❢✱❦❢✱❦❢✱❦❢✱❦❢❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✿❂t✯▲❀

❱❜✿❂❬❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱❪❀

★s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

t❜✿❂❬t✱t✱t✱t✱t✱t❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡❑❛❣♦♠❡✳t①t✧❀

❇✳✷✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

[K] =







3/8 Es t
√
3

L
1/8 Es t

√
3

L
0

1/8 Es t
√
3

L
3/8 Es t

√
3

L
0

0 0 1/8 Es t
√
3

L
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Y2 Y1

2
L

n1

n3

n2

n2

n1

b6

b1

b2
b3

b4
b5

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✳✶ ✕ ❞❡s❝r✐♣r✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✏❚✲❚✑

❇✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é

[K] =












1/8
√
3Es t(3L2+t2)

L3 1/8
√
3Es t(L2−t2)

L3 0 0

1/8
√
3Es t(L2−t2)

L3 1/8
√
3Es t(3L2+t2)

L3 0 0

0 0 1/8
√
3Es t(L2+3 t2)

L3 1/8
√
3Es t(L2−t2)

L3

0 0 1/8
√
3Es t(L2−t2)

L3 1/8
√
3Es t(L2+3 t2)

L3












❇✳✸ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❚r✐❛♥❣❧❡✲❚r✐❛♥❣❧❡ ✭✏❚✲❚✑✮

✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❚r✐❛♥❣❧❡✲❚r✐❛♥❣❧❡ ✿
★ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ✭✐✱❥✮

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✻❀

❡❬✶❪✿❂❁sqrt✭✸✮✴✷✱✶✴✷❃❀

❡❬✷❪✿❂❁✵✱✶❃❀

❡❬✸❪✿❂❁sqrt✭✸✮✴✷✱✲✶✴✷❃❀

❡❬✹❪✿❂✲❡❬✷❪❀

❡❬✺❪✿❂❡❬✶❪❀

❡❬✻❪✿❂❡❬✸❪❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

❨✷✿❂❁✲✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❨✶✿❂❁✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂sqrt✭✸✮✯▲❀

▲✷✿❂sqrt✭✸✮✯▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s
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♥◆♦❡✉❞s✿❂✹❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✷✱✸✱✷✱✸✱✶✱✶❪❀

❊❜✿❂❬✶✱✶✱✸✱✷✱✸✱✷❪❀

❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✵✱✵✱✵✱✲✶✱✵✱✲✶❪❀

★ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✿❂❆✯❊✴▲❀

❑❜✿❂❬❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜❪❀

★ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣♣é ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✿❂t✯▲❀

❱❜✿❂❬❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡❚✲❚✳t①t✧❀

❇✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❚r✐❛♥❣❧❡✲❚r✐❛♥❣❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s s✐♥✲
❣✉❧❛r✐tés ❀ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

[σ] =




1/8

tEs

√
3( ∂

∂x
U1 (x,y)− ∂

∂y
U2 (x,y))

L
1/8

tEs

√
3( ∂

∂y
U1 (x,y)+ ∂

∂x
U2 (x,y))

L

1/8
tEs

√
3( ∂

∂y
U1 (x,y)+ ∂

∂x
U2 (x,y))

L
−1/8

tEs

√
3( ∂

∂x
U1 (x,y)− ∂

∂y
U2 (x,y))

L





❇✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é

[K] =





























−1/8

√
3(−L4−12L2t2−3 t4)tEs

L3(3 t2+L2)
−1/8

√
3(L4−4L2t2+3 t4)tEs

L3(3 t2+L2)
0 0

1/8

√
3(−L4+4L2t2−3 t4)tEs

L3(3 t2+L2)
1/8

√
3(L4+12L2t2+3 t4)tEs

L3(3 t2+L2)
0 0

0 0 1/8

√
3(3L4+12L2t2+t4)tEs

L3(3L2+t2)
1/8

√
3(3L4−4L2t2+t4)tEs

L3(3L2+t2)

0 0 1/8

√
3(3L4−4L2t2+t4)tEs

L3(3L2+t2)
1/8

√
3(3L4+12L2t2+t4)tEs

L3(3L2+t2)





























❇✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ✏▼✐①t❡✑

❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✹✳✶✳
❋✐❝❤✐❡r ❞✬❡♥tré❡ ✿
★ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ✭✐✱❥✮

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✶✷❀

❡❬✶❪✿❂❁✶✱✵❃❀
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Y1

Y2

n1 n2

n3

n4

n1 n2

n1

n4

n1

b1

b2
b3b4

b5

b6
b7

b8

b9

b10

b11 b12

❋✐❣✉r❡ ❇✳✹✳✶ ✕ tr❡✐❧❧✐s ✏▼✐①t❡✑

❡❬✷❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✸❪✿❂❁✵✱✶❃❀

❡❬✹❪✿❂❁✲sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✺❪✿❂❁✲✶✱✵❃❀

❡❬✻❪✿❂❁✲sqrt✭✷✮✴✷✱✲sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✼❪✿❂❁✵✱✲✶❃❀

❡❬✽❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱✲sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✾❪✿❂❡❬✸❪❀

❡❬✶✵❪✿❂❡❬✸❪❀

❡❬✶✶❪✿❂❡❬✶❪❀

❡❬✶✷❪✿❂❡❬✶❪❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

❨✶✿❂❁✶✱✵❃❀

❨✷✿❂❁✵✱✶❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂✷✯▲❀

▲✷✿❂✷✯▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

♥◆♦❡✉❞s✿❂✹❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✸✱✸✱✸✱✸✱✸✱✸✱✸✱✸✱✹✱✶✱✶✱✷❪❀

❊❜✿❂❬✹✱✶✱✷✱✶✱✹✱✶✱✷✱✶✱✶✱✹✱✷✱✶❪❀

❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵✱✵✱✵✱✶❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✵✱✶✱✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵✱✵✱✵❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✶✿❂❆✯❊✴▲❀

❦❜✷✿❂❆✯❊✴✭sqrt✭✷✮✯▲✮❀

❑❜✿❂❬❦❜✶✱❦❜✷✱❦❜✶✱❦❜✷✱❦❜✶✱❦❜✷✱❦❜✶✱❦❜✷✱❦❜✶✱❦❜✶✱❦❜✶✱❦❜✶❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✶✿❂t✯▲❀
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L

Y1

Y2

n1

n1

n2

n3
n2

b1

b2
b3

b4 b5

b6

b7

b8

❋✐❣✉r❡ ❇✳✺✳✶ ✕ tr❡✐❧❧✐s ✏❙■✲ sq✉❛r❡✑

❱✷✿❂t✯▲✯sqrt✭✷✮❀

❱❜✿❂❬❱✶✱❱✷✱❱✶✱❱✷✱❱✶✱❱✷✱❱✶✱❱✷✱❱✶✱❱✶✱❱✶✱❱✶❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡▼✐①t❡✳t①t✧❀

❇✳✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

[K] =








1/4
tEs (4+

√
2)

L
1/4 tEs

√
2

L
0

1/4 tEs
√
2

L
1/4

tEs (4+
√
2)

L
0

0 0 1/4 tEs
√
2

L








❇✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é

[K] =























1/8
Es t(8L2+2

√
2L2+t2

√
2)

L3
1/8

Es t(2
√
2L2−t2

√
2)

L3
0 0

1/8
Es t(2

√
2L2−t2

√
2)

L3
1/8

Es t(8L2+2
√
2L2+t2

√
2)

L3
0 0

0 0 1/8
Es t(2

√
2L2+t2

√
2+8 t2)

L3
1/8

Es t(2
√
2L2−t2

√
2)

L3

0 0 1/8
Es t(2

√
2L2−t2

√
2)

L3
1/8

Es t(2
√
2L2+t2

√
2+8 t2)

L3























❇✳✺ ❚r❡✐❧❧✐s ✏❙■✲sq✉❛r❡✑

❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✺✳✶✳
❋✐❝❤✐❡r ❞✬❡♥tré❡ ✿
★ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ✭✐✱❥✮

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✽❀
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❡❬✶❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✷❪✿❂❁✲sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✸❪✿❂❡❬✶❪❀

❡❬✹❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱✲sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✺❪✿❂❁✵✱✶❃❀

❡❬✻❪✿❂❁✶✱✵❃❀

❡❬✼❪✿❂❁✵✱✶❃❀

❡❬✽❪✿❂❁✲✶✱✵❃❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

❨✶✿❂❁✶✱✵❃❀

❨✷✿❂❁✵✱✶❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂sqrt✭✷✮✯▲❀

▲✷✿❂sqrt✭✷✮✯▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

♥◆♦❡✉❞s✿❂✸❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✶✱✷✱✷✱✷✱✶✱✸✱✸✱✸❪❀

❊❜✿❂❬✷✱✶✱✶✱✶✱✸✱✷✱✶✱✷❪❀

❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✲✶✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵✱✵❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✵✱✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✶✿❂t✯❊s✴▲❀

❦❜✷✿❂✷✯t✯❊s✴✭sqrt✭✷✮✯▲✮❀

❑❜✿❂❬❦❜✶✱❦❜✶✱❦❜✶✱❦❜✶✱❦❜✷✱❦❜✷✱❦❜✷✱❦❜✷❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✶✿❂t✯▲❀

❱✷✿❂t✯▲✯sqrt✭✷✮✴✷❀

❱❜✿❂❬❱✶✱❱✶✱❱✶✱❱✶✱❱✷✱❱✷✱❱✷✱❱✷❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❛rr❡s

t❜✿❂❬t✱t✱t✱t✱t✱t✱t✱t❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡❙■✲sq✉❛r❡✳t①t✧❀

❇✳✺✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

[K] =








1/4
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√
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√
2

L
1/2 tEs

L
0

1/2 tEs
L

1/4
tEs (2+

√
2)

√
2

L
0

0 0 1/2 tEs
L
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n1

n1

n1

n1

b1

b2b3

Y1

Y2

❋✐❣✉r❡ ❇✳✻✳✶ ✕ tr❡✐❧❧✐s ✏❚r✐❛♥❣❧❡✑

❇✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✢❡①✐♦♥✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐♠♣❧✐✜é

[K] =
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√
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√
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√
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√
2)

√
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0 0
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√
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√
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√
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√
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√
2+2L2)

√
2

L3
0 0

0 0 1/4
tEs (

√
2L2+t2

√
2+4 t2)

√
2

L3
1/4

tEs (
√
2L2−t2

√
2)

√
2

L3

0 0 1/4
tEs (

√
2L2−t2

√
2)

√
2

L3
1/4

tEs (
√
2L2+t2

√
2+4 t2)

√
2
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❇✳✻ ❚r❡✐❧❧✐s ✏❚r✐❛♥❣❧❡✑

❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✻✳✶✳
❋✐❝❤✐❡r ❞✬❡♥tré❡ ✿
★ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ✭✐✱❥✮

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✸❀

❡❬✶❪✿❂❁✶✱✵❃❀

❡❬✷❪✿❂❁✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

❡❬✸❪✿❂❁✲✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

❨✶✿❂❁✶✱✵❃❀

❨✷✿❂❁✲✶✴✷✱sqrt✭✸✮✴✷❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂▲❀

▲✷✿❂▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

♥◆♦❡✉❞s✿❂✶❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✶✱✶✱✶❪❀

❊❜✿❂❬✶✱✶✱✶❪❀
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❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✶✱✵❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✵✱✶✱✶❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✿❂t✯❊✴▲❀

❑❜✿❂❬❦❜✱❦❜✱❦❜❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✿❂t✯▲❀

❱❜✿❂❬❱✱❱✱❱❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡❚r✐❛♥❣❧❡✳t①t✧❀

❇✳✻✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

[K] =
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1/4
√
3tEs
L

0

1/4
√
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√
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0 0 1/4
√
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L
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[K] =
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√
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L3
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√
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1/4

√
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0 0 1/4
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3Es t(L2+3 t2)
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1/4

√
3Es t(L2−t2)

L3

0 0 1/4

√
3Es t(L2−t2)

L3
1/4

√
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❇✳✼ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ✬❖❝t❡t✬

▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❖❝t❡t ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✼✳✶✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❛ été ❢❛✐t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ✈✉❡✳

▲❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡st ét❛❜❧✐❡ ❣râ❝❡ ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❇✳✶✳

▲❡ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❖❝t❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿
★ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✸❉ ❖❝t❡t

★ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ✭✐✱❥✱❦✮

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡s ❜❛rr❡s

♥❇❛rr❡s✿❂✷✹❀

❡❬✶❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷✱✵❃❀

❡❬✷❪✿❂❁✲sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷✱✵❃❀

❡❬✸❪✿❂❡❬✶❪❀❡❬✹❪✿❂❡❬✷❪❀

❡❬✾❪✿❂❁✵✱sqrt✭✷✮✴✷✱✲sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✶✵❪✿❂❁✵✱sqrt✭✷✮✴✷✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀
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Y1

Y2

Y3

(a) (b)

n1

n2

n3

n4

n4
n4

n4

n4
n4

b1
b2

b3b4

b5

b6b7

b8

b9

b10

b11

b12

Y1

Y2

Y3

n1

n2

n3

n4
n4

n2

n3

b24 b21

b3b4
b19

b20

b13
b16

b22

b23
b18

b17

n1
b14

b15

❋✐❣✉r❡ ❇✳✼✳✶ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❖❝t❡t

❜ ✶✯ ✷✯ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼✯ ✽✯ ✾✯ ✶✵✯ ✶✶ ✶✷

❖ ✹ ✹ ✶ ✶ ✸ ✸ ✹ ✹ ✹ ✹ ✷ ✷

❊ ✶ ✶ ✹ ✹ ✹ ✹ ✸ ✸ ✷ ✷ ✹ ✹

δ1 ✶ ✵ ✵ ✲✶ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵

δ2 ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵

δ3 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✶ ✵ ✵ ✶ ✲✶ ✵

❜ ✶✸ ✶✹ ✶✺✯ ✶✻✯ ✶✼ ✶✽✯ ✶✾✯✯ ✷✵✯ ✷✶✯ ✷✷✯ ✷✸✯✯ ✷✹✯✯

❖ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✶ ✷ ✷ ✸ ✸ ✸ ✸

❊ ✸ ✸ ✸ ✸ ✷ ✷ ✶ ✶ ✶ ✷ ✶ ✷

δ1 ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶

δ2 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶

δ3 ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✲✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✵

❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❖❝t❡t

✯ ▲❡s δi ♦♥t ✉♥ s✐❣♥❡ ✐♥✈❡rsé ❝❛r ✐❧ ② ❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❡①tré♠✐té✳

✯✯ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♦♥t ❧❡✉r ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❡s δi ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉①

❝♦✉♣❧❡s ❞❡ tr✐♣❧❡ts
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❡❬✶✶❪✿❂❡❬✾❪❀❡❬✶✷❪✿❂❡❬✶✵❪❀

❡❬✺❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱✵✱sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✽❪✿❂❁sqrt✭✷✮✴✷✱✵✱✲sqrt✭✷✮✴✷❃❀

❡❬✼❪✿❂❡❬✺❪❀❡❬✻❪✿❂❡❬✽❪❀

❡❬✶✸❪✿❂❡❬✾❪❀❡❬✷✸❪✿❂❡❬✾❪❀

❡❬✶✹❪✿❂❡❬✷❪❀❡❬✷✹❪✿❂❡❬✷❪❀

❡❬✶✺❪✿❂❡❬✶✵❪❀❡❬✷✶❪✿❂❡❬✶✵❪❀

❡❬✶✻❪✿❂❡❬✶❪❀❡❬✷✷❪✿❂❡❬✶❪❀

❡❬✶✼❪✿❂❡❬✽❪❀❡❬✶✾❪✿❂❡❬✽❪❀

❡❬✶✽❪✿❂❡❬✺❪❀❡❬✷✵❪✿❂❡❬✺❪❀

★ ❞❡❢ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

❨✶✿❂❁✶✱✵✱✵❃❀

❨✷✿❂❁✵✱✶✱✵❃❀

❨✸✿❂❁✵✱✵✱✶❃❀

★ ♥♦r♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛✈❛❣❡

▲✶✿❂sqrt✭✷✮✯▲❀

▲✷✿❂sqrt✭✷✮✯▲❀

▲✸✿❂sqrt✭✷✮✯▲❀

★ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

♥◆♦❡✉❞s✿❂✹❀

★ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❜❛rr❡s

❖❜✿❂❬✹✱✹✱✶✱✶✱✸✱✸✱✹✱✹✱✹✱✹✱✷✱✷✱✶✱✷✱✶✱✷✱✶✱✶✱✷✱✷✱✸✱✸✱✸✱✸❪❀

❊❜✿❂❬✶✱✶✱✹✱✹✱✹✱✹✱✸✱✸✱✷✱✷✱✹✱✹✱✸✱✸✱✸✱✸✱✷✱✷✱✶✱✶✱✶✱✷✱✶✱✷❪❀

❞❡❧t❛✶✿❂❬✶✱✵✱✵✱✲✶✱✵✱✵✱✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵✱✵✱✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✲✶❪❀

❞❡❧t❛✷✿❂❬✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✶✱✶✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✶✱✶✱✶✱✶❪❀

❞❡❧t❛✸✿❂❬✵✱✵✱✵✱✵✱✵✱✲✶✱✶✱✵✱✵✱✶✱✲✶✱✵✱✵✱✵✱✶✱✵✱✵✱✶✱✲✶✱✵✱✵✱✵✱✲✶✱✵❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡s

❦❜✿❂t✯❊✴▲❀

❑❜✿❂❬❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜✱❦❜❪❀

★ ❛❥♦✉t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛rr❡

❱✿❂t✯▲❀

❱❜✿❂❬❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱✱❱❪❀

★ ♥♦♠ ❞✉ ❢✐❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s r❡s✉❧t❛ts

♥♦♠❋✐❝❤✐❡r✿❂✧s♦rt✐❡❖❝t❡t✳t①t✧❀



❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉✬❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ➚
❉■❋❋➱❘❊◆❚❙ ❚❘❊■▲▲■❙ ✷✸✼

❇✳✼✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭s❛♥s ✢❡①✐♦♥✮

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st

[σ] =









1
2

tE
√
2(2 ∂

∂x
U1+ ∂

∂y
U2+ ∂

∂z
U3)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂y
U1+ ∂

∂x
U2)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂z
U1+ ∂

∂x
U3)

L2

1
2

tE
√
2( ∂

∂y
U1+ ∂

∂x
U2)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂x
U1+2 ∂

∂y
U2+ ∂

∂z
U3)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂z
U2+ ∂

∂y
U3)

L2

1
2

tE
√
2( ∂

∂z
U1+ ∂

∂x
U3)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂z
U2+ ∂

∂y
U3)

L2
1
2

tE
√
2( ∂

∂x
U1+2 ∂

∂z
U3+ ∂

∂y
U2)

L2









❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té r❡❧❛t✐✈❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

ρ∗ = 6

√
2t

L2

❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

[K] =

















√
2tE
L2 1/2

√
2tE
L2 1/2

√
2tE
L2 0 0 0

1/2
√
2tE
L2

√
2tE
L2 1/2

√
2tE
L2 0 0 0

1/2
√
2tE
L2 1/2

√
2tE
L2

√
2tE
L2 0 0 0

0 0 0 1/2
√
2tE
L2 0 0

0 0 0 0 1/2
√
2tE
L2 0

0 0 0 0 0 1/2
√
2tE
L2

















❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ ▼♦❤r ❬✷✵✵✺❪✳



Annexe C
❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ♣❛rt✐r ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❝❧❛ss✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡
❈✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✽

❈✳✷ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✻

❈✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ x

R
→ x(λ)✳

✐♥❝♦♥♥✉❡s ✿ un ❡t φn

r❡st❛rt❀

✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✇✐t❤✭▲✐♥❡❛r❆❧❣❡❜r❛✮✿

r❡❛❞ ✧❞❛t❛❉✐❛♠❛♥t❆✉①❡t✐q✉❡✷✳t①t✧❀

✷✸✽
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
(

∂U

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→

(

∂U

∂λi

)

(i,j)
(

∂φ

∂λi

)

(Y1,Y2)

7→

(

∂φ

∂λi

)

(i,j)

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ✉t✐❧❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❡ st❛♥❞❛r❞
❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❡①♣r✐♠é❡
❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❙✐ ♦♥ ♦♠❡t ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t t❡♥s❡✉rs
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❝✉r✈✐❧✐♥é❛✐r❡s✳

❘✿❂❬▲✶✯❧❛♠❜❞❛✶✯❨✶❬✶❪✰▲✷✯❧❛♠❜❞❛✷✯❨✷

❬✶❪✱▲✶✯❧❛♠❜❞❛✶✯❨✶❬✷❪✰▲✷✯❧❛♠❜❞❛✷✯❨✷

❬✷❪❪❀

P✶✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮❃❀

P✷✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❃❀

❯✿❂❁❯✶✭①✱②✮✱❯✷✭①✱②✮❃❀

❞❯✶①②✿❂❁❞✐❢❢✭❯❬✶❪✱①✮✱❞✐❢❢✭❯❬✶❪✱②✮❃❀

❞❯✷①②✿❂❁❞✐❢❢✭❯❬✷❪✱①✮✱❞✐❢❢✭❯❬✷❪✱②✮❃❀

❞P❤✐①②✿❂❁❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱②✮✱①✮✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱②✮✱②✮❃❀

❞❯✶✿❂❁❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞❯✶①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮

✱❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞❯✷①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❃❀

❞❯✷✿❂❁❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞❯✶①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮

✱❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞❯✷①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❃❀

❞P❤✐✶✿❂❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞P❤✐①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡

❂❢❛❧s❡✮❀

❞P❤✐✷✿❂❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞P❤✐①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡

❂❢❛❧s❡✮❀

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ui
1 ❡t ui

2✱

❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❉❡❬✐❪✿❂❁❞①❬✐❪✱❞②❬✐❪❃❀

❉❡✷❬✐❪✿❂❁❞①✷❬✐❪✱❞②✷❬✐❪❃❀

❡♥❞ ❞♦❀

✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
equ1[1..Nmax]✱
equ2[1..Nmax]✱
❛✈❡❝ Nmax ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
equ1 ❡st ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱

equ2 ❞❡ s❝❛❧❛✐r❡✳

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉✶❬✐❪✿❂❁✵✱✵❃❀

❡q✉✷❬✐❪✿❂✵❀

❡♥❞ ❞♦❀

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs eb⊥ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❡❚❬✐❪✿❂❁✲❡❬✐❪❬✷❪✱❡❬✐❪❬✶❪❃❀

❡♥❞ ❞♦❀

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b ∈ BR

E := ER(b)✱
O := OR(b)

∆U := uE
1 − uO

1 +
∂U

∂λi
δi✱

kl := Esη

N1 := kl
(

eb ·
(

∆Ub
))

✱

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧✿❂❢❛❝t♦r✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭✭❡❬✐❪✮✱✭❉❡❬❊❜❬✐❪❪

✲❉❡❬❖❜❬✐❪❪✰❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❞❯✶✰❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❞❯✷✮✱

❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✮❀

◆❬✐❪✿❂❑❜❬✐❪✯❞❡♣❧❀

❡♥❞ ❞♦❀
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉tr❡ b ∈ BR

E := ER(b)✱
O := OR(b)

∆U := uE
1 − uO

1 +
∂U

∂λi
δi✱

kf := Esη
3

T1t := kf

(

eb⊥ ·
(

∆Ub
)

−
Lb

2

(

φO
0 + φE

0

)

)

MO
1 :=

kf
Lb

6
[Lb

(

2φO
0 + φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
)

]

ME
1 := kf

Lb

6
[Lb

(

φO
0 + 2φE

0

)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
)

]

equ1[E(b)] := equ1[E(b)] +Nb
1e

b + T b
1te

b⊥

equ1[O(b)] := equ1[O(b)]−Nb
1e

b − T b
1te

b⊥

equ2[E(b)] := equ2[E(b)] +ME
1 ✱

equ2[O(b)] := equ2[O(b)] +MO
1

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s φn
1 ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡s s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❤✐◆❬♥❪

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧✿❂❢❛❝t♦r✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭✭❡❚❬✐❪✮✱

✭❉❡❬❊❜❬✐❪❪✲❉❡❬❖❜❬✐❪❪✰❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❞❯✶

✰❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❞❯✷✮✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✮❀

♣❤✐❊✿❂♣❤✐◆❬❊❜❬✐❪❪❀

♣❤✐❖✿❂♣❤✐◆❬❖❜❬✐❪❪❀

❚✶❬✐❪✿❂❑❝❬✐❪✯✭❞❡♣❧✲▲❜❬✐❪✴✷✯✭♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✮❀

▼❡✶❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭▲❜❬✐❪✴✻✯❑❝❬✐❪✯✭▲❜❬✐❪

✯✭✷✯♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮❀

▼♦✶❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭▲❜❬✐❪✴✻✯❑❝❬✐❪✯✭▲❜❬✐❪

✯✭♣❤✐❊✰✷✯♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

♥❖✿❂❖❜❬✐❪❀

♥❊✿❂❊❜❬✐❪❀

❡q✉✶❬♥❖❪✿❂❢❛❝t♦r✭❡q✉❬♥❖❪✲❡❬✐❪✯◆❬✐❪

✲❡❚❬✐❪✯❚✶❬✐❪✮❀

❡q✉✶❬♥❊❪✿❂❢❛❝t♦r✭❡q✉❬♥❊❪✰❡❬✐❪✯◆❬✐❪

✰❡❚❬✐❪✯❚✶❬✐❪✮❀

❡q✉✷❬♥❊❪✿❂❢❛❝t♦r✭❡q✉✹❬♥❊❪✰▼❡✶❬✐❪✮❀

❡q✉✷❬♥❖❪✿❂❢❛❝t♦r✭❡q✉✹❬♥❖❪✰▼♦✶❬✐❪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ 3Nmax

❧✐❣♥❡s ❛✉ t♦t❛❧

[

equ1
]

=











[

0
0

]

...
[

0
0

]











✱

[

equ2
]

=





0
...
0





♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❡q✉✶

✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ sér✐❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉❳❬✐❪✿❂❁✶✱✵❃✳❡q✉✶❬✐❪❀

❡q✉❨❬✐❪✿❂❁✵✱✶❃✳❡q✉✶❬✐❪❀

❡♥❞ ❞♦❀

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un
1 ❡t

φn
1

❧❡q✉ ✿❂ ④s❡q✭❡q✉✷❬✐❪❂✵✱✐❂✶✳✳♥◆♦❡✉❞s✮

✱s❡q✭❡q✉❳❬✐❪ ❂ ✵✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮

✱ s❡q✭❡q✉❨❬✐❪ ❂ ✵✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

❧✈❛r ✿❂ ④s❡q✭❞①❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱

s❡q✭❞②❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱

s❡q✭♣❤✐◆❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

s♦❧✈❡✭❧❡q✉✱ ❧✈❛r✮❀

❛ss✐❣♥✭✪✮



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❖❉❊ ❙❖❯❘❈❊ ▼❆P▲❊ ❉➱❱❊▲❖PP➱ ➚ P❆❘❚■❘ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊
▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ❊❚ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✹✶

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ0 =
1

2

(

∂v

∂x
−

∂u

∂y

)

❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❡ r♦t❛t✐♦♥ φn
1 ✳

❢♦r ✐ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❝✶ ✿❂ ❝♦❡❢❢✭♣❤✐◆❬✐❪✱ ❞✐❢❢✭❯✷✭①✱ ②✮✱①✮✮❀

❝✷ ✿❂ ❝♦❡❢❢✭♣❤✐◆❬✐❪✱ ❞✐❢❢✭❯✶✭①✱ ②✮✱②✮✮❀

❝ ✿❂ ❝✶✲❝✷❀

♣❤✐◆❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❝✯♣❤✐✵✰♣❤✐◆❬✐❪✲✭✶✴✷✮

✯❝✯✭❞✐❢❢✭❯✷✭①✱ ②✮✱ ①✮✮ ✰✭✶✴✷✮

✯❝✯✭❞✐❢❢✭❯✶✭①✱ ②✮✱ ②✮✮✮

❡♥❞ ❞♦
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❚r❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s un

2 ❡t φn
1 ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s
∆Ub

2 := uE
2 − uO

2

N2 := kl
(

eb ·
(

∆Ub
2

))

✱

T2t := kf

(

eb⊥ ·
(

∆Ub
1

)

−
Lb

2

(

φO
1 + φE

1 +
∂φ0

∂λi
δi
))

M
O(b)
2 :=

kf
Lb

6

(

Lb

(

2φO
1 + φE

1 +
∂φ0

∂λi
δi
)

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
2

)

)

✱

M
E(b)
2 :=

kf
Lb

6

(

Lb

(

φO
1 + 2

(

φE
1 +

∂φ0

∂λi
δi
))

− 3eb⊥ ·
(

∆Ub
2

)

)

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭❡❬✐❪✱

❉❡✷❬❊❜❬✐❪❪✲❉❡✷❬❖❜❬✐❪❪✱

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❂ ❢❛❧s❡✮✮❀

◆✷❬✐❪ ✿❂ ❑❜❬✐❪✯❞❡♣❧ ❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭❡❚❬✐❪✱

❉❡✷❬❊❜❬✐❪❪✲❉❡✷❬❖❜❬✐❪❪✱ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

❂ ❢❛❧s❡✮✮❀

♣❤✐❊✿❂♣❤✐◆✷❬❊❜❬✐❪❪✰❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❞P❤✐✶

✰❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❞P❤✐✷❀

♣❤✐❖ ✿❂ ♣❤✐◆✷❬❖❜❬✐❪❪❀

❚✷❬✐❪ ✿❂ ❑❝❬✐❪✯✭❞❡♣❧✲✭✶✴✷✮✯ ▲❜❬✐❪

✯ ✭♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✮❀

▼❡✷❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭✭✶✴✻✮✯▲❜❬✐❪✯❑❝❬✐❪

✯✭▲❜❬✐❪✯✭✷✯♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮❀

▼♦✷❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭✭✶✴✻✮✯▲❜❬✐❪✯❑❝❬✐❪

✯✭▲❜❬✐❪✯✭♣❤✐❊✰✷✯♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉✹❬✐❪ ✿❂ ❵❁✱❃❵✭✵✱ ✵✮❀

❡q✉✸❬✐❪ ✿❂ ✵ ❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

♥❖ ✿❂ ❖❜❬✐❪❀

♥❊ ✿❂ ❊❜❬✐❪❀

❡q✉✹❬♥❖❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✹❬♥❖❪✲❡❬✐❪

✯◆✷❬✐❪✲❡❚❬✐❪✯❚✷❬✐❪✮❀

❡q✉✹❬♥❊❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✹❬♥❊❪✰❡❬✐❪

✯◆✷❬✐❪✰❡❚❬✐❪✯❚✷❬✐❪✮❀

❡q✉✸❬♥❊❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✸❬♥❊❪✰▼❡✷❬✐❪✮❀

❡q✉✸❬♥❖❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✸❬♥❖❪✰▼♦✷❬✐❪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉❳❬✐❪ ✿❂ ❵❁✱❃❵✭✶✱ ✵✮✳❡q✉✹❬✐❪❀

❡q✉❨❬✐❪ ✿❂ ❵❁✱❃❵✭✵✱ ✶✮✳❡q✉✹❬✐❪❀

❡♥❞ ❞♦❀

❧❡q✉ ✿❂ ④s❡q✭❡q✉✸❬✐❪ ❂ ✵✱

✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱ s❡q✭❡q✉❳❬✐❪ ❂ ✵✱

✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱ s❡q✭❡q✉❨❬✐❪ ❂ ✵✱

✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

❧✈❛r ✿❂ ④s❡q✭❞①✷❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱

s❡q✭❞②✷❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱

s❡q✭♣❤✐◆✷❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

s♦❧✈❡✭❧❡q✉✱ ❧✈❛r✮❀

❛ss✐❣♥✭✪✮
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
Si =

∑

b∈BR

(

Nb
1e

b + T b
1te

b⊥) δib

❡t ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

µi =
∑

b∈BR

1

2

(

M
E(b)
2 −M

O(b)
2

)

δib

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

◆❬✐❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭◆❬✐❪✮❀

❚❬✐❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❚✶❬✐❪✮❀

▼❡❬✐❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭▼❡✷❬✐❪✮❀

▼♦❬✐❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭▼♦✷❬✐❪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❙✶✿❂❁✵✱✵❃❀

❙✷✿❂❁✵✱✵❃❀

▼✶✿❂❁✵✱✵✱✵❃❀

▼✷✿❂❁✵✱✵✱✵❃❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❙✶✿❂❢❛❝t♦r✭❙✶✰✭❡❬✐❪✯❞❡❧t❛✶❬✐❪✯◆❬✐❪

✰❡❚❬✐❪✯❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❚❬✐❪✮✮❀

❙✷✿❂❢❛❝t♦r✭❙✷✰❡❬✐❪✯❞❡❧t❛✷❬✐❪✯◆❬✐❪

✰❡❚❬✐❪✯❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❚❬✐❪✮❀

▼✶✿❂▼✶✰❁✵✱✵✱❢❛❝t♦r✭✭❞❡❧t❛✶❬✐❪✯

✭▼❡❬✐❪✲▼♦❬✐❪✮✴✷✮✮❃❀

▼✷✿❂▼✷✰❁✵✱✵✱❢❛❝t♦r✭✭❞❡❧t❛✷❬✐❪✯

✭▼❡❬✐❪✲▼♦❬✐❪✮✴✷✮✮❃❀

❡♥❞ ❞♦❀



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❖❉❊ ❙❖❯❘❈❊ ▼❆P▲❊ ❉➱❱❊▲❖PP➱ ➚ P❆❘❚■❘ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊
▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ❊❚ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✹✹

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

[σ] =
1

g
Si ⊗

∂R

∂λi

❡t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

[m] =
1

g
µi ⊗

∂R

∂λi

❣✿❂▼❛tr✐①✭❬❬❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱

❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❪✱❬❞✐❢❢✭❘❬✷❪

✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❪❪✮❀

❣❜✿❂▼❛tr✐①✭❬❬❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮

✱❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱✵❪✱❬❞✐❢❢✭❘❬✷❪

✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱✵❪

✱❬✵✱✵✱✶❪❪✮❀

❞❘✶✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱

❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮❃❀

❞❘✷✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱

❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❃❀

❞❘✶❜✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱

❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱✵❃❀

❞❘✷❜✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱

❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱✵❃❀

❞❡t❣✿❂❉❡t❡r♠✐♥❛♥t✭❣✮❀

❞❡t❣❜✿❂❉❡t❡r♠✐♥❛♥t✭❣❜✮❀

s✐❣♠❛✿❂✶✴❞❡t❣✯❢❛❝t♦r✭❢❛❝t♦r✭

▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭✭❝♦♥✈❡rt✭❙✶✱▼❛tr✐①✮✮

✱❚r❛♥s♣♦s❡✭❝♦♥✈❡rt✭❞❘✶✱▼❛tr✐①✮✮✮✮

✰❢❛❝t♦r✭▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭

✭❝♦♥✈❡rt✭❙✷✱▼❛tr✐①✮✮✱❚r❛♥s♣♦s❡

✭❝♦♥✈❡rt✭❞❘✷✱▼❛tr✐①✮✮✮✮✮❀

♠✿❂✶✴❞❡t❣❜✯❢❛❝t♦r✭❢❛❝t♦r

✭▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭✭❝♦♥✈❡rt

✭▼✶✱▼❛tr✐①✮✮✱❚r❛♥s♣♦s❡✭❝♦♥✈❡rt

✭❞❘✶❜✱▼❛tr✐①✮✮✮✮✰❢❛❝t♦r

✭▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭✭❝♦♥✈❡rt

✭▼✷✱▼❛tr✐①✮✮✱❚r❛♥s♣♦s❡✭❝♦♥✈❡rt

✭❞❘✷❜✱▼❛tr✐①✮✮✮✮✮❀
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs é❧❛st✐q✉❡s

σkl = Aklmnǫmn +Bklmnκmn

mkl = Bklmnǫmn + Cklmnκmn

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ▼❛t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ❡t ▼❛t✷ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C

❆✿❂❬❞✐❢❢✭❯✶✭①✱②✮✱①✮✱❞✐❢❢✭❯✷✭①✱②✮✱②✮

✱❞✐❢❢✭❯✶✭①✱②✮✱②✮✱❞✐❢❢✭❯✷✭①✱②✮✱①✮❪❀

❇✿❂❬♣❤✐✵✱❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ①✮✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ②✮❪❀

▼❛t✿❂▼❛tr✐①✭✭✹✱✹✮✮❀

▼❛t✷✿❂▼❛tr✐①✭✹✱✸✮❀

▼❛t❬✶✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮✱

❬s❡q✭❢❛❝t♦r✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱✶❪

✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✷✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮

✱❬s❡q✭❢❛❝t♦r✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱✷❪

✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✸✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮

✱❬s❡q✭❢❛❝t♦r✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱✷❪

✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✹✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮

✱❬s❡q✭❢❛❝t♦r✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱✶❪

✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t✷❬✶✱✶✳✳✸❪✿❂▼❛tr✐①✭✶✱✸✱

❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱ ✶❪

✱ ❇❬✐❪✮✮✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ✸✮❪✮❀

▼❛t✷❬✷✱ ✶ ✳✳ ✸❪ ✿❂ ▼❛tr✐①✭✶✱ ✸✱

❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱ ✷❪

✱ ❇❬✐❪✮✮✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ✸✮❪✮❀

▼❛t✷❬✸✱ ✶ ✳✳ ✸❪ ✿❂ ▼❛tr✐①✭✶✱ ✸✱

❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱ ✷❪

✱ ❇❬✐❪✮✮✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ✸✮❪✮❀

▼❛t✷❬✹✱ ✶ ✳✳ ✸❪ ✿❂ ▼❛tr✐①✭✶✱ ✸✱

❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱ ✶❪

✱ ❇❬✐❪✮✮✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ✸✮❪✮

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ét❡♥❞✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡
▼❛t❊①t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

[K] =

[

[A] 0
0 [C]

]

▼❛t❊①t ✿❂ ▼❛tr✐①✭✻✱ ✻✮❀

▼❛t❊①t❬✶ ✳✳ ✹✱ ✶ ✳✳ ✹❪ ✿❂

s✐♠♣❧✐❢②✭❢❛❝t♦r✭▼❛t✮✮❀

▼❛t❊①t❬✺✱ ✺❪ ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②

✭❝♦❡❢❢✭♠❬✸✱ ✶❪✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ①✮✮✮❀

▼❛t❊①t❬✻✱ ✻❪ ✿❂

s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭♠❬✸✱ ✷❪✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ②✮✮✮

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡ ▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡✿❂▼❛tr✐①■♥✈❡rs❡✭▼❛t❊①t✮❀



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❖❉❊ ❙❖❯❘❈❊ ▼❆P▲❊ ❉➱❱❊▲❖PP➱ ➚ P❆❘❚■❘ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊
▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ❊❚ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✹✻

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♠❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡s ❡t
❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞❡
s♦✉♣❧❡ss❡

µ∗, κ à ♣❛rt✐r ❞❡

{

µ∗ + κ = K33

µ∗ = K34
❀

γzx = K55 ❀γzy = K66

G∗ = µ∗ +
κ

2
❀

E∗
1 =

1

S11
❀ E∗

2 =
1

S22

ν∗
12 = −S21 · E

∗
1 ❀ ν

∗
21 = −S12 · E

∗
2

❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ lcara✱ t❡❧❧❡ q✉❡

l2cara =
γ

2 (2µ∗ + κ)
❀

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ N ✱ t❡❧ q✉❡ N2 =
κ

2 (µ∗ + κ)

s♦❧✈❡✭④♠✉❡t ❂ ▼❛t❬✸✱ ✹❪✱

♠✉❡t✰❦❛♣♣❛ ❂ ▼❛t❬✸✱ ✸❪⑥✱

④❦❛♣♣❛✱ ♠✉❡t⑥✮❀

❛ss✐❣♥✭✪✮❀

●❡t✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭♠✉❡t✰✭✶✴✷✮✯❦❛♣♣❛✮❀

❊❡t✶✿❂✶✴▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✶✱✶❪❀

❊❡t✷✿❂✶✴▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✷✱✷❪❀

♥✉❡t✷✶✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭✲▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✶✱✷❪

✯❊❡t✷✮❀

♥✉❡t✶✷✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭✲▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✷✱✶❪

✯❊❡t✶✮❀

❣❛♠♠❛③① ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭♠❬✸✱ ✶❪✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ①✮✮✮❀

❣❛♠♠❛③② ✿❂ s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭♠❬✸✱ ✷❪✱

❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱ ②✮✱ ②✮✮✮

❧❝❛r❛✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭sqrt✭❣❛♠♠❛❡t✴✭✷✯

✭✷✯♠✉❡t✰❦❛♣♣❛✮✮✮✮❀

❧❝❛r❛✷✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❣❛♠♠❛❡t✴✭✷✯✭✷✯

♠✉❡t✰❦❛♣♣❛✮✮✮❀

◆❝♦✉♣❧✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❦❛♣♣❛✴✭✷✯✭♠✉❡t

✰❦❛♣♣❛✮✮✮❀

❈✳✷ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❛♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝❧❛ss✐q✉❡

★ ❈❖❉❊ ❍❖▼❖●❊◆❊■❙❆❚■❖◆ ❣é♥ér❛❧ ✲✲❃ t❡♥s❡✉r ❈❛✉❝❤② ✲ ❉♦s ❘❡✐s ❋✳ ✭✶✺ ❛♦ût ✷✵✶✵✮

★ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

r❡st❛rt❀

✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✇✐t❤✭▲✐♥❡❛r❆❧❣❡❜r❛✮✿

r❡❛❞ ✧❞❛t❛▼✐❧t♦♥✳t①t✧❀

★ P❛ss❛❣❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❯✭❧❛♠❜❞❛✶✱❧❛♠❜❞❛✷✮ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✭✐✱❥✮

❘✿❂❬▲✶✯❧❛♠❜❞❛✶✯❨✶❬✶❪✰▲✷✯❧❛♠❜❞❛✷✯❨✷❬✶❪✱▲✶✯❧❛♠❜❞❛✶✯❨✶❬✷❪✰▲✷✯❧❛♠❜❞❛✷✯❨✷❬✷❪❪❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

P✶✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮❃❀

P✷✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❃❀

❯✿❂❁❯✶✭①✱②✮✱❯✷✭①✱②✮❃❀ ★ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❯

❞❯✶①②✿❂❁❞✐❢❢✭❯❬✶❪✱①✮✱❞✐❢❢✭❯❬✶❪✱②✮❃❀

❞❯✷①②✿❂❁❞✐❢❢✭❯❬✷❪✱①✮✱❞✐❢❢✭❯❬✷❪✱②✮❃❀

❞P❤✐①②✿❂❁❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱②✮✱①✮✱❞✐❢❢✭♣❤✐✭①✱②✮✱②✮❃❀

❞❯✶✿❂❁❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞❯✶①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✱❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞❯✷①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❃❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞❯✷✿❂❁❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞❯✶①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✱❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞❯✷①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❃❀
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★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞P❤✐✶✿❂❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✶✱❞P❤✐①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞P❤✐✷✿❂❇✐❧✐♥❡❛r❋♦r♠✭P✷✱❞P❤✐①②✱❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

★ ❊❝r✐t✉r❡ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❉❡❬✐❪✿❂❁❞①❬✐❪✱❞②❬✐❪❃❀

❉❡✷❬✐❪✿❂❁❞①✷❬✐❪✱❞②✷❬✐❪❃❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❡❚❬✐❪✿❂❁✲❡❬✐❪❬✷❪✱❡❬✐❪❬✶❪❃❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭✭❡❬✐❪✮✱✭❉❡❬❊❜❬✐❪❪✲❉❡❬❖❜❬✐❪❪✰❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❞❯✶✰❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❞❯✷✮✱

❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✮❀

◆❬✐❪✿❂❑❜❬✐❪✯❞❡♣❧❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

★ ❊❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❞❡s ❡❢❢♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts ❡t ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❞❡♣❧✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❉♦tPr♦❞✉❝t✭✭❡❚❬✐❪✮✱✭❉❡❬❊❜❬✐❪❪✲❉❡❬❖❜❬✐❪❪✰❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❞❯✶✰❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❞❯✷✮✱

❝♦♥❥✉❣❛t❡❂❢❛❧s❡✮✮❀

♣❤✐❊✿❂♣❤✐◆❬❊❜❬✐❪❪❀

♣❤✐❖✿❂♣❤✐◆❬❖❜❬✐❪❪❀

❚✶❬✐❪✿❂❑❝❬✐❪✯✭❞❡♣❧✲▲❜❬✐❪✴✷✯✭♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

▼❡✶❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭▲❜❬✐❪✴✻✯❑❝❬✐❪✯✭▲❜❬✐❪✯✭✷✯♣❤✐❊✰♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

▼♦✶❬✐❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭▲❜❬✐❪✴✻✯❑❝❬✐❪✯✭▲❜❬✐❪✯✭♣❤✐❊✰✷✯♣❤✐❖✮✲✸✯❞❡♣❧✮✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉✶❬✐❪✿❂❁✵✱✵❃❀

❡q✉✷❬✐❪✿❂✵❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

♥❖✿❂❖❜❬✐❪❀

♥❊✿❂❊❜❬✐❪❀

❡q✉✶❬♥❖❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✶❬♥❖❪✲❡❬✐❪✯◆❬✐❪✲❡❚❬✐❪✯❚✶❬✐❪✮❀



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❖❉❊ ❙❖❯❘❈❊ ▼❆P▲❊ ❉➱❱❊▲❖PP➱ ➚ P❆❘❚■❘ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊
▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ❊❚ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✹✽

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❡q✉✶❬♥❊❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✶❬♥❊❪✰❡❬✐❪✯◆❬✐❪✰❡❚❬✐❪✯❚✶❬✐❪✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❡q✉✷❬♥❊❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✷❬♥❊❪✰▼❡✶❬✐❪✮❀

❡q✉✷❬♥❖❪✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❡q✉✷❬♥❖❪✰▼♦✶❬✐❪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥◆♦❡✉❞s ❞♦

❡q✉❳❬✐❪✿❂❁✶✱✵❃✳❡q✉✶❬✐❪❀

❡q✉❨❬✐❪✿❂❁✵✱✶❃✳❡q✉✶❬✐❪❀

❡♥❞ ❞♦❀

★ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

❧❡q✉ ✿❂ ④s❡q✭❡q✉✷❬✐❪ ❂ ✵✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱ s❡q✭❡q✉❳❬✐❪ ❂ ✵✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱

s❡q✭❡q✉❨❬✐❪ ❂ ✵✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

❧✈❛r ✿❂ ④s❡q✭❞①❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱ s❡q✭❞②❬✐❪✱ ✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮✱ s❡q✭♣❤✐◆❬✐❪✱

✐ ❂ ✶ ✳✳ ♥◆♦❡✉❞s✮⑥❀

s♦❧✈❡✭❧❡q✉✱ ❧✈❛r✮❀

❛ss✐❣♥✭✪✮❀

★ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛♥t❡s ❛♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

◆❬✐❪ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭s✐♠♣❧✐❢②✭◆❬✐❪✮✮❀

❚❬✐❪ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭s✐♠♣❧✐❢②✭❚✶❬✐❪✮✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

★ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✐❣♠❛

★ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❙✶✿❂❁✵✱✵❃❀

❙✷✿❂❁✵✱✵❃❀

❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

❙✶✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❙✶✰✭❡❬✐❪✯❞❡❧t❛✶❬✐❪✯◆❬✐❪✰❡❚❬✐❪✯❞❡❧t❛✶❬✐❪✯❚❬✐❪✮✮❀

❙✷✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❙✷✰❡❬✐❪✯❞❡❧t❛✷❬✐❪✯◆❬✐❪✰❡❚❬✐❪✯❞❡❧t❛✷❬✐❪✯❚❬✐❪✮❀

❡♥❞ ❞♦❀

❣✿❂▼❛tr✐①✭❬❬❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❪✱❬❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱

❧❛♠❜❞❛✷✮❪❪✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞❘✶✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶✮❃❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞❘✷✿❂❁❞✐❢❢✭❘❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮✱❞✐❢❢✭❘❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✷✮❃❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

❞❡t❣✿❂❉❡t❡r♠✐♥❛♥t✭❣✮❀

s✐❣♠❛✿❂✶✴❞❡t❣✯s✐♠♣❧✐❢②✭s✐♠♣❧✐❢②✭▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭✭❝♦♥✈❡rt✭❙✶✱▼❛tr✐①✮✮✱

❚r❛♥s♣♦s❡✭❝♦♥✈❡rt✭❞❘✶✱▼❛tr✐①✮✮✮✮✰s✐♠♣❧✐❢②✭▼❛tr✐①▼❛tr✐①▼✉❧t✐♣❧②✭✭❝♦♥✈❡rt✭❙✷✱▼❛tr✐①✮✮✱



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❖❉❊ ❙❖❯❘❈❊ ▼❆P▲❊ ❉➱❱❊▲❖PP➱ ➚ P❆❘❚■❘ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊
▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ❊❚ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✹✾

❚r❛♥s♣♦s❡✭❝♦♥✈❡rt✭❞❘✷✱▼❛tr✐①✮✮✮✮✮❀

★❧❛t❡①✭✪✮❀

★ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❢✐♥❛❧❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r

s✐❣♠❛✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭s✐❣♠❛✮❀

★ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❬▼❛t❪ ✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❬s✐❣♠❛❪❂❬▼❛t❪❬❡♣s✐❧♦♥❪

❆✿❂❬❞✐❢❢✭❯✶✭①✱②✮✱①✮✱❞✐❢❢✭❯✷✭①✱②✮✱②✮✱❞✐❢❢✭❯✶✭①✱②✮✱②✮✱❞✐❢❢✭❯✷✭①✱②✮✱①✮❪❀

✧❭❡♣s✐❧♦♥❂✧❀❧❛t❡①✭❆✮❀

▼❛t✿❂▼❛tr✐①✭✭✹✱✹✮✮❀

▼❛t❬✶✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮✱❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱✶❪✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✷✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮✱❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱✷❪✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✸✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮✱❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✶✱✷❪✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t❬✹✱✶✳✳✹❪✿❂▼❛tr✐①✭✭✶✱✹✮✱❬s❡q✭s✐♠♣❧✐❢②✭❝♦❡❢❢✭s✐❣♠❛❬✷✱✶❪✱❆❬✐❪✮✮✱✐❂✶✳✳✹✮❪✮❀

▼❛t ✿❂ ▼❛t❬✶ ✳✳ ✸✱ ✶ ✳✳ ✸❪❀

★ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡

▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡✿❂s✐♠♣❧✐❢②✭❢❛❝t♦r✭▼❛tr✐①■♥✈❡rs❡✭▼❛t✮✮✮❀

s✐❣♠❛✿❂❢❛❝t♦r✭s✐❣♠❛✮❀

✧❭s✐❣♠❛❂✧❀❧❛t❡①✭s✐❣♠❛✮❀

✧♠❛t❊①t❂✧❀❧❛t❡①✭▼❛t✮❀

✧▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❂✧❀❧❛t❡①✭▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡✮❀

★ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡

❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡

●❡t ✿❂ ❢❛❝t♦r✭✶✴▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✸✱ ✸❪✮❀

❧❛t❡①✭●❡t✮❀

❊❡t✶ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭✶✴▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✶✱ ✶❪✮❀

❧❛t❡①✭❊❡t✶✮❀

❊❡t✷ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭✶✴▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✷✱ ✷❪✮❀

❧❛t❡①✭❊❡t✷✮❀

♥✉❡t✷✶ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭✲▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✶✱ ✷❪✯❊❡t✷✮❀

❧❛t❡①✭♥✉❡t✷✶✮❀

♥✉❡t✶✷ ✿❂ ❢❛❝t♦r✭✲▼❛t❙♦✉♣❧❡ss❡❬✷✱ ✶❪✯❊❡t✶✮❀

❧❛t❡①✭♥✉❡t✶✷✮❀

r❤♦✶ ✿❂ ✵❀

❢♦r ✐ t♦ ♥❇❛rr❡s ❞♦

r❤♦✶ ✿❂ r❤♦✶✰❱❜❬✐❪

❡♥❞ ❞♦❀

r❤♦✶ ✿❂ r❤♦✶✴❞❡t❣❀ ❧❛t❡①✭r❤♦✶✮❀



Annexe D
❋❧❡①✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✲tr❡✐❧❧✐s

♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

❙♦♠♠❛✐r❡
❉✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✵

❉✳✷ ❋❧❡①✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✶

❉✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✳✶✮✳
◆♦✉s ❢♦r♠✉❧❡r♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡
❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✱ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s✳

h
M

M
X1

X2

W

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✳✶ ✕ ❋❧❡①✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡

✷✺✵



❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❋▲❊❳■❖◆ ❙■▼P▲❊ ❉✬❯◆❊ P❖❯❚❘❊✲❚❘❊■▲▲■❙ ▼■❈❘❖P❖▲❆■❘❊ ✷✺✶

❉✳✷ ❋❧❡①✐♦♥ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡

▲❛ ♣♦✉tr❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❤ ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❲ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❡t s♦✉♠✐s❡
à ✉♥❡ ✢❡①✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡✛♦rts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❤♦rs ♣❧❛♥ ♥✐ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ❝♦✉♣❧❡ ✐♠♣♦sé ▼
♦✉ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ♠✐❝r♦r♦t❛t✐♦♥ é❣❛❧❡
à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❙t✲❱❡♥❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

u1 = Ax1x2, u2 = −A
2
x21 +

D

2
x22, u3 = 0 ✭❉✳✷✳✶✮

φ1 = 0, φ2 = 0, φ3 = −Ax1 ✭❉✳✷✳✷✮

❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✳✶✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t A
❡t D ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦❝♦✉r❜✉r❡
s♦♥t

e11 = Ax2, e22 = Dx2, κ31 = −A ✭❉✳✷✳✸✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧❛♥❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s A ❡t D
s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r D = −νA✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs

σ11 = EsAx2 ✭❉✳✷✳✹✮

m31 = −Aγ ✭❉✳✷✳✺✮

▲❡ ♠♦♠❡♥t rés✉❧t❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ x3 ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r

M =

ˆ h/2

−h/2

(−σ11x2 +m31) dx2 = −A
(
Esh

3

12
+ γh

)

✭❉✳✷✳✻✮

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ A ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ ❞❡M ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ γ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✷✳✶✳
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couple de
contrainte
classique
créé par la
loi de Hooke

couple de
contrainte
créé par
l'effet micropolaire

-M

coupe fictive d'une
poutre

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✳✶ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡ ❛tt❡♥❞✉ s✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❛✈❡❝ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡
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❘és✉♠é

❚✐tr❡ ✿ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❞✐s❝r❡ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉①

♠♦✉ss❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡t ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❛✉①ét✐q✉❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é❧❛st✐q✉❡✱ ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳
❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛♣rès é❝r♦✉✐ss❛❣❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❛✉① tr❡✐❧❧✐s à ❝❡❧❧✉❧❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝❡♥tr♦✲s②♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♦❜t❡♥✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❡①✐st❛♥ts ♦✉
♦r✐❣✐♥❛✉①✱ ❛ été ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t
✈ér✐✜és ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té à ♣ré❞✐r❡ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s tr❡✐❧❧✐s ❞✐ts ❛✉①ét✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐❢s✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ❛ été ❧✐♠✐té❡ ❛✉① tr❡✐❧❧✐s
à ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts tr❡✐❧❧✐s✱ ❡t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ❞❡ t②♣❡ r❡t♦✉r✲r❛❞✐❛❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té
❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞é❞✐é✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡ à é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✲❞é❝❤❛r❣❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé
❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ rés❡❛✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣♦✉tr❡s✱ ♠✐✲
❧✐❡✉① ❛✉①ét✐q✉❡s✱ tétr❛❦❛ï❞é❝❛❤è❞r❡✱ ♠♦✉ss❡s✱ ♠✐❧✐❡✉ ♠✐❝r♦♣♦❧❛✐r❡✱ ♣❧❛st✐❝✐té✱ r❡t♦✉r✲r❛❞✐❛❧✳

❆❜str❛❝t

❚✐t❧❡ ✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣♦❧②♠❡rs

❢♦❛♠s ❛♥❞ t♦ ❛✉①❡t✐❝ ♠❡❞✐❛✳

❚❤❡ ✜rst ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡
♦❢ ❜❡❛♠s✱ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧❛tt✐❝❡s ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇
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