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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s à s❛❧✉❡r ✐❝✐ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❝♦♥❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥❡ t✐❡♥s ❛ r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❆♠❡❞❡♦ ◆❛♣♦❧✐ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ ●✐r❛r✲
❞✐♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❆♠❡❞❡♦ q✉✐ ❛ s✉ ♠❡ ❧❛✐ss❡r ❧❛ ❧✐❜❡rté ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s
tr❛✈❛✉① t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ÷✐❧ ❝r✐t✐q✉❡✳ ◆♦s ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡s ♦♣♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❢r♦♥✲
t❛t✐♦♥s ♦♥t sûr❡♠❡♥t été ❧❛ ❝❧é ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠✉♥✳ P❧✉s q✉✬✉♥ ❡♥❝❛❞r❛♥t ♦✉ ✉♥ ❝♦❧❧è❣✉❡✱ ❥❡
❝r♦✐s ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ❡♥ ❧✉✐ ✉♥ ❛♠✐ q✉✐ ♠✬❛ ❛✐❞é❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❧♦rsq✉❡
❥✬❡♥ ❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥✳

❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❚❤✐❡rr② ❉❡♥♦❡✉①✱ q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡
♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt ❡t ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❞♦♥t ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs
❢❛✐t ♣r❡✉✈❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❉✐❞✐❡r ❉✉❜♦✐s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠❛ t❤ès❡✳ ❏✬é♣r♦✉✈❡ ✉♥
♣r♦❢♦♥❞ r❡s♣❡❝t ♣♦✉r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t s♦♥ ♣❛r❝♦✉rs✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r s❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s✳ ▲❡ r❡❣❛r❞
❝r✐t✐q✉❡✱ ❥✉st❡ ❡t ❛✈✐sé q✉✬✐❧ ❛ ♣♦rté s✉r ♠❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ♠✬❡♥❝♦✉r❛❣❡r à êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
♣❡rs♣✐❝❛❝❡ ❡t ❡♥❣❛❣é❡ ❞❛♥s ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❙❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❡t s❡s q✉❡st✐♦♥s✱ t❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ s✉r s♦♥ ❢♦♥❞✱ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❉❛✈✐❞ ▼❛❦♦✇s❦✐ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬êtr❡
♠❡♠❜r❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✳ ▼❡r❝✐ à ❋❧♦r❡♥❝❡ ▲❡ ❇❡r ❡t ❙②❧✈❛✐♥ P❧❛♥t✉r❡✉① ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té
❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❍❡♥r✐ Pr❛❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❡rsé✈ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ r✐❣✉❡✉r ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à
❜✐❡♥ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❛♣♣♦rté❡✱ ♣♦✉r t♦♥ é❝♦✉t❡ ❡t t❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳
❚❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❛ r✐❣✉❡✉r ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥ ♣r♦✜t ✐♥❡st✐♠❛❜❧❡✳ ❙♦✐s ❛ss✉ré ❞❡ ♠❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs s❡♥t✐♠❡♥ts✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❙❡r❣❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ♣♦✉r s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✱ ❧♦rs ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ♦ù
❥❡ ♠❛♥q✉❛✐s ❞❡ r❡♣èr❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❙é❜❛st✐❡♥ ❉❡st❡r❝❦❡ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡t ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❇r✐❣✐tt❡ ❈❤❛r♥♦♠♦r❞✐❝ ❡t ❖❧✐✈✐❡r ❙tr❛✉ss q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ♠❛♥q✉é ❞❡ ♠❡
❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳

❯♥ ♠❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❑❛♠❡❧ ❙♠❛✐❧✐✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛♠✐t✐é✱ s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✉❥❡ts ❛❧❧❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
❧❛♥❣✉❡s✳ ❚❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ s♦♥t ✐♥❛❧tér❛❜❧❡s✳ ❚❡ ❝ôt♦②❡r ❢✉t ✉♥ ♣❧❛✐s✐r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❉✉r❛❜❧❡ ✿ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❈❤❛♥t❛❧✱ ❇é❛tr✐❝❡✱ ❈❤r✐s✲
t♦♣❤❡✱ ❇❡r♥❛r❞✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❘♦✉ss❡t✱ ▼✳ ❈❤❛♣♦t ❡t ▼✳ ❉❡❧♣❤✐♥✱ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝❡✉✐❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ❛♥s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s
❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❖r♣❛✐❧❧❡✉r ❞✉ ▲♦r✐❛ ✿ ▼❛❧✐❦❛✱ ▼❛r✐❡✲❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ ❉❛✈❡✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❡t ❨❛♥♥✐❝❦ ♣♦✉r
❧✬❛❝❝❡✉✐❧✱ ❧❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳

▼❡r❝✐ à ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t été t♦✉r à t♦✉r ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧ ❡t ♣♦✉r ❧❡s
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s✳

✐



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡r❝✐ ❛✉① q✉❡❧q✉❡s ❛♠✐s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉s ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r à ♠❡s ❝ôtés ✿ ❨❡s♠✐♥❡✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❏✉❧✐❡♥✱
▲❛③❛r♦s ❡t ❱✐s❤✇❡s❤✳

▼❡r❝✐ à ◆❛❞❛ ❡t ◆✐③❛r✱ ❥❡ ✈♦✉s ❢❛✐t ♣❛rt ❞❡ ♠♦♥ ♣❧❛✐s✐r à ✈♦✉s ❛✈♦✐r r❡♥❝♦♥tré✳
▼❡r❝✐ à ❆♥✐s❛❤ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t q✉♦t✐❞✐❡♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞❡s s♦✐rs ❡t ❞❡s ✇❡❡❦ ❡♥❞ ❛✉

❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
▼❡r❝✐ à ❏✉❧✐❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❡t ❧❡s ❛✈✐s q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts✳
❯♥ ♠❡r❝✐ à ❈❤❡❞② ♣♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥✱ ❧✬❛✐❞❡✱ ❡t ❧❡s ♣❛❣❡s ❞❡ r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♦♥t ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛

♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❜❡❧❧❡s ♣❤♦t♦s q✉✬✐❧ ❛ ♣r✐s❡s ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❚❛
s②♠♣❛t❤✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞❡♣✉✐s t♦♥ ❛rr✐✈é❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❢✉t ✉♥ ré❡❧ ♣❧❛✐s✐r✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ▼❡❤❞✐ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ ♠♦♥tré ♣♦✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡✱ ❧❡
s♦✉t✐❡♥ ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡♥ ❞❡❤♦rs✳

❯♥ ▼❡r❝✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① à ❏❡❛♥ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡✱ ❧❡ s♦✉t✐❡♥✱ ❧✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❧❡❝t✉r❡s
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s ❞✬❤✉♠♦✉r ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡♥ ❞❡❤♦rs✳ ❙♦✐s ❛ss✉ré
❞❡ ♠❛ s✐♥❝èr❡ ❛♠✐t✐é✳

▼❡r❝✐ à ❍❡❜❛✱ ❘♦❧❛✱ ❍❛ss❛♥✱ ❏❛♠❛❧ ❡t ❚❛r❡❦ q✉✐ ét❛✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs à ❝ôté ❡t ♦♥t ❛✉ss✐ t♦✉t
♦r❣❛♥✐sé ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ t♦✉s ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t ✉♥ ♠❡r❝✐
s♣é❝✐❛❧ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r à ●❡♦r❣❡s q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❥✬❡♥ ❛✐ ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❡t à q✉✐
❥❡ ❞é❞✐❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✐✐
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❇✳✹ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

❇✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

❇✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❇✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

❆♥♥❡①❡ ❈ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ✶✷✸

❈✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

❈✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❈✳✸ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❆♥♥❡①❡ ❉ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡

tr❛✐t❡♠❡♥t ✶✷✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✷✼

❘és✉♠é ✶✸✾

✈✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✈✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣❡rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✶ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ (G,M,R) ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻✳ ✷✺
✷✳✸ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❝✉❜❡s ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❛✐❧❧❡ ❬✹✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✶ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✸ ▲❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✺ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ❞❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✻ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✼ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✽ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✾ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ G ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ✳ ✺✻

✹✳✶ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✹✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✸ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✹ ❈♦♥❝❡♣ts ❡①tr❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✻✼
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✺✳✷ Iphy ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✸ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✹ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✺ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iesu ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✻ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iair ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✼ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ♦ù ✭✯✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱ Iesu

♦✉ Iair ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✽ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ DT50 ❡t

koc ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

①



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✷ ▼❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✸ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ✷✸
✷✳✹ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❉✐❛♠ètr❡✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✺ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❙❛t❡❧❧✐t❡✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✻ ❈♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❞❡s

♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✼ ▼❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✽ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t ✭❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s ❧❡ttr❡s h✱ f ❡t c s♦♥t ❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ homme✱
femme ❡t chauve✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✾ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✽✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✸✸
✷✳✶✷ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✽✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✶ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✷ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛
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✸✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✹ ▲❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❝♦♥✈❡①❡s ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ♣♦✉r ❧❡s s❡✉✐❧s θ = 11✱ θ = 8✱ θ = 9 ❡t θ = 6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
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✸✳✻ ■♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ❞❡ ❧❛
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✹✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✹✳✸ ■♥t❡♥s✐♦♥s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✺ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✻ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❡t ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✶ ▼❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✺✳✸ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✺✳✺ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s DT50✱ koc ❡t DJA ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡ ✳ ✽✾
✺✳✻ ▲❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Ieso ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✼ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r DT50 ❡t koc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✽ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✾ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Ieso ❧✐é❡s à ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡
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❉✳✶ ❙❡✉✐❧s ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
❉✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ✿ ❣❧②♣❤♦s❛t❡✱ ✐s♦♣r♦t✉r♦♥✱ ❦rés♦①②♠❡✱ ♠❡ts✉❧✲
❢✉r♦♥ ♠ét❤②❧❡ ❡t é♣♦①②❝♦♥❛③♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ r✐sq✉❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞❡
❈♦❧♠❛r ♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❛♣♣❡❧és ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱
❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ❛✉① ❝❤❛♠♣s✳ ❈❡s
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❞é❞✐és à ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡✧ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡s s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s ❝❛r ❞❡
♥❛t✉r❡ ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❡①♣❡rt ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❛❣r♦♥♦♠❡✮✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛♥✉❡❧s ❞✬❛❣r♦♥♦♠✐❡✱
✜❝❤❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳✳✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✱ ❧❡s ❡①♣❡rts ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❡♥t❛❝❤é ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝❛r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ q✉❡ rés✐❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ r❡❝♦✉✈r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬❛s♣❡❝ts q✉✬✐❧ ♥✬② ♣❛r❛ît✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r
❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❡st ♣❡t✐t❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❧✬❡st s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▼❛✐s ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡
s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥❡ ♣ré❥✉❣❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à rés✉♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦✉✈❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡
❡t ❢❛❝✐❧❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r✱ t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
à ❢✉s✐♦♥♥❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥
❡st ✉♥ ❛❝t❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r✐s❡✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❡r

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t s❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛tt❡♥❞✉ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳

▲✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♠♣ré✲
❝✐s❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❝❤♦✐s✐ ❡t ❞❡s ♠ét❛✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✭✜❛❜✐❧✐té✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✬❛♣✲
♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t q✉✐
❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✉♥✐q✉❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧✳ ❚♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ s❡r✈✐r ❞❡ rés✉❧t❛t
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈❛❧❡✉rs ❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✮ ❡t ❧❡ r✐sq✉❡✕
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t é✈❛❧✉❡r✕ ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ q✉✐ ❛ été r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
♦✛r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛r✐été ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳

✷ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥
♦❡✉✈r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t
❧✬❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts ✭❆❋❈✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡t ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t s♦♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
▲✬❆❋❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❧❡s
❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s✮✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t
s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❆❋❈ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❞❛♥s
✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❧♦rsq✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥✲❛ss♦❝✐❛t✐❢s ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♠❛❧❣ré t♦✉t ❞❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣✉✐s ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ✭❝✲à✲❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✮ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ✭❝✲à✲❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♦✉r❝❡s✮ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝
❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ❝❧❛ss✐✜❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱
s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ✜❛❜✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s

✷



✸✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

s♦✉r❝❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥✲

♥❡♠❡♥t❛✉① q✉✐ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s❡r✈❡♥t à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ❞❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r✲
❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡r♠❡t ❛✉① ❡①♣❡rts ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉① ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❞❛♥s
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❡①♣❡rts s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ✭❞❡ t❡rr❛✐♥✮ ❡t ♣❡✉✈❡♥t
❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡♥t✐❡r✳

✸ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés
❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❆❋❈✮✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s ❡t
✐♥❝❡rt❛✐♥s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✶✱ ✼✱ ✶✶✻✱ ✻✱ ✶✶✾✱ ✶✷✷❪✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r
tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞♦♥♥é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s✱
❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❡t ❞❡ ✧❝♦♠♣r♦♠✐s✧ ✭❢♦♥❞é s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ✭❙▼❈✮✮✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡
✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✜♠✉♠ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦♥✲
❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✱ ✽✱ ✶✵✱ ✾❪✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
tr❛✐t♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❡t ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✧✉t✐❧❡s✧
❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✶✽✱ ✶✶✼❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐✲
❜✐❧✐tés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✾✱ ✶✷❪✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts
♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❛✉① ❝❤❛♠♣s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡✧ ❡t s❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥ r✐sq✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ❧✐é à
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s ❬✺✱ ✹✱ ✽✱ ✶✶✽✱ ✶✶✼✱ ✶✷✱ ✶✶✾❪✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ▲✬❛♥✲
♥❡①❡ ❈ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ●❛❧♦✐s✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
❧❡ ❧❡❝t❡✉r s❡ r❡♣♦rt❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❛②❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥
❡♥tré❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣♦✉r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
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❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✷ ▲❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✹ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✺ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✻ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✼ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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✶✳✼✳✷ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✼✳✸ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✽ Pr♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❞❛♥s s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥
r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ♣rés❡♥té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ✢♦✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❛✉ ①✈✐✐❡ s✐è❝❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉②❣❡♥s✱ P❛s❝❛❧
❡t ❏✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛✐❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ❥❡✉① ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐s❛✐❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ❝❤❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❛r❧❛✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣r♦♣♦s❡ ❞ès 1680 ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s
❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ été
s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼♦✐✈r❡ ❡♥ 1711 ♦ù ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❡t ✉♥❡

✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ❆✉ ①✈✐✐✐❡ s✐è❝❧❡✱ ▲❛♠❜❡rt✱ ♣♦✉rs✉✐✈❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❛ tr❛✐té ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
✧▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✧✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❇❛②❡s ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s✉❝❝ès ❞❛♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧✬❛ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❛ ♣r✐♦r✐✮✱ ✜♥❛❧❡
✭❛♣rès ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✮ ❡t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❛❝❤❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✮
❛❧♦rs q✉❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❝❝ès à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛②❡s ♦♥t été r❡♣r✐s ♣❛r ▲❛♣❧❛❝❡ q✉✐ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬éq✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✐ ❧✬♦♥ ❛
❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡♥s❡r ❛✉tr❡♠❡♥t✳

▲❡ ①✐①❡ s✐è❝❧❡ ❛ ✈✉ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❡st r❡sté❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ①①❡ s✐è❝❧❡ ❛✈❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✶✻✸✱ ✽✽❪✳
❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❥✉st✐✜❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ❞✉ ①✐①❡ s✐è❝❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ✭♦✉ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✮✳

▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥t❛❝❤és ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ét❛✐❡♥t ✐♥tér❡ssés ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❬✶✻✸✱ ✽✽❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥✲❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s
♣♦st✉❧❛ts ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t à ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❬✺✸✱ ✶✶✷❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ r❡✲
♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❬✶✻✽❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❉❡♠♣st❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❛♠❜❡rt✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t tr❛✐t❡r q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦rt❛♥t s✉r
✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t à ❡♥✈✐s❛❣❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❙❤❛❝❦❧❡ ♣r♦♣♦s❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s 60✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s✳ ❩❛❞❡❤ ❛ ✐♥✈❡♥té ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❬✶✽✽❪✱ ❙❤♦rt❧✐✛❡ ❡t
❇✉❝❤❛♥❛♥ ❬✸✼❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ✧❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡✧ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❡①♣❡rt
à ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s à ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✭▼❨❈■◆ ✮✳ ❙❤❛❢❡r ❛ ❡①♣♦sé ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ ❬✶✻✼❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❩❛❞❡❤ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❬✶✽✾❪✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❬✼✹❪✳ ❲❛❧❧❡② ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♠♣ré❝✐s❡s ❬✶✼✹❪✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ❣r❛♥❞
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳

✶✳✷ ▲❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♦✉ ❞❡ s✐❣♥❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦✐t ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥❛t✉r❡❧s ♦✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ s♦✐t ♣❛r ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
❞❡st✐♥é❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡✱ à ❛✐❞❡r à ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♦✉ à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r
❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❬✽✷❪✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❡t s✉❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✐t❡s s✉❜❥❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❝♦♥ç✉❡s s❛♥s ❧❡
r❡❝♦✉rs à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ré❡❧✳

❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✮ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ✿ ♥♦♠❜r❡s✱ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❡t❝✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ✭s✉❜❥❡❝t✐✈❡s✮ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧

✻



✶✳✷✳ ▲❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❡t s♦✉✈❡♥t ❝♦❞é❡s ♣❛r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✭✉♥ ❝❛♣t❡✉r q✉✐
❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✮✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛✐♥s✐ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❡ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é✲
♥ér✐q✉❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦✉ ✉♥ té♠♦✐❣♥❛❣❡✳ ▲✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ s❡ ré❢èr❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✐ss✉
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞ès q✉✬♦♥ ❛❜♦r❞❡
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣é♥ér✐q✉❡s à
♣❛rt✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❡s✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳ ❯♥❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡✳ ▲✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❧✬✐♠✲
♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♥♦t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ♠❛❥❡✉rs ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❬✸✺✱ ✶✻✾✱ ✼✹✱ ✽✵✱ ✽✷✱ ✶✹✶❪ q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❥✉st❡ ❛♣rès✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳ ▲✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡

❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✐♠♣ré❝✐s❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ré♣♦♥❞r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❄ ♦✉ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v ❞❡ X s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❄

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬â❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S = {1, 2, . . . , 100} ✭❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥é❡s✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❥❡✉♥❡ ❡st ✐♠♣ré❝✐s✱ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r✲
s♦♥♥❡✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❡①❝❧✉s✐✈❡s ❬✽✷❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬â❣❡ ❞❡ ●❡♦r❣❡s ❡st ❡♥tr❡
20 ❡t 25 ❛♥s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬â❣❡ ❞❡ ●❡♦r❣❡s ✭♥♦té X✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
{20, 21, 22, 23, 24, 25}✱ ❝✲à✲❞ X = 20 ♦✉ X = 21 ♦✉ X = 22 ♦✉ X = 23 ♦✉ X = 24 ♦✉ X = 25
✭❝❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r✮✳ ❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❆✣r♠❡r p ∨ q ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s p ∧ q✱ p ∧ ¬q✱ ¬p ∧ q ❡st ✈r❛✐❡✳

✶✳✷✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡

❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♦✉ ❢❛✉ss❡✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t s✬❡st ♣r♦❞✉✐t✳ ❊❧❧❡ ❡st
♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❈❡ ♠❛rq✉❡✉r
♣❡✉t êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦✉ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡✉rs s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ♦✉
❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés s②♠❜♦❧✐q✉❡s ✭❝❡rt❛✐♥✱ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣r♦❜❛❜❧❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✐❧ ❡st ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ●❡♦r❣❡s
❛rr✐✈❡ ❡♥ r❡t❛r❞ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ●❡♦r❣❡s ❛rr✐✈❡ ❡♥ r❡t❛r❞ ❡st ❞❡ 0.7✳

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

✶✳✷✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡

▲✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛♣♣❛r❛ît q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥
❝♦♥✢✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✧●❡♦r❣❡s ❡st ❝é❧✐❜❛t❛✐r❡✧ ❡t ✧▲❛ ❢❡♠♠❡ ❞❡ ●❡♦r❣❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ▼❛r✐❛✧✳ ▲❡
❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❧❛ ♠✐❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣❧✉s ét❛❜❧✐❡✳ ❊❧❧❡ ét❛✐t ❧❛ s❡✉❧❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❡t
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ♦✉ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳
❯♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ s♦♥ ét❛t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ■❧
♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥♦♥ ♣❛s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❛ ♦✉✈❡rt ❧❛ ✈♦✐❡ à
❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❡s tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ❬✼✹✱ ✶✹✸✱ ✶✼✹✱ ✶✺✼✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✶✻✼❪✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲
tés✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♠♣ré❝✐s❡s ❬✹✵❪✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡
❙❤❛❢❡r ❬✶✻✼❪✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❬✶✹✸❪ ❧❡s ❜♦ît❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭♦✉ p✲❜♦①❡s✮✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❬✼✸✱ ✽✸❪ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧❡s ♥✉❛❣❡s ❬✶✺✵❪✳ ❉❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬✉♥❡ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s ❡st ❡①♣❧♦ré❡ ♣❛r ❙✳ ❉❡st❡r❝❦❡ ❬✺✺❪✱ q✉✐
♦✛r❡ ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❞❡s ❛s♣❡❝ts q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬✉♥✐✜❡r ❝❡s ❝❛❞r❡s ❡t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛❞r❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

✶✳✹ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❞✐t❡
❛❧é❛t♦✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
p ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ U à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✱ p : U → [0, 1]✱ t❡❧❧❡ q✉❡
∑

ω∈U p(ω) = 1✳
❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ U ❡st ❛♣♣❡❧é é✈é♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (A) =

∑

ω∈A p(ω)✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ é✈❛❧✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉①
é✈é♥❡♠❡♥ts A ❡t B✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❆①✐♦♠❡ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ✿

∀A,B ⊆ U , P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ✭✶✳✶✮

✕ ❆①✐♦♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✿
∀A ⊆ U , P (A) = 1− P (A) ✭✶✳✷✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p✱ ❡t
♦♥ ❛ ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x
−∞ p(x)dx✳

❉❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ s✉rt♦✉t q✉❛♥❞ ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❣r❛♥❞s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

❊♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①❤❛✉st✐❢ ❞✬ét❛ts ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❡♥❣❡♥❞r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳

✽



✶✳✺✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s❡♠❜❧❡ ♣❛✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ t♦t❛❧❡✮✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t ♣r♦♣r❡ ✉♥ ét❛t ❞✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❡t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ Pile ❡t Face ❞❛♥s
❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳

✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✿ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡st ♠♦♥tré❡ ✭❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✉ss❡✮✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r Pile
♦✉ Face ❡st é❣❛❧❡ ✭P (Pile) = P (Face) = 1

2✮✳
✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ ❧❛ ♣✐è❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥tré❡ ✭❝✲à✲❞ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✧Face− Face✧✱ ✧Pile−
Pile✧✱ ♦✉ ✧Pile−Face✧✮✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬éq✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❝✲à✲❞ P (Pile) = P (Face) = 1

2✮✳ ❚♦✉t❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s
❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉ ♦ù ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❡st ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✳

❉♦♥❝✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✈♦✐r ❡t ❞❡ ♥❡
♣❛s s❛✈♦✐r✳

▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥ s✐♠♣❧❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❧❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞✬❡①♣❡rts✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❡st ♠❛❧ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞✬❡①♣❡rts ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣❡rts ❬✶✻✻❪✳

✶✳✺ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳❩❛❞❡❤ ❡♥ ✶✾✽✼ ❬✶✽✾❪ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s q✉✬✐❧ ❛ ✐♥✈❡♥té ❡♥ ✶✾✻✺ ❬✶✽✽❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s♦♥t ❣r❛❞✉❡❧s ❬✶✽✼❪✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❬✼✹❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❝❛❞r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t
❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés q✉✐ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✮ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✢♦✉s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✭♥♦té❡ π✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ✭♥♦té U✮ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✳

▲❛ ❤❛✉t❡✉r h ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✿

h = maxu∈U π(u) ✭✶✳✸✮

❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés π ❡st ❞✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐ s❛ ❤❛✉t❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à 1✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✉♥ ❞❡s ét❛ts ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

maxu∈U π(u) = 1 ✭✶✳✹✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r α ∈]0, 1]✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① α ✭♦✉ α✲❝♦✉♣❡✮ str✐❝t❡
❡t ré❣✉❧✐èr❡✳
▲✬α✲❝♦✉♣❡ str✐❝t❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés π✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

πα = {u ∈ U |π(u) > α} ✭✶✳✺✮

▲✬α✲❝♦✉♣❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés π ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

πᾱ = {u ∈ U |π(u) ≥ α} ✭✶✳✻✮

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣❡rt

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés π r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ str✐❝t❡ ♣♦✉r α→ 0✳ ▲❡ ♥♦②❛✉
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r α = 1✳

❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆
In ⊆ U ❛②❛♥t ❞❡s ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ α1 ≤ α2 ≤ . . . αn ≤ 1✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

❊①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✿ ✧❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X
❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ 1 ❡t 8✱ ♠❛✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ 4 ❡t 6 s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s✧✳ ❈❡tt❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛②❛♥t ♣♦✉r ♥♦②❛✉
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [4, 6] ✭❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡①♣❡rt ❡st ❝❡rt❛✐♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✮ ❡t ❛②❛♥t
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, 8] ♣♦✉r s✉♣♣♦rt✳ ❙❛♥s ❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭s✉♣♣♦rt ❡t ♥♦②❛✉✮✱
s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♠❜♦ît❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❤✐ér❛r❝❤✐sés ♣❛r ❧❡✉r ❞❡❣ré ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❛✈❡❝ s♦♥ s✉♣♣♦rt✱ s♦♥ ♥♦②❛✉✱ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0.4✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡s
✭♥♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡s ♦✉ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✮ s✐ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts ❡st ✈✐❞❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡s ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s s✐ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts ♥✬❡st ♣❛s
✈✐❞❡ ❡t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♥♦②❛✉① ❡st ✈✐❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s s✐ ❧❡✉rs ♥♦②❛✉①
s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✳

✶✳✻ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❛♣t❡✉rs✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ r✐sq✉❡s ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

P❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡♣✉✐s ✶✾✽✼ ❬✷✻❪✳ ◆♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❧♦❝❤ ❡t ❛❧✳❬✷✺❪ ✿

✶✳ ❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣té✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡r♠❡s s♦♥t ❡♥
❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✧♠❡r❣✐♥❣✧ ❬✹✾❪ ❡t ✧❝♦♠❜✐♥✐♥❣✧ ❬✼✻❪

✶✵



✶✳✼✳ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤étér♦❣è♥❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉r❝❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❉❡♣✉✐s ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦✉ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✮ s♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡t ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✿

✕ ❊♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❣ré❣❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♣t❡✉rs ❬✶❪✳
✕ P♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①♣❡rts q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♠❛❧ ❝♦♥♥✉ ❬✺✷❪✳

✕ ❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ♦♥ ✐♥t❡rr♦❣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t
❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ré♣♦♥s❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❬✹✽✱ ✺✵✱ ✺✶❪✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❬✷✼✱ ✷✹❪
P❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ♦♥t ♣rés❡♥té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡

❢✉s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❈♦♦❦❡ ❬✺✷❪ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣✐♥✐♦♥s
❞✬❡①♣❡rts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① tr❛✐t❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❬✾✼✱ ✺✷✱ ✹✽✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✷✷✱ ✼✾✱ ✺✽✱ ✼✺✱ ✼✵✱ ✽✶❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❬✼✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦ù ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❬✼✺✱ ✽✶❪ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡t ♦♥t ♣r♦♣♦sé
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦❤é✲
r❡♥t ✭❙▼❈✮ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❬✺✽✱ ✺✺❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❬✻✾✱ ✺✽✱ ✺✺❪✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♥❡ ♥é❣❧✐❣❡ ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳✸✱ ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t
♣r♦♣♦s❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t à ❧✬❛♥❛❧②st❡✳

❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❧♦❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
tr❛✈❛✐❧✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t s✉✐✈r❡ ✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✿ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✱ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢
❡t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✭t✲♥♦r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✮ ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✜❛❜❧❡s✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t✲❝♦♥♦r♠❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✮ ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ✜❛❜❧❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♣❛ss❡r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳

✶✳✼ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡

❯♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡t ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝r✐tèr❡s ❬✷✻❪✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é N

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r N s♦✉r❝❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés πi
♣♦✉r i = 1, . . . , N ✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉t s✉✐✈r❡ tr♦✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❬✷✻✱ ✼✺✱
✽✶❪ ✿ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✱ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳

✶✳✼✳✶ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡st ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
φ(π1, . . . , πN ) ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t
✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣r✐s❡s sé♣❛ré♠❡♥t✳ ■❧
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✜❛❜❧❡s✱ ❡t ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t très ♣❡✉ ✜❛❜❧❡✱ ✈♦✐r❡ ✈✐❞❡✱
❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ s✬é❝r✐t
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ✿

π̂ =
∧

i=1,...,N

πi

♦ù
∧

❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ t✲♥♦r♠❡✮ ✷✳ ❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Ii ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Î =
⋂

i=1,...,N

Ii

✶✳✼✳✷ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t φ(π1, . . . , πn)
❞✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳
❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s
q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣r✐s❡ sé♣❛ré♠❡♥t✳ ■❧ ❢❛✐t ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st
✜❛❜❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ✜❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ très ✐♠♣ré❝✐s✱
❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t s♦♥ ✉t✐❧✐té✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✱ s✬é❝r✐t ✿

π̂ =
∨

i=1,...,N

πi

♦ù
∨

❡st ✉♥❡ ❝♦♥♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ t✲❝♦♥♦r♠❡✮ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉❛✉① ✸✳ ❝❡
q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✱ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Î =
⋃

i=1,...,N

Ii

✶✳✼✳✸ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❡ t❡❧s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés q✉❛♥❞ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ❛✐t ✉♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈✐té ❡t ✜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✿

✷✳ ❯♥❡ t✲♥♦r♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ [0, 1] × [0, 1] ❞❛♥s [0, 1] ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❡t ❛②❛♥t 1 ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés✳

✸✳ ▲❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡s t✲❝♦♥♦r♠❡s ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✳

✶✷



✶✳✼✳ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡

✕ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ❛♣♣❡❧é ❛❞❛♣t❛t✐❢ s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é♣❡♥❞ ❞✉
❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs
❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♥s✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞❡
❝♦♠♣r♦♠✐s✳
❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❬✼✺❪✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs p ❡t q
❡♥❝❛❞r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✜❛❜❧❡s✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
♥♦♠❜r❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs s✉♣♣♦rts ❡t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡
s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♥♦②❛✉① r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉✉❜♦✐s
❡t Pr❛❞❡ s✬é❝r✐t ✿

πAD(x) = max
(πp(x)

h(p)
,min(πq(x), 1− h(p))

)

✭✶✳✼✮

❛✈❡❝

h(T ) = supx(mini∈T πi)
h(p) = max(h(T ), |T | = p)

T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t |T | s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ h(T ) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à T ✳ h(p) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡ t❡r♠❡ tr❛❞✉✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❖✉ss❛❧❛❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❞é❥à ❝✐té❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
sé♣❛r❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ s✉♣♣♦rt ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❡♥
♦✉tr❡ r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✺✺❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts✱ ♥♦t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❬✶✻✹❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❬✺✺❪ s♦♥t ❞❡ ❜♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❝♦♥s✐st❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢
s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✉❡❧s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞✐s❥♦♥❝t✐❢ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❙♦✐t E = {E1, . . . , EN} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊆ E ❡st ❞✐t
❝♦❤ér❡♥t s✐

⋂

i=1,...,|E|Ei 6= ∅ ❛✈❡❝ Ei ∈ E ❡t E ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t p ✭p ≤ N)
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✬é❝r✐t ✿

π̂ =
∨

j=1,...,p

∧

i=1,...,|Ej |

Ei

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s✐ ❧❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳

✕ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐❢ ✿ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡st ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ q✉❛♥❞ ✐❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ t♦✉✲
❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ✭♦✉ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✮ ♣♦♥❞éré❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❡t s♦♥t
❞❡ ❧♦✐♥ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

πWA =
∑

i=1,...,N

λiπi

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

♦ù λi s♦♥t ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❨❛❣❡r ❛
✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✿ ❖r❞❡r❡❞ ❲❡✐❣❤t❡❞
❆✈❡r❛❣❡ ❖❲❆✮ ❬✶✽✵❪ ❡t ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❛♥s ❬✶✽✷❪✳

✶✳✽ Pr♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❬✶✺✹✱ ✺✺❪✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s N s♦✉r❝❡s ❞é❧✐✈r❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r π1, . . . , πN ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ p s♦✉r❝❡s ❡st
❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r φ(a1, . . . , ap)✳

✶✳ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❬✶✼✸❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✐ φ(πi, πj) = φ(πj , πi) ♣♦✉r t♦✉t
i 6= j ❞❛♥s {1, . . . , N}✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

✷✳ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❬✶✼✸❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢ s✐ φ(πi, φ(πj , πk)) = φ(φ(πi, πj), ak)
♣♦✉r t♦✉t i, j ❡t k ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , N}✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝✲à✲❞ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞✬❛❜♦r❞ π1 ❡t π2✱ ♣✉✐s ❞✬❛❥♦✉t❡r π3✱ ❡t❝✳
▲✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ♦♣éré❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✱ ❝✲à✲❞ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t
❞✬❛✉tr❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✸✳ ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ φ ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✐ φ(πi, πi) = πi ♣♦✉r t♦✉t❡
✈❛❧❡✉r i ❡♥tr❡ 1 ❡t N ✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡
❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✹✳ ❈♦❤ér❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✿ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
φ(π1, . . . , πN ) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✺✳ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❬✶✺✹❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ φ ♥❡ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝✲à✲❞ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥✳

✻✳ P❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡♥ ❝♦♥✢✐t ✭❛✉❝✉♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✮✳

✼✳ P❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡ ❬✶✺✹❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❝♦♥s✐❞éré ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❛r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ t❡♥❞ à r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✽✳ P❡rt✐♥❡♥❝❡ ❬✶✺✹❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ 1 à N ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ πi✱i = 1, . . . , N ♥✬❡st ♣❛s
✈✐❞❡✳ ❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✾✳ ■♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ t♦✉t
❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡①✐st❛♥t❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ πN+1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❥♦✉té❡ ❛❧♦rs

✶✹



✶✳✽✳ Pr♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥

φ(π1, π2, . . . , πN , πN+1) = φ(π1, π2, . . . , πN )✳ ❙✐ πN+1 ❡st ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r φ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

✶✵✳ ❈♦♥✈❡①✐té ❬✶✼✸❪ ✿ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù π1, . . . , πN s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❛✈♦✐r
✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❛❞♠❡ttr❡
t♦✉❥♦✉rs ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ré✲
s✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❡♥ ❣❛❣♥❛♥t ❡♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✶✶✳ ❘♦❜✉st❡ss❡✴❝♦♥t✐♥✉✐té ❬✶✼✸❪ ✿ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r φ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ t♦✉t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬♦♣✐♥✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✱ ❞✬✐❞❡♠♣♦✲
t❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❞❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡s ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✜❛❜❧❡s ❡t
❝♦❤ér❡♥t❡s✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✱ ❞✬✐❞❡♠♣♦✲
t❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t♦t❛❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t
❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡♥
❣é♥ér❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✱ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ♥✬♦❜é✐t
♣❛s à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss♦❝✐❛t✐❢s✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
✉♥❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡ ❡t ❢❛✐❜❧❡
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❞❡s ❙▼❈ ♥❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✱ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡t ❞❡ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✳

▼♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❈♦♥❥♦♥❝t✐❢ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ min✮ ❉✐s❥♦♥❝t✐❢ ❆❞❛♣t❛t✐❢s

P
r♦
♣r
✐é
té
s

❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té × × ×
❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té × ×
■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ × × ×

❈♦❤ér❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ × ×
Prés❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ × ×

P❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ × × ×
P❧❛✉s✐❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡ ×

P❡rt✐♥❡♥❝❡ × × ×
■♥s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ × ×

❈♦♥✈❡①✐té ×
❘♦❜✉st❡ss❡ ×

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

✶✻



✷

❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶✳✷ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶✳✸ ❈♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✶✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✷ ❆❋❈ ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✷✳✶ ▲❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❧✐❡♥s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✴s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸ ❆❋❈ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✹✳✶ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ●é♥ér❛❧✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✺ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✺✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✺✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡❣rés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✺✳✸ ▲❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✺✳✹ ❆✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✻ ❆❋❈ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡t r❡❣r♦✉♣é❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ✧❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✧✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡r✈✐r à ré✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❜❡s♦✐♥s ❡t à ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥✲
❝♦♥♥✉s✳ ❉❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♠❛✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ s❛✐t ♣❛s
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❡t ❞❡
str✉❝t✉r❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ré✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❆❋❈ ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts

▲✬❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts ✭❆❋❈✮ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts ❋♦r♠❡❧s ✭❆❋❈✮✮ ❬✶✼✼✱
✾✻❪ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❡st ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣r♦✉✲
♣❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✴❛ttr✐❜✉ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✮ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (G,M,R) ♦ù G ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts✱ M ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✴❛ttr✐❜✉ts ❡t R ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡
G ❡t M ✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (g,m) ∈ R ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té gRm✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t g ∈ G ♣♦ssè❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐étés m ∈M ✳

❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦ù ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛✉① ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡s ❝❛s❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ❧❡ ✐è♠❡ ♦❜❥❡t g ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ R
❛✈❡❝ ❧❡ ❥è♠❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛s❡ à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ j ❝♦♥t✐❡♥t ✧×✧✱ s✐♥♦♥ ❧❛
❝❛s❡ ❡st ✈✐❞❡✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❬✺✹❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉
s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ▼❡r❝✉r❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ✿ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s♦❧❡✐❧
❡t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳

❚❛✐❧❧❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳

❖❜❥❡t
❆ttr✐❜✉t

♣❡t✐t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❧♦✐♥ ♦✉✐ ♥♦♥

▼❡r❝✉r❡ × × ×
❱é♥✉s × × ×
❚❡rr❡ × × ×
▼❛rs × × ×
❏✉♣✐t❡r × × ×
❙❛t✉r♥❡ × × ×
❯r❛♥✉s × × ×
◆❡♣t✉♥❡ × × ×
P❧✉t♦♥ × × ×

✷✳✶✳✷ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐t (G,M,R) ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳ P♦✉r t♦✉t A ⊆ G ❡t B ⊆M ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

A′ = {m ∈M |∀g ∈ A, gRm}

B′ = {g ∈ G|∀m ∈ B, gRm}

✶✽



✷✳✶✳ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ A′ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠✉♥s à t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ A ❡t B′ ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣♦ssé❞❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ B✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ′ : 2G → 2M ❡t ′ :
2M → 2G s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ G ♥♦té ♣❛r 2G

❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ M ♥♦té ♣❛r 2M ✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦❞✉✐t ❞❡✉①
♦♣ér❛t❡✉rs ′′ : 2G → 2G ❡t ′′ : 2M → 2M ✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜❥❡ts A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s G ❛②❛♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ A✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♥♦té A′′✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s M ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
❞❛♥s B✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♥♦té B′′✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ′′ : 2G → 2G ❡t ′′ : 2M → 2M ❞é✜♥✐ss❡♥t
❞❡✉① ❢❡r♠❡t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ G ❡t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡
M ✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s A′′ ❡t B′′ s♦♥t ❞❡s ❢❡r♠és ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢❡r♠és ❞❡ 2G ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡r♠és
❞❡ 2M ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ′ : 2G → 2M ❡t
′ : 2M → 2G ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢❡r♠és ❞❡ 2G ❡t 2M ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① tr❡✐❧❧✐s r❡s♣❡❝t✐❢s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢❡r♠é A ❞❛♥s 2G ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❢❡r♠é B ❞❛♥s 2M ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ′′ : 2G → 2G ❡t
′′ : 2M → 2M ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥tr❡ (2G,⊆) ❡t (2M ,⊆)✳

✷✳✶✳✸ ❈♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧

❙♦✐t (G,M,R) ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) t❡❧ q✉❡ A ⊆ G✱
B ⊆M ✱ A′ = B ❡t B′ = A✳ A ❡t B s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és extension ✭❡①t❡♥t✮ ❡t intension
✭✐♥t❡♥t✮ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ (A,B)✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✱ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❢♦r♠é❡
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
❢❡r♠és ❞❛♥s 2G ❡t 2M r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡ M ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
❢♦r♠❡❧ ❞❛♥s (G,M,R) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B′′ = B ✭B ❡st ❢❡r♠é ♣♦✉r ′′✮ ❡t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ✉♥ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ G ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡
(G,M,R) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A′′ = A ✭A ❡st ❢❡r♠é ♣♦✉r ′′✮✳

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ (G,M,R) s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✮ ♥♦té❡ ≤ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✧s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✧✮ ❙♦✐❡♥t (A1, B1) ❡t (A2, B2) ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r✲
♠❡❧s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ (G,M,R)✳ (A1, B1) ≤ (A2, B2) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
A1 ⊆ A2 ✭♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡ B2 ⊆ B1✮✳ (A2, B2) ❡st ❞✐t s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣t ❞❡ (A1, B1) ❡t (A1, B1)
❡st ❞✐t s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣t ❞❡ (A2, B2)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏≤✑ ❡st ❞✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏≤✑ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉❛❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❡♥tr❡ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✴s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝❡♣t s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s
❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❛rt❛❣és ♣❛r ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ré❞✉✐ts✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s s♦♥
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♦♥t ♣❧✉s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

✷✳✶✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✮ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏≤✑ ♣❡r♠❡t ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s
❡♥ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ❛♣♣❡❧é tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❬✷✸❪✳ ▲❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s C(G,M,R) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
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▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭✈✐s✉❛❧✐sé ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈♦♥❊①♣ ✹✮✳ ▲❛
♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ❞✐t❡ ré❞✉✐t❡ ✭❞✐t❡ ❛✉ss✐ ét✐q✉❡t❛❣❡ ré❞✉✐t✮ ✿ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❤ér✐t❛❣❡
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ✉♥
❛ttr✐❜✉t ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❛✉ ♣❧✉s ❤❛✉t
❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ◆ ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t m✱ t♦✉s ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts
❞❡ ◆ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❤ér✐t❡♥t ❧✬❛ttr✐❜✉tm✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❛✉ ♣❧✉s ❜❛s ❞❛♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ◆ ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t g✱ g ❡st ❤ér✐té ✏✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✑ ❡t t♦✉s
❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ ◆ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ A ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ✭A,B✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞✉ ♥÷✉❞ ◆ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡t s♦♥ ✐♥t❡♥s✐♦♥ B
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉r ❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞✉ ♥÷✉❞ ◆ ❞❛♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ q✉✐ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❛ttr✐❜✉ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ♦✉ ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

✷✳✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✿ ❈❧♦s❡ ❜② ♦♥❡ ❬✶✷✹❪✱
❈❤❡✐♥ ❬✹✻❪✱ ◆♦rr✐s ❬✶✺✸❪✱ ◆❡①t❈❧♦s✉r❡ ❬✾✸✱ ✾✺❪✱ ❇♦r❞❛t ❬✸✹❪✮✱ ❡t ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❬✶✷✼✱ ✶✺✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡✱ ❑✉③♥❡ts♦✈ ❡t ❖❜✐❡❞❦♦✈ ❬✶✷✼❪ ❛♥❛❧②s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①✐tés
t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦♥t
❞❡s r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❞✐t❡r ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❢♦r♠❡❧s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛ss♦❝✐é ✿ ❈♦♥❊①♣ ❡t ●❛❧✐❝✐❛ s♦♥t ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❧✐❜r❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳
❯♥❡ ❧✐st❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡ s✉r ✇✇✇✳✉♣r✐ss✳♦r❣✳✉❦✴❢❝❛✳

✷✳✷ ❆❋❈ ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

▲✬❆❋❈ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❬✷✸❪
❡♥ ❧✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❡t ❞❡

✹✳ ❤tt♣ ✿✴✴s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴♣r♦❥❡❝ts✴❝♦♥❡①♣✴

✷✵

www.upriss.org.uk/fca


✷✳✷✳ ❆❋❈ ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ (G,M,R) ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ✷✳✶

str✉❝t✉r❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✧❝♦♥❝❡♣t✧✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝❧❛ss❡s str✉❝t✉ré❡s ❡t
✐♥t❡r♣rété❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t r❡ss♦rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥tr❡
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲✬❆❋❈ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✱ ❧❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❲❡❜ ❬✶✺❪✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❬✷✶❪✱
❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❬✶✸✽✱ ✶✸✾✱ ✺✾❪✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❬✶✷✽❪✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❬✶✷✺❪✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❬✶✼✶✱ ✶✵✸❪✱ ❧❛ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❬✶✻✷❪✱ ❡t❝✳

▲❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥t ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳

✷✳✷✳✶ ▲❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡

❉❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t str✉❝t✉ré❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✭❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✮ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ✭❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✮✳

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❧✐❡♥s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✴s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✉❛✉① ❧✐és à ❧❡✉rs
❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t à ❧❡✉rs ✐♥t❡♥s✐♦♥s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✮✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① s♦♥t s✐t✉és
❡♥ ❤❛✉t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s s♦♥t s✐t✉és ❡♥ ❜❛s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡s
❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s
❡♥tr❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❛s❝❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬✉♥
tr❡✐❧❧✐s s❡ tr❛❞✉✐t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ❧❡s
✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▼❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳

❉✐❛♠ètr❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❙♦❧❡✐❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡
✭❦♠✮ ✭106❦♠✮

▼❡r❝✉r❡ ✹ ✽✼✽ ✺✽ ✵
❱❡♥✉s ✶✷ ✹✵✵ ✶✵✽ ✵
❚❡rr❡ ✶✷ ✼✺✻ ✶✺✵ ✶
▼❛rs ✻ ✽✵✵ ✷✷✽ ✷
❏✉♣✐t❡r ✶✹✷ ✽✵✵ ✼✼✽ ✶✻
❙❛t✉r♥❡ ✶✷✵ ✽✵✵ ✶ ✹✷✼ ✶✾
❯r❛♥✉s ✹✼ ✻✵✵ ✷ ✽✼✵ ✺
◆❡♣t✉♥❡ ✹✹ ✻✵✵ ✹ ✺✵✵ ✽
P❧✉t♦♥ ✷✳✸✷✵ ✾ ✾✺✵ ✶

❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❡✉ ❞✬♦❜❥❡ts q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s✱ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞✬♦❜❥❡ts q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t q✉✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡✳

✷✳✸ ❆❋❈ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

▲✬❆❋❈ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s
❞♦♥♥é❡s ♥❡ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛s❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ❧✬❆❋❈✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛✐r❡✱ ✉♥❡
❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡t ❧❡✉rs t❡r♠❡s ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥
❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
♠❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ♦✉ ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉ s♦❧❡✐❧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s s✐♠♣❧❡s ❛ttr✐✲
❜✉ts q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢s ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ♦✉ ♣❡t✐t❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ♦✉ é❧♦✐❣♥é❡
❞✉ s♦❧❡✐❧✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥èt❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é
♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❆❋❈ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
s✬❛♣♣❡❧❧❡ é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ❬✾✻❪ ♦✉ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

▲✬é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ✭❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧✐♥❣✮ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ♠✉❧✲
t✐✈❛❧✉é ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é é❝❤❡❧❧❡
❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ✭❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧❡✮ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♠✉❧t✐✈❛❧✉é✳ ❯♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❢♦r♠❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣❡r♠❡t ❞❡ str✉❝t✉r❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡t ❛ttr✐❜✉t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❯♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧✧ ❡st ❞♦♥♥é❡

✷✷



✷✳✸✳ ❆❋❈ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸ ❬✹✶❪✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ✧≥ 10✧✱ ✧≥
100✧✱ ✧≥ 500✧ ❡t ✧≥ 1000✧✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
♠✉❧t✐✈❛❧✉és ✧❉✐❛♠ètr❡✧ ❡t ✧❙❛t❡❧❧✐t❡✭s✮✧✳ ▲❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉①
❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
ds ≥ 10 ds ≥ 100 ds ≥ 500 ds ≥ 1000

✺✽ ×
✶✵✽ × ×
✶✺✵ × ×
✷✷✽ × ×
✼✼✽ × × ×
✶ ✹✷✼ × × × ×
✷ ✽✼✵ × × × ×
✹ ✺✵✵ × × × ×
✾ ✾✺✵ × × × ×

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❉✐❛♠ètr❡✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
d ≤ 10 10 < d ≤ 20 20 < d ≤ 50 d ≥ 50

✹ ✽✼✽ ×
✶✷ ✹✵✵ ×
✶✷ ✼✺✻ ×
✻ ✽✵✵ ×
✶✹✷ ✽✵✵ ×
✶✷✵ ✽✵✵ ×
✹✼ ✻✵✵ ×
✹✹ ✻✵✵ ×
✷✳✸✷✵ ×

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ➱❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✧❙❛t❡❧❧✐t❡✧ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
s ≤ 5 5 < s ≤ 10 s ≥ 10

✵ ×
✵ ×
✶ ×
✷ ×
✶✻ ×
✶✾ ×
✺ ×
✽ ×
✶ ×

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥❡ s✉✐t ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✬✐❧ ♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

♠✉❧t✐✈❛❧✉é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥ts ♥✬♦♥t
♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ●❛♥t❡r ❡t ❲✐❧❧❡ ♦♥t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡s
❝♦♥❝❡♣t✉❡❧s t②♣✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♠✉❧t✐✈❛❧✉és ❞❡ ❢♦r♠❛ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❬✾✻❪✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t
❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ✧❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧✧ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ♦r❞✐♥❛❧ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✧❉✐❛♠ètr❡✧ ❡t ✧❙❛t❡❧❧✐t❡✭s✮✧ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❬✾✻❪✳

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭♠♦♥♦✈❛❧✉é✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭♠✉❧t✐✈❛❧✉é✮✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✈❛❧✉é ❡st ♦❜t❡♥✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✈❛❧✉é ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡
❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✻✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❈♦♥t❡①t❡ ❜✐♥❛✐r❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❞❡s
♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳

❉✐❛♠ètr❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❙♦❧❡✐❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡
✭❦♠✮ ✭106❦♠✮
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50
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≥
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s
≤

5

5
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≤

10
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≥

10

▼❡r❝✉r❡ × × ×
❱❡♥✉s × × × ×
❚❡rr❡ × × × ×
▼❛rs × × × ×
❏✉♣✐t❡r × × × × ×
❙❛t✉r♥❡ × × × × × ×
❯r❛♥✉s × × × × × ×
◆❡♣t✉♥❡ × × × × × ×
P❧✉t♦♥ × × × × × ×

✷✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ é❝❤❡❧♦♥♥❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦s✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛❣❣r❛✈és ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r
❝❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t été ♠❡♥és ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❆❋❈ ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ét✉❞✐é❡s
❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st
❛❞❛♣té❡ à ✉♥ ❢♦r♠❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts
❝♦♠♣❧❡①❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉és ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✧❤étér♦❣è♥❡s✧✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡

✷✹



✷✳✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻✳

❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s r❡❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡♥
✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é✳

✷✳✹✳✶ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s

▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●❛♥t❡r ❡t ❑✉③♥❡ts♦✈ ❬✾✹❪ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s❛♥s ❧❡s ❛✈♦✐r tr❛♥s❢♦r♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛✐r❡
❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ (2G,⊆) ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❛ttr✐❜✉ts (2M ,⊆) ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❈❡s
tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❤étér♦❣è♥❡ ✺✱
✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❤étér♦❣è♥❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ●❛♥t❡r ❡t ❑✉③♥❡ts♦✈ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ G ❡t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭❛♣♣❡❧é❡s ♣❛tr♦♥s✮ d ❞❡ ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts (2M ,⊆)✳
❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ♦♥ ❛ P ⊆ Q ⇔ P ∩ Q = P ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝
P = {a} ❡t Q = {a, b}✱ {a} ⊆ {a, b} ⇔ {a} ∩ {a, b} = {a}✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ♣♦ssè❞❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✱ ❞✬♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣❛tr♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✿

c ⊑ d⇔ c ⊓ d = c ✭✷✳✶✮

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t (G, (D,⊓), δ) ♦ù G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ (D,⊓) ❡st
❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❡t δ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

✺✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞✐t ❤étér♦❣è♥❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ✧❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛✲
❧✉é✧ ❬✾✻❪✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❞❛♥s D✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t (G, (D,⊓), δ) ❡st ❛♣♣❡❧é str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s✉✐t
❧✬❆❋❈ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥tr❡ (2G,⊆) ❡t (D,⊑)✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ P♦✉r A ⊆ G

A� =
d

g∈A δ(g) ✭✷✳✷✮

P♦✉r d ⊆ (D,⊓)

d� = {g ∈ G|d ⊑ δ(g)} ✭✷✳✸✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ G ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ d ❞❛♥s ❧✬✐♥❢✲
❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉✐ s✉❜s✉♠❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ d✳

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ (G, (D,⊓), δ) s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (A, d) t❡❧s q✉❡ A� = d ❡t d� = A✳ ■❧s s♦♥t
♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r (A1, d1) ≤ (A2, d2) ⇔ (A1 ⊆ A2)(⇔ d2 ⊑ d1) ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❞❡ (G, (D,⊓), δ)✳

❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ❬✶✷✵✱ ✶✷✶✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛♣♣❡❧❧❡♥t ⊓ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✧s✐✲
♠✐❧❛r✐té✧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r (.)� r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r (.)� ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛✲
♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✼ ❡t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❬✶✷✵✱ ✶✷✶✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪ ♣♦✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✮✳

[a, b] ⊓ [c, d] = [min(a, c),max(b, d)] ✭✷✳✹✮

[a, b] ⊑ [c, d] ⇔ [a, b] ⊇ [c, d] ✭✷✳✺✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ▼❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡

❉✐❛♠ètr❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❙♦❧❡✐❧ ▼❛ss❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡
✭❦♠✮ ✭106❦♠✮ ✭1023❦❣✮

▼❡r❝✉r❡ ✹ ✽✼✾ ✺✽ ✸✳✸✵
❱é♥✉s ✶✷ ✶✵✹ ✶✵✽ ✹✽✳✻✾
❚❡rr❡ ✶✷ ✼✺✻ ✶✺✵ ✺✾✳✼✹ ✶
▼❛rs ✻ ✼✾✹ ✷✷✽ ✻✳✹✷ ✷
❏✉♣✐t❡r ✶✹✷ ✾✽✹ ✼✼✽ ✶✽ ✾✽✽ ✶✻
❙❛t✉r♥ ✶✷✵ ✺✸✻ ✶ ✹✷✼ ✺ ✻✽✺ ✶✾
❯r❛♥✉s ✺✶ ✶✶✽ ✷ ✽✼✵ ✽✻✻✳✷✺ ✺
◆❡♣t✉♥❡ ✹✾ ✺✷✽ ✹ ✺✵✵ ✶✵✷✼✳✽ ✽
P❧✉t♦♥ ✷ ✸✵✷ ✺ ✾✺✵ ✵✳✶✸ ✶

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧❉✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❙♦❧❡✐❧✧ ✭♥♦té❡ ❉❙✮ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥èt❡s
{Mercure, V énus}✱ ❛❧♦rs ✿

✷✻



✷✳✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈

▲❡ ♣r❡♠✐❡r r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ✐✳❡✳ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✿

{Mercure, V énus}� =
l

g∈{Mercure,V énus}

δ(g)

= δ(Mercure) ⊓ δ(V énus)
= [58, 58] ⊓ [108, 108]

= [58, 108]

▲❡ s❡❝♦♥❞ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✿

[58, 108]� = {g ∈ G | [58, 108] ⊑ δ(g)}
= {g ∈ G | [58, 108] ⊇ δ(g)}
= {Mercure, V énus}

❆✐♥s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ({Mercure, V énus}, [58, 108]) ❡st t❡❧ q✉❡ A� = d ❡t d� = A✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❝✬❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
ré❡❧❧❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧❛♥èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✳

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞✬♦❜❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡s ❡t s✬❛♣✲
♣✉✐❡♥t ♣❧✉tôt s✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭♦✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ✷✳✼✱ ❧✬♦❜❥❡t ▼❡r❝✉r❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r 〈[4879, 4879], [58, 58], [3.3, 3.3], [0, 0]〉✳ ❉✬♦ù
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ✿ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❬✶✷✶❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❱❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮ ❬✶✷✶❪✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à p ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ p ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

▲✬✐♥✜♠✉♠ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡s ✐♥✜♠❛ ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t
❧❡ t❡st ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✶✷✶❪✳

P♦✉r e ❡t f ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ e = 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] ❡t f = 〈[ci, di]〉i∈[1,p]✱ ❧❡✉r
✐♥✜♠✉♠ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

e ⊓ f = 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] ⊓ 〈[ci, di]〉i∈[1,p]
= 〈[ai, bi] ⊓ [ci, di]〉i∈[1,p] ✭✷✳✻✮

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ♣❛r ✿

e ⊑ f ⇔ 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] ⊑ 〈[ci, di]〉i∈[1,p]
⇔ 〈[ai, bi] ⊑ [ci, di]〉i∈[1,p] ✭✷✳✼✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✼✱ ♦♥ ❛ ✿

{Mercure, V énus}� =
l

g∈{Mercure,V énus}

δ(g)

= δ(Mercure) ⊓ δ(V énus)
= 〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉� = {g ∈ G | 〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉 ⊇ δ(g)}
= {Mercure, V énus}

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈ s♦♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥t ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❬✾✹❪✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ◆♦rr✐s✱ ❈❧♦s❡❇②❖♥❡ ❡t ◆❡①t❈❧♦s✉r❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❬✶✷✶❪✳

✷✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s

▲✬❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❈♦♥❝❡♣ts ▲♦❣✐q✉❡s ✭❆❈▲✮ ❬✽✼❪ ❝♦♥s✐st❡ à ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❆❋❈
❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
s♦♥t ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉
❝♦♥t❡①t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡✮ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (G,L, δ) ♦ù G ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬♦❜❥❡ts✱ L ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t δ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s L q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
♦❜❥❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✭♦✉ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✮✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✽ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❬✽✼❪✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ 2G ❡t L s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

σ : 2G → L, σ(A) = ⊔g∈Aδ(g)

τ : L → 2G, τ(f) = {g ∈ G | δ(g) ⊑ f}
⊔ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐♦♥ ✭∩✮ ❡♥ ❆❋❈ ❡t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✜♠✉♠

❡♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✮✳ ⊑ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ ❆❋❈ ❡t à ⊑ ❡♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✮✳ σ(A) ❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s à t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s A ❡t τ(f) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ G
❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st s✉❜s✉♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ f ✳ ▲❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥tr❡ 2G ❡t L✳ ■❧s s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡
♣❛✐r❡ (A, f) t❡❧❧❡ q✉❡ σ(A) = f ❡t τ(f) = A✳ A ❡t f s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥
❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡♥s✐♦♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s✳
▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✽ ✭❣❛✉❝❤❡✮
❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s s♦♥t
ét✐q✉❡tés s❡❧♦♥ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ré❞✉✐t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ❬✽✼❪✳

✷✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡ ●é♥ér❛❧✐sé❡

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❋❡rré ❬✽✼❪✱ ❈❤❛✉❞r♦♥ ❡t ▼❛✐❧❧❡ ❬✹✹❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❋♦r♠❡❧❧❡
●é♥ér❛❧✐sé❡ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✮✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❢♦r♠❡❧s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✮ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (G, (L,≤,⊓,⊔), δ)
♦ù G ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬♦❜❥❡ts✱ (L,≤,⊓,⊔) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❡t d ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s L✳

✷✽



✷✳✺✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈

❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ✭❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s ❧❡ttr❡s h✱ f ❡t c s♦♥t ❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ homme✱ femme ❡t
chauve✳

♦❜❥❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❙❡❜ h

▲❡♦ f

❳ c ∧ (h ∨ f)

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ 2G ❡t L s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

φ : 2G → L, φ(A) = ⊓g∈Aδ(g) ✭✷✳✽✮

ψ : L → 2G, ψ(B) = {g ∈ G | B ≤ δ(g)} ✭✷✳✾✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ A✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ B ❧❡s ♦❜❥❡ts
❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ B✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(A1, B1) << (A2, B2) ⇔ A1 ⊆ B1✳ ▲❡s ♣❛✐r❡s (A,B) t❡❧❧❡ q✉❡ A = ψ(B) ❡t B = φ(A) s♦♥t
❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s✳ ▲✬❆❋❈ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ♦♥ ❛ L = 2M ✱ ⊓ = ∩✱ ⊔ = ∪ ❡t ≤=⊆✳

✷✳✺ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈

✷✳✺✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s

▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❝♦♥s✐st❡♥t à ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ L✲❝♦♥t❡①t❡✮ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r (L,G,M,R) ♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ♦❜❥❡t×❛ttr✐❜✉t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ✈ér✐té ❞❛♥s L ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✭R : G ×M → L✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été
♠❡♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ✢♦✉❡ ❬✷✵✱ ✶✽✸✱ ✶✾✱ ✾✽❪✳ ❉❛♥s ❬✶✽✸❪✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥ ❛ttr✐❜✉t s✬✐❧ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à α ∈ [0, 1]✳ P♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✉♥✐♦♥✱ ❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t r❡♣r✐s
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❬✶✽✽❪✳

❉❛♥s ❬✶✽✱ ✶✾✱ ✾✽❪✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✶✽✸❪✳
❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s rés✐❞✉é < (L,∧,∨, ∗,→) > ❝♦♠♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡❣rés✳ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s rés✐❞✉é ❬✶✼✺❪ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ♦ù (L, ∗) ❡st
✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✻ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡ (∗,→) ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ rés✐❞✉❛t✐♦♥ ✼✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ r❡q✉✐s❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❈❡tt❡

✻✳ ❯♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡
✼✳ ∀a, b, c ♦♥ ❛ a ∗ b ≥ c ⇔ a ≥ b → c

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❛❧❣è❜r❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬✶✸✻❪ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ (∗,→)✳ ●❡♦r❣❡s❝✉
❡t P♦♣❡s❝✉ ❬✾✽❪ ♦♥t tr❛✐té ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦♥♦ï❞❡ (L, ∗) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❬✻✸❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ rés✐❞✉é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥❤ér❡♥t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❛✐♥s✐ ❢♦♥❞é❡ s✉r
❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✢♦✉❡s ❬✸✽❪✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r → ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✸✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s S✲✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ¬p∨q ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❬✶✽✱ ✾✽✱ ✶✸✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s rés✐❞✉é❡s✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t
❢♦r♠❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜♦♦❧é❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❡st ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝r♦✐①✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✢♦✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣❛✐r❡s rés✐❞✉é❡s (∗,→) ❬✶✾❪✳

✷✳✺✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡❣rés

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❆❋❈ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳
❯♥ ♦❜❥❡t s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♦✉ ♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❢♦r♠❡❧s ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥s✐st❡♥t s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❡✉ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s
❞✐s❝✉t❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳ ❉❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ré✲
❝❡♥t❡s ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✸✱ ✻✼✱ ✽✹❪ ♦♥t s♦✉❧❡✈é ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡st✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳ ❉❛♥s ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t tr❛✐té ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❢♦r♠❡❧s ✢♦✉s ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣✐❝❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❈❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❆❋❈✳

❯♥ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡❣rés r❡♣rés❡♥t❡♥t à q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥
♦❜❥❡t s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡tR(m)✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐étém✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s ♦❜❥❡ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été m✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡
♦ù R(m) s❡r❛✐t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s ♦❜❥❡ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été m r❡✈✐❡♥t à
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s❡s ✈✐❞❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✱ ❉❥♦✉❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ ✽ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝❛s❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝r♦✐① ❡t ❧❡s ❝❛s❡s ✈✐❞❡s
♣❛r ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ L = [0, 1]✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡✱ ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣✐✈♦t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ α = 0.5✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦❜❥❡t s❛t✐s❢❛✐t ♣❧✉s
❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✬✐❧ ♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à é❝❤❡❧❧❡
❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

▲❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ à
❛ttr✐❜✉ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❬✶✼✾❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❞❡❣rés s♦♥t tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ♥♦♥ ✢♦✉❡s ♠❛✐s ❧❛ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
♦✉ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬✻✵✱ ✻✶❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❧❡s ❝❛s❡s s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s ♣❛r ❞❡s ♣❛✐r❡s (α, β) ♦ù α ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♥é❝❡ss✐té q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t
❛ît ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡t β ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♥é❝❡ss✐té q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ♥✬❛ît ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛✈❡❝ min(α, β) = 0✳
▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s (1, 0) ❡t (0, 1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠é❡s ♦ù ♦♥ s❛✐t
❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♦✉ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬❛ ♣❛s✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ (0, 0) r❡✢èt❡ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡

✽✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ I(p → q) = q s✐ p > q

✸✵



✷✳✺✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈

t♦t❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♦ù 0 < max(α, β) < 1 r❡✢èt❡ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❢♦r♠❡❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s❬✻✼✱ ✽✹✱ ✻✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡
●❛❧♦✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té (Π) ❡t s♦♥
❞✉❛❧ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té (N)✱ ❧❛ s✉✣s❛♥❝❡ (∆) ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ❧❛ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ (∇)✳ ▲❛ s✉✣s❛♥❝❡ ❡st ❧❛
♠❡s✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ❡t ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s♦♥t
❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✢♦✉s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❬✻✼✱
✽✹✱ ✻✷❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❬✶✶❪✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ●❛❧♦✐s ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①
❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦✉
s②♠❜♦❧✐q✉❡✮ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡
●❛❧♦✐s✳

✷✳✺✳✸ ▲❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs

❈❛s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❜✐♥❛✐r❡s

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❡t ♣r♦♣r✐étés ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r gRm ♦ù ❧✬♦❜❥❡t g ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐étésm✳
❖♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t R−1(m) ❡t R(g) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été m ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬♦❜❥❡t g✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r t♦✉t
A ⊆ G ❡t B ⊆M ✳

✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✾

A✸ = {m ∈M |R−1(m) ∩A 6= ∅} = ∪g∈XR(g) ✭✷✳✶✵✮

❡t s♦♥ ❞✉❛❧

B✸ = {g ∈ G|R(x) ∩B 6= ∅} = ∪m∈MR
−1(m) ✭✷✳✶✶✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à A✱ ❝✲à✲❞
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ M q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A s❛t✐s❢❛✐t✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts q✉✐
♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s B✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐té ♦♥ ❛ (A1 ∪A2)

✸ = A✸

1 ∪A✸

2 .

✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té

A✷ = {m ∈M |R−1(m) ⊆ A} = ∩g 6∈AR(g) ✭✷✳✶✷✮

❡t s♦♥ ❞✉❛❧

B✷ = {g ∈ G|R(g) ⊆ B} = ∩m 6∈MR−1(m) ✭✷✳✶✸✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ A✱ ✐✳❡✳ s❡✉❧s ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ A ♦♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r r❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t

✾✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬✶✶❪✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✸,✷,△ ❡t
`

s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♥é❝❡ss✐té✱ s✉✣s❛♥❝❡ ❡t ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❬✻✼✱ ✽✹✱ ✻✷❪
✉t✐❧✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ♠❡s✉r❡s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s (.)Π, (.)N , (.)∆ ❡t (.)∇✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ B✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ❬✼✽❪✱

♦♥ ❛ ✿ A✷ = (A)✸ =M \ (A)✸✱ ❡t (A1 ∩A2)
✷ = A✷

1 ∩A✷

2 .

✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ✶✵

A∆ = {m ∈M |R−1(m) ⊇ A} = ∩g∈AR(g) ✭✷✳✶✹✮

B∆ = {g ∈ G|R(g) ⊇ B} = ∩m∈BR
−1(m) ✭✷✳✶✺✮

P♦✉r t♦✉t A ⊆ G✱ R∆(A) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉①
♦❜❥❡ts ❞❛♥s A ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ R∆(B) r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s B✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ R∆(A1 ∪A2) = R∆(A1) ∩R∆(A2)✳

✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡

A∇ = {m ∈M |R−1(m) ∪A 6= G} = ∪g 6∈AR(g) ✭✷✳✶✻✮

B∇ = {g ∈ G|R(g) ∪B 6= G} = ∪g 6∈BR(g) ✭✷✳✶✼✮

◆♦t♦♥s q✉❡ R∇(A) = (A)∆ = M \ (A)∆✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ R✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
♣r♦♣r✐été ❞❛♥s A∇✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s A ❡t q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ (A1 ∩A2)

∇ = A∇
1 ∪A∇

2 ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✭❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❉✉❜♦✐s ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✽✹❪✮ ♦ù ♦♥ ❛ ❤✉✐t ♦❜❥❡ts ❡t
♥❡✉❢ ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡s
q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉❛✉① ❛♣♣❧✐q✉és à
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳

❘ a b c d e f g h i

g1 ×
g2 × ×
g3 × ×
g4 × × ×
g5 × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × ×
g8 × × × ×

❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✕ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✽✹❪

✶✵✳ P♦✉r ❣❛r❞❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ∆✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ∆ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ A∆ ❡t B∆ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❆❋❈
❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦tés ♣♦✉r A ⊆ G ❡t B ⊆ M ♣❛r A′ ❡t B′ ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳

✸✷



✷✳✺✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧✬❆❋❈

❆ (.)✸ (.)✷ (.)∆ (.)∇

{g1, g2} {g, h} {g} {g} M

{g1, g2, g3, g4} {g, h, i} {g, h, i} {g} {b, c, e, f, g, h, i}
{g5, g6, g7, g8} {a, b, c, d, e, f} {a, b, c, d, e, f} {a, d} {a, b, c, d, e, f, h, i}

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

❇ (.)✸ (.)✷ (.)∆ (.)∇

{g} {g1, g2, g3, g4} {g1} {g1, g2, g3, g4} G

{g, h, i} {g1, g2, g3, g4} {g1, g2, g3, g4} ∅ G

{a, b, c, d, e, f} {g5, g6, g7, g8} {g5, g6, g7, g8} ∅ G

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❉❛♥s ❧✬❆❋❈ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ●❛❧♦✐s ❬✾✻❪✳ ❯♥❡ ♣❛✐r❡ (A,B) t❡❧❧❡ q✉❡ A∆ = B ❡t B∆ = A ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥t
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st A ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s B✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ∇ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ∆✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛✐♥s✐

A∇ = B ❡t B∇ = A s✐ A
∆

= B ❡t B
∆

= A ❬✻✼✱ ✽✹❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ (A,B) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ✸ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ✷✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛✐♥s✐
A✸ = B ❡t B✸ = A s✐ A

✷
= B ❡t B

✷
= A ❬✻✼✱ ✽✹✱ ✻✷❪✳ ❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾✱

❧❛ ♣❛✐r❡ ({g1, g2, g3, g4}, {g}) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ∆✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s
♣❛✐r❡s ({g1, g2, g3, g4}, {g, h, i}) ❡t ({g5, g6, g7, g8}, {a, b, c, d, e, f}) s♦♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s (A,B) t❡❧❧❡s
q✉❡ A✷ = B ❡t B✷ = A✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ A

✷
= B ❡t B

✷
= A✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❢♦r♠é❡

à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♥é❝❡ss✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡✉t êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ s♦♥t ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❙✐ ❧❡s ♣❛✐r❡s (A,B) t❡❧❧❡s q✉❡ A✷ = B ❡t B✷ = A ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❡♥ R′ ✭❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✮✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❧✉s ♣✉✐sq✉❡ R′✷({g1, g2, g3, g4}) = {g, h} ❡t
R′✷({g, h}) = {g1, g2, g3}✳

❘ a b c d e f g h i

g1 ×
g2 × ×
g3 × ×
g4 × × × ×
g5 × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × ×
g8 × × × ×

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷ ✕ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✽✹❪

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❈❛s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❤étér♦❣è♥❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐♥tér❡ss❛♥t
♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
s❛♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬✶✶❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡
♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té✱ ❞❡
s✉✣s❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❞♦♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ s♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés ♣❛r ●❛♥t❡r ❡t ❛❧✳ ❬✾✹❪✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ❡st
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❡♥ s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ R ♥✬❡st ♣❧✉s ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❬✶✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✜♥✐ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s (G, (D,⊓), δ)✳ ■❧s ♦♥t ét✉❞✐é ❞❡✉① ❝❛s ✿
♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t q✉❛❧✐t❛t✐❢✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✢♦✉ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s {0, 1} ❡t [0, 1]✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✿ ⊓ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ⊑ ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭⊆✮✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ⊔ ♣❛r ∪ ❡t ⊒
♣❛r ⊇✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜❥❡ts ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✷✻❪✳ ▼❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
♥é❝❡ss✐té r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✷✻❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞✉❛✉① ❡st ♣r❡sq✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

✷✳✺✳✹ ❆✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s

■❧ ❡①✐st❡ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❛✉① ♦❜❥❡ts s②♠❜♦✲
❧✐q✉❡s ❬✷✽✱ ✶✻✶❪✳ ❚r♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❜❥❡t×❛ttr✐❜✉t
♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❜❥❡t×❛ttr✐❜✉t ♣r❡♥❞ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é ♦ù ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ♦❜❥❡t×❛ttr✐❜✉t ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳ ●✳ P♦❧❛✐❧❧♦♥ ❬✶✻✶❪ ❛ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ●❛❧♦✐s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❡st r❡✲
♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦✉ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✿ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥✐♦♥
❡t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✶✶❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❡t ✐❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ P♦❧❛✐❧❧♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❋❈ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♦✉

✸✹



✷✳✻✳ ❆❋❈ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

t❡r♠❡s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s✱ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❬✶✹✵✱ ✶✸✼✱ ✼✱ ✻❪✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐✲
❧❛r✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲✬✉t✐❧✐té ❞❡
❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✶✶✽✱ ✶✶✼❪✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣❛tr♦♥s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✶✸✼❪✳

✷✳✻ ❆❋❈ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❬✶✸✹✱ ✹✺✱ ✶✻✵❪✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s ❛✉① t❤é♦r✐❡s ❞❡
❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❬✶✸✹✱ ✹✺✱ ✶✻✵✱ ✶✺✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛✈❡❝ s❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳

❚✳ P❤❛♠ ❛ ♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❬✶✺✾❪✱ ❧❡s ✧tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■❧
❛ ♣r♦♣♦sé é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡t ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❢♦✉r♥✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛❝❝♦r❞
❣é♥ér❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❤❛✉❞r♦♥ ❡t ▼❛✐❧❧❡ ❬✶✸✹✱ ✹✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣❡❧é ✧❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈✉❜❡s✧✱ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝✉❜❡
✭✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✮ ❡t ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✿
❧✬❡♥❞♦❣é♥é✐té ❡t ❧✬✐♥té❣r✐té✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞✬❡♥❞♦❣é♥é✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥té❣r✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✱ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜❡s ❡t ❞✬❛♥t✐✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝✉❜❡s
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝✉❜❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✹✺❪ ✿

✕ e ✿ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ✉♥ ❝❛♠✐♦♥ q✉✐ r♦✉❧❡ à 25 ❦♠✴❤
✕ e′ ✿ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ q✉✐ r♦✉❧❡✳

▲❡ ❝✉❜❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ e ✿ ④❚②♣❡✭❝❛♠✐♦♥✮✱✈✐t❡ss❡✭✷✺✮⑥ ❡t ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
e′ ✿ ④❚②♣❡✭✈♦✐t✉r❡✮✱✈✐t❡ss❡✭①✮⑥✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❈❤❛✉❞r♦♥ ❡t ▼❛✐❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t 8 é❧é♠❡♥ts ♠♦♥trés
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ P❧✉s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ♣❧✉s s♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
r✐❝❤❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ tr❛❞✉✐t ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝✉❜❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ t♦✉t ❡♥ ❤❛✉t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✭❧❡ t♦♣ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✮✳
▼❛✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡ ❝✉❜❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❧❡ ❝✉❜❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st {❚②♣❡✭❝❛♠✐♦♥✮✱
❚②♣❡✭✈♦✐t✉r❡✮✱✈✐t❡ss❡✭✷✺✮}✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ ❡t ✉♥ ❝❛✲
♠✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛✐t q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à r✐❡♥✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❛♠❡♥é à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝✉❜❡ ♣❧✉s ❜❛s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛♣rès ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✉❜❡s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❝✐✱ ❧❡s
❞❡✉① ❝✉❜❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ✈♦✐t✉r❡ ❡t ❝❛♠✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s s♦♥t r❡t✐rés ❡t ❧❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s s♦♥t

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❧❡s ❝✉❜❡s {❚②♣❡✭❝❛♠✐♦♥✮✱✈✐t❡ss❡✭✷✺✮} ❡t {❚②♣❡✭✈♦✐t✉r❡✮✱✈✐t❡ss❡✭✷✺✮}✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣♦✉r
❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥ts✱ ❞❡✈r❛ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❝✉❜❡s ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❛✐❧❧❡ ❬✹✺❪

✸✻



✸

❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡

❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✶✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✸✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
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✸✳✺✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❛♥t q✉❛tr❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é❧✐✈r❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❥♦✉❡ ❧❡
rô❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧ ✭♦✉ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✜♠✉♠ ❝❤♦✐s✐✳

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✮ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ Dm✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r✲
♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✱ ❡t ❞❡ t♦✉s ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ φm✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❡t φm r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✿
Dm = {[1, 5], [4, 7], [6, 10], [2, 3]✱ [4, 5], [6, 7], ∅}✳

m1 m2

g1 [1, 5] [1, 7]

g2 [2, 3] [1, 3]

g3 [4, 7] [6, 7]

g4 [6, 10] [8, 9]

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s

✸✳✶ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé q✉❛♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✜❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

✸✳✶✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭φm = ∩✮ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ✶✶ ❡t (Dm,∩)
❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ♦ù Dm ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✳ ▲❡s ♣❛tr♦♥s ❞❡ D s♦♥t
♦r❞♦♥♥és✱ ♣♦✉r t♦✉t c ❡t d ❞❛♥s Dm ✿

c ∩ d = c⇔ c ⊆ d ✭✸✳✶✮

❈❡t ♦r❞r❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st s✉❜s✉♠é ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣❧✉s
❧❛r❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ [2, 3] ⊑ [1, 5] ♣✉✐sq✉❡ [2, 3] ⊆ [1, 5]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [2, 3] ⊓ [1, 5] = [2, 3] ⇔
[2, 3] ⊑ [1, 5] ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à [2, 3] ∩ [1, 5] = [2, 3] ⇔ [2, 3] ⊆ [1, 5] ❡♥ t❡r♠❡
❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

▲❡ tr✐♣❧❡t (G, (Dm,∩), δ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù G ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
(Dm,∩) ❡st ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❡t δ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s G s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s Dm✳ ▲✬✐♥✲
✜♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡st ❧❡✉r rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❝✲à✲❞ ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡t q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ●❛❧♦✐s s♦♥t ✿

A� =
⋂

g∈A δ(g)

d� = {g ∈ G|d ⊆ δ(g)} ✭✸✳✷✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ✭❊q✳ ✸✳✷✮ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts A ⊆ G ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❝♦♠♠✉♥❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s

✶✶✳ ❯♥ ✐♥✜♠✉♠ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t

✸✽



✸✳✶✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

s♦✉r❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ✭❊q✳ ✸✳✷✮ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
d ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t d✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s d✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r✳ ❉❡s
♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❬✶✷✼❪ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❬✾✹✱ ✶✷✵✱ ✶✷✸❪✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ (G, (Dm1

,∩), δ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✳
(Dm1

,∩) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ m1 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r✳ ❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧❡s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s g1 ❡t g2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t δ(g1) = [1, 5] ❡t δ(g1) = [2, 3]✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿

{g1, g2}� = [2, 3] ∩ [1, 5] = φm1
([1, 5], [2, 3]) = [2, 3]

[2, 3]� = {g ∈ G | [2, 3] ⊑ δ(g)} = {g ∈ G | [2, 3] ⊆ δ(g)} = {g1, g2}

P✉✐sq✉❡ {g1, g2}� = [2, 3] ❡t [2, 3]� = {g1, g2}✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ({g1, g2}, [2, 3]) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦r❞♦♥♥és s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❡t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

✸✳✶✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❡st ❞♦♥♥é
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t s♦♥
✐♥t❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s✐t✉é ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ({g1, g3}, (m1, [4, 5])) ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲
❝♦♥❝❡♣ts ({g1}, (m1, [1, 5])) ❡t ({g3}, (m1, [4, 7]))✮✱ [4, 5] ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s g1 ❡t g3✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❝♦♠♣r❡♥❞ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣♦rt❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G
❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts✱ q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✱
❝❛❧❝✉❧é ❛✉ s❡♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❬✷✷✱ ✼✾✱ ✺✽✱ ✼✺✱ ✼✵✱ ✽✶❪✳ P❧✉s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ♣❧✉s
s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❧❛r❣❡ ❡t ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡♥s✐♦♥✱ ✈♦✐r❡ ✈✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡t ✜❛❜❧❡
q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t (A, d) = ({g1, g2}, (m1, [2, 3])) ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ✿
✕ ❙♦♥ ✐♥t❡♥s✐♦♥ d ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ A✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [2, 3] ❡st ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
g1 ❡t g2✳

✕ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ✿ t♦✉t ❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s A ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ d✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {g1, g2} ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
[2, 3]✳

✕ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ A ❣❛r❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ [2, 3] ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s
g1 ❡t g2✳

✕ ❙✐ A r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G✱ ❝✲à✲❞ A = G✱ d ❞és✐❣♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥✳

▲❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦✛r❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✭⊤✮ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s s♦✉✈❡♥t
❞❡ ❞é❝✐❞❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉
rés✉❧t❛t✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❧❡✉r ❢✉s✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ✿ ✧◗✉❡❧ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s g1✱ g2 ❡t g3✧ ❄✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✸✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé
q✉❛♥❞ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ✜❛❜❧❡ s❛♥s s❛✈♦✐r ❧❛q✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s❛♥s s❛✈♦✐r ❧❛q✉❡❧❧❡✳

✸✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ φm = ∪ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ✐❞❡♠✲
♣♦t❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❞❛♥s
✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ Dm ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢
♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Dm1

=
{[1, 5], [4, 7], [6, 10], [4, 10], [1, 7], [1, 5] ∪ [6, 10], [1, 10]}✳

❉♦♥❝ ❧❡ tr✐♣❧❡t (G, (Dm,∪), δ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✳ G r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts✱ (Dm,∪) ❡st ❧✬✐♥❢✳✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t δ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ G s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s Dm✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Dm s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ♣♦✉r t♦✉t c ❡t d✱ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

c ∪ d = c⇔ c ⊇ d ✭✸✳✸✮

✹✵



✸✳✷✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts A ❡t t♦✉t❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ d ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A� =
⋃

g∈A δ(g)

d� = {g ∈ G|d ⊇ δ(g)}
✭✸✳✹✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ✭❊q✉ ✸✳✹✮ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts A ⊆ G ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r ✭❊q ✸✳✹✮ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ d ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s d✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts
q✉✐ ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s d✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r✳

P♦✉r ❧✬✐❧❧✉str❡r✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
(G, (Dm1

,∪), δ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✳ (Dm1
,∪) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ m1 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳
❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s g1 ❡t g2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

δ(g1) = [1, 5] ❡t δ(g1) = [2, 3]✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿

{g1, g2}� = [2, 3] ∪ [1, 5] = φm1
([1, 5], [2, 3]) = [1, 5]

[1, 5]� = {g ∈ G | [1, 5] ⊑ δ(g)} = {g ∈ G | [1, 5] ⊇ δ(g)} = {g1, g2}
P✉✐sq✉❡ {g1, g2}� = [1, 5] ❡t [1, 5]� = {g1, g2}✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ({g1, g2}, [1, 5]) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ♦r❞♦♥♥é ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✶

✸✳✷✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G ❛✈❡❝ ❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♦✛r❡ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡✳

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭❡①t❡♥s✐♦♥✮ ❡t à s♦♥ rés✉❧t❛t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢
✭✐♥t❡♥s✐♦♥✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({g1, g2, g4}, (m1, [1, 5] ∪ [6, 10])) ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s s♦✉r❝❡s g1✱ g2 ❡t g4 ❞❛♥s s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛②❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t [1, 5] ∪ [6, 10]✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ({g1, g2, g3, g4}, (m1, [1, 10])) s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❛❧❝✉❧é
❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

P❧✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ❤❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ♣❧✉s ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
♣❧✉s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ♣❧✉s ❧❡✉rs ✐♥t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❧❛r❣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✱
♣❧✉s ♦♥ ♠♦♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♠♦✐♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✜❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
❝♦♥❝❡♣t⊤ ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s q✉❡ s♦♥ s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣t ({g1, g2, g3}, [1, 7])✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❛✐❞❡r à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ✭♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs✮ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❛❣✐r ❡t ❞é❝✐❞❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✧q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ gi ❡t gj
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s r❡❝♦♥♥❛îtr♦♥s ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦✉ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥❝❡♣t (A, d) ❞❡ (G, (D,∪), δ) ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ({g1, g2}, (m1[1, 5]))✮✱
♦♥ ❛ ✿

✕ ▲✬✐♥t❡♥s✐♦♥ d ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ [1, 5]
❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s g1 ❡t g2✳

✕ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ t♦✉t ❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s A ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ d✳

✕ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ A ❣❛r❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ d✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ [1, 5]
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ g1 ❡t g2✳

✕ ❙✐ A = G✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ⊤ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✼✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
❣❛❣♥❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝r✐t✐q✉é❡s ❡t
♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡s✳ ▲❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦♥❞és s✉r
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ✭✈♦✐r ❨❛❣❡r ❬✶✽✵✱ ✶✽✶❪✮ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t
r❡✢ét❛♥t ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ■❧s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s
❡t ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❛✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♥✬❡①✐st❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❞✬❡①♣❡rts s✉r ✉♥❡
❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡✮✳

❉❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❬✶✺✺✱
✽✶✱ ✶✽✶✱ ✺✺❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝♦♥✢✐t ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss♦♥s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ✭❙▼❈✮✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ N s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r N s♦✉r❝❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❆❋❈ ♣♦✉r
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡

✹✷



✸✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈

tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬✶✻✹❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♠♣ré❝✐s❡s✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ été
ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❲❛❧❧❡② ❬✶✼✸❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬✶✹✼❪ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✼✷❪ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❬✶✹❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉✉❜♦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❉❡st❡r❝❦❡ ❬✺✽✱ ✺✺❪ ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✢♦✉❡✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤é✲
r❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
❛✉ ♠✐❡✉① ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❬✷✷✱ ✼✾✱ ✺✽✱ ✼✺✱ ✼✵✱ ✽✶✱ ✻✾❪✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢✉s✐♦♥♥❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
s♦✉r❝❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ s✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t trés ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱
❡t ✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❡t très
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ré♣♦♥❞ à ❞❡✉① ❜✉ts ✿ ✭✶✮ ❡❧❧❡ ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐✈✐té
❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❡t ✭✷✮ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ ❞é♣❛rt✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡t ❡❧❧❡
♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❉❡st❡r❝❦❡ ❬✺✺❪✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❙▼❈ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

✸✳✸✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❊t❛♥t ❞♦♥♥és N ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I = {I1, I2, . . . , IN}✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ K ⊆ I ❡st ❞✐t ♠❛①✐♠❛❧ s✐
⋂|K|

i=1Ki 6= ∅ ❛✈❡❝ Ki ∈ K ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ K′ ⊆ I t❡❧ q✉❡ K ⊆ K
′ ❛✈❡❝

⋂|K′|
i=1K

′
i 6= ∅ ❡t K ′

i ∈ K
′✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ K = {I1, I2} = {[1, 5], [2, 3]} ❡st ♠❛①✐♠❛❧
♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❝❛r I1 ∩ I2 6= ∅ ❡t ✐❧ ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
t♦✉t ❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ à K ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❙▼❈ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡✳❣✳ ❬✶✸✺❪✳ ❉✉❜♦✐s
❡t ❛❧✳ ❬✻✾❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❙▼❈ ❞❡ N ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ai ❡t bi ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ (cq) q = 1, . . . , 2N ✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦❤ér❡♥t❡
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✉♥ é❧é♠❡♥t cq ❞❡ t②♣❡ a ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡✮ ❡st s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t cq+1 ❞❡ t②♣❡ b ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✮✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦✲
❤ér❡♥ts ♦❜t❡♥✉s✳ P♦✉r N ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛②❛♥t p s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s✬é❝r✐t ✿

Î =
⋃

j=1,...,p

⋂

i=1,...,|Kj |

Ki ✭✸✳✺✮

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❊♥tré❡s ✿ n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [ai, bi]

❙♦rt✐❡s ✿ ▲✐st❡ ❞❡ p s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts Kj

▲✐st❡❂∅ ❀j = 1 ❀K = ∅
▼❡ttr❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t {ai, i = 1, . . . , N} ∪ {bi, i = 1, . . . , N}
▲❡s r❡♥♦♠♠❡r {cq, q = 1, . . . , 2N}
❛✈❡❝ type(cq) = a s✐ cq = ak ❡t type(cq) = b s✐ cq = bk ❡t k ∈ {1, . . . , N}
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q = 1 t♦ 2n− 1 ❢❛✐r❡

s✐ type(cq) = a ❛❧♦rs

❆❥♦✉t❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ gk à K t✳q✳ cq = ak
s✐ type(cq+1) = b ❛❧♦rs

❆❥♦✉t❡r K à ▲✐st❡ ✭Kj = K✮
j = j + 1

✜♥

✜♥

s✐♥♦♥

❊♥❧❡✈❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ gk ❞❡ K t✳q✳ cq = bk

✜♥

✜♥

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G ♣♦✉r
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 s♦♥t ✿ I1 = [1, 5]✱ I2 = [2, 3]✱ I3 = [4, 7] ❡t I4 = [6, 10]✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

a1 = 1, a2 = 2, b2 = 3, a3 = 4, b1 = 5, a4 = 6, b3 = 7, b4 = 10

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ tr♦✉✈❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ K = {I1, I2}✳ ❊♥ ❝r♦✐s❛♥t b2 ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ K = {I1, I2}
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦❤ér❡♥t✳ I2 ❡st r❡t✐ré ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s I3✱ ❞✬♦ù K =
{I1, I3} ❡t ♦♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ b1 ❞♦♥❝ K = {I1, I3} ❡st ✉♥ ❙▼❈✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ I1 ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ♦♥
❛❥♦✉t❡ I4✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ b3 ❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❣❛r❞é ❡t K = {I3, I4} ❡st ✉♥ ❙▼❈✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s {I1, I2, I3, I4} ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
m1 s♦♥t {I1, I2}✱ {I1, I3} ❡t {I3, I4}✱ ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs [2, 3]✱ [4, 5]
❡t [6, 7] ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❉♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈
r❡❝❤❡r❝❤és ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st {I1, I2} ∪ {I1, I3} ∪ {I3, I4} = [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7]✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

✸✳✸✳✸ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❛✐s ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐❛t✐❢✳

✹✹



✸✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ fm1
(fm1

([1, 5], [2, 3]), [4, 7]) = [2, 3] ∪ [4, 7] ❡t
fm1

(fm1
([1, 5], [4, 7]), [2, 3]) = [2, 3] ∪ [4, 5]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❙▼❈✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥

♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❙▼❈
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s
q✉✐ ❧❡s ♦♥t ❞♦♥♥és✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢
❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠✳

✸✳✸✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❧❡ tr✐♣❧❡t (O, (Fm,∪), δ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ O s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ ⊆ G q✉✐ ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡m✳ Fm ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ ❡t δ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡
à ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ O s♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s Fm✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❧❡s ❙▼❈
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ m1 s♦♥t [2, 3]✱ [4, 5] ❡t [6, 7] ♣r♦✈❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
s♦✉r❝❡s {g1, g2}✱ {g1, g3} ❡t {g3, g4}✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ O ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡m1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {K1,K2,K3}
♦ù K1 = (g1, g2)✱ K2 = (g1, g3) ❡t K3 = (g3, g4)✳ ▲❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t δ((g1, g2)) =
[2, 3] ✭q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [2, 3] ❡st ❛tt❛❝❤é ❛✉① s♦✉r❝❡s g1 ❡t g2✮✱ δ((g1, g3)) = [4, 5] ❡t
δ((g3, g4)) = [6, 7]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st Fm = {[2, 3], [4, 5], [6, 7], [2, 3] ∪ [4, 5], [2, 3] ∪ [6, 7], [4, 5] ∪ [6, 7]}✱ ♦ù ❧❡s
é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s rés✉❧t❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

m1

K1 = (g1, g2) [2, 3]

K2 = (g1, g3) [4, 5]

K3 = (g3, g4) [6, 7]

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✶

▲❡ tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

✸✳✸✳✺ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥é✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t s♦♥ ✐♥t❡♥s✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❧✐❣♥❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❥✉st❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ✧❜♦tt♦♠✧ ✭⊥✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❙▼❈ r❡❝❤❡r❝❤és ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❝✐ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [2, 3]✱ [4, 5] ❡t [6, 7]✳ P❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦♥ tr♦✉✈❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞és✐❣♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s G✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t {((g1, g2), (g1, g3)), [2, 3]∪ [4, 5]} ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ m1 s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts K1 = (g1, g2) ❡t K2 = (g1, g3)✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ [2, 3] ∪
[4, 5] ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✧g1 ❡t g2✧ ♦✉ ✧g1 ❡t g3✧✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✐t✐❛❧
✭✐❝✐ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t ❛♣rès ❧❡ ✧❜♦tt♦♠✧✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐st❛♥t
❛✈❡❝ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦❜❥❡t g1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts

(

(g1, g2), [2, 3]
)

❡t
(

(g1, g3), [4, 5]
)

s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ ♦♥t
❢♦✉r♥✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs [2, 3] ∪ [4, 5] r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜❥❡ts {g1, g2, g3} ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❙▼❈✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ⊤✱
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❙▼❈✱ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈
❛♣♣❧✐q✉é❡ à t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✐t✉és ❥✉st❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t (⊥) ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✮✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡✉rs
❡①t❡♥s✐♦♥s✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts s✐ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❘❡✈❡♥♦♥s
à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t

(

(g1, g2), (g1, g3), [2, 3] ∪ [4, 5]
)

✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs [2, 3] ∪ [4, 5]
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ {g1, g2}∪{g1, g3} = {g1, g2, g3}✳ ▼❛✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥✬♦♥t
❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧✬♦❜❥❡t
❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t

((

(g1, g2), (g3, g4)
)

, [2, 3]∪ [6, 7]
)

✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs [2, 3] ∪ [6, 7] ❡st {g2, g3, g4} ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦❜❥❡t g1 ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ g2 ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❛✈❡❝
❧✬♦❜❥❡t g3 ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♠❛✐s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ❞❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❡t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❙▼❈ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❙▼❈ ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡
❢✉s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❙▼❈ ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s
♥❡ tr♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g1, g4} s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ g1
❡t g4 ❡st ✈✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ {g1, g4} ⊆ {g1, g3, g4}✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ♥♦♥✲❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ♥♦♥
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♦✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉① ❧❡s ❛♥❛❧②st❡s ❡t ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ✭tr♦♣✮ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❛②❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳
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❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❡t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✱ ♥♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✭✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❧✐♠✐té❡✱ ❡t q✉❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ✭❞✐st✐♥❝t❡s✮ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♥❡
♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s
♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s✳ ▼❛✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥✮✱ ♥♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❤❛✉ts s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❝✲à✲❞ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t s❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❧✉s ❤❛✉t ♣❧❛❝és ♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s ❞✬♦❜❥❡ts
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❞❛♥s ❧❡✉r ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡s✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞ét❛✐❧❧❡r ♣❧✉s t❛r❞✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ❜❛s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❡✉ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ✭❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✮✮ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣❧♦s❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛rt✐❡❧s ❡t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳

❯♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
♣❛r♠✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s
❧❛r❣❡ q✉✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✜❧tr❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

P♦✉r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛②❛♥t ♣♦✉r ✐♥t❡♥s✐♦♥ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ d = [a, b]✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s✐
|b− a| ≤ θs✱ ♦ù θs ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♣❛r ❡①♣❡rt✐s❡✱ ❡t s✉✐✈❛♥t
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉s ❧❡s s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ❞✬✉♥
❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ♥❡ ❧❛ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts s❛♥s
❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✈♦✐r ❬✶✹✵✱ ✶✷✶✱ ✼✱ ✶✶✻✱ ✶✶✽✱ ✶✶✾❪✮ ❡t ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡✮ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❧❛r❣❡ ❡t
✐♥✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
é✈✐t❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ✭❢✉s✐♦♥♥❡r✮ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥
s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t✳

✸✳✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✈❛❧❡✉rs

❉❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ✿ 10✱ 15✱ 22 ❡t 25✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ♦❜t❡♥✉❡ ✈❛✉t
15✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❙❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✮ ❯♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭s❡✉✐❧ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ai ❡t aj ♣♦✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ m✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ai ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à aj ss✐ ✿

|aj − ai| ≤ θm ✭✸✳✻✮

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r θm = 6✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 10 ❡t 15 ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ 15−10 = 5 < 6✱ ♠❛✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 22 ❡t 25 ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡①❝è❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ θm✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❧✉s
♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

✹✽



✸✳✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés

✸✳✹✳✷ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s

P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té θm✱ ❡t ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [ai, bi] ❡t [aj , bj ]✱ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t
❞✐ts s✐♠✐❧❛✐r❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

|max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm ✭✸✳✼✮

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s δ(g1) = [1, 5]✱ δ(g3) = [4, 7] ❡t δ(g4) = [6, 10]✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❡✉✐❧ θm1

= 6✱ ❛❧♦rs δ(g1) ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à δ(g3) ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡ à δ(g4)✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts g1 ❡t g3 s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠❛✐s ❧❡s ♦❜❥❡ts g1 ❡t g4 ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❝✲à✲❞ s✐ a ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à b ❡t b ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à c✱
♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t a s✐♠✐❧❛✐r❡ à c✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ♦❜❥❡ts g1✱ g3 ❡t g4✱ g3 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉①
❞❡✉① ♦❜❥❡ts g1 ❡t g4 ♠❛✐s g1 ❡t g4 ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té θm ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉❣❡r s✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❝✲à✲❞ ✐❧s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s✮ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✳

❈♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts ✭♥♦♥ s✐♠✐✲
❧❛✐r❡s✮ ❞✬♦ù ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ∗ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦♥ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✱ ❝❡ q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ r❡❥❡t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▲✬é❧é♠❡♥t ∗ ❡st s✉❜s✉♠é ♣❛r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ d ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✿

∗ ⊓ d = ∗ ⇔ ∗ ⊑ d

❉❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s c ❡t d s♦♥t ❞✐ss✐♠✐❧❛✐r❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c ⊓ d = ∗✳
❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té θ ∈ R✱ ❡t ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [ai, bi] ❡t [aj , bj ]✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧❡✉r ✐♥✜♠✉♠ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r θ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

[ai, bi] ⊓θ [aj , bj ]) =

{

[min(ai, aj),max(bi, bj)] s✐ |max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm

∗ s✐♥♦♥
✭✸✳✽✮

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥✬❡st ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ✐❧ ❛rr✐✈❡ ❞❡s ❝❛s ♦ù ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✈❛❧✐❞❡ à r❡❣r♦✉♣❡r✱ ●❛♥t❡r
❡t ❑✉③♥❡ts♦✈ ❬✾✹❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ψ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
D ❞❛♥s D ✭D ❡st ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✮ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t ♣❛tr♦♥ d ∈ D ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛tr♦♥ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ψ(d) ❛✈❡❝ ψ(d) ⊒ d✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ t♦✉t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ d ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ψ(d) ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ✭ψ(d) ⊇ d✮✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛tr♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛tr♦♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡t✐r❡r ❧❡s ♣❛tr♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ❡♥✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉r
✐♥✜♠✉♠✳

✸✳✹✳✸ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t s✐♠✐❧❛r✐té

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❞✐s✲
❥♦♥❝t✐✈❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥ ❛♥❛❧②st❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ θm✱

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✜♠✉♠ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❡st
❞é✜♥✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

φm([ai, bi], [aj , bj ]) =

{

[min(ai, ai),max(bi, bj)] s✐ |max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm

∗ s✐♥♦♥
✭✸✳✾✮

❆✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
q✉✐ ❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♦r❣❛♥✐sés ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ θ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ s❡✉✐❧ θ ❝❤♦✐s✐ ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ ❣❛r❞❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛②❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ▲❡s
t❛✐❧❧❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s rés✉❧t❛♥ts ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛s ❧❡ s❡✉✐❧ θ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ m ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ♦ù ✐❧ ② ❛ ❞♦✉③❡ ♦❜❥❡ts ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❝♦♥t✐❡♥t 90 ❝♦♥❝❡♣ts✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ θ = 10✱
❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ré❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳

m

g1 ❬✶✱✺❪
g2 ❬✷✱✸❪
g3 ❬✶✱✸❪
g4 ❬✹✱✼❪
g5 ❬✻✱✼❪
g6 ❬✶✻✱✷✵❪
g7 ❬✽✱✶✷❪
g8 ❬✹✱✶✹❪
g9 ❬✶✶✱✶✸❪
g10 ❬✶✺✱✷✵❪
g11 ❬✶✱✼❪
g12 ❬✶✵✱✶✽❪

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸

✸✳✹✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s

▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ θ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ✈ér✐✜❡r ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ θ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ θ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♠♦✐♥s ❞✬♦❜❥❡ts
s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡♥❢♦r❝é❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧✳

✺✵



✸✳✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ δ(g6) = [16, 20] ❡t δ(g12) = [10, 18]✳ P♦✉r θm = 9 ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
g6 ❡t g12 s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ✐❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ θm = 9✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ θm = 8 ❧❡s ♦❜❥❡ts g6 ❡t g12
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

✭θ
=

11
✮

✭θ
=

8✮

✭θ
=

9✮
✭θ

=
6✮

❚
❛
❜
❧
❡
✸✳
✹
✕
▲
❡s

tr
❡✐
❧❧✐
s
❞❡

❝♦
♥❝

❡♣
ts

❞❡
s
ré
s✉

❧t
❛t
s
❞✐
s❥
♦♥

❝t
✐❢
s
❝♦

♥✈
❡①

❡s
❝❛

❧❝
✉❧
és

à
♣❛

rt
✐r

❞❡
❧❛

❚
❛❜

❧❡
✸✳
✸
♣
♦✉

r
❧❡
s
s❡
✉✐
❧s
θ
=

1
1
✱
θ
=

8
✱
θ
=

9
❡t
θ
=

6✳
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✸✳✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s

✸✳✺ ❋✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s

✸✳✺✳✶ ❈♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s à p ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ p ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t g1 ❡st δ(g1) = 〈[1, 5], [1, 9]〉✳

P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥✜♠✉♠✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡
❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✳

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❬✶✷✵❪ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳

▲❡ tr✐♣❧❡t (G, (D,⊓), δ) ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✱ ♦ù G ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
(D,⊓) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù D ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t δ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t g ∈ G s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s D✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ⊓
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts g1 ❡t g2✱ ⊓ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
[2, 3] ❡t [1, 3] ♣✉✐sq✉❡ 〈[1, 5], [1, 7]〉 ∩ 〈[2, 3], [1, 3]〉 = 〈[1, 5] ∩ [2, 3], [1, 7] ∩ [1, 3]〉 = 〈[2, 3], [1, 3]〉✳

▲❡ tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({g1, g2}, ([2, 3], [1, 3]))✱ ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s g1 ❡t g2 ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r m2✮ ❡st [2, 3] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [1, 3] ♣♦✉r m2✮✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
✭⊤✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭q✉✐ ❡st ✈✐❞❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♦♣ér❡r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ♣♦✉r m1 ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ♣♦✉r m2✳

✸✳✺✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ♣❛tr♦♥s t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✈✐❞❡
s✐♥♦♥✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2✳ ▲❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 s♦♥t [2, 3]✱ [4, 5] ❡t [6, 7] ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s {g1, g2}✱
{g1, g3} ❡t {g3, g4}✳ ▲❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m2 s♦♥t [1, 3] ❡t [6, 7] ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {g1, g2} ❡t {g1, g3}✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {g1, g2} ❡t {g1, g3}
s♦♥t ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r m1 ❡t m2✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g3, g4} ❡st ✉♥ ❙▼❈ ♣♦✉r m1 ♠❛✐s ♣❛s
♣♦✉r m2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞❡s ❙▼❈ ❡st t❡❧ q✉❡ O =
{(g1, g2), (g1, g3), (g3, g4)}✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s O✱ s❡✉❧ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g3, g4}
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❙▼❈ ♣♦✉r m2 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r m2 ❞♦♥❝ δ(g3, g4) = ∅ ❡t
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✳

m1 m2

(g1, g2) [2, 3] [1, 3]

(g1, g3) [4, 5] [6, 7]

(g3, g4) [6, 7] ∅
(g4) ∅ [8, 9]

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts rés✉❧t❛♥t ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✳
◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡
❝♦♥❝❡♣t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
m1 ❡t m2✳

▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G ✭❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡s ❙▼❈✮ s♦♥t ❞♦♥♥és
s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ ❛ ❢♦✉r♥✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧

✺✹



✸✳✺✳ ❋✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s

s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐ ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ✈✐❞❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡st à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ O ❞❛♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛rq✉é (7) s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts {(g1, g2), (g1, g3)} ❡t ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥ ([2, 3] ∪ [4, 5], [1, 3] ∪
[6, 7]) ✭✈♦✐r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G✱ ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡sm1 ❡tm2✱ q✉✐ ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❡st {g1, g2}∪{g1, g3} = {g1, g2, g3}
♣✉✐sq✉❡ {g1, g2} ❡t {g1, g3} ♦♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✭q✉✐ ❡st g1✮✳

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t (3) s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽
(

{(g1, g2), (g3, g4), g4}, [2, 3]∪ [6, 7], [1, 3]∪
[8, 9]

)

✿
✕ P♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s {g1, g2} ❡t {(g3, g4} ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r✲

s❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ g1 ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g1, g2} ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉r❝❡ g3 ❞✉
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {(g3, g4}✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐
❢♦✉r♥✐t ❧❡ ❙▼❈ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r m1 ❡st {{g1, g2} ∪ {g3, g4}}\{g1} = {g2, g3, g4}✳

✕ P♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡m2✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s {g1, g2} ❡t {(g4)} ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱
❛✉❝✉♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g1, g2} ♥✬❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {(g4)}✱ ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❡st à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡t ❧❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st {g1, g2, g4}✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

◆✉♠ér♦ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥t❡♥s✐♦♥
✭✶✮ (m1, [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7] ∪ [8, 9])

✭✷✮ (m1, [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7])

✭✸✮ (m1, [2, 3] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [8, 9])

✭✹✮ (m1, [2, 3] ∪ [4, 5]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7] ∪ [8, 9])

✭✺✮ (m1, [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [6, 7] ∪ [8, 9])

✭✻✮ (m1, [2, 3] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3])

✭✼✮ (m1, [2, 3] ∪ [4, 5]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7])

✭✽✮ (m1, [2, 3]), (m2, [1, 3] ∪ [8, 9])

✭✾✮ (m1, [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [6, 7])

✭✶✵✮ (m1, [6, 7]), (m2, [8, 9])

✭✶✶✮ (m1, [4, 5]), (m2, [6, 7] ∪ [8, 9])

✭✶✷✮ (m1, [2, 3]), (m2, [1, 3])

✭✶✸✮ (m1, [6, 7]), (m2, ∅)
✭✶✹✮ (m1, [4, 5]), (m2, [6, 7])

✭✶✺✮ (m1, ∅), (m2, [8, 9])

✭✶✻✮ (m1, ∅), (m2, ∅)

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ■♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2 ❞❡ ❧❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ G ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❡t m2

✺✻



✹

❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✶✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✸ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸✳✶ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸✳✷ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✸✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸✳✺ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♦ù ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é❧✐✈r❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s [0, 1]✳ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s❡r❛ ♥♦té❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❡t ✉♥❡
s♦✉r❝❡ g ∈ G✱ ♣❛r πm(g)✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ✿ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I ❡t J ❞❡ R ✱ ♦♥ é❝r✐t (⌈I; J⌉ , [θ, γ]) = {[x, y] ⊆ R|I ⊇ [x, y] ⊇ J} ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✲
✈❡❛✉① θ ❡t γ✱ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés q✉✐ s♦♥t
s❡s α✲❝♦✉♣❡s✱ ♦♥ é❝r✐t 〈[1, 5], [2, 3]〉 = (⌈[1, 5]; [2, 3]⌉ , [0, 1]) = {[x, y] ⊆ R|[1, 5] ⊇ [x, y] ⊇ [2, 3]}
❡♥tr❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ θ = 0 ❡t ❧✬α✲❝♦✉♣❡ γ = 1✳ ❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡st❡r❝❦❡
❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs βq✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❤❛✉t❡✉rs ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s min(πi, πj) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s πi ❡t πj ✱
∀i, j ∈ 1, . . . , N ✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r βq ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ πi ❡t πj
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦❤ér❡♥t❡s ✭❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❉❡st❡r❝❦❡ ❬✺✽✱ ✺✺❪ ❡st ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

m1 m2

❙✉♣♣♦rt ◆♦②❛✉ ❙✉♣♣♦rt ◆♦②❛✉
g1 [1, 5] [2, 3] [1, 7] [2, 5]

g2 [2, 3] [3, 3] [1, 3] [2, 2]

g3 [4, 7] [5, 6] [6, 7] [6, 6]

g4 [6, 10] [8, 9] [8, 9] [8, 8]

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ❱❛❧❡✉rs βk ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m

❊♥tré❡s ✿ n ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té πi
❙♦rt✐❡s ✿ ▲✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs βk

▲✐st❡❂∅ ❀i = 1
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k = 1, . . . , N ❢❛✐r❡

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l = 1, . . . , N ❢❛✐r❡

βi = max(min(πk, πl))
i = i+ 1
❆❥♦✉t❡r βi à ❧❛ ❧✐st❡

✜♥

✜♥

❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ▲✐st❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t

✹✳✶ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Qm

❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ♠✉♥✐❡s ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ t♦✉s ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥
φm✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡m1✱ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Qm = {(⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1]),
(⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]),
(⌈[4, 7], [5, 6]⌉ , ]0, 1]),
(⌈[6, 10], [8, 9]⌉ , ]0, 1]),
(⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]),
(
⌈

[4, 5], [133 ,
13
3 ]
⌉

, ]0, 13 ]),
(
⌈

[6, 7], [203 ,
20
3 ]
⌉

, ]0, 13 ]), ∅}

❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡st q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé✳
❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▼♦✐♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ♣❧✉s ❧❡
❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ♠♦✐♥s ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A s♦♥t ✜❛❜❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥t ✜❛❜❧❡s ❡t r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✺✽



✹✳✶✳ ❋✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

✹✳✶✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ N ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

π̂m =
⋂

i=1,...,N

πm(gi) ✭✹✳✶✮

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✽✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (Qm,∩) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✳ P❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Qm s♦♥t ♦r❞♦♥♥és t❡❧s q✉❡ R1 ∩R2 = R1 ⇔ R1 ⊆ R2✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
E ⊆ F ⇔ µE(x) ≤ µF (x)✱∀x ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s E ❡t F ❛②❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s µE ❡t µF ✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr✐♣❧❡t (G, (Qm,∩), δ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ (Qm,∩)
❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❡t δ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❛♥s G s♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❛♥s Qm✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

A� =
⋂

g∈A πm(g)

d� = {g ∈ G|d ⊆ πm(g)}
✭✹✳✷✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ✭❊q ✹✳✷✮ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ A ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✭❊q ✹✳✷✮ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts g1✱ g2 ❡t g3 ❛②❛♥t ❧❡s ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s δ(g1) = (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])✱ δ(g2) = (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]) ❡t δ(g3) =
⌈[4, 7], [5, 6]⌉ , ]0, 1]) ✿

{g1, g2}� = πm1(g1) ∩ πm1(g2)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∩ 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])

〈[2, 3]; [3, 3]〉� = {g ∈ G | 〈[2, 3]; [3, 3]〉 ⊑ πm(g)}
= {g1, g2}

{g1, g3}� = πm1(g1) ∩ πm1(g3)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∩ 〈[4, 7]; [5, 6]〉
= (

⌈

[4, 5]; [133 ,
13
3 ]
⌉

, ]0, 13 ])
(
⌈

[4, 5]; [133 ,
13
3 ]
⌉

, ]13 ,
1
3 ])

� = {g ∈ G | (
⌈

[4, 5]; [133 ]
⌉

, ]13 ,
1
3 ]) ⊑ πm(g)}

= {g1, g3}
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {g1, g2} ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ❡t
❝❡❧✉✐ ❞❡ {g1, g3} ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐sé✳

P✉✐sq✉❡ {g1, g2}� = (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]) ❡t (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])� = {g1, g2}✱ ❧❛ ♣❛✐r❡
({g1, g2}, (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦r❞♦♥♥és ❢♦r♠❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ tr✐♣❧❡t
(G, (Qm,∩), δ) ❞♦♥♥é s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

◆✉♠ér♦ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ■♥t❡♥s✐♦♥
✭✶✮ ∅
✭✷✮ (

⌈

[6, 7], [203 ,
20
3 ]
⌉

, ]0, 13 ])

✭✸✮ (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])
✭✹✮ (

⌈

[4, 5], [133 ,
13
3 ]
⌉

, ]0, 13 ])

✭✺✮ (⌈[6, 10], [8, 9]⌉ , ]0, 1])
✭✻✮ (⌈[4, 7], [5, 6]⌉ , ]0, 1])
✭✼✮ (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

✹✳✶✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥✲
♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ⊤ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥ ♠♦♥tr❡ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✮ ♦✉ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥
rés✉❧t❛♥t❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✮✳

❈❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés✳

❚♦✉t ❝♦♥❝❡♣t (A, d) ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
({g1, g2}, (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])) ✭♠❛rq✉é ✭✸✮ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ♦♥ ❛ ✿

✕ ▲✬✐♥t❡♥s✐♦♥ d q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡♥tr❡ ❞❡✉① α✲❝♦✉♣❡s s♣é✲
❝✐✜q✉❡s ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞❛♥s A✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]) ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞✉ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ {g1, g2}✳

✻✵



✹✳✷✳ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

✕ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ A✱ g1 ❡t g2 s♦♥t t♦t❛❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✉♠ 1✳

✕ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳
✕ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]) ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ g1 ❡t g2✳
✕ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ⊤ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

✹✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❡t ♥♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❛♣♣❧✐q✉é à N s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

π̂m =
⋃

i=1,...,N

πm(gi)

✹✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♠✉♠

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✽✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st
✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳

❙♦✐t Qm ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ▲❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ Qm s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡t s♦♥t ♦r❞♦♥♥és t❡❧s q✉❡ R1∪R2 = R2 ⇔ R1 ⊇ R2✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

▲❡ tr✐♣❧❡t (G, (Qm,∪), δ) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ (Qm,∪)
❡st ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ♦r❞♦♥♥é ❡t δ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s G s❛ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s Qm✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

A� =
⋃

g∈A πm(g)

d� = {g ∈ G|d ⊇ πm(g)}
✭✹✳✸✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s A✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
d ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G q✉✐ ❧✬♦♥t ❢♦✉r♥✐❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts g1✱ g2 ❡t g3✳ ❖♥ ❛ δ(g1) =
(⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])✱ δ(g2) = (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1]) ❡t δ(g3) = ⌈[4, 7], [5, 6]⌉ , ]0, 1]) ✿

{g1, g2}� = πm1(g1) ∪ πm1(g2)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∪ 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= 〈[1, 5]; [2, 3]〉
= (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])

〈[1, 5]; [2, 3]〉� = {g ∈ G | 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ⊑ πm(g)}
= {g1, g2}

✻✶
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P✉✐sq✉❡ {g1, g2}� = (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1]) ❡t (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])� = {g1, g2}✱ ❧❛ ♣❛✐r❡
({g1, g2}, (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])) ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦r❞♦♥♥és
❢♦r♠❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ tr✐♣❧❡t (G, (Qm,∪), δ) ❞♦♥♥é s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

✹✳✷✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✳
▲❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❡♣ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡
❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❣é♥ér❛❧✐sé ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦♣r✐étés q✉✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝✲à✲❞ t♦✉t ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t✐❡♥t
❞❛♥s s♦♥ ✐♥t❡♥s✐♦♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t
❡st ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ q✉❡ s♦♥ s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❡♥r✐❝❤✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ② ♣❡r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♦♥ ❣❛❣♥❡ ❞❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧✬❡①♣❡rt ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉✈❡♥t
✉t✐❧❡ ❡t ❡st ✐♠♣ré❝✐s✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❡t
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳
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✹✳✸ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✹✳✸✳✶ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❙▼❈✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ P♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉❡st❡r❝❦❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐tés q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① α ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés q✉✐
s♦♥t s❡s α✲❝♦✉♣❡s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ α✱ ❧❡s α✲❝♦✉♣❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞♦♥t ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❡✉r ❢✉s✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♣♦✉r t♦✉t Iα = {Iα1 , . . . , IαN} q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n α✲❝♦✉♣❡s Iαi ✭i = 1, . . . , N(α)✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t Kα ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ Iα t❡❧s q✉❡
⋂

i=1,...,|Kα|K
α
i 6= ∅✱ ❛✈❡❝

Kα
i ∈ I

α✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿ Kα =
⋃

j=1,...,pK
α
j ♦ù p ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ α ❞♦♥♥é✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✬é❝r✐t ♣♦✉r N
s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t N(α) ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α ✿

π̂α =
⋃

j=1,...,N(α)

⋂

i=1,...,|Eα
j |

Kα
i ✭✹✳✹✮

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ Kα ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Kα ⊃ Kβ , ∀ β > α✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ N s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s α✲❝♦✉♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♠❜♦îté❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
βq ∈]0, 1] t❡❧❧❡s q✉❡ 0 = β1 ≤ . . . ≤ βq ≤ βq+1 = 1 ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Kα s♦♥t ❡♠❜♦îtés ♣♦✉r α ∈
]βq, βq+1]✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 s♦♥t ✿
πm1(g1) = (⌈[1, 5], [2, 3]⌉ , ]0, 1])✱ πm1(g2) = (⌈[2, 3], [3, 3]⌉ , ]0, 1])✱ πm1(g3) = (⌈[4, 7], [5, 6]⌉ , ]0, 1])✱
❡t πm1(g4) = (⌈[6, 10], [8, 9]⌉ , ]0, 1])✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs β =

1 ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s {πm1(g1), πm1(g2)}✱ β = 1
3 ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s {πm1(g2), πm1(g3)}✱ ❡t β = 1
3 ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {πm1(g3), πm1(g4)}✳ ❆❧♦rs✱ Liste =

{1, 13 , 13}✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ βq ♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s à ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝ 0 < β1 = β2 =
1
3 < β3 = 1✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ α = 1

3 ✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t πm1(g2) ❡t πm1(g3) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t πm1(g3) ❡t πm1(g4)✮ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡♥tr❡ ]0, 13 ]
❡t ]13 , 1]

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡st✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✢♦✉❡ ❬✺✽❪✳ ❙✐ ♥♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ♣♦✉r α ∈]βq, βq+1]✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé
❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]βq, βq+1] ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❡♠❜♦îtés
❡♥tr❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à
❝❡ s♦✉s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ µ ♣❛r

max(µ− βq, 0)

βq+1 − βq

❡t ❡♥ ❛ss✐❣♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s λi = βq+1−βq à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉✳ ▲❡ ♣♦✐❞s λi ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✳ ❙✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧✬α✲❝♦✉♣❡ str✐❝t❡ ✭❝✲à✲❞ ❧❡s s✉♣♣♦rts✮✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♣♦✉r

✻✹



✹✳✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s s✬❛❝❝♦r❞❡♥t s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦♠♠✉♥❡ ✭❝✲à✲❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r α✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ✉♥✐q✉❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ✭❡♥
❝♦♥✢✐t✮ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✳ ▲❛ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ t✐r❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧✬❆❋❈ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②st❡✳

✹✳✸✳✷ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ ✐✳❡✳ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❙▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❞❡s ❙▼❈ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♠✉♥✐s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ♦ù ♦♥ ❛ 0 < β1 = β2 =
1
3 < β3 = 1✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

α = 1
3 ❧❡s s♦✉r❝❡s g1 ❡t g3 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t g3 ❡t g4✮ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (O, (F,∪), δ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♦ù ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s O ⊆ G s♦♥t ❧❡s
♦r✐❣✐♥❡s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳ (F,∪) ❡st
❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❡t δ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t
❞❛♥s O s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s F ✳ ❈❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r ❡t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s g3 ❡t g4✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✱
❡st

{

⌈

[6, 7]; [203 ,
20
3 ]
⌉

s✐ α ∈ [0, 13 ]
⌈

[133 ,
20
3 ]; [5, 6]

⌉

∪
⌈

[203 ,
29
3 ]; [8, 9]

⌉

s✐ α ∈ ]13 , 1]

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ F s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (R, [γ1, γ2]) ♦ù R ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① γ1 ❡t γ2✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ♣♦✉r t♦✉t
d1 = (R1; [γ1, ζ1]) ❡t d2 = (R2; [γ2, ζ2])✱ ♣❛r ✿

d1 ∪ d2 = d1 ⇔ d1 ⊇ d2

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

K1 = (g1, g2)
⌈

[2, 3]; [73 , 3]
⌉

, [0, 13 ]

K2 = (g1, g3)
⌈

[4, 5]; [133 ,
13
3 ]
⌉

, [0, 13 ]

K3 = (g3, g4)
⌈

[6, 7]; [203 ,
20
3 ]
⌉

, [0, 13 ]

K4 = (g1, g2)
⌈

[73 , 3]; [3, 3]
⌉

, [13 , 1]

K5 = (g3)
⌈

[133 ,
20
3 ]; [5, 6]

⌉

, [13 , 1]

K6 = (g4)
⌈

[203 ,
29
3 ]; [8, 9]

⌉

, [13 , 1]

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶

❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(R1; [γ1, ζ1]) ∪ (R2; [γ2, ζ2]) = (R1; [γ1, ζ1]) ⇔ R1 ∪R2 = R1 ❡t [γ1, ζ1] ∪ [γ2, ζ2] = [γ1, ζ1]
⇔ R1 ⊇ R2 ❡t [γ1, ζ1] ⊇ [γ2, θ2]

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦r❞♦♥♥és ❢♦r♠❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞♦♥t ❧❡ ⊤ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ∈ [0, 1]✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❜t❡♥✉ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐❛t✐❢✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s
❙▼❈ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠✳

P❛rt❛♥t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ m1✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ tr✐♣❧❡t (O, (F,∪), δ) ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❜t❡♥✉
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① α✲❝♦✉♣❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡m1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❛ ✻✸ ❝♦♥❝❡♣ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

(

{K1,K3},
⌈

[6, 7]; [203 ,
20
3 ], ]0,

1
3 ]
⌉

∪
⌈

[2, 3]; [73 , 3], ]0,
1
3 ]
⌉ )

✳
▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ✉t✐❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

❧❡s ❛♥❛❧②st❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s t✐r❡r ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({K1,K5},

⌈

[2, 3]; [73 , 3], ]0,
1
3 ]
⌉

∪
⌈

[133 ,
20
3 ]; [5, 6], ]0, 1]

⌉

)✱ ♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ]0, 1]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛❧❝✉❧é
♣❛r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❡①tr❛②♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts rés✉❧t❛♥ts ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐
♦♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ é❣❛✉① ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❞é❝✐❞❡r✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❡①tr❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡st❛♥t ❡st ❞❡ ✶✽ ❝♦♥❝❡♣ts✳
▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✳

✻✻
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❋
✐❣
✉
r
❡
✹✳
✹
✕
❈
♦♥

❝❡
♣t
s
❡①
tr
❛✐
ts

à
♣❛

rt
✐r
❞✉

tr
❡✐
❧❧✐
s
❞❡
s
❙▼

❈
❞❡

❧❛
✈❛
r✐
❛❜

❧❡
m

1
❞❡

❧❛
❚
❛❜

❧❡
✹✳
✶
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❊
①
t❡
♥
s✐
♦
♥

■♥
t❡
♥
s✐
♦
♥

K
1

⌈

[2
,3

];
[7 3

,3
],
]0
,
1 3
]⌉

K
2

⌈

[4
,5

];
[1

3 3
,
1
3 3
],
]0
,
1 3
]⌉

K
3

⌈

[6
,7

];
[2

0 3
,
2
0 3
],
]0
,
1 3
]⌉

K
4

⌈

[7 3
,3
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[3
,3

],
]1 3

,1
]⌉

K
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⌈

[1
3 3
,
2
0 3
];
[5
,6

],
]1 3

,1
]⌉

K
6

⌈

[2
0 3
,
2
9 3
];
[8
,9

],
]1 3

,1
]⌉

K
1
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⌈

[4
,5
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3 3
,
1
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],
]0
,
1 3
]⌉

∪
⌈

[2
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];
[7 3
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],
]0
,
1 3
]⌉

K
1
,K

3

⌈

[6
,7

];
[2

0 3
,
2
0 3
],
]0
,
1 3
]⌉

∪
⌈

[2
,3

];
[7 3

,3
],
]0
,
1 3
]⌉

K
1
,K

4

⌈

[2
,3

];
[7 3

,3
],
]0
,
1 3
]⌉

∪
⌈

[7 3
,3

];
[3
,3

],
]1 3

,1
]⌉

K
2
,K

3

⌈

[4
,5

];
[1

3 3
,
1
3 3
],
]0
,
1 3
]⌉

∪
⌉

[6
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];
[2

0 3
,
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],
]0
,
1 3
]⌉

K
4
,K

5

⌈

[7 3
,3

];
[3
,3

],
]1 3

,1
]⌉

∪
⌈

[1
3 3
,
2
0 3
];
[5
,6

],
]1 3

,1
]⌉

K
4
,K

6

⌈

[7 3
,3

];
[3
,3

],
]1 3

,1
]⌉

∪
⌈

[2
0 3
,
2
9 3
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[8
,9

],
]1 3

,1
]⌉

K
5
,K

6

⌈

[1
3 3
,
2
0 3
];
[5
,6
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✹✳✸✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✹✳✸✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s (O, (F,∪), δ) ❢♦✉r♥✐t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ O ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✳ ❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ G ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❙▼❈✳ ▲❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ t♦✉t ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹
❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❙▼❈ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ]0, 13 ] ❡t ]

1
3 , 1]✳ ▲❡

❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♠❛rq✉é 1 s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ G✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({K2,K3},

⌈

[4, 5]; [133 ,
13
3 ], ]0,

1
3 ]
⌉

∪
⌉

[6, 7]; [203 ,
20
3 ], ]0,

1
3 ]
⌉

)✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {K2,K3} ⊆
O ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés ❞♦♥♥é ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ]0, 1]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ G ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡ ❙▼❈ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r K2∪K3 = {g1, g3}∪{g3, g4} = {g1, g3, g4} ♣✉✐sq✉❡
K2 ❡t K3 ♦♥t ❧✬♦❜❥❡t g3 ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({K1,K2},

⌈

[4, 5]; [133 ,
13
3 ], ]0,

1
3 ]
⌉

∪
⌈

[2, 3]; [73 , 3], ]0,
1
3 ]
⌉

)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s K1 = {g1, g2} ❡t K2 = {g3, g4}✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞❡ G q✉✐ ❛ ❢♦✉r♥✐ ❧❡ ❙▼❈ ❡st {g1, g2} ∪ {g3, g4} = {g2, g3, g4} ♣✉✐sq✉❡ g1 ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ g3✳

✹✳✸✳✺ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❙▼❈ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é❡
♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t (O, (F,∪), δ) ♦ù
O ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ G ❞❡s ❙▼❈ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ O s♦♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙▼❈ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ mi ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ [βi, βj ] ❡t ∅ s✐♥♦♥✳
▲✬✐♥✜♠✉♠ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦✐t ✉t✐❧❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②st❡✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

✼✵



✺

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r

✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■◆❉■●❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✷ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✸ ❉é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✸✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✸✳✹ ❚❡st ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✸✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✹ ❉♦♥♥é❡s✱ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✺ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡t ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✻ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝✉❧t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ■phy ❡t s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✼ ❉♦♥♥é❡s ❡t é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✼✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✼✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✼✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✽ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ✽✻

✺✳✾ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✽✼

✺✳✶✵ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛✐r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✶✶ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✷✳✶ ❉♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

✺✳✶✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ✈ér✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✸ ➱t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✸✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✸✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✶✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

❋❛❝❡ à ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ s②sté♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
❝♦ûts ❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣ré❝✐s q✉✐ s♦✐❡♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧ ❡st
s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❉✉r❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡ ✭■◆❘❆✮ ❞❡ ❈♦❧♠❛r
❡t ◆❛♥❝② q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■◆❉■●❖✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■◆❉■●❖✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ✿ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❧❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡t ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❡♥t❛❝❤❛♥t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐✲
❝✐❞❡✧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ✹ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✺✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■◆❉■●❖

✺✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥

■♥❞✐❣♦ ✭✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❣❧♦❜❛❧ à ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s s✉r ❧✬❛✐r✱ ❧❡ s♦❧✱ ❧✬❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t
❧✬❡❛✉ s♦✉t❡rr❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ❛ été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❧✬■◆❘❆✱ ❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❈♦❧♠❛r ❡t ❞❡ ◆❛♥❝②✱ ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛♥❝❡ ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡ ❡♥ ❆❧s❛❝❡ ✭❆❘❆❆✮✳

❈♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ■◆❉■●❖ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥✱ ❞❡st✐♥é ❛✉① t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s✱ ❝♦♥s❡✐❧❧❡rs✱ ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❛❣r♦♥♦♠❡s ❡t ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs q✉✐ s♦✉❤❛✐t❡♥t
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉rs ♣r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❞✉r❛❜❧❡s✳

✺✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡

●râ❝❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✱ s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝✉❧t✉r❡ ✭10 ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s
❝✉❧t✉r❡s✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ■◆❉■●❖ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉rs r✐sq✉❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ❞✉ s♦❧✱ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡❛✉
s♦✉t❡rr❛✐♥❡✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞✬■◆❉■●❖ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛③♦t❡✱ ❞✉ ♣❤♦s✲
♣❤♦r❡✱ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s✱ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✱ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s
♥♦♥ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❧t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛ss♦❧❡♠❡♥t
❡t ❡♥✜♥ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♥♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡s ✭❤❛✐❡s✱ ❜♦r❞s ❞❡ ❝❤❛♠♣s✱ ❢♦ssés✱✳✳✳✮✳

✺✳✶✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡

❈❛❧❝✉❧és ♣❛r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛❞❛♣té✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r
❡t ❢❛❝✐❧❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱

✼✷



✺✳✷✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①

♣✉✐s ❧❛♥❝❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 10✳
■♥❞✐❣♦ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❡

✜♥❛❧❡✳ ▲✬♦✉t✐❧ ■♥❞✐❣♦ r❡❧è✈❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛♥❛❧②sé❡s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡
❞❡s ❝❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❣❧♦❜❛❧ à ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ■♥❞✐❣♦ ❞♦♥♥❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r
❜ât✐r ✉♥ ❝♦♥s❡✐❧ ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sé✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
♣♦✉r r❡♥❞r❡ s❡s ♣r❛t✐q✉❡s ♣❧✉s r❡s♣❡❝t✉❡✉s❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✺✳✷ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

P❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❬✶✸✶❪ ❡t ❡♥ ✈♦✐❝✐ ❞❡✉① q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t
❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ✿

✕ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡s✉r❡r✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s❡r✈❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡♣èr❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❬✶✵✹❪✳

✕ ■❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ s✉❥❡t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r s❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s
q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ❬✶✹✷❪✳

❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦s❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t ré✲
s✉❧t❡r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡
s♦rt✐❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♦✉ ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✭❛♣♣❡❧és s♦✉s✲
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✮ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✸✶✱ ✾✾✱ ✶✵✶❪✳ ❉❡✉① ❛s♣❡❝ts r❡ss♦rt❡♥t ✧❢♦✉r♥✐r ✉♥
r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧ ❛✉ s✉❥❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♦✉ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡✲
s✉r❡r ♦✉ à ❞é❝r✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❛✐❞❡r à ✧♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✧✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛ ❞♦♥❝
✉♥❡ ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❞❡s ❛❝t❡✉rs ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❞❡
s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳

✺✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♠♣❧♦②és ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣♦✉r
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣ré❝✐s ❬✶✵✶❪✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳
▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r s✐♠♣❧❡ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✐r❡❝t❡s ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❬✸✵❪ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✐♠♣❧❡s ♠❡s✉rés ♦✉ ❡st✐♠és✳ P♦✉r ❧❡s ❛❣r♦s②stè♠❡s✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❝♦♠♣♦✲
s✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✢❡①✐❜❧❡s ❡t ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✲
✜q✉❡s ❬✶✵✶❪✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈❛r✐❡
s❡❧♦♥ ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t s✉♣♣♦sé s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❬✶✵✶❪✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❬✶✼✻❪✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡
❝❧❛rté ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❡①♣r✐♠és s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✿ ❡♥ ❝❧❛ss❡s ❬✶✵✵❪ ♦✉ ❡♥ r❛♥❣s ❬✶✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t●✐r❛r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✵❪ ❝♦♥st❛t❡♥t
q✉❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ❜✐❛✐s s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐tés ❧✐♠✐té❡s
❡t q✉❡ ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ tr❛❞✉✐t s♦♥
rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥
❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉✐✈r❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳
●✐r❛r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✵❪ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ 0 ✭r✐sq✉❡
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ à 10 ✭r✐sq✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ à
7 ✭r✐sq✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été✮✳ ▲❛ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ 7

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

rés✉❧t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡♥tr❡ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❛✈✐s ❞✬❡①♣❡rts✳ ▲❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✺✳✸ ❉é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r

◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❬✶✵✵❪ ❡t ♠♦❞✐✜é❡s ❞❛♥s ❬✶✵✷❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
❞❛♥s ❬✶✵✵✱ ✶✵✷❪ ✐♥s✐st❡♥t s✉r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ♣ré❛❧❛❜❧❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐
❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ t❡sts✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝✐♥q ét❛♣❡s ✿

✕ ❈❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳
✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳
✕ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳
✕ ❚❡st ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳
✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

✺✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥ ❛✉① ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❡t ❛✉① ❝♦♥s❡✐❧❧❡rs ❛❣r✐❝♦❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ♦❜❥❡❝t✐❢s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ r❡♣♦s❡r♦♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
✐♠♣❛❝ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s à é✈❛❧✉❡r ♦✉ ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s
❛❣r✐❝♦❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❝❡s
♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ●✐r❛r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❧❡s ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t❡✉rs ❡t ❡①♣❡rts ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛tr✐❝❡
❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ❛✈❛✐t été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡s ❝✉❧t✉r❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❞❡
❝✉❧t✉r❡ ét✉❞✐é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉① s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡t ❞❡
s❡s ✐♠♣❛❝ts s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ à ❞♦✉❜❧❡ ❡♥tré❡ ❝r♦✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r s✉r ✉♥❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

▲❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✐♥tr❛♥ts
✭é♥❡r❣✐❡✱ ❛③♦t❡ ❡t ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s✮ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡s st♦❝❦s ✭♠❛t✐èr❡ ♦r✲
❣❛♥✐q✉❡ ❡t ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ s♦❧✮✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❧✬❡❛✉✱
❧✬❛✐r ❡t ❧❡ s♦❧✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s ✭❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❢♦ss✐❧❡s✱ ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ♣r❡♠✐èr❡s✮ ❡t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❜✐♦t✐q✉❡s ✭❧❛ ❢❛✉♥❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✮ ❡t ❧❡ ♣❛②s❛❣❡✳

❈❤❛q✉❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✧♠♦❞✉❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✧ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♠♣❛❝t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥❡ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡
❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛s❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡st❡ ✈✐❞❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✬✐❧
❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♠♣❛❝t
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ❡st ♥♦t✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

❉❡✉① s♦rt❡s ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧❛❜♦ré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿
✕ ❯♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ s✉r ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

✼✹



✺✳✸✳ ❉é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r

Pr❛t✐q✉❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s
❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❊s♣❛❝❡

P
r♦
❞✉

✐t
s
♣❤

②t
♦s
❛♥

✐t
❛✐
r❡
s

❆
③♦
t❡

P
❤♦

s♣
❤♦

r❡

■r
r✐
❣❛
t✐
♦♥

➱
♥❡
r❣
✐❡

▼
❛t
✐è
r❡

❖
r❣
❛♥

✐q
✉❡

❚
r❛
✈❛
✉①

❞✉
s♦
❧

❆
ss
♦❧
❡♠

❡♥
t

❈
♦✉

✈❡
rt
✉r
❡
❞❡

s♦
❧

➱
❧é
♠
❡♥
ts

♥♦
♥
♣r
♦❞

✉❝
t✐
❢s

▼
✐❧✐
❡✉

❊❛✉
❙✉r❢❛❝❡ × × × × × ×
Pr♦❢♦♥❞❡✉r × × × ×

❆✐r ◗✉❛❧✐té × × ×

❙♦❧
◗✉❛♥t✐té × × × × ×
❙tr✉❝t✉r❡ × ×
◗✉❛❧✐té ×

❘❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s ×
❋❛✉♥❡ × × × × × ×
P❛②s❛❣❡ × ×

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ▼❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦

❈❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s IPhy✱ ✶èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❡t ❛✐r ❬✶✼✻❪✮✳

✕ ❯♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬✐♠♣❛❝t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐✲
❝♦❧❡s s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧q✉❛❧✐té ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡✧ ❬✶✵✷❪ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐✲
❝♦❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❬✶✵✷❪✳

✺✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

▲❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❧❡s ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s
t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s✱ ❧❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧❧❡rs ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧✐s✐❜❧❡ ❡t s✐♠♣❧❡
à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s q✉✐ ❣✉✐❞❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s❡r✈❡♥t à r❡♥s❡✐❣♥❡r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st é❝❤❡❧❧❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
■♥❞✐❣♦ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t à ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡t ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣♦♥❞érés ❛✉ ♣r♦r❛t❛ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s ♣❛r❝❡❧❧❡s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛❣r✐❝♦❧❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

✺✳✸✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡

❚♦✉t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥ s❡✉✐❧✳ ❈❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♥♦r♠❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t ♦✉
✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣❡rts ❬✸✸❪✳

✺✳✸✳✹ ❚❡st ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

▲❡s t❡sts ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣♦✐❞s r❡s♣❡❝t✐❢ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ▲❡ t❡st ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s t❡sts ❞❡
s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡
à s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ✉♥ très ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐❞s à ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❡r ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ❬✶✺✽✱ ✶✼✵✱ ✶✼✽❪✳

✺✳✸✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s❡rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞é s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✲
♠❡♥t t♦✉t ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❡t s✐♠♣❧❡ q✉✐ r❡✢èt❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡ t❡rr❛✐♥ ❬✸✷❪✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❇♦❝❦st❛❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪
♣rés❡♥t❡♥t 3 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✿ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡ ❬✷✾✱ ✸✷✱ ✶✵✵❪✳

✺✳✹ ❉♦♥♥é❡s✱ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞✐❣♦ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r
❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ré❣✐♦♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐✲
❝✐❡♥s✳ ❉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❡①♣❡rt✱ r❡ss♦✉r❝❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳✳✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s ✿

✕ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❧❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ♦✉ ❧❡s t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡✳

✕ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❞♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✱ t❡①t✉r❡ ❞❡ s♦❧ ❡t
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✿ ❙✐ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 3% ❡t ❧❡ s♦❧ ❡st ✜❧tr❛♥t ❡t
♣r♦❢♦♥❞ ❆❧♦rs ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ✈❛✉t 1✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✶✳ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✐♠♣❧❡s q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭✉♥ r❛♣♣♦rt ♦✉
✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s✮ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♠❛t✐èr❡
♦r❣❛♥✐q✉❡ IMO✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s ✭s✉❝❝❡ss✐♦♥✱ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
s♦❧✱ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉s✱ ❛♠❡♥❞❡♠❡♥ts ♦r❣❛♥✐q✉❡s✮ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ s♦❧✳ ■❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs AX

❡t AR✱ ✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

IMO = 7.
AX

AR
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✺✳✹✳ ❉♦♥♥é❡s✱ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

♦ù AX r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛♣♣♦rts ♠♦②❡♥s ❡♥ ❤✉♠✉s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❝✉❧t✉r❡s ❡t AR

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛♣♣♦rts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ s♦❧ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ à ✉♥❡ t❡♥❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
q✉✐ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

✷✳ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❝♦♠♣♦s✐t❡s q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛③♦t❡ IN ✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛✐❞❡r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r à ❛❞❛♣t❡r s❛
❢❡rt✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛③♦té❡ ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❡rt✐❧✐s❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥é❡ ❡t s❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛③♦t❡ ❞✉r❛♥t
❧✬✐♥t❡r❝✉❧t✉r❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡s ♣❡rt❡s✳ IN ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ tr♦✐s s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs INH3✱ IN2O ❡t INO3

❡t ♦♥ é❝r✐t ✿

IN = min(INH3
, IN2O, INO3

)

❆✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r INH3
é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❢❡rt✐❧✐s❛♥ts ❛③♦tés s✉r ❧❡ s♦❧

❡t ❧❛ ❜✐♦❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♠♦♥✐❛❝✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IN2O

é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✐r ♣❛r ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s
❞✉ ♣r♦t♦①②❞❡ ❞✬❛③♦t❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r INO3

q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s s✉r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ❞❡s ♥✐tr❛t❡s✳

✸✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✢♦✉❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs é✈❛❧✉❛♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❬✶✼✻❪✳ ❯♥ s②stè♠❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ tr♦✐s ❜❧♦❝s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮ ✿ ❧❛ ❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛
❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡
❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✭♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡s s♦♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s s♦♥t
s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❧♦❝ ❡st ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ✭♦✉ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ ✶✷✳ ▲❡s ❜❛s❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s
s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❧♦❝ ❡st ❧❛ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡✱
s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞✬✐♥❢ér❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❬✶✹✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ♥♦té Iphy q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s ❡t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❝✉❧t✉r❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
✭❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s✱ ❡❛✉① s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s ❡t ❛✐r✮✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ❡st ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s

✶✷✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ✢♦✉❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❙✐ ❥✬❛✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❧♦rs ❥✬❛✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣ré♠✐ss❡✱ ❡♥tré❡✱ ❛♥té❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x ❡st A ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ▲❡s s♦rt✐❡s
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱ Iesu✱ Iair ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦s❡ ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡s s♦✉s✲
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱ Iesu✱ Iair s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❛✉ss✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✢♦✉❡s✳
❖♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❡t s❡s
s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✶✮✳

✺✳✺ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡t ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡①✐st❡♥t s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❇❛r❞♦ss② ❡t ❛❧ ❬✸✻❪ ♦♥t s✐♠✉❧é ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥ s❛t✉ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❡s ✢♦✉❡s✳ ❉♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥
ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ❈✳ ❋r❡✐ss✐♥❡t ❬✾✷❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ❇❛✉❞r✐t
❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ♦♥t tr❛✐té ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❧✐és ❛✉① s♦❧s ♣♦❧❧✉és✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♠♣ré❝✐s❡s ❬✶✼✹❪✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t②♣❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ●✉②♦♥♥❡t ❡t
❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✶✼❪✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s s✉r ❧❡
t❡rr❛✐♥✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉✐ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r
❧❡s ❡①♣❡rts ❬✶✼✻❪✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ très ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✐♠♣ré❝✐s❡s✱ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s ❡t✴♦✉ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❡t s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ ✭❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡st✐❝✐❞❡ à ✉♥ ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉✮✱
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ✭❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s♦❧✮ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣❡rts
à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s✮✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s②♠❜♦❧✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣❡rt ✭♦✉ ❧❡ t❡❝❤♥✐❝✐❡♥ ❞✉ t❡rr❛✐♥✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
t❡r♠❡ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ✭❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s♦❧ ✿ ♣r♦❢♦♥❞✱ ♠♦②❡♥✳✳✳✮✳ ❯♥❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
❞✉❡ ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✢♦✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❝❤♦✐①
❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ✢♦✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ✭❝❧❛ss❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✮✳

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ♥✬ét❛✐t ❥❛♠❛✐s
tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ▼❛✐s ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
à ❧❡✉r ♦✉t✐❧ ❡t ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té à ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❝❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛ ♠❡♥é
❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛
q✉❛❧✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♦✉t✐❧ ❡t ✐❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡
❝❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧ ♦✉ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦✲
❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✶✸✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s s✉r
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✶✸✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝❤✐♠✐q✉❡s ✭♣❡st✐❝✐❞❡s✮ ❞❡st✐♥é à ♣r♦té❣❡r ❧❡s ♣❧❛♥t❡s
❝✉❧t✐✈é❡s ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❡t ❞❡s ✐♥s❡❝t❡s✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✳
❯♥ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ❝♦♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛s✐t❡s ❛♥✐♠❛✉① ❡t ✈é❣ét❛✉① ❞❡s ♣❧❛♥t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s
t②♣❡s ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡s ✿ ❧❡s ❢♦♥❣✐❝✐❞❡s✱ ❧❡s ❤❡r❜✐❝✐❞❡s ❡t ❧❡s ✐♥s❡❝t✐❝✐❞❡s✳ ❯♥ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡
♦✉ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡✳

✼✽



✺✳✻✳ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝✉❧t✉r❡s

✺✳✻ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝✉❧t✉r❡s

✺✳✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ■phy ❡t s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ Iphy ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛❣r♦✲é❝♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✐♠♣❛❝t ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛
♣❛r❝❡❧❧❡✳

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐①
❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts✱ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s r✐sq✉❡s
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ❡st ❞❡st✐♥é ❛✈❛♥t t♦✉t ❛✉① t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s ❡t ❛✉① ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs✱ ♣♦✉r
❧❡✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s✉r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré✈✉s✳

▼❛❧❣ré t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ✉♥❡ ❣r♦ss❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❛♣♣❧✐q✉é ♥❡ t♦✉❝❤❡
♣❛s s❛ ❝✐❜❧❡ ❡t ✈❛ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭s♦❧✱ ❡❛✉✱ ❛✐r✱ ❡t❝✮ ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t
à ❧✬❛✉tr❡ ✭❞✉ s♦❧ ✈❡rs ❧❛ r✐✈✐èr❡ ♣❛r r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ér♦s✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬❛✐r ✈❡rs ❧✬❡❛✉ ✈✐❛ ❧❡s ♣❧✉✐❡s✱
❡t❝✮✳ ❊♥ ♣❧✉s ❧❡s ♠❛t✐èr❡s s❡ ré✈è❧❡♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s t♦①✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✐✈❡rs ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝❡s
❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy s❡ ❧✐♠✐t❡ à q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à q✉❛tr❡ ✧s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ ✿

✕ ❯♥ r✐sq✉❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s✮ ♣❛r ❧❡ss✐✈❛❣❡✱ q✉✐
❡st ❛❣❣r❛✈é s✐ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡ ❡st t♦①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♠❡ ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡✮✳ ❈❡tt❡
t♦①✐❝✐té ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦s❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭DJA✮✳

✕ ❯♥ r✐sq✉❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❡❛✉① s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s✮ ♣❛r r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✴ér♦s✐♦♥
❡t✴♦✉ ♣❛r ❞ér✐✈❡✳ ❈❡ r✐sq✉❡ ❡st ❛❣❣r❛✈é s✐ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❡st t♦①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❛q✉❛✲
t✐q✉❡s ✭♣♦✐ss♦♥✱ ❞❛♣❤♥✐❡s✱ ❛❧❣✉❡s✮✳

✕ ❯♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬❛✐r ♣❛r ✈♦❧❛t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛❣❣r❛✈é s✐ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡
❡st t♦①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♠❡ ✭❧❛ t♦①✐❝✐té ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ DJA✮✳

✕ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r r✐sq✉❡ ❛♣♣❡❧é ✧❞♦s❡✧ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡✳
P❧✉s ❧❛ ❞♦s❡ ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧❡ r✐sq✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st é❧❡✈é✳

▲❡s tr♦✐s r✐sq✉❡s ❧✐és ❛✉① ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❧✬❛✐r s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞♦s❡
❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱
❡♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡r♦♥t ❛❣ré❣és ❛✉ ❞❡r♥✐❡r r✐sq✉❡ ❧✐é à ❧❛ ❞♦s❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ rés✉♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡
♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s✳

✺✳✼ ❉♦♥♥é❡s ❡t é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t
♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts✳

❈❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ ✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦s✐t♦♥
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉r ❧❡ s♦❧✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥s❡♥s✉s
❡♥tr❡ ❡①♣❡rts✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s ♣r♦✲
✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡①♣❡rts✱ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❡t❝✳✮ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s✳ P♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IPhy✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ✜①é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡s

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ Iphy ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❡t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✭✧❆❣r✐t♦①✧ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ✶✹✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝♦♠✐té ✭✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ✶✾✾✽✮✱ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ✭❆❘❙ s✉r ✐♥t❡r♥❡t ✶✾✾✺ ✶✺✮✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❡r❧❛♥❞❛✐s❡ ✭❘■❱▼✱ ✶✾✾✹✮ ✶✻✱
❡t ❧❡ P❡st✐❝✐❞❡ ▼❛♥✉❛❧ ❞✬❆♥❣❧❡t❡rr❡ ❬✸✸❪✮✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ❡t ❡❧❧❡s
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✺✳✼✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞❡♠✐❡✲✈✐❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞❡♠✐❡✲✈✐❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ DT50 ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r
♣❡r❞r❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ s♦♥ ❛❝t✐✈✐té ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ■❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ jour✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ✿ ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡
✭✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ♥✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥
❞❡ss♦✉s ❞✬1 ❥♦✉r ❞❡ DT50 s♦♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 30 ❥♦✉rs ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s✳ ❊♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(DT50) = 0.5 + 0.5 cos
(3.14(DT50−1)

29

)

✭✺✳✶✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❝❛r❜♦♥❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✲❡❛✉

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❝❛r❜♦♥❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✲❡❛✉ koc ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❛❜s♦r❜é❡
❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❞✉ s♦❧ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛q✉❡✉s❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡

✶✹✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❞✐✈❡✳❛❢ss❛✳❢r✴❛❣r✐t♦①✴✐♥❞❡①✳♣❤♣
✶✺✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛rs✳✉s❞❛✳❣♦✈✴❙❡r✈✐❝❡s✴❞♦❝s✳❤t♠ ❄❞♦❝✐❞❂✶✹✶✾✾
✶✻✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳r✐✈♠✳♥❧✴❡♥✴

✽✵



✺✳✼✳ ❉♦♥♥é❡s ❡t é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❱❛r✐❛❜❧❡s ❯♥✐té ❉♦s❡ Ieso Iesu Iair
❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♣❡st✐❝✐❞❡

❉❚✺✵ ❥♦✉rs ×
●❯❙ ✲ ×
❑❍ ✲ ×
❉❏❆ mg.kg−1 × ×

❆q✉❛t♦① mg.l−1 ×
❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉
P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ✲ ×

P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ✲ ×
P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ✲ ×

❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❉♦s❡ ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ g.ha−1 ×

P♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✲ × × ×

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s

✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ❡♥ L.kg−1 ❡t ❡❧❧❡ ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
P❧✉s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t koc ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❡st ✧❧✐é❡✧ ❛✉ s♦❧✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ s✐ koc ❡st ♣❡t✐t✱
❧❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s❡ tr♦✉✈❡r ❞✐ss♦✉t ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✳ ❆✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ koc ❡st
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✉❜✐q✉✐té ❞❡ ●✉st❛❢s♦♥ GUS

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ GUS ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s ❧❡ss✐✈és ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳
❊❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s DT50
❡t koc s✉✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

GUS = log10(DT50)(4− log10(Koc)) ✭✺✳✷✮

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ GUS ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ 1.8 s♦♥t
❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ 2.8 s♦♥t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(GUS) = 0.5 + 0.5 cos(3.14(GUS − 1.8)) ✭✺✳✸✮

▲❛ ❞♦s❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

▲❛ ❞♦s❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ DJA ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❞♦s❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦✉ t♦✲
❧ér❛❜❧❡✮ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✱ ♣❛r ❦✐❧♦ ❞❡ ♣♦✐❞s ❝♦r♣♦r❡❧✱ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛❜s♦r✲
❜❡r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t s❛ ✈✐❡✱ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❧✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
s❛♥té✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ mg/kg/jour✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ DJA s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s✳
❙✐ log10(DJA) < log10(0.0001) ❛❧♦rs DJA ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ log10(DJA) > log10(1) ❛❧♦rs DJA
❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✐♥♦♥ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡ s❡
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

f(DJA) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 log10(DJA)−log10(0.0001)
log10(1)−log10(0.0001)

− 0.5) ✭✺✳✹✮

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍❡♥r②

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍❡♥r② KH ❞é❝r✐t ❧❛ s♦❧✉❜✐❧✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✈❛♣❡✉r s✉r ❧❛ s♦❧✉❜✐❧✐té✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✉♥✐té✳ ❙✐ log10(kh) <
log10(0.00000265) ❛❧♦rs KH ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✐ log10(KH) > log10(0.000265) ❛❧♦rs KH ❡st ❞é❢❛✈♦✲
r❛❜❧❡ s✐♥♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(KH) = 0.5 + 0.5 cos(3.14 log10(KH)−log10(0.00000265)
log10(0.000265)−log10(0.00000265)

) ✭✺✳✺✮

▲❛ t♦①✐❝✐té ❛q✉❛t✐q✉❡ Aquatox

▲❛ t♦①✐❝✐té ❛q✉❛t✐q✉❡ aquatox ❡st ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦①✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❛q✉❛t✐q✉❡s✳ ❈✬❡st
❧❛ t♦①✐❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t♦①✐❝✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❛❧❣✉❡s✱ ❝❡❧❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♣♦✐ss♦♥s ❡t ❝❡❧❧❡ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡s ❞❛♣❤♥✐❡s✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ mg.l−1✳ ❙✐ log10(aquatox) < log10(0.01) ❛❧♦rs aquatox ❡st
❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✐ log10(aquatox) > log10(100) ❛❧♦rs aquatox ❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✐♥♦♥ aquatox ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(aquatox) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 log10(aquatox)−log10(0.01)
log10(100)−log10(0.01)

− 0.5)) ✭✺✳✻✮

✺✳✼✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ❡st✐♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❧❡ss✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❧❡ss✐✈❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ s♦❧ ✭✜❧tr❛♥t ♦✉ ♥♦♥ ✜❧tr❛♥t ❧✐é à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ s♦❧✮✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡
♠❛t✐èr❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ✭♣❛✉✈r❡✱ ♠♦②❡♥✱ r✐❝❤❡✮✱ ❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s♦❧ ❡t ❧❡ ♣❍✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s [0, 1]✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à
tr♦✉✈❡r✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s Ieso✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r 0 ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r 1 ❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(lessivage) = 0.5 + 0.5 cos(3.14lessivage) ✭✺✳✼✮

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ q✉✐ ♣❡✉t r✉✐ss❡❧❡r✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ t❡①t✉r❡ ❞✉ s♦❧✱ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡✳ ❯♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡♥t❡ s✉✣t ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ q✉✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ à
❧❛ ♣❡♥t❡✳ ▲✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝r♦ût❡ ❞❡ ❜❛tt❛♥❝❡✱ ♦✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✉s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤②❞r♦♠♦r♣❤✐❡ à ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳✷✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣❡rts ❞❛♥s [0, 1]✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r 0 ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t 1 ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f(ruissellement) = 0.5 + 0.5 cos(3.14ruissellement) ✭✺✳✽✮

✽✷



✺✳✼✳ ❉♦♥♥é❡s ❡t é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❙❛❜❧❡✉① ▲✐♠♦♥❡✉① ❆r❣✐❧❡✉①
❇❛tt❛♥❝❡ ❍②❞r♦♠♦r♣❤✐❡
◆♦♥ ❖✉✐ ◆♦♥ ❖✉✐

◆✉❧❧❡ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✷✺
❋❛✐❜❧❡ ✭✵✲✷ ✪✮ ✵✳✶ ✵✳✷✺ ✵✳✹ ✵✳✷✺ ✵✳✺

▼♦②❡♥♥❡ ✭✷✲ ✺ ✪✮ ✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✼ ✵✳✺ ✵✳✼✺
❋♦rt❡ ✭❃ ✺ ✪✮ ✵✳✻ ✵✳✼✺ ✶ ✵✳✼✺ ✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧
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✺✳✼✳ ❉♦♥♥é❡s ❡t é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ♣✉❧✈ér✐s❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ r❡✲
tr♦✉✈❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛♥t❡ ❡t ❧❡ r❡st❡ ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s s❛ ❝✐❜❧❡ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ♦✉ ❞❛♥s
❧✬❛✐r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❞é♣♦sé❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛♥t❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s
❛✈♦✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❣✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡✉t r✉✐ss❡❧❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥t❡ ❡t s❡
r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✬❛❥♦✉t❡ ❛✉① ❞❡✉① ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ ❧❛ ❞ér✐✈❡
❛ér✐❡♥♥❡ ❡t ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ s✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ♦✉ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱
♣❛r❢♦✐s à ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✶✻✺❪✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❡st✐♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡
q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣❡rts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛
❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳✷ ✳ ❊❧❧❡s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✮ ❡st
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ]0, 1[ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

f(derive) = 0.5 + 0.5 ∗ cos(3.14derive) ✭✺✳✾✮

❉✐st❛♥❝❡ à ❧❛ r✐✈✐èr❡ ❡♥ ♠ètr❡
▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ < 3 [3, 6[ [6, 12[ ≥ 12

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧❡✐♥ ✶ ✵✳✼ ✵✳✸ ✵
❚r❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ r❛♥❣ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡

✺✳✼✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛✐t❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s s♦✉s✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Iesu✱ Ieso ❡t Iair à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦❧ ✿

position = couverture
100 ✭✺✳✶✵✮

▲❡ ❧✐❡✉ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ✭s✉r ❧❡ ♣❧❛♥t❡✱ s✉r ❧❡ s♦❧✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✮ ❥♦✉❡ ✉♥
rô❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡✱ ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s♦❧ ❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t
❡t ❞❛♥s ❧❡s 10 ♣r❡♠✐❡rs ♠✐❧❧✐♠ètr❡ ❞✉ s♦❧ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s
❧❡ s♦❧ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ s✉✐t❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❬✶✸✵❪✳ ❯♥❡ ❢♦rt❡
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ s♦❧ ♣❛r ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ q✉✐
❛tt❡✐♥t ❧❡ s♦❧ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s
❡✛❡ts s✉r ❧✬❛✐r q✉❡ s✉r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✐♥❝♦r♣♦ré ♦✉ ✐♥❥❡❝té ❞❛♥s ❧❡
s♦❧✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ❡t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛✐r
❡t ❧✬❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
]0, 1]✮✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

0.5 + 0.5 sin(3.14(position− 0.5)) ✭✺✳✶✶✮

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦❧

▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦❧ ♣❛r ❧❡s ♣❧❛♥t❡s ❡st ✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
❡t ❞✉ ❧❡ss✐✈❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♠♦✐s ❞❡ ❥✉✐❧❧❡t s✉r ✉♥❡ ❝✉❧t✉r❡ ❞❡ ♠❛ïs✱ ❧❡
s♦❧ ❡st ❝♦✉✈❡rt à ✼✺✪✳

▲❛ ❞♦s❡

▲❛ ❞♦s❡ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s
❡t ❧❡s ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦s❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s✳ ❙✐
log10(dose) < log10(10) ❛❧♦rs ❧❛ ❞♦s❡ ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✐ log10(dose) > log10(10000) ❛❧♦rs ❧❛ ❞♦s❡
❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✐♥♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢♦✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f(dose) = 0.5 + 0.5 cos(3.14 log10(dose)−log10(10)
log10(10000)−log10(10)

) ✭✺✳✶✷✮

✺✳✽ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉①
s♦✉t❡rr❛✐♥❡s

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s Ieso ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r q✉✐ é✈❛❧✉❡
❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s s✉r ❧❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s✳ ■❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡
♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡ ❛②❛♥t GUS✱ position✱ DJA ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❧❡ss✐✈❛❣❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso

❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st 16✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s s❡r✈❛♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼ ❡t ♦♥ ❛ ✿

Ieso =
∑16

i=1 wixi
∑16

i=1 wi
✭✺✳✶✸✮

♦ù wi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ i ❡t xi ❡st s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✽✻



✺✳✾✳ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡

✺✳✾ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① ❞❡
s✉r❢❛❝❡

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❡st✐❝✐❞❡s s✉r ❧❡s ❡❛✉① s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✈✐❛
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ❞ér✐✈❡✳ Iesu ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡s s♦♥t ✿ DT50✱ position✱ aquatox✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ❢♦r♠é❡
❞❡ 32 rè❣❧❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ Iesu ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

Iesu =
∑32

i=1 wixi
∑32

i=1 wi
✭✺✳✶✹✮

♦ù wi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ i ❡t xi ❡st s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iesu

✺✳✶✵ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛✐r

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛✐r✱ Iair✱ é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s s✉r ❧✬❛✐r ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛✐r ✈✐❛ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭r❡♣ré✲
s❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍❡♥r✐ KH✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s
Ieso ❡t Iesu✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iair s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡s s♦♥t DT50✱ KH✱ DJA ❡t Position✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ 16 rè❣❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✻✮✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ Iair ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Iair =
∑16

i=1 wixi
∑16

i=1 wi
✭✺✳✶✺✮

♦ù wi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ i✱ ❡t✱ xi ❡st s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iair

✺✳✶✶ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡
❛❝t✐✈❡

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ é✈❛❧✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s s✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✲
♣❛rt✐♠❡♥ts ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ✭❡❛✉ ❡t ❛✐r✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ Iphy s♦♥t ✿
✭Ieso✱Iesu✱ ❡t Iair✮ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ dose✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ Iphy ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ 16 rè❣❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ♦ù ✭✯✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱ Iesu
♦✉ Iair

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳ ▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✮ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
✭Ieso✱Iesu✱ ❡t Iair✮ s♦♥t 10 ✭r❡s♣✳ 0✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱Iesu✱ ❡t Iair ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✻✮✱ ✭✺✳✶✼✮ ❡t ✭✺✳✶✽✮✳

f(Ieso) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Ieso
10 − 0.5) ✭✺✳✶✻✮

f(Iesu) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Iesu
10 − 0.5) ✭✺✳✶✼✮

✽✽



✺✳✶✷✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡

f(Iair) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Iair
10 − 0.5) ✭✺✳✶✽✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Iphy ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Iphy =
∑16

i=1 wixi
∑16

i=1 wi
✭✺✳✶✾✮

♦ù wi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ i✱ ❡t✱ xi ❡st s❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✺✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡

▲❡s q✉❛tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Iphy✱ Ieso✱ Iesu ❡t Iair s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛t✐èr❡
❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso✳

✺✳✶✷✳✶ ❉♦♥♥é❡s

❉♦♥♥é❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s
❡①♣❡rts✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡①♣❡rts ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡
❆❣r✐t♦① ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡
✭♥❛t✉r❡ ❞❡ s♦❧✱ ♠❛tér✐❡❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ GUS s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱

DT50 koc DJA

6 17 0.00005

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s DT50✱ koc ❡t DJA ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡

❡t GUS = 2.15✳

❉♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡ ❛✉ ♠♦✐s ❞❡ ♠❛rs✱ ❧❡ s♦❧ ❡st ❝♦✉✈❡rt à 10%✱ ❝✲à✲❞
couverture = 10 ❡t position = 0.1 ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵✮✳

❉♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

▲❛ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ✿ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡ss✐✈❛❣❡ ✭lessivage✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣ré❝✐sé❡ ✐❝✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t lessivage = 0.9 ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✮✳

✺✳✶✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡

▲❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡❣rés
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

❱❛r✐❛❜❧❡ GUS DJA lessivage position

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭❋✮ 0.72 1 0.024 0.41

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭❉✮ 0.28 0 0.976 0.59

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ▲❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Ieso

✺✳✶✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ✈ér✐té

▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ✈ér✐té ❞❡s rè❣❧❡s✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s wi ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✸✮✱
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t rè❣❧❡ i ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✈ér✐té ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✮
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s
❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❙✐ GUS ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ position ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ lessivage ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ DJA
❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st 10

✷✳ ❙✐ GUS ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ position ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ lessivage ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡t s✐ DJA
❡st ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st 10

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ✭❡t✴♦✉ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✮ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t w1 = min(0.72, 1, 0.024, 0.41) = 0.024 ❡t w2 = min(0.72, 0, 0.024, 0.41) = 0✳

✺✳✶✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Ieso✱ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Ieso = 8.45✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛✲
t❡✉r Ieso ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 7 ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ♥❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❡❧❧❡s
s♦♥t ❞✉r❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣
❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧ ♠♦✐♥s ❝♦✉✈❡rt ✭10%✮ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✺✳✶✸ ➱t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝✐s❡s ✭✜①❡s✮ ❞❛♥s ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs r❡st❡♥t
✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠ét❛✲
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ à
❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣❛❣❡♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✭✈♦✐r
❆♥♥❡①❡ ❇✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ❞❡ Ieso✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞❡ Ieso✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✳✶
❞❡ ❧✬❆♥♥❡①❡ ❇✮✳

✾✵



✺✳✶✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s

✺✳✶✸✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡sDT50✱ koc ❡tDJA ✭✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ieso✮ s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ DT50 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❜❛s❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❆❣r✐t♦① s♦♥t ✿ 24✱ 15✱ 74✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s {0, 1} ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s
R ✿ [min,max] ♦ù min ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❡t max ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❆❣r✐t♦① ✭❞♦♥♥é❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ♥♦té AGXl ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✮ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [15, 74]✳
❉✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é❧✐✈r❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ✿ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡
❆❣r✐t♦①✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ DT50 ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [2, 6] ✭♥♦té AGXf
❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✮✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳

❉❚✺✵ ❦♦❝
❥♦✉r ▲✴❦❣

BUS [2, 74] ?

PM11 [15, 72] ?

PM12 ? [44, 940]

PM13 ? [44, 940]

INRA ? [1.08, 8.98]

Com98 [2, 6] [17, 160]

AGXf [2, 6] [1.08, 160]

AGXl [15, 74] [1.08, 160]

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r DT50 ❡t koc

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ DJA ❡st 0.00005✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦✉ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s
✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ DT50 ❡st ❡♥tr❡ 2 ❡t 74 ♠❛✐s
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ 15 ❡t 38 s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳
❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st [2, 74]
❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st [15, 38] ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❋r❛♥❝❡✱ ❆♥❣❧❡t❡rr❡✱ ❊t❛ts✲❯♥✐s✱
❡t❝✳✮✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦✉r❝❡s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
✐❣♥♦r❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❝❛s❡ ✈✐❞❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✧?✧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭❝✲à✲❞ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛②❛♥t ❧❡ minimum ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t maximum ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡✮✮✳

✺✳✶✸✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥

❆✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❢♦✉r♥✐❡ s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❣❧✐❣❡ ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

❇❛s❡ ❖r✐❣✐♥❡
❇❯❙ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❆♥❣❧❡t❡rr❡
P▼✶✶ ▲✐✈r❡✱ ❆♥❣❧❡t❡rr❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✶
P▼✶✷ ▲✐✈r❡✱ ❆♥❣❧❡t❡rr❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✷
P▼✶✸ ▲✐✈r❡✱ ❆♥❣❧❡t❡rr❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✸
■◆❘❆ ✜❝❤❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ■◆❘❆✱ ❋r❛♥❝❡
❈♦♠✾✽ ❈♦♠✐té ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✭❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✶✾✾✻✮
❆●❳❢ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❆❣r✐t♦① ✭✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣✮✱ ❋r❛♥❝❡
❆●❳❧ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❆❣r✐t♦① ✭✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✮✱ ❋r❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡✳ ▲❡s ❙▼❈
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✾✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ rés✉❧t❛t
DT50 [2, 6] ∪ [15, 72] [2, 72]

koc [1.08, 8.98] ∪ [44, 160] [1.08, 160]

❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Ieso ❧✐é❡s à ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡
s✉❧❝♦tr✐♦♥❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛
✈❛r✐❛❜❧❡ GUS ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ DT50 ❡t koc✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❇✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s position ❡t
lessivage s♦♥t ✜①❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso✱ ♥♦✉s ♣r♦♣❛❣❡♦♥s ❧❡s ✐♠✲
♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s DT50 ❡t koc s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s GUS✱ DJA✱
lessivage ❡t position✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ✈ér✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st [4, 10]✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♥✬❡st ♥✐ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ 7 ♥✐ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 7 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s✮ à 7✳ ❉❛♥s t❡❧❧❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛tr♦♥s rés✉❧t❛♥t❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s DT50 ❡t koc✳

✺✳✶✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳ ▲❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵✳
▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥t✐❡♥t ✶✻ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ét✐q✉❡t❛❣❡ ré❞✉✐t✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐♦♥
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✉
❝♦♥❝❡♣t C1 ❡st {(DT50, [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])}✳ ▼❛✐s✱ s✐ ❧❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts
❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✾✷



✺✳✶✸✳ ➱t✉❞❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t C2 ❡st {(DT50, [2, 6] ∪ [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])} ❡t ❧❡s
✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t {(DT50, [2, 6])}✱ {(DT50, [15, 72])} ❡t {(koc, [1.08, 8.98])}✳

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ s✉❜s✉♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ⊥ ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❛t♦♠❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✮
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❙▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ((BUS,Com98, AGXf) , (DT50, [2, 6]))✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r DT50 = [2, 6] ❡st ❧❡ ❙▼❈ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s s♦✉r❝❡s BUS,Com98 ❡t AGXf ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦♥❝❡♣t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t C3 = ({(BUS,Com98, AGXf) , (BUS, PM11, AGXl)} , (DT50, [2, 6] ∪ [15, 72]))✱
❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ (DT50, [2, 6] ∪ [15, 72]) ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈ ❞❡s s♦✉r❝❡s
BUS,Com98, AGXf, PM11 ❡t AGXl✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ⊤ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❉❚✺✵ ✭❞❛②s✮ ❦♦❝ ✭▲✴❦❣✮
{BUS, PM12, PM13, INRA,Com98, AGXf} [2, 6] ∅
{BUS, PM11, PM12, PM13, INRA,AGXl} [15, 72] ∅
{BUS, PM11, INRA,AGXf,AGXl} ∅ [1.08, 8.98]

{BUS, PM11, PM12, PM13, Com98, AGXf,AGXl} ∅ [44, 160]

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ❚❛❜❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼

❉❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s rés✉❧t❛♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso✳ ◆♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✐♠✉❧t❛✲
♥é♠❡♥t✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 10 ❝♦♥❝❡♣ts ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r Ieso✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ⊤ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso = [4, 10] ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ 7 ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso ❞♦✐t s❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝❡♣t ✈❛❧✐❞❡ ✭❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r DT50 ❡t ♣♦✉r koc✮✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
({(BUS, PM11, AGXl) , (INRA,AGXf,AGXl)} , {(DT50, [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])})✱ ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r ❞❡ Ieso ✈❛✉t [4.32, 4.32]✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ 4.32 < 7✳
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ♥❡ s✉✐t ♣❛s ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞✉r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s✮ ❡t q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ({(BUS,Com98, AGXf) , (PM12, PM13, Com98,
AGXf,AGXl)}, {(DT50, [2, 6]), (koc, [44, 160])})✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Ieso = [9.97, 10]✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r s♦♥ ♣❡st✐❝✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Ieso ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ 7✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✉ ❞é❝✐❞❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r✳ P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡✈r❛
❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ✭❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❡t❝✳✮✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧✬é✈❛❧✉❛t❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s r❛✐s♦♥s ✭❛r❣✉♠❡♥ts✮✳ ▲✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ❞♦✐t
❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛✉ ❝❤❛♠♣ ✭t❡♠♣s ❞❡ ❞❡♠✐✲✈✐❡ ❛✉
❝❤❛♠♣s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ DT50✮ ❡t s❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ✭r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
koc✮ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ ❧❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ❜✐❡♥ ❧✐é ❛✉
s♦❧ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ koc ❡st ❣r❛♥❞❡✮ ❛❧♦rs ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❝❡ ♣❡st✐❝✐❞❡✳

✾✸
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✺✳✶✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✺✳✶✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s
❞❡ ❝❤♦✐① ❛✉① ❛❣r✐❝✉❧t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ q✉❛❧✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡s
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■◆❉■●❖ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡✧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡
❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ❧✬■◆❘❆ ❞❡ ❈♦❧♠❛r ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs Iesu✱ Iair ❡t Iphy s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ Ieso✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣ré❝✐s❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈
♣♦✉r Ieso✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❧❡s ❞é❝✐❞❡✉rs ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s
❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♣❛rt✐❡❧s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ⊤ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
▲❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❡st✐❝✐❞❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✜①❡s ✭♣ré❝✐s❡s✮ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
▲✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞é❧✐sé❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ à ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❧❡ss✐✈❛❣❡✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡
♠❡s✉r❡r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♠❛r❣❡s✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Ieso✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▼❛✐s
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉①
❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r Iesu ❡t à ❧✬❛✐r Iair✮✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣❡st✐❝✐❞❡ s✉❧❝♦tr✐♦♥❡
♥✬❡st ♣❛s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té θ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❉✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❛✉① ❞é❝✐❞❡✉rs
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛r❢♦✐s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✧♣❡st✐❝✐❞❡s✧

✾✻



✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✱ ❧❡s ❡①♣❡rts ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧
à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts t♦✉t ❝♦♠♠❡ à ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡
❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❞❛♥s {0, 1}✮✱ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s [0, 1]✮✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡✳

❆♣rès ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s
❞❡ ♣❛tr♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉①
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r✲
♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✧♣♦ss✐❜✐❧✐té ❣❛r❛♥t✐❡✧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳
◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦rt❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ét❡♥❞r❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❡t ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❈❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❤étér♦❣è♥❡✱ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ✕ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭❡t ❧❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❤étér♦❣è♥❡s✮ ✕ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❋❈ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛✲

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥❢✳✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✱ ♣✉✐s ❝♦♠♠❡♥t
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣✉②❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ s✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts ✭❙▼❈✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r tr❡✐❧❧✐s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♣❛r tr❡✐❧❧✐s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s ❡t ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✜♠✉♠
❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♠❛❧❣ré
t♦✉t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈✳

▲❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❡♥✉s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ✭❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥t❡♥s✐♦♥✮ ♦ù ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐♦♥ ❞✉
❝♦♥❝❡♣t✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❝✲à✲❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ré✉♥✐❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤♦✐① à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ♦✛r❡ ✉♥❡ ✈✉❡ str✉❝t✉ré❡ ❞✉ rés✉❧t❛ts ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t
êtr❡ ❢❛✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❧❛❜❡❧ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛
♠ét❛✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t❝✳✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té
♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
✐♥✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣❛r❞❡r
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛②❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r
❧✬❡①♣❡rt✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡s✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r tr❡✐❧❧✐s ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❖✉tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐sés ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧
❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❞❡s ♥✐✈❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦rté s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r
tr❡✐❧❧✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❡❛✉① s♦✉t❡rr❛✐♥❡s ♣♦✉r
✉♥ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❞♦♥♥é✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❣r♦♥♦♠✐q✉❡s✳ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é❧✐✈ré❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❙▼❈ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❙▼❈
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣❡st✐❝✐❞❡✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❢♦✉r♥✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r

✾✽



✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st ✐♠♣ré❝✐s ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♠❛✐s ✐❧
❢❛✉t ❧❡s ét✉❞✐❡r sé♣❛ré♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❛r
❙▼❈ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛②❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉① ❡①♣❡rts ❛❣r♦♥♦♠❡s ❞❡
❥✉st✐✜❡r ❧❡✉rs ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✕ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❛tr♦♥s ✕ s♦♥t à ❡①♣❧♦r❡r✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts r❡st❡♥t à ét✉❞✐❡r✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s
t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♦❜t❡♥✉s ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❛✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❞❡
s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❧❛ ❣ér❡r ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❯♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡s ✜❛❜✐❧✐tés
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❝✲à✲❞ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t ❛✐♥s✐ à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❡①❛♠✐♥❡r s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ❡st
ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ❞❛♥s ❬✼✵❪✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐st❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r tr❡✐❧❧✐s ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉
tr❡✐❧❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣♦sé ❞❡s
♣❛✐r❡s ✭s♦✉r❝❡s✱ rés✉❧t❛ts✮ ♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❡①✐❣❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✱ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ✐♥✜♠✉♠✱ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉t ♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s✳ ■❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❛♣♣✉✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
❛✈❡❝ ❙▼❈✱ ❡t❝✳✮✳

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❊♥✜♥✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛❞r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝
❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♠❜♦îtés✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t❡
α✲❝♦✉♣❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐♠♣ré❝✐s❡s ✭❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✜①❡s ❞❛♥s t♦✉t ♥♦tr❡
tr❛✈❛✐❧✮✳ ▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❝✲à✲❞ ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣ré❝✐s❡✮✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

✶✵✵



❆

❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳❩❛❞❡❤ ❡♥ ✶✾✽✼ ❬✶✽✾❪ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s q✉✬✐❧ ❛ ✐♥✈❡♥té ❡♥ ✶✾✻✺ ❬✶✽✽❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s♦♥t ❣r❛❞✉❡❧s ❬✶✽✼❪✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉✉❜♦✐s ❡t Pr❛❞❡ ❬✼✹❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❝❛❞r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t
❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❆✳✶ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ Π✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s P (U) ❞❡ U ✱ à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

Π(∅) = 0
Π(U) = 1

∀i, ∀Ai ∈ P (U) , Π(
⋃

i=1,...,nAi) = maxi=1,...,nΠ(Ai)
✭❆✳✶✮

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té Π(A) q✉❛♥t✐✜❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A ⊆ U ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✐♥s✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♦♥ ❛ ✿

∀A ∈ P (U) , Π(A) = sup
u∈A

π(u)

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Π(A) = 1✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
max

(

Π(A),Π(Ā)
)

= 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❛✉ ♠♦✐♥s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬✉♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ P❧✉s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬✐❧ s❡ ré❛❧✐s❡ ❡st ❢♦rt❡ ❝✲à✲❞ ∀A1 ⊆ A2 ⇔
Π(A1) ≤ Π(A2)✳

❆✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té N ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s P (U) ❞❡ U ✱ à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

N(∅) = 0
N(U) = 1

∀i, ∀Ai ∈ P (U) , N(
⋂

Ai) = minN(Ai)
✭❆✳✷✮

✶✵✶



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té N(A) q✉❛♥t✐✜❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A ⊆ U ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✐♥s✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ ❛ ✿

∀A ∈ P (U) , N(A) = 1− sup
u/∈A

π(u)

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ N(A) = 1✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✈r❛✐✳ ❙✐ N(A) = 0 ❛❧♦rs ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A
♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ ❞✉ t♦✉t✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
π ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Π(A) ≥ N(A) ♣♦✉r t♦✉t é✈é♥❡♠❡♥t A ✭✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠ê♠❡
s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥✮✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
Π(A) = 1−N(A)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ✿

✕ Π(A) = 0 ❡t N(A) = 0 ❛❧♦rs A ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✕ Π(A) = 1 ❡t N(A) = 0 ❛❧♦rs A ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥✳
✕ Π(A) = 1 ❡t N(A) = 1 ❛❧♦rs A ❡st ❝❡rt❛✐♥

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

N(A) > 0 ⇔ Π(A) = 1 ✭❆✳✸✮

❆✐♥s✐✱ s✐ Π(A) = 0 ❡t N(A) = 1 ❛❧♦rs A ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t A✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r
❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ✿ s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té Π(A) ❡t s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐té N(A)✳

❆✳✸ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❣❛r❛♥t✐❡

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ U à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

∆(∅) = 1
∀i, ∀Ai ∈ P (U) , ∆(

⋃

Ai) = min∆(Ai)
✭❆✳✹✮

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡ à 1✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❛ss✉r❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♣♦ss✐✲
❜✐❧✐té ❬✼✼❪✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♦♥ ❡st sûr
❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✱ ❝✲à✲❞ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❛ été ♦❜s❡r✈é✮✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❡st
r❡❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∀A ⊆ U, ∆(A) = infu∈A π(u) ✭❆✳✺✮

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s str✐❝t❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ∆(A) ≤ Π(A)✱ ♣✉✐sq✉❡ Π
♥✬é✈❛❧✉❡ q✉❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭ ♦✉ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s A
q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✮✱ ♠❛✐s ∆ é✈❛❧✉❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ A s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❆✳✹ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
♣❛s à A ✭❞❛♥s A✮ q✉✐ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ∇ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ U à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s [0, 1]✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∀A ∈ P (U) , ∇(A) = sup
u/∈A

(1− π(u))

✶✵✷



❆✳✹✳ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡

❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s
U q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭∃x ∈ U ;π(x) = 0✮✱ ♦♥ ❛ min(∆(A),∆(A)) = 0 ❡t ∇(A) = 1 ♣✉✐sq✉❡
∆(A) > 0✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ N ≤ ∇✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦rt❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛ ✿

max(Π(A), 1−N(A)) = supu∈U π(u) ✭❆✳✻✮

min(∆(A), 1−∇(A)) = infu∈U π(u) ✭❆✳✼✮

❙✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✻✮ ✈❛✉t 1 ❡t s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ 1−π ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡
❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✼✮ ✈❛✉t 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

max(N(A),∆(A)) ≤ min(Π(A),∇(A)) ✭❆✳✽✮

✶✵✸



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

✶✵✹



❇

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❇✳✶ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

▲✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧❡ s✉❣❣èr❡✱ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛✈❡❝
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡✛❡❝t✐❢✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t à ❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s✳ ▲✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡s ❡st ♣rés❡♥t❡ très tôt ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✶✽✺✱ ✽✺❪✳ ❇r✐❛♥ ❍❛②❡s ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❬✶✶✵❪✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞✉ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ▼✐❡❡❝③②s❧❛✇ ❲❛r♠✉s ❡♥ P♦❧♦❣♥❡✱
❚❡r✉♦ ❙✉♥❛❣❛ ❛✉ ❏❛♣♦♥ ❡t ❘❛♠♦♥ ❊✳ ▼♦♦r❡ ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❛♥s ❬✶✹✹✱ ✶✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ s❡✉❧❡ ❧✬❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ré♣♦♥❞ à ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❡♥t❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭sin, exp, . . .✮ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❝❡t ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥
♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❧❛r❣❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡ rés✉❧✲
t❛t✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠❡♥és ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ s♦✐t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❜✉ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥❞ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞♦♥♥és ❬✶✹✹❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
à n ❛r❣✉♠❡♥ts f(x1, x2, . . . , xn) ❞❡ R

n à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R
m✱ ❡t n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [ai, bi], i ∈ 1, . . . , n✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs y = f(x1, x2, . . . , xn) ❧♦rsq✉❡ ❝❤❛q✉❡ xi ✈❛r✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [ai, bi]✱ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{y/y = f(x), x ∈ ×i[ai, bi]} ✭❇✳✶✮

❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ R
n ❞❛♥s R✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r s❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r ✉♥

♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é ❞❡ R✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✶ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
R✳

❇✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : IRn →
IR

m q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ n✲✉♣❧❡t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥ m✲✉♣❧❡t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

✶✵✺



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❬✶✹✾❪✮ ❙♦✐❡♥t f : Rn → R
m ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t g : IRn → IR
m✳ g ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ f s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✭✐✮ ∀x ∈ R

n, g(x) = f(x)
✭✐✐✮ ∀I ∈ IR

n, {y/y = f(x), x ∈ I} ⊆ g(I)

P❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛✉①
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I ❡st ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ IR

m ❝♦♥t❡♥❛♥t {y/y = f(x), x ∈ I}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❙♦✐❡♥t f : Rn → R
m ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t g : IRn →

IR
m ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ f ✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ g ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ I ∈ IR

n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀Z ∈ IR
m

{y/y = f(x), x ∈ I} ⊆ Z ⊆ g(I) ⇒ Z = g(I)

g ❡st ❞✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t I ∈ IR
n✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷ ✐♥❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ❙♦✐t
f IR ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ f ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉r
✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ I ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r f s✉r I s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♦♥ ❛ ✿
f IR 6= {y/y = f(x), x ∈ I}✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❡✛❡t ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❬✶✺✶❪✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ R
n ❞❛♥s R✱ ❧✬❡✛❡t ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✐s♣❛r❛ît✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ {y/y = f(x), x ∈ I} ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ I ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❡t ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ré❡❧s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ f ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿

f IR(I) = {y/y = f(x), x ∈ I} = [minx∈I f(x),maxx∈I f(x)] ✭❇✳✷✮

❇✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s très s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ▼♦♦r❡ ❬✶✹✻❪ ❞é✜♥✐t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Φ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

φ = {exp(x), ln(x), sin(x), cos(x), tan(x), arccos(x), arcsin(x), arctan(x), abs(x), xn, n
√
x∀x ∈ N

∗}

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] ✿

exp([a, b]) = [exp(a), exp(b)] ✭❇✳✸✮

ln([a, b]) = [ln(a), ln(b)] ✭❇✳✹✮

✶✵✻



❇✳✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❇✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞s +,−,× ❡t ÷ s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

❙♦✐❡♥t A = [a−, a+] ❡t B = [b−, b+] ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s✱ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡
s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A⊕B = [a−, a+]⊕ [b−, b+]

= [a− + b−, a+ + b+] ✭❇✳✺✮

A⊖B = [a−, a+]− [b−, b+]

= [a− − b+, a+ − b−] ✭❇✳✻✮

A⊗B = [a−, a+]⊗ [b−, b+] ✭❇✳✼✮

= [min{a−b−, a−b+, a+b−, a+b+},
max{a−b−, a−b+, a+b−, a+b+}] ✭❇✳✽✮

A⊘B = [a−, a+]⊘ [b−, b+]

= [min{a
−

b−
,
a−

b+
,
a+

b−
,
a+

b+
},max{a

−

b−
,
a−

b+
,
a+

b−
,
a+

b+
}] ✭❇✳✾✮

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r B ∈ IR\[0, 0]✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❝❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❬✶✹✾❪✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ∀A✱ B ❡t C ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
IR ✿

✕ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ✿

(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C) ✭❇✳✶✵✮

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) ✭❇✳✶✶✮

✕ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✿

A⊕B = B ⊕A ✭❇✳✶✷✮

A⊗B = B ⊗A ✭❇✳✶✸✮

✕ Prés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡

A⊕ 0 = A ✭❇✳✶✹✮

A⊗ 1 = A ✭❇✳✶✺✮

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ré❡❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t
♣❛s ❞✬✐♥✈❡rs❡s✱ ♥✐ ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

A⊗ (B ⊕ C) ⊆ (A⊗B)⊕ (A⊗ C) ✭❇✳✶✻✮

A⊖A 6= 0 ✭❇✳✶✼✮

A⊘A 6= 1 ✭❇✳✶✽✮

✶✵✼



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 0] ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, 1]
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R

q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t à ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ B ∈ IR t❡❧ q✉❡ A+B = [0, 0]✳ ❆✐♥s✐
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (IR,⊕) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t (IR,⊕,⊗) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳ ❈❡s ❞❡✉①
str✉❝t✉r❡s ét❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
s♦♥t ✐♥❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

P✉✐sq✉✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥✐♦♥✱ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st
q✉❡ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❝✲à✲❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆♥s✐
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ (∅) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳

A ∩B =

{

[max(a−, b−),min(a+, b+)] s✐ b− < a+

∅ s✐♥♦♥
✭❇✳✶✾✮

A ∪B =

{

[min(a−, b−),max(a+, b+)] s✐ b− < a+

[a−, a+] ∪ [b−, b+] s✐♥♦♥
✭❇✳✷✵✮

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s min ❡t max ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❬✼✷❪✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿

min([a−, a+], [b−, b+]) = [min(a−, b−),min(a+, b+)] ✭❇✳✷✶✮

max([a−, a+], [b−, b+]) = [max(a−, b−),max(a+, b+)] ✭❇✳✷✷✮

❇✳✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

▲✬✐❞é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r
s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼♦♦r❡ ❬✶✹✻❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ❙♦✐❡♥t f : IRn → IR
m ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t f(x1, . . . , xn)

✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ f ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s (+,−,×,÷) ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ φ✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ f ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s
♣❛r ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s g ❞é✜♥✐❡ ♣❛r g(x) = f(x) ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ f ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ f ✳

❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜✲
♥✐té ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t à ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ r❡♥❞❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣ré❝✐s q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❧✬êtr❡✳

❇✳✷✳✹ ❆✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✶✵✽



❇✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s

♠♦②❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✹✻❪✮✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ♦✉
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭✈♦✐r ❬✷❪✮✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡
❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥
❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

❇✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s

▲✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✱ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❬✼✶✱ ✶✶✺❪ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❩❛❞❡❤ ❬✶✽✽❪✱ très ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❬✶✽✼❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉✲
t❡✉rs ♦♥t ❡ss❛②é ❞✬ét❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❞é
s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s α✲❝♦✉♣❡s ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s ❝♦♥s✐❞érés✳ ◆❣✉②❡♥ ❬✶✹✽❪ ❛ ♠♦♥tré s♦✉s ❞✐✈❡rs❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ✢♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉① α✲❝♦✉♣❡s ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✢♦✉s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉♦♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪✱ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳❬✶✽✹❪✱ ❆♥✐❧❡ ❬✸❪✱ ❍❛♥ss ❬✶✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡s
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬α✲❝♦✉♣❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ ❬✶✵✾❪ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t✱
r❡❝♦♥st✐t✉é à ♣❛rt✐r ❞❡s α✲❝♦✉♣❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①❛❝t❡✳
❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ♣❛r❛♠étrés
L − R ❬✼✶❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ♣♦s✐t✐❢s ❬✽✻❪✳ P❧✉s
ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❋♦rt✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❣r❛❞✉❡❧ ❬✻✽✱ ✽✾✱ ✾✶❪✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❜♦r♥❡s ✢♦✉❡s
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ré❡❧s✳ ▲❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉①
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ M̃ ❞és✐❣♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡ ré❡❧s✱ ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ [M̃ ]α = {x|µM̃ (x) ≥ α} ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ M̃ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [m−
1 ,m

+
1 ]

✕ µM̃ ❡st ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r (−∞,m−
1 ]

✕ µM̃ ❡st ♥♦♥✲❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [m+
1 ,+∞)

❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♥♦♥ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❩❛✲
❞❡❤ ❬✶✽✽❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s M̃ ❡t Ñ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿

µf(M̃,Ñ)(z) = sup
(x,y)|z=f(x,y)

min(µM̃ (x), µÑ (y)) ✭❇✳✷✸✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ µf(M̃,Ñ)(.) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉① α✲❝♦✉♣❡s ❬✶✹✽❪ ✿

[f(M̃, Ñ)]α = f([M̃ ]α, [Ñ ]α) ✭❇✳✷✹✮

= {f(x, y)|x ∈ [M̃ ]α, y ∈ [Ñ ]α} ✭❇✳✷✺✮

✶✵✾



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s✱ ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✱ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❋♦rt✐♥ ❬✽✾❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❣r❛❞✉❡❧✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✢♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❣r❛❞✉❡❧s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❣r❛❞✉❡❧s✳

❇✳✹ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❇❛❛s ❡t ❑✇❛❦❡r♥❛❛❦ ❬✶✻❪ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✱ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t✴♦✉ ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❛♥t êtr❡ ❡♥t❛❝❤és ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ r✐sq✉❡s✱ ❡t❝✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

fwa(ω1, ω2, . . . , ωn, x1, x2, . . . , xn) =
ω1x1 + ω2x2 + . . .+ ωnxn

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
✭❇✳✷✻✮

♦ù (x1, x2, . . . , xn) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ωi ❧❡s
♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s ❛✛❡❝tés ❛✉① ❝r✐tèr❡s xi✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ fwa(.) ❡st R+n×R

n ✭∀i ∈ {1, . . . , n}, ωi ∈
R
+ ❡t xi ∈ R✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❇✳✹ ✿

✶✳ ❙✐ ωi ❡t xi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣ré❝✐s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ fwa ❡st ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣ré❝✐s ❡t ❝✬❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✷✳ ❙✐ ωi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t xi s♦♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱
❝✲à✲❞ xi ∈ [ai, bi] ♦ù ❧❡s ❜♦r♥❡s ai ❡t bi s♦♥t ♣ré❝✐s❡s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ fwa ❡st
✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮ ❡t fwa ∈ [fwaL, fwaU ] ♦ù
fwaL ❡t fwaU s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❛♥s s♦♥ ♥✉♠ér❛t❡✉r✳

✸✳ ❙✐ xi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣ré❝✐s ❡t ωi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
♥♦♠❜r❡s✱ ❝✲à✲❞ ωi ∈ [ci, di] ♦ù ❧❡s ❜♦r♥❡s ci ❡t di s♦♥t ♣ré❝✐s❡s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s fwa ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s fwaL ❡t fwaU ❞❡ fwa✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✾✵✱ ✶✶✹✱ ✶✸✸✱ ✻✺❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs tr❛✈❛✉① ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ❞❡
fwaL ❡t fwaU ✳

✹✳ ❙✐ xi ∈ [ai, bi] ❡t ωi ∈ [ci, di] ♦ù ai, bi, ci ❡t di s♦♥t ♣ré❝✐s ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ✧❝❡♥tr♦ï❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ ✷✧
✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ t②♣❡✲✷ ❢✉③③② s❡ts✮ ❬✶✶✹✱ ✶✸✸❪✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱
fwa ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r fwaL ❡t fwaU ✳

✺✳ ❙✐ xi ❡t ωi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✱ fwa ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉✳ ❈❡ ❝❛s
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ✭✈♦✐r ❬✶✷✾✱ ✶✶✹✱ ✶✸✸✱
✻✺✱ ✹✸❪✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
fwa ❡♥ ❝✐t❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t
✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

✶✶✵



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❇✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ✭❱❋❲❆ ✿❱❡rt❡① ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

✱ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
22n ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ 2n ✈❛r✐❛❜❧❡s (x1, . . . , xn, ω1, . . . , ωn) ❛✈❡❝ xi = ai ♦✉ bi ❡t ωi = ci
♦✉ di✱ i = 1, . . . , n✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st [mink{fwak},maxk{fwak}]✳ ▲❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ s❡ rés✉♠❡ ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r m α✲❝♦✉♣❡s ♦ù αj ∈ [0, 1]✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r αj ✭j = 1, . . . ,m)✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [ai, bi] ❡t [ci, di]✱ i = 1, . . . , n✳

✸✳ ❈♦♥str✉✐r❡ 22n ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (x1, . . . , xn, ω1, . . . , ωn) ♦ù xi = ai ♦✉ bi✱ ❡t ωi = ci
♦✉ di✱ i = 1, . . . , n

✹✳ ❈❛❧❝✉❧❡r fwak = f(xk1, xk1, . . . , xk1, ωk1, . . . , ωk1) ♦ù (xk1, xk1, . . . , xk1, ωk1, . . . , ωk1) ❡st ❧❛
kè♠❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s 22n✱ k = 1, 2, . . . , 2n✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
[mink fwak,maxk fwak]

✺✳ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s ✭✷✮✭✸✮✭✹✮ ♣♦✉r t♦✉t αj ✱ j = 1, 2, . . . ,m

❱❋❲❆ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ 22n ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①✐❣❡ 22n ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
α✲❝♦✉♣❡✱ ❞♦♥❝ m22n ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
♣r❛t✐q✉❡s✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣❡✉ é❧❡✈é✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ✭■❋❲❆ ✿■♠♣r♦✈❡❞ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ❬✶✸✷❪ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s fwaU ❡t fwaL✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s xi ♣❛r ai ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t bi ♣♦✉r
❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✿

fwaU (ω1, . . . , ωn) =

∑n
i=1 ωibi

∑n
i=1 ωi

✭❇✳✷✼✮

fwaL(ω1, . . . , ωn) =

∑n
i=1 ωiai

∑n
i=1 ωi

✭❇✳✷✽✮

▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa ❡st [mink fwaLk
,maxk fwaUk

] ♦ù k ❡st ❧❛ kè♠❡

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ 2n✱ k = 1, . . . , 2n✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st L = min fwaL ❡t ❧❛
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st U = max fwaU ✳

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r L = fL(c1, . . . , cn) ❡t U = fU (c1, . . . , cn)✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s I ❡t
J t❡❧s q✉❡ I = {i, |ai < L, i = 1, . . . , n} ❡t J = {j, |bj > U, j = 1, . . . , n} ❡t RL = RU = ∅✳

✷✳ ❙✐ I = ∅✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ fwaL ❡st L ❡t ❛rrêt❡r ❧✬ét❛♣❡ 2✳ ❙✐♥♦♥✱ ωi ♣r❡♥❞ ❧❛
✈❛❧❡✉r di ♣♦✉r i ∈ RL ❡t ci ♣♦✉r i /∈ RL

✕ ❉ét❡r♠✐♥❡r li = fwaL(ω1, . . . , ωi−1, di, ωi+1, . . . , ωn) ♣♦✉r i ∈ I
✕ L = lm = mini∈I li✱ ❛❥♦✉t❡r m à RL ❡t r❡t✐r❡r m ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I ❀ ❝♦♥s✐❞ér❡r T = {i|ai >
L, i ∈ I}✳

✕ ❘❡t✐r❡r i ❞❡ I ♦ù i ❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ✳ ❙✐ I 6= ∅ ❛❧♦rs ré♣ét❡r ❧✬ét❛♣❡ 1 s✐♥♦♥ ❛rrêt❡r ❧✬ét❛♣❡
1 ❡t min fwaL = L

✸✳ ❙✐ J = ∅ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ fwaU ❡st U ❡t ❛rrêt❡r ❧✬ét❛♣❡ 3✳ ❙✐♥♦♥✱ wi ♣r❡♥❞ ❧❛
✈❛❧❡✉r di ♣♦✉r i ∈ RU ❡t ci ♣♦✉r i /∈ RU

✕ ❉ét❡r♠✐♥❡r uj = fwaU (ω1, . . . , ωj−1, dj , ωj+1, . . . , ωn) ♣♦✉r j ∈ J

✶✶✶



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✕ U = um = mini∈I ui✱ ❛❥♦✉t❡r m à RU ❡t r❡t✐r❡r m ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ❀ ❝♦♥s✐❞ér❡r T =
{i|ai > L, i ∈ I}✳

✕ ❘❡t✐r❡r j ❞❡ J ♦ù j ❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ✳ ❙✐ J 6= ∅ ❛❧♦rs ré♣ét❡r ❧✬ét❛♣❡ 1 s✐♥♦♥ ❛rrêt❡r ❡t
max fwaU = U

✹✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ α✲❝♦✉♣❡ ❡st [L,U ]✳

✺✳ ❘é♣ét❡r (2)(3)(4) ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs α✲❝♦✉♣❡s✳

▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❋❲❆ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❡♥ ✉♥
♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ 2+n(n+1) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ m(2+n(n+1)) ✐tér❛t✐♦♥s ❛✉
t♦t❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋❲❆ ❡①✐❣❡ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ 2n(n− 1) ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❋❲❆ ❞❡ ▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ♥✬❡①✐❣❡ q✉✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱
2 ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ✭P❋❲❆ ✿ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ❬✶✸✷❪✱ q✉✐ ❢♦r♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋❲❆✳ ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s max✲min ❡st
♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ αj ✱ j = 1, . . . ,m ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a1 t❡❧ q✉❡ a1 ≥ ai ❡t b1 t❡❧ q✉❡ b1 ≥ bi ❡t ❧❡s ♣❧✉s
♣❡t✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an t❡❧ q✉❡ an ≤ ai ❡t bn t❡❧ q✉❡ bn ≤ bi✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n

✷✳ P♦✉r min{fwaL}✱ ❝❤♦✐s✐r c1 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ a1 ❡t dn q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐❞s
❞❡ an✳ P♦✉r max{fwaU}✱ ❝❤♦✐s✐r d1 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ b1 ❡t cn ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
bn

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t b′✮ ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ω′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ω′✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ min{fwaL} ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t max{fwaU}✮

a′ =
a1c1 + andn
c1 + dn

ω′ = c1 + dn c′ = d′ = ω′

b′ =
b1d1 + bncn
d1 + cn

ω′ = d1 + cn c′ = d′ = ω′

✹✳ ➱❧✐♠✐♥❡r a1, an, c1, dn✱ ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r a′ ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s ω′✳ ➱❧✐♠✐♥❡r b1, bn, d1, cn ❡t ❧❡s
r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r b′ ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s ω′✳

✺✳ ❘é♣ét❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ n−1 ❢♦✐s✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ rés✉❧t❛♥t [a′, b′] ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❡
αj ✳

✻✳ ❘é♣ét❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t P❛r❦✳ ✭❊❋❲❆ ✿ ❊✣❝✐❡♥t ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

▲❡❡ ❡t P❛r❦ ❬✶✷✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s min{fwaL} ❡t max{fwaL}✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❛✉té
❞❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣❡r ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❡t bi ❡♥ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s

✶✶✷



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♥♦♠♠é❡s {ai} ❡t {bi}✳ P♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ S = (e1, . . . , en)✱ ❧❡s ❞❡✉① s❡✉✐❧s s♦♥t
❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

δSi
=

(a1 − ai)e1 + . . .+ (an − ai)en
e1 + . . .+ en

✭❇✳✷✾✮

ξSi
=

(b1 − bi)e1 + . . .+ (bn − bi)en
e1 + . . .+ en

✭❇✳✸✵✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st rés✉♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❘❛♥❣❡r ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai✳ ◆♦♠♠❡r (a1, a2, . . . , an) ❧❛ séq✉❡♥❝❡ rés✉❧✲
t❛♥t❡✳

✷✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s❡✉✐❧ δ = (premier+dernier)
2 ♦ù premier = 1 ❡t dernier = n✳ Pr❡♥❞r❡ ei = di

♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , δ ❡t ei = ci ♣♦✉r i = δ+1, . . . , n✳ P♦✉r ❧❡s n✲✉♣❧❡ts S = (e1, e2, . . . , en)✱
é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs δSδ

❡t δSδ+1

✸✳ ❙✐ δSδ
> 0 ❡t δSδ+1

≤ 0✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st fwaL(e1, e2, . . . , en)
❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✹✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡①é❝✉t❡r ❧✬ét❛♣❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ δSδ

> 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛✉t δ+1 ❀ s✐♥♦♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
✈❛✉t δ ❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✷✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✹✳ ❖r❞♦♥♥❡r ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi✳ ◆♦♠♠❡r (b1, b2, . . . , bn) ❧❛ séq✉❡♥❝❡ rés✉❧✲
t❛♥t❡✳

✺✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ξ = (premier+dernier)
2 ♦ù premier = 1 ❡t dernier = n✳ P♦✉r i = 1, . . . , ξ✱

♣♦s❡r ei = ci ❡t ♣♦✉r i = ξ +1, . . . , n✱ ♣♦s❡r ei = di✳ P♦✉r ❧❡s n✲✉♣❧❡ts S′ = (e1, e2, . . . , en)✱
é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ξS′

ξ
❡t ξS′

ξ+1
✳

✻✳ ❙✐ ξS′

ξ
> 0 ❡t ξS′

ξ1
+ ≤ 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa ✈❛✉t fwaU (e1, e2, . . . , en)

❡t ❛rrêt❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ s✐♥♦♥ ♣❛ss❡r à ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
✕ ξS′

ξ+1
> 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛✉t ξ + 1 ❀ s✐♥♦♥ ❧❡

❞❡r♥✐❡r ✈❛✉t ξ ❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✺✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❋❲❆ ❡st (2n log n) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡✱ ❝✲à✲❞ 2mn log n
❛✉ t♦t❛❧ ♣♦✉rm α✲❝♦✉♣❡s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ■❋❲❆ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❱❋❲❆✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊❋❲❆ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❋❲❆✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ✭▲P❋❲❆ ✿ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

●✉❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✻❪ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s fwaL ❡t fwaU s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ✿

min fwaL =
ω1a1 + ω2a2 + . . .+ ωnan

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
✭❇✳✸✶✮

max fwaU =
ω1b1 + ω2b2 + . . .+ ωnbn

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
✭❇✳✸✷✮

♦ù ci ≤ ωi ≤ di ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✳❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❇✳✸✷ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✲
❞✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❇✳✸✸✱ ♦ù p ❡t q s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ x ∈ R

n✱ A ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ m× n ❡t b ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m✱ fwa ❡st ♥♦té❡ f ✳

✶✶✸



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

min
px

qx
✭❇✳✸✸✮

t❡❧ q✉❡ Ax ≤ b

x ≥ 0

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ qx 6= 0 ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

z =
1

qx
zx = f

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

min pf ✭❇✳✸✹✮

t❡❧ q✉❡ Af ≤ bz

qf = 1

f ≥ 0 ✭❇✳✸✺✮

z ≥ 0

▲❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t rés♦❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ▲✐♥❞♦ ✶✼✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P❋❲❆ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❋❲❆✱ ♥♦✉s ♥❡ tr♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑✉♦✲P✐♥❣ ❈❤✐❛♦ ✭❉❋❲❆ ✿ ❉✐r❡❝t ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

❑✉♦✲P✐♥❣ ❈❤✐❛♦ ❬✹✼❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡s s❡✉✐❧s δ ❡t ξ ❞é✜♥✐s ♣❛r ▲❡❡ ❛♥❞ P❛r❦ ❬✶✷✾❪ ❡t tr♦✉✈é
q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t P❛r❦ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(n log n)✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡ ❡st ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① s❡✉✐❧s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❑✉♦✲P✐♥❣ ❈❤✐❛♦
✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s τ ❡t σ ♦ù τ(i) = δi(vi) ❡t σ(i) = ξi(ui)✳ vi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ui✮ r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ S ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t S′✮ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡❡ ❡t P❛r❦ ❬✶✷✾❪✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♣❛r
[ci, di] ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ai ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦r❞♦♥♥❡r bi ❡t r❡♥♦♠♠❡r
❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ bi ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✮✳

✷✳ P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r τ(i) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t σ(i) ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✮

✸✳ P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ i t❡❧ q✉❡ τ(i) > 0 ❡t τ(i+1) ≤ 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
σ(i) > 0 ❡t σ(i+ 1) ≤ 0✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① s❡✉✐❧s δ ❡t ξ ♣r♦♣♦sés
♣❛r ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✾❪✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ min{fwaL} = fwaL(vi) ❡t max{fwaU} = fwaU (ui)✳

✹✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ ❡st [min{fwaL},max{fwaU}]✳
✺✳ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s (2) ❥✉sq✉✬à (4) ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳

✶✼✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❧✐♥❞♦✳❝♦♠✴

✶✶✹



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❛♦ ❡t ▲✐✉ ✭PP❋❲❆ ✿ P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞

❆✈❡r❛❣❡✮

❑❛♦ ❡t ▲✐✉ ❬✶✶✸❪ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✻❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✳ ■❧s ♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡ss❛②é ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s
♣❛r❛♠étrés✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❑❛♦ ❡t ▲✐✉ ❬✶✶✸❪ ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r xi✱ wi✱ ai✱ bi✱ ci ❡t di ♣❛r x̃i✱ w̃i✱ (xi)

L
α✱

(xi)
U
α ✱ (wi)

L
α ❡t (wi)

U
α r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬α✲❝♦✉♣❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿















min fwa =
∑n

i=1wixi/
∑n

i=1wi

t.q.
(Wi)

L
α ≤ wi ≤ (Wi)

U
α , i = 1, . . . , n

(Xi)
L
α ≤ xi ≤ (Xi)

U
α , i = 1, . . . , n















max fwa =
∑n

i=1wixi/
∑n

i=1wi

t.q.
(Wi)

L
α ≤ wi ≤ (Wi)

U
α , i = 1, . . . , n

(Xi)
L
α ≤ xi ≤ (Xi)

U
α , i = 1, . . . , n

❖ù (.)Lα ❡t (.)Uα r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ●✉❤
❡t ❛❧✳ ❬✶✽✻❪✱ ❝❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ❞❡✉① s②stè♠❡s ♣❛r❛♠étrés ♣❛r α q✉✐ s♦♥t
rés♦❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▲✐♥❞♦ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ α✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●✉✉ ✭▼❋❲❆ ✿ ▼❡❞✐❛♥ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

●✉✉ ❬✶✵✻❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●✉✉ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❬✶✽✻❪ ❡t ❬✶✶✸❪✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡
▲✐♥❞♦ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ α✲❝♦✉♣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ fwa s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs minωi∈[ci,di] fwaL(ω1, . . . , ωn)
❡t maxωi∈[ci,di] fwaU (ω1, . . . , ωn)✳ fwaL ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥
[c1, d1]× . . .× [cn, dn]✱ ❡t fwaU ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ωi ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s r❡st❡♥t ✈r❛✐❡s ✿

✕ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

min
ω∗

i ∈{0,1}

∑n
i=1 aici +

∑n
i=1 ai(di − ci)ω

∗
i

∑n
i=1 ci +

∑n
i=1(di − ci)ω∗

i

✭❇✳✸✻✮

✕ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

min
ω∗

i ∈{0,1}

∑n
i=1(−bi)ci +

∑n
i=1(−bi)(di − ci)ω

∗
i

∑n
i=1 ci +

∑n
i=1(di − ci)ω∗

i

✭❇✳✸✼✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✷✮ ❡st rés♦❧✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍❛♥s❡♥ ❬✶✵✽❪ ❡t rés✉♠é ♣❛r
❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✶✺



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✕ ❈♦♥s✐❞ér❡r ā =
∑n

i=1 aici ❡t b̄ =
∑n

i=1 ci✳ J0 = {1, 2, . . . , n}✱ J = {j ∈ J0|aj < ā
b̄
}✱ ❡t

ω∗ = 0 ∀j ∈ J0\J ✳
✕ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ✿ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ k t❡❧ q✉❡ ak ❡st ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ {aj |j ∈ J}✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❡♥s✉✐t❡ J1 = {j ∈ J |aj ≤ ak}✱ J2 = {j ∈ J |aj ≥ ak} ❡t
J3 = {j ∈ J |aj > ak}✳

✕ ❈❛❧❝✉❧❡r ā′ = ā +
∑

j∈J1
aj(dj − cj)✱ b̄′ = b̄ +

∑

j∈J1
(dj − cj) ❡t λ = ā′

b̄′
✳ ❙✐ λ < ak ❛❧❧❡r à

❧✬ét❛♣❡ 4✳ ❙✐ J3 6= ∅✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r at = min aj , j ∈ J3✱ ❛❧♦rs s✐ λ > at ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ 5✳ ❙✐♥♦♥✱
❝♦♥s✐❞ér❡r λ∗ = λ ❡t ω∗

j = 1 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J3 ❡t ❛rrêt❡r✳
✕ ❈♦♥s✐❞ér❡r ω∗

j = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J2✳ J = J\J2 ❡t r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ 2✳
✕ ❈♦♥s✐❞ér❡r ω∗

j = 1 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J1✳ J = J\J1✱ ā = ā′✱ b̄ = b̄′ ❡t r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ 2✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭❆❋❲❆ ✿ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✮

P❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐s ❝✐✲❛♣rès✱ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ ♦♥t
♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❊❋❲❆ ❬✶✷✾❪ ❡t ▼❋❲❆ ❬✶✵✻❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ α✲❝♦✉♣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ l0 ❡t ρ0 t❡❧s q✉❡ l0 = fwaL(c1, . . . , cn) ❡t ρ0 = fwaU (c1, . . . , cn)
♦ù fwaL ❡t fwaU s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❋❲❆ ❬✶✸✷❪✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❡t bi r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r I0 = {i|ai < l0} ❡t
J0 = {i|bi > ρ0} ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❡t p = q = 1✳ l0 ❡t ρ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ L ❡t
U ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❋❲❆✳

✷✳ ❛✮ P♦✉r min{fwaL}
✕ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ lp = fwaL(ω1, . . . , ωn) ♦ù ωi = di ♣♦✉r i ∈ Ip−1 ❡t
ωi = ci ♣♦✉r i /∈ Ip−1

✕ t❡st ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r Ip = {i ∈ Ip−1|ai < lp} ❡t ∆Ip = Ip−1\Ip✳ ❙✐ ∆Ip = ∅✱
❛❧♦rs min{fwaL} = lp ❡t ♣❛ss❡r à ❧✬ét❛♣❡ 2.2)✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r p = p + 1 ❡t
r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ 2.1)✳

❜✮ P♦✉r max{fwaU}
✕ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ρp = fwaU (ω1, . . . , ωn) ♦ù ωi = di ♣♦✉r i ∈ Jq−1 ❡t
ωi = ci ♣♦✉r i /∈ Jq−1

✕ t❡st ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r Jq = {i ∈ Jq−1|bi > ρq} ❡t∆Jq = Jq−1\Jq✳ ❙✐∆Jq = ∅✱
❛❧♦rs max{fwaU} = ρq ❡t ❛rrêt❡r ❧✬ét❛♣❡ 2✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r q = q−1 ❡t r❡t♦✉r♥❡r
à ❧✬ét❛♣❡ 2.1)✳

✸✳ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s (1) ❡t (2) ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs α✲❝♦✉♣❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ fwa(.) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s xi✳ ❉❡
♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts xi s♦♥t ♦r❞♦♥♥és t❡❧s q✉❡ ∀j < i, xj ≤ xi✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ [1, n − 1]
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ k✱ fwa(.) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ωi✱
❡t ♣♦✉r t♦✉t i > k✱ fwa(.) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ωi✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✾✵❪✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

min{fwaL} = min
i=1,...,n

[

∑i
j=1 dixj +

∑n
j=i+1 cixj

∑i
j=1 di +

∑n
j=i+1 ci

]

✭❇✳✸✽✮

✶✶✻



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

max{fwaU} = max
i=1,...,n

[

∑i
j=1 cixj +

∑n
j=i+1 dixj

∑i
j=1 ci +

∑n
j=i+1 di

]

✭❇✳✸✾✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ♦ù ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts xi s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❑❛r♥✐❦✲▼❡♥❞❡❧ ✭❑▼❋❲❆ ✿ ❑❛r♥✐❦ ▼❡♥❞❡❧ ❋✉③③② ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡✲

r❛❣❡✮

❑❛r♥✐❦ ❡t ▼❡♥❞❡❧ ❬✶✶✹✱ ✶✸✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▼❋❲❆ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡
fwa✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❲✉ ❡t ▼❡♥❞❡❧ ❬✻✺❪ ♦♥t ét❡♥❞✉ ❑▼❋❲❆ ❡♥ ❊❑▼❋❲❆✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❑▼❋❲❆ ❡t
❊❑▼❋❲❆ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧s s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❑▼❋❲❆ ♣✉✐s ❊❑▼❋❲❆ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡✳

❆✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▼❋❲❆
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✷✵✵✶ ♣❛r ❑❛r♥✐❦ ❡t ▼❡♥❞❡❧✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✳

✵✮ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡
∑n

i=1 ωixi
∑n

i=1 ωi
✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts xi

s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t (b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn)
❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s♦♥ ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✶✮ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ωi ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ωi =
ci+di

2

✷✳ ωi = ci ♣♦✉r i ≤
⌊

n+1
2

⌋

❡t ωi = di ♣♦✉r i >
⌊

n+1
2

⌋

♦ù
⌊

n+1
2

⌋

❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥t✐❡r
♣❧✉s ♣❡t✐t ♦✉ é❣❛❧ à n+1

2 ✳

❈❛❧❝✉❧❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f ′max =

∑n
i=1 ωibi

∑n
i=1 ωi

✷✮ ❈❤❡r❝❤❡r k ∈ 1, . . . , n− 1✱ t❡❧ q✉❡ bk ≤ f ′max ≤ bk+1

✸✮ Pr❡♥❞r❡ ωi = ci ♣♦✉r i ≤ k ❡t ωi = di ♣♦✉r i ≥ k + 1 ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r f ′′max ❛✈❡❝

f
′′

max =

∑k
i=1 bici +

∑n
i=k+1 bidi

∑k
i=1 ci +

∑n
i=k+1 di

✹✮ ❚❡st❡r s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs f ′max ❡t f ′′max s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ❙✐ ❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❛rrêt❡r ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❛✉t f ′max✱ s✐♥♦♥ ♣❛ss❡r à ❧✬ét❛♣❡ 5✳

✺✮ Pr❡♥❞r❡ f ′max = f ′′max ❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ 2✳

P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t bi ♣❛r ai ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▼❋❲❆ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ α✲
❝♦✉♣❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r α✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs ❜♦r♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s
♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✈❛❧❡✉r ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa✳

✶✶✼



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❇✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❑▼❋❲❆
❲✉ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✻✺❪ ♦♥t ét❡♥❞✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❛r♥✐❦ ❡t ▼❡♥❞❡❧ ❬✶✶✹❪ ❡t ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡
❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❑▼❋❲❆ ❡st 40% ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▼❋❲❆✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❥à ❝✐tés✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s
q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa ❡t ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡✳

✶✮ ❖r❞♦♥♥❡r ❡t r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t t❡❧s q✉❡
b1 ≤ b2 ≤ . . . bn✱ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s r❡s♣❡❝t✐❢s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
♦❜t❡♥✉❡✳

✷✮ Pr❡♥❞r❡ k = n
1.7 ✭❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❡♥t✐❡r✮ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ A✱ B ❡t Ymax ❞♦♥♥é❡s

♣❛r

A =
k

∑

i=1

bici +
n
∑

i=k+1

bidi

B =
k

∑

i=1

ci +
n
∑

i=k+1

di

Ymax =
A

B

✸✮ ❈❤❡r❝❤❡r k′ ∈ {1, . . . , n− 1} t❡❧ q✉❡ b′k ≤ Ymax ≤ bk′+1

✹✮ ❚❡st❡r s✐ k ❡t k′ s♦♥t é❣❛✉①✳ ❙✐ ♦✉✐ ❛rrêt❡r ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st é❣❛❧❡ à Ymax = A
B ✳

❙✐♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✺✮ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s✐❣♥❡ s ♦ù s = signe(k′ − k) ❡t

A′ = A− s

max(k,k′)
∑

i=min(k,k′)+1

bi(di − ci)

B′ = B − s

max(k,k′)
∑

i=min(k,k′)+1

(di − ci)

Y ′
max =

A′

B′

✻✮ Pr❡♥❞r❡ Ymax = Y ′
max✱ A = A′✱ B = B′ ❡t k = k′ ❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ 3✳

P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bi ♣❛r ai ❡t ci ♣❛r di ❞❛♥s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ A ❡t B✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r k = n

2.4 ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ A′✱ B′ ❡t Y ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

A′ = A+ s

max(k,k′)
∑

i=min(k,k′)+1

ai(di − ci)

B′ = B + s

max(k,k′)
∑

i=min(k,k′)+1

(di − ci)

Y ′
min =

A′

B′

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s s✉✐t❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ fwa ❬✻✺❪✳

✶✶✽



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❇✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa✳

✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝r✐tèr❡s Ai ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞sWi s♦♥t ❡①♣r✐♠és
♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s s✉✐✈❛♥ts ✿

µA1
(x1) =

{

x1 s✐ x1 ∈ [0, 1]

2− x1 s✐ x1 ∈ [1, 2]
µA1

(w1) =

{

w1/3 s✐ w1 ∈ [0, 0.3]

(0.9− w1)/0.6 s✐ w1 ∈ [0.3, 0.9]

µA2
(x2) =

{

x2 − 2 s✐ x2 ∈ [2, 3]

4− x2 s✐ x2 ∈ [3, 4]
µA2

(w2) =

{

(w2 − 0.4)/0.3 s✐ w2 ∈ [0, 0.7]

(1− x2)/0.3 s✐ w2 ∈ [0.7, 1]

µA3
(x3) =

{

x3 − 4 s✐ x3 ∈ [4, 5]

6− x3 s✐ x3 ∈ [5, 6]
µA3

(w3) =

{

(w3 − 0.6)/0.2 s✐ w3 ∈ [0.6, 0.8]

(1− w3)/0.2 s✐ w3 ∈ [0.8, 1]

❙✐ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r Ai ❡t Wi r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✱ ♣♦✉r i = {1, 2, 3}✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ A1α = [α, 2−α], A2α = [2+α, 4−α], A3α =
[4+α, 6−α],W1α = [0.3α, 0.9− 0.6α],W2α = [0.4+0.3α, 1− 0.3α],W3α = [0.6+0.2α, 1− 0.2α]✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦✉♣❡ α = 0.5✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

i = 1 i = 2 i = 3
❝r✐tèr❡ i [0.5, 1.5] [2.5, 3.5] [4.5, 5.5]
♣♦✐❞s i [0.15, 0.6] [0.55, 0.85] [0.7, 0.9]

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋❲❆

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 26 ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ (x1, x2, x3, ω1, ω2, ω3)✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (0.5, 2.5, 4.5, 0.15, 0.55, 0.85) q✉✐ ❞♦♥♥❡ fwa = 3.28✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r fwaL ❡t fwaU ✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ rés✉❧t❛♥t ét❛♥t
❛❧♦rs [2.59, 4.44]✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❋❲❆

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉ ❡t ❲♦♥❣✱ ♦♥ ❛ ✿

fwaL =
0.5ω1 + 2.5ω2 + 4.5ω3

ω1 + ω2 + ω3

❡t ✭❇✳✹✵✮

fwaU =
1.5ω1 + 3.5ω2 + 5.5ω3

ω1 + ω2 + ω3
✭❇✳✹✶✮

❉✬♦ù✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✶✳ P✉✐sq✉❡ (c1, c2, c3) = (0.15, 0.55, 0.7) ❛❧♦rs L = fwaL(c1, c2, c3) = fwaL(0.15, 0.55, 0.7) =
4.6/1.4 = 3.2857 ❡t U = fwaU (c1, c2, c3) = fwaU (0.15, 0.55, 0.7) = 6/1.4 = 4.2857

✷✳ I = {1, 2} 6= ∅✱ J = {3} 6= ∅✱ RL = RU = ∅ ❞♦♥❝ w1 = c1, w2 = c2, w3 = c3
✕ L1 = fwaL(0.6, 0.55, 0.7) = 4.825/1.85 = 2.6081 ❡t L2 = fwaL(0.15, 0.85, 0.7) =
5.35/1.7 = 3.1471

✶✶✾



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✕ L = min{L1, L2} = L1 ❛❧♦rs m = 1 ❡t RL = {1}✱ I = {2} ❡t T = ∅
✕ I = {2} 6= ∅✱ ré♣ét❡r (2)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s l2 = fwaL(0.6, 0.85, 0.7) = 5.575/2.15 = 2.59✱ ❛❧♦rs
L = l2 ⇒ m = 2✱ RL = {1, 2}✱ I = ∅✱ ❡t T = ∅✳ ◆♦✉s ❛rrêt♦♥s ❧✬ét❛♣❡ (2) ❡t ♦❜t❡♥♦♥s
L = 2.59

✸✳ J = {3} 6= ∅, U = 6/1.4, RU = ∅✱ ❞♦♥❝ wi = ci ❢♦r i = 1, . . . , 3

✕ u3 = fwaU (0.15, 0.55, 0.9) = 7.1/1.6 = 4.44
✕ U = max{4.44} = 4.44✱ ❝✲à✲❞ m = 3✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t RU = {3}✱ J = ∅✱ ❡t T = ∅✳ ◆♦✉s

❛rrêt♦♥s ❧✬ét❛♣❡ (3) ❡t U = 4.44✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r α = 0.5 ❡st [2.59, 4.44]✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❋❲❆

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

❇♦✉❝❧❡ ✶ ✿ P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✮

✶✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❡st 0.5 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1.5✮ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✈❛❧❡✉r ❡st 4.5 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 5.5✮

✷✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t c1 = 0.6 ❡t dn = 0.7

✸✳ a′ = 2.65 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t b′ = 4.929✮ ❡t c′ = d′ = w′ = 1.3 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t c′ = d′ =
w′ = 1.05✮

✹✳ ❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 0.5 ❡t 4.5 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1.5 ❡t 5.5✮✱ ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥ts [0.15, 0.6] ❡t [0.7, 0.9] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [0.15, 0.6] ❡t [0.7, 0.9]✮✱ ❡t ♦♥ ❧❡s
r❡♠♣❧❛❝❡ ♣❛r a′ = 2.65 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t b′ = 4.929✮ ❡t c′ = d′ = 1.3 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
c′ = d′ = 1.05✮

❇♦✉❝❧❡ ✷ ✿ P♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwa ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✮

✶✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❡st 2.5 ❡t 2.65 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 3.5 ❡t 4.929✮

✷✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t c1 = 0.85 ❡t dn = 1.3

✸✳ a′ = 2.59 ❡t c′ = d′ = w′ = 2.15 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t b′ = 4.44 ❡t c′ = d′ = w′ = 1.6✮

✹✳ ➱❧✐♠✐♥♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 2.5 ❡t 2.65 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 3.5 ❡t 4.929✮ ❡t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥ts [0.55, 0.85] ❡t [1.3, 1.3] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [0.55, 0.85] ❡t [1.05, 1.05]✮ ❀ ❡♥s✉✐t❡
❝♦♥s✐❞ér♦♥s a′ = 2.59 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t b′ = 4.44✮ ❡t c′ = d′ = 2.15 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
c′ = d′ = 1.6✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r α = 0.5✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s fwa ∈ [2.59, 4.44]✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❋❲❆

✶✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ fwa ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t bi ♣♦✉r ❧❛
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✮✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st (a1, a2, a3) = (0.5, 2.5, 4.5) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
(b1, b2, b3) = (1.5, 3.5, 5.5)✮✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s premier = 1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t premier = 1✮✱ ❡t
dernier = 3 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t dernier = 3✮✳

✷✳ δ = 2 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ξ = 2✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s δS2
= 0.093 ❡t δS3

= −1.907 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
ξS2

= 0.938 ❡t ξS3
= −1.063✮✳

✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s δS2
> 0 ❡t δS3

< 0✱ ❛❧♦rs L = fwaL(d1, d2, c3) = 2.59✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ξS′

2
> 0 ❡t ξS′

3
< 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ U = fwaU (c1, c2, d3) =

4.44✳

▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡ fwa ❡st ❞♦♥❝ [2.59, 4.44] ♣♦✉r α = 0.5✳

✶✷✵



❇✳✹✳ ▼♦②❡♥♥❡ ✢♦✉❡ ♣♦♥❞éré❡

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P❋❲❆

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P❋❲❆ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t fi = ωiz ✭fwa = f✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿































min 0.5f1 + 2.5f2 + 4.5f3
0.15z ≤ f1 ≤ 0.6z
0.55z ≤ f2 ≤ 0.85z
0.7z ≤ f3 ≤ 0.9z
f1 + f2 + f3 = 1

z ≥ 0































max 1.5f1 + 3.5f2 + 5.5f3
0.15z ≤ f1 ≤ 0.6z
0.55z ≤ f2 ≤ 0.85z
0.7z ≤ f3 ≤ 0.9z
f1 + f2 + f3 = 1

z ≥ 0
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [2.59, 4.44]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥❞♦ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡

❝❡s s②stè♠❡s✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❋❲❆

✶✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❡t r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ♣♦✐❞s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai✳

i = 1 i = 2 i = 3

[ci, di] [0.15, 0.6] [0.55, 0.85] [0.7, 0.9]

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ τ ✿ τ = (2.1, 0.93,−1.90) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t σ =
(1.842, 0.938,−1.063)✮

✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s τ(2) > 0✱ τ(3) < 0 ♣♦✉r min{fL} ❡t σ(2) > 0✱ σ(3) < 0 ♣♦✉r max{fU}✳
✹✳ fL = f(d1, d2, c3) = 2.59 ❡t fU = f(c1, c2, d3) = 4.44

✺✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é ❡st ❛❧♦rs [2.59, 4.44] ♣♦✉r α = 0.5✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ PP❋❲❆

▲❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑❛♦ ❡t ▲✐✉ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ✿































minαf1 + (2 + α)f2 + (4 + α)f3
(0.3α)t ≤ f1 ≤ (0.9− 0.6α)t

(0.4 + 0.3α)t ≤ f2 ≤ (1− 0.3α)t
(0.6 + 0.2α)t ≤ f3 ≤ (1− 0.2α)t

f1 + f2 + f3 = 1
t ≥ 0































max(2− α)f1 + (4− α)f2 + (6− α)f3
(0.3α)t ≤ f1 ≤ (0.9− 0.6α)t

(0.4 + 0.3α)t ≤ f2 ≤ (1− 0.3α)t
(0.6 + 0.2α)t ≤ f3 ≤ (1− 0.2α)t

f1 + f2 + f3 = 1
t ≥ 0

▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦❜t❡♥✉s r❡♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s α✲❝♦✉♣❡s 0✱ 0.5 ❡t 1 s♦♥t [1.68, 5.43]✱ [2.59, 4.44]
❡t [3.55, 3.55] ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦✉t✐❧ ▲✐♥❞♦✳ ❉❡ ♣❧✉s ❑❛♦ ❡t ▲✐✉ ♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s
❡♥ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r α ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣r❛❞✐❛♥ts ❞❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❋❲❆

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❋❲❆ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡✉① ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st [2.59, 4.44]✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❋❲❆

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r l0 ❡t ρ0✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs l0 = fwaL(c1, . . . , cn) = 3.28 ❡t ρ0 = fwaU (c1, . . . , cn) =
4.28✳ ❆❧♦rs✱ I0 = {1, 2}✱ J0 = {3}✳

✶✷✶



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✷✳ P♦✉r min{fwaL}✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s l1 = 2.59 ❡t I1 = {0, 1} ❛❧♦rs ∆I1 = ∅ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
min{fL} = l1 = 2.59✳

✸✳ P♦✉r max{fwaU}✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ρ1 = 4.44 ❡t J1 = {3}✱ ❛❧♦rs ∆J1 = ∅ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
min{fU} = ρ1 = 4.44✳

✹✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ rés✉❧t❛♥t ♣♦✉r fwa ❡st [2.59, 4.44]

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❑▼❋❲❆

P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑▼❋❲❆✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❞❡✉① ✐tér❛✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❑▼❋❲❆ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡
✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞ès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳
▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st [2.59, 4.44] ♣♦✉r α = 0.5✳

❇✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❬✻✹❪ ❡①✐❣❡ 22n ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ à n ❝r✐tèr❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋❲❆ ❞❡ ❉♦♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡O(2n)✳
▲✐♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ❬✶✸✷❪ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ [n(n+ 1) + 2]
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ét❛♥t ❛❧♦rs ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ O(n2)✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❋❲❆ ❞❡ ●✉✉
❡t P❋❲❆ ❞❡ ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ❡①✐❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
O(n)✳ ❊♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❋❲❆
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❋❲❆✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬♦r❞r❡ O(n log n)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❆❋❲❆ ❡①✐❣❡ 2n ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡t ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❑▼❋❲❆ ❡t ❊❑▼❋❲❆
s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✢♦✉s✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❱❋❲❆ ❡t ■❋❲❆ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ▲✐♥❞♦✱
♥♦✉s s✉❣❣ér♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✉❤ ❡t ❛❧✳ ❡♥
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦rt✐♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts s✉✐✈❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ fwa✳

✶✷✷



❈

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s

❈✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✮ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s X ❡t Y ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts (x, y) t❡❧s q✉❡ x ∈ X ❡t y ∈ Y ✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
X × Y ✳ (x, y) ∈ R ✭❛✉ss✐ ♥♦té xRy✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t x ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r R ❛✈❡❝ ❧✬é❧é♠❡♥t
y✳ ❙✐ X = Y ✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r X✳ R−1 ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ R✱ ✐✳❡✳ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ Y ❡t X t❡❧❧❡ q✉❡ yR−1x⇔ xRy✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✮ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡st ❞✐t❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r E s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r t♦✉s x, y, z ∈ E ✿

✶✳ R ❡st r❡✢❡①✐✈❡ ✭(x, x) ∈ R✮

✷✳ R ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭(x, y) ∈ R ❡t x 6= y ❛❧♦rs (y, x) /∈ R✮

✸✳ R ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭(x, y) ∈ R ❡t (y, z) ∈ R ❛❧♦rs (x, z) ∈ R✮

❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ R ❡st s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ ≤ ✭R−1 ❡st ♥♦té❡ ≥✮ ❡t ♦♥ ❞✐t q✉❡ ✧x ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡
y✧ ❧♦rsq✉❡ x ≤ y✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é✮ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
(E,≤) ♦ù E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ≤ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r E✳

❉❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (E,≤)✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x ❡t y ❞❡ E s♦♥t ❞✐ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡
x ≤ y ♦✉ y ≤ x✱ s✐♥♦♥ ✐❧s s♦♥t ❞✐ts ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts✱
x ≤ y ❡t x 6= y✱ ♦♥ ♥♦t❡ x < y✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (E,≤) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s ❡❧❡♠❡♥ts s♦♥t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ❝❤❛î♥❡✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (E,≤) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t
✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ❛♥t✐✲❝❤❛î♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❙✉❝❝❡ss❡✉r✱ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❙♦✐❡♥t (E,≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é
❡t x, y ∈ E✳ y ❡st ❞✐t s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ x ❧♦rsq✉❡ x < y ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t z ∈ E t❡❧
q✉❡ x < z < y✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ x ❡st ❞✐t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ y ❡t ♦♥ ♥♦t❡ x ≺ y✳ ▲♦rsq✉❡ x ❡st ✉♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ y ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❝♦✉✈r❡ y ✭❡t q✉❡ y ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r x✮✳ ▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ x ❡st
❢♦r♠é❡ ♣❛r t♦✉s s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs✳

❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é✱ (E,≤)✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❡❧é
✧❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✧ ✭♦✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ E ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♥♦❡✉❞✳

✶✷✸



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s

✷✳ ❙✐ x, y ∈ E ❡t x ≺ y ❛❧♦rs ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à y ❞♦✐t êtr❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à x ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t✳

➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡❧ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ x < y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛s❝❡♥❞❛♥t q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x à ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à y✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✮ ❙♦✐t (E,≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r✲
❞♦♥♥é✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ≥ ❞❡ ≤ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r E✳ ≥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡
≤ ❡t (E,≥) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (E,≤)✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡ (E,≥) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ (E,≤) ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
ré✢❡①✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉❛❧❡s ❞❡ (E,≥) à ♣❛rt✐r
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ (E,≤)✳

❈✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭▼❛❥♦r❛♥t✱ ♠✐♥♦r❛♥t✮ ❙♦✐❡♥t (E,≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❡t S ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ E✳ ❯♥ ❡❧❡♠❡♥t a ∈ E ❡st ❞✐t ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ S ❧♦rsq✉❡ a ≥ s ∀s ∈ S✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✉❛❧❡✱ a ∈ E
❡st ❞✐t ♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ S ❧♦rsq✉❡ a ≤ s ∀s ∈ S✳

▲❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠❛❥♦r❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥♦r❛♥t✮ ❞❡ S✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❡st ❛♣♣❡❧é ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮ ❞❡ S ❡t ♥♦té

∨

S ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
∧

S✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S =
{x, y}✱ ∨S ❡t

∧

S s♦♥t ❛✉ss✐ ♥♦tés x ∨ y ❡t x ∧ y r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❉❛♥s t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮
❡①✐st❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❚r❡✐❧❧✐s✱ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✮ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é
(E,≤) t❡❧ q✉❡ x ∨ y ❡t x ∧ y ❡①✐st❡♥t ♣♦✉t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts x, y ∈ E✳ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞✐t
❝♦♠♣❧❡t s✐

∨

S ❡t
∧

S ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ E✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t
❛❞♠❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ✭t♦♣✮ ♥♦té ⊤ ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❜♦tt♦♠✮ ♥♦té ⊥✳

❚♦✉t tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❉❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✮ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (E,≤) ❡st ✉♥ s✉♣✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✮ s✐ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts x, y ∈ E ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ x∨ y
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ x ∧ y✮✳

❈✳✸ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✮ ❙♦✐❡♥t ϕ : P → Q ❡t ψ : Q → P ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és (P,≤P ) ❡t (Q,≤Q)✳ ϕ ❡t ψ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❡♥tr❡ (P,≤P ) ❡t (Q,≤Q) s✐ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r t♦✉s p, p1, p2 ∈ P ❡t
q, q1, q2 ∈ Q ✿

✶✳ s✐ p1 ≤P p2 ❛❧♦rs ϕ(p2) ≤Q ϕ(p1)✱

✷✳ s✐ q1 ≤Q q2 ❛❧♦rs ψ(q2) ≤P ψ(q1)✱

✸✳ p ≤P ψ(ϕ(p)) ❡t q ≤Q ϕ(ψ(q))✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p ≤P ψ(q) ⇔ q ≤Q ϕ(p)

✶✷✹



❉

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r

♣❡st✐❝✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡

tr❛✐t❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐♥q ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ✿ ✐s♦♣r♦t✉r♦♥✱ ❡♣♦①②❝♦♥❛③♦❧❡✱ ❣❧②♣❤♦s❛t❡✱ ❦rés♦①②♠❡
❡t ♠❡ts✉❧❢✉r♦♥ ♠ét❤②❧❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs rè❣❧❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ruissellement = 0.4 ❡t dérive = 0✳ ▲❛ ❞♦s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st 1200✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ à ✉t✐❧✐sé✱ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❙▼❈ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣❧✉s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① q✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❧❝♦✲
tr✐♦♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❡①♣❡rt ❝❤♦✐s✐t ❞❡s s❡✉✐❧s ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛②❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣ré❝✐s❡s ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡✉rs✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♥❛❧②st❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❉✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❡♥ r❡s✲
♣❡❝t❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❝❧❛ss❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡
❡t ❞é❢❛r♦❜❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡st✐❝✐❞❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ❉✳✷✳
❈❤❛q✉❡ ♣❡st✐❝✐❞❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♦❜t❡♥✉
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s ét✉❞✐és✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❝❡♣ts à
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ✭❝✲à✲❞ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬é❧é♠❡♥t
∗ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦♥✲s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥✲
❞✐❝❛t❡✉rs Iphy ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❬✶✼✻❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥tr❡ 0 ✭❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r✐sq✉❡✮ ❡t 1 ✭r✐sq✉❡ ♠❛①✐♠✉♠✮ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❡t ♣♦♥❞éré ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ r✐sq✉❡✳ ❈❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡st❡♥t ❢❛✐❜❧❡s t❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛✲
t❡✉r Iphy ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 7✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ i ♦♥
❛ ✿ ki = |(−1.7175) exp(−0.2913 ∗ Iphy)|✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r Iphy ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✶✷✺



❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳
❳

P❡st✐❝✐❞❡
❙❡✉✐❧

θDT50 θkoc θDJA θKH θaquatox

■s♦♣r♦t✉r♦♥ 100 20 0 90 10−9

●❧②♣❤♦s❛t❡ 100 2200 0 50 0.001
▼éts✉❧❢✉r♦♥ ♠ét❤②❧❡ 120 20 0.01 0.01 0
❑rés♦①②♠❡ 0 0 0.01 0.05 10−2

❊♣♦①✐❝♦♥❛③♦❧❡ 200 1000 0.05 6 0

❚❛❜❧❡ ❉✳✶ ✕ ❙❡✉✐❧s ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s

DT50 koc DJA aqu KH Iphy
●❧②♣❤♦s❛t❡ [18, 47] 24000 0.3 [0.64, 15] [2.7 ∗ 10−10, 2.1 ∗ 10−7] [4.9, 6.1]
■s♦♣r♦t✉r♦♥ [12, 28] [80, 105] 6 ∗ 10−4 [0.03, 9] 4.7 ∗ 10−9 [4.8, 6.5]
❑rés♦①②♠❡ [25, 34] [219, 372] 0.4 [0.02, 0.06] 1.45 ∗ 10−7 [5.7, 6.7]
▼❡ts✉❧❢✉r♦♥ ▼ét❤②❧❡ [27, 34] [35, 51] 0.0125 100 1.1 ∗ 10−6 [8.11, 8.15]
❊♣♦①②❝♦♥❛③♦❧❡ [62, 187] 1200 0.04 0.01 4.7 ∗ 10−4 [5.7, 6.3]

❚❛❜❧❡ ❉✳✷ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ✿ ❣❧②♣❤♦s❛t❡✱ ✐s♦♣r♦t✉r♦♥✱ ❦rés♦①②♠❡✱ ♠❡ts✉❧❢✉r♦♥ ♠ét❤②❧❡ ❡t
é♣♦①②❝♦♥❛③♦❧❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Iphy = min(Iphyi)−
∑n

i=1 ki ∗✪✭s✉r❢❛❝❡ tr❛✐té❡✮
10−Iphyi

10
✭❉✳✶✮

♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❛❝t✐✈❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ Iphyi ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❤②✲
t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛❝t✐✈❡ i✱ ✪✭s✉r❢❛❝❡ tr❛✐té❡✮ ❡st ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ tr❛✐té❡ ♣❛r
❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥t✐❡r
❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ tr❛✐té❡ ❡st ✶✵✵✪✳

▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡st✐❝✐❞❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳ P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st [4.06, 5.68]✳ ❈❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ♣❡st✐❝✐❞❡s ✐s♦♣r♦t✉r♦♥✱ ❣❧②♣❤♦s❛t❡✱ ❦rés♦①②♠❡✱ é♣♦①✐❝♦♥❛③♦❧❡ ❡t ♠❡ts✉❧❢✉r♦♥ ♠ét❤②❧❡ ♣✉✐sq✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆✳▼✳ ❆❜✐❞✐ ❛♥❞ ❘✳❈✳ ●♦♥③❛❧❡③✳ ❉❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✱ ■♥❝✳✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✷✳

❬✷❪ ❆✳◆❡✉♠❛✐❡r✳ ❚❛②❧♦r ❢♦r♠s ✲ ✉s❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐ts✱ ✷✵✵✷✳

❬✸❪ ❆✳▼✳ ❆♥✐❧❡✱ ❙✳ ❉❡♦❞❛t♦✱ ❛♥❞ ●✳ Pr✐✈✐t❡r❛✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❢✉③③② ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❋✉③③② ❙❡ts
❙②st✳✱ ✼✷✭✷✮ ✿✷✸✾✕✷✺✵✱ ✶✾✾✺✳

❬✹❪ ❩✳ ❆ss❛❣❤✐r✱ P✳ ●✐r❛r❞✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ◆❛♣♦❧✐✳ ❋✉③③② ❧♦❣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛❣r✐✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ■♥ ■❋❙❆✴❊❯❙❋▲❆❚ ❈♦♥❢✳✱ ♣❛❣❡s
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❬✷✹❪ ■✳ ❇❧♦❝❤✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❡t ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐tés✳
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❬✶✸✻❪ ❏✳ ▼❡❞✐♥❛✱ ▼✳ ❖❥❡❞❛✲❆❝✐❡❣♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✉✐③✲❈❛❧✈✐ñ♦✳ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ ♠✉❧t✐✲
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❬✶✸✼❪ ◆✳ ▼❡ss❛✐✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠❡❧s ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ❆♣♣❧✐✲
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♦♥ ❊❈❆■ ✷✵✵✽✱ ♣❛❣❡s ✶✷✼✕✶✸✶✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✵✵✽✳ ■❖❙
Pr❡ss✳
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❬✶✹✺❪ ❘✳ ❊✳ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ ❈✳ ❚✳ ❨❛♥❣✳ ■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ■✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ▲♦❝❦❤❡❡❞ ▼✐ss✐❧❡s
❛♥❞ ❙♣❛❝❡ ❉✐✈✐s✐♦♥✱ ❙✉♥♥②✈❛❧❡✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✺✾✳
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❬✶✺✷❪ ❊✳ ▼❡♣❤✉ ◆❣✉✐❢♦ ❛♥❞ P✳ ◆❥✐✇♦✉❛✳ ❯s✐♥❣ ▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❋❡❛♠❡✇♦r❦ ❛s ❛ ❚♦♦❧ ❢♦r ❋❡❛t✉r❡
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❙♦❝✐étés✱ ✶✵ ✿✸✻✕✸✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✺✾❪ ❚✳ P❤❛♠✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
Pr♦✈❡♥❝❡ ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✻✵❪ ❱✳ P❤❛♥✲▲✉♦♥❣✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✉♥❞❡r ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋✉s✐♦♥✱ ✾✭✷✮ ✿✷✼✽ ✕ ✷✾✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✻✶❪ ●✳ P♦❧❛✐❧❧♦♥✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ●❧♦✐s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t②♣❡
♠✉❧t✐✈❛❧✉é✱ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s
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❬✶✻✷❪ ❯✳ Pr✐ss✳ ▲✐♥❣✉✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✱
♣❛❣❡s ✶✹✾✕✶✻✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✻✸❪ ❋✳P✳ ❘❛♠s❡②✳ ❚r✉t❤ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❘✳ ❇✳ ❇r❛✐t❤✇❛✐t❡✱ ❡❞✐t♦r✱ ❚❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r ▲♦❣✐❝❛❧ ❊ss❛②s✱ ❍✐st♦② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤t ❈❤❛♣t❡rs✱ ❝❤❛♣t❡r ✼✱
♣❛❣❡s ✶✺✻✕✶✾✽✳ ▼❝▼❛st❡r ❯♥✐✈❡rs✐t② ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❍✐st♦r② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤t✱ ✶✾✷✻✳

❬✶✻✹❪ ◆✳ ❘❡s❝❤❡r ❛♥❞ ❘✳ ▼❛♥♦r✳ ❖♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♣r❡♠✐ss❡s✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥✱
✶ ✿✶✼✾✕✷✶✼✱ ✶✾✼✵✳

❬✶✻✺❪ ❏✳ ❘❡✉s✱ P✳ ▲❡❡♥❞❡rts❡✱ ❈✳ ❇♦❝❦st❛❧❧❡r✱ ■✳ ❋♦♠s❣❛❛r❞✱ ❱✳ ●✉ts❝❤❡✱ ❑✳ ▲❡✇✐s✱ ❈✳ ◆✐❧ss♦♥✱
▲✳ P✉ss❡♠✐❡r✱ ▼✳ ❚r❡✈✐s❛♥✱ ❍✳ ✈❛♥ ❞❡r ❲❡r❢✱ ❋✳ ❆❧❢❛rr♦❜❛✱ ❙✳ ❇❧ü♠❡❧✱ ❏✳ ■s❛rt✱ ❉✳ ▼❝●r❛t❤✱
❛♥❞ ❚✳ ❙❡♣♣ä❧ä✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❤t ♣❡st✐❝✐❞❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❡✉r♦♣❡ ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡✳ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❊❝♦s②st❡♠s ❛♥❞
❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✾✵✭✷✮ ✿✶✼✼✕✶✽✼✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✻✻❪ ❙✳❆✳ ❙❛♥❞r✐✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ ❛♥❞ ❍✳❲✳ ❑❛❧❢s❜❡❡❦✳ ❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡rt
❥✉❞❣❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✻✼❪ ●✳ ❙❤❛❢❡r✳ ❆ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱
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❬✶✻✽❪ ●✳ ❙❤❛❢❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s✱
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❬✶✻✾❪ P✳ ❙♠❡ts✳ ■♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ■♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✷✷✺✕✷✺✹✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ❇♦st♦♥✱ ✶✾✾✻✳

❬✶✼✵❪ ▼✳ ❚❤✐♦❧❧❡t✲❙❝❤♦❧t✉s✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ✈✐t✐❝♦❧❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t
◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✼✶❪ ❚✳ ❚✐❧❧❡②✱ ❘✳ ❈♦❧❡✱ P✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❲✳ ❊❦❧✉♥❞✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s
s✉♣♣♦rt ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ■♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✱ ♣❛❣❡s ✷✺✵✕✷✼✶✱
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❬✶✼✷❪ ▼✳ ❚r♦✛❛❡s✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❡①♣❡rt ♦♣✐♥✐♦♥s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ✷✶✭✸✮ ✿✸✻✶ ✕ ✸✽✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✼✸❪ P✳ ❲❛❧❧❡②✳ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❲❛r✇✐❝❦✱ ✶✾✽✷✳

❬✶✼✹❪ P✳ ❲❛❧❧❡②✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ■♠♣r❡❝✐s❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇
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❬✶✼✺❪ ▼✳ ❲❛r❞ ❛♥❞ ❘✳ ❉✐❧✇♦rt❤✳ ❘❡s✐❞✉❛t❡❞ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
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❬✶✼✻❪ ❍✳ ❱❛♥ ❉❡r ❲❡r❢ ❛♥❞ ❈✳ ❩✐♠♠❡r✳ ❆♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣❡st✐❝✐❞❡ ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ❜❛s❡❞
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❖r❞❡r❡❞ s❡ts✱ ♣❛❣❡s ✹✹✺✕✹✼✵✱ ✶✾✽✷✳

❬✶✼✽❪ ❏✳ ❲♦❤❧❢❛❤rt✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt❡s
❞❡ ♣❡st✐❝✐❞❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
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❬✶✼✾❪ ❑✳ ❲♦❧✛✳ ❈♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❢✉③③② s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r② ✿ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱
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❬✶✽✵❪ ❘✳ ❨❛❣❡r✳ ❖♥ ♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✲
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❬✶✽✸❪ ❙✳ ❨❛❤✐❛ ❛♥❞ ❆✳ ❏❛♦✉❛✳ ❉✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❢✉③③② ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✻✼✕✶✾✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✽✹❪ ❍✳ ❨❛♥❣✱ ❍✳ ❨❛♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏♦♥❡s✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢✉③③② ♥✉♠❜❡rs✳ ❋✉③③② ❙❡ts ❙②st✳✱
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Titre : ANALYSE FORMELLE DE CONCEPTS ET FUSION D’INFORMATIONS : 

APPLICATION A L’ESTIMATION ET AU CONTROLE D’INCERTITUDE DES INDICATEURS 

AGRI-ENVIRONNEMENTAUX 

Résumé : La fusion d'informations consiste à résumer plusieurs informations provenant des  

différentes sources en une information exploitable et utile pour l'utilisateur.Le problème de la fusion 

est délicat surtout quand les informations délivrées sont incohérentes et hétérogènes. Les résultats de 

la fusion ne sont pas souvent exploitable et utilisables pour prendre une décision, quand ils sont 

imprécis. C'est généralement due au fait que les informations sont incohérentes. Plusieurs méthodes de 

fusion sont proposées pour combiner les informations imparfaites et elles appliquent l'opérateur de 

fusion sur l'ensemble de toutes les sources et considèrent le résultat tel qu'il est. Dans ce travail, nous 

proposons une méthode de fusion fondée sur l'Analyse Formelle de Concepts, en particulier son 

extension pour les données numériques : les structures de patrons. Cette méthode permet d'associer 

chaque sous-ensemble de sources avec son résultat de fusion. Toutefois l'opérateur de fusion est 

choisi, alors un treillis de concept est construit. Ce treillis fournit une classification intéressante des 

sources et leurs résultats de fusion. De plus, le treillis garde l'origine de l'information. Quand le 

résultat global de la fusion est imprécis, la méthode permet à l'utilisateur d'identifier les sous-ensemble 

maximaux de sources qui supportent une bonne décision. La méthode fournit une vue structurée de la 

fusion globale appliquée à l'ensemble de toutes les sources et des résultats partiels de la fusion 

marqués d'un sous-ensemble de sources. Dans ce travail, nous avons considéré les informations 

numériques représentées dans le cadre de la théorie des possibilités et nous avons utilisé trois sortes 

d'opérateurs pour construire le treillis de concepts. Une application dans le monde agricole, où la 

question de l'expert est d'estimer des valeurs des caractéristiques de pesticide provenant de plusieurs 

sources, pour calculer des indices environnementaux est détaillée pour évaluer la méthode de fusion 

proposée.   

Mots clés : Imprécision, Théorie des Possibilités, Fusion d'informations, Analyse Formelle de 

concepts, Structure de patrons, Indicateur  

Title : FORMAL CONCEPT ANALYSIS AND INFORMATION FUSION : APPLICATION ON 

THE UNCERTAINTY ESTIMATION OF ENVIRONMENTAL INDICATOR 

Abstract : Merging pieces of information into an interpretable and useful format is a tricky task even 

when an information fusion method is chosen. Fusion results may not be in suitable form for being 

used in decision analysis. This is generally due to the fact that information sources are heterogeneous 

and provide inconsistent information, which may lead to imprecise results. Several fusion operators 

have been proposed for combining uncertain information and they apply the fusion operator on the set 

of all sources and provide the resulting information. In this work, we studied and proposed a method 

to combine information using Formal Concept Analysis in particular Pattern Structures. This method 

allows us to associate any subset of sources with its information fusion result. Then once a fusion 

operator is chosen, a concept lattice is built. The concept lattice gives an interesting classification of 

fusion results and it keeps a track of the information origin. When the fusion global result is too 

imprecise, the method enables the users to identify what maximal subset of sources would support a 

more precise and useful result. Instead of providing a unique fusion result, the method yields a 

structured view of partial results labeled by subsets of sources. In this thesis, we studied the numerical 

information represented in the framework of possibility theory and we used three fusion operators to 

built the concept lattice. We applied this method in the context of agronomy when experts have to 

estimate several characteristics values coming from several sources for computing an environmental 

risk. 

Keywords : Imprecision, Possibility Theory, Information Fusion, Formal Concept Analysis, Pattern 

Structure, Indicator. 
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