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Introduction

Nous nous intéressons dans cette thése a la programmation linéaire et/ou nonlinéaire en va-
riables pures/mixtes 0-1. De nombreux problemes de la vie courante sont modélisés sous ces
formes. C’est un modele fondamental en Aide a la Décision ot les variables 0 - 1 sont appelées
variables de décision, et une solution optimale correspond a une décision optimale pour la
situation considérée. Il est connu que ce probleme est NP - difficile. Trouver une méthode
efficace pour sa résolution est un grand défi en Optimisation et Recherche Opérationnelle.
Pour simplifier la présentation, nous considérons dans ce qui suit la programmation en va-
riables mixtes 0 - 1, sachant que le cas des variables "pures” 0 - 1 est un cas particulier du
premier.

La programmation en variables mixtes 0-1 appartient a la classe de la programmation non

convexe pour laquelle on a deux types d’approches différentes mais complémentaires :

i. Les approches globales combinatoires qui sont basées sur les techniques combinatoires de
la Recherche Opérationnelle. Elles consistent a localiser les solutions optimales a ’aide des
méthodes d’approximation, des techniques de coupe, des méthodes de décomposition, de
séparation et évaluation. Elles ont connu de tres nombreux développements importants
au cours de ces dernieres années a travers les travaux de H. Tuy (reconnu comme le
pionnier) ([18]), R. Horst, P. Pardalos et N. V. Thoai ([27, 29]).... L’inconvénient majeur
des méthodes globales est leur lourdeur (encombrement en places mémoires) et leur cott
trop important. Par conséquent, elles ne sont pas applicables aux problemes d’optimisation
non convexes réels qui sont souvent de tres grande dimension.

ii. Les approches locales et globales d’analyse convexe qui sont basées sur ’analyse et 1'op-
timisation convexe. Ici la programmation DC (Différence de deux fonctions Convexes) et
DCA (DC Algorithmes) jouent le role central car la plupart des problemes d’optimisation
non convexe sont formulés/reformulés sous la forme DC. Sur le plan algorithmique, 'es-
sentiel repose sur les algorithmes de 'optimisation DC (DCA) introduits par Pham Dinh
Tao en 1985 et développés intensivement a travers de nombreux travaux communs de Le
Thi Hoai An et Pham Dinh Tao depuis 1993 pour devenir maintenant classiques et de plus
en plus utilisés par des chercheurs et praticiens de par le monde, dans différents domaines
des sciences appliquées (voir [36]-[69] et [82]-[87]).

Les travaux de cette these se situent tous dans ces deux approches : globales et DCA. Ils
concernent les deux catégories de la programmation en variables mixtes 0-1 : la fonction ob-
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12 Introduction

jectif est linéaire et/ou non linéaire. Bien que la programmation en variables mixtes 0-1 soit
un probleme d’optimisation combinatoire, notre méthodologie est basée sur les outils d’opti-
misation continue dont ’épine dorsale est la programmation DC et DCA. Cette démarche est
motivée par la robustesse et la performance de la programmation DC et DCA comparée a des
méthodes existantes, leur adaptation aux structures des problemes traités et leur capacité
a résoudre des problemes industriels de tres grande dimension. A notre connaissance, DCA
est actuellement parmi les rares algorithmes de la programmation non convexe capables de
traiter des problemes (différentiables ou non) de tres grande dimension [39, 48, 49, 51, 57].

Nos contributions.

A Taide des techniques de pénalité exacte nous reformulons la programmation en variables

mixtes 0-1 en terme d'un probleme d’optimisation continue qui est en fait une programmation

DC. Des lors, DCA est applicable. Pour résoudre globalement la Programmation Linéaire

en variables Mixtes 0-1 - une large classe de problemes importants en Aide a la Décision -

nous proposons différentes méthodes globales de type Séparation et Evaluation (SE) et/ou

Approximation de I'Extérieur (AE) basées sur DCA. La combinaison de DCA et de ces

méthodes globales a pour multiple objectifs :

- de trouver une bonne solution réalisable du probleme original via DCA et de réduire ainsi
I’écart entre la borne inférieure et la borne supérieure de la valeur optimale ;

- de trouver un bon point initial pour DCA, grace a la résolution du probléeme relaxé a
I’étape courante ;

- de déterminer une coupe a partir d’une solution fournie par DCA dans les algorithmes de
type DCA-AE;

- de prouver la globalité d’une solution obtenue par DCA grace a la réduction du gap (I’écart
entre la borne inférieure et la borne supérieure) dans les méthodes globales.

Pour la Programmation Linéaire en variables Mixtes 0-1 (appelée PLMO01 dans cette these),
Nguyen et al [47, 78] ont introduit une combinaison de AE et DCA, appelée DCACUT. Ces
auteurs ont proposé une nouvelle coupe basée sur un minimum local d’une fonction pénalité
et développé une méthode de coupe utilisant DCA appliqué au probleme pénalisé. Cette
méthode est tres efficace dans le cas ou la solution fournie par ce DCA est un minimum
local de la fonction pénalité [44, 45, 46, 75|, car on peut introduire une "bonne” coupe dans
un tel cas. Cependant elle n’est pas applicable dans le cas contraire, i.e, quand la solution
obtenue par DCA n’est pas un minimum local de la fonction pénalité. Dans cette these, étant
particulierement intéressés par cette derniere situation, nous avons amélioré DCACUT pour
qu’elle s’applique dans tous les cas.

En plus de DCACUT, nous proposons différentes combinaisons de DCA avec les approches
globales : Méthode de coupes de Gomory, Séparation et Evaluation (SE) ou Branch and
Bound (B&B) en Anglais, et Branch and Cut. Une étude algorithmique comparative sur les
"Benchmark problems” est ainsi réalisée. Il s’agit de la comparaison entre

- les algorithmes d’AE : DCACUT, Méthode de coupe mixte de Gomory,

- les algorithmes d’AE et les algorithmes de type B&B,
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- les algorithmes de type B&B comme B&B classique, B&B combiné avec DCA (noté
BBDCA), et Branch-and-Cut.

Sur le plan des applications, nous nous sommes intéressés aux deux domaines suivants :

- Réseaux de télécommunication sans fil : nous considérons deux problemes fondamentaux en
optimisation inter-couches pour les réseaux sans fil dont I'un a pour objectif de maximiser
la durée de vie d’un réseau et 'autre cherche a minimiser la consommation d’énergie.

- Ordonnancement : un probleme d’ordonnancement consiste a organiser dans le temps la
réalisation de taches, compte tenu de contraintes temporelles (délais, contraintes d’en-
chainement, etc.) et de contraintes portant sur la disponibilité des ressources requises.
Un ordonnancement est défini par le planning d’exécution des taches et d’allocation des
ressources et vise a satisfaire un ou plusieurs objectifs. Nous traitons deux problemes d’or-
donnancement dont I'un a pour objectif de minimiser la pénalité d’avance et la pénalité
de retard, et 'autre cherche a minimiser la pénalité d’avance-retard et la pénalité sur la
date d’échéance.

Pour la programmation non linéaire en variables mixtes 0-1, nous étudions une large classe
des problemes souvent rencontrés en pratique : la fonction objectif est DC. Utilisant un
résultat introduit trés récemment dans [64] nous transformons le probleme original en une
programmation DC et développons ensuite DCA pour sa résolution.

Deux applications sont considérées :

- Affectation des taches aux véhicules aériens non-pilotés (UAV) : 'utilisation des UAVs
pour les différentes missions militaires attire de plus en plus I’attention. Nous cherchons a
affecter un ensemble de UAVs a un ensemble de taches de maniere optimale. L’efficacité
est basée sur les scores de cibles. La mission est de maximiser les scores de cibles tout
en respectant des contraintes de capacité des UAV et des taches. Nous développons un
schéma DCA et un algorithme combiné DCA et B&B pour résoudre ce probleme.

- Tournées de véhicules dans une chaine d’approvisionnement : il s’agit d’affecter des véhicules
a partir d'un dépot central aux points de vente et de déterminer ses cycles pour minimi-
ser le cout de transport, le cout de stockage, le cout de traitement... C’est un probleme
important et tres difficile a cause de la forme complexe de la fonction objectif, en plus des
variables binaires. Nous proposons un schéma DCA pour sa résolution numérique.

Organisation de la these.

La these est divisée en trois parties et est composée de 8 chapitres.

i. Dans la premiere partie intitulée ”Outils de base” nous présentons des outils théoriques et
algorithmiques servant des références aux autres parties. Apres une présentation complete
de la programmation DC et DCA dans le Chapitre 1, nous explorerons la technique de
Séparation et Evaluation dans le Chapitre 2. Le Chapitre 3 est dédié a la présentation de
la méthode de AE.

ii. La seconde partie concerne la programmation linéaire en variables mixtes 0-1 (PLMO01).
Elle est composée de trois chapitres. Le Chapitre 4 est consacré aux méthodes numériques
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pour PLMO1 : apres la présentation de I'algorithme DCACUT amélioré, nous proposons
différentes méthodes globales basées sur DCA et les expériences numériques comparatives
pour ces méthodes. Les deux applications (les réseaux de télécommunication et 1’ordon-
nancement) sont présentées, respectivement, dans le Chapitre 5 et le Chapitre 6.

iii. La troisieme partie est consacrée a la programmation non linéaire en variables mixtes
0-1 et sa mise en oeuvre pour la résolution de deux problemes concrets. Le Chapitre 7
porte sur l'affectation des taches aux véhicules aériens non-pilotés alors que le Chapitre 8
concerne le probleme des tournées de véhicules dans une chaine d’approvisionnement.



Premiere partie

Outils de base
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Chapitre 1

Introduction a la programmation DC
et DCA

Résumé  Nous reportons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs a la programmation DC et
DCA qui nous seront les plus utiles dans la suite.

Le cadre des programmes convexes s’est avéré trop étroit, et a la notion de fonction convexe a

succédé avec bonheur celle, plus générale, de fonction DC (différence de fonctions convexes).

Les fonctions DC possedent de nombreuses propriétés importantes qui ont été établies a

partir des années 50 par Alexandroff (1949), Landis (1951) et Hartman (1959). Une des

principales propriétés est leur stabilité relativement aux opérations fréquemment utilisées
en optimisation. Cependant, il faut attendre le milieu des années 80 pour que la classe des
fonctions DC soit introduite en optimisation, élargissant ainsi les classes de problemes d’op-
timisation avec 'apparition de la programmation DC. On distingue deux grandes approches

DC :

1. L’approche combinatoire (cette terminologie est due au fait que les nouveaux outils in-
troduits ont été inspirés par les concepts de I'optimisation combinatoire) en optimisation
globale continue, et

2. L’approche de I’analyse convexe en optimisation non convexe.

Les algorithmes de ’approche combinatoire utilisent les techniques de 'optimisation glo-
bale (méthode de séparation et d’évaluation, technique de coupe, méthodes d’approximation
fonctionnelle et ensembliste) ; ces algorithmes relativement sophistiqués sont plutot lourds a
mettre en oeuvre; ils doivent donc étre réservés a des problemes de dimension raisonnable
possédant des structures bien adaptées aux méthodes lorsqu’il est important d’isoler 1’opti-
mum global.

Le pionnier de cette approche est H. Tuy dont le premier travail remonte a 1964. Ses tra-
vaux sont abondants, citons les livres de Horst-Tuy ([18, 19]) qui présentent la théorie, les
algorithmes et les applications de l'optimisation globale. Viennent ensuite les principales

17
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contributions de I’Ecole Américaine (P. M. Pardalos, J. B./Rosen,...), Allemande (R. Horst,
...), Francaise (Le Thi Hoai An, Pham Dinh Tao,...) et 'Ecole Vietnamienne (Phan Thien
Thach, Le Dung Muu, ...).

La seconde approche repose sur 'arsenal puissant d’analyse et d’optimisation convexe. Le
premier travail, di a Pham Dinh Tao (1975), concerne le calcul des normes matricielles
(probleme fondamental en analyse numérique) qui est un probléme de maximisation d’une
fonction convexe sur un convexe. Le travail de Toland (1978) ([105]) sur la dualité et 1'op-
timalité locale en optimisation DC généralise de maniere élégante les résultats établis par
Pham en maximisation convexe. La théorie de I'optimisation DC est ensuite développée no-
tamment par Pham Dinh Tao, J. B. Hiriart Urruty, Jean - Paul Penot, Phan Thien Thach,
Le Thi Hoai An. Sur le plan algorithmique dans le cadre de la seconde approche, on dis-
pose actuellement que des DCA (DC Algorithms) introduits par Pham Dinh Tao (1986),
qui sont basés sur les conditions d’optimalité et de dualité en optimisation DC. Mais il a
fallu attendre les travaux communs de Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao (voir [36]-[69] et
[82]-[87]) pour qu’il s'impose définitivement en optimisation non convexe comme étant un des
algorithmes les plus simples et performants, capable de traiter des problemes de grande taille.

Nous reportons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs a la programmation DC et
DCA qui nous seront les plus utiles pour nos travaux. Ces résultats sont extraits de ceux
présentés dans H. A. Le Thi 1994 ([36]), H. A. Le Thi 1997 ([37]). Pour une étude détaillée
nous nous référons a ces deux références (voir également [36]-[69] et [82]-[87]).

1.1 Eléments de base de I’analyse DC

1.1.1 Notations et propriétés

Ce paragraphe est consacré a un rapide rappel d’analyse convexe pour faciliter la lecture de
certains passages. Pour plus de détails, on pourra se référer aux ouvrages de P.J Laurent
([33]), de R.T Rockafellar ([93]) et d’A. Auslender ([2]). Dans toute la suite X désigne ’espace
euclidien R™, muni du produit scalaire usuel noté (.,.) et de la norme euclidienne associée
|z = (z,2)2 et Y Despace vectoriel dual de X relatif au produit scalaire, que 'on peut
identifier & X. On note par R = R U {—o00, +00} muni d'une structure algébrique déduite
de celle de R avec la convention que —oo — (+00) = +oo ([93]). Etant donnée une fonction
f S — R définie sur un ensemble S convexe de X, on appelle domaine effectif de f
I’ensemble

dom(f) ={z €S : f(z) < +o0}

et épigraphe de f
epi(f) ={(z,a) € SxR: f(z) < a}.
Si dom(f) # 0 et f(x) > —oo pour tout x € S alors la fonction f(z) est dite propre.
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Une fonction f : S5 — R est dite convexe si son épigraphe est un ensemble convexe de
R x X. Ce qui est équivalent de dire que S est un ensemble convexe et pour tout A\ € [0, 1]
on a

F1 =Nt +22%) < (1= N)f(a') + Af(a?) : Va',2® € S. (1.1)

On note alors C'o(X) I'ensemble des fonctions convexes sur X.

Dans (1.1) si I'inégalité stricte est vérifiée pour tout A €]0, 1] et pour tout z',z? € S avec
x! # 22 alors f est dite strictement convexe.

On dit que f(x) est fortement convexe sur un ensemble convexe C' §'il existe un nombre
p > 0 tel que

FU(L=Na! +A2®) < (1= N)f(@') + Af(2%) = (1 - A)Agllﬂi1 — 27|, (1.2)

pour tout zt, 2% € C, et pour tout A € [0, 1]. Plus précisément f est fortement convexe sur

C si
p(f,C) = Sup{p>0:f— g||||2 est convexe sur C'} > 0. (1.3)

11 est clair que si p(f,C) > 0 alors (1.2) est vérifié pour tout A € [0, p(f, C)[. On dit que la

_ p(fyC)H ”2
=5l

borne supérieure est atteinte dans sa définition (1.3) si f est convexe sur C. Si

C' = X on notera p(f) au lieu de p(f, X).
Remarque 1.1 f fortement convexe = f strictement convexe = f convexe.

Soit une fonction convexe propre f sur X, un élément y° € Y est dit un sous-gradient de f
au point 2° € dom(f) si

(0 x — 2% + f(a°) < f(z) VreX.

L’ensemble de tous les sous-gradients de f au point ¥ est dit sous-différentiel de f au point
2¥ et est noté par 9f(x?).

Etant donné un nombre positif € > 0, un élément y° € Y est dit e-sous-gradient de f au
point 2 si
(P x —a") + f(2°) < f(z)+e VreX.

L’ensemble de tous les e-sous-gradients de f au point 2° est dit e-sous-différentiel de f au
point z° et est noté 9, f(z).

La fonction f: S — R est dite semi-continue inférieure (s.c.i) en un point x € S si

lim inf f(y) > f(x).

Yy—x

On note I'y(X) I'ensemble des fonctions convexes s.c.i. et propre sur X.
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Définition 1.1 Soit une fonction quelconque f : X = R, la fonction conjuguée de f, notée
f*, est définie sur'Y par

[ () = sup{{z,y) — f(x) : 2 € X}. (1.4)

f* est lenveloppe supérieure des fonctions affines continues y — (x,y) — f(x) sur Y.

On résume dans la proposition suivante les principales propriétés dont on aura besoin pour
la suite :

Proposition 1.1 Si f € T'o(X) alors :

- fely(X) < freTlyY). Dans ce cas on a f = f*,
—y€0f(x) = f(x)+ f*(y) = (z,y) ety € f(x) <=z € f*(y),
— Jf(x) est une partie convexe fermée,

- Si0f(x) = {y} alors f est differentiable en x et Vf(x) =y,

~ f(2°) = min{f(z),x € X} < 0 € df(2).

1.1.2 Fonctions convexes polyédrales

Une partie convexe C' est dite convexe polyédrale si

C:ﬂ{x:(ai,@—aiSO} ona, €Y, ER, Vi=1,..,m.

i=1
Une fonction est dite convexe polyédrale si
f(x) = sup{{a;,x) — ;i =1,.... k} + x.(x).

ou C' est une partie convexe polyédrale et le symbole x. désigne la fonction indicatrice de C,
i.e. xe(z) =0siz € C et 400 sinon.

Proposition 1.2 (/93])
— Soit f une fonction convexe polyédrale. f est partout finie si et seulement si C = X,
— Si f est polyédrale alors f* l’est aussi. De plus si f est partout finie alors

f(z) = sup{{a;,x) —a; i =1,....k},
dom(f*) =co{a; i =1,...,k},

*(y) = min{zle)\iozi Cy = Ele)\z-ai, A >0, Ele)\i =1},

— Si [ est polyédrale alors Of(x) est une partie convexe polyédrale non vide en tout point
x € dom(f).
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1.1.3 Fonctions DC

Une fonction f : Q +— R définie sur un ensemble convexe 0 C R” est dite DC sur  si elle
peut s’écrire comme la différence de deux fonctions convexes sur €2, i.e.

f(x) = g(x) — h(z),

ou g et h sont des fonctions convexes sur €. On note par DC(£2) 'ensemble des fonctions
DC sur €2, et par DC((2) le cas ou les fonctions g et h sont convexes finies sur €2.

Les fonctions DC possedent de nombreuses propriétés importantes qui ont été établies a
partir des années 50 par Alexandroff (1949), Landis (1951) et Hartman (1959); une des
principales propriétés est leur stabilité relativement aux opérations fréquemment utilisées en
optimisation. Plus précisément :

Proposition 1.3 (i) Une combinaison linéaire de fonctions DC sur 2 est DC sur €Q,

(11) L’enveloppe supérieure d’un ensemble fini de fonctions DC' a valeur finie sur ) est DC
sur €2,
L’enveloppe inférieure d’un ensemble fini de fonctions DC' a valeur finie sur () est DC sur

Q,
(iii) Soit f € DC¢(Y), alors |f(x)], f(x) = max{0, f(x)} et f~(x) = min{0, f(z)} sont
DC sur €.

Ces résultats se généralisent aux cas des fonctions a valeur dans R U {+o0} ([37]). Il en
résulte que I'ensemble des fonctions DC sur €2 est un espace vectoriel (DC(£2)) : c’est le plus
petit espace vectoriel contenant ’ensemble des fonctions convexes sur 2(Co(£2)).

Remarque 1.2 FEtant donnée une fonction DC f et sa représentation DC f = g — h, alors
pour toute fonction conveze finie o, f = (9 + ¢) — (h + ) donne une autre représentation
DC de f. Ainsi, une fonction DC admet une infinité de décomposition DC.

Désignons par C?(R"), la classe des fonctions deux fois continiment différentiables sur R™.

Proposition 1.4 Toute fonction f € C*(R") est DC sur un ensemble conveze compact
quelconque 1 UR™.

Puisque le sous-espace des polynomes sur ) est dense dans l'espace C(Q2) des fonctions
numériques continues sur €2 on en déduit :

Corollaire 1.1 L’espace des fonctions DC' sur un ensemble convere compact €2 U R" est
dense dans C(S2), i.e.

Ve >0,3F € C(Q): |f(x) — F(x)] <e Vze.
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Soulignons que les fonctions DC interviennent tres fréquemment en pratique, aussi bien en
optimisation differentiable que non différentiable. Un résultat important établi par Hartman
(1959) permet d’identifier les fonctions DC dans de nombreuses situations, en ayant recours
simplement & une analyse locale de la convexité (localement convexe, localement concave,
localement DC).

Une fonction f : D — R définie sur un ensemble convexe ouvert D € R" est dite localement
DC si pour tout x € D il existe un voisinage convexe ouvert U de x et une paire de fonctions
convexes g, h sur U telle que f|y = glv — hlv.

Proposition 1.5 Une fonction localement DC sur un ensemble convexe D est DC sur D.

1.2 Optimisation DC

De par la prépondérance et de la richesse des propriétés des fonctions DC, le passage du sous-
espace C'o(Q2) a l'espace vectoriel DC(2) permet d’élargir significativement les problemes
d’optimisation convexe a la non convexité tout en conservant une structure sous-jacente
fondamentalement liée a la convexité. Le domaine des problemes d’optimisation faisant in-
tervenir des fonctions DC est ainsi relativement large et ouvert, couvrant la plupart des
problemes d’application rencontrés.

Ainsi on ne peut d’emblée traiter tout probleme d’optimisation non convexe et non differen-
tiable. La classification suivante devenue maintenant classique :

(1) sup{f(z):z e C},fet Csont convexes

(2) inf{g(x) —h(z) : z € X}, g et h sont convexes
(3) inf{g(z) —h(z) 2 €C, fi(z) — f2(z) < 0},

ou g, h, fi, fo et C' sont convexes semble assez large pour contenir la quasi-totalité des
problemes non convexes rencontrés dans la vie courante. Le probleme (1) est un cas spécial
du probleme (2) avec g = x¢, la fonction indicatrice de C, et h = — f. Le probleme (2) peut
étre modélisé sous la forme équivalente de (1)

inf{t —h(z):g(x) —t <0}.

Quant au probleme (3) il peut étre transformé sous la forme (2) via la pénalité exacte relative
a la contrainte DC fi(z) — fa(x) < 0. Sa résolution peut étre aussi ramenée, sous certaines
conditions techniques, a celle d’une suite de problemes (1).

Le probleme (2) est communément appelé la programmation DC. Elle est d’un intérét ma-
jeur aussi bien d'un point de vue pratique que théorique. Du point de vue théorique, on
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peut souligner que, comme on I'a vu en haut, la classe des fonctions DC est remarquable-
ment stable par rapport aux opérations fréquemment utilisées en optimisation. En outre,
on dispose d’'une élégante théorie de la dualité ([79, 80, 105, 106, 36, 37, 48]) qui, comme
en optimisation convexe, a de profondes répercussions pratiques sur les méthodes numériques.

Les algorithmes de l'optimisation DC (DCA) dus a Pham Dinh Tao ([81, 82]) constituent
une nouvelle approche originale basée sur la théorie DC. Ces algorithmes représentent en
fait une généralisation des algorithmes de sous-gradients étudiés par le méme auteur sur la
maximisation convexe ([79, 81]). Cependant, il a fallu attendre les travaux communs de Le
Thi et Pham au cours de ces dix dernieres années (voir [36]-[69] et [82]-[87]) pour que les
DCA deviennes maintenant classiques et populaires.

1.2.1 Dualité DC

En analyse convexe, le concept de la dualité (fonctions conjuguées, probleme dual, etc.)
est une notion fondamentale tres puissante. Pour les problemes convexes et en particulier
linéaires, une théorie de la dualité a été développée depuis déja plusieurs décennies ([93]).
Plus récemment, en analyse non convexe d’importants concepts de dualité ont été proposés
et développés, tout d’abord pour les problemes de maximisation convexe, avant de parvenir
aux problemes DC. Ainsi la dualité DC introduite par Toland (1978) peut étre considérée
comme une généralisation logique des travaux de Pham Dinh Tao (1975) sur la maximisation
convexe. On va présenter ci-dessous les principaux résultats (en optimisation DC) concer-
nant les conditions d’optimalité (locale et globale) et la dualité DC. Pour plus de détails, le
lecteur est renvoyé au document de Le Thi (1997) (voir également [48]).

Soit 'espace X = R™ muni du produit scalaire usuel (.,.) et de la norme euclidienne ||.||.
Désignons par Y l'espace dual de X que l'on peut identifier & X lui-méme et par I'g(X)
I’ensemble de toutes les fonctions propres s.c.i. sur X.

Soient g(x) et h(x) deux fonctions convexes propres sur X( g,h € I'o(X)), considérons le
probleme DC

inf{g(z) —h(z) :x € X} (P)
et le probleme dual
inf{h*(y) —g*(y):y €Y} (D)

ou g*(y) désigne la fonction conjuguée de g.

Ce résultat de dualité DC défini a ’aide des fonctions conjuguées donne une importante
relation en optimisation DC ([105]).

Théoréme 1.1 Soient g et h € ['y(X), alors



24 Introduction a la programmation DC et DCA

(i)
inf {g(z) —h(z)} = inf {h*(y)—g"(y)} (1.5)

zedom(g) yedom(h*)

(ii) Siy° est un minimum de h* — g* sur'Y alors chaque 2° € 0g*(y°) est un minimum de
g—h sur X.

Preuve :
(i)
o =inf{g(x) — h(z):z € X}
= inf{g(z) — sup{(z,y) —h*(y) 1y €Y} 1 v € X}
= inf{g(z) +inf{h*(y) — (z,y) :y €Y} :z € X}
= inf, inf, {h*(y) — (z,y) — g(x)}
= inf{h*(y) — g*(y) :y € Y}

(ii) cf. Toland ([105]).

([
Le théoreme (1.1) montre que résoudre le probleme primal (P) implique la résolution du
probleme dual (D) et vice-versa.

De par la parfaite symétrie entre le probleme primal (P) et le probleme dual (D), il apparait
clairement que les résultats établis pour 'un se transpose directement a I'autre. Cependant,
nous choisissons ici de ne pas les présenter simultanément afin de simplifier la présentation.

1.2.2 Optimalité globale en optimisation DC
En optimisation convexe, z° minimise une fonction f € T'o(X) si et seulement si : 0 € 9f(x°).
En optimisation DC, la condition d’optimalité globale suivante ([107]) est formulée a I’aide
des e-sous-différentiels de g et h. Sa démonstration (basée sur I’étude du comportement du
e-sous-différentiel d’'une fonction convexe en fonction du parametre €) est compliquée. La
démonstration dans [37] est plus simple et convient bien au cadre de l'optimisation DC :
elle exprime tout simplement que cette condition d’optimalité globale est une traduction
géométrique de I'égalité des valeurs optimales dans les programmes DC primal et dual.

Théoréme 1.2 (Optimalité globale DC) Soit f = g —h ot g,h € To(X) alors. 2° est
un minimum global de g(x) — h(x) sur X si et seulement si,

Och(z°) C 9.9(z°) Ve > 0. (1.6)

Remarque 1.3 -
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(i) St f € I'o(X), on peut écrire f = g—h avec f = g et h = 0. Dans ce cas l'optimalité
globale dans (P) - qui est identique a ['optimalité locale car (P) est un probléme convexe
- est caractérisée par,

0 € af(z). (1.7)

Du fait que 9.h(z%) = Oh(2°) = {0}, Ve > 0,Vx € X, et la croissance du e-sousdifférentiel
en fonction de €, la relation (1.7) est équivalente a (1.6).

(11) D’une maniére plus générale, considérons les décompositions DC de f € T'o(X) de la
forme f = g—h avec g = f+ h et h € T'o(X) finie partout sur X. Le probléme DC
correspondant est un “faux” probleme DC' car c’est un probleme d’optimisation conveze.
Dans ce cas, la relation (1.7) est équivalente a

Oh(z") C dg(x°).

(111) On peut dire ainsi que (1.6) marque bien le passage de l'optimisation convexe d ’op-
timisation non conveze. Cette caractéristique de 'optimalité globale de (P) indique en
meme temps toute la complexité de son utilisation pratique car il fait appel a tous les

e-sous-différentiels en x°.

1.2.3 Optimalité locale en optimisation DC

Nous avons vu que la relation dh(z%) C 9g(z2°) (faisant appel au sous-différentiel ”exact”)
est une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale pour un ”faux” probleme DC
(probleme d’optimisation convexe). Or dans un probléeme d’optimisation globale, la fonction
a minimiser est localement convexe "autour” d’'un minimum local, il est alors clair que
cette relation d’inclusion sous-différentielle permettra de caractériser un minimum local d’un
probleme DC.

Définition 1.2 Soient g et h € T'y(X). Un point x* € dom(g) N dom(h) est un minimum
local de g(x) — h(z) sur X si et seulement si

g9(x) — h(x) = g(a*) — h(z®), Vi€ Vi, (1.8)

ou V, désigne un voisinage de x.

Proposition 1.6 (Condition nécessaire d’optimalité locale) Si x* est un minimum
local de g — h alors

Oh(z®) C 0g(x*), (1.9)
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Preuve : Si z°® est un minimum local de g — h, alors il existe un voisinage V. de z tel que

g(x) —g(z*) > h(z) — h(z®), Vz € V. (1.10)
Par suite si y* € Oh(z*®) alors

g9(x) —g(a®) = (x —2%,y%), Vo€ Vi (1.11)
Ce qui est équivalent, en vertu de la convexité de g, a y* € dg(z*). a

Remarquons que pour un certain nombre de probleme DC et en particulier pour h polyédrale,
la condition nécessaire (1.9) est également suffisante, comme nous le verrons un peu plus loin.
On dit que z* est un point critique de g — h si dh(x®) U dg(x®) est non vide ([105]). C’est
une forme affaiblie de I'inclusion sousdifférentielle. La recherche d’un tel point critique est a
la base de DCA (forme simple) qui sera étudiée dans la section suivante. En général DCA
converge vers une solution locale d’un probleme d’optimisation DC. Cependant sur le plan
théorique, il est important de formuler des conditions suffisantes pour 'optimalité locale.

Théoréme 1.3 (Condition suffisante d’optimalité locale ([37, 48])) Si x* admet
un voisinage V' tel que

Oh(xz) Ng(z*) # 0, VYx eV ndom(g), (1.12)

alors x* est un minimum local de g — h.

Corollaire 1.2 Si x € int(dom(h)) vérifie
Oh(x) € int(dg(x)),
alors x est un minimum local de g — h.

Corollaire 1.3 Si h € T'((X) est conveze polyédrale alors Oh(x) C dg(x) est une condition
nécessaire et suffisante pour que x soit un minimum local de g — h.

Preuve : Ce résultat généralise le premier obtenu par C. Michelot dans le cas ou g, h €
[o(X) sont finies partout et h convexe polyédrale (cf. ([37, 48])). O

Pour résoudre un probleme d’optimisation DC, il est parfois plus facile de résoudre le
probléme dual (D) que le probleme primal (P). Le théoreme (1.1) assure le transport par
dualité des minima globaux. On établit de méme le transport par dualité des minima locaux.

Corollaire 1.4 (Transport par dualité DC des minima locaux ([37, 48])) Sup-
posons que x* € dom(0h) soit un minimum local de g — h, soient y* € Oh(z®) et Vie un
voisinage de x* tel que g(z) — h(x) > g(x®) — h(z®), Va € Vie Ndom(g). Si

z* € int(dom(g*)) et 0g*(y*) C Ve, (1.13)

alors y* est un minimum local de h* — g*.
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Preuve : Immédiate d’apres la proposition (1.1) en se restreignant a l'intervalle Ve N
dom(g). 0

Remarque 1.4 Bien sur, par dualité, tous les résultats de cette section se transposent au
probleme dual D. Par exemple :
si y est un minimum local de h* — g* alors dg*(y) C Oh*(y).

1.3 DCA

Il s’agit d’'une nouvelle méthode de sous-gradient basée sur 'optimalité et la dualité en opti-
misation DC (non différentiable). Cette approche est completement différente des méthodes
classiques de sous-gradient en optimisation convexe. Dans les DCA, la construction algorith-
mique cherche a exploiter la structure DC du probleme. Elle nécessite, en premier lieu, de
disposer d’une représentation DC de la fonction & minimiser, i.e. f = g — h (g, h convexe),
car toutes les opérations s’effectueront uniquement sur les composantes convexes. Ainsi, la
séquence des directions de descente est obtenue en calculant une suite de sous-gradient non
directement a partir de la fonction f, mais des composantes convexes des probléemes primal
et dual.

1.3.1 Principle de DCA

La construction des DCA, découverte par Pham Dinh Tao (1986) s’appuie sur la caractérisation
des solutions locales en optimisation DC des problemes primal (P) et dual (D)

a=inf{g(z) —h(z):z € X} (P),

a=inf{h*(y) —g"(y):y €Y} (D).

Les DCA consistent en la construction de deux suites {2*} et {y*}. La premiere suite est

candidate a étre solution du probléme primal et la seconde du probleme dual. Ces deux suites

sont liées par dualité et vérifient les propriétés suivantes :

— les suites {g(2*) — h(z*)} et {h*(y*) — g*(v*)} sont décroissantes,

— et si (g — h)(x*) = (g — h)(a*) alors I'algorithme s’arréte a la (k + 1)%™¢ itération et le
point z* (resp. y*) est un point critique de g — h (resp. h* — g*),

— sinon toute valeur d’adhérence z* de {z*} (resp. y* de {y*}) est un point critique de g — h
(resp. h* — g*).

L’algorithme cherche en définitive un couple (z*,y*) € X X Y tel que z* € 0g*(y*) et

y* € Oh(z*).

Schéma de DCA simplifié
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L’idée principale de la mise en oeuvre de 'algorithme (forme simple) est de construire une
suite {z*}, vérifiant & chaque itération dg(x*) N Oh(xF~1) # 0, convergente vers un point
critique z®*(Oh(x*)NJg(x*) # 0) et symétriquement, de fagon analogue par dualité, une suite
{y*} telle que Ag*(y*~*) N Oh*(y*) # 0 convergente vers un point critique.

On construit ainsi :

Algorithme 1. [DCA]
Etape 0. 2" donné.
Etape 1. Pour chaque k, ¥ étant connu, déterminer y* € Oh(z").
Etape 2. Trouver z**! € dg*(y*).
Etape 3. Si test d’arrét vérifié STOP ; Sinon k < k + 1.

Cette description, avec l'aide de schémas d’itération de points fixes des multi-applications
Oh et Og*, apparait ainsi étre d’une grande simplicité.

1.3.2 Existence des suites générées

L’algorithme DCA est bien défini si on peut effectivement construire les deux suites {z*} et

{y*} comme ci-dessus & partir d'un point initial arbitraire x°.

— Par construction, si 2° € dom(0h), alors y° € Oh(z°) est bien défini.

— Pour k > 1, y* est bien défini si et seulement si z* est défini et contenu dans dom(dh);
par suite, z* et y* sont bien définis si et seulement si dg*(y**1) N dom(Oh) est non vide,
ce qui entraine que y**t1 € dom(dg*).

Lemme 1.1 (//8]) Les suites {z*}, {y*} dans DCA sont bien définies si et seulement si

dom(0g) C dom(0h), et dom(Oh*) C dom(Dg").

La convergence de I'algorithme est assurée par les résultats suivants ([48]) :

Soient p; et pf, (1 = 1,2) des nombres réels positifs tels que 0 < p; < p(f;) (resp. 0 < pr <
pi(ff)) ott p; = 0 (resp p; = 0) si p(f;) =0 (resp p(f}) = 0) et p; (vesp p;) peut prendre la
valeur p(f;) (resp p(f7)) si cette borne supérieure est atteinte. Nous poserons pour la suite

Ji=g,fa=h

Théoréme 1.4 Si les suites {x*} et {y*} sont bien définies. Alors on a :
() .
(9= W)(@**) < (" = g") (") = Erllda*| < (9 — ) (a*) = B2 ot
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(1)
. s Pi . s pi+ Ps
(W =g < (g — h)(a™) - élldy’“ﬂ2 < (B = g"(YF) — %de’“H2

k+1 _ .k

ot dz* =z T

Corollaire 1.5 ([48])(Convergence)

1.
(9— W) < (b — g) (") — 2ldzt]?
< (9= h)(a*) = [ [lda* |2 + 5 1y |7
2.
(9 - W) < (= g)() - Glda?
< (g~ h)(a*) — [ lde*112 + %1 dy* |
3.
(= g) W) < (g - W)@ — Lyl
< (W = g) () — [y |2 + % d* |2
/.

(" = g) (") < (g —h)(@") = Gldy |
< ("= g")(y*) = (Bl da**)? + || da®||?]
Corollaire 1.6 ([/8]) Si les égalités ont lieu, il vient :
1 (g=h)@"*) = (k" —g )(yk) = y* € Oh(a"H)
2. (g —h)(x k“) (g — h)(a") == 2" € 9g*(y"), y* € Oh(z™*)
3. (" = g)(y*) = (9 — h)(2*) <= 2" € 9g"(y")
4o (= g) ) = (0 = g) (") = ¢* € On(*), 2t € g (y*H)

En général, les qualités (robustesse, stabilité, vitesse de convergence, bonnes solutions locales)
de DCA dépendent des décompositions DC de la fonction objectif f = g — h. Le théoreme
1.4 montre que la forte convexité des composantes convexes dans les problemes primal et
dual peut influencer DCA. Pour rendre les composantes convexes g et h fortement convexes,
on peut usuellement appliquer I'opération suivante

A A
F=g=n=(g+311) = (n+311).

Dans ce cas, les composantes convexes dans le probleme dual seront continuiment différentiables.

1.3.3 Calcul des sous-gradients

La description de DCA a 'aide de schémas d’itération de points fixes des multi-applications
Oh et dg* (Og et Oh*) se présente schématiquement comme suit :

ak — y* € Oh(aF)
l,k+1 c 89*(1/“) — yk+1 c ah( k+1) (1'14)
(y* € 9g(a™+1)) (2" € On*(y*+1))
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On voit ainsi une parfaite symétrie des suites {z*} et {¢*} relative a la dualité de I'optimi-
sation DC.

Le calcul du sous-gradient de la fonction h en un point z* est en général aisé : dans de
nombreux problemes concrets on connait ’expression explicite de dh. Par contre, le calcul
d'un sous gradient de la conjuguée de la fonction convexe g en un point y*, nécessite en
général la résolution du programme convexe,

2g*(y*) = argmin{g(z) — (y*,z) : z € X}. (1.15)

En effet, rappelons que I'expression explicite de la conjuguée d’une fonction donnée n’est en
pratique pas connue.

D’apres (1.15), remarquons que le calcul de ¥+! revient & minimiser une fonction convexe

déduite de la fonction DC f = g — h, en approximant la composante concave —h par une de
ses minorantes affines au point z*, i.e.

e dgr(yF) M € argmin{g(z) — [(¥*,x — 2*) + h(z")] 1z € X}
Et similairement, par dualité

Yt e On(at) oy e argmin{h*(y) — [Ty — ") + 9" (1)) sy e V)

1.3.4 Optimisation DC polyédrale

L’optimisation DC polyédrale survient lorsque I'une des composantes convexes g ou h est
convexe polyédrale. A I'instar des problemes d’optimisation convexe polyédrale, cette classe
de problemes d’optimisation DC se rencontre fréquemment en pratique et possede d’intéressantes
propriétés. Nous allons voir que la description de DCA y est particulierement simple ([36,
37, 48)]).

Soit le programme DC
inf{g(x) —h(z) 1z € X} (P).

Lorsque la composante convexe h est polyédrale, i.e.

h(z) = rg?g?({(a yxy—=bi=1,...,m},
alors le calcul des sous-gradients y* = Oh(z*) est immédiat. Il est clair qu’en limitant (na-
turellement) le choix des sous-gradients aux gradients des fonctions affines minorantes de h,
ie. {y*} € {a’ : i =1,..,m}, qui est un ensemble fini, la suite des itérés {y*} sera finie
(k < 'm). En effet, la suite {(h* — g*)(y*)} est, par construction de DCA, décroissante et les
choix possibles des itérés y* sont finis. De méme, par dualité les suites {z*} et {(g — h)(z*)}
sont décroissantes.
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Théoréme 1.5 (Convergence finie)

— les suites {g(z*) — h(a*)} et {h*(y*) — g*(y+)} sont décroissantes,

— lorsque (g — h)(x**Y) = (g — h)(2*) alors l’algorithme s’arréte a la (k + 1)™¢ itération et
le point x* (resp. y*) est un point critique de g — h (resp. h* — g*).

Remarquons que si c’est la composante g qui est polyédrale, de par la conservation du
caractere polyédrale par la conjugaison fonctionnelle et de 1’écriture du probleme dual, on
retrouve les mémes résultats que ci-dessus.

1.3.5 Interprétations de DCA

A chaque itération on remplace dans le programme DC primal la deuxieme composante DC
h par sa minorante affine hy(z) = h(z*) + (x — 2%, 4*) au voisinage de ¥ pour obtenir le
programme convexe suivant

inf{f, = g(x) — hy(z) : © € R"} (1.16)

dont I'ensemble des solutions optimales n’est autre que dg*(y*).

De maniere analogue, la deuxieéme composante DC ¢* du programme DC dual (1.5) est
remplacée par sa minorante affine (¢*)1.(y) = ¢*(v*) + (y — y*, 2¥*1) au voisinage de y* pour
donner naissance au programme convexe

inf{h*(y) — (9")k(y) : y € R"} (1.17)

dont Oh(x*1) est 'ensemble des solutions optimales. DCA opere ainsi une double linéarisation
a 'aide des sous-gradients de h et g*. Il est a noter que DCA travaille avec les composantes
DC g et h et non avec la fonction f elle-méme. Chaque décomposition DC de f donne nais-
sance a un DCA.

Comme f; est une fonction convexe, le minimum z*+! est défini par 0 € Jf(z*!) et la
majoration de f par f, assure la décroissance de la suite {f(z*)}. En effet, comme hy est
une fonction affine minorante de h en z*, f; est bien une fonction convexe majorante de f,

f(z) < fulz), VoeX,

k

qui coincide en x* avec f,

kY _ F (o k
f(@?) = fi(z").
Donc en déterminant l'itéré 2" comme le minimum du programme convexe (1.16), la
décroissance de la suite des itérés est assurée,

Fa™1) < f ().

k+1

Si a l'itération k+1, f(xF+1) = f(2*) alors 2¥+! est un point critique de f(0 € 0 fi(z**!) =
0 € Of (xF+1)).
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Remarque 1.5 Si f; est strictement conveze alors il existe un unique minimum x*+1.

Commentaire : il est important de remarquer que I’on remplace, non localement au voisi-
nage de z¥, mais globalement sur tout le domaine, la fonction f par la fonction :

fu(@) = g(x) — (WF 2 — 2" + h(®) avec y* € Oh(z¥), Vo € X

qui, considérée localement au voisinage de ¥, est une approximation du premier ordre de
f et globalement sur R™. Il faut souligner que fi, n’est pas définie restrictivement & partir
d’information locale de f au voisinage de z* (i.e. f(2*),df(x"), ...) mais incorpore toute la
premicre composante convexe de f dans sa définition, i.e. fp, = g — by = f — (h + hy). En
d’autre terme, fi, n’est pas simplement une approximation locale de f au voisinage de z*,
mais doit étre plutot qualifiée de ” convexification majorante” de f globalement liée a la fonc-
tion DC par la premiere composante convexe définie sur R™ tout entier. Par conséquent, les
pas de déplacement de 2* & 2*+! sont déterminés & partir de f définie globalement pour tout
x € R™. DCA ne peut donc étre simplement considéré, comme une méthode d’approximation
locale ou de descente locale, telle que 1'on connait classiquement, de par le caractere global
de la ”convexification majorante”. Ainsi, a la différence des approches locales convention-
nelles (déterministes ou heuristiques), DCA exploite simultanément des propriétés locales et
globales de la fonction & minimiser au cours du processus itératif et converge en pratique
vers une bonne solution locale, voire parfois globale.

Pour une étude complete de la programmation DC et DCA, se reporter aux [36]-[69] et [82]-
[87] et références incluses. Le traitement d’un programme non convexe par une approche DC
et DCA devrait donc comporter deux taches : la recherche d’une décomposition DC adéquate
et celle d’un bon point initial. Pour un programme DC donné, la question de décomposition
DC optimale reste ouverte, en pratique on cherche des décompositions DC bien adaptées
a la structure spécifiques du programme DC étudié pour lesquelles les suites {z*} et {y*}
sont faciles a calculer, si possible explicites pour que les DCA correspondants soient moins
coliteux en temps et par conséquent capables de supporter de tres grandes dimensions.



Chapitre 2

Méthode par Séparation et Evaluation

(SE)

Résumé  Ce chapitre est consacré a la méthode par Séparation et FEvaluation qui, en anglais, est
appelée Branch-and-Bound.

On considere le probleme de minimisation d’une fonction continue sur un compact
min{f(z):x € S C R"}. (2.1)

Il est bien connu que si S # () alors le probleme admet une solution. On veut trouver une
solution dite optimale z* € S telle que

f@®) < flx) Vrelbl

L’idée de base de la méthode SE consiste en la division successive d’un ensemble qui contient
S en sous-ensembles de plus en plus petits. A chaque sous-ensemble contenant une partie
de S, on associe une borne inférieure de la valeur de la fonction objectif sur cet ensemble
afin d’éliminer les parties non prometteuses et de sélectionner un ensemble que I'on devrait
diviser par la suite.

Définition 2.0.1  Soit M un compact dans IR" et soit I un ensemble fini d’indices. Un
ensemble M; 1 € I de sous-ensembles compacts est appelé partition de M si

M =M, MM =0MNOM,, Vijel:i#j

el

ou OM; dénote la frontiére relative a M de M;. a

33
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2.1 Meéthode de résolution et convergence

Adoptons la notation min f(S) = min{f(x) : x € S}. Le schéma général de SE se résume de
la maniere suivante :

Prototype SE ([23, 102])

e Initialisation

1. Choisir un compact My D S, un ensemble fini des indices [y, une partition My =
{My,; :i € Iy} de M, satisfaisant My,; NS # 0,1 € Io.

2. Pour chaque i € [y, déterminer
So,i C Mo; NS, So; #0

et
Y04 = Y(Mo,;) := min f(S;p), 2% € argmin f(Sp,).

3. Pour chaque i € [y déterminer

Boi = B(My,;) < min f(S N My,).

4. Calculer
= mi ) 2.2
Yo = minvo,, (2.2)
2" € argmin{f(z%",i € I))}, (2.3)
Bo = min Sy ;. 2.4)
i€lp

e Itération k£
k.1 Supprimer tout M;,; € M, vérifiant

Bri = Yo

ou pour lequel on sait que min f(.5) ne peut pas avoir lieu dans M, ;. Soit Ry, le collection
des élements restant Mj; € M.
Si R, = 0 alors STOP, 2* est une solution.
k.2 Sélectionner My ; € Ry, choisir un ensemble fini des indices Ji41 et construire une
partition
My = { M1, 0 € Jpya}

de My, telle que M1, NS # 0.
k.3 Pour chaque ¢ € J;41 déterminer

Skt1i € Miy1, NS, Sp1 # 0

et

k41,

’}/].H,Li = 7<Mk+1,i> ‘= min f(SkJrl’fL')’ xr € arg min f(Sk+1,i)-
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k.4  Pour chaque ¢ € Jy11,; déterminer Bjyq, tel que
Brip, < Brr1i < min f(S N Mgiq,).

k.5  Poser
M1 = (Ri \ Myi,,) U My, .

Soit I, 'ensemble des indices tels que
Migr = {Mpj1, : I € I}

est la partition actuelle.
Soient Yei1,i, Begr,i, ¥
k.6  Calculer

les quantités correspondant & Mjyy1,,% € Iy1.

Ve+1 = U Yey1 (2.5)
i€l
2* € argmin{ f (2" i € 1)} (2.6)
Bryr = min B
1€l 41

et retourner a 'itération k + 1.

Remarque 2.1 (i) Il faudrait déterminer S, ™, B de telle fagon que ces bornes au-
tant serrées que possible, avec un effort de calcul raisonnable. On parvient donc a un certain
COmMpPromis.

(11) ki, Bri sont des bornes inférieures et des bornes supérieures pour min f(S N My;) as-
sociées a chaque ensemble My, ; et i, B, sont des bornes inférieures et des bornes supérieures
a min f(S) étant décroissantes et croissantes respectivement.

k

(111) Bri > Yk indique que la solution z* ne peut pas s’améliorer dans My.; donc cet élément

peut étre éliminé.
Conditions de la convergence

La méthode SE converge dans le sens que chaque point d’accumulation de {z*} est une
solution de (P). Evidemment, par la construction, on a

eS k=0.1,...

Ve = Vo1 = min f(S) > By > B .
f®) > f@*h, k=0,1,... (2.10)

Définition 2.1.1  Une estimation de borne est dite cohérente (consistent) si, pour une
suite décroissante quelconque qu,ikq générée par la procédure de séparation, i.e.

qu+1 sg+1 C qu siq)
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on a
Hm (k,ix, = Brasin,) =0 (2.11)
q—00

Puisque S, i, < Y, < VK ik, la condition (2.11) peut s’écrire

lim (Oékq - ﬂkqik,;) =0 (212)

q—o0

Par la monotonie et la bornitude des suites {vx}, {8} on a

(f(@") =wm) = a, Br— B, ~v>minf(S)>p

Définition 2.1.2  Une sélection est dite compléte si pour chaque
Mel R
p=1k=p

on a
inf f(MNS) > a.

Une sélection est dite “borne-améliorante” (bound improving), si au moins apres chaque
nombre fini d’itérations, on a

My, € argmin{S(M) : M € Ry} (2.13)

O

Théoréme 2.1 ([23, 28]) Supposons que S est fermé et que min f(S) eziste. Soit, dans le
prototype, l'opération d’estimation de borne est cohérente. On a :
(1) Si la sélection est compleéte, alors

v:= lim oy = lim f(z") = £(9) (2.14)

k—o0 k—o0

(11) Si la sélection est borne-améliorante, alors
g := lim [y = min f(S) (2.15)
k—o0

(iii) Si la sélection est compléte, [ est continue, et {x € S : f(x) < f(2°)} est borné, alors
chaque point d’accumulation de {x*} résout le probleme (P).
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Preuve : Voir [23, 28]. O

Noter que si 'estimation de borne est cohérente alors la sélection qui améliore des bornes
est aussi complete, parce que f(x) < B, Vo € S et lorsque (2.13) est appliqué, on a

inf f(MNS)=p=n

pour tout ’ensemble M.

2.2 Réalisation

Bien entendu, la réalisation d'un algorithme SE dépend du choix des opérations suivantes :
— Diviser My ;, .

— Sélectionner My ;, .

— Estmimer les bornes inférieures fy ;.

2.2.1 Stratégie de division

Les éléments de partition M) doivent étre tres simples pour qu’on puisse les manipuler
facilement. Naturellement, on utilise les plus simples polyedres comme des simplexes, des
rectangles, des cones (polyédraux) et des prismes. Il faut également diviser ces polyedres de
telle maniere que la procédure de division soit exhaustive, ce qui est nécessaire pour assurer
la convergence de la méthode SE.

Cette sous section détaille une division que nous utilisons dans nos algorithmes : la subdivi-
sion rectangulaire.

My et toute partie de subdivision sont des n-rectangles dans IR". Le rectangle

n

My = ] L)

i=1
le plus petit qui contient S (convexe) peut étre déterminé en résolvant 2n problémes convexes

l; =min{z; :z €S}, L;=max{z;:xz€ S}, i=12,...,n

Les processus de subdivision rectangulaire jouent un roéle important dans des méthodes de
Séparation et Evaluation. L’approche de Phillips et Rosen [89] (voir également Kalantari
et Rosen [31]) emploie la subdivision exhaustive, i.e. toutes les suite décroissantes des rec-
tangles générées par I'algorithme tendra vers un point. Une bissection rectangulaire adapta-
tive prétendue proposée dans Muu L.D. [34] semble étre plus efficace parce que 'exhaustivité
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n’est pas nécessaire pour la convergence. Dans Horst et Tuy [27], un concept de la subdivision
rectangulaire normale (normal rectangular subdivision - NRS) a été présenté pour la classe
des problemes concaves séparables de minimisation qui inclut I’approche de Kalantari-Rosen
et une subdivision proposées plus tot dans Falk et Soland [13]. Intuitivement, la variante
des algorithmes rectangulaires en utilisant w-subdivision et subdivision adaptative devrait
converger plus rapidement que ceux qui emploient la subdivision exhautive, parce qu’ils
tiennent compte des conditions du sous-probleme relaxé courant.

2.2.2 Regle de sélection

Naturellement, on peut choisir a chaque itération
My, € argmin{(M) : M € Ry}

qui satifait (2.13), i.e. cette sélection améliore des bornes. Pourtant, il y a bien d’autres régles

qui n’utilisent pas explicitement cette propriété. Par exemple (cf. Tuy et al. [21]) :

(S1) Pour chaque M on définit G(M) - I'index d’étape ou M est créé et a chaque itération,
on choisit le plus “'vieil” ensemble, c’est-a-dire

My, € argmin{G(M) : M € Ry}

(S2) Pour chaque M on définit une quantité §(M) liée a la taille de M (e.g. le diametre,
le volume, etc.). Supposons que la division soit telle que, étant donné € > 0, on puisse
toujours obtenir M avec §(M) < e aprés un nombre fini de divisions de M. Alors, on
choisit

My, € argmax{d(M): M € R}

2.2.3 Estimation de borne

Etant donné un ensemble M. Pour estimer une borne inférieure, on va construire T}, tel que
M, NS C Ty C My de maniere que la borne 5(Mj) = min f(7}) soit estimée par des efforts
raisonnables.

Définition 2.2.1  Soit {T},} une suite d’ensembles de R". Alors

klggoTk ={reR":x= jli_)rgoxnj,xnj €Ty}

lim Ty :={z € R" : . = lim z,,x, € T, pour tout sauf a nombre fini de n € IN}
ko0 n—00

T=1lmT,<T=1lim7T, = lim T},
k—o0 k—o0 % —oo

k—o00
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Une division va générer des suites décroissantes { My} qui convergent vers un compact M =
() My. notons M — M.
k

Lemme 2.1 (/23]) Soit S € R" un compact et soit f : R" — IR continue. Alors l'estimation
de borne est cohérente si, pour toute suite décroissante de compacts My, on a

(i) My — M compact, MNS #0;

(11) Il existe une suite de compacts Ty telle que

MkQTkQMkﬂS,Tk—)MﬂS,

(iii)
min f(7}) < (M) < min f(M; N S);
(iv)
a(My) — min f(M N S);

L’estimation de borne présente toujours un dilemme entre la convergence et l'efficacité. Un
algorithm SE va converger plus vite si on peut estimer des bornes d’une facon plus précise.
Or, cela devrait couter plus cher ce qui peut rendre I'algorithme moins efficace. L utilisation
de T} donne une certaine souplesse dans l’estimation des bornes. Surtout, elle permet de
combiner la technique de plans de coupe, en particulier AE, avec la technique SE. Cette
approche parait tres prometteuse. Le premier algorithme de ce type a été proposé par Horst
et al. [24] pour la minimisation concave. Les résultats numériques ont montré la supériorité
de cet algorithme par rapport a ceux qui sont purement AE ou SE. Un de ses avantages,
c’est que T} peut étre construit a ’aide de la programmation linéaire et I'algorithme SE se
réduit ainsi a la résolution d’une suite de programmes linéaires.

2.3 B&B pour PLMO01

Cette section aborde un cas particulier de B&B pour le probleme linéaire en variables mixtes
0-1 (PLMO1).

Considérons le probleme (PLMO1) suivant :

(min f(z,y) =z + d"y
s.c.

(PLMO1) Az + By < b, (2.16)
z € {0,1}",

| v € RE.

Dénotons z = (z,y). On désigne par
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- S={z=(z,y) : Ax+ By < b,z € {0,1}",y € IR, } I'ensemble de point réalisable de
(PLMO1),
- Ry le domaine relaxé de S :

Ry={z=(z,y): Az + By < b,z € [0,1]",y € R% },

- R l'ensemble des R; a diviser,

- B (resp. vx) la borne inférieure (resp. la borne supérieure) de la valeur optimale a l'itération
k.

- 2* la meilleure solution connue & l'itération k (tant que I’on ne connait pas encore d’un
point réalisable, v, = 00),

- et Z la solution optimale du probleme relaxé de (PLMO1).

Principe : On détermine, a chaque itération k, une borne inférieure [, et une borne
supérieure 7y, de la valeur optimale du probleme (PLMO01) tel que v, — B — 0. On s’arréte
quand v, — B < €. Plus précisément :

- la borne inférieure §; est calculée par

Br =min{B(R;) : R, e R} = glé%{f(z) 12 € R}

- la meilleure borne supérieure a itération k est v, = min{ f(z;) : Vz; connu dans S}.

- a chaque itération k on considere l'ensemble R = {R; € R : S(R;) < 7} et on supprime
tous les R; € R pour lequel S(R;) > 7, (car on est str que R; ne contient pas une solution
optimale si B(R;) > 7, dans le cas ou 5(R;) = -y, on ne peut pas déterminer sur R; une
solution meilleure que 2*).

Algorithme 2.1 (BB)

Etape 0 (Initialisation)
0.1. Calculer By et Z en résolvant le probléme (PLMO1') relaxé de (PLMO1).
- Siz € S alors STOP, Z est une solution optimale de (PLMO01).
- Sinon, poser R :=={Ry}, 70 = 400, k:= 1.
0.2. Aller a la procédure de choiz (Etape 1).
Etape 1 (Procédure de choix)
1.2. Choisir un sous ensemble R; € R tel que

Br = min{S(R;) : R; € R}.

1.2. Aller a la procédure de séparation (Etape 2).
Etape 2 (Procédure de séparation)
2.1. Soit v un indice pour lequel TF est non binaire. Séparer Ry en deux sous ensembles :

Ryy ={z€ Ry : x, = 0}; Rio ={z € Ry : ., = 1}.

2.2. Aller a la procédure d’évaluation (Etape 3).



41 2.3. B&B pour PLMO01

Etape 3 (Procédure d’évaluation)
3.1. Calculer Bi1 et Bra en résolvant les deux problémes (PLMO01},) et (PLMO01},).
3.2. Sizk e S (ZF € S resp.), et f(ZM) < (resp. f(Z*?) < i) alors mettre a jour

Y= f(E); 28 = 2, (resp. v := f(2"%); 2" == 2").

Etape 4 (Test d’optimalité)
4.1. Ri=RU{Ry : fE) < yp,i = 1,2} \ {Rs}.
4.2. Si R =0 alors STOP, z* est une solution optimale, Sinon k := k + 1 et aller a la
procédure de choix (Etape 1).

Pour les procédures de choix d’un sous ensemble R, a séparer, on peut aussi utiliser une
autre procédure de choix dite ”exploration en profondeur d’abord” de I'arborescence (back-
tracking) : sélectionner Ry le plus récemment créé. Cette procédure possede deux avantages
et un inconvénient :

- Obtenir rapidement une solution réalisable,

- Limiter au minimum les transferts entre la mémoire centrale et la mémoire périphérique.
- Ne pas tenir compte de la fonction d’évaluation.

On peut donc faire une combinaison de deux procédures présentées : on utilise une stratégie
de backtracking pour ”descendre” dans l'arborescence, mais quand on a trouvé un sous
ensemble stérile on choisit le sous ensemble non stérile d’évaluation maximum

Pour les procédures de séparation, on a certaines regles a appliquer pour déterminer I'indice

T

- choisir 7 pour lequel I'un des deux programmes (PLMO01;,) et (PLMO01,,) n’a pas de
solution réalisable (fausse séparation);

- choisir r pour lequel 7, (PLMO01}) est la plus fractionnaire possible (sa valeur soit la plus
voisine possible de 0.5).






Chapitre 3

Méthode d’Approximation Extérieure

(AE)

Résumé  Ce chapitre présente le principe de algorithme d’approximation extérieure.

3.1 Principe de AE

Considérons un probléme d’optimisation du type ”minimiser une fonction concave sur un
ensemble convexe” sous la forme :

(CP) min{f(z):z € S}, (3.1)

ou S est un sous-ensemble convexe de IR" et f une fonction concave définie sur S. Les
méthodes de plans de coupe constituent des outils de base dans différentes branches d’opti-
misation. Un plan est utilisé pour couper une partie de facon que cela n’exclut pas des points
optimaux du probléeme d’optimisation. Nous rappelons dans la suite les coupes (linéaires)
qui n’enlevent aucun point réalisable.

Définition 3.1.1

(1) Une inégalité [(x) < 0 est dite valide pour (CP) si l'inégalité l(z) < 0 est satisfaite pour
tout x € S.

(ii) Etant donné un point x* € S. L'inégalité [(x) < 0 est dite "coupe séparant strictement
x* de 87 si et seulement si :

0, pourtoutx € S; (3.2)

L’idée de base de AE est de relaxer et remplacer (CP) par une suite de problemes (C'Fy) :
(CP,) min{f(z):2z € Dy, DS}

43
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(avec Dy est un certain ensemble contenant S) qui sont plus faciles a résoudre et dont les
solutions convergent vers une solution optimale de (CP).

Le prototype de la méthode de AE appliqué au probleme (CP) peut étre exprimé comme
suit :

Prototype AE

e Etape 0 (Initialisation)
1. Choisir D; D S;
2. Poser k + 1;
e Etape 1 (Résoudre le probleme relaxé)

1. Résoudre le probleme relaxé (C'Py) :

(CPy) min{f(z):z € Dy}

pour obtenir z¥

2. Si 2% € S, 2¥ résoud (CP). S’arréter ;

3. Sinon, passer a l'étape 2;
e Etape 2 (Ajouter coupe)

1. Construire une coupe de la forme (3.2) séparant strictement 2* de S ;

2. Poser Dyi1 < D N{z: lx(x) <0}

3. Poser k<« k+1;

4. Retourner a 1’étape 1;

Pour la réalisation d’un algorithme AE, deux questions importantes sont posées :
- Déterminer des problemes (C'Py) qui sont faciles a résoudre ?
- Construire I (z) pour que la suite {x)} converge vers une solution de (CP)?

3.2 Convergence de AE

3.2.1 Approximation polyédrale

Soient D7 un ensemble convexe polyédral et l(z) := (ag, ) + by, une fonction affine. Alors
Hy, :={z € R" : ly(x) = 0} est un hyperplan séparant strictement z* de S. Tout ensemble
Dy, construit ainsi, est polyédral et on obtient une suite décroissante de polyedres qui ap-
proximent S. Par construction des a; # 0, on peut supposer que ||ag|| = 1 (en prenant

(@) /llaxl))-
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Définition 3.2.1 On dit qu’une suite d’hyperplans {Hy} :
Hy = {z: li(z) = (a",2) + b, = 0}
converge vers un hyperplan H := {x € IR" : [(z) = (a,x) + b =0} si

a" —a, bp—b (k— o00).

Théoreme 3.1 Dans le processus d’Approzimation Extérieure, soit Dy un polyédre compact
et supposons que pour chaque sous-suite convergente {x?} de {x*} telle que 29 — T € S, et
H, — H on a H sépare strictement T de S. Alors tout point d’accumulation de x* appartient
a S et résout ainsi (CP).

Preuve : Soit T un point d’accumulation de x* et 2% — Z. Comme ||a*|| = 1, on a donc
{a*} est bornée. D’autre part

—(aF,z) > by > —(a",2F) Vaes.

Puisque D; est un compact, il existe une constante M telle que ||z|| < M pour tout x € Dy.
Par suite,
[(a* 2" < M |(a*,2)| <M VreS
ce qui implique
bk S M7

i.e., {by} est aussi bornée. En prenant une sous-suite, on peut donc supposer a*» — a by, —
b, autrement dit, {Hy} — H. Supposons que T ¢ S. Alors H sépare strictement Z de S i.e.,
[(z) = (a,z) + b > 0. D’autre part, Iy, (") <0 Vr >0 et en faisant r — oo, on obtient
Ik,(Z) < 0. Lorsque {Hy,} — H, on a l(Z) < 0 ce qui est absurde. Donc Z € S. Puisque
f(zF) < f(z) Vx € S ie., T est une solution optimale de (CP). O

3.2.2 Généralisation

En dehors des coupes linéaires (déterminées par une fonction affine) bien connues en program-
mation convexe, les coupes continues (des coupes déterminées par des fonctions continues
non nécessairement linéaire) sont aussi utilisées (cf., par exemple, R.Horst, N. V. Thoai et
H. Tuy [26]). Nous avons :

Théoreme 3.2 (Horst-Thoai-Tuy [26]) Dans le processus d’Approximation extérieure, soit
D1 un compact. Supposons que lj; est continue et pour chaque suite {x,} C {xy} telle que
r, — T il existe une sous-suite {xy} de {z,} telle que

1. ly(x) = (z) V.

2. ly(z?) = I(Z) ou l(T) est tel que [(T) = 0 implique x € S.

Alors tout point d’accumulation de xy appartient a S et resout (CP).
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Preuve : Soit x, une suite convergeant vers T - un point d’accumulation de {zy} et {zy}
la sous-suite qui satisfait les hypotheses 1 et 2. Puisque I, (z%") < 0 Vr, en faisant r — +o00
on a ly(T) < 0. Par suite, [(T) < 0. D’autre part, [;(z%) > 0 VI et l;(z%) — I(Z) implique
[(z) > 0. Donc [(T) = 0 et en vertu de 2 z € S. D’une facon analogue comme ci-dessus on
peut conclure que x est une solution optimale de (CP). a

En particulier, si [;(.) sont des fonctions Lipchitz, on a :

Théoréme 3.3 (Tuy [17]) Supposons que li(.) est continue et
1. |lg(2) — lg(2z)| < L|z — x| Vz,x € D1 (L étant une constante).
2. Pour chaque suite {x7} C {z*} telle que

rg =T, l(z?) =0

on as € S. Alors tout point d’accumulation de xy appartient a S et résout (CP).

Preuve : Envertude 1), on al,(z9) < [,(T)+ L|z?—T|. Par construction, l,(z7) <0, Vj >
g, ce qui entraine [,(Z) < 0. Donc 0 < [,(29) < L|z? — z|. Quand 2, — T on a [,(z9) — 0 et
selon 2) 7 € S.

O

3.3 Coupes pour la programmation linéaire en variables
mixtes

Cette section présente quelques coupes populaires pour la programmation linéaire en va-
riables mixtes.

3.3.1 Coupe mixte de Gomory
On considere ici un ensemble @) de points de IR" défini par des contraintes mixtes :

Q ={(z,y) € Z xR : Az + by = b}.

Pour tout u € IR, on note f, la partie fractionnaire de ub (ie. fo = ub — |ub]) et f;,
(t=1,...,n+Dp) ) la partie fractionnaire de (uA);. L’inégalité

Z Jixi + f Z — fi)xi + Z (uB)iyi + L Z (uB)iyi > fo, (3.3)

i:fi>fo i:(uB); >0 1- fO i:(uB); >0
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appelée coupe mixte de Gomory, est valide [15].

Comme pour le cas des variables entieres, Gomory a pu établir un algorithme de résolution
exacte des problemes mixtes basé sur la séparation de ces coupes dans les années 1960.

3.3.2 Coupe MIR

On considere la coupe MIR, acronyme de "mixed integer rounding cut”. Considérons 1’en-
semble X = {(z,y) € Z% xRy : a’z —y < b} avec a € Z", b € IR. On note f; = a; — |a;]

Lemme 3.1 Lnégalité

Sl + EED g Ly <y (3.4)

est valide pour conv(X), ot v™ = max(0,v) pourv € IR. L’inégalité 3.4 est appelée l'inégalité
MIR.

Preuve : Voir [73]. O

Lemme 3.2 Les inégalités MIR impliquent les coupes mixtes de Gomory quand elles sont
appliquées a lensemble X = {(z,y~,y") € Z" x R% : Tz +y* —y~ =b}.

Preuve : Le lemme 3.1 donne :

Sl + (f;:]};)*)xi_ 1 _1ny < b, (3.5)

La soustraction de I'égalité originale a’z + y™ — y~ = b et (3.5) donne la coupe mixte de
Gomory. a

Nembhauser et Wolsey [76] étudient les inégalités MIR dans le cas plus général. Ils prouvent
que les inégalités MIR fournissent une description complete pour n’importe quel polyedre
mixte 0-1. Marchand et Wolsey [72] proposent des algorithmes utilisant cette coupe pour
résoudre la programmation linéaire en variables mixtes.
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Deuxieme partie

La Programmation Linéaire en
variables mixtes 0-1 et ses applications
aux réseaux de télécommunication et

a 'ordonnancement
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Chapitre 4

DCA et Méthodes globales basées sur
DCA pour la programmation linéaire
en variables mixtes 0-1

Résumé  Dans ce chapitre, nous proposons des méthodes globales basées sur DCA pour la program-
mation linéaire en variables miztes 0-1 (PLMO1). Particuliérement, nous reconsidérons la méthode
de coupe introduite par Nguyen V.V et Le Thi H. A. (notée DCACUT) et nous la perfectionnons.
Les expériences numériques comparatives entre les algorithmes proposés sont rapportées.

Les méthodes considérés dans ce chapitre sont basées sur DCA. Avant d’entrer dans le détail
les méthodes, la premiere section est consacrée a la description de DCA pour (PLMO01) [54].

4.1 DCA pour la résolution de PLMO01

4.1.1 Reformulation

Considérons la programmation linéaire en variables mixtes 0-1 sous la forme :

(‘min flz,y)=clz+dTy

s.c.

(PLMO1) Az + By < b, (4.1)
z € {0,1}",

| ¥ € RE.

ou A et B sont deux matrices de taille (mxn) et (mxp) (resp.), m - le nombre de contraintes,
n - le nombre de variables binaires, p - le nombre de variables continues, (¢, d) € IR" x IR? -

o1
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les vecteurs couts et b € IR™.

On définit les deux ensembles S (I’ensemble des solutions réalisables) et K (I’ensemble des
solutions de la relaxation linéaire standard de ’ensemble réalisable) suivants :

S = {(z,y) € {0,1}" x RE : Az + By < b},

K :={(z,y) € [0,1]" x IRE : Az + By < b}.

Considérons la fonction p définie par :
plz,y) = plx) = min{a;, 1 -z},
j=1

Il est clair que :
e p est concave, et que —p est convexe polyédrale sur IR" x IR?,
e > € K est un point réalisable de (PLMO1) si et seulement si p(z) = 0,
e p est non négative, finie sur K et on a :
S = {(zr,y) € {0,1}" x RE : Ax + By < b}

= {(z,y) € K : p(x) =0}
={(z,y) € K: p(z) <0}

Par conséquent, (PLMO01) peut s’écrire sous la forme d’un programme non convexe en va-
riables continues défini comme suit :

(NCP1) min{c'z+d"y: (z,y) € K,p(x) <0}. (4.2)

Théoréme 4.1 Soit K un polyédre non vide, borné de IR". Soit f une fonction concave
finie sur K et soit p une function concave finie et non négative sur K. Alors il existe un
nombre fini tg > 0 tel que les deux problémes suivants sont équivalents avec t > to(dans le
sens ot ils ont le méme ensemble de solutions optimales) :

a(t) = inf{f(z) + tp(x) : v € K},

a=inf{f(z) :z € K,p(x) <0}.

De plus, si l’ensemble de points extrémes V(K) de K est contenu dans {x € K,p(z) < 0},
alors tg = 0, sinon ty = min{w}, ou & :=min{p(z) : x € V(K),p(z) > 0} > 0.
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Preuve : Voir H.A. Le Thi, T. Pham Dinh et M. Le Dung [67]. O

Compte tenu du Théoreme 4.1, il existe un nombre fini ¢y tel que V¢ > to, (NCP1) est
équivalent au probleme suivant :

(NCP2) min{c'z +d"y +tp(z): (z,y) € K}.

La différence entre les deux problemes (NCP1) et (NCP2) est que dans le premier la non
convexité apparait aux contraintes alors que dans le deuxieme, elle réside dans la fonction
objectif. On peut reformuler (NCP2) comme une programmation DC, ensuite utiliser DCA
pour le résoudre.

4.1.2 DCA appliqué au probleme pénalisé de PLMO01

Le probleme (NCP2) peut se récrire comme
min{xx(z) + 'z +d'y +tp(x) : z = (x,y) € R" x IRF}, (4.3)

ou

0 siz e K,
Xk (2) =

+00 sinon

est la fonction indicatrice de K.
On note g(z) := xx(z) et

h(z) = —clo —d 'y +t(—p)(z) = —c"o —d'y+1 Z max{—z;,x; — 1}. (4.5)

j=1

Comme K est convexe, g := x est convexe [93]. Aussi, h est convexe car p est concave. Dés
lors, le probleme (NCP2) est équivalent au probleme DC suivant :

min{g(z) — h(z) : z = (z,y) € R" x IR"}. (4.6)
Selon le schéma général de DCA, on doit calculer les deux suites {u*} et {z*} telles que
ub € Oh(2%); 2T e gt (ub).

Soit z = (z,y) un point quelconque de IR" x IR?, & partir de la définition (4.5) de la fonction
h, un vecteur sous gradient u = (o,<) € Oh(x,y) est choisit par :

t, sixz; >0.5; g e o
Ui——Ci—l-{_t’ <inon et g=—d; (i=1,...,n5=1,...,p). (4.7)
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Ensuite, le calcul de z¥*! revient & la résolution du probléme suivant :

min{g(z) — (z,u) : z € IR" x IR}. (4.8)
DCA appliqué au probleme (4.6) peut se décrire comme suit :

Algorithme 4.1 DCA appliqué au probléme (4.6)
Etape 1. Soit 2° = (2°,4°) € IR" x IR un point initial. Poser k < 0 ;
Etape 2. Calculer u* = (0%, ¢*) € dh(z*,y*) via (4.7).
Etape 3. Calculer

= (M R € arg min{—((c*, %), (2, 9)) : (z,y) € K}. (4.9)

Etape 4.
Si le critére d’arrét est vérifié, STOP;
Sinon retourner a l’étape 2;

Grace au théoréme sur la convergence de DCA pour la programmation polyédrale (cf. [54,
59, 43]), on a directement les propriétés suivantes de I’Algorithme 4.1.

Théoréeme 4.2 La convergence de I’Algorithme /4.1

i) L’algorithme 4.1 génére une suite {z* = (2%, y*)} contenue dans 'ensemble de sommets
V(K) de K telle que la suite {g(z*,y*) — h(z*,y*)} soit décroissante.

i) Si a Uitération r le point (z",y") satisfait 27 € {0,1}" alors (x*,y*) satisfait aussi z* €
{0,1}" pour tout k > r.

iii) La suite {(z* y*)} converge vers une solution (z*,y*) € V(K) aprés un nombre fini
d’itérations et (z*,y*) est un point critique du probleme (4.6). De plus, si x7 # 0.5 Vi =
1,...,n alors (z*,y*) est une solution locale du probleme (4.6).

Preuve : Voir, par exemple, H.A. Le Thi et al. [43]. O

4.2 DCACUT amélioré

4.2.1 Une inégalité valide

Dans cette partie, on va déterminer une inégalité valide pour tous les points de S a partir
d’une solution locale de la fonction pénalité p sur K.

Soit z* € K. Notons :

L(z")={je{l,....n} 25 <1/2} | L(z")={1,...,n}\ [(z").
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et

Le(2) = la(x) = > ozt Y (1—m).

’L'Gfo(z*) iEIl(z*)
Les deux lemmes suivants seront utilisés dans la suite.

Lemme 4.1 [78] Etant donné z* € K, on a :
(1)  l+(x) > p(x) Ve € IR".

(i) L«(x) =p(x) siet seulement si

(x,y) € R(z*) == {(z,y) € K : x; <1/2,i € Iy(z*); x; > 1/2,i € I;(2*) }.

Preuve : (i) Par définition de la fonction /,«, on a

Z T; + Z (1 —x;)

i€lo(z*) i€l (z*)

> Z min{z;, 1 —z;} + Z min{z;, 1 — z;}

iEIo(:D*) ie[l(m*)

Z T; + Z (1 —z;) = p(x).

i€lo(z*) i€l (z*)

(ii) II est facile de constater que

Lo(a) = pla) & 7 I T} WE LG
1 —z; =min{x;, 1 —x;} Vi€ L1(a)

{ <12 Vieh(@) o pe

Lemme 4.2 [78] Soit z* = (x*,y*) un minimum local de la fonction p sur K, alors l'inégalité

L (x) > L« (2%) (4.10)

est valide pour tout (z,y) € K.
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Preuve : Comme z* est un minimum local de la fonction p sur K, il existe un voisinage
U(z*) € R" x IR? de z* tel que

p(x™) < p(x), V(z,y) € KNU(Z").
Comme L« (z*) = p(z*) et L«(x) > p(z) (Lemme 4.1), on a :
L+(2*) = p(a*) < p(x) <« (z), V(z,y) € KNU(u").

Alors z* = (2*,y*) est un minimum local de la fonction [,«(z) sur I'ensemble convexe K.
Comme [,«(x) est affine et K un polyedre convexe, z* doit étre un minimum global de la
fonction [, (z) sur K, i.e.,

L (2%) <l (x), V(z,y) € K.

O

Théoreme 4.3 [78] Il existe un nombre fini t; > 0 tel que, pour tout t > ty, si z* =
(x*,y*) € V(K)\ S est un minimum local du probléme (4.6) alors

L+(x) > L+(2), V(z,y) € K. (4.11)

Preuve : Soit z* un minimum local de (4.6) alors il existe un voisinage de z*, U(z*) €
IR™ x IR?, tel que :

ot +dTy +tp(a*) < cTx+dTy + tp(z), V(z,y) € KNU(2Y).
Puisque 1« (2*) = p(a*) et ,«(z) > p(x) (Lemme 4.1), on a :
o+ dy* 4t (2*) = cTa* + dy* + tp(at) <
<cr+dy+tpx) <o+ dy+tl-(v), Y(r,y) € KNU(2).

Autrement dit, le point z* = (2*,y*) est un minimum local de la fonction linéaire ¢’z +
cTy + tl.«(x) sur I'ensemble convexe K. Des lors, 2* est une solution optimale globale du
programme linéaire :

min{c’'z + d'y + tl.-(z) : 2 € K},

ie.,
o+ d"y + e (2) < o+ dTy + i (2), V(z,y) € K.

De maniere équivalente, on a :

tl (@) = Le(2)] < o+ d"y — (Ta" + d"y"), V(a,y) € K. (4.12)
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Pour tout w = (2/,y') € V(K) \ S, on note par :
S(w) ={(z,y) € V(K) tel que : ly(a') — ly(x) > 0},
et
W={weV(K)\S tel que : S(w) # 0}.
SiW =10, ie., S(w)=0, Vwe V(K)\ S alors
Lo(x) > 1,(2"), V(x,y) € V(K).
Cette condition implique que
Lo(x) > 1,(2), Y(z,y) € K.

Alors le lemme est vérifié pour tout ¢ > ¢; := 0.

Supposons que W # (). Notons

a=min min {l,(2') = L,(2)},
wEW(az,y)eS(w){ (@) = lw(2)}

2 T T, ./ T,/
/B w:(a;/7y/)6W (3;7y>65(w){ y) ( y )}
Comme S(w) et W sont bornés et non vides, on a 0 < a < 400 et f < +o0.

Choisissons t; = max{0, 8/a}. Il suffit de montrer que z* ¢ W pour tout minimum z* du
probleme (NCP2).

Si f < 0 alors t; = 0 et grace a la condition (4.12) on a t[l,«(z*) — [.«(z)] < 0. Autrement
dit,
lz* (.f*) — ZZ*(I) S O, Vt > tl = 0,

i. e., le lemme est vérifié. Sinon, a partir de la condition (4.12), on a, ¥(z,y) € K,
tllr (@7) = ()] < Tw 4 d"y — (Mo + d"y") < B.

Par conséquent,

i.e. z* ¢ W pour tout z*. 0

Soit z* = (z*,y*) une solution du probleme (4.6). Si z} # 0.5 Vi=1,...,n (i.e. 2* est un
minimum local de p), selon les théorémes 4.2 et 4.3, on a l'inégalité valide (4.11). Dans le cas
ou il existe un i tel que 7 = 0.5, Nguyen V.V. ([78]) a proposé de diviser le présent probleme
en deux. L’un correspond a z; = 0 et I'autre correspond a z;+ = 1. Cette procédure comme
pseudo-Branch and Bound est tres chere et peut cycler dans certains cas.
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Pour éviter ce phénomene, on pourrait modifier légerement cette procédure en considérant
le probleme linéaire suivant :

E=1+(2) =min{l,«(2) : z € K}. (4.13)

Si & = [.+(2%), l'inégalité (4.11) est encore valide. Si € < [,«(z*), en appliquant DCA au
probleme

(Q)  min{p(z) : (z,y) € K}, (4.14)

a partir du point initial Z, on obtient une solution & vérifiant p(z) < p(Z) < [,«(2) = £ <
l+(2z*) = p(2*). Dans ce qui suit, un tel point Z est appelé un point potentiel par rapport a
p(z*). A partir de Z, on peut encore construire une inégalité valide selon le Lemme (4.2).

4.2.2 Construction d’une coupe a partir d’une solution non réalisable

Soit z* une solution qui n’est pas un point réalisable de S tel que [,«(z) > [,«(2*) Vz € K.
Dans ce cas, il existe au moins un indice jo € {1,...,n} tel que x, soit non entier. On
distingue les deux cas suivants :

Cas 1 : La valeur [.-(z*) n’est pas entiere. Comme [ (2) est entier pour tout z € S, on

a immédiatement : ) (), S
lz* z > Z* +1 \V/Z €
N ’ 4.15
{ ZZ*( ) S p- ( )
Autrement dit, I'inégalité
L+(z) > p (4.16)
est une coupe séparant strictement z* de S.

Cas 2 : La valeur [,.(z*) est entiere. Il est possible qu’il existe des points réalisables 2’
tels que 1.+ (2') = [,«(2*). Si un tel point existe, on pourrait mettre a jour la meilleure solution
de (PLMO1) et également améliorer la borne supérieure de la valeur optimale. Sinon, pour
tout z € S, on a l,+(2) > L.« (2*). Cest-a-dire que

L(2) > 1+ (27)+ 1 (4.17)

est une coupe séparant z* de S.

On considere ci-dessous une procédure (appelée Procédure P) qui fournit soit une telle coupe,
soit un tel point réalisable, soit un point potentiel.

On note Ip(z*) :=={i €I : xf ¢ {0,1}} 'ensemble des indices binaires sur lesquels * est
non entiere. Soit i, € Ir(z*). Considérons les deux problemes linéaires suivants :

min{ly-(z) : (z,y) € K; 27, =0} (),

et
min{l«(z) : (z,y) € K; ] =1} (P).
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Soient u! = (z',y') et u?* = (2% y?) les solutions de P, et P», respectivement. Notons
M=l (), Mo = Lpe(27) et = min{my, n2}

Sin > [« (x*) alors pour tout z € S, on a l,« () > l«(2*) i.e., 'inégalité (4.17) est une coupe
séparant z* de S.

Sin = l(x¥), alors il y a deux cas possibles : soit l«(z*) = n1 = ny (cas 2.1), soit
Ly (2*) = min{ny, 2} < max{n;,n} (cas 2.1).

Cas 2.1 : On note v = (7,7) la solution du probleme (P;) ou (P,) qui n’appartient pas a
R(z*). Par le Lemme 4.1 on a :

p(x") = lox (27) = L (T) > p(T).

A partir de T on peut trouver un point Z tel que p(z) < p(T) < p(z*).

Cas 2.2 : p(z*) = min{ny, n2} < max{n,n2}.

Si my < my (de fagon analogue si 7o < 1) on a u' € R(z*) ((ii), Lemme 4.1). Remplagons z*
par v', K par K N {(z,y) € K : z;, = 0} et Ip(z*) par Ir(2*) \ {i.} et répétons le méme
Processus.

La procédure précédente peut se décrire comme suit :

Procédure P

Entrée : Un point non réalisable 2* tel que l,«(z) > l«(2*) et I« (z*) € Z.
Sortie : Soit une coupe, soit une solution réalisable, soit un point potentiel.
0. Poser k «+ 0; Fy + K.

1. Poser Iy < Ip(z*); Poser k <— k + 1; Choisir i;, € Ip.

2. Résoudre les deux sous-problemes linéaires :

(Pr1) m =l (u') = min{l,+ () : (z,9) € Py, x;, =0},

(Pra) 1o = lp»(u?) = min{l,+(2) : (2,y) € Py, 7, = 1}.

Si Py1 (Pye) n’a pas de solution, poser 7y := 400 (12 := 400, resp.).
Poser 1 < min{n;, n2}.
Si n = +oo alors passer a ’étape 3. Sinon, passer a ’étape 4.
3. Aucun des deux problemes a de solution(n = +00).
Si k=1 alors le domaine K ne contient pas de point réalisable. STOP.
Si k > 1 alors I'inégalité [.«(z) > [,+(2*) est une coupe, STOP.
4. (n < +00).
Si u' ou u? est réalisable, STOP.
Sinon, passer a ’étape 5.

Si L«(x*) <n alors I'inégalité [.«(z) > [,«(z*) est une coupe, STOP.
Sinon, passer a ’étape 6.
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6. [«(z*)=n
Siny = 19 = l.+(2*) alors déterminer un point potentiel z € {u', u?} par rapport a p(z*),
STOP.
Sinon, passer a ’étape 7.

Sim < ma; poser Py < {(z,y) € Py : x;, =0}
Sinon (m1 > n2), poser Pry1 < {(z,y) € P, : xz;, =1}
8. Poser Ip < I\ {ir};
Si Ir = (), STOP. Sinon, passer a étape 1.

Lemme 4.3 Soit z* un point non réalisable tel que l.-(x) > l(2*) sur K et [,«(z*) € Z.
La procédure P s’arréte apres un nombre fini d’itérations et on doit obtenir :

(1) soit une coupe séparant z* de S,

(11) soit une solution réalisable,

(111) soit un point potentiel par rapport a p(x*),

(iv) soit une affirmation que le domaine K est vide ou pas.

Preuve : Evidente. O

4.3 Algorithme DCACUT amélioré

Nous présentons dans cette partie la version améliorée d’algorithme DCACUT introduit dans
[78] que nous noterons également DCACUT.

4.3.1 1dée de base I’algorithme DCACUT

Soit « la valeur optimale du probleme (PLMO01). Nous allons construire les deux suites { S}

et {7}, dont I'une est croissante et 'autre décroissante, respectivement. La premiere joue le
role des bornes inférieures et la seconde - celui des bornes supérieures de « telles que :

1 BkSOzS’yk Vk:1,2,

{( ) (4.18)

(77)  lim By = lim v = .
k—o00 k—o00

Ces deux suites sont construites simultanément. A chaque étape, on cherche a obtenir soit
une solution réalisable, soit une coupe coupant une partie du domaine relaxé courant. Si une
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solution réalisable est trouvée, on met a jour la meilleure solution z* et la borne supérieure
k. Sinon, on prend la coupe en considération pour réduire le domaine relaxé.

Posons Ky = K. Soit K}, la relaxation et z*¥ = (2 ¢*) la meilleure solution connue a
I’étape k.
Si aucune solution réalisable n’est connue, alors on pose z*¥ = (). Les deux suites sont

construites de la maniére suivante :

B = min{c{x + cgy : (z,y) € Ki}

| +oo sizh =0
T cIak 4+ cT'y*  sinon.

Remarque 4.1

(1) Par construction, la condition (i) de (4.18) est vérifiée.

(1i) Les propriétés de la convergence des deux suites {Br} et {y} (dans (ii) de (4.18))
dépendent de la fagon dont on trouve les solutions réalisables et les coupes utilisées. Dans
la suite, nous utilisons la coupe construite a partir de la solution de la fonction pénalité
obtenue par DCA.

4.3.2 Description de P’algorithme DCACUT

4.3.2.1 Mise a jour de la borne supérieure et de la meilleure solution connue

Supposons qu’a I'étape k, 2% = (2*, y*) soit la meilleure solution réalisable connue et soit vy
la borne supérieure (v, = cla* + cI'y*). Par convention, si une solution réalisable n’est pas
encore trouvée, on pose ¥ = {0} et v, = +oo.

DCA appliqué au probleme (4.6) fournit souvent des solutions réalisables. De plus, une so-
lution réalisable du probleme (NCP2) peut étre trouvée de différentes fagons, par exemple,
grace a la Procédure-P.

Lorsqu’une solution réalisable est trouvée, nous mettons a jour la meilleure solution réalisable
et la borne supérieure.

4.3.2.2 Séparation d’une solution réalisable

Le but de la séparation d’une solution réalisable est d’éliminer les solutions qui sont déja
trouvées.
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Soit z* une solution réalisable. Apres avoir mis & jour la meilleure solution réalisable et
la borne supérieure, nous allons séparer cette solution du domaine réalisable dans le but
d’éliminer les solutions et des minimums locaux qui sont déja trouvés par DCA. Pour cela,
on ajoute I'inégalité suivante aux contraintes :

hz)=hlx):= Y x4+ > (1—z)>1 (4.19)

ok — sk —
]‘zj—O Jixi=

Il est facile de vérifier que :

h(z) >1, Vze S\ {z},
{h(zk) =0<1. (4.20)

4.3.2.3 Algorithme DCACUT

L’algorithme DCACUT pour résoudre le probleme (PLMO01) peut étre décrit comme suit :

Algorithme 4.2
Etape 0. (Initialisation)
+ Poser k+ 0; Ko+ K ;200
+ Poser By <~ —oo (borne inf.), vy < +oo (borne sup.).
Etape 1. (Résoudre le probleme linéaire relaxé)
+ Résoudre le probleme linéaire

By :=min{c’z +d"y : (z,y) € Ki}

pour obtenir la borne inf. By, et la solution optimale 2% .
+ Si 2k, €S alors 2% <+ 2F,. STOP.
Etape 2. (Appliquer DCA)
+ Appliquer DCA au probléme min{c'z + d"y + tp(x) : (z,y) € Ky}
pour obtenir sa solution 2% , ;
+ Passer a l’étape 3;
Etape 3.
+ Si 284 €S, poser z < 2k, et passer a I'Etape 6;
+ Si2hoa & S
- Siahoay #£ 0.5 Vi, alors vérifier si lszCA(zf’)CA) €Z.
- S ZZECA(Z§CA) ¢ 7, créer un coupe via (4.15);
- Sinon, appeler la Procédure P ;
o Si la Procédure P fournit une solution réalisable z*, passer a l’étape 5 ;
o Si la Procédure P fournit une coupe, passer a l’étape 7;

© Si la Procédure P fournit un point potentiel, passer a l’étape 4 ;
o Sinon, STOP;



64 Méthodes globales pour PLMO01

- Si 3, a¥oa, = 0.5 1 résoudre le probléme linéaire suivant :
=1y (Z)=min{ls (2):2z€ Ky}
- SiE< Lot (2%.4), passer a Uétape 4.
C S =1k (2% 4), passer a l'étape 7.
Etape 4. (Appliquer DCA & partir d’un point potentiel)
+ Appliquer DCA au probléme min{p(x) : z € Ky} pour obtenir 2%, ;
+ Passer a [’étape 3 ;
Etape 5. (Mettre a jour la borne sup. et la meilleure solution connue)
+ Si cTab + dTy* < yi, mettre a jour zop 2% i < cTa* + dTyF;
+ passer a l’étape 6
Etape 6. (Séparer la solution réalisable)
+ Déterminer la contrainte de séparation ¢(z) > v via (4.19);
+ Poser Ky, <+ K N{z:¢(z) > v} et passer a l'étape 8;
Etape 7. (Ajouter la coupe)
+ Ajouter la coupe aux contraintes et passer a l’étape 8;
Etape 8. (Test d’arrét)
+ Sty — Br <€, STOP; Sinon, poser k < k + 1; et passer a [’étape 1.

La convergence de I'algorithme DCACUT est exprimée par le théoreme ci-dessous :

Théoreme 4.4 [78] Soit K un polyédre convexe borné. L’algorithme DCACUT converge
vers une solution optimale aprés un nombre fini d’itérations.

Preuve : Supposons au contraire, que 'algorithme géneére une suite de coupes {l(z) >

nk}ee, de la forme (4.15) dont chacune sépare respectivement le point minimum v* €
Ky, (k=1,2,...). On a donc :

(") >y, Vg=1,2. ..

le(2®) <.
D’autre part, a partir de la définition de la fonction Iy, (k = 1,2,...), il est facile de voir
que le nombre de coupes introduites est fini (< 2"). Par conséquent, il existe une sous-suite

de coupes, appelée {l;, (x) > nx, }32,, telle que toutes les fonctions I, ont la méme forme

(notée par [). Des lors, pour tout s > 1, 'inégalité Z(IL') > n, est valide pour tout point
k

vFs+a Vg > 1, mais violée par v¥s. Par conséquent,
I(z™) < mp, <U(a™) <, <<, < D@+ <o
Alors la suite {n, } est strictement croissante. Comme 7y, est entier, on a donc :

lim 7, = lim {(z%) = +o0.
t—00 t—o00

Ce qui est une contradiction puisque K est borné. O
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4.4 B&B combinée avec DCA

Dans le schéma B&B (présenté dans 2.3), le probleme de trouver une bonne borne supérieure
joue un role important pour son efficacité. Plusieurs travaux dans la littérature ont montré
que la valeur obtenue par DCA est souvent trés proche/coincide avec la valeur optimale
(notamment quand on lance DCA a partir d'un bon point initial). Nous combinons B&B et
DCA dans le but de trouver un bon point initial pour DCA et de prouver/trouver la globalité
d’une solution.

Rappelons que PLMO1 est transformé en une programmation DC. Nous appliquons DCA au
(NCP2) (revoir la section 4.1.2) pour déterminer la borne supérieure de (PLMO1).

En utilisant les méme notations que dans la section 2.3, 'algorithme B&B combiné avec
DCA peut se décrire comme suit :

Algorithme 4.3 (BBDCA)

Etape 0 (Initialisation)
0.1. Calculer By et Z en résolvant le probleme (PLMO1') relaxé de (PLMO1).
- Siz € S alors STOP, Z est une solution optimale de (PLMO01).
- Sinon, poser R :={Ry} et k :=0.
0.2. Appliquer DCA au probléme (NCP2) d partir de Z pour obtenir 5. 4.
- Si 2% o4 € S alors vy, = f(2Bo4)-
- Sinon, 7y, := +00.
0.3. Poser k :=1 et aller a la procédure de choiz (Etape 1).
Etape 1 (Procédure de choix)
1.2. Choisir un sous ensemble R € R tel que

Br = min{B(R;) : R; € R}.

1.2. Aller a la procédure de séparation (Etape 2).
Etape 2 (Procédure de séparation)
2.1. Soit v un indice pour lequel TF est non binaire. Séparer Ry en deux sous ensembles :

Ry ={z € Ry, : z, = 0}; Ry ={z€ Ry : z, = 1}.

2.2. Aller a la procédure d’évaluation (Etape 3).
Etape 3 (Procédure d’évaluation)
3.1. Calculer Py et Pro en résolvant les deuz problémes (PLMO1},) et (PLMO01),).
3.2. Appliquer DCA au (NCP2) d partir de z' et Z¥% pour obtenir 2%, et 2% ,.
3.8. Sizkl, €8 (resp. 252, € S) et f(284) < (resp. f(2¥24) < V&) alors mettre a
Jour Y
= f(2boa); 2" = Zhea; (resp. v = f(2poa); 2° = 2oa)-

3.4. Aller a étape 4.
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Etape 4 (Test d’optimalité)
4.1. R:=RU{Ry : f(Z") < v, i = 1,2} \ { R}
4.2. Si R =0 alors STOP, 2* est une solution optimale, Sinon k := k + 1 et aller a la
procédure de choix (Etape 1).

Notons que, dans ’algorithme 4.3, I’étape 3.2 n’est pas toujours effectuée a chaque itération.
Un faible nombre de redémarrages de DCA & partir des meilleures solutions permettent
d’atteindre des solutions globales et alors on épargne le temps de calcul.

4.5 Branch and Cut combinée avec DCA

La méthode de ”Branch-and-cut” consiste en une combinaison d’une méthode de coupe
avec un algorithme de B&B. Elle peut étre considérée comme un algorithme de B&B ou on
essaye d’obtenir des relaxations plus serrées (a chaque noeud de I'arbre de recherche). Nous
combinons B&B et DCACUT. Cette combinaison a un double intérét : d’une part, DCA
fournit une bonne borne supérieure, et d’autre part, une coupe peut étre construite a partir
de la solution du probleme pénalisé donnée par DCA.

Le schéma de Branch-and-Cut combiné avec DCA peut se décrire comme suit :

Algorithme 4.4 (BCDCAaP)

Etape 0 (Initialisation)
0.1. Calculer By et Z en résolvant le probléme (PLMO1') relaxé de (PLMO1).
- Siz € S alors STOP, Z est une solution optimale de (PLMO01).
- Sinon, poser R := {Ro}.
0.2. Poser k := 0 et appliquer DCA au probléeme (NCP2) d partir de Z pour obtenir 2% 4.
- Si 2% o4 € S alors vy, = f(25o4)-
- Sinon, 7y := 4o00.
0.3. (Construire la coupe et l'ajouter auz contraintes)
+ Si 2504 € S, poser 28 <+ 2%, et ajouter la contrainte de séparation ¢(z) > v via
(4.19);
+ Si2hoa g S
- Siahoa, #£0.5 Vi, alors vérifier si lngA(ZIZ‘JCA> €Z.
Si lz’]gCA(ZJ%CA) ¢ 7, créer un coupe via (4.15); Sinon, appeler la Procédure P;
- 8iJi, a%o4, = 0.5, résoudre le probléme linéaire suivant :

=1y (Z)=min{ly (2):2z€ Ky}
Si &= ZIIBCA(I'%CA)7 ajouter la coupe via (4.15).

0.4. Poser k=1 et aller a la procédure de choizx (Etape 1).
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Etape 1 (Procédure de choix)
1.2. Choisir un sous ensemble R; € R tel que

By = min{B(R;) : R; € R}.

1.2. Aller a la procédure de séparation (Etape 2).
Etape 2 (Procédure de séparation)
2.1. Soit r un indice pour lequel TF est non binaire. Séparer Ry en deux sous ensembles :

Rklz{ZERkil'TIO}; RkQI{ZERkixrzl}.

2.2. Aller i la procédure d’évaluation (Etape 3).
Etape 3 (Procédure d’évaluation)
3.1. Calculer Py et Pra en résolvant les deuz problémes (PLMO01},) et (PLMO01},).
3.2. Appliquer DCA au (NCP2) a partir de Z' et 2 pour obtenir 25\, et 252, ,.
3.3. (Construire la coupe et l'ajouter auzx contraintes). Pour j = 1,2,
+ Si ngA € S, poser z¥ + z’goA et ajouter la contrainte de séparation ¢(z) > v via
(4.19);
+ SiZN., ¢S
- Si xlgCA,i # 0.5 Vi, alors vérifier sil (Z%CA) € Z.
Zpca

Sil ok, (ngA) ¢ 7, créer un coupe via (4.15); Sinon, appeler la Procédure P;
Zpca

— kj - , . . . _
- 813, xp04, = 0.5, résoudre le probleme linéaire suivant :

=1k (Z)=min{l (2):2¢€ K}

“DcA “DcaA
Si & =1 &, (x’BCA), ajouter la coupe via (4.15).
Tpca

8.4. SizZklo €8 (resp. 25k, € S) et f(25au) < (resp. f(284) < i) alors mettre a
Jour Y

Ve = f(Z]f)ch)Q 2F = Z]fbchS (resp. vy, := f(zlgcA)% 2~ = Z’f)ch)-

3.5. Aller a l’étape 4.
Etape 4 (Test d’optimalité)
41 R:=RU {sz : f(?lﬂ) < ’)/k,i =1, 2} \ {Rk}
4.2. Si R =0 alors STOP, 2* est une solution optimale, Sinon k := k + 1 et aller a la
procédure de choiz (Etape 1),

Dans les étapes 0.3 et 3.3 de l'algorithme BCDCAaP, parfois, la coupe est construite par la
procédure P. Cependant, le temps de calcul de cette procédure peut étre grand a cause de la
résolution de plusieurs sous-problemes générés. Nous avons une variante de cet algorithme
dans laquelle on n’appelle pas la procédure P (noté BCDCASsP).
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4.6 Expériences numériques

Dans la suite, nous présentons les expériences numériques des algorithmes proposés précédemment.
Ils ont été exécutés sur un Intel Core 2CPU de 1.86 Ghz, 2GB RAM en C. Pour résoudre
la programmation linéaire, nous avons utilisé le logiciel CPLEX 11.2. Les données que nous
avons utilisées sont les Benchmark (prises de MIPLIB 3.0 [113]). Les algorithmes s’arrétent
si gap = YB=EE < 5% (UB (resp. LB) est la borne supérieure (resp. la borne inférieure)) ou

le temps de calcul ¢t > 1h.

4.6.1 Comparaison entre les algorithmes de AE

Nous comparons DCACUT avec GMI et DCAGMI, ou GMI est I'algorithme de AE utilisant
la coupe mixte de Gomory et DCAGMI est I'algorithme combinant la coupe mixte de Gomory
et la coupe de DCA. Dans la combinaison DCAGMI, apres chaque 5 additions de la coupe
de DCA, si la borne inférieure n’augmente pas une quantité de €, on ajoute alternativement
une coupe mixte de Gomory.

Le tableau 4.1 présente les résultats de la comparaison. Nous utilisons les notations suivantes :

- UB : la borne supérieure,

- LB : la borne inférieure,

- time : le temps de calcul (en secondes),

- sepa : le nombre de contraintes de séparation ajoutées,

- rbUB : le nombre de contraintes cz 4+ dy < U B ajoutées,

- cutDC'A : le nombre de coupes DCA ajoutées,

- cutGMI : le nombre de coupes GMI ajoutées,

- demi : le nombre de fois qu’on rencontre la composante 1/2,

- still : le nombre de fois qu’on rencontre la composante 1/2 et qu’on génere régulierement
I'inégalité valide,

- NbP : le nombre de fois on appelle la Procédure P,

- Sub : le nombre de sous-problemes a résoudre.

On observe que :

- Dans la plupart de cas, GMI ne donne pas la borne supérieure apres une heure (la limite
du temps d’exécution de 'algorithme).

- DCACUT est souvent meilleur pour fournir la borne supérieure ce qui est tout a fait
logique compte tenu de lefficacité de DCA.

- Pour obtenir la borne inférieure, DCAGMI n’est pas meilleur que GMI mais meilleur que
DCACUT.

- Dans tous les cas, on rencontre toujours la composante 1/2 plusieurs fois. Autrement dit,
c’est un cas fréquent. Cela confirme l'intérét indiscutable de traitement de ce cas effectué
dans notre travail.

- Le nombre de fois que la procédure P est utilisée est grand. Le nombre de sous-problemes
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Ins 7 Méthode 7 UB LB time 7 sépa 7 rbUB 7 cutDCA 7 cutGMI 7 demi 7 still 7 NbP 7 Sub
DCACUT | 6877.00 | 6532.08 1.562 1 1 0 0 0 0 1 2
Mod010 DCAGMI 6877.00 | 6532.08 1.562 1 1 0 0 0 0 1 2
GMI 6548.00 | 6548.00 265.574 - - - 174 - - - -
DCACUT 308.00 291.04 10.61 4 6 21 0 8 8 12 64
Mod008 DCAGMI 309.00 291.29 2.515 3 3 7 1 3 3 2 10
GMI 400 291.36 | >3600.000 - - - 1939 - - - -
DCACUT | 10920.00 | 5480.61 | >3600.000 14 1 646 0 419 | 416 | 932 | 6802
PpO8acuts | DCAGMI 9400.00 | 5606.14 | >3600.000 60 12 539 146 320 | 319 | 926 | 5660
GMI 400 | 5503.36 | >3600.00 - - - 4669 - - - -
DCACUT | 10180.00 | 2748.35 | >3600.000 24 7 582 0 501 | 489 | 1401 | 10884
Pp08a DCAGMI | 11070.00 | 3687.11 | >3600.000 1 1 706 141 87 | 87 | 623 | 8314
GMI 400 | 3704.91 | >3600.000 - - - 1908 - - - -
DCACUT | 7855.00 | 6875.00 | >3600.000 3 1 451 0 363 | 179 | 286 | 2059
P0201 DCAGMI 8045.00 | 7340.71 | >3600.000 2 2 522 105 64 60 | 249 | 1945
GMI +oo | 7352.77 | >3600.000 - - - 2383 - - - -
DCACUT | 14372.87 | 10490.59 | >3600.000 17 1 672 0 479 | 411 | 638 | 7381
Mas74 DCAGMI | 12879.86 | 10504.71 | >3600.000 8 5 587 144 | 426 | 346 | 745 | 9966
GMI 400 | 10482.79 | >3600.000 - - - 3373 - - - -

TAB. 4.1 — Résultats comparatifs entre les algorithmes de AE
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qu’on doit résoudre est aussi grand. C’est pourquoi le temps de calcul est grand.

4.6.2 Comparaison entre les algorithmes de AE et les algorithmes
du type de B&B

Utilisant les mémes Benchmark problémes, nous comparons les algorithmes de AE avec
les algorithmes par séparation et évaluation (BB, BBDCA, BCDCAsP, BCDCAaP). Les
résultats sont rapportés dans le tableau 4.2.

Nous observons que :

- Les deux premiéeres instances sont résolues par presque tous les algorithmes (sauf GMI
résolvant le mod008). Le temps de calcul des algorithmes du type B&B est plus petit que
celui des algorithmes de AE.

- Pour les dernieres instances, presque tous les algorithmes s’arrétent a cause de dépassement
de temps de calcul limité (une heure).

- Les bornes inférieures et les bornes supérieures obtenues par les algorithmes du type B&B
sont meilleures que celles des algorithmes de AE.

Alors, nous pouvons conclure que, pour ces exemples, les algorithmes BB, BBDCA, BCD-
CAsP, BCDCAaP sont beaucoup plus efficaces que les algorithmes de AE. L’efficacité est
dans les deux sens : la qualité de la solution et le temps de calcul. Les quatre algorithmes
les plus efficaces sont examinés dans la suite.

4.6.3 Comparaison entre les algorithmes du type de séparation et
évaluation

Nous testons quatre algorithmes BB, BBDCA, BCDVAsP et BCDCAaP pour les instances
de Benchmark (MIPLIB 3.0). Les résultats sont présentés dans les tableaux 4.3.

Quelques notations supplémentaires sont utilisées :
- fIt : le nombre d’itérations au moment ou DCA donne la premiere solution réalisable,
- fVal : la valeur de la fonction objectif en itération fIt,

- ftime : le temps de calcul quand l'algorithme fournit fVal,

_ _ fVal-LB
rat = —F

Nous trouvons que :

- pour ppO8acuts et pp08a, BB ne fournit pas de solution apres une heure de calcul.

- BCDCAsP et BCDCAaP fournissent la meilleure valeur de la fonction objectif.

- BCDCAsP, BCDCAaP sont efficaces pour mod010, mod008 et p0201.

- le temps de calcul pour lequel DCA (dans BBDCA, BCDCAsP, BCDCAaP) donne une
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[ Instance | [ DCACUT [ DCAGMI | GMI | BB [ BBDCA | BCDCAsP | BCDCAaP |
UB 6877.00 | 6877.00 | 6548.00 || 6551.00 | 6557.00 |  6557.00 6861.00
Mod010 | LB 6532.08 | 6532.08 | 6548.00 || 6533.17 | 6532.08 |  6532.08 6532.08
time 1.56 156 | 26557 | 510.42 1.25 1.66 0.80
UB 308.00 [ 309.00 +oo [ 307.00 | 307.00 307.00 307.00
Mod008 | LB 201.04 | 201.29 | 201.36 || 208.95 | 291.64 201.64 201.64
time 10.61 2.52 | >3600.00 13.00 0.39 0.84 1.34
UB | 10620.00 [ 9400.00 +00 oo [ 11640.00 | 7970.00 7970.00
Pp08acuts | LB 5480.61 | 5606.14 | 5503.36 || 6444.61 | 6432.75 |  62069.38 6227.84
time | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 || >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00
UB 10180 11070 +00 oo [ 11640.00 | 9370.00 9780.00
Pp08a LB 274835 | 3687.11 | 3704.91 || 525458 | 5254.11 |  4968.99 4855.29
time | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 || >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00
UB 7855.00 | 8045.00 +oo || 7665.00 | 7925.00 | 7775.00 7715.00
P0201 LB 6875.00 | 7340.71 | 735271 || 7545.00 | 7528.75 |  7519.00 7336.00
time | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 || 745.69 | 979.97 500.94 335.33
UB [ 14372.87 | 12879.86 oo [| 12469.19 | 12469.19 | 11985.18 [  11985.18
Mas74 LB | 10490.59 | 10504.71 | 10482.80 || 10991.14 | 10990.50 | 10893.22 | 10845.52
time | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 || >3600.00 | >3600.00 | >3600.00 | >3600.00

TAB. 4.2 — Résultats comparatifs entre les algorithmes de AE et les algorithmes du type B&B
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4.7. Conclusion

solution réalisable est souvent petit (voir la colonne ftime). A ce moment la, la valeur de
la fonction objectif est proche de la valeur optimale pour les instances mod010, mod 008
et p0201 (voir la colonne rat).

Le gain du temps de calcul peut étre divisé par 500 entre BB et les algorithmes globaux
combinés avec DCA (Instance mod008). Cela confirme I'intérét indiscutable de ["utilisation
DCA dans les algorithmes globaux.

BBDCA est souvent efficace.

Nous analysons dans le détail deux algorithmes BCDDCAsP et BCDCAaP via le tableau
4.4 suivant :

le cas dans lequel on rencontre la composante 1/2 de la solution est fréquent (la colonne
demi). Mais on peut encore construitre 'inégalité valide dans plusieurs cas (la colonne
still).

BCDCAaP doit résoudre beaucoup de sous probleme linéaire pour quelques instances (voir
la colonne Sub). Cela peut étre la raison pour laquelle le temps de calcul d’algorithme est
grand.

le nombre de coupes générées est grand.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une amélioration de DCACUT. Nous avons également
fait la comparaison entre les algorithmes combinés pour la résolution de PLMO1. Ce sont les
algorithmes du type ”approximation extérieure” (DCACUT, DCAGMI, GMI) et les algo-
rithmes du type ”séparation et évaluation” (BB, BBDCA, BCDCAsP et BCDCAaP). Nous
concluons que :

Pour DCACUT, nous avons bien traité le cas ou la composante 1/2 apparait régulierement.
Les algorithmes du type ”séparation et évaluation” sont souvent beaucoup plus efficaces
que les algorithmes du type ”approximation extérieure”.

L’algorithme de Branch-and-Bound combiné avec DCA (BBDCA) fournit souvent un bon
résultat.-

Les algorithmes de Branch-and-Cut (BCDCAsP, BCDCAaP) sont efficaces dans certains
cas. Cependant, ils ne sont pas bons pour autres cas.
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_ Ins 4 Méthode 4 UB 4 LB 4 gap 4 itBB 4 Sépa 4 NbUB 4 time 4 It 4 fVal 4 rat 4 ftime 4 NbDCA

BB 6551.00 | 6533.167 | 0.27 3008 1 1| 510.422
Mod010 BBDCA 6557.00 | 6532.08 | 0.38 3 i i 1.250 5 | 6557.000 | 0.38 1.250 5
BCDCAsP | 6557.00 | 6532.08 | 0.38 3 T I 1.656 5 | 6557.000 | 0.38 1.250 5
BCDCAaP | 6861.00 | 6532.08 | 4.79 T I I 0.796 I

BB 307.00 208.95 | 2.62 610 1 1 13.000
Mod008 BBDCA 307.00 201.64 | 5.02 13 I I 0.390 3 307.000 | 5.02 0.078 3
BCDCAsP 307.00 201.64 | 5.02 13 i i 0.844 3 307.000 | 5.02 0.110 3
BCDCAaP 307.00 201.64 | 5.02 12 T I 1.344 3 307.000 | 5.02 0.100 3

BB Too | 6444.61 - 98241 0 0 > 1h
PPOSacuts | BBDCA 11640.00 | 6432.75 | 44.73 89407 i I > 1h | 3265 | 11640.000 | 44.73 | 115.672 3265
acuts TBCDCAsSP | 7970.00 | 6269.38 | 21.33 23172 1 11 S1h . - - - 188
BCDCAaP | 7970.00 | 6227.84 | 21.86 16452 6 6 > 1h . . . - 314

BB Too | 5254.58 ~ [ >100000 0 0 > 1h
—— BBDCA 11640.00 | 5254.11 | 54.86 | >100000 i i > 1h | 57145 11640 | 54.86 | 1090.469 57145
P BCDCAsP | 9370.00 | 4968.99 | 46.97 32272 5 5 S 1k - - - - 5007
BCDCAaP | 9780.00 | 4855.29 | 50.35 18722 13 3 S 1h . - - - 2931

BB 7665.00 | 7545.00 | 1.56 22890 1 T | 745687
P0201 BBDCA 7925.00 | 7528.75 | 5.00 19413 I T | 979.960 | 20766 | 7925.000 | 5.00 | 658.062 20766
BCDCAsP | 7775.00 | 7519.00 | 3.29 3467 1 3| 500.937 | 3431 | 8095.000 | 7.12 | 250.350 3431
BCDCAaP | 7715.00 | 7336.00 | 4.90 1508 3 3| 335.328 - - - . 97

BB 12469.19 | 10991.14 | 11.85 86641 5 5 > 1h
Mas74 BBDCA 12469.19 | 10990.59 | 11.85 85945 1 ] S 15 T | 14372.871 | 23.53 0.062 1
as BCDCAsP | 11985.18 | 10893.22 | 9.11 20429 2 11 S 1h T | 14372.871 | 24.21 0.047 I
BCDCAaP | 11985.18 | 10845.52 | 9.50 9308 2 1 > 1h T | 14372.871 | 24.54 0.062 i

BB 30.00 2850 | 4.72 41513 14 44 | 1281.95
Stoinds BBDCA 30.00 28.48 | 5.00 28786 29 20 | 776.813 8 42.000 | 32.18 0.250 36
om BCDCAsP 30.00 28.45 | 5.16 27324 22 2 | 2282.297 0 . . . 2
BCDCAaP 30.00 28.45 | 5.16 22052 29 2 | 3126.504 0 - - - 2

TAB. 4.3 — Résultats comparatifs entre les algorithmes BB,

BBDCA, BCDCAsP et BCDCAaP pour les Benchmarks




4.7. Conclusion

Ins [ Méthode | UB | LB | time | nonP [ demi | still [ Cut [ NbP [ Sub |
Modo10 BCDCAsP | 6557.000 | 6532.083 1.656 1 0 0 0 - -
© BCDCAaP | 6861.000 | 6532.083 0.796 0 0 0 0 I 1
Mod008 BCDCAsP 307.000 291.643 0.844 5 1 1 19 - -
© BCDCAaP 307.000 291.643 1.344 0 1 1 21 1 28
PPOsacuts | BCDCAsP [ 7970.000 [ 6269.376 >1h | 5460 | 5518 | 2793 [ 40818 - -
BCDCAaP | 7970.000 | 6227.842 >1h 0 | 4529 | 2419 | 32867 | 6225 | 36460
Pp0Sa BCDCAsP | 9370.000 [ 4968.988 >1h | 5887 | 11617 | 5412 [ 56439 - -
P BCDCAaP | 9370.000 | 4855.298 > 1h 0 | 6878 | 2878 | 37292 | 6590 | 49007
P0201 BCDCAsP | 7775.000 [ 7519.000 [ 500.937 [ 1560 [ 3905 | 2530 | 5121 - -
BCDCAaP | 7715.000 | 7336.000 | 300.328 0 | 1886 | 1018 | 2978 539 | 1968
MasTd BCDCAsP | 11985.177 [ 10893.219 > 1h [ 11453 973 884 | 29020 - -
BCDCAaP | 11985.177 | 10845.526 > 1h 0 560 451 | 18308 | 4159 | 49266
Steinds BCDCAsP 30.000 28.452 | 2282.297 | 23862 | 32929 | 30077 | 18169 - -
¢ BCDCAaP 30.000 28.452 | 3126.594 0 | 23704 | 19501 | 33537 | 16457 | 46300

TAB. 4.4 — BnCDCAsP et BnCDCAaP pour les Benchmarks






Chapitre 5

Optimisation inter-couches dans les
réseaux de télécommunication

Résumé La conception inter-couches dans les réseaux sans fil devient de plus en plus importante.
Dans ce chapitre, nous présentons l'optimisation inter-couches pour les réseaur TDMA (Time
Division Multiple Access). Plus particulierement, nous considérons deuzx problemes dont l'un est de
mazximiser la durée de vie du réseau et l’autre est de minimiser la consommation d’énergie. Tous
les deux peuvent étre reformulés comme un probléme linéaire en variables mixtes 0-1 (PLMO01).
Nous utilisons une approche basée sur la programmation DC et DCA et sa combinaison avec une
autre méthode globale pour résoudre ces probléemes.

5.1 Introduction

De nos jours, les réseaux sans fil sont devenus les moyens essentiels de communication pour
fournir la transmission de données fiable entre les utilisateurs. Dans de tels réseaux, lorsque
les noeuds qui sont sources du trafic sont éloignés des noeuds de destination, on utilise une
approche multi-hop : des noeuds sont utilisés comme des relais. Dans un réseau a multi-
hop, en raison de l'interférence entre des liaisons, la transmission va probablement mener
aux collisions, aboutissant a la perte de ressources. Donc, le Controle d’Acces au Médium
(Medium Access control - MAC) et la conception inter-couches (cross-layer design) sont par-
ticulierement importants. Dans ce travail, nous adoptons la division de temps communiqué
en multiplex (Time Division Multiplexing - TDM) pour allouer le droit de transmission aux
liaisons sans fil.

Récemment, I'optimisation inter-couches avec différents objectifs de conception a regu beau-
coup d’attention du monde de la recherche ([12, 101, 70, 71, 5, 32, 30, 9, 3, 6, 88]). [12]
calcule I'ordonnancement du lien et le controle de puissance pour réduire la puissance pour
les réseaux ad-hoc tandis que [101] présente 'ordonnancement du lien et le schéma de controle
de puissance pour réseaux TDMA-basés. Ensuite, les PLMO1s proposés sont résolus par les
méthodes heuristiques. Les problemes d’ordonnancement TDMA dans lesquels on maximise

7
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le taux de transmission moyen ou minimise l'interférence entre les liens sont considérés dans
([70]). Néanmoins, aucune approche efficace n’est proposée. On peut également maximiser
la durée de vie du réseau. Ceci fait 'objet des travaux [71, 5, 32].

Dans ce chapitre, nous considérons deux objectifs de conception : maximiser la durée de
vie et minimiser la consommation d’énergie du réseau. Les deux problemes sont formulés
sous la forme d’un probleme PLMO1. Donc, nous allons utiliser 'approche basée sur la
programmation DC et DCA pour résoudre ces deux problemes.

Le reste du chapitre est organisé de facon suivante : la deuxieme section présente la descrip-
tion du systeme. La troisieme section est consacrée au probleme de la durée de vie tandis
que la quatrieme section concerne le probleme de la consommation d’énergie.

5.2 Description du systéeme

Nous considérons un réseau & multi-hop avec N noeuds et une destination finale 7. Dénotons
L les liens unidirectionnels ; des liens bidirectionnels peuvent étre représentés par deux liens
unidirectionnels.

Chaque noeud n € N génere le trafic & un taux r,. Ici 7, est un nombre entier qui doit étre
plus grand ou égal & la valeur minimale r™" :

n > e N (5.1)

Dans la transmission TDMA, le temps est divisé en trames de longueur fixe et chaque trame
est de nouveau divisée en J créneaux temporels. L’assignation de ressource dans une trame
est la méme que dans d’autres trames. Dans chaque trame, un noeud peut transmettre et/ou
recevoir a un ou plusieurs créneaux pour son trafic. Un canal est représenté par 2- tup