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Introduction générale

"Un homme est la somme de ses actes, de ce qu’il fait, de ce qu’il peut faire. Rien d’autre."”
“La condition humaine” - André Malraux

1 Présentation générale

La maitrise des processus technologiques est tres souvent rendue difficile en raison d’un
nombre important de perturbations difficile a caractériser et a prévoir. En dépit de ces pertur-
bations, les performances des processus doivent €tre garanties ainsi que le respect des missions
qui ont été assignées a ces processus. Les enjeux actuels de 1’automatiques sont donc essen-
tiellement 1’optimisation de performances et la surveillance des processus qui répondent res-
pectivement aux demandes croissantes en termes de rendement d’exploitation et de sécurité des
installations et des opérateurs. Ces objectifs se traduisent par le besoin de loi de commande
plus efficaces et par I’intégration de modules de surveillance sophistiqués. L'un comme 1’autre
requierent la collecte d’une information précise et complete quant a 1’état du processus a com-
mander et surveiller.

Les solutions apportées a ces problemes passent par une phase de modélisation visant a ob-
tenir une représentation fidele du comportement du systeéme considéré. Un modele non linéaire
s’avere plus adapté a offrir une bonne représentation pour la plupart des processus réels, par
rapport a un modele linéaire qui reste valable sur une zone assez restreinte de 1’espace de fonc-
tionnement. Malheureusement, 1’utilisation d’un modele non linéaire dans différents contextes
(identification, estimation, commande et diagnostic) devient plus difficile et plus délicate que
celle d’'un modele linéaire. Une technique de modélisation qui permet de représenter un sys-
teéme non linéaire et qui permet I'utilisation des techniques adaptées aux modeles linéaires est
I’approche multimodele. Son principe est basé sur la description du fonctionnement du systeme
dans différentes parties de 1’espace de fonctionnement d’un systeme non linéaire a 1’aide de
modeles simples souvent linéaires, appelés sous-modeles. Leurs contributions relatives dans la
description du modele global se réalise grace a une interpolation qui fait appel aux fonctions de
pondérations associées a chacun d’entre eux.

L’ étape de modélisation est réalisée en se basant principalement sur deux catégories de tech-
niques : la premiére a partir des données expérimentales et la seconde basée sur des modeles
mathématiques provenant d’une description phénoménologique du systeme a étudier. Le pro-
cessus de modélisation constitue une étape préliminaire essentielle afin de pouvoir aborder la
phase d’estimation des variables d’état, qui fournit une connaissance de 1’état de fonctionne-
ment du systeme et éventuellement des perturbations (entrées inconnues, défauts, erreurs de
modélisation, etc.). La phase de surveillance suit naturellement celle d’estimation d’état, car
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cette derniere permet de générer des symptomes de défaillance du systeme a partir d’une com-
paraison entre des signaux extraits du systeéme (donnant des informations sur le comportement
réel) et des signaux estimés (donnant des informations sur le comportement attendu). Des éven-
tuels écarts entre ces signaux soulignent la présence d’un défaut dans le systeéme qu’il convient
ensuite de localiser. Plusieurs aspects dans la phase de surveillance sont a mentionner : détec-
tion, qui consiste a déterminer 1’apparition et I’instant de I’occurrence d’un défaut, localisation
ou isolation, qui consiste a situer exactement le composant du systeme affecté par un défaut,
estimation, qui consiste a fournir a chaque instant la valeur d’un défaut.

Généralement, la phase de modélisation et celle de synthese d’observateur pour I’estimation
d’état doivent étre réalisées de facon coordonnée afin de donner une solution adaptée aux pro-
blemes de surveillance des systemes. Ainsi, il faut trouver le meilleur compromis entre la com-
plexité du modele utilisé (tenant compte d’une plage tres large de fonctionnement du systeme)
et la possibilité de 1’utiliser pour 1’estimation d’état (favorisant la synthese d’un observateur),
en effet plus un modele sera fidele et donc complexe plus la syntheése d’observateur risque d’étre
problématique. Cette derniere remarque met en lumiere un point intéressant, a savoir que lors-
qu’on parle du modele d’un systeme il faudrait préciser son utilisation. Plusieurs modeles d’un
méme processus (de complexité différente ou pas) peuvent exister et le choix de I’un d’entre
eux dépend du probleme a traiter (simulation, commande, estimation, diagnostic).

2 Contributions et plan du manuscrit

Bien que la structure multimodele a déja constituée un point d’intérét et d’étude dans
de nombreuses publications récentes, il subsiste encore une multitude de problemes ouverts
concernant le procédé d’obtention d’une telle structure, les techniques de synthese de lois de
commande, les techniques d’estimation d’état et de diagnostic.

Concernant la modélisation d’un systeme non linéaire a 1’aide d’une structure multimodele,
le probleme essentiel se trouve au niveau des techniques d’obtention d’une telle structure. Deux
possibilités existent : proposer directement la construction d’une forme multimodele qui repré-
sente le comportement d’un systeme réel ou transformer un modele non linéaire déja existant
sous une forme multimodele. Nos travaux se positionnent sur la deuxieme classe de techniques
pour laquelle le modele mathématique existant provient par exemple d’une description phéno-
ménologique du systeme a étudier.

On peut énoncer quelques inconvénients de la majorité des techniques existantes d’obten-
tion d’un multimodele. Le principal inconvénient est la perte d’information due par exemple a
la linéarisation, la difficulté du choix du nombre et de la position des différents points de fonc-
tionnement utilisés pour la linéarisation. Seule la méthode utilisant I’approche par secteur non
linéaire, évoquée de facon succincte dans Tanaka et Wang [2001], permet d’obtenir une forme
multimodele équivalente au modele non linéaire initial, évitant ainsi une perte d’information par
rapport a ce dernier. Toutefois, cette méthode est souvent appliquée sur des exemples simples et
ne propose pas une facon générale de réaliser cette transformation sur un modele non linéaire
quelconque. De plus, un autre point délicat réside dans le choix des variables de prémisses re-
présentant les non-linéarités du systeme. La contribution de 1’étude présentée dans cette these
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2. Contributions et plan du manuscrit

réside dans la proposition d’une méthodologie générale et systématique d’obtention d’un multi-
modele équivalent au systéme non linéaire qui puisse s’appliquer a un systeme quelconque. De
plus, le choix de variables de prémisse est réalisé de facon systématique en proposant quelques
criteres guidant cette démarche, basés sur une analyse de stabilité, de commandabilité et/ou
d’observabilité.

Les études existantes concernant 1’utilisation de 1’approche multimodele traitent les sys-
temes représentés sous la forme d’état, or un nombre important de processus sont représentés
par des modeles a base de blocs structurés de type Hammerstein et/ou Wiener. Quelques études
ont été proposées récemment portant sur 1’identification de systeémes de type Hammerstein-
Wiener [Voros, 2007; Wang et Ding, 2008; Yeh, 2007] et sur le contrdle prédictif [Jurado,
2006] de systemes représentés par des modeles flous de type Hammerstein. Cependant, il n’y
a pas de démarche générale d’obtention d’un multimodele pour ce type de représentation. Pour
cette raison ce type de représentation a été analysé dans ce travail, en proposant une transfor-
mation sous une forme multimodele. Une démarche de généralisation aux modeles a base de
blocs structurés dynamiques ou statiques, distribués en série, en parallele ou de fagcon mixte sera
proposée.

Certains processus réels peuvent étre caractérisés par des échelles de temps multiples. C’est
le cas des processus chimiques et/ou biologiques. Les relations mathématiques liant les diffé-
rentes variables d’un tel processus peuvent étre soit dynamiques, soit purement statiques. Une
telle représentation est couramment appelée forme a perturbations singulieres. Ce type de sys-
teme peut étre considéré comme une généralisation des systemes dynamiques non linéaires
usuels. Les difficultés dans ce contexte sont 1’identification et la séparation des échelles de
temps et I’obtention de la forme a perturbations singulieres. Ces points délicats, abordés jusqu’a
présent seulement pour une classe particuliere de systemes (processus bio-chimiques), seront
traités en détail au cours de ce mémoire pour des systemes ayant une structure plus générale.

Parmi les études concernant 1’estimation des multimodeles, la plupart de ces travaux sont
dédiés a I’estimation d’état des multimodeles a variables de prémisse mesurables, et plus par-
ticuliecrement représentés par les variables d’entrée et de sortie du systeme. Malheureusement,
dans beaucoup de situations, ces variables de prémisse sont les variables d’état, dont les me-
sures ne sont pas toujours ou toutes disponibles. Seulement quelques résultats [Ichalal, 2009;
Yoneyama, 2009] sont dédiés a I’exploitation de ces modeles pour I’estimation. Ces résultats
ont été obtenus uniquement pour des systemes non linéaires a une seule échelle de temps et
non pour des systémes a perturbations singulieres. Ceci nous a motivé pour étudier ce dernier
type de systemes, quelques résultats étant proposés au cours de cette these. Un observateur a
entrées inconnues est proposé€ dans le but de minimiser I’influence des entrées inconnues sur
I’estimation.

De méme, on propose la conception d’un observateur pour des systemes sous forme multi-
modele a variables de prémisse non mesurables affectés par des entrées inconnues, en considé-
rant en plus la présence d’incertitudes dues aux erreurs de modélisation. L’ observateur de type
proportionnel-intégral utilisé permet d’opérer une estimation simultanée de I’état et des entrées
inconnues du systéme, ’action intégrale améliorant sensiblement 1’estimation d’état. A notre
connaissance, cette méthode de syntheése n’a pas encore été traitée dans la littérature et repré-
sente un intérét d’un point de vue applicatif, comme cela sera présenté au cours de ce mémoire.
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Introduction générale

L’ organisation de ce mémoire reconstitue les différentes étapes qui viennent d’étre énon-
cées, c’est-a-dire la phase de modélisation qui comporte I’obtention et le choix d’une structure
multimodele adéquate, la phase de reconstruction d’état grace aux différentes techniques de
syntheése d’observateurs et finalement leur application a un processus réel de traitement d’eaux
usées.

Le premier chapitre présente les principes généraux de la structure multimodele, ainsi que
les différentes structures multimodeles existantes. De plus, comme un des points essentiels abor-
dés dans ces travaux est la reconstruction d’état, un état de I’art sur la syntheése d’observateurs
est ensuite réalisé. Le second chapitre propose une méthodologie générale de passage d’un sys-
teme non linéaire au multimodele, abordant les deux représentations d’un systeme non linéaire :
la représentation sous forme d’état et la représentation a base de blocs structurés. Quelques cri-
teres de choix des variables de prémisse, et implicitement de la structure multimodele, seront
proposés. Le troisieme chapitre traite des systeme a plusieurs échelles de temps et aborde le pro-
bleme d’identification et de séparation des différentes échelles de temps, ainsi que 1’obtention
de la forme classiquement utilisée pour ce type de processus c’est-a-dire la forme singuliere. Le
passage d’un systeme non linéaire donné sous forme explicite en une forme singulicre est réa-
lisé. Le quatrieme chapitre propose la synthese de trois types d’observateurs d’état de systemes
a partir de leurs représentations multimodeles. Le premier concerne les systémes non linéaires
caractérisés par une échelle de temps, affectés par des entrées inconnues et en tenant compte de
la présence d’incertitudes de modélisation. Le deuxieme type d’observateur est dédié aux sys-
temes singuliers affectés par des entrées inconnues et le dernier s’applique aux multimodeles a
deux échelles de temps en évitant la résolution du systeme algébrique correspondant aux dyna-
miques rapides. Enfin, le cinquieme chapitre illustre 1’efficacité des approches de modélisation
et d’estimation d’état grace a 1’application sur un modele de station d’épuration. Une structure
multimodele adaptée a ce processus est proposée, la synthese des observateurs évoqués précé-
demment est réalisée et une application de 1’estimation d’état au diagnostic de fonctionnement
de ce systeme est ensuite achevée.
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Chapitre 1. Présentation de la structure multimodéle

“En cet Empire, I’art de la cartographie fut poussé a une telle perfection que la carte
d’une seule province occupait toute une ville et la carte de I’Empire toute une province.
Avec le temps, ces cartes démesurées cesserent de donner satisfaction et les colléges
de cartographes leverent une carte de I’Empire, qui avait le format de I’Empire et qui
coincidait avec lui, point par point. Moins passionnées pour l’étude de la cartographie,
les générations suivantes réfléchirent que cette carte dilatée était inutile et, non sans
impiété, elles I’abandonneérent a I'inclémence du soleil et des hivers. ““

¢ Suarez Miranda, Viajes de Varones Prudentes (1658), imaginé par Jorge Luis Borges dans
“Histoire universelle de 1’infamie/Histoire de 1’éternité”, Union générale d’éditions, collection
10/18, Paris.

1.1 Introduction

Le modele d’un systeme est I’'image d’une réalité, il ne constitue pas cette réalité, comme
I’énonce un aphorisme “Il ne faut pas confondre la carte et le territoire”. Dans un sens large, le
modele synthétise les deux sens symétriques et opposés de la notion de représentation. En effet,
il est utilisé : soit pour un concept ou objet qui est la représentation d’un autre a construire ou
déja existant (le modele réduit ou maquette, le modele du scientifique), soit pour un objet réel
dont on souhaite donner une représentation et que 1’on cherche a imiter (le modele du peintre,
le modeéle que constitue le maitre pour le disciple). Le second sens dérive de la pratique des
architectes, ingénieurs et scientifiques consistant a construire d’abord un prototype, concret ou
conceptuel, qui servira de modele a une construction réelle : le modele est ainsi devenu I’as-
semblage de concepts représentant de maniere simplifiée une chose réelle déja existante (objet,
phénomene, etc.), en vue d’interpréter son fonctionnement, d’en prédire le comportement, etc.
En sciences, le mot modele est utilisé dans plusieurs contextes différents :

1. la maquette,

2. le modele conceptuel, visant a I’interprétation du fonctionnement et au diagnostic, une
“vue de I’esprit” analytique ou algorithmique représentant des phénomenes et leurs rela-
tions,

3. la simulation de nature prédictive ou diagnostic, souvent mise en ceuvre par ordinateur (a
I’aide des modeles statistiques, stochastiques, numériques ou analytiques, etc.).

Dans de nombreux domaines et disciplines scientifiques (sciences physiques et de la nature,
économie, sciences de I’ingénieur, etc.) une étape essentielle est celle de la caractérisation du
comportement dynamique d’un phénomene, qui se concrétise par un modele mathématique. Un
modele mathématique est une traduction de la réalité ; a ce modele on peut appliquer les outils,
les techniques et les théories mathématiques. Inversement, les résultats mathématiques obtenus
au moyen du modele sont ensuite appliqués a I’objet réel. Un modele se présente généralement
sous la forme d’un ensemble de variables, d’équations et de fonctions. Une définition formelle
d’un modele mathématique dynamique est la suivante :

FED o xu™ ) = 0 1.1
gxu) =y (1.2)

12



1.1. Introduction

ou x représente les variables d’état décrivant 1’ état interne du systéme, u et y sont respectivement
les grandeurs d’entrée et de sortie du systeme et f et g représentent des fonctions linéaires et/ou
non linéaires.
Quelques aspects fondamentaux sont a respecter dans la construction d’un modele mathéma-
tique :
1. connaitre ou fixer le domaine de validité du modele, en fonction des hypotheses de travail
émises et en tenant compte des aspects physiques du systeéme a modéliser

2. assurer une certaine précision au modele, en décrivant le plus fidelement possible les
phénomenes caractéristiques du systeéme physique dont il est I’image

3. faciliter son utilisation, en simplifiant et en adaptant les outils théoriques impliqués dans
la construction du modele.

Les deux derniers aspects sont des objectifs de modélisation opposés, car 1’obtention d’un mo-
dele précis implique en général 1’utilisation d’outils théoriques complexes. Un compromis entre
ces deux aspects s’avere nécessaire tout en garantissant un domaine de validité le plus large pos-
sible.

En fonction du processus a modéliser, ce compromis se concrétise dans le choix de la structure
du modele adaptée au comportement dynamique du systeme. Ainsi, on peut distinguer deux
types de structures :

— modeles de type linéaire

— modeles de type non linéaire
Le premier type de structure, le modéle linéaire, est un modele tres facile a manipuler grace a sa
structure simple. Le nombre et la maturité des nombreux travaux fondateurs dans les domaines
d’identification, d’analyse et de commande des systemes Linéaires a Temps Invariant (LTI) en
sont la preuve [Kailath, 1980; Dai, 1989; Maquin et Ragot, 2000; Weinmann, 1991].

Cependant, la nécessité de réaliser une image fidele et exhaustive de la réalité d’un phéno-
mene réel, afin de pouvoir 1’étudier completement, conduit a la génération de modeles de plus
en plus complexes. Dans ce cas, un modele linéaire ne peut plus caractériser le processus phy-
sique sur un large domaine de fonctionnement et le recours a des modeéles non linéaires, ayant
une représentation plus sophistiqué est nécessaire. Bien siir, la complexité mathématique n’est
pas un critere suffisant pour juger si un modele est pertinent ou non, la pertinence devrait étre
appréciée en fonction de I'utilisation ultérieure du modele.

Le caractere de multiplicité de la modélisation constitue un point important. Il peut exister
plusieurs modeles pour un méme processus. Le choix d’'un modele ou d’un autre peut se faire
en proposant un ensemble de critéres pour guider ce choix. A titre d’exemple, tenant compte
des aspects discutés précédemment, les criteres de simplicité et de précision peuvent faire partie
de cet ensemble.

Dans le domaine de I’automatique, la prévision, la commande ou la surveillance consti-
tuent des themes de recherche qui nécessitent 1’élaboration de modeles ayant des structures
particulieres. Différentes structures de modeles non linéaires sont souvent utilisées, comme par
exemple : les modeles a blocs structurés (Hammerstein et Wiener par exemple), les réseaux de
neurones, les modeles flous, les séries temporelles, de Volterra, etc. Chacune de ces structures
de modeles présente des avantages et des inconvénients. La capacité d’adapter des outils théo-
riques d’analyse et de synthese afin d’obtenir une théorie unique, générale et exhaustive s’avere
limitée pour chacune des structures.
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Chapitre 1. Présentation de la structure multimodéle

Néanmoins, les outils existants pour I’étude pratique des modeles non linéaires complexes
sont eux aussi limités. En conséquence, le compromis entre 1’exactitude d’un modele utilisé et sa
simplicité de manipulation dans la pratique a toujours été une tache assez difficile a accomplir.
Le concept ayant le nom générique de multimodele (MM) permet de répondre en large partie
a cette demande. En effet, ce concept est basé sur le principe de division d’un phénomene afin
de pouvoir I'utiliser et I’interpréter plus facilement. Appelé “diviser pour régner” dans [Leith
et al., 2002], le principe de I’approches MM est largement répandu dans divers domaines tels
que I’économie, la statistique, la physique, etc.

Dans le domaine de 1’automatique, 1’approche MM [Murray-Smith et Johansen, 1997; Leith
et Leithead, 1999] constitue une alternative treés intéressante et un outil tres utilisé actuelle-
ment pour la modélisation des systemes non linéaires. Dans la littérature sont utilisées plusieurs
terminologies équivalentes pour définir ce type de modeles : multimodele [Murray-Smith et
Johansen, 1997], modele flou de Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985], modele linéaire po-
lytopique (PLM) [Angelis, 2001]. Parmi les premieres publications offrant une présentation
complete et générale des approches MMs on peut citer le livre de Murray-Smith et Johansen
[1997]. Dans le contrdle des systemes non linéaires, 1’approche multimodele a également recu
une certaine attention [Tanaka et Wang, 2001; Boulkroune et al., 2008, 2010a].

Dans la suite on va préciser les caractéristiques de cette approche en présentant les diffé-
rentes structures et approches connexes qui font référence au concept de MM.

1.2 Différentes structures de multimodeles

Définissons quelques notions utiles dans la description d’un MM :

— Un espace de fonctionnement est un espace vectoriel a ’intérieur duquel les variables
d’un systeme évoluent (tenant éventuellement compte des bornes sur les variables).

— Une zone de fonctionnement est un domaine issu du partitionnement de I’espace de fonc-
tionnement du systeme.

— Un sous-modeéle (ou sous-systéme) est un modele généralement simple de structure quel-
conque, mais souvent linéaire et/ou affine, qui représente le comportement du systéme
non linéaire dans une zone de fonctionnement spécifique.

— Une autre notion liée a ces fonctions est la notion de variable de prémisse (ou déci-
sion). Ce nom est attribué a la variable z(z) intervenant dans les fonctions de pondération
Ui(z(r)). Cette variable peut englober une ou plusieurs variables internes ou externes du
systeme. Ces variables peuvent €tre soit accessibles a la mesure en temps réel (des si-
gnaux d’entrée du systeme ou méme des variables d’état mesurables), soit inaccessibles
a la mesure (des variables d’état non-mesurables). Retenons que la variable de prémisse
z est une variable vectorielle : z € R?.

— Une fonction de pondération est une fonction, notée en général y;(z(¢)) : R? — R, qui
dépend des variables internes et/ou externes du systeme non-linéaire (variables de pré-
misse). Ces fonctions sont choisies en général de facon a vérifier la propriété de somme
convexe :

Zui(z(t)) = 17 0 S I,Li(Z(t)) S 1 Vizla"'ar (13)
i=1
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Au cours du temps, ces fonctions on été construites de différentes fagons : en utilisant des
fonctions de type booléen, des fonctions a dérivées discontinues (fonctions triangulaires)
ou des fonctions a dérivés continues (fonctions gaussiennes). Dans le cas continu la loi
exponentielle est souvent utilisée, et s’applique aux différentes variables de prémisse,
en effectuant une normalisation afin de respecter la propriété de somme convexe (1.3).
Une autre fagon de construire les fonctions de pondération est d’utiliser les bornes des
variables de prémisse si celle-ci sont disponibles [Wang et al., 1996; Tanaka et Wang,
2001].

Le MM est basé sur la décomposition du comportement dynamique du systeéme en plusieurs
zones de fonctionnement, chaque zone €tant caractérisée par un sous-systeme. En fonction de
la zone ou le systeme évolue, chaque sous-systeme contribue plus ou moins a I’approximation
du comportement global du systeme. En général, le systeme présente un comportement dyna-
mique homogene a I’intérieur d’une zone de fonctionnement. Ainsi, la contribution de chaque
sous-systeme au modele global, qui est une combinaison convexe des sous-systémes, est définie
par une fonction de pondération.

La représentation MM d’un systeéme non linéaire peut étre obtenue a partir de différentes struc-
tures. En général, la représentation d’état est utilisée car elle permet de mettre facilement en
évidence les sous-modeles. Cette représentation est simple et plus générale que la présentation
sous forme d’une équation de régression entrée/sortie. Concernant cette derniere représentation,
plus de précisions sur la forme MM et le passage d’une représentation d’état a une représenta-
tion entrée/sortie (et vice versa) seront présentés plus tard dans ce chapitre. De plus, la descrip-
tion sous forme d’état se releve une forme bien adaptée pour la construction d’observateurs ou
de lois de commande.

1.2.1 Multimodele de Takagi-Sugeno
Modeéle flou de Takagi-Sugeno

Ce type de modele (Fuzzy T-S model), proposé par [Takagi et Sugeno, 1985], est basé sur
des regles du type :
SI prémisse ALORS conséquence

ou les prémisses sont obtenues a partir des propositions linguistiques permettant 1’évaluation
des fonctions de pondération L; et ou les conséquences correspondent aux sous-modeles. Un
des multiples intéréts de ce modele est qu’il permet d’introduire des connaissances a priori sur
les systemes dans 1’étape de modélisation en fournissant une partition floue initiale de 1’espace
de fonctionnement. Ce modele a été largement étudié des son apparition, faisant I’objet de
nombreux développements et extensions des outils classiques de 1’automatique aux modeles
flous.

La représentation d’état du MM de Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985] est donnée par

15



Chapitre 1. Présentation de la structure multimodéle

(voir figure 1.1) :

50 = Y i) (Aix(t) + Bou(r)) (1.42)
i=1
y(0) = Y ple)Cix() (14b)

I
—_

les matrices A;, B; et C; caractérisant un fonctionnement local particulier. Avec cette structure,
apparait uniquement 1’état global x et la sortie globale y. On peut faire apparaitre un état local
x; en écrivant I’équation (1.4a) sous la forme :

X,'(Z‘) = A,-x(t)—l—Biu(t) (1.5a)
) = Ym0 (1.5b)
i=1

La forme (1.5) reste une écriture non linéaire de ce type de modele sans 1’aspect flou.

Z (l‘ ) @\ NORMALISATION
P s
Nl s s
u(r) 1 ‘

" (o) +Bu(r) (Im) - 1
| (1) | ()
[ e T T e,
; . T
S A B e .

Figure 1.1 — Architecture du multimodele Takagi-Sugeno

Présentons aussi quelques modeles qui sont apparus au cours du temps et qui ont une struc-
ture pouvant se rapprocher de celle présentée ici. Les points communs, ainsi que les différences
seront énoncés brievement pour chaque modele évoqué.

Modele affine par morceaux

Ce type de modele (PWA - PieceWise Affine model) est caractérisé par des fonctions de pon-
dération de type booléen [Sontag, 1981; Rewienski, 2003]. Ce choix est une conséquence du fait
que les zones de fonctionnement obtenues apres le partitionnement de 1’espace de fonctionne-
ment sont disjointes, ce qui peut provoquer des phénomenes indésirables diis aux discontinuités
existantes lors des commutations.
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Modeéele linéaire a parametres variants

Ce type de modele [Shamma et Cloutier, 1993] représente une classe assez large de systémes
non-linéaires constituant une forme intermédiaire entre une forme non linéaire générale et la
forme MM :

() = Alz(1)x(r) + B(z(t))u(r) (1.6a)
y() = Cla(1))x(t) +D(z(t))u(r) (1.6b)

Ainsi, toute forme LPV (Linear Parameter Varying) a paramétres bornés z(r) est équivalent
a une forme MM (plus de détails sur cette transformation équivalente seront donnés dans le
chapitre 2). Dans I’approche LPV, les conditions de fonctionnement du systeme sont décrites
directement par les variables de prémisse z(z), alors que dans la structure MM celles-ci sont
délivrées par les fonctions de pondération.

Modeles linéaires a incertitudes polytopiques

Dans cette classe de modeles [Yang et al., 2005; Wang, 2008], les matrices représentant le
systeme ne sont pas parfaitement connues, mais on possede une connaissance des bornes d’un
intervalle a I'intérieur duquel ces matrices sont. Les erreurs de modélisation sont représentées
par un ensemble de matrices sommets qui définissent un polytope, le comportement du systeme
étant exprimé comme une combinaison barycentrique de ces matrices. Si les matrices sommets
sont considérées comme des matrices de sous-modeles, alors le rapport avec une structure MM
est évident.

Soit le systéme incertain £(A) dont la représentation d’état est :

#(t) = A(A)x(r)+B(A)u(r) (1.72)
y(1) = C(A)x(t)+D(A)u(r) (1.7b)

r . r
ouM(A) =Y wM 1 avec u;i >0et Y u; =1.11s’agit alors d’un cas particulier de MM ou les
i=1 i=1
fonctions d’activation sont constantes et ou les sous-modeles sont définis par (Am , Bl ,C (i , Dm)
les sommets du polytope.

Les modeles incertains de type intervalle se définissent par la donnée de deux systemes LTI
extrémaux X et X ayant les mémes dimensions de vecteurs sorties/entrées et d’état. Les matrices
incertaines du modele ¥(A) sont telles que tous leurs éléments sont indépendants les uns des
autres et bornés par les valeurs des éléments correspondants dans X et X :

Aij <Ai(4) <A .. (1.8)

Cette modélisation est trivialement un sous cas de la modélisation polytopique et elle comprend
2'T sommets ou 77 est le nombre d’éléments distincts entre X et X.
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Multimodeéle

La terminologie de MM (Local Model Networks), utilisée dans les travaux de Murray-Smith
et Johansen [1997], et celle évoquée précédemment de modele flous Takagi-Sugeno désignent
des notions tres proches. La seule différence se trouve au niveau de 1’obtention des fonctions
de pondération et au niveau de I’interprétation. Pour le modele flou le partitionnement de 1’es-
pace de fonctionnement se fait a 1’aide de propositions linguistiques, alors que pour le MM ce
partitionnement est réalisé a 1’aide de techniques d’optimisation.

Réseaux de fonctions a base radiale

[’équivalence entre un MM de Takagi-Sugeno et les réseaux de fonctions a base radiale
(RBF Radial basis function networks) est réalisée si les sous-modeles sont considérés d’ordre
z€ro, en se réduisant a une constante, et si les fonctions de pondération sont de type gaussien
[Jang et Sun, 1993]. Un modele ou réseau RBF calcule une combinaison linéaire de fonctions
radiales de centres ¢; :

-

y(x() = ) u(llx(e) —cill)ai (1.9)

1

ou les fonctions sont considérées gaussiennes

plx@) —cil) = exp(=Bllx(t) —cill*) (1.10)

et ou la norme euclidienne est utilisée. Ce type d’approche de modélisation peut étre considéré
comme un approximateur universel, tout systeme non linéaire pouvant €tre représenté par cette
structure. Cependant, un nombre important de sous-modeles est nécessaire pour obtenir une
bonne approximation du systeme non linéaire, ce qui peut engendrer des difficultés ultérieures
de manipulation du modele obtenu.

Multimodele T-S a structure hiérarchique

Le MM a structure hiérarchique (HFS - hierarchical fuzzy system) [Kikuchi et al., 1988;
Raju et Zhou, 1991; Wang, 1998] est un MM ayant une structure pyramidale et qui est constitué
d’autres structures MMs. Cette structure a été créée pour faire face au nombre important de
regles d’un modele flou de Takagi-Sugeno, qui augmente de facon exponentielle avec le nombre
des variables d’entrée [Liu et Li, 2005]. Dans la structure hiérarchique, le nombre de regles
augmente linéairement avec le nombre des entrées. Cependant, Kikuchi et al. [1988] montre
qu’il est impossible d’utiliser ce type de structure pour construire une expression exacte d’une
fonction non linéaire quelconque. De plus, Wang [1998] montre 1’approximation arbitrairement
proche d’une fonction par le MM hiérarchique.

Multimodele T-S découplé

Ce type de structure apparait dans la littérature sous différentes appellations : MMs locaux,
réseaux de modeles locaux a états locaux, MMs sans €tat commun, réseaux des modeles locaux
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par mélange de sortie. Cette structure, proposée par Filev [1991] est issue d’une interpolation
de sous-modeles a états découplés. Le modele global est réalisé par la somme pondérée des
sorties de chaque sous-modele. En conséquence, chaque sous-modele est caractérisé par un
espace d’état propre a I’intérieur duquel il évolue indépendamment des autres sous-modeles. La
représentation d’état du MM découplé est donnée par :

fc,-(t) = Aixi(t)—i—Biu(t) (1.11a)

yi(t) = Cixi(t) (1.11b)

) = Y w)ilo) (L110)
i—=1

Cette structure a fait I’objet des nombreux études [Leith et Leithead, 1999; Kanev et Verhaegen,
2006; Uppal et al., 2006; Orjuela et al., 2008]. II faut souligner que les sorties y;(z) des sous-
modeles représentent des signaux artificiels de modélisation, utilisés seulement pour décrire le
comportement non linéaire du systeme réel. Ces signaux ne sont pas accessibles a la mesure
et n’ont pas de sens physique. Cette structure peut s’avérer tres intéressante [Orjuela, 2008]
dans le contexte d’identification des parametres, car elle permet d’ajuster les dimensions des
sous-modeles a la complexité des différents comportements d’un processus.

Z(t) I NORMALISATION
H%E ; Vm
u(r) 4»@/ X x ;
> A (t) +Bu(r) 16) - l(t)> Ci (T
BT ;
1a()
. R (1)
R TN S e e B S S
i r )CQ(I) i A\
3 | ) |
Ry U N s WL = G |
T o -

Figure 1.2 — Architecture du MM découplé

Réseaux multimodeles a base de vitesse

Supposons que 1’on dispose d’un modele non linéaire d’un systéme sous forme analytique.
Une des techniques d’obtention d’un MM est la linéarisation autour de différents points de
fonctionnement du modele du systeéme. Apres cette linéarisation, les sous-modeles obtenus sont
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affines en I’état et en la commande et peuvent contenir un terme constant additionnel ¥; :
x(t) = Aix(t)+Biu(t)+7 (1.12)

De ce fait, des phénomenes indésirables peuvent apparaitre a cause de ce terme pour des valeurs
de y; pouvant masquer 1’effet de A; et B; dans la dynamique du MM [Johansen et al., 2000]. Afin
de prévenir cet effet, une stratégie de linéarisation basée sur la vitesse est proposée par [Leith
et Leithead, 1999; McLoone, 2000], en dérivant les équations des sous-modeles pour éliminer
les termes constants ¥;. Des réseaux MMs a base de vitesse (Velocity-based multiple model
networks) sont obtenus.

Multimodeéle avec une structure en fleche

Les travaux de [Borne et Benrejeb, 2008] étudient la de stabilité des systemes non linéaires
de grande dimension, pouvant étre ramenés sous une forme particuliere caractérisée par des
matrices avec une structure en fleche. Cette forme particuliere permet d’isoler les éléments
non linéaires de la matrice d’état dans la derniere ligne, ce qui permet d’établir des criteres
de stabilité pour le systeéme non linéaire présenté sous une forme MM Takagi-Sugeno. Cette
approche est basée sur un changement de coordonnées x(¢) = Txr(t) afin d’obtenir la forme
particuliere en fleche, caractérisée par des matrices de la forme :

o Bi

Oy —1 Bn.—l
Yia() o Yin1() Yia(o)

Le systeme non linéaire dans les nouvelles coordonnées est écrit sous une forme MM en utilisant
ces matrices ayant une structure en fleche :

pi(x()) A (-)xr (1) (1.13)

-

XT(Z‘) =
1

~.

ou U; est le degré d’appartenance du modele linéaire AiT(-)xT au modele global et ou, pour

i=1,.,rona0< w(x(r) <let ¥ wx(r)) = 1.
=1

1

Multimodele a base de fonctions orthonormales (MM Orthonormal Basis Function)

Le concept de modeles a base de fonctions orthonormales (OBF) est largement étudié dans
le cadre de I’identification et de la modélisation des systemes LTI [Heuberger et al., 2005].
Les OBFs sont définies comme des fonctions de transfert orthonormales dans H> qui forment
une base. Ces fonctions peuvent ainsi représenter de facon exacte des fonctions de transfert, en
construisant une combinaison linéaire de ces fonctions.
La fonction de transfert F € H, d’un modele LTI associé a la paire entrée sortie (u,y) peut étre
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définie par :
F(s)=wo+ Y wiLi(s) (1.14)
i=1
ol {Li};-x’: | forment une base dans H; et w; sont des parametres de pondération. Les fonctions
L;(s) peuvent étre définies par :

i—1
Li(s) = (sI—A) " 'B;[[Gi(s), i>0 (1.15)
=0

La structure des modeles a base de fonctions orthonormales est illustrée a la figure 1.3. Notons
que dans cette figure les signaux {x;};- |, x; = L;(s)u, représentent les variables d’état dans
I’espace d’état (SS) de {G;};_ .

YL Gis) Gofs) | » Gofs) | -

X1 X2 Xn
wo wi w2 Wn
+ + - + -

Figure 1.3 — Modeles basés sur des fonctions a base orthonormale

Equivalence entre les représentations des systemes

Récemment, le passage d’une représentation d’état (SS) vers une représentation entrée /
sortie (IO) -et inversement- dans le cadre des structures MMs a suscité un certain nombre de
développements [Toth, 2008; Toth et al., 2009a,b]. Ces travaux s’inscrivent dans une procé-
dure d’obtention des systemes LPV (linéaires a parametres variants) et nécessitent la sélection
d’une structure du modele (SS, 10, etc.). Dans ces études, la structure MM est utilisée pour
I’obtention des parametres de la représentation souhaitée a travers le passage équivalent. Pour
présenter cette méthode, considérons un systeéme dynamique d’ordre trois, la technique pouvant
étre étendue a I’ordre n.

1. Soit le systeéme non linéaire représenté dans I’espace d’état par un MM :

X1(1) r 0 0 —ag,; by,
XQ(I) = Z,ui(z(t)) 1 0 —ap, x(t)—|— bl,i u(t) (1.16)
%3(1) i=1 0 1 —ap; by,

i) = 00 1]x() (1.17)
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ou sous une forme LPV :

0 0 —ap(t) bo(1)
x(t) = {1 0 —ap(r) ]x(t)-l—[bl(t) ] u(t) (1.18)
0 1 —ax(t) by (1)
a(t) = Zr:,ui(z(t))aki k=0,1,2 (1.19)
i=1
) = Y )b k=012 (1.20)
i=1
y(i) = [0 0 1]x(r) (1.21)

Réalisant un calcul d’élimination de la variable d’état, on obtient une relation entrée/sortie de
la forme :

YI@) + aa()5(0) + [ai(6) +2a2(0)] 3(1) + [ao(t) +an (1) +aa(1)] y(t) =
= [bo(t) +b1(1) +bo(t)] u(t) + [b1(r) +2b2(1)] at(t) + ba(r) ii(r)  (1.22)

2. En considérant I’expression entrée/sortie sous une forme MM :
3 r
) t)+2/~li(z( OCZzy +Z/~Lz alzy +Z,ul OC(),y

i ﬁZL +Z.u1 ﬁl i +Z.u’l ﬁOI ) (123)

on peut écrire plus simplement :

Y (1) + 00(1)3(1) + 0 (1)3(1) + o ()y(1) = B (1)ii(t) + i (1)a(e) + Bo(Du()  (1.24)

en utilisant les définitions suivantes pour les parametres variables dans le temps :

W) = ¥ w0,  a) =¥ mE0)a, o) = ¥ wml0)a
i=1 i=1 =1 (125)

r

AOESWHCO) T OES WHC D) T TOESWHCOI

i=1

Pour que les deux formulations multimodele 10 (1.22) et SS (1.24) soient équivalentes, on doit
choisir :

on(t) = a(t)

o(t) = ai(t)+2a,(r)

ao(t) = ao(t)+ai(t)+dat)

Ba(t) = baft) (1.26)
Bi(t) = by(t)+2by(2)

Bo(?) bo(t) + by (1) + by(1)
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ce qui entraine la construction des fonctions de pondérations différentes de celles existantes dans
la représentation (1.16). Si on considere les expressions des parametres a;(t) et b;(¢) déduits des
égalités (1.26) on peut remarquer que dans le cas général ces contraintes ne sont pas facilement
vérifiées et nécessitent la synthese de fonctions de pondération particulieres.

Cet exemple, quoique tres particulier, montre que le passage d’une forme MM a une autre forme
MM est délicat ; c’est un probleme peu abordé actuellement parmi les travaux cités.

1.2.2 Obtention d’un multimodeéle

De facon générale, il existe deux facons d’aborder la modélisation des systemes non li-
néaires en utilisant I’approche MM :

1. construire directement un MM qui représente le comportement d’un systeme réel
2. transformer un modele non linéaire déja existant sous une forme MM

Différentes techniques proposées dans la littérature pour obtenir un MM correspondent a ces
facons de traiter le probleme de la modélisation. Ainsi, une premiere catégorie de méthodes
d’obtention d’un MM est relative aux méthodes d’identification et d’estimation des parametres
a partir des données expérimentales [Abonyi et al., 2002], [Mourot et al., 1999]. Dans ce cas, la
qualité du MM (c’est-a-dire son pouvoir de représentation) dépend fortement de la qualité des
données disponibles. Quelques facteurs conditionnent la capacité du MM a représenter de facon
générale le comportement du processus : le niveau du bruit affectant les mesures, le nombre de
mesures disponibles et le taux de variations des données dans 1’espace entrée/sortie. L’ obten-
tion de la forme MM consiste en trois étapes. La premiere est 1’identification de la structure
(déterminer le nombre de modeles locaux, choisir les variables de prémisse et réaliser le parti-
tionnement de I’espace de fonctionnement). La seconde consiste dans le calcul des paramétres
inconnus du systeme. La troisieme concerne la validation, sur un autre ensemble de données,
du MM obtenu.

Dans une deuxieme catégorie, on trouve les techniques basées sur des modeles mathéma-
tiques existants provenant par exemple d’une description phénoménologique du systeme a étu-
dier. Dans ce cas sont proposées des linéarisations autour d’un ou plusieurs points de fonction-
nement, ainsi que des linéarisations suivant des trajectoires arbitraires [Johansen et al., 2000;
Ge, 2001; Harris et al., 1999; Jia et al., 2005; Kosko, 1994; Labiod et Guerra, 2007].

Nos études sont focalisées sur la deuxieme catégorie de techniques, c’est-a-dire celles basées
sur un modele non linéaire déja existant. Dans la plupart des travaux réalisés, la perte d’informa-
tion (due par exemple a la linéarisation) constitue le principal inconvénient de ces techniques.
De méme, le choix du nombre et de la position des différents points de fonctionnement reste
assez délicat a réaliser. Seule la méthode utilisant I’approche par secteur non linéaire, évoquée
de facon succincte dans Tanaka et Wang [2001], permet d’obtenir une forme MM équivalente
au modele non linéaire initial, évitant ainsi une perte d’information par rapport a ce dernier.
Dans la référence indiquée, cette méthode est seulement illustrée sur un exemple et ne propose
pas une facon générale de réaliser cette transformation sur un modele non linéaire quelconque.
De plus, le choix des variables de prémisse, qui représentent les non-linéarités du systeme, n’est
pas réalisé de fagcon systématique (ce qui est aussi le cas des méthodes d’obtention des MMs a
partir des mesures expérimentales). Ces points délicats seront traités en détail dans le prochain
chapitre, qui propose une méthodologie générale pour transformer, de facon équivalente, un
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modele non linéaire en une forme MM. En particulier, le choix des variables de prémisse est
guidé par un ensemble de criteres construits suivant des objectifs d’analyse de stabilité, de com-
mandabilité et/ou d’observabilité. Un aspect qui mérite I’attention a ce stade est le fait qu’un
méme systeme non linéaire peut étre équivalent a plusieurs MMs, grace a cette méthodologie.

1.3 Etat de Part surla synthese d’observateurs

Les travaux de these, exposé dans le présent mémoire, concernent en grande partie la syn-
these d’observateurs par MMs et leur application au diagnostic d’une station d’épuration. Il est
donc utile de donner en introduction un état de I’art sur la synthese d’observateur pour les MMs.
Rappelons toutefois quelques travaux réalisés dans le contrdle des systemes non linéaires [Isi-
dori, 1995; M’Saad et al., 1990; M’Saad et Hejda, 1994; Isidori, 2000; Tanaka et Wang, 2001;
Zinober et Owens, 2001; Guerra et al., 2006].

Dans ce qui suit, nous présentons les principaux travaux réalisés concernant la synthese d’ob-
servateurs pour les systemes non linéaires afin de justifier notre choix d’utiliser la structure
MM.

1.3.1 Généralités sur les observateurs non linéaires

La nécessité d’obtenir un modele précis du comportement d’un processus réel exige souvent
I’utilisation du formalisme non linéaire. Les modeles non linéaires obtenus permettent une des-
cription exhaustive sur un large espace de fonctionnement, contrairement aux modeles linéaires
qui ont un caractere local.

Dans la pratique, 1I’étude des systemes réels suppose 1’acces aux variables décrivant 1’état
du systeme pour la surveillance ou le controle des systemes. Malheureusement, on dispose ra-
rement de mesures directes de ces variables d’état pour des raisons techniques, financieres ou
autres. C’est la raison pour laquelle une estimation fiable des variables non mesurées est néces-
saire, particulicrement quand ces variables sont utilisées pour la surveillance du processus réel,
pour une synthese des lois de commande ou pour un diagnostic de fautes.

Pour réaliser la tache de reconstruction des variables non disponibles, des solutions théo-
riques performantes ont été développées, généralement basées sur un modele mathématique
représentant le comportement du systeme réel en fonctionnement sain. Ainsi, la construction
d’un “capteur logiciel” souvent appelé observateur est réalisée afin de reconstruire les variables
qui ne sont pas accessibles a la mesure.

D’une fagon générale, les systeémes non linéaires dynamiques considérés peuvent étre décrits
par une représentation d’état de la forme :

X(1) = fx(r),u(r)) (1.27a)

y(1) = gx(t),ulr)) (1.27b)
ou x représente le vecteur d’état, u le vecteur d’entrée et y représente le vecteur de sortie du
systeme. Les fonctions f et g sont généralement non linéaires.

Conformément aux descriptions précédentes, un observateur ou un reconstructeur d’état
est un systeme dynamique qui permet d’obtenir une estimation de la valeur courante de 1’état
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non mesuré du systeme (1.27) a partir des informations disponibles : sorties y et entrées u du
systeme :

1) = @((t),ult),y(1)) (1.28a)
2(e) = v(a(r)ult),y(1)) (1.28b)
) = g(k(),u()) (1.28¢)

L’ observateur (1.28) est un observateur global si I’erreur d’estimation d’état e(t) = x(¢) — £(¢)
tend asymptotiquement vers z€ro :

Tim [}x(r) = £()|| = O
quelles que soient les conditions initiales x(0) du systeéme non linéaire et de 1’observateur z(0).

L’ objectif dans la conception d’un observateur est de déterminer les fonctions @(z, u, y) et
Y(z, u, y) qui assurent la convergence de I’erreur d’estimation d’état vers zéro.

Dans la pratique, la forme de 1’observateur se résume souvent a une forme similaire a celle
du systeme, a laquelle est rajoutée un terme de correction basé sur I’écart entre la sortie mesurée
y et la sortie estimée ¥ du systeme. Donc, un observateur correspond en général a un systeme
d’ordre supérieur ou égal a celui du systeme observé.

La construction d’un observateur exige la propriété d’observabilité, initialement formalisée
par Herman et Krener [1977]. Cette propriété se traduit par la capacité de reconstruire 1’état a
partir des entrées et des sorties du systeme. Cette propriété peut €tre définie d’une fagon gé-
nérale en se basant sur la notion d’indistinguabilité (ou d’indiscernabilité) d’une paire d’états,
qui est présentée en détail dans Herman et Krener [1977], ou plus récemment dans d’autres pu-
blications qui portent sur I’observabilité des systemes non linéaires, comme par exemple dans
Besangon [2007].

Dans le cas linéaire, la propriété d’observabilité est une propriété de rang de la paire (A,
C) et ne dépend pas de I’entrée du systeme. De plus, cette propriété suffit pour assurer 1’exis-
tence d’un observateur, a vitesse de convergence exponentielle et arbitrairement rapide. Des
résultats classiques concernant I’observabilité des systemes linéaires, ainsi que la synthese des
principaux observateurs pour systeémes linéaires, Luenberger et de type Kalman, existent dans
[Kailath, 1980], [Luenberger, 1971] et [Kalman et Bucy, 1960].

Dans le cas des systemes non linéaires, les propriétés d’observabilité mentionnées précé-
demment ne sont plus valables. En général, les systemes non linéaires ont des entrées singu-
lieres qui les rendent non observables. Ainsi, I’observabilité d’un systeme non linéaire dépend
de I’entrée appliquée. Une synthese élaborée est donnée dans [Bornard et al., 1993].

1.3.2 Synthese d’observateurs des systemes non linéaires

Cette section a pour but de présenter une vue d’ensemble des méthodes de conception d’ob-
servateurs pour des systemes non linéaires. La classification réalisée de ces approches n’est
pas unique, la liste n’étant bien slir pas exhaustive puisque des combinaisons des différentes
approches ont aussi été réalisées.
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Le filtre de Kalman étendu

Parmi les premiers travaux réalisés dans le cadre de la synthese d’observateur d’état pour
des systemes non linéaires se trouve I’extension des travaux basés sur des techniques linéaires.
Le filtre de Kalman, concu initialement pour les systemes linéaires stochastiques, a constitué un
point de départ dans cette direction. Ainsi, pour un systeme non linéaire décrit par une équation
différentielle dans 1’espace d’état, une linéarisation autour d’une trajectoire de référence est
possible. La conception du filtre de Kalman étendu [Jazwinski, 1970] est alors basée sur cette
linéarisation ayant un caractere local.

La classe des systemes considérés est :

X(r) = fx()+m) (1.29a)
y(t) = gx(1))+m() (1.29b)

ol 7; et 1, sont des bruits gaussiens de moyenne nulle et de matrice de covariance Q;(t) et
0> (t). Le filtre de Kalman est donné par :

21) = fE0)+z(0)GE0) 0 (1)) —g(2(1))] (1.30a)
) = FR(0))z(t) +2()F (3(1))" + Q1(1) = 2(1) G(2(1))" 05 ' (1) G(&(1))z(1) (1.30b)

oWF(x) = W eGr) = %W

Cette approche a suscité longtemps beaucoup d’intérét, essentiellement en raison d’une rela-
tive simplicité (grande ressemblance avec le filtre de Kalman linéaire) de mise en ceuvre méme
pour des systemes de taille importante. Cette approche permet de traiter le cas des bruits dont
on est capable de caractériser les propriétés statistiques. Cependant, quelques inconvénients
peuvent €tre évoqués : le manque de preuve de convergence du filtre, la vitesse de reconstruction
n’est pas garantie, le caractere local de I’approche valable autour d’une trajectoire nominale, le
grand nombre de calculs en ligne dii a la mise a jour des estimations d’état et des matrices de
covariance.

Observateurs basés sur les conditions de stabilité de Lyapunov

Dans les années 1970, 1’approche proposée par Lyapunov pour 1’analyse de stabilité de sys-
téme commence a susciter un grand intérét. Les premiers travaux concernant la construction
d’observateurs non linéaires sont réalisés par Thau [1973] qui propose 1’ utilisation de ces tech-
niques pour des systemes non linéaires de la forme :

() = Ax(t)+ f(x(t),u(r)) (1.31a)
y(it) = Cx(t) (1.31b)

ou la fonction non linéaire f(x,u) € R" satisfait la condition de Lipschitz :
1f () = fE ) < A flx—1]] (1.32)
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L’ observateur proposé par Thau [1973] constitue, comme 1’approche proposée a la section 1.3.2,
une extension du cas linéaire ; cette fois-ci I’extension est réalisée a partir de I’observateur de
Luenberger [Luenberger, 1971], I’observateur du systeéme non linéaire ayant la forme :

>=>

(1) = Ax(t)+f(x(@),ut))+Ly()—3(t)) (1.33a)
() = Cx(z) (1.33b)

=

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état e = x — X satisfait :

e(t) = (A=LC)e(t)+ f(x(t),u(r)) = f(x(t) —e(t),u(r)) (1.34)

L’ objectif est alors d’assurer la convergence vers zéro de I’erreur d’estimation d’état. Comme
les matrices A et C sont connues et fixes, il reste a déterminer la matrice L qui assure cette
convergence vers zéro de e. Le résultat de Thau [1973] donne des conditions basées sur la
résolution de 1’équation de Lyapunov :

(A-LC)'P+PA-LC) = —Q (1.35)

Quelle que soit Q symétrique et définie positive, s’il existe une matrice L et une matrice symé-
trique et définie positive P satisfaisant la propriété suivante :

A 2Amax(P)

(1.36)

et qui vérifient I’équation de Lyapunov (1.35), alors I’erreur converge asymptotiquement vers
I’origine.

Ce premier résultat donne une condition de stabilité de 1a dynamique de I’erreur d’estimation
d’état en fonction du choix de la matrice L. Un algorithme de recherche du gain L de facon plus
systématique est donné dans [Raghavan et Hedrick, 1994]. Il est basé sur la recherche itérative
d’un parametre € > 0 et des matrices P et Q symétriques et définies positives qui vérifient
I’équation de Ricatti suivante :

1
ATP+PA+P(/121—ECTC)P+1+Q =0 (1.37)

Le gain de I’observateur qui stabilise la dynamique de I’erreur e pour une fonction f avec une
constante de Lipschitz A est donné par L = éPCT.

Avec le méme objectif de déterminer le gain L de I’observateur (1.28), un autre algorithme
est proposé dans [Rajamani, 1998]. Il est basé sur I’évaluation des valeurs propres et du condi-
tionnement K>(7') de la matrice des vecteurs propres de la matrice A — LC. Le but de 1’algo-

) P .. Anin(A—LC)
rithme est de réduire au minimum le rapport "R
qu’il ne produit que des minima locaux.

La liste des techniques, en vue de réduire le conservatisme lié a 1’existence d’une solution
des équations de type Lyapunov et Ricatti est importante, citons simplement [Rajamani et Cho,
1998], [Aboki et al., 2002], [Pertew et al., 2005], [Pertew et al., 2006]. Les principaux inconvé-

nients de ces approches résident dans la majoration de 1’erreur d’estimation d’état en utilisant

. L’inconvénient de cet algorithme est
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la condition de Lipschitz. De plus, pour des constantes de Lipschitz trés grandes il se peut que
la résolution des équations de Ricatti soit impossible ou conduise a des gains trop importants
qui rendent 1’ observateur tres sensible aux bruits de mesure.

Arcak et Kokotovic [2001] proposent une approche qui relaxe 1’hypothese Lipschitz et évite
I’obtention de grands gains. Cependant, deux autres hypotheses sont utilisées pour que 1’erreur
d’estimation d’état tende vers zéro :

1. une inégalité matricielle linéaire (LMI) a respecter pour la partie linéaire de 1’observateur

2. une condition de monotonie a satisfaire pour la partie non linéaire représentée par la
fonction f

Une extension des travaux précédents [Arcak et Kokotovic, 2001] pour le cas discret est pro-
posée dans [Ibrir, 2007]. L’approche utilise des injections multiples de la sortie dans les non-
linéarités et ne nécessite plus la condition de monotonie sur la fonction f.

Toutes les méthodes présentées précédemment cherchent a obtenir un gain d’observateur L
constant. L’idée d’utiliser un gain variable dans le temps apparait dans Tsinias [1989], qui pro-
pose de le rendre dépendant de I’entrée : L = L(u(t)). Une généralisation au cas L = L(%(t),u(t))
et ensuite proposée dans Tsinias [1990]. Cependant, la construction de la fonction de Lyapunov
proposée dans ces approches reste assez difficile a réaliser.

En conclusion, ce type d’observateur a I’avantage de la simplicité de la mise en ceuvre quand
une matrice de gain L garantissant la stabilité de la dynamique de I’erreur d’estimation existe.
Un des inconvénients réside dans la structure particuliere du systeme non linéaire. Le choix du
gain L satisfaisant la condition (1.36) résulte d’un processus d’essai qui peut devenir difficile,
voire impossible, a réaliser pour des systemes d’ordre élevé.

Observateurs sous forme canonique

En parallele avec les travaux mentionnés précédemment, de nombreuses méthodes de concep-
tion d’observateurs pour les systeémes non linéaires ont été proposées, beaucoup d’entre elles
s’inspirant des méthodes issues des travaux sur les systemes linéaires. C’est le cas de la tech-
nique présentée dans la suite qui se base sur un changement de coordonnées afin de transformer
le systeme non linéaire sous une forme particuliere répondant aux conditions de synthese, appelé
forme canonique. Cette forme est basée sur une structure linéaire modulo injection d’Entrées-
Sorties et de leurs dérivées [Bestle et Zeitz, 1983; Krener et Isidori, 1983; Keller, 1987; Plestan,
1995].

Pour le systeme non linéaire :

X(1) = fx(@)) (1.38a)
y(t) = gx()) (1.38b)

oux € R" ety e R, cette approche vise a déterminer la transformation permettant de le mettre
sous la forme canonique d’observabilité :

2(t) = Az(t)+P(y(1)) (1.39a)
y(it) = Cz(r) (1.39b)
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A= {011,:1 8}» () = [®1(y) - )], € =[0 - 0 1] (140

L’ observateur s’écrit sous la forme :

—
~
~—
|
2

2r) = AZ(0)+@(y(r)) +Lly(r) — (1)) (1.41a)
) = Cz1) (1.41b)

et la dynamique de I’erreur d’estimation d’état est donnée par :
é(t) = (A—LC)e(r) (1.42)

Cette transformation assure 1’équivalence entre les deux formes (1.38) et (1.39), et permet d’ob-
tenir une forme linéaire de la dynamique de I’erreur d’estimation d’état. Ainsi, pour une paire
(A,C) observable, il est possible de placer les valeurs propres de la matrice (A — LC) afin d’as-
surer une stabilité asymptotique ou exponentielle du systeme (1.42).

Ce résultat a été étendu aux systemes a plusieurs sorties dans [Krener et Isidori, 1983] en
proposant la transformation z(z) = 7T (x(r)). L’état du systeme initial est estimé en appliquant
la transformation inverse : £(t) = T~1(3(1)).

Une extension aux systémes non autonomes est considérée dans [Keller, 1987], pour les-
quels on considere la dépendance de la dynamique du systeme a ’entrée u et a ses n premieres
dérivées par rapport au temps. Cette dépendance est présente dans la fonction ®(y(z),U(t)),
avecU =[u 1 --- u).

Des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une transformation ont été propo-
sées dans le cas des systeémes mono-sortie [Glumineau et al., 1996], et pour les systemes multi-
sorties [Birk et Zeitz, 1988], ainsi que pour les systemes autonomes [Phelps, 1991]. Toutes les
approches mentionnées supposent que la sortie est linéaire par rapport a 1’état. Dans [Kazantzis
et Kravaris, 1998] I’observateur pour un systeme autonome est congu par une transformation de
coordonnées appropriée sans exigence de la linéarité de la sortie par rapport a 1’état.

L’avantage de ces approches est qu’apres application de la transformation, la synthese de
I’observateur est simple, ce dernier étant réduit a un simple observateur linéaire. Les inconvé-
nients de ces méthodes résident dans le fait qu’il est difficile de caractériser les systemes ayant
la forme canonique d’observabilité demandée. En plus, il n’est pas toujours possible de trouver
une telle transformation, la classe des systemes pouvant étre transformés étant limitée.

Dans le cas ou les conditions d’existence de la transformation sous une forme canonique ne
sont pas satisfaites, des méthodes alternatives existent, basées sur une transformation du sys-
teme non linéaire initial sous une forme qui permet d’obtenir la forme canonique d’observabilité
[Nicosia et al., 1989; Nam, 1997; Lynch et Bortoff, 2001].

Il existe aussi des techniques [Levine et Marino, 1986; Ticlea, 2006; Besancon, 2007] qui
sont basées sur I’immersion de ’espace d’état initial dans un état de dimension supérieure.
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Observateurs ‘“a grand gain”

Comme déja précisé, 1’observabilité des systemes non linéaires dépend en général de 1’en-
trée. Toutefois, il existe des systemes qualifiés d’uniformément observables, qui sont obser-
vables quelle que soit ’entrée. Ainsi, dans [Gauthier et Bornard, 1981] est proposé un chan-
gement de coordonnées dans une forme canonique, composée d’une partie observable linéaire
et d’une partie commandée non linéaire possédant une structure triangulaire, pour la classe des
systémes a une sortie et affines en la commande :

xX(t) = flx(0)) +hlx(1))u(t) (1.43a)
y() = gx(1)) (1.43b)

T
pour lesquels est défini un difféomorphisme ® = |g(x) Lyg(x) ... L;_lg(x) qui transforme
le systeme (1.43) sous la forme :

)C3(t> hz()fz(l )
x(t) = : + : u(t) (1.44a)
Xn(1) hn—1(¥a—1(2))
o) || ma(x() ]
y(it) = Cx(r) (1.44b)

ouC=[10 .. 0],%=(xg,...x;)T, ot les fonctions 4; (i = 1, ...,n) sont globalement Lipschitz
et ¢ est une fonction globalement Lipschitz de classe C* sur R". Dans [Gauthier et al., 1992],
il est supposé que le systeme (1.44) est uniformément observable et un observateur de la forme

21) = fE@)+h(E@)u(t) =S5 CT(CR(t) — (1)) (1.45)
est proposé, ou S est la solution de 1’équation
0 = —60S.—ATS..—S.A+CTC (1.46)

la matrice A étant définie par :

O =

0

Le parametre 0 permet d’ajuster la vitesse de convergence de I’erreur d’estimation vers zéro.
Le gain de I’observateur est seulement basé sur la partie lin€aire du systeme et 1’effet de la
non-linéarité est rendu négligeable en choisissant une valeur suffisamment importante pour 0,
d’ou le nom d’observateur “a grand gain”.

Une transformation triangulaire similaire est proposée dans [Bornard et Hammouri, 1991]
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pour des systemes du type :

X(t) = f(x(r))+g(x(t),u(t)) (1.47a)
y(1) = Cx(1) (1.47b)

Dans [Gauthier et Kupka, 1994], la synthése d’un observateur a “grand gain” est présentée,
pour des systemes non linéaires de la forme générale :

x(t) = f(x(t),u(t)) (1.48a)
y(it) = gx(t)) (1.43b)

Ce type d’observateurs a I’avantage de générer une erreur d’estimation d’état a convergence
exponentielle aussi rapide que souhaitée en augmentant 6. Cependant, pour un gain choisi trop
grand, la sensibilité au bruit de mesure constitue un inconvénient. De plus, 1’obtention de la
structure triangulaire peut s’avérer difficile, méme si théoriquement une transformation de co-
ordonnées est accessible.

Observateurs adaptatifs

Il est souvent intéressant de combiner la connaissance a priori d’un systeme physique avec
des données expérimentales mesurables pour fournir une évaluation en ligne des états et des
parametres du systeme. Cette nécessité a permis de concevoir des observateurs adaptatifs pour
I’estimation simultanée des états et des parametres.

Les premiers travaux concernant ce type d’observateur pour des systemes linéaires a temps
invariant ont été proposés dans [Kreisselmeier, 1977; Luders et Narendra, 1973]. Ensuite, un tel
observateur pour des systemes non linéaires mono-entrée et mono-sortie, basé€ sur une transfor-
mation sous une forme canonique a été congu dans [Bastin et Gevers, 1988]. Des observateurs
adaptatifs utilisant la forme canonique d’observabilité qui fournissent une convergence asymp-
totique [Marino et Tomei, 1992], exponentielle [Marino et Tomei, 1995] ou qui prennent en
compte de facon explicite des perturbations [Marino et al., 2001] ont été synthétisés. Cepen-
dant, tous ces résultats sont limités aux systemes non linéaires dont la dynamique peut étre
linéarisée par un changement de coordonnées avec injection de sortie.

Un résultat qui traite une classe de systeémes qui ne peuvent pas €tre linéarisés par change-

ment de coordonnées et injection de sortie est présenté dans [Zhang et Xu, 2001]. La méthode
proposée par 1’auteur se base sur I’observateur adaptatif linéaire et les observateurs a grand gain.
Tous ces travaux traitent le cas des systemes linéairement paramétrisés. Toutefois, la plupart des
systemes réels sont représentés par des modeles dont les parametres connus et/ou inconnus in-
terviennent de fagon non linéaire. Des observateurs adaptatifs pour une classe de systeémes non
linéaires multi-entrées multi-sorties uniformément observables et avec paramétrisation non li-
néaire ont été proposés plus récemment dans [Farza et al., 2009].
Les avantages sont liés a I’estimation simultanée des €états et des parametres, ce type d’observa-
teur offrant une robustesse vis-a-vis des variations paramétriques par rapport a un observateur
d’état qui utilise des valeurs fixes des parametres. Les inconvénients sont similaires a ceux
mentionnés a la section 1.3.2 pour les observateurs canoniques.
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Observateurs basés sur une linéarisation étendue

Cette approche développée par [Baumann, 1988], utilise des techniques linéaires, et en par-
ticulier des méthodes de type séquencement des gains (“‘gain scheduling”). Plus précisément,
les gains de I’observateur sont calculés de telle sorte que les valeurs propres de I’équation linéa-
risée de I’erreur soient placées a des valeurs spécifiques, localement invariantes par rapport au
point de fonctionnement du systeme. La classe des systemes €tudiés est donnée par (1.48) avec
f(0,0) =0et g(0) =0. L’observateur a la forme :

X(t) = fEE),u@)+h(y(6) () (1.492)
() = g(x()) (1.49b)

=
—~

ot la fonction i : R? — R” est analytique et satisfait la condition 2(0) = 0. La dynamique de
I’erreur d’estimation d’état e = x — X est donnée par :

) = FOx(t),ult)) — Fx(t) —elr),ule)) — h(y(0)) +h(5(0)) (1.50)

En effectuant une linéarisation de (1.50) autour d’un point d’équilibre défini par u = €, x = x¢
du systeme (1.50), on obtient I’équation linéarisée de I’erreur :
e (1.51)
Xe

)| (Y] ) ([ 280)
(xe,€) ay Ye ay

dx
Le but de la synthese de cet observateur est de trouver la fonction 4 telle que I’équation (1.51)
posseéde des valeurs propres invariantes par rapport a €. Pour plus de détails sur cette procédure,
le lecteur peut consulter [Baumann et Rugh, 1986] et [Baumann, 1988].
Les inconvénients de cette approche résident d’une part dans le calcul analytique assez lourd
dG aux intégrations par rapport a € qui devient encore plus compliqué dans le cas d’entrées
multiples, et d’autre part dans la recherche des points d’équilibre.

Observateurs a modes glissants

Ce type d’approche a pour but de considérer les incertitudes et les erreurs de modélisation
qui n’ont pas été prises en compte dans les approches précédentes. L’ approche utilise la théorie
des modes glissants [Itkis, 1976; Utkin, 1977; Slotine, 1984; Walcott et al., 1987; Spurgeon,
2008]. Afin de compenser les incertitudes de modélisation, lors de la synthese de cet observa-
teur, on utilise un terme complémentaire dépendant de I’erreur de sortie. Ce terme se comporte
comme un gain variable qui dépend de I’erreur de sortie et qui commute a la valeur zéro si
cette erreur est nulle. La discontinuité qui résulte de cette commutation peut s’avérer €tre un
inconvénient majeur car elle déclenche un phénomene d’oscillations de haute fréquence, appelé
“chattering”. Des solutions ont été proposées pour éviter ce phénomene au prix de I’obtention
d’une erreur d’estimation qui ne tend pas vers zéro [Dawson et al., 1992]. Cependant, une hy-
pothese structurelle sur la fonction non linéaire f(x,u) est nécessaire [Coreless et Leitmann,
1981], ce qui constitue une condition assez restrictive dans la plupart des cas.
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Observateurs basés sur I’optimisation de I’erreur d’estimation

Les difficultés rencontrées pour la synthese d’observateurs dues aux structures particulieres
des systemes, aux transformations de coordonnées ou autres techniques énoncées précédem-
ment, ont invité a implémenter une autre approche d’observateurs, cette approche étant basée
sur 1’optimisation de la norme £, de I’erreur de prédiction de sortie. La classe des systemes
étudiés est (1.48).

Dans ce type de méthodes, une fonction coit est définie comme la norme £, de la diffé-
rence entre la sortie mesurée et la sortie estimée qui se base sur 1’estimation courante de 1’état.
L’estimation d’état est donc basée sur la minimisation en ligne de la fonction coft.

Le probleme d’optimisation posé par ce type d’observateurs est souvent traité en utilisant
des méthodes de gradient [Zimmer, 1994] qui malheureusement demandent un temps de calcul
important surtout qu’il doit étre résolu a chaque pas d’échantillonnage [Michalska et Mayne,
1995]. Cependant, 1’avantage de cette approche est qu’elle peut s’appliquer a une classe tres
générale des systemes non linéaires.

L’état de I’art des techniques existantes de syntheése d’observateurs a permis de donner des
éléments d’appréciation des avantages et des inconvénients de chaque approche. En conclusion,
certaines approches sont tres liées a une structure particuliere du systeéme non linéaire, comme
les observateurs a grand gain et ceux basés sur les techniques de Lyapunov. D’autres ne prennent
pas en comptes les incertitudes et les erreurs de modélisation, comme le filtre de Kalman étendu,
les observateurs par linéarisation étendue, a grand gain ou ceux sous forme canonique. Enfin,
certaines approches, comme par exemple celles basées sur I’optimisation, a modes glissants ou
les observateurs adaptatifs, nécessitent un nombre de calculs tres élevé.

1.3.3 Observateurs basés sur la structure MM

La structure d’observateur -basée sur la structure multimodele- la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de 1’observateur de Luenberger proposée pour les systemes
linéaires [Luenberger, 1971]. Ce choix s’avere naturel sachant que la structure multimodele est
une combinaison linéaire de sous-modeles linéaires :

K0 = Y ale) (Aix(e) + Buu(r) (1520
i=1
y(t) = Cx(1) (1.52b)

On considere ici que la sortie est une fonction linéaire de 1’état, mais cela ne constitue pas une
réduction majeure.
L’ observateur proposé est inspiré de celui construit pour le cas linéaire et a la forme suivante :

() = Z wi(2()) (A £(2) +Biu(t) + Li(y(t) — 3(¢))) (1.53a)
i=1
() = Cx(¢) (1.53b)
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Pour déterminer les gains L; de I’observateur (1.53), une étude de stabilité du systeme générant
Ierreur d’estimation d’état e(t) = x(t) — £(¢) doit étre réalisée. La dynamique de 1’erreur
d’estimation d’état est gouvernée par une équation différentielle qui dépend des variables de
prémisse z(¢) via les fonctions de pondération ;(z(t)).

Tenant compte de la définition de I’erreur d’estimation (4.6) et des dynamiques de 1’état
(1.52a) et de son estimé (1.53a), ce systeme s’explicite :

r r

e(r) = Y wi(z(t))(Ax(r) + Biu(r)) — Y wi(2(1)) (Aik(t) + Biu(t) + LiCe(t))  (1.54)

i=1 i=1

La dynamique de I’erreur dépend de la connaissance des variables de prémisse

z2(t) = [z1(t) z2(t) ... zp(2)]

intervenant dans les fonctions de pondération y;. Il existe deux possibilités selon que z(¢) est
mesurable ou non.

Remarque 1.1. Le systeme générant I’erreur d’estimation d’état (1.54) est obtenu dans un
cadre général en considérant que les variables de prémisse z(t) ne sont pas mesurables. Dans
ce cas I’observateur (1.53) contient une estimation 2(t) de ces variables.

La plupart des travaux concernant la conception de multi-observateurs d’état suppose que
les variables de prémisse sont connues (4(f) = z(z)) [Akhenak et al., 2004; Rodrigues, 2005].
Dans ce cas, le multi-observateur utilise les mémes variables de prémisse que le modele. Ainsi,
une factorisation par les fonctions de pondération est possible dans 1’évaluation de la dynamique
de I'erreur et le systeme (1.54) devient :

-

ét) = ) mi(z(2))(Ai—LiC)e(t) (1.55)

1

En utilisant la méthode de Lyapunov et une fonction quadratique V (x(t)) = x (t)Px(t) avec
P =PT > 0, Patton et al. [1998] propose I’analyse de stabilité suivante :

Théoreme 1.1. L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro s’il existe
une matrice P = PT € R > () et des matrices K; € R telles que les conditions suivantes
soient satisfaites :

PA+ATP—K,C—-CTKI <0, i=1,...r (1.56)
Les gains de ’observateur sont obtenus a partir de |’équation :

Li=P 'K (1.57)

Cependant, pour un nombre élevé de sous-modeles r, ces conditions (1.56) peuvent Etre
conservatrices dans le sens ou il est difficile de trouver une matrice P unique respectant 1’en-
semble des conditions (1.56). Dans le cadre de I’analyse de stabilité, d’autres techniques ont été
proposées ensuite afin de réduire le conservatisme de ce résultat et consistent a utiliser d’autres
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fonctions de Lyapunov, poly-quadratiques [Chadli, 2002; Fang et al., 2006] ou non quadra-
tiques [Boyd et al., 1994; Johansson, 1999; Kruszewski, 2006; Tanaka et al., 2003]. Ce dernier
type de fonction fournit des conditions de stabilité exprimées en terme d’inégalités matricielles
bilinéaires (BMI) qui sont en général plus difficiles a résoudre que les LMI.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire se placent principalement dans le cadre

plus général et plus complexe des variables de décision non mesurables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les processus réels. Elle n’a été traitée que récemment dans les travaux
de Bergsten et Palm [2000]; Bergsten et al. [2001, 2002] et de fagon plus élaborée dans [Ichalal,
2009].
En analysant 1’équation dynamique de I’erreur d’estimation d’état (1.54) on remarque que les
résultats obtenus pour les variables de prémisse mesurables ne sont plus applicables du fait
que la forme de ce systeme est légerement différente et contient les estimés des variables de
prémisse. Les résultats de Bergsten et al. [2001] proposent des conditions de convergence d’es-
timation d’état vers zéro en se basant sur 1’observateur de Thau-Luenberger [Thau, 1973] :

Théoreme 1.2. L’erreur d’estimation d’état entre le modéle Takagi-Sugeno et I’observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P,Q € R™" > 0, des matrices
K; € R et un scalaire positif y > 0 tels que :

PA+ATP—K,C-CTK! < Q, i=1,..r (1.58)
—Q+y*1 P
{ p <0 (1.59)

La démonstration de ce résultat figure dans Bergsten et al. [2001]. Une extension de ce ré-

sultat, afin de prendre en compte des incertitudes de modélisation, a été réalisée dans [Bergsten
et al., 2002] ou un observateur a mode glissant a été congu.
Les travaux de Ichalal [2009] traitent le probleme d’estimation d’état des systeémes sous forme
multimodele avec des variables de prémisse non mesurables en cherchant de réduire le conser-
vatisme des résultats précédents. Deux principales approches sont utilisées : I’approche Lip-
schitz et 1’approche L£,. Dans Ichalal et al. [2009¢, 2010] I’approche Lipschitz est proposée
prenant en compte des incertitudes de modélisation. Deux observateurs, proportionnel intégral
et proportionnel multi-intégral a entrées inconnues ont été proposés dans Ichalal et al. [2009b]
et représentent une extension de ce type d’observateurs du cas linéaire au cas non linéaire. Dans
Ichalal et al. [2009a] I’estimation est réalisée par une approche £, par incertitudes bornées.

1.4 Conclusion

Le MM est une structure particulierement bien adaptée a la modélisation des systemes non
linéaires sur une large plage de fonctionnement. Il permet d’obtenir un modele doté d’une struc-
ture mathématiquement attractive et capable d’appréhender avec précision donnée la complexité
d’un systeme. Le MM vient répondre aux difficultés dues a la complexité des modeles non li-
néaires, par des techniques proches de celles développées dans le cadre linéaire.

Grace a la méthode de transformation proposée dans le chapitre prochain, les études d’observa-
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bilité et de commandabilité développées pour les systemes sous forme MM s’adressent a une
large classe de systemes non linéaires. La forme MM réunit les avantages :

— des modeles linéaires du point de vue de la structure, qui sont simples a utiliser, et

— des modeles non linéaires, qui permettent d’avoir une bonne représentation d’un systeéme

réel.

Ainsi, la forme MM permet de décrire un systeme non linéaire sur une large plage de fonction-
nement, contrairement aux modeles linéaires qui ont généralement un caractere local et qui sont
valides autour de points de fonctionnement particuliers.
Finalement, ce type d’approche permet de prendre en compte des incertitudes et des erreurs de
modélisation, fournissant une technique de reconstruction des variables bien adaptée aux pro-
cessus réels.

Il faut noter que la facilité d’utilisation d’'un MM dépend du choix de la structure, cette der-
niere étant caractérisée par le nombre de sous-modeles, les fonctions de pondération et les
sous-modeles. Des fonctions de pondération possédant des propri€tés de convexité, ainsi que
des sous-modeles linéaires permettent d’utiliser des propriétés mathématiques dont les qualités
seront mises en évidence au cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a permis la présentation de plusieurs structures MMs qui ont été dévelop-
pées ces dernieres années. De plus, les différentes techniques existantes d’obtention des MMs
ont été présentées. Un panorama des méthodes de synthese d’observateurs pour systemes non
linéaires a été réalisé, suivi par une comparaison entre les différentes approches.

Comme nos études se focalisent sur des processus pour lesquels un modele non linéaire existe
déja, le prochain chapitre propose une méthodologie générale et systématique d’obtention d’une
forme MM a partir d’un systeéme non linéaire. La transformation fournit un modele équivalent,
ce qui constitue un des avantages de cette méthode.
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme non linéaire en multimodele

“Dans le domaine de la science, on essaie d’expliquer aux gens, de facon a étre com-
pris de tout le monde, quelque chose que personne ne connaissait auparavant. Dans le
domaine de la poésie, c’est exactement le contraire.”  Paul Dirac

2.1 Introduction

Le probleme de la complexité des systemes dynamiques non-linéaires apparait dans de nom-
breux domaines scientifiques et en ingénierie. De nombreuses techniques de décomposition et
de simplification ont été développées au cours de ces dernieres années, en vue de réduire la
complexité, en fonction d’objectifs d’identification, de commande et d’analyse de stabilité.

La réduction de la complexité repose, dans la plupart des études réalisées, sur une réduction de
I’ordre du systeme avec malheureusement une perte d’information. Cette réduction de 1’ordre
est réalisée de différentes manieres :

— une réduction du nombre de parametres du modele mathématique a partir d’une analyse
de sensibilité de la réponse du systeme vis-a-vis des parametres et d’'une comparaison du
modele réduit avec le modele initial [Dolgin et Zeheb, 2005; Hetherington et al., 2006],

— la non prise en compte de certains phénomenes (réactions et/ou especes dans le cas d’un
mécanisme chimique complexe), dont le pouvoir explicatif est faible dans le systeme
initial [Petzold et Zhu, 1999],

— une élimination de parties du modele (parametres et/ou variables) qui n’ont pas une im-
portance significative dans la dynamique du systeme [Sayesel et Barlas, 2006],

— une simplification basée sur une troncature d’un développement en série ou d’un déve-
loppement sur une base de fonctions et sur une approximation par perturbation singuliere
[Andersson et al., 1996; Steffens et al., 1997].

Une autre facon de résoudre le probleme de la complexité des systemes dynamiques non-
linéaires est de réécrire le systeme non-linéaire d’une maniere plus facile a étudier, en utilisant
un changement de variable ou en le décomposant en unités plus simples et maitrisables, sans
perdre d’information.

Le multimodele [Murray-Smith et Johansen, 1997] constitue une alternative intéressante et un
outil largement utilisé¢ actuellement pour la modélisation des systemes non-linéaires, comme
déja illustré au cours du chapitre 1.

L’intérét de réaliser une décomposition du systeme en utilisant ce type de modeles est que des
propriétés importantes comme la stabilité, la controlabilité, I’observabilité ayant été largement
étudiées dans le cadre des systemes linéaires a temps invariant (LTT), peuvent étre utilisées, au
moins partiellement, sur les multimodeles car les sous-systemes qui les constituent sont de type
linéaire [Akhenak et al., 2004], [Chadli, 2002], [Tanaka et Wang, 2001].

Dans la suite, on va présenter une procédure systématique de transformation d’un systeme
non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodele. Cette méthode évite les inconvénients
majeurs des autres méthodes : la transformation est réalisée sans perte d’information, le choix
de différents points de fonctionnement n’est plus nécessaire, le choix des variables de prémisse
est réalisé d’une facon systématique.
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En partant d’une forme générale du systeme non-linéaire, une représentation d’état quasi-linéaire
a parametres variables (quasi-LPV) est réalisée. En général, un nombre important de formes
quasi-LPV peuvent étre associées au systeme non-linéaire initial ; chaque forme est associée
a un ensemble particulier de variables de prémisse. Choisir la forme quasi-LPV est équivalent
a choisir I’ensemble des variables de prémisse. Cette représentation quasi-LPV constitue une
forme polytopique, car les matrices a parametres variables qui la constituent sont des combinai-
sons convexes des matrices a coefficients constants calculées a partir des sommets du polytope.
Ceux-ci sont obtenus en utilisant la transformation polytopique convexe (TPC) [Wang et al.,
1996]. Chaque sommet du polytope définit un sous-modele linéaire, la non-linéarité du systeme
global étant rejetée dans les fonctions de pondération des sous-modeles.

En conséquence, la forme multimodele obtenue par cette méthode n’est pas unique, elle dépend
du choix des variables de prémisse et du choix des grandeurs qui définissent la transformation
polytopique convexe.

La plupart des travaux réalisés pour les systemes quasi-LPV concernant 1’analyse de sta-
bilité¢ ou la syntheése des contrOleurs / observateurs sont basés seulement sur les matrices qui
définissent les sommets. En conséquence, méme si les différentes formes quasi-LPV associées
au systeme non linéaire sont formellement équivalentes, les résultats obtenus dépendent forte-
ment du choix de la réalisation. Le choix de I’ensemble des variables de prémisse est important,
car il influe sur le nombre de sous-modeles et sur la structure du modele global. Ce degré
de liberté sera utilisé pour faciliter les études de contrdlabilité, d’observabilité et d’analyse de
stabilité. Il est donc possible de choisir parmi différentes structures MM celle qui assure, par
exemple, I’existence d’un multi-observateur basée sur la structure MM. En général, les condi-
tions d’existence d’un observateur pour MM sont des conditions suffisantes de convergence de
I’erreur d’estimation d’état vers z€éro. Ces conditions peuvent €tre exprimées dans le formalisme
LMI (Inégalités Matricielles Linéaires) et sont issues d’une analyse de stabilité de type Lyapu-
nov [Ichalal et al., 2009¢] ; elles sont essentielles dans la définition et 1’élaboration des criteres
de choix du multimodele.

La méthode proposée généralise la méthode par secteur non linéaire, utilisée quand on fait
référence aux modeles de type Takagi-Sugeno [Ohtake et al., 2001], [Tanaka et Wang, 2001]. La
contribution de cette méthode est de donner une procédure systématique pour choisir la forme
quasi-LPV, et par conséquent I’ensemble des variables de prémisse, la plus adaptée, tenant
compte de I’objectif de I’étude (analyse de stabilité et performance, synthese d’un controleur /
observateur).

A la section 2.2 sera présentée la méthodologie générale de transformation d’un systéme
non-linéaire sous une forme multimodele. La section 2.3 présente quelques limites de la mé-
thode proposée ainsi que des solutions possibles a ces inconvénients. Une extension de la mé-
thode est de méme proposée, a la section 2.4, aux modeles de systemes a base de blocs struc-
turés. Des discutions et conclusions sur I’ensemble de la méthode seront proposées a la section
2.5.
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme non linéaire en multimodele

2.2 Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

Cette section est consacrée a la méthodologie analytique générale de construction d’un mul-
timodele a partir d’un systeme non-linéaire existant, présenté sous forme générale d’équation
d’état. Des sous-modeles linéaires et de dimensions réduites sont définis et des fonctions d’agré-
gation appropriées sont définies afin de réunir ces sous-modeles pour constituer le modele glo-
bal. Le multimodele obtenu est strictement équivalent au systéme non-linéaire initial.

On commence par énoncer un lemme concernant la notion de transformation polytopique convexe,
a la section 2.2.1. Ensuite, en s’appuyant sur un exemple illustratif, a la section 2.2.2, quelques
caractéristiques de la méthode générale seront mises en évidence. Cela permettra, en donnant
quelques points essentiels ainsi que le schéma a suivre, de faciliter la compréhension de la mé-
thodologie générale, qui sera développée apres.

Dans un premier temps, on va donner la représentation d’état d’un systeme non linéaire, qui
constitue une forme générale pour ce type de systemes, a la section 2.2.3. Cette forme constitue
le point de départ de la méthodologie.

Dans un deuxieme temps, on introduit la notion de forme quasi-linéaire a parametres variables
(quasi-LPV), 2 la section 2.2.4. A chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble
particulier de variables de prémisse, qui est défini a la section 2.2.5. En général, pour un sys-
teme dynamique non-linéaire, la représentation quasi-LPV n’est pas unique et, en conséquence,
I’ensemble des variables de prémisse change en fonction de la représentation quasi-LPV choi-
sie. De ce fait, il faut définir des criteres de choix d’une représentation quasi-LPV, i.e. de choix
de I’ensemble des variables de prémisse, correspondant aux objectifs de 1’étude. Pour conclure
cette présentation générale, I’équivalence entre la forme initiale du syst¢éme non-linéaire et le
multimodele obtenu est réalisée a la section 2.2.7. Quelques criteres de choix de ces variables
de prémisse sont proposés a la section 2.2.8.

2.2.1 Transformation polytopique convexe (TPC)

Enonce

N

Lemme 2.1. Soit h(x(t),u(t)) une fonction continue et bornée sur le domaine D C R" x R™ a
valeurs dans R, avec x € R", u € R™.
Alors il existe deux fonctions (i=1,2)

Fi: D [0,1]
(x(1),u(t)) — Fy(x(2),u(t))
avec Fi(x(t),u(t)) + F>(x(t),u(t)) = 1 telles que :
h(x(t),u(r)) = Fi(x(1),u(t)) - b1+ Fa(x(2), u(t)) - hy

pour tout hy > max {h(x,u)} et hy < minD{h(x, u)}
xX,uc

x,ueD
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2.2. Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

Les fonctions Fy et F, sont définies par :

h(x(t),u(t)) —hy

Ao = hi —hy
Fa(x(r), u()) = _fofti;uw

Notons que cette décomposition n’est pas unique.

En particulier, on peut choisir :

hy = max{h(x,u)}

x,u

hy = min{h(x,u)}
XU

On peut remarquer que plus on choisit 4 grand et &, petit, plus I’ensemble des valeurs prises
par les fonctions Fj et F, se restreint, a I'intérieur de I’intervalle [0, 1]. Plus de détails sur cet
aspect, ainsi que des moyens pour contrecarrer les effets négatifs qui peuvent survenir, seront
présentés a la section 2.3.

Deux exemples présentant une réécriture équivalente sous forme MM sont donnés a la suite.
Le premier traite le cas d’une fonction affine par morceaux pour laquelle la transformation
polytopique convexe ne peut pas €tre appliquée. Le deuxieme considere le cas de la fonction
d’hystérésis et utilise le lemme 2.1.

Exemple 2.1 (Fonction affine par morceaux)
Considérons un gain non linéaire exprimé par une fonction affine par morceaux, comme pré-
senté a la figure 2.1 et donné par :

v(t) = f(u(t)) 2.1)
out la fonction f : R — R est définie par :
flu) = %{[1 —di()]fi(u) + [di (1) = da(w)] fo2(u) + [1 + 2 ()| f3(w)} (2.2
di(u) = sgn(u—a) i=1,2 (2.3)
filu) = oju+p; j=1,2,3 2.4)
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme non linéaire en multimodele

AY

y

ai az

\]
<

Figure 2.1 — Fonction affine par morceaux

On considere les fonctions :

w) = %1(”) (2.52)
pof) = DB 2.5b)
ps) = W (2.50)

Ainsi on peut déduire la forme multimodeéle suivante :

3
v(t) =} wj(u) (ju+ B;) (2.6)
j=1
la particularité étant ici que les fonctions de pondération ne prennent que les valeurs 0 ou 1.

Remarque 2.1. Pour rendre les fonctions L; continues, les fonctions d; = sgn(u—a;) i=1,2
peuvent étre approximées par la fonction tangente hyperbolique :

u—ai;
P

d; =~ tanh i=1,2 2.7)

avec le parametre p choisi aussi petit que [’on veut.

L’expression du multimodele (2.6) obtenue pour une fonction affine a trois morceaux, avec
les fonctions de pondération définies dans (2.5), peut étre aisément généralisable a une fonction
continue avec un nombre de morceaux quelconque.

Pour n morceaux caractérisés par :

fj(u) = (Xju—Fﬁj j=1,---.n (2.8)
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2.2. Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

la fonction f(u) est définie par :

avec

et

1

1

Edi_l(u) — dl'(l/t), 1= 2,
1

51 —|—dn_1(u)

2.9

(2.10)
@2.11)

(2.12)

(2.13)

Exemple 2.2 (Hystérésis)
Le phénomeéne d’hystérésis peut apparaitre dans des domaines trés divers : sciences physiques
ou sociales (I’hystérésis de [’habitus présent dans une théorie développée en sociologie par
Pierre Bourdieu et qui désigne le phénomene par lequel les dispositions acquises par la so-
cialisation d’un individu dans un espace social défini perdurent dans le temps), médecine (la
mesure de I’hystérese de la cornée qui permet d’évaluer certaines propriétés biomécaniques
de la cornée, dans le cadre du dépistage et le suivi des patients souffrant de glaucome), éco-
nomie (I’hystérese désigne la persistance d’un phénomene économique, comme le chomage ou
Uinflation, alors que sa cause principale a disparu), théorie des jeux, mécanique a travers des
phénomenes de friction [Mihaylova et al., 2001 ].

Figure 2.2 — Hystérésis

Dans sa forme la plus simple, ce phénomene d’hystérésis est habituellement présenté comme
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Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme non linéaire en multimodele

a la figure 2.2 et formulé mathématiquement comme suit :

Si u<—a alors v = —M

Si—a<u<aetu>0 alors v = —M

Si—a<u<aetu<O0 alors v = M

Si u>a alors v. = M
En appliquant le résultat obtenu précédemment pour une fonction affine par morceaux, on
obtient :

[(1=d(@))M = (1 +d(i))M] + s (u) - M (2.14)

| =

v(u) = wi(u) (=M)+ o (u)-

oud(u) = sgn(u) et ou les fonctions de pondération sont définies par :

w(u) = %@H—a) (2.15a)
() = sgn(u+a) ;sgn(u—a) (2.15b)
wi(u) = %(”_a) (2.15¢)

Dans [’équation (2.14) le deuxieme terme de la somme dépend de la variable
d(u) = sgn(u), on considére cette variable comme une variable de prémisse. Sachant que la
fonction sgn prend les valeurs numérique —1, 0 et 1 on peut déduire que d(u) est bornée et on
peut réaliser la transformation suivante :

i) = sgn(bé)%—l 4 l—sin(u) (1)
= Mg (@) 1+ pa2(a)-(—1) (2.16)

En remplacant 1’expression obtenue pour la variable d par (2.16) dans I’équation (2.14) on
obtient :

v = M) - (M) + o () - [pa1 () - 14+ pao () - (=1)] (=M) + p3(u) - M
= w(u) (=M)+po(u)ug () (—M)+ o (u) a2 (i) - M+ psz(u) - M (2.17)

ce qui permet de définir les fonctions de pondération :

() = wi(u), Ay = -M
fo(u,it) = pwo(ua (), A = —M
3(u,u) = Mp(u)uar(), Az = M (2.18)
fia(u) 3 (u), Ay = M
Ainsi, on obtient la forme multimodele :
4
vy = Y, Bi(u,)A,; (2.19)
i=1
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2.2. Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

de I’hystérésis qui fournit la sortie v en fonction de ’entrée u et de sa dérivée u.

Application de la TPC aux opérations de base
On considere deux fonctions non linéaires bornées sur R :

fR" - R ¢:R" — R (2.20)
x = f(x) x — gx) (2:21)

On peut appliquer la transformation polytopiques convexe, présentée au Lemme 2.1, pour les
deux fonctions f et g qui s’écrivent :

f&x) = pra) fitupa(x) f2 (2.22)

gx) = Ug1(x)gr+Hg2(x)g2 (2.23)
Cette transformation polytopique peut étre utilisée dans plusieurs contextes afin d’obtenir une
structure de type multimodele. Trois cas sont représentés ici :

1. Somme de deux fonctions S(x) = f(x)+g(x):

S(x) = [uri(x) fi+1rox) fo] (M1 (x) + g2 (x)]
+ [Hg1(x) 814 Hga(x) g2 [Mr1(x) + s (x)]

2
Y tpdo () gy () (fi, + 81,)
Hi(x)hi (2.24)

ot les fonctions de pondération p;(x) = g, (X)Uek, (x) (k1,k2 = 1,2) et les coefficients
constants h; = fi, +8&k, (ki,k2 =1,2) et o I'indice i est donné par :

i = 1429k —1)4+2'(k —1) (2.25)
2. Produit de deux fonctions P(x) = f(x)-g(x):

P(x) = [pp1(x)fi+ur2(x) f2] [He1(x) g1+ He2(x) g2]
2 2

= Y Ytk () Bk (X) fr 81y

ki=1ky=1
4

= Y woh (2.26)

i=1

ou les fonctions de pondération p;(x) sont calculées de la méme fagon que pour le cas
précédent et les coefficients constants h; = fi, - gk, (k1,kp = 1,2 etidonné par (2.25)).
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3. Vecteur V(x) = {f (x)] :

V) = {(lif,1(X)f1+Hf,2(X)f2)'(Hg,l(X)Jng,z(X))}
(kp () + pr2(x) - (Kg1(x) g1 + g 2(x) 82)

1
2 2 £
= Y Y bk (O e, (x) {g 1}
ky=1ky= k2
4
_ Z.Ui(x)Vi (2.27)

ou les fonctions de pondération sont calculées de la méme maniere que précédemment et

les vecteurs V; sont définis par V; = {?‘1} (k1,ky = 1,2 et i donné par (2.25)).
ky
La méme procédure reste valable pour des vecteurs de dimension quelconque, ainsi que

pour des matrices Ala; ;] i,j € 1,...,ns de dimension quelconque n4 contenant parmi les
composantes a; ; les deux non-linéarités f(x) et g(x).

Dans tous les cas considérés, la transformation polytopique convexe donne une somme de 22
termes. En général, pour p fonctions non linéaires f;(x) : R" — R, j=1,..., p, ces transforma-
tions restent valables et la somme obtenue contient 27 termes.

Dans ce qui suit, on va appliquer les transformations présentées a un systeme dynamique
non linéaire, de facon a mettre en évidence les points essentiels de la méthode et ses étapes
principales.

2.2.2 Exemple introductif

Soit le systeme :

X = cos(xi)xy+xju (2.28a)

1
Xy = N —x7x2 (2.28b)

Dans une premiere étape, on représente le systeme (2.28) sous forme quasi-LPV :
x = A(p(x,u))x + B(p(x,u))u (2.29)

ol p(x,u) € C'(R"™) est formé d’une partie des états et des entrées. Dans la forme classique
LPV, p = p(¢) est un vecteur qui varie dans le temps. Ainsi, la différence entre la représentation
quasi-LPV d’un systeme non linéaire et la forme classique LPV est que le vecteur des para-
metres dépend dans le premier cas des variables d’état et d’entrée.

En effectuant cette transformation on peut obtenir plusieurs représentations quasi-LPV, car il
existe plusieurs facons de faire apparaitre une forme affine en 1’état et en la commande.

Pour la premiere composante de 1’équation d’état, cette séparation est claire dans le produit
cos(x)xp, car on a un produit entre la fonction cos(x) et la deuxieme variable d’état x,. Pour

le deuxiéme terme, x%u, on peut soit affecter la non-linéarité x? a la matrice de commande
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2.2. Présentation de la méthode de réduction d’un SNL

(représentation (2.30)), soit dans la matrice d’état (représentation (2.31)) :

Ap(x,u)) = [ 0 C°S<’§”]

3
L3 B(p(x,u) = {’H (2:30)

x3u cos(xp)

Alp(ru) = [L " ] B(p(xu)) = [8] (2:31)
NS 1

On pourrait également utiliser les deux possibilités exposées précédemment en méme temps

en écrivant le terme x?u comme €tant égal a (%x%u) X1+ (%x?) u, en affectant les non-linéarités

respectives dans les matrices d’état et de commande.

Pour la deuxieme composante de I’équation d’état, on peut remarquer deux décompositions pos-

sibles. La plus évidente consiste a attribuer aux deux variables d’état des termes non-linéaires

multiplicatifs (décomposition (2.30)). Plus précisément, le terme non-linéaire —— est attribué

o

a la variable d’état x; et le terme —x% est attribué a la deuxiéme variable d’état x,. Une autre
possibilité est d’attribuer a la variable d’état x| le terme non-linéaire \/foz — x1x2 (décomposition
(2.32)).

3
a0 B(p(x,u)) = {’H (2.32)

Alp(x)) = [ O ]
Toute combinaison linéaire convexe de ces deux possibilités est également valable.
En choisissant une des trois formes quasi-LPV présentées ici ((2.30), (2.31) ot (2.32)), confor-
mément a des criteres de choix qui seront discutés plus en détail dans le développement de la
méthodologie générale, on montre maintenant le passage a la forme multimodele.
En retenant la représentation (2.32), on construit tout d’abord 1’ensemble de variables V, =

{Z17Z27Z3} :

z1(x) = cos(xy) (2.332)
2() = 1 (2.33b)
»x) = L—chz (2.33¢)

VX2

Le choix de ces variables z;, z2, 23, appelées variables de prémisse, est lié directement a la forme
quasi-LPV choisie.

Dans une deuxieme étape, on applique la transformation polytopique convexe, présentée a la
section 2.2.1, a chaque variable de prémisse z;(x(r)) (j = 1,...,3) pour x; € [-27,27] et x, €
[0.1;12]. On réalise alors pour chaque variable de prémisse une partition en deux zones et on
obtient :

z1(x) = Fri(zax)z+Fia(zi(x)zip (2.34a)
2x) = FBi1(22(x)z2)+FR2(22(x) 222 (2.34b)
»x) = Fi(zx)s)+FHo(zx) s (2.34¢)
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ou, compte tenu des définitions (2.33) :

cos(x1) —z12

Fii(z(x) = 211 —212
Fio(zi(x)) = m
Fi(za(x) = zle_—zzzzzz
Foo(z22(x) = ZZ2211—_Z)§2

1
—= —X1X2 — 232
Bi(ak) = &

73,1 — 232

1
31— 7= +X1%2
Fa(s() = —— fza . (2.35)

Les deux partitions Fj 1 (zj(x)) et Fj»(z;(x)) de chaque variable de prémisse z;(x) (j = 1,...,3)
vont contribuer, a leur tour, a la construction de chaque fonction de pondération correspondant
a un des sous-systemes du multimodele.

Les fonctions Fj 1(z;(x)) et Fj2(z;(x)) représentent respectivement la premiére et la deuxieéme
partition de chaque variable de prémisse. Pour des raison de clarté, on va écrire F; 1 (x) et Fj2(x)
au lieu de Fj 1 (zj(x(t))) et Fj2(z;j(x(¢))). Les scalaires z;1 et z;» (j=1,...,3) vont contribuer a la
construction de chaque sous-systeme du multimodele. On choisit, par exemple :

zjai = max{z;(x)} ,
’f vVi=1,...3 (2.36)

zja = min{z;(x)}

Il faut noter que A(p(x,u)) fait intervenir les variables de prémisse z;(x) et z3(x), alors que

B(x,u) fait intervenir la variable de prémisse z;(x); ainsi, on va évaluer les matrices A et B

a partir des matrices sommets du polytope défini par les partitions des variables de prémisse

intervenant dans ces matrices.

Pour cela on part de I’expression de A définie en (2.32) que I’on écrit explicitement en fonction
des z;(x) défini en (2.33) :

0
Maat) = | 00 5] e
Puis, compte tenu de I’expression de z3(x) (2.34), on peut écrire :
A@().5() = Fa) [ 0 al ] T Fy(x) [ 0 al ] (2.38)
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Puis, afin de faire apparaitre les fonctions de partition F ;(x) et F> 2(x), on multiplie le résultat
par la somme de ces deux fonctions, qui est égale a 1 :

M@ @26 = B+ A {Rm| 20| + maw ] 2 8 ]
= F,(%) Fz,l(x){zgl Zl(()x)] + F(x) Fzg(x){zgl Zl(()x)]

(e

2N
—
—~

+ P )F21(x)[z?2 Zl(()x)] + F3,2(X)Fz,2(X)[Z32 OX)]

Enfin, compte tenu de 1’expression de zj(x) (2.34) et multipliant le résultat par la somme des
fonctions de partition F ; (x) 4+ Fj 2(x), on obtient :

. _ . i
A(Zl(x>,Z3(x)) = F371(x) F271(x) F171(x) . ZBI +F3’1(x) F271(X) Flyz(x) - 282
[0 zi4 [0 z12 |
+ F31(x) Faa(x) Fia(x) sl 0 +F3.1(x) Fa2(x) Fi2(x) A
[0 oz | [0 zip ]
+ F3a(x) F21(x) F(x) 22 0 +F35(x) Fy 1 (x) F2(x) 232 0
0z | [0 zip |
+ F2(x) Foa(x) Fri(x) sy 0 +F50(x) Fap(x) Fio(x) 232 0
' ' ] (2.39)

De facon semblable, pour la matrice de commande B(z»(x)), on peut écrire :

Blaa(r)) — {zz(()x)}

= Py [ ! } +F(x) [ Y ]
= [F1(x)+Fi2(x)] [F1(x) + F2(x)] {Fz,1(x) { Z?),l } B { z%),z ]}

(2.40)
On obtient alors :
8
Alzi(x),z3(x) = Y mi(x)A; (2.41)
i=1
8
B(z2(x)) = ) wi(x)Bi (2.42)

ey
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ou les fonctions de pondération u;(x) sont des combinaisons de fonctions Fj;(x) (j=1,2,3
et k =1,2) et ou les matrices constantes A; et B; sont données par :

0
o .
N .
As = A7 = :z3,1 282:
Ag = Ag = _222 Zé),z_
o REEERs [%2} (2.43)

Apres cette démarche manuelle, on peut noter qu’il y a seulement quatre matrices sommet A;
et deux matrices sommet B;. C’est donc de fagon artificielle que les expressions (2.41) et (2.42)
en font apparaitre huit et ceci afin de pouvoir factoriser dans I’équation d’état les termes f;(x).

Il est intéressant de présenter une fagon systématique de construire les matrices A; et B;. Tout
d’abord, on a regroupé dans le tableau 2.1 les différentes matrices A; et B; ainsi que les fonctions
de pondération y;(x). Par exemple, pour déterminer les matrices a coefficients constants A; et B;
pour le troisiéme sous-systéme (i = 3), on procede de la manicre suivante. On retient le triplet
correspondant a la troisieme ligne o3 = (1,2,1). La valeur 63], qui peut prendre les valeurs 1
ou 2, représente 1’indice qui se trouve a la j*¢ position dans le troisieme triplet o3 = (1,2,1).
Compte tenu de (2.32), A3 = A(z17631,Z37G§) et By = B(zy 52), les scalaires z 51, 25 52 et 23 53
étant définis dans (2.36). De facon plus générale A; et B; (i=1,...,8) sont notées :

Ai = A(Zl,O'il’Z3,Gi3)
Bi = B(ZZ,()'l-z)

Ces notations sont en concordance avec les équations (2.43). Tenant compte de (2.39) et du
triplet associé au troisieme sous-modele, la fonction de pondération u3(x) peut étre déduite :

13) = B gt ()P g2 (6)F, ()
= F1(x)F2(x)F31(x) (2.44)

Le tableau 2.1 détaille la construction des matrices des sous-modeles et des fonctions de pon-
dération d’un multimodele caractérisé par trois variables de prémisse z;(x) (j = 1,...,3). Le
nombre de sous-modeles est égal a 23. A chaque sous-modele i correspond un triplet 6; qui
code les partitions des variables z; intervenant dans la fonction de pondération correspondant
au sous-modele. En multipliant les fonctions qui décrivent ces partitions on obtient la fonction
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Sous-modele i o; A; B; i (x)
1 (1,1,1) A(z1,1,23,1) B(z2,1) Fi.1(z1) F2,1(z2) F3,1(23)
2 1,1,2) A(z11,232) B(z2.1) Fi1(z1) F2,1(z2) F32(23)
3 1,2,1) A(z1,1,231) B(z22) Fi1(z1) Fo2(22) F31(23)
4 1,2,2) A(z11,232) B(z22) F11(z1) F22(22) F32(z3)
5 2,1,1) A(z12,231) B(z2.1) Fio(z1) F21(22) F3,1(23)
6 (2,1,2) A(z12,232) B(z2.1) Fi12(z1) F2.1(z2) F32(z3)
7 (2,2,1) A(z12,231) B(z22) Fi12(z1) F22(22) F3.1(23)
8 (2,2,2) A(z12,232) B(z22) Fi12(z1) F22(22) F32(z3)

Tableau 2.1 — Tableau de partitionnement des variables de prémisse pour un multimodele a 3
variables de prémisse et deux partitions pour chaque variable

de pondération p;(x) correspondant au sous-modele i. En connaissant la valeur du vecteur d’in-
dices 0; = (Gil , Gl-z, Gl-3) on peut facilement trouver la correspondance avec I’indice 7 indiquant

le numéro du sous-modele :
i = 14+2%(c! -1 +2Y(c?—1)+2%067 - 1) (2.45)

Quelques fonctions de pondération p;(x) -calculées conformément au tableau 2.1 et aux expres-
sions (2.35) des fonctions F; j(z;(x)) - sont représentées a la figure 2.3.

L i
0.8 .
\
\
0.6 \ b
\
\
\
04r \ i
\
v
\;
0.2’ R 7
RN
\
0 > =
0 2 12 14

Figure 2.3 — Quelques fonctions de pondération du systeme présenté dans 1’exemple introductif

Pour exprimer les matrices a coefficients constants A; et B; caractérisant chaque sous-systeme
i (i=1,...,8), on utilise la forme quasi-LPV (2.32) du systeme (2.28), les matrices A(p (x,u))
et B(p(x,u)) ayant été définies en (2.32).

Dans ce qui suit, de 2.2.3 a 2.2.7, la méthodologie présentée dans cet exemple introduc-
tif pour réaliser le passage d’un systeme non linéaire a un multimodele est généralisée a des
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systemes non linéaires de dimensions quelconques.

2.2.3 Représentation d’état d’un systeme non linéaire

Une large catégorie de systemes non-lin€aires dynamiques peut étre représentée par un mo-
dele d’état, représentant une relation entre les variables d’état et les variables d’entrée ou de
commande. Ce modele est constitué par un systeme d’équations différentielles ordinaires por-
tant sur I’état (2.46a) et par une équation de sortie ou d’observation (2.46b) :

x(t) = f(x(t),ur)) (2.46a)
y() = glx(t),u(r)) (2.46b)

oll les non linéarités sont exprimées par les fonctions f (x,u) € R" et g (x,u) € R.
Comme déja précisé dans le chapitre 1 (section 1.2), le multimodele est une combinaison
convexe de r sous-modeles :

w(t)) [A; x(t) + By u(t)] (2.472)
() [Ci x(1) + D u(t)] (2.47b)

-
Y wi(x(1)
i=1
r

Y wilx(r)
i=1

Les sections de 2.2.4 2 2.2.7 décrivent étape par étape comment réaliser le passage d’un systéme
non linéaire de la forme (2.46) a la forme multimodele (2.47). Ainsi, on cherche a trouver le
nombre de modeles linéaires r constituant le multimodele, les matrices a coefficients constants
Ai, Bi, C; et D; et les expressions des fonctions de pondération u;(x(¢),u(z)), pour tout i =
L---,r.

2.2.4 Forme Quasi-Linéaire a Parametres Variables

La premiere étape consiste a transformer le modele non linéaire sous une forme d’état ini-
tial (2.46) en un modele “quasi-linéaire a parametres variables” dit “quasi-LPV”. Cette forme
représente une forme affine en 1’état et en I’entrée du systeme non linéaire (2.46) et elle est
donnée par :

[x(t) } _ {A(P(X(f),u(t))) B(p (x(1),u(t))) } {x(f) } (2.48)

o A (p(x,u)) € R™" B(p(x,u)) € R™™ C(p(x,u)) e R*" et D(p(x,u)) € R™™. Le vecteur
p(x,u) € CH(RMT™) avec ny +m; < n+m, est une fonction de composantes d’état et d’entrée.

Il est important de noter que le vecteur des parametres p (x, u) peut étre différent pour chaque
matrice A, B, C ou D de la forme quasi-LPV. Ainsi, dans la forme quasi-LPV (2.32) présen-
tée dans I’exemple introductif, la matrice A dépend des deux variables d’état x = (x1,xp) :
p (x,u) = x, alors que la matrice B ne dépend que de la premiére variable d’état x| : p(x,u) = x;.
Cependant, pour des raisons de simplicité concernant les notations, une notation unique corres-
pondant a I’union des ensembles de parametres est utilisée dans les quatre matrices de la forme
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quasi-LPV.

La forme quasi-LPV est légerement différente de la forme classique linéaire a parametres
variables (LPV). En effet, dans la forme classique LPV, p est un vecteur des parametres qui
varie en fonction du temps :

p = p) (2.49)

alors que dans la forme quasi-LPV ce vecteur de parametres p dépend des variables d’état x et
d’entrée u, comme présenté dans [Huang et Jadbabaie, 1999] :

p = px(r),ul)) (2.50)

Remarque 2.2. La forme quasi-LPV (2.48) est intéressante pour notre étude, car elle contient
des informations utiles sur les non-linéarités du systeme et leur distribution dans les matrices a

paramétres variables A (p(x(t),u(t))), B (p(x(2),u(t))), C (p(x(t),u(t))) et D (p(x(t),u(z))).

Sous I’hypothese que les fonctions f(x(z),u(r)) et g(x(¢),u(r)) soient continues et bornées
sur un ensemble U C R avec £(0,) = Oetg(0,-) = 0, le systeme (2.46) peut étre repré-
senté sous la forme quasi-LPV (2.48).

Comme déja mentionné dans 1’exemple introductif, I’obtention de la forme quasi-LPV peut
introduire des quotients dépendant de différentes variables du systeme et notamment des va-
riables d’état. En conséquence, des conditions supplémentaires sur ces variables sont néces-
saires : les variables impliquées doivent €tre non nulles. Afin de respecter cette condition, plu-
sieurs solutions sont possibles :

1. Premierement, une translation des variables impliquées peut étre réalisée. Notons [—a, 3]
le domaine de variation de I’'une de ces variables x;, ou o, B > 0. On peut réaliser la
translation suivante :

Xg=xg+a+E¢, e>0 (2.51)

Ainsi X, € [, B+ o+ €], € > 0. En remplagant x; = ¥; — @ — €, conformément a (2.51),
dans le systeme (2.46), on peut construire la forme quasi-LPV souhaitée. Pour des raisons
de simplicité on va garder la méme notation pour le vecteur x, sachant qu’il contient
éventuellement les translations préalablement effectuées.

2. Deuxiemement, une somme pondérée des états du systeme peut €tre utilisée pour former
ces quotients. Pour obtenir une décomposition affine en état x et en entrée u, la fonction
f(x,u) est décomposée comme suit :

flxu) = fA(xu) + £ (x,u) (2.52)

ol fA () = [F(6,0)s s f20610)]T € RY et f5(x,10) = [fE(x,0), o, B (ru)]T € R,
La fonction f4(x,u) correspond au terme A(p (x,u))x de la forme quasi-LPV. De méme,
la fonction £3(x,u) correspond au terme B(p (x,u))u de la forme quasi-LPV.

Il existe une infinité de possibilités d’établir cette décomposition relativement a la struc-
ture de la fonction non linéaire f(x,u). Le choix de la décomposition sera motivé dans la
section 2.2.8 dédiée a ce propos.

Pour écrire f4(x,u) comme un produit entre A(p (x,u)) et le vecteur d’état x, on introduit
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les parametres arbitraires o; = [O‘i,l Qj> ... Qjj,] pour construire la somme pondérée
des n états. Le vecteur des parametres o; est associé a I’équation dynamique de 1’état x;,
i.e. 21a i composante f#(x,u) de la fonction £ (x,u). L’idée est de multiplier et diviser

n
chaque composante fiA (x,u) (i=1,...n) avec la somme Y ;xxy, supposée différente
k=1

de 0, comme suit :

A n

fAu) = M.Za,,kxk, i=1,...n (2.53)
Y pxy k=1
k=1

On définit les variables de prémisse :

z(p(x,u)) = M i=1,...n (2.54)

Y O Xk
k=1

La matrice A est alors définie en utilisant les parametres arbitraires :
o azi(p(xu)) - opzi(p(xu))
Alp(x,u)) = : : (2.55)
O 120 (P (x,u)) -+ Oppza(p(x,u))

Remarque 2.3. Nous pouvons utiliser une transformation analogue pour la deuxieme
partie correspondant & entrée fB(x,u), en introduisant d’autres paramétres arbitraires

Bi=1[Bi1 Biz --. Bim) pour construire une somme pondérée des entrées :
fBlx,u) & ,
Blu) = n’l—’) Z B kit i=1,...n (2.56)

Y Bk k=1

k=1
On applique la méme procédure a la fonction non linéaire g(x,u) correspondant a I’équation
de sortie du systeme (2.46b) en introduisant les paramétres arbitraires ¥, j et 0,x (g =1,---,1,
j=1,--- n,k=1,--- ,m). Ainsi, on obtient la forme quasi-LPV du systeéme non-linéaire (2.46).

Il faut remarquer que les matrices A(p(x,u)), B(p(x,u)), C(p(x,u)) et D(p(x,u)) de la
forme quasi-LPV obtenue de cette facon dépendent des parametres nouveaux introduits (o ;,
Bi k> Yq.j €t 84.x). En conclusion, choisir un ensemble spécifique des paramétres revient a choisir
une forme quasi-LPV particuliere du systeéme non linéaire (2.46), une infinité de solutions étant
possible.

Cette technique d’obtention de la forme quasi-LPV pour un systéme non linéaire peut sem-
bler difficile & mettre en ceuvre, mais le point important est qu’elle met en évidence différentes
formes quasi-LPV qui sont caractérisées par des matrices A, B, C et D pleines, si les para-
metres introduits sont non nuls. Ces structures quasi-LPV sont tres générales, mais ne seront
pas nécessairement utilisées dans la pratique, car souvent les systeémes non linéaires réels sont
de dimension élevée. Une simplification de structure peut étre réalisée, tenant compte de 1’ob-
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jectif de I’étude, i.e. de la conception d’un observateur / controleur. Etant données les structures
pleines des matrices A, B, C et D, il est possible de déduire d’autres structures plus simples, en
supposant tout simplement que certains des parametres introduits o j, B; k., ¥y,j» Ogk Puissent
étre fixés a zéro. De cette fagon, on obtient des structures quasi-LPV plus simples qui tiennent
compte en méme temps des objectifs de 1’étude.

Revenant aux variables données dans (2.54) on va examiner comment elles sont définies de
maniere générale et comment elles sont attribuées a la forme quasi-LPV.

2.2.5 Variables de prémisse : mesurables et non-mesurables

A partir de la représentation quasi-LPV issue du systeme (2.46) et donnée sous forme ex-
plicite dans (2.48), on définit un ensemble qui réunit les composantes non linéaires issues des
matrices A(p), B(p), C(p), D(p), qu’on appelle ’ensemble des variables de prémisse et que
I’on note V,, de la maniere suivante :

V. = {aijlp(xu)|aij#const,i=Tn, j=Tn}u
U { bix(p(x,u) | big # const, i=T,n, k=T,m}U
U {cqyj(p(x,u))‘cq]#const,q:m, j:7}u
U { dg(p ()| dys # const,g =TI, k=T,m) @57)

ou a; j désigne la composante de A située sur la ligne i et la colonne j et de méme pour b; j, ¢;
et d," j
Dans la suite cet ensemble est noté plus simplement :

V. = {zlpxu), ..., zp(pxu) | p<(n+)(n+m) } (2.58)

ol p représente la dimension de I’ensemble des variables de prémisse V, et ot z;(p(x,u)), ...,
zp(p(x,u)) sont les variables de prémisse, représentant les non-linéarités identifiées a partir de
la forme quasi-LPV du systeme (2.46).

Remarque 2.4. Le nombre (n+1) X (n+ m) représente le nombre maximal de variables de
prémisse. Cette situation correspond a une forme quasi-LPV ayant respectivement toutes les
composantes a; j(p(x,u)), b r(p(x,u)), cqj(p(x,u)) et dyx(p(x,u)) des matrices A, B, C et D
non linéaires.

Comme on a remarqué dans I’exemple introductif, présenté a la section 2.2.2, le nombre
de variables de prémisse joue un role important concernant la taille du multimodele, et plus
précisément en ce qui concerne le nombre des sous-modeles constituant le multimodele. Dans
cet exemple, les trois variables de prémisse considérées ont déterminé un nombre égal a 23
sous-modeles.

Remarque 2.5. Pour p variables de prémisse, r = 2P sous-modeles sont obtenues.

Conformément a la définition de I’ensemble des variables de prémisse (2.58), ces variables
peuvent dépendre de x, qui est généralement non mesurable, ou de u qui est mesurable. Ces deux
situations engendrent des approches différentes concernant 1’analyse de stabilité et la synthese
d’observateur/controleur et seront discutées plus en détail en chapitre 4.
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2.2.6 Obtention des matrices et des fonctions de pondération

Les matrices a parametres variables qui interviennent dans la forme quasi-LPV du systeme
(2.46) sont des combinaisons linéaires de matrices a coefficients constants (A}, B;, C;, D;) ; par
exemple, la matrice A(p(x,u)) peut étre exprimée comme suit :

Alp(x,u) = Ao+ Y zj(p(xu)) - A (2.59)

JETA

L’ensemble Z4 contient les indices correspondants aux variables de prémisse qui interviennent
dans la matrice A. La matrice 4y, ayant la méme dimension que la matrice A, correspond aux
éventuels termes constants qui peuvent intervenir dans la matrice A(p(x,u)). Les matrices A;
sont des matrices de méme dimension que A dont la composante correspondante a z;(p (x,u))
est fixée a 1, et toutes les autres a z€ro :

J
0 - 0 -+ 0
Aj = 0O --- 1 --- 0 i (2.60)
| 0 0 0 |

Les matrices B(p (x,u)), C(p(x,u)), D(p(x,u)) sont exprimées de la méme facon que A(p (x,u)),
en introduisant respectivement les matrices B}, C; et D;.

Par exemple, la forme quasi-LPV (2.32) choisie dans 1’exemple introductif est caractérisée par
les ensembles d’indices Z4 = {1,3} et Zp = {2} et les matrices .A;, A3 et B, définies par :

Al:{g(l)} A3:{(1)8] 82:{3)] (2.61)

De plus, comme il n’y a pas de termes constants non nuls dans les matrices A(p(x,u)) et
B(p(x,u)), les matrices Ay = 0242 et By = 021.

En généralisant la technique présentée dans I’exemple introductif, on génere les 27 sous-
modeles d’un multimodele caractérisé par les p variables de prémisse qui sont partitionnées en
deux, a I’aide de la transformation polytopique convexe :

zj(p(x,u)) = Fji(zj(p(x,u))zj1+Fja(zi(p(xu))zj2 (2.62)

ou les scalaires z;; et z;j» sont définis comme dans (2.36), pour tout j =1,...,p:

Zj1 = n;a}tx{zj(p(x,u))} (2.63a)
Zjp = Igcliun{zj(p(x,u))} (2.63b)
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et ol
Fualei(pl) = L2 2640
j7 j7
Fialzi(p(xu) = 2 ’lgf’fpz (2’”)) (2.64b)
j? j?

A chaque sous-modgle i, représenté dans le tableau 2.2 par la ligne i, correspond un p-uplet
0; qui code les partitions des variables de prémisse intervenant dans la fonction de pondération
correspondant a ce sous-modele. On peut ainsi construire, comme dans 1I’exemple précédent,
un tableau regroupant 1I’ensemble des partitions des variables de prémisse. En multipliant les
fonctions qui décrivent ces partitions, on obtient la fonction de pondération p;(z) correspondant
au sous-modele i (i =1,...,r) :

P

Hi(z) = I1F; 5i(zj(p(x,u))) (2.65)
j=1 7

ol o représente I’indice a la j°™ position dans le p-uplet o;.

Remarque 2.6. De maniére générale, le vecteur d’indices 6; = (Gil s eens Gl.p ) (contenant les va-

leurs 1 ou 2) donne la valeur de l’indice i représentant le numéro du sous-modele obtenu en
utilisant les partitions correspondantes a ce vecteur d’indices. L’indice i est donné par :

i = 14+(c”=1)-2°+(c" "' —1)- 2"+ ...+ (c} —1). 277!
p—1 , )
= 1+ ) (/' —1)-2/ (2.66)
j=0

Compte tenu des définitions (2.64) et (2.65), les fonctions de pondérations respectent les
propriétés de convexité :

Y ) = 1 @67
IZIM,-(Z) > 0 (2.68)

pour touti =1,...,r, car :
Fja(zj(p(x,u)) + Fja(zj(p(x,u)) = 1, Vji=1,..,p (2.69)

Notons respectivement Z4, Zg, Zc, Zp les ensembles des indices des variables de prémisse
qui interviennent dans les matrices A(p (x,u)), B(p(x,u)), C(p(x,u)) et D(p(x,u)). On va ainsi
évaluer les matrices A, B, C et D aux sommets du polytope définis par les partitions des variables
de prémisse intervenant dans ces matrices. Cette évaluation fournit les matrices A;, B;, C; et D;
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Sous-modele i o; A; B; 1i(2)
P
1 (LL..1)  A(zin220,-2p,0)  Blzii,22,1,02p0) '1Fj7"1j<zj)
j=
p
2 (1’1’72) A(Z1,17Z2717"-7Zp72) B(Z1,17Z2717"'7Zp72) HlFlvczl(Z])
j=
(1,2,...,1)
2P (1.2,...2)  A(z1,1,222,--2p2)  B(z1,1,2225--,2p2) Hleof ](Zj)
j 72p_

2P—1—|—1 (2,1,...,1) A(Zl,2712,17---7zp,1) B(Zl,27Z2,17---7Zp,l) H F. j (Zj)

(2,1,..2)  Azi2,22,1,-2p2)  Blzig,220,-2p2)  I1F, (z))

2,2,...,1)
2P (2.2,...2)  A(z12,222,--2p2) B(z12,222,--,2p2) [1F,

Tableau 2.2 — Tableau de décomposition des variables de prémisse pour un multimodele a p
variables de prémisse et deux partitions pour chaque variable

(i=1,...,r) a coefficients constants et qui sont relatives a chaque sous-modele :

A = Ap+ Z Zj,c.j'Aj (2.70)

JEZA

Les matrices B;, C; et D; s’écrivent de fagcon semblable. Ces résultats sont détaillés dans la
démonstration du résultat suivant.

2.2.7 Equivalence systéme non linéaire - multimodeéle

Théoreme 2.1. Compte tenu des équations (2.65) et (2.70), le multimodele (2.47), qui repré-
sente une combinaison convexe de sous-modéles linéaires {(A;, B;,Ci, D;)} (i = 1,...,r), est
équivalent au systeme (2.46).

Démonstration. Comme déja précisé dans (2.59)

AQ) = Aot Y ool A, @

J=1

ol A; sont des matrices de méme dimension que A (n X n) et qui contiennent des zéros sur
toutes les composantes sauf celle correspondant a la variable de prémisse z;, comme indiqué
dans I’équation (2.60).

On utilise une écriture simplifiée des variables et des fonctions intervenant dans le calcul,
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sans préciser leur dépendance vis-a-vis du vecteur des parametres p (x,u). On retient que pour
tout j=1,---,pona:

Zj = Zj(p(xau))
Fii = Fii(p(xu))
Fia = Fja(p(x,u))

En remplagant z;, (2.62) dans I’égalité (2.71) et en particularisant le terme A, on obtient :

p—1
Alz) = Ao+ ZZjAj—i—(Zp,lF 1+2p2Fp0)Ap
=1

En multipliant les termes d’indice différent que p par F), | + F, > = 1, on obtient :

p—1
A(z) = Ao(Fpy+Fp2)+ Z 2jAj(Fp 1+ Fp2) + (2p1Fp1 +2p2Fp2)Ap
j=1

En regroupant les termes qui contiennent F), | et F), 5, on obtient :

p—1 p—1
Az) = Fp (.A(H— Z ZjAj—l—Zp,].Ap) +Fp2 (.A(H— Zj.Aj—i-Zp,zAp)
=1

J

J=1

On répete les transformations précédentes, en remplagant z,,_; (comme donné dans (2.62) pour
J = p—1) et en multipliant les autres termes de la somme par F, |1 +F, 1, =1

2
A@R) = Fpi[(Fp-11 +Fp—1,2)v40+1:Zj(Fp—1,1 +Fp-12)A;
=
+  (Zp—11Fp—1,1+ 2p—12Fp—12) Ap—1 +2p,1 (Fp—1,1 + Fp—12) Ap]
2
+ Fpo [(Fpo1,1 +Fp—1,2)v40+pzl Zj(Fp—11+Fp12)A;j
=
+ (@p-1,1Fp—1,1+2p-12Fp-12)Ap1 +Zp,2(prl,1+prl,2)Ap}

En regroupant les termes qui contiennent F),_; ; et F},_1 », dans chaque expression délimitée par
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des crochets, on obtient :

p—2
A(z) = FpiFp 11 Ao+ Y zjAj+2p 114 1+2p1A4p
=1

p—2
+ FpaFp12 | Ao+ ) zjiAj+zp-12A4p-1 +2p 1 Ap
=1

J

p—2
+ FpoFp11 [ Ao+ ) zjAj+zp—11Ap—1+2p2A,
=1

p—2
+ FyoF, 1 Ao+ Z ZjAj+Zp—]72-/4p—1 +Zp72./41)
=1

En itérant cette factorisation, en remplacant a chaque étape du calcul z; grice a 1’expression
(2.62), jusqu’a ce qu’on ait remplacé toutes les variables de prémisse, on obtient :

2° J4 p
A(Z) = Z{ Fj”/' Ao—l_Z’le,Gij'Aj]}
j=

i=1 {j=1
On a réussi a exprimer les matrices A; (i = 1,...,r) en utilisant les matrices sommets 4; du
polytope définis par les partitions des variables de prémisse :

)4
A = Ao+ .lej,c,-f'Af (2.72)
j=

En appliquant le méme raisonnement pour la partie commande et la sortie, on a ainsi démontré
I’équivalence entre le systeme (2.46) et le multimodele (2.47).

La méthode de passage d’un systeme non linéaire quelconque sous une forme multimodele
a été réalisée. Finalement, pour rendre la méthode exhaustive, on va présenter, a la section
suivante, quelques criteres permettant de choisir les variables de prémisse a partir de la forme
quasi-LPV.

2.2.8 Criteres de choix des variables de prémisse

Les résultats existants concernant d’une part I’analyse de stabilité et de performance et
d’autre part la synthese d’observateur / contrOleur pour les systeémes présentés sous une forme
multimodele [Wang et al., 1996; Bergsten et Palm, 2000; Bergsten et al., 2001; Chadli et al.,
2001; Tanaka et Wang, 2001; Akhenak et al., 2004; Tanaka et al., 2007; Ichalal et al., 2009c;
Guerra et al., 2009; Boulkroune et al., 2010b] sont basés sur la résolution d’inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI). Grace a la propriété de convexité des fonctions d’interpolation des
sous-modeles, les LMIs sont vérifiées pour les matrices (A;, B;) associées aux sommets du poly-
tope issu du modele LPV, les fonctions de pondérations n’intervenant pas dans la résolution de
ces LMLI. Il est important de noter que la formulation LMI utilisée pour construire un observa-
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teur / controleur a base de multimodeles traduit seulement des conditions suffisantes, mais non
nécessaires. C’est une des raisons pour laquelle il est essentiel de proposer des critéres de choix
pour la conception de la structure multimodele.

En général, la représentation quasi-LPV (2.48) pour un systeme non-linéaire de la forme
(2.46) n’est pas unique. A chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble particu-
lier de variables de prémisse et choisir une représentation quasi-LPV est équivalent a choisir
un ensemble de variables de prémisse. Le choix de I’ensemble des variables de prémisse V, est
important, car il influe sur le nombre de sous-modeles et sur la structure du modele global. Ce
degré de liberté sera utilisé pour faciliter les études de controlabilité, d’observabilité, d’analyse
de stabilité.

Pour assurer 1’observabilité / contrdlabilité du systeme global, représenté sous une forme
multimodele, et par voie de conséquence pour assurer 1’existence d’une solution aux LMI as-
sociées au multimodele, I’observabilité / controlabilité de chaque sous-modele est nécessaire
[Guerra et al., 2009]. Ainsi, les formes quasi-LPV qui produisent des sous-modeles ne possé-
dant pas ces propriétés ne sont pas a retenir. Il faut remarquer que ceci ne constitue pas une
condition suffisante pour assurer I’observabilité / contrdlabilité du multimodele [Murphey et
Burdick, 2002]. Par exemple, les différentes formes quasi-LPV du systeme présenté a la section
2.2.2 dans I’exemple introductif ne partagent pas la méme structure. La forme (2.31) est carac-
térisée par une matrice B(z) nulle, donc le systtme ne peut pas &tre contrdlé, alors que dans
(2.30) et (2.32) la matrice B(z) n’est pas nulle, ce qui est une condition nécessaire pour que le
systeme soit controlable.

Comme signalé précédemment, les conditions de stabilité des observateurs sont données en
termes d’inégalités matricielles linéaires. Différentes techniques ont été proposées pour réduire
le nombre des conditions LMI, ce qui réduit le volume de calcul [Tanaka et al., 2007] et peut
faciliter I’existence d’une solution [Bergsten et al., 2001]. Comme le nombre des LMI a satis-
faire est linéaire ou polynomial vis-a-vis du nombre de sous-modeles [Tanaka et Wang, 2001],
un multimodele composé d’un nombre minimal de sous-modeles doit étre choisi. Ce nombre
est lié au nombre de variables de prémisse, il sera donc préféré une forme quasi-LPV qui asso-
cie un ensemble minimal de variables de prémisse. Par exemple, les formes quasi-LPV (2.30)
et (2.31) associent quatre variables de prémisse qui produiront 16 sous-modeles, alors que la
forme (2.32) implique trois variables de prémisse qui produiront 8 sous-modeles. De plus, la
complexité des conditions LMI augmente avec le nombre de variables d’état impliquées dans
les variables de prémisse. En conséquence, pour assurer 1’existence d’une solution, un multi-
modele avec des variables de prémisse dépendant d’un nombre minimal de variables d’état est
préférable [Bergsten et Palm, 2000]. Pour augmenter la probabilité d’existence d’une solution,
le nombre de variables d’état intervenant dans ces variables de prémisse doit étre le plus petit
possible [Bergsten et al., 2001].

Tenant compte des remarques précédentes, les régles suivantes, issues d’une recherche de
structure la plus simple possible, peuvent guider le choix :

— Eliminer toutes les formes quasi-LPV qui sont caractérisées par des matrices B ayant des
colonnes nulles et des matrices C ayant des lignes nulles, car ces matrices ne respectent
pas les conditions de rang d’observabilité / de contrdlabilité. A contrario, retenir toutes
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les formes quasi-LPV ayant des matrices qui satisfont les conditions :

G
o CGiA;
rang(0;) = ran =n
#(O1) ol (2.73)
cAr!
rang(C;) = rang| Bi AB; - A 1B, | =n, Vi=1,..,r

— Identifier les décompositions contenant des variables de prémisse communes aux diffé-
rentes équations de 1’état et/ou de sortie, dans (2.48), de fagon a réduire ainsi le nombre
de variables de prémisse.

— Parmi les décompositions quasi-LPV pour lesquelles les variables de prémisse
zj(p(x,u)) (j=1,---,p) dépendent du méme nombre de variables d’état, choisir la dé-
composition quasi-LPV qui contient le nombre minimal de variables de prémisse.

— Parmi les décompositions quasi-LPV qui ont le méme nombre de variables de prémisse
zj(p(x,u)) (i=1,---,p), choisir la décomposition quasi-LPV pour laquelle les variables
de prémisse 7 J(p( ,u)) dépendent du nombre minimal de variables d’état.

Exemple 2.3 (Illustration des criteres de choix sur le systeme de trois cuves)

On considere le systeme de trois cuves décrit a la figure 2.4 qui est un systeme non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entrées (Q1 et Q) et deux sorties (les niveaux
d’eau x| et xp dans les cuves 1 et 2). Le systeme comporte trois cuves cylindriques de méme
section S, liées entre elles par des tubes cylindriques de section S,. Les débits Qr1, Q2 et Qf3
représentent des débits de fuite éventuelle au niveau des cuves. Pour cet exemple on considéere
nuls les débits de fuite : Q1 = Qp» = Q3 = 0. Les parametres @, i = 1,2,3 représentent les
coefficients d’écoulement et g = 9.82[m/s?| I’accélération gravitationnelle.

Ce systeme est représenté par les équations suivantes [Kovdcs et al., 2007; Li et al., 2007] :

X)) = éQl —W13(x)/2g[x1(t) — x3(2))]

X(t) = éQz 1)+ Ws2(x)\/2gx3 (1) (r)|—1a25m/2gx2(t) (2.74)
K3(t) = Wiz(x)y/2g|xi(t) —x3(t)] — Wsa(x) \/2g|x3 x2(1)]

yt) = CX()

ou pour des raisons de simplicité des notations on définit :

Sn :
Wir(x) = Ocigsgn[xi(t) —xe ()], i #£k (2.75)
Définissons
X1 Q x
X = x|, u = [Q; }, y = [x;} (2.76)

X3

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée et de sortie.
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Hypothese 2.1. On suppose que les trois cuves ne sont jamais simultanément vides.

L’hypothese 2.1 peut étre faite car les niveaux xi, x» et x3 sont contrdlables en utilisant les
débits d’entrée Q) et Qy. Dans ce cas, les niveaux dans les trois cuves sont bornées : x € ]Ri.

o Q-

R Vo

X1

X3

X2

a, a; a,

=< g =< 05

ofi ofs or
Cuve 1 Cuve 3 Cuve 2

Figure 2.4 — Le systéeme de trois cuves

Transformation des équations sous forme multimodele
Pour écrire le systeme des trois cuves sous forme multimodele équivalente ; on utilise une somme
pondérée des états, grace aux scalaires réels A; et v; (i = 1,...,n). Le choix de ces scalaires
donne la possibilité de mettre en évidence plusieurs formes quasi-LPV et ainsi d’obtenir plu-
sieurs formes multimodeles. Pour A; et y; non nuls et en utilisant I’hypothese 2.1 on déduit que

3 3
les sommes Y. Aixi(t) et Y, ¥xi(t) sont non nulles.

i=1 —
Définissons, en fonction de ces sommes pondérées, les variables de prémisse suivantes :

W,

zi(x) = ElL \/2g!x1 5 (1) (2.77a)
Z?Lx,()

_ %Sk 28

n(x) = s\ m0 (2.77b)
Wiaa(t

ax) = —%2 3 (1) —x2 (1)) (2.77¢)
E.l%xl()

Le systeme (2.74) prend la forme quasi-LPV :

x(t) = Al(z1,22,23)x(t) + Bu(t) (2.78)
y(t) = Cx(t) (2.79)
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Les matrices A(z1,22,23), B et C sont définies comme suit :

—Mz1(x) —A2z1(x) —A3z1(x)
Az1,20,73) = n2z3(x) Y23(x) — 22(x) 1323(x) (2.80)
Mzi(x) = nz3(x) Azi(x) —pix) A3z1(x) — yzs(x)

1 00
, C = {0 1 0} (2.81)

S O =
Sk~ O

En utilisant la transformation polytopique convexe, les variables z; peuvent s’écrire :
zj(x) = Fjai(zj(x)zj1 + Fia(zj(x)) zj2 (2.82)
ou les scalaires zj | et zj» sont définis par :

zji = max{z;(x)}
~ i=1,...,3 2.83
zja = min{z;(x)} =l 289

et les fonctions Fj | et F} sont données par :

zj1—zj(x zi(x) — zj2
Fii(zj(x)) = %]Qv Fia(zj(x)) = J()f] (2.84)
J1 T %j2 Zj,1 —Zj2

Ainsi, le multimodéle est composé de r =23 sous-modeéles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme suit :

(X)) = B (21(0) Fy g (22(x)) Fy 3 (3 0) (285)
out le vecteur d’indices 0; = (Gil ..., @) (contenant les valeurs 1 ou 2) fournit la valeur de I’in-
dice i représentant le numéro du sous-modele obtenu en utilisant les partitions correspondantes
a ce vecteur d’indices (voir la remarque 2.6). Les matrices constantes de chaque sous-modéles
sont données par :

Al = A<Z1,Gi1’Z2,Gi2’Z37G-3) i: 1,--.,8 (2.86)
ou la matrice A(z1,22,23) est donnée en (2.80). Compte tenu des définitions (2.81), on a Bj = B

et C; = C pour tout (i =1,...,8).
Finalement, le systeme (2.78) est réécrit sous la forme MM :

8

©(t) =) wi(x(r)[Ax(t) + Bu(r)] (2.87)
i=1

y(t) = Cx(t) (2.88)
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1l faut remarquer que conformément a (2.77) et (2.80) les fonctions de pondération Ui(x) et
les matrices A; dépendent des scalaires A; et ; (i = 1,2,3). Pour différents choix de ces sca-
laires, différents MM seront obtenus. Toutes ces structures MM (excluant les cas dégénérés
M =X =A3 =0et/louyy = =y = 0) sont analytiquement équivalentes au systeme de trois
cuves initial (2.74).

A la suite seront discutées les conditions a respecter pour le choix des scalaires réels A; et ;
(i=1,2,3)(c’est-a-dire le choix de la structure MM) afin de pouvoir synthétiser un observateur
pour le systeme de trois cuves.

Criteres d’observabilité pour le choix de la forme multimodeéle
Pour construire un observateur basé sur un multimodeéle, la propriété d’observabilité doit étre
assurée. Comme précisé en chapitre 2, I’observabilité de chaque sous-modéle est nécessaire
pour assurer ’observabilité du multimodele global. La condition géométrique suivante est uti-
lisée :
C

CA;
rang(O;) = rang . =n, Vi=1,..8 (2.89)

cAr!

Conformément a (2.86) les matrices A; (i = 1,...,8) ont la méme structure que celle de la ma-
trice A donnée en (2.80), la différence au niveau numérique étant que 71, 7 et 73 sont remplacées
par les constantes représentant les maxima et les minima de ces trois variables. En supposant
exclus les cas dégénérés (x1 = x3, xp = x3 et X1 = xp = x3 = 0), les maxima et les minima des
variables de prémisse sont non nuls. En conséquence, pour que les huit conditions (2.89) soient

vérifiées, il faut que la méme condition le soit par la matrice A.
Compte tenu de la définition (2.81) de la matrice d’observabilité O est donnée par :

[ 1 0 0
0 1 0
0 — —-Mz - A3 (2.90)
Nz Pz —22 V33
MB (M —N3)+rMzzs (%) (%)2
(*)3 (*)a (*)s

ou les (x); représentent les termes non nuls suivants :

()1 = z[hat —A3) —ri(l—A3) +Az)

(*)2 = Azi(M —A3) — paza(da — As)

(*)3 = Ahan(B-—n)-nslz-u(B—7n) (2.91)
(*)a = (nzm— 22)2 - Yz%zg

(*)s = pBulr-ru-—22tial-Lnas

Dans ce cas les multimodéles avec A3 = y3 = 0 doivent étre évitées car la condition d’observa-
bilité (2.89) n’est pas respectée.
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Synthese d’un observateur a base de multimodéle
La méthode utilisée ici pour la synthese d’un observateur est basée sur le MM (2.87).
Considérons les matrices A et A; définies par :

Ag = A;

~ =
Tpa-

1

—Ag

(2.92)

A=A

~.

En substituant Aq et A; dans I'équation d’état du MM (2.87), [’observateur proposé pour le
systeme de trois cuves a la forme suivante :

x(1) = Aok(r) £(t) +Bu(t) + L(y(t) — 9(1))
1 r } (2.93)
(1) = Cx(r)
ou L est une matrice a déterminer.
L’erreur d’estimation d’état est donnée par :
e(t) =x(t) —X(r) (2.94)
Sa dynamique est obtenue en utilisant (2.87) et (2.93) :
é(t) = (Ag— LC)e(t) + A(x, X) (2.95)

Alx, %) = él [Ai(i(e(r)) x() — pi(R(2)) £(0)) + Bi(pi(x(1)) — i (2(2)) (1) ] (2.96)

peut étre considérée comme une petite perturbation si X tends vers x. Conformément a [Ichalal
et al., 2008a] on suppose que les conditions suivantes sont respectées :

| i (x(2)) — i (£(2))| < 7 [x(2) — ()]
| i (1)) x(2) — i (£(2)) £(1) | < @y |x(2) — £(2)] (2.97)
u(@)| <o
Sachant que les fonctions de pondérations W;(x) appartiennent a lintervalle [0, 1], sont conti-
nues et dérivables, et que I’état x est borné, les conditions (2.97) sont facilement respectées. La

premiére condition dans (2.97) est vérifiée, car les fonctions U;(x) sont globalement Lipschitz.
Pour une fonction f de classe C' on a :

0= [ foar (2.98)
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En appliquant cette propriété pour les huit fonctions [; on obtient :

)~ @ < [ lu(©)lag
< ml—%, i=1,...,8 (2.99)

Les scalaires T; peuvent étre facilement trouvés, connaissant les extréma des fonctions [1; (i =
1,...,8). En appliquant le méme principe pour f(x) = W;(x)x, la deuxiéme condition est vérifiée
de facon similaire, en utilisant le fait que U;(x) est globalement Lipschitz et que x est borné et
continu.

Dans ce cas, le terme A(x,X) est bornée par :

A(x, %) < ylx(t) — x(1)] (2.100)

ou

v =Y (6(A)w;+6(B;)T:0) (2.101)

-

1

et oit G(M) représente la plus grande valeur singuliére de M.

Conformément au théoréeme de convergence de [’erreur d’estimation présenté dans [Ichalal
etal., 2008a] (Lemme 1), I’erreur d’estimation d’état entre le MM (2.87) et [’observateur (2.93)
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P=PT >0, 0 =07 >0et K
telles que les conditions suivantes soient respectées :

AP+ PA - CTKT —KC+Vy?Q P ~0 2.102)
P -0
Le gain de ’observateur (2.93) est donné par : L =P~ K.
1l faut remarquer que le nombre des LMIs ne dépend pas du nombre de sous-modéles. 1l dépend
seulement de Ag, la moyenne de matrices A; des sous-modeles. Néanmoins, Ag et A; partagent la
méme structure, donc le choix du MM est important afin de déterminer le gain L. Les résultats
de simulation sont illustrés par la figure 2.5 pour A; = —0.7, L, =5 43 =17, =0, b =
-3, 3 = —1 et y =0.506. Ces parametres ont été choisis afin de respecter les conditions
d’observabilité discutées au point précédent. en considérant des conditions initiales différentes
pour le MM (xo = [1.8; 1.7, 5.5]) et pour I’observateur (%y = [4.8;5;2.1]), une convergence
rapide de l’erreur d’estimation d’état vers zéro est obtenue.
Les résultats d’estimation sont corrects (figure 2.5), bien qu’un bruit de mesure ait été ajouté
aux deux sorties. La condition LMI (2.102) est vérifiée et le gain de I’observateur est :

1.42 0
L= 0 0.97
—0.08-1072 0.12-1072
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6 ‘
..... x, estimé
g — ]
= |t
Z ZW i
0 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 ‘
..... X_ estimé
— |
2
Z 5 /\/\/\/'\—\/\/\/ |
O | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
..... X, estimé
>
iz _
O | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

temps

Figure 2.5 — Estimation d’état du systéme de trois cuves

2.3 Limites de la méthodologie proposée

Cette méthode de passage d’un systeme non linéaire vers un multimodele a des limites
dues aux différentes hypotheses de travail utilisées. En particulier, I’hypotheése de variables de
prémisse bornées -nécessaire au calcul de leurs maxima et minima- préte a discussion. Cette
limitation est discutée plus en détail dans la suite et ne restera pas sans solution.

2.3.1 Meéconnaissance des bornes des variables de prémisse

La transformation polytopique convexe, présentée au début de la section 2.2.1 avec le lemme
2.1, assure les propriétés de convexité des fonctions de pondération de la structure multimodele,
mais souleve le question de I’existence et du calcul des bornes supérieures et inférieures des
non-linéarités. Néanmoins la connaissance précise de ces bornes n’est pas toujours possible,
car souvent les non-linéarités, dont dépendent les variables de prémisse sont fonction de va-
riables inconnues a priori, comme les variables d’état, qui ne sont pas directement mesurées. Le
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calcul des maxima et des minima de ces non-linéarités n’est donc pas directement réalisable.
Ce probléme a des solutions, qui seront discutées a 1’aide d’un exemple.

Reprenons I’exemple introductif présenté a la section 2.2.2 :

X = cos(xl)xz%—x:fu (2.103a)

1
X) = —— X —Xx (2.103b)

Nz

Les variables de prémisse qui ont été identifiées sont :

z1(x) = cos(x) (2.104a)
) = x (2.104b)
Bx) = L—xlxz (2.104c)

VX2
Supposons que ces variables appartiennent aux intervalles [¢;, B;] (j =1,...,3), avec
a = ril’lun {zj(x,u)} (2.105)

i = max{z(x,u)} (2.106)

dont les valeurs numériques ne peuvent pas étre déterminées.
Ainsi, les fonctions de partition définies par

zj(x,u) =2z

Fji(zj(xu) = E— (2.107a)
Ll =2
Zj1—2j(x,u

Fja(zj(x,u) = %’() (2.107b)
j1 = %2

sont calculées a partir des scalaires z; | et zj» (j = 1,...,3) dont les valeurs seront différentes
des valeurs réelles des bornes o; et ;. Trois possibilités existent dans le calcul des fonctions
de pondération et des matrices de sous-modeles. Les scalaires considérés peuvent étre :

l. o < zj> (voir figure 2.6 (a))
2. zjp = «; (voir figure 2.6 (b))
3. zj» < o (voir figure 2.6 (¢))

D’autres cas dérivent de ces trois possibilités combinés avec les trois possibilités entre §; et z; 1.
Neuf cas existent, mais tous ne seront pas étudiés.

Eneffet,z;» = «jetzj; < B; produit le méme effet que la premiére situation, et ainsi de suite.
Dans le cas z;» > a;, les fonctions d’activation faisant apparaitre F; , dépasseront I’intervalle
[0;1]. Dans le cas zj» < @j, les fonctions d’activation ne décriront pas tout I’intervalle [0; 1].
Donc, tous les choix possibles de ces scalaires produisent les trois situations différentes présen-
tées a la figure 2.6, dans laquelle sont illustrées les fonctions de pondération du multimodele
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associé a I’exemple précédent (2.103) :
-
Z (O, u) [Aix(t) + Biu(t)] (2.108)

On remarque que la premiere situation (figure 2.6 (a)) correspond a une structure multimo-
dele avec des fonctions de pondérations p;(x,u), i = 1,...,r qui ne possédent plus la propriété
suivante :

0 < wilxu) < 1 (2.109)
a; < Zj2 Zj2 = Q4 Zj2 < oy
2 : : 2 : 2 :
1.5} 1 1.5¢
. (x) )

0 5 10 0 5 10
2 2

Figure 2.6 — Variations des fonctions de pondération p;(x) (i = 1,...,r) déterminées par les
bornes des variables de prémisse

Afin de retrouver cette propriété, qui est importante dans les études d’analyse et de syn-
these du contrbleur / observateur, une normalisation est réalisée, en définissant les fonctions de
pondération suivantes :

GGow) = MEOZWT (2.110)

max min
M — 1

Les scalaires p/"" et u™** utilisés pour cette normalisation sont obtenus en utilisant les scalaires
zj1 etz et non les valeurs o; et B; les maxima et les minima de z; qu’on ne connait pas.

Ces nouvelles fonctions de pondération possedent les propriétés de convexité souhaitées. La
structure du multimodele est modifiée conformément aux nouvelles fonctions f;(x,u) de la
facon suivante :

— Y[ i, w) (1 — )] [Aix(r) + Biu(t)] 2.111)
i=1
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Notons :

AP = (W — ") A (2.112)

1

B = (" —pu") B, (2.113)

i i

Le multimodele (2.111) est écrit :

r r
i(t) = Y Ax() +Bu()]+ Y AP x(0) +BPu()]  (2.114)
i=1 i=1
Fonctions de pondération non convexes Fonctions de pondération convexes
2 ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
()

0.5¢

2
(b) X

Figure 2.7 — Comparaison de fonctions de pondération avant (a) et apres (b) la normalisation

-
En utilisant la propriété Y f;(x,u) = 1 des fonctions de pondération, on peut écrire :
i=1

€0 = Yo L [A() + Bu)] + X A wlAPA) + Bu()] 215
i= Jj= i=

Finalement, en réalisant une factorisation, on obtient la structure multimodele suivante :

i) = iﬂi(x,u)[fi,-x(t)JrB,-u(t)] (2.116)
i=1
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ou les matrices des sous-modeles sont données par :

,

A = APLY pmina @.117)
=1

B = B?+Zu}7’i”3j, i=1,..r (2.118)
j=1

et ou les fonctions de pondération fi;(x,u) respectent les propriétés de convexité souhaitées.
Les fonctions de pondération du multimodele avant et apres I’opération de normalisation sont
représentées a la figure 2.7.

En conclusion, la limite de la méthode concernant la méconnaissance des bornes des va-
riables de prémisse z;(x,u) (j = 1,...,p) trouve une solution dans une opération de normali-
sation effectuée sur les fonctions de pondération, si celles-ci ne respectent pas la propriété de
convexité en raison du mauvais choix initial de ces bornes.

2.3.2 Non respect de la propriété de localité des sous-modéles

Un autre inconvénient de la méthode proposée pour obtenir la forme multimodele concerne
I’interprétation physique du multimodele. Cet inconvénient est que chaque sous-modele perd
son sens local (comme dans le cas d’'un MM obtenu par linéarisation autour des points de fonc-
tionnement). Cet effet est couramment cité comme “réactivation des modes” dans la littérature
et il peut étre remarqué dans 1’exemple précédent (voir figures 2.6 et 2.7). Si on souhaite avoir
une structure multimodele possédant la propriété de localité des sous-modeles, alors des solu-
tions alternatives doivent étre proposées.

On va considérer un modele statique afin de faciliter la présentation d’une solution alterna-
tive possible a la structure multimodele non locale. Considérons le modele suivant :

) = P -2x-1,  xe[-2;25] (2.119)
10
/1]
/]
* /]
° (@) /)
vy
1/
/// _ 1/ /
0 / - - /
/s > RN 4
7 ~ =
i
-5 .
-2 -1 0 1 2

Figure 2.8 — Choix intuitive de la structure multimodele ayant des sous-modeles locales
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Ce modele est illustré a la figure 2.8. Une premiere approche intuitive propose la construc-
tion d’un multimodele a trois sous-modeles linéaires définis dans les zones délimitées par les
ellipses. Cependant, en appliquant la méthode analytique proposée précédemment, la structure
multimodele est composée seulement de deux sous-modeles linéaires. En effet, ceci est réalisé
en définissant la variable de prémisse :

2(x) = x*-2 (2.120)
On peut écrire la forme LPV :
yx) = z(x)x—1 (2.121)

qui contient un terme constant par la suite assimilé dans la structure des sous-modeles linéaires.
En utilisant la transformation polytopique convexe, on peut réaliser la décomposition suivante :

) = ) ZEin, e (2.122)
Zmax — Zmin Zmax — Zmin
Ol Zyin = —2 et Zymax = 4.25. Les fonctions de pondération sont définies par :
2

—2—Zmi
mr) = — o (2.123)

Zmax — Zmin

— 242

w(x) = Zmax — X"+ 2 (2.124)

Zmax — Zmin

10
s y(x)
0
-5
-2 -1 0 1 2
2 2
1 \ilf_n,)_/ 1 /\
0 0 p2()
-1 -1
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
10 10
arx + by asx + b
0 0
-10 -10
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure 2.9 — Structure multimodele non locale
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Les fonctions de pondération construites possedent les propriétés de convexité. On peut donc
réécrire le terme constant de (2.121) comme 1 = u; (x) + tp (x). Le modele est écrit comme suit :

y(x> = [.ul (x)Zmax + Uz (X)Zmin] X — [,ul ()C) + Uy ()C)] (2.125)
= W (xX)(Zmaxx — 1) + o (x)(Zminx — 1) (2.126)

Finalement, la structure multimodele équivalente au modele linéaire statique (2.119) est donnée
par :

2
y(x) =Y pi(x)(aix+by) (2.127)
i=1
ou les modeles linéaires sont
Vi = aix—i—b,-, i:1,2
avec les définitions :
a1 = Zmax, 42 = Zmin, by =by=—1

La figure 2.9 permet de visualiser la structure multimodele équivalente au modele statique
(2.119). 11 faut remarquer que cette structure est caractérisée par deux modeles linéaires de
pentes opposées et que le premier modele est majoritaire (i.e. ; > 0.5) dans deux intervalles :
[—2;—1.8] et [2;2.5]. Ainsi, le phénomene de la réactivation de mode est présent a travers le
premier modele linéaire.

Afin d’obtenir un multimodele qui respecte la propriété de localité des sous-modeles on va
procéder de facon inverse en fixant tout d’abord les sous-modeles linéaires, et en déterminant
ensuite les fonctions de pondération correspondantes. On considere toujours deux sous-modeles
linéaires définis comme suit :

yIIOC(x) _ a1106x+b1100 (2.128a)
YWoelx) = alx+ble (2.128b)

Les paramétres a/°¢, bl°°, i = 1,2 sont choisis au départ de facon a ce que le modele y (x)
représente le modele non linéaire statique y(x) sur I’intervalle [—2;0] et le modele y,(x) sur
I'intervalle [1;2.5]. Les parametres des deux modeles linéaires (2.128) sont déterminés locale-
ment dans les deux intervalles indiquées en utilisant I’estimateur des moindres carrés (all"c =10,
bll"‘ =15, alzoc =14.5, blzoc = —26.75). Entre ces deux intervalles, la description du modele est le
résultat de I’interpolation des deux modeles linéaires. Sachant que la structure du multimodele
a construire est définie par :

Y(x) = {0y + s (x)yye (2.129)
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et que u(x) = 1— ul°°(x) on peut déduire les fonctions de pondération du multimodgle :

(2.130)

l()C() B () locx bloc
My o ( loc aloc>x+bloc blzoc

w0 = 1-p"x) (2.131)

Cette nouvelle structure possede la propriété de localité des sous-modeles, comme le montre la
figure 2.10. De plus, chaque fonction de pondération est active dans un intervalle particulier.

10
5 y(x)
0
-5
) 0 2
10 10
0 yioe () 0 yhe ()
-10 -10
-2 0 2 -2 0 2
1 1
loc
0.5 @) 0.5
lor (.T)
0 0
-2 0 2 -2 0 2

Figure 2.10 — Structure multimodele ayant la propriété de localité

En général, pour des systemes non linéaires quelconques, ce procédé peut étre appliqué en
définissant des modeles linéaires qui représentent le comportement du systeme dans des zones
de fonctionnement choisies sur des criteres physiques.

2.4 Extension aux modeéles a base de blocs structurés

2.4.1 Introduction

Un nombre important de processus peuvent étre représentés et approchés par des modeles
de type Hammerstein (H) ou Wiener (W) [Yeh, 2007] ou un mélange de ces deux types de
modeles (Hammerstein-Wiener (HW) et Wiener-Hammerstein (WH)). Des études sur 1’identi-
fication des systemes de type Hammerstein-Wiener ont été proposées récemment ([Voros, 2007;
Wang et Ding, 2008; Yeh, 2007]). De méme, quelques travaux portant sur 1’identification [Jia
et al., 2005] ou le contrdle prédictif [Jurado, 2006] de systemes représentés par des modeles
flous de type Hammerstein ont été réalisés, la partie non-linéaire de la structure Hammerstein
étant approchée par un modele flou.
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Par la suite on va traiter ce type de modeles, en essayant de les transformer sous une forme
multimodele. Ensuite, une démarche de généralisation aux modeles a base de blocs structurés
dynamiques ou statiques est proposée. Tout d’abord, des formes multimodeles sont proposées
pour les modeles de type Hammerstein et Wiener aux sections 2.4.2 et 2.4.3. Comme tous ces
modeles représentent des structures de type série, un développement semblable pour différentes
structures en parallele est proposé ensuite a la section 2.4.4. Un exemple est présenté a la sec-
tion 2.4.5 afin d’illustrer ces points théoriques.

En se basant sur les développements réalisés au cours de cette section, la généralisation présen-
tée a la section 2.4.6 contient quelques éléments pour construire une forme multimodele.

Afin d’englober toutes les situations possibles, on propose de traiter la situation ot deux blocs,
représentés chacun par un MM, sont disposés respectivement en série et en parallele. Pour cha-
cune de situations, une structure MM globale est obtenue.

Structure en parallele

Soit la structure en parallele présentée a la figure 2.11, ot deux blocs non-linéaires sont
représentés par des multimodeles :

(MMl)Z Xl(t) = y ,u,-l(xl,u) [Ailxl(t)—l—Bl-lu(t)] (2.132a)
i=1
yit) = iuil(xl,u) [Clxi(t) +Dju(t)] (2.132b)
i=1
(MMa): xap(t) = Y p3(x,u) [ASxa(t) + Biu(t)] (2.133a)
j=1
ya(t) =Y wi(ea,u) [Coxa(t) + Diu(t)] (2.133b)
j=1
YT P IR2IU,
u(t) ()
> MM2
y2(1)

Figure 2.11 — Schéma d’une structure en parallele

Soit I’état augmenté

x = [xl} (2.134)

X2
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et les matrices :

Al 0 B!
J J

La sortie du MM global est donnée par :

y(t) = yi(t)+x2() (2.135)

Un MM unique représentant le systeéme constitué par les deux blocs en parallele est donné par :

i) = i i 1 (v, 1) 17 (x, ) [Ajx(t) + Biju ()] (2.136a)
i=1j=

y(t) = Z Z ! (x,u ,u] x,u) [Cijx(t) + Djju(t)) (2.136b)
i=1j=

Dans le cas particulier ou les variables de prémisse sont connues aux deux MM on pourra
obtenir un MM global dont le nombre de sous-modeles est inférieur a ry - ;.

Structure en série

Soit la structure en série présentée a la figure 2.12, ou deux blocs non-linéaires sont repré-
sentés par des multimodeles comme dans (2.132) et (2.133), avec les propriétés suivantes : la
sortie du (MM)) constitue I’entrée du (MM,) et la sortie y, de ce dernier constitue la sortie y
du MM global, ce qui nous permet d’écrire :

(MM,) :  ip(1) = ZF‘J x3,u) [ASxa (1) + By (1)] (2.137a)
y(t) = Zu}(xz,u) [Ches (1) + D2yi (1)] (2.137b)
=1
SRR VY AR IR ZIUAES VY PO AN

Figure 2.12 — Schéma d’une structure en série

En utilisant (2.132) et le vecteur d’état augmenté défini comme dans (2.134) on obtient la
forme MM du systeme constitué par les deux blocs en série :

r. n

x(t) = Z{ Z w!(x,u ,uj x,u) [A;jx(t) + Biju(t)] (2.138a)
i=1j=
y(t) = zl" Zz ! (e, u) 7 (x, ) [Cix(t) + Dyju(1)] (2.138b)

i=1j=
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ou les matrices constantes caractérisant les sous-modeles sont définies par :

Ay — A1 01 g, — [ B C; = [¢!D3 ¢3], D; = D!D?
ij B?Cl-l A? ) ij BEDII 3 i i Jjlo ij ij

2.4.2 Modéeles de type Hammerstein

Ce type de modele fait partie des modeles a base de blocs structurés. Il est constitué par un
élément non linéaire statique suivi par un élément dynamique linéaire (figure 2.13).

u(t) - x(1) EL

Y

Figure 2.13 — Structure de type Hammerstein

On considere le cas des systemes Hammerstein multi-variables (voir figure 2.14), ou les
vecteurs de variables sont x € R", u € R,y € Rl et ott N : R” — R” est une fonction matricielle
non-linéaire statique. Ce modele peut étre représenté de facon générale comme suit :

x(1) = N(ulr)
{Y(S) = G(s)X(s) (2.139)

ol N est une fonction non-linéaire statique, s I’opérateur de Laplace et ot G(s) est une fonction
matricielle dont la forme d’état est donné par G(s) = C(sI —A)~'B+D.

Uui Uz - __ . Um

X1 Vi

Ni L
\\\ ///
,

X2 W V2

.
[ ~
\ ’ 7’
:

YV

YYY

’ \
Xn o

e

YYY

Figure 2.14 — Structure Hammerstein MIMO

En utilisant une des formes canoniques d’état, on peut réécrire le systeme (2.139) comme
suit :

(2.140)
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On peut écrire :

X1 m.uy m.upy, u
X Ny (u) Ny (u) U,
m.uj m.uy
On définit les variables de prémisse suivantes :
Ni(u) . .
Zi7j(u) = ) l:17"'an7 ]:17 ,m
m.u;

On applique la TPC pour décomposer les variables de prémisse :

2
zij(u®)) = l;l Ni]fj(”(t))zﬁj

ou les fonctions de pondération /*Lil,j(u) et ulzj(u) (i=1,---netj=1,

comme suit :

2
zi,j(u(t)) — zi
uliu() =

Zij TRy

1
2=z i(u(r)
2 s 5J

ui(u(t)) = “L———

Lij T4

G = m':axz,"j(u)
gy = ming;;(u)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

---,m) sont définies

(2.144)

(2.145)

Conformément aux définitions et transformations réalisées on peut écrire le terme Bx(¢) sous

une forme MM :

b1 bin| |z1,1(u) 2im(u) | |
Bx(t) = : : (2.146)
_bﬁ,l bﬁ,n Zn,1 (u) Zn,m (u) Um
- "
= | ) z()bi; : (2.147)
=1 S

En substituant ce terme dans le systeme (2.140) on obtient la forme MM de la structure de type
Hammerstein. En effet, un modele LTI est un MM (avec r = 1) et deux MM en série définissent

un MM.
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2.4.3 Modéeles de type Wiener

Ce type de modele est également a base de blocs structurés. Il est constitué par un élément
dynamique linéaire suivi par un élément non-linéarité statique (figure 2.15).

u(1) G(S) v(t) N() (@)

Figure 2.15 — Structure de type Wiener

Ce modele peut étre représenté par les équations suivantes :

{V(s) = G(s)U(s) (2.148)

La transformation du bloc non linéaire en MM est analogue au cas Hammerstein : on réécrit la
sortie y(¢) sous la forme (2.145). On réécrit la sortie du systeme (2.148) sous la forme :

M) M)
1 PV PV V1
. = E . . E (2. 149)
yi M . M Vp
PV PVp
On supposant que les non-linéarités statiques Nj(v) (j = 1,---,I) sont bornées, on peut appli-

quer la TPC (2.143), (2.144), (2.145) pour décomposer les variables de prémisse suivantes :

Ni(v)
p.Vj ’

Zi,j(v) = izla"'alv ]Zlvap (2150)

et obtenir finalement une représentation MM de y(7) = N(v(t)). La fonction de transfert G(s)
étant un MM avec r = 1, on a bien un MM global.

2.4.4 Systemes dynamiques non linéaires basés sur des structures en série
ou en parallele

Les modeles de type Wiener (W) et Hammerstein (H) représentent des systemes non li-
néaires basés sur des structures en série des blocs linéaires ou non linéaires. Un MM pour ce
type de modele a pu étre déduit. On a vu qu’il est possible de réaliser la méme extension pour
des systemes composés de blocs linéaire et/ou non lin€aires qui sont en série ou en parallele. Par
exemple, les systemes de type Hammerstein-Wiener (H-W) (figure A.1), Wiener-Hammerstein
(WH) (figure A.2) qui sont des exemples de structures dont les blocs sont disposés en série,
ou bien des systemes dynamiques non linéaires en cascade (figure A.3) dont les blocs sont dis-
posés en parallele. D’autres structures constituant des combinaisons en série et/ou en parallele
des modeles de type H, W, H-W, W-H peuvent exister (voir figures A.4, A.5, A.6). Toutes ces
structures sont illustrées en annexe A. Tous ces cas ne seront pas traités en détail dans la suite,
car le procédé d’obtention de la forme MM est similaire dans tous les cas et il est facilement
déduit des structures série et parallele présentées au début de cette section.
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Dans ce qui suit on va présenter un exemple pour illustrer la démarche de généralisation de
la méthode aux systemes a base de blocs structurés.

2.4.5 Exemple illustratif

Soit le systeme a temps discret non-linéaire a deux entrées et deux sorties :

B q.b q.b> sin(u; (1))
nm) = L n K {1_q.f2u2(k)} (2.151a)
q.-by q.-by
k) = k)+ K k)l k 2.151b
) = (L2 n®) ke | W) @asto

ou K1, K3, by, by, f1, f> sont constantes et g représente 1’opérateur retard des systemes a temps
discret.

q_bl X1 ﬂ()

wui(k) 1—-q.f, \ ()
- a x4(k)
)

/Y

Y k
w0 oy
V2(k)
u(k) gb, | x:(k) 7 :

1-q.1,

Figure 2.16 — Schéma exemple

Ce modele peut étre représenté par le schéma donné a la figure 2.16 et défini par I’ensemble
des équations

yk+1) = xj(k+1)+Kxg(k+1) (2.152a)
nk+1) = x(k+1)+Kxz(k+1) (2.152b)
xi(k+1) = byui(k)+ fixi (k) (2.152¢)
wk+1) = bunk)+ foxa(k) (2.152d)
x3(k+1) = xi(k+1)log(yi(k+1)) (2.152¢)
xk+1) = [xp(k+ 1)) (2.152f)

En remplacant les variables d’état dans les expressions des deux sorties (2.152a)-(2.152b) et
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ensuite ’expression de y; (k+ 1) de (2.152a) dans 1’équation d’état (2.152¢), on obtient :

vilk+1) = biui(k)+ fixi (k) +K; [(bauz (k) +f2x2(k))]51n(ul(k))

yo(k+1) = baa(k) + fora(k) + Ko [(brees (k) + fixs (k) Tog(yn (6 + 1))

xl(k—i—l) = bﬂd](k)-i-f])ﬂ(k)

)Q(k—F 1) = b (k) +f2X2(k) (2.153)
x3(k+1) = [brui(k)+ fixi (k)] log{blul(k) + fix1 (k) + Ki [baua (k) +f2x2(k)]sin(u1<k))}
xk+1) = [baua(k) + frxa (k)] [bauz (k) + faxa (k))Fm01 D!

On veut écrire le systeme (2.153) sous une forme multimodele, ayant la forme suivante :

{xw+w — £ o) (A0 + Bau() o5t
y(k) = Cx(k)
Pour réaliser cette transformation, on réécrit le systeme (2.152) sous la forme :
x(k+1) = A(u(k),x(k))x(k)+B(u(k),x(k))u(k)
{ y(K) = Cx(k) (2.155)
ou
XIEkg (k) (k)
o X2 k . u k . Y1 k
(k) = S | 0= 9] = 0]
X4

et ol les matrices A(u,x) € R¥4, B(u,x) € R¥? et C € R¥*4,
L’examen des équations (2.152) permet d’identifier deux variables de prémisse :

21 (uk),x(k)) = log{blul(k)+ fix1 (k) + [boun (k) + fzxz(k)]sm(”l(k))} (2.156a)
o (u(k),x(k)) = [baua(k) + frxa(k)¥01 D (2.156b)

Les matrices A(u,x), B(u,x) et C de (2.155) ont la forme :

fi 0O 00
_ 0 f 00
Alu,x) = Az () 0 0 0 (2.157a)
i 0 frzo(u,x) 0 0
[ by 0
B 0 by
Bwd) = | youy 0 (2.157b)
i 0 byzo(u,x)
CJ1o0 0 K
C = 01 K 0 (2.157¢)
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Il faut remarquer que z; dépend de uy, up, x; et xp, alors que z; dépend de uj, uy et xp. En
supposant que u; € (0,a), up € (0,b), x; € (0,¢) et x, € (0,d), avec a > 2x, b,c,d > 0 des
constantes, on peut calculer les maxima et les minima de zj (u,x1,x2) et z2(u,x2), qu’on note
zi1 et zjo pour i = 1,2. En utilisant la transformation polytopique convexe, on construit les
fonctions de partition F; ;| et F; > (i = 1,2). Le multimodele comporte quatre sous-modeles et les
fonctions de pondération (2.154) sont :

(2.158)

Les matrices A; et B; sont calculées en utilisant les maxima et les minima de z; et z :

Al

A3

Ay

S
0

fizia
0

i
0

fizia
0

il
0

fizi2
0

i
0

fiziz
0

0

2
0

frz1

o oo O
[l el e

0

P
0

frz22
0

2
0

frz21

0
Nis
0

SO OO OO0 OO oo
S OO OO OO OO oo

o

frz22

B =

By =

By =

bz |

On peut noter que la matrice A(u,x), dans la forme quasi-LPV choisie, contient deux co-
lonnes nulles, ce qui peut engendrer des difficultés ultérieures dans les études d’observabi-
lité/contrdlabilité. Comme alternative, on peut construire deux nouvelles variables de prémisse :

z3(u,x)

z4(u,x)

X1
—Z1\Uu. X
x4 1( s )

X2
X3

(2.159)

(2.160)

83



Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme non linéaire en multimodele

Avec ces variables de prémisse, la matrice A(u,x) a une nouvelle structure :

il 0 0 0
_ 0 0 frza(u,x) 0

Au,x) = 0 0 0 Fiza(ux) (2.161)
0 f212(u,x2) O 0

Les matrices B et C restent identiques a celles définies en(2.157b) et (2.157c). Dans ce cas,
ayant quatre variables de prémisse on obtient un multimodele avec 2% sous-modeles.

En conclusion, si la structure initiale du multimodele, qui est la plus évidente et qui est
congue a partir des variables de prémisse z; (j = 1,2) de (2.156) est convenable, alors le choix
de ces variables de prémisse se releve tout a fait adéquat. Sinon, on cherche une autre structure
qui convient aux objectifs, mais qui contiendra peut étre plus de sous-modeles que celle choisie
initialement.

A partir de cet exemple et du formalisme de passage en multimodele de différents types de
systemes a base de blocs structurés (Hammerstein, Wiener), présentés dans les sections de 2.4.2
a2.4.4, on propose dans ce qui suit une généralisation aux modeles a base de blocs structurées
quelconques.

2.4.6 Généralisation aux modeles a base de blocs structurés quelconques

On considere un systeme dynamique quelconque caractérisé par m entrées u € R™ et [ sorties
y € R, On suppose que ce systeme associe n fonctions de transfert L; (i € I1) aux ¢ gains non-
lin€aires NL; (j € Zy/), comme présenté a la figure 2.17.

Notons Z; I’ensemble de dimension n qui contient les indices correspondants aux blocs
linéaires, ainsi que I’ensemble 7/, de dimension g, qui représente 1I’ensemble des indices cor-
respondants aux blocs non-linéaires. Les deux ensembles ont les propriétés suivantes :

TUZye = {1,2,..,b} (2.162)
IiNIye = @ (2.163)

ou b est le nombre total des blocs qui constituent le schéma global.
Les fonctions de transfert associées aux sous-ensembles linéaires peuvent €tre exprimées par :

%) = Awi(r) + Biei(r)
(Li) {s,-(t) = Cixi(r) i€l (2169

ou ¢; et s; (i € Zy) sont respectivement les entrées et les sorties intermédiaires des “sous-
ensembles” dynamiques qui composent le systeme global, et x; (i € Z;) les variables d’état
du systeme. Les matrices A;, B; et C; sont des matrices connues de dimensions appropriées.
Les non-linéarités du systéme sont représentées par les fonctions f; (j € Znrg) qui lient les
entrées e; aux sorties s; intermédiaires des “sous-ensembles” statiques non-lin€aires :

(NLj) s; = fi(e)) J€Ine (2.165)

La figure 2.17 présente un schéma général d’un systeme comportant des gains non-linéaires. Ce
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u Systéeme a gains y
) non linéaires

U

P
L | ]
Ul ej Sj ei Si yi
—>» |2 \\Nlj/ La >
NLs Le |
‘yl
Um \ 4‘
— > L » NLg|— —— |NL»b

Figure 2.17 — Représentation générique d’un systeme dynamique a gains non-linéaires

schéma réunit quelques éléments essentiels du systeme a analyser.

On veut transformer ce systeme sous une forme multimodele. Les g non-lin€arités f; (j € Zyn )
contenues dans le systéme a gains non-linéaires vont déterminer la structure multimodele.
Tenant compte de toutes les relations linéaires dynamiques (2.164) et non-linéaires statiques
(2.165) définissant le systeme, il faut le réécrire en fonction des variables d’état x et des va-
riables d’entrée et de sortie globales u et y. Si on considere la numérotation des blocs comme
présentée a la figure 2.17, on a les relations suivantes :

(NLs) : ss(t) = f5(s2(2))
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_f %6(t) = Aexe(t)+Bess(t)
(Le) {s6(t) — Cexelt)

s7(t) = Cyxq(t
(NLg) @ ss(t) = f3(s7(t))
(NLy) = sp(t) = fi(ss(t))
si(t) = sa(t)
sp(t) = se(t)+sp(t) (2.166)

Par substitution on obtient :

x1(t) = Apxi(t) + Bifs(Crxq(t))
fCQ(l) = Az)Cz(t) + Bzul(l‘)
fC4(l‘) = A4X4(l‘) + B4f3 (Cz)Cz(t))
X6(t) = Aexe(r) + Befs(Coxa(t))
X7(l) = A7)C7<t> + B7um(t)

yi(t) = Caxy(1)

ye(t) = Cexs(t) + fn,(fs(Crxs(1))) (2.167)

De facon générale on est capable d’écrire :

{x(t) = F(x(),u(r)) (2.168)

En conclusion, on peut obtenir I’écriture générale d’un systeme a gains non-linéaires quel-
conque, comme dans (2.168), ou F et G sont déterminés en fonction des différents blocs fonc-
tionnels constituant le systéme. Ainsi, on a obtenu la représentation d’état du systeme considéré
et on peut appliquer la méthode systématique de transformation proposée précédemment afin
d’obtenir une structure multimodele.

Remarque 2.7. La décomposition des variables de prémisse, en utilisant les maxima et les mi-
nima de ces variables, peut se faire seulement si tous les blocs non linéaires sont caractérisés
par des non-linéarités bornées. Il existe des cas particuliers, comme [’hystérésis ou des fonc-
tions affines par morceaux, pour lesquelles on ne peut pas proposer une telle décomposition.

2.5 Conclusion

Ce chapitre se veut étre la présentation d’une méthode analytique et générale de décomposi-
tion d’un systeme non linéaire sous la forme multimodele. La transformation proposée conduit
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a un systeme parfaitement équivalent au systeme initial, ce qui était I’objectif fixé au départ. Ce
n’est pas une réduction de modele classique, qui implique en général une réduction d’ordre ou
une perte de signification des différents parametres physiques, mais une réduction de complexité
de modele. Ainsi, cette décomposition permet d’étudier des systemes non linéaires complexes
pour les études de commande et de diagnostic grace a la représentation de ces systemes sous
forme multimodele.

Cette méthode peut étre considérée comme une généralisation de la méthode par secteur
non linéaire, car elle propose de facon systématique le passage vers un multimodele équivalent
au systeéme initial -passant par le choix de la forme quasi-LPV, I’identification des variables de
prémisse, la décomposition de ces variables et finalement I’obtention des matrices et des fonc-
tions de pondération.

Pour résumer, les points essentiels de ce chapitre sont les suivants :

— Quelques criteres de choix des variables de prémisse adaptés aux études de stabilité, de
stabilisation, de reconstruction d’état et de diagnostic ont ét€ proposés.

— L’équivalence entre le systeme non linéaire et le multimodele a été démontré dans le cas
général des systemes représentés sous la forme d’état.

— Comme toute méthode, quelques limitations sont apparus lors du développement et de
I’utilisation de 1’approche multimodele : 1’aspect physique local qui n’est pas toujours
respecté par les sous-modeles linéaires du multimodele et I’inaccessibilité des bornes des
variables de prémisse. Des solutions ont été proposées pour résoudre ces difficultés.

— Finalement, afin de rendre plus compléte la présentation de cette méthode, une extension
aux modeles a base de blocs structurés a été proposée. Les structures de base ont été
présentées en premier : la structure de type Wiener et de type Hammerstein. Par la suite
il a été montré que par agrégation successives des blocs en série ou en parallele, tout
systetme a base de blocs linéaires et/ou non-linéaire peut se mettre sous forme MM en
utilisant la méthode de passage d’un systeéme non linéaire a un multimodele.
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Chapitre 3. Systemes a échelles de temps multiples

"La science comporte des savoirs jamais définitivement acquis et des questionnements
incessants sur chaque parcelle d’inconnu et de connu. Le bon sens n’est qu’un ramassis
de préjugés”  Albert Einstein

3.1 Introduction

En général, dans I’étude des systemes non-linéaires dynamiques, on est confronté a des pro-
blemes tres variés d’estimation d’état, d’analyse de stabilité, d’observation, de commande et de
diagnostic. Pour ces problemes, les difficultés majeures sont liées a la nature du modele mathé-
matique qui décrit le comportement réel du systeme, ce modele pouvant devenir de plus en plus
complexe si on souhaite avoir une représentation tres fidele du systeme réel.

Si une représentation minutieuse du systéme est souhaitée, on conserve la forme initiale
du modele, en la transformant sous une forme équivalente plus accessible aux études envisa-
gées. La méthode analytique d’obtention d’un multimodele, qui permet de modifier la forme
d’un systeme non-linéaire dynamique en un multimodele, peut répondre a cette demande. Si,
en revanche, une représentation exhaustive n’est pas nécessaire pour les études envisagées, une
réduction du modele mathématique peut étre réalisée.

La modélisation d’un processus physique complexe commence généralement par le choix
des variables a utiliser pour sa description et par le choix des grandeurs permettant d’agir sur
son évolution. Ces variables, appelées variables d’état et de commande, sont choisies, dans
la mesure du possible, pour avoir une signification physique (position, température, pression,
force, puissance etc). Une fois les variables choisies, les relations mathématiques les liant sont
dictées par les lois de comportement du systeme considéré ou a défaut par des lois statistiques.

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physique, différentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques des modeles. Un cas bien connu est celui des
procédés contenant des échelles de temps différentes, ce qui est assez souvent rencontré lors
de I’étude de processus réels. Parmi les relations mathématiques liant les différentes variables
du processus considéré, certaines peuvent étre dynamiques et d’autres statiques. De plus, si un
systeme est décrit uniquement par des relations de type dynamique, ces dernieres peuvent tra-
duire des dynamiques lentes ou des dynamiques rapides. Si un systeme réel est décrit par les
deux types de relations, alors on a ce qu’on appelle un systeme a échelles de temps multiples.
Par exemple, dans la forme standard des systemes a perturbations singulicres a deux échelles de
temps, ces variables sont explicitement séparées a I’aide d’un parametre €, appelé “parametre
de perturbation singuliéere”, qui affecte la dérivée par rapport au temps du vecteur des états ra-
pides. Pour des systémes a plusieurs échelles de temps, différents parametres €; définissent les
échelles de temps caractérisant le systeme. Pourtant, il n’est pas toujours évident de modéliser
un procédé sous forme singuliere standard a deux ou plusieurs échelles de temps. Si pour cer-
tains processus on a des connaissances a priori sur les dynamiques lentes et rapides, on peut
utiliser directement la forme standard, mais cette situation reste un cas particulier. En effet, de
nombreux systemes sont caractérisés par des échelles de temps multiples sans étre directement
modélisés sous forme singuliere standard.

Un procédé chimique constitue un exemple typique pour mettre en évidence le caractere
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multi-échelle. Pour étudier de tels systemes, la théorie des perturbations singulieres [O’Malley
et Robert, 1991] [Kumar et al., 1998] fournit des outils souvent utilisés pour mettre en évi-
dence la décomposition systématique d’un systeme en plusieurs échelles de temps. Il existe de
nombreuses études sur I’application de cette théorie pour la réduction de modeles, I’analyse
et le controle des systemes a deux échelles de temps [Cadet et al., 2004], [Dong et al., 2007],
[O’Malley et Robert, 1991], [Van Breusegem et Bastin, 1991], [Vora et al., 2006].

La premicere difficulté dans 1’étude de ce type de systemes est la séparation en modes lents et
rapides des différentes dynamiques du systeme. Dans [Van Breusegem et Bastin, 1991], [Dong
et al., 2007] cette séparation est réalisée en comparant les parametres cinétiques du processus
biologique étudié. Toutefois, dans le cadre plus général des systemes non linéaires, cette com-
paraison n’est pas possible. Ainsi, des méthodes plus générales d’identification de différentes
échelles de temps ont été proposées dans la littérature [Robertson, 1992]. Ces méthodes, prin-
cipalement basées sur 1’évaluation des valeurs propres du jacobien correspondant au systeme
linéarisé, seront utilisées et adaptées a nos études dans ce chapitre.

La séparation des échelles de temps multiples permet d’obtenir la forme standard des sys-
temes a perturbation singuliere. Dans le cas limite, quand le parametre de perturbation singuliere
€ tend vers zéro, le systeme réduit obtenu est composé d’une partie dynamique exprimée par un
systeme d’équations différentielles et d’une partie statique, exprimée par un systeme d’équa-
tions algébrique. En conséquence, un deuxieme point difficile est la résolution du systeme algé-
brique. Une méthode couramment utilisée pour contrecarrer cet inconvénient est basée sur un
changement de coordonnées [Van Breusegem et Bastin, 1991] et Vora et al. [2006], nécessitant
de trouver une transformation linéaire pour éliminer les composantes a dynamiques rapides. Il
est important de noter que les nouvelles coordonnées du systeme dans la forme standard ob-
tenue peuvent ne pas conserver la signification physique des variables initiales. De plus, pour
pouvoir appliquer cette technique, le systtme non linéaire doit respecter quelques contraintes
d’ordre structurel. Cependant, comme tous les systemes non linéaires ne peuvent pas étre mis
sous cette forme particuliere, ces techniques ne s’appliquent pas a toutes les situations.

L’un des objectifs de ce chapitre est de proposer une méthode - en exploitant I’idée du chan-
gement de coordonnées - qui soit capable d’éliminer ces contraintes structurelles limitant son
utilisation pour des systeémes ayant une structure plus générale. La séparation des échelles de
temps est ainsi possible, et dans certains cas lorsque € — 0 la forme standard a perturbation
singuliere est obtenue.

Ensuite, une représentation multimodele pour les systemes singuliers est proposée, en se
basant sur la technique développée en chapitre 2. Cette représentation sera utilisée dans le cha-
pitre 4 pour I’estimation d’état des systémes singuliers représentés sous forme multimodele.

Ce chapitre est structuré comme suit. En section 3.2 sont présentés quelques éléments sur
la théorie des perturbations singulieres, la section 3.3 propose une technique de passage d’un
systeme non linéaire classique a forme explicite, sous une forme a perturbations singulieres,
dans le cas ou le systeme considéré est caractérisé par des échelles de temps multiples. Grace a
la méthode d’homotopie, présentée en section 3.3.3, I'identification des différentes échelles de
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temps est possible. En section 3.4 est illustrée la représentation multimodele pour les systemes
singuliers. Quelques conclusions sont présentées en section 3.5.

3.2 Théorie des perturbations singulieres

Les relations mathématiques liant les différentes variables décrivant le comportement d’un
systeme sont dictées par les lois de comportement du systeme considéré et elles peuvent étre de
deux types : soit dynamique, soit purement statique. Ce type de relations mettent en évidence
des modeles comportant des échelles de temps différentes. Ce type de systeme est appelé sys-
teme singulier [Dai, 1989]. Cette forme est plus générale que la forme explicite, qui a été déja
prise en compte dans le cadre de la transformation sous une forme multimodele de maniere
systématique, en chapitre 2 :
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0 .
{Y(f) = g(x(r),u(t)) (3.1)

ou x(¢) € R" représente le vecteur d’état, x(¢) représente sa dérivée par rapport au temps, u(t) €
R™ représente le vecteur de commande et y(¢) € R’ représente le vecteur de sorties mesurées.

3.2.1 Forme standard des systemes singuliers

La forme standard des systemes singuliers a échelles de temps multiples peut étre exprimée
comme suit :

gk (1) = F(xs(t),xp1(0),xpp(t),ut),€),  j=1,...,P (3.2a)
X5(t) = FP(x5(t),xp1(2),...,xp,p(t),u(t),€) (3.2b)

ol x; € R™ et xy ; € R"-/ sont respectivement les variables d’état lentes et rapides, u € R™ le

vecteur des entrées, F' J'.f € RPJ, F* € R™ sont des fonctions vectorielles et € = [g], ..., €p| est un
vecteur de parametres petits et positifs, connus sous la terminologie paramétres de perturbation
P
singuliere et '} ny j+ng=n.
j=1"

Dans ce qui suit, on va considérer seulement les systemes caractérisés par deux échelles de
temps. Ainsi, P =1 et on a un seul parametre € scalaire, ainsi qu’une seule équation dynamique
correspondant aux variables d’état rapides. On déduit de 1’équation (3.2) la forme standard des
systemes singuliers a deux échelles de temps :

exp(t) = FI(x(t),xs(t),u(t),€) (3.3a)
Xs(t) = F(x5(1),xp(t),u(t),€) (3.3b)

ol Xf € R"s,
Dans le cas limite ou € — 0, I’ordre du systeme différentiel (3.3) dégénere de n = ny +ny a ny,
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et le systeme devient :

0 = F(x(t),x¢(r),u(t),0) (3.4a)
X5(t) = G(xs(1),x¢(2),u(t),0) (3.4b)

En résolvant I’ensemble des équations algébriques (3.4a) on obtient la solution :

xp(1) = o (s (1), u(1)) (3.5)

En remplacant (3.5) dans I’équation correspondante aux variables lentes (3.4b), on obtient :
x5(t) = F*(x4(t), 0 (x5(2),u(t)),u(t),0) (3.6)

Le systeme (3.6) est le modele réduit du systeme (3.3), qui est représenté dans 1’échelle de
temps lente. Le systeme complet s’écrit :

x5(t) = F(x5(t),x¢(t),u(t),0) (3.7a)
xp(t) = oxl).u(r) (3.7b)

3.3 Passage d’un systeme non linéaire en forme explicite sous
forme a perturbations singulieres

3.3.1 Positionnement du probleme
De facon précise, le probleme qui se pose est résumé par la question suivante :

Comment obtenir la forme de perturbation singuliére standard donnée par (3.3) a partir de la
forme explicite, ou non-standard (3.1) ?

La démarche a suivre est articulée autour des trois points suivants :

— identifier les différentes dynamiques du systeéme

— séparer les variables dynamiques lentes de celles rapides

— trouver le parametre de perturbation singuliere
Pour des formes particulieres de la fonction f(x,x,u) différentes méthodes ont été proposées.
Trois d’entre elles vont étre rappelées.

1. Dans [Van Breusegem et Bastin, 1991] une forme classique pour les processus chimiques
est étudiée :
X(t) = Cp(x(r)) = Dx(r) +u(t)
p(x(t)) = K&(x(1)) (3.8)
ot C est la matrice constante des coefficients stoechiométriques du processus, p(x) est la
cinétique du processus, qui peut étre écrite comme un produit entre une matrice diagonale

K des parametres de réaction et un vecteur ®(x) des termes dynamiques de réaction. Cette
forme est intéressante parce qu’elle permet d’utiliser la partie cinétique de réaction pour
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identifier les états rapides et lents, en comparant entre eux les parametres de réaction de
la matrice K.

2. Dans [Kumar et al., 1998] et [Vora et al., 2006] une forme appelée forme perturbée sin-
guliere non-standard des systemes avec des échelles de temps multiples est étudiée :

M
(1) = f(X(t))+g(X(f))u(t)+Zlgljbj(x(t))kj(X(t)) (3.9)
=

ou bj(x(t)) et kj(x(¢)) sont respectivement des matrices et des vecteurs de dimension
appropriées. Les termes . dans (3.9) représentent des parametres dans le modele dyna-

J
mique correspondant aux coefficients de transfert de chaleur/masse, aux taux de réaction,
ces coefficients étant de grande amplitude.

3. Dans [Dong et al., 2007] une forme similaire de (3.9), ol le terme de commande est
négligé, est prise en compte pour des systemes a deux échelles de temps.

M
£() = f(X(l))+Z,lgljbj()c(mkj(x(t)) (3.10)
L

Il est important de noter que les méthodes proposées dans [Van Breusegem et Bastin, 1991],
[Kumar et al., 1998], [Vora et al., 2006], [Dong et al., 2007] sont basées sur une comparaison
des constantes de réaction et sur un changement de coordonnées en vue d’obtenir la forme de
perturbation singuliere classique.

3.3.2 Meéthode basée sur un changement de coordonnées

La méthode est inspirée de Van Breusegem et Bastin [1991]; Dong et al. [2007]. On peut
écrire le modele (3.8) sous la forme :

x(t) = r(x(t))+D(x(t),u(r)) (3.11)

avec
r(x) = Cp(x) (3.12)
p(x) = KP(x()) (3.13)

La forme (3.11) est légerement différente de (3.8) proposée dans Van Breusegem et Bastin
[1991], mais la méthode basée sur le changement de coordonnées peut également €tre adaptée
a ce modele.
Brievement, cette méthode comporte les points suivants :
— comparaison des parametres de la matrice K permettant 1’identification des dynamiques
rapides et lentes
— calcul du parametre singulier en utilisant les parametres associées aux cinétiques rapides
— identification et séparation des cinétiques rapides et lentes a 1’aide de la comparaison
réalisée au premier point et réécriture du systeme conformément a cette séparation
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— vérification du respect de la condition d’obtention du modele réduit (¢ — 0) afin d’expli-
citer les états rapides

— réalisation d’un changement de coordonnées si la condition précédente n’est pas respecté

— obtention de la forme standard a perturbations singulieres et celle du modele réduit

Exemple 3.1 (Illustration de la méthode)

Pour illustrer la méthode, on propose un systeme chimique de type CSTR (Continuous Stirred
Tank Reactor) de volume V constant, alimentés avec un débit F™ et les réactifs A et E avec des
concentrations C Z‘ etC gl respectivement. Les réactions suivantes sont réalisées :

A=B —- C=1D (3.14)
E — F (3.15)

Les cinétiques de réaction py et p3 pour les réactions réversibles A = B et C = D sont respec-
tivement données par :

pi(t) = ki (CA(I)—CBT(II)) (3.16)
p3(t) = k3 (Cc(l)—ci§t>> (3.17)

ou Cy, Cp, Cc et Cp sont les concentrations des especes A, B, C et D dans le réacteur supposé
homogene, k| et k3 sont les constantes de réaction et ou K| et K3 sont les constantes d’équilibre.
Les constantes de réaction py et py pour les réactions irréversibles B — C et E — F sont
données par :

pa(t) = kaCy(t) (3.18)
pa(t) = kiCg(2) (3.19)

ou Cg, désigne la concentration de l’espéce E.
Le modele dynamique de ce processus a la forme suivante :

e = o -cum - (e - 40)

) = -2 0cy)4k (cat0 L) —racats

ety = ~Eeo +iacat) o (cetn - 2) (3.20
eot) = )4k, (c(;(z)—cf(f)

cet) = 00 - o) ks

) = S vrc)
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oul le vecteur ;
X = [CA CB CC CD CE CF} (321)

représente le vecteur d’état du systeme. Le vecteur des entrées est :
u = [F™ cir cm? (3.22)
Mise sous la forme adaptée a la méthode (3.11)

La matrice des coefficients stoechiométriques s’obtient en observant les occurrences des para-
metres k; dans les équations (3.20) :

-1 0 0 O
1 -1 0 O
O 1 -1 0
Cc = O 0 1 0 (3.23)
O 0 0 -1
| 0 0 0 1 |
et celle des parametres :
kk 0 0 O
| 0 kb O O
K= 0 0 ks 0 (3.24)
0 0 0 kg
Compte tenu des définitions (3.16) a (3.19), le vecteur des cinétiques du processus est :
O(1) = [@(t),..., 04()]" (3.25)
avec Col)
t
Qi) = Calt)— =
Ki
t) = Cplt
¢s3(1) = Celr)—
K3
Ps(t) = Cg(?)
Compte tenu de (3.20), la matrice D(x,u) s’explicite :
EH(Ch () = Cal0))
_Fl (l‘)CB(t)
Fl”(t)c (t)
D(x(t),u(t)) = v c (3.27)
_'F V(t)CD(t)
L (cin ) ~ Culr))
| - rCr() _

Comparaison des constantes de réaction
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On suppose que les cinétiques de réaction sont telles que les inégalités suivantes sont vérifiées :
ky < ks << k3 < Kk (3.28)

De plus, les constantes d’équilibre K et K3 sont supposés étre différentes.

Calcul du parametre singulier
On définit les constantes de réaction associées aux cinétiques rapides ki et k3. Soit kg la
moyenne des constantes de réaction k; associées aux cinétiques rapides :

~ ki + k3

ko= = (3.29)

Chacune des constantes k; (i € 1,3) peut alors s’exprimer a partir de cette moyenne grdce a
deux constantes positives o; (i € 1,3), comme suit :

ki = oky i€1,3 (3.30)

ou:

2ky 2k3

o = et o3 =
! ki + k3 3 ki +k;3

(3.31)

On définit un petit parametre € comme suit :

1
€= = (3.32)
ky
ce qui permettra d’indexer les constantes ky et k3 en fonction de € :
kh = « ! (3.33)
1 = 1 e .
1

Identification et séparation des cinétiques rapides et lentes
On peut ainsi déduire que p(t) = ki - (1) et p3(t) = k3 - @3(¢), qui font intervenir les para-
meétres ki et k3, sont des cinétiques rapides, alors que p2(t) = ky - @2(t) et pa(t) = kg - @4(t),
qui font intervenir les parametres ky et ky, sont considérées comme lentes. Pour cette raison, on
définit le partitionnement de ® (3.25) sous la forme :

o1(t)

(I)f(t) = {(PS(I)] (3.35)
¢(1)

®,() = {%(t)] (3.36)

Cela conduit a décomposer les matrices C (3.23) et K (3.24) en deux blocs, correspondant
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respectivement aux cinétiques lentes et rapides :

Kf 0
C = [Cr G t K= |7 3.37
o al e e (.37)
ou _ - _ -
-1 0 0 0
10 -1 0
0 -1 10
Cr=14 G =14 o (3.38)
0 0 0 -1
0 0 0 1]
et -
ki 0 ky 0
Ky = [01 kJ K =1 kJ (3.39)

Tenant compte de la séparation de cinétiques proposée selon les valeurs des coefficients k;, le
vecteur d’état est aussi décomposé en deux vecteurs, le premier correspondant aux variables
d’état rapides xy, et le second, x;, correspondant aux variables d’état lentes :

Ca
C c

=l | ®= { c ] (3.40)
Cp

on peut noter le caractere un peu brutal de ce partitionnement. En effet, en (3.28) nous avons
mentionné [’existence uniquement de deux constantes de réaction kj et k3 rapides ; avec (3.40)
on constate la présence de quatre variables d’état rapides. Ce changement de dimension et ses
conséquences seront analysés ultérieurement.

Conjointement, le modele (3.20) peut étre décrit par deux équations, qui correspondent respec-
tivement aux états rapides et lents :

Xp = CffoCDf(x)—I—CszSCDS(x)—FDf(x,u) (3.41a)
iy = CypKr®Ps(x)+ CoKPy(x) 4+ Dy(x,u) (3.41b)

oit Dy =Dy D3 Dy Ds)" et Dy=[Dy Dg D7]".

Les matrices Cyy et Cyy correspondent respectivement aux cinétiques rapides et lentes qui in-
terviennent dans les états rapides xy, alors que Csy et Cyg correspondent respectivement aux
cinétiques rapides et lentes qui interviennent dans les états lents x;, soit a partir de (3.38) :

-1 0 0 0
10 -1 0
Crr=1o9 _ Crs = | | o (3.42)
0 1 | 0 0]
[0 0 [0 1]
Cr = 1o o Cs = | o 1 (3.43)
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En utilisant (3.30) et (3.32) I’équation (3.41a) s’écrit facilement :
eif = CprA®yr(x)+€CpoK y(x) + €Dy (x,u) (3.44)

La matrice A = Ky - € est une matrice qui contient les constantes positives 0 et 03 sur la
diagonale. Pour le modele considéré (3.20), la matrice A est :

2k 0
A = [k18k3 ks ] (3.45)
ki +ks3

Condition a respecter pour I’obtention du modéle réduit
En posant le paramétre de perturbation € = 0 dans [’équation (3.44), on obtient I’équation

algébrique suivante :
CrrAds(x) = 0 (3.46)

On résout cette équation pour déterminer les variables rapides xy qui interviennent dans les
réactions rapides. Pour pouvoir résoudre cette équation de facon explicite, la condition suivante

doit étre respectée :
ng = rang(Cry) (3.47)

Ici le nombre des états rapides est ny =4 et rang(Cry) = 2.
La condition (3.47) n’étant pas respectée, il est donc impossible d’expliciter les états rapides.

Remarque 3.1. Pour résoudre cet inconvénient du non-respect de la condition de rang (3.47),
un changement de coordonnées est nécessaire.

Changement de coordonnées
Soit la transformation de coordonnées suivante :

E(r) = Tx(t) (3.48)
avec ) )
1 000 00O
1 1.0 000
001100
'=1000100 (3.49)
00 O0O0OT1DPO0
00000 1
a laquelle on peut associer la transformation réciproque :
1 00 0 0 0]
-1 10 0 0O
_ 0O 01 -1 0O
1 _
' = 1000 1 00 (3.50)
0O 00 O 10
| 0 00 0 O 1]

Cette transformation est réalisée de facon a éliminer, par des combinaisons linéaires entre les
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variables d’état, des quantités dépendant des cinétiques rapides, comme @y et @3 dans (3.20).
En appliquant ce changement de coordonnés au systeme (3.20) qui est du type x = f(x,u) on
obtient :

E(t) = TAT'E(),ul)) (3.51)

c’est-a-dire de facon explicite :

E(1) = —ki (51@)—

b)) = k(&) &)+ o &)
1) = k(&0 -a0)- e 3.52)

e

R T

1) = ks + (ko) &)
&) = ksl) — g

Forme standard a perturbations singuliéres
Compte tenu de (3.33) et (3.34), le systeme (3.52) est réécrit de facon équivalente comme suit :

e = —an (&0 - 250 ) L B e - g1

) = (el &)+ 0

&) = k(&) —&i() -

o) = o (8080 - ) - Wy

F™ (1)

\%4

Fin(t)
%

(C(1) = &(1))

i >5 (3.53)

Es(t) = —ka&s(t)+
E(t) = kas(t)—

(CR(t) = &(1))
10

ce qui représente la forme standard a perturbations singulieres du systeme non linéaire (3.20).
La premiere et la quatrieme équations de ce systeme singulier (3.53) représentent 1’évolution
des dynamiques rapides. Conformément a la transformation linéaire (3.49), ces deux dyna-
miques correspondent aux concentrations Cy et Cp. Les concentrations Cp et Cc qui étaient
initialement comprises dans l’ensemble des variables d’état rapides -conformément a la sépa-
ration réalisée par comparaison des constantes de réaction donnée dans (3.28)- ne sont plus im-
pliquées dans 1’étape de réduction. D’ailleurs, I’évolution de ces deux variables n’est plus pré-

100



3.3. Passage d’un systéme non linéaire en forme explicite sous forme a perturbations singuliéres

sente qu’a travers une transformation linéaire définissant les nouvelles variables & = C4+Cp
et &3 = Cc+Cp.

Modéle réduit
Si € — 0 alors les équations correspondantes aux dynamiques rapides &, et &4 deviennent :

0= - (51@ _ 52(f);1§1(f)>
0 = o3 (53(;)_54@)_54’(_(;)) (3.54)

On a obtenu un systéeme algébrique a deux équations, qui fait intervenir les nouvelles coordon-
nées. On exprime les deux variables &) et &4 en fonction des autres :

&i(t) = 1<11+1‘§2(Z) (3.55)
&alt) = Kﬁlés(t) (3.56)

En remplagant ces variables dans les quatre autres équations du systeme (3.52), on obtient un
modeéle réduit a quatre variables d’état :

&) = —kz( )62() 220 ey — )

K] + Vv
&) = ( 1+ (Fm())&() (3.57)
) = ksl + (0~ &5(0)

Flfl()

Eo(r) = kas(r) -

E(t)

La figure 3.1 permet de comparer les états x du modele initial (3.20) et les états x" obtenus
a partir du modele réduit (3.57)-(3.55), en utilisant la transformation T (3.50) inverse a
celle utilisée pour réaliser le changement de coordonnées (3.49). Les parametres utilisés pour
réaliser cette simulation sont : ky = 10, ko =9-1073, k3 =8, ks = 1072, k; = 3.1, kn = 2.5.
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Figure 3.1 — Comparaison entre les états du modele initial et les états obtenus a partir du modele
réduit par la transformation inverse

Avantages et inconvénients de la méthode de changement de coordonnées

De facon synthétique, parmi les avantages de cette méthode, on peut citer en ce qui concerne
I’exemple traité :

1. I'aspect systématique de la procédure de réduction d’ordre d’un systeme non linéaire sous
forme (3.11)

2. I’existence d’une erreur de réduction faible entre le systeme original et son modele réduit.

Toutefois, dans certains cas, cette méthode possede quelques inconvénients non négligeables,
parmi lesquels on peut évoquer :

1. Les contraintes d’ordre structurel (3.11) que le systeme non linéaire a réduire doit respec-
ter pour pouvoir appliquer cette méthode.

102



3.3. Passage d’un systéme non linéaire en forme explicite sous forme a perturbations singuliéres

2. L’identification et la séparation des modes lents et rapides sont fortement liées aux contraintes
structurelles du modele, car ces évaluations sont réalisées en comparant les cinétiques de
réaction a travers les constantes de réaction.

3. Le changement de coordonnées est basé sur une transformation linéaire qui n’est pas tou-
jours facile a trouver ; pour des systeémes plus complexes, pour lesquels il n’y a pas une
décomposition évidente entre les réactions rapides et lentes, ce changement de coordon-
nées est probablement non linéaire.

4. Les nouvelles variables obtenues apres le changement de coordonnées ne possedent plus
le sens physique de celles du modele de départ, ce qui peut constituer un inconvénient
dans I’interprétation immédiate du comportement temporel du modele.

Ces inconvénients ont motivé des améliorations dans les techniques d’obtention de systemes a
deux échelles de temps. Plus précisément, certaines méthodes visent les deux objectifs :
— éliminer les contraintes structurelles précédentes, afin de pouvoir obtenir une forme de
type perturbation singuliere pour des systemes quelconques
— rendre I’identification et la séparation des échelles de temps indépendantes de la structure
du modele
On présente dans le paragraphe suivant une technique plus générale d’identification des échelles
de temps qui s’affranchit d’une structure particuliere du modele.

3.3.3 Identification des échelles de temps. Méthode d’homotopie

Pour pouvoir appliquer la méthode précédente il faut que le systeme non linéaire a étudier
respecte quelques contraintes structurelles, comme celles données en (3.11). Les modeles bio-
chimiques respectent en général ces contraintes. Cependant, tous les systemes non linéaires ne
peuvent pas €tre mis sous la forme particuliere proposée, donc d’autres méthodes d’identifi-
cation des modes lents et rapides doivent étre envisagées. Ainsi, des méthodes plus générales
d’identification de différentes échelles de temps ont été proposées dans la littérature, parmi
lesquelles 1la méthode d’homotopie mentionnée ici, proposée par [Decarlo et Saeks, 1979; Wa-
synczuk et Decarlo, 1981] et perfectionnée plus tard par [Robertson, 1992].

Ces méthodes sont principalement basées sur I’évaluation des valeurs propres du jacobien
correspondant au systeme linéarisé. La dynamique du systeme complet peut étre décrite par les
valeurs propres du jacobien. Si chaque valeur propre peut étre liée a un état particulier, alors la
dynamique de chaque état peut étre évaluée quantitativement.

Une linéarisation d’un systeéme non linéaire - sous forme (3.1) - autour de différents points
d’équilibre (xg,up) de I’espace de fonctionnement est réalisée pour constater une séparation
éventuelle des modes lents et des modes rapides du systeme :

i(f) = Ax(t)+Bu(t) — (Axo+ Bup) (3.58)
&f(x7u) 8f(x, I/l)
avec A = ——="—|u) @B =~ [(xu)-

Si on considére Re(A;) < Re(A;) < ... < Re(A,) la suite ordonnée des parties réelles des valeurs
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propres de la matrice A, les valeurs les plus petites correspondent aux dynamiques rapides. La
séparation des modes lents et des modes rapides se fera en fixant un seuil de séparation des deux
échelles de temps, 7, tel que :

Re(A1) < ... < Re(An;) << T < Re(Anys1) < ... < Re(A) (3.59)

De fagon équivalente, on peut exprimer cette séparation en termes de constantes de temps, qu’on
peut définir comme suit :

1

La séparation (3.59) écrite en terme de constantes de temps devient :
U< STy <<KTS T < STy (3.61)

ou le groupe 7i, ..., T,, correspond aux €tats rapides caractérisés par des parties réelles néga-
tives des valeurs propres tres petites. Les valeurs propres du deuxieme groupe Ty, 41, ..., Ty sont
proches de zéro et correspondent aux états lents.

Cette méthode nécessite de considérer un systeme dans lequel existe une relation évidente entre
les valeurs propres et les états, comme par exemple la matrice du jacobien A diagonalisé. La
méthode utilise I’analyse de la matrice décrite par 1’équation suivante :

H(r)=(1—-r)Ap+rA 0<r<i (3.62)

ou H est la matrice d’homotopie, Ap la matrice représentant le systeme découplé (la diagonale
d

de A), A = % ‘(xo,uo) la matrice de la dynamique du systeme linéarisé€ et » un parametre

qui évolue de 0 a 1 en vue de réaliser le passage du systeme découplé (r = 0) au systeme couplé
(r=1).

Comme mis en évidence a la section précédente 3.3.2, la séparation des variables d’état
lentes et rapides proposée dans Van Breusegem et Bastin [1991]; Dong et al. [2007] est réalisée
en comparant les parametres cinétiques du processus (3.28). Pour le modele considéré précé-
demment (3.20), cette séparation est seulement partiellement confirmée par les valeurs propres

af(x,u)

de la matrice d’homotopie H(r) associée au jacobien A = o , comme on peut le

|(X07Mo)
remarquer a la figure 3.2 o I’on a représenté la partie réelle de ces valeurs propres pour vingt-
cinq points de fonctionnement. On constate que quatre valeurs propres sont comprises entre —4
et —0.05 et que les deux autres - associées aux concentrations Cy4 et Cc - entre —60 et —40. La
valeur du parametre r est fixée a 0.5 pour réaliser cette figure, mais le méme résultat est obtenu
pour différentes valeurs de ce parametre dans un voisinage de 0.5.

Pour cet exemple, la méthode d’homotopie permet d’identifier les différentes échelles de temps
du systeme non linéaire considéré.

Remarque 3.2. [/ est important de noter que le systeme linéarisé est utilisé uniquement pour
réaliser l'identification des différentes échelles de temps, et non pour la synthese d’observa-
teurs. Une forme multimodeéle équivalente sera utilisée pour cela.
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Valeurs propres du jacobien

0 5 10 15 20 25
Différents points de fonctionnement

Figure 3.2 — Valeurs propres de la matrice d’homotopie associée au jacobien A pour différents
points de I’espace de fonctionnement du modele (3.20)

3.3.4 Généralisation

L’identification des dynamiques rapides et lentes - réalisée par la méthode illustrée précé-
demment - constitue un premier pas dans la démarche d’obtention de la forme a perturbations
singulieres d’un systeme non linéaire quelconque. Un autre point important est le calcul du pa-
rametre de perturbation singuliere et son importance dans 1’obtention de la forme standard a
perturbation singuliere. On commence par discuter le cas des systemes linéaires a deux échelles
de temps et leur passage sous une forme a perturbations singulieres.

Cas linéaire

Soit le systeme linéaire sous la forme :

{x(t) = Ax(t)+Bu(r) (3.63)

Identification des échelles de temps
Supposons qu’il soit caractérisé par des échelles de temps différentes. Cette supposition peut
étre facilement vérifiée en réalisant une évaluation des valeurs propres de la matrice A, en utili-
sant la méthode d’homotopie décrite précédemment a la section 3.3.3. Les constantes de temps
les plus petites (calculées a partir des parties réelles des valeurs propres petites) correspondent
aux états rapides, alors que les autres (avec des parties réelles des valeurs propres grandes) sont
associées aux états lents.
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Ainsi, on peut définir les vecteurs contenant les états rapides et les états lents :

1 ng r ng
X = (xf,...,xf> eR (3.64)
x o= (... erm (3.65)
avece
n = ng+ng (3.66)

Séparation des échelles. Influence des parameétres du modele sur sa dynamique
On peut écrire le systeme linéaire (3.63) de fagon explicite comme suit :

X,‘(l‘) = zn:ahjxj(t)—i—biu(t), i=1,...n (3.67a)
=1
y(t) = Cx(r) (3.67b)

avec Afa; j] € R, B € R™™ C € R™", b; € R™ est la ligne i de la matrice de commande B.

On construit une suite croissante des termes a; ; de la matrice A en fixant un seuil de séparation
T entre les valeurs de cette suite. On peut ensuite construire deux ensembles contenant les
composantes séparées de cette suite :

.As = {ki = ]ai,,izl , i€ Is} (3.683)
Af = {kj = ‘ajhjz‘ , JE If}, sup|a,~| < inf ‘aj| (3.68b)
i€l JEly

ou I; (respectivement I5) est I’ensemble d’indices i = [iy,ip] des a;, ;, tels que |a;, ;,| < T (res-
pectivement |a;, ;,| > 7) avec dim(A;) = dy, dim(Ay) = dy et dy+dy = n?. Les ensembles
construits ont les propriétés suivantes :

ki < 1 << kj, Vi;ﬁj, ki € As, ij.Af (3.69a)
Ay N Ar = © (3.69b)

Compte tenu de la propriété (3.69a), on remarque que les parametres de I’ensemble A ont des
valeurs numériques d’amplitude moins importantes que celles des parametres appartenant a A .
L’intérét de cette séparation des parametres de la matrice A réside dans la mise en évidence de
leur influence sur la dynamique des états du systeme (3.67). Ainsi, les parametres ayant des va-
leurs numériques plus importantes, appartenant a I’ensemble A ¢, sont candidates pour générer
une dynamique rapide des états dans lesquels ils interviennent. De méme, les parametres ayant
des valeurs numériques plus petites et appartenant a I’ensemble .4, sont candidates pour générer
une dynamique lente aux états dans lesquels ils interviennent. Pour cette raison, on appelle A;
I’ensemble des indicateurs lents et A, I’ensemble des indicateurs rapides.

Définissons :

— les matrices diagonales Ky € R4*4s et K, € R%*4 contenant respectivement les para-
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metres k; et k; définis en (3.68) :

Kf = diag(kj), ij.Af (3.70)
K, = diag(k)), k€A, 3.71)

— la matrice § € R"*" dont les composants sont les signes des coefficients de la matrice A
du systeme linéaire (3.63) :

S = sgn(A) (3.72)

ot sgn(A) = [sgn(aij)]i.;-
En utilisant les matrices diagonales K et K définies au premier point, on peut définir les
matrices S; et Sy comme suit :

Sy = [sen(aj) ®ej1]i=1,..q (3.73)
jkelf

Sy = [sen(ai) ®ei1]i=t....q, (3.74)
irE€ls

avec Sy € R™4r S € R"™ telles que le systeme (3.63) soit écrit :

i(t) = SpKp®@p(x(t))+ Sy Ky Dy(x()) + Bu(t) (3.75)
y(t) = Cx(r) (3.76)

ol le vecteur ®r(x) € RYr réunit les états multipliant les coefficients k ; € Ay le vecteur
®,(x) € R% réunit les états multipliant les coefficients k; € Aj.

En utilisant les nouveaux parametres introduits, ainsi que I’identification des dynamiques lentes
et rapides (3.64) initialement réalisée, 1’équation d’état (3.75) peut s’écrire en séparant les états
rapides et les états lents comme suit :

Xf(l) = SffoCIDf(x(t))+SfSKs<1>s(x(t))+Bfu(t) (3.77a)
x5(t) = szKfCI)f(x(l‘))—l—SSSKS(I)S(x(l‘))-i—Bsu(l‘) (3.77b)
ol
Y _ |5
Sp = {sz], Sy = [Sss] (3.78)

ol Syy € R, Sy € R, Sy € R et Sy € R,

Calcul du parametre de perturbation singuliere
Pour obtenir la forme de perturbation singuliere (3.3), on recherche le parametre € de per-
turbation singuliere en utilisant une technique plus générale qui celle utilisée dans I’exemple
précédent et basée sur les constantes de temps du systeme. Ainsi on construit un parametre Ich
comme la moyenne arithmétique des inverses des constantes de temps, associées aux variables
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d’état rapides :

L |Re(2)|
J€,
ky = ———— (3.79)
f
1
Z —
€, T
= (3.80)
nf

ol I’ensemble d’indices I, est défini par : I, = {1, ...7nf}.
Le parametre de perturbation singulicre est défini par :

(3.81)

L =

Remarque 3.3.

Le parametre ky peut étre aussi calculé en utilisant la technique utilisée pour les systemes bio-
chimiques, comme la moyenne des parametres indicateurs rapides :

Y kj
B, o= NS 3.82
f

Obtention de la forme a perturbation singuliére
En utilisant ce parametre €, le systeme linéaire (3.77) peut tre réécrit comme suit :

exr(t) = SppADp(x(r)) +€SpDy(x(t)) +€Brult) (3.83a)

x5(t) = SepKr®p(x(t)) 4 SssKs Py(x(2)) + By u(t) (3.83b)
N .- Ky
ou la matrice A = <.
ky

Remarque 3.4. Si la condition
ng = rang(Syy) (3.84)

est respectée, alors (3.83) est la forme a perturbations singulieres du systeme linéaire (3.63)
permettant [’obtention du modele réduit (pour € — 0).

Le non-respect de cette condition de rang (3.84) a comme cause primaire le fait que le
nombre des parametres dy = dim(Ay) donnant le comportement rapide aux différents états du
systeme est plus petit que le nombre 1y des €tats dans lesquels ils interviennent :

df < ny (3.85)

Si (3.84) n’est pas vérifiée, la recherche d’une transformation linéaire inversible 7' € R"*" est
nécessaire. Cela permet alors 1’obtention d’une forme a perturbations singuliéres respectant la
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condition de rang. Le systeme (3.75) dans les coordonnées £ = Tx(t) est :
§(1) = TSpKy@p(T'E(1)+T S K ®s(T7'E(1)) + T Bulr) (3.86)

Il est important de noter que la transformation T est choisie afin que les dy paramétres k; € Ay
donnant le comportement rapide interviennent dans d équations du systeme (3.88), ¢’est-a-dire
que ce systeme possede d s états rapides & € R4,

En décomposant la matrice de transformation 7" en :

_ Ty 0
T = {0 TJ (3.87)

avec Ty € R4 <ns et T, € R—dp)xns, compte tenu de (3.78) on peut écrire le systeme (3.86)
comme suit :

Er(t) = TpSprKyp@p(T™'E(1) + Ty Sy KePy(T™E(1)) + Ty Byult)  (3.88a)
E(t) = TSyyKp®p(T 'E(t)) + T Sy Ky Py (T E(t)) + Ty By ult) (3.88b)

La condition de rang (3.89) pour le systeme dans les nouvelles coordonnées (3.88) est alors
respectée :

df = rang(Tfof) (3.89)
Enfin, la forme a perturbations singulieres du systeme (3.88) est déduite :

e&(t) = TySprADH(T1E®)) + €Ty S K g(TE(r)) + €Ty Bru(t)  (3.90a)
§s<t) = T€szKfq)f(T71§(t))+TsSssKs(I)s(T71§(t))+TsBsu(t) (390b)

En faisant tendre € vers zéro, on obtient :

0 = TpSprADH(T 'E()) (3.91a)
Et) = TSy Kp®p(T'E(r)) + ToSss Ks @y (T E(2)) + Ty By ult) (3.91b)

Sachant que § = [§y &), le systeme (3.91) permet d’extraire &y de I’équation (3.91a) et de
I’introduire dans (3.91b). Le modele linéaire réduit est alors obtenu.

Exemple 3.2 (Illustration de la méthode)
Soit le systeme linéaire :

X(t) = [_21 _53} x(t) + Bu(t) (3.92)
Tenant compte des inégalités suivantes :
la11] < |az1] < |ax| << a2 (3.93)
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les ensembles de paramétres A et Ay et d’indices I et Iy sont données par :

A, = {1,2,3}, I, = {[11], 21), 2]}, ds=3 (3.94)
Ar = {5}, Ir = {[12]}, dr=1 (3.95)

Le systeme (3.92) peut étre écrit sous la forme (3.75) en définissant les matrices suivantes :

100 -
K, = [0 20, S = _01 (1) _OJ (3.96)
00 3 -
K, = [5], Sy = (ﬂ (3.97)
_xl(t)
Qs(t) = x(), (1) = |x1(t) (3.98)
_)Q(t)

En séparant I’état lent x, et I’état rapide x; le systeme (3.92) s’écrit sous la forme (3.77), en
définissant les matrices suivantes :

Spp = [1], Sy = [0], Spe = [-1 0 0], S = [0 1 —1]  (3.99)

Le parametre singulier est obtenu en utilisant (3.81) : € = 0.188. La forme a perturbation
singuliere est obtenue :

exr(t) = SppADp(x(r)) +€SpDy(x(t)) +€Brult) (3.100a)
x5(t) = SepKr®p(x(t)) 4 SssKs Py(x(2)) + By u(t) (3.100b)
. .+ Ky
ou la matrice A = =-.
ky
5 x1(t)
exi(t) = 1- xt)+e[—=1 0 0] |xi(r)| +€Byu(r) (3.101a)
—-5.317
x2(t)
1 00 xl(t)
%) = 0:5:x0)+[0 1 —1] {0 2 0| |xi(r)| +Bsut) (3.101b)
0 0 3| |x¢)
- K
oi la matrice A ==L La condition de rang (3.84) est respectée. En conclusion, la forme

(3.101) est la forme a perturbations singulieres du systeme linéaire (3.92).
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3.4 Représentation multimodele pour les systémes singuliers

On se propose de déterminer une forme multimodele pour un systeme non linéaire de la
forme (3.1), de maniere systématique, sans perte d’information.
Les fonctions f et g sont supposées continues et bornées dans U C D, avec D leur domaine
de définition. Ce domaine dépend bien slir du nombre de relations dynamiques et statiques
existantes entre les différentes entrées, sorties et états du systeme. Le passage du systeme (3.1)
vers une forme linéaire a parametres variables constitue une premiere étape dans 1’obtention
d’un multimodele [Marx et Ragot, 2008]. En utilisant les techniques qui ont été proposées dans
le chapitre 2, on peut réécrire le systeme (3.1) comme suit :

{ E(x(t),u(t))x(t) = A(x(t),u(t))x(t) +B(x(t),u(r)) ut) (3.102)
y(t) = Clx(r),u(t))x(r) +D(x(t),u(t)) u(r) '

ou les matrices E, A(x,u), B(x,u), C(x,u) et D(x,u) ont des dimensions compatibles avec celles
de x,uety: E(x,u) € R A(x,u) € R™", B(x,u) € R™", C(x,u) € R™", D(x,u) € R,
Les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent intervenir dans une méme relation, de ce fait
E(x,u) n’a pas nécessairement une structure diagonale. De plus, E(x,u) n’est pas nécessaire-
ment de plein rang ligne. On peut considérer sans perte de généralité, que E (x,u) et A(x,u) sont
des matrices carrées ; dans le cas contraire, on complete par des lignes nulles jusqu’a obtention
de matrices ou fonctions matricielles de dimension n x n. De plus, on suppose, sans perte de
généralité, que les relations statiques entre x et u seront incluses dans la premiere équation du
systeme. Ainsi, ces relations statiques entre x et u vont correspondre a une ou plusieurs lignes
nulles dans la matrice E.

Il n’est pas restrictif de supposer nul le terme de transfert direct de la commande vers la sortie,
en effet il suffit d’augmenter le vecteur d’état pour y inclure u = @ et annuler la matrice D de
transfert direct de u vers y dans 1’équation (3.102). Ainsi, le systeme (3.102) devient :

{75 = ey
B L R R
Blx,u) = {B(;C’;L‘)] , Clow) = [ Clou) Do) | xa = {(ﬂ

avec E (x,u) € ROTmx(tm) | £(x i) € RO+Hm>x0tm) - By ) € RUHm>m & (x, i) € RE(4m),
Le systeme (3.103) représente la forme linéaire a parametres variables du systeme non linéaire
(3.1). Compte tenu de la démarche proposée au chapitre précédent, on peut obtenir la forme
multimodele :

E(r,u)ka(t) = i_il wi(xa(0), u(t)) [Aixa(t) + Biu(t)]

) = :rlui(xa(t),u(t))Fixa(t)

1

(3.104)
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Sachant que :

™

E(xu) = (
Alx,u) = (
B(x,u) = (bij(x,u)) (1<i<nsm) (1< j<m)

on définit I’ensemble des variables de prémisse comme 1’union des a; j, b; j, ¢; j et f; j non
constants :

i (X)) 1<i j<ntm

X
4 (X, 1)) 1<i, j<n-tm

V. = {a;j(x,u) # const., b; j(x,u) # const., f; j(x,u) # const., ¢; j(x,u) # const. }

On note plus simplement V, = {z;(x,u),...,zp(x,u) }.

En supposant que ces variables de prémisse soient bornées dans le domaine de fonctionnement
du systeme, on peut appliquer la transformation polytopique convexe pour décomposer les p
variables de prémisse en deux parties. Conformément a la méthodologie systématique dévelop-
pée dans les sections précédentes, on peut définir les fonctions de pondération p;(x,u) comme
produits entre les partitions de chaque variable de prémisse. De méme, les matrices constantes
E;, A;, B, F; du multimodgle (3.104) peuvent étre déterminées a I’aide des maxima et minima
de chacune de ces variables.

En conclusion, un systéme singulier, qui constitue un outil de modélisation adapté a décrire
des processus régis a la fois par des équations dynamiques et des équations statiques, peut se
transformer sous forme multimodele.

3.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment obtenir la forme a perturbations singulieres
pour des systémes linéaires et non linéaires caractérisés par des échelles de temps multiples.

Une méthode existante dans la littérature et basée sur un changement de coordonnées, qui
permet I’obtention de la forme standard a perturbation singuliere est présentée a 1’aide de
I’exemple d’un systéme chimique mettant en lumiere certaines limitations. Une méthode plus
générale qui permet d’éliminer une partie de ces inconvénients a été proposée ensuite.

Une forme multimodele a été proposée pour des systeémes a perturbations singulieres, en
utilisant une technique similaire a celle utilisée pour les systemes non linéaires classiques a une
seule échelle de temps.

"La vie c’est comme une bicyclette, il faut avancer pour ne pas perdre I’équilibre.”
Albert Einstein
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Chapitre 4. Estimation d’état

“La chose la plus incompréhensible a propos de 'univers est qu’il soit compréhensible”
Albert Einstein

4.1 Introduction

4.1.1 Généralités

Les modeles non linéaires se révelent bien adaptés pour la représentation des systemes réels.
Comme déja présenté dans les chapitres précédents, le multimodele répond au probleme d’ex-
tension des méthodes linéaires aux systémes non linéaires, grace a sa structure aisément exploi-
table.

Le comportement dynamique d’un systeme réel peut €tre décrit par un modele mathéma-
tique formé d’équations différentielles liant les variables internes d’état. L’évolution dans le
temps de ces variables exprime 1’évolution du systeme réel. Cette représentation d’état est tres
bien adaptée a la synthese des lois de commande, dont la mise en ceuvre demande la connais-
sance des variables d’état. Comme 1’état complet du systeme peut s’avérer difficile voir impos-
sible a mesurer, a cause des différentes contraintes d’ordre physique, économique ou technolo-
gique, les variables d’état non disponibles doivent étre estimés. Cette reconstruction d’état se
fait habituellement par le biais d’un capteur logiciel, souvent appelé observateur. La reconstruc-
tion d’état -dont le principe est présenté a la figure 4.1- se propose de fournir des estimations
des variables d’état en utilisant des grandeurs connues, comme les entrées et les sorties du sys-
teme. La structure de 1’observateur est réalisée en se basant sur un modele du systeme réel. Des
observateurs plus sophistiqués peuvent étre construits, prenant en compte la présence d’entrées
inconnues ou d’incertitudes du systéme.

d()
u(t) ()
Systeme >
> > X(f) état estimé
.| Observateur

> d(f) entrée inconnue

I estimée

Modele du
systéme

Figure 4.1 — Principe de I’estimation d’état en présence d’entrées inconnues

L’estimation d’état d’un systeme joue un role important dans le contexte de la surveillance
et du diagnostic des systemes, car elle permet de générer des symptomes de défaillance du
systeéme a partir d’'une comparaison entre les variables mesurées et celles estimées. En effet,
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I’observateur est construit a partir d’un modele de bon fonctionnement du systeme. En cas de
défaillance, les données mesurées ne vérifient plus les relations du modele. De ce fait, il y aura
une incohérence entre les données mesurées et les données estimées [Gertler, 1998; Patton et
Frank, 2000]. Comme les systemes physiques présentent souvent des dynamiques complexes et
non linéaires, dans un contexte de diagnostic, il est nécessaire de réaliser I’estimation d’état a
partir d’un modele permettant de représenter le systeme sur une large plage de fonctionnement.
Dans ce cas, 'utilisation des modeéles non linéaires est conseillée.

L’estimation d’état des systemes représentés par des modeles non linéaires est un probleme
difficile a résoudre dans un cadre général. Un apercu de I’ensemble des techniques existantes
de construction d’observateurs pour des systeémes non linéaires a été présenté au chapitre 1.
Parmi les difficultés, on rappelle que toutes ces techniques sont fortement liées a la structure
du modele utilisée. De méme, la notion d’observabilité (la capacité a estimer 1’état a partir des
mesures disponibles) dépend fortement du signal d’excitation appliqué au systeéme et n’est pas
définie dans un contexte global unique.

La plupart des travaux existants sont dédiés a I’estimation d’état des multimodeles a va-
riables de prémisse mesurables, et plus particuliecrement représentées par les variables d’entrée
et de sortie du systetme [Tanaka et Wang, 2001; Bergsten et al., 2002; Guerra et al., 2009].
Malheureusement, dans beaucoup de situations ces variables de prémisse sont les variables
d’état, dont les mesures ne sont pas toujours disponibles. Bien que les principales méthodes
pour construire un MM a partir d’un systeme non linéaire (a savoir la transformation par sec-
teur non linéaire ou la linéarisation autour de points de fonctionnement) conduisent a des MM
a variables de prémisse non mesurables, seuls quelques résultats [Ichalal et al., 2008b, 2009c;
Bergsten et al., 2002; Yoneyama, 2009] sont dédiés a 1’exploitation de ces modeles pour le diag-
nostic et la commande ou I’observation. Ces derniers résultats ont été obtenus uniquement pour
des systemes non linéaires a une seule échelle de temps et non pour des systemes singuliers.
Ceci nous a motivé pour étudier ce type de systeme et quelques résultats sont proposés dans ce
chapitre.

Deux cas sont envisagés suivant que le MM singulier est affecté par des entrées inconnues
ou non. La premiere approche proposée dans ce chapitre concerne les systemes non linéaires
incertains et affectés par des entrées inconnues. La construction d’un observateur proportionnel
intégral a entrées inconnues est réalisée, permettant une estimation simultanée de 1’état du sys-
teme et des entrées inconnues en présence d’incertitudes de modélisation. Cette approche n’a
pas encore été développée, a notre connaissance, dans la littérature.

Une deuxieme approche prend en compte la forme standard des systemes a perturbations
singulieres, pour laquelle une forme multimodele équivalente est proposée. Dans [Marx et al.,
2007] I’estimation d’état pour un modele singulier de type Takagi-Sugeno avec des variables
de prémisse mesurables affecté par des entrées inconnues est présentée. L’ observateur proposé
n’est pas sous une forme singuliere, mais il est présenté sous une forme classique afin de faciliter
I’implémentation. Dans la suite de ce chapitre, cette idée d’utiliser un observateur ayant une
structure classique, afin d’estimer les variables d’état d’un systeme a perturbation singuliere
sera retenue. Cependant, une extension aux multimodeles singuliers a variables de prémisse
non-mesurables est proposée, ce qui constitue une des contributions de ce chapitre.

En présence de perturbations et d’entrées inconnues affectant le systeme a étudier, 1’esti-
mation d’état ne peut pas €tre parfaitement réalisée car la convergence vers zéro de ’erreur
d’estimation d’état ne peut pas €tre assurée. Cependant, il est possible de quantifier et de mini-
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miser I’impact des perturbations sur cette erreur, en minimisant une borne supérieure de I’erreur
de reconstruction. Différentes normes peuvent étre utilisées afin de fournir une estimation de
I’amplitude de I’erreur de reconstruction. Une extension de la norme H.. - classiquement utili-
sée dans le cadre linéaire, mais qui ne peut pas €tre utilisée dans le contexte multimodele - est
réalisée a travers la norme £, [Weinmann, 1991].

Ce chapitre est structuré autour de 1’estimation d’état des systemes non linéaires classiques
a forme explicite et a perturbations singulieres, en section 4.2. Trois observateurs sont proposés,
en sections 4.2.4,4.2.5 et 4.2.6, un observateur pour les systtmes MM, incertains et affectés par
des entrées inconnues, et deux autres pour les systemes a deux échelles de temps affectés ou non
par des entrées inconnues. Les conditions de convergence de I’erreur d’estimation des variables
d’état et des entrées inconnues sont exprimées a I’aide d’inégalités matricielles linéaires (LMI)
en utilisant la méthode de Lyapunov et I’approche £, et chaque méthode est illustrée par un
exemple. Quelques conclusions sont présentées en section 4.3.

4.1.2 Origine des perturbations affectant le systeme

En général, la pertinence de I’estimation d’état dépend fortement de la qualité des mesures
et de la précision du modele utilisé. Cependant, tout modele comporte des imprécisions, car il
est une représentation abstraite plus ou moins conforme du comportement dynamique réel du
systeme. De plus, les variables de commande du systeme, connues et fixées grace au modele
du systeme, ne sont pas les seules a intervenir sur I’évolution du systeme. L’environnement du
systeme agit dans une certaine mesure sur ce dernier, générant différents types de perturbations
qui peuvent affecter la qualité de I’estimation d’état. Ces perturbations -difficiles a maitriser
dans la plupart du temps- doivent étre prises en compte lors de la synthése des observateurs afin
de rendre I’estimation robuste (voir figure 4.2).

La notion de robustesse, fait référence a 1’insensibilité de 1’estimation d’€état vis-a-vis des
perturbations internes ou externes du systeme. L’ appellation perturbation recouvre de nombreux
concepts. Isermann [2006] la définit comme un phénomene difficilement maitrisable qui agit sur
le systeme. Les bruits dans les dispositifs de mesure ou bien les erreurs de transmission sont des
exemples classiques de perturbations externes, alors que les imprécisions / erreurs de modéli-
sation peuvent étre considérées comme des perturbations internes. Comme 1’estimation d’état
fait appel a des mesures extraites du systeme, leur utilisation en présence des perturbations peut
conduire a des estimés biaisées de 1’état du systeme. La présence de signaux de commande non
accessibles a la mesure agissant sur le systeme ou bien un défaut de capteurs ou d’actionneurs
constitue un cas fréquemment rencontré dans les processus réels. Toutes ces signaux, perturba-
tions internes et externes sont modélisés sous le nom d’entrées inconnues. La facon d’aborder
ces variables dans les études d’estimation d’état differe en fonction de la connaissance qu’on
veut avoir sur ces variables. D’un c6té, réaliser la détection, 1’isolation et I’estimation des cer-
taines des entrées inconnues et, d’un autre coté, ignorer d’autres en rendant robuste I’estimation
d’état par rapport a ces entrées inconnues.

Lors de I’estimation ou du diagnostic il faut distinguer deux classes d’entrées inconnues. La
premiere est constituée des signaux sur lesquels on cherche a obtenir des informations les plus
précises possibles (défaut a détecter, localiser ou estimer si possible). La deuxieme est formée
des signaux vis-a-vis desquels on cherche a étre robuste (bruit de mesure dont I’influence sur
I’estimation ou le diagnostic sera minimisée).
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Entrées inconnues Perturbations externes : bruits, défauts, etc.
Entrées Sorties
Systeme

|

Perturbations internes : incertitudes modélisation, etc.

Figure 4.2 — Différentes sources de perturbations affectant un systéme

Les imprécisions de modélisation d’un systeme autonome représenté par un modele linéaire
sont prises en compte de la fagon suivante :

x(t) = (A+AA)x(r) 4.1)

ou A représente la matrice du modele linéaire nominal et AA les incertitudes du systeme. Deux
classes d’incertitudes sont habituellement considérées [Dubuisson, 1990] : incertitudes struc-
turées a dépendance affine (AA = p;A; ou les p; sont de type intervalle) ou bornées en norme
(AA = MF(t)N ot M et N sont des matrices constantes et ou F (t)F(t) < I) et incertitudes
non structurées dont on posséde seulement une majoration de type norme (||AA|| < a).

Remarque 4.1. Dans la suite, seule la forme d’incertitudes structurées bornées en norme sera
considérée.

Dans le contexte multimodele, un systéme incertain se présente comme suit :

i(r) = ) miz(0)[(Ai +AAi(0))x(t) + (Bi + AB;(t) u(t)]
i=1
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (4.2a)
la prise en compte d’incertitudes sur les matrices C et D pouvant également étre considérée. De

méme, un systéme affecté par des entrées inconnues ou par des perturbations externes d(t) est
décrit par la structure suivante :

-
i(r) = ) wilz(0)[Ax(t) + Biu(t) + Eid (1))
i=1
y(t) = Cx(t)+Du(t)+Gd(t) (4.3a)
ou les matrices A;, B;, E;, C, D et G sont de dimensions appropriées.
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4.2 Synthese d’observateurs a variables de prémisse non me-
surables

4.2.1 Observateurs basés sur la structure multimodele

Avant de détailler les résultats proposés dans le cadre de I’estimation de MM (4.3)- (4.2),
nous présentons sur une structure simple de MM (4.4) (sans entrée inconnue, sans incertitude,
non singuliere) ainsi que les difficultés posées par I’estimation de ce type de systemes et les
méthodes généralement utilisées.

La structure des systemes a observer est de la forme suivante :

x(t) = Zul (1) + Bju(t)) (4.42)

yt) = C ()+Du() (4.4b)

Structure de I’observateur basé sur la forme multimodeéle

La structure d’observateur -basée sur la structure multimodele- la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de 1’observateur de Luenberger proposée pour les systemes
linéaires [Luenberger, 1971]. Ce choix s’avere naturel sachant que la structure multimodele
est une combinaison linéaire de sous-modeles linéaires L’ observateur proposé, inspiré de celui
construit pour le cas linéaire a la forme suivante :

x(t) = Zr‘,ui(i(t))(Aif(tHB u(t) +Li(y(t) = 9(z))) (4.52)
5(t) = Cx(t)+Dulr) (4.5b)

Pour déterminer les gains L; de I’observateur (4.5), une étude de stabilité du systeme générant
I’erreur d’estimation d’état doit Etre réalisée, cette erreur étant définie par :

e(t) = x(t)—%(r) (4.6)

Stabilité de ’erreur d’estimation d’état

Tenant compte de la définition de I’erreur d’estimation (4.6) et des dynamiques de 1’état
(4.4) et de son estimé (4.5a), ce systeme s’explicite :

ét) = illi(z(f))(A )+ Biu(t i t)+Bu(t)+LiCe(t)) (4.7)

La dynamique de I’erreur dépend de la connaissance des variables de prémisse z(z) intervenant
dans les fonctions de pondération p;. Le systeme générant 1’erreur d’estimation d’état (4.7) est
obtenu dans un cadre général en considérant que les variables de prémisse z(f) ne sont pas
mesurables. Dans ce cas 1’observateur (4.5) contient une estimation Z(¢) de ces variables.

La plupart des travaux concernant la conception de multi-observateurs d’état suppose que les
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variables de prémisse sont connues (Z(f) = z(r)) [Akhenak et al., 2004; Rodrigues, 2005]. Dans
ce cas, le multi-observateur utilise les mémes variables de prémisse que le modele. Ainsi, une
factorisation par les fonctions de pondération est possible dans 1’évaluation de la dynamique de
I’erreur et le systeme (4.7) devient :

) = Y lt)(Ai~ LC)elr) @3)
i=1

Comme le systeme (4.8) est un systeme autonome sous forme multimodele, dans ce cas des ré-
sultats classiques de stabilité des multimodeles a variables de prémisse non mesurables peuvent
étre appliqués [Tanaka et Wang, 2001; Bergsten et al., 2002; Ichalal et al., 2009c].

La méthode de Lyapunov [Liapounoff, 1907] permet d’examiner la stabilité d’un systeéme
linéaire ou non linéaire par I’analyse de la décroissance d’une fonction scalaire, sans calculer
une solution explicite des équations du systeme. Les résultats basés sur la méthode de Lyapunov
sont exprimés en termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI), les LMI ayant été€ introduites
dans le controle linéaire et robuste au début des années 1990 par Boyd et al. [1994], et dans la
communauté intéressée par les études dans le contrdle floue, par Tanaka et al. [1996], Tanaka et
Wang [2001].

Le résultat suivant, basé sur le choix d’une fonction quadratique de Lyapunov V(e(t)) =
e(t)T Pe(t) ou P = PT > 0, offre des conditions suffisantes de stabilité de I’erreur d’estimation.

Théoreme 4.1. Le systeme (4.8) est quadratiquement stable s’il existe une matrice symétrique et
définie positive P € R™" et des matrices L; telles que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Ai—L,C)TP+P(A;—L;C) <0, i=1,..r (4.9)

Une formulation LMI de (4.9) est obtenue en faisant le changement de variable K; = PL;.
La stabilité du multimodele est donc liée, d’une part, a la stabilité des sous-modeles, et d’autre
part, a I’existence d’une matrice de Lyapunov commune a tous les sous-modeles. La recherche
analytique de la matrice P satisfaisant les inégalités demandées peut s’avérer difficile (méme
dans les cas a faible dimension) ; toutefois, il existe des algorithmes d’optimisation convexe effi-
caces capables d’offrir des solutions numériques a ce probleme [Boyd et al., 1994]. Cependant,
pour un nombre élevé de sous-modeles r, les conditions (4.9) peuvent étre conservatrices dans
le sens ou il est difficile de trouver une matrice P unique respectant I’ensemble des conditions
(4.9). D’autres techniques ont €té proposées ensuite afin de réduire le conservatisme de ce résul-
tat en utilisant d’autres fonctions de Lyapunov, poly-quadratiques [Chadli, 2002; Tanaka et al.,
2003; Fang et al., 2006; Kruszewski, 2006] ou non quadratiques [Boyd et al., 1994; Johansson,
1999]. Ce dernier type de fonction fournit des conditions de stabilité exprimées en terme d’in-
égalités matricielles bilinéaires (BMI) qui sont en général plus difficiles a résoudre que les LMI.

Les résultats proposés dans [Bergsten et al., 2001] proposent des conditions de convergence
d’estimation d’état vers zéro en se basant sur I’observateur de Thau-Luenberger [Thau, 1973] :

Théoreme 4.2. L’erreur d’estimation d’état entre le modéle Takagi-Sugeno et I’observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe des matrices P,Q € R"*" > 0, des matrices
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K; € R et un scalaire y > 0 tels que :

PA+ATP—K,C-CT'K] < 0, i=1,..r (4.10)
—Q+7y1 P
{ » <0 4.11)

Des incertitudes de modélisation sont prises en compte dans [Bergsten et al., 2002] ol un
observateur a2 mode glissant a été concu. Les travaux de [Ichalal, 2009] et [ Yoneyama, 2009]
traitent le probleme d’estimation d’état des systeémes sous forme multimodele avec des variables
de prémisse non mesurables en cherchant a réduire le conservatisme des résultats précédents.
Dans Ichalal et al. [2009¢, 2010] I’approche Lipschitz est améliorée, il n’y a pas de AA, AB dans
ces articles c’est juste une réécriture. Deux observateurs, proportionnel intégral et proportionnel
multi-intégral a entrées inconnues ont été proposés dans Ichalal et al. [2009b] et représentent
une extension de ce type d’observateurs du cas linéaire au cas non linéaire. Dans Ichalal et al.
[2009a] I’estimation est réalisée par 1’approche L, en considérant un systéme a incertitudes
bornées.

4.2.2 Approche £,

L’estimation d’état utilise de fagon classique un modele du systeme et des mesures col-
lectées sur ce dernier. Cependant, si le modele du systeme est imparfait et notamment si les
perturbations n’ont pas été prises en compte dans la description, la convergence vers zéro de
I’erreur d’estimation d’état ne peut pas étre assurée. A cet effet, la norme £, -extension directe
de la norme H., [Weinmann, 1991; Van der Schaft, 1992] - peut étre utilisée afin d’évaluer I’er-
reur d’estimation et ceci en particulier pour les systemes a parametres variables dans le temps.
Plus particulierement, griace a cette norme, on peut quantifier une borne supérieure du gain entre
I’énergie de I’entrée et celle de la sortie pour toutes les trajectoires paramétriques admissibles
du systeme [Bara, 2001].

Définition 4.1. La norme L, d’un signal s(t) de carré intégrable est notée et définie par :

Is@)ll, = /0 s()Ts(1)dr 4.12)
Définition 4.2. La norme L; induite d’un systéme est définie par
1Y)l
SUP [u(r) ], 70 [u(0)][], (4.13)

ou u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie a énergie bornée, au sens
de la norme ||-||, du systeme considéré. Cette norme est une mesure du plus grand taux d’am-
plification énergétique de u(t) sur y(t).

En considérant un systéme de la forme (4.3) affecté par des perturbations notées d(t), bor-
nées en norme, 1’observateur de type proportionnel(4.5), la dynamique de I’erreur d’estimation
d’état dépend de I’erreur mais aussi de la perturbation d(z). En effet, dans le cas simple ou les
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variables de prémisse sont mesurables (i.e. i; = fl;) le systeme (4.8) devient :

r

é(t) = Y wiz(0)[(Ai—LiC)e(r) + (E; — LiG)d(t)] (4.14)
i=1

Ainsi, les gains L; de I’observateur réglent directement I’'impact de la perturbation d(z) sur I’er-
reur d’estimation e(t).

L objectif de la synthese d’observateur se pose dans les termes suivants : trouver les gains
L; de I’ observateur (4.5) pour

— assurer la convergence de I’erreur d’estimation d’état e(¢) en absence de perturbations

— atténuer I'influence de la perturbation d(¢) sur I’erreur d’estimation d’état e(7)

Cet objectif se traduit par les contraintes de performances suivantes :

}L@oe(t) =0 avec d(t) = 0 (4.15)
le@l, <7Id@)l, avee  d(t) # 0 et e(0) = 0 (4.16)

La premiere contrainte garantit la convergence de I’erreur d’estimation vers zéro si aucune
perturbation n’agit sur le systéme.

La seconde assure la précision de la reconstruction en présence d’une perturbation d(t) sur
le systeme. En effet, y est un scalaire positif a déterminer qui indique le niveau d’atténuation
entre d(t) et I'erreur e(z). Le but est de minimiser la norme £, entre la perturbation d(t) et
Ierreur e(t), la précision de I’estimation étant ainsi fixée au moyen de la valeur de 7y qui doit
étre minimisée.

Ces objectifs sont atteints s’il existe une fonction de Lyapunov V (¢) telle que V(¢)e” (¢)e(t) —
Y’o(t)T(t) < 0 [Boyd et al., 1994]. En choisissant V(1) = e’ (¢t)Pe(t) avec P = PT >0 on
obtient :

Théoreme 4.3. L’erreur d’estimation entre ’observateur (4.5) et le systéme (4.3) vérifie (4.15)
et (4.16) s’il existe P = PT > 0, K; et un scalaire positif y tels que

I+PA;—KC+ATP—CTKT PE;—K,G
(PEl-—Kl-lG)T i 2 <0 4.17)

Les gains L; sont donnés par L; = PK,.

Dans le calcul de la dynamique de I’erreur d’estimation d’état (4.14) on a considéré que les
variables de prémisse sont mesurables.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire se placent principalement dans le cadre
plus général et plus complexe des variables de décision non mesurables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les modeles des processus réels ol le multimodele est obtenu par la
transformation pae secteur non linéaire. Elle n’a été traitée que récemment dans les travaux de
Bergsten et Palm [2000], Bergsten et al. [2001] et de facon plus élaborée dans [Ichalal, 2009].
La synthese d’observateurs consiste a prouver que I’erreur d’estimation converge vers z€ro en
absence de perturbations, ou bien, que I’influence des signaux inconnus sur 1’erreur d’estima-
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tion est bornée et minimisée.

4.2.3 Description des systemes non linéaires a variables de prémisse non
mesurables

Approche par isolation des perturbations

Soit le systeme non linéaire présenté sous forme multimodele (4.4) avec des variables de
prémisse non mesurables. Pour s’affranchir de cette méconnaissance, une approche consiste a
transformer le multimodele en isolant les variables de prémisse non mesurables dans un terme
de perturbation [Ichalal, 2009]. Pour cela, I’idée est de faire intervenir les variables de prémisse
estimées dans les fonctions de pondération. On peut alors écrire de fagcon équivalente 1’état du
systeme (4.4) comme suit :

i 1)+ Biu(t)+ o(t)] (4.18)

en traitant dans (4.4) le terme dépendant des variables z(#) non mesurables comme une pertur-
bation o(t) :
.
= ) [w wi(2(0))] [Aix() + Biu(1)] (4.19)
i=1

La synthése d’observateur pour (4.18) consistera alors & minimiser le gain £, de I’entrée w(t)
sur I’erreur d’estimation.

Approche par incertitudes bornées

Une autre méthode, également basée sur I’introduction des u;(%) dans ’équation du sys-
teme, consiste a faire apparaitre 1’erreur d’estimation des variables de prémisse sous la forme
d’incertitudes bornées dans les matrices d’état du systeme. Pour cela, on définit les matrices :

-
&
<
=

AA(l) = (4.20)
i=1

() = Y 6(0B (421)
i=1

§(1) = wlz(t) — mlz(0) (4.22)

M(t) = A8(t)Iy (4.23)

As(t) = B&s(t)ls (4.24)
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avec
8y(1)1, 0 1]
A = [A .. A, Talt) = : : , Iao=
YT ] s
61(I)Im 0 L,
B = [B] Br], FB(I) = , Ip =
0 8(1)h 1 |

Grice aux propriétés de convexité des fonctions de pondération on peut écrire —1 < §;(r) < 1
d’ou :

TA(0)Ta(t) < (4.26)
(1) Tp(r) < (4.27)
Le systeme (4.4) devient un multimodele incertain ou les incertitudes sont bornées :
r
Y wi(2(0))[(Ai + AA(1))x() + (B +AB(7) Ju(r)] (4.28)
i=1

Approche par incertitudes constantes

Soit le systeme non linéaire présenté sous forme multimodele (4.4). Grace a la propriété de
somme convexe des fonctions de pondération on peut écrire :

i — oM = (iw )Zul A—(zu, ) ilm(z(r)A,

i=1

= Z wi(z(2)) 1 (2(2)) (A — A)) (4.29)
i,j=1

ou la notation suivante est utilisée :

Compte tenu de (4.29) le systeme (4.18) peut étre écrit :

r

2(t) = Y wiz()wi(2())[(A)+ A4 j)x(t) + (B + AB; j)u(1)] (4.30)
ij=1
ou
AAij = Aj—A; (4.31)
AB,‘J = B,‘—Bj (432)
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On a ainsi transformé un multimodele en un systeme incertain dans lequel les incertitudes sont
parfaitement connues et représentés par des matrices constantes [Ichalal, 2009]. Les trois écri-
tures proposées seront exploitées dans la suite de ce chapitre. De plus, il s’agit de transforma-
tions équivalentes du multimodele de départ.

4.2.4 Estimation d’état de MM incertains en présence d’entrées incon-
nues

Positionnement du probleme

Les entrées inconnues peuvent représenter une partie des commandes non accessibles a la
mesure, des perturbations non mesurables ou bien un défaut affectant un systeme. L’estimation
de ces entrées inconnues effectuée conjointement avec les états du systeme peut servir a la
génération de signaux indicateurs de défauts, mais insensibles aux perturbations. En revanche,
ne pas prendre en compte ces entrées inconnues dans la phase de synthese d’un observateur
peut générer des signaux indicateurs corrompus par ces entrées inconnues.

Un observateur a entrées inconnues (Unknown Input Observer UIO) fournit une estimation
de I’état du systeme et ce, en dépit de la présence d’entrées inconnues agissant sur le systeme.
Ces observateurs ont fait I’objet de nombreux travaux de recherche et leurs propriétés sont
parfaitement connues pour les systemes linéaires.

Deux catégories principales d’observateurs a entrées inconnues sont fréquemment rencontrées :

1. Une premiere catégorie est basée sur I'idée de découplage entre [’entrée inconnue et
I’erreur d’estimation afin de rendre 1’erreur d’estimation insensible a ces entrées incon-
nues [Yang et Wilde, 1988; Hou et Muller, 1992; Gaddouna et al., 1994; Darouach et al.,
1994; Corless et Tu, 1998]. Un découplage parfait nécessite des conditions structurelles
pour que I’estimation soit parfaitement indépendante des entrées inconnues. Dans cette
approche, I’estimation des entrées inconnues n’est pas prise en compte. Cependant, I’es-
timation d’état ainsi réalisée peut servir ensuite a 1’ estimation des entrées inconnues. Les
dérivées temporelles des sorties du systeme sont souvent nécessaires a I’obtention d’une
telle estimation [Hou et Patton, 1998]. Or, la sortie d’un systeme est inévitablement en-
tachée de bruits de mesure. La dérivation sur un tel signal peut par conséquent s’avérer
délicate et doit étre évitée. L'extension de ce type d’observateur a des systemes non li-
néaires caractérisés par un multimodele a été abordée simultanément par Akhenak et al.
[2004] et Rodrigues [2005]. Les approches utilisées pour la conception des observateurs
a entrées inconnues s’inspirent de 1’observateur initialement proposé par [Darouach et al.,
1994] pour les systemes linéaires invariants dans le temps (LTT).

2. La deuxieme catégorie ne cherche pas a découpler parfaitement les entrées inconnues
vis-a-vis de 1’erreur d’estimation, mais cherche a minimiser leur influence sur 1’erreur
d’estimation. Cette approche permet par conséquent de relaxer les contraintes structu-
relles de découplage. Cette approche permet également 1’ estimation simultanée de [’ état

et des entrées inconnues du systeme souvent au moyen d’une action intégrale améliorant
I’estimation d’état [Soffker, 2005; Marx et al., 2003; Ichalal et al., 2009b].

Un observateur a gain proportionnel intégral appartenant a la seconde catégorie d’observateurs
sera proposé dans cette section. Il est important de remarquer que la structure de I’observateur
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PI a entrées inconnues n’est pas la méme que celle de I’observateur PI exploitée classiquement
[Kaczorek, 1979]. Une appellation similaire est toutefois utilisée, en raison de I’action intégrale
introduite dans la structure de 1’observateur. Leur différence provient de la facon dont cette
action intégrale est mise a profit. Ici elle est destinée a fournir une estimation des entrées incon-
nues agissant sur le systeme alors que dans le cas classique elle peut €tre mise a profit afin de
garantir les performances dynamiques de 1’observateur. A la figure 4.3 est présenté un schéma
d’un observateur proportionnel intégral a entrées inconnues.

d(1)

u(t) Systeme -

A 2,

\
A
=
,ijs
T

()

Y
Q
S

)
=
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>=>
—~
-~
=
<>
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Figure 4.3 — Structure d’un observateur proportionnel-intégral (PI)

De tels observateurs fournissent une bonne estimation de I’entrée inconnue, méme en pré-
sence de bruit de mesure, et I’introduction d’un gain intégral contribue a réduire le conserva-
tisme des conditions de convergence de I’erreur d’estimation dans la mesure ou il constitue
un degré de liberté supplémentaire. Toutefois, I’hypothese d’entrées inconnues constantes est
nécessaire pour la démonstration de la convergence de I’erreur d’estimation vers zéro. Théo-
riquement, cette hypothese réduit la classe de signaux pouvant étre estimés par 1’observateur
PI, cependant, en pratique, il est possible d’estimer des signaux ayant des dynamiques lentes
en augmentant le gain de I’observateur. Dans cette optique, un observateur PI est proposé dans
Xiong et Saif [2003] en ajoutant un parametre scalaire dans le retour intégral afin de régler, le
plus finement possible, I’estimation des entrées inconnues. L’inconvénient d’une telle démarche
est I’augmentation de la sensibilité au bruit de mesure avec I’augmentation des gains de 1’ obser-
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vateur [Koenig et Mammar, 2002], ce qui mene a la recherche d’un compromis entre robustesse
et performances de I’observateur.

Dans le contexte multimodele a variables de prémisse non mesurables, pour la conception
d’observateurs a entrées inconnues pour un multimodele, on peut citer les travaux de [Chen et
Saif, 2007] - qui généralisent 1’observateur proposé dans [Bergsten et Palm, 2000] - ainsi que
ceux de Ichalal et al. [2009b]; Ichalal [2009].

Dans ce qui suit on propose la conception d’un observateur pour des systemes sous forme
multimodele affectés par des entrées inconnues, en considérant en plus la présence d’incerti-
tudes dues aux erreurs de modélisation. La difficulté due aux variables de prémisse non mesu-
rables est traitée en utilisant la transformation décrite a la section 4.2.3. A notre connaissance,
cette méthode de synthese n’a pas encore été traitée dans la littérature et représente un intérét
d’un point de vue applicatif, comme cela sera présenté dans le chapitre prochain.

Représentation multimodele d’un systéme incertain

On considere le systéme incertain sous forme multimodele affecté par des entrées incon-
nues :

X(r) = ii“"(x(‘)) [(Ai+AA;(2))x(t) + (Bi + AB;(1) Ju(t) + Eid (1)] (4.33a)
y(1) = Cx(1)+Gd(r) (4.33b)

ol x(7) € R" est I’état du systeme, u(t) € R™ représente ’entrée connue, d(t) € RY I’entrée
inconnue, y(t) € R’ 1a sortie mesurée, les matrices ayant des dimensions appropriées, les incer-
titudes AA;(r) et AB;(t) satisfont les contraintes :

AAi(t) = MIF,(t)N} (4.34a)
ABi(t) = MPFy(r)N? (4.34b)
ou M{, NY, Mf’ , Nl.b sont des matrices connues constantes et de dimensions appropriées. Les

fonctions F,(t) € R/1*/1 et F,(t) € R/2*/2 sont des fonctions matricielles inconnues satisfaisant
les contraintes

(4.35a)
(4.35b)

IN A

L’espace paramétrique des éléments (A; + AA;(t),B; + AB;(t)) constitue le domaine d’incerti-
tude paramétrique, les incertitudes étant bornées. Plusieurs arguments en faveur de I’ utilisation
de cette forme d’incertitudes sont présentés dans [Kahargonekar et al., 1990].

Rappelons que les fonctions de pondération u; satisfont la propriété de somme convexe
suivante

Y () =1, OSuG() <1, Walt), W20, i=Lor @36
i=1

et qu’elles dépendent des variables d’état qui ne sont pas nécessairement disponibles a la me-
sure.
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Synthése d’un observateur proportionnel-intégral

Dans la suite, I’hypothese suivante est faite
Hypotheése 4.1. L’entrée inconnue est constante : d(t) = 0.

Dans la synthese d’un observateur proportionnel intégral, méme si cette hypothese est né-
cessaire pour la démonstration théorique de la convergence de 1’erreur d’estimation d’état, elle
peut étre relaxée dans les applications pratiques [Koenig et Mammar, 2002].

Afin d’estimer conjointement les €tats et les entrées inconnues, 1’observateur proportionnel in-
tégral (Proportional Integral Observer P10O) suivant est proposé :

£(1) iui(ﬁ(t)) (Aik(t) + Biu(t) + Ed(t) + LE (y(t) — 5(2))) (4.37a)
i=1

&) = ¥ wGO)L () —50)) (4.37b)
i=1

$(1) =Cx(1) + Gd (1) (4.37¢)

La construction de I’observateur se résume a trouver les gains L et L tels que I’erreur d’estima-
tion de I’état et de I’entrée inconnue soient générées par un systeme stable. Le résultat suivant
résume la procédure de synthese de 1’observateur :

Théoreme 4.4. L’observateur (4.37) qui estime [’état et I’entrée inconnue du systeme (4.33)
tout en minimisant Y le gain Ly du transfert des entrées connues et inconnues vers l’erreur
d’estimation des états et des entrées inconnues est obtenu en recherchant des matrices définies
positives et symétriques Py € R+a)x(n+4) of Py € R"™ " des matrices P i € RHDXL ot des
scalaires positifs €1; et &; qui minimisent 'y = }/2 sous les contraintes LMI suivantes

Mi<0,i=1,....r (4.38a)

2
:Ml‘i-l—./\/lij-i-/\/lﬁ<0, 1<i#j<r (4.38b)

ou M;j est définie par

el! 2 o ef prM PM
% @?f PB; PE PM* PMP
My = | * * @& 0 0 0 (4.39)
* * x =7, 0 0
* * * * —&l fi 0
| * * * * * —&ily, |

avec

©l = L +S(PA;—P)C), ©; = Pi(Ai—4)), O = P(E—E)
02 = eNTINI+S(PA),  ©F = exNIN! —7I,
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et les définitions suivantes :
o = _ |Ai E i A
c =[C G, A = [0 0}, A = {0},

c- [ w- e

Les gains de ’observateur sont obtenus comme suit

P
r

B } = P 'P; (4.40)

Notations. Les symboles * dans une matrice bloc indiquent les blocs induits par la symétrie.
Pour toute matrice M, S(M) est définie par S(M) = M+ M.

Démonstration. Définissons le vecteur d’état augmenté et son estimé respectivement par

w) = [ a0 = [0 @an)

eq(t) = xq(t) —24(1)

Le systeme (4.33) et I’observateur (4.37) s’écrivent alors

Xa(t) = i{ﬂi(xa(l)) [(Aj+AA;(1))xa(t) + (Bi + AB;(t) Ju(r)] (4.42a)
¥(1) = Cxalt) (4.42b)
et
£a(t) = iluj(;ea(z)) [Aj£4(t) + LjCeq(t) + Bju(r)] (4.43a)
=
P(t) = Cxy(1) (4.43b)

avec les définitions suivantes :

5= 8], w0 = (40 2. w0 - [40]. mo - [4]

Il faut remarquer que dans 1’équation (4.42) les fonctions de pondération dépendent de x,(z),
alors que dans (4.43) elles dépendent de £,(¢). Pour faire face a la difficulté d’exprimer I’erreur
d’estimation de 1’état augmenté d’une facon exploitable, (4.42) est réécrit, en se basant sur la
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propriété (4.36),

xa(t) - Z

i=1j

1u,-(xa(t))u;()?a(t)) [(Aj+Ai —Aj+ DA (1))x4 (1)

-I-(Ej-I-E,-—Ej—l-Ei(Z))u(t)] (4.44)

r

La forme ainsi obtenue se compare plus aisément a celle de 1’observateur (4.43). En consé-
quence, I’erreur d’estimation de 1’état augmenté obéit au systeme non linéaire suivant

O] =X X oo { [P 1C A A 0] fen )]

Lo ann a0} (4.450)
a8} =llore ) [e)d(tt))} (4.45b)

ou M)l = [AAl(r) 0].
Soit V(e,(t),x(2)) 1a fonction Lyapunov candidate définie par :
T
viioo) = |0] [0 2] %] (449

ou P; et P, sont des matrices symétriques et définies positives. L’ objectif est de trouver les gains
de I’observateur qui minimisent le gain £, du transfert des entrées connues u(f) et inconnues
d(t) vers I’erreur d’estimation de 1’état et de I’entrée inconnue e,(¢). Le gain est borné par 7 si
[Boyd et al., 1994]

V (ea(t),x(0)) + €l (1)ea(t) — P (t)u(t) +d" ())d (1)) < 0 (4.47)

En considérant la fonction de Lyapunov (4.46) et la trajectoire de e,(¢) définie par (4.45), I'in-
égalité (4.47) peut étre écrite

T rwll 12 13 14
ea(t) lPij N lPz‘j eq(t)

L
ror . e x(t) * CI)l22 (1)123 PE; x(t)
i—lj;”l(xa(m“](xa(t)) u(t) . % —Yszm 0 u(t) <0 (4.48)
d(t) * * % _ Zlq d(t)
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w!l = S(PA;—PL;C)+1
OF = Pi(Ai—A;+MA(1))
@ = PAB(r)

¢!t = P(E—Ej)

D = S(PA;+PAA(1))
@7 = P(Bi+ABi(1))

La résolution de (4.48) est rendue délicate par la présence des perturbations AA;(z) et AB;(t).
En séparant les termes variant avec le temps, (4.48) devient

T 11 12 14
WO ([ v o
* ‘Pij ‘Pij PE;

— = u(t * * —'}/2[ 0
=1j=1 m
- d(t * * * — 2Iq
P! 0 "ot 01" ea(t)
PM¢ N¢ PM? 0 x(t)
+S 0 Fy(1) o | T 0 Fy(t) NPT u(t) <0 (4.49)
0 0 0 0 (1)

1};12 = PI(AZ'—AJ')
P = S(PA)
y? — pB;

Rappelons que pour toutes matrices X, Y et F(7) de dimensions appropriées et satisfaisant
F(t)TF(t) <1 et pour tout scalaire positif € I'inégalité suivante est respectée :

XF()YT+YF()TXT <exx? +¢e lyy? (4.50)

En utilisant ’inégalité précédente (4.50) et la propriété (4.34) des fonctions Fy () et Fy(t), on
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peut déduire que (4.49) est satisfaite si I’inégalité suivante est respectée :

PO S O

i=1j=1 * * —Ylp 0
2
* * 0 — Iq
_ _ _ _ T
PIM? PIM? g Ple.7 PIM?
1 | BM} | | BM] M| | PMP
Sla o o] a0 | ] o
0 0 0 0
0 07" 0 01"
NeT || NaT 0 0
+ & 6 6 + & N.bT N.bT <0 (451)
l l
0 0 0 0

En utilisant le complément de Schur et définissant P; = P\Lj et 7 = 2, linégalité précédente
devient

L X By Ga() My <0 452)

avec M;; définie dans (4.39). De plus, en utilisant le résultat [Tuan et al., 2001] que pour tout
i=1,...ret1<i#j<r

g . M;i <0
Y ) wi(RujRMi; <0< { ) (4.53)
i=1 =1 M+ M+ M;i <0
On peut déduire que (4.52) est satisfaite si (4.38) I’est, ce qui acheve la preuve. [

Remarque 4.2. Dans le cas ou le systeme est affecté a la fois par des entrées inconnues a
estimer d(t) et des perturbations qu’on ne cherche pas a reconstruire w(t), le systéeme (4.33)
devient

x(t) = Z,u,-(x(t)) ((Aj+AA;(1))x(t) + (Bi + AB;(t))u(t) + Eid(t) + Fw(t)) (4.54a)
y(t) = Cx(t)+Gd(t)+Hw(t) (4.54b)
Le résultat précédent peut étre facilement adapté afin d’estimer les deux variables x(t) et d(t)

tout en minimisant 'influence de w(t) sur les erreurs d’estimation. On peut facilement voir que
les matrices M;; de (4.38) doivent étre remplacées par M;; définie par

- M Wi
M, = [* _an} (4.55)
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avec
¥ = [(PH-PF)" F'P 00 (4.56)
H = [H"0] (4.57)
F; = [F'0] (4.58)

Le théoreme 4.4 s’applique alors avec ces nouvelles définitions.

Exemple

On reprend le systeme de trois cuves décrit a la section 2.2.8, qui est un systeme non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entrées (Q; et Q») et deux sorties (x; et xp). Les
débits Qr1, O et Qy3 représentant des débits de fuite €ventuelle au niveau des cuves seront
pris en compte ici, contrairement a I’étude effectuée en chapitre 2 ou ils étaient considérés nuls.
Plus précisément, on cherche a estimer Q; et Q> et a €tre robuste vis-a-vis de Q3.

Ce systeme est représenté par les équations suivantes :

1
x1(t) = §Q1 — Wi 3(x)\/2g |x1(t) )|——Qf1()

1 1
Xg(t) = §Q2 —I—W32 \/2g|X3 xZ(l‘)l——OCQSn\/ngZl ——szl‘ (4.59)
03(1) = Wiz(x)v/2gxi(t) —xs(t)| — Ws2(x)v/2¢ |x3 () )\——Qf3()

y(it) = Cx(t1)+Gd(r)

ou pour des raisons de simplicité des notations, on définit :

Sn )
Wir(x) = Ocigsgn[xi(t)—xk(t)], i £k (4.60)
Définissons
x|
B Y _ _ | 95 _
Sl B P B PR A B

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée, de sortie, d’entrée inconnue a estimer et d’entrée incon-
nue de perturbation intervenant dans (4.54).
Les matrices C et G sont données par :

1 00
C = [010], G = 0O2x2 (4.62)

Conformément a I’hypothese 2.1, les niveaux dans les trois cuves sont bornés : x € Ri.

Hypothese 4.2. Supposons que les parameétres d’écoulement du modeéle o et oy possédent des
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incertitudes bornées

OCI(Z‘) = al(t)+6(x1(t) (4.63)
062(2‘) = 062(1‘)—|-5062(t) (4.64)

générant dans la matrice A une incertitude AA(t) satisfaisant les contraintes (4.34).

Transformation des équations sous forme multimodéle
Pour écrire le systeme des trois cuves sous forme multimodele équivalente ; on utilise une
somme pondérée des états, grice aux scalaires réels A; et ¥ (i = 1,...,n). Le choix de ces sca-
laires -comme précisé de facon plus détaillée en chapitre 2- donne la possibilité de mettre en
évidence plusieurs formes quasi-LPV et ainsi d’obtenir plusieurs formes multimodeles.
Définissons, en fonction de ces sommes pondérées et en utilisant I’hypothese 2.1, les variables
de prémisse suivantes :

2(x) = W” W3 e a0 (4.65)
Ellx,()
. OCQS,, 2g
nx) = S )T(z) (4.66)
zx) = W” \/2g\x3 > (1)) (4.67)
Z%xz()

Avec I’hypothese 4.2, le systeme (4.59) prend la forme quasi-LPV :

x(t) = [A(z1,22,23) + AA(1)] x(t) + Bu(t) + Ed(t) + F w(t) (4.68)
Y1) = Cx(1) (4.69)

Cette forme met en évidence les entrées inconnues d et w séparément des entrées u. Les matrices
A(z1,22,23), AA(t), B, E et F sont définies comme suit :

— M7 (x) — 271 (x) — 321 (x)
A(z1,22,23) +AA(1) = n123(x) %23(x) —22(x) %23(x) (4.70)
MZ1(x) —nz(x) AZix) —pnix) BZix) - pnx)
a0 = () +8 (t)%sgn(xl ) V28 (1)~ %)l @.71)
'§1 lix,'(t)
L) = wl)+ @(z)S—S” xj_i) 472)
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Notons :
Sy 2 -
Aay(r) = &(ﬁ;sgn(xl(t)—xs(t))\/g (1) =% 0) (4.73)
Y Aixi(t)
i=1
S, [ 2
Boolt) = ()7 Xz_i) (4.74)
1 0 _l 0 0
S S 0
B= 1,11, E-= o 1|, F = 1 (4.75)
S S L
0 0 0 S

—llA(Xl (l‘) —ﬂ,zAOCI (l‘) —A3A061 (l‘)
AA(t) = 0 —Aap(t) 0 (4.76)
)LlAOCI (l‘) /12AOC1 (I) 7L3AOC1 (l)

Hypotheése 4.3. Sachant que les niveaux dans les trois cuves sont bornés, conformément a
I’hypothése 2.1, alors on peut déduire que Aoy (t) et Aap(t) sont bornés.

Conformément a I’hypothese 4.2 I’incertitude s’écrit AA(t) = M,F,(t)N, avec les matrices :

—0.1 0

_ _ _ (Ao (1) 0 M A A
M, — 0o1 0615 , Fa(t)—{ ! Aaz(t)], N, = {0 2 3@

En utilisant la transformation polytopique convexe, les variables z; peuvent s’€crire comme
dans (2.82) ou les scalaires z;; et z;, sont définis par (2.83) et les fonctions Fj; et Fj, sont
données par (2.84).
Ainsi, le multimodgle est composé de 8 = 23 sous-modeles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme dans (2.85). Les matrices constantes de chaque sous-modeles sont données
parA; = A(ZLGil 7Z2,Gi27Z3.o.3) i=1,...,8 ol la matrice A(z],22,23) est donnée en (4.70). Compte
tenu des définitions (4.75): onaB;=B,E;=EetF;,=F pourtout (i=1,...,8).
Finalement, le systéme (4.68) est réécrit sous la forme (4.54) avec AB;(t) =0,G =0, H =0.
Criteres d’observabilité pour le choix de la forme multimodele
Pour construire un observateur basé sur un multimodele, la propriété d’observabilité doit étre
assurée. Comme précisé en chapitre 2, I’observabilité de chaque sous-modele est nécessaire
pour assurer 1’observabilité du multimodele global.
Conformément a 1’étude effectuée en section 2.2.8 concernant les criteres d’observabilité pour
le choix du MM, les multimodeles avec A3 = 73 = 0 doivent étre évitées car la condition d’ob-
servabilité (2.89) n’est pas respectée.
Résultats d’estimation des hauteurs et des fuites
A partir de la forme multimodéle obtenue pour le systéme des trois cuves, un observateur PI
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(4.37c¢) est construit. Le théoreme 4 est utilisé pour la synthese de 1’ observateur et pour expliciter
les conditions de convergence de I’estimation de I’état et de 1’entrée inconnue.

Les LMIs (4.38) sont résolues par rapport aux scalaires €;;, &; (i = 1,...,8), aux matrices
Pj e R>*2 (j=1,...,8) et aux matrices P € R>*> et P, € R3*3 qui ne seront pas présentés ici.
Les gains L; € R>*2 de I’observateur obtenus sont :

1.51 —0.63 ] [ 1.61 —0.50 | [ 1.50 —0.63 ]
—2.65 1.12 1.46  1.10 —2.65 2.02
Li=| 115 —-069 | L,=| —341 —-035| Lz3=| 120 —0.60
0.23  0.05 —1.03 2.05 0 -0.5
| 047 2.04 | 07 0.04 | 044 1.02
[ 1.61 —0.50 ] [ 287 —0.65 | [ 292 —0.58 |
1.46  2.01 -2.52 1.17 1.54 1.15
Ly=| —-340 —035| Ls=| 106 —135| Lg¢=| —3.23 —0.73 (4.78)
023 —0.15 1.42  1.35 0.15 0.78
122 132 | —223 —0.23 | | —041 —1.54 |
[ 287 —0.65 ] [ 311 —-04 |
—2.53 2.08 1.83 232
L= 106 —135| Lg=| —2.79 —0.35
1.30  0.02 223 25
| 0.17 040 | 0.56 0 |

qui minimisent le gain £, de transfert des entrées connues u et inconnues d vers I’erreur d’es-
timation d’étate : Y= 1.14.

Les résultats d’estimation des variables d’état - les niveaux d’eau dans les trois cuves - sont
illustrés a la figure 4.4. Une convergence rapide des états estimés par 1’observateur peut étre
remarquée, les écarts d’estimation au voisinage de 1’origine étant dlis au choix arbitraire des
conditions initiales de 1’observateur.

Comme on peut le remarquer a la figure 4.5, les entrées inconnues QO et QO ne sont pas
constantes, ce qui €tait une hypothese exigée dans le cadre de la construction du P1O. Toutefois,
les résultats d’estimation obtenus montrent qu’il suffit d’avoir un signal de dynamique lente afin
d’obtenir des bons résultats d’estimation de 1’état et de I’entrée inconnue.

La figure 4.6 permet de visualiser les parametres d’écoulement o (¢) et o (¢) générant des
incertitudes bornées dans la matrice d’état A.

4.2.5 Estimation d’état de MM a deux échelles de temps
Positionnement du probleme

La modélisation des systemes ayant deux échelles de temps est souvent réalisée a 1’aide
de la forme singuliere, traitée en détail au cours du chapitre 3. En supposant que la forme
standard singuliere est obtenue, le cas limite ou le parametre de perturbation singuliere tend
vers z€ro demande la résolution d’un systeme algébrique afin d’extraire les variables rapides et
les remplacer dans I’ODE correspondant aux variables lentes. Ceci ne constitue pas un probleme

135



Chapitre 4. Estimation d’état
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Figure 4.4 — Estimation des états du systeme de trois cuves
1.5 w 1.5 ‘
- --Q, estimé - - -0, estimé
" Qﬂ Qﬂ

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
temps temps

Figure 4.5 — Estimation des entrées inconnues Qi et Oy, du systeme de trois cuves

trivial et nécessite un changement de coordonnées (section 3.3.2).
En considérant la forme “‘singuliere standard”, un MM équivalent peut étre écrit. La forme
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09 [ 7’

0.8f-----
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0.6f

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
temps

Figure 4.6 — Les parametres d’écoulement générant des incertitudes bornées

classique du MM est 1égerement modifiée afin de séparer les différentes échelles de temps.

La contribution de cette approche est d’estimer les variables d’état de systemes non linéaires
a deux échelles de temps en évitant la résolution de 1’équation algébrique -statique- correspon-
dant aux variables d’état rapides. Ceci est possible en construisant un vecteur de sortie aug-
menté en utilisant I’équation statique et en considérant les variables d’état rapides comme des
entrées inconnues. Ainsi, un observateur proportionnel intégral (PIO) a entrées inconnues peut
étre construit en utilisant la forme MM a deux échelles de temps. A cause du nombre limité de
capteurs, cette approche s’avere intéressante grace au choix des variables rapides comme des
entrées inconnues. Cet observateur permet de reconstruire simultanément les variables d’état
lentes et rapides et donne des résultats plus précis en ce qui concerne 1’influence du bruit sur la
reconstruction de 1’état, qu’un observateur classique a entrées inconnues Ichalal et al. [2009c].

Représentation MM a deux échelles de temps

Rappelons la forme standard des systemes singuliers a deux échelles de temps :

exp(t) = frlxs(t),xp(t),u(t),€) (4.79a)
x5(t) = folog(t),xp(t),u(t),€) (4.79Db)

ou x; € R™ et x; € R" sont respectivement les variables lentes et rapides, fr(x,u,€) € R"/,
fs(x,u,€) € R™, n =ng+ny et € est le parametre de perturbation singuliere.

Dans le cas limite ou € — 0, le degré du systeme (3.3) dégénere de n a ny < n et le systeme
devient :

0 = fr(x(t),xp(t),u(t),0) (4.80a)
50 = fi(x().xp(t),u(t),0) (4.80b)

La forme quasi-LPV équivalente au systeme (4.80) est :

0=Apr(x,u)xp(t) +Ass(x,u)x5(t) +Br(x,u)u(r) (4.81)
Xs(t) = Agp(x,u)xp () + Ags (X, 1) x5 (1) + By (x,u)u(t) (4.82)
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Hypothese 4.4. La forme quasi-LPV que la matrice By ne dépend pas de x(t), i.e. Br(u(t)).

Ainsi, la forme MM est 1égerement modifiée afin de mettre en évidence les variables d’état
lentes et rapides :

~

|
™-

Il
—_

i (x, u) [A?fxf(t) +A}sxs(f)] + Y fii(u) Byur)

1

Il
—

B, 0) [AS ey (1) + ALy (6) + Bu(r)|

() + Cyx4(1) (4.83)

=
=<
I
™-

or
&

y(t) =

o 7 < r, Wi(x,u) et f;(u) satisfont les propriétés de somme convexe, les matrices A%, A%, AL,
Ai

582

B,‘I

B}, B! correspondent aux dynamiques lentes et rapides identifiées dans les matrices A; et

Ai

A fS} B = {By] (4.84)

A = { 1
Dans la premiere équation (4.83) on déplace le terme de commande de la partie droite vers la

partie gauche de 1’égalité. On obtient :

Al B

B0) = b [Alete)  Blute)+ Ay )

ya(t) = Y milx,u) [Cixs(r) + Gixs(1)] (4.85)
i=1

ou le vecteur y,(¢) est une sortie augmentée mesurable définie par :

7 .
— Y f;(u)B-ul(t
yalt) = | & Pl0)Bplt) (4.86)
(1)
et ou les matrices C; et G; sont données par :
Al Al
- fs - fr 4
C; [Cs } G, {Cf } (4.87)

Comme on peut le remarquer, le nouveau vecteur de sortie y, n’est plus linéaire par rapport a la
variable d’état x (comme I’était le vecteur initial y(z)).

On considere ainsi le systeme (4.85) comme un MM affecté par des entrées inconnues x.
Notons le vecteur des entrées inconnues d(t) = xy(t), avec la propriété suivante :

d(t) = 0 (4.88)

La supposition que d(z) soit constante est nécessaire dans le cadre de la construction d’un PIO
pour pouvoir démontrer théoriquement la convergence de I’erreur d’estimation d’état Koenig
et Mammar [2002]. Cependant, il est connu qu’en pratique il suffit d’avoir un signal de basse
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fréquence. Le terme “rapide” se référe aux dynamiques de x;. En effet, x¢(¢) est - pour € — 0 -
une fonction statique de x(¢) qui obéit a un processus dynamique lent. En conséquence, quand
€ — 0 (i.e. quand on néglige le comportement dynamique de la partie rapide du systéme), x(z)
est aussi un signal a dynamique lente.

Considérons le vecteur d’état augmenté

et les matrices :

_ Ai Al - Bi 5
Al:|:(; Of:|7Bl:|:0S:|aCl:[Cl Gl:|

En utilisant les notations précédentes et la propriété des entrées inconnues (4.88), le systeme
(4.85) est équivalent au systeme augmenté :

(4.89a)

1~
E
=
Q
—~
~
~—
<
—~
~
~—
~—
2
&
—~
~
~—
+
=
<
—
~
~—

xa(l) =

M ~
=
—~
<
—~
-~
N—
SN—
=
&
—
~
S—

va(t) = (4.89b)

I
—_

Afin de faciliter la synthese de 1’observateur, en utilisant dans les fonctions u; 1’état estimé X,
I’équation d’état peut s’écrire :

Xa(t) =Y Mi(Ra,u) [Aixa(t) + Biu(t) + T o(t)] (4.90a)
i=1
f ~
va(t) = Y Bi(u)Cixa(t) (4.90b)
i=1
oul'= { (I) } et le terme ®(¢) joue le rdle d’une perturbation bornée définie par :
Z [1i (Xa, u) — pi(£a, )] [Aixa(t) + Biu(t)] (4.91)
Observateur Proportionnel Intégral
L’ observateur proportionnel intégral avec une forme augmentée est donné par :
2a(t) =Y pi(Rau) [Aia(t) + Biu(r) + Ki(ya(r) — 5a(1))] (4.92a)
i=1
f ~
Sa(t) =Y Bi(u)Cifa(t) (4.92b)

I
—_
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L’erreur d’estimation d’état est donnée par
eq(t) = x4(t) —%4(2) (4.93)

Les conditions de convergence de I’erreur d’estimation d’état e,(¢) sont données par le résultat
suivant :

Théoreme 4.5. L’erreur d’estimation d’état entre I’observateur proportionnel intégral (4.92)
et le systeme (4.90) converge, s’il existe une matrice symétrique et définie positive X, des
matrices M; et un scalaire positif A telle que les conditions suivantes soient vérifiées pour tout
iLhj=1,...,r:

M < 0, i=1,..r (4.94a)
2
—Mi + My + M < 0, I<ifj<r (4.94b)
_ [ATX+XA;-CTM] —MC;+1  XT—M¥
M = X Ty A (4.94¢)

Les gains de I’observateur sont donnés par : K; = X' M;.

Démonstration. En tenant compte de (4.90a) et (4.92a) I’erreur d’estimation de 1’état augmen-
tée est gouvernée par :

éq(t) = Xr‘i il Wi(Ra,u)fij(u) [9; jea(t) + T ()] (4.95)
1=1j=

ou les notations suivantes sont utilisées :
¢, = Ai—KC; (4.96)

On note que la dynamique de I’erreur d’estimation d’état é,(¢) est seulement perturbée par @ ().
Rappelons quelques outils basés sur I’approche £, qui meénent au résultat final.
Conformément a Boyd et al. [1994], I’erreur d’estimation d’état e, (¢) converge et le gain £, de
(1) vers e,(t) est borné par 7 si les conditions suivantes sont vérifiées :

¢ X +Xij+1 XU

Ty Cpp | <0 bi=lr (4.97)

En utilisant les changements de variables suivants
A=y M;=XK;

et le résultat de Tuan et al. [2001] cité dans la preuve du théoreme 4.4, on obtient les LMI
données dans (4.94), ce qui conclut la preuve du théoreme. [l

Corolaire 4.1. Afin d’augmenter la qualité de I’estimation, quelques conditions supplémen-
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taires Chilali et Gahinet [1996] peuvent étre rajoutées aux conditions (4.94) :

AT X+XA-CiM —MCi+2aX < 0 (4.98)
RX ATX —M,C;
A i <0 (4.99)
XA;—CT M} RX

pour tout i,j = 1,...,r. Ces conditions assurent le fait que les valeurs propres du systeme
générant erreur d’estimation d’état (4.95) se retrouvent dans la région du plan complexe
suivante (voir figure 4.7) :

S(o,R) = {weC|Re(w) < —a,|w| <R} (4.100)

QR

3
A
|
N
/ » R

Figure 4.7 — Région du plan complexe

On présente dans la suite I’application de la procédure d’estimation d’état proposé€e au mo-
dele d’une station d’épuration.

Exemple

Description du processus et du modéle non linéaire ASM1
L’épuration des eaux usées consiste a mettre en contact par brassage les eaux usées avec un
mélange riche en bactéries pour dégrader et éliminer les polluants contenus dans 1’eau, en sus-
pension ou dissous Olsson et Newell [1999].

Le principe de fonctionnement du procédé est décrit bricvement dans la suite. Le schéma
simplifié, donné dans la figure 4.8, inclut un bioreactor et un décanteur. Dans cette figure, g;,
représente le débit d’entrée, g,,; le débit de sortie du réacteur, g, le débit d’air, gr, qw repré-
sentent respectivement le débit recyclé et rejeté. Le volume du réacteur est supposé constant :
qour = qin + qr- En général, gg et qw représentent des fractions du débit d’entrée gy, :

qr(t) = frqin(t), 1< fr<2 (4.101)
aw(t) = fwaqin(t), 0<fw<1 (4.102)

L’eau polluée provenant d’une source externe circule dans le bassin d’aération dans lequel
la biomasse bactériens dégrade la matiere organique. Les micro-organismes s’agglomerent en

141



Chapitre 4. Estimation d’état

flocs et produisent les boues. La liqueur mixte est ensuite envoyée dans le décanteur ou la sé-
paration de I’eau épurée et des flocs bactériennes est faite par gravité. Une fraction des boues
décantées est recyclée vers 1’aérateur pour maintenir sa capacité d’épuration. L’eau épurée est
rejetée dans le milieu naturel.

Débit d'air
gin DébitI * Qout Effluent
Bioréacteur Décanteur
gr

qReqW

Boues recyclées R Boues rejetées>qW

Figure 4.8 — Le schéma de fonctionnement d’un réacteur biologique

Le modele ASM1 est souvent utilisé pour décrire ce processus. Pour des raisons de simplicité,
seule la pollution carbonée au niveau du réacteur est considérée. Ainsi, la méthode d’estimation
proposée est illustrée en utilisant un modele réduit a trois états x = [Ss, So, Xpy| :

S$5(1) =~y Hun(0)+ (1= F)bugalt) + D10
So() = =L (1) + al1)
H
XBH(l) = ,l,LH(pl(t)—bHQDz(t)+D3(t) (4.103)
ol :
Dl(t) = %r‘tft) [SS,in(t) —Ss(t)]
DZ(I) = Qir‘l/(t) [SO,in(t) _SO(I)} +KQa(l) [SO,sat _SO(I)} (4.104)
Ds(t) = q”;/(t) XpH,in(t) — Xpu(t) ‘|’fRflR;J;:/VXBH(t>
Les cinétiques du processus sont :
B Ss(t) Sol(?)
(1) = K+ 55(0) Kom + SO(I)XBH(I) (4.105)
() = Xpu(t) (4.106)

Les variables impliquées sont présentées dans le tableau 4.1. On suppose que la concentration
d’oxygene dissous a I’entrée du réacteur est nulle :

507,',1 (l‘) =0

Le décanteur est supposé parfait, i.e. tout ce qui entre dans le décanteur est recirculé ou rejeté.
Dans ce cas, on peut écrire a chaque instant :

[qin(t) + qr ()| XBH (1) = [qr(t) + qw ()| XpH R (1) (4.107a)
Ss.r(t) = Ss(t) (4.107b)
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Entrée du réacteur  Sortie du réacteur  Recyclé

XBH Concentration biomasse hétérotrophe
XBH in XBH out XBH R
Ss Concentration du substrat rapidement biodégradable
Ss,in Ss,out Ss.R
So Concentration d’oxygene dissout
S0,in S0,0ut So.r
q Débit
qin Gout qr
qa Débit d’air
\% Volume du réacteur

Tableau 4.1 — Tableau des variables

On utilise les parametres suivants de croissance et de décroissance Olsson et Newell [1999] :
ug = 3.733[1/24h), Ks = 20[g/m?], Koy = 0.2[g/m>], by = 0.3[1/24h]. Les paramétres stoe-
chiométriques sont Yy = 0.6, fp = 0.1 et la concentration de saturation de 1’oxygene est So o =
10[g/m?]. Les valeurs numériques considérées pour les fractions fz et fiy sont : fg = 1.1 et
fw = 0.04.

Dynamiques rapides et lentes
Pour le modele ASM1 réduit (4.103), la séparation des dynamiques lentes et rapides est confir-
mée par les valeurs propres du jacobien Ag (section 3.3.3), comme on peut le remarquer a la
figure 4.9 qui présente la partie réelle des valeurs propres pour quarante points de fonctionne-
ment. Deux valeurs propres (A, et A3) sont incluses entre —50 et —0.4 et I’autre (A;) autour
de —250. En fixant un seuil a 7 = 70, on peut déduire que le systeme a une dynamique rapide
(xf = Ss) et deux dynamiques lentes (x; = [So Xgn]").

Le multimodele
Un multimodele équivalent est construit pour concevoir un observateur qui permet d’estimer les
variables d’état rapides et lentes. En considérant les équations du processus (4.103) et (4.104),
il est naturel de définir les variables de prémisse suivantes :

a@@) = Qi’;,(t) (4.108a)
_ 1 So(t)

2(x(t) = K57 55(0) Kom + SO(I)XBH(t) (4.108b)

»(u(t)) = qat) (4.108¢)

On considere le vecteur d’entrée défini par :

u(t) = [ Ssin(t) qat) Xparin(t) ] (4.109)

On construit la forme quasi-LPV du modele (4.103) caractérisée par les matrices A(t) = A(x(t),u(z))
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Figure 4.9 — Les valeurs propres du jacobien A calculées dans plusieurs points de I’espace de
fonctionnement

et B(t) = B(u(t)) décomposées de la fagon suivante :

Alr) = [Aff(t) Aps(t) ] B(r) - [Bf(t) } 4.110)

Asf(t) Ass<t) Bs(l‘)
ou |

App(t) = —Zl(t)_ElJHZZ(I) 4.111)
Ags() = [0 (1—fp)by ] 4.112)
Be(t) = [zi(t) 0 0] (4.113)

Yy — 1 T
Ag(r) = | Ty ) (4.114)

U 22(t)

—KZ3(Z)—Z1([) 0

Ass(t) = w(1—fw) 1] 4.115
. 0 KSOsat 0

By(t) = {0 ) Zl(t)} (4.116)

La décomposition des variables de prémisse (4.108) est réalisée en utilisant la transformation
polytopique convexe, comme dans (2.62), (2.63) et (2.64). En multipliant les fonctions F, les
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r = 8 fonctions de pondérations u;(z(x,u)) sont obtenues :
Hilz(x ) = Fy g1 (6 u)Fy, g2 (%,u) Py 3 (x, 1)

Les matrices constantes A; et B; représentant les 8 sous-modeles sont définies comme dans
(4.84) en utilisant les matrices A et B et les scalaires (2.36) :

App = Apr(a61:2,62)
Al = [0 (1— fp)ba]
= Al
Ay = Au(zygn230)
B’} = By(z; 1)

Eg)

B = B(z; 41) i=1,..,8 (4.117)

Eg)

Le modele (4.103) est ainsi écrit de fagon équivalente sous la forme MM en utilisant la sépara-
tion en variables d’état lentes et rapides.

Considérons la sortie y(t) = Crxy(t) +Csxs(t) + v(t) ot V() est un bruit de mesure et o les
matrices Cy et Cy sont données par :

Cj-:{(l)} Cs:{(l) 8] (4.118)

En appliquant le théoreme 4.5 au modele ASM1 réduit (4.103), représenté sous une forme MM
équivalente, les résultats d’estimation d’état présentés a la figure 4.10 sont tout a fait pertinents.
Le gain £, de @(t) vers e,(t) est bornée par y = 1.203.

L’estimation de 1’état rapide Ss, considéré comme entrée inconnue dans le multimodele, est pré-
sentée en premier, étant suivie par les résultats d’estimation des états lents Sp et Xppy. Malgré la
présence du bruit v(¢), 1’observateur proposé dans cet article permet d’assurer une convergence
rapide vers zéro de I’erreur d’estimation d’état. De plus, comme on peut le remarquer a la figure
4.10, I’état Ss considéré comme entrée inconnue n’est pas constant, ce qui est une hypothese
demandée dans le cadre de la construction du PIO. Toutefois, les résultats d’estimation obtenus
dans la pratique pour le modele d’un réacteur biologique montrent qu’il suffit d’avoir un signal
de base fréquence afin d’obtenir des bons résultats d’estimation.

4.2.6 Estimation d’état de MM singuliers en présence d’entrées incon-
nues

Positionnement du probleme

[’étude des systemes a deux échelles de temps suscite un intérét dans le contexte de 1’ap-
proche multimodele. Dans cette section le cas des systemes singuliers sous forme multimodele
et affecté par des entrées inconnues est traité. Dans [Marx et al., 2007] un observateur a entrées
inconnues pour des multimodeles singuliers a variables de prémisse mesurables a été traité ainsi
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Figure 4.10 — Estimation d’état en utilisant I’observateur proportionnel intégral

que I’application a la détection et I’isolation des défauts. Ici, le cas de variables de prémisse non
ou partiellement mesurées est considéré.

L’ observateur proposé fait partie de la premiere catégorie d’observateurs, décrite en début de
section précédente et il est basé sur le découplage des entrées inconnues vis-a-vis de 1’erreur
d’estimation, afin d’annuler 1’effet des entrées inconnues sur I’estimation d’état (section 4.2.3).

Représentation du systeme

Considérons le systeme singulier multimodele avec des variables de prémisse partiellement
non mesurables, décrit par :

Ei(r) = Zr:/.ti(x(t),u(t))[A,-x(t)—l—Biu(t)—i—Eid(t)] (4.119)
i=1
y(1) = Cx(t)+Gd(t) (4.120)

ou les fonctions de pondération p;(x,u) dépendent de variables de prémisse non mesurables -
variables d’état x € R” - et des variables d’entrées u € R™. Les variables d € R? sont les en-
trées inconnues et y € R/ les variables de sortie. Les matrices A;, B;, Ej, C et G sont supposées
connues, réelles et de dimensions appropriées. La matrice £ peut étre une matrice singuliére.
Les fonctions de pondération u; respectent les conditions de convexité spécifiques aux multi-
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modeles. L’équation de sortie est ici linéaire invariant dans le temps par rapport aux variables,
en effet, la nature, la position et les caractéristiques des capteurs ne changent pas selon le point
de fonctionnement du systeme.

Le systeme (4.119) peut se ramener a un multimodele perturbé a variables de prémisse mesu-
rables, comme suit :

Ex(t) = iui()?(t),u(t))[A,-x(t)+B,-u(t)+E,~d(t)+a)(t)] (4.121a)
i=1
y(it) = Cx(t)+Gd(t) (4.121b)

ou la perturbation a la forme suivante :

o(t) = g(ui(X(f)vu(f)) — 1i(%(2),u(r))) [Aix(r) + Biu(t) + Eid(1)]

Les multimodeles (4.119) et (4.121) sont équivalents bien qu’on ait introduit 1’estimation de
I’état £(¢). Pour la conception d’un observateur on va utiliser la deuxieéme forme multimo-
dele, qui offre I’avantage d’expliciter les fonctions de pondération par rapport a des variables
connues, i.e. I’état estimé £(z) et ’entrée u(z).

Synthese d’un observateur a entrées inconnues

L’ observateur est pris sous la forme :

) = Y (), u(0)) [Nit) + Gaulr) + Liy(1)] (4.1220)
i=1
2(t) = z(t)+Tay(1) (4.122b)

L’erreur d’estimation d’état est donnée par :
e(t) = x(t)—x(t) (4.123)

La construction de I’observateur se réduit a trouver les gains N;, G;, L; et T tels que I’erreur
d’estimation d’état est générée par un systeme stable. Le résultat suivant résume la procédure
de synthese de 1’observateur.

Théoreme 4.6. L’erreur d’estimation d’état entre I’observateur (4.122) et le modele (4.121)
converge vers zéro si (4.121) vérifie

rang(W) = rang B‘q (4.124)

et s'il existe une matrice symétrique et définie positive X € R™", une matrice Z €
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R D) o yn scalaire positif ¥, qui vérifient les inégalités matricielles suivantes :

QT(XYW?i+ZWL)T (XYWT;-,IZWL)Q <0 i=1,..,r (4.125)
ou
Q = [, 0]0 --- 0] (4.126)
7y = 9 (4.127)
et out la matrice ®; est définie par :
& = YW X+XOW )+ W) ZT +Z(Why) +1 (4.128)

Les matrices W et W représentent respectivement la pseudo-inverse (I'inverse généralisée)

et la projection orthogonale de la matrice W € RUHr+0)x(nta(r+1) gsfinie par :
E On><q El E,
W = C G O1xg -+ Opxg (4.129)
Orl><n Orl><q ‘ I,®G
et on les définitions suivantes sont utilisées pour les matrices Y; € RUHr+1)xn o
Y € R1X (ntq(r+1)) .
Y = [ I Ouxg | Onxrg | (4.130)
A
Y, = Oixn |, i=1,..,r (4.131)
vi®C

Le vecteur v; € R™! est un vecteur colonne contenant 1 sur la position i et zéro sur toutes les
autres colonnes, ® est le produit de Kronecker.

Apres obtention des matrices X et Z issues de la résolution des LMI (4.125), les matrices Z,
T\, T et K; (i=1,...,r) se déduisent de la facon équivalente :

Z = x1'z7 (4.132)
Ty T | Ky ... K] = YWH4zw? (4.133)

Finalement, les gains de I’observateur sont donnés par :

N; = TA;+KC (4.134)
G, = T\B; (4.135)
L = NT—K; (4.136)
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Démonstration. On commence par expliciter I’erreur d’estimation d’état (4.123) :

e(t) = x(t)—z(t) —Tay(t)
= x(t) —z(t) - T (Cx(t) + Gd(t))
= (I,—TO)x(t)—z(t) — Gd(t) (4.137)

On suppose qu’il existe deux matrices 7] et 73 telle que les conditions suivantes soient respec-
tées :

I,-1C = TE (4.138)
LG = 0 (4.139)

Tenant compte de (4.138) et (4.139), l'erreur d’estimation d’état (4.137) devient
e(t) = Ty Ex(t) — z(t). Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

é(t) = TEx(t)—z(t)
= Zu,( #,u) [Ty (Aix(t) + Biu(t) + Ed(t) + 0(t))
—Niz(t) = Giu(t) — Li (Cx(t) + Gd(1))]
= i{ui(ﬁ, u) [Nie(t) + (T1A; — NNLE — LiC) x(t)

+ (TlBl' — Gl'> u(t) + (TlE,' — Ll‘G) d(l‘) + le(l)] (4.140)

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état se réduit a :
e(r) = Y wi(®u)[Nie(r) + T o)) (4.141)

si les conditions suivantes sont respectées pour touti = 1,...,r

,-ThC = T,E (4.142)
G = 0 (4.143)

0 = TA;—NTE—LC (4.144)

0 = T\Bi—G; (4.145)

0 = TE;—LG (4.146)

Compte tenu de I’expression (4.141) et du rdle de 1’observateur, il convient donc, d’une part,
de garantir la convergence asymptotique de 1’erreur d’observation en I’absence des perturba-
tion (@ = 0) et d’autre part, en présence des perturbations, de limiter leur influence sur I’erreur
d’observation.

Pour synthétiser les matrices de 1’observateur (4.122), on utilise une méthode basée sur 1’ap-
proche £,. En utilisant le lemme borné réel ([Boyd et al., 1994]),I’erreur d’estimation d’état
e(t) converge vers zéro en absence de perturbation et le gain £, du transfert de w(z) vers e(t)
est borné par vy s’il existe une matrice symétrique et définie positive X telle que les inégalités
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suivantes soit vérifiées :

T
MXZT);N”“ fyT;I <0 i=1,..r (4.147)
En conséquence, afin d’assurer la convergence de I’erreur d’estimation d’état (4.141) vers zéro
en absence de perturbation et minimiser le gain £, du transfert de (r) vers e(t), il faut respecter
les égalités (4.142) - (4.146) et les inégalités (4.147).
Pour respecter les inégalités (4.147), notons que si on utilise les égalités (4.142) et (4.144), la
forme suivante peut étre déduite pour la matrice N; :

N; = N, LC+N;T\E
= NLC+TA;,—LC
= TA;+ (N, T —L,')C (4.148)

En définissant K; = —L; + N;T5 les conditions (4.142) - (4.146) deviennent :

N, = TA;+KC (4.149)
I,—5C = TE (4.150)
G = 0 4.151)

0 = TE+KG (4.152)

Gi = TiB; (4.153)

L = ND—K; (4.154)

Donc, pour assurer la convergence vers z€ro en absence de perturbation de I’erreur d’estimation
e(t), il est suffisant de trouver les matrices N;, G;, L;, Ty et T, telles que les conditions (4.149) -
(4.152) et (4.147) soient respectées.

Remarque 4.3. Notons que les matrices Nj, G; et L; de I’observateur sont déduites des matrices
Ty, T etK; (i=1,...,r)en utilisant (4.149), (4.153) et (4.154).

Compte tenu de cette remarque 4.3, les matrices recherchées sont réunies dans une matrice
bloc ¥ € R"™*(#+(r+1)) définie comme suit :

¥ = [T} & | K ... K] (4.155)

Les conditions (4.149) et (4.150) - (4.152) peuvent étre réécrites respectivement sous les formes
(4.156) et (4.157) :

N, = YY; (4.156)
YW =Y (4.157)

ot les matrices ¥; € RO (r+1)xn yy o Rntl(r+1))x(ntq(r+1)) o y ¢ Rux(nta(r+1)) one gé dé-
finies en (4.129) et (4.130).

Comme les matrices N; (i = 1,---,r) sont également a déterminer, 1’équation (4.157) sera utili-
sée en premier afin d’exprimer V. Si la condition de rang (4.124) est vérifiée alors la solution
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de I’équation (4.157) est donnée par :
P=yYW"+zw+ (4.158)

ot Z € R (n+(r+1)) est une matrice arbitraire, “+” indique la matrice inverse généralisée et
“1” indique la projection orthogonale telle que W-W = 0.

’équation (4.156) est ensuite utilisée pour écrire N; en remplacant la matrice ¥ par son expres-
sion (4.158) :

N, = WYY,
YWY, +ZW'y; (4.159)

Notons le bloc (1,1) de (4.147) par :
& = N'X+XNi+I, i=1,..r (4.160)
En développant I’expression de ®; compte tenu de (4.159), on obtient :
O = YWY+ ZWr ) X+ X YWY+ 2ZWEY) +1
YWY X+ X YWY+ (W ZIX +XZ (W) +1

Il faut remarquer que ®; contient le terme non linéaire X Z. On se ramene ais€ément a une
expression linéaire, en définissant la matrice suivante :

7 = XZ 4.161)

Notons que le bloc (1,2) de (4.147) fait intervenir également une expression non linéaire X7; et
que 77 fait partie des inconnues apparaissant dans la définition de ¥ (4.155).
Pour mettre en évidence cette dépendance, le terme X 77 est écrit de la maniere suivante :

I
0
XT1=X[T] b K - Kr] 0
— O —
En utilisant la notationQ = [[, 0|0 --- 0O ]T et (4.158), le terme non linéaire devient :
XT, = X¥Q
= Xywr+zwhQ (4.162)

ot Z 4 été défini en (4.161). En reportant (4.160) et (4.162) dans I’inégalité (4.147), on obtient
la formulation LMI (4.125), ce qui acheve la preuve. [
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Exemple

Soit le systéme non linéaire :

. —6x1x2X3 X1X3 b )
X = — ui\uy) — X

: (20+x1)(02+x2) (204+x1)(02+x5) V2

. —2.5x1xx3 X X5
Xy = -9 +4(10 —x2) +uy(uz —x

2 (20+x1)(02+x2) 04+x (10=x2) +uur(us =2)

. 4x1x2x3
X3 = —0.3x34+uy (ug+x3)+d 4.163
3 (20+x1)(0.2+x2) sy (ustxs) +di (4.163)
X4 = 0.25x3 +0.05x5 + 1y (u5 +X4) +d>

. X2X5

= ———————0.05

X5 08120 x5+ uy (ug + Xs)
yr = x1
2 = xp+da
vz = Xx4-+d

oix = [x; x2 x3 x4 x5]7,d = [di db]". Une étude concernant I’identification des échelles de
temps est réalisée, comme présentée a la section 3.3 du chapitre 3. Les résultats de cette étude
apparaissent a la figure 4.11, ou les constantes de temps (inverse des valeurs propres du jaco-
bien) du systeme linéarisé ont été évaluées pour quarante points de fonctionnement. Le calcul
du parametre de perturbation singuliere est effectué en utilisant une moyenne arithmétique des
quarante constantes de temps :

40 .
Y 7
J=1 .
— =1.....5 4.164
Tl 40 ) l ) ) ( )

ou Tl-j est la constante de temps associée a la i variable d’état (i = 1,...,5), calculée en utili-

sant le 7 point de fonctionnement (j = 1, ...,40).

On obtient les valeurs numériques : 71 = 0.0051, 7, = 0.0250, 73 = 1.7288, 74 = 2.6330,
Ts = 6.6421, ce qui met en évidence deux états rapides x; et xp associés aux deux plus pe-
tites constantes de temps 7y et 7o. Le parametre de perturbation singuliere est calculé comme
suit :

£ = —— (4.165)
soit numériquement : € = 0.0085.

La partie dynamique de systeme non linéaire (4.163) est transformé sous forme a perturba-
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15

T ﬁ T
/\ +x3
a 10 [ /// \\ /\/ +x4 H
/

g sl f\/ Y /\//\\/\\/Z x|

3 b s e N S SEBRS e R SEas=

% 0 I ! ! ! ! I !

‘ca; 0 5 10 15 20 25 30 35 40

2 0.03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

O MMW/MWWW ——X Fai:
0.02+ _—
0.01 -

0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Points de fonctionnement

Figure 4.11 — Constantes de temps du systeme linéarisé

tion singuliére comme suit :

e — —0.05x1x2x3 B 0.0085x1x3 + ey (1 — x1)
LT 204x)(024x) (204x1)(024x) VR

: —0.0213x1x0x3  0.077x2x5
&xy = - 4¢(10 — e _
" 20+0)024x)  04+x (10 —x2) + &y (u3 — x2)
. 4X1X2X3
= —-0.3 d 4.166
3 (20 +x1)(0.2+x7) x3 +uy (ug +x3) +di ( )

x4 = 0.25x340.05x5 4+ u; (us+x4) +d>
. X2Xs5

= ——————-0.05
T 08420 x5+ un (g +x5)

Dans le cas limite € — 0 :
Ex = f(x,u,d) 4.167)

ou E = diag([0 0 1 1 1])etou:

—0.()5)61)62)63 0.0085)61)63

(20—|—X1)(0.2—|—XQ) (20+X1)(0.2—|—X2)
—0.0213x1x2x3 0.077x7x5
(204+x)(02+x2)  0.4+x>
fxu,d) = 4x1x2x3
(204+x1)(0.2+x7)
0.25x3 4+ 0.05x5 + u; (us +x4) + do
X2Xs5

0.8—|—2)C2

4.168
—0.3x34+u (u4 +X3)+d1 ( )

—0.05x5 4 u; (ug +xs)
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Compte tenu de non-linéarités apparaissant dans (4.168), le multimodele est obtenu a partir des

variables de prémisse suivantes :

z1(x,u) =

22(x,u)
z3(x, u)
z(x,u) =

La forme quasi-LPV du systéme singulier

ui

X1X2

(20 +x1)(0.2 —|—x2)

X3

(20 +X1)(0.2—|—X2)

X5

04+x

Ex = A(x,u)x+ B(x,u)u+E(x,u)d

est explicitée par les matrices suivantes :

[—0.0085z3

Alx,u) = 0
0
0

0 0
0
0

<1
0

B(x,u) =

cooc oo
cocoocoo
cooc oo
ool o

0

0
0

0.5z4

0
0
0
0

<1

0 —0.077z4

—0.052, 0 0
—0.0213z, O 0
z21+422—03 0 0
0.25 2 0.05
0 0 —0.05+z

E(x,u) =

oo = OO
S — O O O

(4.169)

(4.170)

(4.171)

4.172)

2 X1,estimé
1 """ e AT ey ---X
of _
_1 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
5
45 - - -, %2 estimé -
v \ —--x,
3 = —
2 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps (h)

Figure 4.12 — Estimation des états rapides

Le systeme non linéaire (4.163), mis sous la forme quasi-LPV (4.170) peut ensuite €tre
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ramené sous la forme multimodele (4.119). Un observateur de type (4.122) est alors construit
afin d’estimer les variables d’état. Les conditions de convergence de I’erreur d’estimation d’état
vers zéro sont données par les conditions LMIs présentées au théoreme 4.6. La résolution de
ces LMIs permet d’obtenir les gains V;, L; et G; (i = 1,...,16) de I’observateur (4.122) et avec
le scalaire ¥ = 3.27 et la matrice X € R :

8.98 0 -0.10 -0.02 0.01
0 9.01 0 0 0
X = |[-010 O 0.21 —0.01 0 (4.173)
-0.02 0 -001 022 -0.01
0.01 0 0 —0.01 0.20

La matrice Z € R3*% n’est pas fournie ici a cause de sa dimension élevée.

Les résultats de simulation présentés aux figures 4.12 et 4.13 permettent de visualiser les esti-
més des états rapides et lents. Les performances de I’observateur proposé peuvent facilement
étre analysées a travers ces résultats de simulation. Les entrées inconnues d; et d, affectant le
systeme sont illustrées a la figure 4.14.

400 T T T T T T

—X L
200 3,estimé |
N — - x3

0 ! ! ! ! ! ! \
0 1 2 3 4 5 6

200 T T T T T

100+

20 T T T T T T

—X .,
5,estimé

1OW ---Xg

temps (h)

Figure 4.13 — Estimation des états rapides et des états lents du systeme non linéaire

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé I’estimation d’état robuste (reconstruction d’état avec
un certain degré de précision en dépit de la présence de perturbations, d’imprécisions de mo-
délisation ou d’entrées inconnues) des systemes non linéaires sous une forme multimodele et a
variables de prémisse non mesurables.
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20 \

O 1 1 1 1 1 1
0] 1 2 3 4 5 6 7 8
temps(h)
20 \ \

4
temps(h)

Figure 4.14 — Entrées inconnues d; et d»

Trois approches de reconstruction d’état ont été proposées. La premiere approche traite les
systemes classiques a une échelle de temps, caractérisés par des incertitudes de modélisation
et affectés par des entrées inconnues. Une représentation multimodele est proposée pour ce
type de systemes, en se basant sur la méthode proposée au chapitre 2. La deuxieme approche
traite le cas des systémes non linéaires a deux échelles de temps, en considérant les variables
d’état rapides comme des entrées inconnues afin d’éviter la résolution du systeme algébrique
correspondant aux états rapides obtenu dans le cas limite € — 0. La troisieme approche traite
le cas des systemes non linéaires a deux échelles de temps affectés par des entrées inconnues
et représentées sous la forme singuliere. Des exemples illustrent chaque approche afin d’en
présenter les performances.
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Chapitre 5. Application a une station d’épuration

"Si une idée ne parait pas d’abord absurde, alors il n’y a aucun espoir qu’elle devienne
quelque chose.”  Albert Einstein

5.1 Introduction

L’épuration des eaux usées au moyen de boues activées est un procédé largement utilisé
depuis les deux derniers siccles [Van Haandel et al., 1981], [Henze et al., 1987], [Gujer et al.,
1999], [Olsson et Newell, 1999], [Dochain et Vanrolleghem, 2001]. Ce procédé chimique et
biologique consiste a mettre en contact par brassage les eaux usées avec un mélange riche en
bactéries pour dégrader et éliminer les composants polluants contenus dans 1’eau, en suspension
ou dissouts. L’activité des bactéries peut €tre liée a la présence d’oxygene ou d’autres sources
d’oxydation, formant des boues activées ou la pollution sert de nourriture.

Si la plupart des stations éliminent bien les composés carbonés, 1’azote et le phosphore ne
sont traités que dans les plus performantes. Initialement, les traitements utilisés étaient basés
sur I'injection d’oxygene dans le milieu polluant, pour enlever des matieres organiques. Au-
jourd’hui, la rapidité d’expansion de la population et le développement industriel imposent de
mettre au point de méthodes de dépollution plus efficaces. Durant les quatre dernieres décennies,
des méthodes pour éliminer des composants bio-chimiques, comme I’azote et le phosphore, ont
été mises en ceuvre, afin de respecter la reglementation établie pour la protection de I’envi-
ronnement. Il existe différents processus, de nature biologique ou de nature physico-chimique,
pour réaliser cette élimination. Dans le cas des processus par boues activées, si 1I’élimination
de I’azote est souhaitée, différentes configurations sont possibles : bassins séparés ou bassin
unique, différents types de réactions (aérée et non-aérée). Pour des considérations de nature
économique, une configuration avec un seul bassin -ou les deux phases aérobie et anaérobie
alternent- a été développée. Au long des quarante dernieres années, un grand nombre de mo-
deles pour le traitement des eaux usées par boues activées ont été développés. Parmi les premiers
travaux de recherche qui ont traité des problémes bio-technologiques, on peut citer [Thomann,
1963] et [Andrews, 1969]. Plus tard, un modele aérobie en régime permanent pour 1’élimination
des composants azotés et carbonés a été développé par [Marais et Ekama, 1976] ; ce modele ex-
prime déja les taux de croissance de micro-organismes par en utilisant la cinétique de Monod
[Monod, 1942]. Quelques années plus tard, un modele utilisant conjointement les processus de
nitrification et de dénitrification a été présenté [Van Haandel et al., 1981]. En 1983, ' IAWPRC
(International Association on Water Pollution Research and Control) créait un groupe de re-
cherche international afin de développer un modele général intégrant les concepts d’oxydation
du carbone, de nitrification et de dénitrification [Henze et al., 1987].

D’autres apports ont été proposés dans la littérature scientifique comme : pour approfondir
des aspects plus spécifiques liés a ce type de procédés la prise en compte de relations biolo-
giques pour I’élimination du phosphore [Henze et al., 1994], la consommation d’oxygene et
I’accumulation de boues [Gujer et al., 1999].

Dans ce chapitre, 1’application pratique sur le processus biologique d’une station d’épura-
tion conclut et confirme la contribution des résultats présentés dans les chapitres 2, 3 et 4. En
effet, on s’attachera a décrire une STEP par un MM avant d’appliquer les techniques d’estima-
tion d’état proposées au chapitre 4 et de les appliquer au diagnostic de fonctionnement d’une
STEP.

Le traitement des eaux usées par le procédé a boues activés représente un processus bio-
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chimique complexe. Les variations du débit d’eaux usées et de sa composition, combinées avec
des réactions variant dans le temps dans une culture mélangée de micro-organismes, font que
ce processus est non linéaire. En raison de la complexité de plusieurs modeles proposés (ASM1
- Activated Sludge Model no. 1 [Olsson et Newell, 1999], ASM2 [Henze et al., 1999], ASM3
[Gujer et al., 1999]), différents modeles réduits ont €té développés [Chachuat et al., 2003; Mulas
et al., 2007; Smets et al., 2003; Steffens et al., 1997]. Dans ce mémoire, un modele non linéaire
réduit, inspiré de Weijers [2000] et contenant six variables d’état est utilisé. Il est présenté en
début de ce chapitre, en section 5.3.1.

L approche multimodele peut Etre utilisée pour réduire la complexité du modele ASM1 dé-
crivant le processus de biodégradation d’un réacteur a boues activées. Différentes techniques
de linéarisation ont été proposées dans la littérature pour simplifier ce modele, parmi lesquelles
une linéarisation autour d’un ou plusieurs points de fonctionnement [Smets et al., 2006; Stef-
fens et al., 1997], en vue d’obtenir un multimodele. La perte d’information constitue un premier
inconvénient de ces techniques. Le choix des variables de prémisse exprimant différentes non-
linéarités du systeme, ainsi que le choix des différents points de fonctionnement restent encore
tres délicats, car il faut anticiper différents modes de fonctionnement du processus réactionnel
de dégradation. Grace a la méthode proposée en chapitre 2 [Nagy et al., 2009b, 2010b], une par-
tie de ces inconvénients est évitée. Un multimodele pour le modele réduit utilisé sera construit
a la section 5.3.2. D’autres méthodes basées sur I’identification d’'un multimodele pour un pro-
cessus de biodégradation d’un réacteur ont ét€ proposées dans la littérature [Ragot et al., 2001;
Pekpe et al., 2007], mais ces méthodes d’identification ne font pas 1’objet de nos études.

Ce chapitre est organisé comme suit : la description du procédé d’épuration d’eaux usées est
réalisée en section 5.2, I’obtention d’un multimodele pour le modele ASM1 réduit a six états
est réalisée en section 5.3.2, les résultats d’estimation d’état proposés dans le chapitre précé-
dent sont appliqués au modele ASM1 réduit, en sections 5.3.3 et 5.3.4. De plus, le diagnostic
de fonctionnement est réalisé en détectant des défauts de capteur a 1’aide des bancs d’obser-
vateurs. Enfin, quelques conclusions seront présentées concernant les résultats obtenus lors de
I’application sur le modele d’une station d’épuration.

5.2 Description du procédé d’épuration d’eaux

5.2.1 Le procédé d’épuration par boues activées
Lexique

La biomasse représente 1’ensemble des €tres vivants, animaux et végétaux, qui sont pré-
sents dans le milieu considéré. Les bactéries sont les actrices principales du traitement mais les
autres formes biologiques gravitant autour d’elles sont indispensables au bon équilibre de 1’éco-
systeme. Les especes varient suivant le type de station de traitement et sont caractéristiques du
fonctionnement d’une station [Canler et al., 1999]. Entre toutes ces especes se créent alors des
relations de compétition, certaines vont se développer plus facilement au détriment d’autres qui
resteront minoritaires ou tendront a disparaitre.

Les bactéries utilisées dans les procédés a boues activées sont classées en deux catégories :

1. les bactéries hétérotrophes pouvant se développer en milieu aéré (aérobie) ou non aéré
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(anoxique) : elles utilisent du carbone organique comme substrat et, selon leur type et le
milieu considéré, peuvent dégrader la matiere carbonée ou les nitrates-nitrites.

2. les bactéries autotrophes ne se développant qu’en milieu aéré (aérobie) : elles utilisent
du carbone minéral (CO;) comme substrat, elles ne dégradent pas les matieres carbonées
mais permettent d’éliminer les composés azotés.

Le terme substrat désigne les substances constituant la nourriture nécessaire au développement
des micro-organismes. Les composés organiques a dégrader représentent la majorité de ces sub-
stances. Si le substrat n’est pas sous une forme directement assimilable par la bactérie, il sera
hydrolysé a I’extérieur de la cellule bactérienne par des exoenzymes.

[’ azote ammoniacal et les phosphates sont utilisés en tant que nutriments car ils entrent dans
la composition des composés cellulaires (protéines, membrane cellulaire, ADN). L’oxygene
dissous est €galement indispensable au développement des bactéries aérobies. Suivant la com-
position de I’effluent a traiter, il sera nécessaire de rajouter un ou plusieurs de ces composants
afin de favoriser le métabolisme des bactéries.

Classification des types de pollution

La plupart des effluents pollués sont des mélanges trés complexes dont la composition varie

suivant leur provenance : industrielle, agricole ou urbaine. L’ évaluation de la pollution est donc
basée sur des classifications selon les propriétés globales de 1’effluent.
La pollution se définit comme I’introduction dans un milieu naturel de substances provoquant
sa dégradation. Les effets néfastes peuvent avoir lieu a tous les niveaux (sanitaire, écologique
et économique). Ainsi, les polluants sous forme particulaire provoquent entre autre une aug-
mentation de la turbidité de I’eau et un envasement. La classification de ces composés et un
recensement en fonction de leur taille sont réalisés dans [Sperandio, 1998].

Une autre classification importante est fondée sur la capacité des polluants a étre dégradés.
On distingue deux classes principales :

1. Matieres biodégradables : elles sont dégradées par les micro-organismes, et peuvent étre

structurées en deux groupes :

— matieres rapidement biodégradables : elles sont dégradées par les micro-organismes,
elles sont directement assimilées par les bactéries

— matieres lentement biodégradables : composées de substrats particulaires formés par
un mélange de substances organiques solides, colloidales et solubles. Ces matieres sont
soumises a certains processus intermédiaires avant d’€tre assimilées par les populations
bactériennes.

2. Matieres non biodégradables : ces substances inertes ne subissent aucun phénomene bio-
logique de transformation. Elles peuvent €tre de nature aussi variée que des métaux lourds
ou des composés issus de la mortalité des micro-organismes par exemple.

Les polluants nécessitant un traitement biologique sont d’une part les matieres carbonées ou
organiques biodégradables qui constituent de loin la premiere cause de pollution des ressources
en eau et, d’autre part, les matieres azotées qui sont principalement présentes dans les eaux usées
urbaines ou industrielles de type agro-alimentaire. Leurs conséquences sur le milieu naturel sont
les suivantes :
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— les matieres carbonées ou organiques sont polluantes lorsque leur quantité dépasse la
capacité d’auto-épuration naturelle du milieu récepteur. En effet, la dégradation de ces
substances (oxydation par des micro-organismes) provoque une consommation d’oxy-
gene au détriment des organismes aquatiques. Nous noterons également 1’existence de
matieres inorganiques carbonées pouvant étre dégradées

— les matieres azotées qui sont des éléments nutritifs entrainent la prolifération d’algues et
de végétaux aquatiques, ce qui génere un phénomene d’eutrophisation. La présence de
phosphates accélere ce phénomene d’eutrophisation.

La structure chimique des polluants permet de distinguer les matieéres organiques (hydrates de
carbone, protéines, matieres grasses, huiles, pesticides, phénols, azote organique, ...) des ma-
tieres inorganiques (métaux lourds, azote ammoniacal, nitrates et nitrites, phosphates, sulfates,
chlorures, ...). La caractérisation de ces composés au sein de I’effluent s’effectue grace a des
mesures globales de pollution [Boudrant et al., 1994] : les matieres en suspension (I’ensemble
des matieres solides et colloidales floculées, organiques ou minérales, contenues dans une eau
usée et pouvant €tre retenues par filtration ou centrifugation), les matieres organiques (Demande
Chimique en Oxygene DCO) et les composés azotés (1’azote est présent dans les effluents sous
différentes formes : azote organique (N, ), azote ammoniacal (ammoniac NH3, ion ammonium
NH,"), nitrates (NO;3 ), nitrites (NO,)).

Description du processus

La composition d’une eau usée peut donc €tre tres vari€ée suivant son origine et chaque
installation est par conséquent congue pour répondre a un besoin spécifique. Les technologies
utilisées se développent et se perfectionnent constamment par la recherche de technologies ou
de procédés nouveaux et par la mise en place de nombreux automatismes.

1. Le pré-traitement a pour objectif 1’extraction des matieres les plus grossieres (brindilles,
feuilles, tissus, ...) et des éléments susceptibles de géner les étapes ultérieures du trai-
tement. Il comprend : le dégrillage (en capturant les déchets volumineux a 1’aide d’une
succession de grilles), le dessablage (pour prévenir les dépots dans les canalisations, pro-
téger les mécaniques -pompes- contre 1’abrasion), le dégraissage-déshuilage (pour éviter
I’encrassement de la station par des corps gras)

2. Le traitement primaire s’effectue par voie physico-chimique avec pour but d’extraire le
maximum de matieres en suspension et de matieres organiques facilement décantables

3. Le traitement biologique a pour objectif principal 1’élimination des composés solubles
d’origine organique. Parallelement, la floculation de la biomasse permet de piéger les
matieres en suspension restant a 1I’issue du traitement primaire. Le principe de ce traite-
ment est de mettre en contact la matiere organique contenue dans les eaux usées avec une
population bactérienne. Cette phase est essentielle dans le processus d’épuration et elle
sera présentée plus en détail a la section suivante.

Le procédé de traitement biologique est dit "a boues activées" car I’ensemble des condi-
tions favorables a une activité maximale des bactéries est mis en ceuvre : un apport en oxygene
suffisant, un apport en nutriment si I’effluent ne contient pas tous les composés nécessaires au
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développement des bactéries, une agitation permanente afin de favoriser le contact entre les bac-
téries et la matiere polluée, une concentration élevée en bactéries pour augmenter 1’efficacité du
traitement. La chaine de traitement est composée d’un bioréacteur, d’un carificateur / décanteur
et d’une boucle de recyclage des boues (voir figure 5.1).

Débit d'air

Effluent aprés
traitement primaire
Gout Eau épurée

P
qin-gqw

{in _—)

Bioré 5
> oréacteur Décanteur

QR
qrtqw

Extraction de qw

Recyclage de boues qr
boues en exces

Figure 5.1 — Schéma du procédé d’épuration par boues activées
Le bioréacteur

L’eau polluée -soumise préalablement a un traitement primaire- provenant d’une source

externe, circule dans le bassin d’aération -bioréacteur- dans lequel la biomasse bactérienne
dégrade la matiere organique. Les micro-organismes s’agglomerent en flocs et produisent les
boues.
Le mélange, appelé "liqueur mixte", se compose d’une phase solide (micro-organismes, débris
organiques, matieres minérales) et d’une phase liquide contenant les matieres dissoutes. Pour
éliminer la matiere azotée, le réacteur biologique peut étre séparé en deux zones distinctes :
aérobie et anoxique (voir figure 5.2). Dans la majorité des cas, la zone anoxique est placée en
amont de la zone aérobie, juste a I’entrée de 1’effluent dans le réacteur, pour que les bactéries
aient suffisamment de matiere organique biodégradable pour effectuer la réaction de dénitrifica-
tion. Le recyclage de la liqueur mixte de la zone aérobie vers la zone anoxie permet I’élimination
des polluants azotés oxydés.

Le clarificateur ou décanteur

En sortie de réacteur, est obtenue une liqueur mixte composée de boues floculées et d’eau
épurée préte a étre rejetée dans le milieu naturel. Cette liqueur alimente un clarificateur qui a
une fonction de séparation de phase et une fonction d’épaississement afin de ramener la boue la
plus concentrée possible dans le réacteur biologique. Du fait de 1’absence d’oxygene, le temps
de passage des boues doit €tre le plus faible possible pour éviter qu’elles ne se trouvent en phase
anaérobie. Ceci aurait pour conséquence 1’apparition d’odeurs désagréables ainsi qu’une dété-
rioration de la qualité mécanique de la boue perturbant tant le traitement biologique de 1’eau
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Zone anoxique Zone aérobie Agitateur

/

Effluent

[

: Effluent
Liqueur

mixte
Aérateur

W
[0, [ 0. [ 0. |

recirculation interne

Cas d’un effluent industriel
Cas d’un effluent urbain ou industriel (chargé uniguement en matiére

(chargé en matiére azotée) organique biodégradable)

Figure 5.2 — Schéma du bioréacteur dans le cadre de processus d’épuration par boues activées

que le traitement ultérieur des boues.
Le recyclage de boues

La croissance de la biomasse au sein du bioréacteur n’est pas suffisante pour compenser
la perte engendrée par le débit de sortie de la liqueur mixte. Pour conserver une concentra-
tion en biomasse constante dans le réacteur, une partie des boues du clarificateur est recyclée
vers le réacteur. Des purges ont également lieu afin d’extraire la quantité de boues en exces
dans le procédé. Les taux de recyclage et de purge permettent également de maitriser 1’dge des
boues c’est-a-dire le temps au bout duquel la biomasse est entierement renouvelée. Ce temps
caractérise la forme physiologique de la biomasse dans le réacteur mais aussi la composition de
celle-ci. Prenons I’exemple du traitement de la matiere azotée : les bactéries autotrophes res-
ponsables de la réaction de nitrification ne seront absentes que si I’age des boues est supérieur
a 6 jours, leur temps de duplication étant de 4 jours.

5.2.2 Modélisation du procédé
Bilan de matiére

Le modele se présente sous la forme d’un ensemble d’équations différentielles non linéaires
obtenues a partir des équations dynamiques de bilan du bioréacteur. Entre deux instants, un bi-
lan de matiere définit la variation de la quantité d’un composé comme étant la somme de ce qui
est apporté ou produit, diminué de ce qui est soutiré ou consommeé, soit :

(Entrée + Production) - (Sortie + Consommation ) = Accumulation

ou de facon équivalente la partie traduisant les réactions biologiques étant représentée par
les termes Production et Consommation :
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Entrée - Sortie + Réaction = Accumulation

L’écriture d’un bilan pour chaque composé conduit au modele global du procédé.

Variables du systéme

Variables d’état
Les substances carbonées considérées dans le modele peuvent étre décomposées en trois groupes,
la DCO biodégradable, la DCO non biodégradable (les matieres inertes) et la biomasse. La DCO
biodégradable est constituée a la fois par la concentration en substrat rapidement biodégradable
(Ss), consistant en des molécules pouvant étre facilement absorbées par les micro-organismes
comme source d’énergie, et en substrat lentement biodégradable (Xs). La DCO non biodégra-
dable est constituée des matieres organiques inertes (S;) et particulaires (X;). Il est considéré
que I’activité biologique du processus n’affecte pas ces deux concentrations.
La biomasse active est composée de la biomasse hétérotrophe (Xpy) et de la biomasse auto-
trophe (Xp4). La biomasse hétérotrophe est responsable de la dégradation de matieres orga-
niques et de la transformation du nitrate en azote gazeux (N;). Elle augmente en présence de
substrat facilement biodégradable et d’une source d’oxygene (en aérobie) ou de nitrate (en
anoxie). Sa croissance est modélisée par une relation de Monod. La biomasse autotrophe est
responsable de I’étape de nitrification et se développe uniquement en conditions d’aérobie. Son
augmentation est aussi décrite par une relation de Monod.
Comme précisé a la section concernant la classification de la pollution, les composants azotés
contenus dans 1’eau polluée comportent : une partie constituée de 1’azote sous forme d’ammo-
niac (Syg) et une partie correspondant a 1’azote organique et aux concentrations associées a la
biomasse active. L’azote organique se décompose en une fraction particulaire et une fraction
soluble qui peuvent étre biodégradables ou non-biodégradables. Seules les fractions biodégra-
dables sont explicitement incluses dans le modele (azote organique soluble Syp et azote orga-
nique particulaire Xyp). La biomasse active intervient dans le modele dans le sens ol le déces
de la biomasse produit de 1’azote organique biodégradable particulaire. Finalement, les concen-
trations d’azote sous forme de nitrite et de nitrate sont réunies dans une seule variable (Syo)
afin de simplifier les expressions mathématiques du modele.
L’ oxydation de I’ammoniac en nitrate est faite en deux temps :

1. azote ammoniacal + oxygene — nitrites + eau + ions d’hydrogene

2. nitrites + oxygene — nitrates
Si les conditions d’aération sont adéquates, la deuxieéme réaction est tres rapide ce qui simplifie
la modélisation de 1’oxydation en ne prenant en compte que la dynamique du nitrate Syo.
Les deux derniers composants sont la concentration d’oxygene dissous (Sp) et I’alcalinité (Sazx).
Lalcalinité S4; g est une variable qui n’intervient pas dans les cinétiques des autres composants
et n’est pas mesurée, donc elle sera omise. De plus, la concentration Xp en produits particulaires
inertes résultant du déces de la biomasse sera amalgamée dans la définition de la matiere orga-
nique particulaire inerte X;. En conséquence, le modele comporte au total onze variables d’état
réunies dans le vecteur x :

x = [S1 Ss X1 Xs Xpu Xpa Sno Snu Snp XnD SO]T (5.1
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Variables d’entrée
Les concentrations en composants solubles S, ;;, et particulaires X, ;;, dans 1’eau polluée qui
rentrent dans le bassin de réaction sont considérées comme variables d’entrée du modele. Les
débits d’entrée g;,,, de recyclage gr et d’extraction gw font aussi partie de cet ensemble de
variables, dont les €léments forment le vecteur d’entrée u défini par :

T
u = [Sl,in Ss.in X1,in Xs.in XBH,in XBA,in SNO,in SNH,in SND,in XND.in S0,in qin 4R CIW}
(5.2)

Variables de sortie
Les concentrations en composants solubles S, ., et particulaires X, ,, de I’eau qui sortent du
bassin de réaction sont considérées comme variables de sortie du modele. Le débit de sortie g,
fait partie aussi de cet ensemble de variables mesurables ; le vecteur x,,,; réunit les variables de
sortie qui viennent d’€tre mentionnées :

T
y = [Sl,oul SS,out Xl,out XS,out XBH.,out XBA,out SNO,out SNH,out SND,out XND,out SO,out Q(ml}
(5.3)

Description des cinétiques

Les réactions biologiques ayant lieu dans le bioréacteur sont décrites sous la forme d’une
matrice (figure 5.3), suggérée par Petersen [1965]. Ce tableau permet une lecture facile des
cinétiques modélisées : pour chaque composant soluble S ou particulaire X qui apparait dans
le haut du tableau, les processus p; intervenant sont signalés dans la premiere colonne. Le
terme de cinétique pour chaque composant j du modele est obtenu en sommant les produits
des coefficients stoechiométriques k; ; par la cinétique du processus p;.

Quatre types de processus sont considérés :

1. la croissance de la biomasse

— Croissance aérobie des hétérotrophes (p;) : une fraction du substrat facilement bio-
dégradable est utilisée. Donc, la consommation d’oxygene augmente, 1’ammonium
étant utilis¢é comme source d’azote pour la synthese, il est incorporé a la biomasse.
Les concentrations Sg et Sp peuvent agir en limitant ce processus, qui contribue plus
que les autres processus a la production de la biomasse et a la consommation de DCO.

— Croissance anoxie des hétérotrophes (p;) : en I’absence d’oxygene, les organismes
hétérotrophes utilisent le nitrate et le substrat Sg pour produire de la biomasse et de
I’azote gazeux (dénitrification). Un changement de 1’alcalinité est associé a la réaction.
[’ammoniac constitue une source d’azote pour la synthése des micro-organismes.

— Croissance aérobie des autotrophes (p3) : ’ammoniac est oxydé en nitrate (nitrifi-
cation) ce qui a comme résultat une production de biomasse autotrophe et une aug-
mentation de la DCO. Il est aussi utilis€ comme source d’énergie pour la synthese
de micro-organismes. L’effet sur la quantité de biomasse produite est tres faible. Par
contre, 1’alcalinité et la consommation d’oxygene sont fortement affectées.

2. la mortalité de la biomasse

— Mortalité des hétérotrophes/autotrophes (p4/ps) : les micro-organismes meurent a
un taux déterminé, et cette biomasse devient une combinaison des produits particulaires
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Figure 5.3 — Matrice des cinétiques du modele ASM 1
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5.2. Description du procédé d’épuration d’eaux

et du substrat lentement biodégradable. L’azote organique associé a Xg est disponible
comme azote organique particulaire. La DCO n’est pas modifiée. Les taux de mortalité
sont supposés invariants en conditions d’aérobie et d’anoxie.

3. ’'ammonification de 1’azote organique soluble
— Ammonification de I’azote organique soluble (pg) : I’azote organique biodégradable
est transformé en ammonium par I’action de la biomasse hétérotrophe active. L’alcali-
nité est aussi modifiée.

4. I’hydrolyse des composants organiques absorbés

— Hydrolyse de la matiére organique absorbée (p7) : le substrat lentement biodégra-
dable correspondant aux substances polluantes est décomposé par un mécanisme extra-
cellulaire en produisant du substrat facilement biodégradable utilisable par la biomasse.
Ce processus a lieu en aérobie et en anoxie. Le taux d’hydrolyse en anoxie est diminué
par un facteur 7, (< 1) par rapport aux conditions d’aérobie. Il est lié a la biomasse
hétérotrophe par une fonction de premier ordre et sature quand la concentration de
substrat absorbé devient grande par rapport a la biomasse.

— Hydrolyse de I’azote organique absorbé (pg) : ’azote organique particulaire bio-
dégradable est décomposé en azote organique soluble a un certain taux défini par la
réaction d’hydrolyse précédemment décrite.

La figure 5.4 permet de visualiser 1’évolution des composants modélisés au cours du temps a
travers les différents processus qui interviennent dans le syst¢tme. Comme les conditions envi-
ronnementales changent (I’alimentation en air par exemple) il est nécessaire d’introduire des
fonctions de différentes types d’amplitude pour gérer I’intervention des processus dans les dy-
namiques du systeme.

— les cinétiques ayant lieu uniquement en phase anoxique comporteront le terme

inhibant la réaction en phase aérobie
— les cinétiques ayant lieu uniquement en phase aérobie comporteront le terme

Ko
So+Kon

So
So+Kon

ou

So . g L. .
le terme SorKor inhibant la réaction en phase anoxique.

Valeurs typiques des parametres

Dans le tableau 5.1 sont sont rassemblées les valeurs des parametres du modele ASM1
conformément a Henze et al. [1987]. Ces valeurs correspondent a des caractéristiques d’eaux
résiduelles de provenance domestique, a une température de 20°C et pour un pH neutre.
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mortalité mortalité

A4

hydrolyse anoxie lhydrolyse aérobie
Y

ammonification

croissance anoxie croissance anoxie

croissance
aérobie

croissance aérobie croissance aérobie

Y ~
hydrolyse anoxie

hydrolyse aérobie

mortalité

mortalité

Figure 5.4 — Evolution des composants au cours du temps

Hypotheses, restrictions et contraintes du modeéle ASM1

Certaines hypotheses ont été faites pour que le modele soit utilisable en pratique :
— le bioréacteur et le décanteur sont parfaitement mélangés. Cette hypothese se traduit par :

y() = x(t) (5.4)

— les réactions biologiques ont lieu seulement dans le bioréacteur.
— le décanteur est parfait : I’eau épurée ne comporte pas de substances particulaires et les

concentrations des composants solubles sont les mémes en entrée et en sortie du décan-
teur :

S() = Sg(t) (5.5)
(qin(t) +qr(1))X (1) = (qr(t) +qw(t))Xr(t) (5.6)
ou X et S sont les concentrations respectives de particules et de substrat dans le bioréacteur

et Xg et Sr les concentrations de particules et de substrat dans le circuit de re-circulation
des boues [Julien, 1997].

— le systeme opere a température constante. Si des fluctuations importantes de température
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Parametres Signification Valeurs par défaut
N Taux de conversion substrat/biomasse autotrophe 0.24
Yy Taux de conversion substrat/biomasse hétérotrophe 0.67
Sxi Fraction de DCO inertes générés par la biomasse morte 0.08
fr Taux de conversion biomasse/matiere organique inerte 0.08
ixp Fraction d’azote dans la matiere organique inerte 0.06
ixB Fraction d’azote dans la biomasse hétérotrophe 0.08
Ug Taux de croissance maximal de la biomasse

hétérotrophe 4
Ua Taux de croissance maximal de la biomasse autotrophe 0.5
by Coefficient de mortalité de la biomasse hétérotrophe 0.3
by Coefficient de mortalité de la biomasse autotrophe 0.05
Ky Coefficient de demi-saturation en substrat
rapidement biodégradable 20
Kon Coefficient de demi-saturation de I’oxygene
pour la biomasse hétérotrophe 0.2
Kyo Coefficient de demi-saturation du nitrate
pour la biomasse hétérotrophe 0.5
Kyg Coefficient de demi-saturation de 1’azote ammoniacal
pour la biomasse autotrophe 1
Koa Coefficient de demi-saturation de I’oxygene
pour la biomasse autotrophe 0.4
Kx Coefficient de demi-saturation pour I’hydrolyse
du substrat lentement biodégradable 0.1
un Facteur de correction pour gy sous condition anoxie 0.8
un Facteur de correction pour I’hydrolyse
sous condition anoxie 0.8
kp Taux maximal pour I’hydrolyse 3
k, Taux d’ammonification 0.05

Tableau 5.1 — Valeurs des parametres du modele ASM1 (a 20 ° C)

sont considérées, les processus p; doivent étre réécrits.

— le pH varie tres peu, et surtout reste dans la zone ou il n’affecte pas le taux de croissance.
Il n’est donc pas nécessaire d’exprimer son influence dans les coefficients stoechiomé-
triques.

— les facteurs de correction en dénitrification, 1, et 1, fixés et constants, sont spécifiques
de I’eau résiduelle traitée.

— la biomasse hétérotrophe est supposée homogene.
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5.2.3 Ecriture du modéle ASM1

Compte tenu de toutes les hypotheses précédentes, le modele est décrit par les équations
différentielles suivantes :

Si(t) = Din(t)[Sr,in(t) — Si(2)]
Ss(t) = Din(t)[SS,in(t>_SS(t)]_%[Pl(t)‘i‘lh(t)]"’l”(t)

Xi(t) = Din(t)X1,in(t) — [Din(t) +DR(I)]#(ID)WU)X1(I) + fxilpa(r) +ps ()]
Xs(1) = Dalt)Xsin(t)~ [Dinlt)+ DO 2" s
(1= fia) pa(0) + ps(0)] — pr 1)
Xan(1) = it Xan (1)~ 001+ D] 2 Xan 1)
+p1(t) +p2(t) — palt)
Xaxlt) = Dit)Xaniolt) - [Di0) + Do) 53" Xa(0)+ pa(1) 1)
1—Yy

pz<z>+ipg<r>

SN()(I) = Din<t>[SN0,in<t> _SNO(t)] - 2.86Yy

Snu(t) = Din(t)[Snrin(t) — Snu (t)] — ixplp1 (1) + pa(t )]—(lXB+ )P3()+P6(f)
Snp(t) = Din(t)[Snp,in(t) — Snp(t)] — ps(t) + ps(1)
D

o 0Xn(0) = [D1n0) + D) 0 X ()
+(ixg — fxrixp)[pa(t) + ps(t)] — ps (1)
Solt) = Dun®)[S0n(1)~ So (1] + Kau(0)[S0,50 — S0(0)
L YH 457&_&;33(0 (5.7)

Pl()
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Les termes p; i = 1, ..., 8 représentent les processus définis dans la matrice de cinétiques :

Ss(t) So(t)

Pilt) = M S ) Ko+ Sot) 2 (1)
B Ss(t) Sno(t) Kon
pa(t) = uHKerSS(l) Kno + Sno(t) Kno +So(f)ngXBH(t)
. SNH(I) So(t)
p3(t) N AKNH+SNH(I)K07A+So(l‘)XBA<t>
p4(t) = buXpu(t)
ps(t) = baXpa(t) (5.8)
po(t) = kaSnp(t)Xpn(t)
_ Xs(t)/Xpu (1) So(?) Kon Sno(t)
pr(t) = "Ks+Xs(t)/ Xpn (1) <K0H+So(t) R ow+So() KN0+SN0(I)) i (1)
_ Xnp(t)/Xpn (1) So(t) Kon Sno(t)
pg(t) th—i—Xg(t)/ng(t) <K0H+So(t) +nhK0H —I—S()(t) KN0+SN0(I)) BH(Z)

Les termes avec I’indice in correspondent a 1’alimentation des différents composés formant le
vecteur de commande. Les termes D;, = %, Dr = % et Dy = Q7W représentent les taux de
dilution relatifs a I’entrée, a la boue recyclée et a la purge de boues, V étant le volume du
bioréacteur. L’alcalinité S,;; est omise puisqu’elle n’intervient pas dans les dynamiques des
autres variables du modele.

5.3 Approche MM pour P’estimation d’état et le diagnostic
de fonctionnement

5.3.1 Modele ASM1 réduit

Plusieurs hypotheses simplificatrices peuvent étre appliquées pour la réduction du modele
ASM1, ici on considere une simplification concernant les composants du modele, proposée par
Weijers [2000]. Ainsi, pour des raisons de concision, nous considérons seulement la dégrada-
tion biologique du carbone et de 1’azote présents dans les eaux usées, impliquant les six com-
posants suivants : substrat rapidement biodégradable Sg, substrat lentement biodégradable X,
oxygene dissous Sp, biomasse hétérotrophe Xpy, ammoniac Syy, nitrate Sy et biomasse auto-
trophe Xp4. D autre part, les deux autres fractions azotées (I’azote organique particulaire Xyp
et I’azote organique soluble Syp) décrivant la transformation interne de Syy dans les processus
d’hydrolyse et d’ammonification, peuvent étre simplifiées puisqu’elles représentent seulement
une petite partie des décharges de 1’azote. L’approximation utilisée consiste a séparer la dyna-
mique de Syy de celle de Syp en négligeant le processus d’ammonification interne.

Les composants suivants ne sont pas considérés : les composants inertes (S;, Xj, Xp), 1’al-
calinité (S,;x). Comme dans la pratique le processus de mesure de la Demande Chimique en
Oxygene (DCO) ne permet pas de distinguer la partie soluble Sg de la partie particulaire Xg
[Weijers, 2000; Smets et al., 2003], un seul composant organique, noté Xpco, est considéré,
en ajoutant les deux concentrations soluble et particulaire. Le vecteur d’état suivant est alors
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considéré :
x(t) = [Xpco(t), So(t), Snu(t), Sno(t), Xpu(t), Xpa(t)]" (5.9)
Le vecteur réunissant les entrées du processus est :

u(t) = [Xpcon(t); qa(t), So.n(t); Snm.in(t); Snoin(t), Xprin(t), Xpam(®)]"  (5.10)

[’équation de conservation de la masse pour ces composants contient une partie réaction (r) et
une partie de bilan entrée/sortie (voir section 5.2.2). La partie réaction est donnée par :

r(x(t)) = C®(x(t))

La matrice C € R%*3 associée au vecteur d’état (5.9) est :

- Y_{LHI _% Y—(3157 L Tr L Tr
FII’H 0 4 YA- { 0 0
_ —ixp —ixp —ixB— 7y ixB—frixp ixB— fPixp
co= | T g e ; ; (5.11)
2.86Y; Yi
1 1 0 —1 0
0 0 1 0 -1

et le vecteur ®(x(¢)) = [p1(t),---,ps(t)]" € RS est donné par :

XDCO (l‘) SO (t)
1(f) = Hu XpH (1
P H KDCO+XXDCO<? K0H+S%(t)< : 2 ©
pcoll Noll OH
2(f) = MHTINO Xpr (1
palt) HITINOs | o +Xpco(t) Kno +Sno(t) Ko + So(t) ) (5.12)
p3(t) = W SNH(I) SO(I) XBA(I) )
Knu.a+Sna(t) Koa+Sol(t)
p4(t) = buXpr(t)
ps(t) = baXpal(t)
ou X K
DCO s
Kpco = Ks = —
Ss fss
Le volume du bioréacteur est supposé constant. On peut alors écrire (figure 5.1) :
Gour(t) = qin(t) +qr(1) (5.13)
En général, gg(t) et gw (¢) représentent des fractions du débit d’entrée ¢;,(¢) :
qr(t) = fran(t), 1< fr<2 (5.14)
gw(t) = fwan(t), 0<fw<1 (5.15)
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Considérons la forme explicite du modele ASMI1 caractérisée par le vecteur d’état réduit (5.9)
et la matrice des coefficients stoechiométriques (5.11) :

Xocot) = —y-IPi(®)+Pa(n)] + (1= fo) (pale) + ps(e)) + D1 (1)
So) = 2p(0)+ 1)+ Do)
Svu(t) = —ixslpi(r)+pa(t)] - (lx3+ 1)P3()
+(ixp — frixp)[pa(t) +ps(t)] +Ds(¢) (5.16)
Swolt) = 5aepalt) +5-ps(1) +Dal?)

Xpu(t) = pi(r)+p2(r) — pa(t) + Ds(t)
Xpa(t) = p3(t) —ps(t) +Ds(7)

Le vecteur D(x(),u(t)) exprimant le bilan entrée/sortie est défini par :

Di(t) = qj"l/(t) [Xpco,in(t) —Xpcol(t)]
Do) = T (55(0) + Kgalt) [S0 00— S0(0)]
Dg(t) = Qir‘z/(t) [SNHm(t) SNH( )]
qin(1) .17)
Dy(t) = v [—Sno(?)]
Ds(t) = qir{/(t) {XBH,in(t)_XBH(I)+fR;R_j;:VXBH(t)]
D¢(t) = qu‘l/(t) [—XBA()‘|—fRf +]; Xpal(t )]

Pour I’application numérique, les parametres définis dans le tableau 5.1 sont utilisés. Les va-
leurs des fractions fg et fi prises en compte dans cette application sont : fr = 1.1 et fiy = 0.04.
Le volume du bioréacteur V considéré est 1333[m?).

Définissons tout d’abord le vecteur de mesures, le vecteur de commande et le vecteur d’en-
trées inconnues afin de pouvoir construire une structure multimodele adaptée au processus
d’épuration et a I’application des méthodes d’estimation proposées dans ce mémoire.

Hypothese 5.1. On suppose nulle la concentration d’oxygene dissous a l’entrée du réacteur
(S0,in)- On peut aussi supposer que Syo.in = 0 et Xpa in = 0, ce qui est en conformité avec le
benchmark du programme européen Cost 624 [Alex et al., 1999].

En pratique, et en particulier pour la station d’épuration Bleesbruck de Luxembourg, les concen-
trations Xpco,in» SNH ,in €t XBH in Ne sont pas mesurées en temps réel. Le systéme devient non
observable si ces concentrations sont considérées comme non mesurables. Ainsi une approxi-
mation souvent faite en pratique est de remplacer ces concentrations par leurs moyennes jour-
naliéres respectives. Une moyenne journaliére de la concentration Xpco.in Sera considérée, par
contre les autres concentrations (Syu in €t XpH in) seront considérées comme entrées inconnues.
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Les mesures des quatre concentrations en sortie du réacteur (Xpco, So, SnH, Sno) sont dispo-
nibles en temps réel.

En conséquence, le vecteur de mesures est :

¥(#) = Xpco(t), Solt), Snu(t), Sno(t)]" (5.18)

le vecteur des entrées connues se réduit a :

u(t) = [Xpcon(t), qa(t)]” (5.19)

et celui des entrées inconnues est :

d(t) = [Snuin(t), Xpmn(t)]" (5.20)

5.3.2 Obtention d’un MM pour le modele ASM1 réduit

On cherche a construire un multimodele afin de I'utiliser pour la synthése d’un observateur
permettant I’estimation des états du modele ASM1 réduit. Comme le systeme est a deux échelles
de temps, 1’approche singuliere s’avere €tre intéressante et utile dans le but d’estimer 1’état a
I’aide d’un observateur adapté aux multimodeles singuliers affectés par des entrées inconnues
(4.119). La forme multimodele classique est 1égeérement modifiée afin de mettre en évidence les
deux échelles de temps du systeme.

En considérant les équations du processus d’épuration (5.16), il est naturel de définir les
variables de prémisse suivantes :

z1(x(t),u(r)) = q”{f” (5.21a)
) = e R 551 o210
sl = KDlef?(Zgo(f) o l—vrosg]tv)o(r) Bt M9
() = e ) G210

Les matrices de la forme quasi-LPV ayant une forme similaire a celle donnée dans (2.48)
x(t) = A(x,u)x(t)+B(x,u)u(t)+ E(x,u)d(t) (5.22)

sont exprimées en utilisant les variables de prémisse définies précédemment (5.21) :

ar 0 0 0 ais  daie
0 ax 0 0 ans 0
B 0 a3 —zi(u) O ass ase
Alwu) = 0 ann 0 —zi(w) ass O 62
0 0 0 0 ass 0
| 0 aen 0 0 0 age ]
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et

ou :

ass(x,u) =
a62(x,u) =

a66<x7 l/[) =

z1(u) 0 0 0
0 KSosu 0 0
0 0 |z 0
0 0 , E(u) = 0 0 (5.24)
0 0 0 z(u)
0 0 o0 0 |
=21 (x,u)
—‘;—HQ(X, u)+(1—fp)by — WZ3()€, u)
H H
(1—fp)ba
457 -Y,
—21 (X, M) —Kqq— Y—AHAZ4(X7 M)
A
Yy —1
W= Dtn oy
Yy
1
—(ixp+ Y—)NA 24(x,u)
A
(ix — frixp)by —ixp Uy 22(X,u) — ixp Ly TINOg 23 (X, 1)
(ixp — frixp) ba
L paza(ou)
Ys Uaza(x,u
Yy —1 ( )
1+
Ha z2(x, u) — by + 21 (x,u) [M - 1] + Ui Mvog 23 (X, u)
TR+ fw
[.LAZ4(X, Lt)
Sw(1+ fr) ]
z1(x,u) |—————=—1|—b 5.25
1) { R+ fw 4 (5-25)

La décomposition des quatre variables de prémisse (5.21) est réalisée en utilisant la transfor-
mation polytopique convexe (2.62). Les scalaires z; 1 et z; > sont définis comme dans (2.63) et
les fonctions F; 1(z;(x,u)) et Fj2(z;(x,u)) sont données par (2.64) pour j = 1,...,4.

Par exemple :

et

Fa(a(xu) = ———7,

Z11 = maxyz(x,u),

Z12 = ming,z(x,u) (5.26)

z(x,u) —z12 21,1 —z(x,u)

Fia(zi(xu) = (5.27)

21,1 — 21,2 21,1 — 21,2

175



Chapitre 5. Application a une station d’épuration

En multipliant les fonctions Fj,G;i (zj(x,u)), les r = 16 fonctions de pondération p;(z(x,u)) sont
obtenues :

pi(z(x,u)) = Fl,O'l-l (21 (u))FZ,Gf (z2(x, ”))F?s,ol} (z3(x, ”))F4,6i4 (za(x,u)) (5.28)

Les matrices constantes A;, B; et E; associées aux 16 sous-modeles, sont déterminées en utilisant
les matrices A, B et E (5.23)-(5.24) et les scalaires Z; 60 i=1,..,16, j=1,...,.4):

A = A(Zl,Gil’Z2,0i27Z3,G-3’Z4,Gl~4) (529&)
B = B(zy) (5.29b)
E = E(z4) (5.29¢)

Finalement, le modele non linéaire (5.16) est écrit de fagcon équivalente sous une forme multi-
modele :

X(r) =) pilx,u)[Aix(r) + Bu(t) + Eid(t)) (5.30a)
i=1

y(t) = Cx(t)+Gd(t) (5.30b)

avec

100000
010000

C=1001000l G = 0ma (5.31)
000100

5.3.3 Synthese d’observateur a gain proportionnel-intégral

Une vue d’ensemble des résultats disponibles concernant I’estimation d’état et des para-

metres de modele pour des processus bio-chimiques a été présentée dans [Dochain, 2003]. Dans
cet article, une évaluation des performances des observateurs classiques (Luenberger et Kalman
étendus, observateurs a grand gain) en présence d’incertitudes de modele a été réalisée. Cette
évaluation permet de motiver la synthese d’observateurs asymptotiques (considérant les ciné-
tiques du processus comme entrées inconnues) et d’observateurs par intervalles (fournissant des
bornes d’estimation d’état en connaissant les bornes des incertitudes) qui prennent en compte
des incertitudes de modélisation. Ce dernier type d’observateurs -par intervalles- a aussi été
abordé en [Rapaport et Dochain, 2005].
Récemment, la construction d’un observateur pour le modele du processus de traitement des
eaux usées a été proposée dans [Boulkroune, 2009], ot un modele réduit a 6 états a ét€ consi-
déré. Dans cet article, un observateur est proposé pour une classe de systemes non linéaires
discrets et Lipschitz en utilisant I’approche linéaire a parametres variables. Cette approche né-
cessite le respect de la propriété de Lipschitz pour la partie non linéaire du systéme, ce qui peut
représenter une contrainte assez conservatrice. Les approches a base d’observateurs proposées
en chapitre 4 évitent cette contrainte. De plus, certains parametres variables dans le temps sont
considérés constants dans [Boulkroune, 2009] alors que ces hypotheses ne sont pas nécessaires
a I’étude faite dans ce chapitre.
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Les résultats d’estimation d’état des multimodeles incertains affectés par des entrées incon-
nues (section 4.2.4) sont appliqués ici au modele ASM1 réduit (5.16) ou de facon plus aisée au
modele équivalent (5.30).

Représentation sous forme de multimodele incertain du modele ASM1

La structure multimodele utilisée pour le modele ASMI1 réduit est celle construite en sec-
tion précédente 5.3.2. Les matrices constantes et les fonctions de pondération correspondant a
la structure multimodele initiale sont fixées et données par les équations (5.23)-(5.24) et (5.28).
Cette structure est légerement modifiée afin de prendre en compte d’éventuelles incertitudes
pouvant intervenir sur les parametres : by et by. Ces parametres interviennent dans les coeffi-
cients ay 5, ai 6, 435, Az 6, ass5 €t ag g (5.25), ce qui peut donc dans (5.23) de séparer la partie
incertaine AA(z). La plage de variation de ces parametres est : pour by de 20% de la valeur
nominale, pour by de 25% de la valeur nominale. L’effet des incertitudes est pris en compte au
niveau de la matrice A + AA(¢), on peut alors écrire :

00 0 0 Aby(t) Aba(t)]
0000 0 0
|0 0 0 0 Abp(t) Abu(r)
AA(I) = 000 0 0 0 (5.32)
0000 Aby(t) O
0000 0  Ab(r)]
ol le terme incertain est écrit sous la forme AA(t) = M“F,(t)N* avec les matrices :
1]
00
_ |Abg (1) 0 « |11 «_ 1000002 0
Fu(t) { 0 AbA(t)]’M oo™ o000 0 025
1 O
_0 1_
ol F,(t) ala propriété F! (t)F,(t) < I.
Donc, les nouvelles équations sont :
x(t) = Zui(x,u)[(Ai+AA(t))x(t)+B,~u(t)—i—Eid(t)] (5.33a)
i=1
¥(t) = Cx(t)+Gd(t) (5.33b)

Synthese d’observateur et résultats d’estimation d’état

Pour le processus d’épuration décrit par le modele ASM1 réduit on considere que les concen-
trations disponibles a la mesure a la sortie de la station sont la DCO Xpcg, I’oxygene dissous
So, 'ammoniac Syg et le nitrate Syp. La matrice de sortie C est donnée dans (5.31). Afin
de prendre en compte les imperfections des chaines d’acquisition de mesure, un bruit §(¢) est
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considéré sur la sortie du systeéme qui est donc définie par :
y(t) =Cx(t)+6(z) (5.34)

ol J(t) est un signal normalement distribué de moyenne nulle.

Dans ce qui suit on applique la procédure d’estimation d’état et d’entrées inconnues obte-
nues présentée au théoreme 4.4. En appliquant ce théoreme, 1’observateur (4.37) est construit.
On rappelle la structure de 1’observateur :

A&(t) + Bau(t) + Eid(1) + L (y(t) — (1)) (5.35a)

Lwe
d(r) = Z (1) = 3(1)) (5.35b)
() = ??(

La valeur numérique du taux d’atténuation des entrées connues u(t) et inconnues d(¢) vers I’er-
reur d’estimation e,(z) des états x(¢) et des entrées inconnues d(z) est ¥ = 1.64. Une compa-
raison entre les variables d’état, les entrées inconnues et leurs estimées est illustrée aux figures
55et5.6.

)+ Gd(t) (5.35¢)

Au vu de ces figures, I’observateur proportionnel-intégral proposé donne des bons résultats
d’estimation (figure 5.5) méme pour des entrées inconnues pour lesquelles la condition théo-
rique d = 0 n’est pas vérifiée puisque les entrées inconnues ne sont pas constantes.

Remarque 5.1. Il faut noter que les données d’entrée et de sortie sont générées par le modele
ASM1 complet (5.7), alors que le modele utilisée pour obtenir la structure multimodéle -et
implicitement [’estimation d’état- est celui réduit a six états (5.16).

5.3.4 Synthese d’observateur en présence d’entrées inconnues a partir
d’un MM non standard

Dans cette section I’application de la procédure proposée au chapitre 4 (section 4.2.6) est
réalisée. Tout d’abord, il est nécessaire de mettre le modele ASM1 réduit (5.16) (ayant une
forme multimodele a entrées inconnues classique construite en section 5.3.2) sous forme d’un
multimodele singulier affecté par des entrées inconnues. Pour effectuer cette réécriture du mo-
dele, il faut identifier et séparer les deux échelles de temps du systeme ASM1 réduit.

Séparation des variables d’état lentes et rapides

On commence par I’identification des dynamiques lentes et rapides du modele ASM1 ré-
duit en utilisant la méthode d’homotopie Robertson [1992]. Cette méthode (section 3.3.3) est
essentiellement basée sur I’analyse des valeurs propres du jacobien associ€ au systeme linéarisé.

Considérons la linéarisation du systeme non linéaire (5.16) autour de différents points d’équi-
libre (xo,u) :

x(t) = Aox(t)+ Bou(r) (5.36)
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10y == %pco

g/m”

70 y \

0 05 1 L5 2 25
temps (j)

20 == Sy

—
«_ 151 NH,estimée ] m

- 'SNO

NO,estimée

0 05 1 15 2 25 3 35

- X )
BA,estimée |1

800} 207
) A 15
E 700} g
) 0 10r

600 \ - XBH, estimée

05 1 1S 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
temps (j) temps (j)

Figure 5.5 — Estimation des états en utilisant un observateur proportionnel-intégral

af(x7u) ’ af<x7 M)

T ox o) “ou ‘(x07uo)'

Les parties réelles des valeurs propres de Ag sont ordonnées Re(A;) < Re(A;) < ... < Re(A,);
la plus grande (respectivement la plus petite) partie réelle correspond a la dynamique la plus
lente (respectivement rapide). La séparation en parties lente et rapide est réalisée en fixant un
seuil entre les deux échelles de temps, 7, tel que : Re(A;) < ... < Re(/lnf) << 1< Re(/’Lan) <
. <Re(Ay).

Pour le modele ASM1 réduit considéré (5.16), cette séparation en deux échelles de temps est
confirmée par les valeurs propres du jacobien Ag, en utilisant la méthode d’homotopie, comme
on peut le remarquer a la figure 5.7 ou quarante points de fonctionnement sont considérés. Les
parties réelles de cinq valeurs propres sont incluses entre —65 et —1, alors que 1’autre se situe
autour de —250. En fixant le seuil a T = —90, on peut déduire que le systeme est caractérisé par

ouAy = etBy =
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Figure 5.6 — Estimation des entrées inconnues en utilisant un observateur proportionnel-intégral

une variable d’état rapide et cinq variables d’état lentes :

XF(Z) = cho(t) (5.37a)
xs(t) = [So(l) SNH(I) SNo(l‘) XBH(I) XBA(I)]T (5.37b)

—100F —v—SO |
Re (M) ——Sy
1_15()* S 7
—8— NO
-200 ~ ——Xo |
/ PN AN - -
_25()?-\\/,‘\',,\/_/ ‘\ r‘«‘\»..’\” \‘\!/ N BA [ ]
_300 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Points de fonctionnement

Figure 5.7 — Parties réelles des valeurs propres du systeme linéarisé

Cette séparation sera utilisée pour écrire le modele ASM1 réduit sous forme de multimodele
singulier.
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Représentation singuliére du modele ASM1 réduit

On applique la méthode d’estimation d’€état proposée au chapitre 4 (section 4.2.4) au modele
ASMI1 réduit a six variables d’état (5.16). Pour pouvoir réaliser cette tache, il faut construire
un observateur a entrées inconnues pour des systemes singuliers et a variables de prémisse non
mesurables. Le multimodele qui sera utilisé pour ce propos est similaire a celui exprimé en
(4.119).

Compte tenu de la séparation des états lents et rapides réalisée en section 5.3.4, la matrice E est
définie par :

E = diag0 1111 1) (5.38)

La sortie y(r) = C x(t)+ G d(t) est définie par les matrices (5.31). Un bruit de mesure est
présent sur les variables de sortie y; = Xpco, y2 = So, 3 = Sy et y4 = Syo-

En conclusion, le modele ASM1 réduit ayant la forme initiale (5.16) est réécrit sous forme d’un
MM singulier a variables de prémisse partiellement non mesurables, comme décrit aux équa-
tions (4.119)-(4.120). Ce systeme peut se ramener a un MM perturbé a variables de prémisse
mesurables, comme suit :

Ei(t) = iu,-@e(z),u(z))[A,-x<t)+B,-u(r)+E,-d(t)+w<t)] (5.392)
i=1
y(t) = Cx(t)+Gd(t) (5.39b)

ou la perturbation a la forme suivante :
o(t) = 2 (ki (x(2),u(t)) — pa((2),u(r))) [Aix(t) + Biu(r) + Eid (t)] (5.40)

et avec les matrices A;, B; et E; définies en (5.29).
On peut maintenant appliquer la méthode d’estimation d’état proposée en section 4.2.4.

Synthese d’observateur a entrées inconnues

La synthese de I’observateur suivant :

) = Y w0),ult)) Nizle) + Guale) + Ly () (5.41a)
i=1
x(t) = z(t)+Tay(t) (5.41b)

est faite en appliquant le théoreme 4.6 qui permet de déterminer les gains N;, G;, L; (i=1,...,16)
et 7> et de minimiser 7.

Ala figure 5.8 sont représentées les variables d’état lentes (Xpco) et rapides (So, Sna, Sno,
Xpp et Xpa) et leurs estimées. Le gain £, du transfert de @(z) (5.40) vers e(t) est borné par
Y = 1.5. On peut remarquer que méme si un bruit de mesure a été ajouté aux mesures des
sorties, I’estimation de I’état est de bonne qualité. Les résultats présentés ont été obtenus en
générant les données entrée/sortie avec le modele ASM1 complet (5.7) a onze états tandis que
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Figure 5.8 — Estimation d’état du modele ASM1 réduit en utilisant 1’observateur (4.122)

la synthese de I’observateur utilise le modele réduit a six états.

5.3.5 Application de I’estimation d’état au diagnostic de fonctionnement

Des travaux importants ont été réalisés dans le domaine du diagnostic de systemes. Deux
grandes catégories de méthodes de diagnostic ont été développées.
La premicre catégorie n’utilise pas de modele mathématique a priori [Korbitz et al., 2004].
Dans ce cas des approches basées sur les méthodes d’analyse en composantes principales (ACP)
permettent de modéliser les relations entre les variables d’entrée et de sortie du processus en
fonctionnement normal du systeme, les défauts étant détectés en comparant le comportement
observé et celui donné par le modele ACP [Tharault, 2008]. Des méthodes basées sur un rai-
sonnement logique existent, proposant un arbre de défaillance capable de guider dans la phase
de diagnostic [Gertler, 1998]. D’autres techniques de traitement de signal basées sur la trans-
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formée de Fourier permettent de détecter des variations brusques de signal dans un systeme.
La deuxieme catégorie de méthodes est basée sur la disponibilité d’un modele mathématique du
systeme. Parmi les approches de diagnostic appartenant a cette derniere catégorie on peut énon-
cer I’approche par I’espace de parité [Cassar et al., 1992; Maquin et Ragot, 2000], 1’approche
par identification paramétrique [Isermann, 2006], I’approche a base d’observateurs d’état [Pat-
ton et al., 1998; Patton et Frank, 2000; Gertler, 1998; Blanke et al., 2006] et 1’approche basée
sur des observateurs de sortie [Chen et Saif, 2006].

En général, le diagnostic de fonctionnement de systemes repose sur I’utilisation de mo-
deles pour synthétiser des indicateurs de dysfonctionnement. Si ces modeles se révelent trop
complexes, il devient difficile, voir impossible, de générer ces indicateurs. Pour cette raison, il
convient d’utiliser des modeles adaptés a cette génération ou de simplifier les modeles existants.

La nécessité d’améliorer les performances des systemes et la qualité des produits, ainsi que
les enjeux écologiques et la réduction de colit ameénent a considérer le fonctionnement des sys-
teémes sur un large domaine de fonctionnement nécessitant, d’une part, la prise en compte de
comportements non linéaires et d’autre part I’amélioration de la sécurité par la mise en place
de systemes de diagnostic. Cela justifie le recours a des modules de diagnostic basés sur des
multimodeles.

La surveillance d’un systeme et le diagnostic des systemes non linéaires a base d’observa-
teurs d’état sont des applications directes des algorithmes d’estimation d’état proposés dans le
chapitre précédent. La surveillance d’un systeme est souvent confiée a un module de diagnostic,
qui exploite toute information livrée par les mesures du systeme et / ou par le comportement
attendu du systeme fourni par un modele en vue de détecter tout comportement anormal du
systeme di, par exemple, a 1’apparition soudaine d’un défaut. Un défaut désigne tout écart non
permis de la valeur acceptable ou nominale d’au moins un composant (parametre ou propriété)
caractéristique du systeme. La tiche de diagnostic consiste a déterminer le plus rapidement pos-
sible I’instant d’apparition d’un défaut et son intervalle de durée. Pour réaliser cette tache, des
symptomes ou des indicateurs de défauts sont générés grice au principe de redondance. A 1’is-
sue de I’étape de détection vient I’étape de localisation ou d’isolation qui détermine a partir de
I’analyse des indicateurs de défauts I’origine et la nature du défaut. Une étape additionnelle de
reconfiguration peut étre envisagée dans le but d’adapter la commande afin de réduire 1’impact
du défaut sur le fonctionnement du systeme.

Le principe de redondance a une importance fondamentale pour le diagnostic de systeme.
Ce principe consiste dans la capacité a disposer de plusieurs moyens de détermination d’une
grandeur caractéristique du systeme (variable, parametre, signal). L’incohérence entre les diffé-
rentes déterminations est révélatrice d’un dysfonctionnement du systeme. Parmi les nombreuses
méthodes de diagnostic faisant appel au principe de redondance, on peut citer les techniques
d’estimation d’état a base d’observateurs. Dans ce contexte, le diagnostic du systeme est réalisé
en comparant les signaux de sortie mesurés et les signaux de sortie estimés par un observateur.
Le test de cohérence entre ces mesures et leurs estimées permet d’établir un indicateur de défaut
appelé résidu. Théoriquement, le résidu est nul en conditions normales de fonctionnement (les
sorties mesurées du systeme et leurs estimées par 1’observateur doivent correspondre) ; étant
donné que I’observateur utilise les mémes signaux d’entrée que ceux appliqués au systeme, il
est capable de fournir les mémes signaux de sortie a condition que le modele employé repré-
sente bien le systeme a surveiller. Dans ce contexte, on pourra citer I’avantage de 1’approche
multimodele qui permet une réécriture d’'un SNL. De ce fait le modele est exact sur toute la
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plage de fonctionnement et, de plus, permet la synthese d’observateurs, donc de module de
diagnostic.

Génération des résidus a ’aide d’un banc d’observateurs

L’étape de génération des résidus, c’est-a-dire des indicateurs de défauts, est une étape fon-
damentale dans la conception d’un module de diagnostic a base de modele. La génération des
résidus a base d’observateurs d’état consiste a reconstruire les sorties du systéme a partir des
mesures et du modele du systeme, puis a comparer les signaux mesurés et leurs reconstructions.
Les résidus sont alors obtenus par différence. Théoriquement, un résidu doit étre nul en absence
de défaut et significativement différent de zéro dans le cas contraire. Cependant, en pratique
cette condition n’est pas tout a fait satisfaite car des bruits de mesures, ainsi que des perturba-
tions peuvent intervenir. L'introduction de seuils de détection afin d’éviter de fausses alarmes
est nécessaire, ces seuils étant généralement fixés compte tenu des incertitudes de modélisation.

Une structuration des résidus est souvent nécessaire pour effectuer de facon efficace les
taches de localisation et d’isolation des défauts. La structuration consiste a construire les résidus
de facon a ce que chacun soit sensible a un sous-ensemble connu de défauts et insensible aux
autres, la bonne conduite de la tache de localisation dépendant du choix de ces sous-ensembles.
Un moyen de réaliser cette structuration est de remplacer 1’utilisation d’un seul observateur par
celle d’un ensemble d’observateurs (banc d’observateurs), chacun d’entre eux étant piloté par
une partie des informations disponibles.

Détection de défauts de capteurs

Dans un premier temps on étudie le diagnostic de défauts de capteur. La sortie du systeme
est alors donnée par :

y(t) = Cx(t)+Du(t) +8(t) (5.42)

ol 6(¢) est un vecteur de défauts.
On commence par décrire une structuration des résidus en vue de détecter les défauts de cap-
teurs. Cette structuration se fait a 1’aide d’observateurs dédiés (Dedicated Observer Scheme
- DOS) pour lesquels le i observateur est piloté par la i”¢ sortie du systéme et toutes les
entrées. Un schéma DOS est illustré a la figure 5.9.

On notera par la suite r; ; le signal indicateur de défaut (résidu) calcul€ a partir de la diffé-
rence entre la i sortie du systeme et la i sortie estimée avec 1’observateur ;.

En général, les résidus peuvent étre définis comme suit :

rij = yi(t)_)”\nj(t) i,jZl,...,g (543)

La phase de localisation ou d’isolation d’un défaut est réalisée par le biais d’une analyse de
I’évolution des différents résidus basée sur une logique de décision préalablement établie. Un
tableau des signatures théoriques (tableau 5.2) est réalisé afin de caractériser 1’évolution des
résidus r; ; en présence d’un défaut §; affectant la i sortie du systéme. Sur ce tableau, un
"1" traduit qu’il est certain que le défaut J; affecte le résidu r; ;, un "0" qu’il est certain que le
défaut ; n’affecte pas le résidu ; j et un " ?" qu’il est impossible de se prononcer. Ce tableau
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- > Vi(t)
Systeme > ()
non linéaire Y .
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Observateur 1 v >1,(0)
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Observateur 2 f
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- 7.0 (0)
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Figure 5.9 — Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

de signatures permet de prendre la meilleure décision.

Observateur 1 Observateur 2 .- Observateur ¢
rip|r2a| o rea||n2|\n2| o [fe2 re|rnel - |Tee
ol 21 7? ? 110 0 10 0
Slol1]o--]0 2 1 9 2 ol11o---]o0
sllolofo--]1 ololo--]1 21 9 2

Tableau 5.2 — Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts de capteurs avec le
schéma DOS

Pour construire le tableau de signatures on consideére dans un premier temps 1’influence du
défaut 6, sur les différents résidus créés :

1. L’observateur 1 reconstruit la sortie du multimodele en utilisant seulement la sortie y; et
toutes les entrées du systeme. Si la sortie y; () est affectée par un défaut §; (les autres
sorties y»(t), - -+, y;(¢) n’étant pas affectées par ce défaut) alors I’estimation des variables
d’état et des sorties sont influencées et les résidus r; 1 = y;(t) — 9;1(¢) (i=1,...,£) sont
donc en principe affectés par ce défaut (différents de zéro). Il convient cependant de
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souligner qu’il est difficile de prédire I’évolution de I’estimation d’état en présence d’un
défaut sur la sortie y;. En effet, la sortie y; est corrompue par le défaut mais y; | est mal
reconstruit ; une compensation peut apparaitre dans la différence y; — ¥ 1 et le défaut s’en
trouve masqué (le résidu r; ; pouvant rester nul). Par conséquent, il est dangereux de se
prononcer sur 1’absence de défaut sur la sortie y; en analysant la nullité des résidus (un
" 7" apparait sur la table des signatures).

2. Toujours en présence d’un défaut sur y, I’estimation d’état fournie par les observateurs
2, ---, £ est correctement réalisée car ces observateurs sont pilotés par les sorties y,(t),
... y¢(t) qui ne sont pas affectées par le défaut sur y;. Ainsi, les signaux de résidu ry ;
pour j =2,--- £ sont sans aucun doute sensibles au défaut o, alors que 5 ; --- ry ; pour
Jj =2,---,¢ ne le sont pas. Par conséquent, cette configuration doit étre exploitée pour
conclure de la présence d’un défaut sur la sortie y;.

Les autres lignes du tableau d’incidence peuvent tre construites de la méme maniere.
Une logique de décision simple permet d’associer des alarmes a;(¢) aux défauts &;(¢) sous forme

booléenne :
. _ 0, si |r(t)] <seuil
bijl) = {1, si|rij(1)| > seuil (5.44a)
4 !
ait) = [ |rois@ [Trors) [ i=1se i (5.44b)
J=1 k=1
J# k#j

Dans le cas de défauts de capteurs simultanés la méthode par banc d’observateurs DOS est
capable de détecter et isoler ces défauts. Dans le cas de deux défauts simultanés, la table de
signature se déduit de la méme maniere et la logique de décision suivante permet d’associer une
alarme a;;(¢) a I’occurrence de &;(z) et §;(z) :

¢ ¢
aij(t) = [T rsa@reju(t) TT Fom(?) (5.45)
i j ni

Il faut mentionner que le schéma DOS (voir figure 5.9) est tres exigeant concernant la propriété
d’observabilité du systeme par rapport a chaque sortie. En effet, du fait que chaque observateur
du banc est piloté par une seule sortie, le systeme doit €tre observable avec juste une sortie, et
ce pour chaque sortie. Une alternative a ce probleme est le schéma GOS (Generalised Observer
Scheme) qui utilise pour chaque observateur du banc toutes les sorties sauf une, ou bien on peut
utiliser un schéma intermédiaire qui utilise deux sorties parmi ¢ = 4 pour chaque observateur du
banc (voir figure 5.10). Le dernier type de banc d’observateurs sera utilisé car le schéma GOS
possede des difficultés dues aux multiples compensations qui rendent quasiment tous les résidus
inutilisables. Un tableau de signatures théoriques 5.3 peut étre réalisé, de maniere similaire au
tableau 5.2, en utilisant deux sorties parmi ¢ = 4 pour chaque observateur. En général, pour ce
schéma les résidus peuvent étre définis comme suit :

ri7j(t) = yi(t)_y\l}j(t)v i:17"'747 jelobs (546)
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ol I,ps = {12,13,14,23,24,34} est I’ensemble d’indices d’observateurs.

0, 5,
53
i
— O » Vi )
> ysteme v > 0
non linéaire v > s
> y4(0)
yi ()
Vi (1)
Observateur 12 > 71, (1)
> Viss(®) _
» Observateur 13 > 7115(0)
— > j’mz&(t)
> Observateur 14 > 7,14(0)
> Vi (0)
> Observateur 23 > 7,3 (7)
> Viaa(t)
> Observateur 24 > 7, 54(1)
> Visa(0)
> Observateur 34 > 13,0
Figure 5.10 — Banc d’observateurs utilisant 2 sorties parmi ¢ = 4
Soit :

— I; ’ensemble d’indices d’observateurs construits avec y; (e.g. I} = {12,13,14})
— I; ’ensemble d’indices d’observateurs construits sans y; (e.g. I} = {23,24,34})

Dans ce cas, on peut proposer une logique de décision en définissant des alarmes a;(t) associées
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aux défauts o; (i =1,---,¢), comme suit :

0, si
rb,-’j(t) = {1 .

, si

< seuil

> seuil (5.47a)

ri,j(t)
(1)

ri7j
!l
ai(t) = TT | reis@® [T 7oxi) | i=1,- .0 (5.47b)

La détection de défauts simultanés est encore possible. En définissant /;; I’ensemble des indices
d’observateurs construits sans y; et y; on peut proposer la logique de décision suivante pour
isoler des défauts simultanées ; et §; :

4 V4
aijt) =TT reix@rpij(t) | TT Fonk(®) (5.48)
k=1 =

1 =1
kGI,'j n7£l.
n#j

Détection de défauts d’actionneurs

Dans ce qui suit on étudie le diagnostic de défauts d’actionneur. L’ état du systeme est alors
donnée par

r

xX(t) = ;ui(x(t),u(t)+n(t))[Aix(t)+Bi(u(t)+n(t))] (5.49)

ol 7N (¢) est un vecteur de défauts.

Le méme principe d’analyse de résidus par banc d’observateurs permet la détection et 1’isola-
tion de défauts d’actionneurs. En utilisant un observateur dédié (schéma DOS figure 5.11), le
i¥M¢ observateur est piloté par la i entrée et toutes les sorties. Les entrées restantes seront
considérées comme entrées inconnues et la sortie de ce i observateur est insensible aux dé-
fauts des entrées 17 (j = 1,...,m, j # i) non utilisées pour sa synthese. Un tableau de signatures
correspondant a ce schéma peut étre construit tenant compte des caractéristiques du schéma,
comme dans le tableau 5.4. La signification des “0” et “1” dans ce tableau est équivalente a
celle présentée dans le cas de détection de défauts de capteurs.

Comme dans le cas du diagnostic de capteurs ce schéma est rarement utilisable car il faut que
les contraintes structurelles de découplages soient satisfaites pour un grand nombre d’entrées
inconnues. Le schéma GOS permet de pallier cet inconvénient.

Le schéma GOS pour la détection de défauts d’actionneurs, présenté a la figure 5.12, correspond
2 une structure oll le i observateur est piloté par toutes les entrées sauf la i et toutes les
sorties. Cet observateur fournit une sortie sensible aux défauts des toutes les entrées sauf ceux
de la i”. La table de signatures théoriques associée a ce schéma de détection est présentée
dans le tableau 5.5.

On peut définir des alarmes correspondant a chaque défaut d’actionneur n; (i = 1,--- ,m) de
maniere simple.
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T
7>
M
u, (1) -~
uy (1) ' > Systéme y(@) X
non linéaire
\ 4 -
u,, (1) >
» Observateur 1 F
> Observateur 2 Alarmes
> ——

> Observateur m L

Figure 5.11 — Observateurs a entrées inconnues (DOS) pour la détection de défauts d’action-
neurs

A

7
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u, (1)

u, (1)
u,, (1)

Yy

Systeme y(
non linéaire

A

\AJ
|

Observateur 1

Alarmes

Observateur 2

YYY

Observateur m L

YYY

Figure 5.12 — Observateurs a entrées inconnues (GOS) pour la détection de défauts d’action-
neurs

Diagnostic de défauts de capteurs d’un réacteur biologique

Pour effectuer le diagnostic d’une STEP on utilise le modele réduit (5.9) pour construire les
observateurs en supposant que les grandeurs mesurées sont y(r) = [Xpco(t) So(t) Snu(t)
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Sno(t) ]T, dans ce cas le vecteur de sortie est donné en (5.34) avec C explicitée en (5.31). Un
banc comportant quatre observateurs selon le schéma DOS est concu. Le multimodele utilisé
pour concevoir ces observateurs a été établi au cours de la section 5.3.2. Des défauts sont injec-
tés, au cours du temps exprimé en [ ], sur les sorties du bioréacteur de la fagon suivante :

— un défaut 6; sur la premiere sortie y; = Xpco apparait dans I'intervalle (0.25;0.75)]/]

— un défaut &, sur la deuxiéme sortie y, = Sp intervient dans I’intervalle (2.25;2.75)(/]

— un défaut 83 est injecté dans I'intervalle (1;1.5)[/] sur la troisieéme sortie y3 = Sy

— un défaut est injecté sur la sortie y4 = Syo pendant I’intervalle (3;3.25)[/]

Dans tous les cas, ces défauts ont une amplitude constante approximativement égale a 10% de
I’amplitude maximale de chaque sortie. Les résidus générés par le banc d’observateurs sont
illustrés a la figure 5.13.

L’analyse de la configuration des résidus r; 1, r; 2, r; 3 €t r; 4 permet la détection et la localisa-
tion des défauts de capteur. Ces résidus sont nuls en absence d’un défaut et de bruit de mesure.
Entre t = 0.25[/] et t = 0.75[], les résidus r; | pour j = 1,...,4 correspondent a I’absence de
défaut sur les sorties y;, y3 et y4. Cette information est confirmée par les résidus générés avec les
trois autres observateurs qui permettent de localiser un défaut sur y;. En appliquant un raison-
nement similaire aux résidus r;», r;3 et rj4 pour j = 1,...,4, il est possible de conclure qu’un
défaut sur les sorties yy (respectivement k # 2, k # 3 et k # 4) apparait dans les intervalles res-
pectifs (2.25;2.75)[j], (1;1.5)[j] et (3;3.25)[/]. Les résidus évoluent conformément a la table
des signatures qui permet d’accomplir correctement les taches de détection et d’isolation de
défauts de capteurs de la station d’épuration.

Les alarmes (5.47b) (construites pour le schéma DOS intermédiaire utilisant 2 sorties parmi
4) associées aux défauts 6; (i = 1,---, /) sont illustrées a la figure 5.14. L’évolution des résidus
obtenus avec le schéma DOS intermédiaire (tableau 5.3) est présentée a la figure 5.15.

Diagnostic de défauts actionneurs

On applique maintenant la technique de diagnostic pour la détection de défauts actionneurs
en considérant le méme systéme. Rappelons le vecteur de commande u(t) = [Xpco.in(t), qa(t)]”
et considérons les deux défauts 1 et 1, affectant les deux actionneurs respectivement. Consi-
dérons ces défauts sous forme de biais sur Xpco i, €t g, :

- O~3XDCO7in<t); 0.5< l‘[]] <1.0

m) = { 0, ailleurs (5.50)
B 0.3q4(1), 2.5<1[j]<3.0

m(r) = { 0, ailleurs (55D

Les résidus sont construits a partir de la comparaison entre les sorties réelles et les sorties
estimées pour chaque observateur :

rij = yj—yA,"j, izl,---,m e'[j=1,---,£ (5.52)

oll i désigne le numéro de 1’observateur et j le numéro de la sortie. A la figure 5.16, les résidus
1.1, 12,1, 13,1 et r41 générés avec le premier observateur indiquent qu’il y a un défaut entre
les instants 0.5[j] et 1.0[j] qui correspond a un défaut sur 1’actionneur piloté par la commande
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

temps (j)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

temps (j)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
temps (j)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
temps (j)

Figure 5.13 — Evolution des résidus r; j en utilisant le schéma DOS (figure 5.9) pour la détection

de défauts de capteurs

Xpco,in- Le défaut m, affectant g, peut étre localisé par I’analyse des résidus r1 3, 122, 137 et
147 générés par le deuxieme observateur. Les résultats de simulation correspondent au tableau

de signatures théoriques 5.4.
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1.5
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Figure 5.14 — Alarmes associées aux défauts de capteurs pas DOS utilisant deux sorties parmi
quatre

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis la mise en ceuvre des différentes méthodes de modélisation et d’esti-
mation d’état proposées au cours des chapitre 2, 3 et 4 a travers une application sur un modele
réduit a six états du modele ASM1.

La méthode, proposée en chapitre 2, d’écriture équivalente d’'un modele non linéaire sous
forme multimodele a ét€ mis en ceuvre avec succes pour le modele ASM1 considéré. Le mul-
timodele obtenu a permis la mise en évidence de différentes représentations afin de réaliser
la synthese d’observateurs d’état proposés en chapitre 4. Premierement, la représentation d’un
multimodele incertain a permis la synthese d’un observateur proportionnel-intégral capable de
reconstruire 1’état et I’entrée inconnue en présence d’incertitudes paramétriques. Deuxieme-
ment, la représentation d’un multimodele singulier affecté par des entrées inconnues a permis
la mise en évidence des deux échelles de temps du systeme et la syntheése d’un observateur a
entrées inconnues capable de reconstruire 1’état en annulant I’effet des entrées inconnues sur
I’erreur d’estimation. L’exploitation de ces algorithmes d’estimation d’état dans un contexte de
diagnostic de défauts de capteurs et d’actionneurs a été ensuite réalisée.
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Observateur 12 Observateur 13 Observateur 14 Observateur 23 Observateur 24 Observateur 34
F1L12|72,02| 73,12 |F412 || T1,13 [ 72,13 | 73,13 | 74,13 || 71,14 | 72,14 | 73,14 | 74,14 || 11,23 | 72,23 |F323 | 74,23 || 71,24 |12,24 (73,24 (7424 1,34 72,34 |13 34 | T4 34

o 21?2 ?|? 21?7 7| ? 21?77 ? 110070 11 0]0/O0 11 0]07(0O0

YO0 100 O] 1]01]O0 07?7 0?2?2301 11010

O[O0 ]| 11]0 20?2?2301 0 1110 1?2?2000 110 20?70 ?

Ol 01 0|0 |1 00|01 20?21?2700 10]0 1 P2 ? 20?70 ?

Tableau 5.3 — Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts de capteurs avec un schéma DOS utilisant 2 sorties parmi 4
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Observateur 1 Observateur 2 e Observateur m
ta | 21 | 131 | 41 || N2 | M2 | 132|742 "tm | 2m | B3m | Y4dm
m 1 1 1 1 0 0 0 0 e 0 0 0 0
b 0 0 0 0 1 1 1 1 e 0 0 0 0
Mm | 0 0 0 0 0 0 0 0 e 1 1 1 1

Tableau 5.4 — Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts d’actionneurs avec
le schéma DOS

Observateur 1 Observateur 2 e Observateur m
Fiu | 20 | 13,0 | Fan || P12 | 122 | 732 | T42 e Fion | T2m | P3m | T4.m
i 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
b 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

Mm | 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Tableau 5.5 — Tableau de signatures théoriques pour la détection de défauts d’actionneurs avec
le schéma GOS
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Figure 5.15 — Evolution des résidus en utilisant le schéma DOS (figure 5.10) pour la détection

de défauts de capteurs

195



Chapitre 5. Application a une station d’épuration
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Figure 5.16 — Evolution des résidus en utilisant le schéma DOS (figure 5.11) pour la détection

de défauts d’actionneurs
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Conclusion générale et perspectives

"Il faut toujours faire ce que I’on ne croit pas pouvoir faire." F.D. Roosevelt

Les résultats proposés a I’issue de ce travail de recherche apportent une contribution rela-
tive aux techniques de modélisation et d’estimation d’état et leur application au diagnostic des
systemes représentés pas des multimodeles. Dans le contexte de la modélisation, I’approche
multimodele a été choisie pour les nombreux avantages qu’elle apporte au niveau de 1’analyse
de stabilité et de la synthese de controleurs/observateurs. Cette structure a fait 1’objet de nom-
breuses €tudes dans différents domaines comme I’identification, la commande ou I’estimation
d’état. En revanche, le choix de la structure multimodele la plus adaptée aux études d’obser-
vabilité/commandabilité en particulier représente un point peu évoqué dans la littérature. De
méme, I’aspect concernant son obtention de facon équivalente (sans perte d’information) a par-
tir d’un modele non linéaire existant est souvent trait€é de fagon succincte et pour des exemples
particuliers. Cette méthode permet d’éviter les inconvénients des approches par linéarisation
couramment utilisées (choix des points de fonctionnement, choix des variables de prémisse)
ont été peu abordés. Ces constats nous ont motivé a accorder plus d’attention a ces problemes.
Le lien qui existe entre le choix des variables de prémisse et le choix de la structure multimo-
dele, mis en valeur a travers la méthodologie proposée au chapitre 2, nous a permis d’extraire
quelques criteres de choix d’une forme multimodele adaptée aux études d’analyse de stabilité
et de synthese d’observateurs performants. Ce résultat représente une des contributions de ce
travail [Nagy et al., 2010b,a]. L’application aux modeles des processus réels et en particulier au
modele d’un réacteur biologique a été aussi réalisée [Nagy et al., 2009b].

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physique, différentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques des modeles. Dans le cas des procédés com-
portant des échelles de temps différentes, la représentation standard est la forme a perturbations
singulieres. Cependant, la disponibilité d’une telle représentation est réservée aux cas particu-
liers, car de nombreux systemes caractérisé€s par des échelles de temps différentes ne sont pas
modélisé€s sous la forme singuliere standard. Différentes démarches générales on été proposées,
mais elles présentent certains inconvénients tels que : la résolution d’un systeme algébrique li-
néaire qui ne constitue pas un point trivial, le respect de certaines contraintes d’ordre structurel
qui limite I’application au systémes de structure quelconque, 1’identification et la séparation des
différentes échelles de temps qui sont fortement liées aux contraintes structurelles et qui ne sont
pas réalisées de facon systématique, etc. Notre contribution a ce stade a été d’éliminer certains
inconvénients en proposant une démarche plus générale d’obtention de la forme singuliere stan-
dard.
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Dans le contexte de I’estimation d’état, la synthese de trois structures d’observateurs d’état
de systemes représentés par un multimodele a été réalisée. Les systemes non linéaires a une
seule et également a plusieurs échelles de temps ont fait 1’objet de la syntheése d’un observateur
d’état [Nagy et al., 2009a; Nagy Kiss et al., 2010]. Le premier observateur, a gain proportionnel-
intégral, concerne les systemes non linéaires caractérisés par une seule échelle de temps, affec-
tés par des entrées inconnues et tient en compte la présence d’incertitudes de modélisation. Il
permet d’opérer une estimation simultanée de I’état et des entrées inconnues du systeme au
moyen d’une action intégrale améliorant I’estimation d’état. Le deuxieéme observateur a entrées
inconnues est dédié aux systemes singuliers affectés par des entrées inconnues/perturbations. Il
est basé sur la minimisation de I’influence des entrées inconnues sur I’erreur d’estimation. Ces
travaux se situent dans le cadre de multimodeles a variables de prémisses non mesurables.

Le chapitre 5 illustre I’application des résultats évoqués dans ce mémoire au modele ASM1
d’une station d’épuration : la construction d’un multimodele équivalent au modele initial choisi
en respectant les principes de choix d’une structure adaptée a la synthése d’un observateur
(chapitre 2), étude concluant sur I’existence de deux échelles de temps, leur identification et
I’obtention de la forme singuliere standard (chapitre 3), la synthese de deux observateurs expo-
sés en chapitre 4, et finalement la phase de diagnostic a base d’observateurs.

Cette étude basée sur des données générées par un simulateur communément utilisé dans
la communauté de traitement des eaux (modele ASM1, de dimension 11) montre des résultats
encourageants quant a 1’application des méthodes proposées pour le diagnostic de STEP en vue
de détecter et localiser des défaillances capteurs ou actionneurs.

Les résultats proposés dans cette these ouvrent un certain nombre de perspectives :

— la simplification de modeles a été réalisée dans ce mémoire par une réécriture exacte du
modele non linéaire sous forme multimodele sans réduction d’ordre du multimodele. Une
autre approche pouvant étre envisagée consiste a réduire 1’ordre du systeéme en utilisant
I’approche L, ; cela consiste a chercher un multimodele d’ordre réduit pour un modele
initial en minimisant I’erreur de sortie entre les deux modeles. Cette méthode ne fourni-
rait pas d’information a priori concernant le gain £, de I’erreur d’approximation mais ce
gain serait obtenu simultanément avec les matrices définissant le modele d’ordre réduit,
comme résultat du processus d’optimisation. Avec cet indicateur quantitatif, on pourrait
apprécier a postériori si I’ordre du systeme réduit est suffisant pour avoir une approxima-
tion précise du systeme original.

— la construction d’un observateur a gain proportionnel multi-intégral (en remplacant la
seule action intégrale par une chaine d’actions intégrales) permettant de prendre en compte
des formes plus générales d’entrées inconnues.

— les résultats obtenus pour I’estimation d’état s’appuient sur ceux existants pour la stabilité
puisque la synthése d’un observateur se réduit a prouver la stabilité (ou la bornitude)
du systeme générateur de I’erreur d’estimation. De ce fait, il serait intéressant d’utiliser
les résultats les plus récents concernant la stabilit¢ des MMs (plutot que la recherche
de fonctions de Lyapunov quadratiques). Par exemple, le résultat proposé par [Sala et
Arino, 2007] basé sur le théoreme de Polya conduit a des conditions asymptotiquement
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nécessaires et suffisantes. Une autre approche consiste a utiliser 1’idée des fonctions de
Lyapunov non-monotones qui autorisent une décroissance non uniforme de ces fonctions
[Kruszewski et al., 2009].

— D’extension des résultats obtenus dans le cadre de I’application de I’estimation et du diag-
nostic de STEP avec le modele ASM1 a six états au modele complet.
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Schémas des structures en série et en
parallele
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Figure A.1 — Structure de type Hammerstein-Wiener
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Figure A.2 — Structure de type Wiener-Hammerstein
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Figure A.3 — Systemes dynamiques non linéaires avec structure en cascade
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Annexe A. Schémas des structures en série et en parall¢le
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Figure A.4 — Schéma structure en parallele
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Figure A.6 — Schéma d’une structure parallele : bloc linéaire et modele Wiener-Hammerstein
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Résumé

Cette these traite de ’analyse et de la synthése de multimodeles pour la simplification de modeles, 1’es-
timation d’état et le diagnostic des systémes non linéaires caractérisés par une ou plusieurs échelles de
temps. Ces travaux visent, dans un premier temps, a développer une procédure systématique de transfor-
mation d’un systéme non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodéle, en évitant quelques incon-
vénients majeurs : la transformation est réalisée sans perte d’information, le choix de différents points de
fonctionnement n’est plus nécessaire, le choix de variables de prémisse est réalisé¢ d’une fagon systéma-
tique. De plus, la méthode offre le choix entre différents multimodeles. Ce degré de liberté sera utilisé
pour faciliter les études de contrdlabilité, d’observabilité et d’analyse de stabilité. Dans un deuxiéme
temps, 1’obtention de la forme a perturbations singuliéres d’un systéme non linéaire est proposée, en
¢liminant quelques contraintes structurelles et en rendant 1’identification et la séparation des échelles de
temps indépendante de la structure du mod¢le. Dans un troisiéme temps, la synthése de plusieurs obser-
vateurs robustes vis-a-vis des perturbations, des erreurs de modélisation et des entrées inconnues a été
réalisée afin de reconstruire 1’état et I’entrée inconnue du systéme. La difficulté de cette étude provient
du fait que le multimodéle utilisé dépend de variables de prémisse non mesurables, situation qui n’est
pas intensivement étudiée, alors qu’elle est naturellement issue de 1I’approche par transformation systeme
non linéaire—multimodéle. Ensuite, le diagnostic de défauts de systémes est réalis€¢ au moyen de bancs
d’observateur a entrées inconnues permettant la génération et la structuration de résidus indicateurs de
défauts. Finalement, tous les travaux proposés sont appliqués au modele d’une station d’épuration, Acti-
vated Sludge Model No.1, qui est largement utilisé¢ dans le domaine du traitement des eaux usées.

Mots-clés . Diagnostic, multimode¢le, estimation d’état, systéme non linéaire, modélisation, systéme a
perturbations singulieres, station d’épuration.

Abstract

This thesis deals with analysis and synthesis of multiple model structures for model simplification, state
estimation and diagnosis of nonlinear systems represented by one or several time-scales. This work aims,
at first, to develop a systematic procedure to transform a nonlinear system into a multiple model form,
by avoiding some major drawbacks : the transformation causes no information loss, the choice of the
different operating points is no more necessary, the choice of the premise variables is realized in a more
systematic way. Furthermore, the method gives the possibility of choosing between different multiple
model structures. This degree of freedom will be used to ease the controllability, observability, stability
analysis studies. Secondly, the derivation of a singularly perturbed form for a multiple time scale non
linear system is proposed, by eliminating some structural constraints and by making the identification
and the separation of the time-scales independent to the model structure. Thirdly, the robust observer
synthesis with respect to perturbations, modeling errors and unknown inputs are presented for state and
unknown input estimation. The difficulty of these studies comes from the fact that the multiple model
depends on unmeasurable premise variables, this case being not intensively studied, whereas it results
naturally from the method of transformation nonlinear system - multiple model. Afterward, fault diagno-
sis is performed using banks of observer to generate and structure residual signals. Finally, this works are
applied to a model of wastewater treatment plant, Activated Sludge Model No.l (ASM1) that is largely
used in the concerned field.

Keywords . diagnosis, multiple model, state estimation, nonlinear system, modeling, singularly per-
turbed system, wastewater treatment plant.
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