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RESUMEN

Esta tesis tiene por objetivo principal contribuir al estudio de propiedades dindmicas y al
desarrollo de métodos de disefio y sintesis de algoritmos de control de sistemas cuyos sensores,
actuadores y controladores se encuentran distribuidos en nodos de una red de comunicacién
digital y cuyos algoritmos de control se ejecutan en dispositivos de célculo no dedicados.

Con el uso de esta tecnologia, los lazos de control deben competir por los recursos de calculo y
comunicacion, los que al ser de capacidad limitada provocan la aparicion de retardos y/o pérdida
de paquetes de la informacion transmitida entre distintos nodos. Estos problemas pueden
degradar sensiblemente los indices de performance del sistema e incluso desestabilizarlo.

Para evitar estas consecuencias se propone trabajar conjuntamente en los dos dominios tedricos
principales: la Teoria de Control, en el nivel funcional mds abstracto de su tratamiento, y la

Informética Aplicada en el nivel relacionado con su implementacién tecnoldgica.

En una primera parte se realizan aportes al andlisis de la performance de ciertas clases de
sistemas y al disefio robusto de los controladores cuando las caracteristicas de la red son
modeladas con pardmetros de calidad de servicio, considerdndola como un elemento pasivo. Este
enfoque se enmarca dentro de la linea clasificada en la literatura como “Control sobre Redes”.
Como resultado de la aplicacién de este enfoque se formula una serie de reglas para asistir a los

ingenieros especialistas en las etapas de disefio de los controladores.

En una segunda parte se hace una contribucién a la linea denominada de “Co-Disefio” via la
articulaciéon de resultados obtenidos en ambos dominios en el drea de sintesis y disefio de
algoritmos de control y en el drea de administracion de las tareas de tiempo real que comparten
recursos limitados. La técnica propuesta resulta en el cambio forzado del periodo del algoritmo
de control, lo que da lugar a un modelo discreto del sistema variante en el tiempo. Tratando este
tipo de modelos como sistemas conmutados, se resuelve el problema de su estabilizaciéon con
métodos asociados a las dlgebras de Lie de sus matrices de evolucidn. Especificamente, los

resultados obtenidos permiten calcular familias adaptables de controladores estabilizantes.






RESUME

L’objectif principal de cette these est 1’étude de propriétés dynamiques et de méthodes de
conception et synthese des algorithmes de controle-commande des systemes dans le cas ou les
fonctions de mesures, actionnements, et contrdles sont distribuées sur des organes de calcul
pouvant €tre partagés avec d’autres applications et connectés sur un réseau de communication
numérique. En conséquence, les boucles de contrdle sont en compétition avec d’autres
applications pour accéder aux ressources de calcul et de communication de capacité limitée et
gérées par des politiques (ordonnanceurs locaux, protocoles) spécifiques. Ceci provoque
I’apparition de délais et de perte d’informations transmises entre les différents nceuds qui peuvent
dégrader les performances du systeme et, le cas échéant, conduire a leur instabilité.

Nous avons proposé d’attaquer ce probleme en étudiant les systemes conjointement selon deux
points de vue : la théorie du contrdle, sur le plan fonctionnel et I’ordonnancement, sur le plan du
déploiement sur une plate-forme d’exécution distribuée.

Dans une premiere partie de la theése, nous avons considéré que le réseau était un élément passif
non contrdlé et nous avons étudié I’analyse des performances de certains systemes ainsi que la
conception de contrdleurs robustes en fonction de la qualité de service fournie par le réseau. Cette
étude a permis de spécifier les regles de conception de contrdleurs.

Dans la deuxieme partie de la these, les principales contributions du travail sont présentés, a
savoir une approche de conception conjointe intégrant les résultats obtenus dans les deux
domaines : la synthese et la conception des algorithmes de contr6le, d’une part et
I’ordonnancement et la gestion de taches temps réel qui partagent des ressources limitées. La
technique proposée repose sur le changement de la période d’activation de I’algorithme de
controle, et en conséquence le modele du systeme devient un modele échantillonné a taux
variable. Ce modele devient un systeéme discret a commutation, et nous avons résolu le probleme
de stabilité en considérant I’algebre de Lie des matrices d’évolution. Spécifiquement, les résultats
proposés permettent de calculer des familles de controleurs adaptifs aux périodes
d’échantillonnage induites par la qualité de service courante du réseau et qui stabilisent tous le

systeme.






ABSTRACT

The main contributions of this thesis are related to the analysis, synthesis and design of control
systems sharing communication and computational resources. The research focuses mainly on
networked control systems or NCS, i.e., control systems where the feedback loops are closed
over digital communication networks which transmit the information provided to its nodes by
sensors, actuators and controllers. The shared resource in this spatially distributed scenario is the
communication network. Nevertheless, some of the results are also valid when the shared resource
is a processor locally placed respect to several controller executing their algorithms on it.

In any of the preceding scenarios, the control loops must contend for the shared computation
and communication resources. The limited capacity of these resources can cause delays and
packet losses when information is transmitted among the network nodes. These effects can
significantly degrade the control system performance and even destabilize it. Precisely these
issues define the subject of this thesis which consists in providing techniques to analyze these
problems and design methods assuring stability and improving performance of the closed-loop
systems. A twofold approach is followed along the thesis. At the abstract level the problems are
analyzed and solved with a control-theoretical methodology, while at the practical
implementation level real-time computer-science tools are invoked. This results in the so-called
“CoDesign” approach when the control system designer has the freedom to specify not only the
controller, but also some features of the shared resource (network/processor) in correspondence
with the controller, as both approaches are linked in this practice.

The first part of this thesis contributes to the performance analysis of specific classes of systems
and to the design of robust controllers for fixed network characteristics modeled by Quality of
Service (QoS) parameters. Here, the network is considered a passive resource providing
constraints expressed in terms of QoS. These contributions correspond to the approach usually
called “control over networks”. A series of methods to assist the control systems engineer at the
controller design stage are provided.

In the second part of this thesis a relevant contribution to the Co-Design methodology is made
via the integration of control system synthesis and design techniques with rules allowing to

define the communication policy to manage real-time tasks sharing a limited resource.



Putting in correspondance a dynamical scheduling of instances of the controller tasks with their
sampling periods, the proposed methodology results in discrete-time varying systems. Modeling
them as families of discrete-time switched systems, the stabilization problem is solved with novel
methods based on the solvability of Lie-algebras generated by the set of the evolution matrices
defining each family. In terms of the standard control system classification, the proposed

methodology provides stabilizing adaptive controller families.
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CAPITULO 1

Introduccion

Un sistema distribuido de control es un sistema espacialmente distribuido en el cual la
comunicacion entre sensores, actuadores y controladores se realiza a través de una red de
comunicaciones. En la literatura actual, la denominaciéon dominante para estos sistemas es
NCS, por Networked Control Systems, su designacion en inglés, (Walsh et al., 2002).

El uso de una red compartida multipropdsito para conectar tales elementos distribuidos
proporciona arquitecturas flexibles y generalmente reduce los costos de instalacién y
mantenimiento. Asimismo, los avances tecnoldgicos en la capacidad de los procesadores
permiten que sean compartidos entre diferentes sistemas de control, (Nilsson, 1998), (Eker et
al., 2000), (Ben Gaid et al., 2006).

En Figura 1.1 extraida de (Hespanha et al., 2007) se muestra un NCS en el cual varios lazos
de control se cierran a través de una red de comunicacién. En la misma se muestran los
bloques de codificacion (“Enc.”) y decodificacion (“Dec.”). El primer bloque es responsable
del muestreo de la sefial de salida de la planta y su acondicionamiento para la transmision por
la red. El segundo bloque tiene como tarea la decodificacion de la sefal recibida y su
conversion en sefiales que actiien sobre la planta.

En Figura 1.2 se muestra una arquitectura de un sistema embarcado, cuya designacion en
inglés es Embedded System, en el cual las tareas de tiempo real que implementan las leyes de
control se ejecutan en forma paralela en un mismo procesador.

En las aplicaciones de control embarcadas y distribuidas, los mencionados recursos de

comunicacion y de procesamiento son limitados.

Planta n Planta

Sensores [_] [_JActuadores Sensores [_] [ JActuadores

Enc. Dec. Enc. Dec.

! i ! i

Controlador

Figura 1.1: Arquitectura general del NCS.



El uso de las redes de comunicaciéon y los procesadores compartidos facilita la
disponibilidad de la informacién instantdnea e historica sobre el sistema en los niveles de
control, supervision y administracién, y mejora el rendimiento de los recursos instalados.
Ademas, aumenta la capacidad de mantenimiento y deteccion de fallas, la interoperabilidad de

los dispositivos y presenta una mejora en la reconfigurabilidad de los sistemas de control.

Procesador

Sensores

I

Actuadores

[§Controlador
1 -

Planta 1

Figura 1.2: Sistemas de control que comparten un procesador comun.

Los NCS son encontrados en un amplio rango de édreas tales como la industria, el transporte,
la medicina (por ejemplo cirugia remota), en la generacion de energia, con propdsitos
militares, entre otros.

Por ejemplo, en el dmbito industrial las redes de comunicacién son muy utilizadas y se
organizan segun tres niveles de jerarquias. En cada uno de estos niveles se presentan
caracteristicas propias de intercambio de informacion y diferentes tipos de equipamiento. El
nivel mds bajo se refiere a las conexiones fisicas al nivel de entradas salidas discretas,
sensores, contactores, actuadores y el intercambio de datos en este nivel es en bits y
fisicamente esta red estd ubicada en el campo.

El nivel intermedio (red de control) se refiere a la red que une los controladores;
implementados en dispositivos como PLC (siglas de Programmable Logic Controller), CNC
(siglas de Computer Numeric Controller), PC de control; y por la misma la informacién se
transporta a nivel de bytes, requiriéndose un flujo de informacion para garantizar la
actualizacién adecuada en los controladores y las estaciones de monitoreo. Esta red esta
fisicamente ubicada donde se encuentran los controladores, ya sea en el campo, en la sala de
control, o en el centro de monitoreo.

El nivel més alto se refiere a una red de computadoras que procesa el comportamiento de la
instalacidn; tales como SCADA (siglas de Supervisory Control And Data Acquisition), HMI
(siglas de Human—Machine Interfaces); y permite operaciones de monitoreo, supervision y
comando (pasaje de 6rdenes, consignas o set-points en lazo abierto) estadistico. Esta red se

instala generalmente dentro del centro de cémputos, una sala de control en un ambiente
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industrial. En este nivel la informacién se transporta en paquetes con datos del sistema mas
otros datos necesarios para cumplir con el requisito de disponibilidad operativa.

Si bien los buses de campo fueron inicialmente pensados para el nivel més bajo, hoy en dia
existen buses para todos estos niveles. Las distintas tecnologias de redes utilizadas en la

industria son descriptas en seccién 2.2.2 y las referencias citadas alli.

1.1 Implementacion de sistemas de control en plataforma informaética distribuida o

compartida

La secuencia de las operaciones involucradas en la ejecucion del control en lazo cerrado de
un sistema (muestreo, célculo, actuaciéon) se denomina generalmente tarea de control
(traduccién del inglés de control task) y tiene como requerimiento ser realizada en un dado
tiempo. Por esto se puede caracterizar al sistema de control como un sistema con restricciones
temporales de Tiempo Real (RT, por Real Time).

Dependiendo de la aplicacion, se puede considerar que las restricciones RT asociadas a las
tareas son del tipo: “hard”(rigidas), “soft” (flexibles) o “firm” (firmes). Esta distincion estd
basada en las consecuencias derivadas de la no satisfaccién de las restricciones temporales,
que se expresan como limites de tiempo y se refieren como deadlines. Por ejemplo, un
sistema con restricciones “hard” debe garantizar que sus tareas se completen “rigurosamente”
a tiempo, dado que su incumplimiento puede tener consecuencias graves, mientras que las
restricciones  “soft” presuponen restricciones de mejor esfuerzo. Los sistemas con
restricciones “‘firm” son sistemas “hard” que pueden tolerar algunas pérdidas, si las mismas
ocurren con una baja probabilidad.

Si bien en (Astrdm & Wittenmark, 1997) se considera que las tareas de control son de tipo
“hard”, en numerosos articulos se ha mostrado que se puede tolerar la no ejecucion de
algunas instancias de estas tareas sin tener consecuencias drasticas, ver (Eker et al., 2000),
(Ramanathan, 1999), (Hadjicostis & Touri, 2002), (Ben Gaid et al., 2006), entre otros, es
decir de acuerdo con esta interpretacion, las restricciones temporales son de tipo RT- firm.

Una tipica restriccion temporal de una tarea de control es que cada instancia sea completada
antes de que esté disponible la instancia posterior, esto implica definir el deadline de la tarea
igual al periodo de muestreo, (Ramanathan, 1999), (Zhang et al., 2001), entre otros.

El no cumplimiento de los requerimientos temporales puede ocurrir no s6lo por una

situacion critica en cuanto a la cantidad de recurso disponible, sino también debido a una



incorrecta asignacion del mismo (Stankovic, 1988). Para asignarlo adecuadamente se requiere
tener en cuenta el protocolo de la red de comunicacidn, el tréfico previsto segun la cantidad de

tareas, sus periodos y sus requerimientos temporales, ver seccion 1.1.1.

Desde el punto de vista de los objetivos de control existe una relacion entre las
especificaciones de disefo sobre la performance del sistema de control y el periodo de la tarea
que ejecuta el control. Ademds, como se menciond en el parrafo precedente, el periodo estd
vinculado a la restricciéon temporal de la tarea de control. Por ambos motivos, el periodo se
vuelve un pardmetro de disefio determinante de la performance obtenible al implementar un

sistema de control en una plataforma informaética. Esto es analizado en seccion 1.1.2.

1.1.1 Problemas inducidos por la red, protocolos y planificacion

La implementacion de un sistema de control en una plataforma informética de tiempo real
provoca que se deban compartir recursos de procesamiento y comunicaciéon que son de
capacidad limitada. Esto tiene como consecuencia la aparicién de ciertos problemas como
retardos y/o pérdidas de datos que pueden impedir que no se respeten las restricciones
temporales requeridas por las tareas de control.

En el caso de que la capacidad del recurso sea muy limitada o sélo se asigne una pequefia
porcién a los distintos dispositivos, pueden aparecer errores de cuantificacién y retardos
significativos debido a la baja resolucién y el tiempo de transmisién finito de los valores
discretos intercambiados. Este problema de control con tasa de datos limitada, que no sera
tratado en esta tesis, ha sido ampliamente abordado en la literatura aprovechando su analogia

con elementos de la teoria de la informacion (Nair & Evans, 2000), (Liberzon, 2003), etc.

A continuacion se presentan brevemente las causas de aparicion de los retardos y la pérdida

de mensajes. Luego, se presentan algunas caracteristicas concernientes a la planificacion.

i. Retardos y pérdidas de datos

Para transmitir una sefal de tiempo continuo sobre una red, la sefial debe ser muestreada,
codificada en un formato digital, transmitida a través de la red, y finalmente decodificada en
el nodo receptor. Este proceso es significativamente diferente del muestreo periddico y el
sincronismo entre muestreo de datos y aplicacion de la ley de control asumidos en la teoria de
control digital. Al tiempo entre que se realiza el muestreo efectivo y la sefial es decodificada

en el receptor se lo denomina retardo de entrada/salida o de extremo a extremo. Su valor
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puede ser altamente variable y estd constituido en parte por el tiempo de acceso al medio
compartido de comunicacion, la funcionalidad adicional requerida para la codificaciéon de
sefiales fisicas y procesamiento de la comunicacion. Dependiendo de los protocolos de red
adoptados, el hardware elegido y el algoritmo de planificacion, los retardos pueden ser
caracterizados como constantes, acotados o incluso aleatorios, ver seccion 2.2.3.

El mensaje a ser transmitido en cada comunicacién es almacenado en colas (o buffers) a la
espera de que la red esté disponible. Debido al tamano finito de estas colas, en caso de
congestion se pueden perder algunos de estos mensajes. En la capa fisica los mensajes son

transmitidos en paquetes por lo que suele denominarse pérdida de paquetes.

ii. Protocolos y planificacion

Las restricciones de tiempo real determinan que el trifico debe ser enviado y recibido dentro
de un intervalo adecuado y en caso de que las mismas no se respeten se dice que ha ocurrido
una falla temporal (pérdida de un deadline). Asimismo, tales fallas pueden ocurrir no sélo por
la cantidad de recurso disponible, sino debido a la incorrecta asignacién del mismo.

En la préctica, se suele intentar resolver el problema de satisfacer las restricciones
temporales de cada lazo de control con el uso de algoritmos de planificacion o agendado
(traducciones del término en inglés scheduling) del trafico de la red y/o de la ejecucion de
tareas (Almeida et al., 2002), (Zhang et al., 2001). Si bien el uso de estos algoritmos puede
mejorar la respuesta temporal del sistema, implicitamente no garantiza que las restricciones
temporales sean satisfechas. Esto requiere un andlisis extra que demuestre cuan factible es la
satisfaccion de las restricciones temporales para una dada planificacion, lo que es realizado
via un andlisis de planificacion. Este tipo de andlisis tiene su origen en la teoria informética de
planificacion de tareas de tiempo real (Liu & Layland, 1973), (Stankovic, 1988). Para mds
detalle, los conceptos de tareas de tiempo real, planificacion, su caracterizacion y conceptos

de andlisis de factibilidad de planificacién se presentan en el Apéndice D.

1.1.2 Periodo de muestreo y performance de lazo cerrado

La performance del control de lazo cerrado de una planta implementado en una plataforma
informatica depende de parametros informdticos y del disefio de control, tal como se adelantd
en seccién 1.1. A continuacion se resumen dos resultados que son motivadores para abordar

este problema con las soluciones de seccién 1.2.



i. Periodo y performance en plataforma real

El problema que surge al implementar un sistema de control en una plataforma informética
puede ser ejemplificado con la Figura 1.3 extraida de (Lian et al., 2001). En la misma se
compara la performance de control en funcion del periodo de muestreo para un sistema de
control digital (que asume muestreo sincrénico) y para el mismo sistema real (implementado
en un NCS).

A los efectos de tal comparacién se destacan distintas categorias de performance, que son
medidas con un costo que asocia un menor valor para una mejor performance. En particular,
se proponen los siguientes niveles de costo: mejor (para periodo de muestreo nulo, es decir
control continuo), aceptable, inaceptable y peor (inestable).

El resultado para el sistema de control digital muestra que a medida que el periodo de
muestreo tiende a cero, el costo es mds pequefio acercindose mas al mejor, que es el de
tiempo continuo. Sin embargo, este resultado no es preservado para el sistema real
implementado en la plataforma informadtica, ver por ejemplo los costos a la izquierda de hy. La
diferencia entre ambos se debe a que ante la disminucién del periodo de muestreo por debajo
de h, se produce un aumento en el trafico de la red, lo que puede provocar congestion que
puede traducirse en la pérdida de paquetes o un aumento considerable del retardo que sufre el

sistema. Por detalles, referirse a Capitulo 2.
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Figura 1.3: Comparacién de performance de sistema de control digital y NCS

Una conclusiéon que surge de lo expuesto anteriormente €s que para conseguir una buena
performance en un NCS, el periodo de muestreo se debe elegir en el rango de valores entre h,
y h., preferentemente cercanos a hy. Es decir, en su determinacién se deben incorporar los

problemas inducidos por red.
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ii. Diserio de controlador adaptable al periodo

Sin tener en cuenta el andlisis previo, se considera aqui la situacion ideal en la cual la
performance de lazo cerrado del sistema es s6lo funcién del controlador elegido y del periodo.
En este contexto supongamos que la seleccion de los pardmetros del controlador se hace de
manera de optimizar la performance para cada valor especifico de periodo, por ejemplo
realizando un disefio con el método Optimo LQ para cada periodo. Esta relacion puede ser
ejemplificada por medio de la Figura 1.4 a), que muestra la relacion entre la performance de
lazo cerrado (evaluada con el costo cuadrético J) y el periodo /& obtenida para un modelo
lineal de segundo orden de un péndulo.

Esta Figura 1.4 a) muestra explicitamente que existen periodos para los cuales el costo
resulta efectivamente infinito (corrigiendo la Figura 4 de (Eker et al., 2000), en la cual los

valores de costo asumen erréneamente un valor alto pero finito). Esto fendmeno resonante

puede ser explicado con el siguiente argumento: los periodos h, = p 21 /(wy4 \/1—752) con
p un numero entero, son periodos patoldgicos y la planta discretizada se vuelve no controlable
(seccion B.4 de Apéndice B por detalles). Como consecuencia de tal fendmeno de resonancia
la caracteristica del costo no es convexa, y entonces se puede concluir que un periodo de
muestreo mas chico no siempre garantiza una mejor performance. A modo de ejemplo se
indica el costo para un periodo de h”=0.7s que resulta mas chico que para h’=0.49 s.

Para evaluar las ventajas de la adaptacion de los parametros del controlador al periodo se
puede comparar su performance con la obtenible si se mantuviera un controlador tnico. Por
ejemplo, sea el controlador LQ disefiado para h*=0.05, entonces es simple de comprobar que
con un aumento del periodo a valores h > 0.306 s. el sistema se vuelve inestable. Por su parte,
la técnica de adaptacion permite garantizar la estabilidad para valores muy superiores de
periodo, ver en Figura 1.4-a que superan a 0.306 s. A partir de esto se puede postular que la
adaptacion permite obtener una performance aceptable del sistema en lazo cerrado para un
rango superior de periodos con respecto al uso de un controlador tnico.

Otro criterio de performance de (Astrém & Wittenmark, 1997) muy usado en la literatura,
establece ciertos limites para seleccionar el periodo. Especificamente postula que se debe
satisfacer la regla 0.2 < w¢ h < 0.8. Para el mismo ejemplo se muestra en Figura 1.4-b el
producto wq h y tales cotas (regiones en gris). Por debajo de la linea de 0.2 se tiene
sobremuestreo y por encima de 0.8 se tiene un submuestreo. Lo interesante que se muestra en

esta figura es que hay dos zonas donde se puede elegir el periodo manteniendo un nivel



aceptable de performance de lazo cerrado. Inclusive este criterio es satisfecho para valores de

periodos superiores al primer periodo de resonancia.
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a) Costo J vs. Periodo b) Relacioén entre ancho de banda y periodo

Figura 1.4: Dos medidas de performance en funcién del periodo para sistema péndulo.

Del andlisis precedente resulta que no es necesariamente cierto que el aumento del periodo
signifique una pérdida de performance, sino que depende del control disefiado y de la funcién

de performance evaluada.

1.2 Enfoque mixto desde el control y la informatica

La mejor manera para tratar los problemas mencionados es trabajando conjuntamente en los
dos dominios tedricos principales: la Teoria de Control, en el nivel funcional mas abstracto de
su tratamiento, y la Informdtica Aplicada en el nivel relacionado con su implementacion
tecnoldgica. Considerando los resultados en ambas vertientes las diferentes alternativas de

solucién suelen ser agrupadas en alguna de las dos lineas descriptas a continuacion.

1.2.1 Control sobre Redes

El enfoque denominado “Control sobre Redes”, (Vatanski et al., 2009), considera que la red
€s un recurso pasivo que establece ciertas restricciones, expresadas en términos de calidad de
servicio (QoS), para las aplicaciones de control. Diferentes QoS que suelen ser consideradas
de interés son: maximo valor de retardo, la variacidn del retardo, la variacién del periodo de

muestreo, cierta tasa de pérdida de paquetes, entre otras, ver descripcion en seccion 1.1.2.
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Este enfoque cominmente involucra el andlisis de la incidencia de estas QoS sobre la
degradacion de la performance y la estabilidad. Un ejemplo de la incidencia de estos efectos
se muestra en la curva de performance del sistema real en funcién del periodo de Figura 1.3,
ver andlisis en seccion 1.1.2 i. Ademds, esto puede llevar a la concepcién de nuevos métodos
y modificacién de métodos convencionales de la ingenieria de control via la integracién a sus
modelos de disefio de las caracteristicas tecnoldgicas de los NCS a fin de satisfacer las

especificaciones de comportamiento en lazo cerrado (estabilidad y performance).

1.2.2 Co-Diseiio

El enfoque de Co-Diseno, en lugar de considerar pasivamente a la red de comunicaciones e
incorporar sus particularidades al modelo del disefio del control, propone considerarla como
un recurso activo sobre el cual se puede actuar a través de la asignacion de recursos, politicas
o algoritmos de planificacion, determinacion de las caracteristicas mds ventajosas de QoS, etc,
esto implica poder realizar un “control de la red”, (Vatanski et al., 2009).

El uso de algunas de estas soluciones, basadas en el control de la admision de distintos
flujos, requiere cierta flexibilidad por parte de los NCS. Por ejemplo: para poder admitir un
nuevo flujo en la red algin otro debe ceder un poco del ancho de banda que utiliza. Asi se
tiene una politica activa que previene la ocurrencia de los retardos y que conlleva el beneficio
adicional de descongestionar la red.

En esta linea, uno de los mecanismos considerados en numerosos articulos como estrategia
para el Co-Disefio propone ajustar el periodo de las tareas involucradas en el control al estado
del recurso, ver seccidon 2.3.2. Con esta técnica al evitar la congestién no hay retardos ni
pérdida de paquetes significativas y por tanto el valor de hy de Figura 1.3 es pequefio. La
pérdida de performance asociada al aumento de periodo con un controlador tnico puede ser
compensada reajustando los parametros del controlador al periodo efectivo, partiendo de la
idea seminal analizada en seccién 1.1.2 ii.

Sin embargo, si bien esta propuesta es muy prometedora en cuanto a performance, el hecho
de que se varie el periodo de muestreo de acuerdo al estado del recurso convierte al problema
en un sistema variante en el tiempo que merece un especial tratamiento.

Dado que esta combinacion de disefio de controladores con los algoritmos de planificacion
para manejo de la red tiene como objetivo la optimizacién conjunta de los comportamientos
de los NCS, la alternativa de Co-Disefo, si bien mds compleja, resulta mas prometedora que

el enfoque de Control sobre Redes.
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1.3 Aportes de esta tesis

La organizacion de esta tesis se describe a continuacion.

En el Capitulo 2 se presenta un estudio exhaustivo de los distintos enfoques usados para
tratar los problemas presentados en esta introduccion, haciendo una clasificacién entre las dos
posibles estrategias de solucion: Control sobres redes y Co-Disefio.

Asimismo el Capitulo 2 se complementa con cuatro apéndices que resumen ciertos aspectos
tedricos relevante para la tesis. En los primeros tres apéndices A, B y C se describen los
fundamentos de teoria de control digital y se presentan los modelos matemadticos, ciertas
nociones bésicas sobre disefio y performance y resultados sobre estabilidad. En el cuarto
apéndice D se presenta un resumen con los conceptos de tareas de tiempo real, planificacion,

su caracterizacion y conceptos de andlisis de factibilidad de planificacion

En los Capitulos 3 y 4 se aborda el problema de los NCS con un enfoque de Control sobre
Redes. En particular, se consideran como indicadores de la calidad de servicio de la red de
comunicaciones a los retardos de transmisién que la misma induce. Se analiza el impacto en
la estabilidad y la performance de los lazos de control.

En Capitulo 3 se asume que el retardo es constante. Tal retardo se incorpora al modelo
discreto del sistema usando la transformada Z modificada (MZT) y en relacién con ciertas
caracteristicas de estos modelos se propone realizar un anélisis de estabilidad para retardos
acotados pero desconocidos, todos en el dominio de tiempo discreto.

En Capitulo 4 se considera que los retardos son de variacion arbitraria pero acotada. Se
proponen dos métodos de disefio de controladores robustamente estables frente al retardo. El
primero de ellos considera un enfoque que opera sobre las normas H. de las funciones de

sensibilidad del lazo cerrado y el segundo método se formula con un método Loop-Shaping.

En Capitulos 5 y 6 se aborda el problema de los NCS mediante un enfoque de Co-Disefo.
En particular se combinan las soluciones para la administracion de tareas con el de la
familia de controladores adaptables para constituir una alternativa de solucién al problema

general de Co-Disefio.

En Capitulo 5 se proponen soluciones para el problema teérico de la estabilizacién en lazo

cerrado de plantas LTI continuas con muestreo no uniforme mediante un enfoque Lie-
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algebraico. Los resultados permiten calcular familias de controladores parametrizados por los

distintos periodos de muestreo, es decir, familias adaptables de controladores estabilizantes.

En Capitulo 6, desde el dominio informético se propone usar una politica de pérdida de
datos que descarte ciertas instancias de tareas de control utilizando el modelo (m, k)-firm para
evitar la congestion del recurso. Entre los motivos que justifican el uso de esta politica (m, k)-
firm se destacan que es facilmente implementable, y que en general los sistemas de control
pueden tolerar la pérdida de algunas instancias de las tareas de control (es decir que son RT
firm), ver seccion 1.1. El modelo (m, k)-firm resulta en un mecanismo indirecto de ajuste de
periodo, y por esto se complementa con un disefio de control que garantice la estabilidad y un
buen nivel de performance. A tal fin se usa la familia de controladores adaptables a los

periodos variables que resulta del Capitulo 5.

En Capitulo 7 se presentan las conclusiones.
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CAPITULO 2

Fundamentos y estado del arte de sistemas de control de tiempo discreto

En este Capitulo se presenta el problema de los sistemas distribuidos de control y se analiza
el estado del arte que comprende los resultados mds relevantes para tratar los problemas
inducidos por red haciendo una diferenciacion entre los dos enfoques: “Control sobre Redes”
y “Co-Disefio”.

Para facilitar la lectura de la tesis se complementa este Capitulo con cuatro Apéndices. Los
tres primeros (A, B y C) son consagrados a la presentacién de resultados de la teoria de
control; incluyen modelos matematicos bdsicos, un resumen de disefio de control con las
técnicas mas difundidas y las nociones de estabilidad de los sistemas discretos mds generales
posibles; mientras el cuarto apéndice (D) presenta los conceptos mas importantes de tareas de

tiempo real.

2.1 De la arquitectura distribuida a los problemas inducidos por la red

Los avances en las tecnologias de los sistemas de computo y de comunicacién han hecho
que en muchos dmbitos la tecnologia punto a punto sea reemplazada por una arquitectura que
cierra los lazos de control sobre una red de comunicaciones, ejecutindose los algoritmos de
control en procesadores compartidos. Esto provoca que el intercambio de informacion se haga
en un medio comun a varios dispositivos, lo que tiene varias consecuencias, entre las que se
destacan los retardos en las comunicaciones entre los distintos dispositivos, conocidos como
retardos inducidos por red, los retardos de ejecucion del algoritmo de control y el hecho de
que los paquetes de informacion pueden ser perdidos durante la transmision.

Debido a estas caracteristicas, se producirdn distorsiones o desviaciones en relacion con las
hipdtesis de la teoria convencional de control (ver resefia en seccidn 2.2), requeridas para el
disefio “estandar” de los lazos de control (secciones B.1, B.2 y B.3). Estos problemas

inducidos por los recursos informdticos hardn que los indices de performance de los lazos de
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control (disenados sin tener en cuenta estos efectos) se puedan degradar sensiblemente,
pudiendo llegar incluso a la desestabilizacién de los sistemas de control.

Como fue adelantado en el Capitulo introductorio, aqui se consideran dos enfoques para
tratar este problema: “Control sobre Redes” que considera que la red es un recurso pasivo
sobre el cual no se puede actuar y “Co-Diseiio” que requiere poder asignar el recurso

compartido de acuerdo a alguna estrategia.

A continuacién se presenta el estado del arte que contempla separadamente tales enfoques.
Se introducen las hipétesis de modelado en cada caso, se incluye una breve descripcion sobre
las redes tipicamente usadas en los NCS y se analiza los problemas que induce. Se presenta un

andlisis exhaustivo de las soluciones que han sido consideradas para resolver el problema.

2.2 Estado del arte del Control sobre Redes

Los enfoques de Control sobre Redes habitualmente involucran dos etapas, la primera es
hacer un andlisis de la incidencia de las particularidades de las redes de comunicacién sobre la
performance de los sistemas de control distribuidos, la segunda se encarga de estudiar la
estabilidad.

Aqui son presentadas las hipétesis de modelado del problema de Control sobre Redes y
luego se citan los trabajos mds comunmente referidos de acuerdo con las categorias

mencionadas.

2.2.1 Origen del Retardo en NCS y modelado

Hipotesis de modelado de NCS:

Las propiedades del NCS relevantes para los Capitulos 3 y 4 se exponen en base al esquema
de la Figura 2.1. La planta continua y el controlador discreto se comunican via una red de
comunicaciones de tiempo real, de la cual s6lo se modelan los retardos que ella induce.

Se asume lo siguiente en relacidon con el manejo de las sefales de cada sistema de control en
la red (Zhang et al., 2001): 1) muestreo periddico de la salida de la planta; controlador y
actuador manejados por los eventos a su entrada; ii) agrupamiento de los mensajes de varios
sensores hacia un mismo controlador en un tnico paquete de red (single-packet); iii) en forma

andloga se envia un paquete desde un controlador hacia varios actuadores.
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Figura 2.1: Modelo del NCS con retardos inducidos por la red

Se distinguen dos clases de retardos inducidos por la red: del sensor al controlador T, y del
controlador al actuador t.,. El retardo computacional tcomp del controlador, es decir el tiempo
de ejecucion de la ley de control (ver Apéndice D), puede ser absorbido en Ty 0 Tco. Ambos
retardos de red pueden ser superiores o inferiores al periodo de muestreo 4. Con la hip6tesis
de controlador lineal y estacionario, para cada instante ty de muestreo, los retardos pueden
englobarse en un unico retardo T, efectivo sobre la accion de control (Ta) = Teek + Teomp +
Teak), COMO se muestra en la Figura 2.2. En la literatura, 1y, se conoce también como retardo
de entrada-salida.

Otra forma alternativa de manejar las sefiales en la red considerada en (Wittenmark et al.,
1995) es: 1) muestreo periddico de la salida de la planta; ii) controlador (time-triggered)
planificado para ejecutarse desfasado 1 con respecto a los instantes de muestreo y actuador
manejados por los eventos a su entrada. Si T3 > Tk, €l retardo entre sensor y controlador es
conocido y constante con valor t,. En caso contrario, la medicién no estard disponible cuando

se necesita, lo que se denomina muestreo vacante (vacant sampling) (Halevi & Ray, 1998).
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Figura 2.2: Retardos Inducidos por red (t < h).
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Origen del retardo:

En los NCS los retardos de transmision que sufren los mensajes entre controlador- actuador
Tea ¥ sensor- controlador Ty, estin conformados por dos términos: un término asociado al
dispositivo y otro asociado a la red (Lian et al., 2001).

El retardo de dispositivo incluye a los retardos en los nodos fuente y destino. El retardo en
el nodo fuente incluye el tiempo de pre-procesamiento 7,. y el tiempo de espera 7, y el
retardo en el nodo destino es solo el tiempo de post-procesamiento T,,g:. El retardo de red
incluye el tiempo total de transmision de un mensaje y el retardo de propagacion en la red.

Entonces el retardo total es la suma de todos los retardos enumerados (2.1).

Tdelay = Tpre T Tw T Tex t Tpost 2.1)

En lo que sigue, se analizan las caracteristicas mas importantes de los valores de estos

retardos que se muestran en Figura 2.12 extraida de (Lian et al., 2002).

Tiempo de pre-procesamiento en el nodo de origen (o fuente) t,.: Este tiempo es el
necesario para adquirir datos desde un ambiente externo y codificarlo en un formato de datos
apropiado para la red. Depende de la adquisicién de datos y de las caracteristicas del software
y hardware del dispositivo. Si bien en muchos casos se asume que su valor es constante o
despreciable, esto no es necesariamente cierto en un caso mas general. En (Lian et al., 2002)
se muestra que existen diferencias notables en su valor atin en dispositivos similares. También

se explica como se puede usar modelos de identificacion para representar este retardo.

Tiempo de espera en el nodo fuente t,,; Un mensaje debe esperar en la cola del nodo fuente
y puede ser bloqueado debido a la transmision de otros mensajes en la red. Los principales
factores que lo afectan son el protocolo de red, la carga de la red y la actividad del mensaje en
el nodo local. Su valor puede ser importante dependiendo de la cantidad de datos en el nodo
fuente y del trafico de la red. Otros retardos adicionales de espera pueden ocurrir en las colas

de dispositivos “switch” o “router” ver Nota 2.1.

Tiempo de transmision en la red t.,: Este tiempo es el pardmetro mas deterministico de la
red porque depende de la tasa de datos, el tamafo del mensaje y la distancia entre los nodos

fuente y receptor. Ty, = N Ty + Tprop donde N es el tamafio del mensaje en bits, Tp;; es el

tiempo de bit y Ty, €8 €l tiempo de propagacion entre dos dispositivos.
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Tiempo de pos-procesamiento en el nodo destino Ty,g:: Este tiempo es el que le toma al

nodo destino decodificar el dato recibido por la red a partir de su formato de dato fisico.

Nodo A Nodo B
Capa de aplicacién|  Tpre Tpre Capa de aplicacion
o Tpost -1 Tpost
Capa de datos Tesp Tesp Capa de datos
- A A
Capa fisica Capa fisica
\ Ttx /
Ttx

Figura 2.3: Tiempo para un mensaje desde un nodo fuente a uno de destino.

2.2.2 Tipos de redes de comunicacion que pueden ser usadas en control

Los parametros relevantes para el disefo del control dependen de las caracteristicas de las
redes, que son en consecuencia resumidas a continuacion.

Los protocolos de red utilizan distintas formas para realizar la entrega de datos de extremo a
extremo. La funcionalidad del protocolo es cominmente descripta y diferenciada usando el
modelo de referencia de siete capas ISO-OSI (en sus siglas por International Standards
Organization Open Systems Interconnection), definidas en (ANSI, 1984). Las siete capas son:
fisica, enlace de datos, red, transporte, sesion, presentacion y aplicacién. La capa de enlace de
datos es subdividida en dos subcapas: la capa de Control de Acceso al Medio (MAC en sus
siglas del inglés Medium Access Control) y la capa de control de enlace 16gico (LLC).

El componente del protocolo del control de acceso al medio define el mecanismo para
gestionar el ancho de banda. Entonces, el mecanismo MAC es responsable de satisfacer los
requerimientos de respuesta en tiempo real o criticos en el tiempo (time-critical/real-time
response) establecidos sobre la red y asimismo de la calidad de la comunicacion entre nodos
(Koubias & Papadopoulos, 1995). Existen tres tipos principales de MAC usados en redes de
control: time-division multiplexing TDM (ej. maestro-esclavo o token bus), acceso aleatorio
con retransmision ante colisiones (ej. Ethernet y mecanismos wireless) y acceso aleatorio con
arbitracion ante colisiones (ej. CAN). Ademds hay implementaciones hibridas como por

ejemplo switched-Ethernet que combina TDM con acceso aleatorio. Para referirse a las redes



18

se suele usar la siguiente nomenclatura segun el tipo de acceso: aleatorio (RA) con deteccion
de colision (CD) y con impedimento de colisién (CA); arbitraciéon basada en prioridad
(AMP); time-division multiplexed (TDM).

A continuacién se describen brevemente las caracteristicas de estas redes, ver (Lian et al.,

2002), (Lian et al., 2001), (Moyne & Tilbury, 2007) y referencias alli.

i. TDM:

Este método puede ser realizado en dos formas: maestro-esclavo (MS siglas de Master-
Slave) o pasaje de “token” o testigo. En una red MS un dnico maestro sondea multiples
esclavos. Estos pueden mandar datos sélo si han sido demandados por el maestro. Es decir, si
el dato de un esclavo estd listo para ser enviado debe esperar a ser sondeado por el maestro.
Con esto, no aparecen colisiones dado que las transmisiones son planificadas por el maestro.
Una vez que los esclavos son sondeados el tiempo de espera es nulo. Ejemplos de red MS

son: AS-I, Modbus e Interbus-S.

En una red de pasaje de “foken” pueden existir multiples maestros o peers y s6lo el nodo
que tiene el “token” estd habilitado para enviar datos. Una vez que el mismo termina de
enviar los datos el “foken” pasa a su vecino légico. Debido a que sélo un nodo puede
transmitir a la vez no existen colisiones de datos. Esta red es deterministica porque el maximo
tiempo de espera antes de enviar un mensaje puede ser caracterizado con el tiempo de
rotacion del “token” (RTT por rotation time token). Una red con pasaje de “token” es
ControlNet. El protocolo Profibus esta basado en un procedimiento de pasaje de “token” entre

los maestros y un protocolo de MS para la comunicacién entre cada maestro y sus esclavos.

ii. Acceso aleatorio con arbitracion ante colision:

CAN es un protocolo de comunicacion serie desarrollado principalmente para aplicaciones
de la industria automotriz pero que también puede ser utilizado con buena performance en
aplicaciones industriales de criticidad temporal. Este protocolo usa una arbitracion de Acceso
Muiltiple por Deteccion de Portadora (CSMA son las siglas de Carrier Sense Multiple Access)
basado en la prioridad del mensaje (AMP) para acceder al medio. Es decir, cada prioridad
especifica sirve para arbitrar el acceso al medio en el caso de transmision simultdnea. Si un
nodo quiere transmitir un mensaje debe esperar hasta que el bus este libre; recién entonces
comienza a enviar el mensaje bit por bit; luego de enviar cada bit escucha la red, si recibe un
bit diferente del que acaba de enviar entonces pierde el derecho a continuar enviando y el otro

gana la arbitraciéon. La arbitracion se resuelve segun la légica de que un cero l6gico gana
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sobre un uno 16gico. Con este método las transmisiones son no destructivas (Lian et al.,

2001), (Moyne & Tilbury, 2007).

iii. Redes basadas en Ethernet:

Ethernet es una red de acceso aleatorio, también conocida como red de Acceso Multiple por
Deteccion de Portadora (en sus siglas CSMA por Carrier Sense Multiple Access). Cada nodo
que quiere trasmitir escucha la red y puede comenzar a hacerlo si la misma esta libre. En
general ocurre que una vez que la red estd libre cada nodo tiene que esperar cierto tiempo
(tiempo interframe o entre tramas) antes de enviar un mensaje. Para reducir colisiones en la
red, los nodos tienen que esperar una cantidad aleatoria de tiempo llamada “binary
exponential backoff” (BEB) antes de empezar a transmitir.

Existen tres tipos de implementaciones Ethernet: 1. Basada en “Hub” (CSMA/CD), 2.

Switched Ethernet, 3. Ethernet inalambrica.

e Basada en “Hub”: En esta implementacion usada tipicamente en oficinas se tiene un
“Hub” que simplemente transmite cada paquete a todas las interfaces que tiene
conectadas. Por tanto, todos los dispositivos reciben el mismo paquete simultineamente.
La operacion basica de este protocolo es como sigue: si la red esta ociosa, un nodo
comienza a trasmitir, si algin otro nodo también intenta transmitir al mismo tiempo los
mensajes chocan y se corrompen. Por esto, esto existe una gran probabilidad de colisién

de mensajes (Moyne & Tilbury, 2007).

e Switched  Ethernet: Esta implementacion utiliza “swifches” para subdividir la
arquitectura de la red. Tales elementos aprenden la topologia de la red y envian los
paquetes solo al puerto de destino impidiendo colisiones, incrementando la eficiencia de
la red y mejorando el determinismo. Por esto, es ampliamente usada en aplicaciones de
manufactura (Moyne & Tilbury, 2007). Ademads, si se configura la red en una conexion
tipo estrella, donde cada nodo es conectado con un Unico cable al “switch” en enlace
punto a punto “full-duple”x, se puede garantizar que no existen colisiones (propiedad
collision-free). A pesar de que no existan colisiones en la red, la congestién puede
ocurrir dentro del “switch” ver Nota 2.1. Si los buffers dentro del “switch” se desbordan

(por un “overflow”) debido a la congestion, los mensajes pueden ser perdidos.

e Wireless Ethernet (CSMA/CA): Esta red, basada en el estindar IEEE 802.11,

implementa las dos capas inferiores del modelo ISO-OSI. Las estaciones “wireless” no



20

pueden escuchar la red, por ello aunque se utilice un mecanismo para impedir las
colisiones, las mismas no pueden ser completamente prevenidas. Después que un
paquete ha sido correctamente recibido por el destinario, dicho nodo envia un paquete
de reconocimiento ACK (por “acknowledgment”). Si el nodo transmisor no recibe el
paquete ACK se asume que la transmision no fue exitosa y se retransmite. Existen
varios ajustes del protocolo bdsico que proporcionan resultados mas deterministas, por
ejemplo los nodos pueden reservar la red enviando un mensaje de pedido de envio o

pueden hacer una conexién MS creando una red TDM (Moyne & Tilbury, 2007).

Nota 2.1: Los principales principios de encolamiento dentro del “switch” son colas “primero
en llegar-primero en ser servido” (FCFS en sus siglas por first-come/first-served). Si hay
mucho tréfico en la red, la cola FCFS no puede garantizar la calidad de servicio de la red
(QoS). La operacion de encolamiento por flujo implica asociarles a las colas distintos niveles
de prioridades. Por lo tanto las colas son procesadas de acuerdo a su prioridad, y aquellas con
alta prioridad tendrdn generalmente alta performance, pudiendo eventualmente bloquear a las

colas con menor prioridad (Decotignie, 2005).

iv. Comparacion de redes

La seleccién de una red especifica para una implementacion debe resultar del andlisis de los
requerimientos de la aplicaciéon de control y el costo econdmico. A continuacién se

transcriben de (Moyne & Tilbury, 2007) algunas ventajas y desventajas de estas redes.

Una red con pasaje de “token” es muy eficiente con una alta carga dado que no hay tiempo
desperdiciado en colisiones y no hay nodos que la monopolicen. A baja utilizacién se vuelve
ineficiente dado que se tiene mucho “overead” asociado al pasaje del “token”.

Una ventaja de la red CAN es que estd preparada para transmitir mensajes cortos, tipicos en
los NCS. La mayor desventaja es su baja tasa de datos, la cual es limitada por el tamafio de la
red. Por ejemplo DeviceNet tiene un valor mdximo de 500 kb/s para una red de 100 m.

En cuanto a Ethernet, el uso de switched Ethernet resulta adecuado para los NCS. Sin
embargo, si bien su uso podria impedir los retardos originados por las colisiones y
retransmisiones, se pueden producir retardos asociados con el almacenamiento en el buffer y
los reenvios, ver Nota 2.1. En general el retardo del “switch” es pequeio y constante hasta
que el buffer se satura y los paquetes se reenvian, en un “hub” el retardo se incrementa mas

gradualmente. En el caso particular de redes inaldmbricas existe una gran diferencia entre la



Cap. 2. Fundamentos y estado del arte de sistemas de control de tiempo discreto 21

tasa de datos tedrica y la tasa de transferencia préctica. Por ejemplo la tasa de datos de redes
va desde 11 hasta 54 Mbits/s pero se reduce mucho debido al “overead” asociado con los

espacios entre tramas, la seial de ACK, entre otros problemas.

2.2.3 Caracteristicas del retardo en distintas redes

El retardo puede caracterizarse de acuerdo a los procesos que intervienen en su aparicion de
acuerdo con la descripcion de 2.1.1, y tal como fue mencionado depende fuertemente del tipo
de red usada. Por esto y de acuerdo con el resumen de seccion 2.1.2 iv se pueden considerar

los siguientes modelos de retardo en las distintas redes.

En redes que transmiten en un orden ciclico TDM se tiene un comportamiento
deterministico y el retardo se puede considerar periddico o inclusive constante (Halevi & Ray,
1998), (Zhang et al., 2001), (Nilsson, 1998). Por ejemplo, el tiempo que debe esperar cada
nodo la llegada del “token” se puede calcular adicionando los tiempos de transmision de
todos los mensajes previos en el anillo 16gico. Por ejemplo en ControlNet cada nodo puede
retener el “foken” desde un tiempo minimo de 22.4 pus y uno méaximo de 827.2 us. Esto es asi
en un caso ideal, pero en la practica pueden aparecer algunas discrepancias que provocan una
variacion del retardo. Algunas soluciones han sido propuestas en (Tovar & Vasques, 1999).

En redes como CAN o Ethernet el acceso es de tipo aleatorio lo que suele generar incerteza
en el valor del retardo. En el caso de estos protocolos y de acuerdo a la carga de la red, ciertas
mediciones han permitido determinar (con cierto grado de aproximacion) que los retardos
pueden ser considerados aleatorios y con alguna distribucion estocdstica (Lian et al., 2001),
(Nilsson, 1998). Alternativamente y basdndose en estas mediciones se pueden determinar
limites maximos y minimos en el retardo, lo que permite usar un modelo variante en el tiempo
pero sin considerar una distribucién particular del retardos (Cloosterman, 2008), (Lincoln,

2002), (Richard, 2003), entre otros.

2.2.4 Efecto del retardo constante en NCS

Desde el punto de vista del disefio de control, estos problemas han sido enfocados de dos
maneras, una con modelos en tiempo discreto (DT, por Discrete-Time systems) y otra con
modelos aproximados en tiempo continuo (CT, por Continuous-Time systems).

En aquellos articulos donde se trata el problema de analisis y/o disefio de NCS con retardo

constante en el dominio CT se usa alguno de los modelos de la planta en CT: caso SISO
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(A.18) y caso MIMO (A.4). En el caso mas simple se desprecia el efecto del dispositivo ZOH
y una mejor aproximacién de este modelo lo tiene en cuenta, ver por ej. (Astrom et al., 1984)
y subseccion i.

Uno de los temas que concentra mayor interés es la forma en la cual incide el aumento del
retardo en la performance del sistema de control. En subseccion ii se muestran algunos
resultados donde el aumento del retardo es un factor desestabilizante del sistema y también es
responsable del deterioro de la performance en una planta particular. Sin embargo estos
resultados no se pueden generalizar. Es decir, el aumento del retardo no siempre provoca la
pérdida de estabilidad y/o el deterioro de la performance, ver en la misma subseccion. Un

andlisis andlogo en DT del mismo problema se muestra en Capitulo 3.

i. Modelos CT de sistemas con retardo constante y estabilidad

En (Zhong, 2003) se analiza la estabilidad de lazo cerrado mediante el diagrama Dual-Locus
para una configuracion de planta particular (de segundo orden sin ceros y estable) modelada
como (A.18) y un controlador continuo (una ganancia), con un retardo entre sensor y

controlador. El lazo cerrado queda descripto por (2.2)
yO +28ay®) +a® =k, y(t—1) (2.2)

En tal articulo se determina el valor de kp normalizada por la frecuencia de la planta
(n=kpla®) de forma analitica en funcién del amortiguamiento (&) de manera de que el lazo
cerrado sea independiente del retardo (region Rp) y dependiente del retardo (regiones Ra, Rp

y Re), tal como se muestra en Figura 2.4. Ademads se muestra la region de inestabilidad Ry.

+00
region inestable
Ry
1 H
region: : : 3 :
0.8|estabilidad....; /. A o\ S——
n  |dependiente /
0.6/de retardo/ i .. . o, S e
Rp . region de estabilidad
0.4l y S Ra _independiente de ...
| reFardo Re
0.2 fo AR — SRR SR IS 00
0

0 02 04 06 08 1 ¢ +

Figura 2.4: Regi6n de estabilidad. Figura tomada de (Zhong, 2003).
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Se observa que el valor de amortiguamiento es un factor crucial para la estabilidad del
sistema. En particular a mayor amortiguamiento el sistema es mas estable (y también es mds
lento) mientras que si es muy pequeilo la region de estabilidad es muy angosta.

Cuando 0 < ¢ < 1/7/2, el criterio de estabilidad, dependiente del retardo, ofrece una
ganancia de control grande y en consecuencia una mejor performance dindmica pero a
expensas de que los retardos de comunicacion estdn limitados. El criterio independiente del
retardo puede soportar cualquier valor de retardo pero a expensas de un valor de la ganancia
mads pequefio. Esto pone de manifiesto el compromiso entre los requerimientos de la red y los

requerimientos de la performance del control cuando se disefia un sistema controlado por red.

Una mejor aproximacion del modelo mencionado anteriormente tiene en cuenta también al
dispositivo ZOH que se modela como un retardo de la mitad del periodo de muestreo, ver por

ejemplo (Astrbm et al., 1984). Es decir (A.15) se transforma en
H(s) ~ he sh/2 (2.3)

La condicién de validez de esta aproximacion es que el periodo de muestreo sea muy
superior a la mayor frecuencia de la planta muestreada. Entonces esto permite agrupar el

retardo de control con el introducido por el ZOH como

G(s)H(s) = he_s(%”)(}o(s) (2.4)

Por ejemplo, en (Juanole, 2002) se utiliza este modelo para una planta de primer orden (2.5)

controlada por un controlador integral (2.6)

Go =1/(s+T1) (2.5)

C=K/s (2.6)

Se verifica que el margen de fase (2.7), medida de la performance, depende de los pardmetros
definidos para evaluar la Calidad de Servicio de la red, retardo t y periodo h. Especificamente
(2.7) se reduce a medida que 7y h aumentan.

K e—j(r+%)w

K ~ 2.
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ii. Performance ante retardos

Evolucion de las raices: Inestabilidad
En (Tipsuwan & Chow, 2003) se observé que el aumento del retardo es un factor
desestabilizante del sistema y también es responsable del deterioro de la performance en una

planta particular. Estos resultados se resumen a continuacion.

Sea una planta de segundo orden (2.8) con un controlador de tipo Pl (proporcional e
integral) (2.9), entonces el aumento del valor del retardo en el lazo de control degrada la

performance cuantificada con ciertos pardmetros de la respuesta temporal (sobrevalor (2.29) y

tiempo de establecimiento (B.4)).

~ 2029.826
6 () = 5326296 1 2.296) (2.8)
K,)
c(s) = BK, (s + -~
(s)=p p<s K, /s (2.9)

Donde K,=0.17 y K;=0.378 y [ es un pardmetro de ajuste de las constantes del controlador.

. I T
I B . i-.| = 1=0.0005 |-
AN i P 1=0.0232
Y al L L i |- 1=0.0627 |
' P i i = 1=0.3150

0 02 04 06 08 1 12
tiempo [seg.]

Figura 2.5: Respuesta temporal para distintos retardos. Figura de (Tipsuwan & Chow, 2003).

Como se muestra en Figura 2.5 (que considera =1) la degradacién de la performance

asociada al crecimiento del valor del retardo se visualiza en un crecimiento de ambos

parametros de la respuesta temporal.
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En Figura 2.6 se muestra como el retardo creciente reduce la region de estabilidad. Ademas,
muestra las ramas del lugar de las raices del sistema con respecto al pardmetro B (lo que
equivale a incrementar Kp y K; del PI). Solo las ramas primarias son analizadas porque ellas
son suficientes para aproximar la regién de estabilidad (Kuo, 1996). Cuando el retardo T es
mayor, la rama primaria del lugar de las raices tienden al semiplano derecho del eje

imaginario y el valor de 3 para el cual las ramas cruzan el eje es mds pequeio.

15 T T T T T T T

------ =0.1 e B116
0F  |— 02| . ]
e 1205 | e B<1.16 B*l 16
..... B>0.677

st " p=0.677 -

fobr: B>0.313
B<0313 /?70 313

<0313 p=0313
<o 67H = P0313

1 B=0677 -

Imaginario
o

SE

-15 I | ! |

Figura 2.6: Evolucion de las raices para t y p variantes. Figura de (Tipsuwan & Chow, 2003).

Evolucion de las raices: Caso General SISO

Un ejemplo donde el aumento del retardo no siempre provoca la pérdida de estabilidad fue

presentado en (Mirkin & Palmor, 2005), donde se analiza la estabilidad dependiente del

. 04e7TS . o -
retardo para una ganancia de lazo L(s) = Zro1siD realimentada unitariamente. Se verifica

que hay valores de retardo para los cuales la planta es inestable y valores superiores de retardo
donde la planta es estable, i.e. aparece un fendémeno “estabilizante” del retardo. Estos
resultados se formulan a partir del andlisis del quasi_polinomio caracteristico de un sistema

genérico en lazo cerrado con retardo (A.18).

Dic(s) = D(s) + N(s)e™*" (2.10)

Siendo D(s) y N(s) los polinomios denominador y numerador de la ganancia de lazo (sin
retardo), respectivamente. El retardo en (2.10) puede incluir el retardo introducido por la
aproximacién del ZOH (2.4).

La propiedad clave de los quasi-polinomios (Kharitonov & Zhabko, 1994) (en el caso de
n = p con n orden del denominador y p del numerador, y tal que el elemento de orden p de N

sea en valor absoluto inferior a 1) es la continuidad de las raices como funciones positivas de
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7. Tal continuidad significa que es posible comenzar el analisis contando los cruces por el eje
imaginario de las raices T cuando se incrementa. Y entonces las raices pueden cruzar el eje
desde la izquierda hacia la derecha (volviéndose inestable), desde la derecha hacia la
izquierda (volviéndose estable), o s6lo ser un punto de tangencia con el eje imaginario.

Una raiz sobre el eje imaginario debe satisfacer

ID(jw)|? = IN(w)|? (2.11)

arg(D(jw)) — arg(N(jw)) + tw = (2k + 1)m parak € Z* (2.12)

Entonces para cualquier solucion real o, de (2.11) existe algiin ©™>0 (mds especificamente
habra una familia de retardos de la forma 70 + 2wk /w,.) tal que también sea vdlida ecuacién
(2.12) para o=w,. Si no hay soluciones positivas reales de (2.11) no existird una migracién de
polos hacia el semiplano derecho (o viceversa) y la estabilidad (o inestabilidad) de las raices
de (2.10) sera independiente del retardo. En caso contrario, la direccion en la cual las raices de
(2.46) cruzan el eje imaginario para s=jw., cuando T se incrementa, depende sé6lo del signo de

la derivada del polinomio de médulo (2.13) evaluada en las frecuencias de cruce.

o(w) =d(ID(jw)|* = IN(w)|*)/dw (2.13)

Entonces, si o(®.) >0, una raiz cruza el eje de izquierda a derecha (denominado “switch”); si
o(w.) <0, una raiz cruza el eje de derecha a izquierda (denominado “reversal”); si 6(®.)=0, la
situacion depende de las derivadas o(w), pero puede parecer que no hay cruces del eje.

Para el ejemplo numérico: ®.;=0.78 y ®c =1.176, y 6(®:1)<0 y o(®w)>0 y por tanto
Towiten = 0.254 4+ 5344k v Trepersat = 3.778 +8.06 k para k=-1, 0, 1,.. Entonces el
sistema es estable parat € [0,0.254) y T € (3.778,5.598) e inestable entre [0.254, 3.778].

Modelos DT de sistemas con retardo constante:

Una herramienta para trabajar en el dominio DT es la transformada Z modificada, ver los
modelos en seccion A.2 del Apéndice A. La MZT ha sido usada en el contexto del modelado

de los NCS con NID en (Yook et al., 2000).

En (Branicky et al., 2000) se reportan condiciones de estabilidad y se determina el dominio
de atraccion, en funcién de la relacién retardo-periodo de muestreo para un integrador

controlado por realimentacion de estado, ambos presentados en (2.14).
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Gp(s)=1/s y C(s) =K, (2.14)

En Figura 2.7 extraida de (Branicky et al., 2000) se muestra la relacién entre retardo y

ganancia k. del controlador en DT.

1

Inestable

1/(hke)

0.5
Estable
t/h

03 - oo .
I
RN
. 0.5-1/(hke)

0 1/kc 2/kc 3/ke 4/ke

Figura 2.7: Region de estabilidad, t vs. A.

La posibilidad de extender tales resultados a plantas mas complejas con los criterios alli
mencionados es muy dificil o imposible y los autores sugieren utilizar simulaciones para
encontrar las relaciones. Se puede remarcar que si se elige k. tal que la planta controlada sea
estable para dos valores de retardos entonces se mantiene la estabilidad para todo retardo

intermedio (la regidn de estabilidad es convexa).

2.2.5 Efecto del retardo variable en NCS

El problema de estabilidad y performance ante retardos variables ha sido considerado en
numerosos articulos (Nilsson, 1998), (Yook et al., 2000), (Zhang et al., 2001), (Richard,
2003), (Hetel et al., 2006), (Cloosterman, 2008) (Sala, 2005), (Tipsuwan & Chow, 2003) entre
otros. En la mayor parte de la literatura se ha modelado el problema basandose en alguna
informacién extra del retardo (por ejemplo su maximo valor, el conjunto de valores que puede
asumir, etc.), se han analizado los efectos que causa en la performance del lazo de control y se

han buscado medidas para la neutralizacién o atenuacion de su efecto.

En la subseccion i se presentan dos modelos muy usados: el modelo exacto DT de lazo
cerrado y un modelo aproximado en CT. Distintas hip6tesis sobre la forma en la cual varia el
retardo y los resultados mas relevantes para abordar el problema de estabilidad son

presentados en subseccion ii.
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i. Modelos del sistema con retardo variable
Al igual que en el caso de retardo constante es mds adecuado tratar el problema en el
dominio discreto. Por esto, en esta tesis se considera el problema en el dominio DT y se

incluye el modelo CT sdlo a titulo informativo.

Modelo exacto DT de lazo cerrado:

Sea el modelo exacto discreto de la planta con retardo en la accion de control descripto en
su representacion de espacio de estados, ver (A.8) en Apéndice A. Sea un controlador lineal
con un posible conocimiento parcial o total del retardo ti, descripto en su forma de espacio de

estados (2.15) cuyas matrices tienen las dimensiones adecuadas.

Xpy1 = P(1y) x5 + T(7) yi

2.15
Wer = CE(0) xE + DE(r4) ¥ 2.15)

Con los modelos (A.8) y (2.15) se puede construir la matriz de evolucién del sistema en lazo
cerrado (2.16), ver (Nilsson, 1998). Por ejemplo, para t;, < h, el sistema en lazo cerrado se

puede escribir como (2.16) donde z;, = [x; xf ux_1]" es el estado aumentado de planta y

controlador y entrada con retardo; y cuya matriz de lazo cerrado es (2.17).
Zs1 = Pre(Ti) 2z (2.16)

@+ To(7y) D(7i) € Toly) C(7i)  T1(Tp)
Ppe(ti) = (i) € ®°(7x) 0 (2.17)
D(7y) C C (i) 0
Con esto, el modelo en lazo cerrado puede ser pensado como el sistema auténomo (C.13)
donde para retardo 7) se tiene una matriz asociada ®;.(t,) definida segin (2.17). Si el
retardo asume un nimero finito de valores este sistema puede ser definido como un DTSS en

lazo cerrado. Noétese que en (A.25) se definié el modelo DTSS, pero en lazo abierto.

Modelo aproximado CT de la planta con retardo variable:

El sistema con retardo en su representacion entrada/salida (A.18) de Apéndice A se puede
simplificar con la aproximacién de Padé como se muestra a continuacion, ver (Goktas, 2000).
Suponiendo que el retardo se escribe como (2.18) donde t,, puede ser 7., T, O la suma de
ambos, Tyax €s el valor maximo del retardo tal que 0 < @ < 0.5y —1 < § < 1 son nimeros

reales que quedan determinados por la aplicacion.
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Tn = (1 - a)Tmax +ad Tmax (218)

Entonces el sistema con retardo se convierte con la aproximacién de Padé de primer orden.

s 1—5s(1—@)Tpnax/2\ (1 —sad Tmax/2
o z< ) ( ) (2.19)

14+s(1 —)Tmax/2) \14+ 5 a6 Tpax/2
La parte incierta del retardo, § en la segunda fraccion de (2.19), puede ser tratada como una
perturbaciéon multiplicativa de la planta. Luego la estabilidad se puede estudiar para este

modelo CT en el dominio frecuencial usando teoria de control robusta (Goktas, 2000).

Modelo politépico DT para retardo acotado:

Un modelo con incerteza politopica presentado en (Hetel et al., 2006) considera la presencia
de retardos variantes en el tiempo e inferiores al periodo de muestreo. El anélisis se basa en la
aproximacion en serie de Taylor de las matrices del modelo (A.11) de Apéndice A que

depende del retardo, es decir las matrices (A.9) y (A.10) se aproximan por (2.20) y (2.21),

respectivamente.
oo Aq—l
Lm) = = ) (1)~ eB (220)
q=1
L(t) =B +Z(_Tk)q T "B (2.21)
q=1

ii. Estabilidad con retardo variable

La estabilidad del sistema no s6lo depende del valor del retardo sino también de su
variacion. Puede ocurrir que un sistema sea estable para ciertos valores especificos y
constantes de retardo y sea inestable cuando el retardo varia asumiendo esos mismos valores.
Entonces, la posibilidad de tener informacién sobre el retardo, su valor y la forma en la cual
varia permite abordar este problema con diferentes enfoques.

Una alternativa usada en numerosos articulos (Nilsson, 1998), (Nilsson et al., 1998),
(Lincoln & Cervin, 2002) entre otros, parte de la posibilidad de poder modelar al retardo
como una variable aleatoria independiente y con una distribucién de probabilidad conocida.
Resultados mdas generales consideran la estabilidad no en términos probabilisticos sino
aplicando métodos que no dependan de la secuencia en particular que pueda asumir un retardo

variante. Por ejemplo, si el retardo asume su valor en un conjunto conocido y finito de valores
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se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams, 1998).
Este método Gridding LMI falla si se tienen un gran nimero de LMI, por lo tanto no permite
garantizar la estabilidad robusta asintética para retardo acotado (infinitos modos).

En la mayor parte de articulos de la literatura que tratan el problema de retardo acotado, las
condiciones de estabilidad son derivadas mayormente con un enfoque de estabilidad de
Lyapunov (Chen et al., 2007), (Gao et al., 2004); (Yu et al., 2005) (Yu et al., 2004) y los de
CQLF (Cloosterman et al., 2006).

En esta tesis se considera un resultado presentado en (Kao & Lincoln, 2004) que propone
condiciones de estabilidad en el dominio frecuencial para sistemas SISO con retardo acotado
basado en el Teorema de la pequeia ganancia. Debido a su relevancia para esta tesis este
resultado es presentado en el Capitulo 4.

Este enfoque del dominio frecuencial, al menos en el caso continuo, ha sido generalizado
para los sistemas mds generales MIMO en (Kao & Rantzer, 2007), a partir de la teoria ICQ

(siglas de Integral Quadratic Constraint).

Seguidamente se presentan algunos de los trabajos més relevantes en este contexto.

Estabilidad Cuadrdtica Media - Retardo como variable aleatoria:

Si se modela al retardo como una variable aleatoria independiente y con una distribucion de
probabilidad conocida el sistema es estocdstico y la estabilidad se puede analizar en términos
de la denominada estabilidad cuadratica media (MSS por siglas de “mean square stability”).
La MSS se garantiza si la funcién de costo estacionario (2.22) asume un valor finito cuando el
retardo z(k) tiene determinada distribucién de probabilidades, siendo E el valor esperado, Q
una matriz simétrica (semi) definida positiva y R la matriz que pesa la entrada. Este costo es

calculable de manera exacta con la herramienta Jitterbug de (Lincoln & Cervin, 2002).
1 T
— F I T T
]—ETIEQO(TJ; (x"Qx+u" Ru)dt) (2.22)

Conceptualmente la MSS significa que puede existir una secuencia particular de retardos y
ruido que hagan que el sistema se vuelva inestable, aunque la probabilidad de que ocurra es
nula, ver (Ji et al., 1991). En consecuencia, el resultado para una dada distribucién no puede
extenderse a otras posibles distribuciones.

Este concepto de estabilidad ha sido usado en (Nilsson, 1998) para calcular un control

optimo LQG que minimiza la funcién de costo (2.23) de una planta que ademas tiene ruido de
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proceso v, y de salida wj. Por tanto el modelo (2.16) se transforma en (2.24) donde e, =
[u wg]Tson los procesos estocdsticos vx y wy de ruido blanco con media cero, no

correlacionado Gaussiano con matices de covariancia R; y R,, respectivamente.

[ ] Q[ ] (2.23)

IN=ExyQuxy+E

WMZ

Zirr = Pre(Tie) zi + T(Ty) e (2.24)

Para sintetizar el controlador en (Nilsson, 1998) se supone que los retardos Ty, son
conocidos al momento de calcular la ley de control. Entonces, el controlador éptimo que

minimiza (2.23) es la realimentacion de estados (2.25).

U = —L(Tsc,k) [xe wpe—1]" (2.25)

El costo (2.22) también ha sido usado en numerosos articulos para comparar la performance
de distintos controladores ante cierta distribucion de retardo. Por ejemplo en Figura 2.8
tomada de (Nilsson, 1998) se compara la performance obtenida con un controlador que se
disefio sin tener en cuenta los retardos (Doyle & Stein, 1979), con el controlador 6ptimo
(2.25), el esquema de (Halevi & Ray, 1998) que elimina la aleatoriedad del retardo al
introducir buffers, y un disefio que considera el valor medio del retardo (Nilsson, 1998).

Claramente la mejor performance se obtiene con el controlador 6ptimo.

104
20 :
18 Disefio despreciando retardo
' |
1.6 - ; Controlador para

retardo medio

Costo

04

02}

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(04

Figura 2.8: Comparacién de performance de cuatro esquemas de control via evaluacién de costo.
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Estabilidad para retardo variando en niimero finito:

Si el retardo asume su valor de forma aleatoria en un conjunto conocido y finito de valores
se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams, 1998).
Esto define un DTSS donde cada matriz de (2.17) estd asociada a un valor especifico de
retardo. Luego, se puede ya bien verificar la estabilidad o sintetizar un controlador estable
resolviendo un conjunto de inecuaciones lineales matriciales LMI (C.14), de Apéndice C, de
forma que el sistema DTSS tenga una QCLF. Sin embargo, los métodos para resolver las LMI
pueden volverse inefectivos cuando la cantidad de modos aumenta (Lin & Antsaklis, 2008).
Por esto, a pesar de lo sugerido en (Sala, 2005) este método falla para determinar la

estabilidad retardos variables y acotados (infinitas LMI).

Estabilidad para retardo acotado:

Como se menciond previamente el problema de estabilidad para retardo acotado es mads
complejo de resolver porque se tienen infinitas matrices de lazo cerrado. Si se puede modelar
el problema de retardo acotado como un sistema nominal mas cierta perturbacion se puede
utilizar teoria (robusta) de Lyapunov. En (Cloosterman et al., 2006) se plantea un nimero
finito de LMI para encontrar una CQLF que garantice la estabilidad robusta asintética para

retardo acotado. Esto se expresa en forma de un Teorema que es transcripto a continuacion.

Teorema 2.1 (Cloosterman et al., 2006): Sea el sistema en lazo cerrado con la matriz
dependiente del pardmetro @, () definida en (2.17); con 7, € [0, Tyrax] Y Tmax € [0, ).

Se define el conjunto de matrices A={4A € R"*™: a@;; = q;; 0 a;; = 13 ,i,j = 1,2,..n} con
a;; el (i,j)- ésimo elemento de 4, q;; = ming, e (1,1 @ (Tk) ¥ 7ij = MaAXr, € [0,1,0,] Gij (Th)s
el minimo y méximo valor del (i,j)- ésimo elemento d;;(ty)de @, (7y), respectivamente.

Si existe una solucién de las inecuaciones matriciales en tiempo discreto de Lyapunov

P=PT >0
ATPA-P<0vVAEA (2.26)

Entonces el sistema es robusta, global y asint6ticamente estable para cualquier secuencia de

retardos, con Ty € [0, Trgxl-

Para usar el Teorema 2.1, se debe determinar el conjunto de matrices A. Una forma de

determinar tal conjunto es haciendo un politopo. Este Teorema se aplicé al ejemplo enunciado
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al comienzo de esta subseccion para determinar la region de estabilidad para retardo constante
y variable (7,4, admisible) en funcién del pardmetro K del controlador L=[50 K], ver Figura
2.9 extraida de (Cloosterman, 2008). La regién de estabilidad se indica en linea continua.

Resulta inferior para retardos variables que para constante (linea de cota).
1

— variable T

regidn ., region
estable \ inestable - - - constante T
0.8 !
\
\
.\ AN Ejemplo
\ ~ L=[50 11.7]
0.6 s
Tmax AN .
0.4 e
\ No satisface ~
\\TeoremaZ 1 : R |
0.2 < o
Satisface P
Teorema 2.1 LT
% 5 10 15 20 25 30 35
K>

Figura 2.9: Regién de estabilidad para retardo constante (cota) y retardos variables (K; =50).

El modelo politopo aproximado de (Hetel et al., 2006) descripto en {(2.20) y (2.21)}, en el
cual q asume valores finitos, puede ser usado para el analisis de estabilidad y/o la sintesis del
controlador, ya sea con una formulacién LMI que permita conseguir una CQLF (por ejemplo
usar Teorema 2.1) o como se consideré6 en (Hetel et al., 2006) usando las funciones

conmutadas de Lyapunov (2.27) definidas en (Daafouz & Bernussou, 2001).

q+1

N
V(zy) =z, Z & (k) Z (k) Pyj z (2.27)
i=1 j=1

El procedimiento de andlisis y/o disefio es iterativo, es decir se va incrementando el orden ¢
de la aproximacion de Taylor hasta que se obtiene un controlador para el sistema aproximado

que puede usarse en la planta exacta.

Ademéds de las mencionadas QCLF y las funciones conmutadas de Lyapunov, una funcién
candidata que ha sido considerada para analizar estabilidad en sistemas con retardo es basada
en un funcional de Lyapunov-Krasovskii (en sus siglas L-K). Cabe aclarar que el enfoque L-
K, que proporciona resultados menos conservativos que las condiciones de estabilidad
impuestas por QCLF para sistemas con retardo en el dominio continuo no necesariamente

brinda resultados menos conservativos en problemas de tiempo discreto (Cloosterman, 2008).
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2.2.6 Variacion del periodo de muestreo en NCS

Cuando se implementan sistemas de control en una arquitectura informatica pueden
aparecer variaciones en el intervalo efectivo de muestreo y/o en el intervalo de aplicacion de
la ley de control. Esto plantea una diferencia con las hipétesis de control digital cldsico, que
asumen muestreo y aplicacion de la ley de control equiespaciados en el tiempo y medicién de

datos y aplicacion de la ley de control en forma sincrénica, ver seccion A.1 de Apéndice A.

Tipicamente, la pérdida de paquetes es una consecuencia de los errores en la transmision en
la capa fisica de la red y/o debido al tamafio finito de las colas (desbordamiento de las colas) y
ciertas situaciones de congestion. En caso de sufrir largos retardos de transmision, a raiz del
reordenamiento de paquetes, tales envios pueden ser descartados (otro motivo de pérdida).
Esto se traduce en la pérdida de paquetes de medicion y/o actuacion, ver (Zhang et al., 2001),
(Nilsson, 1998) y seccidén 2.2.2, la cual es responsable de que el intervalo de tiempo durante el

cual la accion de control debe ser aplicada sea variable en el tiempo.

Otro motivo de tal variacion puede ser ocasionada por un retardo variable presente en la red
de comunicaciones, por ejemplo puede ocurrir que el controlador demande por la red un dato
del sensor en ciertos intervalos de tiempo equidistantes pero que debido a retardos presentes
en la red, la demanda sea efectuada en un intervalo de muestreo variante en el tiempo. Este

problema se muestra en Figura 2.10 extraida de (Marti, 2002).

I P h * R h ‘; /\ Muestreo

A A A V Actuacion
. \ \ R
@ Tiempo ejecucion

(k-) h kh (k+1) h
Figura 2.10: Implementacién con tiempo de muestreo no equidistante. Fig. extraida de (Marti, 2002).

En un procesador compartido la variacion del periodo puede ocurrir debido a derivas del

reloj en el tiempo del muestreador, ver por ejemplo (Sala, 2005).

A continuacién se presentan los modelos méds comunmente usados y los resultados mas

relevantes en cuanto a estabilidad.
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i. Modelado del sistema con periodo variable

Modelo DT para cantidad finita de periodos: El modelo en DT de la planta para sistemas con
periodo de muestreo variable es (A.2) con matrices definidas en (A.3), ver Apéndice A por
detalles. Si ademaés el periodo de muestreo puede asumir un nimero finito de valores se puede

modelar al sistema como un DTSS tal como se definié en (A.24).

Modelo para pérdida de paquete: El sistema de control discreto con pérdida de paquetes y un
controlador por realimentacién de estados ha sido modelado en (Branicky et al., 2002) y es
transcripto a continuacion.

Se considera una llave s, cuya posicion s=1 indica que el mensaje que contiene el paquete
Xj, es transmitido (i.e. X, = xj), mientras que la posicién s=2 indica que el paquete es perdido
(i.e. X, = Xy_1) y se mantiene el valor precedente del estado. Entonces, la dindmica del
estado aumentado wy,q = [Xx41 Xk41]” se describe con (2.28) cuyas matrices son (2.29),

siendo Oy, , e I, , las matrices nula e identidad y 7 el orden del sistema.

Wiy1 = O5(h) wy (2.28)
0 - ®(h) T(h)F _[®(h) T(RF
S=1‘[¢<h) r(h)F]y =27 [ 0y 1] (2.29)

De forma equivalente este sistema con pérdida de paquetes puede ser modelado como un
caso particular de variacion de periodo de muestreo descripto previamente, donde el periodo
efectivo h; de las matrices (A.3) es miltiplo del periodo nominal A4, i.e. h; =i hconi € N. El
estado xj, de (A.2) coincide con él de (2.28) en los instantes donde se actualiza la ley de

control (s=1).

Un enfoque diferente presentado en (Imer et al., 2006) considera que ante la pérdida de
paquetes en lugar de mantener el valor precedente del estado poner un valor O en la accién de
control, lo que es denominado accion nula. En este caso el modelo resulta (2.30).

_ {(CD(h) + ['(h)F) x;, si paquete es enviado
Y+l = ®(h) x;, enotro caso (2.30)

Modelo con periodo de muestreo acotado en intervalo en DT: Si el periodo de muestreo

asume sus valores en un periodo acotado, es decir con hy € [Apin, Rmax], €l principal
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problema para probar estabilidad es que se debe resolver un conjunto de infinitas LMI, lo que
no puede ser tratable numéricamente. Por esto se debe recurrir a otros modelos.

De forma similar a lo que se hizo para retardo variable en (Hetel et al., 2008) se puede
definir el siguiente politopo convexo. Entonces, sea el sistema discreto (A.2) de Apéndice A y
la matriz definida en (2.31), entonces las matrices (A.3) de Apéndice A equivalen a (2.32). El

politopo (2.33) se basa en la aproximacion de Taylor de orden N.
hi

Y(hk)=f et4 dt (2.31)

0

[(h) = Y(hy) B (2.32)
Al .
Y(hy) = Yy (hy) = Z AI7Yj R, 2.33)
j=1

Este politopo convexo con N+ vértices encierra a la matriz polinomial si existen los
pardmetros u;(hy) que verifican (2.34) tal que valga (2.35) donde U; representan los vértices

del politopo definidos en (2.36).

N+1

z uith) =1,u;>0vj=1,..,N+1 (2.34)
j=1
N+1
Yy (hi) = Z i (hy) U; (2.35)
=1
AN—l N A 5
U, = NI hmin + o +i hmin + Apin 1
N-1 A
U, = T h{rvnin + -+ E h?nin + hmax I
AN-1 A
Us = NI hrI\rILin + -t E h?nax + Rpax 1 (2.36)
N-1 A
Uysyr = T hrl\r]lax + .. +§ h%nax + Mpax |
La relacion entre los pardmetros h;, y p esta dada por (2.37).
hk - hmin hg
() = 1= (T2 (i) = o
Halit hmax - hmin Hna e hrl\rllax
Rt _ i1 W (2.37)
uihe) = S -0, j=2.N
hmax - hmin hmax - hmin
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Con esto (A.2) se puede escribir como (2.38).

N N
Xp+1 = Z ti(hi) A g + Z i Chie) By wy (2.38)
i=1 i=1

Ai:I+AUi,Bi: ULB

En Figura 2.11 extraida de (Hetel et al., 2009) se muestra la construccion de la expansion de

Taylor para el sistema descripto por las matrices A y B y controlador F de (2.39).
01 7071 .
A=ly _oalB=lyy) F= 375 115 (2.39)

Las incertezas de la variacién del periodo de la aproximacién (2.33), es decir Y(hy) =
[moq(hy), my,(hy)], son respectivamente las abscisas y ordenadas. La incerteza en el
periodo, representada por la curva en negro es delimitada por los vértices (marcados por
puntos) del politopo convexo que es representado en gris, dando validez a la aproximacién.

0.19 ¢
0.16 ¢
014 |
012 |
mop(hy) 01 F
0.09 |
0.06 |
0.04 |
0.02

0 1 1 1 1 1 1 |
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0.12  0.14

mq;(hy)
Figura 2.11: Incerteza en el periodo y politopo convexo.

Modelo con periodo de muestreo acotado en intervalo en CT: En (Walsh et al., 2002) se
considera un controlador continuo “event-driven” y que la red, insertada s6lo entre sensor y
controlador, es compartida con varios nodos. Estos autores introducen el concepto de
“Maximum Allowable Transfer Interval” (MATI) para designar a la maxima cantidad de
tiempo entre mensajes consecutivos del sensor. En (Fridman et al., 2004) se usa este modelo y
se elige una ley de realimentacion discreta (2.40). Con esto, se tiene el modelo en CT con

retardo variante en el tiempo (2.41), donde el maximo valor 7 de (2.42) es MATL.

u(t) =Fx(ty) para tp, <t <t,+1 (2.40)



38

x(t) =Ax(@®) +BF x(t — (1)) (2.41)

M) =t—tpt, <t<t+1 (2.42)

ii. Diserio estable con periodo de muestreo variable

Estabilidad ante la pérdida de paquetes

Para estudiar este problema se puede considerar la equivalencia del modelo de pérdida con
el DTSS y por ende todos sus resultados. Por ejemplo, se puede usar el enfoque de QCLF con
“gridding” finito definido para un conjunto de periodos de (Sala, 2005) que permite calcular
un controlador comun y 6ptimo. También se puede usar la version corregida del Teorema 8 de
(Branicky et al., 2002), es decir que valga la inecuacion (2.43) donde 0,,,,(4;) es el maximo
valor singular y A; es la matriz de lazo cerrado. Esta tltima condicién es muy conservativa

como es indicado desde un punto de vista tedrico en (Theys, 2005).

AT A; < Opax(A)? 1 (2.43)

Estabilidad para periodo acotado

Si el periodo de muestreo puede variar en un continuo con hy € [Ayin, Rmax], s€ deben usar
modelos como los introducidos en (2.38) o (2.42). Si con tales modelos se puede conseguir un
controlador tal que los distintos modos tengan una CQLF entonces se puede garantizar la
estabilidad del problema, ver seccion C.2 de Apéndice C.

Una comparacién de los resultados obtenibles con diferentes métodos se presenta en (Hetel
et al., 2006). En la misma se establece como objetivo encontrar el valor de h,,,, (MATI) tal
que la estabilidad del NCS definido en (2.39) sea garantizada. A cdlculo hecho con el
resultado de (Zhang et al., 2001) resulta h;, € (0,0.0593], con el resultado de (Fridman et al.,
2004) resulta h; € (0,0.86] y por tltimo usando el modelo de politopo de Figura 2.11 de
(Hetel et al., 2006) permite determinar h;, € (0.01,1.72]. Este valor es cercano al exacto
(para h=1.73 el sistema resulta inestable). Este ejemplo muestra claramente lo conservativo de
los resultados de (Fridman et al., 2004) y (mds atun) (Zhang et al., 2001) comparado con lo
obtenido con el enfoque de (Hetel et al., 2006).
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2.3 Estado del arte sobre Co-Diseno

Los enfoques de solucion del problema denominados de Co-Disefio pueden ser
categorizados en tres grandes grupos: basados en el ajuste del periodo de muestreo, basados
en el rechazo o pérdida de instancias de tareas de control y basados en el ajuste de la prioridad
de las tareas.

A continuacion, se presentan las hipotesis de modelado consideradas en este problema y

luego se citan los trabajos mas cominmente referidos segun las categorias mencionadas.

2.3.1 Hipdtesis de modelado para Co-Disefio

En los problemas mencionados en la introducciéon (Figuras 1.1 y 1.2) existe un recurso
compartido que es limitado, ancho de banda y capacidad de procesamiento respectivamente, y
que en situaciones puede llegar a congestionarse. El conjunto de sistemas de control que

comparten un recurso comun se denomina aqui sistema integrado global, ver Apéndice D.

Se asume lo siguiente en relacion con las tareas de tiempo real de cada sistema de control:
1. muestreo de la salida de la planta cada cierto tiempo (que puede ser periddico); controlador
y actuador manejados por los eventos a su entrada;
ii. una tarea incluye la siguiente secuencia de operaciones: muestreo, cdlculo de control y
actuacion (en el caso de redes se incluyen las respectivas operaciones de trasmision de datos);
iii. cada i—€sima tarea tiene un tiempo de ejecuciéon de peor caso (WCET) denominado C; y
cada instancia de esa tarea se ejecuta en un cierto tiempo de ejecucion;
iv. cada i—ésima tarea tiene asociado un deadline D; que es el tiempo limite en el cual cada
una de sus instancias debe estar completada (esta es una restriccion temporal de la tarea).
v. una instancia de una tarea se encuentra en alguno de los siguientes estados: lista (ready), en
ejecucion (running), en espera (waiting), no activada (sleeping), detenida (stopped).

En general las tareas en un procesador compartido pueden ser expropiadas mientras que en
una red son no lo son, ver (Branicky et al., 2002), (Almeida et al., 2002) entre otros. En el
caso de una red el tiempo C; es el maximo del retardo de extremo a extremo t(k) definido en

seccion 2.2.1.
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2.3.2 Enfoques propuestos de Co-Disefio

i. Enfoque basado en el ajuste del periodo de muestreo

Ajuste de periodo en procesador:

El articulo seminal que trata este problema es (Seto et al., 1996) para una aplicacién
centralizada en una estructura como la de Figura 1.2. La performance de cada controlador es
representada por una funcién de costo en funcion del periodo de muestreo que se aproxima
por una funcién exponencial (2.44) donde a es un coeficiente constante y 3 es la tasa de

decaimiento. Esta aproximacion surge al considerar que las plantas son de primer orden.

J(h) =ae B/h (2.44)

Este enfoque propone calcular el periodo de cada tarea de forma que la performance global
de la aplicacion sea optimizada, sujeta a la satisfaccion de las restricciones temporales de las
tareas. Esto requiere resolver el problema de optimizacion (2.45) donde n es la cantidad de
tareas que comparten el procesador, w; pondera la importancia de cada controlador, C; es el
tiempo de ejecucién de la i—ésima tarea de control, A es el umbral de carga que garantiza la
factibilidad de una planificacién (ver Apéndice D) y depende de la politica de planificacién

escogida, siendo siempre 0 < 4 < 1.

n n
min w; J(h) = Z w; a; e Bilhi
(hy by hy) zi=1 l]( 1) i1 i 4i

n (2.45)
sujeto a E Cil/h; <A
i=1

Debido a la complejidad de este algoritmo, este método s6lo puede ser utilizado “off-line”.

Para resolver este problema en (Eker et al., 2000) se usa un disefio LQ con horizonte infinito

y para calcular el periodo se resuelve el problema de optimizacion (2.46).

n

min h;
(hlthI"hl’l) L:lj( l)

n (2.46)
sujeto a E Cil/h; <A
i=1
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El célculo de la ley de control LQ con periodo variable requiere la resolucion de ecuaciones
de Lyapunov y Ricatti, que son computacionalmente costosas, ver seccion B.2. Para disminuir
esta complejidad en (Eker et al., 2000) se considera un disefio con horizonte infinito (B.20), y
que la funcién de costo es aproximada por una cuadratica (2.47). Sin embargo, como se
muestra en Figura 1.4 a extraida de (Eker et al., 2000), la funcién de costo es convexa para
periodos inferiores a h;. El uso de este disefio puede acarrear problemas de inestabilidad, los

que son detalladamente analizados en Apéndice E.

J(h) = a+ B h? (2.47)

Utilizando esta funcion de costo el célculo de los periodos Optimos se simplifica,
posibilitando la implementaciéon de un algoritmo “on-line” que ajuste los periodos de los

controladores en funcién de la configuracién de la aplicacion.

En (Cervin et al., 2002) se propuso un mecanismo “feedback” y “feedforward” para
mejorar la velocidad de respuesta frente a un cambio en la configuraciéon de la aplicacion.
Especificamente este mecanismo considera un regulador y un planificador, por ejemplo que
use EDF o RM'. El regulador supervisa la configuracién de la aplicacién y cuando se detecta
un cambio de la configuracion se re-ajustan los periodos Optimos. También se considera como

costo lineal (2.48), lo que permite simplificar atin mds la complejidad del algoritmo.

J(h)=ah (2.48)

En (Henriksson & Cervin, 2005) los periodos de las tareas de control se calculan en funcion
del estado de las plantas controladas. Es decir, las perturbaciones o cambios de referencias
que afectan a los distintos lazos de control son evaluadas para provocar que las tareas se

ejecuten mas frecuentemente con respecto a las de las plantas que estan cerca del equilibrio.

Ajuste de periodo en redes:

En (Velasco et al.,, 2004) se presentd una estrategia dindmica de asignaciéon de red
disponible que permite adaptar la tasa de transmisién de informacién de los controladores
distribuidos de cada lazo de control. La misma tiene en cuenta la dindmica del sistema
controlado y la utilizacién global. Especificamente, la disminucion de la utilizacion del ancho

de banda se hace aumentando el periodo de muestreo de cada lazo, calculado localmente en el

! Las politicas de planificacién EDF y RM se estudian en detalle en Apéndice D.
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mismo procesador que ejecuta cada algoritmo de control. Puntualmente el periodo de
muestreo se debe variar de manera continua con respecto a la norma de las variables de estado

y acorde con el enfoque clésico, el periodo debe cambiarse en ambos controlador y sensor.

En (Xia et al., 2006) se presenta un planificador que maneja el trafico de la red, variando el
periodo y la prioridad de cada lazo/tarea. Lo primero resulta ser una extension de la propuesta
realizada por (Lu et al., 2002) para manejar las tareas en una CPU compartida.
Especificamente en (Lu et al., 2002) se propone evaluar el trafico usando para ello la tasa de
pérdida de deadline M y en funcién del error calculado entre su valor de referencia y el
calculado ““on-line”, re-escalar el periodo de muestreo. Por su parte, la variaciéon de la
prioridad se hace de acuerdo a la QoC medida a través del indice IAE (integral del error de la
planta) del NCS. El planificador se ejecuta de manera centralizada en un nodo con un periodo
Ts y cada controlador es responsable de calcular el indice IAE de la planta que controla y
enviarlo al mencionado nodo. El reescalado de cada periodo propuesto se hace de acuerdo a

que el costo es como en (2.47) o (2.48).
ii. Enfoque basado en la pérdida de instancias de tareas de control

Pérdidas de instancias en procesador:

En (Ramanathan, 1999) se considera una aplicacion que tiene una cantidad de lazos de
control cuyos controladores son implementados por tareas que se ejecutan en un procesador.
Para resolver el problema de congestion del mismo se propone rechazar selectivamente
algunas instancias de las tareas, lo que disminuye la carga del procesador. Como la ausencia
de algunas instancias puede degradar la performance de la planta controlada se propone
disefiar un controlador 6ptimo LQ adaptable al patrén de pérdida. Como en este articulo se
considera un patrén de pérdida constante en el tiempo, entonces cada lazo de control se

modela como un sistema LTI de periodo aumentado, lo que simplifica el cdlculo de control.

Pérdidas de paquetes en redes:

En (Branicky et al., 2002) se analiza particularmente que la planificacién de un conjunto de
tareas a través de la red no sea factible. Por ejemplo en la Figura 2.12 extraida de (Branicky et
al., 2002) se muestra la colisién de mensajes en tiempos r=0.06 j (tareas involucradas 1, 2 y 3)
y t=0.06 j + 0.03 (tareas involucradas 1y 2). Por esto, los autores consideran la posibilidad de

descartar cierto porcentaje de paquetes que transitan la red para poder garantizar la
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factibilidad de la planificacion de la red sin perder estabilidad. En este ejemplo esta estrategia

impide el envio de paquetes del sistema de control 1y 2.

A

w0 O O

1
0.01 0.03 0.05

\

R OB OB OB W

Y 1 T 7 N—>
0.015 0.045

NCS3 [ ] ]
006

Planificacion [ | ]
sin perdidas -~
i >
0.03 006

Figura 2.12: Planificacion con pérdida de paquetes de tres sistemas de control (NCS).

iii. Enfoque basado en la asignacion de prioridades

Prioridades en procesador compartido:

En (Rehbinder & Sanfridson, 2000) se estudia el problema de un conjunto de controladores
que controlan cada uno un proceso y se ejecutan en un procesador compartido. El algoritmo
propuesto determina la secuencia periddica de las tareas de forma tal que la suma de un costo
sea minimizado usando como dato el tiempo de ejecucion de la aplicacién y las caracteristicas

temporales de las tareas de control.

En (Zhao & Zheng, 1999) se considera la situacién en la cual varios sistemas son
controlados por un dnico controlador, y el mismo sélo puede ocuparse de un tinico proceso a
la vez. Se propone una estrategia de planificacion que elige como la planta a controlar aquella
que tenga mayor desviacion entre la performance real y la esperable. Esto se consigue

asignando prioridades.

Prioridades en redes:

En (Walsh et al., 2002) se considera también que la red es compartida por varios lazos de
control. Se propone el protocolo TOD de comunicacién (Try-Once-Discard) para planificar
los pedidos de acceso a la red. Con este protocolo, si una demanda de acceso a la red no puede

ser aceptada a causa de otros pedidos mads prioritarios, la misma es rechazada. Desde el punto
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de vista de control se tiene en cuenta que no se debe exceder el MATI respectivo de cada

sistema de lazo cerrado, es decir (2.42).

En (Branicky et al., 2002) se considera un conjunto de plantas conectadas a una red comun.
Se propone un algoritmo de planificaciéon RM que permite asignar una mayor prioridad mayor
a una planta mas rapida (es decir la que requiere mayor tasa de transmision) tiene mayor
prioridad sobre una planta mdas lenta. Este algoritmo puede ser implementado en redes
basadas en prioridades como CAN, donde la prioridad del mensaje puede ser incorporado al

identificador del mensaje.

En (Ben Gaid et al., 2006) se considera un sistema de control con sensores y actuadores
distribuidos y tal que el ancho de banda de la red es un recurso limitado. Especificamente, la
limitacién de la red implica que no se pueden transmitir toda la informacién desde los
sensores y hacia los actuadores. Esta solucién propone transmitir s6lo aquella informacion
considerada necesaria y determinar la ley de control dptima que tiene en cuenta la secuencia

de informacién de forma de minimizar la degradacion de la performance.

Otras alternativas apuntan a una reduccién directa de la utilizacién del recurso,

3

considerando la utilizacién de sensores ‘“‘inteligentes” con capacidad de poder enviar sus
mediciones sOlo cuando las salidas superan ciertos umbrales. Por ejemplo, la técnica
asincrénica (LCS) “Level Crossing Sampling” (Kofman & Braslavsky, 2006) propone
muestrear cruces de nivel de las salidas con sensores “event-driven”, i.e. que s6lo muestreen
cuando la salida de la planta difiera de la dltima muestra en un valor fijo g. El sensor
transmite s6lo un bit para indicar que la nueva muestra difiere de la anterior en +/- g. Un

estudio de los problemas en presencia de ruido y cuantificacion fue presentado en el articulo

(Braslavsky et al., 2006).

En (Otanez et al., 2002a) se presenta una técnica de evaluacioén de resultados similares a la
anterior, donde para cada sensor “clock-driven” se evalua si el error entre la salida actual y la
previamente enviada entra dentro de una “deadband”, similar al nivel g. Si este error entra en

la banda, la medicién no se envia, y viceversa.

2.4 Conclusiones

En este Capitulo se resefiaron los principales resultados de solucion de los problemas

inducidos por el uso de una arquitectura que cierra los lazos de control sobre una red de
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comunicaciones y/o ejecuta los algoritmos de control en procesadores compartidos. Los
mismos fueron agrupados segiin su pertenencia a alguno de los dos tipicos enfoques de
“Control sobre Redes” y “Co-Disefio”.

En los restantes Capitulos de esta tesis se citardn algunas alternativas de solucién incluidas
en este Capitulo 2 para ser analizadas comparativamente de acuerdo a la relevancia de cada
tema especifico. Esto se realiza para contextualizar el problema de manera autocontenida en

cada uno de los Capitulos.

Asimismo se incluyeron como Apéndices de este Capitulo los resimenes de los resultados
de la teoria de control discreto y de teoria de tareas de tiempo real dado que el problema
establecido abarca ambos dominios tedricos. La inclusién de estos resultados busca

simplificar la lectura de la tesis.
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APENDICE A

Modelos discretos de sistemas continuos

En esta tesis se considera que se tienen modelos matematicos de tiempo continuo, lineales e
invariantes en el tiempo (LTI) que representan la dindmica de la planta. Incertezas de
modelado son consideradas como ruidos de proceso y/o medicién. Para obtener el modelo en
tiempo discreto (DT son las siglas en inglés de Discrete-Time) de la planta se pueden aplicar
dos técnicas estdndares de la teoria de control dependiendo basicamente si el modelo continuo
estd en su descripcion entrada/salida de funcidn transferencia o en su modelo en espacio de
estados. Claramente existen transformaciones que permiten pasar desde una representacion a
otra (Franklin & Powell, 1980).

En primer lugar, en seccion A.l se describen las partes constitutivas del sistema de control
digital y se formulan las hipétesis para su modelado.

Luego, en secciones A.2 y A.3 se presentan ambas técnicas mencionadas; ya que en
Capitulos 3 y 4 se usa el modelo en funcién transferencia mientras que en los Capitulos 5y 6
se considera el modelo en espacio de estados. También se incluye la extension de estas
técnicas al caso de tener un retardo concentrado en la accién de control. Esto es pertinente
dado que tal retardo puede ser un modelo simple de la red de comunicaciones o el recurso
compartido, como se analiza en Capitulos 3 y 4.

Asimismo, un sistema lineal con periodo de muestreo variable o con retardo variable en la
accion de control puede ser modelado como un caso particular de sistema lineal conmutado de
tiempo discreto (DTSS; en sus siglas en ingles de Discrete-Time Switched System). Estos
modelos son presentados en la seccidon A.4 dada su relevancia para Capitulos 5y 6.

Por ultimo en secciéon A.S se presentan algunas propiedades de los modelos discretos de

plantas LTI, en relacion con sus polos y ceros que son pertinentes al Capitulo 3.
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A.1  Elssistema de control digital

En la Figura A.1 se muestra un esquema de un sistema controlado por computadora
(Astrom & Wittenmark, 1997). El sistema consiste de un proceso o planta, conversores

analdgico-digital y digital-analdgico, un algoritmo de control y un sensor (con cierto reloj).

u(t) (1)

S —

t »!

(1)

Planta

Sensor

Yk
Controlador [« D-A QJ (1)

Figura A.1: Sistema de control discreto.

El proceso o planta es un sistema fisico de tiempo continuo, es decir sus entradas y salidas
son sefiales de tiempo continuo (CT son las siglas en inglés de Continuous Time), que se
quiere controlar. El algoritmo de control recibe datos que son cuantificados en tiempo y
estado (niveles discretos).

El conversor A-D convierte la sefial analdgica de salida del proceso en una sefal digital, un
numero de precision finita (depende de la cantidad de bits o niveles que se pueden usar en la
conversion). El proceso de muestreo de la sefial de salida tiene asociado el denominado
periodo de muestreo A, cuyo valor depende del reloj del sensor, que es por lo tanto el
responsable de la cuantificacién temporal.

El algoritmo de control es un programa que se ejecuta en una computadora y transforma
mediciones en una sefial de control deseada. La sefial de control es transmitida al convertidor
D-A que convierte el valor calculado por la computadora en una sefial de tiempo continuo.
Esto implica que este convertidor tiene unidades de conversion y de retencién (tipicamente el
dispositivo ZOH) que trasforman un numero en una variable fisica que se aplica al proceso.

Las hipoétesis tipicamente consideradas en la teoria de control digital asumen muestreo y

aplicacion de la ley de control equiespaciados en el tiempo (4 constante) y medicién de datos
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y aplicacion de la ley de control en forma sincrénica (sin retardos). Este y otros modelos

tedricos son analizados en lo que sigue.

A.2  Modelo discreto en el espacio de estados

Modelo discreto de la planta

Se considera la planta descripta en su modelo en espacio de estados de tiempo continuo
(A.1), donde x € R" representa el estado, u € R’ la entrada e y € RP la salida.
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(®) = Cx(t) + D u(t) (A.D
El sistema muestreado asociado a (A.1) es (A.2), donde h; = tj,, — t; designa la amplitud
de los intervalos entre los instantes de muestreo, los cuales en un caso general podrian ser
variables. Entradas, estados y salidas son, respectivamente uy = u(ty), xi = x(t), € yr = y(tx).

Xp+1 = PChy) xp + T(hy) uy
Vi = Cq(hy) xi + Dg(h;) wy (A2)

Las matrices del sistema discreto (A.2) son (A.3).

b(h;) = et , Calh) =C
hy
I'(hy) = f e’ Bds , Dy(h;)) =D (A.3)
0
Si el periodo de muestreo es variable el sistema (A.2) es variante en el tiempo. Si ademads el

periodo varia dentro de una familia finita, entonces (A.2) puede ser modelado como un caso

particular de sistema lineal conmutado, tal como se presenta en Seccion 2.2.6.

En el caso de que el periodo de muestreo sea constante h; = h el sistema (A.2) es invariante
en el tiempo y sus matrices se calculan con (A.3) para h; = h.
Modelo discreto de la planta con retardo en la accion de control

Sea el modelo en espacio de estados descripto en (A.4), que resulta de considerar a (A.1)

estrictamente propio (D=0) con un retardo t en la accién de control.

x(t) =Ax(t)+Bu(t—1)
(&) = C x(t) (A4)
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El retardo se puede descomponer como un multiplo del periodo de muestreo nominal /2 mds

una fraccion del mismo (A.5). Asimismo el retardo fraccional puede escribirse como (A.6).

t=({(—-1h+1tcon0<7' <hyleN (A.5)

'=(0-m)h con0<m<1 (A.6)

La entrada al modelo es (A.7) y entonces el modelo discreto con retardo, originalmente

introducido en (Wittenmark, 1985), resulta ser (A.8) cuyas matrices son (A.9) y (A.10).

{u(kh —(+1h)para(k—1)h+1t' <t <kh+Tt'
u(kh —h) parak h+ 7' <t < (k+ Dh+1’ (A7)

Xras = O(R) xy + Ty (h — ) ulich — (L + Dh) + Ty (7)) ulkch — Ih)
Yk = Cq(h) x (A.8)

h—tr mh

eASBds = fo e B ds (A9)

Th(h—1) = j

0

L) = f " 45 B ds = o) (h(1 — m) 10
h—tr .

Si el retardo es inferior al periodo de muestreo (/=1), el modelo aumentado de espacios de

T . . .
estados, con vector &1 = [xk uk_l] tiene la representacion (A.11) con matrices (A.12).

Err1 = Aa (D) & + By (D) uy

Vi = Cq xi A-11)
RO LY L ISR

Para retardos superiores al periodo de muestreo, también se puede construir un modelo de

forma similar a (A.11), ver por ejemplo (Nilsson, 1998).

En el caso de tener retardos variables 7; que satisfagan (A.13) para algin entero constante /

calculado con (A.5), se pueden usar los modelos (A.8) y (A.11) intercambiando 7 por 7.

Tk € [Timin Tmax], €ON [Trmin, Tmax] € [(L— Dk, Lh] (A.13)
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A.3  Modelo discreto en su representacion entrada/salida

Transformada Z
Esta transformada es una herramienta que permite obtener la funcidén transferencia discreta

de un sistema a partir de la funcién transferencia de su modelo en tiempo continuo.

Considérese una planta descripta por la transferencia continua (A.14).

Y(s) B N(s)
GO(S) = m = m (A14)

La acciéon de control se mantiene con un ZOH cuya transferencia es (A.15). Luego, la

funcidn transferencia de la planta discreta se calcula como (A.16).

H(s)=(1—e™M)/s (A.15)

(A.16)

Ga(2) = Z{Gy(s)H(s)} = Z; 12{60(5) }

S
Un método para calcular la Z{.}, que parte de la representacion de Laplace, es el Teorema
del Residuo (Ogata, 1996), segtin (A.17). Otra forma equivalente de calcularla es usando la

técnica de fracciones simples descripta en (Franklin & Powell, 1980).

Go(s)z
z—ehs

zZ{.}= Zpizpolos de Go(s) residuos de

(A.17)

len p;

Existen transformaciones que vinculan el modelo invariante en espacio de estados (A.2) y el

modelo en funcién transferencia (A.16) y que permiten pasar desde uno a otro.

Transformada Z modificada

Supongamos que ahora se tiene el modelo de la planta en su representacién en funcién
transferencia (A.14) con un retardo en cascada (ver Figura A.2). Entonces esto cambia el
polinomio numerador por un quasi-polinomio real en s, y deja invariable al polinomio

denominador como se ve en (A.18).

G(s) = Go(s) e™™* = N(s)e™™* /D(s) (A.18)
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u(ry ,u(kh) Y0 ) Y@, ykh)
— ZOH e’ Plant L .
U(z) Y(z,m)
G(z,m)

Figura A.2: Retardo global entrada-salida modelado sobre la accién de control.

Considerando que la accion de control se mantiene con un ZOH H(s) segin (A.15),

entonces la aplicacion de la MZT a la cascada de la (A.18) se hace segun (A.19).

Ga(z,m) = Zp{Go(s)H(s)e ™™} =
_e—hs —
Z-(l—l)zm {1 e Go(s) e—(l—m)hs} — ﬁzm {GO(S) emhs}

s Zl+1 s

(A.19)

Uno de los métodos para calcular la Z,,{.} es el Teorema del Residuo, ver Apéndice b de

(Ogata, 1996), que a diferencia de la situacion sin retardo (A.17) se aplica a la funcién (A.20).

_ . Go(s)e™hsz
Zn{.} = Zpl:polos de Go(s) residuos de W[en pi] (A.20)
La FT discreta es el cociente de dos polinomios. Su numerador tiene coeficientes
dependientes de m (la parte fraccional del retardo) y la parte entera del retardo sélo afecta el

valor del exponente de z que multiplica al denominador de la planta para retardo nulo (A.21).

Np (zm)

Zle(Z) (A.21)

Gy(z,m) =

La manera en la cual el retardo se integra con la planta en un tinico modelo discreto racional
MZT depende de cada planta en particular. Por ello, resulta ttil considerar la aproximacion de

(Hara et al., 1989) mencionada en la seccion A.5 de Apéndice A.

Cabe acotar que se verifica las condiciones de extremos:

e sim—I, entonces T = (I — 1)h (en el dominio z existe un término z~¢~1).

e sim —0, entonces T = lh (en el dominio z existe un término z~*).
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A4  Modelo conmutado en tiempo discreto

A continuacion se define que es un sistema lineal conmutado de tiempo discreto (DTSS)

para luego especificar cudles son las matrices de tales modelos en cada caso.

Definicién A.1 (Hespanha & Morse, 1999): Un sistema lineal de tiempo continuo
conmutado se define por una familia parametrizada de realizaciones M = {(A;, Bi, Ci, Dj):

i€p={12,..p}}, junto con una familia de sefiales de conmutacién seccionalmente

constantes S:={c: [0,0) — p}, y la dindmica entrada- estado- salida (A.22).

X(t) = Ao'(t)x(t) + Ba(t)U(t)
}’(t) = Co-(t)x(t) + Do(t)u(t) (A22)

De forma andloga, un Sistema Lineal en Tiempo Discreto con la base de tiempo discreto

{ty: k € N} tiene la forma (A.23) siendo uy = u(ty), xx = x(tx) € yx = y(tx).

Xk+1 = Ao'(k)xk + Bg(k)uk
Yk = Ca(k)xk + Da(k)uk (A23)

Debido a la conmutacién de las matrices dentro de la familia M, ambos sistemas, (A.22) y
(A.23) son variantes en el tiempo.
Modelo DTSS con periodo de muestreo variable

Para periodo de muestreo variable /;, que pertenece a una familia finita de periodos, el

sistema (A.2) puede ser modelado por (A.23) donde o(k) = i € p, lo cual lleva a la

equivalencia de matrices (A.24).

{Ai=®(h), B;=T(h), C=C(h), Di=D(h)}iep (A.24)

Modelo DTSS con retardo variable

Reemplazando t por 1« de acuerdo a (A.13), el sistema lineal (A.11) con retardo variable en
la accién de control puede ser modelado como un caso particular de DTSS, con la

equivalencia de matrices (A.25).

{A;=R4(t) B;=By(x) C;=C4 D;=0} (A.25)
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A.5 Propiedades de plantas LTI - Mapeo de polos y ceros

Los polos y ceros, raices del denominador y numerador de una funcién transferencia
respectivamente, son propiedades fundamentales de los sistemas invariantes en el tiempo. Los
polos reflejan el acoplamiento interno del sistema, y con esto su comportamiento autébnomo.
Los ceros reflejan la manera en la cual las variables internas estdn acopladas con las entradas
y las salidas. Por esto se presenta a continuacion un resumen de resultados que analizan la

relacion que existe entre los polos y ceros de un modelo continuo y su equivalente discreto.

Mapeo de Polos

Cuando un sistema de tiempo continuo es muestreado, sus polos son transformados segun la
relacién p — eP (Franklin & Powell, 1980).
Entonces se tiene que los polos que estdn en:
e ¢l semiplano izquierdo del plano s (left half side, en siglas LHS) se mapean dentro
del circulo unitario del plano z (polos estables);
e ¢l semiplano derecho (right half side, en sus siglas RHS) se mapean fuera del circulo
unitario (polos inestables);
e Jlos polos marginalmente estables (o criticos) ubicados en el eje imaginario del plano
s se mapean sobre el borde del circulo unitario;
e las paralelas al eje real negativo para jw,=jw/h con —o<®,<0 del plano s son
mapeadas en el segmento negativo —1< z <0 del plano z. Si —&w,> 0, los polos en el
plano s son mapeados en la seccidon negativa del plano z, i.e. z < —1. La frecuencia a,
debe ser inferior a 7zh para satisfacer el Teorema de Muestreo de Shannon.
Es decir, como esta transformacién mapea el semiplano izquierdo dentro del circulo

unitario, la estabilidad es preservada.

Mapeo de ceros

Desafortunadamente no existe una simple transformacién que muestre como se mapean los
ceros de un sistema continuo debido al muestreo. Por ello (Astrom et al., 1984) propone la

caracterizacion de los ceros obtenidos del muestreo de un sistema continuo en Teorema A.1.

Teorema A.1: (Astrém et al., 1984): Sea G(s) un sistema continuo cuyo denominador y

numerador tienen orden n y p respectivamente.
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Entonces, cuando el periodo de muestreo 7 — 0, p ceros de la transferencia discreta van

hacia 1 y los restantes n-p-1 ceros van hacia los ceros de B,.,(z) donde

X
By(z) = Z by zxk (A.26)
=1
= +1
x
by (M) =Z(—1)"‘k ix(k—i) conk=0,..,x (A27)
i=1

De igual manera, tampoco es transparente la forma en la cual un sistema continuo con
retardo en la accion de control (A.18) mapea sus ceros debido al muestreo. El trabajo de (Hara

et al., 1989) extiende lo establecido por (Astrém et al., 1984) para este tipo de sistemas.

Teorema A.2: (Hara et al., 1989): Sea la planta racional (A.14) con un retardo en la accién
de control (A.18), entonces los ceros limites de la funcion transferencia discreta, cuando el
periodo de muestreo tiende a cero estdn determinados solamente por el grado relativo del
sistema continuo. Esto se enuncia en (A.28) siendo Bn_p(z, m) definida en (A.29) y sus
coeficientes en (A.30). Ademas x=n-p es el grado relativo de Gy(s), n grado del denominador

y p del numerador.

k  (z— 1P By_p(z,m)

Lim P2 {H(s) Go(s)e (D 0mmIne) = = o NG—Dr 2 (A.28)
By(z,m) = Z by (m) z*7* (A.29)

k=0
by(m) = Rk (—1D)** i+ (1 - m))x(x’f,tl_i) conk=0,..,x (A.30)

Si el cero es observado como funcién de 1 es periddico con periodo h.
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APENDICE B

Diseiio de sistemas de control digital

La Figura B.1 muestra la estructura estdndar de un sistema de control (realimentado) que se
usa para el disefio de controladores, donde r(f) es la entrada de referencia, d(f) es una
perturbacion y n(f) modela el ruido de medicion (eventualmente puede haber una perturbacion

denominada de proceso entre el controlador y la planta G).

Figura B.1: Lazo de control estdndar para disefio.

El requisito esencial de un sistema de control realimentado es su estabilidad. Otros

requisitos son performance y robustez frente a perturbaciones y/o incertidumbre del modelo.

La estabilidad se puede caracterizar de varias maneras. Por ejemplo desde un punto de vista
entrada-salida requiriendo que la salida del sistema tenga un "buen comportamiento” en algtin
sentido siempre que la entrada tenga un “buen comportamiento”. Alternativamente, se puede
caracterizar estabilidad estudiando el comportamiento asintético del estado del sistema en
torno a sus soluciones de régimen permanente, como puntos de equilibrio u orbitas periddicas

(Khalil, 2001). Nociones de estabilidad de sistemas discretos se presentan en Apéndice D.

Las especificaciones funcionales para el disefio del control dependen fundamentalmente de
la aplicacion. En general, los problemas de control se caracterizan en: problemas de
regulacion; de servomecanismos (0 de posicionamiento) y de seguimiento de la referencia

(tracking), ver (Bosgra et al., 2004).

Sistemas de regulacion: La principal funcién de tales sistemas es mantener una dada salida
(v) dentro de una predeterminada tolerancia en torno a un determinado valor (yy) a pesar de

los efectos de cambio en la carga y otras perturbaciones (d y/o n).
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Servosistemas o sistemas de posicionamiento: El control se disefia de forma de cambiar el
valor de una salida (y) de acuerdo a una sefal de referencia (r), y puede tener como objetivo

complementario actuar como un regulador.

Sistemas de seguimiento (tracking): En este caso, mds general que el anterior, la sefial de
referencia r no estd predeterminada sino que se presenta como una sefial medida u observada

que debe ser seguida por una salida.

Para tratar los problemas enunciados existen distintas técnicas de disefio de controladores,
ver (Chen & Francis, 1994), (Franklin & Powell, 1980), (Astrém & Wittenmark, 1997), etc.
En particular en las secciones B.1, B.2 y B.3 se resumen las siguientes tres técnicas de disefio:
de uso de transformadas (equivalente discreto), de control 6ptimo (LQR) y de disefio robusto

(Loop-Shaping). Se citan las mismas debido a su relevancia para esta tesis.

Tradicionalmente por técnicas de transformadas se hace referencia a aquellas que usan
transformadas de Laplace o Fourier para representar a los sistemas dindmicos y las
especificaciones de control (Franklin & Powell, 1980). Estas técnicas requieren equivalentes
discretos para construir un controlador digital indirectamente a partir de un disefio de CT. Por
ejemplo, tanto los métodos de mapeo de polos y ceros como el de “root-locus”, originalmente
concebidos para CT, han podido ser transferidos sin cambios al plano Z (Franklin & Powell,
1980). De igual forma, el criterio de Nyquist ha sido trasladado al caso discreto y se pueden
usar los conceptos de mérgenes de fase y de ganancia que el mismo establece al igual que en
el caso continuo. Sin embargo, y a pesar de esta equivalencia, el tipico disefio frecuencial de
sistemas discretos usa la transformacion bilineal (Tustin). Esto suele fundamentarse con dos
argumentos: i) es dificil representar graficamente la respuesta en frecuencia porque ésta
aparece en la exponencial compleja z = ¢/, y i) no se puede extender el cldsico disefio
propuesto por Bode que utiliza las asintotas para calcular los compensadores.

Si bien el primer punto estd resuelto hoy dia, gracias al desarrollo de herramientas potentes
de software, perduran ciertos preconceptos que descartan de raiz la alternativa de realizar un
disefio en el domino DT (plano z), ver comentarios en (Maciejowski & Samra, 1990) y (Ledn
de la Barra & Prieto, 1999). La existencia de estos preconceptos justifica el hecho de que sélo
en muy pocos articulos (Leon de la Barra & Prieto, 1999), etc., se ha analizado el
comportamiento frecuencial de sistemas discretos orientado al disefio de compensadores que

resuelven el problema integramente en el dominio Z. Este disefio con plantas y controladores
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en el dominio Z evita distorsiones en frecuencia y eventuales problemas numéricos

introducidos por la bilineal (Ogata, 1996).

B.1  Disefio de control digital usando técnicas de transformadas

Mapeo de polos y ceros

Esta técnica, muy utilizada para el problema de servomecanismo, parte de considerar que la
dindmica del sistema de control muestreado de lazo cerrado es similar a la del sistema
equivalente continuo, ver (Franklin & Powell, 1980). Esto permite establecer una
correspondencia entre las especificaciones de los transitorios de lazo cerrado o indices de
performance (tipicamente, limites superiores en el sobrevalor y el tiempo de crecimiento) y la
ubicacién de los polos y ceros del lazo cerrado en el plano complejo z. Luego el disefio se
basa en encontrar el controlador que satisfaga tal ubicacion de polos y ceros, lo que puede ser
conseguido usando las técnicas de ubicacién de polos (Astrom & Wittenmark, 1997).

Especificaciones en el plano z: En particular se tienen en cuenta ciertas especificaciones
cldsicas asociadas a la respuesta temporal transitoria de un sistema de segundo orden continuo
a una referencia escalon, ver Figura B.2.

Se conserva la notacién definida en (Goodwin et al., 2001): Valor de régimen permanente
Y ; sobrevalor (Overshoot) M,, la cantidad maxima que la salida excede su valor final,
Tiempo de crecimiento (Rise time) T,, tiempo necesario para que la salida partiendo del 10%
alcance el 90% de su valor final; Tiempo de establecimiento (Settling Time) T, tiempo hasta

que la salida entra en una banda especificada A alrededor del valor final de régimen y..

Voot Mp ...............

. y |
,,,,,,,, e ———— — — 4Vt A

Voo frevrrennnns e N s —— s Al
90% y.. =X Yoo &

10% Yy,

Figura B.2: Respuesta temporal del sistema de segundo orden
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El efecto de los polos en el plano z sobre los indices de performance puede ser visualizado
en el denominado Z-grid que se define a partir de un sistema de segundo orden Pr,- discreto
como se enuncia a continuacion.

Sea el sistema de Segundo orden Pr,- especificado en (B.1). Si el sistema tiene un par de
polos conjugados complejos (B.2) (con @,=1/T) tiene un sobrevalor (B.3), un tiempo de

establecimiento (B.4) (aproximado para 0.1 < £< 0.9); y el tiempo de crecimiento es (B.5).

K
I Y ®.1)
s12=—¢w, £j1—- &2, (B.2)
__m
M, =Ke J1-8 (B.3)
T. > A = 5%

sz, (8=5%) (B4)

1 ¢
T, = w—etanw con ¢ = arccos ¢ (B.5)

El modelo discreto de la cascada de (B.1) con un dispositivo ZOH nos da la funcién

transferencia discreta (B.6) con polos (B.7) en el plano z, definidos en (B.7) donde r =

efonh 9 = \[1—E2w,h = wgh.

Z— (o
G =K
() z2—2rcosf z+ 12 (B.6)
p1o =1 e*% =7 (cosf + jsinh) (B.7)

Los indices sobrevalor y tiempo de establecimiento en funcién de r y @ (pardmetros de la FT

discreta) son (B.8) y (B.9) respectivamente.

(B.8)

T, = —3/In(r)h (B.9)
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La Figura B.3 muestra el Z grid, es decir la ubicacién de las raices con coeficiente de
amortiguamiento constante o con frecuencia natural en el plano z. Esto permite establecer las
relaciones entre los pardmetros de respuesta temporal al escalon elegidos como indices de la
performance con la ubicacién de los polos. Como un ejemplo, si se considera h=1s y
especificando que M,< 15% implica que &> 0.5, entonces los polos deben estar dentro de la
secciéon en gris (Figura B.3-a). Para un dado T, la relaciéon £w, > 3/T; implica que

ro= |Z |=exp(—3h/ T;), entonces el modulo de z resulta en un circulo de radio ry (Figura B.3 b).

T NG
OF5,

£=0.5
Ve n/
%p<15%

Io

Figura B.3: a) Curvas para coeficiente de amortiguamiento y frecuencial natural constante. b)
Tiempo de establecimiento (Settling Time). Z-grid.

Diserio de respuesta en frecuencia

El disefio de un controlador que estabilice el lazo de control para el caso SISO puede ser
realizado siguiendo las reglas enunciadas en esta subsecciéon que se derivan a partir del

Criterio Simplificado de Nyquist. Este criterio ha sido presentado en (Vidyasagar et al., 1988)

y su version para sistemas DT en (Yaniv, 1999).

Sea la transferencia de lazo abierto L, la cascada de planta P y controlador C. Esta funcién
compleja puede ser escrita como L=ILI ¢/ donde IL| es la magnitud de Ly ¢ =arg(L).

Teorema B.1 (Yaniv, 1999): Sea Ry la linea que une (-0, jO) con (-1,j0). Cada cruce a la
izquierda (Cp) ocurre cuando el lugar de Nyquist de L(z) interseca Ry. El cruce se define

positivo si en la interseccion la magnitud crece hacia arriba y negativa en caso contrario
Figura B 4.

Im(z)

o /;/ 1
\\_ Re (2)

Figura B.4 Definicién del signo del cruce.

L(ejcz)h)
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Entonces el sistema realimentado es estable si y solo si el lugar de Nyquist no interseca a
(-1,j0) y la suma neta de sus cruces Cy es igual a 1, donde 1 es el nimero de raices inestables
del denominador de L (o la rama positiva de frecuencias s6lo debe cruzar n/2 veces). O

Para realizar la suma neta, se necesita determinar en primer lugar si el cruce se produce a la
izquierda o a la derecha del punto critico. Si existen cruces a la izquierda (Cr), se debe

analizar el signo de la magnitud (B.10) en cada uno de tales cruces.

jo
o(8) = % evaluada en 6* (B.10)
Si g(6*) < 0 entonces el signo definido en Figura B.4 es positivo y viceversa.

Reglas de diseiio basadas en el criterio de Nyquist: En general, en el disefio de
controladores solamente se usa la mitad del lugar de Nyquist (s6lo la parte imaginaria positiva
del contorno de Nyquist), debido a la simetria conjugada. Por esto cada cruce de la curva
(para frecuencias positivas) de Nyquist debe ser contado doble.

Si L(eje) no tiene polos en el circulo unitario, 1+L(ej9) no tiene ceros fuera del circulo y
entonces 0. la frecuencia de cruce (“cross-over” frecuencia donde la ganancia de lazo
interseca al circulo unitario) es la mas pequefia y a su vez mayor que todas las frecuencias de
cruce en el rayo Ry, entonces:

e Si el ndmero de polos fuera del circulo es impar, entonces arg(L(ejeC)) debe ser
superior que —m y L(1) debe estar en el rayo Ry, de otra forma los nimeros de
cruces no pueden ser un ndmero impar.

e Si el numero es par, y L(1)>0 dB, entonces arg(L(ejeC)) debe ser mayor que -1 y
L(1) no puede estar en el rayo Ry.

Si 1+L(e") no tiene ceros fuera del circulo entonces se tiene la siguiente propiedad: La fase

de la frecuencia de cruce, arg(L(ejeC)) es negativa.

B.2  Diseifio 6ptimo - LQR

Para tratar el problema del regulador un método muy utilizado es el denominado Lineal
Cuadrdtico del regulador LQR (en sus siglas por Linear Quadratic Regulator). Este es uno

de los problemas més comunes de control 6ptimo, ver por €j. (Astréom & Wittenmark, 1997).
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Se suelen considerar dos versiones del método LQR, la primera concebida para minimizar
un costo discreto (en sus siglas DT LOR) y la segunda que minimiza un costo en tiempo
continuo y por tanto tiene en cuenta el comportamiento entre muestreo, denominada LQR
muestreada. Tras una adecuada conversion de matrices, el problema LQR muestreado es
equivalente al DT LQR (Astrom & Wittenmark, 1997), por esto aqui se considera el caso mas
general LQR muestreado.

A continuacién se presenta el disefio LQR para un periodo de muestreo fijo y luego se

introduce la solucién del caso més general de periodo de muestreo sea variable.

LOR para periodo de muestreo fijo

Sea el sistema (A.1) el objetivo de control es minimizar el costo cuadratico (B.11).

T
]=f0 (xTQ x +uT Rwdt + x(T)T Qpx(T) (B.11)

Donde las matrices Q, QOr y R son simétricas definidas (o semidefinidas) positivas de
dimensiones apropiadas y T es el valor del horizonte finito. Esta funcion de costo representa
el trade-off entre la distancia del estado al origen y el costo de la accién de control. El costo
(B.11) es equivalente al costo discreto (B.12) con N=7/h entero y las matrices son (B.13).

N-1
JIN) = > (xf Q'xp + 2 x5 M" wy + uf R'uy) + xyQpxy (B.12)
k=0
h h
Q/ — f (eAt)TQ eAtdt,M, — f (eAt)T Q F(t) dt,
0 0
A (B.13)
R’ =f T@OTQTI(t) + R)dt
0

Como se ve en (B.12) este problema LQR muestreado equivale entonces a un LQR DT con

un término cruzado entre la entrada y estado M'. En el LQR DT estandar la matriz M’ = 0.

La solucién del problema LQR es dada por una ley de control lineal (B.14) que vale (B.15)

y en la cual P, € R™" es una matriz definida positiva dada por la recursién de Ricatti (B.16).

Uy = Fi x, (B.14)

Fi = =(R"+ T(R)" Py T(W) ™ (TR Preyy d(h) + M'T) (B.15)
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Py = ®(M)" Pryy (W) + Q" — (W) Pyyy T(R) + M.

(C(R)T Pryr T(R) + R)™HT(R)T Pryy () + M'T) (B.16)

Con P, = Qy. Ver por ejemplo la referencia (Shaiju & Petersen, 2008).

Cuando el horizonte de tiempo 7 en (B.12) tiende a oo, el sistema es estacionario y la
solucion del problema LQR es dada por una ley de control lineal de la forma (B.14) donde F}
es una matriz constante denominada F' dada por (B.17) y P € R™" una matriz definida

positiva que satisface la ecuacion algebraica de Ricatti (B.18).
F=—(R +T(W)T PI(R) " (M +T(R)TP d(h)) (B.17)

P =Q +®(R)TP ®(h) — (T(W)" PT(h) + R
(r(WT P d(h) + M’T) .(M'"+T(RW)TP ®d(h)) (B.18)
En el caso de horizonte infinito, los comandos LQR o DLQR de MATLAB pueden ser usados

para obtener la ley de control (B.14) para las matrices definidas en (B.13).

LOR para periodo de muestreo variable

En el caso del periodo de muestreo pueda variar, las matrices de la funcién de costo (B.12)

son definidas para cada periodo h; son respectivamente (B.19).

h; h;
erc :f (eAt)TQ eAtdt,M;’( :f (eAt)TQF(t) dt,
0 0
. (B.19)
Ri= [ C@TQr® +Rde
0

Si el periodo cambia en forma dindmica, entonces se debe resolver un problema LQR para
sistemas discretos conmutados (en sus siglas DSLQR por Discrete-Time Switched LOR). Es
decir, en lugar de conseguir una Unica ganancia 6ptima de realimentacion (B.17), la solucién

del DSLQR es una ganancia por realimentacion dependiente del estado (Zhang et al., 2009).

Si en cambio el periodo cambia de forma periddica, entonces se puede obtener la solucién

optima cuya ley de control es adaptable al periodo (B.20), para horizonte infinito H = .

F; = —(R] + T(h)T P, T(hy)) " (T(hy)T P, d(hy) + (MDT) (B.20)
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B.3  Disefio Robusto - Loopshaping

Uno de los métodos mds difundidos para el disefio de controladores que resuelvan
robustamente el problema de seguimiento de la referencia r, rechazo a la perturbacién d y
ruido de medicién n, ver Figura B.1, es el método loop-shaping. El mismo no provee férmulas
cerradas de cdlculo de controlador, sino que deja elementos de libre eleccion del ingeniero de
disefio, lo que inevitablemente implica prueba y error en el ajuste final del controlador.

A continuacién, se resumen ciertas restricciones de disefio estindares de control, que se
traducen como reglas que ayudan al ingeniero de control a reducir las iteraciones de prueba y
error mencionadas, ver (Seron et al., 1997), (Toivonen, 2000),(Chiang & Safonov, 2000).
Tales restricciones son vdlidas en ambos dominios, CT y DT, por esta razon a continuacién se

prescinde de los argumentos s y z.

i. Especificaciones Estdndares para diseiio de Sy T

Nuevamente, siendo la transferencia de lazo abierto L, la cascada de planta P y controlador

C,yL=ILl ¢ ?donde ILl es la magnitud de Ly ¢=arg(L).

T=L(+L)"? (B.21)

S=@1+L71 (B.22)

T y S deben satisfacer la restriccion complementaria S+7=1 para toda frecuencia, luego
ambas no pueden hacerse arbitrariamente pequefias o grandes para la misma frecuencia. Esta
restriccion fundamental sobre S y T establece cierta relacion de compromiso (“trade-off”)
entre los objetivos de control: performance y robustez. En consecuencia, como 7 mapea r y n
en la salida, y dado que tipicamente r tiene componentes de baja frecuencia mientras n es
importante en altas frecuencias, es posible postular que 7" deberia ser cercano a 0 dB en baja
frecuencia, y pequefio en alta, para atenuar el ruido (—40dB para @>w,). Por otro lado, el
rechazo adecuado de una perturbacion requiere S pequefia en el rango de frecuencias donde d
es importante, tipicamente baja frecuencia (-40 dB a @ <@,). Ademds, como S y T estidn
asociadas con consideraciones de robustez (Seron et al., 1997), se restringe la norma médxima

de ambas 71l y lISll, (o equivalentemente en sistemas SISO [Tl ¥ 1SImax), @ tipicamente
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valores inferiores que 2 (6 dB). Para eliminar o hacer muy pequefio el error al escalon en
régimen la magnitud de L debe asumir valores muy superiores a 1 (0dB) en baja frecuencia.
A continuacion estas ideas se expresan formal y cuantitativamente.

a. Especificaciones para S: Rechazo a perturbaciones de baja frecuencia (¢ en Figura B.1)
i. |S|<—40dBpara we[0,w,]
ii. |S,|<6dBparawe[0,7/h)(ID),[0,0)(TC)
b. Especificaciones para T: Atenuacion del ruido de alta frecuencia (n en Figura B.1)
i. |T|<6dBparawe|0,7/h](TD),[0,50)(TC)
ii. |T|<-40dBpara we|w, 7/ h|(TD),le,,%)(TC)

El uso de tales restricciones de frecuencia da lugar a una plantilla para S y 7 en el plano de

Bode, tal como se muestra en Figura B.5.

Bode Magnitude Diagram - S Bode Magnitude Diagram - T

Figura B.5: Requerimientos estdndares Sy 7.

B.4  Seleccion del periodo de muestreo

En control digital el periodo de muestreo es un pardmetro de disefio. Las reglas para su
seleccion deben tener en cuenta ciertas especificaciones de lazo abierto y de performance de
lazo cerrado como las que se mencionan a continuacion.

En relacién con la planta especifica que se quiere controlar se tienen que satisfacer las
siguientes caracteristicas:

1) El Teorema de Muestreo de Shannon establece que la tasa de muestreo w=2/h debe
ser al menos dos veces mds rdpida que la frecuencia més alta de la planta @,. Es decir h <
o, (Franklin & Powell, 1980).

2) La frecuencia de muestreo @, debe ser no patoldgica (non pathological). Esto ocurre si

solo si dos autovalores de A de (A.1) no son mapeados en el mismo autovalor de ®(h) de
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(A.2), ver (Chen & Francis, 1994). Este tipo de muestreo preserva las propiedades de
controlabilidad y observabilidad de la planta continua.

En relacién con el desempeio de lazo cerrado se puede considerar la regla préctica (rule of

thumb) presentada en (Astrom & Wittenmark, 1997) para la eleccion del periodo de muestreo

en funcion de la frecuencia natural de un sistema de segundo orden en lazo cerrado w,. La

misma se establece con el siguiente andlisis:

En un sistema LTI la respuesta temporal puede caracterizarse por el tiempo de crecimiento
Tr (rise time), tiempo necesario para que la salida partiendo del 10% alcance el 90% de su
valor final. En DT, Tr puede ser interpretado como R veces el periodo de muestreo.
Especificamente esta regla expresada en (B.24) surge al considerar los casos extremos R=10'y

R=3.5 en la expresion (B.23).

oph = 2.2/R (B.23)

0.2<w,h<0.8 (B.24)

El término 2.2 de (B.23) se obtiene reemplazando en (2.35) con un amortiguamiento igual a
0.707. Para R superior a 10, Tr>>h se tiene un sobremuestreo del sistema mientras que un
valor ligeramente inferior a R=3.5, por ejemplo R=2, resulta en 7r=h. Para R<2 el tiempo de
crecimiento puede resultar inferior al periodo de muestreo, lo que constituye a R=2 como el

valor limite inferior de R.
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APENDICE C

Estabilidad de sistemas discretos

En esta seccion se definen algunos de los conceptos mds generales de estabilidad de
sistemas discretos. En primera instancia se considera como modelo més general un sistema no
lineal discreto. Para el mismo se presenta la herramienta tipica y mas potente para el estudio
de la estabilidad de sistemas no lineales que es el andlisis a través de funciones de Lyapunov.
Las definiciones que serdn usadas y resultados mds relevantes son presentadas de forma
similar que en (Cloosterman, 2008), cuyo resumen estd basado en (Khalil, 2001). Por dltimo,
se considera el caso de sistemas lineales conmutados (Liberzon & Morse, 1999) y se
presentan herramientas utiles para sistemas lineales invariantes en el tiempo (Hinrichsen &

Pritchard, 2005) que son pertinentes para la tesis.

C.1 Estabilidad de sistema discreto no lineal

Sea el siguiente sistema no lineal discreto (C.1) donde x,, € R™ es el estado, k € N el

instante de muestreo y f: R™ X N — R"™ una funcién posiblemente discontinua.

X1 = f (o, k) (C.1H

Sea x=0 un punto de equilibrio de (C.1). A continuacion se considera la estabilidad a través

de funciones de Lyapunov (Khalil, 2001).

Definicion C.1: El punto de equilibrio x=0 de (C.1) es

e estable si, para cada &>0 y todo k, € N, existe un § = §(¢, k) > 0 tal que
[xpol <8 = x|l <&, Vk >k, (C.2)

e uniformemente estable si para algin € > 0, existe un § = §(&) > 0 ; independiente de

k,, tal que para todo k, € N se satisface (C.2).
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e inestable si no es estable.

e asintOticamente estable si es estable para todo k; € N y existe una constante
¢ = c(ky) > 0 tal que x;, = 0 cuando k — oo, para todo |xio| < c(k).

e asintdtica y uniformemente estable si es uniformemente estable y existe una constante
¢ > 0; independiente de k,, tal que para todon > 0 existe un T = T(n) > 0 y tal que
paratodo ky € N

|xp | <, Vk>ko+TM),V x|l <c (C.3)

Definicion C.2: El punto de equilibrio x=0 de (C.1) es:
e global asintdtica y uniformemente estable si es uniformemente estable, § (&) puede ser
elegida de forma de satisfacer lim,_, § (&) = o y para cada par de nimeros positivos

nyc,existeun T = T(n,c) > 0 tal que

x| <n,Vk>ky+Tm,c),V |xgol >c (C.4)

e exponencialmente estable si existe una constante positiva 8 > 0, m €[0,1) y ¢ >0 tal

que para todo Xy con |xyo| < ¢
Xk < 0 |xp0l M**0,V ke > ko, kg € N (C.5)

e global y exponencialmente estable si (C.5) vale para cualquier xy .

Para probar la estabilidad del punto de equilibrio en el sentido de Lyapunov se usa una

funcién en diferencias de Lyapunov definida en (C.6).
AV (x, k) =V (xgqr, bk +1) = V(xg, k) (C.6)

Antes de definir algunas propiedades de la funcién V(x, k) se deben definir las siguientes

clases de funciones.

Definicién C.3 (Khalil, 2001): Una funcién continua a:[0,a) — [0,00) se dice que
pertenece a una clase K si es estrictamente creciente y a(0) = 0. Se dice que esta funcion es

de tipo K, sia = ooy a(r) = +oo cuando r — +oo.
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Definicién C.4 (Khalil, 2001): Si existe una funcién V: R™ X N — [0, ) que es continua y
satisface V (0, k) = 0 para todo k y:

1. existe una funcién escalar w; € X, tal que para todo k € Ny x # 0: V(x, k) >
wy (|x])

2. AV (x,k) satisfaceVk € Nyx #0AV (x, k) =V(f(xy, k), k+1) = V(x, k) <0

3. existe una funcién escalar w5 € K, tal que AV (x, k) satisface Vk € Ny todo x # 0
lo siguiente AV (x, k) = V(f(xp, k), k +1) = V(x, k) < —ws(|]x]) <0

4. existe una funcion escalar w, € X, tal que para Vk € N y x # 0 vale V(x, k) <
w2 (|x).

5. w;(]x|) = oo cuando |x| = oo, la funcién w4 (|x|) de 1. es ahora de clase K.

Basandose en estas definiciones, se pueden presentar las siguientes condiciones de
estabilidad del origen del sistema (C.1):
e sise satisfacen 1 y 2 es estable
e sise satisfacen 1, 2 y 4 es uniformemente estable
e sise satisfacen 1 y 3 es asintéticamente estable
e sise satisfacen 1, 3 y 4 es asint6tica y uniformemente estable
e sise satisfacen 1, 3 y 5 es global y uniformemente estable

e sise satisfacen 1, 3,4 y 5 es global, asintética y uniformemente estable

C.2  Estabilidad de sistemas lineales conmutados

Sea un conjunto finito de matrices M={4;,i € [1,2, ...p]} con cada A;: R™ —» R™. A partir

de un punto arbitrario inicial x, € R se define la siguiente recurrencia
Xi+1 € {Ay Xk, Ay, € M} (C.7)

Esta notacidn significa que en cada tiempo k, cualquier matriz A; de M puede ser usada para

determinar el proximo valor de xj, 1. La secuencia i, es la sefial de conmutacion.

Una serie (xg, X1, ... X, ... ) que satisface la inclusion (C.7), es una trayectoria en el espacio
R™ descripta en (C.8). El conjunto de todas las posibles sefiales de conmutacion define el

conjunto completo de posibles trayectorias.
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Xk+1 = Ay X, para una dada secuencia iy (C.8)

La inclusién lineal discreta (DLI en sus siglas del inglés Discrete Linear Inclusion) es el
conjunto de todas las secuencias posibles de vectores (x;): k > 0 en R™ generados con la
relacion (C.7).

Se puede pensar en (C.7) como un sistema de control discreto, que en cada tiempo k aplica
una matriz (de lazo cerrado) del conjunto M y entonces DLI(M) es el conjunto de todas las
posibles trayectorias del sistema (Gurvits, 1995).

La estabilidad asintdtica requiere que cualquier trayectoria (x;) descripta en (C.8) de un
DLI(M) converja al origen, i.e. limy_,. x; = 0 para toda secuencia. Esto se verifica con el

radio espectral conjunto (JSR en sus siglas de Joint Spectral Radius).

Estabilidad del DLI(M) - Radio Espectral Conjunto

Definicion 2C.5: El radio espectral conjunto del conjunto M se define como (C.9).

Entonces, si p(M) < 1 & DLI(M) es asintéticamente estable.

p(M): = lim sup p; (M)

p(M) = sup |4y Ag|[V5 (C.9)
AI:AZ"-Ak EM
Esta es una condicién necesaria y suficiente. 0

La principal dificultad de esta condicion esta asociada al cédlculo del radio espectral conjunto
(Tsitsiklis & Blondel, 1997). Una posible cota superior de este radio es la aproximacion de la
norma elipsoidal (Theys, 2005) que tiene cierta relaciéon con ciertas funciones de Lyapunov

que se describen seguidamente, ver (C.19).

Funcion cuadrdtica de Lyapunov en DTSS

Considérese, en primer lugar, un caso particular del sistema (C.1) que es el sistema discreto

lineal invariante en el tiempo (C.10).

Xe1 = A xg (C.10)

Definicién 2¢.6: Sea una funcién cuadratica escalar del vector x € R" expresada por (C.11)

donde P es una matriz real n X n definida positiva.
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V(x) =xT Px (C.11)
Si la funcidn en diferencias AV (x,) = V(xi41 ) — V(x) < 0, se dice que es una funcién
cuadrética de Lyapunov. 0

Que la funcién en diferencias AV (x;) sea definida negativa para (C.11) es equivalente a

probar que existe una matriz P que satisfaga las inecuaciones matriciales (LMI) de (C.12).
ATPA-P<O0,PT=P>0 (C.12)

Esto se deduce a partir de considerar que AV (xy) = xf,1 P Xp41 — Xk Pxy =

xt (ATPA— P)xk,yentoncesATPA— P<0,Vx, #0 & AV (x;) <0.

Una funcién cuadritica de Lyapunov es una condicién necesaria y suficiente que garantiza
que la estabilidad de (C.11) es global, asintética y uniformemente estable, ya que satisface /,

3, 4y 5 de la seccion previa.

Generalizando esto a sistemas conmutados en tiempo discreto (C.13), la relacién (C.12)

debe ser satisfecha para todas las matrices A; en la familia M, es decir (C.14).

Xi+1 = Aj X (C.13)

P=pPT>0,ATPA,-P<0, Vi (C.14)

Estas son condiciones para la existencia de una funcién cuadritica de Lyapunov comun del

sistema (QCLF en sus siglas en ingles por Common Quadratic Lyapunov Function).

La existencia de una QCLF es s6lo una condicién suficiente para la estabilidad del sistema
conmutado (C.13) con secuencia de conmutacion arbitraria. Especificamente, garantiza la
estabilidad cuadratica del sistema conmutado, la cual es un caso especial de estabilidad

exponencial.

A partir de suponer la existencia de una QCLF para el sistema lineal conmutado generado

por M se puede obtener la aproximacion de la norma elipsoidal, denominada p(M).

Dado que el infimo de todas las normas cuadraticas no puede ser inferior que el infimo de

todas las posibles normas, entonces p(M) < p(M). Es decir, aproximacién de la norma
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elipsoidal es una cota superior del JSR (Theys, 2005). Por esto, esta aproximacién puede ser
usada para probar la estabilidad del DLI(M).

Definiciéon C.7: Sea P una matriz definida positiva, la norma elipsoidal de un vector x se
define como ||x||p = VxTP x. Asociada a esta norma del vector, hay una norma matricial

inducida para 4; segun (C.15).

l4:xllp
14|l = su C.15
= 5P il (1)
La aproximacion de la norma elipsoidal del JSR del conjunto M se define en (C.16).
p(M) = infmaxl|A;ll, (C.16)

Esta definicion implica que vale la desigualdad (C.17) o equivalentemente vale (C.18).

xTA] P Aix < ||Ail|3 x"Px , Vx (C.17)

ATP A — Al P <0 (C.18)

Entonces se puede interpretar al valor de ||4;||, de (C.17) como el valor escalar mas
pequefio para el cual hay una solucion de (C.19) y este valor denominado p es la

aproximacion de la norma elipsoidal del conjunto M.
AP A; <u*P,P>0. (C.19)

Una condicioén suficiente de la estabilidad de DLI(M) es que x < 1.

C.3 Estabilidad de sistemas LTI

Para sistemas invariantes en el tiempo en su descripcion de espacio de estados (C.11), todas
las propiedades de estabilidad son equivalentes a restricciones en el espectro de la matriz A.

Esto se resume a continuacion.

Sea el autovalor de una matriz A un valor escalar A € C tal que 3 v # 0: Av = Av. Los
autovalores de A son los ceros de su polinomio caracteristico p(4,1) = det (Al — A) siendo

la matriz identidad. El conjunto de sus autovalores d(A) = {4;,.1,} es el espectro de A.
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El radio espectral de la matriz A es el médulo mdximo de sus autovalores definido en

(C.20).

p(A) = max{ |1, € a(A)} (C.20)

El sistema (C.11) es asintéticamente y exponencialmente estable si solo si p(4) < 1, ver

por ejemplo Teorema 3.3.20 de (Hinrichsen & Pritchard, 2005).

La estabilidad de un polinomio con coeficientes invariantes en el tiempo (C.21) equivale a
decir que un polinomio es Schur. Entonces esta propiedad queda garantizada si y s6lo si todas

sus raices estan dentro del circulo unitario, ver por ejemplo (Hinrichsen & Pritchard, 2005).

P(2) = apz" + ap_1z" 1+ ...+ q (C.21)
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APENDICE D

Planificacion y analisis de factibilidad de planificacion

El conjunto de sistemas de control que comparten un recurso comin se denomina aqui
sistema integrado global. Este sistema global puede ser modelado como un conjunto de
clientes de recursos por un lado (tareas o mensajes) y un servidor de recursos por el otro, todo
siendo arbitrado por un componente central: el soporte de ejecucion.

Aqui, la capacidad de los servidores es la capacidad de célculo del procesador o el ancho de
banda de la red. Los clientes tienen a su vez restricciones temporales establecidas por los
requerimientos sobre la dindmica de cada planta controlada, que deben ser satisfechas por el
servidor.

Realizar un ordenamiento o planificacién (scheduling) sobre un recurso consiste en
determinar, para un conjunto de operaciones demandadas por diferentes clientes del recurso,
el orden en el cual las mismas deben ser ejecutadas.

Tal planificacion se dice factible si todas las restricciones temporales asociadas con cada
cliente del recurso son respetadas. El objetivo del andlisis de factibilidad de una planificacién
es establecer una planificacién y/o comprobar la factibilidad de una planificacién propuesta.
En general, el mecanismo de planificacidn serd el mismo para cualquiera sea el recurso (tareas

en un procesador o mensajes en una red).

A continuacion se presentan nociones bésicas de tareas de tiempo real e instancias de las
tareas y se definen sus parametros temporales. Luego, se presentan ciertas caracteristicas que
son comunmente usadas clasificar los algoritmos o politicas de planificacién. Por dltimo se

introduce andlisis de planificacién y la verificacion de factibilidad de una planificacion.

D.I Tareas de tiempo real

Una tarea de una aplicacion es una secuencia de instrucciones u operaciones previstas para
ser ejecutadas por un procesador. El servicio proporcionado por una tarea puede ser realizado

varias veces durante el tiempo de vida de la aplicaciéon (por ejemplo el procedimiento de
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célculo de una ley de control es periddico durante toda la vida del proceso fisico a controlar).
Esto significa que la secuencia de operaciones de una tarea puede ser re-ejecutada varias
veces y por esto a cada una de las ejecuciones de la secuencia de operaciones se la considera
individualmente como una instancia de la tarea.
Generalmente, una instancia se encuentra en alguno de los siguientes estados:
e Lista (ready): lista para comenzar a ser ejecutada, también o continuar su ejecucion
posterior a una interrupcion;
e En ejecucion (running): ejecutindose sobre el procesador;
e En espera (preempted o waiting): en espera de la disponibilidad del recurso que ha
sido expropiado (preempted) para la ejecucion de otra tarea;
e No activada (non activated o sleeping): en espera de un evento que la active;
e Detenida (stopped): instancia completada.
Aqui se representard el estado de la instancia como en la Figura D.1, por ejemplo entre 12 y
13, t4 y t5 la instancia se estd ejecutando (running), entre ¢t/ y t2, t5 y t6 estd esperando

(preempted) y por ultimo antes de t1 y entre t2 y t6 esta no activada.

Running

Preempted

Non activated

~Y

]
]
]
E
tl1  tZ t5 tdth

Figura D.1: Representacion del estado de la instancia.
Cada tarea o0 mensaje T; tiene asociados los siguientes parametros:
1. C; el mayor tiempo necesario por las instancias de t; para completar su ejecucion;
2. D; es el deadline de cada 7;, que se supone es el mismo para cada instancia.

3. Cuando T; es periddica o esporddica, su periodo o tiempo minimo entre dos

instancias consecutivas es f;;
D.2 Caracterizacion de planificacion

Preemptivo/non-preemptivo

La planificaciéon se dice expropiativa (preemptive) si la tarea en curso puede perder el

procesador debido a la necesidad de ejecucion de una tarea mds prioritaria. En general los
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sistemas operativos permiten esta expropiacion mientras la cual no siempre es posible en un

nodo de comunicacién para los mensajes de una red.

On-line/Off-line

Un algoritmo de planificacion se dice off-line si la secuencia de planificacion estd
determinada de antemano, en la etapa de concepcion. Esto es un plan off-line (o estitico) que
se ejecuta de manera repetitiva.

Desde el punto de vista de su implementacion, el andlisis de planificacion estd basado
principalmente en respuestas temporales e hipotesis restrictivas de peor caso por lo que el uso
de estas técnica off-line conducird generalmente a un sobredimensionamiento del sistema.

Un algoritmo de planificacién on-line tiene en cuenta las tareas efectivamente presentes a la
hora de decidir la planificacién. Estos pueden basarse en la construccion de planes de
planificaciéon durante el transcurso de funcionamiento denominados planes dindmicos
(Almeida et al., 1999), (Liu & Layland, 1973) o en la mayor parte de planificadores basarse
en la nocién de prioridades: a la hora de decidir se ejecuta la tarea de mas alta prioridad. Las
prioridades pueden ser asignadas “off-line”, lo que se define como algoritmo de prioridad

estatica o fija, o “on-line” donde se denomina a prioridad dindmica.

Por todo esto, el uso de algoritmos de planificacién “on-line” posibilita una asignacién mas
eficiente del recurso y puede evitar el sobredimensionamiento en la etapa de disefio.

Los algoritmos de planificacion mds difundidos en la literatura son:

RM (por Rate Monotonic): algoritmo de planificaciéon a prioridad estdtica donde la
prioridad es asignada de acuerdo a la regla de la tasa monotdnica, es decir a menor periodo
mayor prioridad (Liu & Layland, 1973).

EDF (en sus siglas de Earliest Deadline First): algoritmo de planificaciéon a prioridad
dindmica que asigna mayor prioridad a la tarea que tiene el deadline mas cercano al tiempo

actual (Liu & Layland, 1973).

En esta tesis se usa la asignacion de prioridades RM, por lo tanto a continuacién se citan dos
resultados de la teoria de planificacion de tareas de tiempo real en relacién con la factibilidad

del algoritmo RM para dos casos de interés, que el recurso pueda ser expropiado o no.
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D.3 Verificacion de factibilidad de una planificacion

Sea un recurso cuyas tareas pueden ser preempted, una condicién suficiente de factibilidad

de un conjunto de N tareas sincrénicas tal que Vi, D; = h; esta dada por

N

2.

i=1

)

|
2|

z < N2V - 1) (D.1)

=

Si se admite que el recurso no es expropiable (non-preemptive), la siguiente condicidén
suficiente probada en (Liu & Layland, 1973) establece que un conjunto de N tareas se pueden

planificar si para todo s = 1,.. N se satisface
S —
Z RS
— — S —
Lin T S (D.2)
=1
Donde Bl,s es el peor caso de tiempo de bloqueo de las tareas menos prioritarias, es decir

b,.= max C;
Ls j=s+1,.N J



CAPITULO 3

Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas
LTI con retardos constantes en la red de comunicacion

En este Capitulo se consideran los efectos de los retardos de transmision introducidos por la
red de comunicaciones en los lazos de control. En particular, se considera que los mismos son
constantes, y que las plantas son lineales, estacionarias (LTI) y SISO (una entrada-una salida).
El retardo se incorpora al modelo discreto del sistema usando la transformada Z modificada
(MZT), y en relacion con ciertas caracteristicas de estos modelos se propone realizar un
andlisis de estabilidad para retardos acotados pero desconocidos, utilizando criterios de
estabilidad estdndar (criterio de Jury), de respuesta en frecuencia y de estabilidad robusta,
todos en el dominio de tiempo discreto. En el método frecuencial, una aproximacién de los
modelos obtenidos con la MZT permite simplificar y generalizar el andlisis de estabilidad, a
través de una caracterizacion asociada al grado relativo de la planta continua. Tras el analisis
de caracteristicas frecuenciales de cierto tipo de combinaciones de planta y controlador
(ambos estables), se puede conjeturar que ciertos polos de lazo cerrado que se mueven hacia
la inestabilidad con retardos temporales crecientes son determinantes de la variaciéon de

indices simples de performance cominmente usados en la practica.

3.1 Introduccion

Actualmente, los sistemas de control en lazo cerrado con intercambio de informacién entre
sensores, controladores y actuadores a través de redes de comunicacién son practicamente
omnipresentes en sistemas embarcados (embedded systems, en inglés), observandose también
su presencia creciente en sistemas industriales de control y automatizacion.

Dado que estos sistemas (designados con el acronimo NCS por las siglas de Networked
Control Systems) en general comparten la red de comunicacién con otros usuarios, los lazos

de control asociados se ven afectados por la aparicion de retardos de trasmision de la
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informacién que procesan (NID, por las siglas en inglés de Network-Induced Delays), los
cuales dependen de caracteristicas fisicas y de gestion de la red. Desvidndose de la hipotesis
basica de sincronismo entre sensado y actuacién de la teoria de control digital cldsica, esta
situacion afecta la performance de disefio de los lazos, pudiendo inclusive llegar a
comprometer su estabilidad.

En este Capitulo se consideran que los NID son constantes, lo que puede ocurrir en
aplicaciones que utilizan protocolos de red con agendado de tipo estatico, como token ring o
token bus (Zhang et al., 2001), por detalles referirse a seccion 2.2.3. En estos casos de NID
constantes el sistema preserva su invariancia en el tiempo, lo cual facilita la investigacion de

su estabilidad y de la degradacién de su performance nominal.

3.1.1 Antecedentes

Desde el punto de vista del disefio de control, estos problemas han sido enfocados de dos
maneras, una con modelos en tiempo discreto (DT, por Discrete-Time systems) y otra con
modelos aproximados en tiempo continuo (CT, por Continuous-Time systems).

El estudio de problemas LTI en el dominio CT se puede hacer usando la transformada de
Laplace, como, por ejemplo, en (Zhong, 2003), donde se analiza la estabilidad de lazo cerrado
mediante el diagrama Dual-Locus para una configuraciéon de planta particular (de segundo
orden sin ceros) y un controlador continuo (una ganancia), con un retardo entre sensor y
controlador. En (Juanole, 2002) se considera una aproximacién (utilizando la aproximacién
de Padé para un retardo inferior al periodo de muestreo) para analizar la calidad de servicio de
la red y el margen de fase de la planta, ambos en CT.

Sin embargo, debe observarse que el uso del enfoque CT sélo puede arrojar resultados
proximos a los exactos si el periodo de muestreo tiende a cero (en la préctica, si la frecuencia
de muestreo es muy superior a la frecuencia mds alta presente en la salida de la planta). Pero
una alta frecuencia de datos a transmitir por una red, compartida entre multiples
transmisores/receptores, implica un aumento en el trafico, lo que, entre otros problemas,
puede ser responsable de un valor importante de retardo. Por lo tanto, como ha sido observado
en (Lian et al., 2001), existe un compromiso entre la seleccion de periodos de muestreo de los
lazos de control y el valor del retardo de manera de evitar el deterioro de su performance. De
esto se deduce que no es el andlisis en el dominio continuo, sino en el discreto, el maés

adecuado para tratar el problema de los NCS.
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En el dominio DT, en (Branicky et al., 2000) se reportan condiciones de estabilidad y se
determina el dominio de atraccidn, en funcidn de la relacion retardo-periodo de muestreo para
un integrador controlado por realimentacion de estado (es decir, para la combinacién de
planta dindmica y controlador mds simple posible). La posibilidad de extender tales resultados
a plantas mds complejas o generales con los criterios alli mencionados es muy dificil o

imposible y los autores sugieren utilizar simulaciones para encontrar las relaciones.

3.1.2 Aportes de este Capitulo

En relacion con la estabilidad, se procura determinar el retardo critico o margen de retardo
(Zhang et al., 2001) para un disefio dado que ignora la presencia de NID o que lo asume
constante de un valor fijo. Este problema se puede extender a uno de re-ajuste de un disefio
dado tal que el controlador siga manteniendo la estabilidad en caso de que el retardo se

incremente, i.e. el interés radica en verificar o garantizar cierta robustez frente a retardos.

Observacion 3.1. Como se verd en el desarrollo del trabajo, el uso del concepto de retardo
critico requiere sumo cuidado, ya que hay casos donde el comportamiento estable para ciertos

valores de retardo no lo implica para valores menores. Como ejemplo, en Figura 3.1 se

muestra la respuesta al escalon de la planta Gy(s) = con un controlador proporcional

s24+0.1s+1

k~=0.3 y discreto (h=1seg) para dos valores de retardo, t=4.5, con respuesta en lazo cerrado

estable, y 1=0.5, con respuesta inestable.

Figura 3.1: Respuesta temporal del sistema controlado con retardo constante. Arriba: 1=0.5, Abajo: 1=4.5.
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Dado que el retardo t puede asumir cualquier valor continuo, no necesariamente uno
multiplo del periodo de muestreo, para tratar este problema en el dominio de tiempo discreto
(DT) se puede considerar la transformada Z modificada (Jury, 1964), o MZT por sus siglas en
inglés. La misma provee una descripcion entrada/salida en el dominio transformado,
alternativa al modelo temporal en el espacio de estados de sistemas muestreados, ver
Apéndice A seccion A.3 y referencias alli. Esta discretizacion transforma la funcidén
transferencia (FT) continua no-racional en una transferencia discreta racional, es decir, de
dimensién finita. De esta manera, el retardo se integra con la planta en un tnico modelo
discreto racional.

A diferencia del modelo continuo, donde el retardo es expresado por un tinico parimetro, en
el modelo MZT queda representado por dos coeficientes, uno que es multiplo entero del
periodo de muestreo y otro que expresa una fracciéon del mismo. En la respuesta en frecuencia
(RF) asociada a esta FT-DT MZT, la parte fraccional del retardo s6lo afecta la funcién
magnitud, mientras que tanto la parte fraccional como la parte entera influyen sobre el
argumento. Cuando la variacién de la magnitud de la RF puede ser acotada en funcién del
rango de valores que la parte fraccional puede asumir, entonces, el andlisis de estabilidad
robusta puede reducirse al andlisis de ciertas relaciones entre magnitudes para un conjunto
discreto de valores de la parte fraccional (Proposicion 3.1 de este Capitulo).

La obtencién de estas cotas (mdximas y minimas) de la magnitud requiere conocer la
expresion simbdlica de la FT-DT MZT de la planta en particular, la cual puede ser obtenida
utilizando una tabla de MZT, o con algun software de tipo simbdlico (por ejemplo, Maple).
En la mayor parte de los casos la determinacién de estas cotas implica la resoluciéon de
ecuaciones trascendentes. Dado que en muchos casos esta resolucién es muy compleja o
simplemente imposible, se propone aqui la utilizacién de una aproximacién de los
coeficientes del numerador de la MZT introducida por (Hara et al., 1989), donde cada
coeficiente tiene una dependencia polinomial de la parte fraccional. Si bien los resultados
usando esta aproximacion discreta son validos cuando el periodo de muestreo es pequefio, en
este trabajo se mostrard a través de varios ejemplos la ventaja de su empleo, respecto a una
aproximacion continua muy difundida en la literatura que trata estos problemas en CT (ambas
aproximaciones se discuten en la Seccién 3.2). El uso de la aproximacion discreta permite
formular la Proposicion 3.2, la que reduce el andlisis de cotas maximas y minimas al de
ciertos valores de la parte fraccional del retardo que dependen solamente del orden de la

planta continua y su grado relativo. Esta forma de dependencia permite generalizar los
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resultados a todas las plantas que tienen este mismo par de indices estructurales, mientras que
con el modelo MZT exacto sélo se pueden hacer predicciones para plantas especificas.

Ademéds, a partir de la mencionada variacién de los coeficientes de la FT-DT MZT, se
propone aqui el estudio de este problema mediante otros dos enfoques: el primero utiliza un
criterio estdndar (de Jury) y el segundo, empleado bajo ciertas consideraciones, via la teoria
de estabilidad robusta. En ambos casos se trata de mostrar las ventajas y desventajas con
respecto al enfoque frecuencial. En particular para el criterio de Jury, el uso de la
aproximacion discreta transforma las condiciones previstas por el criterio en polinomios cuya
variable es la parte fraccional del retardo. Esto simplifica su evaluacion.

Finalmente, se presenta la Proposicion 3.3 que, para cierto tipo de sistemas y controladores,
permite conjeturar que ciertos polos de lazo cerrado que se mueven hacia la inestabilidad con
retardos temporales crecientes son determinantes de la variaciéon de indices simples de
performance comunmente usados en la prictica (ver seccion B.1 de Apéndice B). Este
resultado generaliza lo observado via simulacion en el Caso de Estudio. Estos resultados han

sido publicados en los articulos (Felicioni & Junco, 2005) y (Felicioni & Junco, 2009).

3.2 Formulacion del problema y modelado matematico

A continuacién se presentan las hipétesis de modelado y se formula cualitativamente el
problema de estudio. Luego, se definen los modelos matemdticos discretos y se citan
conceptos de estabilidad que permiten formular el problema en forma cuantitativa en 3.2.2.
También se presentan ciertos resultados y herramientas de anélisis de respuesta en frecuencia

asociadas a los modelos presentados que son relevantes para la Seccion 3.3.

3.2.1 Hipdtesis de modelado y problema planteado

Las propiedades del NCS consideradas aqui, ver seccion 2.2.1 por detalles, son: muestreo
periddico de la salida de la planta; controlador lineal y estacionario y actuador (ZOH)
manejados por los eventos a su entrada. Entonces, los retardos del sensor al controlador T,
del controlador al actuador t., y computacional T.omp del controlador son agrupados en un

unico retardo T en la accién de control (T = Tse+ Teomp + Tea), Ver Figura 3.2.

El problema mencionado en la Introduccion se formula, en términos cualitativos, de la

siguiente manera:
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Estabilidad robusta frente a retardos constantes: Dado el sistema de control con la
configuracién de Figura 3.2, el problema de estabilidad robusta enfocado en este Capitulo

consiste en determinar el maximo valor T* tal que para todo O<t<t* el sistema sea estable.

Para resolver este problema se analizard la estabilidad del lazo cerrado de una familia de
sistemas LTI parametrizada por el retardo, donde cada elemento en la familia tiene asociada
una funcion transferencia calculada con la MZT para cada valor de retardo. Para facilitar el
andlisis es de interés reducir, bajo alguna suposicion, la cantidad de elementos de esta familia.
Mis concretamente, se busca un método que, a partir de la determinacién de una propiedad
(estabilidad) para algunos valores de retardos, permita predecir la validez de la misma

propiedad sobre el intervalo definido por esos valores (estabilidad robusta).

YO =1 Y(kh)
> ZOH = B Gy (s) -
O Yem)
Gy (z,m)
,
+
u(kh) @ <_$=

Figura 3.2: Sistema controlado con retardo constante englobado en la accién de control. Gy(s)
representa la planta, C(z) el controlador, t el retardo y 4 el periodo de muestreo.

3.2.2 Modelado matematico con la transformada Z modificada

El modelo discreto de una planta continua SISO LTI con retardo en la accién de control se
obtiene utilizando la MZT. A continuacién se presenta brevemente este modelo MZT. Para

mayor detalle referirse a seccion A.3 de Apéndice A.

Sea la planta de Figura 3.2 descripta por la transferencia continua sin retardo G,(s),
expresada como el cociente de dos polinomios en s (numerador N(s) y denominador D(s)),
con un retardo en la accion de control: t. Entonces, la FT de la planta con retardo es (3.1).

G(s) = Go(s) e™™* =5 Je™" 3.1)

El retardo se descompone como un multiplo del periodo de muestreo 2 més una fraccién del

mismo (3.2) (ver (A.5) y (A.6) por detalles), donde | x| es la parte entera inferior de x.
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t=lh+mhcon 0<m<1yl=|t/h] (3.2)

Dado que la accién de control se mantiene con un ZOH, de transferencia H(s) =

(1 — e™") /s, 1a aplicacién de la MZT se hace como en (3.3).

Ga(z,m) = Zn{G(S) H(S)} = Zpn {Go(s) ™™ =} =

—(l— 1-e~hs _(1— -1 Go(s)
7~ 1)Zm{ C Go(s) e @ m)hs} =Z—Zm{ oSS emhs}

s Zl+1

(3.3)

Algunos métodos para calcular la Z,,{. } son indicados en el Apéndice A.

La FT discreta es el cociente de dos polinomios. Como se muestra en la ecuacién (3.4), su
numerador tiene coeficientes dependientes de m (la parte fraccional del retardo) y la parte
entera del retardo sélo afecta al exponente de la potencia de z que multiplica al denominador

de la planta para retardo nulo.

Ga(z,m) = Ny(z,m)/ (2D, (2)) (3.4)

La manera en la cual el retardo se integra con la planta en un tinico modelo discreto racional
MZT depende de cada planta en particular. Por ello, resulta titil considerar la aproximacion de

(Hara et al., 1989) mencionada en seccion A.3 de Apéndice A, ver andlisis en seccién 3.2.4.

3.2.3 Estabilidad en lazo cerrado

Considérese ahora que la planta (3.1) es controlada con un controlador discreto en cascada

con la planta, ver Figura 3.2, descripto por la funcién transferencia (3.5).

C(2) = kcNe(2)/Dc(2) (3.5)
La ganancia de lazo es el producto de (3.4) y (3.5), esto es (3.6).

L(z,m) = C(2)G4(z,m) = k N (2)N,(z,m)/ (D, (z)lep (2) (3.6)

La funcion de sensibilidad complementaria del sistema es T(z,m) = L(z,m)/(1+

L(z,m)) cuyo denominador es (3.7).
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Dyc(z,m) = z'D.(z) D, (2) + k. N.(2)N,(z,m) (3.7)

Este polinomio puede ser escrito equivalentemente como en (3.8).
Dic(z,m) = a,(m) z" + ap,_ (M) z™ 1 ... + a;(m) z + ay(m) (3.8)

El anélisis de estabilidad se hard en base al resultado basico sobre estabilidad que establece
que el sistema en lazo cerrado es estable si y s6lo si el polinomio (3.7) (o equivalentemente

(3.8)) es Schur, es decir si todas sus raices estan dentro del circulo unitario, ver seccion C.3.

Seguidamente, antes de ir a los métodos de andlisis de estabilidad, se presentan ciertos

resultados y herramientas que son relevantes para la Seccién 3.3.

3.2.4 Respuesta en Frecuencia de sistemas discretos

A continuacion, se analiza la RF de los siguientes tres modelos: i) la MZT (3.4), ii) su
aproximacion continua (muy difundida en la literatura, ver ecuacion (2.4) o la mencionada en
(3.11)) y iii) su aproximacion discreta presentada en Teorema A.2 de seccion A.5. Un andlisis
comparativo ilustra el mejor desempeiio de la aproximacién discreta, lo cual justifica la
eleccion de esta dltima para atacar el problema planteado en este Capitulo cuando sea muy

complicado resolverlo con el modelo exacto.

Aproximaciones de la RF de sistemas discretos

Asociado con el periodo de muestreo &, se define la frecuencia de muestreo wg =2n/h, y el
rango de frecuencias de Nyquist [-w¢/2, w/2].
La funcién de respuesta en frecuencia de un sistema discreto, se calcula reemplazando z por
oSh
impulso (3.9) (Astr(im & Wittenmark, 1997); (Araki et al., 1996). Para el caso de Gq4(z) es

(3.9).

con s = jw. Equivalentemente se puede calcular con la formula de modulacion del

Gy(eh) =% Z Gols +j k wo) Hs + j k w) (3.9)

k=—o0
En el caso ideal de que G,(s) sea de banda limitada, entre - ws; y w; (Chen & Francis,

1994), la ecuacién (3.9) resulta (3.10).
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Ga(eh) = 1/h (Go(s)H(s)) (3.10)

Aproximacion de tiempo continuo

La RF del dispositivo ZOH se puede aproximar para bajas frecuencias como H(s) =
h e=s"/2 es decir el ZOH acttia como un retardo de valor h/2 (Chen & Francis, 1994).

Sea el retardo 1 introducido en (3.1), entonces la aproximacion de la planta y el ZOH es

G(5)H(s) ~ he*(3*7) G, (s) 3.11)

Entonces, teniendo en cuenta en (3.9) sélo el contenido de ancho de banda limitada (k=0), y

reemplazando con la aproximacién (3.11), se obtiene:
—s(le)
Ga(e") = 1/h G(s)H(s) ~ e *\27Gy(s) (3.12)

_ h
Definicion 3.1: Aproximacion continua de G;(z). Se define a la FT G4(s) = 6_5(5”) Go(s)

como la aproximacion continua de baja frecuencia de G, (z).

A partir de lo cual se obtiene (3.13).

(3.13)

{ 1Ga(w)| = 1Go(jw)l
arg G4 (jw) = arg Go(jw) — w(h/2 + 1)

En (3.13) se puede apreciar que el retardo no afecta la magnitud (la cual es independiente de
m) y so6lo agrega argumento negativo (lineal con la frecuencia). Con esta aproximacion (3.13)
se puede calcular el maximo retardo que el sistema puede tolerar, utilizando el criterio

presentado en (Mirkin & Palmor, 2005), ver seccion 2.2.4 ii por detalles.

Aproximacion del MTZ exacto
Aqui se propone una aproximacion discreta en base a la ya existente (A.28) tratada en

seccidn A.5, cuya férmula se repite a continuacion.

kK (z—1)P Bp—p(z,m)
Ga(?) ~ G

(3.14)

7zl
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En el numerador de (3.14) se tiene un polinomio racional asociado con la parte fraccional

del retardo que es (3.15).

B,(z,m) = by (m) z¥7k (3.15)
;) ‘

Como las raices de (3.15) pertenecen al eje real negativo del plano complejo, ver Anexo [, la
parte de la RF asociada con B, (z, m) se manifiesta en la zona de alta frecuencia.

Ademads, si el periodo de muestreo es elegido adecuadamente, ver (Astrdm & Wittenmark,
1997), (Franklin & Powell, 1980), los polos de G(s) son mapeados en regiones de baja
frecuencia del plano complejo z.

Por ambos motivos, la mayor diferencia entre la RF de la planta discreta (3.4) y el modelo
aproximado (3.14) estd relacionada con la aproximacién que se realiza en su polinomio
denominador (es decir el término (z — 1)™).

Entonces para reducir el error mencionado entre ambos modelos se propone en esta tesis
guardar el denominador de (3.7) y considerar sélo la aproximacién del numerador de la

transferencia discreta (3.14) como se enuncia a continuacion.

Np(z=z")
(n-p)!

Sea la siguiente aproximacion del numerador (3.16) donde k;, = yNy(z=12z")esla

ganancia del numerador de la planta sin retardo para la frecuencia 8* = In(z").
Np(Zr m) ~ kb (Z - 1)an_p(Z, m) (3.16)
Se recomienda que si N,,(z = 1) # 0 entonces z* = 1. En caso contrario elegir z* = 0, ver

discusion en (Hara et al., 1989).

Se define al numerador Np (z,m) como la aproximacién de Ny, (z, m), es decir (3.17).

N,(zm) = ky (z — 1)P B, (z,m) (3.17)

A partir de esto resulta la siguiente aproximacién discreta de la planta.

Np(z,m)

Definicion 3.2: Aproximacion discreta de Gy(z). Se define a la FT G4(z,m) = e
p

como la aproximacion discreta de G, (z).
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En el siguiente ejemplo se analiza el grado de cercania de las aproximaciones mencionadas
comparando la RF del modelo exacto y las aproximaciones discreta G4(z,m) y continua
G4(z,m). Luego, se cierra el lazo con un controlador discreto, cuya ley de control es
proporcional al error, y usando los modelos aproximados se comparan los resultados de

estabilidad para concluir sobre cudl es el enfoque que resulta mds adecuado.

Ejemplo 3.1: Sea una planta de primer orden (Pr;) cuya funcién transferencia es (3.18).

Go(s) =1/(s +2) (3.18)
A (3.18) corresponde la siguiente FT, que es el modelo MZT exacto:

7 (1_e—2hm)+e—2hm_e—2h

Gd(Z; m) = 2(z—e—2h)zl (3~19)
La aproximacion continua resulta:
Ga(s) = "G /(s +2) (3.20)
La aproximacién discreta se expresa como:
Gy(z,m) = Gze) Gmriom) 3.21)

2 (z—e—2h)zl

Lazo abierto: Se observa que el numerador de G4(z, m) vale Np (zm)=(zm+1-—m),

cuyas funciones de RF, parametrizadas con m, para todo 6 € [0,7/h] son

|N,(z,m)| = V1 —2m? cos @ + 2m cos 6 — 2m + 2m? y

arg (Np (z, m)) = arctan(msin@,mcos 6 + 1 —m)
donde arctan es la funcién inversa de la tangente en los cuatro cuadrantes (analizando los
signos de parte real e imaginaria).

La aproximacién continua vale |[N,,(z,m)| = 1y arg (Np (z, m)) = —wt=—-60(1—-m).

De estos resultados se desprende que, en cuanto a la magnitud, la aproximacién continua es

independiente de m, s6lo coincidiendo con la aproximacion discreta para m=1 y m=0. El
arg (IVp(z, m)) puede ser aproximado por arctan(m 8) = m 6 cuando 6 — 0, entonces

agregando la parte entera /=1, resulta 6m — 6 y coincide con la aproximacién continua.
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En Figura 3.3 se muestran las RF mencionadas, incluyéndose la RF del numerador exacto
(negro), para algunos valores de m. La magnitud de ]Vp (z,m) vale 1 (para todo m y 0). En los
argumentos para m={1, 0.5, 0} coinciden la aproximacion continua con los valores exactos
(dado que en estos casos son rectas), mientras que para el resto de valores los argumentos
obtenidos de Np (z, m) son las tangentes, en 6=0, de los argumentos de la IVp (z,m), las cuales
varian significativamente a medida que la frecuencia crece. Al comparar las RF de Np (zm)y
de N,(z,m), se tiene una gran cercania tanto en magnitud como en argumento, a excepcion

de m=0.5, donde la aproximacién continua proporciona mejores resultados.

INp(el®m)l, INp(el, 1)1 yinp(el® 1)1

arg(:,(m))-10

_ . A )
e arg(Np(ele,l))—e, arg(Np(c‘e,l))—e y arg(Np(e'e,l))—G

\ia\r:g\lﬁpéeig,\oj)l—e ______________ m=0.5

N

NI

-7

Figura 3.3: RF del numerador discreto 1/(s+2): exacta, aproximaciones discreta y continua.

Lazo cerrado: Se analiza ahora el lazo cerrado considerando como controlador DT una
ganancia k. positiva. La Figura 3.4 muestra las regiones de estabilidad en el plano (k., t/h)
calculadas para el modelo MZT exacto (3.19) de forma usando la solucién {(3.25) y (3.26)},
para su aproximacion discreta (3.21) utilizando la solucién exacta {(3.27) y (3.28)} y para la
aproximacion continua (3.20) aplicando el criterio presentado en (Mirkin & Palmor, 2005).

Como se observa, hay una marcada similitud entre la MZT exacta y su aproximacién
discreta, que confieren gran confiabilidad a esta ultima, mientras que ambas difieren mucho
de la aproximacién continua. Particularmente, en la regién inferior de forma triangular
apoyada sobre el eje k. y definida por la interseccién de las curvas continua y discreta, se

observa que con la aproximacion continua podria ajustarse al controlador con valores tales
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que el lazo cerrado resulta inestable de acuerdo a las predicciones més confiables de la MZT y
la aprox. discreta. Se ve también una region (tipo triangular con base en curva aproximacion

continua con vértice a la derecha) donde la aproximacién continua es muy conservadora.

Podemos ver que estos resultados avalan la eleccion del enfoque discreto para el estudio que

sigue, tal como se anticip6 en la definicion de la aproximacion discreta G4 (z, m).

t/h
ke Inestable

MZT
aprox discreta
aprox continua

kc Estable
0.5+

0 5 10 15 20
ke

Figura 3.4: Region de estabilidad, k. en funciénde ty .

3.3 Estabilidad de sistemas con retardo constante, desconocido y acotado

El problema formulado en la seccién previa equivale a verificar la estabilidad de la familia
de polinomios D, (z,m) dada en (3.7), i.e., D;c(z,m) = z'D.(2) D,(z) + k. N.(z)N,,(z,m),
parametrizada por m y [ dentro de los intervalos: (h-t) <m <1y /=1 si T* < h y en otro caso 0
<m<I,I<I.

Para verificar que un polinomio es Schur los métodos cominmente usados son: el criterio
de Jury y el criterio de Nyquist (anélisis de respuesta en frecuencia). En las secciones 3.3.1 y
3.3.2 se evalda la extension de tales métodos para estudiar la estabilidad de la familia
mencionada parametrizada por el retardo. En 3.3.1 se muestra que la utilizacién del criterio de
Jury para determinar regiones de estabilidad se vuelve muy compleja cuando se incrementa el
orden del sistema y/o controlador y/o la parte entera del retardo. Sin embargo, el problema de
analizar la estabilidad de la familia se simplifica considerablemente cuando se usa la
aproximacion discreta (esto se reduce a buscar las raices de sdlo ciertos polinomios). En 3.3.2
se presenta el principal resultado de este Capitulo que es el anélisis de este problema mediante

la aplicaciéon del criterio de Nyquist a ciertas funciones transferencias. Gracias a una
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interpretacion grafica de este método, se puede visualizar la influencia de retardos de tiempo
desconocidos aunque acotados, y también estudiar las regiones de pardmetros donde la
estabilidad queda garantizada. Como alternativa, en 3.3.3 se propone estudiar la estabilidad de
la familia mediante la Teoria de Estabilidad Robusta (Bhattacharyya et al., 1995), que resulta

factible si se pueden acotar los coeficientes de la funcidn transferencia obtenida con la MZT.

3.3.1 Criterio de Jury

Este es un criterio algebraico que permite determinar si (3.8) es Schur, a partir de ciertas
condiciones de los coeficientes del mismo.

Sea el polinomio (3.8) para un dado m, por simplicidad se prescinde de la dependencia en m
de los coeficientes, es decir a,(m) = a,. Entonces, el criterio de Jury establece (Isermann,

1989) que el sistema es estable si y sdlo si se satisfacen las propiedades (3.22).

i. lagl < ay, con
. B a, a,_
ii. P(z=1)>0 by = a° i "|,k:0,1,...,n—1
n k

iii. [(=1)"P(z=-1)] >0

e = |20 Pt g1 n2
iv.1.| but|<1bol K b,y b P (3.22)
: Co  Cnk-2
zv.2.‘cn_2‘<lc0| d, = . . |,k=0,1,n—3
iv.3. | dal<1dol ...

A continuacidn, las ventajas y desventajas del uso de este criterio de Jury se discuten por
medio de su aplicacion a una planta de primer orden, en el cual se analiza la estabilidad del

lazo cerrado para dos casos de retardos: 1) t<hy 2) h<r.

Ejemplo 3.2: En este ejemplo se analiza la estabilidad de una planta de primer orden
genérica (Pr;) continua, con un retardo en la accidén de control con un controlador discreto

proporcional al error utilizando el Criterio de Jury. Sea la planta

Go(s) =1/(s+a) (3.23)

Se considera como controlador DT una ganancia k. no nula. Entonces, el denominador de

lazo cerrado es
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Dic(z,m) = zY(z — e + k kN, (z,m) (3.24)

Donde Ny, (z,m) = (z (1 —e™2") 4 e72"m — =21y /(1 —e~ M) y k), = (1 — e~ ") /a

La aproximacién (3.17) de N, (z,m) es Np (zm)=(zm+1—-—m).

Retardo inferior al periodo de muestreo: La aplicacién del criterio de Jury (3.22) para el
polinomio de segundo orden de lazo cerrado, (3.24) con /=1, permite determinar la region de
estabilidad (k. vs. m) que es la region donde se satisfacen las tres condiciones siguientes
simultdneamente:

Condicion i. lay| < a,, ©
kel < 1/(lkp|(1 — e7%") /(e — e7™)) (3.25)

Condicién ii. P(z=1)>0 & 1—e % + k .k, > 0. Esta condicién, independiente del
retardo, se satisface si y solo si |e™*" —k.k,| <1 , es la condicién de estabilidad para

retardo nulo. Es decir, se cumple si el sistema con retardo nulo es estable.

Condicion iii. P(z = —1) > 0 & se satisface alguna de las condiciones siguientes:
1 — g~2ah . kb(l — 2 e~mah e—ah)
k. < — — si0 < -
(1 — 2 g~mah 4 g=ah)j, 1—eah 396
1 — g—2ah (3.26)
k en otro caso

>
€7 (1 -2emah 4 g-ah)f,

Si bien el resultado establecido por las condiciones i, ii y iii es exacto, el uso de la
aproximacién discreta (,,(z, m) proporciona resultados mas simples para determinar la region

de estabilidad (k. vs. m), como se muestra a continuacion:

Condicion i, aprox. |ay| < a,, ©
lkel < 1/(lkp|(1 —m)) (3.27)

Condicion ii, aprox. P(z=1) >0 © 1—e *" + k_k, > 0. Coincide con la condicién
del sistema exacto.
Condicion iii, aprox. P(z = —1) > 0 & se satisface alguna de las condiciones siguientes:

ke < (1+e )/((2m—1k,) si0 <k,(2m—1)
k. > 1 +e ™ /((2m—1kp) en otro caso (3.28)
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Las expresiones obtenidas usando la aproximacion discreta son mucho mas simples que con
el numerador exacto y tal como se muestra en Figura 3.4 reportan un resultado muy similar en
cuanto a la regién que determinan. El ejemplo mostrado en (Branicky et al., 2000), donde la
planta es un integrador (ver Figura 2.7 de 2.2.4 ii) resulta de reemplazar en estas expresiones

con a=0.

Retardo superior al periodo de muestreo: En este caso el polinomio de lazo cerrado es de
tercer orden, (3.24) con [=2. Entonces ademds de recalcular las condiciones i, ii y iii con
respecto al caso anterior, se debe verificar la condicién iv. |a3 — a3| > |aga, — ajas|.

Aun en este ejemplo simple se requiere resolver una inecuacién donde k. aparece en
términos de segundo orden. Si el retardo estéd entre 24 y 3h, los términos serdn de tercer orden
con el agregado de mds condiciones iv a evaluar. Por esto, el método de Jury es poco apto
para obtener expresiones simbolicas de la region de estabilidad (k. vs. m) cuando el orden del
denominador de lazo cerrado es mayor que 1. Sin embargo, el mismo puede ser utilizado

satisfactoriamente para analizar la estabilidad ante retardo acotado para un controlador fijo.

Por ejemplo, sean los siguientes parametros del sistema y controlador: a=2 y h=0.2 y k.=5.

Con el numerador de la FT exacto la condicién iv implica resolver
16.25 (e~%4™ — 0.6703)2 — 1| > |0.8242 e~ 4™ — 1.3767| (3.29)

Como ambos términos pueden ser positivos o negativos, se requiere resolver dos ecuaciones
de tipo trascendentes (sacando el valor absoluto). A calculo hecho, ésta condicién se anula
dentro del intervalo de interés m € (0, 1], en m=0.218. Resta analizar si este valor no es sélo
un minimo local, lo que puede determinarse calculando la funcién en puntos a la izquierda y
derecha (o con un andlisis de la derivada). Aqui, se verifica que en m=1—1>0.154 mientras
que en m=0.1—0.4726+0.5848. De acuerdo a esto entonces existe un valor de m tal que para

valores inferiores el sistema es inestable.

Una forma de simplificar la inecuacion (3.29) es utilizar el numerador aproximado IVp (z,m)
dado que es de tipo polinomial en m. Entonces, usando los términos de la aproximacién

discreta en los coeficientes az(m), ax(m), a;(m) y ag(m), la condicién iv resulta

|0.82422(1 —m)? — 1| > |0.55247 + 0.2717m| (3.30)
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Esto requiere simplemente buscar las raices de dos polinomios y verificar si pertenecen al
intervalo. Por ejemplo, uno de los polinomios es P(m) = 0.2318 — 1.0869m + 0.6793m? y
tiene una raiz en m=0.2535. Se verifica que a la izquierda de este valor no se cumple la
condicion iv mientras que si lo hace a la derecha. El valor de m para el cual se pierde la

estabilidad con el método aproximado es muy cercano al exacto calculado previamente.

Observacion 3.2: En el ejemplo 3.2 se observa que el uso de la aproximacién discreta del
numerador permite reducir el problema de evaluacién de las condiciones de Jury, para una
planta con retardo constante y acotado y un controlador fijo, a simplemente verificar si

determinados polinomios son positivos o negativos.

Asumiendo que se puede realizar tal aproximacién se propone el siguiente procedimiento.
Procedimiento 3.1: Criterio de Jury usando la aproximacién discreta

1. Construir el polinomio denominador de lazo cerrado usando la aproximacién
discreta, i.e. D;-(z,m) = z'D.(2) D,(2) + k. N, (Z)]Vp (z,m) para un [ conocido y

m acotado, m € (0, 1].

2. Plantear las condiciones del criterio de Jury enunciados al comienzo de esta seccidn,

las que resultan ser polinomios en m, denominados aqui P(m).

3. Verificar si estos polinomios P(m) >0 o <0 para m € (0, 1]. Esto se puede determinar
si las raices de P(m) pertenecen al intervalo m € (0, 1]. Si no hay raices en el mismo,
entonces P(m) no cambia de signo y la condicion vale para todo m. En caso contrario

se debe estudiar el signo a ambos lados de cada raiz con métodos algebraicos.

3.3.2 Criterio frecuencial

Seguidamente se propone estudiar el problema establecido en Seccién 3.2.3 mediante la
evaluacion de la respuesta en frecuencia. En primer lugar, se define una descomposicion de la
ganancia de lazo L(z,m) (3.6) del modelo MZT exacto. Luego a tal descomposicion se le
aplica el criterio simplificado de Nyquist (ver diseiio de respuesta en frecuencia en seccion
B.1). Este resultado se usa luego para determinar el rango de retardos dentro del cual se
conserva la estabilidad (estableciendo un método de diseno). Para finalizar se muestra como

puede ser simplificado este método si se utiliza la aproximacion discreta.
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Descomposicion de la ganancia de lazo

Siguiendo las ideas para sistemas continuos en (Mirkin & Palmor, 2005), (Hinrichsen &
Pritchard, 2005) se descompone la ganancia de lazo (3.6) como el cociente de las dos

funciones transferencias Q(z, m) y Py(z) definidas a continuacion.

N¢(2) Np(z'm)
€ De(2) Zle(Z) ’

Sea la ganancia de lazo L(z,m) = k entonces L(z,m) = QP(Z—(’:;) donde
0

Q(z,m) = k¢ Ny(z,m) z™ (3.31)

Py(2) = Dp(Z)Dc(Z)/Nc(Z) (3.32)

En (3.31) se agrupan los términos asociados al retardo y entonces (3.32) permanece

invariante frente al retardo.

Aplicacion del criterio simplificado de Nyquist

Los cruces de la curva de lugar de la RF con el eje real negativo ocurren en las frecuencias

donde se satisface (3.33) para z, = e/% con 0 < 0, < 2x.

Dpo(zy) = Po(zy) + (2k + D, con k=0,£1,2, . (3.33)

Particularizado para este caso, con (3.31) y (3.32), entonces (3.33) se convierte en (3.34).

arg (Dp(eje)Dc(ej9)> — arg (Np(eje,m)) —6l+ 2k + Dn (3.34)

N(ef?)

Sean las frecuencias donde se producen los cruces (3.34), denominadas por simplicidad
0 = 0 (2k+1)r » €Ntonces si |Q(ej9*)|/|P0(ej9*)| < 1 < el cruce se produce a la derecha del
punto critico (-1,j0) , y esta situacion se denomina Cr. Mientras que en caso contrario, se
produce a la izquierda, denominada Cj..

Entonces, las condiciones sobre la ganancia de lazo establecidas por el Criterio Simplificado
de Nyquist (ver seccion B.1) se pueden verificar, de igual manera, a través de las relaciones de
magnitudes (3.35) y (3.36), que agrupan a la derecha los términos del retardo, y a la izquierda
la parte invariante.

. |Pp (eje*)DC(eje*)
Si o No(eTP)

> |Np(ej9*,m)| < Cr (3.35)



Cap. 3. Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas LTI con retardos 99
constantes en la red de comunicacion

D, (€78 Dy 0" N
' —p(:czvc)(efgf) )| < [N, (€79, m)| = Cy (3.36)

) e
La igualdad |—— oy | T |Np (e/%",m)| indica que los polos estdn sobre el circulo

unitario, la cual es una situacion de inestabilidad.

El signo de la derivada de la magnitud, ver (B.10), en frecuencias de cruce, es (3.37).

Cade(e m)r(e) 1 ade(e® m)) Jo(e m)| adra(er®))
B a6 R T @ 40

o(0)

(3.37)

Dado que en (3.35) y (3.36) se deben verificar ciertas relaciones entre magnitudes y
argumentos en funcion de la frecuencia, es posible y conveniente analizar la estabilidad a

través de la realizacion de un grifico de RF como se hace a continuacion.

Estabilidad robusta frente a retardos acotados — Criterio Frecuencial

Cada valor de m define un polinomio numerador con una funcién de RF asociada. Por tanto,
para cada valor de m las frecuencias de cruce varian, y entonces el criterio de Nyquist debe
ser aplicado en cada una. Si pueden determinarse valores de m tal que existan cotas maximas
y minimas en magnitudes y argumentos en funcion de la frecuencia, aunque sea en una region
de frecuencias de interés, las condiciones Cp y Cg, verificadas en sus maximos y minimos,
valen para sus intermedios. La obtencién de estas permite simplificar el andlisis de estabilidad
(o establecer reglas para disefio) para un retardo entre O y t* aplicando las condiciones de

Nyquist solamente en los extremos.

Proposicion 3.1. Criterio de andlisis / disefio con modelo MZT exacto.
Sea la dependencia de m de los coeficientes del polinomio N,, (ej 9, m) tal que:
1- existe un par m; y m, tal que para cualquier valor m, € [m,1] se verifica
arg N, (e/%,m;) < argN,(e/%, m,) < argN,(e/?, m;) para toda frecuencia.
2- existe un (posiblemente otro) par m; y m; tal que para cualquier valor m, € [m’,1] se
verifica |N,(e/%,m,)| < |N,(e/%,m,)| < |N,(e’?,m,)|. Esto puede ser vilido en al
menos un rango de frecuencias.

Ademas, para el polinomio D(z) = Py(z), debe valer que
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3- suarg D(e/?) no tiene minimos ni maximos' en el rango de frecuencias entre [65, 65]
delimitado por las intersecciones de argD(e’®) con (2k + 1) w+ argN,(e/%,m) —
Olen (my, 1) y (my, 1).

Por tanto, para todo 6 € [0, 0,],

si|D(e/%)

> |Ny(e/%,m;)| = Ck. (3.38)

si |D(eJ'9*)| < |Np(ej9,m1)| = CL. (3.39)

En Figura 3.5 se muestra como determinar las frecuencias de interseccion 67 y 6, entre
$(m,1) = argN,(e/%, m) — 61 y arg D(e’?) para dos posibles situaciones: si arg D(e’?) es
creciente en ese rango de frecuencias (izq.) o decreciente (der.).

En Figura 3.6 se muestra la relacién entre las magnitudes especificadas en las inecuaciones

(3.36) (Fig. derecha), y (3.35) (Fig. izquierda).

mHp(m=1,1=1)

arg(D(e%)) _—

arg(D(el%))

m+O(m* 1=1)

: 6*1 ‘ TE+(I)(m=O,1=1) TII+¢(1’1’1=0,1=1)

0 ) T

Figura 3.5: Ejemplos de cota superior e inferior del argumento en funcién de la frecuencia. Arg. de
D(z) creciente (izquierda) y decreciente (derecha).

(e,

-
-
-

INp(el®.my)l INp(ei® mo)l

Np(el® m)l ' '

; INp(el®,m))| ; ;
0*1 0*2 g " 0*1 0*2 g

Figura 3.6: Condiciones Cr y Cy.. Evoluciones de magnitud entre cotas superiores e inferiores para
el rango de frecuencia de interés.

1 . P

Eventualmente esto se puede conseguir con un adecuado disefio del controlador. El mayor problema de que
no existan intersecciones con todos los argumentos aparece si el sistema es inestable y se deben conseguir cruces
a la izquierda del punto critico.
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En algunos casos encontrar los valores de m; y m, que satisfacen (3.36) y (3.35), resulta
simple (por ejemplo si la planta es un Pr). Sin embargo, en otras plantas esto implica: 1)
obtener la funcién transferencia de manera simbdlica aplicando la transformada Z modificada
(que quede en funcién de m); 2) obtener cotas maximas y minimas de argumentos y
magnitudes en funcién de la frecuencia (en caso de no tener la expresion simbodlica, la
evaluacion numérica implica calcular los polinomios para cada m en el continuo). Por esto se

reformula la Proposicion 3.1 usando el modelo MZT aproximado.

Proposicion 3.2. Criterio de andlisis / disefio con modelo MZT aproximado.

El uso de la aproximacién (3.17) indica que a medida que m decrece, el argumento en
funcioén de la frecuencia se hace mds negativo, por tanto en la Proposicion 3.1 se reemplaza
en m; por m y en my por 1, y para todo m intermedio vale (3.40).

1-
argN,(e/%, m*) < argN,(e/%, m) < argN,(e/%,1) con0 <0 <m (3.40)

El valor de / s6lo agrega mds argumento negativo a medida que su valor crece. Esto es
equivalente a lo que ocurre en CT.
En la magnitud se distinguen dos casos segun el grado relativo r de la planta continua:

2- siresimpar, m;=0.5y my=1 (coinciden las magnitudes de m=1y m=0). Es decir,
|N,(e/%,05)| < |N,(e/%,m)| < |N,(e’%,1)]con 0<O <7 (3.41)
3-sires par, m=1y my;=0.5 (coinciden las magnitudes de m=1y m=0). Es decir,

|N,(e/%,1)| < |N,(e?,m)| < |N,(e?,0.5)|con 0<O <7 (3.42)

Con todo esto, para todo 6 € [0, 0,], si se satisfacen las condiciones suficientes (3.43) o

(3.44) entonces resultan validas Cr o Cp, respectivamente.

Si |D(e/%")| > |N,(e’?,m;)| con my=1 si r impar 0 m;=0.5 si r par, entonces Cg (3.43)

Si [D(e/%)| < [N, (e/%,my)| con m;=0.5 si r impar 0 mo=1 si r par, entonces Cr. (3 44)

Lo conservativo de este criterio depende fundamentalmente de la diferencia entre las

funciones maxima y minima de la magnitud (3.35) y (3.36) para todo 6. Como se indica en
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Anexo I, esta diferencia se reduce a medida que aumenta el grado relativo de la planta.
Como corolario de las Proposiciones 3.1 y 3.2 precedentes, se propone el siguiente

procedimiento de andlisis/disefio.

Procedimiento 3.2: Criterio frecuencial usando la aproximacion discreta

1- Dibujar la magnitud vs. frecuencia de va(eje,m) para m=1 y m=0.5, vy
arg (ﬁp(efe,m)) — 0l + 2k + Dm para(’, m) yI=1, m=1.

2- En torno a cada frecuencia donde ocurre una interseccion de argumentos (3.34),
calcular 0, y 0, segin lo explicado en la Proposicion 3.1.
3- Verificar/imponer la satisfaccion de (3.43) o (3.44). También se debe analizar si se

mantiene el signo de la derivada (3.37) en torno a cada frecuencia de interseccion.

Ejemplo 3.3: Aqui se aborda el problema considerado en el Ejemplo 3.2 mediante el anélisis
frecuencial presentado en esta seccion. Sea entonces una planta de primer orden, para la cual
se distinguen los siguientes casos de acuerdo al valor de a:

1- Si a>0, entonces la planta real es estable y la estabilidad de lazo cerrado se garantiza si,
por ejemplo, en todos los cruces vale Cg.

2- Si a<0, entonces en algunos cruces debe valer Cp, (por ejemplo en los primeros) y luego
debe valer Ck.

Para ambos valores de a, la magnitud de D(z) = z'(z — e~ %) /k_ k,, es creciente (Ledn de
la Barra & Prieto, 1999).

Retardo inferior al periodo de muestreo: En relaciéon con los argumentos, existe una
interseccion en 8 = arccos(0.5 e~*") que ocurre para m=0. Ademds, se distinguen las
siguientes frecuencias en las intersecciones:

Caso 1: 6] = 6,y 6;=m.

Caso2: 0;=0y 6; = 6;.

Para Caso 1: de aplicar el procedimiento entre [8;,685] se debe cumplir (3.43). Como el
sistema es de grado relativo uno, la cota maxima de magnitud es para m=1 (y m=0).

Entonces es estable si k. < a/(1 — exp (—ah) )

Para Caso 2: de aplicar el procedimiento entre [0, 6,] se debe cumplir (3.44). Como el
sistema es de grado relativo uno, la cota minima de magnitud es para m=0.5.

. 2 -a
Entonces es estable si —a < k. < T T ocan

(e~ah+2)2
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Retardo superior al periodo de muestreo: En este caso, la interseccidon de argumentos, para

1
{m=0,/=2}, se produce en la frecuencia 6; = arccos(%% (14 (1 + 4 e29)2)))

Caso 1: Entonces, el sistema en lazo cerrado es estable si

1
k. < (1/2 (4 — 2 e 2ah(1 4+ 4 g2ah)2 4 2 e-Zah) a)/(1—e %)

Caso 2: En este caso, el sistema en lazo cerrado es estable si

1 1 z
ke < (739 (14 (1 + 4€297)2 + 4 09) (2679 — (1 + 427z + 1)

1

20ah

1
a(1-e=ah)(1+(1+4 e2 ah)2 14 e(ah))

En las figuras Figura 3.7 a) y b) se ve la RF para dos casos particulares, a = -2 (izquierda) y

a=2 (derecha), en ambos casos h=0.2. En cuanto a magnitud se verifican condiciones Cp y Cg

respectivamente para las ganancias elegidas usando las ecuaciones presentadas. En este

mismo gréfico se pueden estudiar distintas partes enteras de retardo, 1=h, 1=2h, ....

Si bien en este ejemplo simple se pueden calcular estas expresiones exactas, en caso de

tener sistemas de mayor orden u otro controlador, los valores limites de las ganancias que

garantizan estabilidad se pueden obtener calculando los valores de las FT para las

intersecciones de dngulos (por ejemplo usando el comando ginput en Matlab).

6
§ P =
4 k e
3 -&\/"/
2 e N -
1 p——— = Frey e yp——— -
e s =TT
0 5 10 15
4 4
g A S e
2 T S A e T i T 2 P P N
= e &—-.-.;__‘_‘ =
0 0
€
o -2 m=1,1=2
0 5 10 15 0 5 10 15
Dy (%) B1(e1® m)| ag(B1 (&°m)+m,1=1
_____ —— m=1(y m=0) ——m=1
-- m=0.75 - m=0.75
——— m=025 --- m=0.5
— m=05 --=-m=0.25
— m=0

Figura 3.7: RF primer orden a) estable, b) inestable.

Observacion 3.3: El método presentado aqui es esencialmente grafico y numérico, pero tal

como se mostré en el Ejemplo 3.3 en algunos casos también se pueden obtener expresiones
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analiticas. Ademds, este método permite analizar estabilidad para distintas partes entera del

retardo en un unico gréfico, s6lo se requiere agregar el argumento en funcidn de la frecuencia.

3.3.3 Estabilidad robusta de polinomios

En esta seccién se aborda el problema establecido en Seccién 3.2.2 mediante un enfoque de
la teoria robusta de polinomios. Especificamente, la posibilidad de acotar los coeficientes del
numerador de la planta discreta (dependientes de m) nos permite acotar los coeficientes del
polinomio denominador Dy ¢ definido en (3.8), convirtiendo al problema en un caso particular
de un intervalo de polinomios. La estabilidad Schur de un intervalo de polinomios se puede
evaluar con los teoremas presentados en el Capitulo 5 de (Bhattacharyya et al., 1995) y

citados en la seccidn siguiente.

Estabilidad Schur de un polinomio intervalo

Seguidamente se presenta un breve resumen de definiciones y teoremas relevantes para el

andlisis de la estabilidad Schur de un polinomio intervalo, ver (Bhattacharyya et al., 1995).

Definicion 3.3: Polinomio intervalo. Un polinomio intervalo es una familia de polinomios,
denominada I(z), de la forma (3.45) donde cada coeficiente a; € R pertenece al intervalo

[a;,af ], cona; < aj ydonde a, # 0.

P(2) = apz™ + ay_, 2" + -+ aq (3.45)

Definicion 3.4: Caja de los coeficientes. Una caja (box) A se define como (3.46).

A:={a := (ag, ..., a,) tal que a; € [a7,a}],i =0..,n} (3.46)

Definicion 3.4: Vértices y aristas de la caja A. Se definen los vértices (vertex) V y aristas

(edges) E como (3.47) y (3.48).

V:={(ag, -, an) i a; = ai oaf,i=0..,nl} (3.47)

Ex:={(ag, -, an): a; = aj oaf,i=0..,nli+k ay € [ag,al]} (3.48)
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Definicion 3.4: Familias de polinomios vértices y aristas de la caja A. Se definen las

familias correspondientes a los vértices y aristas como (3.49) y (3.50).

I,(2):={P(2) = apz" + ap_1z" * + -+ ay: (ay, ...,a,) €V} (3.49)

I5(2):={P(2) = apz™ + ap_1z™ 1 + -+ ay: (ay, ..., ay) € E} (3.50)

La estabilidad de la familia /(z) se puede probar usando el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (5 de (Bhattacharyya et al., 1995)): Sea la familia de polinomios I(z) con grado
constante. Entonces 1(z) es estable si y solo si la familia Ig(z) es Schur estable. ]

Un interesante lema que permite reducir el cdlculo computacional previsto por este teorema,
cuando los coeficientes superiores de P(z) son constantes, se cita a continuacion:

Lema 3.1 (5.5 de (Bhattacharyya et al., 1995)): Sea n>1 tal que en la familia I(z) sean fijos
los coeficientes de orden superior, denominados a; = a;’ para i=n/2+1,..., n si n es par e

i=(nl+1)/2+1,... n si n es impar. Entonces, la familia entera I(z) es estable si y sélo si la

familia de los vértices de los polinomios /v(z) es estable. O

Modelado del denominador de lazo cerrado como polinomio intervalo

Para este andlisis se considera que la parte fraccional del retardo m puede variar mientras
que la parte multiplo / se mantiene constante.
En primera instancia se plantea una descomposicion del polinomio denominador de lazo

cerrado (3.7) como la suma de un polinomio invariante Py(z) = z'D,(z) D,(z) mds un

polinomio perturbacién Q(z,m) = k. N.(z)N,(z, m), donde [ es constante, y 0 <m < 1.

Sea el polinomio para retardo nulo D.(z) D,(z) = dy,; z"+..+d, , entonces Py(z) es
Po(2) = 7' (dpe 2" +.. +do) (3.51)

Supongamos que el polinomio numerador Nj,(z,m) de la planta discreta obtenida con la
MZT tiene la forma Ny,(z,m) = n,(m)z" + - + ny(m). Sus coeficientes {n,,(m),n,_,(m),..,
ny(m)} son funciones continuas de m y asumen valores extremos para 0 < m < 1,

ie. [n7,nf],i = 0..,n, ver por e]. Figura 3.10. Reemplazando con N,,(z,m) en Q(z,m) queda
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Q(z,m) = ke(Nne 2™ + -+ + 1o ) (M, (M)z™ + -+ + ng (m)) (3.52)

Al reemplazar con [n7,nf],i=0..,n en los coeficientes de (3.52) y sumarle los
respectivos coeficientes de (3.51), se obtienen los coeficientes del denominador de lazo
cerrado [a;,a}],i = 0..,nl, donde nl =n+ nc. Asi se conforma el polinomio intervalo

cuya estabilidad se analiza con el Teorema 3.1 (o el Lema 3.1).

Observacion 3.4. Dado que los extremos de cada coeficiente n;(m) no necesariamente
ocurren para el mismo valor de m, el uso de este enfoque, que requiere calcular maximos y
minimos, dard un resultado en cierto grado conservativo.

Ejemplo 3.4: A continuacion se aborda el mismo problema del Ejemplo 3.2 con este

enfoque de estabilidad robusta. Sea el denominador de lazo cerrado con /=1

Dyc(z,m) = z* — e "z + k. N,(z,m) (3.53)

a, =1, a, = k.ny/a —e ", ap = keny/a

Donde n; = (1 — e~ %"Mm) yn, = g~ am — g~ah
La aproximacién del numerador es N, (z,m) = k,(zm + 1 —m).
Los mdximos y minimos, coinciden para el numerador aproximado y el exacto, [ny,nf] =
[0,(1—e™*M) ], [ng,ng] =[0,(1 — e™%")]
Entonces, la familia correspondiente a los vértices de esta caja A esta definida por
L(2):={z*+ajz+ag; z?+ajz+af; z2+afz+af; z° +afz + ay}

kl_—ah _ kl_—ah _
+ c(1-e )—eah;a3'= c(1-e ); a; =0}

a a

—ah; a

Donde {a; = —e
En este caso, como el coeficiente de segundo orden permanece constante se puede usar el

resultado del Lema 5.5 (i.e. I(z) es estable si y sdlo si I,(z) es estable).

El polinomio en el vértice {af; ag} es el polinomio para retardo nulo, mientras que en el
vértice {ag; al} es para retardo igual al periodo de muestreo. Si bien, los polinomios en los
otros dos vértices son ficticios, dado que no pueden ser alcanzados para ningtn valor de
retardo, deben ser evaluados segtn lo previsto por el teorema. En este sistema en particular, el
polinomio en el vértice {aj; ay} resulta: z2 — e~%"z. Este polinomio es estable si y sélo si

le~*"| < 1y esto ocurre si y slo si a>0. Es decir, si la planta es inestable no se puede probar
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la estabilidad en el polinomio del vértice {a;; ay} y por tanto no se puede garantizar que el

sistema sea robustamente estable para todo retardo acotado por 4 utilizando este método.

Observacion 3.5. En el ejemplo 3.4 se puede observar que el método propuesto permite
reducir la evaluacién de estabilidad a s6lo un conjunto de polinomios en la familia. Sin
embargo la seleccion de maximos y minimos de los coeficientes lleva a la evaluacion de
estabilidad de algunos polinomios ficticios, entre los que se puede encontrar por ejemplo un

polinomio de lazo abierto cuya estabilidad depende de la planta original.

3.4 Efecto del retardo sobre indices de performance

En esta seccion se analiza la incidencia de los retardos de comunicacién en el desempefio de
los sistemas de control. Como medida de la performance se considera una que relaciona
ciertos términos asociados con la respuesta temporal con la ubicacién de los polos y ceros de

lazo cerrado definida en la seccién B.1 de Apéndice B.

En primer lugar se presenta una proposicion (cualitativa) que permite clasificar si cierto tipo
de plantas controladas son estables para todo valor de retardo, o se inestabilizan debido a su
presencia. En este segundo caso, se determina que hay mas posibilidad de que las raices
salgan del circulo unitario por el semiplano derecho, es decir en la region de baja frecuencia,

por lo que tales raices son las que dominaran la respuesta temporal.

Para el caso de plantas de grado relativo uno, se prueba que la evolucion de las raices del
polinomio de lazo cerrado en funcién del retardo puede ser analizada como un simple caso de
la técnica del lugar de las raices “root-locus”. En particular, la evolucidn para retardos entre
[h 'y (I+1)h, va desde los polos de cierta funcion transferencia hacia sus ceros, los cuales no
llegan a ser alcanzados porque, a diferencia de la técnica estdndar de “root-locus”, aqui la
ganancia de realimentacion varia desde 0 hasta 1 (y no hasta o).

Sin embargo este resultado para plantas de grado relativo uno no puede ser extendido para
plantas de grado relativo superior debido a la variaciéon no lineal de los coeficientes del
numerador en funcion de la parte fraccional del retardo. Para tales plantas se puede utilizar la
Proposicién 3.3, y complementarla con la evaluacion de otros polinomios, a los efectos de

concluir sobre como es afectada la performance cuando los retardos crecen (sin necesidad
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claro esta, de calcular exactamente las raices). Esto se analiza en el caso de estudio de
(Felicioni & Junco, 2005), donde en particular se observa que las raices del denominador de
lazo cerrado que dominan la evolucién temporal son aquellas originales del lazo cerrado sin
retardo que se desplazan con motivo de la aparicién y aumento del retardo, dado que son las

unicas en el semiplano derecho del circulo unitario.

3.4.1 Evolucion de los polos de lazo cerrado ante retardos crecientes

Aqui se presenta una proposicion, para cierto tipo de plantas y controladores, que permite
verificar la forma en que un sistema controlado discreto tiende hacia la inestabilidad cuando

el retardo aumenta.

Proposicion 3.3. Estabilidad y retardo.

Se consideran plantas continuas P, estables (sin ceros), pudiendo admitirse polos en cero
(i.e., integradores en cascada con una Pry,), con retardo [ h < 7 < (I + 1) h. El controlador es
disefiado (sin polos inestables) tal que se verifice que d|P0(eje)| /d8 >0y dargP, (ejg) /
d6 > 0, para toda frecuencia, siendo Py(z) definido en (3.32).

a) Si|Py(el%)| > ky,
- entonces el sistema es estable independientemente del retardo (para todo

retardo positivo).
b) Si |P0 (ej9)| < k;, para alguna frecuencia,
- entonces la estabilidad depende del retardo.

Demostracion: Si la planta continua no tiene ceros, entonces vale

N, (z,m) = ky By(z,m) (3.54)

y en (3.37) resulta

1 d(kp Bp(e/®m)) _ |kp Ba(e/®m)| d([Po(e/®)D

() = [Po(9)] a6 |Po (1) a6

(3.55)

Para cada valor de m, la derivada parcial de la magnitud de B, (z, m) con respecto a 0 es

menor o igual a cero para toda frecuencia. Es decir,

d(|ky Bn(e’®,m)|)/do < 0 (3.56)
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(o (/)

10 > 0 y expresion (3.56) en (3.55), entonces se puede

Usando la hipétesis de

garantizar que ¢(6) < 0. Es decir, segin lo definido en criterio simplificado de Nyquist
(Apéndice B), el signo es siempre positivo. Ademds, de acuerdo a la hipdtesis de planta y
controlador estables, la suma neta debe ser nula, es decir se debe tener la misma cantidad de
cruces C con signos negativos y positivos.

Como no hay cruces con signo negativo, dado que g(8) < 0, entonces no puede haber
cruces a la izquierda del punto critico (no deben existir Cy). Por tanto, s6lo son admisibles Cr
en las frecuencias de interseccion. Para satisfacer Cg se debe verificar (3.43).

Si vale hipétesis a), y como |kb B, (ej 9, m)| < |k | para todos 6, m y n, entonces se verifica
(3.43) para toda frecuencia, y el sistema es siempre estable (lo que equivale a estable
independientemente del retardo).

Si vale hipdtesis b), existe algin valor de frecuencia donde |P0 (ej9)| = |Np (eje,m)|. Si
para algun par (m, /) esta frecuencia es también una de cruce, es decir satisface la ecuacién
(3.34), entonces el sistema es inestable y la estabilidad depende del valor del retardo.

Si ademds vale |Np(ej 9*,m1)| > |P0 (e/ 9*)|, entonces para cualquier frecuencia de cruce

(3.34) no vale Cg, por lo que el sistema resulta inestable. 0

La performance en funcién del retardo puede caracterizarse de acuerdo a la ubicacién de los
polos y ceros de lazo cerrado.
Mientras que la estabilidad estd relacionada sélo con la ubicacién de los polos. Por esto, a

continuacion se interpreta el resultado de la Proposicion 3.3 con la hipétesis b).

Interpretacion 3.1: Polos de lazo cerrado

A partir de Proposicion 3.3 se observa que a medida que aumenta el retardo, el argumento
de N, se hace mds negativo y entonces las frecuencias de cruce (3.34) se reducen. Por esto, la
minima frecuencia de interseccion se vuelve determinante para el estudio de la estabilidad,
ver por ejemplo Figura 3.6 derecha y Figura 3.5 izquierda. Es decir, la posibilidad de que el
sistema se inestabilice estd asociada al primer cruce, que se produce en la regién de mas baja
frecuencia (a mayor retardo menor frecuencia del primer cruce). Por tanto, si las raices del
denominador salen del circulo, lo hacen por la seccion del circulo en el semiplano derecho del

plano complejo z.



110

Como existe una continuidad de tales raices, si éstas salen del circulo en el semiplano
derecho para un valor de retardo, en un entorno del retardo, estaran cerca del circulo. Sin
embargo no queda claro como las mismas evolucionan desde su ubicacion para retardo nulo

hasta que alcanzan este entorno.

Los ceros de la funcion de lazo cerrado son las raices de N,(z,m)y del controlador (si no
hay cancelaciones polo-cero entre planta y controlador). Si es posible utilizar la aproximacion
IVp (z,m) en lugar de Ny(z,m), los ceros de la funcién de lazo cerrado se encontraran en el
eje real negativo y por ello serdn ceros de alta frecuencia.

Entonces, la presencia de estos ceros inducidos por el retardo no afecta la respuesta
temporal del lazo cerrado, que queda dominada por los polos (de baja frecuencia de acuerdo a

la Interpretacion 3.1).

3.4.2 Ubicacion de las raices — Caso particular de grado relativo uno

En el caso particular de tener una planta de grado relativo uno, el uso de la aproximacion del
numerador de la planta (3.17) permite estudiar la evolucién de las raices de lazo cerrado

utilizando los conceptos de “root-locus” como se propone a continuacion.

Sin pérdida de generalidad, se muestra este método aplicdndolo al sistema propuesto en
Ejemplo 3.2.

Si se usa IVp (z, m) se puede reescribir el denominador de lazo cerrado (3.24) como
D;c(z,m) = Zle(Z)DC(Z) + koky +mk.k, (z — 1) (3.57)

En (3.57) el polinomio constante es Zle (z)D.(2) + k k.

Definicion 3.5: Ganancia de lazo constante de D;;(z). Se define a la FT L*(z) =

kckp(z—1)
2Dy (2)De(2) +kckp

como una ganancia de lazo constante asociada con D;(z).

A partir de esto, se propone analizar la evolucion de las raices de lazo cerrado con la técnica
“root-locus” siendo la constante k del método estdndar igual a m, que en este caso estd

acotada entre 0 y 1. El crecimiento de m implica la disminucién del retardo.
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Observacion 3.6. A diferencia de la técnica estdndar donde el lugar de las raices evoluciona
desde los polos a los ceros de L(z), aqui como k=m estd acotado superiormente por 1, los
polos no llegan nunca a los ceros. Los limites para k=1 son los polos para m=1y un polo en 0,
es decir la evolucién de los polos de L'(z) termina en los polos de Zle (z)D.(2).

La aplicacion de este se muestra a través del siguiente ejemplo numérico.

Ejemplo 3.5: En este ejemplo se analiza la evolucion de los polos de lazo cerrado para el

sistema presentado en Ejemplo 3.3. El denominador de lazo es

Dyc(z,m) =z (z —e™ ™) + kcky + mkoky (z — 1) (3.58)

kckp(z—1)
zl(z—e= ) +kckp’

cuyo polinomio invariante es z'(z — e ~%") + k_k,, por lo que L*(z) =

Retardo inferior al periodo de muestreo: Sea k=2 y I=1. Como se ve en Figura 3.9, las
raices evolucionan desde los polos (indicados con cruces) a los ceros (indicados con circulos),
que en este caso son: ¢;=1 y c;=—0 (para k tendiendo a o). Para k=1, los mismos se quedan
definitivamente en el valor p; = e~** — k_k,, que resulta ser el polo de lazo cerrado para
=0, y el polo en p, = 0.

Los polos de L*(z) son complejos conjugados, y se transforman en los dos polos reales
mencionados. Es decir, una de las raices complejas va a un valor positivo p; y la otra va hacia
p,, por tanto el punto de ruptura (donde la trayectoria sale del eje real hacia la parte
imaginaria) se encuentra a la derecha del eje imaginario (entre 0 y p;).

Se puede observar en Figura 3.9 que el efecto que produce el aumento del retardo varia de
acuerdo a si los polos se mueven sobre el eje real, donde se van juntando hasta el punto de

ruptura, que si son complejos conjugados donde su radio crece hacia el circulo unitario.

Verificacion utilizando los indices de performance: Como el polinomio (3.53) para /=1 es
de segundo orden, se pueden calcular exactamente los valores de r y 0 requeridos para

calcular los indices de performance M, y T definidos en (B.8) y (B.9). A calculo hecho son

r = Jkyk. /(1 —m)y 8 = arccos (0.5 Je ah —kykom/(kyk (1 — m)))

Cuando m decrece, r'y 6 aumentan. Entonces M, ~ K76 Ty Ts = —3/In(r)h 1. Es decir,

ambos pardmetros de la RT aumentan para retardos crecientes como se muestra en Figura 3.8.



112

Mp Ts
0.164

0.14
0.12 0.8

0.1
0.6
0.08
0.06 4 0.4
0.04

0.2
0.02 4

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/h t/h

Figura 3.8: Indices de performance vs. T: a) Sobrevalor M, b) Tiempo de establecimiento 7.

Retardo superior al periodo: En Figura 3.9 se muestra la evolucién cuando la parte entera
del retardo vale /=1, 2 y 3. Se verifica la continuidad de las raices. Ademads, con [ creciente
sOlo se agregan raices en el semiplano izquierdo del circulo. En relacion con las raices del

semiplano derecho se aprecia que una vez que dejan el eje real (en t<h) no vuelven.

Root Locus

Imaginary Axis

Real Axis

Figura 3.9: Evolucidn de los polos para retardos entre O y h, hy 2h y 2h y 3h.

3.5 Caso de estudio

Sea el sistema It considerado en (Felicioni & Junco, 2005), el modelo de un motor de
corriente continua de imdn permanente, y se asume la parte eléctrica despreciable con
respecto a la parte mecdanica (parte mecanica modelada como un Pr;) y donde el integrador

puro representa la posicion del motor, ejemplo tomado de (Ogata, 1996).
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Go(s) =1/(s(s+ 2)) (3.59)

Las especificaciones del disefio son que el sobrevalor (M,) no supere el 20% y el tiempo de
crecimiento (definido al 5%) sea <1.5 seg, ver (Ogata, 1996).

Con esto, la frecuencia natural de lazo cerrado es wo=4.2. Entonces, a partir del criterio
empirico de (Astrbm & Wittenmark, 1997), ampliamente utilizado en el dominio de los NCS,
el periodo de muestreo que se puede elegir para garantizar cierta performance en relacion con
la respuesta temporal del sistema es 0.2/my<h<0.8/wy. Considerando este limite superior, & se

elige 0.2 seg, entonces el modelo discreto es

o f1-e™hs 1 _0.0178 (z+0.876)
Ga(2) = Z{ s s(s+2)} = G-D(z-06703) (3.60)

La funcion transferencia del controlador (3.61) satisface tales criterios de disefio (se cancela

un polo estable de la planta con un cero del controlador) y k=13.57.

z—0.6703
€ z-0.2644

C(z) =k (3.61)

La planta con retardo no multiplo del periodo de muestreo discretizada con la MZT es

_ Am Z°+Bm Z+Vm
Ga(z,m) = kzl(z—1)(z—0.6703) (3.62)
donde
( Ay = amh — 1 + =M1
Bm =1—amh+ ah + e ™ — amh e~ — 2 g~amh 163
Ym = e 2™ —e72h 4 gmh e~ —q he " (3.63)
L k=k./a% a=2
a, B y v son funciones continuas y no lineales de m. Aqui, entonces
z7'Ny(z,m) =z7 %k (am 2% + BmZ + Vm) (3.64)

En este caso, la aproximacion (3.17) es
z7 Ny(z,m) = z7 kpk (M?2% + (1 4+ 2m —2m?)z + (1 — 2 m + m?)) (3.65)

Donde k, = 0.5a h (1 — e~%")=0.065936.

Los coeficientes de (3.64) y (3.65) son comparados, uno a uno, en Figura 3.10.
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A continuacién se analiza la estabilidad para retardos acotados por h y entre h y 2h,

aplicando los métodos presentados en la seccidn previa.
0.08

el N ey

71 N S ]

0.04

0.02} - : 0.02f -2+

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0.11

0.1 2m2)
0.09
0.08 |-

0.07 ¥,

0.06

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.10: Comparacion de los pardmetros de Ny(z,m) y de su aproximacion.

3.5.1 Criterio de Jury

Cuando el orden de la planta y/o el controlador y/o la parte entera del retardo hace que el
lazo cerrado tenga un orden superior a 1 no se pueden obtener resultados simbdlicos usando el
criterio Jury, ver 3.3.1. Por esto, la evaluacién de las condiciones de Jury se puede hacer en
general s6lo de forma numérica (para m variando en un intervalo), tal como fue presentado
originalmente en (Felicioni & Junco, 2005). Sin embargo, el uso del Criterio con la
aproximacion discreta simplifica el problema, lo reduce a la evaluaciéon de sélo algunos

polinomios, dando resultados muy exactos como se muestra a continuacion.

Retardo inferior al periodo de muestreo: el lazo cerrado del sistema (I =1) es

U 22 + Bz + Vi

H =k
@ = am —pe — 1) 22 + (0o + KBz + k7

(3.66)

El sistema de tercer orden (3.66) tiene un denominador de la forma (3.8) con n=3, az(m)=1,
a;(m) =k am —pc—1,a:(m) = (Pc + kfp) y ag(m) = K yp,.

Debido a la no linealidad de «, £y y en funcién de m, las cuatro condiciones de Jury son
evaluadas numéricamente y mostradas en Figura 3.11. Todas las condiciones se satisfacen

para t<h, entonces todos los polinomios son Schur.
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Esta evaluacion numérica no presenta mayor ventaja que simplemente calcular los polos de

lazo cerrado y (verificar su ubicacion), para m variando en el continuo entre O y 1.

1** condition lazl< ap 2" condition P(z=1)>0
1.2 0.4474
ap
b= —- - = == [ —
0.8 0.4474
P(z=1)
N
0.4 0.4474
|03|
0 / 0.4474
0 0.05 0.1 0.15 T 0.2 0 0.05 0.1 0.15 T 0.2
3 condition P(z=-1)<0 4" condition 1bI>lbgl
1
25 4
08 bgl B
-2.6 P(z=-]1) o - ~
_ -
-
2.7 0.6 Phe
-
”
”
-2.8 0.4
0 0.05 0.1 0.15 T 0.2 0 0.05 0.1 0.15 T 0.2

Figura 3.11: Condiciones de Jury para el sistema de control vs. retardo (t < h).

Como fue adelantado, cuando se usa la aproximacion discreta las condiciones de Jury son de
tipo polinomial en m. Especificamente los coeficientes son: az(m)=1, a,(m) = kk,m? —

pe— 1, a;(m) = p. + kkpy,(1 +2m — 2m?) y ag(m) = kk, (1 — 2m + m?).

Reemplazando con los pardmetros del controlador y la planta, se verifica que:

Condicién i. |ag(m)| < a, (m): Como a, < 0 entonces P(m) = a, + ay, > 0. A célculo
hecho, P(m) = 1.22379 — 0.4474 m + 0.2237 m*que tiene raices m,, = {1 + 2.114 j} ¢
(0, 1]. Ademas P(m = 1) = 1. Entonces P(m) > 0.v

Condicién ii. P(z=1) >0 © 1—e " + k_k;, > 0. Esta condicién, independiente del
retardo, se satisface si y sélo si el sistema con retardo nulo es estable. v

Condicién iii. —P(z = —1) > 0, es decir —0.8947m? + 0.89475 m + 2.5288 > 0, este

polinomio no tiene raices € (0, 1]. Ademas —P(m = 1) = 2.52. Entonces, P(m) > 0. v

Condicién iv. |ag — a%| > |aga, — a;az| . Tengo dos polinomios P(m) = —1.7199 —
0.082m + 0.514m? —03m3+0.1m* y P(m)=-0.1799 —0.318 m + 0.086 m? —

0.2 m3. Ninguno tiene raices € (0, 1]. Ambas condiciones se cumplen. v

Entonces el criterio de Jury garantiza que los polinomios son Schur, tal como se muestra

graficamente en Figura 3.11.
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Retardo superior al periodo de muestreo: Para h<t<2h (/=2), las condiciones de Jury deben
ser evaluadas para el denominador de cuarto orden (3.8).

La evaluacion grafica de estas condiciones exactas, con: as=1, a3 = — p. -1, a,=p-+ka, a;=
kBy ag= ky, se muestra en Figura 3.12. Claramente, la condicién iv.b de (3.22) no se satisface

para todos los retardos entre & y 2h. Por esto existe un t* tal que para t>t* el sistema

controlado se vuelve inestable. En este ejemplo | t#=0.309 s |.

13%condition lagl < ag 2"(P(2=1)>0) and 3"Y(P(z=-1)>0)
1.2 3
1 -~ <o _ -
ag ;9 —————
0.8 2 P(z=-1)
0.6
0.4 1
P(z=1
lagl (=D
0.2 -
0 === 0
0.2 0.25 0.3 0.35 - 04 0.2 0.25 0.3 0.35 - 04
4" condition a) Ib3l>lbgl 4™ condition b)  leal>lcgl

b3l

0.8 0.85
06 Iigl 08

0.4 -

0.2

0.2 0.25 0.3 0.35 T 0.4 0.2 0.25 T 035 T 0.4

Figura 3.12: Condiciones de Jury para el sistema de control vs. retardo. h<t<2 h.

De manera similar que en t<h, se puede aplicar el método de Jury al polinomio
denominador con la aproximacion discreta, es decir a
Dic (z,m) = z* — (p. + 1)z3 + (kk, m? + p.)z? + kk,(1 +2m —2m?)z + k k, (1 — 2m + m?)
A célculo hecho, uno de los dos polinomios P(m) de la mencionada condicién iv-b tiene una

raiz para m=0.484, que equivale a | 1=0.303 s |. Este valor resulta muy cercano al exacto t*.

3.5.2 Evaluacioén de estabilidad mediante criterio de respuesta en frecuencia

Aqui, se compara la RF de la aproximacion discreta @p (z,m), con la de MZT exacta
Gp(z,m). Como ambas tienen el mismo denominador, se compara s6lo la RF de los
numeradores. Su proximidad permite analizar el problema de estabilidad para t<h, utilizando
lo establecido en la Proposicion 3.2. Se considera también, en tal grafica, que T < 2h y se trata

el re-ajuste que debe hacerse de la ganancia del controlador de manera de sea estable.

En Figura 3.13 se muestra la RF de Ny,(z,m) y Np (z,m), para algunos m. Ambas tienen

muy poca diferencia en la zona de baja frecuencia, en este ejemplo la zona de mayor interés
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para andlisis de estabilidad (ver resultado general en Anexo I). Por ello, el uso de la

aproximacion discreta es muy adecuado en un andlisis frecuencial.

! ! !
1 : ‘ : — Np(el®m)
0.6
0.4 ———m=1
0.2 o T ] ] e m=0.75
o -y R e m=0.5
o s w15 m=0.25
— m=0
7
6
5
4
3
2
1 i i i
0 5 10 15

Figura 3.13: Respuesta en frecuencia, método de lazo abierto N,(z,m)-0+m y su aproximacion.

Al cancelar un polo estable de la planta con un cero del C(z), el denominador de la ganancia
de lazo es D(z) = (z — 1)(z — 0.2644). En Figura 3.14 se muestra la RF de D(z)/k. y se
guarda ademads la RF de la aproximacion discreta. La ganancia k. solo puede modificar la
magnitud (para k. inferior la curva de magnitud se desplaza hacia arriba).

dargPy(el?)

je
Dado que valen las hipétesis de Proposicion 3.3, es decir w >0y m

>0,y

planta y controlador son estables, entonces en todas las intersecciones debe valer Cr. Ademas,
como Py(1) = 0 existe un cruce de magnitudes (ID(z)l no siempre supera a IN,(z,m)l) y la

estabilidad depende del retardo (hipdtesis b de Proposicion 3.3).

En la grafica de argumentos se observa que los cruces de ]Vp (z,m) conmentre Oy 1 con el
argumento de D(z) estan delimitados a la izquierda por en 0, y a la derecha por en 0,". Para
este rango de frecuencias, como se ve en Figura 3.14 (de magnitud) se cumple Cg,
satisfaciendo Proposicion 3.2 y por tanto el sistema resulta estable para t<h..

La maxima ganancia, que puede tener el sistema con retardo entre 0 y h, que garantice la

D jo1
estabilidad de todo el intervalo, se puede calcular como k. < | | ¢ )| = 17.45165. Este

Np(ejei,m=0.5)|
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valor resulta un poco mds conservativo que el exacto que se calcula con un proceso iterativo
de prueba y error evaluando las raices para 0 < t <h y que resulta ser k.,=17.829.

Es posible verificar en Figura 3.14 que para 1=2h (m=1,l=2), el rango de frecuencias entre
63* y 61*, la magnitud no siempre verifica Cg, (por ejemplo, en 63* no vale Cg), por tanto
existe una frecuencia de cruce para un retardo a partir de la cual se pierde la estabilidad.

L . : D(e/%3)
Para evitar la inestabilidad para t<2h, se puede reducir k. < | =3 |
|Np(e1 3,m=0.5)|

=11.2762.

La ganancia maxima para retardos t<h se obtiene calculando las frecuencias de interseccion
Gq* entre ambos argumentos para O<m</, y evaluando la expresion de magnitud, i.e. kepa=
|D(e7%0)|/|N,(e’%,m = 0.5)|. La relacién ganancia-retardo se grafica en la Figura 3.15 (se

utiliza la magnitud para m=0.5 por tanto es apenas conservativo).

6 T ] ]
51 ket Sl 1
4 T "_'/,/"/3"' 1
2 b nife T 1
] LT |
- -

i N i |

% T 5 |
P i G

6 F :
4 -
2
0 -
0

Dy (%) 1B2(ei® m)|/2 arg(B2 (€10, m))+,1=1

——mmm —— m=1 (y m=0) — m=]

-------- m=0.75 (y m=0.25) o m=0.75
------ m=0.5 - m=0.5
----- m=0.25
— m=0

Figura 3.14: Respuesta en frecuencia método de lazo abierto con el denominador.

Observacion 3.7. En este ejemplo se ve claramente que la utilizacion del criterio frecuencial

permite, en una misma grafica, analizar la estabilidad y visualizar los cambios que pueden
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hacerse en la ganancia del controlador cuando la parte del retardo multiplo del periodo de

muestreo sea distinta.

0.6h

Estable

0.2h

0

0 10 20 30 40

ke

Figura 3.15: Region de estabilidad, T vs. k..

3.5.3 Evaluacion de estabilidad mediante criterio robusto de polinomios

Aqui se usa lo propuesto en secciéon 3.3.3. Los pardmetros o, B y y asumen un valor
continuo entre dos extremos, ver Figura 3.1. Dado que el término asociado con z permanece
constante se usa el Lema 3.1, es decir se evaldan solo 2° polinomios en los vértices.

El polinomio invariante en lazo abierto es Py(z) = z (z — 1)(z — 0.2644) y los pardmetros
hasta el grado dos (Q(z,m) = q,z% + q, z + q,) se calculan al encontrar extremos de a, B y

v. La familia de polinomios I(z) es P(z) = Py(z) + Q(z, m).

0.06—
0.05—
0.04—

0.03H

0.02—

0.01H

Figura 3.16: Pardmetros dentro de la caja delimitada por sus vértices.

Los vértices de la caja A, Figura 3.16, son

V ={qF =0.0703 kc,q; = 0;q; = 0.09912 kc,q; = 0.061552 kc; qf = 0.061552 kc,q; = 0} .
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Los vértices al usar la aproximacion (3.65) se calculan como sigue: [0, 1] para m?, [1.5, 1]
para (1 —2m?+2m), y [0, 1] para 1 + m? — 2m. Estos mdximos y minimos, deben ser
multiplicados por k;, =0.065936. Entonces,

7 ={G; = 0.065936 kc,§; = 0; G+ = 0.0989 ke, §; = 0.065936 kc; G = 0.065936 kc, §; = 0}

Las diferencias en los extremos de la caja, de los valores aproximados respecto a los
exactos, son: +6.2% en g;, del 0.2% en g2 y -7.1% en gs.

Debido a esta variacion de los valores extremos (<10 %), en lo que sigue se calcula la

estabilidad usando los valores exactos V.

Es posible verificar que los 8 polinomios de los vértices son estables para k.=13.57, y por
tanto el sistema es estable para cualquier 7 < A. Més aun, si se considera el minimo de
q; = € kc con £>0, es posible verificar que para 0 < k. <15.35 el sistema es (robustamente)

estable. El maximo radio espectral vale 0.9997 y es para Vg = Py(2) + (q5 2% + qf z + qf).

3.5.4 Performance ante retardos creciente

En Tabla 1 se presentan los polos de lazo cerrado para algunos valores de m, calculados con
Ny(z,m) y IVP(Z, m). Los polos son muy cercanos, dando un buen grado de validez a la

utilizacion de la aproximacion. En Figura 3.17 se ven los polos para algunos de estos retardos.

t/h Polos exactos Polos aproximados

0 {0, 0.513+7.4584} {0,0.52+7 0.4662}

0.25 {0.573 £ 0.5062, -0.0201 } {0.580 £ 0.5114, -0.0233}
0.5 {0.636 +j 0.534, -0.0706} {0.644 +j 0.536, -0.0796}
0.75 {0.69635 £ 0.54646,-0.1447} | {0.7043 +j 0.54665, -0.1583 }
1 {0.7527 £70.5471,-0.24113} | {0.7599 +j 0.5465, -0.2553}

Tabla 1: Polos de lazo cerrado, exactos y aproximados.

Como se puede ver en Figura 3.14 el primer cruce, cuando t crece, se produce en baja
frecuencia. Entonces, segin lo establecido en Proposicion 3.3, si el sistema se inestabiliza,
esto ocurre para 0<O<m/2. Esto significa que existen raices que salen del circulo en el

semiplano derecho.

Retardo inferior al periodo de muestreo: En este caso el polinomio caracteristico es de

1
27a%

tercer orden. Si D3 = [4R3 - 5?] < 0 entonces un polinomio de tercer orden tiene una

raiz simple y dos conjugadas, ver (Aranda, 1998) por detalles. Mas atn, si R<0 entonces

D;<0. Usando la aproximacién del numerador para R definido en (Aranda, 1998) queda:
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R = k2kim* + 2k k,m?(2 —p.) + 1 — p. + p? — 3kpk.(1 —2m) (3.67)

Como R es un polinomio en m, si sus raices estuviesen entre 0 y 1 esto implicaria que hay
algiin cambio de signo (sino es positivo 0 negativo). En este caso, no tiene raices en este
intervalo y como R(m=0)=1 — p, + p? — 3 k,k. = —1.878, por tanto siempre es negativo.

Por esto el polinomio denominador se puede reescribir como un polo simple p; en cascada
con un par de polos conjugados p; . Ademds, como el polo real es ps=ay/t’ y ao es negativo
para todo m entonces también lo es ps;. Este polo real negativo p; es de alta frecuencia. Por

tanto, la performance puede ser aproximada sin tenerlo en cuenta.

’ /]
AT L 3m/10T

081 Tr/10T

0.5 1

Figura 3.17: Ubicacién de polos.®@Sistema sin retardo.@ 1=0.055.® 1=0.1 s @ 1=0.15s ® t1=0.2 s.

Retardo superior al periodo de muestreo: Aplicando al polinomio de cuarto orden para
h<t<2h, el criterio en (Aranda, 1998) se establece la clasificacion de los polos dependiendo
de cierto valor que asuman las funciones D,y V, construidas seguidamente en funcién de los
coeficientes del polinomio.

D,=4L a3 —4Na%+ (K*—-20LK—81L%)a%+ 18 2L+ K)N a, —27N? + 413 —
121K + 12 K%L — 4K3

donde L=4a, a,, K= a; a3, N= a, af+ a3 a,, Q=3 a5—-8a, a, y
V,=16a%a,a, —6a%a,a, —18a3a? —3a3a, +14a, a, a, a3 —4a, a3 + a3 a?

Se pueden remarcar las siguientes situaciones
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* D,<0 = pi1,€C yps, €R

L] D4_ = 0 ) —
y VZ <0 }: P12 €C Y P34 doble € R (p3 - p4-) (368)

*D,>0, c
yQ<0 o V,<0 = D1234 €

Considerando a la FT exacta D4 se evaliio numéricamente y se obtuvo como resultado que
se anula para t.= 0.2925. Un analisis similar permite concluir que V; es siempre negativo.

Si se usa la aproximacién, D4 es un polinomio de grado 10 y tiene una raiz en m=0.5691 que
equivale a t=0.2862, el cual es muy similar a 7.

Entonces, para ambos casos vale lo siguiente:

e Para h <7 <7 el polinomio tiene dos polos reales y un par de polos complejos. A
partir de la continuidad del lugar de las raices cuando el retardo pasa el umbral de h
se verifica que el valor limite del polo p; for 7 — h " es el mismo al cual tiende el
polinomio de segundo orden cuando 7— A~ .

e Cuando el retardo iguala 7. hay un polo real doble y un par de polos conjugados.

e Para retardos superiores a 7. hay dos pares de polos complejos conjugados, un par en

el semiplano derecho del circulo unitario y el otro en el izquierdo.

El sistema se hace inestable para retardo 7 >7*. Figura 3.18 muestra el lugar de las raices
para los cuatro polos para una variacion continua de 7. La transicion hacia el comportamiento
inestable queda determinada por los polos p; > que salen del circulo unitario por el semiplano

derecho lo que verifica lo concluido con la Proposicion 3.3.

1
08
06 [
041

0.2

0

-0.2

041

-0.6

-0.8

Figura 3.18: Ubicacién de los polos para h< t <2h.
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Respuesta temporal — indices de performance

El andlisis de performance se hace para retardos desde 0 a t* donde se alcanza el limite de
estabilidad. En todo este intervalo la FT de LC tiene dos ceros reales y sobre el eje real
negativo (excepto cuandoz es un multiplo entero de 4 donde hay uno solo) y un par de polos
complejos conjugados p; ;> estables y en el semiplano derecho.

Otros polos se agregan en los tres sub-intervalos: el polo real negativo p; en (0, h); dos

reales negativos p; . en (h,7.); y los complejos conjugados p; 4 en (7, 7¥).

Mapeando estos ceros y polos en el plano complejo s con la transformaciéon z = e y
teniendo en cuenta lo establecido en seccion A.5, se puede concluir que aquellos polos y ceros
que pertenecen al eje real negativo son de alta frecuencia y por tanto es esperable que no
tengan una considerable influencia sobre la respuesta temporal del sistema completo.

Mas atn, para la TF discreta con un par de polos complejos conjugados en cascada con
polos reales y ceros se pueden formular los siguientes postulados sobre los indices

mencionados en Apéndice B, {(B.8) y (B.9)} (Franklin & Powell, 1980):

e Los ceros reales afectan principalmente el sobrevalor M),:
- Para valores fijos de £y w, asociados al par de polos complejos y el cero real

tendiendo a -1, el sobrevalor M, debe tender al M,,P 12

, que es sobrevalor del
sistema continuo definido en el estado del arte (determinado por &y @,).
- Para £ creciente, y constante @,, y un valor fijo del cero, el sobrevalor crece
con respecto a MpP .
e La presencia de polos reales negativos modifica el tiempo de crecimiento, entonces
cuando & crece (con @, constante), el tiempo debe crecer con respecto a T, '~
De aplicar este andlisis al caso de estudio surge que los indices de performance de lazo
cerrado (sobrevalor y tiempo de establecimiento) pueden ser aproximado de manera muy
precisa solo considerando el equivalente CT del par de polos pip, i.e. el par de polos
discretos de lazo cerrado que evoluciona hacia la inestabilidad con retardos creciente.
Esta evaluacion aproximada de los indices se contrasta con los valores exactos obtenidos via
la simulacidn del sistema controlado, a los efectos de determinar su validez. En particular para

retardos superiores a T, i.e. cuando p3 4 son un par de polos complejos conjugados.
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Validacion numérica

Los experimentos de simulacion del sistema muestreado estdn basados en el trabajo de
(Jumel, 2003). Sus resultados, mostrados en Figura 3.20 y Figura 3.21, muestran la evolucién
del sobrevalor y tiempo de establecimiento para el retardo entre 0 y 7*. Tales resultados son
los considerados exactos (“exact”) y son los valores de referencia contra los cuales se
contrastan los indices obtenidos via la aproximacion analitica (“approximate”).

En Figura 3.19 se muestran el coeficiente § y la frecuencial natural ®, del Pr; aproximado
en funcién de 7. Esto expresa la misma dependencia que fuera observada por el Z-grid bajo
otra perspectiva. Ambos resultan de un mapeo via z = e del par de polos discretos p; > en un
par de polos continuos s;, con respectivos & and @,. Se puede ver que cuando el retardo
aumenta ambos § y o, se reducen. Entonces, es esperable que crezcan ambos el sobrevalor y
el tiempo de establecimiento.
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NS PP iy
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0 0.05 0.1 0.15 02 025 T*0.35 0 005 0.1 0.15 02 025 7T*0.35

Figura 3.19: a) Amortiguamiento &. ; b) Frecuencia natural ®,. O<t<t*.
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Figura 3.20: M, Exacto ® y M,, Segundo orden @. O<t <t*.

El sobrevalor aproximado es calculado usando (ea). Su evolucion en funcién de 7 se muestra
en Figura 3.20 curva @. El sobrevalor exacto, curva @, es calculado por simulacion.
En Figura 3.21 se muestran tres curvas de tiempo de establecimiento: la exacta se

corresponde a la simulacion del sistema muestreado, y las curvas @ y @ se refieren a la
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aproximacion de segundo orden. La curva @ se obtuvo intersecando la evaluacion numérica
de la respuesta exacta del sistema P7; con una banda de desviacion A de 5% alrededor del
valor final, para todo valor de &(7) y @.(7). Con esto, la curva @ es una version exacta del

tiempo de establecimiento aproximado. La curva ® se obtuvo con la aproximacion (B.4).
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Figura 3.21: T, exacto @, T, Segundo orden @ y T aproximado ®. O<t <t*

Figura 3.20 y Figura 3.21 permiten concluir que la aproximacién con el método propuesto
de los indices de performance considerados es cualitativamente buena. Para verificar esta
calidad de manera cuantitativa, se grafican los errores relativos en Figura 3.22, determinados
de acuerdo a (3.69) y (3.70) en funcién de 7. Cuando 7 crece, el error de M, también. Este
error esta siempre bajo el 5%. Para el tiempo de establecimiento, cuando 7 crece, el error de
T, esta acotado por una banda de 3.5%, excepto en algunos puntos donde el tiempo de

establecimiento tiene escalones temporales Figura 3.21.

e(M,) = (M3P — MP™2)/M5T2 100% (3.69)

e(Ty) = (TSP — TFT2)/TET2 100% (3.70)

0 T L :
0 0.050.1 0.150.2 0.25 0.3 0.35
T

Figura 3.22: a) Error de Sobrevalor. b) Error tiempo de establecimiento. O<t <t*.
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3.6 Conclusiones

Se mostr6 que el enfoque discreto es mas adecuado que otras soluciones basadas en
aproximaciones continuas para estudiar la estabilidad de un sistema controlado con un retardo
constante en la accion de control.

Se presentaron tres métodos basados en el criterio de estabilidad de Jury, el criterio
frecuencial de estabilidad de Nyquist y un criterio de estabilidad Schur de un polinomio
intervalo, disponibles en la literatura, para determinar la estabilidad de un sistema controlado

ante la presencia de un retardo constante, desconocido y acotado.

Se mostré que la aplicacion de los criterios frecuencial y de polinomio intervalo requiere el
cdlculo de ciertas cotas mdximas y minimas que dependen de la planta especifica.
En particular, el criterio frecuencial resulto mds ventajoso dado que permite concluir en una
unica grafica sobre la estabilidad para retardos cuyo multiplo entero del periodo de muestreo /
sea distinto, sin necesidad de recalcular los polinomios cuyo orden dependen de [ previstos
por el método de polinomio intervalo. Ademads, permitié en el Caso de Estudio obtener un
valor menos conservativo de la ganancia maxima que el sistema en funcién del retardo.

Se presentd una aproximacion discreta del modelo de la planta que depende sélo de su orden
y grado relativo, su comportamiento frecuencial se analiz6 en Anexo I. Se usd esta
aproximacion para generalizar el criterio frecuencial y para convertir las condiciones de Jury
en polinomios en funcién de la parte fraccional del retardo m. En el andlisis frecuencial el uso
de la aproximacién discreta se justifica en que la zona de baja frecuencia, de mayor interés
para anélisis de estabilidad, las RF de la aproximacion y la exacta, son muy cercanas.

Se present6 la proposicion 3.3 para ciertas plantas y controladores que permite inferir si
existe una evolucion hacia la inestabilidad para retardos crecientes.

Se verificé que la modificacion de la performance cuando el retardo aumenta puede ser
evaluada visualizando ciertos indices estandares de sistemas de segundo orden que relacionan
la respuesta temporal con la ubicacién de los polos del lazo cerrado. Esto puede hacerse por
dos motivos: 1) los polos de lazo cerrado que se van hacia la inestabilidad evolucionando a
partir de los originales para retardo nulo son de baja frecuencia; 2) los ceros introducidos por

el retardo no afectan la respuesta temporal del lazo cerrado porque son de alta frecuencia.



CAPITULO 4

Estabilidad y performance de Sistemas Distribuidos de Control: Sistemas
LTI controlados con Retardos Variables en la Red de Comunicacion

En este capitulo se consideran los retardos de variacion arbitraria pero acotada inducidos por
la red de comunicacion en sistemas distribuidos de control. En particular, se considera un
criterio de estabilidad de la literatura aplicable a plantas lineales, SISO y estables que
restringe la respuesta en frecuencia de la sensibilidad complementaria del lazo cerrado en
funcidn del retardo. Este resultado puede usarse ya para verificar la estabilidad de un sistema
de control dado, ya para asistir en el disefio de un controlador que tenga en cuenta a priori la
presencia de retardos. En vista de este segundo objetivo, a partir de dicho resultado se
proponen dos métodos de diseiio de un controlador robusto frente al retardo. El primero de
ellos considera un enfoque que opera sobre las normas H., de las funciones de sensibilidad del
lazo cerrado, dado que la restriccion establecida por el criterio mencionado se integra
directamente al disefio a través de los pesos de las funciones de sensibilidad. Tal disefio se
hace parcialmente en el dominio continuo via la transformacion bilineal. Para evitar posibles
distorsiones introducidas por esta transformacion se propone un segundo método que se
formula completamente en el dominio discreto z. En el mismo se establecen restricciones
sobre la zona de paso de la curva de lugar de la ganancia de lazo que luego son usadas para
elegir compensadores lead-lag en el disefio loop-shaping del controlador en el plano de
Nichols. El tratamiento exhaustivo de un ejemplo permite una evaluacién intrinseca de ambos

métodos y un andlisis comparativo con otra técnica de la literatura.

4.1 Introduccion

En muchas implementaciones de sistemas de control surgen particularidades que en general
no son consideradas en la etapa de concepcion del sistema, donde se utilizan técnicas clasicas
de disefio de controladores. Esto provoca generalmente el deterioro de la performance

esperable, siendo incluso posible la pérdida de la estabilidad en lazo cerrado.
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La aparicion de retardos se cuenta entre las caracteristicas mds frecuentes y perjudiciales en
implementaciones en tiempo real de sistemas de control que comparten un recurso comun,
como una CPU o una red de comunicaciones.

Estos retardos pueden ser variables en el tiempo dependiendo fundamentalmente de la
forma en la cual se administra el recurso comun. Por ejemplo, en el caso de una CPU los
retardos aparecen cuando se tiene una planificacion (scheduling) de tipo dindmica (Cervin et
al., 2002), (Eker et al., 2000); o en el caso de una red de acceso aleatorio como CAN o
Ethernet la parte mas significante de la aleatoriedad del retardo esta asociada a la espera en la

cola (o buffer), ver secciones 2.2.1 y 2.2.4, (Tipsuwan & Chow, 2003) y referencias alli.

4.1.1 Antecedentes

El problema de estabilidad y performance ante retardos variables ha sido considerado en
numerosos articulos (Nilsson, 1998), (Yook et al., 2000), (Zhang et al., 2001), (Richard,
2003), (Hetel et al., 2006), (Cloosterman, 2008) (Sala, 2005), (Tipsuwan & Chow, 2003)
entre otros. En la mayor parte de articulos de esta vasta literatura, se ha modelado el problema
(basandose en alguna informacién extra del retardo como por ejemplo su maximo valor, el
conjunto de valores especificos que puede asumir, etc.), se han analizado los efectos que
causa en la performance del lazo de control y se han buscado medidas para la neutralizacién o

atenuacion de su efecto.

La estabilidad del sistema no s6lo depende del valor del retardo sino también de su
variaciéon. Por ejemplo, puede ocurrir que un sistema sea estable para ciertos valores
especificos y constantes de retardo, t=t; donde 1; € F.={1; con i=1..N}, y sea inestable cuando
el retardo varia (tx=T1;) asumiendo valores en la misma familia F;. Esto se muestra en el

ejemplo, resumido a continuacién, que fue tomado de (Cloosterman, 2008).

Observacion 4.1: En (Cloosterman, 2008) se presenta un sistema lineal de segundo orden
¥(t) = ku (t) que tiene un retardo en la accién de control y cuyo controlador es una
realimentaciéon de estados L=[50 11.7]. El sistema es estable para dos valores de retardo
constante t=0.2 h y 1=0.6 h. Sin embargo el sistema se vuelve inestable si el retardo varia
entre ambos valores alternadamente (se puede comprobar observando que los autovalores de

la matriz de lazo cerrado del sistema periédico no estan todos dentro del circulo unitario).
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Entonces, para abordar este problema, lo cual puede hacerse con diferentes enfoques, es

necesario tener informacion sobre el retardo, su valor y la forma en la cual varia.

Si el retardo asume su valor de forma aleatoria en un conjunto conocido y finito de valores,
se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams,
1998). En este caso, se constituye una familia de matrices, donde cada matriz estd asociada a
un valor especifico de retardo (ver modelado en (A.25) y en seccidn 4.5). Con esto, el sistema
se transforma en un sistema de tiempo discreto conmutado DTSS (siglas de Discrete Time
Switched Systems) que tiene asociado un nimero finito y conocido de modos. Luego, se puede
ya bien verificar la estabilidad o sintetizar un controlador estable resolviendo un conjunto de
inecuaciones lineales matriciales LMI (siglas de Linear Matrix Inequalities) de forma que el
sistema DTSS tenga una funcién cuadrética de Lyapunov comin QCLF (siglas de Common
Quadratic Lyapunov Function). Sin embargo, los métodos para resolver las LMI pueden

volverse inefectivos cuando la cantidad de modos aumenta (Lin & Antsaklis, 2008).

Un enfoque usado en numerosos articulos (Nilsson, 1998), (Nilsson et al., 1998), (Lincoln
& Cervin, 2002) entre otros, parte de poder modelar al retardo como una variable aleatoria
independiente y con una distribucién de probabilidad conocida. En este caso el sistema es
estocdstico y la estabilidad se puede analizar en términos de la denominada estabilidad
cuadrética media (MSS, por sus siglas de “mean square stability”). Especificamente, la MSS
se garantiza evaluando si una funcién de costo estacionario asume un valor finito cuando el
retardo (k) tiene determinada distribuciéon de probabilidades. Conceptualmente, la MSS
significa que puede existir una secuencia particular de retardos y ruido que hagan que el

sistema se vuelva inestable, aunque la probabilidad de esto es nula, ver (Ji et al., 1991).

Observacion 4.2: El mismo sistema mencionado en Observacion 4.1, es estable en términos
MSS cuando el retardo, de distribuciéon uniforme, varia en un intervalo acotado por 7., €
(0,h). Esto se puede verificar en Figura 4.1 a) donde se muestra que el costo cuadritico es
finito. Sin embargo, tal como fue adelantado hay secuencias de este retardo como tx ={0.2h,
0.6h, 0.2h,...} para la cual el sistema es inestable. Con esto, este resultado MSS es solamente
vdlido en el caso mencionado de distribucién del retardo. En Figura 4.1 b) se muestra la
respuesta temporal del estado x; a una condicién inicial, con la secuencia Tt inestable en rojo

y con una secuencia particular del retardo (con distribucién uniforme).
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costo J 0.4 ‘ ‘ ‘
T T T T T T T X| | Tk uniforme
227 : : : : : : < T {0.2,0.6,..}

2 3 4 5 6 7 8 9 10 _4
Retardo maximo (en % de h) 04

a) b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8t [s] 1

Figura 4.1: a) Costo J para distribucidn uniforme de retardo, b) respuesta temporal de x; a una
condicioén inicial, secuencia uniforme (azul) y secuencia {0.2, 0.6, ..} (rojo).

A partir de lo remarcado en Observacion 4.2, en este capitulo se considera la estabilidad no
en términos probabilisticos sino en términos mds generales que sean independientes de las
secuencias que puedan asumir los retardos. En particular, se considera que el retardo puede

variar en forma arbitraria en un intervalo acotado.

En muchos articulos de la literatura que tratan el problema de retardo acotado, las
condiciones de estabilidad son derivadas mayormente con un enfoque de estabilidad de
Lyapunov, que incluyen los métodos basados en los funcionales de Lyapunov—Krasovskii (L-
K por sus iniciales) (Chen et al., 2007), (Gao et al., 2004); (Yu et al., 2005) (Yu et al., 2004) y
los de CQLF (Cloosterman et al., 2006). La posibilidad de utilizar estos teoremas de
Lyapunov surge a partir de modelar el problema de retardo acotado como un sistema nominal
mas cierta perturbacién, por ejemplo un andlisis con politopo se considera en (Cloosterman,
2008), (Richard, 2003), (Hetel et al., 2006), ver seccion 2.2.5 por detalles. La eleccion entre
las funciones QCLF o L-K es un problema atin abierto, pues tal como se remarca en
(Cloosterman, 2008) para el caso de modelos de tiempo discreto no es necesariamente cierto
que el uso de L-K dé resultados menos conservativos que las condiciones de estabilidad
impuestas por QCLF (es decir, no se puede extender al caso DT las conclusiones de CT donde
L-K da resultados menos conservativos que QCLF).

En este trabajo se considera un resultado totalmente diferente presentado en (Kao &
Lincoln, 2004) que propone condiciones de estabilidad en el dominio frecuencial para
sistemas SISO con retardo acotado, con un teorema basado en el teorema de la pequeia

ganancia. Este enfoque del dominio frecuencial, al menos en el caso continuo, ha sido
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generalizado para los sistemas mas generales MIMO en (Kao & Rantzer, 2007), a partir de la

teoria ICQ (siglas de Integral Quadratic Constraint).

4.1.2 Aportes del capitulo

En (Kao & Lincoln, 2004) se present6 un teorema que garantiza la estabilidad robusta frente
a retardos acotados que pueden variar en forma arbitraria para sistemas continuos. El teorema
restringe la respuesta en frecuencia de la sensibilidad complementaria del lazo cerrado en
funcion del retardo. Este resultado, que es aplicable a plantas continuas, SISO, y que fue
extendido al caso discreto tras realizar cierta aproximacion, puede usarse ya para verificar la
estabilidad de un sistema de control dado, ya para asistir en el disefio de un controlador que
tenga en cuenta a priori la presencia de retardos. En este segundo caso, la relacion entre las
respuestas frecuenciales de lazo abierto y cerrado no es clara en la zona donde la ganancia de
lazo es cercana a uno, justamente la zona de interés de la funcién restrictiva de lazo cerrado

planteada por el teorema.

En este capitulo se propone un primer método que resuelve este problema mediante un
enfoque que opera sobre las normas H., de las funciones de sensibilidad del lazo cerrado,
aprovechando que el criterio de estabilidad se expresa en términos de la cota superior del
modulo de una transferencia asociada al lazo cerrado. Tal disefio se hace parcialmente en el
dominio continuo via la transformacion bilineal.

La utilizacién de la transformacion bilineal, tipica en el disefio en frecuencia de sistemas
discretos suele fundamentarse en la literatura en que i) es dificil representar graficamente la
respuesta en frecuencia porque ésta aparece en la exponencial compleja z = e’ o, y ii)no se
puede extender el clasico disefio propuesto por Bode que utiliza las asintotas para calcular los
compensadores de tiempo discreto. Si bien el primer punto estd resuelto hoy dia, gracias al
desarrollo de herramientas potentes de software, perduran ciertos preconceptos que descartan
de raiz la alternativa de realizar un disefio en el domino discreto (plano z), ver comentarios en
(Maciejowski & Samra, 1990) y (Ledn de la Barra & Prieto, 1999).

La existencia de estos preconceptos explica el hecho de que s6lo en recientes articulos se ha
analizado el comportamiento de sistemas discretos orientado al disefio de compensadores que
resuelven el problema integramente en el dominio Z. Por ejemplo, con polos/ceros reales de

primer y segundo orden (Ledon de la Barra & Prieto, 1999) y polos/ceros complejos
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conjugados (Messner, 2001). Estos disefios en el dominio Z evitan distorsiones en frecuencia
(prewarping) y eventuales problemas numéricos introducidos por la bilineal (Ogata, 1996). En
linea con esta tendencia, este capitulo presenta un segundo método de disefio, integramente en
el dominio discreto, donde la funcidn restrictiva asociada al retardo se convierte en
restricciones de moédulo y fase que posibilitan el loop-shaping de la ganancia de lazo
mediante el uso de los compensadores mencionados. En particular se obtiene cierta restriccién

que vincula el margen de fase con el maximo retardo que podrd admitir el sistema de control.

Si bien ambos métodos resuelven el problema de disefio robusto frente a retardos, utilizando
un Unico controlador robusto frente a la presencia de retardos variables, se destacan los
siguientes puntos de manera comparativa:

e El método H.,, se realiza en CT, y el loop-shaping en DT por lo que el primero puede
sufrir las distorsiones introducidas por la transformacién bilineal, usada para mapear
restricciones en tiempo continuo y luego discretizar el controlador obtenido,
problema que el segundo no tiene.

e El enfoque H., puede ser resuelto de manera iterativa por Matlab, pero no existe un
control desde el punto de vista del disefiador sobre las soluciones del problema que
arroje el software, lo que si ofrece el segundo, si bien con la exigencia de requerir
mayor conocimiento de la respuesta en frecuencia de sistemas discretos por parte del
ingeniero de control.

e Para el primer método se deben elegir los pesos de orden relativamente bajo, porque
un elevado orden incrementa el orden del controlador que pueda ser obtenido via el
uso del software, mientras que una iterativa aplicacion del método “loop-shaping”

permite mantener el orden del controlador lo més bajo posible.

Ambas técnicas se comparan con un resultado presentado en (Lincoln, 2002), donde se
disefia un controlador con un método de dos pasos que primero ignora la red (y por lo tanto el
retardo) y luego atenda su efecto agregando dos compensadores D; y D,, ver seccion
siguiente. En (Vatanski et al., 2009), también basdndose en la medicién o estimacién del
retardo, se usa como estrategia de compensacion el predictor adaptable de Smith. Esto resulta
en un caso particular de la estrategia de (Lincoln, 2002) con D;=G (G es la planta) y D,=0.

A destacar del método aqui presentado en relacion con el de (Lincoln, 2002): i) los pesos de
las funciones de sensibilidad determinan las cotas de esta ultima integrando de manera directa
al retardo en el disefio; y ii) no necesita de ningin artificio adicional, mientras que el

controlador compensado referido necesita conocer exactamente el valor del retardo.
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4.2 Formulacion del problema y modelado matematico

A continuacién se presentan las hipétesis de modelado y se define cualitativamente el
problema de estudio. Luego, se introduce el modelo matemético del problema y se citan los
mencionados teoremas de estabilidad de tipo frecuencial. Por tdltimo, se resume el esquema
compensado de (Lincoln, 2002), y se analizan criticamente los posibles problemas de su
implementacién. Esto permite justificar la eleccidon de disefio de controladores robustos

considerada en los métodos en la seccion 4.3.

4.2.1 Hipotesis de modelado y problema planteado

Las propiedades del NCS consideradas aqui, ver seccion 2.2.1 por detalles, son: muestreo
periddico de la salida y de la planta; controlador (lineal y estacionario) y actuador (ZOH)
manejados ambos por los eventos a su entrada. Entonces, los retardos en el instante k-ésimo
del sensor al controlador T, del controlador al actuador t.,x y computacional Tcompx del
controlador pueden englobarse en un unico retardo Ti en la accion de control (Tx = Tec k+ Teomp,k
+ Taax). En la Figura 4.2 G(s) representa la planta, C(z) el controlador, A el operador del
retardo concentrado y 4 el periodo de muestreo, las sefiales w, d, n y r son ruido de proceso,

salida, de medicion y de referencia respectivamente.

w

- +
I N K T")+é)_> G(s)
.
u(®) u(kh) +
ZOH C(2)

y(kh)

Figura 4.2: Sistema controlado con retardo variable en la accién de control.

Dependiendo de los procesos que intervienen en su aparicion (protocolo de comunicacion,
congestion de la red, politicas de scheduling, etc.), 7, puede caracterizarse como la suma de un
retardo constante § mds uno variable J, que a menudo en la literatura suele llamarse Jitter, ver

Figura 4.3. En este capitulo se considera el caso mas general 5= 0.
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kh Sﬁ J $ (et D

Entrada Salida : t
W ‘

Figura 4.3: Modelo del retardo. Parte constante & més jitter J.

En términos cualitativos, el problema considerado en este capitulo se formula de la siguiente

manera:

Estabilidad robusta frente a retardos variables acotados: Sea el sistema de control con la
configuracion de Figura 4.2, el problema enfocado aqui consiste en disefiar un controlador C

tal que para todo retardo variable arbitrariamente y acotado, O<t<tTma.x, €l sistema sea estable.

4.2.2 Modelado matematico del sistema con retardo variable

En la mayor parte de la literatura, el modelo en tiempo discreto de una planta lineal con
retardo variable en la accion de control se describe matematicamente en su modelo de
Espacio de Estados (en sus siglas EE), aumentando el vector de estados y las matrices del
sistema discreto tal como fue presentado en Apéndice A, ver referencias alli citadas o el
resumen presentado en la secciéon A.2. Sin embargo, aqui se utiliza el enfoque de (Kao &
Lincoln, 2004) que propone, en lugar de incorporar el retardo al modelo de la planta discreta
como en el modelo en EE, transformar el retardo en una perturbacion que afecta a un sistema

realimentado sin retardo. Este modelo se presenta a continuacion.

Definicion 4.1: Retardo variable y acotado A. Se define al operador retardo de la sefal u(z),

ver Figura 4.2, como (4.1) donde 7, €s su cota superior.

Aw) =u(t —t(k)), 0<7(k) < Tmax 4.1)

El operador retardo (4.1), mostrado en Figura 4.2, puede ser transformado en dos caminos:
uno directo (independiente del retardo) y uno de error (donde el error o perturbacién depende
del retardo). Con esta trasformacion y tras una operacion con la técnica de algebra de bloques

se obtiene el diagrama de bloque de la Figura 4.4, grifica tomada de (Kao & Lincoln, 2004).
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El camino de error estd constituido por un derivador en tiempo discreto en serie con el

operador A.

Definicion 4.2: Derivador de tiempo discreto B;(z). Se define a la FT discreta (4.2) como el

derivador de la sefial de entrada wu(t).

z—1

Bi(z) = (4.2)
Los teoremas de (Kao & Lincoln, 2004) citados en la seccidn siguiente demuestran la
robustez frente a la perturbacion Ar (conformada por B;(z) en serie con el operador retardo),

a partir del Teorema de la Pequeina Ganancia usando el diagrama de bloques de la Figura 4.4.

Ap
...................................... _ ):V
. H +
A1 19 +\( ~ G(s)
ZOH ZOH

Figura 4.4: Sistema de control con el retardo transformado en dos caminos: directo y error.

4.2.3 Estabilidad en lazo cerrado

A continuacién se citan criterios de estabilidad para sistemas con retardo variable, en sus
dos versiones lazo cerrado en CT, su version mezclada planta CT y controlador DT y una
aproximacion de esta ultima planta DT y controlador DT. La versién CT es incluida con
propdsitos comparativos mientras que la aproximacion DT-DT (Observacion 4.4) serd usada

en la seccidén 4.2 para resolver el problema formulado en la seccién 4.1.1.

Sea G(s) una planta SISO en CT, estrictamente propia y estable (esta ultima hipotesis
permite usar la teoria muestreada H.,) y un controlador C (CT) o (DT) que estabiliza el lazo
cerrado para retardo nulo y considérese que el sistema de control es perturbado por el retardo
variable 7, ver Figura 4.2. El siguiente teorema (Kao & Lincoln, 2004) que resulta de aplicar
el Teorema de la Pequefia Ganancia al esquema de la Figura 4.4, constituye un criterio
(grafico) simple de estabilidad, para un sistema con un retardo de variacion arbitraria y

acotada. En DT este retardo puede no ser multiplo del periodo de muestreo 4.
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Teorema 4.1: Teorema 1 de (Kao & Lincoln, 2004) Planta CT y Controlador CT:
Sea el sistema de lazo cerrado con G(s) y C(s). El sistema es estable para cualquier retardo
variable definido por (4.1) si se cumple

G(jw) C(jw) 1
1+6(jw) C(jw) Tmax®

,Yw € [0, ) (4.3)

Observacion 4.3: El término de la izquierda de la inecuacion (4.3) es la funcién de

G(s)C(s)

sensibilidad complementaria T'(s) = e )

Es decir, el Teorema 4.1 garantiza la

estabilidad robusta frente a retardos si la magnitud, en funcién de la frecuencia, de T(s) esta

superiormente acotada por cierta funcién que depende del retardo |T(fw)| < 1/ (Tpax®)-

Teorema 4.2: Corolario 1 de (Kao & Lincoln, 2004) Planta CT y Controlador DT:
Sea el sistema de lazo cerrado con G(s) y C(z). El sistema es estable para cualquier retardo
variable definido por (4.1) si para algtn real N = T,4x/h se cumple

Galias(w) C(ejwh) < 1
1+ Gy(el®h) C(eJ®h)| " N|eJjwh — 1|

Vo € [0, %] (4.4)

donde N =./[Ng|2+2|Nglg+g y g = Ng — [Ng| siendo | Ng] el entero inferior mas

cercano a N. O

En (4.4) la FT G, es la discretizacion con un bloqueador de orden cero de G(s) que puede

ser obtenida con la transformada Z y 1a G ;.5 () es (4.5).

Gatias (@) = JZ,?z_mlG(j(w + 21k /)| (4.5)

Como es mencionado en (Kao & Lincoln, 2004), para un periodo de muestreo bien elegido,

(Chen & Francis, 1994), la suma de aliasing (4.5) converge a Pzop, es decir (4.6).

Gatias(w) = G4(e/M) (4.6)
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Entonces, con la aproximacién (4.6), el lado izquierdo de la desigualdad (4.4) puede ser

aproximado como (4.7).

Galias((‘)) C(ejwh)
1+ G,(e/@h) C(eiwh)

| 6@ €@

~ ‘1 T 6,00 |~ TP *7)

Reemplazando con (4.7) en (4.4), se obtiene la aproximacién (4.8) del Teorema 4.2. Esta
aproximacion es equivalente a lo establecido para el caso discreto, Teorema 2 de (Kao &
Lincoln, 2004).

. T
|T(ef*h)| < vo €0, H] (4.8)

1
N|ejoh — 1|’

Observacion 4.4: De la comparacion entre las desigualdades (4.3) y (4.8) se deduce que
existe una analogia entre las condiciones para la estabilidad robusta en los casos CT y DT.
Esto es, el teorema establece que la magnitud en frecuencia del retardo debe ser una cota de la

magnitud de la funcién de sensibilidad complementaria en DT.

Tal como fue mencionado en Observacion 4.4, la magnitud de 7(z) debe estar acotada para

toda frecuencia por la magnitud de BN'l(z):B [1(z)/N la cual es

|B1(e7°M)| = e/ -1 (4.9)

Se observa entonces que la magnitud de la funcién de primer orden B;'(z) es
monotonamente decreciente y la constante N s6lo produce un desplazamiento, hacia la
derecha o la izquierda, segin sea N <1 o N>1, como se ve en Figura 4.5. Si la magnitud es

representada en dB el cambio en N produce desplazamientos hacia arriba y abajo.

10
ITIdB

2 f |
-3 — :
-4 -(2);\ ................... ................. ....................

n n 3n T
4h 2h 4h h

Figura 4.5: By, B, y Bs. Frecuencias limites y de cruce.
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4.2 .4 Critica del esquema compensado ante retardo variable

Una propuesta de disefio de un controlador discreto que satisface el problema enunciado en
seccion 4.2.1 se presentd en (Lincoln, 2002). A continuacién se resume esta propuesta y se
presentan ciertos indices de performance que serdn utilizados mds adelante. Luego, se
analizan los problemas asociados con su implementacién que se verifican en un ejemplo. A
partir de esto se concluye que es mds adecuado plantear un controlador robusto a los retardos

tal como se hace en la seccion 4.3.

Esquema compensado de (Lincoln, 2002)

Siguiendo una formulacién similar a la del teorema de estabilidad robusta (4.26) en el
trabajo de (Lincoln, 2002) se propuso un esquema de compensacion de retardos variables,
para retardos pequefios (acotados por h), ver Figura 4.6. Las ideas para una extension de este

esquema para retardos mayores que & se presentaron en (Lincoln, 2002 b).

Este esquema se basa en medir la diferencia entre la sefial de control que se aplica
efectivamente a la planta y la que se deberia aplicar (salida del controlador). Esta diferencia
pasa a través de dos sistemas lineales estrictamente propios (D; y D;) cuyas salidas se suman
a las senales antes y después del controlador. Para calcular esta diferencia se requiere conocer
los retardos T, (su valor puede conocerse al recibir la medicion en el controlador) y t,. para lo
cual se propone usar “time-stamps” enviados desde el actuador al controlador.

Esta estructura es muy similar al predictor de Smith con modelo imperfecto del proceso. El
caso particular D;=P y D,=0 resulta en el predictor de Smith clasico que fue considerado en

(Vatanski et al., 2009).

Para garantizar la estabilidad con este esquema compensado se debe satisfacer la inecuacioén
(4.10) para w < m/h siendo S = (1+C G;)" 'y Dig y Doy las versiones discretizadas de

ambos compensadores.

IS (=C(Ga — D1a) = Do)l < 1B /NI (4.10)

En esta estructura de control no se verifica la restriccion de complementariedad.
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Definicion 4.3: Indice de estabilidad. Se define como indice de estabilidad Qg4 del

esquema de control compensado, al siguiente término.

Qestap (@) = IS (_C(Gd - Dld) - DZd)” (4.11)

La performance se evalda analizando la salida y(z) respecto a una sefal de una perturbacién

w(z) de Figura 4.6, de donde resulta la inecuacién (4.12).

” 3’original” ” intter”

Iyl = NGaSI Iwll +11GaS(L + € D1g = Do)l |IN Byl Iwl]

(4.12)

Esta ecuacion difiere de la presentada en (Lincoln, 2002), debido a que alli la perturbacién
antecede a la planta (y por ello aparece un término multiplicativo de G,).

El primer término de (4.12) corresponde al aporte de la funcién de sensibilidad del sistema
con el controlador original, y el segundo mide la influencia del jitter sobre la salida. Por esto,

se considera el siguiente indice de performance definido originalmente en (Lincoln, 2002).

Definicion 4.4: Indice de performance. Se define como indice de performance Qpery del

esquema de control compensado, al siguiente término asociado con la salida sensible al jitter.

Qperf(@) = [Gqg S (1 + C Di1g — D)l (4.13)

El compromiso entre estabilidad y performance propuesto en (Lincoln, 2002) se consigue
eligiendo

. y_ (= G(s) para altas frecuencias
Di(jw) = {z 0 para w =0
. _ (<< 1 para altas frecuencias
D (jw) = {z 1 para w =0

(4.14)

Como D; no influye en altas frecuencias, con D; se garantiza la estabilidad; y como D; no

influye en bajas frecuencias, con D; se obtiene rechazo a la perturbacién frente al jitter.
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Y

G(s)

T(k) j—P

,
~ Y+ + h
Hzon <O @ b(g»J

Figura 4.6: Esquema Compensado de Lincoln.

Andlisis del compensador de (Lincoln, 2002)

Se destacan las siguientes caracteristicas:
e Error estacionario debido a la perturbacion
Como ventaja, este método de compensacién no necesita el modelo de la planta a bajas
frecuencias. Pero asi, la calidad del rechazo a perturbaciones de ese rango frecuencial queda
librada a la bondad del disefio del controlador original, ya que como se observa en (4.12), la

eleccion de D, permite diSminuir yjiye, PETO NO Yoriginal-

e Time Stamping
Si el time-stamping indicase un jitter diferente al real se podria llegar a inestabilizarse el
lazo ante la incapacidad de la compensacidn para contrarrestar el efecto del retardo (esto se

analiza en el Ejemplo 4.1).

e Desempefio
El uso de los compensadores D; y D; (Figura 4.6) produce una pseudo-sensibilidad
complementaria entre la entrada r y la salida y. Como en general D; #G, entonces J no
coincide con y, la salida real de la planta. D; actia como un regulador (su salida tiende a
cero), entonces la salida y = y s6lo en estado estacionario (lim;. ¥ =y). En el caso de D; =G y
D; =0, (4.12) se simplifica || yjitte‘r” = ||G4ll IIN B4|l |lw]l y entonces la salida asociada al
jitter depende de la RF de la planta.
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Ejemplo 4.1: En el siguiente sistema tomado de (Lincoln, 2002), u,(¢) y d(¢) tienen varianza
unitaria, E[u,(1)] = E[d(D)] = 0, E[uy(t)) . u,(12)] = E[d(1;) . d(12)] = 6(t;—2), Eld(®)]=0, y
B,=[35-61]".

5c=[_03 _14]x+[2] u+Bpup,y=1[2 1] x+d

El objetivo es obtener un controlador, con periodo de muestreo 4=0.05s, que garantice la

estabilidad para una cota maxima de retardo z,,=h (N=1).

Siguiendo lo propuesto en (Lincoln, 2002) se parte de un controlador LQG discreto

calculado con 7=0 para el costo J, siguiente:

T—-oo

T
1
J, = lim T j(xTQx+u2) dt
0

800 473.3
73.3 80

Con este controlador LQG no se garantiza la estabilidad del sistema para z,,, variable entre

donde Q = LZL

0 y h, como puede verse en la Figura 4.7. Por esta razén en (Lincoln, 2002) se afiade el
compensador D;(s) de Figura 4.6 que cancela el comportamiento de la planta G(s) en altas
frecuencias, donde D 1(s)zs/(s+1)2 y D5(s5)=0.

En Figura 4.7 se ve la magnitud de la funcioén lazo cerrado Tiqg+p1 que satisface lo
establecido por el teorema (4.10).

Ademas, en la Figura 4.7 se observa que la sensibilidad S del disefio LQG tiene ganancia
unitaria a baja frecuencia, por lo que el sistema no rechazard perturbaciones d con
componentes de bajas frecuencias. Como se menciond anteriormente, este criterio de disefio
no permite eliminar el error a la perturbacion, pues con el ajuste de D; y D, no se puede
disminuir la funcién de sensibilidad en la zona de bajas frecuencias (con los compensadores

se puede reducir 1a Y, iginas PETO NO S€ puede actuar en yjiver).

Uno de los problemas que puede afectar la implementacion de éste esquema compensado
radica en la dificultad de conocer con precision el valor retardo del retardo total.
Concretamente, el mayor problema es predecir el valor del retardo entre el controlador y el

actuador al momento de que la sefial de control es calculada (Nilsson, 1998).
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Figura 4.7: Magnitud de T(2)y S(z), LOG y LOG Compensado.

A continuacion se compara la performance del sistema con una simulacién que tiene como
entradas los ruidos de proceso y de salida (para los cuales se disefié el LQG) en presencia de
retardos independientes y uniformemente distribuido entre O y h en los siguientes tres casos:
con el controlador LQG; con el esquema compensado considerando que se puede medir
exactamente el valor del retardo y con el esquema compensado considerando que en la
estimacion del retardo existe un error acotado por el 50 % del periodo de muestreo. Esta
ultima situacidon puede representar que los retardos Ts y Tca SOn acotados por la mitad del

periodo (por ej. en una red simétrica) y que la incerteza se adjudica sélo al retardo tc,.

1500

T I H
y comp. con error

1000

y comp.
—yLOG

500

—500

—1000

1500 i
0

Figura 4.8: Salida de la planta.
En Figura 4.8 se muestra la salida inestable del sistema LQG en linea gris, para la secuencia
simulada de ruidos y retardo. Hasta t=4 s, en el caso de tener error en la estimacién del

retardo, la salida (en linea de cota) tiene mayor oscilacidn en torno al valor cero que en el caso
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del compensador sin error (linea entera). En el instante donde entra una perturbacién de tipo
escalon (en 4 s), se verifica que ambas respuestas son muy disimiles entre si, y que el

esquema compensado con errores no corrige la perturbaciéon de manera eficiente.

1000 ) ) ) ! T ) T ) )

500

—500
—1000
—1500

—2000

—2500
0

Figura 4.9: Entrada con retardo esquema compensado con errores.

En Figura 4.9 se muestra un detalle entre 0 y 2 s de la entrada u(t-t) (linea entera), que es
efectivamente el retardo sufrido por la entrada, y la entrada u(t-tnor) (Iinea de cota), con error

en la estimacion del retardo que es el valor efectivamente aplicado.

A raiz de las dificultades relacionadas con una posible implementacion de este esquema
compensado, destacadas en este ejemplo, se justifica la eleccion de un enfoque de diseno de

controlador robusto tal como se propone en la seccién siguiente.

4.3 Diseiio de Controlador Robusto frente a retardos

En esta seccion el objetivo es trasladar las especificaciones de lazo cerrado, establecida por
el retardo (4.8) y las estdndares de performance presentadas en seccion B.1 (ver también
Figura B.5), a restricciones que asistan en la etapa de disefio de controladores.

Como estas especificaciones son formuladas en funcién de la respuesta en frecuencia, se
han presentado dos métodos de tipo frecuencial.

El primero de ellos propone resolver este problema mediante un enfoque que opera sobre las

normas H., de las funciones de sensibilidad del lazo cerrado, aprovechando que el criterio de



144

estabilidad se expresa en términos de la cota superior (funcién del retardo en el dominio
frecuencial) del médulo de una transferencia asociada al lazo cerrado (4.8). El disefio H.
planteado por este método se hace parcialmente en el dominio continuo via la transformacién
bilineal, la cual puede provocar distorsiones en frecuencia y eventuales problemas numéricos.

A los fines de evitar estos problemas, se presenta un segundo método de disefio,
integramente en el dominio discreto, donde la funcién restrictiva asociada al retardo se
convierte en restricciones de médulo y fase que posibilitan el loop-shaping de la ganancia de

lazo mediante el uso de ciertos compensadores.

4.3.1 Disefo robusto H,, ante retardo variable acotado

Problema mixto de sensibilidades H

Aqui se propone tratar al problema de control como un problema mixto de sensibilidades
H .. Un enfoque H., similar pero para el caso en CT, que usa el teorema (4.3), fue realizado en
el trabajo de (Sename & Fattouh, 2005) contemporaneo con el realizado en el articulo de

(Felicioni et al., 2005) cuyos resultados se presentan a continuacion.

El caso H., estdndar (Chiang & Safonov, 2000) consiste en hallar un controlador C(s) que
minimice la norma-co [IWsS, WrTll.. Los pesos Ws 'y Wr son funciones de la frecuencia y
sirven para obtener las formas deseadas de las respectivas sensibilidades sobre el eje jo (loop-
shaping). El controlador H,discreto se obtiene a partir del controlador H., estindar disehado
en tiempo continuo usando la transformacién bilineal, bajo la cual las normas H,, permanecen
invariantes.

Tipicamente los pesos Wsy Wr son filtros pasa-bajos, pasa-altos o pasa-banda de 6rdenes lo
mds bajo posible para mantener pequefio el orden del controlador resultante (igual al de la
planta aumentada con los pesos Ws 'y Wr) (Toivonen, 2000). Su seleccion no es, en general,
una tarea trivial, por lo cual el proceso de disefio es usualmente iterativo, pudiendo
simplificarse mediante el uso de herramientas de software, tal como la Toolbox de Control
Robusto de MATLAB (Chiang & Safonov, 2000). A continuacién se propone elegir estos
pesos, en particular el que acota la funcién de sensibilidad complementaria, teniendo en

cuenta ademas la restriccién impuesta por el retardo.
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Proposicion para disefio robusto frente a retardos y perturbacion

El método aqui propuesto explota la libertad de eleccion de los pesos Ws 'y Wr a fin de
resolver los problemas de rechazo de perturbaciones y robustez frente a retardos variables. Se

presenta como el siguiente procedimiento.

Procedimiento 4.1: Reglas para disefio H., robusto ante retardos
Seleccion de Wr: Se elige a fin de obtener estabilidad robusta frente a retardos variables.
De acuerdo a (4.8) para alcanzar este requerimiento se debe satisfacer 17(z) N B;(z)I<I. Por

lo tanto, se escoge el peso como (4.15).

Wy (s) = N bilin1(B,(2)) (4.15)

La especificacion de B;(z) se transforma al dominio continuo aplicando la transformacién

bilineal inversa a (4.15) y resulta ser (4.16).
bilin=*(B,(2)) = bilin"'(z— 1) = —2s/(s + 2/h) (4.16)

Seleccion de Ws: Idealmente IWs (jw)| tiene la forma inversa de la deseada para IS(jw)l para
satisfacer las especificaciones de diseflo estdndares mencionadas en secciéon B.3. Se lo
implementa mediante un filtro pasa-bajo de orden n lo mas pequefio posible tal como se

sugiere en (Toivonen, 2000)

Ws(s) = 1/B - (s + BY"wyr)" /(s + AV"wor)" 4.17)

Con A<1, B>1.
Ademas, para forzar un error estacionario nulo, se propone agregar a Ws un término //s. En
la prictica, y por problemas numéricos, este término es reemplazado por un factor 1/(s+¢),

donde ¢ < 0 es una constante pequeia.

Ejemplo 4.2: Aqui se propone resolver el mismo problema del Ejemplo 4.1 usando el
método expuesto en la seccidn previa para diseiar un controlador H..

En este caso especifico, el peso Wt definido en (4.15) es:

Wr(s) = —2s/(s + 40) (4.18)



146

Mientras que el peso Ws elegido es (4.19) con ¢ = 0.01, B=30, A=1/B y wpr =13 rad/s

seleccionada de manera de satisfacer la regla de (Astrém & Wittenmark, 1997).

Ws(s) = 1/B (s + B wor)/(s + Awer) /(s + €) (4.19)

Usando la funcién hinf de MATLAB se obtuvo el controlador C(s), en CT, que luego fue

discretizado usando la transformacién bilineal resultando (4.20).

C(z2) = 2.0661(z+1)(z—0.9512)(z—0.861)(z—0.8488)
" (2-0.3876)(z—0.905)(z—0.9786)(z—0.9995)

(4.20)

Se puede verificar en Figura 4.10 y Figura 4.11 que con este controlador se resuelve el
problema mixto de sensibilidades para retardo nulo y se garantiza la estabilidad para retardo

acotado por 4 (dado que se satisfacen las especificaciones de disefio frecuencial).

20

10 oo

Magnitude (dB)
o

-30
10-1 100 o (rad/sec) 101 n/h 10

Figura 4.10: Magnitud de 7, continua y discreta (para retardo nulo), Peso Wry B;.

40

20

Magnitude (dB)

-1 0 1 T o2
10 10 o (rad/sec) 10 h 10

Figura 4.11: Magnitud de S, continua y discreta (para retardo nulo) y Peso Ws.
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Si bien uno de los pesos elegidos para realizar este disefio H, acota la respuesta en
frecuencia de la sensibilidad S, la misma en rigor no puede usarse para describir un sistema
que es variante en el tiempo (en la Figura 4.11 se evalta § para retardo nulo).

Por ello aqui se considera la propuesta de (Lincoln & Cervin, 2002) que consiste en calcular
la densidad espectral de la salida y al excitar al sistema con ruido blanco en la perturbacién d
de Figura 4.2. Esta densidad puede ser vista como una especie de funcion de sensibilidad

para sistemas estocdsticos.

Para 7,,, variando entre [0, ] y @ entre [0,7/h], esta sensibilidad es una superficie tal como
se aprecia en Figura 4.12.

Ademads, se muestra que el valor maximo que alcanza S esta dentro de limites aceptables, es
decir ISl, < Mg, con Mg =6 dB. Para obtener esta funcién de densidad espectral se uso el

software JITTERBUG (Lincoln & Cervin, 2002).

10
0
[aa]
=)
— -10
=
=
3 -20
2
2 30
vy
5
2 40
(=]
2 .50
(=
-60
100

Maximum delay 0 — 10° 10
in % of h 10" o [rad/s]

Figura 4.12: Densidad espectral de la funcién de Sensibilidad.

4.3.2 Loop Shaping en el dominio discreto

Para poder trabajar en el dominio en tiempo discreto frecuencial se presentan un conjunto de
herramientas de disefo en el plano magnitud-fase. Luego se analiza la restricciéon impuesta

por el retardo acotado y por dltimo se presenta el método de diseno.
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Loopshaping via diseiio de S y T - Disefio en el Plano de Nichols — Messner Revisitado

La funcién de lazo abierto puede ser representada en forma paramétrica en el plano
magnitud-fase, plano de Nichols, siendo la frecuencia la variable implicita. Los denominados
circulos M y N dibujados en dicho plano, forman los contornos donde la magnitud y la fase de
T permanecen constantes respectivamente. Es decir, en este plano estos contornos son
invariantes. Los puntos de interseccion entre una dada L y tales circulos indicaran los valores
que asumirdn magnitud y fase de lazo cerrado. Luego, el uso de tales contornos permite

mapear juntos en el mismo plano requerimientos de lazo abierto y cerrado.

Siguiendo el concepto de los circulos M y N, en (Messner, 2001) se desarrollé dos
funciones para MATLAB, sbode y tbode las cuales pueden asistir en un disefio loop-shaping en
el diagrama de Bode. La funcidn tbode resulta de la combinacion de los contornos obtenidos

al plantear 171=x

—cos(¢) + \/cosz(cb) + I% -1
—1/2sec(d) u=1
br(W) = —arccos[((1/u* — DILI - 1)/2ILD)] (4.22)

Y sbode resulta de la extension de la misma idea para la sensibilidad, contornos Ms y s

para IMs|=p.

Ms (1) = —cos(¢) £ y/cos?(d) + (1/u? — 1) (4.23)

bs(w) = —arccos[(1/u? — 1 = |LD/2ILD] (4.24)

Del andlisis de las expresiones (4.21) y (4.23), Messner destaca que ambas ganancias M7y
M dependen sélo de ¢ (L) (y no de ILl), y que ambas fases (4.22) y (4.24) dependen sélo de
ILI. A partir de esto, formula un método de disefio que plantea las modificaciones, de una
manera casi independiente, de fase y moddulo de L para conseguir la satisfacciéon de

requerimientos establecidos para las magnitudes y fases de Sy 7.



Cap. 4. Estabilidad y performance de Sistemas Distribuidos de Control: Sistemas LTI controlados con 149
Retardos Variables en la Red de Comunicacion

Comentario 4.1: La principal desventaja en el uso de sbode y tbode es que en el diagrama
de Bode estos contornos dependen de la magnitud y fase de L las cuales son funciones de la
frecuencia, por tanto cuando la ganancia de lazo cambie también lo hardn dichos contornos
objetivos. Es decir, los objetivos de disefio, mapeados como contornos no son invariantes en

dicho diagrama, lo cual es indeseable.

Las restricciones de lazo cerrado (circulos M y N) son invariantes también en un gréafico en
coordenadas polares de magnitud y fase, es decir el lugar de Nyquist. Sin embargo en un
grafico de Nyquist, se requiere una reconstruccion completa del lugar de la ganancia de lazo
cuando por ejemplo se cambia su ganancia de la ganancia de lazo. Por esto resulta mucho mas
conveniente utilizar la traza de la magnitud-fase y el lugar geométrico resultante forma una

carta de Nichols (Kuo, 1996).

Teniendo en cuenta lo dicho en el parrafo precedente y en el Comentario 4.1, aqui se
propone realizar un disefio en el plano de Nichols. Especificamente, se consideran los
contornos M7 y Mg teniendo en cuenta las observaciones de Messner y se agrega la funcion

restrictiva introducida por el teorema de estabilidad frente a retardos variables.

Mapeo de los requerimientos estdandares

La RF de la curva de lugar de L debe estar siempre en el exterior de ciertas regiones
denominadas “prohibidas”.

La principal de estas regiones resulta del analisis del requerimiento bésico de estabilidad
para retardo nulo del Teorema 4.2. Es decir, la fase ¢ (modificada via C) debe ser superior que
-1t para las frecuencias inferiores que la de corte @y. Luego, tal regiéon queda delimitada a la
derecha por el eje -n e inferiormente por el eje 0dB.

Para incluir los requerimientos estdndares de performance planteados para ambas
sensibilidades, |T(e/“")| < 6 dB y |S(e/“")| < 6 dB para w € [0,7/h], ver seccién B.3 por

detalles, se adicionan los circulos donde M7 < 6 dB y M<6dB.

Finalmente, para satisfacer los requerimientos a)|T(ej “’h)| < —40 dB para alta frecuencia y
b) |S (ej“’h)l < —40dB para baja frecuencia (ver seccién B.3), se incluyen dos dreas

admisibles de paso de L. La primera estd limitada superiormente por la curva Ms=—40dB (en



150

alta frecuencia) mientras la segunda estd acotada inferiormente por M;=40dB (en baja
frecuencia). El dibujo de L debera cruzar estas ultimas dos curvas.

Figura 4.13 muestra secciones prohibidas (gris) y de paso (amarillo) y contornos Mry Mjy
para algunos u de interés.

Ademas, en Figura 4.13 se identifican las siguientes frecuencias caracteristicas del sistema

de control:
e Ancho de banda: w; / 1T(®,)l= -3dB.
e Frecuencia de corte de T: wor/ |T(wo7)|=0dB.
e Frecuencia de corte de L: g/ |L(w0)I=0dB.
e Frecuencia de roll-off: wc/ |L(wc)l =6dB.
o w5/ |L(ws)=2dBy wr/I|L(awpr)l=-7.65dB.
e Frecuencias de cruce: @,/ argumento(L(@,)) =(2k+1)n
Nota 4.1: A partir de Figura 4.13 se obtiene que la fase de L debe satisfacer:
K @0)>-571/6,H ws)>-3.072, K cwxc)> -3.072.

: ] ; ] : Baja frecuencia
40 f—t—i — —
0 0 0 0 1 : ; @ Ms(-40)
30 IR R SR Mg (0) T
ST S S S O S S O
P\ Medid o [Tr:
T SO R W SO SO o SN0 SO SO RO
0
070 N VRN S I AU S ey avsuvn. QTSN W SR S
D0 et 00 F T U (T S S
) [ I o SRR S S SN P S
40 M (-40): 5 [(’Je
; ; ; ; ; ; ; Alta Frecuencia
21 —51/3 —47/3 - =51/6-2n/3-n/2 —n/3 -n/6 0

Figura 4.13: Region prohibida y de paso. Contornos.

Para incluir el retardo variable, caracterizado por su cota maxima, seguidamente se analiza

la funcién By definida previamente.
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Andlisis de de funcion By

Relacion de frecuencias en el rango de interés de By: La magnitud en funcion de la

frecuencia de (4.9) es

|By(z)| = N|B1(2)| = 2N sin(wh/2) para 0<w<n/h (4.25)

El rango de frecuencias de mayor interés para evaluar By es —3dB<IBN'1 (w)l<6dB, es decir
estd delimitado por @; y w; definidos en Figura 4.5 tal que IBN" ()| = 6dB, IBN" (w3)l= -3dB.

Es de interés también conocer el valor de cruce |1By” (@)l para 0dB.

Las frecuencias donde la magnitud de (4.25) valen y; se calculan como sigue

w¥ =2/hsin"*(1/(2Npy)) (4.26)

Siendo ;=2 (6dB), =1 (0 dB) y u3=I1A/2(-3dB), se obtienen las frecuencias para tres

valores de N en la siguiente Tabla 4.1.

N C()]N CUQN CU3N

1 0.505/h /(3h) m/(2h)
2 0.2506/h 0.5053/h 0.7227/h
3 0.1668/h 0.3349/h 0.4759/h

Tabla 4.1: Valores de frecuencia de w! para algunos g en funcién de N.

A partir de los valores de Tabla 4.1 se propone la relacion de frecuencias (4.27) en el rango

de interés de By con respecto a N = 1.

oY ~ w!/N con i =123 (4.27)

Esto permite establecer restricciones en las dos siguientes frecuencias tipicas sobre la

magnitud de 7(z), enunciadas en el siguiente postulado.

Postulado 4.1

1.  Lafrecuencia 0)3N ~ 1/(2hN) es una cota superior del ancho de banda .

2.  Lafrecuencia (DZN ~ 1/(Nh) es una cota superior de la frecuencia de cruce wor.
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Aproximacion de By para N > 1: Para pequeiios valores de @ (hasta aprox. n/(2h)), Isin(wh)l

puede ser aproximada por |whl. Luego, reemplazando en (4.25) resulta (4.28).
ps(N, ) = 1/(2Nsin(wh/2)) ~ 1/(Nhw) (4.28)

Las cotas de (4.28) son mds conservativas que las de (4.26), aunque mds simples, para las

frecuencias limites y de corte definidas en (4.29).

@ =1/(Nhy) (4.29)

De igual manera que en la seccion anterior, pero ahora con la expresion aproximada (4.29),
se puede obtener la relacion de frecuencias en el rango de interés de By con respecto a N de
Tabla 4.2. Al comparar sus valores con los de Tabla 4.1 se puede concluir que los valores

exactos y aproximados son muy préximos dando validez al uso de la aproximacion (4.29).

N o e 5"

1 0.5/h 1/h n/(2h)
2 0.25/h 0.5/h nt/(4h)
3 0.1667/h 0.333/h 0.4714/h

Tabla 4.2: Valores de frecuencia de @Y para algunos g en funcién de N.
Mapeo de By - Existencia de solucion: Como |71 debe ser siempre inferior a By para
satisfacer el criterio de estabilidad, se reemplaza la constante & en la expresion (4.21) por g,

que en este caso depende de la frecuencia, y que se define como (4.30).
up(N, w) = |By|™" = 1/(2N sin(wh/2)) (4.30)

Procediendo de manera similar que en el caso de x4 constante se obtiene la solucion (4.31),

en la misma se observa que Mrp depende de N, ¢ y o, por lo que no resulta invariante en el

plano de Nichols.
MTB (N, w, d)) =

2

—cos((b)iJcosz(¢)+(2Nsin(wTh)) -1

w2 2 sin-1 (%5 431
SlwihSll’l (N) ( )

. 2 . 4 (0.5)
Siw==sin""(—
h N

(1—(2Nsin(wh/2))2)
—1 /2sec(d)
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Las soluciones R de M7y existen donde el discriminante de (4.31) es no negativo. Esto es

para los argumentos que satisfacen (4.32).

¢ < arccos/1 — 4 N2 sin(0.5 )2 (4.32)

Evaluando numéricamente (4.32) en funcién la frecuencia se obtiene la Figura 4.14 para

frecuencias limitadas a la derecha por n/(2Nh), rango de interés de acuerdo al Postulado 4.1.

...................................

Figura 4.14: A de M.
En la region gris (A<0O) de Figura 4.14 se indica la imposibilidad de interseccidn entre |71y
By. En la seccién blanca existen las dos soluciones R de Myp, M73" y Myp, de acuerdo al
signo (+/-) en (4.26) y (4.31). Dentro de esta region solamente se considerardn las soluciones

no negativas porque Mrp es una magnitud.

En Figura 4.15 y Figura 4.16 se muestran las soluciones Mrz"y Mzp (en escala logaritmica)
como funcién de o (eje z) y ¢ (eje x). En Figura 4.15 se observa que siempre Mrg' >1 (o
equivalentemente 20log o(M75") > 0dB).

En Figura 4.16 se observa una zona donde 20log;o(M7p) resulta negativo la cual estd

delimitada a la izquierda por la curva (4.33), que resulta de resolver (4.31) con M7z =1.

$umpp=1 = T — arccos(1 — N? + N? cos(wh)) (4.33)

En el caso de N=1, esto determina una recta incluida en el plano OdB de valor m — wh, que
une los puntos (gg=m,w=0) y (gp=1/2, o=m/2). A la derecha de esta recta M7z puede ser
positiva o no tener soluciéon. Para N>1 el argumento (4.33) puede ser razonablemente

aproximado por la siguiente recta (4.34) para 0 < w < /(2N).

d)MTB:l =m — Nwh (434)
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Para satisfacer el criterio de estabilidad ambas soluciones de M7z deben superar la respuesta
en frecuencia de L. Luego se concluye que Mrp serd la funcidon mas restrictiva sobre |LI si

ILI<1 (0dB) y My serd la més restrictiva en caso contrario.

40 -
MTFy) 30
201

0y

® n
2Nh

Figura 4.15: Superficie 2010g10(MTB+).

Figura 4.16: Superficie 20log;o(M1s").

Mapeo de Retardo. Restricciones de lazo abierto

A partir de lo expuesto en la seccidn previa se enuncia el siguiente postulado y se establecen

las restricciones para la ganancia de lazo abierto.
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Postulado 4.2: Margen de fase

@y debe estar a la derecha de la curva (4.33). Entonces ¢, ,=1< ¢(wy), es decir Mg >
arccos(1 — N? + N2 cos(wyh)) para ay € [0, arccos((—2 + N?)/N?)].

De forma aproximada, utilizando (4.34), M¢ > Nwyh para ay € [0, m/(2N)] O

Agregando al Postulado 4.2 la Nota 4.1, la zona aproximada donde debe ubicarse @y es

indicada en blanco en Figura 4.17 a).

Ademas, a partir del Postulado 4.1 se formulan las siguientes restricciones de lazo abierto:
i) Para satisfacer punto 1, @, < 5™, hay tres opciones segtn el valor de ¢ en ay y wc:
1. Si daw) >-7/2, entonces en esta region @, < @y = puedo adoptar ay < a)glim.
2. Siaw) L-7/2y
a. dawc) <-2.44, entonces en esta regiéon @y < e = puedo adoptar a¢ < a)3’im.
b. -2.44<H wc)<o. Yy Hawr)=0k, entonces en esta region wc<wp<wr = puedo

adoptar g < @"™. Donde
8¢ = Pupp=05 = arccos(N?sin(0.5 w h)* — 1.25) (4.35)
se obtiene de intersecar el plano -6dB con M7p" y

8¢ = Pmpp=04144 = arccos (0.823N?sin(0.5 wzh)* — 1.41) (4.36)

se obtiene de intersecar el plano —7.65dB con M73.

ii) Para satisfacer el punto 2, a partir de (4.29) se tiene apr < 1/(Nh). Luego, se distinguen
los dos casos siguientes a partir del andlisis de Mrg:

1. Si {w)>-7/2 ¥ w, no hay interseccion entre plano 0dB y IT(wOT)IdB = IT(a))IdB <0dB.

2. En otro caso y supongamos que el mddulo decrece para frecuencias crecientes

|L(w0)*®<IL(wpr)I™® para apr <o, si se elige oc < 1/(Nh), |L(1/Nh))*®*<-6dB

entonces se cumple que ayr < 1/(Nh). Esta acotacion para ¢ es mds conservativa

que la que deducida previamente (i.2.b) pero resulta mds simple porque es

independiente del valor de & wc).

Por ultimo, se deriva una restriccion para @s a partir de una combinacién de M7 < 6 dB (V

®) con By. Al intersecar M73" con el plano 2dB se obtiene (4.37).
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8s = Pumpp=1250 = arccos(2.5178 N?sin(0.5 wsh)* — 1.027) 4.37)

Si K ws)>0s = IT(ws)l <6dB. Planteando el peor caso, es decir la igualdad en ws (ocurre s6lo
si A ws)=—m), se tiene que ws debe ser acotada por la frecuencia limite ;. De lo cual se
plantea la restriccion as<I/(2Nh). Esta cota de ws es mds conservativa que la establecida por

Os pero es independiente del valor de ¢ ws).

En Figura 4.17 b) se mapean las restricciones de lazo abierto (DT) obtenidas, adicionando

requisitos de la fase (ver Nota 4.1).
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Figura 4.17: a) Margen de fase b) Regién para ws y ac.
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Método de Diseiio Loop — Shaping en tiempo discreto

El método de disefio propuesto aqui consiste en agregar a la planta una serie de
compensadores discretos, cada uno de los cuales debe satisfacer especificaciones en los
distintos rangos de frecuencia (compensadores lead-lag de primer orden o superior) de

acuerdo a lo establecido en la seccién previa. Este método se presenta en Procedimiento 4.2.

En particular se utilizardn compensadores de primer orden (PDr;), con un cero real “a” (y
minima-fase) y un polo real “b” (estable). Dependiendo del valor de tales parametros es
posible adicionar fase negativa o positiva en diferentes rangos de frecuencia deseados. Esta

variacion de fase estd asociada con una variacién de la magnitud dada su relacion biunivoca.
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El andlisis frecuencial de distinto tipos de compensadores es objeto de estudio en nuevos

trabajos como (Ledn de la Barra & Prieto, 1999).

Los compensadores a utilizar (normalizados con respecto a 0dB) estdn definidos para b#1

C(z) = k[(1 = b)(z - a)] /[(1 — a)(z - b)] (4.38)

o sik=1,IC(1)I=1(0dB) y IC(-1)I=[(1-b)(1-a)]/ [(1—a)(1-b)] superior/inferior a OdB
seginay b.

o i k=[(1+b)(1-a))/[(1+a)(1-b)], IC(1)I=k resulta superior/inferior a 0dB segin a y b
y IC(-1)I=1.

En el caso b=1, (error nulo en régimen), el compensador es

Cz2)=2z-a)/[Q1+a)(z—-1)] (4.39)

Si se agrega una constante k¢ >0, la magnitud de C se moverd hacia arriba o abajo en un

diagrama frecuencial segin sea kc>1 0 k¢ < 1.

Teniendo en cuenta las restricciones de lazo abierto presentadas en la seccion anterior y lo

dicho sobre los compensadores se propone el siguiente procedimiento.

Procedimiento 4.2: Reglas para disefio Loop Shaping

1.  Debido a la relacién directamente proporcional entre M ¢ de la ganancia de lazo y ay,
adoptar aylo mds grande posible dentro de esta cota implica una mayor exigencia en

el disefio del controlador (el cual debe agregar fase mas positiva en ay).

2. El menor requerimiento posible del M¢ requiere que @y<m/(6Nh)=~0.5/(Nh). Con

esto se asegura la satisfaccion de la restriccion ws<0.5/(Nh).

3. Se deben identificar los valores de 1G4(z2)| y ¢p.(z) en @w=0 (baja frec.), I/(2Nh) y
1/(Nh) (media frec.) y wo=/h (alta frec.). En MATLAB se dibuja el lugar de P, con el
comando “ni chol s” y sobre cada punto de la curva se pueden visualizar sus

respectivos valores de magnitud, frecuencia y fase.
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4. SilGy(1)I*®<40 dBy -7<dp,(1), se debe agregar un compensador de baja frecuencia
C; (uno o wuna cascada de PDy;) para agregar la  magnitud
necesaria—)lC;(l)ldB>40dB—IPZ(1)IdB. Se buscard que C; afecte lo menos posible

magnitud y fase originales de la planta en el resto de frecuencias.

5. L se rescribe como G, C; (por defecto C;(z)=1), y nuevamente IL(¢ ”h)l y ¢L(ej “’h) se
deben evaluar en 1/(2Nh) y 1/(Nh). Dependiendo de esos valores se deberd incluir un
compensador de media frecuencia C; (uno o una cascada de PDr;) para agregar o

quitar fase y magnitud tal que IL(I/A2Nh))I<2dB y |L(1/(Nh))I<-6dB. En ambos casos

dB . . . .. . .
|C,I"" = 0dB en bajas frecuencias, lo que permite adicionar una k¢ si fuera necesario.

6. El nuevo L= G; C;C; (por defecto Cx(z)=1) debe ser evaluado en w/h. Si
IL(-1)I*®>-40dB se debe agregar un compensador de alta frecuencia C; (uno o una
cascada de PDr;) que adicione el médulo requerido, |C3(—1)|dB>4OdB-|L(—1)|dB. C;
no deberia modificar significativamente fase y magnitud de L resultantes para bajas

y medias frecuencias (ajustadas mediante C; y C»).

7.  Finalmente, el controlador resulta la cascada de los compensadores mencionados,

Ci, Gy Cs. 0

Ejemplo 4.3: Aqui se considera el mismo sistema de Ejemplo 4.2 y se hace un disefio con
siguiendo el Procedimiento 4.2. La curva de G, es mostrada en Figura 4.18-a.

Segtin paso 1 se considerd por simplicidad el minimo margen de fase posible con lo cual
debe ser ap<10.

De acuerdo con paso 2 se identificaron magnitud y fase en frecuencias 1/(2Nh)=10 y
1/(Nh)=20.

Para el paso 3 se debié agregar magnitud superior a 1 (>0dB) en baja frecuencia. Para

eliminar el error al escalén en régimen se usa un compensador C; con b= como (4.39).

10k 10k

Debido a que ¢p,(¢/"")=—1.63, se eligié un cero (a;=0.5) tal que —1<¢@c;(¢’ )<0. En Figura
4.18 -b se muestra que P,C; satisface los requerimientos de baja frecuencia.

A continuacion (paso 4) se incluyo C; para agregar magnitud necesaria. Los requerimientos
en w=10 son 1C,(¢/"”")I<15.8dB y ¢c2(ejIOh)<O.98 y no es necesario agregar una diferencia de
magnitud entre 10 y 20 debido a que IL(¢'’ I — L") es 9.5dB, superior al peor caso (6dB).

C; fue elegido como (4.38) con k=1, a=0.95 y »=0.8. Incluyendo C; la nueva curva de L se
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muestra en Figura 4.19-a (en verde). A esta curva se agregd una pequefia ganancia kc=1.3

para adicionar ~2.25dB en 10 y mantener IL(¢”")| por debajo de —6dB (L* en negro).

La magnitud en alta frecuencia crecid IL(—1)l= —19.3 (fig. 9b), entonces segtin paso 5 resultd

necesario incluir C; tipo (4.38) con k=[(1+b)(1—-a)]/[(1+a)(1-b)] para agregar los —21 dB.

Los pardmetros de Cj; se eligieron de manera de no agregar excesiva fase negativa en aw=[10,

20], a=0.8 y b=—-0.276.

Obteniendo C, la fase CG, es una funcién conocida y por tanto B; queda determinada,

cruces verdes en Figura 4.19-b pudiendo verificarse la satisfaccion de todos los

requerimientos: ay=8.43<10, M¢=0.61> /6, wp;=12.3 <20, w.=12.5<20,, =14.3<31.41.

40

30

20

10

0

-10

-20

40

30

20

10

|
L GL-D=40 7
L hocoac Lo(-D=-1.64 /1.
A iG=3s2 [ ""§|'L'('£;}i5/%j|'='f'1§,g """"""""""
LG (e10hi=20 ¢ (D=0 1 9(e/10h)=-2.55
--------------------- d\. - B LR EIIIII R e e [
j : Lo (10=-1.63 /" :'20/1 : : E : ;
ey 1 Gy (e/20h)= 25,7 IL(-1)l=-32.1: N
...... LG8 AN L A IL(ei20h)=243.
N e OCD=T T g20m= 2 53
—571/3 —47/3 -7 —27/3 -n/3  -5m/3 —47/3 - -21/3 -n/3
Figura 4.18: Zonas admisibles de paso y prohibidas de L. a) G4, b) L=G,C;,.
L ILD=40 7 L =40 7
__________________ e O (D=-L5T6 ) L G(-1)=-1.58 )
i : . : : 5' : :
IL(e/10h)=-1.4 [ :
""""""""""""" (G 1OM=223
, . e o A A CAL(e10hy1=2.3.
. ¢(¢1]0h)?- . 7 W) (e/0h)=-2.63
Ltk T (e/20h)|=-11:8- - - -- S A NS D
e e [
R B T PREEE JLEDE-19.3 i SRREEL EEEERE IR A b S L(-1)l=-41.1 1
§¢(—1)f-ﬂ . : {¢(—1)=-Tt
: : : : : : T : :
—571/3 —47/3 -t =57/6 2n/3 —n/2 —7w/3 —57/3 —47/3 -t —51/6 -21/3 —n/2 —7/3

Figura 4.19: Zonas admisibles de paso y prohibidas de L. a) L=G,C,C,, b) L=G,C,C,C;3,B,
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4.4 Evaluacion de la estabilidad con otros métodos de la literatura

Los métodos de disefio de controladores propuestos en la seccion 4.3 tienen como principal
objetivo satisfacer las hipétesis del teorema de estabilidad presentado en seccion 4.2.2 que
garantiza la estabilidad del sistema ante retardo variable. El modelo usado en este teorema
plantea al retardo acotado como una perturbacién y por lo tanto es en cierto grado
conservativo. Por tanto, interesa determinar cuan conservativo es el controlador obtenible a
partir de usar este modelo. A estos efectos, se propone en esta seccion utilizar el modelo
exacto de lazo cerrado (que incluye los controladores robustos) y verificar la estabilidad con
otros criterios de andlisis de la literatura. En particular, se analiza la estabilidad tipo
“gridding” LMI de (Sala, 2005) y usando el criterio robusto de (Cloosterman et al., 2006), ver
seccién 2.2.5 .ii por detalles.

Si bien el resultado obtenido de esta verificacion en el Ejemplo 4.6 no es generalizable, deja
en evidencia que estos criterios de estabilidad de la literatura pueden fallar en garantizar la
estabilidad del sistema con retardo variable, debido a sus propias limitaciones, la que si es

confirmada por el criterio frecuencial.

4.4.1 Modelo de lazo cerrado en espacio de estados

El modelo exacto discretizado de la planta con retardo en la accion de control fue
presentado en secciéon A.4. A partir de considerar tal modelo en conjunto con el modelo del
controlador, definido a continuacién, se puede construir la matriz de lazo cerrado para cada

retardo (Nilsson, 1998). Sin pérdida de generalidad, en esta seccidn se considera ti<h.
Sea el controlador lineal e invariante en el tiempo (independiente del retardo ti) descripto
en su forma de espacio de estados (4.40) cuyas matrices tienen las dimensiones adecuadas.

c —_ C..C C c
Xg41 = Poxp + 0 yy

U = Cox + D ¥ 40

Entonces, el sistema en lazo cerrado se puede escribir como (4.41) donde z, =
[x, xi wur_1]" es el estado aumentado de planta, controlador y entrada con retardo y cuya

matriz de lazo cerrado es (4.42).

Zgs1 = Ppe(Ti) 2 (4.41)
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® +To(t) D(1y) C To(y) C(1y) Ty(7g)
Ppre(ti) = r<c ®° 0 (4.42)
D¢ C Cc¢ 0

4.4.2 Problema de estabilidad. Métodos en EE

Dado que 7 puede tomar infinitos valores en el intervalo, se tiene un nimero infinito de
matrices @, ~(t;) definidas por (4.42). Por tanto, una condicién suficiente para verificar la
estabilidad es mediante la existencia de una CQLF comun a todas estas matrices. Esto implica
que se debe encontrar una matriz P que satisfaga simultineamente las infinitas LMI. Es decir,
si existe una solucién de (4.43), entonces el sistema es robusta, global y asintéticamente

estable para cualquier secuencia de retardos 7y € [0, Tpygyl-
P=PT>0

4.43

()" P @pe(ty) — Pre(ti) < 0,V 7y € [0, Tyl (+:43)

Para poder tratar este problema, se debe reducir la cantidad de LMI a un ndmero finito.

Gridding LMI

Un primer enfoque planteado, ver (Apkarian & Adams, 1998) y (Sala, 2005), es considerar
un ndmero finito de retardos que sea representativo (denominado gridding LMI) y luego
buscar una P que satisfaga este conjunto finito de LMI.

Sin embargo la existencia de una P que satisfaga tales gridding-LMI no garantiza que se
satisfaga el conjunto de las infinitas (4.43) para todo tx en el intervalo. Una posibilidad

entonces es realizar un gridding mas fino y comprobar si esta misma P satisface tales LMI.

Estabilidad de politopo con QCLF

Para evitar este proceso iterativo se puede el enfoque usar el Teorema 4.1 de (Cloosterman
et al., 2006) que usa un numero finito de LMI para garantizar estabilidad asintética robusta

para retardos acotados. Este teorema ha sido transcripto en seccién 2.2.5 como Teorema 2.1.
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4.4.3 Analisis de estabilidad en el caso de estudio

A continuacion se usa el modelo definido en 4.4.1 y los criterios de andlisis de estabilidad

de 4.4.2 considerando los controladores disefiados con los métodos de seccidn 4.3.

Ejemplo 4.4: Sean la planta definida en el Ejemplo 4.1 y los controladores calculados con la
técnica H, en Ejemplo 4.2 y el método “loop—shaping” de Ejemplo 4.3, denominados C. y
CLs, respectivamente.

Las matrices discretas del modelo de la planta que dependen de 7, definidas en ecuaciones

{(A.9)y (A.10)}, son a calculo hecho las siguientes

13+ 1/6 e300 — 1/2 e=(h=T0)
FO (Tk) - [ _1/2 e—3(h—‘rk) + 1/26—(h—‘rk) (444)
_ —-3(h—1g) —(h—Tg) -3h _ —h
r (Tk):[ 1/6e +1/2e +1/6e 1/2e ] 4.45)
1/2e 3™ —1/2 e~ (h=TK) —1/2 73" 4 1/2 7"

Esto permite definir la matriz del modelo aumentado tal como se defini6 en (4.42).
En todos los casos evaluados para obtener la CQLF se usaron las funciones del “Robust

Control Toolbox” de MATLAB, en particular se usé el solver “feasp” para resolver las LMI.

Aplicando la técnica LMI mencionada para un gridding de retardos equiespaciados se
obtuvo la Tabla 4.3. Con v se indica que se obtuvo una CQLF que satisface las LMI y con

NO se indica el caso contrario.

Gridding Co Crs
Tnaxd 25 v v
Tnax! 50 NO v
Timax/ S00 NO NO

Tabla 4.3: Estabilidad gridding LMI.

A partir de lo informado en Tabla 4.3, se remarca que al hacer un gridding mas fino, no se
puede encontrar una CQLF para ninguno de los dos controladores.
Especificamente el resultado que proporciond el algoritmo “feasp” es que no se puede

garantizar la factibilidad de existencia de una CQLF. Este hecho puede ser el resultado de un
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problema de tipo numérico como el remarcado en (Lin & Antsaklis, 2008), o ser una
consecuencia de que efectivamente no exista una QCLF. Aunque no pueda identificarse
claramente el motivo, lo importante es observar que no se puede encontrar una QCLF para las

infinitas matrices en el intervalo que garantice la estabilidad.

Usando el enfoque de politopo en primer lugar se mapea el retardo en la matriz de lazo
cerrado (4.42) introduciendo las matrices (4.44) y (4.45). El método de Teorema 2.1 requiere
entonces calcular los minimos y maximos de los coeficientes de (4.42), generar todas las
matrices teniendo en cuenta estos valores extremos y buscar una QCLF para las matrices
extremas. Segun lo previsto por este Teorema y de acuerdo a los 6rdenes del controlador y la
planta, en el caso de controlador C, se deben resolver 2% LMI mientras que en Crgseran 212
LMI. Si bien ambos son niimeros grandes, son cantidades finitas. A calculo hecho, utilizando
el solver “feasp”, el resultado para ambos controladores fue que no se puede encontrar una
CQLF y en consecuencia no se puede garantizar la estabilidad con este criterio.

A partir de este ejemplo se concluye que el uso del criterio frecuencial, que puede parecer
conservativo a-priori debido al modelo que utiliza, garantiza la estabilidad del sistema con
retardo variante en el tiempo, y tal estabilidad no puede ser comprobada con métodos basados
en la existencia de una CQLF. Por tanto, el disefio de controladores que satisfagan el criterio,

propuesto en seccién 4.3, no es necesariamente muy conservativo frente a otras propuestas.

4.5 Efecto del retardo en la performance

En esta seccion, el objetivo es presentar y discutir criticamente ciertos indices de desempefio
de la literatura que permiten cuantificar el efecto que produce el retardo variable en la
performance de un sistema en lazo cerrado.

En general, debido a la naturaleza del retardo variante en el tiempo, la performance no
puede ser evaluada con parametros cldsicos como aquellos asociados con la respuesta
temporal usados en Capitulo 3. Sin embargo, el modelo de seccién 4.1 estd constituido por un
sistema invariante en el tiempo que es perturbado por un error inducido por el retardo y por
tanto permite cierto andlisis basado en la relaciéon con las funciones de sensibilidad. Una
buena performance en este aspecto requiere que exista una baja incidencia de esta
perturbacion en la salida de la planta. Dado este interés, en el andlisis no se consideran los

ruidos de entrada y salida.
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Como se muestra a continuacién existe una relaciéon de compromiso entre una buena

performance, en todos sus aspectos, y la estabilidad con respecto al retardo.

4.5.1 Trade-off entre estabilidad y performance

A continuacién se analizaran las implicancias de la satisfaccién del criterio de estabilidad
del Teorema 4.2 y los requerimientos estdndares de control de los métodos de disefio de

controladores propuestos en seccion 4.3.

La performance del sistema con retardo variable cuyo disefio satisfaga el requerimiento
basico de estabilidad tiene dos aspectos esenciales con respecto a la funcion de sensibilidad
complementaria 7, por un lado 7 representa la relacion entre la entrada de referencia y salida
del sistema que tiene que satisfacer ciertos criterios de disefio y por otro lado T debe ser

acotada por la limitacion establecida por el criterio de retardo.

Relacion con el ancho de banda

En el primer caso se destaca que el ancho de banda del lazo cerrado tiene una relacién
directa con el tiempo de respuesta del lazo, es decir un sistema LTI con mayor ancho de
banda responde mas rdpidamente (Ogata, 1996). Esto se puede evaluar considerando la
relacion aproximada (4.46) entre el tiempo de establecimiento y el periodo de muestreo, ver

(Astrﬁm & Wittenmark, 1997).

T./h =~ 2.2 [(w,h) (4.46)

A partir del Postulado 4.1 se tiene que w,h < 1/N, por lo cual al calcular su mdximo valor
e igualarlo con (4.46) se determina la relacién (4.47) entre el tiempo de establecimiento y el

periodo de muestreo y el nimero N.

T./h =~ 2.2 N (4.47)

En segundo lugar, el indice de estabilidad Q45 (@) de (Lincoln, 2002) particularizado para

los controladores robustos de seccién 4.3 se define en (4.48).

Qestap (W) = 17| (4.48)
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Este indice es una medida que cuantifica cuan cerca estd el sistema de inestabilizarse debido

a su cercania con el limite impuesto por el teorema para cierto cota de retardo.

Entonces, a mayor ancho de banda se tiene un sistema mads rdpido pero el sistema estd mas

cerca de la inestabilidad, por lo que Q,s:q (@) es mayor y el indice de performance es peor.

Interpretacion 4.1: A partir de (4.47) se desprende que dado un & fijo y @, cerca de su
limite, el redisefio del controlador para un valor incrementado de la cota de retardo (NT )
implica un incremento de 7. En otras palabras, la compensacion para retardos mds grandes se

hace a expensas de forzar que la relacion entrada salida (sin retardo) sea mas lenta.

Indice de performance y su relacion con el ancho de banda

Mientras el indice de performance Qpers(w) definido en seccion 4.2.4 sea més pequefio, el
sistema es mas robusto frente a la perturbacién introducida por el retardo. Su valor es util para
comparar diferentes controladores y determinar cudl es el mas adecuado.

Particularizando este indice para el caso de controladores robustos, la salida asociada al

jitter || Yjicter|| = ||@pers (@) IN By 1l llwll es (4.49).

Qperf(w) =11Gg S | (4.49)

Entonces, de acuerdo a las especificaciones estdndares S fue disefiado para ser muy pequefia
en baja frecuencia y por tanto Q,e,s(w) resulta pequefia en el mismo rango. Asimismo, en
alta frecuencia ISl~1 y por tanto Qper s (w) depende de la respuesta en frecuencia original de la
planta |G, (e“™M)|.

Por tanto la performance asociada al retardo en alta frecuencia queda determinada por la
planta y no puede cambiarse tal como se hace en el esquema compensado de (Lincoln, 2002).

Interpretacion 4.2: Debido a la restriccion de complementariedad IS| y |71 no se pueden
hacerse igual de pequefias en el mismo rango de frecuencia. Por esto, si |71 debe achicarse
para un incremento de la cota de retardo (NT ) de acuerdo a las consideraciones de
Interpretacion 4.1, entonces IS| resulta cercana a 0dB en un mayor rango de frecuencias y en

el pardmetro Qp.rr(w) se traslada la RF de la planta en un mayor rango de frecuencia.
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4.5.2 Otros indices de performance

Los indices mencionados en la subseccion previa son muy ttiles a la hora de analizar la
calidad de un controlador en relacién a su respuesta frente a perturbaciones del sistema e
inducidas por el retardo. Sin embargo, estos indices proporcionan resultados sélo cualitativos.

Para poder cuantificar la performance se debe conocer como varia este retardo.

Suponiendo que el retardo tiene una conocida distribucién de probabilidades, una alternativa
para cuantificar la performance es usar un costo cuadritico calculable analiticamente con
ciertas herramientas disponibles en MATLAB (por ejemplo calcost para JITTERBUG y
TRUETIME). Otra alternativa a este andlisis es usar simulacion, lo que puede ser ttil cuando se
quieren evaluar casos mas complejos, como los citados a continuacion: respuesta temporal a
escalon de referencia; respuesta frente al ruido, respuesta a perturbaciones de carga, presencia
de elementos no lineales en el lazo de control (por ejemplo saturacion del actuador). Inclusive
en estos casos mas complejos se puede calcular la funcién de costo haciendo una simulacién

de Monte Carlo y luego calcular el valor medio de la funcién de costo (Nilsson, 1998).

En el siguiente ejemplo se considera el cdlculo de la funciéon de costo cuadratica

mencionada y se muestran algunas simulaciones de ciertas condiciones de perturbaciones.

Ejemplo 4.5: Aqui se analiza la performance para el sistema de Ejemplo 4.1 con los
controladores calculados con la técnica H. en Ejemplo 4.2 y el método Loop—Shaping de
Ejemplo 4.3. En primer lugar, se realiza una evaluacién cualitativa de la performance de estos
controladores utilizando los indices de seccion 4.5.1. En segundo término, se comparan los
costos suponiendo un retardo distribuido uniformemente en [0, z,4]. Y por tltimo se muestran

y analizan comparativamente respuestas temporales en presencia de perturbaciones.

Indice de estabilidad: Observando las magnitudes de T en la Figura 4.20 para los dos
controles estables (en presencia de jitter), se concluye que los controladores loop-shaping (en
azul) y H. (en rojo) tienen mayor ancho de banda que el LQR compensado, lo cual mejora el
tiempo de respuesta en lazo cerrado, pero da un Q,gtqp (@) peor. Ademds, como la ganancia
de T en baja frecuencia es unitaria, los disefios H.y loop-shaping resuelven el problema de

seguimiento de referencia, no asi el disefio compensado que tiene error estacionario.
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Figura 4.20: Sensibilidad complementaria para los distintos controles. Qesab(®).

e . , 1. 4.
Indice de performance: La cercania con B, indica un menor margen de performance. Los

controladores Coo y Crs tienen peor indice que compensado-LQR como se ve en Figura 4.21.
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Figura 4.21: Qper(®) para los distintos compensadores.

Costo cuadratico: Para evaluar cuantitativamente la performance de los controladores se
calculan dos funciones de costo estacionario (J, y Jy) para un retardo 7(k) distribuido
uniformemente en [0, zmax] cOn 7max €ntre 0 y A. El costo J, pesa mayormente a los estados,

mientras que J, definido en (4.50) pondera a la salida y a la accién de control. Ambas se

calculan con la funcién calcost de JITTERBUG (Lincoln y Cervin, 2002).

T
1
Jy = Jim = f v +u2)de (4.50)
0
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Como se ve en la Figura 4.22, el sistema con el control LQG (sin compensar) es inestable
para Tma>0.4h (costo infinito, J=J,=00, significa inestabilidad en términos de estabilidad
cuadrética). Teniendo los controladores H.,, LS y el compensado se tienen costos finitos y se

concluye que estos sistemas resultan estables en sentido cuadrdtico para todo 7,< h.

Dado que el controlador LQOG fue calculado con el objetivo de minimizar el costo en los
estados, en presencia de ruidos de medicién y del proceso, y dado que el efecto de D;
desaparece para retardo nulo, ambos disefios alcanzardn el minimo valor posible de J, para
max=0. A medida que 7y, crece, el J, del controlador compensado crece levemente, lo que se
debe a que el mismo funciona como un controlador adaptable que determina la sefial de
control usando el retardo real en cada periodo de muestreo. En el caso extremo 7y, = A, el
costo J, de los controladores H., y LS son aproximadamente el doble del J, del sistema
compensado. Esto se debe a que para obtener el control H, se dejan de lado las cuestiones

asociadas con los estados para priorizar ciertas relaciones entre Sy 7.

5
x 10
Jy-rog il | Jx-Ls

1 N N N

r ] H B .
4 I’ ...... IEEEE R j/v ....... .. ...........

/I Il JX—LQG ._X'-Hoo .

/7 / N N N

/ ' .
31 P A Jy,'LQG+D i Jx-10G+D1 |
A/ ............... .. . X) . : - ‘ (!_ ...‘.-._-_-,-.-\.-.--u.-.'.'

0 20 40 60 80 100
Retardo maximo (en % de h)

Figura 4.22: Costos J, y J, para los diferentes controles.

Con esto, es esperable que el costo definido Jy en (4.50) resulte siempre mayor para el
controlador compensado que para los H, y LS como se ve en Figura 4.22. Este resultado es
coherente con las formas de las funciones de sensibilidad S y T para cada controlador y las

respuestas temporales de y y u, mostradas en la siguiente seccion.

Respuesta Temporal: Figura 4.23 y Figura 4.24 muestran la salida de la planta y la accién
de control, respectivamente, resultantes de las simulaciones de los controladores LOR+D;, H,,

y LS para una condicién inicial X;=[50 501", con ruido de proceso up y de medicién (proceso
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discreto con varianza unitaria), y una perturbacion escalén d de amplitud —150 que entra en S5s
ambas para el retardo (constante) de peor caso 7max=7= h. En ambas figuras se ve que con los
controladores LS y H, la evolucion de las variables mencionadas es mds rapida, de menor
amplitud, presenta mejor comportamiento frente a los ruidos y rechaza la perturbacion
escalén. Las evoluciones del controlador LS son ligeramente mds rdpidas debido al mayor

ancho de banda del disefio.
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Figura 4.23: Salidas y e (¥) para los diferentes controles.
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Figura 4.24: Accidn de control para los diferentes controles.
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4.6 Conclusiones

En este capitulo se propusieron dos nuevos métodos de disefio robustos frente a retardos
inducidos por la red de comunicacion en sistemas distribuidos de control, en base a un criterio
de estabilidad para sistemas SISO con retardos variables y acotados disponible en la literatura
(Kao & Lincoln, 2004).

El primero de ellos plantea resolver un problema H.., es decir realizando un loop-shaping de
las funciones de sensibilidad y sensibilidad complementaria del lazo cerrado, incluyendo la
informacion sobre el retardo en los pesos que definen el perfil de las magnitudes de estas
funciones en el dominio frecuencial.

El segundo método para el disefio robusto de controladores se realiza integramente en el
dominio z y a través del planteo de ciertas reglas ayuda a reducir las iteraciones de prueba y
error propias del disefio loop-shaping. Especificamente se formularon una serie de
restricciones a la ganancia de lazo abierto en base a especificaciones estindares que pesan las
funciones de sensibilidad y lo establecido por el criterio de estabilidad. Particularmente se
obtuvo una relacién directa entre el margen de fase y el maximo retardo que podrd admitir el
sistema de control. Complementariamente se establecieron cotas conservativas pero simples
para otras frecuencias de interés.

Ademais, se dedujo que la compensacion requerida para retardos mas grandes se logra a
expensas de la velocidad de respuesta del lazo cerrado.

Los disefios y andlisis de sistema de control se hicieron con el apoyo de herramientas
numéricas del entorno MATLAB, lo que permiti6 una evaluacion exhaustiva del método a
través de distintos indicadores y bajo distintas hipétesis, tanto en términos intrinsecos como
en comparativos con otra técnica de la literatura basada en el mismo teorema de estabilidad.
El método es evaluado favorablemente en cuanto a simplicidad de disefio y de
implementacidn, en cuanto a verificar cuan conservativo es y también en cuanto a la robustez

y la performance prestada.



CAPITULO 5

Control de sistemas discretos LTI con periodo de muestreo variable en base
a métodos Lie-Algebraicos

Este Capitulo propone soluciones basadas en un enfoque Lie-algebraico al problema tedrico
de la estabilizacion en lazo cerrado de plantas LTI continuas con muestreo no uniforme. La
motivacion para tratarlo en esta tesis es un enfoque activo en relacion con los problemas
inducidos por la red en los NCS: en vez de elegir un periodo de muestreo fijo y un controlador
robusto asociado que garantice estabilidad ante los retardos, se admiten variaciones on-line
(pre-especificadas) del periodo de muestreo y se disefia una familia de controladores
estabilizantes, cada uno asociado a cada periodo. Asi se tiene una politica activa que previene
la ocurrencia de los retardos y que conlleva el beneficio adicional de descongestionar la red.
Esto aporta una solucién de control adaptable a un problema relevante de la teoria de control
y, simultdneamente, mediante su empleo conjunto con el disefio de las estrategias de
planificacion de las redes de comunicacidén, se ofrece una aplicacion que resuelve el
problema. El Co-Disefio se tratard en el Capitulo 6. En este Capitulo 5 se proponen métodos
novedosos de disefio de control para estabilizacidn, basados en la aplicaciéon de métodos Lie-
algebraicos sobre las matrices de evolucion en tiempo discreto de la familia de controladores
mencionada. Se tratan casos de realimentacion con y sin observadores de estado, se analiza la

robustez de los esquemas resultantes y se brindan ejemplos de cémputo.

5.1 Introduccion

Como ya se ha visto en Capitulos 1 y 2 una causa comiin de la aparicion de los retardos en
los NCS es la sobrecarga del recurso compartido. En efecto, los clientes del sistema integrado
de comunicacion compiten por los recursos del canal de comunicacién y de los procesadores
de informacién (CPUs). El consiguiente aumento de la informacién procesada y transmitida
por los mismos recursos conlleva el riesgo de su sobrecarga, lo cual puede traducirse en

violacion de restricciones temporales exigidas por los sistemas de control, por ejemplo en el
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intercambio de informacién entre controlador y planta (recepcion de mediciones y envio de
acciones de control), y en el mismo célculo de las acciones de control, o sea, aparecen
retardos y pérdidas de paquetes. Esto degrada el desempefio de los lazos cerrados, pudiendo
incluso llevar a su inestabilidad. Clasicamente, la resolucion de este problema es la asignacion
de mads recursos informéticos, pero también puede pensarse en soluciones de uso maés

eficiente del mismo. Por detalles referirse a Capitulo 1.

5.1.1 Antecedentes

Entre las soluciones propuestas para el uso eficiente de los recursos compartidos se halla la
adaptacion de la tasa de procesamiento/transmision de la informacién. Algunos esquemas que

implementan estas soluciones se presentan y discuten en seccion 2.3.2 y Capitulo 6.

La adaptacion de la tasa introduce la necesidad de disenar controladores que estabilicen el
sistema de control ante variacion del periodo de muestreo, ya sea que resulten robustos frente
a la variacién o que se adapten a la misma. La adaptacién tiene como objetivo mejorar la
performance ante la variacién del periodo comparada con la obtenible con un controlador
comun robusto. Propuestas de disefio robusto han sido presentadas en (Sala, 2005), (Branicky
et al., 2002) y recopiladas en el reciente articulo de estado del arte (Hetel et al., 2009).

Aqui se atacar el problema con un enfoque de disefio adaptable.

Una primera proposicion para adaptar los pardmetros del controlador discreto al valor del
periodo de muestreo fue presentada en (Albertos & Crespo, 1999) aunque este enfoque,
justificado en la variacién en un pequeiio intervalo de los periodos, debe considerarse s6lo una
propuesta ya que no tiene ninguna verificacion de estabilidad. En (Eker et al., 2000), (Cervin
et al., 2002) se propone un disefio 6ptimo LQ para adaptar la ley de control a variaciones de la
tasa de transmisién de informaciéon. Como se muestra en (Schinkel et al., 2002), el lazo
cerrado disefiado con una técnica LQ puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de
variacién de la tasa. Esto se resuelve en el mismo articulo con un disefio de controladores
Optimos con horizonte finito resolviendo un problema de desigualdades matriciales lineales
(LMI, linear matrix inequalities) que garantiza la estabilidad. El problema con este enfoque es
que la falta de control sobre la resolucién numérica de las desigualdades puede conducir a

resultados muy conservativos. Un andlisis del problema de inestabilidad y las alternativas
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comentadas, para el mismo ejemplo de (Schinkel et al., 2002), se presenta en el Apéndice E
de este Capitulo.
Se remarca entonces que no sélo es necesaria la estabilidad de cada uno los modos sino

también la estabilidad del sistema frente a cualquier secuencia de conmutacion.

Condiciones de estabilidad de sistemas conmutados.

Una condicién necesaria y suficiente de estabilidad asintdtica del sistema conmutado ante
cualquier secuencia de conmutacion es que el radio espectral conjunto (JSR, Joint Spectral
Radius) sea inferior a la unidad (Gurvits, 1995), (Blondel et al., 2004), ver definiciones y
detalles en seccion C.2 de Apéndice C. Sin embargo, la principal dificultad en el uso de esta
condicion reside en el calculo del JSR (Tsitsiklis & Blondel, 1997).

Tal estabilidad también implica la existencia de una funcion poliédrica comiin de Lyapunov,
tal como ha sido demostrado en (Molchanov & Pyatnitskii, 1989). Sin embargo, tampoco es

tarea simple encontrar tal funcién poliédrica (Lin & Antsaklis, 2008).

Las funciones cuadréticas son la clase de funciones que han sido elegidas en la mayor parte
de los articulos de la literatura como funciones candidatas comunes de Lyapunov. Estas son
denominadas QCLF, por sus siglas en inglés de Common Quadratic Lyapunov Function.

Como ha sido mostrado en (Shorten et al., 2007) la estabilidad uniforme exponencial del
sistema conmutado ante cualquier secuencia de conmutacién no implica que exista una
QCLF. Es decir, la existencia de una QCLF es sélo una condicidn suficiente para la
estabilidad del sistema conmutado.

Al ser sdlo una condicién suficiente se obtienen resultados en cierto grado conservativos.
Para disminuir este grado se pueden usar otra clase de funciones de Lyapunov como las
denominadas funciones cuadréticas conmutadas de Lyapunov (Switched Quadratic Lyapunov
functions), ver (Daafouz et al., 2002), (Fang et al., 2004), (Daafouz & Bernussou, 2001) o en
el caso de poder restringir la secuencia de conmutacién usar las Funciones Multiples de
Lyapunov (MLF) (Branicky, 1998). Sin embargo, tales funciones también establecen

condiciones suficientes solamente y con respecto a las QCLF son mas dificiles de calcular.

Las condiciones para la existencia de una CQLF pueden ser expresadas como un problema
LMI, ver (C.14), que suele ser resuelto cominmente utilizando métodos numéricos como los
de (Boyd et al., 1994). Sin embargo, estos métodos numéricos pueden volverse inefectivos

cuando se incrementa la cantidad de matrices de estado del sistema conmutado. Por esto tal
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como ha sido indicado en (Lin & Antsaklis, 2008) existe un creciente interés en determinar

condiciones algebraicas sobre tales matrices que garanticen la existencia de una CQLF.

En (Liberzon et al., 1999) se establece una condicién algebraica sobre las matrices de un
sistema lineal continuo conmutado a partir del vinculo entre la resolubilidad del dlgebra de
Lie generada por estas matrices y la existencia de una CQLF. La contraparte discreta de este
resultado fue presentada en (Blondel et al., 2004) y (Theys, 2005).

Entre otras condiciones algebraicas que han sido presentadas se destacan los resultados de
(Narendra & Balakrishnan, 1994) sobre matrices que conmutan entre si y de (Zhai et al.,
2004) sobre matrices normales.

Una resefia de los resultados disponibles en la literatura sobre estabilidad asintética de
sistemas conmutados puede consultarse en (Liberzon y Morse, 1999), (Agrachev y Liberzon,

2001), (Shorten et al., 2007) y (Lin & Antsaklis, 2008).

5.1.2 Aportes del Capitulo

El lazo cerrado a disefiar resulta del acoplamiento entre la planta lineal continua muestreada
a frecuencia variable con un controlador digital. En virtud del muestreo no uniforme se lo
modela como un sistema a tiempo discreto conmutado DTSS, ver seccién A.4, y se utilizaran
asf las propiedades de estabilidad descriptas previamente de esta clase de sistemas.

Aqui se propone usar, por primera vez en la literatura, el resultado de (Blondel et al., 2004)
y (Theys, 2005) para resolver el problema de disefiar una familia de controladores que
estabiliza asint6ticamente el lazo cerrado sobre una planta lineal continua muestreada a
frecuencia variable con una politica fija. Las soluciones se obtienen calculando los pardmetros
del controlador (los grados de libertad para el disefio del lazo cerrado) para que el dlgebra de
Lie del DTSS asociado sea resoluble, es decir con imposicién del indice de resolubilidad.

Otra alternativa presentada aqui, y también considerando realimentacion de estados lineal,
es tratar sistemdticamente la resolubilidad del algebra de Lie por cdlculo de una matriz
unitaria de triangularizacién comun a las matrices del DTSS. Ademads, se extiende este
resultado al caso de emplear un observador asintético del estado. Luego, se agrega un estudio
de performance y robustez ante perturbaciones usando una técnica de aproximacion de la
norma elipsoidal del radio espectral conjunto de la familia de matrices del DTSS.

Estos resultados han sido publicados en los articulos (Felicioni & Junco, 2008 a), (Felicioni

& Junco, 2008 b), (Felicioni et al., 2008), (Felicioni et al., 2010).
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5.2 Formulacion del problema y modelado matematico

El enfoque considerado aqui es que el controlador varie “on-line” el periodo de muestreo de
la planta a controlar. El controlador debe poder asegurar, a pesar de la variacion del periodo
de muestreo, distintas especificaciones de desempeio.

En esta seccion 5.2 se plantea el problema esencial de asegurar la estabilidad con periodo de
muestreo variable.

En primer lugar, se describe al sistema de control con tasa variable como un DTSS, ver
definiciéon en seccién A.4. Luego, se procede a examinar resultados y herramientas
matemadticas para formular y resolver el problema. Finalmente, se presenta un resumen del
algebra de Lie de matrices, y luego en seccion 5.3 se mostrard como aplicar esta herramienta a

la solucién del problema planteado.

5.2.1 Hipotesis de modelado

Se considera la planta (5.1) descripta en su modelo en espacio de estados de tiempo
continuo, donde x € R" representa el estado, u € R" la entrada e y € R’ la salida.

x(t) =A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t) + D u(t) (5.1)

El sistema muestreado asociado a (5.1) es (5.2), donde h; = t;,q — t) designa la amplitud

de los intervalos entre los instantes de muestreo t,y t,,1 (periodo de muestreo variable):

Xpr1 = P(hy) x + T(hy) uy

52
Yk = Cq(hy) x + Dg(hy) uy G2

Siendo entradas, estados y salidas, respectivamente uy = u(ty), xx = x(t), € yx = y(tx).

Se considera un esquema donde en cada instante t;, el controlador puede seleccionar el

valor del periodo de muestreo siguiente, /;, de un conjunto de p valores:

h; € {hy, hy, .. h,} (5.3)

Debido a esta restriccién sobre los periodos de muestreo posibles, las matrices ®(h;) y
I'(h;) en (5.2) toman valores en una familia finita de un total de p pares de matrices posibles,

correspondientes a los periodos (5.3). Las distintas matrices posibles son (5.4).
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CDL' 2 q)(hl) = eAhi Cd(hl) =C

hi ) i=12,.. 5.4
[, 2 T(h) =] e4B ds Dy(h) =D P 4
0

Las ecuaciones (5.2) representan un sistema en tiempo discreto variante en el tiempo que,
bajo la hipétesis de que el periodo de muestreo 4; sélo puede tomar un ndmero finito de

valores (5.3), resulta ser un caso particular de DTSS ver seccion A.4 para mas detalles.

5.2.2 Modelo de control por Realimentacion de Estados

En cada instante #; el controlador ademds de poder seleccionar el periodo de muestreo, debe
computar la acciéon de control u;. Si se propone una realimentaciéon de estados lineal,

dependiente del periodo de muestreo (5.5), entonces el sistema a lazo cerrado es (5.6).

U = Lixy , i=12,..p (5.5)

Xepr = @y xp + T wy = (@ + TLDx, = dfFx (5.6)
Definicién 5.1: Matriz de evolucién de lazo cerrado. Se define a @~ como la matriz de lazo
cerrado ®{* 2 (d; + I;L;) asociada al periodo h;, coni = 1,2,..p .
5.2.3 Modelo de control por Realimentacion de Estados con Observador

Si no se dispone de la medicién del estado pero si de las salidas y,, se puede construir el
observador de estados asintético en tiempo discreto (Chen & Francis, 1994), y usar su estima

del estado X, en el instante #; definida en (5.7) en la ley de control (5.8).
Rr1 = Py X + T wge + Gi (P — i) (5.7)
u, = Lix, , i=12,..p (5.8)
Con este esquema, el error de observacién e, = X1 — Xj4q satisface (5.9).

ert1 = (P +G;C) e = 0; ¢ (5.9)
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Definicién 5.2: Matriz de evolucion del error. Se define a @; como la matriz siguiente

0; = (¥; + G;C) asociada al periodo h;, coni =1,2,..p.

La dindmica del sistema realimentado puede entonces ser expresada con (5.10).
[xk+1] _ [q)iCL _FiLi] [xk] =y, [x"] (5.10)
eevad 1 0 0; llexl ™ “tle '
Definicion 5.3: Matriz de evolucién del sistema con observador. Se define a W¥; como la

_ [‘DiCL —LiL;
0

matriz siguiente ¥; 0
i

,coni =1,2,..p.

5.2.4 Planteo del Problema

Con el modelo del sistema desarrollado previamente y la notacién introducida, el problema

que se atacard en el presente Capitulo es el siguiente:

Dada la planta en tiempo continuo (5.1) junto con el conjunto (5.3) de valores posibles para
el periodo de muestreo, encontrar un conjunto de pardmetros del controlador (L;, i =
1,2,..p para el caso de realimentacion de estados y {L;, G;}, i = 1,2,..p para el caso de
realimentacién de salida con observador) tales que el sistema discreto conmutado equivalente
(5.2) sea estable cuando se aplica el control (5.5), en el caso de realimentacion de estados, o
(5.8) en el caso de realimentacién de salida con observador, en el instante #;, para h;, para

cualquier eleccion de los periodos de muestreo que pueda realizar el controlador.

La herramienta matemética que se empleard en este problema es el dlgebra de Lie resoluble
y sus propiedades relacionadas con la existencia de funciones de Lyapunov. A continuacién
describimos brevemente nociones bdsicas sobre el dlgebra de Lie. En la Seccion 5.3

presentaremos y aplicaremos el dlgebra de Lie resoluble a la solucién del problema planteado.

5.2.5 Algebra de Lie de matrices y resolubilidad

Si M, y M, son matrices cuadradas de iguales dimensiones, llamamos corchete de Lie de M,

y M, escrito [M,, M,], a la siguiente operacion, ver por ejemplo (San Martin, 1999):
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[M,,M,] = M,M, -M,M, (5.11)

Definicién 5.4: Sea M:={M; € C™: i = 1,..., s} un conjunto de s matrices cuadradas, el
algebra de Lie de matrices g generada por M es el espacio lineal generado por la aplicacion

iterativa del corchete de Lie a los elementos de M.

Dada un élgebra de Lie de matrices, g, se definen iterativamente la serie central descendente

g™ y la serie derivada g™, m=0,1,... como sigue:
g=g  g"":=[gg"]
donde [g",g™] designa el dlgebra generada por las matrices resultantes de tomar todos los

corchetes de Lie posibles entre matrices de g™

Definicién 5.5: Algebra nilpotente. Si existe un entero m tal que g™=0, se dice que g es

nilpotente y el menor m tal que g"=0 es llamado indice de nilpotencia de g.

Definicién 5.6: Algebra resoluble: Si existe un entero m tal que g™ =0, se dice que g es

resoluble y llamaremos indice de resolubilidad de g al menor m tal que g™ =0.
Un resultado conocido (San Martin, 1999) es que si g es nilpotente entonces es resoluble.

El siguiente resultado es una afirmacién del teorema de Lie, ver por ej. (San Martin, 1999):
Lema 5.1: g es un dlgebra de Lie de matrices resoluble si y sélo si existe una matriz no

singular T tal que 7" M; T es triangular superior para toda M; € M.

De manera equivalente se tiene el siguiente resultado, ver por €j. (Chu & Zhang, 2007).

Lema 5.2: Si g es un algebra de Lie de matrices resoluble si y s6lo si existe una matriz
unitaria U tal que U M; U es triangular superior para todo M; € M, donde U* es la conjugada
transpuesta de U.

Un interesante resultado acerca del indice de resolubilidad es expresado en el siguiente

Lema, ver por ejemplo (San Martin, 1999).
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Lema 5.3: El indice de resolubilidad de un algebra generada por matrices triangulares
superiores C™™ es como maximo igual a m = |log,(n — 1) + 1] + 1, siendo |x] el entero

inmediato inferior de x.

A partir de combinar los resultados de Lema 5.2 y Lema 5.3 resulta lo siguiente:

Lema 5.4: Si g es un 4dlgebra de Lie de matrices resoluble, entonces su indice de
resolubilidad es como maximo m'"™ = [log2(n — 1) + 1] + 1. Para cualquier m > m'™, la

serie derivada g™ resulta nula.

Observacion 5.1: A partir de lo anterior, la bisqueda de la resolubilidad del dlgebra de Lie
generada por las matrices en una familia M esta confinada a la evaluacion de un nimero finito
de series derivadas g™. Por ejemplo si g #0 para x > m'™, entonces el dlgebra de Lie

generada por M no es resoluble y no es necesario evaluar series derivadas para x.

El algoritmo de bisqueda es entonces de [log2(n — 1) + 1] pasos, es decir un valor mas

chico que el propuesto en (Chu et al., 2006) que es de n pasos.

5.2.6 Condiciones de estabilidad en lazo cerrado

La herramienta tipica y mds potente para el estudio de la estabilidad del sistema resultante
en lazo cerrado (5.6) o (5.10) es el andlisis a través de funciones de Lyapunov. Referirse a la
introduccion de éste Capitulo y al Apéndice C para més detalles.

En particular, aqui se explota la relacion entre la resolubilidad del 4dlgebra de Lie generada
por las matrices de lazo cerrado y la existencia de una CQLF para el disefio de control.

Para facilitar la lectura de este Capitulo se transcriben a continuacion algunos de los

resultados mas relevantes en este tema.

Teorema 5.1 (Blondel et al., 2004), (Theys, 2005): Sea el sistema lineal conmutado
Xk+1 = M; x,, M; € M. Si todas las matrices en M tienen radio espectral p(M;) inferior a 1y
el dlgebra de Lie generada por M es resoluble, entonces el sistema tiene una QCLF. 0

Dos resultados son usados para demostrar el Teorema 5.1. El primero es que si las matrices

del sistema DTSS son estables y triangulares superiores (o inferiores), entonces existe una
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QCLF en la forma de una matriz diagonal, ver Teorema 6.14 de (Theys, 2005). El segundo
resultado es el que equipara la resolubilidad del algebra de Lie con la existencia de

triangularizacién comun de todas las matrices, afirmacion del Lema 5.1.

Corolario 5.1 (Blondel et al., 2004), (Theys, 2005): Si el dlgebra de Lie generada por el
conjunto M es resoluble, entonces el JSR de M es igual a max; p(M;) y a su aproximacion de

la norma elipsoidal. O

Es decir, existe una P tal que la aproximacion de la norma elipsoidal del JSR del conjunto

Mes p(M) = infmax||M; ||, = max;p(M;) = p(M).

Este corolario se demuestra a partir de la extension al caso de matrices triangularizables
(cuya algebra de Lie sea resoluble) del resultado para matrices triangulares del Corolario 6.14

de (Theys, 2005).

5.3 Métodos Lie algebraicos de diseiio de control

El problema de estabilizar (5.6) se resuelve si las matrices Ml-:CDiCL, i=1..,p, satisfacen las
hipétesis del Teorema 5.1 citado previamente.
Lo anterior motiva el disefio de los pardmetros del controlador tal que el dlgebra de Lie que

generan sus matrices de evolucion de lazo cerrado sea resoluble.

A partir de las condiciones de resolubilidad establecidas en la seccion 5.2.5, se proponen
dos métodos Lie-algebraicos de disefio para calcular los pardmetros de los controladores:

1) por célculo de la matriz de triangularizacién comun,

2) por la imposicion de condiciones de resolubilidad (adicionales).

Ambas propuestas presentan ventajas y desventajas que se comentan a continuacion.

La propuesta de disefio 1) establece condiciones lineales en los parametros del controlador y
apunta a lograr un fndice resolubilidad igual al maximo posible m'™. Como desventaja, y tal
como fue remarcado en (Shorten et al., 2007), no es una tarea facil determinar si una matriz
de transformacion puede poner en forma triangular a un conjunto de matrices.

La propuesta 2) es formulada en términos de los datos originales, sin necesidad de buscar la

transformacién comuin. Como contrapartida, el disefio por imposiciéon para indice de
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resolubilidad superior a 1 implica la resolucion de ecuaciones no lineales y debe ser realizada
con algun método numérico.

Ambas propuestas serdn analizadas en detalle y se formularan métodos en cada caso.

Se destaca que atn cuando no sea posible conseguir la resolubilidad del dlgebra via el ajuste

de pardmetros, se planteard el disefo de pardmetros del controlador de las matrices

CL,P

perturbadas de lazo cerrado ®;™" =M;+Q); tal que el dlgebra generada por las matrices M; sea

resoluble y las perturbaciones €, resulten admisibles tal como serd expuesto en la seccidn 5.4.

Esto se basa en nociones de robustez relacionadas con la existencia de una QCLF.

La utilizacion de un observador para reconstruir el estado a realimentarse presenta un nuevo
desafio en el disefio de las matrices ¥; con i=/,... p. En la seccién 5.2 se mostrard que se
puede extender a las familias de controladores y observadores el principio de separacién
(donde el disefio de controlador y observador se hacen de manera separadas). Esta extension

puede hacerse si las matrices { P, ©,} con i=1,... p satisfacen las hipétesis del Teorema 5.1.

5.3.1 Método por Triangularizacion de la familia de matrices

Como (5.2) tipicamente no tiene una estructura triangular, esta proposicion requiere poner a
todas las matrices en tal forma usando una transformaciéon de semejanza comun a todas las
matrices.

Un primer enfoque para resolver este problema es considerar la transformacién original del
sistema discreto. Debido a lo conservativo de este enfoque, una segunda propuesta es admitir
alguna transformacion y ajustar los pardmetros del controlador de manera que la misma sea

comun a todas las matrices de lazo cerrado. Esto se presenta en los siguientes métodos.

i. Uso de subespacios invariantes originales (de la matriz de lazo abierto continua)

De la teoria de control digital se tiene que el mapeo exponencial del sistema de lazo abierto
A=T AT es

I N
pAt — oTAT™'t — T g AtT-1

(5.13)

., . . N 1 e sz
donde T es una transformacion de semejanza. Si A=T A T es una descomposicion de Jordan,

entonces A es triangular superior o inferior (o diagonal).
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Aplicando esta transformacién al término de la entrada en (5.2) se tiene (5.14).

t t t
r(t) = f e4* Bds = f Te’*T-1Bds =T f e ds |T-1B (5.14)
0 0 0 '
=TG, T 'B
Si se considera el controlador por realimentacion de estados, (5.6) resulta ser (5.15).
Xpp1 =T (e“it + G (T™1B L, T)) T 1x, (5.15)

A partir de la cual se define la siguiente matriz (5.16). Si la misma tiene una forma

triangular superior (o inferior) para cada periodo de muestreo t=h; en el conjunto {A;, i € p},

entonces el dlgebra generada por la familia resulta resoluble.

edt + G.(T™BL, T) (5.16)

Como la descomposicién de Jordan tiene una forma triangular superior e“t, se presenta el

siguiente método:

Método 5.1: Disefiar el controlador L, de forma que cada matriz G,(T 1B L, T) tenga una

forma triangular superior.

Dependiendo de la estructura de lazo abierto, la satisfaccion de esta condicidon requiere
elegir algunos de los pardmetros del controlador iguales a cero. Con esto, en muchos casos, se
pierden varios grados de libertad para la eleccién de las ganancias del controlador.

Eso se evalia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1: Sea el sistema “paper machine head box” tomado de (Franklin & Powell,

1980) descripto por:
[ -02 01 1 0 1 ]
x=1-0.05 0 0 x+]0 0.7]|[ur Uuz]
0 0 -1 1 0 5.17)
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Esta matriz puede ser puesta en una forma diagonal (5.18) por la transformacién de

semejanza T (5.19).

p—017071t 0 0
eﬁt — [ 0 e —0-0292¢ 0 ] (5.18)
0 0 et
—1.24223 —-0.02133 1.4556
T =1-0.06211 —-0.3642 0.4263 (5.19)
1 0 0
Sea el controlador por realimentacion de estados (5.20).
CTlea bz s
Ly = (5.20)

lt,4- lt,S lt,6

A partir de la transformacién (5.19) y a los efectos de poner la matriz G,(T 1B L, T) en

una forma triangular se debe adoptar la solucién (5.21).

{ler =01 =0,l;5 = —3.4142 1, 4} (5.21)
Por ejemplo, para t= h;=0.2 resulta (5.22).

0 0504‘ lf,4 _0504‘ lt,4- + lt,3 + 04‘89 lt,6
GtT_lB LtT = 0 _139 lt,4 139 lt,4 + lt,3 - 135 lt,6 (5,22)
0 0 le 3
A partir de (5.22) se deriva que los elementos de la primera columna no pueden ser
modificados por los pardmetros del controlador (5.21). Con esto, CDtC,’(“Ll) queda inalterable e
igual a su valor original.

Entonces usando la solucion (5.21), la matriz de lazo cerrado resulta (5.23).

Dyt
0.966 0.099 ;4 —0.0990; 4 + 0.196 I, 5 + 0.096 1, 4
= 0 (099402771, 0277l,+0.1941;—02691 (5.23)
| o 0 0.8187 + 0.181 1, 5| ]

Cuyos autovalores son {A; = 0.966, A, = 0.994 — 0.277 l; 4, A3 = 0.8187 + 0.181 1, 3}
Entonces, se tiene un autovalor fijo en 0.966 y los otros dos pueden ser ubicados con /; 3y [; 4.

De la misma forma se procede para h,=0.4 dando (5.24).
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gk
0.934 0.195 I, , —0.195 1, 4 +0.386 1, 5 + 0.189 I ¢
— [ 0  [0.988=05520,] 05531+ 0397 1,5 —0.536 1 ] (5.24)
[ 0 0 0.6703 +0.3296 1, 5]

Cuyos autovalores son: {)(1 = 0.934, x, = 0.988 — 0.552 1,4, x3 = 0.6703 +
0.3296 /22,3. Se tiene un autovalor fijo en 0.934 mientras los otros pueden ser ubicados con
Laybs

De la misma forma se puede extender la adaptacion de pardmetros a cualquier periodo de
muestreo. Lo interesante de este método es que el ajuste de los valores de la realimentacién
depende s6lo de cada modo del sistema. Sin embargo, la pérdida de libertad puede provocar

que el problema resulte irresoluble en algunos casos.

ii. Triangularizacion de la familia de matrices via una matriz unitaria

El método propuesto para construir la matriz que simultdneamente triangulariza a todas las
matrices en M, hace uso de la demostracién del Lema 5.2 de (Chu & Zhang, 2007) que serd

transcripta a continuacion para su mejor entendimiento:

En primer lugar se sabe que las matrices de un &lgebra resoluble tienen al menos un

autovector comun.

(1) (1)

Dado tal autovector comin v/ normalizado, se debe extender a una base ortonormal v'*/,

v, ..v™ usando el procedimiento de ortonormalizacién Gram-Schmidt. Luego se puede
calcular la matriz unitaria U,=[v"...v™].

Entonces para dos matrices del conjunto M, llamadas M; y M, se puede verificar
. _ Ay ok . _[X1 xEE
UM, U, = [0 A, ] y UMyU; = [0 B, ] (5.25)

Asimismo, las matrices A; y B; de orden n-1 deben tener también un autovector comun, i.e.

. _ Ay xxx . _[Xz2 rx*
v, = o2 |y B =[5 5] (526
A partir de U; se debe construir la matriz de orden n
10
V2= 1o Uz] (5.27)
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Las matrices V>y U; V;son unitarias y ademds verifican

‘)[1 kkk  kokxkT

VUM UV, =10 A,  #*x (5.28)
0 0 A, |
T REE kkE

VyUIMuUV, = |00 xz xkx (5.29)
0 0 B, |

Se debe continuar con este proceso de calcular matrices U; de orden (n-j+1), con j=1,...,n-1
y las matrices unitarias V; de orden n. Luego de n-1 pasos la matriz unitaria (5.30)

triangulariza superior y simultdneamente a M; y M>.

U=UV,V,_, (5.30)

Esto puede extenderse a todas las p matrices M; en el conjunto M.

A continuacién se formula un método que utiliza lo establecido previamente para ajustar los
parametros de realimentacion de una matriz de lazo cerrado de manera que sea

triangularizable con una transformacion comun a otra matriz de lazo cerrado ya disefiada.

Método 5.2: Sea la realimentacién L; para el periodo h; ya calculada, es decir en este
problema <I>1CL € C™™ es conocido.

Paso 1: Determinar una matriz unitaria de triangularizacién comun.

Supongo que ®L = &, +TIL; tiene autovalores' reales {A,... A,}. Entonces, el préximo
algoritmo se debe ejecutar como maximo n-1 veces.

Sea inicialmente M;=®$L y My=®St = &, + I, L,.

1- Elegir uno de sus autovalores p;=A; de M; y construir la matriz U, para su autovector
asociado v/,

2- Obtener la matriz unitaria Uj=[v(“ lu® I...Iu(")] donde u(z),...,u(”) son vectores ortonormales
av’ que se obtienen usando el procedimiento de ortonomalizacion de Gram Schmid.

..

3- Formar la matriz W=[u .Iu(")] (quitando el autovector comun de U;), luego

' Si el autovalor A; de M; es complejo, también debe aparecer su complejo conjugado. Una alternativa es tomar
dos autovectores asociados a ambos autovalores y construir la matriz U; con vectores ortonormales a [v” ) Ivm].
Esto reduce la cantidad de pasos del algoritmo.
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4- Calcular A; =(W))' M; W,. Luego adoptar M;=A; y volver a retornar al paso 1.
Como resultado de este proceso iterativo se obtendrd la matriz unitaria (5.30)

(donde U; =V;, Vo,=[100..;0 U], V5=[100..;0 1 0....; 0,... Us], etc).

Paso 2: Planteo de sistema de ecuaciones

Una vez calculada la matriz unitaria (5.30) se debe resolver el sistema de ecuaciones que

surge de igualar la matriz ®5* = UT(®, + I,L,) U ala siguiente matriz triangular superior

X1 KEE wkx
lO X2 ***l

0 0 (5.31)

Es decir, se deben igualar las nx(n-1)/2 ecuaciones que se determinan al igualar a O los
términos debajo de la diagonal principal de ®$¢. Simultdneamente, los elementos en la
diagonal deben ser inferiores a la unidad en moédulo. Es decir, se deben satisfacer n
inecuaciones.

Matemdticamente esto se expresa como las nx(n-1)/2 ecuaciones (5.32) siendo la matriz

unitaria U = [TIT>l...T,], donde T} son vectores columna.

fila 2 {T," ST, =0

fila 3 {Ts"®5LT, = 0, 5" @§ET, = 0, ..
(T, ®5'T; = 0

filan T, ®5!T, = 0

(5.32)
TnTCDgLTn—l =0

A su vez los elementos en la diagonal deben satisfacer (5.33) tal que ly;l<1 paraientre 1y n.

JT1TCI)§LT1 =X1

Tqu)gLTz = X2 (5.33)

anTCDgLTn = Xn

En muchos casos, la cantidad de pardmetros de la realimentaciéon de estados (dependiente
del tamafo de la matriz de entrada) es inferior a la cantidad de ecuaciones y por tanto no
necesariamente existe una solucion de este sistema de ecuaciones. En estos casos se puede
proponer una solucién aproximada, por ejemplo resolver sélo las ecuaciones de la dltima fila,
y luego verificar si con los pardmetros obtenidos el sistema es estable de manera robusta via

por ej. un andlisis de Lyapunov. Es decir, se requiere un paso de verificacion de estabilidad.
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Paso 3 (opcional): Verificacion de existencia de QCLF en solucién aproximada
A continuacién se consideran dos posibles maneras de verificar que el sistema conmutado

sea estable con matrices determinadas segtin el método presentado previamente:

1. Para las matrices de lazo cerrado calculadas previamente, buscar una matriz P
comun que satisfaga las LMI (ver 5.4.1). Esto puede ser realizado con algun método

numérico.

2. Seleccionar los elementos de la matriz ®5L, que estén por debajo de la diagonal

principal de forma de constituir la siguiente matriz perturbacion.

0 0 0-|

ﬁz = _ A _ oo “ee . E 5.34

PLn—-11) BMm—-12) - - 0 (5.34)
®5t(n, 1) BCL(n,2) o - 0

Tras esta definicién M, = ®5L — Q, resulta triangular superior. En este caso la
perturbacién en el plano original resulta Q, = UTQ,U. Entonces, se debe verificar si

se satisface la condicion de robustez establecida en el Teorema 5.1.

Si bien no hay certezas sobre el éxito del método propuesto en la obtencion de una solucidén
para {(5.32) y (5.33)} se pueden considerar las siguientes alternativas en caso de que el
mismo falle:

Si no se puede encontrar una CQLF en el caso aproximado se puede intentar resolver otras
ecuaciones (por ejemplo, otra fila) y re-intentar la verificacion. Si las soluciones previstas por
las otras ecuaciones tampoco dan un resultado satisfactorio, se puede construir otra matriz

unitaria (empezando por otro autovalor). Por dltimo se puede cambiar el disefio original de L;.

El método 5.2 presentado es analizado en los siguientes tres ejemplos. En el primero de
ellos se considera el caso mds simple, un sistema de segundo orden con una entrada de
control. Este caso es el mas simple de todos porque requiere la existencia de un sélo

autovector comtin. Como segundo ejemplo se considera un sistema de tercer orden que tiene
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la misma cantidad de parametros del controlador que el total de ecuaciones e inecuaciones
que deben ser resueltas {(5.32) y (5.33)}, por lo cual se puede resolver de forma exacta. Por
ultimo, el tercer ejemplo tiene menor cantidad de parametros de control que la necesaria, por

lo cual se resolverd de forma aproximada y se efectuard luego el paso de verificacion.

Ejemplo 5.2: Sea un sistema de segundo orden con una entrada de control. A continuacion
se presenta la soluciéon exacta del problema de encontrar un autovector comun via
realimentacion de estados. El caso de autovalores complejos conjugados requiere tener ambos
autovectores comunes, por lo cual serd tratado mas adelante.

Sea un sistema con dos periodos de muestreo h; y rh;. Las matrices de lazo abierto para

cada modo son:

1 1 1
a1 aip [bl]
D, = I = 5.35
! Ll%,l a%,zl ! b; ( )
_[ai. aI,z] B [b{]
D, = [ag'l a, 0= b (5.36)

Considerando una realimentaciéon de estados, el lazo cerrado resulta (5.37) donde para

h,=rh, se tiene L, = [l;1 1] y para el periodo nominal & se define L; = [l11  l12].

O =, + 4Ly P =, + L, (5.37)

Sean A;; y Ay, los autovalores (reales) de ®EL. Asociado al autovector comiin v =
[V v2]T, la matriz ®$" tiene el autovalor A, ; y la matriz ®£* tiene el autovalor A .

El valor de A, ; queda determinado por la expresion (5.38).

Arq = —(=bjali A1 bi +bjai,;a;,bi —bjal;b;ai,—bsaj, A, b;
+ b3 ai, ai, by — by ai, az.bi +aj, by Ayq by
— a3, by a%,z bi + ajs, bib; a%,z +ajz, bl A1 b}
—az, {a%,lb% +aj,bi a%rlb%)/(—b{ Al,lb% + bfahb%
— biaz1bi + b3 Ay,bi — byaj, bi + bibjai,

(5.38)

Este autovalor depende de los pardmetros del sistema y de A;; y no puede ser elegido
libremente. La condicién |/1r,1| < 1 depende entonces del sistema ®$L. Para conseguir este
autovalor se deben elegir los siguientes pardmetros de la realimentacién

bo=—(A2 Lzt hp a3 — A aip+ a1 a1, — A Az + a1 05, — a3 ag,

2
+ a;,z Ao — (ag,z) )/ (b1 a;,1 + bIaI,z - a5,1 bl — ag,z b1)
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2
p— r r s T T s T T T T
Ly = (a1,1 bi L, — Ar,Zal,l +a,a11 — lr,2a2,1 by — L, 24, 2b1 — Az, Q3 + (Ar,z)
T T T T T s
—Qaz; Ar,z)/@r,z by + bj A1, — Ay b1)

Donde 4, , se puede elegir independientemente.

Ejemplo 5.3: Para el mismo sistema considerado en Ejemplo 5.1 se considera el disefio del
controlador siguiendo los pasos del Método 5.1. Al igual que en el caso anterior se puede
obtener una solucion exacta para adaptar los pardmetros del controlador. Esto ocurre porque
para cualquier modelo genérico de orden tres con dos entradas (y 6 pardmetros de control)
existe una relacion exacta que vincula los autovalores de las dos matrices de lazo cerrado con
su autovector comun. Tal relacion es dificil de obtener en otros casos mds generales.

Considérese el siguiente ejemplo numérico donde el controlador para h, es

10.1879557 14.65194 —5.3005619

Ly = [—9.68605415 10 —4.220535 (5:39)
los autovalores de @ son {A,=0.5597, 1,=0.4836, 13=0.0638}.
El autovector asociado a A; resulta ser
—0.7292562728
V =1-0.3520389181 (5.40)
0.5867315302

Este es un autovector comtin de ®5% asociado al autovalor y; = 0.291567 (este valor tiene
que ver con la relaciéon mencionada), si se eligen

{l1 = —0.4827369 I, , + 0.80456151 [, 5 + 0.924321;
Lo = 0.6 5 + 1.2429131,, + 1462737612}

La matriz calculada segun paso 3 es

—0.0012304 0.68413003
W; =] 0864101 —0.3597194 (5.41)
0.503168  0.63448249

Y las condiciones para satisfacer las ecuaciones son

{lys = 100.49317 + 27.44438 I, 5 + 99.74945 I, 5 — 1420256 15 4 ,
X2 = 28.9743412 + 7.63856157 I, + 27.7631433 I3}

Con esto la matriz unitaria resulta ser (5.42).

—0.7292562728 0.3907811959 -0.5616719203
U =1-0.3520389181 0.4896068012 0.7977178580 (5.42)
0.5867315302 0.7794711260 —0.2194786411
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Con esto, el lazo cerrado del sistema ®5% en su forma triangular obtenida con UT®LCU es
[[0.29157] —37.398 —9.97869 l,, —36.269 l,; —25.449 — 6.8191 [, , — 25.4396 L, 5 + 0.6792l,,
0 [28.9743 +7.63856 1, + 27.763 L, 5]  19.067 + 55581 L, + 18.91 ;3 — 0.51186 I,
0 0 [1.1329 — 09554 1, , + 0.15923 I, ; — 0.002271;,

Es decir, aun con la matriz ya puesta en su forma triangular superior, se cuenta con 3

pardmetros libres del controlador para elegir libremente los autovalores que restan.

Ejemplo 5.4: Aplicando el método 5.1 se resolvié el siguiente problema de disefio. Sea (5.43)

el modelo lineal de un péndulo invertido en tiempo continuo, y dos periodos de muestreo

(s=2) h;=0.04 y h,=0.08.

0 0

-14 0

0 1
0

0
|2

, B=|g (5.43)
28 2

o O O O
SO O

Se calcularon los pardmetros de la realimentacién de estados para el periodo de muestreo /i,
(L= [l12 122, 132 l42]), de manera que las matrices de lazo cerrado CD1CL y <I>§L tengan una

matriz unitaria U que las triangularice simultdneamente.

La realimentacion de estados para h; (L;) se obtuvo usando la férmula de Ackerman de
manera que los polos en lazo cerrado sean {0.65, 0.7, 0.75, 0.8383} (por simplicidad se
consideraron autovalores reales), con lo que ®$* queda definida.

Se consider6 A;=0.8383 y usando el método de ortonormalizacién Gram-Schmidt se

extendid su autovector asociado a la matriz unitaria Uj.

—0.16745 0.21552 0.37490 —0.88598
0.73778  0.33845 0.55619 0.17825
0.14444 —0.90676 0.38711 —0.08406 (5.44)
—0.63778 0.12957 0.63264 0.41976

De manera similar, se consider6 A;=0.75 y se calculo las matriz U;

0.352884 0.503242 0.78881
U, = [0.757202 —0.64883 0.07519
0.549651 0.570752 —0.61002 (5.45)

U1=

En el tercer y dltimo paso se eligié A3=0.7, y con ello quedo determinada Us.

_ 081631 —0.57760

Us = —0.57760 —0.81631 (5.46)
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La matriz de unitaria comun se construye seguin (5.30) a partir de U;,U, y Us.
Con esta matriz se triangulariza a ®$* de manera exacta, como se ve en (5.47).

0.8383] 0.051396 0.395919 —2.146224]

Ut oety = 0 0.75] 1.566779 —15.65498
0 0 2.818571 (5.47)
0 0 0 0.65

Como para ®5L no alcanzan la cantidad de pardmetros para resolver todas las ecuaciones, se
plantean s6lo 3 de ellas (las de la dltima fila) y una inecuacion, es decir
T,"®SET, = 0
fila 43T, ®SLT, = 0
T, ®SET, = 0
T, 5T, = x4

(5.48)

Estas ecuaciones se satisfacen si valen las siguientes tres condiciones simultineamente
{1,4=0.833247-0.26254531, 1 +1.15678471, ,+0.22648151; 3; 1, 3=-24.50267+3.319091, ; -
15.42767 1, ,; 1, ,=1.630833+0.480661, ; }

Con esto la inecuacién da x;=0.9999 -0.0490 [, 1, es decir si se elige [, ; entre 0 y 40.77083
el autovalor serd inferior a 1.

Usando la matriz unitaria se puede verificar lo establecido por esta solucion

U*dSty
0.70239] 0.080098 0.715815 —2.74629 — 0.04728[,,
—0.0028 [0.54872| 2.507978 —9.97030 — 0.96065 I, , (5.49)
~ 10.000356 0.001775 [0.459588 2.2006 + 0.1776 1, ,
0 0 0 10.9999 — 0.0490 [, , |

Si elijo [ 1= 5, entonces y4=0.7547266129.

Como se puede apreciar la segunda matriz no es exactamente triangular superior, pero

puede ser considerada como tal mds la siguiente perturbacion aditiva:

0 0 0 0
4. — | —0-0028 0 0 0
2710.000356 0.001775 0 0
0 0 0 0
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Sin embargo, se debe verificar que es una perturbacién admisible, es decir, que no vulnera

la estabilidad.

Para ello, se construyé una funcién de Lyapunov cuadritica comiin a las matrices ®$Ly M,.
Tal como se menciond en la seccion 5.1 se eligié una matriz P diagonal trabajando con las
matrices triangulares U*®$LU y U*M,U.

En primer lugar, y> p(®$)=0.8383 (maximo radio espectral de la familia). Entonces, se
adopta y=0.85 y se utiliza el método de construccién de la matriz de P diagonal analizado en
seccion 5.4 con lo cual resulta

P = diag (1,1.2,260,25000)
Luego Q' Q=P tiene la siguiente solucién
Q = diag (1,1.0954,16.124,158.113)
Con todo esto, se calcul6 ||Q Q; Q71 ||= 0.02676 < (1-0.85)=0.15, permitiendo concluir que

el sistema perturbado { ®L, DS} serd robustamente estable.

Observacion 5.2: Al comparar los resultados de los Ejemplos 5.1 y 5.2 se remarca que el
primero puede ser considerado como un caso particular de este segundo, para el cual la matriz
unitaria se construye a partir de la matriz original de autovectores. Claramente, este segundo
método tiene un mejor resultado dado que al no tener que igualar a cero ninguno de los
parametros de la matriz de realimentacion permite elegirlos de forma tal que se puedan ubicar
independientemente todos los autovalores de cada matriz de lazo cerrado. Recuérdese que en

el Ejemplo 5.1 quedaban autovalores inaccesibles.

5.3.2 Imposicién de condiciones sobre indice de resolubilidad.

Forzar que la secuencia g™ generada por la familia M de matrices de lazo cerrado M; €
C™™ se anule para algin m=m(n) nos permite establecer ecuaciones de disefio de los
parametros de los controladores de manera mas directa que con el método de triangularizacion
comun. Esto es asi debido a que se consideran las matrices originales.

Es decir, se deben calcular las series derivadas desde 0 hasta m, donde m <m"™ de Lema

5.3, y obtener tales ecuaciones de disefio a partir de igualar a cero la serie g(m).
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A continuacién, a modo introductorio, se trata la resolubilidad del dlgebra generada por un
par de matrices de 2 X 2. El mayor indice de resolubilidad es entonces igual a 2 y entonces se
debe anular la serie g(z), ver Lema 5.3.

Como el grado de no linealidad de las ecuaciones obtenidas para m>1 crece
significativamente la resolucién analitica de este problema es muy complicada, por lo que se
propone utilizar algin método no lineal de resoluciéon numérica, como por ejemplo los
disponibles en MATLAB.

Un caso particular y mds sencillo propuesto luego es considerar el indice de resolubilidad
m=1. En este caso se dice que las matrices en el conjunto conmutan de a pares. Este caso se
identifica como caso abeliano.

Antes de considerar ambos métodos de disefo, se establecen las condiciones que deben
satisfacer los coeficientes de una matriz E;, de 2 X 2 genérica tal que su corchete con otra

matriz E; también de 2 X 2 se anule, es decir [E}, E} ]=0.

Lema 5.5: Condiciones para conmutacion de matrices de 2 X 2

Sean dos matrices {E, Ej} € R2*2, las condiciones que deben satisfacer los coeficientes (no
nulos) de Ej tal que [Ej, E}]=0 son (5.50), donde e/, es el elemento de la fila [ y columna m

de la matriz r.

(5.50)

Demostracion

Esto se verifica simplemente calculando el corchete de Lie [Ej, E]. 0

Un interesante resultado que surge a partir del Lema 5.5 es la relacion entre los autovalores

de Ej y E}, si los parametros de esta tltima se calculan con (5.50).

Lema 5.6: Autovalores de matrices de 2x2 que conmutan entre si.

Sea un par de matrices E; y Ej de 2x2 que conmutan entre si. Si los autovalores de E; son
complejos conjugados (reales) entonces los autovalores de Ejtambién son complejos

conjugados (reales).



194

Demostracion:
Esto se demuestra evaluando el signo de trace(E;) — 4 det(E;). Si el mismo es negativo
son complejos y en caso contrario son reales.

Para la matriz E; se verifica que esta condicion es (5.51).

trace(E;) — 4 det(E;) = (), — el,)" — 4 elye] (5.51)

A célculo hecho para la matriz Ej calculada con la solucién (5.50) se tiene (5.52).
2
(ef 1)
2
J
(621)

F L2
Como (5.52) resulta igual a (5.51) multiplicada por un cociente positivo (eé‘l)z / (ezjl)

. .2 .
trace(E;) — 4det(Ey) = ((ef, — ed,) —4elrel,) (5.52)

entonces el signo de (5.51) es el mismo de (5.52). Con esto, si E; tiene autovalores complejos

conjugados entonces Ej también tiene autovalores complejos conjugados, y viceversa.

i. Caso de indice de resolubilidad m>1

Sea la familia de matrices de lazo cerrado M = {M;,M,} € C?*2. Entonces las series

derivadas son
g(O):Span{Ml; MZ' [M1J MZ]: I:Mll [Mll MZ]]; [MZI [Mll MZ]]) }a
g(l):span{ [M;, M,], [M1. [M,, MZ]]! [Mz; (M, Mz]], o)

g(Z):Span{[[Ml, Mz], [Ml' [Ml’ Mz]]] ) [[Ml’ Mz], [Mz, [Ml’ Mz]]] ) }, y asf N COIltiIlua.

De acuerdo a la Observacion 5.1 se obtiene m“™=2. Esto requiere que la serie g” sea nula.

Para conseguir esto se definen E; = [My, M,], E; = [My, [My, M,]] y E5 = [My, [My, M;]] y
luego para que se anulen los corchetes entre [Ey, E;], [E1, E2] y [E2, E3] se deben satisfacer las

ecuaciones (5.50) siendo k=1,2,3, j=2,3 con i # j. Mds ain, dado que en este caso Ey y E;

)

tienen traza nula (g’ € sl(2)), entonces (5.50) se puede simplificar como (5.53).

k
k _ j €21

€12 = €125
€21

J

e
k _ ~ .k €11
e11 = 2e3;—

7 —
821

(5.53)

k
€11
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Como My =®, +I1L; y My, =®d, + T, L, entonces en los elementos de la matriz
[M,, M;] aparecen términos de grado 2 de los elementos de L; y L, y en el corchete
[Ml, [Ml,MZ]] de grado 3. Por esto las ecuaciones (5.53) son de tipo no lineal en los
coeficientes de L, y L,. Para resolverlas se propone utilizar métodos numéricos de resolucion.

La aplicacidén de este método se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5: Sea el mismo sistema considerado en el Apéndice E con dos periodos de
muestreo. Para obtener los pardmetros del controlador, se plantean las ecuaciones no lineales
(5.53) que garantizan que g»=0.

Los parametros que satisfacen tales ecuaciones se obtuvieron haciendo célculos iterativos
con el comando fsolve de MATLAB, inicializado con los pardmetros disefiados con el método
LQR (ver Apéndice E).

Los valores obtenidos son

L, = [223.9737331539454 —807.65042804235]
L, =[925.6796603205983 —1.0185483603890]

Como los radios espectrales de cada matriz de lazo cerrado son p(®$4)= 09759 < 1y

ADSH)= 0.9947423 < 1, respectivamente y ademds g'”=0, entonces el sistema conmutado es

estable asint6ticamente para cualquier conmutacion.

Observacion 5.3: Las diferencias entre los pardmetros del disefio inicial LQR y las
obtenidas con este disefio son mucho menores comparadas con las diferencias entre los

parametros del disefio LQR y el propuesto por (Schinkel et al., 2002), ver Apéndice E.

Observacion 5.4: El célculo iterativo de los corchetes produce combinaciones no lineales de
parametros del controlador en los elementos de la ecuacion (5.53) (los cuales son lineales en
las matrices M;, M>). Con esto, las ecuaciones se vuelven mds complicadas a medida que el
valor de m se incrementa y métodos no lineales de resolucion numérica deben ser usados para

resolver este problema.

ii. Caso abeliano

Un caso particular y mds sencillo propuesto aqui es considerar el indice de resolubilidad
m=1. Con esto las matrices en el conjunto conmutan de a pares. Este caso particular del

Teorema 5.1 ha sido primero demostrado en (Narendra & Balakrishnan, 1994).
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Esto requiere para cada par de matrices en M que (5.54).

[Mi, M;] =M; M; —M; M; =0, i+]j (5.54)

La posibilidad de satisfacer tales ecuaciones depende del orden del sistema y de la cantidad
de parametros ajustables de control. En un caso general se pueden buscar soluciones
utilizando algun método no lineal de resoluciéon numérica, como un caso particular del

método presentado previamente.

Un caso particular para el cual si es posible obtener la solucién analitica del ajuste de los
parametros de un controlador por realimentacion de estados es para sistemas lineales de
segundo orden genéricos con una sola entrada de control (el caso de tener dos entradas de

control es trivial). Esto se presenta en el Ejemplo 5.6.

Ejemplo 5.6: Sea el mismo sistema de segundo orden de Ejemplo 5.2. Para el caso m=1, se
deben satisfacer las ecuaciones (5.54), luego se pueden usar las soluciones (5.50)
considerando E; = &t y E, = &¢L.

A célculo hecho los pardmetros de la ley de control L, = [l,1 1] deben satisfacer

— r 1l T rLl T Ll T Ll r 1
Ly = —(—11,2az,1b2 bi + ;a5 1b1b; — 1105 ,1b1by — 1103 ,b1b; + 1y 1a ;b3 b3
1 T r 1 T r 1 T r T rLl r 1 r
—aj,a31b; —az a3,b) +az a1,b; +1,a11b1b; +ajja3,b1
T 1 r
+ a2,1a2,2b1) (5.55)

/(—ai,bibs + 1, ,b3bI b} + 1y 1b3bTb] — Iy ,bib5by — 1y 1 bib] b}
- a%,zbgbg + a%,zbfbg + a%,1b{ {)

Lo = —(lLi1a] ;b b — 1y 2a51bTbi — ;107 ,b5b] — ai,a},b] + Ly ,af ,b5b;
- ai_za;zb; + a%,za;,zbg - l1,2a§_2b§b11 + aizailbg + a%,laI,Zb{
- a%,la{,zbg
+ 1l a;,lbgbll)
/ (=ai1bib} + Ly ;b3b7 b3 + 1y 1b3bTb] — Ly ;bib3bs — 1y 1bib] b}
- a%,zbgbg + a%,zbfbg + a%,lbIbI)

(5.56)

Para cualquier periodo ki y su matriz asociada ®£~, que se agregue a esta familia, vale que

si se ajustan los pardmetros de su realimentacion de estados segun {(5.55) y (5.56)}

intercambiando k por r, entonces ®£: conmuta con ®§L y dEL, y entonces la familia M =

{DSE, dEL, DEL .} genera un dlgebra de Lie resoluble (con g"=0).
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Observacion 5.5: En {(5.55) y (5.56)} se puede ver que los pardmetros de la realimentacién
de estados para una matriz de lazo cerrado asociada a /; dependen de los parametros de las
matrices de lazo abierto @; para h; y hi y los pardmetros del controlador L, para h;. Con esto,
una vez determinados [;; y [;» quedaran definidas todas las matrices en el conjunto y sus
respectivos radios espectrales, los que pueden resultar superiores a la unidad dependiendo,
entre otras cosas, de la planta en particular. Sin embargo a partir del Lema 5.6 se establece

que todas las matrices en el conjunto tendrdn sus autovalores complejos conjugados o reales.

5.3.3 Control por realimentacion de estados con observadores

En primer lugar se analiza la resolubilidad de la familia de matrices (5.10) con i=/,..p, a
partir de suponer la resolubilidad de las dlgebras generadas por matrices del lazo de control y

lazo de observacion de manera separada.

Lema 5.7: Sean las familias MC={CIDiCL, con i=1,..p} y My={®;, con i=1,... p} tales que

ambas generen dlgebras de Lie resolubles.
Entonces, la familia M = {¥; con i=1,...p} generan un dlgebra de Lie resoluble.

Demostracion:
Como las édlgebras asociadas con las familias M¢ y My son ambas resolubles (por separado),
luego existen dos transformaciones matriciales 7¢ y Ty que triangularizan a todas las matrices

en cada uno de los conjuntos Mc y M.

Es decir, TC‘I(DiCL Tcy TO'I(DL- Ty con i=1,..p son todas matrices triangulares superiores. Sea

. ) ) ) T. O
la transformacion invertible 7 (dado que T¢ y Ty son invertibles) T = [OC T ], entonces
0

et 0 [cpl.CL FiLi] To 0
0 T;'fLo o llo T,
_ IrglcbfLTc TEL T, l (5.57)
0 Ty 10;T,

que resulta ser triangular superior, por tanto el dlgebra generada por ‘¥; es resoluble.



198

Observacion 5.6: A partir de este lema y proponiendo ademds que los radios espectrales
maximos de las familias de matrices de lazo cerrado de control p(M,) y del error del
observador p(Mj) sean inferiores a 1, la estabilidad de lazo cerrado de la familia (5.10) queda

garantizada por el Teorema 5.1.

A los efectos de conseguir que el dlgebra generada por el My sea resoluble se pueden aplicar
tanto los métodos de triangularizacién como los de imposicién de indice de resolubilidad. A
modo de ejemplo se presenta la solucién analitica del ajuste de los pardmetros de los
observadores de sistemas de segundo orden genéricos.

Ejemplo 5.7: Sea el mismo sistema descripto en Ejemplo 5.6, en el cual se buscan calcular
los pardmetros del observador asint6tico (5.10) para reconstruir el estado que no puede ser
medido a partir de su salida.

Definiendo la matriz de salida C, que permanece invariante ante el cambio de periodo de

muestreo (5.2), como sigue

C=[a ¢ (5.58)

Entonces para h=rh se tiene G, = [dr1 Y9r2]T y para el periodo nominal 4 se define
G, =[911 912]T.

Aplicando el método abeliano 5.3.2.i1, se pueden usar las soluciones (5.50) considerando
Ei=®; +G;C y E, =®,. + G,.C, yaque es un caso dual del problema del controlador.

A célculo hecho, se obtienen las soluciones exactas {(5.59), (5.60)} de ajuste de cualquier

observador genérico de forma que la familia My genere un dlgebra resoluble.

_ 1 1
Ira = _(afz C3 Q31 — iz Ay1 € — G114 C2 €1 A1q — gz C; A4
2 2 1 1
+ 911 (c1)?alz — 911 (€)% a3 + ajp ¢1 ay, —aj; az, ¢
1 1 2 _ 1
+ai; ¢ ai1 + i1 €2 ¢ a53)/(—ai; (61)* —az 16 (5.59)

+c ah c; + (Cz)za%l)

_ 1 2 1 1
r2 = —(¢1 ai az1 +al; gz (1) — c1a3, ay; — aj; az16;
1 2 1
— Qi1 gz €1 C2 — Q32031 C; — G2 (c2)? ayy + az; aq1c,
1 1 2 _ 1
+ s a31C5 + Ay oz €162)/(—aiz (€1)° — az; €162 (5.60)

+ ¢ ajic; + (c2)? ady)
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El problema de disefio de realimentacion de salidas con observador puede resolverse
entonces combinando las soluciones de ajuste de los pardmetros de control {(5.55)y (5.56)} y

de los parametros del observador {(5.59), (5.60)}.

5.4 Analisis de robustez y performance

Para DTSS cuyas matrices satisfacen las condiciones Lie-algebraicas del Teorema 5.1, la
estabilidad exponencial uniforme ante conmutacién arbitraria es equivalente a la estabilidad

exponencial de todos los modos que lo constituyen.

Si bien la condicién algebraica de resolubilidad del dlgebra de Lie se destruye ante una
dispersion paramétrica en un pequefio entorno (Agrachev & Liberzon, 2001), cierto grado de
robustez es esperable debido a la propiedad de estabilidad exponencial que es robusta frente a
pequenas perturbaciones de los parametros del sistema.

Por tanto, el objetivo de esta seccion es proponer herramientas que permitan determinar el

grado de robustez.

5.4.1 Calculo de la matriz P de la CQLF

Para realizar un andlisis de robustez (o de performance) se requiere explicitamente el
célculo de la matriz de la matriz P de la funcién cuadritica de Lyapunov V(x) = xTPx y el
coeficiente de estabilidad exponencial y < 1 que satisfacen (5.61).

P=P">0

y2P—-MI'PM; =0, i=1,..p (5.61)

La existencia de una CQLF se garantiza en este Capitulo disefiando las matrices M; con los

métodos de seccidn 5.3.

Una primera alternativa para calcular P y y es usar directamente algin método numérico
(Boyd et al., 1994) para resolver las LMI (5.61).

Una segunda alternativa es determinar sus valores a través de resolver exactamente la
igualdad en (5.61), es decir M; PM, = y2P siendo M, la matriz en la familia M de mayor
radio espectral y y = € + max;p(M;) = € + p(My). En lo que sigue se mostrara un ejemplo

donde la misma es valida.
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Una tercera alternativa es construir P a partir del conocimiento de la transformacién de
triangularizacion T. Especificamente, si el dlgebra generada por las matrices es resoluble, se
puede construir la matriz P en el espacio original como (5.62) donde ‘R significa tomar la
parte real de la matriz diagonal y P es la matriz diagonal comuin, a las matrices triangulares

superiores T~1M; T, calculada con el método constructivo de (Theys, 2005).

P =R(T*PT) (5.62)

A continuacidon se analiza este método constructivo a los fines de establecer conclusiones

sobre la relacion entre y y P.

i. Relacion entre la aproximacion de norma elipsoidal y la matriz P

A partir del método constructivo utilizado para la demostracion de Corolario de (Theys,
2005), citado aqui como 5.1, se puede establecer una relacién aproximada entre la matriz P y
la aproximacion de norma elipsoidal y.

A estos efectos, se citan a continuacion los lineamientos de la propuesta de (Theys, 2005).

El objetivo de la demostracion de (Theys, 2005) es encontrar por construccién una P comuin
de matrices triangulares M; o triangularizables M; (que satisfagan M; = T~'M; T). Esto

requiere resolver las LMI (5.63).

y2P—-MI'PM; =0 (5.63)

Para el caso de estabilidad se debe considerar y=1. En la demostracién de Teorema 5.1 de

(Theys, 2005) se propone elegir como P una matriz diagonal. Entonces (5.63) se convierte en

.2 Cx
2 i i i
(V - |a11| )Pl —ai1 412 P1
T A i |2 2 K
—ai;aly pr —laly| e+ (v2 —ake| ) p. (5.64)
P T I
—ai1 Aip P1 —Qi11 A1p P1 — A2 Ay P2

Luego, los valores de p; (para y =1) se eligen de forma que los menores principales de la
matriz sean positivos. Estos menores principales py.,, se pueden forzar a ser positivos, porque
Pr+1 > 0 solo aparece en el dltimo término diagonal y entonces puede ser elegido como un

valor suficientemente grande. Por ejemplo, en el primer menor principal (5.65), p, solo
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aparece en el ultimo término diagonal, y luego puede ser elegido tan grande de forma que se

satisfaga el signo positivo.

(VZ - |a§1|2) (&1 _ail* aiz P1
. ;12 ) 2 >0 (5.65)
—a;1 A2 P1 —|a12| p1t (V - |a22| )Pz

Como los elementos de M; son finitos se garantiza que el valor de py .4 existe y es finito.

. . . 12 .
Si en lugar de usar y = 1 se considera y? = |a}j| + sj-‘ < 1 el menor valor de ¢ para el

i.

conjunto M es &,;,, = ¥ — p(M), donde p(M) = max |aj;|.

En este caso (5.65) se puede reescribir como (5.66).

€1 D1 —aj; Q13 P1 0
P i |2 i |7 (5.66)
—al; af, p1 —|al,|"pi + 5 p,
Sin pérdida de generalidad se puede suponer p;=1. Para que el determinante (5.66) sea
positivo se verifica que: la disminucion del valor de eji requiere que p, sea mas grande.
El mismo razonamiento puede extenderse al resto de determinantes. Entonces con este
método constructivo la cercania de la constante exponencial al méximo radio espectral del

conjunto se logra a expensas de elegir los términos cada vez mds grandes.

Por otro lado igualar la constante exponencial al valor de p(M) elimina el término que
multiplica con signo positivo al valor p; en la diagonal y este término forma parte de los
determinantes de los menores principales de tamafio mayor o igual a j. Por ejemplo, si en
(5.66) el maximo autovalor es max |ab,| y £5=0 entonces el determinante resulta negativo

para cualquier valor de p,>0.

Por ambos motivos, si bien se puede aproximar la norma exponencial por un valor superior
al radio espectral, no siempre es posible usar la igualdad con la P diagonal construida con este
método. Esto no contradice lo postulado por el Corolario 5.1 que dice que la aproximacion de
la norma elipsoidal puede ser elegida igual p(M) porque el mismo se basa en la existencia de

* , . .
una P comtn que no necesariamente sea dlagonal.
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Entonces, a través del andlisis del método constructivo se puede llegar a la siguiente
conclusion:

La cercania de y con p(M) se logra a expensas de agrandar los pardmetros py,;. Esto
implica que la relacién entre autovalores de P, p,,,1/p; se vuelva muy grande y se reduzca la

cota de una posible perturbacion admisible como se indicara en la seccion siguiente.

Observacion 5.7: Si el disefio fue realizado con el Método 5.2 y los autovalores de la planta
controlada son reales, entonces la matriz unitaria de transformacién es real y la matriz P

construida con (5.62) y la matriz diagonal P tienen los mismos autovalores.

ii. Igualdad entre la aproximacion de norma elipsoidal y el mdaximo valor singular de M

En algunos casos es posible resolver la igualdad en (5.61) para calcular P tal como se
consideré en la segunda alternativa. En este caso P en general no tendrd una forma diagonal
tal como fue observado en la seccién precedente.

Un interesante ejemplo para matrices de 2x2 se muestra a continuacion.

Ejemplo 5.8: Sean {Ej,E;} € R2*2 dos matrices que conmutan, es decir matrices que

satisfacen (5.50). Considérese la matriz simétrica P (5.67).

[ _elzjl (911 622) |
3112 2 3112
P = i j (5.67)
(611 — €3 1
J
2 €,

Supongamos que —egl / eljz>0 y que los autovalores de E; son complejos conjugados,
entonces la condicidon (5.51) es negativa. Como el signo de (5.51) es el opuesto al del
determinante de (5.67), entonces se puede garantizar que el determinante es siempre positivo.
La satisfaccion de ambas condiciones garantiza que la matriz (5.67) es definida positiva.

Realizando entonces el producto EJ-TP E; se obtiene (5.63).

_ezjl (elj1 ~ egz)
e, 2ej,

5.68
( €11 ezz) .
2 e12

T (] i _ ] ]
Ej PE; = (311 €22 ~ €12 ez1)
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Por simple inspeccién la matriz de (5.68) resulta ser la matriz P definida en (5.67)
multiplicada por el determinante de E;. Como det (E;) = 4;4; = |Aj|2 y entonces la constante
exponencial y; = |/1]-| .

Procediendo de igual forma para todas las matrices calculadas con (5.50), el producto
ETP Ej resulta ser la matriz definida P definida en (5.67) multiplicada por el determinante de
Ej.. Nuevamente como |Ej| = 4,4}, = |A;|? entonces la constante exponencial es ¥, = |A].
Con esto, para todas las matrices que conmutan entre si, E; y todas las Ej que satisfacen

(5.50), se puede elegir la matriz P (5.67) de la funcién cuadréitica comin de Lyapunov y el

coeficiente de estabilidad exponencial de cada matriz es el modulo de sus autovalores.

5.4.2 Performance establecida en términos de la norma espectral

La estabilidad asintética exponencial es verificada por la existencia de una CQLF. Esto

permite acotar la norma espectral del vector tal como se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 5.2: Performance y norma espectral

Sea el sistema (5.2) donde las matrices M; = ®¢~ en el conjunto M generan un dlgebra de
Lie resoluble (como se ha propuesto en la seccion precedente). Entonces el lazo cerrado (5.2)
es asintdtica y exponencialmente estable, y tiene una performance, caracterizable por la

norma espectral del vector x, que es ||x,1]| < ¢ g*"1|[x,ll.

Donde ¢ = ,Mmax(P)/(y Amin(P)) y g=y =p(M) + €, con p(M)= max; p(M;) en el
conjunto My €>0, y Anin(P), Amax(P) son los autovalores maximo y minimo, respectivamente

de la matriz P definida positiva y simétrica.

Demostracion:

A partir de la resolubilidad del dlgebra de Lie generada por M se tiene que existe una
CQLF. Més atn en la demostracion del Corolario 5.1 se tiene que existe una P para la cual
existe una igualdad entre el JSR y la aproximacién de la norma elipsoidal, es decir p(M) =
p(M) = max;p(M;).

Supongamos para independizarnos de la determinacion de P que y = p(M) + ¢ tal que la

constante exponencial y < 1 satisface para todas las matrices M; en M, la LMI (5.61).
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Equivalentemente (5.61) significa que

V(xe+1) < V2V (i) (5.69)

Ademds, como P es una matriz definida positiva vale la siguiente desigualdad
Amin(PIx1? < V() < Aax (P 1x]12 (5.70)
donde || . || es la norma espectral o euclidea.
Combinando las desigualdades (5.69) y (5.70) se tiene
Amin (P X1 117 < V(1) < ¥2V () (5.71)
Por recurrencia a partir de xp en (5.69) se tiene

V(x) < v¥V(x0) (5.72)

Utilizando la cota superior (5.70) para xy, se tiene

V(x0) < Amax(P)llxoll? (5.73)

Acotando superiormente a (5.72) con (5.73) y utilizando esta cota en (5.71), permite obtener

)lmin(P)llxk+1||2 S V(xg41) < )/ZV(xk) < )/Zklmax(P)”xollz (5.74)

A partir de la cota (5.74) se puede acotar la norma espectral del vector en k+1 por

il < < VEma By <—M> ol
Amin(P) YV Amin(P) (5.75)
= c Y H|x
Donde c y y son las constantes positivas de estabilidad exponencial. 0

Observacion 5.8: A partir de (5.75) (y < 1), se desprende que, existe un valor r tal que

yr—l V A—maX(P) <l=>r= le\/lmax(P)/\/lmin(P)_VJ +1 (576)

Y Amin (P)

a partir del cual ||x, || < 8||x,ll, ot 6 =y"1 Amax(P)

<1.
Y Amin(P)
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El problema de esta medida espectral es que puede existir una relacién de compromiso entre
el valor de la aproximacién de la norma exponencial y y los autovalores de P, tal como fue
analizado previamente para el método constructivo de P. Es decir si es que si se elige
y=pM)+¢g cone— 0, nax(P)/Amin(P) T y viceversa.

5.4.3 Robustez frente a perturbaciones

La existencia de una QCLF garantizada por la resolubilidad del dlgebra de Lie asociada a M
y la posibilidad de considerar la constante de estabilidad exponencial inferior a la unidad nos

permiten realizar analisis de robustez del disefio frente a perturbaciones.

Teorema 5.3: Robustez frente a perturbaciones

Sea el sistema perturbado

Xk+1 = Mi Xy + 'Qi Xk (577)

Donde la perturbacién médxima esta acotada por su norma espectral ||Q;|| < a y las matrices

M=®{" del conjunto M generan un 4lgebra de Lie resoluble.

Entonces el sistema perturbado es robustamente estable si

a) la cota de la perturbacion satisface la siguiente

QQ; Q7 I<1—y (5.78)

b) o en su version mas restrictiva

(v nax P /A2 P)]) < 1 = (5.79)

donde Q se obtiene via la descomposiciéon de Cholesky de P, Apin(...), Amax(...) son el
minimo y maximo autovalor de la matriz P y donde el coeficiente y = € + max;p(M;) siendo
max;p(M;) el mdximo radio espectral en el conjunto M y con & > 0 tan chico como se quiera

(existen algunos casos donde € puede valer 0).
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o < (1—y) YAmn(Pl (5.80)

| Amax(P)]

Demostracion:
Por hipétesis existe una QCLF, es decir existe una P definida positiva y simétrica que se

puede descomponer usando la descomposicién de Cholesky P = QT Q.

Aplicando el cambio de coordenada z = Q x en la ecuacién (5.77) y considerando (5.69), se

obtiene
zZT(QDTMIQTQ M; Q71z —y?272
=11Q M; Q7 z|I> —y?|IzlI> <0 (5.81)

De forma equivalente
@ M; @7zl < yllzll (5.82)
La dindmica del sistema perturbado expresada por z resulta
Zker = Q MiQ7 2 +Q Q; Q71 24 (5.83)
Luego, utilizando la desigualdad triangular
Zieall < 11Q M;Q7 2zl +11Q Q; Q71 || (5.84)
Reemplazando con (5.82) en la desigualdad previa se tiene
IZisall < vIZell + 110 Q; Q7 [zl (5.85)

Siy+ 110 Q; Q71 || < 1 entonces se demuestra la parte a).

Para la parte b) se opera como sigue en el término ||Q Q; Q71 ||, usando la desigualdad

triangular y propiedades sobre la descomposicion de Cholesky se tiene

10 2 Q7 lHllzell < NQUNQTHIIN Qs zi ]

max max Amax P
mmgg lzill < D 20l < o oL, (5.86)

- ” Q; “ mln(Q) |Amin(P)|
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Entonces, si se satisface la desigualdad

A P
<y+a | Amax( )|) -1 587
Mmin(P)l
Se garantiza la estabilidad del sistema perturbado, porque esto da
| Amax (P)|
|11l < (V +o——|llzll <Ilz 5.88
Mmin(P)l ( )

La existencia de una funcién de Lyapunov comun brinda cierta robustez frente a una
pequefa perturbacion aditiva en el sistema. Por ejemplo dispersion paramétrica,
incertidumbre en el valor efectivo del periodo de muestreo, entre otros motivos.

El siguiente ejemplo muestra la robustez del disefio frente a cierta dispersion en el valor del

periodo de muestreo.

Ejemplo 5.9: Sea un conjunto de matrices que satisfacen el criterio algebraico, para un
periodo nominal ~;"”". Entonces existe una CQLF que satisface estabilidad.

Supongamos que cada h™ € [A™", K™% Utilizando el criterio para periodo acotado de
(Hetel et al., 2008), (Hetel et al., 2009), se puede determinar la estabilidad en los extremos del
politopo descripto por {(2.34),..., (2.38)}, que se construye a partir de la aproximacién de
Taylor de orden N (2.33) de las matrices discretas del sistema (2.32), ver seccién 2.2.6 por
detalles. Con esto, las N+/ matrices de lazo cerrado del politopo son (5.89) y el mismo resulta

estable si se satisfacen las LMI (5.90).

lijc = (4, + B L), j=1..N+1 (5.89)

(lijC)Tp Wy —p<0, j=1..N+1 (5.90)

Entonces si se realiza la diferencia entre cada una de estas N+/ matrices y las matrices de
lazo cerrado para el periodo nominal se obtienen las matrices de perturbacion (5.91). Si todas

estas perturbaciones satisfacen el Teorema 5.3, entonces el sistema es robustamente estable.
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Aj = lijC — L€, j=1.N+1i=1..p (5.91)

Numéricamente, considérese el sistema (5.92) donde =0.1, /=5y bl=1.

A= Eaz _p? ;a] B = [21] (5.92)

Los periodos de muestreo nominales son /;=0.1 y h,=0.2. Estos valores varian en los
siguientes intervalos [0.8, 0.12] y [0.18, 0.22].

La retroalimentacion L, (para h;) se calcula de acuerdo a {(5.55), (5.56)}. Es decir, dado
L;=[-10,-6], queda definido L,=[-1.4983887, -4.3687792]. Con esto, el mayor radio espectral
en la familia es p(M) = p(M;) = 0.6990. A cilculo hecho la P calculada con (5.67) es

_[50.40187 3.8085937

= [3.8085937 1 | >0 (5.93)

Esto permite calcular Q. Luego, se puede calcular si la méxima perturbacién para cada

matriz satisface (5.78). A calculo hecho estas condiciones son

max;—y y+1(]|Q 22 @71 |) = 0.1505 < 1 — (p(M))” (5.94)

max;—; y41([|Q Q2 @71 ||) = 04316 < 1 — (p(M))” (5.95)

Ambas condiciones se satisfacen y entonces el sistema es robustamente estable.

5.5 Conclusiones

La adaptacion de la tasa de procesamiento/transmision de la informacion en CPU o redes es
una técnica que permite el uso eficiente de los recursos compartidos, y provoca la variacion
del periodo de muestreo de los lazos de control. Esta variacién puede tener un impacto
negativo en la estabilidad y performance del sistema.

El disefio de una familia de parametros del controlador, donde cada elemento en la familia
se corresponde con un periodo de muestreo, debe garantizar la estabilidad asintética y cierto

nivel de performance.



Cap. 5. Control de sistemas discretos LTI con periodo de muestreo variable en base a métodos Lie- 209
Algebraicos

Motivado por estos problemas, en este Capitulo se uso la condicion suficiente establecida
por la resolubilidad del édlgebra de Lie generada por un conjunto de matrices estables, para
garantizar la estabilidad asintética.

Si bien conocida desde hace tiempo, esta condicidén algebraica ha sido propuesta por
primera vez en esta tesis para ser usada en el disefio de sistemas discretos de lazo cerrado.
Especificamente se usa para imponer condiciones que permitan obtener los pardimetros de un
controlador por realimentacion de estados que resuelva el problema. Esto permitié proponer
nuevos métodos de disefio de control para estabilizacion, via la obtencién de una matriz de
triangularizacién comun o planteando condiciones de resolubilidad del dlgebra de Lie, ambos
sobre las matrices de evolucion resultantes en tiempo discreto.

Estos métodos han permitido obtener soluciones analiticas en algunos casos y aproximadas
en otros. Se trataron casos de realimentacion sin y con observadores de estado y se analiz6 la

robustez de los disefios propuestos via ejemplos.
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APENDICE E

Deficiencias de resultados previos de la literatura

Sea la siguiente planta de segundo orden lineal tomada de (Schinkel et al., 2002) descripta
porx = Ax + B u, con

4=[_10000 02 =11 ED

Se consideran que esta planta es muestreada con los siguientes dos periodos de muestreo,
h;=0.002 y h;=0.094.
Suponiendo un control discreto por realimentaciéon de estados uy = L; x;, las matrices de

lazo cerrado dDiCL de la familia para cada periodo de muestreo h; son

o _ [0.9801 0.0020
1= -19.8649 + 0.0020 L, ; 0.9799 + 0.0020 11,2]’

(E.2)
L [0.995+0.0002 I,; 0.000246 + 0.0002 Ly,
2~ |-2.466 + 0.00025 [,; —0.995 + 0.00025 [, ]

Supongamos que el controlador /; fue diseiiado con la técnica LQR, con horizonte infinito,
ver ecuacién (B.20), y vale en este caso L; = [177.820 —19.6838].

En primer lugar, si se asume un controlador comin a todos los modos, L, = L;, la matriz
®SL es inestable dado que p(P5H)=1.1697 > 1.

La opcién presentada en (Albertos & Crespo, 1999) para calcular la realimentacién de

estados adaptable al valor del periodo propone la siguiente ecuacion de disefo
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I'=(+Lh), L =L(A+BL)/2 (E.3)

Si se usa esta ley L*para h,, la matriz ®S" es inestable dado que p(®S5*)=1.0152> 1.

Disefiar el controlador con un disefio LQR, con horizonte infinito, requiere hacer las
adaptaciones al periodo de muestreo de las matrices peso del disefio, es decir Qy, My, Ry,
dependen del periodo A definidas en (B.19). A calculo hecho los parametros del controlador

disefiados con este método LQR, similar al de (Cervin et al., 2002) pero sin ruido, son:

{L; = [195.401 -19.4121],L, =[1296.6 8.826]}

En este caso cada modo es estable, pero el sistema conmutado para variacion arbitraria no lo
es. Por ejemplo, sea la sefial de conmutacién o={1, 2, 2}, la dindmica conmuta entre PLL,
®St y dSL y siempre 1o hace en esa secuencia, por tanto el sistema es periédico y se describe
como ®SL=(DdSE)2 dEL. El radio espectral es p(PSE) > 1 muestra que, aunque cada matriz es
estable, una secuencia que conmuta entre ellas no lo es.

Otra opcién para el diseio es usar el método de horizonte finito LQR de (Schinkel et al.,
2002), donde se optimiza la ley de control para un horizonte igual al periodo de muestreo que

varia. Los pardmetros son respectivamente:

{L; =[0.5784 -0.0507], L, =[1765.5 0.0109]}

Numéricamente los valores de esta solucion son muy distintos de la realimentacion L;

original disefiada con LQR, es decir este disefio arroja resultados muy conservativos.



CAPITULO 6

Co-diseiio de control y planificacion para descongestion de recursos en

Sistemas Distribuidos de Control

En este capitulo se proponen soluciones para el problema de congestiéon en los recursos
compartidos de capacidad limitada de sistemas distribuidos de control con un enfoque de Co-
Disefio, asi llamado en la literatura en referencia al abordaje conjunto del problema desde
ambas perspectivas, la de la teoria de control y la de la informética aplicada.

Desde el aspecto informdtico se propone usar una politica de pérdida de datos que descarte
ciertas instancias de tareas de control o paquetes de medicién utilizando el modelo (m, k)-
firm. Para implementar esta politica se consideran mecanismos de seleccion que determinan el
valor m del patrén (m, k)-firm de acuerdo al estado real del recurso o bien a los estados del
recurso y la planta. Se prevé que el mecanismo de seleccion se ejecute de forma “on-line”.

Como el modelo (m, k)-firm resulta en un mecanismo indirecto de ajuste de periodo se debe
complementar con un disefio de control que garantice la estabilidad y un buen nivel de
performance. Especificamente, se consideran aqui dos propuestas de disefio: un controlador
robustamente estable frente a las variaciones de periodo y una familia de controladores
adaptables a los periodos variables disefiados con el método Lie algebraico del Capitulo 5.

Las estrategias propuestas son aplicadas en casos de estudio exhaustivos.

6.1 Introduccion

Durante situaciones de sobrecarga de un recurso compartido en una plataforma informéatica
de tiempo real pueden presentarse retardos excesivos y/o pérdida de mensajes entre sensores y
controladores. Ambos fenémenos impiden que se implementen las acciones de control a
tiempo (no se satisfacen sus restricciones temporales), lo que puede resultar en un gran

deterioro de la performance o incluso inestabilidad de los lazos de control.
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En la practica, se suele intentar resolver el problema de satisfacer las restricciones
temporales de cada lazo de control con el uso de algoritmos de planificacion (scheduling en
inglés) para el trafico de la red y/o de las tareas en un procesador (Almeida et al., 2002),
(Zhang et al., 2001), por ejemplo para la comunicacién entre los maestros de redes “token
bus”, el acceso al medio se habilita con la sefial de “foken” (Lian et al., 2001). Si bien estos
algoritmos pueden mejorar la respuesta temporal del sistema, implicitamente no garantizan
que las restricciones temporales sean satisfechas. Esto requiere un andlisis extra que
demuestre cuan factible es la satisfaccion de las restricciones temporales para una dada

planificacion, ver Apéndice D.

La satisfaccion de la factibilidad se basa principalmente en respuestas temporales e hipdtesis
restrictivas de peor caso, por lo que el uso de las técnicas de planificaciéon de manera off-line
conducird generalmente a un sobredimensionamiento del sistema (Song, 2005). Como
alternativa, el uso de soluciones basadas en el control de la admision de distintos flujos y/o
que actualicen sus restricciones de tiempo real, verificando de manera on-l/ine la condicioén de
factibilidad, permite satisfacer requerimientos dindmicos de comunicacion del trifico en la
red (adicién, eliminacion y adaptaciéon del flujo de mensajes), evitando su

sobredimensionamiento en la etapa de disefio.

En este Capitulo se propone una solucién en esta linea de pensamiento, articulando el disefio

del sistema informético-computacional con el del sistema de control en lazo cerrado.

6.1.1 Antecedentes

Los principales enfoques de Co-Disefio propuestos para resolver este problema fueron
presentados en el Capitulo 2. Aqui sélo se remarcan algunas caracteristicas relevantes
teniendo particular interés en lo que concierne al disefio de control.

Las estrategias de Co-Disefio pueden ser categorizadas en tres grupos: basadas en el ajuste
del periodo de muestreo, basadas en el rechazo o pérdida de instancias de tareas de control y
basadas en el ajuste de la prioridad de las tareas.

El primer enfoque ha sido utilizado principalmente para optimizar el uso de un procesador
compartido por varias tareas de control que se ejecutan en él; (Seto et al., 1996), (Eker et al.,
2000), (Cervin et al., 2002); y no es facilmente implementable en redes estdndares, aunque ha
sido aplicado exitosamente en redes particulares como FTT-CAN (Antunes et al., 2007). El

segundo enfoque, originalmente presentado en (Ramanathan, 1999) consiste en perder
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muestras de forma selectiva dentro de cierto limite tolerable durante el periodo de sobrecarga.
Las soluciones que asignan prioridades a las tareas como (Xia et al., 2006) o que reducen la
utilizacién utilizando sensores “inteligentes” que envian sus mediciones s6lo cuando las
salidas superen ciertos umbrales, (Kofman y Braslavsky, 2006) y (Otanez et al., 2002a)

también pueden producir un cambio en el periodo efectivo de actualizacion del control.

En aquellas soluciones que varia el periodo de la tarea de control, se deben prever acciones
para evitar una pérdida de la performance de control.

Una primera propuesta considera tener una ley de control fija (controlador tunico) y
promover el envio de mensajes y/o ejecutar las tareas de control en funcién del estado de la
planta. Por ejemplo, enfoques basados en esta idea permiten mejorar la performance cuando
se aumenta el periodo, ver (Marti, 2002), (Velasco et al., 2004), (Xia et al., 2006).

Una segunda alternativa considerada en (Eker et al., 2000) y (Cervin et al., 2002) propone
adaptar los parametros de control a la variacion de la tasa de la tarea de control usando el
método de disefno optimo LQ.

Debido a que el periodo es cambiado de acuerdo al estado del recurso compartido, para
obtener una ley de control dptima se debe resolver un problema LQ para sistemas discretos
conmutados (en sus siglas DSLQ por Discrete-Time Switched LQ). Por esto, en lugar de
conseguir una Unica ganancia 6ptima de realimentacién como en el problema cldsico LQ, la
solucién del DSLQ es una ganancia por realimentacion dependiente del estado (Zhang et al.,
2009). Como la implementacién de un algoritmo que encuentre tal solucion 6ptima del DSLQ
en forma “on-line” se vuelve prohibitiva, en (Eker et al., 2000) se ha aproximado la solucién
de horizonte finito del DSLQ por la solucién éptima en horizonte infinito. Sin embargo, como
fue observado en (Schinkel et al., 2002), el lazo cerrado disefiado con una técnica LQ con
horizonte infinito puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de variacion de la tasa.
Esto se resuelve en el mismo articulo con un disefio de controladores 6ptimos con horizonte
finito resolviendo un problema LMI que garantiza la estabilidad, pero que puede conducir a

resultados muy conservativos, referirse a Apéndice E de esta tesis por detalles.

6.1.2 Enfoque de este capitulo

El objetivo en este capitulo es proponer soluciones para la descongestion de los recursos de
forma dindmica, ya sea resolviendo la sobrecarga inmediatamente, o evitando que aparezca.

Para ello se considera una estrategia basada en la pérdida selectiva de datos de acuerdo al
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modelo (m, k)-firm (Hamdaoui & Ramanathan, 1995), que puede ser interpretada como ajuste
indirecto del periodo. El interés en esta alternativa es su facil implementacion con respecto al
enfoque de ajuste dindmico de periodos, y tiene como contraparte que solo puede cambiarse el
periodo a un nimero multiple de un periodo de muestreo nominal.

Para evitar un sobredimensionamiento del sistema informdtico derivado del uso de las
técnicas planificacion off-line (Song, 2005) se presentan dos estrategias que consideran que la
adaptacion del valor m patrén (m, k)-firm de forma “on-line”.

La primera de ellas utiliza la técnica bésica (m, k)-firm y prevé la ejecucién de instancias
extras de la tarea de control en funcién de los estados del recurso y de la planta.

La segunda técnica se centra en el estado del recurso por lo cual se propone la adaptacion de
los parametros del controlador para mejorar la performance del lazo controlado. Para esta
segunda propuesta, y en concordancia con los problemas de las técnicas LQ mencionados
previamente, se propone aqui realizar un disefo de parametros del controlador que se adapten
a la variacién de la tasa, basado en el enfoque Lie-algebraico del Capitulo 5. La garantia de
estabilidad y el célculo de pardmetros en forma “off-line” lo hace muy util para el problema

de optimizacion conjunta de control y planificacion.

Estos resultados han sido publicados en los articulos (Felicioni et al., 2006), (Felicioni &
Junco, 2007), (Felicioni, 2008), (Felicioni et al., 2008), (Felicioni et al., 2010a), (Felicioni et
al., 2010b).

6.2 Formulacion del problema y modelado matematico

Se considera una arquitectura de control global integrada por un conjunto de plantas cada
una con su proprio controlador discreto. Cabe acotar que a lo largo de este capitulo se usan los
términos controlador y ley de control de forma equivalente.

En la arquitectura considerada existen recursos limitados que son compartidos entre las
tareas de control de las plantas. Por ejemplo, los controladores se ejecutan en un mismo
procesador, o las sefiales muestreadas de la planta y enviadas desde el controlador al actuador
son transmitidas a través de la misma red.

El modelado de tal arquitectura y la formulacién del problema a abordar en este capitulo se

presentan en la seccién 6.2.1.
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Ademads, como en este capitulo se propone usar el modelo (m, k) — firm, sus principales
caracteristicas son descriptas en seccion 6.2.2. Para consultar los conceptos de tareas de
tiempo real, planificacidn, su caracterizacion y conceptos de andlisis de factibilidad de

planificacidn referirse al Apéndice D.

6.2.1 Hipétesis de modelado y problema planteado

En este capitulo se consideran dos posibles problemas: a) un conjunto de sistemas de control
en el cual los controladores, sensores y actuadores estidn intercambiando mensajes a través de
la red de comunicaciones (Figura 1.1), b) un conjunto de sistemas de control tal que sus leyes

o algoritmos de control se ejecuten como tareas en un procesador compartido (Figura 1.2).

Para el caso a), se asume lo siguiente en relacion con el manejo de las sefiales de cada
sistema de control en la red, ver (Zhang et al., 2001) y seccién 2.2.1: i) muestreo periddico de
la salida de la planta; controlador y actuador manejados por los eventos a su entrada; ii)
agrupamiento de los mensajes de varios sensores hacia un mismo controlador en un tnico
paquete de red (single-packet); 1ii) en forma andloga se envia un paquete desde un controlador
hacia varios actuadores.

Bajo estas hipétesis, el manejo de la red que plantea la omision selectiva de mensajes de los
sensores a cada controlador, implica una reduccién simultdnea de los paquetes controlador-

actuador.

Para el caso b) se asume lo siguiente en relacion con el manejo de las sefiales de cada
sistema de control en el procesador, ver seccién 2.3.1: i) muestreo periddico de la salida de la
planta; controlador y actuador manejados por los eventos a su entrada; ii) una tarea realiza la
siguiente secuencia de operaciones: muestreo, cdlculo de control y actuacion; iii) cada una de
las ejecuciones de la secuencia de operaciones se la considera como una instancia de la tarea;
iv) cada tarea tiene un tiempo de ejecucién de peor caso (WCET) y cada instancia de esa tarea
se ejecuta en un cierto tiempo de ejecucion C;; v) cada instancia de una tarea se encuentra en
alguno de los siguientes estados: lista (ready), en ejecucion (running), en espera (preempted o

waiting), no activada (non activated o sleeping), detenida (stopped), ver Apéndice D.

En el caso a) se considera que las tareas de control incluyen entre sus operaciones a las

comunicaciones entre sensor y controlador y entre controlador y actuador.



218

El problema se puede establecer en forma cualitativa como sigue:

Administracion del recurso ante congestion: El problema enfocado aqui es Ia
administracién del recurso compartido en situaciones de congestion de manera de satisfacer
las restricciones temporales de las tareas del sistema integrado global y minimizar la

degradacion de la performance de los sistemas controlados.

6.2.2 Estrategia de planificacion y factibilidad con restriccién (m, k)-firm

El modelo (m, k)-firm fue propuesto originalmente en (Hamdaoui & Ramanathan, 1994)
para caracterizar las restricciones temporales requeridas por cierto tipo de aplicaciones. Este
modelo permite la especificacion del nivel de garantias requerido por las aplicaciones de
tiempo real tolerando la pérdida de “deadline” de ciertas instancias de tareas o mensajes. Esta
técnica fue originalmente utilizada para manejar situaciones de congestion en aplicaciones de
tiempo real de multimedia y luego en (Ramanathan, 1999) se mostré que puede ser utilizada

en aplicaciones de sistemas de control de tiempo real.

Definicion 6.1: Tarea con restriccion (m, k)- firm
Se dice que una tarea t; tiene deadlines (m;, k;)-firm si al menos m; de cada k; instancias

consecutivas pueden satisfacer sus “deadlines”.

Notar que m; = k; significa que todas y cada una de las instancias de t; deben satisfacer su

deadline, es decir todas tienen restricciones de tiempo real “hard”.

Tal especificacion de restricciones (m, k) tiene asociados dos problemas:
e Politica de planificacion: como planificar un conjunto de tareas o mensajes sujetos a
una restriccion (m, k)-firm;
e Andlisis de factibilidad de planificacion: para una dada politica, como garantizar que

las restricciones sean satisfechas.

Dos tipos de politicas (o algoritmos) de planificacion pueden ser consideradas de acuerdo a
la restricciéon (m, k)-firm de tipo dindmica y estdtica. Consultar esta caracterizacién en

Apéndice D.
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Las principales soluciones a estos problemas son descriptas a continuacion.

En (Hamdaoui & Ramanathan, 1995) se implementa una planificaciéon dindmica y se
propone el algoritmo DBP (Distance Based Priority) para tareas no expropiativas. En
(Ramanathan, 1999) se propone un algoritmo estdtico basado en restricciones (m, k)-firm para
tareas de tipo expropiativas (con prioridad RM por Rate Monotonic, ver Apéndice D).

En (Jia et al., 2005) y (Jia, 2009) se obtienen condiciones mds simples para garantizar el
andlisis de factibilidad en ambos casos (tareas expropiativas y no). Tales condiciones son

citadas después de formalizar el modelo (m, k), dado que serdn usadas en este capitulo.

Modelo (m,k)-firm

Para el modelo de restricciones (m, k)-firm se considera un conjunto tareas t; con periodo
basico h; y los siguientes atributos:
1. El mayor tiempo requerido para completar la ejecucion de la instancia C;
2. El deadline relativo de cada instancia, aqui se supone igual al periodo bésico, D; = h;
3. m;y k; son los pardmetros de la restriccion (m, k)-firm impuestos a T;
4. el patron (m; k;) denominado II; se define como la secuencia
I1;(0),I1;(1), ..., IT;(k — 1) donde:
a. II;(j) =1 indica que la (j + n k)-ésima instancia de t; tiene que satisfacer
obligatoriamente su deadline,
b. II;(j) = 0 indica que no es obligatorio que la (j + n k) ésima instancia de t;

satisfaga su deadline,

. n+k;—1 N
c. Enconsecuencia }.;_,* " II;(j) = m; paran 20.

Como se asocia un 'l' a una instancia que respeta su “deadline” y 0 a aquella que no lo hace,
se puede describir a un patrén (m, k) como una sucesion de bits ‘1’ y ‘0’ de largo k. Por
ejemplo, la sucesion {1 0 1 0 1} es un patrén (3,5) que tiene tres instancias que respetan su

deadline y dos que no lo hacen.

Las instancias con restriccion (m, k) pueden ser clasificadas como obligatorias u opcionales
de acuerdo a la regla propuesta por (Ramanathan, 1999), y transcripta a continuacion, la cual

permite obtener la distribucién mas uniforme posible de m en k.
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Sea un par (m;, k;) de cada tarea t;, el nliimero de instancia a (0 < a) es obligatoria si se

satisface (6.1) y es opcional en caso contrario, donde [x] es la parte entera superior a x.

a = [am;/ki] k;/m; (6.1)

En (Jia et al., 2005) fue demostrado que los patrones (6.1) introducidos por (Ramanathan,
1999) se pueden caracterizar en la forma de una “mot mecanique”. Con esto, las instancias
son clasificadas como obligatorias u opcionales basindose en la expresion (6.2), siendo

a = m;/k;, en el caso de que a es racional.

M;(a) =[(a+1)a]l— [aal,V0<a<k; (6.2)

Condicion de factibilidad de planificacion con patron (m,k)-firm

Aqui, se presentan las condiciones de factibilidad de una planificacion del conjunto de

tareas con restricciones (m, k)-firm, para los dos casos posibles de ser o no expropiativas.

Sea un conjunto de tareas periddicas (4, Ty, ..., Ty) con periodos basicos h;, hy, ..., h, y los
atributos del modelo (m, k), tal que las instancias de cada tarea son clasificadas segtin el
patrén (m, k) calculado con (6.2), y tal que la prioridad de la instancia de t; es superior a la de

7j si i < j. Entonces:

a) Si las tareas son no expropiativas, el limite superior del tiempo de respuesta se obtiene
como el limite de Rf definido por la ecuacién de recurrencia (6.3) con g — oo. Si para
cada instancia obligatoria de cada tarea t; se verifica R? + C; < D; entonces la

planificacion resulta factible. Este resultado es demostrado en Teorema 2 de (Jia, 2009).
0

= r?flx(c) + Z [Rq 1‘

j<i

(6.3)

G

b) Si las tareas son expropiativas y considérese ademds que cada tarea es planificada de
acuerdo a una politica fija de prioridad basada en el algoritmo RM (i.e. ;< hs< ...< hy).

Si se verifica la condicion (6.4) donde n; ; se define en (6.5) para cada tarea T; entonces
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se satisface la restriccion (m, k)-firm de cada tarea t; y se asegura la factibilidad de la
planificacién del conjunto de tareas. Este resultado es demostrado en (Jia et al., 2007).

i—-1

Ci+ ) mjG<hvi<isn (6.4)

j:l
n = |2 —hi 6.5

Esta condicién de factibilidad para tareas expropiativas es necesaria y suficiente cuando el
periodo bdsico de las tareas es un multiplo del periodo béasico de todas las tareas con alta

prioridad. En otros casos degenera en sélo una condicion suficiente.

6.3 Co-Diseno de control con restriccion (m, k)-firm: Teoria

El enfoque propuesto para resolver el problema formulado en la seccién previa esta basado
en el modelo (m, k)-firm. Los principios de planificacién (m, k)-firm pueden ser interpretados
como un caso particular de la técnica de ajuste de periodos. Especificamente, esto significa
que el periodo de activacion de las tareas que comparten el recurso puede ser elegido como un
numero limitado de periodos miltiplos del periodo nominal de muestreo. Por ejemplo, si el
periodo de muestreo bdsico para la planta i es A, y el patrén (m, k) de una actividad t; (tarea o
mensaje) es I1; = [1 010 0 1 1 0], entonces los periodos efectivos pueden ser 4, 2 0 3h.

Un modelo de la planta sujeto a una restriccioén (m, k)-firm es un sistema de tiempo discreto
conmutado (DTSS), dado que el efecto de (m, k) resulta en una planta continua muestreada

con un periodo efectivo que puede ser variable. Esto se analiza en la seccion 6.3.1

La posibilidad de cambiar el periodo de muestreo efectivo puede inducir inestabilidad. Por
esto, el controlador debe ser disefiado de forma tal que no sélo se satisfagan las
especificaciones de desempefio (al menos para el periodo bésico), sino ademds de forma tal
que el empleo de la estrategia (m, k) no provoque inestabilidad. Como requisito extra el uso
de la estrategia (m, k) no tiene que representar un cambio sustantivo de la performance. Esto

se presenta en seccion 6.3.2.

El impacto de aplicar el modelo tedrico (m,k)-firm en la performance de lazo cerrado
depende del controlador, los parametros temporales y la secuencia de periodos efectivos.

Estos efectos son analizados exhaustivamente en seccion 6.3.3 a través del Ejemplo 6.1.
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6.3.1 Modelo de la planta y controlador con patrén (m, k)-firm

Una planta controlada con una estrategia de planificaciéon (m, k)-firm se modela en su
descripcion de espacio de estados con un periodo h; que asume un conjunto finito de valores

multiplos del periodo bésico, i.e. h; =i hconi € N, ver DTSS en seccién A.4.

Sea el controlador por realimentacién de estados (6.6), donde n; es la cantidad de valores

del pardmetro m en la restriccion (m, k), entonces resulta el DTSS de lazo cerrado (6.7). Las

matrices ®FL = ®L(h;) de (6.7) estdn asociadas a los perfodos h;.

u, =L x; i=12,..n (6.6)

Xep1 = Py xp + Tiup = (@ + I L)x, = OFlx, (6.7)

6.3.2 Disefio de control y seleccion de los pardmetros temporales

La configuracién de la politica de pérdida (m, k) requiere la identificacién del valor k y del
periodo A. Por un lado, A define cual es la utilizacién en condiciones normales que hace el
sistema de control del recurso compartido. Por otro lado, el valor de k es determinante en la
cantidad de recurso que puede liberarse en caso de congestién. Por ejemplo un valor k=5
significa que como médximo la utilizacion se puede reducir a un 20% de la normal.

Por su parte, desde el punto de vista de control, a las especificaciones de disefio sobre el
controlador para el periodo bédsico & se le agrega el requisito extra de obtener una buena

performance (garantizando estabilidad) cuando se emplea la estrategia (m, k).

Todos estos requerimientos simultdneos hacen que resolver el problema de disefio no sea
una tarea simple. Por esto, si bien una buena solucion resulta de un proceso iterativo a
continuacion se presentan algunas condiciones y reglas que pueden ayudar al ingeniero de
control durante el proceso de disefio del controlador (subseccién i) y eleccién de los

parametros temporales (en subseccion ii).

i. Diserio del controlador

La estrategia de pérdida (m, k) mds general cambia el valor de m en forma dindmica, de

acuerdo al estado del recurso compartido por lo que la secuencia de conmutacién del modelo
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DTSS se asume arbitraria. Por esto, aqui se usa la condicién de existencia de una QCLF para
garantizar la estabilidad del DTSS ante cualquier secuencia de conmutacion, ver discusion en

Apéndice C y tratamiento en Capitulo 5.'

Problema de diserio de control

Si se considera que m puede variar entre / y k entonces m=1 resulta en el mayor periodo
efectivo (y m = k en el menor). Con esto, el conjunto [, ..., kh] incluye los periodos fectivos

de todos los posibles patrones (m, k).

Sea el valor k,,,, definido como el valor més grande de k tal que se asegure la propiedad de
estabilidad. Entonces, la estabilidad es garantizada si se cumplen simultdneamente las LMI*
(6.8) paratodo h;tal que i = 1, ..., kyjgx-

P=P">0
P— (@) P(®L) >0,  i=1,. kyax

(6.8)
El problema de disefio implica encontrar un controlador L o una familia de controladores
L={L;, i=1,.. knet tal que se satisfaga (6.8). Garantizado esto, para cualquier

restriccion (m, k)-firm con k < kg y m < k, el DTSS resulta estable.

Controlador robusto

La primera arquitectura discutida en la seccién 6.4.1 implementa la estrategia (m, k)-firm
mas simple y tiene un controlador unico, i.e. L es constante y comun en (6.7), por lo que
resulta en un sistema de control robusto resuelto con recurso a la técnica de las LMI (6.8),
(Boyd et al., 1994).

Una alternativa de diseiio LMI para encontrar un controlador tinico con periodo variable
presentada en (Sala, 2005) considera, ademads de la estabilidad, cierto nivel de performance.
Especificamente modifica las LMI (6.8) agregando a y; = e ~#" como término que multiplica
a la matriz P del lado derecho de las LMI. El coeficiente S es la tasa exponencial de

decaimiento del equivalente CT. El caso particular y; = 1,V i garantiza s6lo estabilidad.

Siel patrén (m, k)-firm es fijo, la planta controlada se convierte en un modelo LTI de periodo aumentado
cuya estabilidad es facilmente analizable por métodos para este tipo de sistemas (Ramanathan, 1999).

% Por detalles acerca de lo conservativo de la utilizacién de una CQLF referirse a la seccién 5.1.1.
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Controlador adaptable

Si se cuenta con una arquitectura que pueda conocer en cada momento cual es la préxima
instancia que se va a ejecutar (deterministico), se puede emplear un enfoque de control
adaptable, es decir con un controlador cuyos pardmetros se adapten a la variacién conocida
del periodo. El requerimiento entonces es que en tiempo t; el controlador conozca el préximo
hi. En este caso, nuestra propuesta para calcular el control adaptable es utilizar el diseno Lie-

algebraico de Capitulo 5 que garantiza estabilidad ante cualquier secuencia.

ii. Performance de lazo cerrado y pardametros temporales

Aun con la garantia de estabilidad indicada previamente, la performance de lazo cerrado
puede ser muy deteriorada aplicando la estrategia (m,k), por ejemplo ante sucesivas
aplicaciones de periodo efectivo cercanas a k,,,,h. Por esto, aqui se propone una forma de

elegir el valor de k (con k < k,;,,,) para reducir esta degradacion.

Diseiio y seleccion con resultado bdsico de performance

La performance de un DTSS es dificil de ser evaluada, a menos que se conozca la secuencia
en la cual conmuta entre los distintos modos. En general, es valido suponer que para el
periodo minimo (m = k) se tiene la performance de mejor caso y para el periodo maximo
(m = 1) se tiene la de peor caso. Esto permite considerar que la performance ante un periodo
que varie entre ambos valores quedard comprendida entre ambas. Como tales casos extremos
son sistemas discretos LTI se pueden usar criterios para este tipo de sistemas para analizar la
performance de mejor y peor caso.

En este contexto, se analiza a continuacién la regla préictica de (Astrom & Wittenmark,
1997), transcripta en (B.24) de secciéon B.4 de Apéndice B, que relaciona la seleccion del
periodo con la performance de lazo cerrado. Cabe mencionar que esta regla es deducida para
sistemas de control que tengan como especificaciones de disefio que su respuesta temporal de
lazo cerrado a un escalén de entrada tenga una performance que resulte dominada por dos
polos complejos conjugados y tal que el amortiguamiento asociado con este par de polos sea

igual a 0.707 (“respuesta médximamente plana”).

De acuerdo a la regla (B.24) se derivan las siguientes consideraciones:

El periodo bésico 4 deberia ser elegido para R=10 en (B.23), con esto vale (6.9).
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h=02/w, (6.9)

El periodo médximo k h se puede elegir igualando R=2 en (B.23), con lo cual resulta (6.10).

kh=1/w, (6.10)

Si se satisfacen ambas expresiones, y por simple célculo, el valor de k resulta igual a 5.
U
Observacion 6.1: Si las especificaciones de disefio no son las enunciadas se puede
determinar k por ejemplo calculando la relacion exacta entre algin pardmetro que represente
la performance del sistema en lazo cerrado en funcién del periodo. Esto puede dar valores

diferentes a 5 para k.

Observacion 6.2: Las condiciones {(6.9), (6.10)} también pueden usarse en el caso de que
los pardmetros de control sean adaptables al periodo. S6lo se debe tener en cuenta que en
(6.9) la frecuencia wy, es para h basico mientras que en (6.10) el valor de @, es para h k. Esta
diferencia puede permitir un aumento del valor de k por encima de 5. Esto es ventajoso
porque un alto valor de k permite reducir la carga del recurso compartido que hace cada planta

ante situaciones de sobrecarga del mismo.

6.3.3 Analisis del empleo de modelo (m, k)-firm tedrico en la performance

Los resultados de aplicacion del modelo tedrico (m, k) dependen de varios factores,

enunciados a continuacién, que son evaluados en Ejemplo 6.1.

En primer lugar, para mostrar las distintas posibilidades desde el punto de vista de disefio se
comparan el caso de un controlador comun (robusto) y un controlador cuyos parametros son
calculados con los métodos Lie-algebraicos de seccion 5.3. Para ambos se estudia la
determinacién del k,,,, de acuerdo a estabilidad y de k de acuerdo a performance, de acuerdo

con los conceptos de seccion 6.3.2.

Luego, se analiza ante un mismo patrén que varia en el tiempo como es el cambio en la
performance. Desde el punto de vista informaético, se analiza el impacto en la performance
que tienen la distribucién de m en k y la variacién del patrén. Particularmente, se analiza la

relacion entre la utilizacién del recurso y la performance de la planta.
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Ejemplo 6.1 *: Se considera un sistema traslacional constituido por un carrito que se puede
mover a lo largo de un riel. El objetivo de control es que el carrito alcance una dada posicion
de referencia. Se supone que la fuerza de friccion puede ser despreciada.

El modelo continuo de esta planta es x = A x + B u que tiene las matrices (6.11), donde
x=1[%1 x2]T y x; es la posicién y x, es la velocidad del carro, respectivamente y los
pardmetros son a = 12.65 y b=2.

A=[g _1a] ,B=[2] 6.11)

La matriz discreta de lazo cerrado resulta (6.12).

[ b 1—e @M\ 1—e b 1—e %M
|1 —liag(hi— —lig o\ hi————

1
- |
| (6.12)
|

b . I
|l (=€) €T — Ly — (1= €M)

La utilizacion del criterio de Jury, ver Capitulo 3 y referencias alli, permite determinar la
region de estabilidad en funcién de los pardmetros del controlador. En este caso simple se
puede obtener el valor del pardmetro [; ; en funcién del periodo de muestreo h; y [, , tal que
cada modo (matriz de lazo cerrado) sea estable. Este valor debe ser 0 < [; 1 <[ 1,4, donde

l; 1max debe satisfacer (6.13) cuyos pardmetros son (6.14) y (6.15).

i silip <lilim
li,lmax - {ZL{,Il si li,l > li,lim (613)
4qe~h
fikim = 3 (emam — 1) (6.14)

po 2a(a+ae i + b1, — bl;,e~ %)
iy = b(2 —2e~"i + hya + h;a e~ i)

L _a@ bl = 1) (1)
Y17 b(—1 - hja + e9hi) }

Controlador comiin

En primer lugar se considera el caso de un controlador comin L = —[50 1.5] y & bésico

constante e igual a 0.02s. Las expresiones (6.15) arrojan un maximo valor del periodo es 17h.
Resta entonces confirmar si con este controlador comun las matrices de lazo cerrado para

h; € [1h, ...,17 h] tienen una CQLF. Utilizando un algoritmo de resolucién de LMI se pudo

? Este modelo corresponde a un sistema real que esta implementado en el Laboratorio del LORIA, Nancy.
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determinar que existe QCLF con una P definida en (6.16), para las matrices de lazo cerrado
con h; € [1h,2h ...,15 h]. Es decir, con k,,,, = 15 se garantiza que el sistema conmutado es

asintdticamente estable.

_[38.159 0.1231

b= 0.1231 0.2236

(6.16)

Controlador adaptable

Para el mismo sistema pero utilizando el disefio Lie-algebraico se pueden calcular los
parametros de la realimentacion de estados adaptables al periodo usando la solucién {(5.55) y
(5.56)}. En Figura 6.1 se muestra la evoluciéon de los autovalores de la matriz para periodo
creciente. Como se puede observar estos son siempre un par complejos conjugados (ver
seccidn 5.3.2) y tienden a 0 cuando & se incrementa y nunca salen del circulo unitario. Con

esto, el sistema con adaptacién de parametros es estable para todo k4, > 0, con k4, € R.

Imaginary Axé

Real Ax

Figura 6.1: Evolucién de los autovalores de la planta controlada con adaptacidn de pardmetros Lie.

Teniendo en cuenta las nociones de performance de seccién 6.3.2-ii se determina para el

controlador comun k=5 y para el control adaptable k=6.

Observacion 6.3: A partir de este ejemplo se destaca que el uso de la adaptacién de
pardmetros con el método Lie-algebraico permite elegir k,,,, tan grande como se quiera (con

Kmax € R) y kigual a 6.
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Andlisis de respuesta temporal: robusto vs. adaptable

En Figura 6.2 se muestran las evoluciones de la salida (izquierda) y accién de control
(derecha) de los sistemas controlados para dos posibles escenarios, el escenario ideal es con el
periodo minimo (h=0.02 s) y el escenario cuya secuencia de patrones (m, k) es (6.17). En este
ultimo caso se realizan dos simulaciones, con el controlador comin y con el controlador

cuyos parametros se adaptan segun el disefio Lie.

Secuencia de patrén (m, k) de ensayo:

{11000} {10000} {10000} {10010} {10000} {10010} {10000} {10010} {10000} .... (6.17)

Alun en este ejemplo donde el escenario no es el de peor caso (m = 1) se ve claramente que
el uso de la adaptacion proporciona excelentes resultados comparando salida y accién de

control con las ideales, y no se deterioran en la misma forma que el esquema no compensado.

Observacion 6.4: Ante un mismo patréon de reduccién de instancias de tareas de control,
variable en el tiempo, la pérdida de performance puede ser reducida con el método de

adaptacion de la ley de control, respecto de la obtenible con un controlador comun.

y ideal

y adapt

"""" y comun

u ideal
u adapt
"""" u comun

0.8 0.9 1

Figura 6.2: Evolucién del sistema controlado. I1zq) salida, Der) accién de control. Ideal) periodo h,

Adapt) secuencia adaptacion Lie, Comun) secuencia controlador comun.

Influencia en la QoC del patron (m, k) con controlador robusto

Aqui se analiza la influencia del patrén (m, k), de la distribucién de m en k, y de la

variacion de m, en el indice de performance QoC (Quality of Control) del sistema de control.

En primer lugar, se calcula el costo cuadrético discreto definido en (6.18) para cada patrén

(m, k), a partir de una misma condicién inicial sincronizada con el inicio del patrén. Es decir,
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la condicion inicial esta sincronizada con el primer “1” de cada patron y donde T es el

horizonte de tiempo de evaluacion.

T N
1
T =Ez E(XTQX+MTR u) (6.18)
=0i=1

Luego, la degradacion de la performance se calcula como (6.19) donde Ji ) es el costo

cuadratico obtenido para cada patrén (m, k) a partir de una misma condicién inicial.

_ Uempo =Jen)

6.19
Tty (6-19)

Q

Los parametros de control para el periodo % bésico igual a 0.02s fueron obtenidos con el
método estandar LQR discreto con las matrices R = 6 - 107> y Q = [1 0; 0 0] (ver seccién
B.2). A célculo hecho es L = —[113.433 6.292].

Utilizando el criterio de estabilidad de seccién (6.8) se probd que el k.« de este sistema
que garantiza la estabilidad del DTSS es igual a 7. Para simplificar la construccién de
patrones se considera el maximo k par inferior a k., €s decir k=6.

La evaluacion resulta simple dado que se considera que cada patrén es estitico durante todo
el tiempo de simulacién y en consecuencia se puede modelar como un LTI con periodo de

muestreo ampliado.

En la Tabla 6.1 se presentan los resultados correspondientes a experimentos de patrones
(m, 6), con m entre 1 y 6, con la distribucién mds uniforme posible y a modo de ejemplo se

incluyen dos distribuciones del patrén (3,6) no uniformes, ambas indicadas en gris.

Patron (m,k) Costo J
111111 0.22201
111110 0.22787
110110 0.23694
111010 0.23810
111100 0.24547
101010 0.24600
100100 0.27813
100000 0.59219

Tabla 6.1: Costo del sistema de control para distintos patrones (k).

En este experimento se verifica, para un patrén fijo, que a medida que el valor de m se

incrementa la planta controlada tiene mejor performance, es decir un menor valor de costo
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cuadratico. Ademas, se verifica el resultado de (Ramanathan, 1999) que considera que la
distribucién uniforme proporciona la mejor performance de control. Por ejemplo, para las tres
distribuciones de (4,6) {110110},{111010} y {111100} se verifica en Tabla 6.1 que el costo

de esta primera (con distribucién uniforme) resulta inferior al de las otras dos.

El indicador de uso del recurso compartido se define como la relacién I = m/k.

En Figura 6.3 se muestra el resultado de la evaluacion del indice de degradacion (6.19) en
funcién del indice de uso (indicados con puntos) para los elementos de la Tabla 6.1, ambos en
términos porcentuales. En particular, se observa que la degradacién de la performance es
inferior al 12% para patrones con uso superior al 50%, mientras que su valor crece

significativamente (166%) para el minimo uso del recurso, es decir para 1/k.

Observacion 6.5: En este ejemplo se observa claramente que al reducir la utilizacion del
recurso con un patrén fijo (m, k) y ante la misma condicién inicial se tiene una mayor

degradacion de la performance.
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Figura 6.3: Degradacion de la performance Q(%) en funcién del indicador de uso I (%).

Ahora supongamos que el patrén (m, k) puede variar. Es decir, se cambia la distribucién de
“1” y su cantidad a lo largo del tiempo. Por ejemplo, sea la siguiente configuracion: el primer
patrén k a partir de la condicion inicial (a=1) ejecuta todas sus instancias y a partir de a= k
siempre se ejecutan las instancias del mismo patrén uniforme (3,6), es decir la secuencia de
fila 1 de Tabla 6.2. Comparando con los valores de la Tabla 6.1, este costo es inferior al costo

que resulté para el patrén (4,6). Es decir, con el aumento de las instancias ejecutadas al
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comienzo de la simulacion es posible mejorar la performance de un patrén (3,6) superando la
obtenible con el (4,6). A largo término el patrén (3,6) tendrd un indice de uso inferior al (4,6).
Entonces, se tiene una mejor performance con un menor uso de recurso.

Una ligera variacién de la configuracion previa es cambiar el orden de los patrones en la
secuencia como en la fila 2 de Tabla 6.2. En este caso, el costo es muy superior al de fila 1, lo
que permite postular que la performance no sélo es dependiente de la cantidad de instancias

ejecutadas y la distribucién de las mismas sino también del estado de la planta.

Secuencia (m,k) Costo J
{111111}{101010}{101010} | 0.22924
{101010}{111111}{101010} | 0.27473

Tabla 6.2: Costo del sistema de control para distintas secuencias, patrén (m,k) variable.

Observacion 6.6: A partir del andlisis previo se puede concluir que permitir que la secuencia
sea conformada con un patrén que varia de acuerdo al estado de la planta resulta muy
beneficioso en términos de performance. Inclusive se puede obtener una mejor performance

alin con un menor uso de recurso.

6.4 Co-Diseio de control y planificacion: Estrategias de implementacion

El enfoque considerado aqui resuelve la congestion del recurso descartando selectivamente
algunas mediciones, paquetes sensor-controlador en una red, o algunas instancias de tareas de
en un procesador compartido empleando el modelo (m, k)-firm. Para esto se caracterizan los

paquetes y/o instancias como obligatorios u opcionales segun el modelo definido en 6.2.2.

En primer lugar se analiza la estrategia basica (m, k)—firm, la cual supone que el valor de m
se determina “on-line” en funcién del estado del recurso compartido y s6lo se ejecutan las m
obligatorias. La performance del sistema de control queda determinada por el estado del
recurso, tal como se indic6 en Observacion 6.5. Para la implementacion de esta estrategia en
una arquitectura de red se discuten los requerimientos en seccioén 6.4.1.

Se propone aqui una nueva estrategia que promueve la ejecucion de tareas extras de control
teniendo en cuenta ambos, el estado del recurso y el estado de la planta. Las ventajas de esta
técnica se basan en el resultado establecido en Observacion 6.6 que postula, para mejorar la

performance, ejecutar las instancias de la tarea de control de acuerdo al estado de la planta. La
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coincidencia -frecuente en la practica- de evoluciones lentas y de poca excursion de algunos
lazos y rapidas y amplias de otros favorece claramente el éxito de esta propuesta.

Una segunda estrategia propuesta aqui considera nuevamente que el patrén se elija segun la
utilizacién del recurso y se propone el uso de un controlador adaptable a la variaciéon del
periodo. La posibilidad de adaptar los pardmetros del controlador estd basada en el
determinismo que resulta al ejecutar solamente las m instancias obligatorias del patrén (m, k),
ya que se puede conocer cudl es la proxima instancia a ser ejecutada. Para disenar el
controlador adaptable se consideran los métodos Lie-algebraicos tal como se indicé en
seccion 6.3.2. Las ventajas de la adaptacioén son previstas de acuerdo a lo establecido en la
Observacion 6.4. Asimismo se discute la posibilidad de evaluar en esta ultima estrategia los

transitorios de la planta controlada.

6.4.1 Estrategia (m, k)-firm bésica

Este enfoque consiste en resolver la congestion del recurso descartando selectivamente
algunas instancias de tareas de control del recurso compartido empleando el modelo (m, k)-
firm. En el caso de que el recurso compartido sea una red la arquitectura de cada sistema de

control distribuida es como la mostrada en la Figura 6.4.

»| Zero Order Hold x=Ax+ Bu h /
ZOH Planta Sensores

Instancias
Obligatorias / Politica de \\
Controlador |- £ -

u; pérdida
Instancias

pérdidas

Figura 6.4: Arquitectura de control con restriccién (m,k).

Mecanismo de seleccion del patron (m, k)

En este esquema se plantea que cuando el mecanismo de seleccion detecta una sefial que
indica que la red estd congestionada, se reduzca el tréfico enviando los paquetes de acuerdo a
algin patréon (m, k)-firm pre-configurado que satisfaga el andlisis de planificacién, por

ejemplo para tareas no expropiativas (en una red) que verifique la condicién (6.3).
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El sistema cambia entonces desde su modo normal de operaciéon normal a su modo
degradado y puede volver al modo normal ya sea después de un cierto periodo fijo o por

desaparicion de la indicacién de congestion.

Implementacion del mecanismo de seleccion en redes

Para permitir la pérdida selectiva de datos en una red, el mecanismo de seleccion puede ser
implementado como un controlador de admisién en los nodos que envian mediciones (por
ejemplo, el nodo sensor en el lazo de control) o en elementos de la red de comunicaciones

(por ejemplo, un controlador de admisién implementado en el “router”).

Una sefial que puede ser considerada como indicador de la congestion de la red es asignarle
a los paquetes a enviar un tiempo de espera (time out) de valor tsm — Ts, donde Tym es el
maximo valor que puede esperar la transmision de un paquete desde el sensor al controlador
mas un tiempo de margen de seguridad y 14 es el tiempo efectivo. El retardo 1 puede ser
estimado “on-line”, de forma similar a la estimacién en TCP o UDP del tiempo de ida/vuelta
(por ejemplo con un RTT siglas de Round Trip Time) o ser calculado de forma “off-line”.

Con esto, si los paquetes son recibidos a tiempo (si llegan antes de T3 — Tsc) entonces la red

se considera sin congestion.

La aplicacion de esta estrategia tiene resultados similares a los analizados en Ejemplo 6.1 y
destacados en Observacion 6.5 y 6.6, es decir la secuencia de los patrones (m, k) queda
determinada por el estado del recurso. Entonces, la performance del sistema de control ante el

mismo estado inicial de la planta queda determinada por el estado del recurso.

6.4.2 Estrategia (m, k)-firm con deteccién de eventos de la planta

Aqui se propone una estrategia que promueve la ejecucion de tareas de control teniendo en
cuenta ambos, el estado del recurso y el estado de la planta. Las ventajas son previstas segin
lo expresado en Observacion 6.6.

La aplicacion de esta estrategia requiere tener dispositivos que realicen ciertas operaciones
para implementar un mecanismo de seleccion. Estos requisitos y las principales caracteristicas
del método son analizados a continuacidn.

El andlisis se hace para el caso de una red pero con las debidas consideraciones puede ser

utilizado en el caso de un procesador.
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Mecanismo de seleccion del patron (m, k)

Supongamos que existen nodos conectados a la red que pueden decidir cuales datos de
sensores podran enviarse y que estos dispositivos ademds de su operacién normal disponen de
una capacidad de célculo para la toma de decision.

Para cada sistema de control se elige una salida denominada ‘“‘salida de seleccién”, que
representa la evolucion del sistema a ser evaluada en cada nodo denominado “seleccionador”.
Este nodo ejecuta un algoritmo que decide el envio de las mediciones de acuerdo a un patrén
pre-configurado (m, k) y determina instancias que son preferibles de ser enviadas en funcién
del estado de las distintas salidas.

Es decir, esta estrategia propone agregar a la estrategia (m, k)-firm bésica una deteccién de
cruces de nivel de las salidas establecidas como relevantes del sistema que incorpora la

informacién sobre su evolucion, tal que permita identificar las instancias preferibles.

Algoritmo para cada Salida de Seleccion: La frecuencia de muestreo de cada salida de
seleccion es constante y vale 1/h;. La frecuencia real de la tarea de control t; se denomina F;y
para el caso de un patrén (m, k) especifico vale F; = m;/(k;h;).

El algoritmo actda segin el error entre la frecuencia de referencia F;" y la frecuencia real F;
y teniendo en cuenta principalmente la velocidad de los eventos de cruce para permitir o no la
transmision del mensaje que se traduce en la ejecucion de la tarea de control. El objetivo del

algoritmo es que la frecuencia F; iguale a F; .

Supongamos que la frecuencia de referencia para el patrén (m;, k;) es F' = m;/(k;h;),
entonces el algoritmo define F; = (m; + myy.;)/(k;h;) donde las preferibles m,,; pueden
ser nulas en el caso de que la planta controlada este cerca de su estado de régimen o tan
grande como sea posible (respetando m,.; < k; — m;), cuando la planta se encuentre en una
condicién transitoria. Las (m;, k;) deben satisfacer la condicion de factibilidad.

El valor de la frecuencia de cada planta controlada F; puede asumir ciertos valores entre
1/(k;h;) y 1/h;. En el caso de que el recurso resulte suficiente (i.e., no haya congestién) el
patrén resulta (k;, k;) y Fi=1/h;. En caso contrario se debe reducir el uso del recurso

gradualmente, F| ,~* v

La deteccion entre los estados: cercano al régimen y en transitorio se evalia con los

siguientes dos pasos:
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Paso 1: se verifica si hubo un cruce de nivel entre el valor actual de la salida y su valor
anterior. En caso positivo y si ademds el nivel del cruce anterior no es igual al actual

(histéresis), se decide enviar la medicion (m,y,.; # 0). Figura 6.5.

to to+hj to+2hj  to+3hj  to+4h;  to+5hj
g histéresis
7
se envia se envia

Figura 6.5: Evaluacién de cruce de nivel de la salida.

Paso 2: en caso de que no haya un cruce (m,,.; = 0) se evaldan las dos posibilidades:

e i se envia la medicion, la frecuencia F; resultard menor o igual a la de referencia? Si
la respuesta es positiva, se decide enviar;
e la diferencia entre el tiempo actual y el dltimo envio es igual al tiempo maximo /.7

Si la respuesta es positiva, se decide enviar.

Nivel de cruce: Una etapa decisiva en el correcto funcionamiento del algoritmo es elegir
adecuadamente el valor del nivel de cruce en relacion al periodo de muestreo. El valor N
(quantum) debe ser elegido de manera que el tiempo en el cual la salida de seleccién cruza
dos niveles sucesivos (tiempo de cruce) sea igual o superior al periodo de muestreo. Para esto
se debe tener una idea de la respuesta temporal de cada salida de seleccion.

En este contexto se utilizard la siguiente idea que si bien es vélida s6lo para un sistema
discreto con un periodo fijo y con respuesta miaximamente plana (ver seccidon 6.3.2.ii), se
extenderd aqui para nuestros propositos.

La salida del sistema crece desde el 10 al 90% en Tr, es decir Dy=80%. Por ejemplo, si se
elige h basico de acuerdo a (6.9) se pueden detectar evoluciones de la salida de
aproximadamente un 8% en cada periodo durante el transitorio.

Con un razonamiento similar se propone como férmula para calcular el nivel de cruce de la
salidaque N = 0.8 /(2 R), donde R =T, /h.

Con esto, si se elige N=0.2 (20%) para R=10 se permitiria la pérdida de al menos una

instancia intermedia durante el transitorio en caso de congestion.

La aplicacion de este algoritmo se presenta en el Caso de Estudio 1.
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6.4.3 Estrategia de optimizacion conjunta de control y planificacion

En esta seccidn se propone una arquitectura que busca determinar la configuracién 6ptima
del patrén (m, k) para cada tarea t; de forma “on-line” de acuerdo al estado del recurso, en
subseccion i. Luego, en subseccion ii, se considera incorporar informacién sobre los estados

de las plantas para determinar tal configuracion.

El mecanismo de seleccion del patron puede ser implementado con la arquitectura descripta

a continuacion.

Arquitectura de implementacion

Se propone el empleo de un supervisor que elija el modo de trabajo del sistema global
integrado utilizando informacidn sobre el estado del recurso. Especificamente, este supervisor
puede detener o comenzar el control de la planta o modificar la estrategia de control.

Las transiciones entre estos distintos modos de trabajo son realizadas modificando al
conjunto de tareas que estdn activas, como sigue:

— algunas tareas son detenidas,

— nuevas tareas son activadas,

— las caracteristicas temporales de las tareas son modificadas, por ejemplo un aumento del
WCET (Worst Case Execution Time) o del periodo basico.

En resumen, cada vez que el supervisor modifica el modo de control global se debe re-

definir la planificacion de las tareas en el procesador (y/o de mensajes en una red).

Para cada modo de funcionamiento definido por el supervisor, el controlador de tareas es el
responsable de configurar las restricciones (m, k)-firm y los pardmetros de planificacién de
las tareas que implementan el control de cada planta. Por esto, la determinacién del patrén I1;
para cada tarea t; se puede resolver como un problema de optimizacién para el cual la funcién
de costo es un indicador de la performance global del sistema. Es decir, el controlador de

tareas se encarga de la optimizacion global de la performance del sistema.

En Figura 6.6 se muestra la arquitectura propuesta para resolver el problema del sistema
integrado global de Figura 1.2, agregando el supervisor y el controlador de tareas que realizan

las tareas previamente descriptas.
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Figura 6.6: Arquitectura de planificacién global (procesador compartido).

El enfoque de optimizacion involucra dos etapas.

La primera etapa se hace “off-line”. Para cada tarea t; se debe determinar un valor de k y
para cada valor de m con 1< m < k, definirse un conjunto de patrones (m, k) y su respectiva
familia de controladores L; para compensar la pérdida de performance entre dos instancias
obligatorias, referirse a seccién 6.3.2.i. Para cada patrén se evalia una funcién de costo, ver
Nota 6.1. Los pares de valores de patron y costo son almacenados en una tabla.

La segunda etapa es hecha por el controlador de las tareas en forma “on-line”, quien asigna
efectivamente el recurso resolviendo el problema de optimizacién mediante la determinacidén
de una configuracién 6ptima del patrén IT; para cada tarea t;. Para resolver este problema se

usa la informacién almacenada en la tabla de costos vs. patron mencionada.

i. Optimizacion global de las tareas de control

Para formular el problema de optimizacion se consideran los atributos de las tareas t; del
modelo (m, k)-firm definidos en seccién 6.2.2, asigndndose la prioridad segin lo establecido
para la condicién de factibilidad de planificacién con patrén (m, k)-firm, es decir prioridad
RM de acuerdo a su periodo basico h; y siendo n;; definido en (6.5). Ademads, de acuerdo a lo
mencionado en la introduccion de esta seccion para cada patron I1; ; se definen:

a. La familia de controladores Li={L; 4, L; , ... Li,mi‘j }, ver Nota 6.1.

b. Un valor de la funcién de costo J;; obtenida para cada patron en cada

intervalo [pk;, (p + 1)k;], con p = 0. Ver Nota 6.1.
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Nota 6.1: En particular aqui se considera la familia de controladores calculadas con los
métodos Lie algebraicos tal como fue adelantado. En concordancia con este disefio se
considera, para evaluar el costo, la funcién cuadritica definida en Apéndice F, cuya

aplicacion resulta muy ventajosa tal como se muestra en los Casos de Estudio 2 y 3.

Problema de optimizacion conjunta

Sea un conjunto de n tareas activadas en cada modo de trabajo, i.e. t; con 1< i < n, con los
atributos especificados previamente, entonces el problema de optimizacién global consiste en

la determinacion de la secuencia (S 1, Sj 2, -, Sin,) Para cada tarea t; que minimiza (6.20) con
ni .
Sl',j S {0, 1}, 21;1 Si,j = 1,V L= 1, ey, N

n;

Z(si_ Gij) (6.20)

n
i=1j=1

Sujeto a la restriccion de planificacidn (6.21) que tiene que satisfacer cada tarea tj, i =1,.., n.

i-1] M
Ci+z Zsjpmjp/kj [hl/h]] C] Shi,izl,..,n (621)
=1 |p=1

[

Es decir, en (6.20) se expresa el costo conjunto que se busca minimizar satisfaciendo la
condicibn (6.21) que es equivalente a la condicion (6.4). En el caso de que las tareas sean no

expropiativas se debe usar (6.3) en lugar de (6.4).

El valor de G;; de (6.20) puede ser seleccionado igual a ]i,mj es decir igual al costo para el

valor m; de la tarea 7; o con la forma normalizada (6.22).

Gij = (]i,mj _]i,ki) ik (6.22)

En el primer caso, el controlador de tareas mantendrd el valor mds grande de m que sea
posible para las plantas con mayor costo reduciendo el valor de m para las plantas con menor
costo. Por su parte, el criterio normalizado (6.22) permite tratar la degradaciéon de la

performance de control de cada subsistema con respecto a €l mismo.
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Este problema de optimizacion puede ser considerado como un problema knapsack
multidimensional de multiples opciones (MMKP en sus siglas en inglés de multiple-choice
multi-dimension knapsack problem) que es NP-hard (Khan et al., 2002). Por lo tanto, para
resolver éste problema ‘“on-line” se propone utilizar un algoritmo heuristico (HEU)
presentado en (Jia, 2009) y citado a continuacién que lo resuelve proporcionando una
solucion subdptima. El mismo es una version ligeramente modificada del algoritmo heuristico
propuesto en (Khan et al., 2002) que resulta mds liviana en términos computacionales. En

particular en (Jia, 2009) se uso este algoritmo para determinar un patrén (m, k) estatico.

Algoritmo heuristico

1) solucion factible: para encontrar esta solucion se debe seleccionar m; ; para cada 1; que
satisfaga las restricciones dadas en (6.21). Para conseguir esto se modifica el algoritmo HEU
poniendo el valor de m; jy de cada tarea 7; igual a 1 (si la solucion no es factible en ese caso
entonces no hay ninguna solucion factible);

2) solucion factible optima: para mejorar la solucién del paso 1 se debe reemplazar de
manera iterativa para cada t; con el valor actualizado de m; ; por otro valor correspondiente a
una mejor performance que satisfaga la restriccion (6.21). Si no existe tal solucién, el
algoritmo busca una mejora en la solucion con los siguientes pasos iterativos:

a) reemplazar con m; ; para una tarea t; que no es planificable con el valor actual de m; ;
b) luego reemplazar por el valor de m; ; para las tareas ; (con i’ # i) por un valor que

proporcione una peor performance.

¢) terminar la iteracién cuando no hay otra solucion factible de ser encontrada.

Los resultados del uso de esta estrategia se muestran en el Caso de Estudio 2.

ii. Optimizacion global de tareas de control con informacion de los estados de las plantas

En esta seccion se propone agregar a la técnica previa que los modos de trabajo también
puedan ser identificados por la situacion en la cual estd cada una de las plantas. Esta situacion
se corresponde con los dos casos siguientes: la planta se considera en estado transitorio

(debido al cambio de una referencia o ruido) o en estado de régimen permanente.
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Tal como fue mencionado en Observacion 6.6, las restricciones en términos de performance
no son las mismas para estas dos situaciones. Por lo tanto, se debe construir una funcién de
costo para representar cada una de estas situaciones.

En particular, se considera para cada tarea de control 1; y cada posible valor de m; dos
valores G, y Gi"mi correspondientes a la performance del control en estado de régimen
permanente o transitorio, respectivamente. Se supone que los valores inferiores de G, 0
Gl-"mi representan una mejor performance de control.

Entonces, el objetivo del controlador de tareas cuando ocurre una situacion de sobrecarga es
encontrar para cada t; un valor tal que la suma de G; ,; 0 Gl-’,mi (la que corresponda de acuerdo
a los estados de las plantas) para j € [1,...,k;] y i € [1,...,n] sea minimizada sujeto a la
condicién de planificacion (6.4). Esto es formulado formalmente como el siguiente problema

de optimizacion.

Problema de optimizacion conjunta

Sean un conjunto de tareas t;, 1< i < n, el problema de optimizacién global consiste en la
determinacion de (s; 1, S; 2, .-, S; n;) Para cada tarea t; que minimiza (6.23).

n;

Z(si,jGi.jI +51,iGi j F) (6.23)

J=1

NgE

4

1l
-

Con s;; € {0,1}, Z]lil s;j=1,1=1,.,n, j=1,.,n; Tal que se verifique condicién (6.21).
F e I son indicadores del estado actual de cada planta controlada: en estado transitorio F=0 e
I=1 mientras en régimen permanente F=1 e 1=0.

[
La unica diferencia entre la formulacion de éste problema de optimizacion y el de

subseccion i radica en el costo conjunto a minimizar, (6.23) y (6.20), respectivamente.

Para identificar el estado de la planta (transitorio o régimen) se propone evaluar la siguiente

inecuacion (6.24) para la salida de la planta y ,ver (Otanez et al., 2002a).

[yt + he) — y1 ()| < min{&;|y ()|, th} (6.24)

Si esta condicidn es vélida entonces la planta estd en estado estacionario y en caso contrario
se encuentra en estado transitorio. th es un valor umbral que debe ser elegido de forma de

impedir que la conmutacién entre ambos estados ocurra a causa de factores como el ruido.
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El valor de G;; (o Gl-,j') puede ser seleccionado igual a ]l-’mj (o ]L-'mj') o de la forma

normalizada (6.22). La representacion de la performance en los estados de régimen y
transitorio debe ser identificado de acuerdo a los requerimientos de la aplicacion. Para

simplificar el andlisis aqui se propone elegir G; ; = ]i,mj y G; j' = ]i,mj /96;.

Al igual que la solucién presentada en la subseccion i, el problema de optimizacion es
relevante del problema knapsack multidimensional de multiples opciones. Para resolver éste
problema se propone utilizar nuevamente el algoritmo heuristico (HEU).

Esta estrategia se evalua en el Caso de Estudio 3 de la siguiente seccion.

6.5 Casos de estudio

En lo que sigue se analizan las estrategias presentadas en la seccién 6.4 en casos de estudio
exhaustivos. Las simulaciones se realizaron en el ambiente de simulacién de

MATLAB/Simulink y utilizan la libreria TrueTime (Anderson et al., 2006).

6.5.1 Técnica (m, k) firm con uso de informacién de estado de la planta

Sea el mismo sistema considerado en Ejemplo 6.1. El periodo basico es 7;=0.02s y entonces
F,;(0)=0.2 - 50=10 Hz. La salida de deteccién elegida es la posicion y.
Los periodos pueden variar entre /4; y su maximo h; ,,=0.14 por estabilidad y entonces la

minima frecuencia alcanzable es 50/7=7.14 Hz. Para el disefio ay=n/(10 h;) y entonces

2.2 .. . . .
R = —h,; = 7. Entonces, para poder reducir instancias durante en el transitorio se adopta
@o

N=0.2. Con este valor de N elegido, los cruces de niveles durante el transitorio ocurren para
tiempos que superan un periodo de muestreo. Los niveles estdn centrados en 0 y
equiespaciados en N.

El objetivo inicial, entonces es reducir el envio de mediciones a un 20% del nominal,
From =50y F;’=10, el patrén (m, k) configurado es (1, 5).

En t=0, ingresa un escalén de referencia de posicién de valor 1.1, el cual no es miltiplo
entero de N. Tal entrada es causante de oscilaciones en torno al valor final en un control LCS
(Kofman & Braslavsky, 2006) cuyo quantum sea N. En t=1.62, ingresard una perturbacion

escaldn aditiva en la salida del sistema.
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Para mostrar la potencialidad del algoritmo se simularon los tres casos siguientes, el sistema
de control nominal (denominado S1), donde la frecuencia de envios es igual a la frecuencia de
sensado, F;=1/(h;), en el segundo caso el sistema de control nominal (denominado S2) en el
cual la frecuencia de envios es reducida al valor de referencia F; *=1/(5h1), y en el tercer caso
(S3) se usa el algoritmo. En Figura 6.7 se muestran sus evoluciones, en negro, verde, azul,
respectivamente, en la cual se puede apreciar en una respuesta al escalon la evolucion del S3

se encuentra entre las evoluciones obtenidas con S1 (1/k;) y la deteriorada del S2.

25

2 | -
escalén de
15 ieferenaa
salida 5h enviados
/
e . v
[ salida de seleccion
/
/Il salidah perturbacion
‘ de salida
05f |
o 1 1 | |
0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 6.7: Respuesta al escalén y a perturbacion.

Para evaluar la performance de los distintos sistemas, se utilizo el costo LQ (6.18). Este
indice de performance se evalda para 0 < ¢t < 1.5s. Su valor para 1/h; es de 0.1373, y para

1/(5h;) J se degrada un 42.5%. Utilizando el algoritmo presentado J se degrada sélo un 6.4%.

En Figura 6.8 se observa para el S3 la diferencia temporal entre dos eventos de cruce
sucesivos para cada tiempo. Se aprecia que la frecuencia en el transitorio no se reduce
demasiado, pero el tiempo entre eventos es superior o igual al periodo de muestreo /;. Se ve
que una vez que la salida de S3 cruza el ultimo nivel (1.20) el tiempo de muestreo es
aumentado al maximo A, hasta conseguir que F; se reduzca a F 1*. Cuando esta se alcanza, la
frecuencia de envios se cambia a 1/(5h;).

Cuando ingresa la perturbacidn escalén en t=1.62 el algoritmo detecta el cruce de nivel e
inmediatamente se envia la medicidn, generando que el controlador actie de manera similar al
S1. Para el S3 la perturbacion no es detectada por el controlador hasta t =1.7 que es multiplo

del periodo de muestreo. La velocidad con la que la frecuencia alcanza su referencia depende
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principalmente del valor 4, y de la existencia de eventos de cruce. La aparicion de muchos

eventos de cruce hace mas grande el tiempo en el cual el valor real alcanza la referencia.

50¢

45 J

40+ J

30 B

20 ¢

0 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 6.8: Evolucidn de la frecuencia de envios.

6.5.2 Optimizacion conjunta aplicada al problema de estabilizacién de cuatri-rotor

Sean los siguientes tres sistemas de segundo orden en tiempo continuo X = A;x + B;u, cada
uno descriptos con las matrices de estado de (6.25) donde b; puede valer 1/, 1/1,, 1/, para

cada modelo i.

a=[0 1] B=[£L_] (6.25)

Estos tres sistemas son modelos linealizados en torno al punto de operacién [p=0, 6=0, y=0]
de un cuatri-rotor donde [@, 0, y] son los dngulos de rotacién de deriva (yaw), inclinacién
(pitch) y alabeo (roll). Un cuatri-rotor es un pequefio vehiculo aéreo controlado por la
velocidad rotacional de cuatro hélices manejadas por cuatro motores eléctricos, ver modelado
en (Guerrero-Castellanos et al., 2008). El cuatri-rotor es controlado con un microprocesador
embarcado y también puede utilizar una red de comunicacién embarcada, por lo que se puede
ser considerado como un sistema distribuido. Para manejar adecuadamente estos recursos

compartidos se usa aqui la estrategia propuesta.
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Especificamente, el problema de control considerado aqui es la estabilizacion de altitud, es
decir desde cualquier dngulo de rotacién inicial orientarlo con respecto a [¢=0, 6=0, y=0] y
mantenerlo en esta posicion.

Los periodos de muestreo son elegidos de acuerdo a (6.9), y son respectivamente hy=0.1 s,
he=0.1 s y hy, = 0.12 s, y los controladores por realimentacion de estados (6.26) fueron

disefiados para tener una respuesta transitoria satisfactoria.

Ly = L(hy) = [-0.02959 —0.02524]
L, = L(hg) = [-0.02959 —0.02524] (6.26)
Ly = L(hy) = [-0.03055 —0.03282]

De acuerdo a lo considerado en seccidn se elige k; = 5, igual para los tres sistemas, y se
considera el patrén uniforme de (Ramanathan, 1999) definido en (6.1). La adaptacién del
periodo de muestreo L;, = [l1 L.2] se hace con las ecuaciones exactas {(5.55), (5.56)},
donde h, = ph;,conp = 1..5 para cada sistema i. Con esto se garantiza la estabilidad del
sistema ante cualquier secuencia de conmutacion.

Los costos de las familias de controladores de acuerdo a las diferentes restricciones (m, k)-
firm de cada tarea t; son calculados de acuerdo a Apéndice F. Como ejemplo en Tabla 6.3 a) y
b) se muestran los valores de y(®y;) obtenidos para distintos valores de m de los subsistemas

de control de dngulo de inclinacion (pitch) y deriva (yaw), respectivamente.

m] y(0,) m ] y(0,)
5 10.16294 5 10.22917
4 10.16310 4 10.22980
3 10.16326 3 10.23044
2 | 0.16397 2 |0.23253
1 |0.17123 1 | 0.24565
a) control pitch b) control yaw

Tabla 6.3: Valores del coeficiente de costo para cada patron (m,k).

Se puede apreciar que los valores de y(0,,) de ambos controles son crecientes cuando m
decrece. Es decir, si my > m, entonces y(0,,1) < y(0,,2), y en consecuencia el costo a
partir de una misma condicion inicial es J(k, m;) < J(k, m,). Esta conclusion es independiente

del valor especifico de la condicién inicial.
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Escenario propuesto

El WCET de cada tarea de control es de 20 ms y para la tarea de perturbacion el tiempo de
ejecucion va cambiando tal como se describe en el escenario propuesto. Las tareas una vez
que arriban al CPU pueden tener tres estados: running (en ejecucion), preempted (en estado de
espera debido a la ejecucion de una tarea de mayor prioridad) o no activadas.

La simulacién del cuatri-rotor comienza a partir de una condicién inicial igual a [30 -10 -
251" (en grados). La sefal de referencia es [0 0 0] T

Figura 6.9 muestra la traza de planificacion de cada una de las tareas.

En el intervalo [0, 0.3s] s6lo hay tres tareas que requieren el procesador (las tareas del
cuatri-rotor). Para garantizar la factibilidad de la planificacién se evalia la condicién de (6.4).
En este caso se verifica para los valores de m siguientes: my =5, m, =5, my =5 (se
ejecutan todas las instancias).

En t; = 0.3 s, una nueva tarea (de perturbacion) se activa en el sistema. La misma tiene un
periodo de 0.5s y un tiempo de ejecucion igual a 0.19 s. La condicion (6.4) se verifica y con
esto la configuracion sigue siendo factible param; = 5, m, =5, m3 = 5.

En t,=1.6 s, el tiempo de ejecucion de la tarea de perturbacion aumenta a 0.29 s.

En un escenario de tiempo real “hard”, en el cual todas las instancias se ejecutan, la
condicién (6.4) para la tarea 4 no se cumple (a cdlculo hecho vale C, = 0.59 « 0.5). Esto
provoca que a partir de 1.6 s las instancias de la tarea 4 no puedan ser completadas.

En nuestra propuesta, el cambio en el tiempo de ejecucion es detectado por el supervisor y
en consecuencia el controlador de tareas recalcula los pardmetros m; de forma que se
garantice la condicion (6.4) y tal que se minimice la funcién de costo conjunta. A célculo

hecho se obtienen los parametros m; = 3, m, = 2, m3 = 5, entonces C, = 0.49 « 0.5.
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Figura 6.9: Planificacion de las tareas con (m,k)-firm.
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Figura 6.10: Angulos del cuatri-rotor.

Figura 6.10 muestra la evolucion de los dngulos (en grados) del cuatri-rotor. La posicion es

estabilizada en la referencia (¢p=0=y=0°) en aproximadamente 2.8s.

6.5.3 Optimizacion conjunta con aplicacién a un conjunto de plantas

En esta seccion se presenta el enfoque de planificacién sobre cuatro plantas a ser
controladas, donde los respectivos algoritmos de control se ejecutan en un mismo procesador.
Las plantas {Planta;} con i=1,2,3,4 son respectivamente: un sistema oscilante harménico
cuyo modelo lineal tiene las matrices (6.27) tomado de (Otanez et al., 2002a), un sistema
traslacional considerado en Ejemplo 6.1, un péndulo descripto por (6.28) tomado de (Eker et

al., 2000) y un péndulo invertido de Ejemplo 5.4.

A = —28 (1)] B = [526] 627

0 1

A3 = [—22.206 —0.9424] By = [0.4g036] (6.28)

Se considera que la primera variable del vector x de cada planta es la variable supervisada
por el componente de supervisién. El objetivo de control en cada caso es que esta variable
siga a su referencia. Es decir que el estado modificado £; = [x;; — Nref; x;, ..]T tienda
a cero, donde N se elige de manera que no haya error en régimen permanente. De aqui en

adelante se hablara directamente de x; en lugar de X;.
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Para la planta 2 se considera que el controlador es elegido tal que su respuesta temporal es
sobreamortiguada mientras que en el resto de plantas las respuestas serdn subamortiguadas,
con un coeficiente de amortiguamiento superior a 0.6.

Los periodos de muestreo de la plantas son h; =0.02s para plantal, h, = 0.02s para planta 2,
h3 = 0.03s para planta 3, and hy = 0.05s para planta 4. Cada tarea de control tiene asignada una
prioridad de acuerdo al valor del periodo de muestreo segtn la politica RM, entonces se tiene
prioridad(t;) > prioridad(t,) > prioridad (t3) > prioridad(ts). Las ganancias de los
controladores para los periodos bésicos h; son respectivamente:

{L, = —[0.15306 0.02445], L, = —[94.82947.66], L, = —[83.744117.5121],
L, = [17.2308 9.1184 — 115.3337 — 18.3500]}

De acuerdo a lo sugerido en seccion 6.3.2.ii resulta {k; = 6,k, = 5,k; = 5,k, = 2}.

La familia de controladores adaptable al patrén (m, k) para cada planta se realiza utilizando
el disefio Lie de Capitulo 5. Especificamente, como las plantas 1 y 3 tienen autovalores
complejos conjugados se usa la solucion exacta {(5.55), (5.56)} y sus pardmetros no se
transcriben aqui. Para la segunda planta se considera la solucion para autovalores reales (5.38)
y la familia de controladores es
L,(h,) ={h, =2 h, - [-82.2075 — 6.628233],h,, = 3 h, —» [-70.98133 — 5.7093], h,

=5h, - [-55.97026 — 4.4915314]}

Estas ganancias permiten adaptar la ley de control al patrén (m, k) uniforme (6.1).

Para la planta 4 la ley de control para periodo bésico es
Ly(hy) =[17.2308 9.1184 — 115.3337 — 18.3500]

La familia de controladores adaptables se calcula siguiendo lo establecido en Ejemplo 5.4.

Los costos asociados con las familias de controladores de acuerdo a las diferentes
restricciones (m, k)-firm de cada tarea 1; son calculados de acuerdo al Apéndice F, de manera
“off-line” y se almacenan en una tabla que es usada “on-line”.

Para plantas 1 y 3 los costos se calculan de igual forma que en el Caso de Estudio 1, ver por
ejemplo los resultados en Tabla 6.3 b).

Para la planta 2 (con autovalores reales) se resolvieron las LMI (6.8) y se calculd
P = 1000.[1.78285 0.13080; 0.13080 0.0100279] con los siguientes coeficientes de
estabilidad exponencial para cada i {y; = 0.791366, y, = 0.626529, y; = 0.496555,y =

0.3136156}. Con estos parametros se pueden calcular los costos de la Tabla 6.3a).
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m | y(0n) m | y(0n)
5 |0.31037 6 | 0.44555
4 10.31051 5 |0.45315
3 10.31064 4 10.46089
2 1031111 3 10.46876
1 ]0.31362 2 | 0.49725

1 | 0.66072

a) Planta 2 b) Planta 1

Tabla 6.4: Valores del coeficiente de costo para cada patrén (m;,k;).

El WCET de cada tarea de control es de 9 ms. Las tareas una vez que arriban al CPU
pueden tener tres estados: running (en ejecucion), preempted (en estado de espera debido a la

ejecucion de una tarea de mayor prioridad) o no activadas.

Escenario tiempo real “hard”

Considérese en primer lugar un escenario en el cual no se permite la pérdida de muestras de
las tareas. Es decir, donde todas las tareas tienen una restriccion Hard Real-Time.

En t=0s las tareas 7, 13, T4 son ejecutadas en la CPU. En t=0.5 s se activa la tarea t, y en
consecuencia el procesador se sobrecarga, como las tareas 13, T4 tienen baja prioridad, no
puede ser ejecutadas en el procesador y con esto ambas plantas se inestabilizan.

En Figura 6.11 se identifica con f a las tareas que satisfacen su deadline y con t a aquellas

que no lo hacen. Se puede observar que tanto 13, T4 no satisfacen sus deadlines a partir de 0.5s.

e [T
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preempted | pnnnnnnnnnnnnnhEs

non setvated AAAAAAAAAALAAAL

£$iﬂﬂfu ] | HHLLL s
non activated 4
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preempted HLU_H_L | 4
non activated f * + f f f f f f J

T 1 T
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Figura 6.11: Simulacién de traza de ejecucion de las tareas Hard Real Time.
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Figura 6.12 muestra la evolucion del estado de la planta 3. Hasta 0.5 se observa una buena

respuesta pero luego se vuelve inestable debido a la no ejecucién de instancias de control.
0.7
0.6 1
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 Planta3 |
-0. l Il Il L 1
0
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Figura 6.12: Evolucién de la salida de Planta 3 en escenario Hard RT. Inestabilidad.

A continuacién para cada planta i se muestra si la planta es controlada o no. El valor de la
referencia y la salida de la planta i son denominadas respectivamente Ref; y x;. La tabla
muestra en cada instante significativo el valor de m; que es seleccionado por el controlador de
tareas. Es decir, en cada instante de tiempo significativo se conmuta entre dos posibles modos
de trabajo y su aparicién tiene alguna de las siguientes causas: una nueva planta tiene que ser
controlada, una planta deja de estar activada, aumentd o disminuyd el WCET, una planta
evoluciona desde su estado transitorio al estado de régimen, o viceversa. Estos instantes son

identificados de forma on-line por el supervisor.

Escenario (m,k)-firm

El escenario propuesto cuyos hitos son resumidos en la Tabla 6.5, es descripto como sigue:

Antes del comienzo se supone que las plantas 1 y 3 estdn siendo controladas mientras que
las otras dos tareas estin desactivadas. En este caso la planificaciéon es factible con
restricciones (kq, kq) y (k3, k3).

En tiempo ty, se activa la tarea , 74, con lo cual las tareas a planificar son {74,73,7,}. Las
referencias y los estados iniciales son cero, por lo cual las tres plantas estdn en régimen. El
controlador de tareas tiene que encontrar la configuracién 6ptima de m; para este conjunto de
tareas y de acuerdo a la misma, la secuencia correspondiente de leyes de control. Para esto se
usan los costos de régimen. El resultado es m;= 4, m3=5 y m, es siempre igual a 1. El estado
transitorio es detectado por el supervisor en el tiempo t; para las plantas 1 y 4 (respectivos

cambios en la sefnal de referencia). El controlador de tareas busca la configuracién 6ptima de
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restriccion (m;, k;) teniendo en cuenta los costos de transitorio para plantas 1 y 4 y el costo de
régimen para la planta 3. Esto resulta en m; = 6 and m3 = 2.

La planta 2 es activada en tiempo t; y el supervisor identifica que estd en régimen mientras
las plantas 1 y 4 contindan en sus respectivos transitorios. Los valores de m; definidos por el
controlador de tareas son respectivamente m;= 3, m,=1y m3=2.

El supervisor detecta su estado régimen para la planta 1 en t3. Los valores evaluados para m;
son my=2, my,=1 and m;=>5.

En tiempo t4, los valores de m; tienen que ser modificadas cuando el supervisor detecta el
estado transitorio para planta 2. Por lo tanto, my=2, m,=1y m3=>5.

En tiempo ts la planta 3 comienza su estado transitorio. El ajuste de los valores de m; es
m;=2, my=1ymsz=3.

La planta 2 alcanza su estado de régimen en ts. Esto provoca el reajuste de los m; de
acuerdo con los costos de régimen para 7, y T, y de régimen para 73: my=2, my,=1, mg=5.

En tiempo t7, una perturbacion inadmisible lleva al estado de la planta 3 a su valor limite n/2
y en consecuencia la planta es retirada de servicio, con lo cual la tarea de control de esta
planta es desactivada reduciendo la cantidad de tareas activas a tres. Al mismo, la planta 4
comienza su transitorio. Por tanto los valores de m; de 7, y 7, son: my= 6 y m,= 1. Al final
en tiempo tg un estado transitorio es detectado por el supervisor para la planta 2. En
consecuencia los pardmetros m; son elegidos como m;=2y m,=>5.

Durante toda la simulacién el parametro my es igual a 1 restriccion “hard real-time”.

Planta 1 (k; = 6) Planta 2 (k, = 5) Planta 3 (k3 = 5) Planta4 (ks=1)

Estado m; | Estado m, | Estado ms | Estado my
t<t0 | régimen 6 - - régimen 5 - -
[to, 1) | régimen 4 - - régimen 5 régimen 1
[t;, t,) | transitorio 6 - - régimen 2 transitorio 1
[to, t3) | transitorio 3 Régimen 1 régimen 2 transitorio 1
[ts, t4) | régimen 2 Régimen 1 régimen 5 transitorio 1
[ts, ts) | régimen 2 transitorio 2 régimen 2 transitorio 1
[ts, ts) | régimen 2 transitorio 1 transitorio 5 régimen 1
[ts, t;) | régimen 2 Régimen 1 transitorio 5 régimen 1
[t7, ts) | régimen 6 Régimen 5 - - transitorio 1
t>tg régimen 2 - - - - transitorio 1

Tabla 6.5: Valores de m; seleccionados por el controlador de tareas en cada modo de trabajo.



Cap. 6. Co-Diseiio de control y planificacion para descongestion de recursos en Sistemas Distribuidos 251
de Control

04

0.3

0.2

0.1

0.2

0.15
0.1
0.05

1.5

0.5

P N IS I,

0.25
0.2

0.15
0.1
0.05

3

t[s]

Figura 6.13: Evolucién de las cuatro plantas cuyos controladores comparten el mismo procesador.
Referencia (Ref; para la planta Planta;) y salida (x; para cada planta i).

6.6 Conclusiones

En este capitulo se propone usar un enfoque basado en la pérdida selectiva de algunos
paquetes en una red o de la ejecucion de algunas instancias en una CPU de acuerdo al modelo
(m, k)-firm para tratar con situaciones de sobrecarga de un recurso compartido. Este método
resulta en una cantidad variable de instancias de tareas de control que se ejecutan, cuyo valor

debe garantizar la factibilidad de la planificacion, i.e. condicién (6.4).
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Como primera estrategia se presentd una arquitectura jerdrquica que permite controlar la
utilizacién del ancho de banda de una red con el modelo (m, k). La misma se implementa
sobre nodos que transmiten la informacion de las salidas de sensores teniendo en cuenta el
estado de la planta. Esto aporta un doble efecto de descongestion dado que al usarse
controladores manejados por eventos a su entrada, los mismos no recalculan sus salidas si no
reciben nuevos datos de mediciones.

La estabilidad de cada lazo ante variaciones del patron se garantizé con el disefio de un
controlador tal que las matrices de lazo cerrado para los posibles periodos tengan una CQLF.

Al aplicar la estrategia en el Caso de Estudio 1 se comprob6 que los envios durante la parte
significativa de la respuesta al escalon de un sistema de control pueden ser parcialmente
reducidos, y que la evoluciéon se mantiene cercana a la del sistema nominal, lo que en
términos de calidad de la performance se traduce en un minimo deterioro del indice de
desempefio con respecto al nominal. La apariciéon de una perturbacion es rdpidamente
detectada, permitiendo actuar en consecuencia, lo que no ocurre en técnicas que amplien el

periodo de muestreo.

La segunda estrategia propone la buisqueda de los valores 6ptimos del valor m de cada tarea
tal que se minimice la funcién de costo de la performance de control global. A estos efectos se
usa un algoritmo de la literatura, de (Jia, 2009), que efectia la bisqueda sujeto a la restriccién
impuesta por la condicién de planificacion (6.4).

La estabilidad de cada lazo de control ante cualquier variacién de m se garantiza calculando
los parametros de los controladores con los métodos Lie-algebraicos de Capitulo 5. En
particular, para el sistema del Caso de Estudio 2, estos métodos proporcionan una solucién
analitica y exacta, lo que permite ademds obtener una funcién de costo para cada patrén
(m, k) admisible que resulta muy simple, basdndose en pardmetros relacionados con cada
modo del lazo cerrado, ver Apéndice F.

En el escenario evaluado se mostré que la arquitectura considerada responde correctamente,
por ejemplo reduce la cantidad de instancias que se pueden ejecutar de tres de las tareas para
poder asignarle el recurso a una cuarta tarea cuando se incrementa el tiempo de ejecucion de
esta dltima por encima del valor admitido por la condicién (6.4).

Asimismo el ajuste de pardmetros del controlador permitid obtener una performance
satisfactoria incluso durante la reduccién de la cantidad de instancias ejecutadas,

corroborando lo indicado en la Observacion 6.4.
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Este enfoque de optimizacion global de las tareas de control ha sido extendido para tener en
cuenta también el estado real de cada planta. Esto se logra incorporando a la funcién de costo
global del sistema la informacién sobre dicho estado.

Tal extension permite que se utilice el recurso compartido de forma ain mas eficiente ya
que se asigna dindmicamente a las plantas que mdas lo necesitan (cuando estdn en su
transitorio) a expensas de las plantas que estdn en régimen y necesitan menos control. Las
ventajas de tener en cuenta también los estados de las plantas pueden ser previstas a partir de
lo indicado en Observaciéon 6.6 y en la primera estrategia mencionada.

En el Caso de Estudio 3 se mostr6 que el uso de nuestro enfoque sufre una minima
degradacion de la performance comparando con el caso ideal, en el cual el procesador tiene
capacidad infinita. Ademds, esta técnica previene la inestabilidad del sistema que aparece en

un escenario de peor caso, donde las tareas tienen restricciones de tiempo real “hard”.
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APENDICE F

Criterio de performance para evaluar distintas secuencias

Es de interés poder cuantificar la performance del sistema DTSS mediante alguna funcién
de costo que dependa de la secuencia de variacion del periodo de muestreo.
Aqui se propone la utilizacion de un costo cuadratico que motivado por el diseno Lie puede

ser planteado en relacion con los pardmetros relacionados con los modos del sistema.

F.1 Costo cuadratico

Sea un sistema controlado que parte desde un estado inicial x(#;) hacia un estado final x(#+N

h) con una dada secuencia de conmutacién g;, es decir como en (F.1).

x(t, + Nb)T = 0(0;, N) x(t;)T (F.1)

Suponiendo que N = Y.7_; j,, entonces la matriz de evolucién asociada a g; se define como

el producto (F.2) de las “r” matrices de lazo cerrado donde dDijL = OCL(j.h).

0(g;, N) = o7F oft . oft (F.2)

Jr-1

Se propone entonces la funcién de costo (F.3) que mide el costo cuadratico para ir (“‘cost to

g0”) desde el estado inicial x(#;) al estado x(#x+N h) para esta secuencia de conmutacion ;.

J(N, ) = x(t,)"Q x(ty) + x(t, + NW)TQ x(t) + Nh) (F.3)

Un costo cuadratico para un horizonte finito de tiempo 2 N similar a (F.3) pero que no tiene
en cuenta la influencia de la accién de control (R=0), ha sido usado para evaluar la

performance en articulos como (Cervin et al., 2002).
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Se dice que una secuencia es mejor que otra cuando el costo asociado a la misma condicién

inicial es inferior. Es decir, sean las secuencias g; y g, entonces la siguiente relacion entre
costos (N, 0;) < J(N, g) indica que la secuencia o; es mejor que la g;.
F.1.1 Costo cuadratico usando la QCLF

Aqui se propone elegir como matriz del costo cuadrético (F.3) a la matriz P de la QCLF, es
decir V(x;) = x;TP x;, dado que esta matriz es comtn a todos los modos del sistema. Con

esto expresion (F.3) se transforma en (F.4).

](N) O-L') = x(tk)T(P + G‘)(O—i’ N)T p G)(O—if N)) x(tk) (F.4)

Supongamos que existe una P tal que se puede encontrar una aproximacion de la norma

elipsoidal y; para cada matriz CD]-CTL que satisfaga la igualdad (F.5).
c\T CL _ 2 (& CL
(®5) P o =y} (27OP (F.5)
Entonces la constante exponencial de la secuencia o; resulta ser (F.6).

yz(G(oi, N)) = )/]Zr y]%*—1 }/]21 (F6)

Con esto, la funcién de costo (F.4) se puede escribir como (F.7).

JWN, ) = (1 +72(8(01, ) ) x(6:)Px(ty) (F.7)
Con esto, el costo de cada secuencia g; puede ser caracterizado por un nimero escalar
(1 +y? (@(O‘i,N ))) que multiplica a un término que es constante x(t, )7 Px(t;) a partir de
cualquier condicidn inicial.
F.1.2 Discusioén sobre validez de la igualdad

Si no pueden ser obtenidas las igualdades (F.5) se pueden plantear las LMI (F.8) y obtener

los coeficientes y;_respectivos.

T
(@7F) P &fF <y7(@51)P (F.8)
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Existen casos particulares en los cuales se pueden determinar los coeficientes que satisfacen
la igualdad. Por ejemplo, sea el sistema de segundo orden con autovalores complejos de
{(5.55), (5.56)}. En este caso para la P definida en (5.67) vale la igualdad (6.34) y se verifica

que la constante exponencial es igual al radio espectral de cada matriz, es decir vale (F.9).

y(@fF) = p(@fF) (F.9)

La igualdad (F.9) significa que la evaluacion del costo se puede reducir al producto de una
cantidad finita de radios espectrales segtin la secuencia en particular. Con esta ecuacion no se
pesa el orden en el cual aparecen las matrices en cada secuencia sino cuales matrices

aparecen.

Observacion F.1: Se remarca que el radio espectral (pardmetro de cada modo que es LTI) es

usado aqui para comparar la performance del DTSS, que es variable en el tiempo.

F.2  Costo para pérdida (m, k)-firm

En principio se puede usar este costo para cualquier periodo de muestreo j,h y el caso

(m, k)-firm es un ejemplo particular. Por ejemplo, sean los siguientes dos patrones Il; =

[10100]yIl; =[11110]. El valor de k (= N) es por tanto igual a 5.

Supongamos que se puede usar la igualdad entonces y((i)(l'[j)) = p(®FL) p(@FL) y
y(0(y) = p(@§-)” p(wL).
Con esto si y((i)(l'[j)) es superior a y((i)(l'[l-)) entonces a partir de cualquier condicién

inicial el patrén I1; tiene un costo menor para ir al aproximo estado y viceversa.
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ANEXO 1

Comportamiento frecuencial de sistemas discretos con retardos.

En este anexo se estudia la respuesta en frecuencia de las funciones transferencias con
coeficientes variables en funcion de la parte fraccional del retardo m. En primer lugar,
se calculan exactamente las mismas para un sistema genérico de primer orden para
mostrar el procedimiento que se debe hacer en una dada planta. Si bien esto es plausible
de ser aplicado a cualquier planta, un estudio simbdlico en cada una de ellas requiere
obtener cada funcion transferencia con la transformada z modificada (MZT) (Jury,
1964) en particular (o la utilizacion de una tabla de transformadas).

Aun asi, por ejemplo en un sistema de segundo orden continuo con raices complejas
(a+jb, a-jb) la MZT introduce términos como cos(mhb) y exponenciales ¢, que
aparecen combinados en los coeficientes del numerador, lo que no permite inferir como
la variacion de m puede afectar la respuesta en frecuencia. Por ello, resulta conveniente
considerar la funcidn transferencia utilizando la aproximacién de (Hara et al., 1989). La
misma depende del grado relativo de la planta y no tiene en cuenta los coeficientes de la
planta real, esto permite obtener resultados de tipo generales segtn el grado relativo, lo

que se analiza en este anexo.

En este anexo se utilizan los resultados del teorema de (Hara et al., 1989), que es

transcripto como Teorema 2.2.

A1l.1 Analisis para grado relativo uno

A los efectos comparativos en primer lugar se presenta un sistema de primer orden (el
mds simple posible), del cual se analizan ciertas caracteristicas de su respuesta en
frecuencia. Luego se realiza lo mismo con un sistema de grado relativo uno, que en el
caso particular de que n=1 es la aproximacion del sistema de primer orden. Se termina

esta seccion comparando los resultados.
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A1.1.1 Primer orden exacto:

Sea una planta de primer orden

1
G(s) =
(s) s (A1.1)
_p,—ah
Cuya funcién transferencia discreta, sin retardo y con un ZOHes G(z) = h
1—e%h
G(2) = a(z—e-a) (A1.2)

El modelo discretizado con un retardo aplicando la transformada z modificada (ver

seccion 2.2.2)

7 (1 _ e—ahm) + e—ahm _ e—ah
G(z, =
(z,m) Az — e=a)1 (A1.3)
La cual puede ser escrita como G(z,m) = %, cuyo numerador es
N(z,m ) = Z_le (z,m) (A1.4)
Donde
(1 _ e—ahm) e—ahm _ e—ah
NP(Z’ m) = (1 _ e—ah) <Z + (1 — e—ahm) > (A1.5)
Y el denominador es
D,(2) = (z— e *M)a/(1 — e~ ") (A1.6)

i) Ubicacion del cero del numerador

e—ahm_e—ah

De (A1.5) tanto para a>0 o a<0, el cero “aemanmy.

es siempre positivo, por tanto, el

cero pertenece al semiplano izquierdo del plano complejo para O<m<I.

i) Andlisis de la respuesta en frecuencia de sistema de primer orden

La magnitud (al cuadrado) y fase para cada m son

(A1.7)
+ (—cos@ + e 4 g(zahm) o5 9 — e(_ahm))z]
y
arg (Np(efe’m» = arctan(sin@ (—1 + e(—ahm)), (e(—ahm)
(A1.8)

— 1) cos @ + e(7ah) — g(-ahm))
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Donde arctan es la funcion inversa de la tangente en los cuatro cuadrantes (analizando
los signos de parte real e imaginaria), que da resultados entre 0 y w. Los argumentos de
polinomios de primer orden discretos con a variable, son siempre funciones continuas

entre 0 y m, ver (Ledn de la Barra & Prieto, 1999).

Proposicion 1.2.1 Magnitud
a) Cota minima param = —(In G e + %) — ah)/(ah)
b) Cota mdxima para m=1 (coincide para m=0)
DEMOSTRACION
a) La derivada de (A1.7) con respecto a m es
N, (e, m)[* _

=—2ahe ™M cosh —2a he @h1+M o509 + 2qh e~ah(1+m)

dm (A1.9)
+4ahe 2% cos9 — 4q h e 23M L 2 gh e~ hm

Y se anula para
1 1
m = —(In (Ee +E) — ah)/(ah) (A1.10)

La derivada segunda evaluada en (A1.10) es (1 —cos@) (a®h?(2e %" +1+

e~2¢MY) y es siempre positiva. Entonces, para cada € la minima magnitud ocurre para

(A1.10) . Reemplazando en (A1.10) en (A1.7) la cota minima de magnitud es

INp (7%, mpin )| = /0.5(1 + cos 6) (A1.11)
0

b) Elmdximo es maxogmsr|Np(e/?,m)| = |N,(e/%,0)| = |N,(e/%,1)| es

e—ahm_e—ah
(+ (e-amm) )

(1_e—ahm)

(1—e-ah) =1 .

|lm=1

Vo (e, 1)] =

Proposicion 1.2.1 Argumento
a) Cota maxima para m=1
b) Cota minima para m=0

DEMOSTRACION

La derivada de la funcién arctan es de la siguiente forma:

darctan(f(x))  f'(x)
R v PR (AL12)

Para todo x donde 1 + f(x)? est4 definida, el signo de (A1.12) es el signo de f(x).
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, _ sin(0)(—1+e(-ahm)y
Aqui f(m) = (e M- 1)cos@)seCam—gCarm Y entonces

dfm) _

I - (a he ®Msing (-1 + e‘“h)) /(cos 8% — 2 cos B e — 2e=M (cos §)? + 2e " cos @ + 2N

4 2e~ah(+m) o459 — 2 gah(1+m) 4 p=2ahm (o5 9)2 — Dp=2ahm (o5 g 4 g—2ahM)

Los valores de frecuencia donde no estin definidas f{m) y dfim)/dm son O=m —

e—ah_e—ahm

arccos ( ), que equivalen a los puntos de discontinuidad del arctan definido

entre —m/2 y /2. Si considero el arctan en cuatro cuadrantes, entonces para cada m el
argumento es continuo.

A la izquierda y derecha de estos puntos df{m)/dm es negativa. Entonces la funcién no
tiene minimos ni maximos para O<m<1.

Ademads, los argumentos en los limites (cota minima y mdxima) son

arg (Np(eje,O)) =0 yarg (Np(ejg, 1)) =6 0

A1.1.2 Grado relativo 1 — aproximado:
La aproximacién de los coeficientes del numerador en funcién de la parte fraccional
del retardo (2.29) sistemas de grado relativo 1 es

Bi(zm)=zm+1-m (A1.13)

i) Ubicacion del cero de B,

El cero de (A1.13) es (m — 1)/m que para todo O<m<1 es real negativo.

i) Andlisis de la respuesta en frecuencia de B

Proposicion 1.2.2 Magnitud
a) Cota maxima para m=1
b) Cota minima para m=0.5

c) Para cualquier m, la funcién magnitud no es creciente con la frecuencia.

DEMOSTRACION
Parte a y b) La magnitud al cuadrado es
|Bl(ej9,m)|2 =1-2m+2m?+2m(m—1)cosé (A1.14)
Su derivada primera con respecto a m, es —4mcosf + 2cos0 — 2 + 4 m, que se
anula para m=0.5. Su derivada segunda es, que siempre positiva. Por tanto, para m=0.5,

se obtiene la cota minima, que vale

|B(e7?,0.5)| = \/0.5(1 + cos ) (AL15)




Anexo 1. Comportamiento frecuencial de sistemas discretos con retardos 263

Parte ¢) La derivada con respecto a la frecuencia para cualquier valor de m es

0|B1(ej9,m)|2 .
50 =—2m(1—m)sin0 (A1.16)

que para cualquier valor a excepcion de m=0 y m=1, donde vale cero, es negativa.

U
Proposicion 1.2.2 Argumento
a) Cota maxima para m=1

b) Cota minima para m=0

DEMOSTRACION

El argumento de (A1.13) es

msin @

arctan( ) (A1.17)

mcosf+1—m

msin 6

La derivada de f(m)= con respecto a m es

mcosf+1-m
arm) _ sin @
am 2 cos§%+2 mcos 6—2m?2 cos O+1—2m+m?2

que es siempre negativa donde estd definida. Para los puntos donde no esta definida se
puede considerar la continuidad prevista si se considera ademds el arctan entre —m y 7.

Entonces, las cotas mdximas y minimas son

arg (Bl(eje,O)) =0 yarg (Bl(eje, 1)) =6 O

A1.1.3 Comparacion de Sistema de primer orden exacto y su aproximacion

De las proposiciones 1.2.1 y 1.2.2 para el caso de primer orden se tiene que las cotas
maximas y minimas coinciden tanto en argumentos como en magnitudes. La tnica
diferencia es que el mpi, para el cual ocurre el minimo de magnitud es en el caso del
modelo aproximado igual a 0.5 y en el exacto es (A1.10) . Mds aun, de (A1.10) para

a=0, m,,;»=0.5, si a>0 (sistema estable), m,,;;<0.5 y si a<0 (inestable) m1,,;,>0.5.

A1.2 Analisis de grado relativo dos:
Sea una funcidn transferencia de grado relativo 2 (n=2y p=0, n=3 y p=1,..), entonces

By(zzm) =m?z2+ (1+2m—-2m?)z+ (1 —2m+m?) (A1.18)

i) Ubicacion de los ceros de B
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Los ceros de (A1.18) son las raices de una ecuacion cuadratica. Como (1 +2m —
2m?) < 0y m? >0, el término dentro de la resolvente es siempre positivo por lo cual

las raices son ambas reales y negativas (b2 —4ac >0 — |b| < |\/b2 —4 ac|).

Los ceros evolucionan entre (0, -1) y (-1, -o0) cuando m se reduce en el intervalo (1,0).

ii) Andlisis de la respuesta en frecuencia de B;

Proposicion 1.3.1 Magnitud
a) Cota maxima para m=0.5
b) Cota minima para m=1 (m=0)
c) Para cualquier m, la funcién magnitud es decreciente con la frecuencia.

DEMOSTRACION

Parte a y b) Evaluando en z = el? la parte real de B, es

R(B,(e’%,m)) = —2m? cos 6 + 2 m?(cos 8)? + cos§ + 2mcos O + 1 — 2m
Y S(B,(e’%,m)) =sinf (1 +2m —2m? + 2m?cos0)
El modulo cuadrado es R(B,)? + J(B,)?, y su derivada con respecto a m es

0B, (e, m)|’

T =16m3+8m—24m?cos6?+8mcos8? —24m? + 16 m® cos 0% — 16 mcos 8

+ 48 m?2cos@ — 32 m3 cos 6
Tal funcién se anula en m=0 (es igual que m=1) y m=0.5.
Evaluando la derivada segunda en estos valores de m queda:

3 (8]B,(e®,m)|’
om om

) =8 (1 + cos(8)? — 2 cos(0))
[m=0

) (6|Bz(ej9,m)|2

> = —4 (1 + cos(8)? — 2 cos(6))
om om
|[m=0.5

Los términos dentro del paréntesis para ambas son positivos para todo 0 < 6 < 7.
Por tanto, para las frecuencias entre 0 < 6 < m, la magnitud tendrd un maximo para
m=0.5 y un minimo para m=0 (y m=1).
Parte ¢) La derivada de la magnitud es
—2sin8 (4m?(m — 1)?(cos 6 — 1) + 1) (A1.19)
El término 4m?(m — 1)? es siempre positivo, y tiene su médximo igual a 0.25 (en

m=0.5). Entonces evaluando el coseno en el peor caso negativo el término (4m?(m —
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1)%(cos@ — 1) + 1) es como minimo igual a 0.5. Por tanto, (A1.19) es siempre

negativa y la derivada para cualquier m decrece en funcion de la frecuencia.

Proposicion 1.3.2 Argumento
a) Cota maxima para m=1
b) Cota minima para m=0

DEMOSTRACION
En cuanto al argumento, en primer lugar se sabe (Leon de la Barra, Prieto , 1999) que

los sistemas de segundo orden discretos asumen valores en el continuo entre 0 y 2n

(esto es tomando la funcién inversa del tangente en cuatro cuadrantes). Por tanto, debe
tenerse en cuenta cuando se calcula arg (S (Bz (ej 9, m)) /R (Bz (ej 9,m))> que en las

frecuencias donde la parte real se anula existe una continuidad del argumento.

dargB,(e/®,m) —2sin(0) (m? cos(8) — mcos(0) — 1 + m — m?)
am "1+ cos(8) +2m2(m2 + 1 —2m)(1 + cos(6)2 — 2 cos(h)))

En el denominador el término 1+cos(0) es siempre positivo a excepcion de 0 y m, el
término (m? + 1 — 2 m) es siempre positivo a excepcién de m=1, y multiplica a otro
término positivo a excepcion de 6=0. Por tanto el denominador para 0<6<m es siempre

positivo.

. 0)?+2cosH-3 o p
El numerador tiene sus ceros para 1 + \/(COS((CO)S &;;i; ) El término dentro de la raiz

es negativo para 0 < 0 < m. Por tanto en las frecuencias donde estd definida la derivada
no se anula y el argumento asume su maximo para m=1, y su minimo para m=0.
Para m=0,
arctan(sin 6,1 + cos6) (A1.20)
Para m=1

arctan(sin6 (1 + 2cos8),—1 + cos@ + 2 cos 0) (A1.21)

A1.3 Grado relativo tres o superior

Con el mismo procedimiento anterior se puede hacer un andlisis de la ubicacion de los
ceros y la respuesta en frecuencia de By con p>3. Sin embargo, dada la cantidad de
ecuaciones que esto requiere evaluar contra el resultado cualitativo que se busca, se

prefiri6 aqui realizar el estudio de forma grafica.
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A1.3.1 Grado relativo impar
i) Ubicacion de los ceros de B, impar

A continuacién se muestra la evolucion continua de los ceros de (2.28) en funcién de
m, para los casos de p=3y 5.

En el caso p=3 se tienen tres raices que se muestran en Figura A.l, la primera
evoluciona entre (0, -0.268) (izq., arriba), la segunda entre (-0.268, -3.732) (derecha

arriba) y la tercera entre (-3.732,-00) (abajo), cuando m se reduce en el intervalo (1,0).

m m
0. 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
-0.05 1
0.1 5
—0.15 3
-0.2
4
-0.25
-5
m
0. 02 04 06 08 1
-10
-20
30
40
-50

Figura A.1: Evolucién de las raices del numerador, p=3.

Para p=5 se tienen 5 raices reales y negativas. Tal como estd indicado en Figura A.2
(con linea de cota) cada una de ellas comienza en el mismo valor en el cual termina la
previa menos negativa. La raiz menos negativa empieza en O y la raiz que comienza en

el valor mas negativo tiende a -co cuando m—0.

m m
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

—-1001

Figura A.2: Evolucion de las raices del Bp, p=5.
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i) Andlisis de la respuesta en frecuencia de B3y Bs

En Figura A.3 se muestran los valores mds representativos de magnitudes y
argumentos para los polinomios de grado relativo p impar (3 y 5) con coeficientes
dependientes de m. En ambos casos, la cota mdxima del argumento en funcién de la
frecuencia es para m=1/ mientras la minima es para m=0.

Para la magnitud la cota mdxima ocurre para |B,(e/% 1)| y la minima para
|Bp(ej , 0.5) | Asimismo se puede verificar que para cualquier valor de m la funcién de

magnitud es decreciente con respecto a la frecuencia.

p=3 p=5

Bp(e®,m)|/p! arg(Bp(el%,m))
—— m=1 (y m=0) —— m=1
-------- m=0.75 (y m=0.25) e m=0.75
______ m=0.5 - m=0.5
----- m=0.25
— m=0

Figura A.3: Respuesta en frecuencia de Bp para p=3 y 5, para algunos valores de m.



268

A1.3.2 Grado relativo par
i) Ubicacion de los ceros de B, par

A continuacién, en Figura A.4 y Figura A.5, se muestra la evolucion continua de los
ceros de (2.28) en funcién de m, para los casos de p=4y 6.

En ambas figuras se muestra que todas las p raices son reales y negativas, y su
negatividad crece cuando m se reduce en el intervalo (1,0). Ademds, tal como se
observo en el caso anterior (ver linea de cota) cada una de ellas comienza en el mismo
valor en el cual termina la previa menos negativa. La raiz menos negativa empieza en 0

y la raiz que comienza en el valor mas negativo tiende a -co cuando m—0.

m m
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

m m
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

—100
Figura A.5: Evolucién de las raices de Bp, p=6.
ii) Andlisis de la respuesta en frecuencia de B4y Bg

En Figura A.6 se grafican los valores mds representativos de magnitudes y
argumentos para los polinomios Bp de grado relativo p par (4 y 6).
En todos los casos, se muestra que la cota maxima del argumento en funcién de la

frecuencia es para m=0.5 mientras la minima es para m=1.
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Para la funcién de magnitud la cota mdxima ocurre para |Bp(ej 9, 0.5)| y la minima
para |Bp (ej 9, 1) | Asimismo se puede verificar que para cualquier valor de m la funcién

de magnitud es decreciente con respecto a la frecuencia.

p= p=06
1 T T T 1 T
0.8F ST el 0.8 N PR
0.6F e .......... 06 1. ..........
oal N 04 NG
024 SRR \‘\-- 02 beeeiiinn TR
00 1 2 3 0() 1 2 3
0 0

Bp(e®,m)|/p! arg(Bp(e!%,m))
—— m=1 (y m=0) —m=1
-------- m=0.75 (y m=0.25) oo m=0.75
______ m=0.5 - m=0.5
----- m=0.25
— m=0

Figura A.6: Respuesta en frecuencia de Bp para p=4 y 6, para algunos valores de m.

Al.4 Conclusiones
A partir de lo analizado en este anexo para los casos de grado relativo analizados (1, 2,
3,4,5y 6) se observa lo siguiente:
1- Las raices de B, son siempre reales y negativas, y se hacen mdas negativas cuando
m se reduce (equivalentemente el retardo aumenta). A excepcion de p=1, la raiz
menos negativa empieza en 0 y termina cuando m—0 en un valor finito negativo,

la segunda menos negativa empieza en este valor y termina cuando m—0, en -0 si
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p=2, o en otro valor negativo si p>2. Y asi continua hasta que la p-ésima raiz que
comienza en el valor mds negativo tiende a -0 cuando m—>0.
2- Larespuesta en frecuencia tiene las siguientes caracteristicas:
Funcién de Magnitud
e Grado p impar
a) Cota maxima para m=1 (m=0)
b) Cota minima para m=0.5
e Grado p par
a) Cota maxima para m=0.5
b) Cota minima para m=1 (m=0)
A excepcion del caso de p=1 y m=1(=0) donde la magnitud vale 1, para todos los
otros casos (de p y m) la funcién de magnitud decrece con respecto a 0.
A partir de la grafica se observa que a medida que p aumenta, la diferencia entre la
cota maxima y minima de la funcién de magnitud se reduce.
Funcién de Argumento
a) Cota maxima para m=1

b) Cota minima para m=0

En el caso particular de un sistema de primer orden se probd que las cotas mdximas y
minimas de las funciones de argumento y magnitud coinciden con las equivalentes
obtenibles usando el modelo aproximado B;. La tnica diferencia es que la cota minima

de magnitud ocurre para distintos valores de m.

Por ultimo, en figuras A.3 y A.6 se puede observar que las cotas mdximas y minimas
de las funciones magnitud son mds proximas entre si para plantas de mayor grado
relativo. Con esto, es esperable que los criterios frecuencial para disefio robusto basados
en tales cotas de magnitud (como el de Proposiciéon 3.2) den resultados menos

conservativos para plantas de mayor grado relativo.



CAPITULO 7

Conclusiones

Introduccion.

El auge e importancia de los NCS o sistemas realimentados de control complejos con
arquitectura distribuida, entendida como la descentralizacion espacial del procesamiento de la
informacion necesario para la ejecucién de sus algoritmos de control, ha sido posible sélo
gracias a su implementacion sobre redes de comunicacion digital. Como se discutié en la
Introduccién y en otros Capitulos de esta Tesis, las ventajas del empleo de esta tecnologia
informadtica van de la mano con nuevos tipos de problemas para los sistemas de control.

Los problemas tratados en esta Tesis estdn relacionados con el efecto adverso para los NCS
de los retardos en la transmisién de la informacién y con las pérdidas de datos. Se analizaron
estos efectos y se proveyeron soluciones que, vistas desde la perspectiva del uso del recurso
informdtico, caen en dos categorias: las soluciones pasivas y las soluciones activas. Las
soluciones del tipo pasivo consideran fijas las caracteristicas de la red de comunicacién y
abordan los problemas inducidos por ella exclusivamente con métodos y técnicas de la teoria
de control. Las soluciones activas consideran la conveniencia de actuar concertada y
simultdneamente sobre el disefio de las leyes de control y sobre caracteristicas propias de los
protocolos de comunicacién, especificamente el agendado o scheduling de tareas, a los
efectos de resolver los problemas abordados. Estas dos lineas se caracterizan en el Capitulo 1
como Control sobre redes y Co-Diserio, respectivamente, proveyéndose en el Capitulo 2 una

revision de los resultados disponibles en la literatura sobre cada una de ellas.

El primer objetivo cumplido por las soluciones propuestas para todas las clases de
problemas tratados es la insoslayable garantia de la estabilidad de los sistemas realimentados.
Ademads, en algunas de estas clases de problemas, se establecen criterios para mejorar indices

de desempefio de los sistemas de control. Adicionalmente a estabilidad y performance, las
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soluciones obtenidas con el enfoque del Co-Disefio proveen métodos para descongestionar el
trafico de las redes de comunicacion y/o los procesadores compartidos.

La definicion de las clases de problemas referidas se hace en correspondencia con las
caracteristicas determinadas por el tipo de redes de comunicacién existentes sobre las cuales
se pueden implementar los NCS. Los Capitulos de la Tesis, cuyas contribuciones se resumen

y evaldan a continuacion, estdn organizados de acuerdo a este criterio clasificador.

Resumen y valoracion de los resultados.

En el Capitulo 3 se analiz6 el efecto sobre la estabilidad y la performance de los NCS de los
retardos de comunicacion constantes inducidos por la red.

El anélisis de estabilidad ante la presencia de un retardo constante, desconocido y acotado,
se hizo con tres métodos basados, respectivamente, en el criterio de estabilidad de Jury, el
criterio frecuencial de estabilidad de Nyquist y un criterio de estabilidad Schur de un
polinomio intervalo, disponibles en la literatura. Se mostré que la aplicacion de los criterios
frecuencial y de polinomio intervalo requiere el cdlculo de ciertas cotas maximas y minimas
que dependen de la planta especifica.

Uno de los principales aportes que se hace en este Capitulo es de orden metodolégico, y
consiste en el uso de la aproximacion discreta del modelo de la planta introducida en (Hara et
al, 1989), la que depende sd6lo de su orden y grado relativo. La utilizacién de esta
aproximacion se justifica en que en la zona de baja frecuencia, de mayor interés para el
andlisis de estabilidad, las RF (respuestas en frecuencia) de la aproximacién y la exacta son
muy cercanas (ver Anexo I). Con ella se logr6 generalizar lo establecido por el criterio
frecuencial y convertir las condiciones de Jury en polinomios funcién de la parte fraccional
del retardo. Esto permiti6 la formulacién de una proposicion para ciertas plantas y
controladores que permite inferir si existe una evolucién hacia la inestabilidad para retardos
crecientes.

En términos de comportamiento del sistema, se verific6 que la modificaciéon de la
performance cuando el retardo aumenta puede ser evaluada visualizando ciertos indices
estandares de sistemas de segin orden que relacionan la respuesta temporal con la ubicacién
de los polos del lazo cerrado.

En relacion con otros aportes de la literatura, se mostré que el enfoque discreto utilizado en
nuestra investigacion es mds adecuado que otras soluciones que se basan en aproximaciones

continuas como las consideradas en (Zhong, 2003), (Juanole, 2002). En cuanto a resultados en
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el dominio DT se destaca que los de (Branicky et al., 2000), donde se reportan condiciones de
estabilidad, o los de (Yook et al., 2000) donde se definen indices de performance de lazo
cerrado usando la MZT, se establecen para ciertos tipos simples de plantas y controladores y
por tanto es muy dificil extender las conclusiones a plantas mas complejas o generales. En
este contexto, el uso combinado de los métodos propuestos en el Capitulo 3 de esta tesis y la
aproximacion discreta considerada es altamente ventajoso dado que permite generalizar los

resultados (de acuerdo al orden de la planta y su grado relativo).

En Capitulo 4 aborda el problema para el caso de retardos variables y acotados.

Se propusieron dos nuevos métodos de disefio robustos en base a un criterio de estabilidad
para sistemas SISO con retardos variables y acotados, presentado en (Kao & Lincoln, 2004).

El primero de ellos plantea la resolucién de un problema H., es decir el método se
desarrolla realizando un loop-shaping de las funciones de sensibilidad y sensibilidad
complementaria del lazo cerrado, incluyendo la informacion sobre el retardo en los pesos que
definen el perfil de las magnitudes de estas funciones en el dominio frecuencial.

El segundo método para el disefio robusto de controladores se realiza integramente en el
dominio z y a través del planteo de ciertas reglas ayuda a reducir las iteraciones de prueba y
error propias del disefio loop-shaping. Especificamente, se formularon una serie de
restricciones a la ganancia de lazo abierto en base a especificaciones estindares que pesan las
funciones de sensibilidad y lo establecido por el criterio de estabilidad. Estas restricciones son
usadas para proponer criterios que asisten en la seleccion de compensadores lead-lag en el
disefio loop-shaping del controlador en el plano de Nichols. Se determiné una relacién directa
entre el margen de fase y el médximo retardo que puede admitir el lazo de control,
verificindose ademds que la compensacion requerida para retardos mds grandes se logra a

expensas de reducir la velocidad de respuesta del lazo.

Se destaca que, merced al enfoque integrativo del retardo en el disefio, los métodos
propuestos obtienen al controlador en un solo paso, lo cual es una de las ventajas en relacion
con la técnica presentada en (Lincoln, 2002) que usa el mismo criterio para modificar a-
posteriori un disefio convencional que ignora a la red de comunicacién. Ademds de la mayor
simplicidad de disefio, los métodos propuestos son ventajosos al no requerir elementos
adicionales de implementacion.

A los efectos de comparar cuan conservativo puede resultar un controlador obtenido con los

métodos formulados a partir del mencionado criterio de estabilidad, se evalué la estabilidad
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del lazo de control con otros dos criterios de anélisis de la literatura, estabilidad tipo gridding
LMI de (Sala, 2005) y criterio robusto de (Cloosterman et al., 2006). Se concluyé mediante un
ejemplo que el criterio considerado, que puede parecer conservativo a-priori debido al modelo
que utiliza, permite garantizar la estabilidad que no puede ser comprobada con los otros
criterios de andlisis. Es decir, el uso de este criterio para el disefio de controladores no es

necesariamente muy conservativo frente a otras propuestas.

En el Capitulo 5 se presenta uno de los principales resultados tedricos de la tesis, basado en
la utilizacién de teorias algebraicas de Lie para la obtencién de controladores de sistemas
conmutados.

Se destaca que este Capitulo propone soluciones a un problema tedrico de control de gran
actualidad, mds alld de que esté motivado por el problema de los retardos en los NCS y
posteriormente usado para su solucién. Efectivamente, tal como ha sido indicado en (Lin &
Antsaklis, 2008), hay un creciente interés en determinar condiciones algebraicas que
garanticen la existencia de una CQLF de familias finitas de matrices que representan sistemas
LTI conmutados. Cabe mencionar que si bien la condicién que vincula la resolubilidad del
algebra de Lie generada por el sistema conmutado con la existencia de una CQLF se conoce
desde hace tiempo (Blondel et al., 2004), ha sido considerada por primera vez en esta Tesis
como herramienta de disefio de sistemas discretos de control a periodo variable. En la
aplicacion de este resultado en el contexto de los NCS, la variacién del periodo resulta de
utilizar las estrategias de administracién del recurso informéatico compartido para resolver el
problema principal de Co-Disefio de esta Tesis, i.e., la estabilizacion del sistema y la
descongestion de la red, ver referencias en Capitulo 2 y arquitectura propuesta en Capitulo 6.

Los métodos originales de disefio de control estabilizante propuestos se basan en la
obtencién de una matriz de triangularizacién comin o en el planteo de condiciones de
resolubilidad del dlgebra de Lie. En algunos casos se han obtenido soluciones analiticas de
ajuste de los parametros del controlador (p. €j., para sistemas lineales de segundo orden con
controlador por realimentacion de estados, donde ademds se establecié que todas las matrices
en la familia tendrdn sus autovalores complejos conjugados o reales). En otros casos se
brindan pautas generales para el cdlculo numérico de los pardmetros que aseguren la
resolubilidad del dlgebra de Lie generada, asi como para el computo de ganancias de

observador de estados. La adaptacion de los pardmetros del controlador no sélo es util para
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garantizar la estabilidad asintética sino que también permite reducir el impacto negativo en la
performance del sistema que puede generar el aumento del periodo.

En relacién con otras técnicas de la literatura, utilizadas tipicamente en el disefio de la
familia de controladores adaptable a la variacién del periodo, se realiz6 una comparacién
mediante un ejemplo en el Apéndice D. Se mostr6 que el disefio 6ptimo LQ para adaptar la
ley de control de (Eker et al., 2000) puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de
variacion del periodo tal como se sugirié en (Schinkel et al., 2002). En cuanto a la solucion
estable de (Schinkel et al., 2002) se puso en evidencia que la falta de control sobre la
resolucion numérica de las desigualdades puede conducir a resultados muy conservativos.

Cabe mencionar que si bien la condicién algebraica de resolubilidad del dlgebra de Lie se
destruye ante una minima dispersion paramétrica (Agrachev & Liberzon, 2001) se espera
cierto grado de robustez frente a pequefias perturbaciones de los pardmetros del sistema
relacionado con la robustez provista por la propiedad de estabilidad exponencial. A estos
efectos, se verifico favorablemente la robustez del disefio de Lie frente a una dispersion en el

valor del periodo de muestreo usando un modelo de politopo de (Hetel et al., 2008).

En el Capitulo 6 se tuvieron en cuenta aspectos de los recursos compartidos no sélo en un
sentido de incorporacién al modelo de disefio del control, sino que han sido explotados
activamente a fin de optimizar el comportamiento del lazo cerrado. Esto resulta en una
solucion al problema de Co-Disefio abordado en esta tesis, con la utilizacion simultdnea de
técnicas de la Teoria de Control y de la Informatica Aplicada a Sistemas de Tiempo Real.

Considerando que la fuente de los problemas en los recursos compartidos es su capacidad
limitada, se propuso para evitar posibles situaciones de congestion, el uso de un enfoque
basado en la pérdida selectiva de algunos paquetes (en una red) o de algunas instancias de las
tareas de control (en un procesador) con el modelo (m, k)-firm. Especificamente, esto se
consiguié permitiendo que el valor de m del patrén (m, k) cambie de acuerdo al estado del
recurso, siempre sujeto a la garantia de factibilidad de la planificacién evaluada con una
condicion presentada en (Jia, 2009).

Para mitigar la pérdida de la performance de control inducida por una reduccién de m se
hicieron aportes en dos posibles lineas.

Como primera estrategia se presentd una arquitectura para evitar la congestion en una red

que debe ser implementada sobre nodos que transmiten la informacion de las salidas de
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sensores teniendo en cuenta el estado de la planta. La estabilidad de cada lazo ante
variaciones de la cantidad de instancias ejecutadas se garantizo con el disefio de un control
robusto resuelto con recurso a la técnica de las LMI.

La segunda estrategia propuso la bisqueda de los valores 6ptimos del valor m de cada tarea
tal que se minimice la funcién de costo de la performance de control global utilizando para
ello un algoritmo presentado en (Jia, 2009) sujeto a la restriccién impuesta por la condicion de
planificacion. La estabilidad de cada lazo de control ante variaciones de m se garantiza
calculando los pardmetros de los controladores con los métodos Lie-algebraicos. El uso de tal
metodologia Lie permitié obtener una funcién de costo para cada patrén (m, k) que guarda
cierta relacion con los pardmetros de cada modo del lazo cerrado, ver Apéndice E.

En conclusién, mientras que con la primera estrategia se obtiene una performance
satisfactoria gracias a la ejecucion de instancias extras durante el transitorio de la planta, la
segunda logré este objetivo con el ajuste de parametros del controlador, sin ejecucién de
instancias extras.

Por ultimo, la segunda estrategia fue extendida para tener en cuenta ademds la performance
de cada lazo, combinando las ideas de las dos estrategias propuestas. Esto permitié una
utilizacién mads eficiente del recurso ya que es asignado dindmicamente a las plantas que mas
lo necesitan (cuando estdn en su transitorio) a expensas de las plantas que estidn en régimen y
necesitan menos control.

El algoritmo de la primera estrategia es similar a la técnica de evaluacion “clock-driven” de
(Otanez et al., 2002), con la promocién de envios complementarios para eliminar oscilaciones
inherentes a dicha técnica mejorando la performance del lazo.

El algoritmo de la segunda estrategia permite que el enfoque (m, k) pueda ser usado en
sistemas de control generales dado que no plantea requerimientos sobre el tipo de funcién que
representa la relacién performance- patrén. Esto marca una diferencia con las técnicas de
(Eker et al., 2000) y (Cervin et al., 2002) cuya aplicabilidad se ve limitada por la hipétesis de
que la funcién performance-periodo sea convexa (en gral. cuadritica o lineal). Asimismo es
ventajosa porque no depende del valor acumulado de la performance como ocurre con el
indice IAE considerado como medida de performance en (Xia et al., 2006), (Lu et al.,2002).

En comparacién con otros aportes como los de variaciéon de periodo propuestos en
publicaciones de grupos de investigacion lideres en el drea, por ejemplo (Eker et al., 2000),
(Cervin et al, 2002), (Eker et al., 2000) (Antunes et al, 2007), (Velazco et al., 2004), se

destaca la garantia de estabilidad asint6tica proporcionada por nuestra solucién de Co-Disefio.
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Cabe destacar que el enfoque (m,k) resulta en una alternativa al método directo de
adaptacion del periodo de muestreo, (Eker et al., 2000), (Cervin et al., 2002), (Velasco et al.,
2004), (Ben Gaid et al., 2006), que es mas simple de implementar porque no requiere la
variacion de los periodos de muestreo de los sensores en un rango continuo.

Asimismo, el uso de nuestro aporte que ajusta el valor de m durante la operacioén “on-line”
permite evitar el sobredimensionamiento en la etapa de disefio de la plataforma informatica y
de comunicaciones requerida por las técnicas de planificacion de tipo “off-line”, como las

propuestas en el articulo seminal de (Ramanathan, 1999) y en el articulo de (Jia et al., 2007).

Problemas abiertos y trabajo futuro.

En cuanto a los resultados en el area de retardos constantes para sistemas SISO, la
aproximacion discreta en conjunto con los criterios de Capitulo 3 fueron utilizados para el
andlisis de estabilidad con un controlador ya calculado. Una de las posibles lineas en este
tema, es utilizar dicha aproximacion para proponer una metodologia de disefio del controlador
que garantice la estabilidad de lazo cerrado frente a cierta cota del retardo. También resulta
interesante evaluar las limitaciones de disefio introducida por dicha cota de retardo. Como tal

andlisis estd limitado a plantas SISO, una linea a investigar es su extension a plantas MIMO.

En cuanto a los resultados en el drea de retardos variables y acotados para sistemas SISO, un
problema futuro a investigar es la adaptacion del criterio mencionado al caso de sistemas con
retardos que tengan una media no nula mds una cota variable J. Esto presupone la reduccion
de lo conservativo del disefio con respecto a un disefio con retardo solo acotado
superiormente. De igual manera que para el caso de retardos constantes resta analizar la

posibilidad de extension de algunos aportes al disefio de plantas MIMO.

El significativo avance tedrico en el disefio de controladores adaptables a la variacion del
periodo de Capitulo 5, que surge de plantear condiciones sobre la resolubilidad del dlgebra de
Lie de las matrices de lazo cerrado ha sido un tema de investigacion retomado en el articulo
(Haimovich et al., 2009), y subsiguientes. En tal articulo se formula el problema de
estabilizaciéon basado en la resolubilidad con un “enfoque geométrico” y se derivan
condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema con la asignacion iterativa de
autovectores, lo que surge a partir de la propuesta de seccion 5.3.1 de esta tesis. Como trabajo

futuro se puede complementar lo propuesto en esta tesis con diferentes adaptaciones de
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parametros de controladores, la incorporacién de controladores con otras estructuras. Otra
alternativa no explorada aqui es el estudio de otras condiciones algebraicas vinculadas con la

existencia de una funcién comiin de Lyapunov que permita obtener un disefio adaptable.

Finalmente en cuanto a lo considerado en Capitulo 6, se remarca que una familia de
controladores obtenida con los métodos Lie-algebraicos puede ser utilizada en cualquier
estrategia que proponga variar el periodo de muestreo, que conozca cual es la proxima
instancia a ser ejecutada. Entonces, una posible continuacién en esta linea es embeber la
adaptacién de parametros de controladores en otras arquitecturas como las propuestas en
(Pedreiras y Almeida, 2004), (Cervin et al., 2002), (Eker et al., 2000), (Marti, 2002), (Antunes
et al., 2007) y (Velasco et al., 2004).
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L’objectif principal de cette theése est 1’étude de propriétés dynamiques et de méthodes de
conception et synthese des algorithmes de contréle-commande des systémes dans le cas ou les
fonctions de mesures, actionnements et contrdles sont distribuées sur des organes de calcul
pouvant étre partagés avec d’autres applications et connectés sur un réseau de communication
numérique. En conséquence, les boucles de contrdle sont en compétition avec d’autres
applications pour accéder aux ressources de calcul et de communication de capacité limitée et
gérées par des politiques spécifiques. Ceci provoque ’apparition de délais et de perte
d’informations transmises entre les différents nceuds qui peuvent dégrader les performances des
systémes et conduire a leur instabilité.

Dans une premiere partie de la these, nous avons étudié 1’analyse des performances de certains
systemes ainsi que la conception de contrdleurs robustes en fonction de la qualité de service
fournie par le réseau. Cette étude a permis de spécifier les reégles de conception de controleurs.
Dans la deuxiéme partie, nous avons présenté une approche de conception conjointe intégrant
les résultats obtenus dans les deux domaines: la synthése et la conception des algorithmes de
contrdle et I’ordonnancement de taches temps réel qui partagent des ressources limitées. La
technique proposée repose sur le changement de la période d’activation de 1’algorithme de
contrdle, et en conséquence le modele du systeéme devient un modele échantillonné a taux
variable. Les résultats proposés, en considérant 1’algebre de Lie des matrices d’évolution,
permettent de calculer des contrdleurs adaptifs aux périodes qui stabilisent tous le systéme.
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ABSTRACT :

The main contributions of this thesis are related to the analysis, synthesis and design of control
systems sharing communication and computational resources. The research focuses on control
systems where the feedback loops are closed over communication networks which transmit the
information provided to its nodes by sensors, actuators and controllers. The shared resource in
this scenario is the network. Some of the results are valid when the resource is a processor
locally placed respect to several controller executing their algorithms on it. In any of the
preceding scenarios, the control loops must contend for the shared resource. The limited
capacity of the resource can cause delays and packet losses when information is transmitted.
These effects can degrade the control system performance and even destabilize it.

The first part of this thesis contributes to the performance analysis of specific classes of systems
and to the design of robust controllers for network characteristics modeled by Quality of Service
parameters. A series of methods to assist the control systems engineer are provided.

In the second part, a contribution to the CoDesign approach is made via the integration of
control system synthesis and design techniques with rules allowing to define the communication
policy to manage real-time tasks sharing a limited resource. Putting in correspondence a
scheduling of instances of the controller tasks with their sampling periods, the proposed policy
results in discrete-time varying systems. The stabilization problem of these systems is solved
with methods based on the solvability of Lie-algebras. Specifically, the proposed methodology
provides adaptive controllers.
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