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RESUMEN 

 

Esta tesis tiene por objetivo principal contribuir al estudio de propiedades dinámicas y al 

desarrollo de métodos de diseño y síntesis de algoritmos de control de sistemas cuyos sensores, 

actuadores y controladores se encuentran distribuidos en nodos de una red de comunicación 

digital y cuyos algoritmos de control se ejecutan en dispositivos de cálculo no dedicados.  

Con el uso de esta tecnología, los lazos de control deben competir por los recursos de cálculo y 

comunicación, los que al ser de capacidad limitada provocan la aparición de retardos y/o pérdida 

de paquetes de la información transmitida entre distintos nodos. Estos problemas pueden 

degradar sensiblemente los índices de performance del sistema e incluso desestabilizarlo.  

Para evitar estas consecuencias se propone trabajar conjuntamente en los dos dominios teóricos 

principales: la Teoría de Control, en el nivel funcional más abstracto de su tratamiento, y la 

Informática Aplicada en el nivel relacionado con su implementación tecnológica. 

 

En una primera parte se realizan aportes al análisis de la performance de ciertas clases de 

sistemas y al diseño robusto de los controladores cuando las características de la red son 

modeladas con parámetros de calidad de servicio, considerándola como un elemento pasivo. Este 

enfoque se enmarca dentro de la línea clasificada en la literatura como “Control sobre Redes”. 

Como resultado de la aplicación de este enfoque se formula una serie de reglas para asistir a los 

ingenieros especialistas en las etapas de diseño de los controladores. 

 

En una segunda parte se hace una contribución a la línea denominada de “Co-Diseño” vía la 

articulación de resultados obtenidos en ambos dominios en el área de síntesis y diseño de 

algoritmos de control y en el área de administración de las tareas de tiempo real que comparten 

recursos limitados. La técnica propuesta resulta en el cambio forzado del período del algoritmo 

de control, lo que da lugar a un modelo discreto del sistema variante en el tiempo. Tratando este 

tipo de modelos como sistemas conmutados, se resuelve el problema de su estabilización con 

métodos asociados a las álgebras de Lie de sus matrices de evolución. Específicamente, los 

resultados obtenidos permiten calcular familias adaptables de controladores estabilizantes. 



 



RESUME 

 

L’objectif principal de cette thèse est l’étude de propriétés dynamiques et de méthodes de 

conception et synthèse des algorithmes de contrôle-commande des systèmes dans le cas où les 

fonctions de mesures, actionnements, et contrôles sont distribuées sur des organes de calcul 

pouvant être partagés avec d’autres applications et connectés sur un réseau de communication 

numérique. En conséquence, les boucles de contrôle sont en compétition avec d’autres 

applications pour accéder aux ressources de calcul et de communication de capacité limitée et 

gérées par des politiques (ordonnanceurs locaux, protocoles) spécifiques. Ceci provoque 

l’apparition de délais et de perte d’informations transmises entre les différents nœuds qui peuvent 

dégrader les performances du système et, le cas échéant, conduire à leur instabilité.  

Nous avons proposé d’attaquer ce problème en étudiant les systèmes conjointement selon deux 

points de vue : la théorie du contrôle, sur le plan fonctionnel et l’ordonnancement, sur le plan du 

déploiement sur une plate-forme d’exécution distribuée. 

Dans une première partie de la thèse, nous avons considéré que le réseau était un élément passif 

non contrôlé et nous avons étudié l’analyse des performances de certains systèmes ainsi que la 

conception de contrôleurs robustes en fonction de la qualité de service fournie par le réseau. Cette 

étude a permis de spécifier les règles de conception de contrôleurs. 

Dans la deuxième partie de la thèse, les principales contributions du travail sont présentés, à 

savoir une approche de conception conjointe intégrant les résultats obtenus dans les deux 

domaines : la synthèse et la conception des algorithmes de contrôle, d’une part et 

l’ordonnancement et la gestion de tâches temps réel qui partagent des ressources limitées. La 

technique proposée repose sur le changement de la période d’activation de l’algorithme de 

contrôle, et en conséquence le modèle du système devient un modèle échantillonné à taux 

variable. Ce modèle devient un système discret à commutation, et nous avons résolu le problème 

de stabilité en considérant l’algèbre de Lie des matrices d’évolution. Spécifiquement, les résultats 

proposés permettent de calculer des familles de contrôleurs adaptifs aux périodes 

d’échantillonnage induites par la qualité de service courante du réseau et qui stabilisent tous le 

système. 



 



ABSTRACT 

The main contributions of this thesis are related to the analysis, synthesis and design of control 

systems sharing communication and computational resources. The research focuses mainly on 

networked control systems or NCS, i.e., control systems where the feedback loops are closed 

over digital communication networks which transmit the information provided to its nodes by 

sensors, actuators and controllers. The shared resource in this spatially distributed scenario is the 

communication network. Nevertheless, some of the results are also valid when the shared resource 

is a processor locally placed respect to several controller executing their algorithms on it.  

In any of the preceding scenarios, the control loops must contend for the shared computation 

and communication resources. The limited capacity of these resources can cause delays and 

packet losses when information is transmitted among the network nodes. These effects can 

significantly degrade the control system performance and even destabilize it. Precisely these 

issues define the subject of this thesis which consists in providing techniques to analyze these 

problems and design methods assuring stability and improving performance of the closed-loop 

systems. A twofold approach is followed along the thesis. At the abstract level the problems are 

analyzed and solved with a control-theoretical methodology, while at the practical 

implementation level real-time computer-science tools are invoked. This results in the so-called 

“CoDesign” approach when the control system designer has the freedom to specify not only the 

controller, but also some features of the shared resource (network/processor) in correspondence 

with the controller, as both approaches are linked in this practice. 

The first part of this thesis contributes to the performance analysis of specific classes of systems 

and to the design of robust controllers for fixed network characteristics modeled by Quality of 

Service (QoS) parameters. Here, the network is considered a passive resource providing 

constraints expressed in terms of QoS. These contributions correspond to the approach usually 

called “control over networks”. A series of methods to assist the control systems engineer at the 

controller design stage are provided. 

In the second part of this thesis a relevant contribution to the Co-Design methodology is made 

via the integration of control system synthesis and design techniques with rules allowing to 

define the communication policy to manage real-time tasks sharing a limited resource. 



Putting in correspondance a dynamical scheduling of instances of the controller tasks with their 

sampling periods, the proposed methodology results in discrete-time varying systems. Modeling 

them as families of discrete-time switched systems, the stabilization problem is solved with novel 

methods based on the solvability of Lie-algebras generated by the set of the evolution matrices 

defining each family. In terms of the standard control system classification, the proposed 

methodology provides stabilizing adaptive controller families.  
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CAPÍTULO 1 

1. f 

Introducción  

Un sistema distribuido de control es un sistema espacialmente distribuido en el cual la 

comunicación entre sensores, actuadores y controladores se realiza a través de una red de 

comunicaciones. En la literatura actual, la denominación dominante para estos sistemas es 

NCS, por Networked Control Systems, su designación en inglés, (Walsh et al., 2002). 

El uso de una red compartida multipropósito para conectar tales elementos distribuidos 

proporciona arquitecturas flexibles y generalmente reduce los costos de instalación y 

mantenimiento. Asimismo, los avances tecnológicos en la capacidad de los procesadores 

permiten que sean compartidos entre diferentes sistemas de control, (Nilsson, 1998), (Eker et 

al., 2000), (Ben Gaid et al., 2006). 

En Figura 1.1 extraída de (Hespanha et al., 2007) se muestra un NCS en el cual varios lazos 

de control se cierran a través de una red de comunicación. En la misma se muestran los 

bloques de codificación (“Enc.”) y decodificación (“Dec.”). El primer bloque es responsable 

del muestreo de la señal de salida de la planta y su acondicionamiento para la transmisión por 

la red. El segundo bloque tiene como tarea la decodificación de la señal recibida y su 

conversión en señales que actúen sobre la planta. 

En Figura 1.2 se muestra una arquitectura de un sistema embarcado, cuya designación en 

inglés es Embedded System, en el cual las tareas de tiempo real que implementan las leyes de 

control se ejecutan en forma paralela en un mismo procesador. 

En las aplicaciones de control embarcadas y distribuidas, los mencionados recursos de 

comunicación y de procesamiento son limitados.  

 

Figura 1.1: Arquitectura general del NCS. 

Controlador

Red

Enc. Dec.

ActuadoresSensores

Planta

Controlador

Enc. Dec.

ActuadoresSensores

Planta ....

....
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El uso de las redes de comunicación y los procesadores compartidos facilita la 

disponibilidad de la información instantánea e histórica sobre el sistema en los niveles de 

control, supervisión y administración, y mejora el rendimiento de los recursos instalados. 

Además, aumenta la capacidad de mantenimiento y detección de fallas, la interoperabilidad de 

los dispositivos y presenta una mejora en la reconfigurabilidad de los sistemas de control. 

 

 

Figura 1.2: Sistemas de control que comparten un procesador común. 

Los NCS son encontrados en un amplio rango de áreas tales como la industria, el transporte, 

la medicina (por ejemplo cirugía remota), en la generación de energía, con propósitos 

militares, entre otros. 

Por ejemplo, en el ámbito industrial las redes de comunicación son muy utilizadas y se 

organizan según tres niveles de jerarquías. En cada uno de estos niveles se presentan 

características propias de intercambio de información y diferentes tipos de equipamiento. El 

nivel más bajo se refiere a las conexiones físicas al nivel de entradas salidas discretas, 

sensores, contactores, actuadores y el intercambio de datos en este nivel es en bits y 

físicamente esta red está ubicada en el campo.  

El nivel intermedio (red de control) se refiere a la red que une los controladores; 

implementados en dispositivos como PLC (siglas de Programmable Logic Controller), CNC 

(siglas de Computer Numeric Controller), PC de control; y por la misma la información se 

transporta a nivel de bytes, requiriéndose un flujo de información para garantizar la 

actualización adecuada en los controladores y las estaciones de monitoreo. Esta red está 

físicamente ubicada donde se encuentran los controladores, ya sea en el campo, en la sala de 

control, o en el centro de monitoreo.  

El nivel más alto se refiere a una red de computadoras que procesa el comportamiento de la 

instalación; tales como SCADA (siglas de Supervisory Control And Data Acquisition), HMI 

(siglas de Human–Machine Interfaces); y permite operaciones de monitoreo, supervisión y 

comando (pasaje de órdenes, consignas o set-points en lazo abierto) estadístico. Esta red se 

instala generalmente dentro del centro de cómputos, una sala de control en un ambiente 

Controller
nController

2
Controlador
        1

Actuadores Sensores

Procesador
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industrial. En este nivel la información se transporta en paquetes con datos del sistema más 

otros datos necesarios para cumplir con el requisito de disponibilidad operativa.  

Si bien los buses de campo fueron inicialmente pensados para el nivel más bajo, hoy en día 

existen buses para todos estos niveles. Las distintas tecnologías de redes utilizadas en la 

industria son descriptas en sección 2.2.2 y las referencias citadas allí. 

1.1 Implementación de sistemas de control en plataforma informática distribuida o 

compartida 

La secuencia de las operaciones involucradas en la ejecución del control en lazo cerrado de 

un sistema (muestreo, cálculo, actuación) se denomina generalmente tarea de control 

(traducción del inglés de control task) y tiene como requerimiento ser realizada en un dado 

tiempo. Por esto se puede caracterizar al sistema de control como un sistema con restricciones 

temporales de Tiempo Real (RT, por Real Time).  

Dependiendo de la aplicación, se puede considerar que las restricciones RT asociadas a las 

tareas son del tipo:“hard”(rígidas), “soft” (flexibles) o “firm” (firmes). Esta distinción está 

basada en las consecuencias derivadas de la no satisfacción de las restricciones temporales, 

que se expresan como límites de tiempo y se refieren como deadlines. Por ejemplo, un 

sistema con restricciones “hard” debe garantizar que sus tareas se completen “rigurosamente” 

a tiempo, dado que su incumplimiento puede tener consecuencias graves, mientras que las 

restricciones “soft” presuponen restricciones de mejor esfuerzo. Los sistemas con 

restricciones “firm” son sistemas “hard” que pueden tolerar algunas pérdidas, si las mismas 

ocurren con una baja probabilidad.  

Si bien en (Åström & Wittenmark, 1997) se considera que las tareas de control son de tipo 

“hard”,  en numerosos artículos se ha mostrado que se puede tolerar la no ejecución de 

algunas instancias de estas tareas sin tener consecuencias drásticas, ver (Eker et al., 2000), 

(Ramanathan, 1999), (Hadjicostis & Touri, 2002), (Ben Gaid et al., 2006), entre otros, es 

decir de acuerdo con esta interpretación, las restricciones temporales son de tipo RT- firm.  

Una típica restricción temporal de una tarea de control es que cada instancia sea completada 

antes de que esté disponible la instancia posterior, esto implica definir el deadline de la tarea 

igual al período de muestreo, (Ramanathan, 1999), (Zhang et al., 2001), entre otros. 

El no cumplimiento de los requerimientos temporales puede ocurrir no sólo por una 

situación crítica en cuanto a la cantidad de recurso disponible, sino también debido a una 
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incorrecta asignación del mismo (Stankovic, 1988). Para asignarlo adecuadamente se requiere 

tener en cuenta el protocolo de la red de comunicación, el tráfico previsto según la cantidad de 

tareas, sus períodos y sus requerimientos temporales, ver sección 1.1.1. 

Desde el punto de vista de los objetivos de control existe una relación entre las 

especificaciones de diseño sobre la performance del sistema de control y el período de la tarea 

que ejecuta el control. Además, como se mencionó en el párrafo precedente, el período está 

vinculado a la restricción temporal de la tarea de control. Por ambos motivos, el período se 

vuelve un parámetro de diseño determinante de la performance obtenible al implementar un 

sistema de control en una plataforma informática. Esto es analizado en sección 1.1.2.  

1.1.1 Problemas inducidos por la red, protocolos y planificación  

La implementación de un sistema de control en una plataforma informática de tiempo real 

provoca que se deban compartir recursos de procesamiento y comunicación que son de 

capacidad limitada. Esto tiene como consecuencia la aparición de ciertos problemas como 

retardos y/o pérdidas de datos que pueden impedir que no se respeten las restricciones 

temporales requeridas por las tareas de control.  

En el caso de que la capacidad del recurso sea muy limitada o sólo se asigne una pequeña 

porción a los distintos dispositivos, pueden aparecer errores de cuantificación y retardos 

significativos debido a la baja resolución y el tiempo de transmisión finito de los valores 

discretos intercambiados. Este problema de control con tasa de datos limitada, que no será 

tratado en esta tesis, ha sido ampliamente abordado en la literatura aprovechando su analogía 

con elementos de la teoría de la información (Nair & Evans, 2000), (Liberzon, 2003), etc.  

A continuación se presentan brevemente las causas de aparición de los retardos y la pérdida 

de mensajes. Luego, se presentan algunas características concernientes a la planificación.  

i. Retardos y pérdidas de datos 

Para transmitir una señal de tiempo continuo sobre una red, la señal debe ser muestreada, 

codificada en un formato digital, transmitida a través de la red, y finalmente decodificada en 

el nodo receptor. Este proceso es significativamente diferente del muestreo periódico y el 

sincronismo entre muestreo de datos y aplicación de la ley de control asumidos en la teoría de 

control digital. Al tiempo entre que se realiza el muestreo efectivo y la señal es decodificada 

en el receptor se lo denomina retardo de entrada/salida o de extremo a extremo. Su valor 
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puede ser altamente variable y está constituido en parte por el tiempo de acceso al medio 

compartido de comunicación, la funcionalidad adicional requerida para la codificación de 

señales físicas y procesamiento de la comunicación. Dependiendo de los protocolos de red 

adoptados, el hardware elegido y el algoritmo de planificación, los retardos pueden ser 

caracterizados como constantes, acotados o incluso aleatorios, ver sección 2.2.3. 

El mensaje a ser transmitido en cada comunicación es almacenado en colas (o buffers) a la 

espera de que la red esté disponible. Debido al tamaño finito de estas colas, en caso de 

congestión se pueden perder algunos de estos mensajes. En la capa física los mensajes son 

transmitidos en paquetes por lo que suele denominarse pérdida de paquetes.  

ii. Protocolos y planificación   

Las restricciones de tiempo real determinan que el tráfico debe ser enviado y recibido dentro 

de un intervalo adecuado y en caso de que las mismas no se respeten se dice que ha ocurrido 

una falla temporal (pérdida de un deadline). Asimismo, tales fallas pueden ocurrir no sólo por 

la cantidad de recurso disponible, sino debido a la incorrecta asignación del mismo.  

En la práctica, se suele intentar resolver el problema de satisfacer las restricciones 

temporales de cada lazo de control con el uso de algoritmos de planificación o agendado 

(traducciones del término en inglés scheduling) del tráfico de la red y/o de la ejecución de 

tareas (Almeida et al., 2002), (Zhang et al., 2001). Si bien el uso de estos algoritmos puede 

mejorar la respuesta temporal del sistema, implícitamente no garantiza que las restricciones 

temporales sean satisfechas. Esto requiere un análisis extra que demuestre cuan factible es la 

satisfacción de las restricciones temporales para una dada planificación, lo que es realizado 

vía un análisis de planificación. Este tipo de análisis tiene su origen en la teoría informática de 

planificación de tareas de tiempo real (Liu & Layland, 1973), (Stankovic, 1988). Para más 

detalle, los conceptos de tareas de tiempo real, planificación, su caracterización y conceptos 

de análisis de factibilidad de planificación se presentan en el Apéndice D. 

1.1.2 Período de muestreo y performance de lazo cerrado 

La performance del control de lazo cerrado de una planta implementado en una plataforma 

informática depende de parámetros informáticos y del diseño de control, tal como se adelantó 

en sección 1.1. A continuación se resumen dos resultados que son motivadores para abordar 

este problema con las soluciones de sección 1.2.  
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i. Período y performance en plataforma real 

El problema que surge al implementar un sistema de control en una plataforma informática 

puede ser ejemplificado con la Figura 1.3 extraída de (Lian et al., 2001). En la misma se 

compara la performance de control en función del período de muestreo para un sistema de 

control digital (que asume muestreo sincrónico) y para el mismo sistema real (implementado 

en un NCS).  

A los efectos de tal comparación se destacan distintas categorías de performance, que son 

medidas con un costo que asocia un menor valor para una mejor performance. En particular, 

se proponen los siguientes niveles de costo: mejor (para período de muestreo nulo, es decir 

control continuo), aceptable, inaceptable y peor (inestable).  

El resultado para el sistema de control digital muestra que a medida que el período de 

muestreo tiende a cero, el costo es más pequeño acercándose más al mejor, que es el de 

tiempo continuo. Sin embargo, este resultado no es preservado para el sistema real 

implementado en la plataforma informática, ver por ejemplo los costos a la izquierda de hb. La 

diferencia entre ambos se debe a que ante la disminución del período de muestreo por debajo 

de ha se produce un aumento en el tráfico de la red, lo que puede provocar congestión que 

puede traducirse en la pérdida de paquetes o un aumento considerable del retardo que sufre el 

sistema. Por detalles, referirse a Capítulo 2. 

 

 

Figura 1.3: Comparación de performance de sistema de control digital y NCS 

Una conclusión que surge de lo expuesto anteriormente es que para conseguir una buena 

performance en un NCS, el período de muestreo se debe elegir en el rango de valores entre ha 

y hc, preferentemente cercanos a hb. Es decir, en su determinación se deben incorporar los 

problemas inducidos por red. 
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ii. Diseño de controlador adaptable al período 

Sin tener en cuenta el análisis previo, se considera aquí la situación ideal en la cual la 

performance de lazo cerrado del sistema es sólo función del controlador elegido y del período. 

En este contexto supongamos que la selección de los parámetros del controlador se hace de 

manera de optimizar la performance para cada valor específico de período, por ejemplo 

realizando un diseño con el método óptimo LQ para cada período. Esta relación puede ser 

ejemplificada por medio de la Figura 1.4 a), que muestra la relación entre la performance de 

lazo cerrado (evaluada con el costo cuadrático J) y el período h obtenida para un modelo 

lineal de segundo orden de un péndulo.  

Esta Figura 1.4 a) muestra explícitamente que existen períodos para los cuales el costo 

resulta efectivamente infinito (corrigiendo la Figura 4 de (Eker et al., 2000), en la cual los 

valores de costo asumen erróneamente un valor alto pero finito). Esto fenómeno resonante 

puede ser explicado con el siguiente argumento: los períodos ݄௣ ൌ ሺ߱஺ ඥͳ/ߨʹ ݌ െ  ଶሻ, conߦ

p un numero entero, son períodos patológicos y la planta discretizada se vuelve no controlable 

(sección B.4 de Apéndice B por detalles). Como consecuencia de tal fenómeno de resonancia 

la característica del costo no es convexa, y entonces se puede concluir que un período de 

muestreo más chico no siempre garantiza una mejor performance. A modo de ejemplo se 

indica el costo para un período de ݄’’=0.7s que resulta más chico que para ݄’=0.49 s.  

Para evaluar las ventajas de la adaptación de los parámetros del controlador al período se 

puede comparar su performance con la obtenible si se mantuviera un controlador único. Por 

ejemplo, sea el controlador LQ diseñado para ݄0.05=כ, entonces es simple de comprobar que 

con un aumento del período a valores ݄ ൒ 0.306 s. el sistema se vuelve inestable. Por su parte, 

la técnica de adaptación permite garantizar la estabilidad para valores muy superiores de 

período, ver en Figura 1.4-a que superan a 0.306 s. A partir de esto se puede postular que la 

adaptación permite obtener una performance aceptable del sistema en lazo cerrado para un 

rango superior de períodos con respecto al uso de un controlador único. 

Otro criterio de performance de (Åström & Wittenmark, 1997) muy usado en la literatura, 

establece ciertos límites para seleccionar el período. Específicamente postula que se debe 

satisfacer la regla Ͳ.ʹ ൑ ߱஼௅݄ ൑ Ͳ.8. Para el mismo ejemplo se muestra en Figura 1.4-b el 

producto ߱஼௅݄ y tales cotas (regiones en gris). Por debajo de la línea de 0.2 se tiene 

sobremuestreo y por encima de 0.8 se tiene un submuestreo. Lo interesante que se muestra en 

esta figura es que hay dos zonas donde se puede elegir el período manteniendo un nivel 
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aceptable de performance de lazo cerrado. Inclusive este criterio es satisfecho para valores de 

períodos superiores al primer período de resonancia. 

  

  

a) Costo J vs. Período b) Relación entre ancho de banda y período 

Figura 1.4: Dos medidas de performance en función del período para sistema péndulo. 

Del análisis precedente resulta que no es necesariamente cierto que el aumento del período 

signifique una pérdida de performance, sino que depende del control diseñado y de la función 

de performance evaluada. 

1.2 Enfoque mixto desde el control y la informática  

La mejor manera para tratar los problemas mencionados es trabajando conjuntamente en los 

dos dominios teóricos principales: la Teoría de Control, en el nivel funcional más abstracto de 

su tratamiento, y la Informática Aplicada en el nivel relacionado con su implementación 

tecnológica. Considerando los resultados en ambas vertientes las diferentes alternativas de 

solución suelen ser agrupadas en alguna de las dos líneas descriptas a continuación. 

1.2.1 Control sobre Redes 

El enfoque denominado “Control sobre Redes”, (Vatanski et al., 2009), considera que la red 

es un recurso pasivo que establece ciertas restricciones, expresadas en términos de calidad de 

servicio (QoS), para las aplicaciones de control. Diferentes QoS que suelen ser consideradas 

de interés son: máximo valor de retardo, la variación del retardo, la variación del período de 

muestreo, cierta tasa de pérdida de paquetes, entre otras, ver descripción en sección 1.1.2.  
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Este enfoque comúnmente involucra el análisis de la incidencia de estas QoS sobre la 

degradación de la performance y la estabilidad. Un ejemplo de la incidencia de estos efectos 

se muestra en la curva de performance del sistema real en función del período de Figura 1.3, 

ver análisis en sección 1.1.2 i. Además, esto puede llevar a la concepción de nuevos métodos 

y modificación de métodos convencionales de la ingeniería de control vía la integración a sus 

modelos de diseño de las características tecnológicas de los NCS a fin de satisfacer las 

especificaciones de comportamiento en lazo cerrado (estabilidad y performance). 

1.2.2 Co-Diseño 

El enfoque de Co-Diseño, en lugar de considerar pasivamente a la red de comunicaciones e 

incorporar sus particularidades al modelo del diseño del control, propone considerarla como 

un recurso activo sobre el cual se puede actuar a través de la asignación de recursos, políticas 

o algoritmos de planificación, determinación de las características más ventajosas de QoS, etc, 

esto implica poder realizar un “control de la red”, (Vatanski et al., 2009).  

El uso de algunas de estas soluciones, basadas en el control de la admisión de distintos 

flujos, requiere cierta flexibilidad por parte de los NCS. Por ejemplo: para poder admitir un 

nuevo flujo en la red algún otro debe ceder un poco del ancho de banda que utiliza. Así se 

tiene una política activa que previene la ocurrencia de los retardos y que conlleva el beneficio 

adicional de descongestionar la red.  

En esta línea, uno de los mecanismos considerados en numerosos artículos como estrategia 

para el Co-Diseño propone ajustar el período de las tareas involucradas en el control al estado 

del recurso, ver sección 2.3.2. Con esta técnica al evitar la congestión no hay retardos ni 

pérdida de paquetes significativas y por tanto el valor de hA de Figura 1.3 es pequeño. La 

pérdida de performance asociada al aumento de período con un controlador único puede ser 

compensada reajustando los parámetros del controlador al período efectivo, partiendo de la 

idea seminal analizada en sección 1.1.2 ii.  

Sin embargo, si bien esta propuesta es muy prometedora en cuanto a performance, el hecho 

de que se varíe el período de muestreo de acuerdo al estado del recurso convierte al problema 

en un sistema variante en el tiempo que merece un especial tratamiento.  

Dado que esta combinación de diseño de controladores con los algoritmos de planificación 

para manejo de la red tiene como objetivo la optimización conjunta de los comportamientos 

de los NCS, la alternativa de Co-Diseño, si bien más compleja, resulta más prometedora que 

el enfoque de Control sobre Redes. 
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1.3 Aportes de esta tesis 

La organización de esta tesis se describe a continuación.  

 

En el Capítulo 2 se presenta un estudio exhaustivo de los distintos enfoques usados para 

tratar los problemas presentados en esta introducción, haciendo una clasificación entre las dos 

posibles estrategias de solución: Control sobres redes y Co-Diseño.  

Asimismo el Capítulo 2 se complementa con cuatro apéndices que resumen ciertos aspectos 

teóricos relevante para la tesis. En los primeros tres apéndices A, B y C se describen los 

fundamentos de teoría de control digital y se presentan los modelos matemáticos, ciertas 

nociones básicas sobre diseño y performance y resultados sobre estabilidad. En el cuarto 

apéndice D se presenta un resumen con los conceptos de tareas de tiempo real, planificación, 

su caracterización y conceptos de análisis de factibilidad de planificación 

 

En los Capítulos 3 y 4 se aborda el problema de los NCS con un enfoque de Control sobre 

Redes. En particular, se consideran como indicadores de la calidad de servicio de la red de 

comunicaciones a los retardos de transmisión que la misma induce. Se analiza el impacto en 

la estabilidad y la performance de los lazos de control. 

En Capítulo 3 se asume que el retardo es constante. Tal retardo se incorpora al modelo 

discreto del sistema usando la transformada Z modificada (MZT) y en relación con ciertas 

características de estos modelos se propone realizar un análisis de estabilidad para retardos 

acotados pero desconocidos, todos en el dominio de tiempo discreto. 

En Capítulo 4 se considera que los retardos son de variación arbitraria pero acotada. Se 

proponen dos métodos de diseño de controladores robustamente estables frente al retardo. El 

primero de ellos considera un enfoque que opera sobre las normas H∞ de las funciones de 

sensibilidad del lazo cerrado y el segundo método se formula con un método Loop-Shaping.  

 

En Capítulos 5 y 6 se aborda el problema de los NCS mediante un enfoque de Co-Diseño.  

En particular se combinan las soluciones para la administración de tareas con el de la 

familia de controladores adaptables para constituir una alternativa de solución al problema 

general de Co-Diseño.  

En Capítulo 5 se proponen soluciones para el problema teórico de la estabilización en lazo 

cerrado de plantas LTI continuas con muestreo no uniforme mediante un enfoque Lie-
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algebraico. Los resultados permiten calcular familias de controladores parametrizados por los 

distintos períodos de muestreo, es decir, familias adaptables de controladores estabilizantes.  

 

En Capítulo 6, desde el dominio informático se propone usar una política de pérdida de 

datos que descarte ciertas instancias de tareas de control utilizando el modelo (݉, ݇)-firm para 

evitar la congestión del recurso. Entre los motivos que justifican el uso de esta política (݉, ݇)-

firm se destacan que es fácilmente implementable, y que en general los sistemas de control 

pueden tolerar la pérdida de algunas instancias de las tareas de control (es decir que son RT 

firm), ver sección 1.1. El modelo ሺ݉, ݇ሻ-firm resulta en un mecanismo indirecto de ajuste de 

período, y por esto se complementa con un diseño de control que garantice la estabilidad y un 

buen nivel de performance. A tal fin se usa la familia de controladores adaptables a los 

períodos variables que resulta del Capítulo 5. 

 

En Capítulo 7 se presentan las conclusiones. 
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CAPÍTULO 2 

2  

Fundamentos y estado del arte de sistemas de control de tiempo discreto 

En este Capítulo se presenta el problema de los sistemas distribuidos de control y se analiza 

el estado del arte que comprende los resultados más relevantes para tratar los problemas 

inducidos por red haciendo una diferenciación entre los dos enfoques: “Control sobre Redes” 

y “Co-Diseño”. 

Para facilitar la lectura de la tesis se complementa este Capítulo con cuatro Apéndices. Los 

tres primeros (A, B y C) son consagrados a la presentación de resultados de la teoría de 

control; incluyen modelos matemáticos básicos, un resumen de diseño de control con las 

técnicas más difundidas y las nociones de estabilidad de los sistemas discretos más generales 

posibles; mientras el cuarto apéndice (D) presenta los conceptos más importantes de tareas de 

tiempo real.  

 

2.1 De la arquitectura distribuida a los problemas inducidos por la red 

Los avances en las tecnologías de los sistemas de cómputo y de comunicación han hecho 

que en muchos ámbitos la tecnología punto a punto sea reemplazada por una arquitectura que 

cierra los lazos de control sobre una red de comunicaciones, ejecutándose los algoritmos de 

control en procesadores compartidos. Esto provoca que el intercambio de información se haga 

en un medio común a varios dispositivos, lo que tiene varias consecuencias, entre las que se 

destacan los retardos en las comunicaciones entre los distintos dispositivos, conocidos como 

retardos inducidos por red, los retardos de ejecución del algoritmo de control y el hecho de 

que los paquetes de información pueden ser perdidos durante la transmisión. 

Debido a estas características, se producirán distorsiones o desviaciones en relación con las 

hipótesis de la teoría convencional de control (ver reseña en sección 2.2), requeridas para el 

diseño “estándar” de los lazos de control (secciones B.1, B.2 y B.3). Estos problemas 

inducidos por los recursos informáticos harán que los índices de performance de los lazos de 
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control (diseñados sin tener en cuenta estos efectos) se puedan degradar sensiblemente, 

pudiendo llegar incluso a la desestabilización de los sistemas de control. 

Como fue adelantado en el Capítulo introductorio, aquí se consideran dos enfoques para 

tratar este problema: “Control sobre Redes” que considera que la red es un recurso pasivo 

sobre el cual no se puede actuar y “Co-Diseño” que requiere poder asignar el recurso 

compartido de acuerdo a alguna estrategia. 

 

A continuación se presenta el estado del arte que contempla separadamente tales enfoques. 

Se introducen las hipótesis de modelado en cada caso, se incluye una breve descripción sobre 

las redes típicamente usadas en los NCS y se analiza los problemas que induce. Se presenta un 

análisis exhaustivo de las soluciones que han sido consideradas para resolver el problema. 

 

2.2 Estado del arte del Control sobre Redes 

Los enfoques de Control sobre Redes habitualmente involucran dos etapas, la primera es 

hacer un análisis de la incidencia de las particularidades de las redes de comunicación sobre la 

performance de los sistemas de control distribuidos, la segunda se encarga de estudiar la 

estabilidad. 

Aquí son presentadas las hipótesis de modelado del problema de Control sobre Redes y 

luego se citan los trabajos más comúnmente referidos de acuerdo con las categorías 

mencionadas. 

2.2.1 Origen del Retardo en NCS y modelado 

Hipótesis de modelado de NCS: 

Las propiedades del NCS relevantes para los Capítulos 3 y 4 se exponen en base al esquema 

de la Figura 2.1. La planta continua y el controlador discreto se comunican vía una red de 

comunicaciones de tiempo real, de la cual sólo se modelan los retardos que ella induce.  

Se asume lo siguiente en relación con el manejo de las señales de cada sistema de control en 

la red (Zhang et al., 2001): i) muestreo periódico de la salida de la planta; controlador y 

actuador manejados por los eventos a su entrada; ii) agrupamiento de los mensajes de varios 

sensores hacia un mismo controlador en un único paquete de red (single-packet); iii) en forma 

análoga se envía un paquete desde un controlador hacia varios actuadores. 
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Figura 2.1: Modelo del NCS con retardos inducidos por la red 

Se distinguen dos clases de retardos inducidos por la red: del sensor al controlador τsc, y del 

controlador al actuador τca. El retardo computacional τcomp del controlador, es decir el tiempo 

de ejecución de la ley de control (ver Apéndice D), puede ser absorbido en τsc o τca. Ambos 

retardos de red pueden ser superiores o inferiores al período de muestreo h. Con la hipótesis 

de controlador lineal y estacionario, para cada instante tk de muestreo, los retardos pueden 

englobarse en un único retardo τ(k) efectivo sobre la acción de control (τ(k) = τsc,k + τcomp + 

τca,k), como se muestra en la Figura 2.2. En la literatura, τ(k) se conoce también como retardo 

de entrada-salida.  

Otra forma alternativa de manejar las señales en la red considerada en (Wittenmark et al., 

1995) es: i) muestreo periódico de la salida de la planta; ii) controlador (time-triggered) 

planificado para ejecutarse desfasado τs con respecto a los instantes de muestreo y actuador 

manejados por los eventos a su entrada. Si τs > τsc,k, el retardo entre sensor y controlador es 

conocido y constante con valor τs. En caso contrario, la medición no estará disponible cuando 

se necesita, lo que se denomina muestreo vacante (vacant sampling) (Halevi & Ray, 1998).  

 

 
Figura 2.2: Retardos Inducidos por red (τ < h). 
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Origen del retardo: 

En los NCS los retardos de transmisión que sufren los mensajes entre controlador- actuador 

τca y sensor- controlador τsc, están conformados por dos términos: un término asociado al 

dispositivo y otro asociado a la red (Lian et al., 2001).  

El retardo de dispositivo incluye a los retardos en los nodos fuente y destino. El retardo en 

el nodo fuente incluye el tiempo de pre-procesamiento τpre y el tiempo de espera τw y el 

retardo en el nodo destino es solo el tiempo de post-procesamiento ߬௣௢௦௧. El retardo de red 

incluye el tiempo total de transmisión de un mensaje y el retardo de propagación en la red. 

Entonces el retardo total es la suma de todos los retardos enumerados (2.1). 

 ߬ௗ௘௟௔௬ ൌ ߬௣௥௘ ൅ ߬௪ ൅ ߬௧௫ ൅ ߬௣௢௦௧ (2.1)

En lo que sigue, se analizan las características más importantes de los valores de estos 

retardos que se muestran en Figura 2.12 extraída de (Lian et al., 2002). 

 

Tiempo de pre-procesamiento en el nodo de origen (o fuente) τpre: Este tiempo es el 

necesario para adquirir datos desde un ambiente externo y codificarlo en un formato de datos 

apropiado para la red. Depende de la adquisición de datos y de las características del software 

y hardware del dispositivo. Si bien en muchos casos se asume que su valor es constante o 

despreciable, esto no es necesariamente cierto en un caso más general. En (Lian et al., 2002) 

se muestra que existen diferencias notables en su valor aún en dispositivos similares. También 

se explica cómo se puede usar modelos de identificación para representar este retardo.  

Tiempo de espera en el nodo fuente τw: Un mensaje debe esperar en la cola del nodo fuente 

y puede ser bloqueado debido a la transmisión de otros mensajes en la red. Los principales 

factores que lo afectan son el protocolo de red, la carga de la red y la actividad del mensaje en 

el nodo local. Su valor puede ser importante dependiendo de la cantidad de datos en el nodo 

fuente y del tráfico de la red. Otros retardos adicionales de espera pueden ocurrir en las colas 

de dispositivos “switch” o “router” ver Nota 2.1.  

Tiempo de transmisión en la red ߬௧௫: Este tiempo es el parámetro mas determinístico de la 

red porque depende de la tasa de datos, el tamaño del mensaje y la distancia entre los nodos 

fuente y receptor. ߬௧௫ ൌ ܰ  ௕ܶ௜௧ ൅ ߬௣௥௢௣ donde N es el tamaño del mensaje en bits, ௕ܶ௜௧ es el 

tiempo de bit y ߬௣௥௢௣ es el tiempo de propagación entre dos dispositivos. 
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Tiempo de pos-procesamiento en el nodo destino ௣ܶ௢௦௧: Este tiempo es el que le toma al 

nodo destino decodificar el dato recibido por la red a partir de su formato de dato físico.  

 

 

Figura 2.3: Tiempo para un mensaje desde un nodo fuente a uno de destino. 

 

2.2.2 Tipos de redes de comunicación que pueden ser usadas en control 

Los parámetros relevantes para el diseño del control dependen de las características de las 

redes, que son en consecuencia resumidas a continuación.  

Los protocolos de red utilizan distintas formas para realizar la entrega de datos de extremo a 

extremo. La funcionalidad del protocolo es comúnmente descripta y diferenciada usando el 

modelo de referencia de siete capas ISO-OSI (en sus siglas por International Standards 

Organization Open Systems Interconnection), definidas en (ANSI, 1984). Las siete capas son: 

física, enlace de datos, red, transporte, sesión, presentación y aplicación. La capa de enlace de 

datos es subdividida en dos subcapas: la capa de Control de Acceso al Medio (MAC en sus 

siglas del inglés Medium Access Control) y la capa de control de enlace lógico (LLC). 

El componente del protocolo del control de acceso al medio define el mecanismo para 

gestionar el ancho de banda. Entonces, el mecanismo MAC es responsable de satisfacer los 

requerimientos de respuesta en tiempo real o críticos en el tiempo (time-critical/real-time 

response) establecidos sobre la red y asimismo de la calidad de la comunicación entre nodos 

(Koubias & Papadopoulos, 1995). Existen tres tipos principales de MAC usados en redes de 

control: time-division multiplexing TDM (ej. maestro-esclavo o token bus), acceso aleatorio 

con retransmisión ante colisiones (ej. Ethernet y mecanismos wireless) y acceso aleatorio con 

arbitración ante colisiones (ej. CAN). Además hay implementaciones hibridas como por 

ejemplo switched-Ethernet que combina TDM con acceso aleatorio. Para referirse a las redes 
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se suele usar la siguiente nomenclatura según el tipo de acceso: aleatorio (RA) con detección 

de colisión (CD) y con impedimento de colisión (CA); arbitración basada en prioridad 

(AMP); time-division multiplexed (TDM). 

A continuación se describen brevemente las características de estas redes, ver (Lian et al., 

2002), (Lian et al., 2001), (Moyne & Tilbury, 2007) y referencias allí.  

i. TDM:  

Este método puede ser realizado en dos formas: maestro-esclavo (MS siglas de Master-

Slave) o pasaje de “token” o testigo. En una red MS un único maestro sondea múltiples 

esclavos. Estos pueden mandar datos sólo si han sido demandados por el maestro. Es decir, si 

el dato de un esclavo está listo para ser enviado debe esperar a ser sondeado por el maestro. 

Con esto, no aparecen colisiones dado que las transmisiones son planificadas por el maestro. 

Una vez que los esclavos son sondeados el tiempo de espera es nulo. Ejemplos de red MS 

son: AS-I, Modbus e Interbus-S. 

En una red de pasaje de “token” pueden existir múltiples maestros o peers y sólo el nodo 

que tiene el “token” está habilitado para enviar datos. Una vez que el mismo termina de 

enviar los datos el “token” pasa a su vecino lógico. Debido a que sólo un nodo puede 

transmitir a la vez no existen colisiones de datos. Esta red es determinística porque el máximo 

tiempo de espera antes de enviar un mensaje puede ser caracterizado con el tiempo de 

rotación del “token” (RTT por rotation time token). Una red con pasaje de “token” es 

ControlNet. El protocolo Profibus está basado en un procedimiento de pasaje de “token” entre 

los maestros y un protocolo de MS para la comunicación entre cada maestro y sus esclavos. 

ii. Acceso aleatorio con arbitración ante colisión:  

CAN es un protocolo de comunicación serie desarrollado principalmente para aplicaciones 

de la industria automotriz pero que también puede ser utilizado con buena performance en 

aplicaciones industriales de criticidad temporal. Este protocolo usa una arbitración de Acceso 

Múltiple por Detección de Portadora (CSMA son las siglas de Carrier Sense Multiple Access) 

basado en la prioridad del mensaje (AMP) para acceder al medio. Es decir, cada prioridad 

específica sirve para arbitrar el acceso al medio en el caso de transmisión simultánea. Si un 

nodo quiere transmitir un mensaje debe esperar hasta que el bus este libre; recién entonces 

comienza a enviar el mensaje bit por bit; luego de enviar cada bit escucha la red, si recibe un 

bit diferente del que acaba de enviar entonces pierde el derecho a continuar enviando y el otro 

gana la arbitración. La arbitración se resuelve según la lógica de que un cero lógico gana 
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sobre un uno lógico. Con este método las transmisiones son no destructivas (Lian et al., 

2001), (Moyne & Tilbury, 2007). 

iii. Redes basadas en Ethernet:  

Ethernet es una red de acceso aleatorio, también conocida como red de Acceso Múltiple por 

Detección de Portadora (en sus siglas CSMA por Carrier Sense Multiple Access). Cada nodo 

que quiere trasmitir escucha la red y puede comenzar a hacerlo si la misma esta libre. En 

general ocurre que una vez que la red está libre cada nodo tiene que esperar cierto tiempo 

(tiempo interframe o entre tramas) antes de enviar un mensaje. Para reducir colisiones en la 

red, los nodos tienen que esperar una cantidad aleatoria de tiempo llamada “binary 

exponential backoff” (BEB) antes de empezar a transmitir.  

Existen tres tipos de implementaciones Ethernet: 1. Basada en “Hub” (CSMA/CD), 2. 

Switched Ethernet, 3. Ethernet inalámbrica.  

• Basada en “Hub”: En esta implementación usada típicamente en oficinas se tiene un 

“Hub” que simplemente transmite cada paquete a todas las interfaces que tiene 

conectadas. Por tanto, todos los dispositivos reciben el mismo paquete simultáneamente. 

La operación básica de este protocolo es como sigue: si la red esta ociosa, un nodo 

comienza a trasmitir, si algún otro  nodo también intenta transmitir al mismo tiempo los 

mensajes chocan y se corrompen. Por esto, esto existe una gran probabilidad de colisión 

de mensajes (Moyne & Tilbury, 2007). 

• Switched  Ethernet: Esta implementación utiliza “switches” para subdividir la 

arquitectura de la red. Tales elementos aprenden la topología de la red y envían los 

paquetes solo al puerto de destino impidiendo colisiones, incrementando la eficiencia de 

la red y mejorando el determinismo. Por esto, es ampliamente usada en aplicaciones de 

manufactura (Moyne & Tilbury, 2007). Además, si se configura la red en una conexión 

tipo estrella, donde cada nodo es conectado con un único cable al “switch” en enlace 

punto a punto “full-duple”x, se puede garantizar que no existen colisiones (propiedad 

collision-free). A pesar de que no existan colisiones en la red, la congestión puede 

ocurrir dentro del “switch” ver Nota 2.1. Si los buffers dentro del “switch” se desbordan 

(por un “overflow”) debido a la congestión, los mensajes pueden ser perdidos. 

• Wireless Ethernet (CSMA/CA): Esta red, basada en el estándar IEEE 802.11, 

implementa las dos capas inferiores del modelo ISO-OSI. Las estaciones “wireless” no 
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pueden escuchar la red, por ello aunque se utilice un mecanismo para impedir las 

colisiones, las mismas no pueden ser completamente prevenidas. Después que un 

paquete ha sido correctamente recibido por el destinario, dicho nodo envía un paquete 

de reconocimiento ACK (por “acknowledgment”). Si el nodo transmisor no recibe el 

paquete ACK se asume que la transmisión no fue exitosa y se retransmite. Existen 

varios ajustes del protocolo básico que proporcionan resultados mas deterministas, por 

ejemplo los nodos pueden reservar la red enviando un mensaje de pedido de envío o 

pueden hacer una conexión MS creando una red TDM (Moyne & Tilbury, 2007).  

 

Nota 2.1: Los principales principios de encolamiento dentro del “switch” son colas “primero 

en llegar-primero en ser servido” (FCFS en sus siglas por first-come/first-served). Si hay 

mucho tráfico en la red, la cola FCFS no puede garantizar la calidad de servicio de la red 

(QoS). La operación de encolamiento por flujo implica asociarles a las colas distintos niveles 

de prioridades. Por lo tanto las colas son procesadas de acuerdo a su prioridad, y aquellas con 

alta prioridad tendrán generalmente alta performance, pudiendo eventualmente bloquear a las 

colas con menor prioridad (Decotignie, 2005).  

iv. Comparación de redes 

La selección de una red específica para una implementación debe resultar del análisis de los 

requerimientos de la aplicación de control y el costo económico. A continuación se 

transcriben de (Moyne & Tilbury, 2007) algunas ventajas y desventajas de estas redes. 

Una red con pasaje de “token” es muy eficiente con una alta carga dado que no hay tiempo 

desperdiciado en colisiones y no hay nodos que la monopolicen. A baja utilización se vuelve 

ineficiente dado que se tiene mucho “overead” asociado al pasaje del “token”.  

Una ventaja de la red CAN es que está preparada para transmitir mensajes cortos, típicos en 

los NCS. La mayor desventaja es su baja tasa de datos, la cual es limitada por el tamaño de la 

red. Por ejemplo DeviceNet tiene un valor máximo de 500 kb/s para una red de 100 m.  

En cuanto a Ethernet, el uso de switched Ethernet resulta adecuado para los NCS. Sin 

embargo, si bien su uso podría impedir los retardos originados por las colisiones y 

retransmisiones, se pueden producir retardos asociados con el almacenamiento en el buffer y 

los reenvíos, ver Nota 2.1. En general el retardo del “switch” es pequeño y constante hasta 

que el buffer se satura y los paquetes se reenvían, en un “hub” el retardo se incrementa más 

gradualmente. En el caso particular de redes inalámbricas existe una gran diferencia entre la 
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tasa de datos teórica y la tasa de transferencia práctica. Por ejemplo la tasa de datos de redes 

va desde 11 hasta 54 Mbits/s pero se reduce mucho debido al “overead” asociado con los 

espacios entre tramas, la señal de ACK, entre otros problemas. 

2.2.3 Características del retardo en distintas redes  

El retardo puede caracterizarse de acuerdo a los procesos que intervienen en su aparición de 

acuerdo con la descripción de 2.1.1, y tal como fue mencionado depende fuertemente del tipo 

de red usada. Por esto y de acuerdo con el resumen de sección 2.1.2 iv se pueden considerar 

los siguientes modelos de retardo en las distintas redes.  

En redes que transmiten en un orden cíclico TDM se tiene un comportamiento 

determinístico y el retardo se puede considerar periódico o inclusive constante (Halevi & Ray, 

1998), (Zhang et al., 2001), (Nilsson, 1998). Por ejemplo, el tiempo que debe esperar cada 

nodo la llegada del “token” se puede calcular adicionando los tiempos de transmisión de 

todos los mensajes previos en el anillo lógico. Por ejemplo en ControlNet cada nodo puede 

retener el “token” desde un tiempo mínimo de 22.4 μs y uno máximo de 827.2 μs. Esto es así 

en un caso ideal, pero en la práctica pueden aparecer algunas discrepancias que provocan una 

variación del retardo. Algunas soluciones han sido propuestas en (Tovar & Vasques, 1999). 

En redes como CAN o Ethernet el acceso es de tipo aleatorio lo que suele generar incerteza 

en el valor del retardo. En el caso de estos protocolos y de acuerdo a la carga de la red, ciertas 

mediciones han permitido determinar (con cierto grado de aproximación) que los retardos 

pueden ser considerados aleatorios y con alguna distribución estocástica (Lian et al., 2001), 

(Nilsson, 1998). Alternativamente y basándose en estas mediciones se pueden determinar 

límites máximos y mínimos en el retardo, lo que permite usar un modelo variante en el tiempo 

pero sin considerar una distribución particular del retardos (Cloosterman, 2008), (Lincoln, 

2002), (Richard, 2003), entre otros. 

2.2.4 Efecto del retardo constante en NCS 

Desde el punto de vista del diseño de control, estos problemas han sido enfocados de dos 

maneras, una con modelos en tiempo discreto (DT, por Discrete-Time systems) y otra con 

modelos aproximados en tiempo continuo (CT, por Continuous-Time systems). 

En aquellos artículos donde se trata el problema de análisis y/o diseño de NCS con retardo 

constante en el dominio CT se usa alguno de los modelos de la planta en CT: caso SISO 
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(A.18) y caso MIMO (A.4). En el caso más simple se desprecia el efecto del dispositivo ZOH 

y una mejor aproximación de este modelo lo tiene en cuenta, ver por ej. (Åström et al., 1984) 

y subsección i. 

Uno de los temas que concentra mayor interés es la forma en la cual incide el aumento del 

retardo en la performance del sistema de control. En subsección ii se muestran algunos 

resultados donde el aumento del retardo es un factor desestabilizante del sistema y también es 

responsable del deterioro de la performance en una planta particular. Sin embargo estos 

resultados no se pueden generalizar. Es decir, el aumento del retardo no siempre provoca la 

pérdida de estabilidad y/o el deterioro de la performance, ver en la misma subsección. Un 

análisis análogo en DT del mismo problema se muestra en Capítulo 3. 

i. Modelos CT de sistemas con retardo constante y estabilidad 

En (Zhong, 2003) se analiza la estabilidad de lazo cerrado mediante el diagrama Dual-Locus 

para una configuración de planta particular (de segundo orden sin ceros y estable) modelada 

como (A.18) y un controlador continuo (una ganancia), con un retardo entre sensor y 

controlador. El lazo cerrado queda descripto por (2.2) 

ሻݐሷሺݕ  ൅ ߦʹ ߙ ሻݐሶሺݕ ൅ ଶߙ ൌ ݇௣ ݐሺݕ െ ߬ሻ  (2.2)

En tal artículo se determina el valor de kP normalizada por la frecuencia de la planta 

(η=kP/α2) de forma analítica en función del amortiguamiento (ξ) de manera de que el lazo 

cerrado sea independiente del retardo (región RD) y dependiente del retardo (regiones RA, RB 

y RC), tal como se muestra en Figura 2.4. Además se muestra la región de inestabilidad RU.  

 

 

Figura 2.4: Región de estabilidad. Figura tomada de (Zhong, 2003). 
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Se observa que el valor de amortiguamiento es un factor crucial para la estabilidad del 

sistema. En particular a mayor amortiguamiento el sistema es más estable (y también es más 

lento) mientras que si es muy pequeño la región de estabilidad es muy angosta.  

Cuando 0 < ξ < 1/√ʹ, el criterio de estabilidad, dependiente del retardo, ofrece una 

ganancia de control grande y en consecuencia una mejor performance dinámica pero a 

expensas de que los retardos de comunicación están limitados. El criterio independiente del 

retardo puede soportar cualquier valor de retardo pero a expensas de un valor de la ganancia 

más pequeño. Esto pone de manifiesto el compromiso entre los requerimientos de la red y los 

requerimientos de la performance del control cuando se diseña un sistema controlado por red.  

 

Una mejor aproximación del modelo mencionado anteriormente tiene en cuenta también al 

dispositivo ZOH que se modela como un retardo de la mitad del período de muestreo, ver por 

ejemplo (Åström et al., 1984). Es decir (A.15) se transforma en  

ሻݏሺܪ  ൎ ݄ ݁ି௦௛/ଶ  (2.3)

La condición de validez de esta aproximación es que el período de muestreo sea muy 

superior a la mayor frecuencia de la planta muestreada. Entonces esto permite agrupar el 

retardo de control con el introducido por el ZOH como 

ሻݏሺܪሻݏሺܩ  ൎ ݄݁ି௦ቀ௛ଶାఛቁܩ଴ሺݏሻ  (2.4)

Por ejemplo, en (Juanole, 2002) se utiliza este modelo para una planta de primer orden (2.5) 

controlada por un controlador integral (2.6) 

଴ܩ  ൌ ͳ/ሺݏ ൅ ܶͳሻ  (2.5)

ܥ  ൌ ݏ/ܭ  (2.6)

Se verifica que el margen de fase (2.7), medida de la performance, depende de los parámetros 

definidos para evaluar la Calidad de Servicio de la red, retardo τ y período h. Específicamente 

(2.7) se reduce a medida que τ y h aumentan. 

 ߮௠ ൌ ߨ െ arg ሺ ܭ݆߱ ݁ି௝ቀఛା௛ଶቁఠͳ ൅ ݆ܶͳ߱ሻ  (2.7)
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ii. Performance ante retardos 

Evolución de las raíces: Inestabilidad 

En (Tipsuwan & Chow, 2003) se observó que el aumento del retardo es un factor 

desestabilizante del sistema y también es responsable del deterioro de la performance en una 

planta particular. Estos resultados se resumen a continuación.  

Sea una planta de segundo orden (2.8) con un controlador de tipo PI (proporcional e 

integral) (2.9), entonces el aumento del valor del retardo en el lazo de control degrada la 

performance cuantificada con ciertos parámetros de la respuesta temporal (sobrevalor (2.29) y 

tiempo de establecimiento (B.4)).  

ሻݏ௣ሺܩ  ൌ ʹͲʹͻ.8ʹ͸ሺݏ ൅ ʹ͸.ʹͻሻሺݏ ൅ ʹ.ʹͻ͸ሻ (2.8)

ሻݏሺܥ  ൌ ௣ܭߚ ቆݏ ൅ ௣ቇܭூܭ ݏ/  (2.9)

Donde Kp=0.17 y KI=0.378 y β es un parámetro de ajuste de las constantes del controlador.  

 

Figura 2.5: Respuesta temporal para distintos retardos. Figura de (Tipsuwan & Chow, 2003). 

Como se muestra en Figura 2.5 (que considera β=1) la degradación de la performance 

asociada al crecimiento del valor del retardo se visualiza en un crecimiento de ambos 

parámetros de la respuesta temporal. 
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En Figura 2.6 se muestra como el retardo creciente reduce la región de estabilidad. Además, 

muestra las ramas del lugar de las raíces del sistema con respecto al parámetro β (lo que 

equivale a incrementar KP y KI del PI). Solo las ramas primarias son analizadas porque ellas 

son suficientes para aproximar la región de estabilidad (Kuo, 1996). Cuando el retardo τ es 

mayor, la rama primaria del lugar de las raíces tienden al semiplano derecho del eje 

imaginario y el valor de β para el cual las ramas cruzan el eje es más pequeño. 

 

Figura 2.6: Evolución de las raíces para τ y β variantes. Figura de (Tipsuwan & Chow, 2003). 

Evolución de las raíces: Caso General SISO 

Un ejemplo donde el aumento del retardo no siempre provoca la pérdida de estabilidad fue 

presentado en (Mirkin & Palmor, 2005), donde se analiza la estabilidad dependiente del 

retardo para una ganancia de lazo ܮሺݏሻ ൌ ଴.ସ ௘షഓೞሺ௦మା଴.ଵ௦ାଵሻ realimentada unitariamente. Se verifica 

que hay valores de retardo para los cuales la planta es inestable y valores superiores de retardo 

donde la planta es estable, i.e. aparece un fenómeno “estabilizante” del retardo. Estos 

resultados se formulan a partir del análisis del quasi_polinomio característico de un sistema 

genérico en lazo cerrado con retardo (A.18).  

ሻݏ௅஼ሺܦ  ൌ ሻݏሺܦ ൅ ܰሺݏሻ݁ି௦ఛ  (2.10)

Siendo ܦሺݏሻ y ܰሺݏሻ los polinomios denominador y numerador de la ganancia de lazo (sin 

retardo), respectivamente. El retardo en (2.10) puede incluir el retardo introducido por la 

aproximación del ZOH (2.4). 

La propiedad clave de los quasi-polinomios (Kharitonov & Zhabko, 1994) (en el caso de ݊ ൒  con n orden del denominador y p del numerador, y tal que el elemento de orden p de N ݌

sea en valor absoluto inferior a 1) es la continuidad de las raíces como funciones positivas de 
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τ. Tal continuidad significa que es posible comenzar el análisis contando los cruces por el eje 

imaginario de las raíces τ cuando se incrementa. Y entonces las raíces pueden cruzar el eje 

desde la izquierda hacia la derecha (volviéndose inestable), desde la derecha hacia la 

izquierda (volviéndose estable), o sólo ser un punto de tangencia con el eje imaginario. 

Una raíz sobre el eje imaginario debe satisfacer  

ሺ݆߱ሻ|ଶܦ|  ൌ |ܰሺ݆߱ሻ|ଶ  (2.11)

 argሺܦሺ݆߱ሻሻ െ arg൫ܰሺ݆߱ሻ൯ ൅ ߬߱ ൌ ሺʹ݇ ൅ ͳሻߨ para ݇ א Ժା  (2.12)

Entonces para cualquier solución real ωc de (2.11) existe algún τ>0 (más específicamente 

habrá una familia de retardos de la forma ߬Ͳ ൅  ௖) tal que también sea válida ecuación߱/݇ߨʹ

(2.12) para ω=ωc. Si no hay soluciones positivas reales de (2.11) no existirá una migración de 

polos hacia el semiplano derecho (o viceversa) y la estabilidad (o inestabilidad) de las raíces 

de (2.10) será independiente del retardo. En caso contrario, la dirección en la cual las raíces de 

(2.46) cruzan el eje imaginario para s=jωc, cuando τ se incrementa, depende sólo del signo de 

la derivada del polinomio de módulo (2.13) evaluada en las frecuencias de cruce.  

ሺ߱ሻߪ  ൌ ݀ሺ|ܦሺ݆߱ሻ|ଶ െ |ܰሺ݆߱ሻ|ଶሻ/݀߱ (2.13)

Entonces, si ı(ωc) >0, una raíz cruza el eje de izquierda a derecha (denominado “switch”); si 

ı(ωc) <0, una raíz cruza el eje de derecha a izquierda (denominado “reversal”); si ı(ωc)=0, la 

situación depende de las derivadas ı(ω), pero puede parecer que no hay cruces del eje. 

Para el ejemplo numérico: ωc1=0.78 y ωc2 =1.176, y ı(ωc1)<0 y ı(ωc2)>0 y por tanto ߬௦௪௜௧௖௛ ൌ Ͳ.ʹͷͶ ൅ ͷ.͵ͶͶ ݇  y ߬௥௘௩௘௥௦௔௟ ൌ ͵.͹͹8 ൅ 8.Ͳ͸ ݇ para k=-1, 0, 1,.. Entonces el 

sistema es estable para ߬  א ሾͲ, Ͳ.ʹͷͶሻ y ߬  א ሺ͵.͹͹8, ͷ.ͷͻ8ሻ e inestable entre [Ͳ.ʹͷͶ, ͵.͹͹8ሿ. 
Modelos DT de sistemas con retardo constante:  

Una herramienta para trabajar en el dominio DT es la transformada Z modificada, ver los 

modelos en sección A.2 del Apéndice A. La MZT ha sido usada en el contexto del modelado 

de los NCS con NID en (Yook et al., 2000).  

En (Branicky et al., 2000) se reportan condiciones de estabilidad y se determina el dominio 

de atracción, en función de la relación retardo-período de muestreo para un integrador 

controlado por realimentación de estado, ambos presentados en (2.14). 
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ሻݏ௣ሺܩ  ൌ ͳ/ݏ  y  ܥሺݏሻ ൌ ௣ (2.14)ܭ

En Figura 2.7 extraída de (Branicky et al., 2000) se muestra la relación entre retardo y 

ganancia kc del controlador en DT.  

 

Figura 2.7: Región de estabilidad, τ vs. h.  

La posibilidad de extender tales resultados a plantas más complejas con los criterios allí 

mencionados es muy difícil o imposible y los autores sugieren utilizar simulaciones para 

encontrar las relaciones. Se puede remarcar que si se elige kc tal que la planta controlada sea 

estable para dos valores de retardos entonces se mantiene la estabilidad para todo retardo 

intermedio (la región de estabilidad es convexa). 

2.2.5 Efecto del retardo variable en NCS 

El problema de estabilidad y performance ante retardos variables ha sido considerado en 

numerosos artículos (Nilsson, 1998), (Yook et al., 2000), (Zhang et al., 2001), (Richard, 

2003), (Hetel et al., 2006), (Cloosterman, 2008) (Sala, 2005), (Tipsuwan & Chow, 2003) entre 

otros. En la mayor parte de la literatura se ha modelado el problema basándose en alguna 

información extra del retardo (por ejemplo su máximo valor, el conjunto de valores que puede 

asumir, etc.), se han analizado los efectos que causa en la performance del lazo de control y se 

han buscado medidas para la neutralización o atenuación de su efecto.  

 

En la subsección i se presentan dos modelos muy usados: el modelo exacto DT de lazo 

cerrado y un modelo aproximado en CT. Distintas hipótesis sobre la forma en la cual varía el 

retardo y los resultados más relevantes para abordar el problema de estabilidad son 

presentados en subsección ii. 
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i. Modelos del sistema con retardo variable 

Al igual que en el caso de retardo constante es más adecuado tratar el problema en el 

dominio discreto. Por esto, en esta tesis se considera el problema en el dominio DT y se 

incluye el modelo CT sólo a título informativo. 

Modelo exacto DT de lazo cerrado:  

Sea el modelo exacto discreto de la planta con retardo en la acción de control descripto en 

su representación de espacio de estados, ver (A.8) en Apéndice A. Sea un controlador lineal 

con un posible conocimiento parcial o total del retardo τk, descripto en su forma de espacio de 

estados (2.15) cuyas matrices tienen las dimensiones adecuadas. 

௞ାଵ௖ݔ  ൌ Φୡሺ߬௞ሻ ௞௖ݔ ൅ Γୡሺ߬௞ሻ ௞ାଵݑ ௞௖ݕ ൌ Cୡሺ߬௞ሻ ௞௖ݔ ൅ Dୡሺ߬௞ሻ  ௞௖ݕ
(2.15)

Con los modelos (A.8) y (2.15) se puede construir la matriz de evolución del sistema en lazo 

cerrado (2.16), ver (Nilsson, 1998). Por ejemplo, para ߬௞ ൑ ݄, el sistema en lazo cerrado se 

puede escribir como  (2.16) donde ݖ௞ ൌ ሾݔ௞ ௞௖ݔ  ௞ିଵሿ் es el estado aumentado de planta yݑ

controlador y entrada con retardo; y cuya matriz de lazo cerrado es (2.17). 

௞ାଵݖ  ൌ Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ௞ (2.16)ݖ

 Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ൌ ቎Φ ൅ ΓͲሺ߬௞ሻ ௖ሺ߬௞ሻܦ ܥ ΓͲሺ߬௞ሻ ௖ሺ߬௞ሻܥ Γͳሺ߬௞ሻΓcሺ߬௞ሻ ܥ Φcሺ߬௞ሻ ͲDcሺ߬௞ሻ ܥ ௖ሺ߬௞ሻܥ Ͳ ቏ (2.17)

Con esto, el modelo en lazo cerrado puede ser pensado como el sistema autónomo (C.13) 

donde para retardo ߬௞ se tiene una matriz asociada Φ௅஼ሺ߬௞ሻ definida según (2.17). Si el 

retardo asume un número finito de valores este sistema puede ser definido como un DTSS en 

lazo cerrado. Nótese que en (A.25) se definió el modelo DTSS, pero en lazo abierto.  

Modelo aproximado CT de la planta con retardo variable:  

El sistema con retardo en su representación entrada/salida (A.18) de Apéndice A se puede 

simplificar con la aproximación de Padé como se muestra a continuación, ver (Göktas, 2000). 

Suponiendo que el retardo se escribe como (2.18) donde ߬௡ puede ser ߬௦௖, ߬௖௔ o la suma de 

ambos, ߬୫ୟ୶ es el valor máximo del retardo tal que Ͳ ൑ ߙ ൑ Ͳ.ͷ y െͳ ൑ ߜ ൑ ͳ son números 

reales que quedan determinados por la aplicación.  
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 ߬௡ ൌ ሺͳ െ ሻ߬୫ୟ୶ߙ ൅ ߙ ߜ ߬୫ୟ୶ (2.18)

Entonces el sistema con retardo se convierte con la aproximación de Padé de primer orden. 

 ݁ିఛ೙௦ ൎ ቆͳ െ ሺͳݏ െ ሻ߬୫ୟ୶/ʹͳߙ ൅ ሺͳݏ െ ሻ߬୫ୟ୶/ʹቇߙ ൬ͳ െ ݏ ߙ ߜ ߬୫ୟ୶/ʹͳ ൅ ݏ ߙ ߜ ߬୫ୟ୶/ʹ൰ (2.19)

La parte incierta del retardo, ߜ en la segunda fracción de (2.19), puede ser tratada como una 

perturbación multiplicativa de la planta. Luego la estabilidad se puede estudiar para este 

modelo CT en el dominio frecuencial usando teoría de control robusta (Göktas, 2000). 

Modelo politópico DT para retardo acotado:  

Un modelo con incerteza politópica presentado en (Hetel et al., 2006) considera la presencia 

de retardos variantes en el tiempo e inferiores al período de muestreo. El análisis se basa en la 

aproximación en serie de Taylor de las matrices del modelo (A.11) de Apéndice A que 

depende del retardo, es decir las matrices (A.9) y (A.10) se aproximan por (2.20) y (2.21), 

respectivamente.  

ଵሺ߬௞ሻ߁  ൌ െ෍ሺെ߬௞ሻ௤ஶ
௤ୀଵ

!ݍ௤ିଵܣ ݁஺௛ܤ  (2.20)

଴ሺ߬௞ሻ߁  ൌ ܤ ൅෍ሺെ߬௞ሻ௤ஶ
௤ୀଵ

!ݍ௤ିଵܣ ݁஺௛ܤ  (2.21)

ii. Estabilidad con retardo variable 

La estabilidad del sistema no sólo depende del valor del retardo sino también de su 

variación. Puede ocurrir que un sistema sea estable para ciertos valores específicos y 

constantes de retardo y sea inestable cuando el retardo varía asumiendo esos mismos valores. 

Entonces, la posibilidad de tener información sobre el retardo, su valor y la forma en la cual 

varía permite abordar este problema con diferentes enfoques. 

Una alternativa usada en numerosos artículos (Nilsson, 1998), (Nilsson et al., 1998), 

(Lincoln & Cervin, 2002) entre otros, parte de la posibilidad de poder modelar al retardo 

como una variable aleatoria independiente y con una distribución de probabilidad conocida. 

Resultados más generales consideran la estabilidad no en términos probabilísticos sino 

aplicando métodos que no dependan de la secuencia en particular que pueda asumir un retardo 

variante. Por ejemplo, si el retardo asume su valor en un conjunto conocido y finito de valores 
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se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams, 1998). 

Este método Gridding LMI falla si se tienen un gran número de LMI, por lo tanto no permite 

garantizar la estabilidad robusta asintótica para retardo acotado (infinitos modos).  

En la mayor parte de artículos de la literatura que tratan el problema de retardo acotado, las 

condiciones de estabilidad son derivadas mayormente con un enfoque de estabilidad de 

Lyapunov (Chen et al., 2007), (Gao et al., 2004); (Yu et al., 2005) (Yu et al., 2004) y los de 

CQLF (Cloosterman et al., 2006).  

En esta tesis se considera un resultado presentado en (Kao & Lincoln, 2004) que propone 

condiciones de estabilidad en el dominio frecuencial para sistemas SISO con retardo acotado 

basado en el Teorema de la pequeña ganancia. Debido a su relevancia para esta tesis este 

resultado es presentado en el Capítulo 4. 

Este enfoque del dominio frecuencial, al menos en el caso continuo, ha sido generalizado 

para los sistemas más generales MIMO en (Kao & Rantzer, 2007), a partir de la teoría ICQ 

(siglas de Integral Quadratic Constraint).  

 

Seguidamente se presentan algunos de los trabajos más relevantes en este contexto. 

Estabilidad Cuadrática Media  - Retardo como variable aleatoria:  

Si se modela al retardo como una variable aleatoria independiente y con una distribución de 

probabilidad conocida el sistema es estocástico y la estabilidad se puede analizar en términos 

de la denominada estabilidad cuadrática media (MSS por siglas de “mean square stability”). 

La MSS se garantiza si la función de costo estacionario (2.22) asume un valor finito cuando el 

retardo τ(k) tiene determinada distribución de probabilidades, siendo E el valor esperado, Q 

una matriz simétrica (semi) definida positiva y R la matriz que pesa la entrada. Este costo es 

calculable de manera exacta con la herramienta Jitterbug de (Lincoln & Cervin, 2002).  

ܬ  ൌ  ܧ limT՜ஶ ሺͳTන ሺ்ܳݔ ݔ ൅ ்ܴݑ ሻdtTݑ
଴ ሻ (2.22)

Conceptualmente la MSS significa que puede existir una secuencia particular de retardos y 

ruido que hagan que el sistema se vuelva inestable, aunque la probabilidad de que ocurra es 

nula, ver (Ji et al., 1991). En consecuencia, el resultado para una dada distribución no puede 

extenderse a otras posibles distribuciones.  

Este concepto de estabilidad ha sido usado en (Nilsson, 1998) para calcular un control 

óptimo LQG que minimiza la función de costo (2.23) de una planta que además tiene ruido de 
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proceso ߭௞ y de salida ߱௞. Por tanto el modelo (2.16) se transforma en (2.24) donde ݁௞ ൌሾ߭௞ ߱௞ሿ்son los procesos estocásticos ߭௞ y ߱௞ de ruido blanco con media cero, no 

correlacionado Gaussiano con matices de covariancia R1 y R2, respectivamente. 

ேܬ  ൌ ே்ݔ ܧ ܳே ேݔ ൅ ܧ ෍ ቂݔ௞ݑ௞ቃ் ܳேିଵ
௞ୀ଴ ቂݔ௞ݑ௞ቃ (2.23)

௞ାଵݖ  ൌ Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ௞ݖ ൅ Γሺ߬௞ሻ ݁௞ (2.24)

Para sintetizar el controlador en (Nilsson, 1998) se supone que los retardos ߬௦௖,௞ son 

conocidos al momento de calcular la ley de control. Entonces, el controlador óptimo que 

minimiza (2.23) es la realimentación de estados (2.25). 

௞ݑ  ൌ െܮ൫߬௦௖,௞൯ ሾݔ௞ ௞ିଵሿ்ݑ  (2.25)

El costo (2.22) también ha sido usado en numerosos artículos para comparar la performance 

de distintos controladores ante cierta distribución de retardo. Por ejemplo en Figura 2.8 

tomada de (Nilsson, 1998) se compara la performance obtenida con un controlador que se 

diseño sin tener en cuenta los retardos (Doyle & Stein, 1979), con el controlador óptimo 

(2.25), el esquema de (Halevi & Ray, 1998) que elimina la aleatoriedad del retardo al 

introducir buffers, y un diseño que considera el valor medio del retardo (Nilsson, 1998). 

Claramente la mejor performance se obtiene con el controlador óptimo.  

 

Figura 2.8: Comparación de performance de cuatro esquemas de control vía evaluación de costo.  
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Estabilidad para retardo variando en número finito:  

Si el retardo asume su valor de forma aleatoria en un conjunto conocido y finito de valores 

se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams, 1998). 

Esto define un DTSS donde cada matriz de (2.17) está asociada a un valor específico de 

retardo. Luego, se puede ya bien verificar la estabilidad o sintetizar un controlador estable 

resolviendo un conjunto de inecuaciones lineales matriciales LMI (C.14), de Apéndice C, de 

forma que el sistema DTSS tenga una QCLF. Sin embargo, los métodos para resolver las LMI 

pueden volverse inefectivos cuando la cantidad de modos aumenta (Lin & Antsaklis, 2008). 

Por esto, a pesar de lo sugerido en (Sala, 2005) este método falla para determinar la 

estabilidad retardos variables y acotados (infinitas LMI). 

 

Estabilidad para retardo acotado:  

Como se mencionó previamente el problema de estabilidad para retardo acotado es más 

complejo de resolver porque se tienen infinitas matrices de lazo cerrado. Si se puede modelar 

el problema de retardo acotado como un sistema nominal mas cierta perturbación se puede 

utilizar teoría (robusta) de Lyapunov. En (Cloosterman et al., 2006) se plantea un número 

finito de LMI para encontrar una CQLF que garantice la estabilidad robusta asintótica para 

retardo acotado. Esto se expresa en forma de un Teorema que es transcripto a continuación. 

 

Teorema 2.1 (Cloosterman et al., 2006): Sea el sistema en lazo cerrado con la matriz 

dependiente del parámetro Φ௅஼ሺ߬௞ሻ definida en (2.17); con ߬௞ א ሾͲ, ߬௠௔௫ሿ y ߬௠௔௫ א ሾͲ, ݄ሿ.  
Se define el conjunto de matrices ҧࣛ={ܣҧ   א ܴ௡ ௫ ௡:  തܽ௜௝ ൌ ௜௝ܽ ݋ ௜௝ݍ ൌ ௜௝ݎ  , ݅, ݆ ൌ ͳ,ʹ, . . ݊} con തܽ௜௝ el (i,j)- ésimo elemento de ܣҧ, ݍ௜௝ ൌ minதౡ א ሾ଴,தౣ౗౮ሿ ෤ܽ௜௝ሺ߬௞ሻ y ݎ௜௝ ൌ maxதౡ א ሾ଴,தౣ౗౮ሿ ෤ܽ௜௝ሺ߬௞ሻ, 

el mínimo y máximo valor del (i,j)- ésimo elemento ෤ܽ௜௝ሺ߬௞ሻde Φ௅஼ሺ߬௞ሻ, respectivamente.  

Si existe una solución de las inecuaciones matriciales en tiempo discreto de Lyapunov  

 ܲ ൌ ்ܲ ൐ Ͳ ҧܣҧ்ܲܣ  െ ܲ ൏ Ͳ, ׊ ҧܣ א ҧࣛ (2.26)

Entonces el sistema es robusta, global y asintóticamente estable para cualquier secuencia de 

retardos, con ߬௞ א ሾͲ, ߬௠௔௫ሿ. 
Para usar el Teorema 2.1, se debe determinar el conjunto de matrices ҧࣛ. Una forma de 

determinar tal conjunto es haciendo un politopo. Este Teorema se aplicó al ejemplo enunciado 
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al comienzo de esta subsección para determinar la región de estabilidad para retardo constante 

y variable (߬௠௔௫ admisible) en función del parámetro K2 del controlador L=[50 K2], ver Figura 

2.9 extraída de (Cloosterman, 2008). La región de estabilidad se indica en línea continua. 

Resulta inferior para retardos variables que para constante (línea de cota).  

 

Figura 2.9: Región de estabilidad para retardo constante (cota) y retardos variables (K1 =50). 

El modelo politopo aproximado de (Hetel et al., 2006) descripto en {(2.20) y (2.21)}, en el 

cual q asume valores finitos, puede ser usado para el análisis de estabilidad y/o la síntesis del 

controlador, ya sea con una formulación LMI que permita conseguir una CQLF (por ejemplo 

usar Teorema 2.1) o como se consideró en (Hetel et al., 2006) usando las funciones 

conmutadas de Lyapunov (2.27) definidas en (Daafouz & Bernussou, 2001).  

 ܸሺݖ௞ሻ ൌ ௞்ݖ ෍ߦ௜ሺ݇ሻ෍ߤ௝ሺ݇ሻ ௜ܲ௝ ௞௤ାଵݖ
௝ୀଵ

ே
௜ୀଵ  (2.27)

El procedimiento de análisis y/o diseño es iterativo, es decir se va incrementando el orden q 

de la aproximación de Taylor hasta que se obtiene un controlador para el sistema aproximado 

que puede usarse en la planta exacta. 

 

Además de las mencionadas QCLF y las funciones conmutadas de Lyapunov, una función 

candidata que ha sido considerada para analizar estabilidad en sistemas con retardo es basada 

en un funcional de Lyapunov-Krasovskii (en sus siglas L-K). Cabe aclarar que el enfoque L-

K, que proporciona resultados menos conservativos que las condiciones de estabilidad 

impuestas por QCLF para sistemas con retardo en el dominio continuo no necesariamente 

brinda resultados menos conservativos en problemas de tiempo discreto (Cloosterman, 2008). 
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2.2.6 Variación del período de muestreo en NCS 

Cuando se implementan sistemas de control en una arquitectura informática pueden 

aparecer variaciones en el intervalo efectivo de muestreo y/o en el intervalo de aplicación de 

la ley de control. Esto plantea una diferencia con las hipótesis de control digital clásico, que 

asumen muestreo y aplicación de la ley de control equiespaciados en el tiempo y medición de 

datos y aplicación de la ley de control en forma sincrónica, ver sección A.1 de Apéndice A. 

 

Típicamente, la pérdida de paquetes es una consecuencia de los errores en la transmisión en 

la capa física de la red y/o debido al tamaño finito de las colas (desbordamiento de las colas) y 

ciertas situaciones de congestión. En caso de sufrir largos retardos de transmisión, a raíz del 

reordenamiento de paquetes, tales envíos pueden ser descartados (otro motivo de pérdida).  

Esto se traduce en la pérdida de paquetes de medición y/o actuación, ver (Zhang et al., 2001), 

(Nilsson, 1998) y sección 2.2.2, la cual es responsable de que el intervalo de tiempo durante el 

cual la acción de control debe ser aplicada sea variable en el tiempo. 

 

Otro motivo de tal variación puede ser ocasionada por un retardo variable presente en la red 

de comunicaciones, por ejemplo puede ocurrir que el controlador demande por la red un dato 

del sensor en ciertos intervalos de tiempo equidistantes pero que debido a retardos presentes 

en la red, la demanda sea efectuada en un intervalo de muestreo variante en el tiempo. Este 

problema se muestra en Figura 2.10 extraída de (Marti, 2002). 

 

Figura 2.10: Implementación con tiempo de muestreo no equidistante. Fig. extraída de (Marti, 2002). 

En un procesador compartido la variación del período puede ocurrir debido a derivas del 

reloj en el tiempo del muestreador, ver por ejemplo (Sala, 2005). 

 

A continuación se presentan los modelos más comúnmente usados y los resultados más 

relevantes en cuanto a estabilidad. 

h‘ h’’

(k-1) h     k h (k+1) h

Muestreo

Actuacion

Tiempo ejecucion
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i. Modelado del sistema con período variable 

Modelo DT para cantidad finita de períodos: El modelo en DT de la planta para sistemas con 

período de muestreo variable es (A.2) con matrices definidas en (A.3), ver Apéndice A por 

detalles. Si además el período de muestreo puede asumir un número finito de valores se puede 

modelar al sistema como un DTSS tal como se definió en (A.24). 

 

Modelo para pérdida de paquete: El sistema de control discreto con pérdida de paquetes y un 

controlador por realimentación de estados ha sido modelado en (Branicky et al., 2002) y es 

transcripto a continuación.  

Se considera una llave s, cuya posición s=1 indica que el mensaje que contiene el paquete ݔ௞ es transmitido (i.e. ݔො௞ ൌ  ௞), mientras que la posición s=2 indica que el paquete es perdidoݔ

(i.e. ݔො௞ ൌ  ො௞ିଵ) y se mantiene el valor precedente del estado. Entonces, la dinámica delݔ

estado aumentado ݓ௞ାଵ ൌ ሾݔ௞ାଵ ݔො௞ାଵሿ் se describe con (2.28) cuyas matrices son (2.29), 

siendo Ͳ୬,୬ e I୬,୬ las matrices nula e identidad y n el orden del sistema.  

௞ାଵݓ  ൌ Θୱሺ݄ሻ ௞ݓ  (2.28)

 Θୱୀଵ ൌ ൤Φሺ݄ሻ Γሺ݄ሻܨΦሺ݄ሻ Γሺ݄ሻܨ൨ y Θୱୀଶ ൌ ൤Φሺ݄ሻ Γሺ݄ሻܨͲ௡,௡ ௡,௡ܫ ൨ (2.29)

De forma equivalente este sistema con pérdida de paquetes puede ser modelado como un 

caso particular de variación de período de muestreo descripto previamente, donde el período 

efectivo ݄௜ de las matrices (A.3) es múltiplo del período nominal h, i.e. ݄௜ ൌ ݅ ݄ con ݅  א Գ. El 

estado ݔ௞ de (A.2) coincide con él de (2.28) en los instantes donde se actualiza la ley de 

control (s=1).  

Un enfoque diferente presentado en (Imer et al., 2006) considera que ante la pérdida de 

paquetes en lugar de mantener el valor precedente del estado poner un valor 0 en la acción de 

control, lo que es denominado acción nula. En este caso el modelo resulta (2.30). 

௞ାଵݔ  ൌ  ൜ሺΦሺ݄ሻ ൅ Γሺ݄ሻܨሻ ௞ݔ ݅ݏ ݁ݐ݁ݑݍܽ݌ ݏ݁ Φሺ݄ሻ݋݀ܽ݅ݒ݊݁ ௞ݔ ݁݊ ݋ݎݐ݋ ݋ݏܽܿ  (2.30)

 

Modelo con período de muestreo acotado en intervalo en DT: Si el período de muestreo 

asume sus valores en un período acotado, es decir con ݄௞ א ሾ݄௠௜௡, ݄௠௔௫ሿ, el principal 
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problema para probar estabilidad es que se debe resolver un conjunto de infinitas LMI, lo que 

no puede ser tratable numéricamente. Por esto se debe recurrir a otros modelos. 

De forma similar a lo que se hizo para retardo variable en (Hetel et al., 2008) se puede 

definir el siguiente politopo convexo. Entonces, sea el sistema discreto (A.2) de Apéndice A y 

la matriz definida en (2.31), entonces las matrices (A.3) de Apéndice A equivalen a (2.32). El 

politopo (2.33) se basa en la aproximación de Taylor de orden N. 

 ȯሺ݄௞ሻ ൌ න ݁௧஺ ௛ೖ଴ݐ݀  (2.31)

 Φሺ݄௞ሻ ൌ ܫ ൅ ܣ ȯሺ݄௞ሻ  Γሺ݄௞ሻ ൌ ȯሺ݄௞ሻ  ܤ
(2.32)

 ȯሺ݄௞ሻ ൎ ȯேሺ݄௞ሻ ൌ෍ܣ௝ିଵ/݆!ே
௝ୀଵ ݄௞௝  (2.33)

Este politopo convexo con N+1 vértices encierra a la matriz polinomial si existen los 

parámetros ߤ௜ሺ݄௞ሻ que verifican (2.34) tal que valga (2.35) donde Uj representan los vértices 

del politopo definidos en (2.36). 

 ෍ ௝ሺ݄௞ሻேାଵߤ 
௝ୀଵ ൌ ͳ , ௝ߤ ൐ Ͳ ׊ ݆ ൌ ͳ,… ,ܰ ൅ ͳ (2.34)

 ȯேሺ݄௞ሻ ൌ ෍ ௝ሺ݄௞ሻߤ ௝ܷேାଵ
௝ୀଵ  (2.35)

 ଵܷ ൌ ܣேିଵܰ! ݄௠௜௡ே ൅ڮ ൅ !ܣʹ ݄௠௜௡ଶ ൅ ݄௠௜௡  ܫ
ܷଶ ൌ !ேିଵܰܣ  ݄௠௜௡ே ൅ڮ൅ ௠௜௡ଶ݄ !ܣʹ ൅ ݄௠௔௫ ܫ ܷଷ ൌ !ேିଵܰܣ  ݄௠௜௡ே ൅ڮ൅ ௠௔௫ଶ݄ !ܣʹ ൅ ݄௠௔௫ ڭ ܫ ܷேାଵ ൌ !ேିଵܰܣ ݄௠௔௫ே ൅ … ൅ !ܣʹ ݄௠௔௫ଶ ൅ ݄௠௔௫  ܫ

(2.36)

La relación entre los parámetros ݄௞ y ߤ esta dada por (2.37). 

ଵሺ݄௞ሻߤ  ൌ ͳ െ ൬ ݄௞ െ ݄௠௜௡݄௠௔௫ െ ݄௠௜௡൰ , ேାଵሺ݄௞ሻߤ ൌ ݄௞ே݄௠௔௫ே ,  
௝ሺ݄௞ሻߤ ൌ ݄௞௝ିଵ െ ݄௠௜௡௝ିଵ݄௠௔௫௝ିଵ െ ݄௠௜௡௝ିଵ െ ݄௞௝ െ ݄௠௜௡௝݄௠௔௫௝ െ ݄௠௜௡௝ , ݆ ൌ ʹ. . ܰ 

(2.37)
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Con esto (A.2) se puede escribir como (2.38). 

௞ାଵݔ  ൌ෍ ߤ௜ሺ݄௞ሻܣ௜ே
௜ୀଵ ௞ݔ ൅ ෍ ௜ሺ݄௞ሻߤ ௜ேܤ

௜ୀଵ ௞ݑ ௜ܣ(2.38) ൌ ܫ ൅  ܣ ௜ܷ , ௜ܤ ൌ  ௜ܷ ܤ 

 

En Figura 2.11 extraída de (Hetel et al., 2009) se muestra la construcción de la expansión de 

Taylor para el sistema descripto por las matrices A y B y controlador F de (2.39). 

  A ൌ ቂͲ ͳͲ െͲ.ͳቃ , B ൌ ቂ ͲͲ.ͳቃ , F ൌ ሾ͵.͹ͷ ͳͳ.ͷሿ (2.39)

Las incertezas de la variación del período de la aproximación (2.33), es decir ȯሺ݄௞ሻ ൌሾ݉଴ଵሺ݄௞ሻ,݉଴ଶሺ݄௞ሻሿ, son respectivamente las abscisas y ordenadas. La incerteza en el 

período, representada por la curva en negro es delimitada por los vértices (marcados por 

puntos) del politopo convexo que es representado en gris, dando validez a la aproximación. 

 

Figura 2.11: Incerteza en el período y politopo convexo. 

Modelo con período de muestreo acotado en intervalo en CT: En (Walsh et al., 2002) se 

considera un controlador continuo “event-driven” y que la red, insertada sólo entre sensor y 

controlador, es compartida con varios nodos. Estos autores introducen el concepto de 

“Maximum Allowable Transfer Interval” (MATI) para designar a la máxima cantidad de 

tiempo entre mensajes consecutivos del sensor. En (Fridman et al., 2004) se usa este modelo y 

se elige una ley de realimentación discreta (2.40). Con esto, se tiene el modelo en CT con 

retardo variante en el tiempo (2.41), donde el máximo valor ߬ de (2.42) es MATI.  

ሻݐሺݑ  ൌ ܨ ௞ሻݐሺݔ ܽݎܽ݌ ௞ݐ ൑ ݐ ൑ ௞ݐ ൅ ͳ  (2.40)

0         0.02      0.04      0.06      0.08      0.1      0.12      0.14

0.19

0.16

0.14

0.12

0.1

0.09

0.06

0.04

0.02

0

m01(hk)

m02(hk)



 38 

 
ሻݐሶሺݔ  ൌ ܣ ሻݐሺݔ ൅ ܤ ܨ ݐ൫ݔ െ ߬ሺݐሻ൯  (2.41)

 ߬ሺݐሻ ൌ ݐ െ ௞ݐ , ௞ݐ ൑ ݐ ൑ ௞ݐ ൅ ͳ  (2.42)

ii. Diseño estable con período de muestreo variable 

Estabilidad ante la pérdida de paquetes  

Para estudiar este problema se puede considerar la equivalencia del modelo de pérdida con 

el DTSS y por ende todos sus resultados. Por ejemplo, se puede usar el enfoque de QCLF con 

“gridding” finito definido para un conjunto de períodos de (Sala, 2005) que permite calcular 

un controlador común y óptimo. También se puede usar la versión corregida del Teorema 8 de 

(Branicky et al., 2002), es decir que valga la inecuación (2.43) donde ߪ௠௔௫ሺܣ௜ሻ es el máximo 

valor singular y Ai es la matriz de lazo cerrado. Esta última condición es muy conservativa 

como es indicado desde un punto de vista teórico en (Theys, 2005). 

௜்ܣ  ܶ ௜ܣ ൑ ௜ሻଶܣ௠௔௫ሺߪ ܫ  (2.43)

Estabilidad para período acotado 

Si el período de muestreo puede variar en un continuo con ݄௞ א ሾ݄௠௜௡, ݄௠௔௫ሿ, se deben usar 

modelos como los introducidos en (2.38) o (2.42). Si con tales modelos se puede conseguir un 

controlador tal que los distintos modos tengan una CQLF entonces se puede garantizar la 

estabilidad del problema, ver sección C.2 de Apéndice C.  

Una comparación de los resultados obtenibles con diferentes métodos se presenta en (Hetel 

et al., 2006). En la misma se establece como objetivo encontrar el valor de ݄௠௔௫ (MATI) tal 

que la estabilidad del NCS definido en (2.39) sea garantizada. A cálculo hecho con el 

resultado de (Zhang et al., 2001) resulta ݄௞ א ሺͲ, Ͳ.Ͳͷͻ͵ሿ, con el resultado de (Fridman et al., 

2004) resulta ݄௞ א ሺͲ, Ͳ.8͸ሿ y por último usando el modelo de politopo de Figura 2.11 de 

(Hetel et al., 2006) permite determinar ݄௞ א ሺͲ.Ͳͳ, ͳ.͹ʹሿ. Este valor es cercano al exacto 

(para h=1.73 el sistema resulta inestable). Este ejemplo muestra claramente lo conservativo de 

los resultados de (Fridman et al., 2004) y (más aún) (Zhang et al., 2001) comparado con lo 

obtenido con el enfoque de (Hetel et al., 2006). 
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2.3 Estado del arte sobre Co-Diseño  

Los enfoques de solución del problema denominados de Co-Diseño pueden ser 

categorizados en tres grandes grupos: basados en el ajuste del período de muestreo, basados 

en el rechazo o pérdida de instancias de tareas de control y basados en el ajuste de la prioridad 

de las tareas. 

A continuación, se presentan las hipótesis de modelado consideradas en este problema y 

luego se citan los trabajos más comúnmente referidos según las categorías mencionadas. 

 

2.3.1 Hipótesis de modelado para Co-Diseño 

En los problemas mencionados en la introducción (Figuras 1.1 y 1.2) existe un recurso 

compartido que es limitado, ancho de banda y capacidad de procesamiento respectivamente, y 

que en situaciones puede llegar a congestionarse. El conjunto de sistemas de control que 

comparten un recurso común se denomina aquí sistema integrado global, ver Apéndice D. 

 

Se asume lo siguiente en relación con las tareas de tiempo real de cada sistema de control: 

i. muestreo de la salida de la planta cada cierto tiempo (que puede ser periódico); controlador 

y actuador manejados por los eventos a su entrada;  

ii. una tarea incluye la siguiente secuencia de operaciones: muestreo, cálculo de control y 

actuación (en el caso de redes se incluyen las respectivas operaciones de trasmisión de datos);  

iii. cada i–ésima tarea tiene un tiempo de ejecución de peor caso (WCET) denominado ܥ௜ y 

cada instancia de esa tarea se ejecuta en un cierto tiempo de ejecución;  

iv. cada i–ésima tarea tiene asociado un deadline ܦ௜  que es el tiempo límite en el cual cada 

una de sus instancias debe estar completada (esta es una restricción temporal de la tarea).  

v. una instancia de una tarea se encuentra en alguno de los siguientes estados: lista (ready), en 

ejecución (running), en espera (waiting), no activada (sleeping), detenida (stopped). 

En general las tareas en un procesador compartido pueden ser expropiadas mientras que en 

una red son no lo son, ver (Branicky et al., 2002), (Almeida et al., 2002) entre otros. En el 

caso de una red el tiempo ܥ௜ es el máximo del retardo de extremo a extremo τ(k) definido en 

sección 2.2.1. 
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2.3.2 Enfoques propuestos de Co-Diseño 

i. Enfoque basado en el ajuste del período de muestreo 

Ajuste de período en procesador: 

El articulo seminal que trata este problema es (Seto et al., 1996) para una aplicación 

centralizada en una estructura como la de Figura 1.2. La performance de cada controlador es 

representada por una función de costo en función del período de muestreo que se aproxima 

por una función exponencial (2.44) donde a es un coeficiente constante y β es la tasa de 

decaimiento. Esta aproximación surge al considerar que las plantas son de primer orden.  

ሺ݄ሻܬ  ൌ ܽ ݁ିఉ/௛  (2.44)

Este enfoque propone calcular el período de cada tarea de forma que la performance global 

de la aplicación sea optimizada, sujeta a la satisfacción de las restricciones temporales de las 

tareas. Esto requiere resolver el problema de optimización (2.45) donde n es la cantidad de 

tareas que comparten el procesador, ߱݅ pondera la importancia de cada controlador, ܥ௜ es el 

tiempo de ejecución de la i–ésima tarea de control, A es el umbral de carga que garantiza la 

factibilidad de una planificación (ver Apéndice D) y depende de la política de planificación 

escogida, siendo siempre Ͳ ൏ ܣ ൑ ͳ. 

 

 minሺ୦భ,୦మ,..୦౤ሻ෍ ߱௜ ሺ݄௜ሻܬ ൌ௡௜ୀଵ ෍ ߱௜ ܽ௜ ݁ିఉ೔/௛೔௡௜ୀଵ  

݋ݐ݆݁ݑݏ ܽ ෍ ௜ܥ ͳ/݄௜ ൑ ௡௜ୀଵܣ  
(2.45)

 

Debido a la complejidad de este algoritmo, este método sólo puede ser utilizado “off-line”.  

Para resolver este problema en (Eker et al., 2000) se usa un diseño LQ con horizonte infinito 

y para calcular el período se resuelve el problema de optimización (2.46). 

 

 minሺ୦భ,୦మ,..୦౤ሻ෍ ሺ݄௜ሻ௡௜ୀଵܬ  

݋ݐ݆݁ݑݏ ܽ ෍ ௜ܥ ͳ/݄௜ ൑ ௡௜ୀଵܣ  
(2.46)
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El cálculo de la ley de control LQ con período variable requiere la resolución de ecuaciones 

de Lyapunov y Ricatti, que son computacionalmente costosas, ver sección B.2. Para disminuir 

esta complejidad en (Eker et al., 2000) se considera un diseño con horizonte infinito (B.20), y 

que la función de costo es aproximada por una cuadrática (2.47). Sin embargo, como se 

muestra en Figura 1.4 a extraída de (Eker et al., 2000), la función de costo es convexa para 

períodos inferiores a h1. El uso de este diseño puede acarrear problemas de inestabilidad, los 

que son detalladamente analizados en Apéndice E. 

ሺ݄ሻܬ  ൌ ܽ ൅ ߚ ݄ଶ  (2.47)

Utilizando esta función de costo el cálculo de los períodos óptimos se simplifica, 

posibilitando la implementación de un algoritmo “on-line” que ajuste los períodos de los 

controladores en función de la configuración de la aplicación.   

En (Cervin et al., 2002) se propuso un mecanismo “feedback” y “feedforward” para 

mejorar la velocidad de respuesta frente a un cambio en la configuración de la aplicación. 

Específicamente este mecanismo considera un regulador y un planificador, por ejemplo que 

use EDF o RM1. El regulador supervisa la configuración de la aplicación y cuando se detecta 

un cambio de la configuración se re-ajustan los períodos óptimos. También se considera como 

costo lineal (2.48), lo que permite simplificar aún más la complejidad del algoritmo. 

ሺ݄ሻܬ  ൌ ܽ ݄  (2.48)

En (Henriksson & Cervin, 2005) los períodos de las tareas de control se calculan en función 

del estado de las plantas controladas. Es decir, las perturbaciones o cambios de referencias 

que afectan a los distintos lazos de control son evaluadas para provocar que las tareas se 

ejecuten más frecuentemente con respecto a las de las plantas que están cerca del equilibrio. 

Ajuste de período en redes: 

En (Velasco et al., 2004) se presentó una estrategia dinámica de asignación de red 

disponible que permite adaptar la tasa de transmisión de información de los controladores 

distribuidos de cada lazo de control. La misma tiene en cuenta la dinámica del sistema 

controlado y la utilización global. Específicamente, la disminución de la utilización del ancho 

de banda se hace aumentando el período de muestreo de cada lazo, calculado localmente en el 
                                                 

1 Las políticas de planificación EDF y RM se estudian en detalle en Apéndice D. 
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mismo procesador que ejecuta cada algoritmo de control. Puntualmente el período de 

muestreo se debe variar de manera continua con respecto a la norma de las variables de estado 

y acorde con el enfoque clásico, el período debe cambiarse en ambos controlador y sensor.  

En (Xia et al., 2006) se presenta un planificador que maneja el tráfico de la red, variando el 

período y la prioridad de cada lazo/tarea. Lo primero resulta ser una extensión de la propuesta 

realizada por (Lu et al., 2002) para manejar las tareas en una CPU compartida. 

Específicamente en (Lu et al., 2002) se propone evaluar el tráfico usando para ello la tasa de 

pérdida de deadline M y en función del error calculado entre su valor de referencia y el 

calculado “on-line”, re-escalar el período de muestreo. Por su parte, la variación de la 

prioridad se hace de acuerdo a la QoC medida a través del índice IAE (integral del error de la 

planta) del NCS. El planificador se ejecuta de manera centralizada en un nodo con un período 

Ts y cada controlador es responsable de calcular el índice IAE de la planta que controla y 

enviarlo al mencionado nodo. El reescalado de cada período propuesto se hace de acuerdo a 

que el costo es como en (2.47) o (2.48).  

ii. Enfoque basado en la pérdida de instancias de tareas de control 

Pérdidas de instancias en procesador: 

En (Ramanathan, 1999) se considera una aplicación que tiene una cantidad de lazos de 

control cuyos controladores son implementados por tareas que se ejecutan en un procesador. 

Para resolver el problema de congestión del mismo se propone rechazar selectivamente 

algunas instancias de las tareas, lo que disminuye la carga del procesador. Como la ausencia 

de algunas instancias puede degradar la performance de la planta controlada se propone 

diseñar un controlador óptimo LQ adaptable al patrón de pérdida. Como en este artículo se 

considera un patrón de pérdida constante en el tiempo, entonces cada lazo de control se 

modela como un sistema LTI de período aumentado, lo que simplifica el cálculo de control.  

Pérdidas de paquetes en redes: 

En (Branicky et al., 2002) se analiza particularmente que la planificación de un conjunto de 

tareas a través de la red no sea factible. Por ejemplo en la Figura 2.12 extraída de (Branicky et 

al., 2002) se muestra la colisión de mensajes en tiempos t=0.06 j (tareas involucradas 1, 2 y 3) 

y t=0.06 j + 0.03 (tareas involucradas 1 y 2). Por esto, los autores consideran la posibilidad de 

descartar cierto porcentaje de paquetes que transitan la red para poder garantizar la 
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factibilidad de la planificación de la red sin perder estabilidad. En este ejemplo esta estrategia 

impide el envío de paquetes del sistema de control 1 y 2. 

 

Figura 2.12: Planificación con pérdida de paquetes de tres sistemas de control (NCS). 

iii. Enfoque basado en la asignación de prioridades  

Prioridades en procesador compartido:  

En (Rehbinder & Sanfridson, 2000) se estudia el problema de un conjunto de controladores 

que controlan cada uno un proceso y se ejecutan en un procesador compartido. El algoritmo 

propuesto determina la secuencia periódica de las tareas de forma tal que la suma de un costo 

sea minimizado usando como dato el tiempo de ejecución de la aplicación y las características 

temporales de las tareas de control. 

En (Zhao & Zheng, 1999) se considera la situación en la cual varios sistemas son 

controlados por un único controlador, y el mismo sólo puede ocuparse de un único proceso a 

la vez. Se propone una estrategia de planificación que elige como la planta a controlar aquella 

que tenga mayor desviación entre la performance real y la esperable. Esto se consigue 

asignando prioridades.  

Prioridades en redes:  

En (Walsh et al., 2002) se considera también que la red es compartida por varios lazos de 

control. Se propone el protocolo TOD de comunicación (Try-Once-Discard) para planificar 

los pedidos de acceso a la red. Con este protocolo, si una demanda de acceso a la red no puede 

ser aceptada a causa de otros pedidos más prioritarios, la misma es rechazada. Desde el punto 

NCS1

NCS2

NCS3

Planificacion
sin perdidas

0.01                         0.03                         0.05

0.015                                      0.045

                                                                        0.06

0.03         0.06 t
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de vista de control se tiene en cuenta que no se debe exceder el MATI respectivo de cada 

sistema de lazo cerrado, es decir (2.42). 

En (Branicky et al., 2002) se considera un conjunto de plantas conectadas a una red común. 

Se propone un algoritmo de planificación RM que permite asignar una mayor prioridad mayor 

a una planta más rápida (es decir la que requiere mayor tasa de transmisión) tiene mayor 

prioridad sobre una planta más lenta. Este algoritmo puede ser implementado en redes 

basadas en prioridades como CAN, donde la prioridad del mensaje puede ser incorporado al 

identificador del mensaje.  

En (Ben Gaid et al., 2006) se considera un sistema de control con sensores y actuadores 

distribuidos y tal que el ancho de banda de la red es un recurso limitado. Específicamente, la 

limitación de la red implica que no se pueden transmitir toda la información desde los 

sensores y hacia los actuadores. Esta solución propone transmitir sólo aquella información 

considerada necesaria y determinar la ley de control óptima que tiene en cuenta la secuencia 

de información de forma de minimizar la degradación de la performance. 

Otras alternativas apuntan a una reducción directa de la utilización del recurso, 

considerando la utilización de sensores “inteligentes” con capacidad de poder enviar sus 

mediciones sólo cuando las salidas superan ciertos umbrales. Por ejemplo, la técnica 

asincrónica (LCS) “Level Crossing Sampling” (Kofman & Braslavsky, 2006) propone 

muestrear cruces de nivel de las salidas con sensores “event-driven”, i.e. que sólo muestreen 

cuando la salida de la planta difiera de la última muestra en un valor fijo q. El sensor 

transmite sólo un bit para indicar que la nueva muestra difiere de la anterior en +/- q. Un 

estudio de los problemas en presencia de ruido y cuantificación fue presentado en el articulo 

(Braslavsky et al., 2006).  

En (Otanez et al., 2002a) se presenta una técnica de evaluación de resultados similares a la 

anterior, donde para cada sensor “clock-driven” se evalúa si el error entre la salida actual y la 

previamente enviada entra dentro de una “deadband”, similar al nivel q. Si este error entra en 

la banda, la medición no se envía, y viceversa. 

 

2.4 Conclusiones 

En este Capítulo se reseñaron los principales resultados de solución de los problemas 

inducidos por el uso de una arquitectura que cierra los lazos de control sobre una red de 



Cap. 2. Fundamentos y estado del arte de sistemas de control de tiempo discreto 45 

 
comunicaciones y/o ejecuta los algoritmos de control en procesadores compartidos. Los 

mismos fueron agrupados según su pertenencia a alguno de los dos típicos enfoques de 

“Control sobre Redes” y “Co-Diseño”.  

En los restantes Capítulos de esta tesis se citarán algunas alternativas de solución incluidas 

en este Capítulo 2 para ser analizadas comparativamente de acuerdo a la relevancia de cada 

tema específico. Esto se realiza para contextualizar el problema de manera autocontenida en 

cada uno de los Capítulos. 

 

Asimismo se incluyeron como Apéndices de este Capítulo los resúmenes de los resultados 

de la teoría de control discreto y de teoría de tareas de tiempo real dado que el problema 

establecido abarca ambos dominios teóricos. La inclusión de estos resultados busca 

simplificar la lectura de la tesis. 
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APÉNDICE A 

 

Modelos discretos de sistemas continuos 

En esta tesis se considera que se tienen modelos matemáticos de tiempo continuo, lineales e 

invariantes en el tiempo (LTI) que representan la dinámica de la planta. Incertezas de 

modelado son consideradas como ruidos de proceso y/o medición. Para obtener el modelo en 

tiempo discreto (DT son las siglas en inglés de Discrete-Time) de la planta se pueden aplicar 

dos técnicas estándares de la teoría de control dependiendo básicamente si el modelo continuo 

está en su descripción entrada/salida de función transferencia o en su modelo en espacio de 

estados. Claramente existen transformaciones que permiten pasar desde una representación a 

otra (Franklin & Powell, 1980). 

En primer lugar, en sección A.1 se describen las partes constitutivas del sistema de control 

digital y se formulan las hipótesis para su modelado. 

Luego, en secciones A.2 y A.3 se presentan ambas técnicas mencionadas; ya que en 

Capítulos 3 y 4 se usa el modelo en función transferencia mientras que en los Capítulos 5 y 6 

se considera el modelo en espacio de estados. También se incluye la extensión de estas 

técnicas al caso de tener un retardo concentrado en la acción de control. Esto es pertinente 

dado que tal retardo puede ser un modelo simple de la red de comunicaciones o el recurso 

compartido, como se analiza en Capítulos 3 y 4. 

Asimismo, un sistema lineal con período de muestreo variable o con retardo variable en la 

acción de control puede ser modelado como un caso particular de sistema lineal conmutado de 

tiempo discreto (DTSS; en sus siglas en ingles de Discrete-Time Switched System). Estos 

modelos son presentados en la sección A.4 dada su relevancia para Capítulos 5 y 6. 

Por último en sección A.5 se presentan algunas propiedades de los modelos discretos de 

plantas LTI, en relación con sus polos y ceros que son pertinentes al Capítulo 3. 
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A.1   El sistema de control digital 

En la Figura A.1 se muestra un esquema de un sistema controlado por computadora 

(Åström & Wittenmark, 1997). El sistema consiste de un proceso o planta, conversores 

analógico-digital y digital-analógico, un algoritmo de control y un sensor (con cierto reloj).   

  

 

Figura A.1: Sistema de control discreto. 

 

El proceso o planta es un sistema físico de tiempo continuo, es decir sus entradas y salidas 

son señales de tiempo continuo (CT son las siglas en inglés de Continuous Time), que se 

quiere controlar. El algoritmo de control recibe datos que son cuantificados en tiempo y 

estado (niveles discretos).  

El conversor A-D convierte la señal analógica de salida del proceso en una señal digital, un 

número de precisión finita (depende de la cantidad de bits o niveles que se pueden usar en la 

conversión). El proceso de muestreo de la señal de salida tiene asociado el denominado 

período de muestreo h, cuyo valor depende del reloj del sensor, que es por lo tanto el 

responsable de la cuantificación temporal. 

El algoritmo de control es un programa que se ejecuta en una computadora y transforma 

mediciones en una señal de control deseada. La señal de control es transmitida al convertidor 

D-A que convierte el valor calculado por la computadora en una señal de tiempo continuo. 

Esto implica que este convertidor tiene unidades de conversión y de retención (típicamente el 

dispositivo ZOH) que trasforman un número en una variable física que se aplica al proceso. 

Las hipótesis típicamente consideradas en la teoría de control digital asumen muestreo y 

aplicación de la ley de control equiespaciados en el tiempo (h constante) y medición de datos 
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y(t)
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y aplicación de la ley de control en forma sincrónica (sin retardos). Este y otros modelos 

teóricos son analizados en lo que sigue. 

 

A.2   Modelo discreto en el espacio de estados  

Modelo discreto de la planta  

 Se considera la planta descripta en su modelo en espacio de estados de tiempo continuo 

(A.1), donde x ∈ ℜn representa el estado, u ∈ ℜr la entrada e y ∈ ℜp la salida. 

ሻݐሶሺݔ  ൌ ܣ ሻݐሺݔ ൅ ܤ ሻݐሺݕሻݐሺݑ ൌ ܥ ሻݐሺݔ ൅ ܦ ሻݐሺݑ  (A.1) 

El sistema muestreado asociado a (A.1) es (A.2), donde ݄௜ ൌ  ௞ାଵݐ െ  ௞ designa la amplitudݐ

de los intervalos entre los instantes de muestreo, los cuales en un caso general podrían ser 

variables. Entradas, estados y salidas son, respectivamente uk ≡ u(tk), xk = x(tk), e yk = y(tk). 

௞ାଵݔ  ൌ Φሺ݄௜ሻ ௞ݔ ൅ Γሺ݄௜ሻ ௞ݕ௞ݑ ൌ ௗሺ݄௜ሻܥ ௞ݔ ൅ ௗሺ݄௜ሻܦ ௞ݑ  (A.2) 

Las matrices del sistema discreto (A.2) son (A.3). 
 

 Φሺ݄௜ሻ ൌ ݁஺௛೔ , ௗሺ݄௜ሻܥ ൌ Γሺ݄௜ሻܥ ൌ න ݁஺௦௛೔଴ ܤ ݏ݀ , ௗሺ݄௜ሻܦ ൌ ܦ  (A.3) 

Si el período de muestreo es variable el sistema (A.2) es variante en el tiempo. Si además el 

período varía dentro de una familia finita, entonces (A.2) puede ser modelado como un caso 

particular de sistema lineal conmutado, tal como se presenta en Sección 2.2.6.  

En el caso de que el período de muestreo sea constante ݄௜ ൌ ݄ el sistema (A.2) es invariante 

en el tiempo y sus matrices se calculan con (A.3) para ݄௜ ൌ ݄.  

Modelo discreto de la planta con retardo en la acción de control 

Sea el modelo en espacio de estados descripto en (A.4), que resulta de considerar a (A.1) 

estrictamente propio (D=0)  con un retardo τ en la acción de control. 

ሻݐሶሺݔ  ൌ ܣ ሻݐሺݔ ൅ ܤ ݐሺݑ െ ߬ሻݕሺݐሻ ൌ ܥ ሻݐሺݔ  (A.4) 
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El retardo se puede descomponer como un múltiplo del período de muestreo nominal h más 

una fracción del mismo (A.5). Asimismo el retardo fraccional puede escribirse como (A.6). 

 ߬ ൌ ሺ݈ െ ͳሻ݄ ൅ ߬Ԣ con Ͳ ൏ ߬ᇱ ൏ ݄ y ݈ א Գ (A.5) 

 ߬ᇱ ൌ ሺͳ െ݉ሻ݄  con Ͳ ൑ ݉ ൑ ͳ (A.6) 

La entrada al modelo es (A.7) y entonces el modelo discreto con retardo, originalmente 

introducido en (Wittenmark, 1985), resulta ser (A.8) cuyas matrices son (A.9) y (A.10). 

  ൜ݑሺ݄݇ െ ሺ݈ ൅ ͳሻ݄ሻ para ሺ݇ െ ͳሻ݄ ൅ ߬ᇱ ൏ ݐ ൏ ݄݇ ൅ ߬ᇱݑሺ݄݇ െ ݈݄ሻ para ݇ ݄ ൅ ߬ᇱ ൏ ݐ ൏ ሺ݇ ൅ ͳሻ݄ ൅ ߬ᇱ  (A.7) 

௞ାଵݔ  ൌ Φሺ݄ሻ ݔ௞ ൅ Γ଴ሺ݄ െ ߬Ԣሻ ሺ݄݇ݑ െ ሺ݈ ൅ ͳሻ݄ሻ ൅ Γଵሺ߬Ԣሻ ሺ݄݇ݑ െ ݈݄ሻݕ௞ ൌ ௞ݔ ௗሺ݄ሻܥ   (A.8) 

 Γ଴ሺ݄ െ ߬Ԣሻ ൌ න ݁஺௦௛ିఛᇱ
଴ ܤ ݏ݀ ൌ න ݁஺௦௠௛

଴ ܤ ݏ݀  (A.9) 

 Γଵሺ߬Ԣሻ ൌ න ݁஺௦ఛᇱ
௛ିఛᇱ ܤ ݏ݀ ൌ Φሺ݄݉ሻΓ଴ሺ݄ሺͳ െ ݉ሻሻ  

(A.10) 

Si el retardo es inferior al período de muestreo (l=1), el modelo aumentado de espacios de 

estados, con vector ߦ௞ାଵ ൌ ௞ݔൣ  .௞ିଵ൧் tiene la representación (A.11) con matrices (A.12)ݑ

௞ାଵߦ  ൌ A෩ୢሺ߬ሻ ௞ߦ ൅ B෩ୢሺ߬ሻ ௞ݕ௞ݑ ൌ C෨ୢ ௞ݔ  (A.11) 

 A෩ୢሺ߬ሻ ൌ ൤Φሺ݄ሻ Γଵሺ߬ԢሻͲ୰,୬ Ͳ୰,୰ ൨ , B෩ୢሺ߬ሻ ൌ ൤Γ଴ሺ݄ െ ߬ԢሻI୰ ൨ , C෨ୢ ൌ ሾC Ͳ୮,୰ሿ (A.12) 

Para retardos superiores al período de muestreo, también se puede construir un modelo de 

forma similar a (A.11), ver por ejemplo (Nilsson, 1998).  

En el caso de tener retardos variables τk que satisfagan (A.13) para algún entero constante l 

calculado con (A.5), se pueden usar los modelos (A.8) y (A.11) intercambiandoτ por τk.  

 ߬௞ א ሾ߬௠௜௡, ߬௠௔௫ሿ, con ሾ߬௠௜௡, ߬௠௔௫ሿ ك ሾሺ݈ െ ͳሻ݄, ݈݄ሿ  (A.13) 
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A.3   Modelo discreto en su representación entrada/salida 

Transformada Z 

Esta transformada es una herramienta que permite obtener la función transferencia discreta 

de un sistema a partir de la función transferencia de su modelo en tiempo continuo. 

 

Considérese una planta descripta por la transferencia continua (A.14). 

ሻݏ଴ሺܩ  ൌ ܻሺݏሻܸሺݏሻ ൌ ܰሺݏሻܦሺݏሻ  (A.14) 

La acción de control se mantiene con un ZOH cuya transferencia es (A.15). Luego, la 

función transferencia de la planta discreta se calcula como (A.16). 

ሻݏሺܪ  ൌ ሺͳ െ ݁ି௦௛ሻ/ݏ (A.15) 

ሻݖௗሺܩ  ൌ ࣴሼܩ଴ሺݏሻܪሺݏሻሽ ൌ ݖ െ ͳݖ ࣴ ቊܩ଴ሺݏሻݏ ቋ (A.16) 

Un método para calcular la ࣴሼ. ሽ, que parte de la representación de Laplace, es el Teorema 

del Residuo (Ogata, 1996), según (A.17). Otra forma equivalente de calcularla es usando la 

técnica de fracciones simples descripta en (Franklin & Powell, 1980).  

  ࣴሼ. ሽ ൌ ∑ ൤residuos de ீబሺ௦ሻ௭௭ି௘೓ೞ ௘௡ہ ௣೔൨௣೔ୀ௣௢௟௢௦ ௗ௘ ீబሺ௦ሻ   (A.17) 

Existen transformaciones que vinculan el modelo invariante en espacio de estados (A.2) y el 

modelo en función transferencia (A.16) y que permiten pasar desde uno a otro.  

 

Transformada Z modificada  

Supongamos que ahora se tiene el modelo de la planta en su representación en función 

transferencia (A.14) con un retardo en cascada (ver Figura A.2). Entonces esto cambia el 

polinomio numerador por un quasi-polinomio real en s, y deja invariable al polinomio 

denominador como se ve en (A.18). 

ሻݏሺܩ  ൌ ሻݏ଴ሺܩ ݁ିఛ ௦ ൌ ܰሺݏሻ݁ିఛ ௦  ሻ (A.18)ݏሺܦ/
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Figura A.2: Retardo global entrada-salida modelado sobre la acción de control. 

 

Considerando que la acción de control se mantiene con un ZOH H(s) según (A.15), 

entonces la aplicación de la MZT a la cascada de la (A.18) se hace según (A.19). 

 

ሻ݉,ݖௗሺܩ  ൌ ࣴ௠ሼܩ଴ሺݏሻܪሺݏሻ݁ିఛ௦ሽ ൌିݖሺ௟ିଵሻࣴ௠ ቄଵି௘ష೓ೞ௦ ሻݏ଴ሺܩ ݁ିሺଵି௠ሻ௛௦ቅ ൌ ௭ିଵ௭೗శభ ࣴ௠ ቄீబሺ௦ሻ௦ ݁௠௛௦ቅ  (A.19) 

 

Uno de los métodos para calcular la ࣴ௠ሼ. ሽ es el Teorema del Residuo, ver Apéndice b de 

(Ogata, 1996), que a diferencia de la situación sin retardo (A.17) se aplica a la función (A.20). 

 ࣴ௠ሼ. ሽ ൌ ∑ ൤residuos de ீబሺ௦ሻ௘೘೓ೞ௭௭ି௘೓ೞ ௘௡ہ ௣೔൨௣೔ୀ௣௢௟௢௦ ௗ௘ ீబሺ௦ሻ   (A.20) 

La FT discreta es el cociente de dos polinomios. Su numerador tiene coeficientes 

dependientes de m (la parte fraccional del retardo) y la parte entera del retardo sólo afecta el 

valor del exponente de z que multiplica al denominador de la planta para retardo nulo (A.21). 

ሻ݉,ݖௗሺܩ  ൌ ே೛ሺ௭,௠ሻ௭೗஽೛ሺ௭ሻ   (A.21) 

La manera en la cual el retardo se integra con la planta en un único modelo discreto racional 

MZT depende de cada planta en particular. Por ello, resulta útil considerar la aproximación de 

(Hara et al., 1989) mencionada en la sección A.5 de Apéndice A. 

 

Cabe acotar que se verifica las condiciones de extremos:  

• si m →1, entonces ߬ ൌ ሺ݈ െ ͳሻ݄ (en el dominio z existe un término ିݖሺ௟ିଵሻ). 
• si m →0, entonces ߬ ൌ ݈݄ (en el dominio z existe un término ିݖ௟). 
 

 

 

 

Y(z,m)U(z)

h
ZOH Plant

h
e-τs

u(t) u(kh) y(t) y(kh)v(t) v(t-τ)

G(z,m)
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A.4   Modelo conmutado en tiempo discreto 

A continuación se define que es un sistema lineal conmutado de tiempo discreto (DTSS) 

para luego especificar cuáles son las matrices de tales modelos en cada caso. 

 

Definición A.1 (Hespanha & Morse, 1999): Un sistema lineal de tiempo continuo 

conmutado se define por una familia parametrizada de realizaciones M = {(Ai, Bi, Ci, Di): ݅ א ݌ ൌ ሼͳ,ʹ, …  ሽ}, junto con una familia de señales de conmutación seccionalmente݌

constantes S:={ߪ: ሾͲ,∞ሻ ՜  .ሽ, y la dinámica entrada- estado- salida (A.22)݌

ሻݐሶሺݔ  ൌ ሻݐሺݔఙሺ௧ሻܣ ൅ ሻݐሺݕሻݐሺݑఙሺ௧ሻܤ ൌ ሻݐሺݔఙሺ௧ሻܥ ൅ ሻݐሺݑఙሺ௧ሻܦ  (A.22) 

De forma análoga, un Sistema Lineal en Tiempo Discreto con la base de tiempo discreto ሼݐ௞: ݇  א  Գሽ tiene la forma (A.23) siendo uk = u(tk), xk = x(tk) e yk = y(tk). 

௞ାଵݔ  ൌ ௞ݔఙሺ௞ሻܣ ൅ ௞ݕ௞ݑఙሺ௞ሻܤ ൌ ௞ݔఙሺ௞ሻܥ ൅ ௞ݑఙሺ௞ሻܦ  (A.23) 

Debido a la conmutación de las matrices dentro de la familia M, ambos sistemas, (A.22) y 

(A.23) son variantes en el tiempo. 

Modelo DTSS con período de muestreo variable 

Para período de muestreo variable hi, que pertenece a una familia finita de períodos, el 

sistema (A.2) puede ser modelado por (A.23) donde σ(k) = i ∈ ݌, lo cual lleva a la 

equivalencia de matrices (A.24). 

 ሼ ܣ௜ ൌ Φሺ݄௜ሻ, ௜ܤ ൌ Γሺ݄௜ሻ, ௜ܥ ൌ ,ሺ݄௜ሻܥ ௜ܦ ൌ ,ሺ݄௜ሻሽܦ  (A.24) ݌ ∋ ݅

Modelo DTSS con retardo variable 

Reemplazando τ por τk de acuerdo a (A.13), el sistema lineal (A.11) con retardo variable en 

la acción de control puede ser modelado como un caso particular de DTSS, con la 

equivalencia de matrices (A.25). 

 ሼ ௜ܣ ൌ A෩ୢሺ߬௜ሻ ௜ܤ ൌ B෩ୢሺ߬௜ሻ ௜ܥ ൌ C෨ୢ ௜ܦ ൌ Ͳሽ  (A.25) 
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A.5   Propiedades de plantas LTI - Mapeo de polos y ceros 

Los polos y ceros, raíces del denominador y numerador de una función transferencia 

respectivamente, son propiedades fundamentales de los sistemas invariantes en el tiempo. Los 

polos reflejan el acoplamiento interno del sistema, y con esto su comportamiento autónomo. 

Los ceros reflejan la manera en la cual las variables internas están acopladas con las entradas 

y las salidas. Por esto se presenta a continuación un resumen de resultados que analizan la 

relación que existe entre los polos y ceros de un modelo continuo y su equivalente discreto.  

Mapeo de Polos  

Cuando un sistema de tiempo continuo es muestreado, sus polos son transformados según la 

relación ݌ ՜ ݁௣௛ (Franklin & Powell, 1980).  

Entonces se tiene que los polos que están en:  

• el semiplano izquierdo del plano s (left half side, en siglas LHS) se mapean dentro 

del círculo unitario del plano z (polos estables);  

• el semiplano derecho (right half side, en sus siglas RHS) se mapean fuera del círculo 

unitario (polos inestables);  

• los polos marginalmente estables (o críticos) ubicados en el eje imaginario del plano 

s se mapean sobre el borde del círculo unitario;  

• las paralelas al eje real negativo para jωa=jπ/h con –∞<ωn≤0 del plano s son 

mapeadas en el segmento negativo –1≤ z ≤0 del plano z. Si –ξωn> 0, los polos en el 

plano s son mapeados en la sección negativa del plano z, i.e. z ≤ –1. La frecuencia ωa 

debe ser inferior a π/h para satisfacer el Teorema de Muestreo de Shannon. 

Es decir, como esta transformación mapea el semiplano izquierdo dentro del círculo 

unitario, la estabilidad es preservada.  

Mapeo de ceros  

Desafortunadamente no existe una simple transformación que muestre como se mapean los 

ceros de un sistema continuo debido al muestreo. Por ello (Åström et al., 1984) propone la 

caracterización de los ceros obtenidos del muestreo de un sistema continuo en Teorema A.1.  

 

Teorema A.1: (Åström et al., 1984): Sea G(s) un sistema continuo cuyo denominador y 

numerador tienen orden n y p respectivamente. 
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Entonces, cuando el período de muestreo h → 0, p ceros de la transferencia discreta van 

hacia 1 y los restantes n-p-1 ceros van hacia los ceros de Bn-p(z) donde  

ሻݖ௫ሺܤ  ൌ ෍ܾ௫௞ ௫ି௞௫ݖ
௞ୀଵ  (A.26) 

 ܾ௫௞ሺ݉ሻ ൌ෍ሺെͳሻ௫ି௞ ݅௫ ൬ݔ ൅ ͳ݇ െ ݅൰௫
௜ୀଵ con ݇ ൌ Ͳ, . . , ݔ  

(A.27) 

 

De igual manera, tampoco es transparente la forma en la cual un sistema continuo con 

retardo en la acción de control (A.18) mapea sus ceros debido al muestreo. El trabajo de (Hara 

et al., 1989) extiende lo establecido por (Åström et al., 1984) para este tipo de sistemas.  

 

Teorema A.2: (Hara et al., 1989): Sea la planta racional (A.14) con un retardo en la acción 

de control (A.18), entonces los ceros límites de la función transferencia discreta, cuando el 

período de muestreo tiende a cero están determinados solamente por el grado relativo del 

sistema continuo. Esto se enuncia en (A.28) siendo ܤ௡ି௣ሺݖ,݉ሻ definida en (A.29) y sus 

coeficientes en (A.30). Además x=n-p es el grado relativo de ܩ଴ሺݏሻ, n grado del denominador 

y p del numerador. 

 Lim௛՜଴ ݄௣ି௡ࣴ௠൛ܪሺݏሻ ܩ଴ሺݏሻ݁ିሾሺ௟ିଵሻାሺଵି௠ሻሿ௛௦ൟ ൌ ൌ ݇ሺ݊ െ !ሻ݌ ሺݖ െ ͳሻ௣ሺݖ െ ͳሻ௡ ௟ݖሻ݉,ݖ௡ି௣ሺܤ   (A.28) 

ሻ݉,ݖ௫ሺܤ  ൌ ෍ܾ௫௞ሺ݉ሻ ௫ି௞௫ݖ
௞ୀ଴  (A.29) 

 ܾ௫௞ሺ݉ሻ ൌ ∑ ሺെͳሻ௫ି௞ି௜ ൫݅ ൅ ሺͳ െ ݉ሻ൯௫൫ ௫ାଵ௫ି௞ି௜൯௫ି௞௜ୀ଴ con ݇ ൌ Ͳ, . . ,  (A.30)   ݔ

Si el cero es observado como función de τ es periódico con período h. 
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APÉNDICE B 

 

 

Diseño de sistemas de control digital 

 

La Figura B.1 muestra la estructura estándar de un sistema de control (realimentado) que se 

usa para el diseño de controladores, donde r(t) es la entrada de referencia, d(t) es una 

perturbación y n(t) modela el ruido de medición (eventualmente puede haber una perturbación 

denominada de proceso entre el controlador y la planta G).  

 
Figura B.1: Lazo de control estándar para diseño. 

El requisito esencial de un sistema de control realimentado es su estabilidad. Otros 

requisitos son performance y robustez frente a perturbaciones y/o incertidumbre del modelo.  

La estabilidad se puede caracterizar de varias maneras. Por ejemplo desde un punto de vista 

entrada-salida requiriendo que la salida del sistema tenga un "buen comportamiento" en algún 

sentido siempre que la entrada tenga un “buen comportamiento”. Alternativamente, se puede 

caracterizar estabilidad estudiando el comportamiento asintótico del estado del sistema en 

torno a sus soluciones de régimen permanente, como puntos de equilibrio u órbitas periódicas 

(Khalil, 2001). Nociones de estabilidad de sistemas discretos se presentan en Apéndice D.  

Las especificaciones funcionales para el diseño del control dependen fundamentalmente de 

la aplicación. En general, los problemas de control se caracterizan en: problemas de 

regulación; de servomecanismos (o de posicionamiento) y de seguimiento de la referencia 

(tracking), ver (Bosgra et al., 2004). 

Sistemas de regulación: La principal función de tales sistemas es mantener una dada salida 

(y) dentro de una predeterminada tolerancia en torno a un determinado valor (y0) a pesar de 

los efectos de cambio en la carga y otras perturbaciones (d y/o n).  

yer
C G

d

+

+
n
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Servosistemas o sistemas de posicionamiento: El control se diseña de forma de cambiar el 

valor de una salida (y) de acuerdo a una señal de referencia (r), y puede tener como objetivo 

complementario actuar como un regulador.  

Sistemas de seguimiento (tracking): En este caso, más general que el anterior, la señal de 

referencia r no está predeterminada sino que se presenta como una señal medida u observada 

que debe ser seguida por una salida.  

 

Para tratar los problemas enunciados existen distintas técnicas de diseño de controladores, 

ver (Chen & Francis, 1994), (Franklin & Powell, 1980), (Åström & Wittenmark, 1997), etc. 

En particular en las secciones B.1, B.2 y B.3 se resumen las siguientes tres técnicas de diseño: 

de uso de transformadas (equivalente discreto), de control óptimo (LQR) y de diseño robusto 

(Loop-Shaping). Se citan las mismas debido a su relevancia para esta tesis. 

 

Tradicionalmente por técnicas de transformadas se hace referencia a aquellas que usan 

transformadas de Laplace o Fourier para representar a los sistemas dinámicos y las 

especificaciones de control (Franklin & Powell, 1980). Estas técnicas requieren equivalentes 

discretos para construir un controlador digital indirectamente a partir de un diseño de CT. Por 

ejemplo, tanto los métodos de mapeo de polos y ceros como el de “root-locus”, originalmente 

concebidos para CT, han podido ser transferidos sin cambios al plano Z (Franklin & Powell, 

1980). De igual forma, el criterio de Nyquist ha sido trasladado al caso discreto y se pueden 

usar los conceptos de márgenes de fase y de ganancia que el mismo establece al igual que en 

el caso continuo. Sin embargo, y a pesar de esta equivalencia, el típico diseño frecuencial de 

sistemas discretos usa la transformación bilineal (Tustin). Esto suele fundamentarse con dos 

argumentos: i) es difícil representar gráficamente la respuesta en frecuencia porque ésta 

aparece en la exponencial compleja z = e jωh, y ii)  no se puede extender el clásico diseño 

propuesto por Bode que utiliza las asíntotas para calcular los compensadores.  

Si bien el primer punto está resuelto hoy día, gracias al desarrollo de herramientas potentes 

de software, perduran ciertos preconceptos que descartan de raíz la alternativa de realizar un 

diseño en el domino DT (plano z), ver comentarios en (Maciejowski & Samra, 1990) y (León 

de la Barra & Prieto, 1999). La existencia de estos preconceptos justifica el hecho de que sólo 

en muy pocos artículos (León de la Barra & Prieto, 1999), etc., se ha analizado el 

comportamiento frecuencial de sistemas discretos orientado al diseño de compensadores que 

resuelven el problema íntegramente en el dominio Z. Este diseño con plantas y controladores 
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en el dominio Z evita distorsiones en frecuencia y eventuales problemas numéricos 

introducidos por la bilineal (Ogata, 1996). 

B.1   Diseño de control digital usando técnicas de transformadas  

Mapeo de polos y ceros  

Esta técnica, muy utilizada para el problema de servomecanismo, parte de considerar que la 

dinámica del sistema de control muestreado de lazo cerrado es similar a la del sistema 

equivalente continuo, ver (Franklin & Powell, 1980). Esto permite establecer una 

correspondencia entre las especificaciones de los transitorios de lazo cerrado o índices de 

performance (típicamente, limites superiores en el sobrevalor y el tiempo de crecimiento) y la 

ubicación de los polos y ceros del lazo cerrado en el plano complejo z. Luego el diseño se 

basa en encontrar el controlador que satisfaga tal ubicación de polos y ceros, lo que puede ser 

conseguido usando las técnicas de ubicación de polos (Åström & Wittenmark, 1997). 

Especificaciones en el plano z: En particular se tienen en cuenta ciertas especificaciones 

clásicas asociadas a la respuesta temporal transitoria de un sistema de segundo orden continuo 

a una referencia escalón, ver Figura B.2.  

Se conserva la notación definida en (Goodwin et al., 2001): Valor de régimen permanente 

y∞ ; sobrevalor (Overshoot) Mp, la cantidad máxima que la salida excede su valor final; 

Tiempo de crecimiento (Rise time) Tr, tiempo necesario para que la salida partiendo del 10% 

alcance el 90% de su valor final; Tiempo de establecimiento (Settling Time) Ts, tiempo hasta 

que la salida entra en una banda especificada  Δ alrededor del valor final de régimen y∞. 

 

 

Figura B.2: Respuesta temporal del sistema de segundo orden 

y∞

yref

y

y∞− Δ
y∞+ Δ

0

y∞+ Mp

Ts

10% y∞

90% y∞
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El efecto de los polos en el plano z sobre los índices de performance puede ser visualizado 

en el denominado Z-grid que se define a partir de un sistema de segundo orden PT2- discreto 

como se enuncia a continuación. 

Sea el sistema de Segundo orden PT2- especificado en (B.1). Si el sistema tiene un par de 

polos conjugados complejos (B.2) (con ωn=1/T) tiene un sobrevalor (B.3), un tiempo de 

establecimiento (B.4) (aproximado para 0.1 < ξ < 0.9); y el tiempo de crecimiento es (B.5).  

ሻݏሺܩ  ൌ ଶܶܭ ൅ ܶߦʹ ݏ ൅ ͳ (B.1) 

ଵ,ଶݏ  ൌ െߦ ߱௡ േ ݆ ඥͳ െ  ଶ߱௡ (B.2)ߦ

௣ܯ  ൌ ܭ ݁ି గకඥଵିకమ  (B.3) 

 ௌܶ ≈
͵

ξω௡ ሺȟ ൌ ͷ%ሻ  (B.4) 

 ௥ܶ ൌ ଵఠ೙ ݁ ക౪౗౤ക  con ߮ ൌ arccos ߦ  (B.5) 

El modelo discreto de la cascada de (B.1) con un dispositivo ZOH nos da la función 

transferencia discreta (B.6) con polos (B.7) en el plano z, definidos en (B.7) donde ݎ ൌ݁ିకఠ೙௛ , ߠ ൌ ඥͳ െ ଶ߱௡݄ߦ ൌ ߱௔݄. 

ሻݖሺܩ  ൌ ܭ ݖ െ ଶݖ଴ݍ െ ʹ ݎ cos ߠ ݖ ൅ ଶݎ  (B.6) 

ଵ,ଶ݌  ൌ ݎ ݁േ ௝ఏ ൌ ݎ ሺcos ߠ ൅ ݆ sin ሻߠ  (B.7) 

Los índices sobrevalor y tiempo de establecimiento en función de r y θ (parámetros de la FT 

discreta) son (B.8) y (B.9) respectivamente.  

௣ܯ  ൌ ܭ గఏݎ  (B.8) 

 ௦ܶ ൌ െ͵/݈݊ሺݎሻ݄  (B.9) 
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La Figura B.3 muestra el Z grid, es decir la ubicación de las raíces con coeficiente de 

amortiguamiento constante o con frecuencia natural en el plano z. Esto permite establecer las 

relaciones entre los parámetros de respuesta temporal al escalón elegidos como índices de la 

performance con la ubicación de los polos. Como un ejemplo, si se considera h=1s y 

especificando que Mp≤ 15% implica que ξ ≥ 0.5, entonces los polos deben estar dentro de la 

sección en gris (Figura B.3-a). Para un dado Ts, la relación ξωn ≥ 3/Ts implica que 

r0=⎥z⎥=exp(−3h/Ts), entonces el modulo de z resulta en un círculo de radio r0 (Figura B.3 b). 

 

Figura B.3: a) Curvas para coeficiente de amortiguamiento y frecuencial natural constante. b) 
Tiempo de establecimiento (Settling Time). Z-grid. 

Diseño de respuesta en frecuencia 

El diseño de un controlador que estabilice el lazo de control para el caso SISO puede ser 

realizado siguiendo las reglas enunciadas en esta subsección que se derivan a partir del 

Criterio Simplificado de Nyquist. Este criterio ha sido presentado en (Vidyasagar et al., 1988) 

y su versión para sistemas DT en (Yaniv, 1999). 

Sea la transferencia de lazo abierto L, la cascada de planta P y controlador C. Esta función 

compleja puede ser escrita como L=|L| ejφ donde |L| es la magnitud de L y φ =arg(L).  

Teorema B.1 (Yaniv, 1999): Sea R0 la línea que une (-∞, j0) con (-1,j0). Cada cruce a la 

izquierda (CL) ocurre cuando el lugar de Nyquist de L(z) interseca R0. El cruce se define 

positivo si en la intersección la magnitud crece hacia arriba y negativa en caso contrario 

Figura B.4. 

 

Figura B.4 Definición del signo del cruce.  

ξ=0.5
5hω = π

Mp<15%

ω
n

/hπ

r0

n

Im(z)
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+
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Entonces el sistema realimentado es estable si y sólo si el lugar de Nyquist no interseca a    

(-1,j0) y la suma neta de sus cruces CL es igual a Ș, donde Ș es el número de raíces inestables 

del denominador de L (o la rama positiva de frecuencias sólo debe cruzar Ș/2 veces).           ฀ 

Para realizar la suma neta, se necesita determinar en primer lugar si el cruce se produce a la 

izquierda o a la derecha del punto crítico. Si existen cruces a la izquierda (CL), se debe 

analizar el signo de la magnitud (B.10) en cada uno de tales cruces. 

ሻߠሺߪ  ൌ ௗห௅൫௘ೕഇ൯หௗఏ  evaluada en כߠ (B.10) 

Si ߪሺכߠሻ ൏ Ͳ entonces el signo definido en Figura B.4 es positivo y viceversa. 

 

Reglas de diseño basadas en el criterio de Nyquist: En general, en el diseño de 

controladores solamente se usa la mitad del lugar de Nyquist (sólo la parte imaginaria positiva 

del contorno de Nyquist), debido a la simetría conjugada. Por esto cada cruce de la curva 

(para frecuencias positivas) de Nyquist debe ser contado doble.  

Si L(ejθ) no tiene polos en el círculo unitario, 1+L(ejθ) no tiene ceros fuera del círculo y 

entonces θc la frecuencia de cruce (“cross-over” frecuencia donde la ganancia de lazo 

interseca al círculo unitario) es la más pequeña y a su vez mayor que todas las frecuencias de 

cruce en el rayo R0, entonces: 

• Si el número de polos fuera del círculo es impar, entonces arg(L(ejθc)) debe ser 

superior que –π y L(1) debe estar en el rayo R0, de otra forma los números de 

cruces no pueden ser un número impar. 

• Si el número es par, y L(1)>0 dB, entonces arg(L(ejθc)) debe ser mayor que –π y 

L(1) no puede estar en el rayo R0. 

Si 1+L(ejθ) no tiene ceros fuera del círculo entonces se tiene la siguiente propiedad: La fase 

de la frecuencia de cruce, arg(L(ejθc)) es negativa. 

 

B.2   Diseño óptimo - LQR 

Para tratar el problema del regulador un método muy utilizado es el denominado Lineal 

Cuadrático del regulador LQR (en sus siglas por Linear Quadratic Regulator). Este es uno 

de los problemas más comunes de control óptimo, ver por ej. (Åström & Wittenmark, 1997).  
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Se suelen considerar dos versiones del método LQR, la primera concebida para minimizar 

un costo discreto (en sus siglas DT LQR) y la segunda que minimiza un costo en tiempo 

continuo y por tanto tiene en cuenta el comportamiento entre muestreo, denominada LQR 

muestreada. Tras una adecuada conversión de matrices, el problema LQR muestreado es 

equivalente al DT LQR (Åström & Wittenmark, 1997), por esto aquí se considera el caso más 

general LQR muestreado.  

A continuación se presenta el diseño LQR para un período de muestreo fijo y luego se 

introduce la solución del caso más general de período de muestreo sea variable.  

LQR para período de muestreo fijo 

Sea el sistema (A.1) el objetivo de control es minimizar el costo cuadrático (B.11). 

ܬ  ൌ න ሺ்ܳݔ ݔ ൅ ்ݑ ܴ ்ݐሻ݀ݑ
଴ ൅  ሺܶሻ (B.11)ݔሺܶሻ்ܳ௙ݔ

Donde las matrices Q, Qf y R son simétricas definidas (o semidefinidas) positivas de 

dimensiones apropiadas y T es el valor del horizonte finito. Esta función de costo representa 

el trade-off entre la distancia del estado al origen y el costo de la acción de control. El costo 

(B.11) es equivalente al costo discreto (B.12) con N=T/h entero y las matrices son (B.13).  

ሺܰሻܬ  ൌ ෍ሺݔ௞்  ܳᇱݔ௞ ൅ ʹ ௞்ݔ ᇱܯ ௞ݑ ൅ ௞்ݑ ܴᇱݑ௞ሻேିଵ
௞ୀ଴ ൅  ே (B.12)ݔே்ܳ௙ݔ

 ܳᇱ ൌ න ሺ݁஺௧ሻ்ܳ ݁஺௧݀ݐ௛
଴ , ᇱܯ ൌ න ሺ݁஺௧ሻ் ܳ Γሺݐሻ ௛ݐ݀

଴ , 
ܴᇱ ൌ න ሺΓሺݐሻ்ܳ Γሺݐሻ ൅ ܴሻ݀ݐ௛

଴  
(B.13) 

Como se ve en (B.12) este problema LQR muestreado equivale entonces a un LQR DT con 

un término cruzado entre la entrada y estado ܯᇱ. En el LQR DT estándar la matriz ܯᇱ ൌ Ͳ.  

La solución del problema LQR es dada por una ley de control lineal (B.14) que vale (B.15) 

y en la cual ௞ܲ א  Թ௡כ௡ es una matriz definida positiva dada por la recursión de Ricatti (B.16). 

௞ݑ  ൌ ௞ܨ  ௞ (B.14)ݔ

௞ܨ  ൌ െ൫ܴᇱ ൅ Γሺ݄ሻ் ௞ܲାଵ Γሺ݄ሻ൯ିଵሺΓሺ݄ሻ் ௞ܲାଵ Φሺ݄ሻ ൅  ᇱ்ሻ  (B.15)ܯ
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 ௞ܲ ൌ Φሺ݄ሻ்   ௞ܲାଵ Φሺ݄ሻ ൅ ܳᇱ െ ሺΦሺ݄ሻ் ௞ܲାଵ Γሺ݄ሻ ൅ ᇱሻܯ .      ሺΓሺ݄ሻ்   ௞ܲାଵ Γሺ݄ሻ ൅ ܴᇱሻିଵ൫Γሺ݄ሻ் ௞ܲାଵ Φሺ݄ሻ ൅  ᇱ்൯ (B.16)ܯ

Con ௞ܲ ൌ ܳ௙. Ver por ejemplo la referencia (Shaiju & Petersen, 2008). 

Cuando el horizonte de tiempo T en (B.12) tiende a ∞, el sistema es estacionario y la 

solución del problema LQR es dada por una ley de control lineal de la forma (B.14) donde Fk 

es una matriz constante denominada F dada por (B.17) y ܲ א  Թ௡כ௡ una matriz definida 

positiva que satisface la ecuación algebraica de Ricatti (B.18). 

ܨ  ൌ െ൫ܴᇱ ൅ Γሺ݄ሻ் ܲ ᇱܯሺ݄ሻ൯ିଵሺ߁ ൅ Γሺ݄ሻ்ܲ Φሺ݄ሻሻ (B.17) 

 ܲ ൌ ܳᇱ ൅Φሺ݄ሻ்ܲ Φሺ݄ሻ െ ሺΓሺ݄ሻ் ܲ Γሺ݄ሻ ൅ ܴᇱሻିଵ. ൫Γሺ݄ሻ்  ܲ Φሺ݄ሻ ൅ ᇱ்൯ܯ . ሺܯᇱ ൅ Γሺ݄ሻ்ܲ Φሺ݄ሻ ሻ (B.18) 

En el caso de horizonte infinito, los comandos LQR o DLQR de MATLAB pueden ser usados 

para obtener la ley de control (B.14) para las matrices definidas en (B.13). 

LQR para período de muestreo variable  

En el caso del período de muestreo pueda variar, las matrices de la función de costo (B.12) 

son definidas para cada período ݄௜ son respectivamente (B.19). 

 ܳ௞ᇱ ൌ න ሺ݁஺௧ሻ்ܳ ݁஺௧݀ݐ୦౟଴ , ௞ᇱܯ ൌ න ሺ݁஺௧ሻ் ܳ Γሺݐሻ ୦౟଴ݐ݀ , 
ܴ௞ᇱ ൌ න ሺΓሺݐሻ்ܳ Γሺݐሻ ൅ ܴሻ݀ݐ୦౟଴  

(B.19) 

Si el período cambia en forma dinámica, entonces se debe resolver un problema LQR para 

sistemas discretos conmutados (en sus siglas DSLQR por Discrete-Time Switched LQR). Es 

decir, en lugar de conseguir una única ganancia óptima de realimentación (B.17), la solución 

del DSLQR es una ganancia por realimentación dependiente del estado (Zhang et al., 2009). 

Si en cambio el período cambia de forma periódica, entonces se puede obtener la solución 

óptima cuya ley de control es adaptable al período (B.20), para horizonte infinito H = ∞.  

௜ܨ  ൌ െ൫ܴ௜ᇱ ൅ Γሺ݄௜ሻ் ௜ܲ Γሺ݄௜ሻ൯ିଵሺΓሺ݄௜ሻ் ௜ܲ Φሺ݄௜ሻ ൅ ሺܯ௜ᇱሻ்ሻ  (B.20) 

 

 



Apéndice B: Diseño de sistema de control digital  65 

 
B.3   Diseño Robusto - Loopshaping  

Uno de los métodos más difundidos para el diseño de controladores que resuelvan 

robustamente el problema de seguimiento de la referencia r, rechazo a la perturbación d y 

ruido de medición n, ver Figura B.1, es el método loop-shaping. El mismo no provee fórmulas 

cerradas de cálculo de controlador, sino que deja elementos de libre elección del ingeniero de 

diseño, lo que inevitablemente implica prueba y error en el ajuste final del controlador.  

A continuación, se resumen ciertas restricciones de diseño estándares de control, que se 

traducen como reglas que ayudan al ingeniero de control a reducir las iteraciones de prueba y 

error mencionadas, ver (Seron et al., 1997), (Toivonen, 2000),(Chiang & Safonov, 2000). 

Tales restricciones son válidas en ambos dominios, CT y DT, por esta razón a continuación se 

prescinde de los argumentos s y z.  

i.  Especificaciones Estándares para diseño de S y T 

Nuevamente, siendo la transferencia de lazo abierto L, la cascada de planta P y controlador 

C, y L=|L| ejφ donde |L| es la magnitud de L y φ =arg(L). 

 ܶ ൌ ܮ ሺͳ ൅ ሻିଵܮ  (B.21) 

 ܵ ൌ ሺͳ ൅ ሻିଵܮ  (B.22) 

T y S deben satisfacer la restricción complementaria S+T≡1 para toda frecuencia, luego 

ambas no pueden hacerse arbitrariamente pequeñas o grandes para la misma frecuencia. Esta 

restricción fundamental sobre S y T establece cierta relación de compromiso (“trade-off”) 

entre los objetivos de control: performance y robustez. En consecuencia, como T mapea r y n 

en la salida, y dado que típicamente r tiene componentes de baja frecuencia mientras n es 

importante en altas frecuencias, es posible postular que T debería ser cercano a 0 dB en baja 

frecuencia, y pequeño en alta, para atenuar el ruido (–40dB para ω>ωe). Por otro lado, el 

rechazo adecuado de una perturbación requiere S pequeña en el rango de frecuencias donde d 

es importante, típicamente baja frecuencia (-40 dB a ω <ωa). Además, como S y T están 

asociadas con consideraciones de robustez (Seron et al., 1997), se restringe la norma máxima 

de ambas ||T||∞ y ||S||∞ (o equivalentemente en sistemas SISO |T|max y |S|max), a típicamente 
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valores inferiores que 2 (6 dB). Para eliminar o hacer muy pequeño el error al escalón en 

régimen la magnitud de L debe asumir valores muy superiores a 1 (0dB) en baja frecuencia. 

A continuación estas ideas se expresan formal y cuantitativamente.  

a. Especificaciones para S: Rechazo a perturbaciones de baja frecuencia (d en  Figura B.1)  

i. [ ]40 para 0, aS dB ω ω≤ − ∈  

ii. [ ]( ) ( )6 para 0, / ,[0, )S dB h TD TCω π∞ ≤ ∈ ∞   

b. Especificaciones para T: Atenuación del ruido de alta frecuencia (n en Figura B.1) 

i. [ ]( ) ( )6 para 0, / ,[0, )T dB h TD TCω π∞ ≤ ∈ ∞  

ii. [ ]( ) ( )40 para , / ,[ , )e eT dB h TD TCω ω π ω≤ − ∈ ∞  

El uso de tales restricciones de frecuencia da lugar a una plantilla para S y T en el plano de 

Bode, tal como se muestra en Figura B.5.  

 

Figura B.5: Requerimientos estándares S y T. 

B.4   Selección del período de muestreo 

En control digital el período de muestreo es un parámetro de diseño. Las reglas para su 

selección deben tener en cuenta ciertas especificaciones de lazo abierto y de performance de 

lazo cerrado como las que se mencionan a continuación.  

En relación con la planta específica que se quiere controlar se tienen que satisfacer las 

siguientes características: 

1) El Teorema de Muestreo de Shannon establece que la tasa de muestreo ωs=2π/h debe 

ser al menos dos veces más rápida que la frecuencia más alta de la planta ωa. Es decir h < 

π/ωa (Franklin & Powell, 1980). 

2) La frecuencia de muestreo ωs debe ser no patológica (non pathological). Esto ocurre si 

solo si dos autovalores de A de (A.1) no son mapeados en el mismo autovalor de Φ(h) de 
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(A.2), ver (Chen & Francis, 1994). Este tipo de muestreo preserva las propiedades de 

controlabilidad y observabilidad de la planta continua.  

En relación con el desempeño de lazo cerrado se puede considerar la regla práctica (rule of 

thumb) presentada en (Åström & Wittenmark, 1997) para la elección del período de muestreo 

en función de la frecuencia natural de un sistema de segundo orden en lazo cerrado ω௕. La 

misma se establece con el siguiente análisis: 

En un sistema LTI la respuesta temporal puede caracterizarse por el tiempo de crecimiento 

Tr (rise time), tiempo necesario para que la salida partiendo del 10% alcance el 90% de su 

valor final. En DT, Tr puede ser interpretado como R veces el período de muestreo. 

Específicamente esta regla expresada en (B.24) surge al considerar los casos extremos R=10 y 

R≈3.5 en la expresión (B.23). 

 
ω௕݄ ൌ ʹ.ʹ/ܴ (B.23) 

 Ͳ.ʹ ≤ ω௕݄ ≤ Ͳ.8  (B.24) 

El término 2.2 de (B.23) se obtiene reemplazando en (2.35) con un amortiguamiento igual a 

0.707. Para R superior a 10, Tr>>h se tiene un sobremuestreo del sistema mientras que un 

valor ligeramente inferior a R=3.5, por ejemplo R=2, resulta en Tr≈h. Para R<2 el tiempo de 

crecimiento puede resultar inferior al período de muestreo, lo que constituye a R=2 como el 

valor límite inferior de R. 
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APÉNDICE C 

 

 

Estabilidad de sistemas discretos 

 

En esta sección se definen algunos de los conceptos más generales de estabilidad de 

sistemas discretos. En primera instancia se considera como modelo más general un sistema no 

lineal discreto. Para el mismo se presenta la herramienta típica y más potente para el estudio 

de la estabilidad de sistemas no lineales que es el análisis a través de funciones de Lyapunov. 

Las definiciones que serán usadas y resultados más relevantes son presentadas de forma 

similar que en (Cloosterman, 2008), cuyo resumen está basado en (Khalil, 2001). Por último, 

se considera el caso de sistemas lineales conmutados (Liberzon & Morse, 1999) y se 

presentan herramientas útiles para sistemas lineales invariantes en el tiempo (Hinrichsen & 

Pritchard, 2005) que son pertinentes para la tesis. 

C.1   Estabilidad de sistema discreto no lineal 

Sea el siguiente sistema no lineal discreto (C.1) donde ݔ௡   א  Թ௡ es el estado, ݇ א Գ el 

instante de muestreo y ݂: Թ௡ ൈ  Գ ՜ Թ௡ una función posiblemente discontinua. 

௞ାଵݔ  ൌ ݂ሺݔ௞ , ݇ሻ  (C.1) 

Sea x=0 un punto de equilibrio de (C.1). A continuación se considera la estabilidad a través 

de funciones de Lyapunov (Khalil, 2001).  

Definición C.1: El punto de equilibrio x=0 de (C.1) es 

• estable si, para cada ε>0 y todo ݇଴   א  Գ, existe un ߜ ൌ ,ߝሺߜ ݇଴ሻ ൐ Ͳ tal que 

|௞଴ݔ|  ൏ ߜ ֜ |௞ݔ| ൏ ,ߝ ׊ ݇ ൐ ݇଴  (C.2) 

• uniformemente estable si para algún ߝ ൐ Ͳ, existe un ߜ ൌ ሻߝሺߜ ൐ Ͳ ; independiente de ݇଴, tal que para todo ݇଴   א  Գ se satisface (C.2). 
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• inestable si no es estable. 

• asintóticamente estable si es estable para todo ݇଴   א  Գ y existe una constante ܿ ൌ ܿሺ݇଴ሻ ൐ Ͳ tal que ݔ௞ ՜ Ͳ cuando ݇ ՜ ∞, para todo |ݔ௞଴| ൏ ܿሺ݇଴ሻ. 
• asintótica y uniformemente estable si es uniformemente estable y existe una constante ܿ ൐ Ͳ; independiente de ݇଴, tal que para todo ߟ ൐ Ͳ existe un ܶ ൌ ܶሺߟሻ ൐ Ͳ y tal que 

para todo ݇଴ א Գ 

|௞ݔ|  ൏ ,ߟ ׊ ݇ ൐ ݇଴ ൅ ܶሺߟሻ, ׊ |௞଴ݔ| ൏ ܿ (C.3) 

Definición C.2: El punto de equilibrio x=0 de (C.1) es:  

• global asintótica y uniformemente estable si es uniformemente estable, ߜሺߝሻ puede ser 

elegida de forma de satisfacer limఌ՜ஶ ሻߝሺߜ ൌ ∞ y para cada par de números positivos ߟ y c, existe un ܶ ൌ ܶሺߟ, ܿሻ ൐ Ͳ tal que  

|௞ݔ|  ൏ ,ߟ ׊ ݇ ൐ ݇଴ ൅ ܶሺߟ, ܿሻ, ׊ |௞଴ݔ| ൐ ܿ (C.4) 

• exponencialmente estable si existe una constante positiva ߠ ൐ Ͳ, ݉ ߳ሾͲ, ͳሻ y c >0 tal 

que para todo ݔ௞଴ con |ݔ௞଴| ൏ ܿ 

|௞ݔ|  ൑ |௞଴ݔ| ߠ ݉௞ି௞బ , ׊ ݇ ൐ ݇଴, ݇଴ א Գ  (C.5) 

• global y exponencialmente estable si (C.5) vale para cualquier ݔ௞଴ . 

Para probar la estabilidad del punto de equilibrio en el sentido de Lyapunov se usa una 

función en diferencias de Lyapunov definida en (C.6). 

 ∆ܸ ሺݔ, ݇ሻ ൌ ܸሺݔ௞ାଵ, ݇ ൅ ͳ ሻ െ ܸሺݔ௞ , ݇ሻ  (C.6) 

Antes de definir algunas propiedades de la función ܸሺݔ, ݇ሻ se deben definir las siguientes 

clases de funciones. 

Definición C.3 (Khalil, 2001): Una función continua ߙ: ሾͲ, ܽሻ ՜ ሾͲ,∞ሻ se dice que 

pertenece a una clase ࣥ si es estrictamente creciente y ߙሺͲሻ ൌ Ͳ. Se dice que esta función es 

de tipo ࣥஶ si ܽ ൌ ൅∞ y ܽሺݎሻ ՜ ൅∞ cuando ݎ ՜ ൅∞. 
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Definición C.4 (Khalil, 2001): Si existe una función ܸ: Թ௡ ൈ Գ  ՜ ሾͲ,∞ሻ que es continua y 

satisface ܸሺͲ, ݇ሻ ൌ Ͳ para todo k y: 

1. existe una función escalar ߱ଵ א  ࣥ, tal que para todo ݇ א  Գ y ݔ ് Ͳ: ܸሺݔ, ݇ሻ ൐߱ଵሺ|ݔ|ሻ 
2. ∆ܸ ሺݔ, ݇ሻ satisface ׊ ݇ א  Գ y ݔ ് Ͳ ∆ܸ ሺݔ, ݇ሻ ൌ ܸሺ݂ሺݔ௞ , ݇ሻ, ݇ ൅ ͳሻ െ ܸሺݔ௞ , ݇ሻ ൑ Ͳ 

3. existe una función escalar ߱ଷ א  ࣥ, tal que ∆ܸ ሺݔ, ݇ሻ satisface ׊ ݇ א  Գ y todo ݔ ് Ͳ 

lo siguiente ∆ܸ ሺݔ, ݇ሻ ൌ ܸሺ݂ሺݔ௞ , ݇ሻ, ݇ ൅ ͳሻ െ ܸሺݔ௞ , ݇ሻ ൏ െ߱ଷሺ|ݔ|ሻ ൏ Ͳ 

4. existe una función escalar ߱ଶ א  ࣥ, tal que para ׊ ݇ א  Գ y ݔ ് Ͳ vale ܸሺݔ௞ , ݇ሻ ൑߱ଶሺ|ݔ|ሻ. 
5. ߱ଵሺ|ݔ|ሻ ՜ ∞ cuando |ݔ| ՜ ∞, la función ߱ଵሺ|ݔ|ሻ de 1. es ahora de clase ࣥஶ.  

Basándose en estas definiciones, se pueden presentar las siguientes condiciones de 

estabilidad del origen del sistema (C.1): 

• si se satisfacen 1 y 2 es estable  

• si se satisfacen 1, 2 y 4 es uniformemente estable 

• si se satisfacen 1 y 3 es asintóticamente estable 

• si se satisfacen 1, 3 y 4 es asintótica y uniformemente estable 

• si se satisfacen 1, 3 y 5 es global y uniformemente estable  

• si se satisfacen 1, 3, 4 y 5 es global, asintótica y uniformemente estable 

 

C.2   Estabilidad de sistemas lineales conmutados 

Sea un conjunto finito de matrices M=ሼܣ௜ , ݅ א ሾͳ,ʹ, … ௜: Թ௡ܣ ሿሽ con cada݌ ՜ Թ௡. A partir 

de un punto arbitrario inicial ݔ଴ א  Թ se define la siguiente recurrencia  

௞ାଵݔ  א ሼܣ௜ೖݔ௞, ௜ೖܣ א  ሽ (C.7)ۻ

Esta notación significa que en cada tiempo k, cualquier matriz ܣ௜ de M puede ser usada para 

determinar el próximo valor de ݔ௞ାଵ. La secuencia ݅௞ es la señal de conmutación.  

 

Una serie ሺݔ଴, ,ଵݔ … ௞ݔ , … ሻ que satisface la inclusión (C.7), es una trayectoria en el espacio Թ௡ descripta en (C.8). El conjunto de todas las posibles señales de conmutación define el 

conjunto completo de posibles trayectorias. 
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௞ାଵݔ  ൌ  ௞  para una dada secuencia ݅௞ (C.8)ݔ௜ೖܣ

La inclusión lineal discreta (DLI en sus siglas del inglés Discrete Linear Inclusion) es el 

conjunto de todas las secuencias posibles de vectores (xk): k ≥ 0 en Թ௡ generados con la 

relación (C.7).  

Se puede pensar en (C.7) como un sistema de control discreto, que en cada tiempo k aplica 

una matriz (de lazo cerrado) del conjunto M y entonces DLI(M) es el conjunto de todas las 

posibles trayectorias del sistema (Gurvits, 1995).  

La estabilidad asintótica requiere que cualquier trayectoria (xk) descripta en (C.8) de un 

DLI(M) converja al origen, i.e. lim௞՜ஶ ௞ݔ ൌ Ͳ para toda secuencia. Esto se verifica con el 

radio espectral conjunto (JSR en sus siglas de Joint Spectral Radius). 

Estabilidad del DLI(M) - Radio Espectral Conjunto 

Definición 2C.5: El radio espectral conjunto del conjunto M se define como (C.9). 

Entonces, si ߩሺۻሻ ൏ ͳ ֞  DLIሺۻሻ es asintóticamente estable. 

ሻ:ൌۻሺߩ   lim௞՜ஶ sup ሻۻ௞ሺߩሻۻ௞ሺߩ ൌ sup஺భ,஺మ...஺ೖ ଵԡଵ/௞ܣڮ௞ܣMԡא  (C.9) 

Esta es una condición necesaria y suficiente.        ฀ 

 

La principal dificultad de esta condición está asociada al cálculo del radio espectral conjunto 

(Tsitsiklis & Blondel, 1997). Una posible cota superior de este radio es la aproximación de la 

norma elipsoidal (Theys, 2005) que tiene cierta relación con ciertas funciones de Lyapunov 

que se describen seguidamente, ver (C.19). 

Función cuadrática de Lyapunov en DTSS  

Considérese, en primer lugar, un caso particular del sistema (C.1) que es el sistema discreto 

lineal invariante en el tiempo (C.10). 

௞ାଵݔ  ൌ ܣ  ௞ (C.10)ݔ

Definición 2c.6: Sea una función cuadrática escalar del vector x א  Թ௡ expresada por (C.11) 

donde ܲ es una matriz real ݊ ൈ ݊ definida positiva.  
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 ܸሺݔሻ ൌ ்ݔ ܲ ݔ  (C.11) 

Si la función en diferencias ∆ܸ ሺݔ௞ሻ ൌ ܸሺݔ௞ାଵ ሻ െ ܸሺݔ௞ሻ ൏ Ͳ , se dice que es una función 

cuadrática de Lyapunov.          ฀ 

Que la función en diferencias ∆ܸ ሺݔ௞ሻ sea definida negativa para (C.11) es equivalente a 

probar que existe una matriz P que satisfaga las inecuaciones matriciales (LMI) de (C.12). 

்ܣ   ܲ ܣ –ܲ ൏ Ͳ , ்ܲ ൌ ܲ ൐ Ͳ (C.12) 

Esto se deduce a partir de considerar que ∆ܸ ሺݔ௞ሻ ൌ ௞ାଵ்ݔ ௞ାଵݔ ܲ   െ ௞்ݔ ௞ݔ ܲ  ൌݔ௞்  ൫ܣ ܲ ்ܣ –  ܲ൯ ݔ௞ , y entonces ܣ ܲ ்ܣ –  ܲ ൏ Ͳ, ௞ݔ ׊ ് Ͳ  ֞ ∆ܸ ሺݔ௞ሻ ൏ Ͳ. 

Una función cuadrática de Lyapunov es una condición necesaria y suficiente que garantiza 

que la estabilidad de (C.11) es global, asintótica y uniformemente estable, ya que satisface 1, 

3, 4 y 5 de la sección previa. 

Generalizando esto a sistemas conmutados en tiempo discreto (C.13), la relación (C.12) 

debe ser satisfecha para todas las matrices ܣ௜ en la familia M, es decir (C.14). 

௞ାଵݔ  ൌ ௜ܣ  ௞ (C.13)ݔ

 ܲ ൌ ்ܲ ൐ Ͳ , ௜்ܣ ܲ ௜ܣ –ܲ ൏ Ͳ , ݅׊  (C.14) 

Estas son condiciones para la existencia de una función cuadrática de Lyapunov común del 

sistema (QCLF en sus siglas en ingles por Common Quadratic Lyapunov Function).  

 

La existencia de una QCLF es sólo una condición suficiente para la estabilidad del sistema 

conmutado (C.13) con secuencia de conmutación arbitraria. Específicamente, garantiza la 

estabilidad cuadrática del sistema conmutado, la cual es un caso especial de estabilidad 

exponencial. 

A partir de suponer la existencia de una QCLF para el sistema lineal conmutado generado 

por M se puede obtener la aproximación de la norma elipsoidal, denominada ߩොሺMሻ.  
Dado que el ínfimo de todas las normas cuadráticas no puede ser inferior que el ínfimo de 

todas las posibles normas, entonces ߩሺMሻ ൑  ොሺMሻ. Es decir, aproximación de la normaߩ
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elipsoidal es una cota superior del JSR (Theys, 2005). Por esto, esta aproximación puede ser 

usada para probar la estabilidad del DLI(M). 

Definición C.7: Sea P una matriz definida positiva, la norma elipsoidal de un vector x se 

define como ԡݔԡ௉ ൌ  Asociada a esta norma del vector, hay una norma matricial .ݔ ்ܲݔ√

inducida para ܣ௜ según (C.15). 

 ԡܣ௜ԡ௉ ൌ sup௫ ԡܣ௜ݔԡ௉ԡݔԡ௉  (C.15) 

La aproximación de la norma elipsoidal del JSR del conjunto M se define en (C.16). 

ሻۻොሺߩ  ൌ inf௉வ଴max஺೔ۻאԡܣ௜ԡ௉ (C.16) 

Esta definición implica que vale la desigualdad (C.17) o equivalentemente vale (C.18). 

௜்ܣ்ݔ  ܲ ݔ௜ܣ ൑ ԡܣ௜ԡ௉ଶ ݔ்ܲݔ ,  (C.17) ݔ׊

௜்ܣ  ܲ ௜ܣ െ ԡܣ௜ԡ௉ଶ ܲ ൑ Ͳ (C.18) 

Entonces se puede interpretar al valor de ԡܣ௜ԡ௉  de (C.17) como el valor escalar más 

pequeño para el cual hay una solución de (C.19) y este valor denominado μ es la 

aproximación de la norma elipsoidal del conjunto M. 

௜்ܣ  ܲ ௜ܣ ൑ ,ଶܲߤ ܲ ൐ Ͳ.  (C.19) 

Una condición suficiente de la estabilidad de DLI(M) es que μ < 1. 

 

C.3   Estabilidad de sistemas LTI 

Para sistemas invariantes en el tiempo en su descripción de espacio de estados (C.11), todas 

las propiedades de estabilidad son equivalentes a restricciones en el espectro de la matriz A. 

Esto se resume a continuación.  

Sea el autovalor de una matriz A un valor escalar ߣ  א  ԧ tal que ݒ ׌ ് Ͳ: ݒܣ ൌ  Los .ݒߣ

autovalores de A son los ceros de su polinomio característico ݌ሺܣ, ሻߣ ൌ det ሺܫߣ െ  ሻ siendo Iܣ

la matriz identidad. El conjunto de sus autovalores ߪሺܣሻ ൌ ሼߣ௜ , .  .௡ሽ es el espectro de Aߣ
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El radio espectral de la matriz A es el módulo máximo de sus autovalores definido en 

(C.20). 

ሻܣሺߩ  ൌ maxሼ ,|ߣ| ߣ א ሻሽܣሺߪ  (C.20) 

El sistema (C.11) es asintóticamente y exponencialmente estable si solo si ߩሺܣሻ ൏ ͳ, ver 

por ejemplo Teorema 3.3.20 de (Hinrichsen & Pritchard, 2005). 

 

La estabilidad de un polinomio con coeficientes invariantes en el tiempo (C.21) equivale a 

decir que un polinomio es Schur. Entonces esta propiedad queda garantizada si y sólo si todas 

sus raíces están dentro del círculo unitario, ver por ejemplo (Hinrichsen & Pritchard, 2005). 

 ܲሺݖሻ ൌ ܽ௡ݖ௡ ൅ ܽ௡ିଵݖ௡ିଵ ൅ …൅ ܽ଴  (C.21) 
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APÉNDICE D 

 

Planificación y análisis de factibilidad de planificación  

El conjunto de sistemas de control que comparten un recurso común se denomina aquí 

sistema integrado global. Este sistema global puede ser modelado como un conjunto de 

clientes de recursos por un lado (tareas o mensajes) y un servidor de recursos por el otro, todo 

siendo arbitrado por un componente central: el soporte de ejecución.  

Aquí, la capacidad de los servidores es la capacidad de cálculo del procesador o el ancho de 

banda de la red. Los clientes tienen a su vez restricciones temporales establecidas por los 

requerimientos sobre la dinámica de cada planta controlada, que deben ser satisfechas por el 

servidor. 

Realizar un ordenamiento o planificación (scheduling) sobre un recurso consiste en 

determinar, para un conjunto de operaciones demandadas por diferentes clientes del recurso, 

el orden en el cual las mismas deben ser ejecutadas.  

Tal planificación se dice factible si todas las restricciones temporales asociadas con cada 

cliente del recurso son respetadas. El objetivo del análisis de factibilidad de una planificación 

es establecer una planificación y/o comprobar la factibilidad de una planificación propuesta. 

En general, el mecanismo de planificación será el mismo para cualquiera sea el recurso (tareas 

en un procesador o mensajes en una red).  

A continuación se presentan nociones básicas de tareas de tiempo real e instancias de las 

tareas y se definen sus parámetros temporales. Luego, se presentan ciertas características que 

son comúnmente usadas clasificar los algoritmos o políticas de planificación. Por último se 

introduce análisis de planificación y la verificación de factibilidad de una planificación.   

D.1 Tareas de tiempo real 

Una tarea de una aplicación es una secuencia de instrucciones u operaciones previstas para 

ser ejecutadas por un procesador. El servicio proporcionado por una tarea puede ser realizado 

varias veces durante el tiempo de vida de la aplicación (por ejemplo el procedimiento de 
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cálculo de una ley de control es periódico durante toda la vida del proceso físico a controlar). 

Esto significa que la secuencia de operaciones de una tarea puede ser re-ejecutada varias 

veces y por esto a cada una de las ejecuciones de la secuencia de operaciones se la considera 

individualmente como una instancia de la tarea. 

Generalmente, una instancia se encuentra en alguno de los siguientes estados: 

• Lista (ready): lista para comenzar a ser ejecutada, también o continuar su ejecución 

posterior a una interrupción; 

• En ejecución (running): ejecutándose sobre el procesador; 

• En espera (preempted o waiting): en espera de la disponibilidad del recurso que ha 

sido expropiado (preempted) para la ejecución de otra tarea;  

• No activada (non activated o sleeping): en espera de un evento que la active; 

• Detenida (stopped): instancia completada. 

Aquí se representará el estado de la instancia como en la Figura D.1, por ejemplo entre t2 y 

t3, t4 y t5 la instancia se está ejecutando (running), entre t1 y t2, t5 y t6 está esperando 

(preempted) y por último antes de t1 y entre t2 y t6 esta no activada.  

 

Figura D.1: Representación del estado de la instancia. 

Cada tarea o mensaje τi tiene asociados los siguientes parámetros: 

 ;௜ el mayor tiempo necesario por las instancias de τi para completar su ejecuciónܥ .1

 .௜ es el deadline de cada τi, que se supone es el mismo para cada instanciaܦ .2

3. Cuando τi es periódica o esporádica, su período o tiempo mínimo entre dos 

instancias consecutivas es hi; 

D.2 Caracterización de planificación  

Preemptivo/non-preemptivo 

La planificación se dice expropiativa (preemptive) si la tarea en curso puede perder el 

procesador debido a la necesidad de ejecución de una tarea más prioritaria. En general los 

Running 

    Preempted

Non activated

t1  t3  t4 t6 tt2 t5
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sistemas operativos permiten esta expropiación mientras la cual no siempre es posible en un 

nodo de comunicación para los mensajes de una red. 

On-line/Off-line 

Un algoritmo de planificación se dice off-line si la secuencia de planificación está 

determinada de antemano, en la etapa de concepción. Esto es un plan off-line (o estático) que 

se ejecuta de manera repetitiva.  

Desde el punto de vista de su implementación, el análisis de planificación está basado 

principalmente en respuestas temporales e hipótesis restrictivas de peor caso por lo que el uso 

de estas técnica off-line conducirá generalmente a un sobredimensionamiento del sistema.  

Un algoritmo de planificación on-line tiene en cuenta las tareas efectivamente presentes a la 

hora de decidir la planificación. Estos pueden basarse en la construcción de planes de 

planificación durante el transcurso de funcionamiento denominados planes dinámicos 

(Almeida et al., 1999), (Liu & Layland, 1973) o en la mayor parte de planificadores basarse 

en la noción de prioridades: a la hora de decidir se ejecuta la tarea de más alta prioridad. Las 

prioridades pueden ser asignadas “off-line”, lo que se define como algoritmo de prioridad 

estática o fija, o “on-line” donde se denomina a prioridad dinámica.   

 

Por todo esto, el uso de algoritmos de planificación “on-line” posibilita una asignación más 

eficiente del recurso y puede evitar el sobredimensionamiento en la etapa de diseño. 

Los algoritmos de planificación más difundidos en la literatura son:  

 

RM (por Rate Monotonic): algoritmo de planificación a prioridad estática donde la 

prioridad es asignada de acuerdo a la regla de la tasa monotónica, es decir a menor período 

mayor prioridad (Liu & Layland, 1973).  

EDF (en sus siglas de Earliest Deadline First): algoritmo de planificación a prioridad 

dinámica que asigna mayor prioridad a la tarea que tiene el deadline más cercano al tiempo 

actual (Liu & Layland, 1973). 

 

En esta tesis se usa la asignación de prioridades RM, por lo tanto a continuación se citan dos 

resultados de la teoría de planificación de tareas de tiempo real en relación con la factibilidad 

del algoritmo RM para dos casos de interés, que el recurso pueda ser expropiado o no. 
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D.3 Verificación de factibilidad de una planificación 

Sea un recurso cuyas tareas pueden ser preempted, una condición suficiente de factibilidad 

de un conjunto de N tareas sincrónicas tal que  ݅׊, ௜ܦ ൌ ݄௜ esta dada por 

 ෍ ௜݄௜ேܥ
௜ୀଵ ൑ ܰሺʹଵே െ ͳሻ  (D.1)

 

Si se admite que el recurso no es expropiable (non-preemptive), la siguiente condición 

suficiente probada en (Liu & Layland, 1973) establece que un conjunto de N tareas se pueden 

planificar si para todo ݏ ൌ ͳ, . . ܰ se satisface  

 ෍ ௜݄௜௦ܥ
௜ୀଵ ൅ തܾ௟,௦݄௦ ൑ ሺʹଵ௦ݏ െ ͳሻ (D.2)

Donde തܾ௟,௦ es el peor caso de tiempo de bloqueo de las tareas menos prioritarias, es decir  തܾ௟,௦ ൌ max୨ୀୱାଵ,..N  ௝ܥ 
 



 

CAPÍTULO 3  

3. f 

Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas 
LTI con retardos constantes en la red de comunicación  

 

En este Capítulo se consideran los efectos de los retardos de transmisión introducidos por la 

red de comunicaciones en los lazos de control. En particular, se considera que los mismos son 

constantes, y que las plantas son lineales, estacionarias (LTI) y SISO (una entrada-una salida). 

El retardo se incorpora al modelo discreto del sistema usando la transformada Z modificada 

(MZT), y en relación con ciertas características de estos modelos se propone realizar un 

análisis de estabilidad para retardos acotados pero desconocidos, utilizando criterios de 

estabilidad estándar (criterio de Jury), de respuesta en frecuencia y de estabilidad robusta, 

todos en el dominio de tiempo discreto. En el método frecuencial, una aproximación de los 

modelos obtenidos con la MZT permite simplificar y generalizar el análisis de estabilidad, a 

través de una caracterización asociada al grado relativo de la planta continua. Tras el análisis 

de características frecuenciales de cierto tipo de combinaciones de planta y controlador 

(ambos estables), se puede conjeturar que ciertos polos de lazo cerrado que se mueven hacia 

la inestabilidad con retardos temporales crecientes son determinantes de la variación de 

índices simples de performance comúnmente usados en la práctica. 

3.1 Introducción  

Actualmente, los sistemas de control en lazo cerrado con intercambio de información entre 

sensores, controladores y actuadores a través de redes de comunicación son prácticamente 

omnipresentes en sistemas embarcados (embedded systems, en inglés), observándose también 

su presencia creciente en sistemas industriales de control y automatización.  

Dado que estos sistemas (designados con el acrónimo NCS por las siglas de Networked 

Control Systems) en general comparten la red de comunicación con otros usuarios, los lazos 

de control asociados se ven afectados por la aparición de retardos de trasmisión de la 
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información que procesan (NID, por las siglas en inglés de Network-Induced Delays), los 

cuales dependen de características físicas y de gestión de la red. Desviándose de la hipótesis 

básica de sincronismo entre sensado y actuación de la teoría de control digital clásica, esta 

situación afecta la performance de diseño de los lazos, pudiendo inclusive llegar a 

comprometer su estabilidad.  

En este Capítulo se consideran que los NID son constantes, lo que puede ocurrir en 

aplicaciones que utilizan protocolos de red con agendado de tipo estático, como token ring o 

token bus (Zhang et al., 2001), por detalles referirse a sección 2.2.3. En estos casos de NID 

constantes el sistema preserva su invariancia en el tiempo, lo cual facilita la investigación de 

su estabilidad y de la degradación de su performance nominal.  

3.1.1 Antecedentes 

Desde el punto de vista del diseño de control, estos problemas han sido enfocados de dos 

maneras, una con modelos en tiempo discreto (DT, por Discrete-Time systems) y otra con 

modelos aproximados en tiempo continuo (CT, por Continuous-Time systems). 

El estudio de problemas LTI en el dominio CT se puede hacer usando la transformada de 

Laplace, como, por ejemplo, en (Zhong, 2003), donde se analiza la estabilidad de lazo cerrado 

mediante el diagrama Dual-Locus para una configuración de planta particular (de segundo 

orden sin ceros) y un controlador continuo (una ganancia), con un retardo entre sensor y 

controlador. En (Juanole, 2002) se considera una aproximación (utilizando la aproximación 

de Padé para un retardo inferior al período de muestreo) para analizar la calidad de servicio de 

la red y el margen de fase de la planta, ambos en CT.  

Sin embargo, debe observarse que el uso del enfoque CT sólo puede arrojar resultados 

próximos a los exactos si el período de muestreo tiende a cero (en la práctica, si la frecuencia 

de muestreo es muy superior a la frecuencia más alta presente en la salida de la planta). Pero 

una alta frecuencia de datos a transmitir por una red, compartida entre múltiples 

transmisores/receptores, implica un aumento en el tráfico, lo que, entre otros problemas, 

puede ser responsable de un valor importante de retardo. Por lo tanto, como ha sido observado 

en (Lian et al., 2001), existe un compromiso entre la selección de períodos de muestreo de los 

lazos de control y el valor del retardo de manera de evitar el deterioro de su performance. De 

esto se deduce que no es el análisis en el dominio continuo, sino en el discreto, el más 

adecuado para tratar el problema de los NCS. 
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En el dominio DT, en (Branicky et al., 2000) se reportan condiciones de estabilidad y se 

determina el dominio de atracción, en función de la relación retardo-período de muestreo para 

un integrador controlado por realimentación de estado (es decir, para la combinación de 

planta dinámica y controlador más simple posible). La posibilidad de extender tales resultados 

a plantas más complejas o generales con los criterios allí mencionados es muy difícil o 

imposible y los autores sugieren utilizar simulaciones para encontrar las relaciones. 

3.1.2 Aportes de este Capítulo  

En relación con la estabilidad, se procura determinar el retardo crítico o margen de retardo 

(Zhang et al., 2001) para un diseño dado que ignora la presencia de NID o que lo asume 

constante de un valor fijo. Este problema se puede extender a uno de re-ajuste de un diseño 

dado tal que el controlador siga manteniendo la estabilidad en caso de que el retardo se 

incremente, i.e. el interés radica en verificar o garantizar cierta robustez frente a retardos. 

 

Observación 3.1. Como se verá en el desarrollo del trabajo, el uso del concepto de retardo 

crítico requiere sumo cuidado, ya que hay casos donde el comportamiento estable para ciertos 

valores de retardo no lo implica para valores menores. Como ejemplo, en Figura 3.1 se 

muestra la respuesta al escalón de la planta ܩ଴ሺݏሻ ൌ ଵ௦మା଴.ଵ௦ାଵ con un controlador proporcional 

kc=0.3 y discreto (h=1seg) para dos valores de retardo,  τ=4.5, con respuesta en lazo cerrado 

estable, y τ=0.5, con respuesta inestable.  

 

 

Figura 3.1: Respuesta temporal del sistema controlado con retardo constante. Arriba: τ=0.5, Abajo: τ=4.5.   
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Dado que el retardo τ puede asumir cualquier valor continuo, no necesariamente uno 

múltiplo del período de muestreo, para tratar este problema en el dominio de tiempo discreto 

(DT) se puede considerar la transformada Z modificada (Jury, 1964), o MZT por sus siglas en 

inglés. La misma provee una descripción entrada/salida en el dominio transformado, 

alternativa al modelo temporal en el espacio de estados de sistemas muestreados, ver 

Apéndice A sección A.3 y referencias allí. Esta discretización transforma la función 

transferencia (FT) continua no-racional en una transferencia discreta racional, es decir, de 

dimensión finita. De esta manera, el retardo se integra con la planta en un único modelo 

discreto racional.  

A diferencia del modelo continuo, donde el retardo es expresado por un único parámetro, en 

el modelo MZT queda representado por dos coeficientes, uno que es múltiplo entero del 

período de muestreo y otro que expresa una fracción del mismo. En la respuesta en frecuencia 

(RF) asociada a esta FT-DT MZT, la parte fraccional del retardo sólo afecta la función 

magnitud, mientras que tanto la parte fraccional como la parte entera influyen sobre el 

argumento. Cuando la variación de la magnitud de la RF puede ser acotada en función del 

rango de valores que la parte fraccional puede asumir, entonces, el análisis de estabilidad 

robusta puede reducirse al análisis de ciertas relaciones entre magnitudes para un conjunto 

discreto de valores de la parte fraccional (Proposición 3.1 de este Capítulo).  

La obtención de estas cotas (máximas y mínimas) de la magnitud requiere conocer la 

expresión simbólica de la FT-DT MZT de la planta en particular, la cual puede ser obtenida 

utilizando una tabla de MZT, o con algún software de tipo simbólico (por ejemplo, Maple). 

En la mayor parte de los casos la determinación de estas cotas implica la resolución de 

ecuaciones trascendentes. Dado que en muchos casos esta resolución es muy compleja o 

simplemente imposible, se propone aquí la utilización de una aproximación de los 

coeficientes del numerador de la MZT introducida por (Hara et al., 1989), donde cada 

coeficiente tiene una dependencia polinomial de la parte fraccional. Si bien los resultados 

usando esta aproximación discreta son válidos cuando el período de muestreo es pequeño, en 

este trabajo se mostrará a través de varios ejemplos la ventaja de su empleo, respecto a una 

aproximación continua muy difundida en la literatura que trata estos problemas en CT (ambas 

aproximaciones se discuten en la Sección 3.2). El uso de la aproximación discreta permite 

formular la Proposición 3.2, la que reduce el análisis de cotas máximas y mínimas al de 

ciertos valores de la parte fraccional del retardo que dependen solamente del orden de la 

planta continua y su grado relativo. Esta forma de dependencia permite generalizar los 
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resultados a todas las plantas que tienen este mismo par de índices estructurales, mientras que 

con el modelo MZT exacto sólo se pueden hacer predicciones para plantas específicas.  

Además, a partir de la mencionada variación de los coeficientes de la FT-DT MZT, se 

propone aquí el estudio de este problema mediante otros dos enfoques: el primero utiliza un 

criterio estándar (de Jury) y el segundo, empleado bajo ciertas consideraciones, vía la teoría 

de estabilidad robusta. En ambos casos se trata de mostrar las ventajas y desventajas con 

respecto al enfoque frecuencial. En particular para el criterio de Jury, el uso de la 

aproximación discreta transforma las condiciones previstas por el criterio en polinomios cuya 

variable es la parte fraccional del retardo. Esto simplifica su evaluación.  

Finalmente, se presenta la Proposición 3.3 que, para cierto tipo de sistemas y controladores, 

permite conjeturar que ciertos polos de lazo cerrado que se mueven hacia la inestabilidad con 

retardos temporales crecientes son determinantes de la variación de índices simples de 

performance comúnmente usados en la práctica (ver sección B.1 de Apéndice B). Este 

resultado generaliza lo observado vía simulación en el Caso de Estudio. Estos resultados han 

sido publicados en los artículos (Felicioni & Junco, 2005) y (Felicioni & Junco, 2009). 

3.2 Formulación del problema y modelado matemático  

A continuación se presentan las hipótesis de modelado y se formula cualitativamente el 

problema de estudio. Luego, se definen los modelos matemáticos discretos y se citan 

conceptos de estabilidad que permiten formular el problema en forma cuantitativa en 3.2.2. 

También se presentan ciertos resultados y herramientas de análisis de respuesta en frecuencia 

asociadas a los modelos presentados que son relevantes para la Sección 3.3. 

3.2.1 Hipótesis de modelado y problema planteado 

Las propiedades del NCS consideradas aquí, ver sección 2.2.1 por detalles, son: muestreo 

periódico de la salida de la planta; controlador lineal y estacionario y actuador (ZOH) 

manejados por los eventos a su entrada. Entonces, los retardos del sensor al controlador τsc, 

del controlador al actuador τca y computacional τcomp del controlador son agrupados en un 

único retardo τ en la acción de control (τ = τsc+ τcomp + τca), ver Figura 3.2. 

 

El problema mencionado en la Introducción se formula, en términos cualitativos, de la 

siguiente manera: 
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Estabilidad robusta frente a retardos constantes: Dado el sistema de control con la 

configuración de Figura 3.2, el problema de estabilidad robusta enfocado en este Capítulo 

consiste en determinar el máximo valor τ* tal que para todo 0<τ<τ* el sistema sea estable. 

Para resolver este problema se analizará la estabilidad del lazo cerrado de una familia de 

sistemas LTI parametrizada por el retardo, donde cada elemento en la familia tiene asociada 

una función transferencia calculada con la MZT para cada valor de retardo. Para facilitar el 

análisis es de interés reducir, bajo alguna suposición, la cantidad de elementos de esta familia. 

Más concretamente, se busca un método que, a partir de la determinación de una propiedad 

(estabilidad) para algunos valores de retardos, permita predecir la validez de la misma 

propiedad sobre el intervalo definido por esos valores (estabilidad robusta). 

 

Figura 3.2: Sistema controlado con retardo constante englobado en la acción de control. G0(s) 
representa la planta, C(z) el controlador, τ el retardo y h el período de muestreo.   

3.2.2 Modelado matemático con la transformada Z modificada 

El modelo discreto de una planta continua SISO LTI con retardo en la acción de control se 

obtiene utilizando la MZT. A continuación se presenta brevemente este modelo MZT. Para 

mayor detalle referirse a sección A.3 de Apéndice A.   

Sea la planta de Figura 3.2 descripta por la transferencia continua sin retardo ܩ଴ሺݏሻ, 
expresada como el cociente de dos polinomios en s (numerador N(s) y denominador D(s)), 

con un retardo en la acción de control: τ. Entonces, la FT de la planta con retardo es (3.1).  

ሻݏሺܩ  ൌ ሻݏ଴ሺܩ ݁ିఛ ௦ ൌ ேሺ௦ሻ஽ሺ௦ሻ ݁ିఛ ௦  (3.1)

El retardo se descompone como un múltiplo del período de muestreo h más una fracción del 

mismo (3.2) (ver (A.5) y (A.6) por detalles), donde ۂݔہ es la parte entera inferior de x. 

G0 (s)

Y(z,m)U(z)

ZOH e-τs

u(kh)

y(t) y(kh)

Gd (z,m)

h

+

C(z)

r

-
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 ߬ ൌ ݈ ݄ ൅ ݉ ݄  con  Ͳ ൑ ݉ ൑ ͳ y ݈ ൌ (3.2) ۂ݄/߬ہ

Dado que la acción de control se mantiene con un ZOH, de transferencia ܪሺݏሻ ൌሺͳ െ ݁ି௦௛ሻ/ݏ, la aplicación de la MZT se hace como en (3.3). 

ሻ݉,ݖௗሺܩ  ൌ ࣴ௠ሼܩሺݏሻ ܪሺݏሻሽ ൌ ࣴ௠ ቄܩ଴ሺݏሻ ݁ିఛ௦ ͳെ݁െݏ݄ݏ ቅ ൌିݖሺ௟ିଵሻࣴ௠ ቄଵି௘ష೓ೞ௦ ሻݏ଴ሺܩ ݁ିሺଵି௠ሻ௛௦ቅ ൌ ௭ିଵ௭೗శభ ࣴ௠ ቄீబሺ௦ሻ௦ ݁௠௛௦ቅ  (3.3)

Algunos métodos para calcular la ࣴ௠ሼ. ሽ son indicados en el Apéndice A. 

La FT discreta es el cociente de dos polinomios. Como se muestra en la ecuación (3.4), su 

numerador tiene coeficientes dependientes de m (la parte fraccional del retardo) y la parte 

entera del retardo sólo afecta al exponente de la potencia de z que multiplica al denominador 

de la planta para retardo nulo. 

ሻ݉,ݖௗሺܩ   ൌ ௣ܰሺݖ,݉ሻ/ሺݖ௟ܦ௣ሺݖሻሻ  (3.4)

La manera en la cual el retardo se integra con la planta en un único modelo discreto racional 

MZT depende de cada planta en particular. Por ello, resulta útil considerar la aproximación de 

(Hara et al., 1989) mencionada en sección A.3 de Apéndice A, ver análisis en sección 3.2.4. 

3.2.3 Estabilidad en lazo cerrado 

Considérese ahora que la planta (3.1) es controlada con un controlador discreto en cascada 

con la planta, ver Figura 3.2, descripto por la función transferencia (3.5). 

ሻݖሺܥ  ൌ ݇௖ ௖ܰሺݖሻ/ܦ௖ሺݖሻ   (3.5)

La ganancia de lazo es el producto de (3.4) y (3.5), esto es (3.6). 

ሻ݉,ݖሺܮ  ൌ ሻ݉,ݖௗሺܩሻݖሺܥ ൌ ݇௖ ௖ܰሺݖሻ ௣ܰሺݖ,݉ሻ/ሺܦ௖ሺݖሻݖ௟ܦ௣ሺݖሻሻ   (3.6)

La función de sensibilidad complementaria del sistema es ܶሺݖ,݉ሻ ൌ ሻ/ሺͳ݉,ݖሺܮ ൅ܮሺݖ,݉ሻሻ cuyo denominador es (3.7). 
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ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ  ൌ ሻݖ௖ሺܦ௟ݖ ሻݖ௣ሺܦ ൅ ݇௖ ௖ܰሺݖሻ ௣ܰሺݖ,݉ሻ   (3.7)

Este polinomio puede ser escrito equivalentemente como en (3.8). 

ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ  ൌ ܽ௡ሺ݉ሻ ݖ௡ ൅ ܽ௡ିଵሺ݉ሻ …௡–ଵݖ ൅ ܽଵሺ݉ሻ ݖ ൅ ܽ଴ሺ݉ሻ (3.8)

El análisis de estabilidad se hará en base al resultado básico sobre estabilidad que establece 

que el sistema en lazo cerrado es estable si y sólo si el polinomio (3.7) (o equivalentemente 

(3.8)) es Schur, es decir si todas sus raíces están dentro del círculo unitario, ver sección C.3. 

 

Seguidamente, antes de ir a los métodos de análisis de estabilidad, se presentan ciertos 

resultados y herramientas que son relevantes para la Sección 3.3. 

3.2.4 Respuesta en Frecuencia de sistemas discretos 

A continuación, se analiza la RF de los siguientes tres modelos: i) la MZT (3.4), ii) su 

aproximación continua (muy difundida en la literatura, ver ecuación (2.4) o la mencionada en 

(3.11)) y iii) su aproximación discreta presentada en Teorema A.2 de sección A.5. Un análisis 

comparativo ilustra el mejor desempeño de la aproximación discreta, lo cual justifica la 

elección de esta última para atacar el problema planteado en este Capítulo cuando sea muy 

complicado resolverlo con el modelo exacto. 

Aproximaciones de la RF de sistemas discretos 

Asociado con el período de muestreo h, se define la frecuencia de muestreo ߱௦ ൌ2π/h, y el 

rango de frecuencias de Nyquist [-߱௦/2, ߱௦/2]. 

La función de respuesta en frecuencia de un sistema discreto, se calcula reemplazando ݖ por ݁௦௛ con ݏ ൌ ݆߱. Equivalentemente se puede calcular con la fórmula de modulación del 

impulso (3.9) (Åström & Wittenmark, 1997); (Araki et al., 1996). Para el caso de Gd(z) es 

(3.9). 

ௗሺ݁௦௛ሻܩ  ൌ ͳ݄ ෍ ݏ଴ሺܩ ൅ ݆ ݇ ߱௦ሻஶ
௞ୀିஶ ݏሺܪ ൅ ݆ ݇ ߱௦ሻ  (3.9)

En el caso ideal de que ܩ଴ሺݏሻ sea de banda limitada, entre - ߱௦ y  ߱௦ (Chen & Francis, 

1994), la ecuación (3.9) resulta (3.10). 
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ௗ൫݁௦௛൯ܩ  ൌ ͳ/݄ ሺܩ଴ሺݏሻܪሺݏሻሻ  (3.10)

Aproximación de tiempo continuo  

La RF del dispositivo ZOH se puede aproximar para bajas frecuencias como ܪሺݏሻ ൎ݄ ݁ି௦௛/ଶ, es decir el ZOH actúa como un retardo de valor h/2 (Chen & Francis, 1994). 

Sea el retardo τ introducido en (3.1), entonces la aproximación de la planta y el ZOH es 

ሻݏሺܪሻݏሺܩ  ൎ ݄݁ି௦ቀ௛ଶାఛቁܩ଴ሺݏሻ  (3.11)

Entonces, teniendo en cuenta en (3.9) sólo el contenido de ancho de banda limitada (k=0), y 

reemplazando con la aproximación (3.11), se obtiene: 

ௗ൫݁௦௛൯ܩ  ൎ ͳ/݄ ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൎ ݁ି௦ቀ௛ଶାఛቁܩ଴ሺݏሻ (3.12)

Definición 3.1: Aproximación continua de ܩௗሺݖሻ. Se define a la FT ܩҧௗሺݏሻ ൌ ݁ି௦ቀ೓మାఛቁܩ଴ሺݏሻ 
como la aproximación continua de baja frecuencia de ܩௗሺݖሻ. 

A partir de lo cual se obtiene (3.13). 

 ቊ |ҧௗሺ݆߱ሻܩ| ൌ ଴ሺ݆߱ሻ|argܩ| ҧௗሺ݆߱ሻܩ ൌ argܩ଴ሺ݆߱ሻ െ ߱ሺ݄/ʹ ൅ ߬ሻ  (3.13)

En (3.13) se puede apreciar que el retardo no afecta la magnitud (la cual es independiente de 

m) y sólo agrega argumento negativo (lineal con la frecuencia). Con esta aproximación (3.13) 

se puede calcular el máximo retardo que el sistema puede tolerar, utilizando el criterio 

presentado en (Mirkin & Palmor, 2005), ver sección 2.2.4 ii por detalles. 

Aproximación del MTZ exacto  

Aquí se propone una aproximación discreta en base a la ya existente (A.28) tratada en 

sección A.5, cuya fórmula se repite a continuación. 

ሻݖௗሺܩ  ൎ ௞ሺ௡ି௣ሻ! ሺ௭ିଵሻ೛ሺ௭ିଵሻ೙ ஻೙ష೛ሺ௭,௠ሻ௭೗   (3.14)
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En el numerador de (3.14) se tiene un polinomio racional asociado con la parte fraccional 

del retardo que es (3.15).   

ሻ݉,ݖ௫ሺܤ  ൌ ෍ܾ௫௞ሺ݉ሻ ௫ି௞௫ݖ
௞ୀ଴  (3.15)

Como las raíces de (3.15) pertenecen al eje real negativo del plano complejo, ver Anexo I, la 

parte de la RF asociada con ܤ௫ሺݖ,݉ሻ se manifiesta en la zona de alta frecuencia. 

Además, si el período de muestreo es elegido adecuadamente, ver (Åström & Wittenmark, 

1997), (Franklin & Powell, 1980), los polos de G(s) son mapeados en regiones de baja 

frecuencia del plano complejo z. 

Por ambos motivos, la mayor diferencia entre la RF de la planta discreta (3.4) y el modelo 

aproximado (3.14) está relacionada con la aproximación que se realiza en su polinomio 

denominador (es decir el término ሺݖ െ ͳሻ௡).  

Entonces para reducir el error mencionado entre ambos modelos se propone en esta tesis 

guardar el denominador de (3.7) y considerar sólo la aproximación del numerador de la 

transferencia discreta (3.14) como se enuncia a continuación.  

 

Sea la siguiente aproximación del numerador (3.16) donde ݇௕ ൌ ே೛ሺ௭ୀ௭כሻሺ௡ି௣ሻ!   y ௣ܰሺݖ ൌ  ሻ es laכݖ

ganancia del numerador de la planta sin retardo para la frecuencia כߠ ൌ lnሺכݖሻ.  
 ௣ܰሺݖ,݉ሻ ൎ ݇௕ ሺݖ െ ͳሻ௣ܤ௡ି௣ሺݖ,݉ሻ  (3.16)

Se recomienda que si ௣ܰሺݖ ൌ ͳሻ ് Ͳ entonces כݖ ൌ ͳ. En caso contrario elegir כݖ ൌ Ͳ, ver 

discusión en (Hara et al., 1989).  

 

Se define al numerador ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ como la aproximación de ௣ܰሺݖ,݉ሻ, es decir (3.17). 

 ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௕ ሺݖ െ ͳሻ௣ܤ௡ି௣ሺݖ,݉ሻ  (3.17)

A partir de esto resulta la siguiente aproximación discreta de la planta.  

Definición 3.2: Aproximación discreta de ܩௗሺݖሻ. Se define a la FT ܩ෠ௗሺݖ,݉ሻ ൌ ே෡೛ሺ௭,௠ሻ௭೗஽೛ሺ௭ሻ  
como la aproximación discreta de ܩௗሺݖሻ. 
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En el siguiente ejemplo se analiza el grado de cercanía de las aproximaciones mencionadas 

comparando la RF del modelo exacto y las aproximaciones discreta ܩ෠ௗሺݖ,݉ሻ y continua ܩҧௗሺݖ,݉ሻ. Luego, se cierra el lazo con un controlador discreto, cuya ley de control es 

proporcional al error, y usando los modelos aproximados se comparan los resultados de 

estabilidad para concluir sobre cuál es el enfoque que resulta más adecuado. 

Ejemplo 3.1: Sea una planta de primer orden (PT1) cuya función transferencia es (3.18). 

ሻݏ଴ሺܩ  ൌ ͳ/ሺݏ ൅ ʹሻ  (3.18)

A (3.18) corresponde la siguiente FT, que es el modelo MZT exacto: 

ሻ݉,ݖௗሺܩ  ൌ ௭ ൫ଵି௘షమ೓೘൯ା௘షమ೓೘ି௘షమ೓ଶ൫௭ି௘షమ೓൯௭೗   (3.19)

La aproximación continua resulta: 

ሻݏҧௗሺܩ   ൌ ݁ି௦௛ቀభమା௟ି௠ቁ/ሺݏ ൅ ʹሻ  (3.20)

La aproximación discreta se expresa como: 

ሻ݉,ݖ෠ௗሺܩ   ൌ ൫ଵି௘షమ೓൯ଶ ሺ௭ ௠ାଵି௠ሻ൫௭ି௘షమ೓൯௭೗   (3.21)

Lazo abierto: Se observa que el numerador de ܩ෠ௗሺݖ,݉ሻ vale ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ሺݖ ݉ ൅ ͳ െ݉ሻ, 
cuyas funciones de RF, parametrizadas con m, para todo ߠ א ሾͲ,   ሿ son݄/ߨ

ห ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻห ൌ  √ͳ െ ʹ ݉ଶ cos ߠ ൅ ʹ݉ cos ߠ െ ʹ݉ ൅ ʹ݉ଶ y arg ቀ ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻቁ ൌ arctanሺ݉ sin ߠ ,݉ cos ߠ ൅ ͳ െ݉ሻ 
donde arctan es la función inversa de la tangente en los cuatro cuadrantes (analizando los 

signos de parte real e imaginaria).  

La aproximación continua vale ห ഥܰ௣ሺݖ,݉ሻห ൌ ͳ y arg ቀ ഥܰ௣ሺݖ,݉ሻቁ ൌ െ߱߬ ൌ െߠ ሺͳ െ ݉ሻ. 
De estos resultados se desprende que, en cuanto a la magnitud, la aproximación continua es 

independiente de m, sólo coincidiendo con la aproximación discreta para m=1 y m=0. El arg ቀ ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻቁ puede ser aproximado por arctanሺ݉ ߠሻ ൎ ߠ cuando ߠ ݉ ՜ Ͳ, entonces 

agregando la parte entera l=1, resulta ݉ߠ െ  .y coincide con la aproximación continua ߠ
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En Figura 3.3 se muestran las RF mencionadas, incluyéndose la RF del numerador exacto 

(negro), para algunos valores de m. La magnitud de ഥܰ௣ሺݖ,݉ሻ vale 1 (para todo m y θ). En los 

argumentos para m={1, 0.5, 0} coinciden la aproximación continua con los valores exactos 

(dado que en estos casos son rectas), mientras que para el resto de valores los argumentos 

obtenidos de ഥܰ௣ሺݖ,݉ሻ son las tangentes, en θ=0, de los argumentos de la ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ, las cuales 

varían significativamente a medida que la frecuencia crece. Al comparar las RF de ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ y 

de ௣ܰሺݖ,݉ሻ, se tiene una gran cercanía tanto en magnitud como en argumento, a excepción 

de m=0.5, donde la aproximación continua proporciona mejores resultados. 

 

 
Figura 3.3: RF del numerador discreto 1/(s+2): exacta, aproximaciones discreta y continua. 

Lazo cerrado: Se analiza ahora el lazo cerrado considerando como controlador DT una 

ganancia kc positiva. La Figura 3.4 muestra las regiones de estabilidad en el plano (kc, τ/h) 

calculadas para el modelo MZT exacto (3.19) de forma usando la solución {(3.25) y (3.26)}, 

para su aproximación discreta (3.21) utilizando la solución exacta {(3.27) y (3.28)} y para la 

aproximación continua (3.20) aplicando el criterio presentado en (Mirkin & Palmor, 2005). 

Como se observa, hay una marcada similitud entre la MZT exacta y su aproximación 

discreta, que confieren gran confiabilidad a esta última, mientras que ambas difieren mucho 

de la aproximación continua. Particularmente, en la región inferior de forma triangular 

apoyada sobre el eje kc y definida por la intersección de las curvas continua y discreta, se 

observa que con la aproximación continua podría ajustarse al controlador con valores tales 
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que el lazo cerrado resulta inestable de acuerdo a las predicciones más confiables de la MZT y 

la aprox. discreta. Se ve también una región (tipo triangular con base en curva aproximación 

continua con vértice a la derecha) donde la aproximación continua es muy conservadora. 

 

Podemos ver que estos resultados avalan la elección del enfoque discreto para el estudio que 

sigue, tal como se anticipó en la definición de la aproximación discreta ܩ෠ௗሺݖ,݉ሻ. 

 
Figura 3.4: Región de estabilidad, kc en función de τ y h. 

3.3 Estabilidad de sistemas con retardo constante, desconocido y acotado 

El problema formulado en la sección previa equivale a verificar la estabilidad de la familia 

de polinomios ܦ௅஼ሺݖ,݉ሻ dada en (3.7), i.e., ܦ௅஼ሺݖ,݉ሻ ൌ ሻݖ௣ሺܦ ሻݖ௖ሺܦ௟ݖ ൅ ݇௖   ௖ܰሺݖሻ ௣ܰሺݖ,݉ሻ, 
parametrizada por m y l dentro de los intervalos: (h-τ) ≤ m ≤ 1 y l=1 si τ* ≤ h y en otro caso 0 

≤ m ≤ 1, l<l*.  

Para verificar que un polinomio es Schur los métodos comúnmente usados son: el criterio 

de Jury y el criterio de Nyquist (análisis de respuesta en frecuencia). En las secciones 3.3.1 y 

3.3.2 se evalúa la extensión de tales métodos para estudiar la estabilidad de la familia 

mencionada parametrizada por el retardo. En 3.3.1 se muestra que la utilización del criterio de 

Jury  para determinar regiones de estabilidad se vuelve muy compleja cuando se incrementa el 

orden del sistema y/o controlador y/o la parte entera del retardo. Sin embargo, el problema de 

analizar la estabilidad de la familia se simplifica considerablemente cuando se usa la 

aproximación discreta (esto se reduce a buscar las raíces de sólo ciertos polinomios). En 3.3.2 

se presenta el principal resultado de este Capítulo que es el análisis de este problema mediante 

la aplicación del criterio de Nyquist a ciertas funciones transferencias. Gracias a una 
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interpretación gráfica de este método, se puede visualizar la influencia de retardos de tiempo 

desconocidos aunque acotados, y también estudiar las regiones de parámetros donde la 

estabilidad queda garantizada. Como alternativa, en 3.3.3 se propone estudiar la estabilidad de 

la familia mediante la Teoría de Estabilidad Robusta (Bhattacharyya et al., 1995), que resulta 

factible si se pueden acotar los coeficientes de la función transferencia obtenida con la MZT. 

3.3.1 Criterio de Jury  

Este es un criterio algebraico que permite determinar si (3.8) es Schur, a partir de ciertas 

condiciones de los coeficientes del mismo.  

Sea el polinomio (3.8) para un dado m, por simplicidad se prescinde de la dependencia en m 

de los coeficientes, es decir ܽ௡ሺ݉ሻ ൌ ܽ௡. Entonces, el criterio de Jury establece (Isermann, 

1989) que el sistema es estable si y sólo si se satisfacen las propiedades (3.22).  

 i.  |ܽ଴| ൏ ܽ௡   

ii.   P(z=1) >0 

iii.   [ (−1)n P(z= −1)]  >0 

iv.1.⏐bn-1⏐< | b0 | 

iv.2.⏐cn-2⏐< |c0 | 

iv.3.⏐dn-2⏐< |d0 | …. 

con ܾ݇ ൌ ቚܽ଴ ܽ݊െ݇ܽ݊ ܽ݇ ቚ, k=0,1,…,n-1 

ܿ݇ ൌ ቚ ܾ଴ ܾ݊െ݇െͳܾ݊െͳ ܾ݇ ቚ,k=0,1,…,n-2 

݀݇ ൌ ቚ ܿ଴ ܿ݊െ݇െʹܿ݊െͳ ܿ݇ ቚ, k = 0,1, n-3 

…. 

(3.22)

A continuación, las ventajas y desventajas del uso de este criterio de Jury se discuten por 

medio de su aplicación a una planta de primer orden, en el cual se analiza la estabilidad del 

lazo cerrado para dos casos de retardos: 1) τ<h y 2) h≤ τ.  

 

Ejemplo 3.2: En este ejemplo se analiza la estabilidad de una planta de primer orden 

genérica (PT1) continua, con un retardo en la acción de control con un controlador discreto 

proporcional al error utilizando el Criterio de Jury. Sea la planta 

ሻݏ଴ሺܩ  ൌ ͳ/ሺݏ ൅ ܽሻ   (3.23)

Se considera como controlador DT una ganancia kc no nula. Entonces, el denominador de 

lazo cerrado es  
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ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ  ൌ ݖ௟ሺݖ െ ݁ି௔௛ሻ ൅ ݇௖݇௕ ௣ܰሺݖ,݉ሻ (3.24)

Donde ௣ܰሺݖ,݉ሻ ൌ ሺݖ ሺͳ െ ݁ିଶ௛௠ሻ ൅ ݁ିଶ௛௠ െ ݁ିଶ௛ሻ/ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ y ݇௕ ൌ ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ/ܽ 

La aproximación (3.17) de ௣ܰሺݖ,݉ሻ es ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ሺݖ ݉ ൅ ͳ െ݉ሻ. 
Retardo inferior al período de muestreo: La aplicación del criterio de Jury (3.22) para el 

polinomio de segundo orden de lazo cerrado, (3.24) con l=1, permite determinar la región de 

estabilidad (kc vs. m) que es la región donde se satisfacen las tres condiciones siguientes 

simultáneamente:  

Condición i. |ܽ଴| ൏ ܽ௡  ֞  
 |݇௖| ൏  ͳ/ሺ|݇௕|ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ/ሺ݁ି௔௛ െ ݁ି௠௔௛ሻሻ  (3.25)

Condición ii. ܲሺݖ ൌ ͳሻ ൐ Ͳ  ֞  ͳ െ ݁ି௔௛ ൅ ݇௖݇௕ ൐ Ͳ . Esta condición, independiente del 

retardo, se satisface si y sólo si  |݁ି௔௛ െ ݇௖݇௕| ൏ ͳ , es la condición de estabilidad para 

retardo nulo. Es decir, se cumple si el sistema con retardo nulo es estable. 

Condición iii.  ܲሺݖ ൌ െͳሻ ൐ Ͳ  ֞ se satisface alguna de las condiciones siguientes:  

  ݇௖ ൏ ͳ െ ݁ିଶ௔௛ሺͳ െ ʹ ݁ି௠௔௛ ൅ ݁ି௔௛ሻ݇௕ ݅ݏ Ͳ ൏ ݇௕൫ͳ െ ʹ ݁ି௠௔௛ ൅ ݁ି௔௛൯ͳ െ ݁ି௔௛  ݇௖ ൐ ͳ െ ݁ିଶ௔௛ሺͳ െ ʹ ݁ି௠௔௛ ൅ ݁ି௔௛ሻ݇௕ ݁݊ ݋ݎݐ݋ ݋ݏܽܿ          (3.26)

Si bien el resultado establecido por las condiciones i, ii y iii es exacto, el uso de la 

aproximación discreta ܩ෠௣ሺݖ,݉ሻ proporciona resultados más simples para determinar la región 

de estabilidad (kc vs. m), como se muestra a continuación: 

Condición i, aprox. |ܽ଴| ൏ ܽ௡  ֞  
 |݇௖| ൏ ͳ/ሺ|݇௕|ሺͳ െ ݉ሻሻ  (3.27)

Condición ii, aprox. ܲሺݖ ൌ ͳሻ ൐ Ͳ  ֞  ͳ െ ݁ି௔௛ ൅ ݇௖݇௕ ൐ Ͳ . Coincide con la condición 

del sistema exacto. 

Condición iii, aprox. ܲሺݖ ൌ െͳሻ ൐ Ͳ  ֞ se satisface alguna de las condiciones siguientes:  

  ݇௖ ൏ ሺͳ ൅ ݁ି௔௛ሻ/ሺሺʹ ݉ െ ͳሻ݇௕ሻ ݅ݏ Ͳ ൏ ݇௕ሺʹ݉ െ ͳሻ ݇௖ ൐ ሺͳ ൅ ݁ି௔௛ሻ/ሺሺʹ ݉ െ ͳሻ݇௕ሻ ݁݊ ݋ݎݐ݋  ݋ݏܽܿ
 

(3.28)
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Las expresiones obtenidas usando la aproximación discreta son mucho más simples que con 

el numerador exacto y tal como se muestra en Figura 3.4 reportan un resultado muy similar en 

cuanto a la región que determinan. El ejemplo mostrado en (Branicky et al., 2000), donde la 

planta es un integrador (ver Figura 2.7 de 2.2.4 ii) resulta de reemplazar en estas expresiones 

con a=0. 

 

Retardo superior al período de muestreo: En este caso el polinomio de lazo cerrado es de 

tercer orden, (3.24) con l=2. Entonces además de recalcular las condiciones i, ii y iii con 

respecto al caso anterior, se debe verificar la condición iv. |ܽ଴ଶ െ ܽଷଶ| ൐ |ܽ଴ܽଶ െ ܽଵܽଷ|.  
Aún en este ejemplo simple se requiere resolver una inecuación donde kc aparece en 

términos de segundo orden. Si el retardo está entre 2h y 3h, los términos serán de tercer orden 

con el agregado de más condiciones iv a evaluar. Por esto, el método de Jury es poco apto 

para obtener expresiones simbólicas de la región de estabilidad (kc vs. m) cuando el orden del 

denominador de lazo cerrado es mayor que 1. Sin embargo, el mismo puede ser utilizado 

satisfactoriamente para analizar la estabilidad ante retardo acotado para un controlador fijo.  

Por ejemplo, sean los siguientes parámetros del sistema  y controlador: a=2 y h=0.2 y kc=5. 

Con el numerador de la FT exacto la condición iv implica resolver 

  |͸.ʹͷ ሺ݁ି଴.ସ௠ െ Ͳ.͸͹Ͳ͵ሻଶ െ ͳ| ൐ |Ͳ.8ʹͶʹ ݁ି଴.ସ௠ െ ͳ.͵͹͸͹| (3.29)

Como ambos términos pueden ser positivos o negativos, se requiere resolver dos ecuaciones 

de tipo trascendentes (sacando el valor absoluto). A calculo hecho, ésta condición se anula 

dentro del intervalo de interés m ∈ (0, 1], en m=0.218. Resta analizar si este valor no es sólo 

un mínimo local, lo que puede determinarse calculando la función en puntos a la izquierda y 

derecha (o con un análisis de la derivada). Aquí, se verifica que en m=1→1>0.154 mientras 

que en m=0.1→0.47260.5848ج. De acuerdo a esto entonces existe un valor de m tal que para 

valores inferiores el sistema es inestable.   

Una forma de simplificar la inecuación (3.29) es utilizar el numerador aproximado ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ 
dado que es de tipo polinomial en m. Entonces, usando los términos de la aproximación 

discreta en los coeficientes a3(m), a2(m), a1(m) y a0(m), la condición iv resulta 

  |Ͳ. 8ʹͶʹଶሺͳ െ ݉ሻଶ െ ͳ| ൐ |Ͳ.ͷͷʹͶ͹ ൅ Ͳ.ʹ͹ͳ͹݉| (3.30)
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Esto requiere simplemente buscar las raíces de dos polinomios y verificar si pertenecen al 

intervalo. Por ejemplo, uno de los polinomios es ܲሺ݉ሻ ൌ Ͳ.ʹ͵ͳ8 െ ͳ.Ͳ8͸ͻ݉ ൅ Ͳ.͸͹ͻ͵݉ଶ y 

tiene una raíz en m=0.2535. Se verifica que a la izquierda de este valor no se cumple la 

condición iv mientras que si lo hace a la derecha. El valor de m para el cual se pierde la 

estabilidad con el método aproximado es muy cercano al exacto calculado previamente. 

Observación 3.2: En el ejemplo 3.2 se observa que el uso de la aproximación discreta del 

numerador permite reducir el problema de evaluación de las condiciones de Jury, para una 

planta con retardo constante y acotado y un controlador fijo, a simplemente verificar si 

determinados polinomios son positivos o negativos.  

 

Asumiendo que se puede realizar tal aproximación se propone el siguiente procedimiento.  

Procedimiento 3.1: Criterio de Jury usando la aproximación discreta 

1. Construir el polinomio denominador de lazo cerrado usando la aproximación 

discreta, i.e. ܦ௅஼ሺݖ,݉ሻ ൌ ሻݖ௣ሺܦ ሻݖ௖ሺܦ௟ݖ ൅ ݇௖   ௖ܰሺݖሻ ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ para un l conocido y 

m acotado, m ∈ (0, 1].  

2. Plantear las condiciones del criterio de Jury enunciados al comienzo de esta sección, 

las que resultan ser polinomios en m, denominados aquí P(m).   

3. Verificar si estos polinomios P(m) >0 o <0 para m ∈ (0, 1]. Esto se puede determinar 

si las raíces de P(m) pertenecen al intervalo m ∈ (0, 1]. Si no hay raíces en el mismo, 

entonces P(m) no cambia de signo y la condición vale para todo m. En caso contrario 

se debe estudiar el signo a ambos lados de cada raíz con métodos algebraicos. 

3.3.2 Criterio frecuencial 

Seguidamente se propone estudiar el problema establecido en Sección 3.2.3 mediante la 

evaluación de la respuesta en frecuencia. En primer lugar, se define una descomposición de la 

ganancia de lazo L(z,m) (3.6) del modelo MZT exacto. Luego a tal descomposición se le 

aplica el criterio simplificado de Nyquist (ver diseño de respuesta en frecuencia en sección 

B.1). Este resultado se usa luego para determinar el rango de retardos dentro del cual se 

conserva la estabilidad (estableciendo un método de diseño). Para finalizar se muestra como 

puede ser simplificado este método si se utiliza la aproximación discreta.  
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 Descomposición de la ganancia de lazo 

Siguiendo las ideas para sistemas continuos en (Mirkin & Palmor, 2005), (Hinrichsen & 

Pritchard, 2005) se descompone la ganancia de lazo (3.6) como el cociente de las dos 

funciones transferencias ܳሺݖ,݉ሻ y ଴ܲሺݖሻ definidas a continuación.  

Sea la ganancia de lazo ܮሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௖ ே೎ሺ௭ሻ஽೎ሺ௭ሻ ே೛ሺ௭,௠ሻ௭೗஽೛ሺ௭ሻ , entonces ܮሺݖ,݉ሻ ൌ ொሺ௭,௠ሻ௉బሺ௭ሻ  donde  

 ܳሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௖ ௣ܰሺݖ,݉ሻ ௟ିݖ  (3.31)

 ଴ܲሺݖሻ ൌ /ሻݖ௖ሺܦሻݖ௣ሺܦ ௖ܰሺݖሻ   (3.32)

En (3.31) se agrupan los términos asociados al retardo y entonces (3.32) permanece 

invariante frente al retardo. 

Aplicación del criterio simplificado de Nyquist  

Los cruces de la curva de lugar de la RF con el eje real negativo ocurren en las frecuencias 

donde se satisface (3.33) para ݖ଴ ൌ ݁௝ఏబ con 0 ≤ θ0 ≤ 2π. 

 ߶௉଴ሺ௭బሻ ൌ ߶ொሺ௭బሻ ൅ ሺʹ݇ ൅ ͳሻߨ , con k=0,±1,2, . (3.33)

Particularizado para este caso, con (3.31) y (3.32), entonces (3.33) se convierte en (3.34). 

 arg ൬஽೛൫௘ೕഇ൯஽೎൫௘ೕഇ൯ே೎൫௘ೕഇ൯ ൰ ൌ arg ቀ ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉൯ቁ െ ݈ߠ ൅ ሺʹ݇ ൅ ͳሻ(3.34)   ߨ

Sean las frecuencias donde se producen los cruces (3.34), denominadas por simplicidad כߠ ൌ ൯ห/หכሺଶ௞ାଵሻగ , entonces si หܳ൫݁௝ఏߠ ଴ܲ൫݁௝ఏכ൯ห ൏ ͳ ⇔ el cruce se produce a la derecha del 

punto crítico (-1,j0) , y esta situación se denomina CR. Mientras que en caso contrario, se 

produce a la izquierda, denominada CL. 

Entonces, las condiciones sobre la ganancia de lazo establecidas por el Criterio Simplificado 

de Nyquist (ver sección B.1) se pueden verificar, de igual manera, a través de las relaciones de 

magnitudes  (3.35) y (3.36), que agrupan a la derecha los términos del retardo, y a la izquierda 

la parte invariante. 

 

Si ቤ஽೛ቀ௘ೕഇכቁ஽೎ቀ௘ೕഇכቁ௞೎ ே೎൫௘ೕഇכ൯ ቤ ൐ ห ௣ܰሺ݁௝ఏכ , ݉ሻห ⇔ CR (3.35)
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Si ቤ஽೛ቀ௘ೕഇכቁ஽೎ቀ௘ೕഇכቁ௞೎ ே೎൫௘ೕഇכ൯ ቤ ൏ ห ௣ܰሺ݁௝ఏכ , ݉ሻห⇔ CL (3.36)

La igualdad ቤ஽೛ቀ௘ೕഇכቁ஽೎ቀ௘ೕഇכቁ௞೎ ே೎൫௘ೕഇכ൯ ቤ ൌ ห ௣ܰሺ݁௝ఏכ , ݉ሻห indica que los polos están sobre el círculo 

unitario, la cual es una situación de inestabilidad. 

El signo de la derivada de la magnitud, ver (B.10), en frecuencias de cruce, es (3.37). 

ሻߠሺߪ ൌ ௗሺቚொቀ௘ೕഇכ ,௠ቁቚ/ቚ௉బቀ௘ೕഇכቁቚሻௗఏ ൌ ଵห௉బ൫௘ೕഇכ൯ห ௗሺቚொቀ௘ೕഇכ ,௠ቁቚሻௗఏ െ ቚொቀ௘ೕഇכ ,௠ቁቚห௉బ൫௘ೕഇכ൯หమ ௗሺቚ௉బቀ௘ೕഇכቁቚሻௗఏ    (3.37)

Dado que en (3.35) y (3.36) se deben verificar ciertas relaciones entre magnitudes y 

argumentos en función de la frecuencia, es posible y conveniente analizar la estabilidad a 

través de la realización de un gráfico de RF como se hace a continuación. 

Estabilidad robusta frente a retardos acotados – Criterio Frecuencial 

Cada valor de m define un polinomio numerador con una función de RF asociada. Por tanto, 

para cada valor de m las frecuencias de cruce varían, y entonces el criterio de Nyquist debe 

ser aplicado en cada una. Si pueden determinarse valores de m tal que existan cotas máximas 

y mínimas en magnitudes y argumentos en función de la frecuencia, aunque sea en una región 

de frecuencias de interés, las condiciones CL y CR, verificadas en sus máximos y mínimos, 

valen para sus intermedios. La obtención de estas permite simplificar el análisis de estabilidad 

(o establecer reglas para diseño) para un retardo entre 0 y τ* aplicando las condiciones de 

Nyquist solamente en los extremos. 

 

Proposición 3.1. Criterio de análisis / diseño con modelo MZT exacto. 

Sea la dependencia de m de los coeficientes del polinomio ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ tal que: 

1- existe un par m1 y m2 tal que para cualquier valor mx ∈ [m*,1] se verifica arg ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉ଵ൯ ൑ arg ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉௫൯ ൑ arg ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉ଶ൯ para toda frecuencia. 

2- existe un (posiblemente otro) par m1 y m2 tal que para cualquier valor mx ∈ [m*,1] se 

verifica ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉ଵ൯ห ൑ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉௫൯ห ൑ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉ଶ൯ห. Esto puede ser válido en al 

menos un rango de frecuencias.  

Además, para el polinomio ܦሺݖሻ ൌ ଴ܲሺݖሻ,  debe valer que 



 100 

 

3- su argܦሺ݁௝ఏሻ no tiene mínimos ni máximos1 en el rango de frecuencias entre [ߠଵכ,  [כଶߠ
delimitado por las intersecciones de argܦሺ݁௝ఏሻ con ሺʹk ൅ ͳሻ π ൅ arg ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ െ݈ߠ en ሺ݉ଵ, ݈ଵሻ y ሺ݉ଶ, ͳሻ. 

Por tanto, para todo  ߠ א ሾߠଵכ,    ,[כଶߠ
 

si หܦሺ݁௝ఏכሻห ൐ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉ଶ൯ห ֜ CR.  (3.38)

 
si หܦሺ݁௝ఏכሻห ൏ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉ଵ൯ห ֜ CL. (3.39)

En Figura 3.5 se muestra como determinar las frecuencias de intersección ߠଵכ y ߠଶכ entre Ԅሺm, lሻ ൌ arg ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ െ  ൫݁௝ఏ൯ esܦ൫݁௝ఏ൯ para dos posibles situaciones: si argܦy arg ݈ߠ

creciente en ese rango de frecuencias (izq.) o decreciente (der.). 

En Figura 3.6 se muestra la relación entre las magnitudes especificadas en las inecuaciones 

(3.36) (Fig. derecha), y (3.35) (Fig. izquierda). 

 
Figura 3.5: Ejemplos de cota superior e inferior del argumento en función de la frecuencia. Arg. de 

D(z) creciente (izquierda) y decreciente (derecha). 

 
Figura 3.6: Condiciones CR y CL. Evoluciones de magnitud entre cotas superiores e inferiores para 

el rango de frecuencia de interés. 

                                                 
1 Eventualmente esto se puede conseguir con un adecuado diseño del controlador. El mayor problema de que 

no existan intersecciones con todos los argumentos aparece si el sistema es inestable y se deben conseguir cruces 
a la izquierda del punto crítico. 
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En algunos casos encontrar los valores de m1 y m2 que satisfacen (3.36) y (3.35), resulta 

simple (por ejemplo si la planta es un PT1). Sin embargo, en otras plantas esto implica: 1) 

obtener la función transferencia de manera simbólica aplicando la transformada Z modificada 

(que quede en función de m); 2) obtener cotas máximas y mínimas de argumentos y 

magnitudes en función de la frecuencia (en caso de no tener la expresión simbólica, la 

evaluación numérica implica calcular los polinomios para cada m en el continuo). Por esto se 

reformula la Proposición 3.1 usando el modelo MZT aproximado. 

Proposición 3.2. Criterio de análisis / diseño con modelo MZT aproximado. 

El uso de la aproximación (3.17) indica que a medida que m decrece, el argumento en 

función de la frecuencia se hace más negativo, por tanto en la Proposición 3.1 se reemplaza 

en m1 por m* y en m2 por 1, y para todo m intermedio vale (3.40). 

1-  arg ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ൯כ݉ ൑ arg ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ݉൯ ൑ arg ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ͳ൯ con Ͳ ൑ ߠ ൑ (3.40) ߨ

El valor de l sólo agrega más argumento negativo a medida que su valor crece. Esto es 

equivalente a lo que ocurre en CT. 

 En la magnitud se distinguen dos casos según el grado relativo r de la planta continua: 

2-  si r es impar,  m1=0.5 y m2=1 (coinciden las magnitudes de m=1 y m=0). Es decir,  

 ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , Ͳ.ͷ൯ห ൑ ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ݉൯ห ൑ ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ͳ൯ห con  Ͳ ൑ ߠ ൑ (3.41) ߨ

3- si r es par,  m1=1 y m2=0.5 (coinciden las magnitudes de m=1 y m=0). Es decir,  

 ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ͳ൯ห ൑ ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , ݉൯ห ൑ ห ෡ܰ௣൫݁௝ఏ , Ͳ.ͷ൯ห con  Ͳ ൑ ߠ ൑ (3.42) ߨ

Con todo esto, para todo  ߠ א ሾߠଵכ,  si se satisfacen las condiciones suficientes (3.43) o ,[כଶߠ

(3.44) entonces resultan válidas CR o CL, respectivamente.  

Si หܦሺ݁௝ఏכሻห ൐ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉ଶ൯ห con m2=1 si r impar o m2=0.5 si r par, entonces CR (3.43)

Si หܦሺ݁௝ఏכሻห ൏ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉ଵ൯ห con m1=0.5 si r impar o m2=1 si r par, entonces CL (3.44)

Lo conservativo de este criterio depende fundamentalmente de la diferencia entre las 

funciones máxima y mínima de la magnitud (3.35) y (3.36) para todo θ. Como se indica en 
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Anexo I, esta diferencia se reduce a medida que aumenta el grado relativo de la planta. 

Como corolario de las Proposiciones 3.1 y 3.2 precedentes, se propone el siguiente 

procedimiento de análisis/diseño. 

Procedimiento 3.2: Criterio frecuencial usando la aproximación discreta 

1- Dibujar la magnitud vs. frecuencia de ෡ܰ௣൫݁௝ఏ, ݉൯ para m=1 y m=0.5, y arg ቀ ෡ܰ௣൫݁௝ఏ, ݉൯ቁ െ כ݈ߠ ൅ ሺʹ݇ ൅ ͳሻߨ  para (l*, m*) y l=1, m=1. 

2- En torno a cada frecuencia donde ocurre una intersección de argumentos (3.34), 

calcular θ1 y θ2 según lo explicado en la Proposición 3.1.  

3- Verificar/imponer la satisfacción de (3.43) o (3.44). También se debe analizar si se 

mantiene el signo de la derivada (3.37) en torno a cada frecuencia de intersección.  

Ejemplo 3.3: Aquí se aborda el problema considerado en el Ejemplo 3.2 mediante el análisis 

frecuencial presentado en esta sección. Sea entonces una planta de primer orden, para la cual 

se distinguen los siguientes casos de acuerdo al valor de a: 

1- Si a>0, entonces la planta real es estable y la estabilidad de lazo cerrado se garantiza si, 

por ejemplo, en todos los cruces vale CR.  

2- Si a<0, entonces en algunos cruces debe valer CL (por ejemplo en los primeros) y luego 

debe valer CR. 

Para ambos valores de a, la magnitud de ܦሺݖሻ ൌ ݖ௟ሺݖ െ ݁ି௔௛ሻ /݇௖݇௕ es creciente (León de 

la Barra & Prieto, 1999). 

Retardo inferior al período de muestreo: En relación con los argumentos, existe una 

intersección en ߠ௫כ ൌ arccosሺͲ.ͷ ݁ି௔௛ሻ que ocurre para m=0. Además, se distinguen las 

siguientes frecuencias en las intersecciones:      

Caso 1: ߠଵכ ൌ  .π=כଶߠ y כ௫ߠ
Caso 2: ߠଵ0 =כ y ߠଶכ ൌ  .כ௫ߠ
Para Caso 1: de aplicar el procedimiento entre ሾߠଵכ,  ሿ se debe cumplir (3.43). Como elכଶߠ

sistema es de grado relativo uno, la cota máxima de magnitud es para m=1 (y m=0).  

Entonces es estable si  ݇௖ ൏ ܽ/ሺͳ െ exp ሺെ݄ܽሻ ሻ   
Para Caso 2: de aplicar el procedimiento entre ሾߠଵכ,  ሿ se debe cumplir (3.44). Como elכଶߠ

sistema es de grado relativo uno, la cota mínima de magnitud es para m=0.5.  

Entonces es estable si   െܽ ൏ ݇௖ ൏ ଶ൫௘షೌ೓ାଶ൯భమ     ି௔ଵି௘ሺషೌ೓ሻ  



Cap. 3.  Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas LTI con retardos 
constantes en la red de comunicación 

103 

 
Retardo superior al período de muestreo: En este caso, la intersección de argumentos, para 

{m=0,l=2}, se produce en la frecuencia ߠ௫כ ൌ arccosሺ ଵସ௘ೌ೓ ሺͳ ൅ ሺͳ ൅ Ͷ ݁ଶ௔௛ሻభమሻሻሻ 
Caso 1: Entonces, el sistema en lazo cerrado es estable si 

݇௖ ൏ ሺͳ/ʹඨ൬Ͷ  െ ʹ ݁ିଶ௔௛ሺͳ ൅ Ͷ ݁ଶ ௔௛ሻଵଶ ൅ ʹ ݁ିଶ௔௛൰ ܽሻ/ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ 
Caso 2: En este caso, el sistema en lazo cerrado es estable si 

݇௖ ൏ ቆ݁ିଷ௔௛ ቀͳ ൅ ሺͳ ൅ Ͷ݁ଶ௔௛ሻభమ ൅ Ͷ ݁௔௛ቁ ቀʹ݁ଶ௔௛ െ ሺͳ ൅ Ͷ݁ଶ௔௛ሻభమ ൅ ͳቁቇభమ   ଶ௘ೌ೓௔൫ଵି௘షೌ೓൯ሺଵା൫ଵାସ ௘మ ೌ೓൯భమାସ ௘ሺೌ೓ሻሻ   
En las figuras Figura 3.7 a) y b) se ve la RF para dos casos particulares, a = -2 (izquierda) y 

a=2 (derecha), en ambos casos h=0.2. En cuanto a magnitud se verifican condiciones CL y CR 

respectivamente para las ganancias elegidas usando las ecuaciones presentadas. En este 

mismo gráfico se pueden estudiar distintas partes enteras de retardo, τ=h, τ=2h, …. 

 

Si bien en este ejemplo simple se pueden calcular estas expresiones exactas, en caso de 

tener sistemas de mayor orden u otro controlador, los valores límites de las ganancias que 

garantizan estabilidad se pueden obtener calculando los valores de las FT para las 

intersecciones de ángulos (por ejemplo usando el comando ginput en Matlab). 

 

 

Figura 3.7: RF primer orden a) estable, b) inestable.  

Observación 3.3: El método presentado aquí es esencialmente gráfico y numérico, pero tal 

como se mostró en el Ejemplo 3.3 en algunos casos también se pueden obtener expresiones 
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analíticas. Además, este método permite analizar estabilidad para distintas partes entera del 

retardo en un único gráfico, sólo se requiere agregar el argumento en función de la frecuencia.  

3.3.3 Estabilidad robusta de polinomios  

En esta sección se aborda el problema establecido en Sección 3.2.2 mediante un enfoque de 

la teoría robusta de polinomios. Específicamente, la posibilidad de acotar los coeficientes del 

numerador de la planta discreta (dependientes de m) nos permite acotar los coeficientes del 

polinomio denominador DLC definido en (3.8), convirtiendo al problema en un caso particular 

de un intervalo de polinomios. La estabilidad Schur de un intervalo de polinomios se puede 

evaluar con los teoremas presentados en el Capítulo 5 de (Bhattacharyya et al., 1995) y 

citados en la sección siguiente. 

Estabilidad Schur de un polinomio intervalo 

Seguidamente se presenta un breve resumen de definiciones y teoremas relevantes para el 

análisis de la estabilidad Schur de un polinomio intervalo, ver (Bhattacharyya et al., 1995). 

Definición 3.3: Polinomio intervalo. Un polinomio intervalo es una familia de polinomios, 

denominada I(z), de la forma (3.45) donde cada coeficiente ܽ௜ א Թ pertenece al intervalo ሾܽ௜ି , ܽ௜ା ሿ, con ܽ௜ି ൑ ܽ௜ା y donde ܽ௡ ് Ͳ. 

 ܲሺݖሻ ൌ ܽ௡ݖ௡ ൅ ܽ௡ିଵݖ௡ିଵ ൅ڮ൅ ܽ଴  (3.45)

Definición 3.4: Caja de los coeficientes. Una caja (box) A se define como (3.46). 

:ܣ   ൌ ሼܽ ൌ׷ ሺܽ଴, … , ܽ௡ሻ ݈ܽݐ ݁ݑݍ ܽ௜ א ሾܽ௜ି , ܽ௜ାሿ, ݅ ൌ Ͳ. . , ݊ ሽ (3.46)

Definición 3.4: Vértices y aristas de la caja A. Se definen los vértices (vertex) V y aristas 

(edges) E como (3.47) y (3.48). 

 ܸ:ൌ ሼሺܽ଴, … , ܽ௡௟ሻ ׷ ܽ௜ ൌ ܽ௜ି ݋ ܽ௜ା, ݅ ൌ Ͳ. . , ݈݊ ሽ  (3.47)

:௞ܧ  ൌ ሼሺܽ଴, … , ܽ௡௟ሻ ׷   ܽ௜ ൌ ܽ௜ି ݋ ܽ௜ା, ݅ ൌ Ͳ. . , ݈݊, ݅ ് ݇ ܽ௞ א ሾܽ௞ି , ܽ௞ାሿሽ   (3.48)
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Definición 3.4: Familias de polinomios vértices y aristas de la caja A. Se definen las 

familias correspondientes a los vértices y aristas como (3.49) y (3.50).  

:ሻݖ௩ሺܫ  ൌ ሼܲሺݖሻ ൌ ܽ௡ݖ௡ ൅ ܽ௡ିଵݖ௡ିଵ ൅ڮ൅ ܽ଴: ሺܽ଴, … , ܽ௡ሻ א ܸሽ  (3.49)

:ሻݖாሺܫ  ൌ ሼܲሺݖሻ ൌ ܽ௡ݖ௡ ൅ ܽ௡ିଵݖ௡௟ିଵ ൅ڮ൅ ܽ଴: ሺܽ଴, … , ܽ௡ሻ א ሽ  (3.50)ܧ

La estabilidad de la familia I(z) se puede probar usando el siguiente teorema: 

 

Teorema 3.1 (5 de (Bhattacharyya et al., 1995)): Sea la familia de polinomios I(z) con grado 

constante. Entonces I(z) es estable si y sólo si la familia IE(z) es Schur estable.   ฀ 

Un interesante lema que permite reducir el cálculo computacional previsto por este teorema, 

cuando los coeficientes superiores de P(z) son constantes, se cita a continuación: 

Lema 3.1 (5.5 de (Bhattacharyya et al., 1995)): Sea n>1 tal que en la familia I(z) sean fijos 

los coeficientes de orden superior, denominados ܽ௜ି ൌ ܽ௜ା  para i=n/2+1,…, n si n es par e 

i=(nl+1)/2+1,… n si n es impar. Entonces, la familia entera I(z) es estable si y sólo si la 

familia de los vértices de los polinomios Iv(z) es estable.     ฀ 

Modelado del denominador de lazo cerrado como polinomio intervalo   

Para este análisis se considera que la parte fraccional del retardo m puede variar mientras 

que la parte múltiplo l se mantiene constante.  

En primera instancia se plantea una descomposición del polinomio denominador de lazo 

cerrado (3.7) como la suma de un polinomio invariante ଴ܲሺݖሻ ൌ  ሻ más unݖ௣ሺܦ ሻݖ௖ሺܦ௟ݖ

polinomio perturbación ܳሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௖   ௖ܰሺݖሻ ௣ܰሺݖ,݉ሻ, donde l es constante, y 0 ≤ m ≤ 1.  

 

Sea el polinomio para retardo nulo ܦ௖ሺݖሻ ܦ௣ሺݖሻ ൌ ݀௡௧ ݖ௡௧൅. . ൅݀଴ , entonces ଴ܲሺݖሻ es 

 ଴ܲሺݖሻ ൌ ௟ሺ݀௡௧ݖ .௡௧൅ݖ . ൅݀଴ሻ  (3.51)

Supongamos que el polinomio numerador ௣ܰሺݖ, ݉ሻ de la planta discreta obtenida con la 

MZT tiene la forma ௣ܰሺݖ, ݉ሻ ൌ ݊݊ሺ݉ሻ݊ݖ ൅ ൅ڮ ݊Ͳሺ݉ሻ. Sus coeficientes ሼ݊௡ሺ݉ሻ, ݊௡ିଵሺ݉ሻ, . .,݊଴ሺ݉ሻሽ son funciones continuas de m y asumen valores extremos para 0 ≤ m ≤ 1, 

i.e. ሾ݊௜ି , ݊௜ାሿ, ݅ ൌ Ͳ. . , ݊, ver por ej. Figura 3.10. Reemplazando con ௣ܰሺݖ, ݉ሻ en ܳሺݖ,݉) queda   
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 ܳሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௖൫݊௖,௡௖ ݖ௡௖ ൅ڮ൅ ݊௖,଴ ൯ሺ݊௡ሺ݉ሻݖ௡ ൅ڮ൅ ݊଴ሺ݉ሻሻ  (3.52)

Al reemplazar con ሾ݊௜ି , ݊௜ାሿ, ݅ ൌ Ͳ. . , ݊ en los coeficientes de (3.52) y sumarle los 

respectivos coeficientes de (3.51), se obtienen los coeficientes del denominador de lazo 

cerrado ሾܽ௜ି , ܽ௜ାሿ, ݅ ൌ Ͳ. . , ݈݊, donde ݈݊ ൌ ݊ ൅ ݊ܿ. Así se conforma el polinomio intervalo 

cuya estabilidad se analiza con el Teorema 3.1 (o el Lema 3.1). 

 

Observación 3.4. Dado que los extremos de cada coeficiente ݊௜ሺ݉ሻ no necesariamente 

ocurren para el mismo valor de m, el uso de este enfoque, que requiere calcular máximos y 

mínimos, dará un resultado en cierto grado conservativo. 

Ejemplo 3.4: A continuación se aborda el mismo problema del Ejemplo 3.2 con este 

enfoque de estabilidad robusta. Sea el denominador de lazo cerrado con l=1   

ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ   ൌ ଶݖ െ ݁ି௔௛ݖ ൅ ݇௖ ௣ܰሺݖ,݉ሻ (3.53)ܽଶ ൌ ͳ, ܽଵ ൌ ݇௖݊ଵ/ܽ  െ ݁ି௔௛, ܽ଴ ൌ ݇௖݊଴/ܽ 

Donde ݊ଵ ൌ ሺͳ െ ݁ି௔௛௠ሻ y ݊଴ ൌ ݁ି௔௛௠ െ ݁ି௔௛ 

La aproximación del numerador es ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௕ሺݖ ݉ ൅ ͳ െ݉ሻ.  
Los máximos y mínimos, coinciden para el numerador aproximado y el exacto, ሾ݊ଵି , ݊ଵାሿ ൌሾͲ, ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ ሿ, ሾ݊଴ି , ݊଴ାሿ ൌ ሾͲ, ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻሿ 
Entonces, la familia correspondiente a los vértices de esta caja A está definida por ܫ௩ሺݖሻ: ൌ ሼݖଶ ൅ ܽଵି ݖ ൅ ܽ଴ି ; ଶݖ  ൅ ܽଵି ݖ ൅ ܽ଴ା; ଶݖ  ൅ ܽଵାݖ ൅ ܽ଴ା; ଶݖ  ൅ ܽଵାݖ ൅ ܽ଴ି ሽ 
Donde {ܽଵି ൌ െ݁ି௔௛; ܽଵା ൌ ௞೎൫ଵି௘షೌ೓൯௔ െ ݁ି௔௛; ܽ଴ା ൌ ௞೎൫ଵି௘షೌ೓൯௔ ;   ܽ଴ି ൌ Ͳ} 

En este caso, como el coeficiente de segundo orden permanece constante se puede usar el 

resultado del Lema 5.5 (i.e. I(z) es estable si y sólo si ܫ௩ሺݖሻ es estable). 

 

El polinomio en el vértice {ܽଵା; ܽ଴ି } es el polinomio para retardo nulo, mientras que en el 

vértice {ܽଵି ; ܽ଴ା} es para retardo igual al período de muestreo. Si bien, los polinomios en los 

otros dos vértices son ficticios, dado que no pueden ser alcanzados para ningún valor de 

retardo, deben ser evaluados según lo previsto por el teorema. En este sistema en particular, el 

polinomio en el vértice ሼܽଵି ;  ܽ଴ି ሽ resulta: ݖଶ െ ݁ି௔௛ݖ. Este polinomio es estable si y sólo si |݁ି௔௛| ൏ ͳ y esto ocurre si y sólo si a>0. Es decir, si la planta es inestable no se puede probar 



Cap. 3.  Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas LTI con retardos 
constantes en la red de comunicación 

107 

 
la estabilidad en el polinomio del vértice ሼܽଵି ;  ܽ଴ି ሽ y por tanto no se puede garantizar que el 

sistema sea robustamente estable para todo retardo acotado por h utilizando este método.  

 

Observación 3.5. En el ejemplo 3.4 se puede observar que el método propuesto permite 

reducir la evaluación de estabilidad a sólo un conjunto de polinomios en la familia. Sin 

embargo la selección de máximos y mínimos de los coeficientes lleva a la evaluación de 

estabilidad de algunos polinomios ficticios, entre los que se puede encontrar por ejemplo un 

polinomio de lazo abierto cuya estabilidad depende de la planta original. 

 

3.4 Efecto del retardo sobre índices de performance 

En esta sección se analiza la incidencia de los retardos de comunicación en el desempeño de 

los sistemas de control. Como medida de la performance se considera una que relaciona 

ciertos términos asociados con la respuesta temporal con la ubicación de los polos y ceros de 

lazo cerrado definida en la sección B.1 de Apéndice B.  

 

En primer lugar se presenta una proposición (cualitativa) que permite clasificar si cierto tipo 

de plantas controladas son estables para todo valor de retardo, o se inestabilizan debido a su 

presencia. En este segundo caso, se determina que hay mas posibilidad de que las raíces 

salgan del círculo unitario por el semiplano derecho, es decir en la región de baja frecuencia, 

por lo que tales raíces son las que dominaran la respuesta temporal. 

Para el caso de plantas de grado relativo uno, se prueba que la evolución de las raíces del 

polinomio de lazo cerrado en función del retardo puede ser analizada como un simple caso de 

la técnica del lugar de las raíces “root-locus”. En particular, la evolución para retardos entre 

lh y (l+1)h, va desde los polos de cierta función transferencia hacia sus ceros, los cuales no 

llegan a ser alcanzados porque, a diferencia de la técnica estándar de “root-locus”, aquí la 

ganancia de realimentación varía desde 0 hasta 1 (y no hasta ∞).   

Sin embargo este resultado para plantas de grado relativo uno no puede ser extendido para 

plantas de grado relativo superior debido a la variación no lineal de los coeficientes del 

numerador en función de la parte fraccional del retardo. Para tales plantas se puede utilizar la 

Proposición 3.3, y complementarla con la evaluación de otros polinomios, a los efectos de 

concluir sobre como es afectada la performance cuando los retardos crecen (sin necesidad 
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claro está, de calcular exactamente las raíces). Esto se analiza en el caso de estudio de 

(Felicioni & Junco, 2005), donde en particular se observa que las raíces del denominador de 

lazo cerrado que dominan la evolución temporal son aquellas originales del lazo cerrado sin 

retardo que se desplazan con motivo de la aparición y aumento del retardo, dado que son las 

únicas en el semiplano derecho del circulo unitario.  

3.4.1 Evolución de los polos de lazo cerrado ante retardos crecientes  

Aquí se presenta una proposición, para cierto tipo de plantas y controladores, que permite 

verificar la forma en que un sistema controlado discreto tiende hacia la inestabilidad cuando 

el retardo aumenta. 

 

Proposición 3.3. Estabilidad y retardo.  

Se consideran plantas continuas PTn estables (sin ceros), pudiendo admitirse polos en cero 

(i.e., integradores en cascada con una PTn), con retardo ݈ ݄ ൏ ߬ ൏ ሺ݈ ൅ ͳሻ ݄. El controlador es 

diseñado (sin polos inestables) tal que se verifice que ݀ห ଴ܲ൫݁௝ఏ൯ห/݀ߠ ൐ Ͳ y ݀ arg ଴ܲ൫݁௝ఏ൯ ߠ݀/ ൐ Ͳ, para toda frecuencia, siendo ଴ܲሺݖሻ definido en (3.32). 

a) Si ห ଴ܲ൫݁௝ఏ൯ห ൐ ݇௕,  
- entonces el sistema es estable independientemente del retardo (para todo 

retardo positivo). 

b) Si ห ଴ܲ൫݁௝ఏ൯ห ൏ ݇௕ para alguna frecuencia,  

- entonces la estabilidad depende del retardo. 

Demostración: Si la planta continua no tiene ceros, entonces vale 

 ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ݇௕ ሻ݉,ݖ௡ሺܤ  (3.54)

y en (3.37) resulta 
ሻߠሺߪ  ൌ ଵห௉బ൫௘ೕഇ൯ห ௗሺห௞್ ஻೙൫௘ೕഇ,௠൯หሻௗఏ െ ห௞್ ஻೙൫௘ೕഇ,௠൯หห௉బ൫௘ೕഇ൯หమ ௗሺห௉బ൫௘ೕഇ൯หሻௗఏ    (3.55)

Para cada valor de m, la derivada parcial de la magnitud de ܤ௡ሺݖ,݉ሻ con respecto a θ es 

menor o igual a cero para toda frecuencia. Es decir, 

   ݀ሺห݇௕ ௡൫݁௝ఏܤ , ݉൯หሻ/݀ߠ ൑ Ͳ  (3.56)



Cap. 3.  Estabilidad y performance de sistemas distribuidos de control: Sistemas LTI con retardos 
constantes en la red de comunicación 

109 

 

Usando la hipótesis de 
ௗሺห௉బ൫௘ೕഇ൯หሻௗఏ ൐ Ͳ y expresión (3.56) en (3.55), entonces se puede 

garantizar que ߪሺߠሻ ൏ Ͳ. Es decir, según lo definido en criterio simplificado de Nyquist 

(Apéndice B), el signo es siempre positivo. Además, de acuerdo a la hipótesis de planta y 

controlador estables, la suma neta debe ser nula, es decir se debe tener la misma cantidad de 

cruces CL con signos negativos y positivos.  

Como no hay cruces con signo negativo, dado que ߪሺߠሻ ൏ Ͳ, entonces no puede haber 

cruces a la izquierda del punto crítico (no deben existir CL). Por tanto, sólo son admisibles CR 

en las frecuencias de intersección. Para satisfacer CR se debe verificar (3.43). 

Si vale hipótesis a), y como ห݇௕ ܤ௡൫݁௝ఏ, ݉൯ห ൏ |݇௕| para todos θ, m y n, entonces se verifica 

(3.43) para toda frecuencia, y el sistema es siempre estable (lo que equivale a estable 

independientemente del retardo). 

Si vale hipótesis b), existe algún valor de frecuencia donde ห ଴ܲሺ݁௝ఏሻห ൌ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ห. Si 

para algún par (m, l) esta frecuencia es también una de cruce, es decir satisface la ecuación 

(3.34), entonces el sistema es inestable y la estabilidad depende del valor del retardo.  

Si además vale ห ௣ܰ൫݁௝ఏכ , ݉ଵ൯ห ൐ ห ଴ܲሺ݁௝ఏכሻห, entonces para cualquier frecuencia de cruce 

(3.34) no vale CR, por lo que el sistema resulta inestable.     ฀ 

 

La performance en función del retardo puede caracterizarse de acuerdo a la ubicación de los 

polos y ceros de lazo cerrado.  

Mientras que la estabilidad está relacionada sólo con la ubicación de los polos. Por esto, a 

continuación se interpreta el resultado de la Proposición 3.3 con la hipótesis b).  

 

Interpretación 3.1: Polos de lazo cerrado 

A partir de Proposición 3.3 se observa que a medida que aumenta el retardo, el argumento 

de ௣ܰ se hace más negativo y entonces las frecuencias de cruce (3.34) se reducen. Por esto, la 

mínima frecuencia de intersección se vuelve determinante para el estudio de la estabilidad, 

ver por ejemplo Figura 3.6 derecha y Figura 3.5 izquierda. Es decir, la posibilidad de que el 

sistema se inestabilice está asociada al primer cruce, que se produce en la región de más baja 

frecuencia (a mayor retardo menor frecuencia del primer cruce). Por tanto, si las raíces del 

denominador salen del círculo, lo hacen por la sección del círculo en el semiplano derecho del 

plano complejo z.  
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Como existe una continuidad de tales raíces, si éstas salen del círculo en el semiplano 

derecho para un valor de retardo, en un entorno del retardo, estarán cerca del círculo. Sin 

embargo no queda claro como las mismas evolucionan desde su ubicación para retardo nulo 

hasta que alcanzan este entorno.  

 

Los ceros de la función de lazo cerrado son las raíces de ௣ܰሺݖ,݉ሻy del controlador (si no 

hay cancelaciones polo-cero entre planta y controlador). Si es posible utilizar la aproximación ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ en lugar de ௣ܰሺݖ,݉ሻ, los ceros de la función de lazo cerrado se encontraran en el 

eje real negativo y por ello serán ceros de alta frecuencia.  

Entonces, la presencia de estos ceros inducidos por el retardo no afecta la respuesta 

temporal del lazo cerrado, que queda dominada por los polos (de baja frecuencia de acuerdo a 

la Interpretación 3.1). 

3.4.2 Ubicación de las raíces – Caso particular de grado relativo uno 

En el caso particular de tener una planta de grado relativo uno, el uso de la aproximación del 

numerador de la planta (3.17) permite estudiar la evolución de las raíces de lazo cerrado 

utilizando los conceptos de “root-locus” como se propone a continuación.  

 

Sin pérdida de generalidad, se muestra este método aplicándolo al sistema propuesto en 

Ejemplo 3.2.  

Si se usa ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ se puede reescribir el denominador de lazo cerrado (3.24) como 

ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ   ൌ ሻݖ௖ሺܦሻݖ௣ሺܦ௟ݖ ൅ ݇௖݇௕ ൅݉ ݇௖݇௕ ሺݖ െ ͳሻ (3.57)

En (3.57) el polinomio constante es ݖ௟ܦ௣ሺݖሻܦ௖ሺݖሻ ൅ ݇௖݇௕.  

Definición 3.5: Ganancia de lazo constante de ܦ௅஼ሺݖሻ. Se define a la FT כܮሺݖሻ ൌ௞೎௞್ሺ௭ିଵሻ ௭೗஽೛ሺ௭ሻ஽೎ሺ௭ሻା௞೎௞್ como una ganancia de lazo constante asociada con ܦ௅஼ሺݖሻ. 
 

A partir de esto, se propone analizar la evolución de las raíces de lazo cerrado con la técnica 

“root-locus” siendo la constante k del método estándar igual a m, que en este caso está 

acotada entre 0 y 1. El crecimiento de m implica la disminución del retardo.  
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Observación 3.6. A diferencia de la técnica estándar donde el lugar de las raíces evoluciona 

desde los polos a los ceros de L*(z), aquí como k=m está acotado superiormente por 1, los 

polos no llegan nunca a los ceros. Los limites para k=1 son los polos para m=1 y un polo en 0, 

es decir la evolución de los polos de L*(z) termina en los polos de ݖ௟ܦ௣ሺݖሻܦ௖ሺݖሻ.  
La aplicación de este se muestra a través del siguiente ejemplo numérico. 

 

Ejemplo 3.5: En este ejemplo se analiza la evolución de los polos de lazo cerrado para el 

sistema presentado en Ejemplo 3.3. El denominador de lazo es  

ሻ݉,ݖ௅஼ሺܦ   ൌ ݖ௟ሺݖ െ ݁ି௔௛ሻ ൅ ݇௖݇௕ ൅݉ ݇௖݇௕ ሺݖ െ ͳሻ (3.58)

cuyo polinomio invariante es ݖ௟ሺݖ െ ݁ି௔௛ሻ ൅ ݇௖݇௕, por lo que כܮሺݖሻ ൌ ௞೎௞್ሺ௭ିଵሻ ௭೗൫௭ି௘షೌ೓൯ା௞೎௞್. 

 

Retardo inferior al período de muestreo: Sea kc=2 y l=1. Como se ve en Figura 3.9, las 

raíces evolucionan desde los polos (indicados con cruces) a los ceros (indicados con círculos), 

que en este caso son: c1=1 y c2=–∞ (para k tendiendo a ∞). Para k=1, los mismos se quedan 

definitivamente en el valor ݌ଵ ൌ ݁ି௔௛ െ ݇௖݇௕, que resulta ser el polo de lazo cerrado para 

τ=0, y el polo en ݌ଶ ൌ Ͳ.  

Los polos de כܮሺݖሻ son complejos conjugados, y se transforman en los dos polos reales 

mencionados. Es decir, una de las raíces complejas va a un valor positivo ݌ଵ y la otra va hacia ݌ଶ, por tanto el punto de ruptura (donde la trayectoria sale del eje real hacia la parte 

imaginaria) se encuentra a la derecha del eje imaginario (entre 0 y ݌ଵ).   

Se puede observar en Figura 3.9 que el efecto que produce el aumento del retardo varía de 

acuerdo a si los polos se mueven sobre el eje real, donde se van juntando hasta el punto de 

ruptura, que si son complejos conjugados donde su radio crece hacia el circulo unitario.  

 

Verificación utilizando los índices de performance: Como el polinomio (3.53) para l=1 es 

de segundo orden, se pueden calcular exactamente los valores de r y θ requeridos para 

calcular los índices de performance Mp y Ts definidos en (B.8) y (B.9).  A cálculo hecho son ݎ ൌ ඥ݇௕݇௖  ඥሺͳ െ ݉ሻ y ߠ ൌ arccos ቀͲ.ͷ ඥ݁ି௔௛ െ ݇௕݇௖݉/ሺ݇௕݇௖ሺͳ െ ݉ሻሻቁ 

Cuando m decrece, r y θ aumentan. Entonces ܯ௣ ൎ ഏഇݎ ܭ ՛  y  ௦ܶ ൎ െ͵/݈݊ሺݎሻ݄ ՛. Es decir, 

ambos parámetros de la RT aumentan para retardos crecientes como se muestra en Figura 3.8.  
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Figura 3.8: Índices de performance vs. τ: a) Sobrevalor Mp, b) Tiempo de establecimiento Ts. 

 

Retardo superior al período: En Figura 3.9 se muestra la evolución cuando la parte entera 

del retardo vale l=1, 2 y 3. Se verifica la continuidad de las raíces. Además, con l creciente 

sólo se agregan raíces en el semiplano izquierdo del círculo. En relación con las raíces del 

semiplano derecho se aprecia que una vez que dejan el eje real (en τ<h) no vuelven.  

 

Figura 3.9: Evolución de los polos para retardos entre 0 y h, h y 2h y 2h y 3h. 

3.5 Caso de estudio 

Sea el sistema IT1 considerado en (Felicioni & Junco, 2005), el modelo de un motor de 

corriente continua de imán permanente, y se asume la parte eléctrica despreciable con 

respecto a la parte mecánica (parte mecánica modelada como un PT1) y donde el integrador 

puro representa la posición del motor, ejemplo tomado de (Ogata, 1996). 
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ሻݏ଴ሺܩ  ൌ ͳ/ሺݏሺݏ ൅ ʹሻሻ   (3.59)

Las especificaciones del diseño son que el sobrevalor (Mp) no supere el 20% y el tiempo de 

crecimiento (definido al 5%) sea ≤1.5 seg, ver (Ogata, 1996). 

Con esto, la frecuencia natural de lazo cerrado es ω0≅4.2. Entonces, a partir del criterio 

empírico de (Åström & Wittenmark, 1997), ampliamente utilizado en el dominio de los NCS, 

el período de muestreo que se puede elegir para garantizar cierta performance en relación con 

la respuesta temporal del sistema es 0.2/ω0≤h≤0.8/ω0. Considerando este límite superior, h se 

elige 0.2 seg, entonces el modelo discreto es 

ሻݖௗሺܩ  ൌ ࣴ ቄଵି௘ష೓ೞ௦ ଵ௦ ሺ௦ାଶሻቅ ൌ ଴.଴ଵ଻଼ ሺ௭ା଴.଼଻଺ሻሺ௭ିଵሻሺ௭ି଴.଺଻଴ଷሻ   (3.60)

La función transferencia del controlador (3.61) satisface tales criterios de diseño (se cancela 

un polo estable de la planta con un cero del controlador) y kc=13.57. 

ሻݖሺܥ  ൌ ݇௖ ௭ି଴.଺଻଴ଷ௭ି଴.ଶ଺ସସ   (3.61)

La planta con retardo no múltiplo del período de muestreo discretizada con la MZT es  

ሻ݉,ݖௗሺܩ  ൌ ݇ ఈ೘ ௭మାఉ೘ ௭ାఊ೘௭೗ሺ௭ିଵሻሺ௭ି଴.଺଻଴ଷሻ  (3.62)

donde  

 

۔ۖەۖ
ۓ ௠ߙ ൌ ݄ܽ݉ െ ͳ ൅ ݁ି௔௠௛ߚ௠ ൌ ͳ െ ܽ ݄݉ ൅ ݄ܽ ൅ ݁ି௔௛ െ ݄ܽ݉ ݁ି௔௛ െ ʹ ݁ି௔௠௛ߛ௠ ൌ ݁ିଶ௠௛ െ ݁ିଶ௛ ൅ ݄ܽ݉ ݁ି௔௛ െ ܽ ݄ ݁ି௔௛݇ ൌ ݇௖/ܽଶ, ܽ ൌ ʹ    (3.63)

α, ȕ y Ȗ son funciones continuas y no lineales de m. Aquí, entonces  

௟ିݖ     ௣ܰሺݖ,݉ሻ ൌ ௟݇ିݖ ሺߙ௠ ଶݖ ൅ ݖ௠ߚ ൅ ௠ሻߛ  (3.64)

En este caso, la aproximación (3.17) es 

௟ିݖ     ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ ൌ ௟݇௕݇ିݖ ሺ݉ଶݖଶ ൅ ሺͳ ൅ ʹ݉ െ ʹ݉ଶሻݖ ൅ ሺͳ െ ʹ ݉ ൅݉ଶሻሻ   (3.65)

Donde ݇௕ ൌ Ͳ.ͷ ܽ ݄ ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ=0.065936. 

Los coeficientes de (3.64) y (3.65) son comparados, uno a uno, en Figura 3.10. 
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A continuación se analiza la estabilidad para retardos acotados por h y entre h y 2h, 

aplicando los métodos presentados en la sección previa.  

 
Figura 3.10: Comparación de los parámetros de Np(z,m) y de su aproximación. 

3.5.1 Criterio de Jury 

Cuando el orden de la planta y/o el controlador y/o la parte entera del retardo hace que el 

lazo cerrado tenga un orden superior a 1 no se pueden obtener resultados simbólicos usando el 

criterio Jury, ver 3.3.1. Por esto, la evaluación de las condiciones de Jury se puede hacer en 

general sólo de forma numérica (para m variando en un intervalo), tal como fue presentado 

originalmente en (Felicioni & Junco, 2005). Sin embargo, el uso del Criterio con la 

aproximación discreta simplifica el problema, lo reduce a la evaluación de sólo algunos 

polinomios, dando resultados muy exactos como se muestra a continuación. 

 

Retardo inferior al período de muestreo: el lazo cerrado del sistema (l =1) es  

ሻݖሺܪ  ൌ ݇  ௠ߙ ଶݖ ൅ ݖ௠ߚ ൅ ଷݖ௠ߛ ൅ ሺ݇ ߙ௠ െ ௖݌ െ ͳሻ ଶݖ ൅ ሺ݌௖ ൅ ݖ௠ሻߚ݇ ൅ ݇ ௠   (3.66)ߛ

El sistema de tercer orden (3.66) tiene un denominador de la forma (3.8) con n=3, ܽଷሺ݉)=1, ܽଶሺ݉ሻ ൌ ௠ߙ ݇ െ ௖݌ െ ͳ, ܽଵሺ݉ሻ ൌ   ሺ݌௖ ൅ ௠ሻ y ܽ଴ሺ݉ሻߚ݇ ൌ   .௠ߛ ݇

Debido a la no linealidad de α, β y γ en función de m, las cuatro condiciones de Jury son 

evaluadas numéricamente y mostradas en Figura 3.11. Todas las condiciones se satisfacen 

para τ<h, entonces todos los polinomios son Schur. 
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Esta evaluación numérica no presenta mayor ventaja que simplemente calcular los polos de 

lazo cerrado y (verificar su ubicación), para m variando en el continuo entre 0 y 1.  

 

 

Figura 3.11: Condiciones de Jury para el sistema de control vs. retardo (τ < h). 

Como fue adelantado, cuando se usa la aproximación discreta las condiciones de Jury son de 

tipo polinomial en m. Específicamente los coeficientes son: ܽଷሺ݉)=1, ܽଶሺ݉ሻ ൌ ݇݇௕݉ଶ െ݌௖ െ ͳ, ܽଵሺ݉ሻ ൌ ௖݌ ൅ ݇݇௕ሺͳ ൅ ʹ݉ െ ʹ ݉ଶሻ y ܽ଴ሺ݉ሻ ൌ ݇݇௕ሺͳ െ ʹ ݉ ൅݉ଶሻ. 
 

Reemplazando con los parámetros del controlador y la planta, se verifica que: 

Condición i. |ܽ଴ሺ݉ሻ| ൏ ܽ௡ ሺ݉ሻ: Como ܽ଴ ൏ Ͳ  entonces ܲሺ݉ሻ ൌ ܽ௡ ൅ ܽ଴ ൐ Ͳ. A cálculo 

hecho,  ܲሺ݉ሻ ൌ ͳ.ʹʹ͵͹ͻ െ Ͳ.ͶͶ͹Ͷ ݉ ൅ Ͳ.ʹʹ͵͹ ݉ଶque tiene raíces ݉ଵ,ଶ ൌ ሼͳ േ ʹ.ͳͳͶ ݆ሽ  ב 

(0, 1]. Además  ܲሺ݉ ൌ ͳሻ ൌ ͳ. Entonces ܲሺ݉ሻ ൐ Ͳ.  

Condición ii. ܲሺݖ ൌ ͳሻ ൐ Ͳ  ֞  ͳ െ ݁ି௔௛ ൅ ݇௖݇௕ ൐ Ͳ . Esta condición, independiente del 

retardo, se satisface si y sólo si el sistema con retardo nulo es estable.  

Condición iii.  െܲሺݖ ൌ െͳሻ ൐ Ͳ , es decir െͲ.8ͻͶ͹݉ଶ ൅ Ͳ.8ͻͶ͹ͷ ݉ ൅ ʹ.ͷʹ88 ൐ Ͳ, este 

polinomio no tiene raíces ∈ (0, 1]. Además െܲሺ݉ ൌ ͳሻ ൌ ʹ.ͷʹ. Entonces, ܲሺ݉ሻ ൐ Ͳ.  

Condición iv. |ܽ଴ଶ െ ܽଷଶ| ൐ |ܽ଴ܽଶ െ ܽଵܽଷ| . Tengo dos polinomios ܲሺ݉ሻ ൌ െͳ.͹ͳͻͻ െͲ.Ͳ8ʹ ݉ ൅ Ͳ.ͷͳͶ ݉ଶ െ Ͳ.͵ ݉ଷ ൅ Ͳ.ͳ݉ସ y ܲሺ݉ሻ ൌ െͲ.ͳ͹ͻͻ െ Ͳ.͵ͳ8 ݉ ൅ Ͳ.Ͳ8͸ ݉ଶ െͲ.ʹ ݉ଷ. Ninguno tiene raíces ∈ (0, 1]. Ambas condiciones se cumplen.  

Entonces el criterio de Jury garantiza que los polinomios son Schur, tal como se muestra 

gráficamente en Figura 3.11. 
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Retardo superior al período de muestreo: Para h<τ<2h (l=2), las condiciones de Jury deben 

ser evaluadas para el denominador de cuarto orden (3.8).  

La evaluación gráfica de estas condiciones exactas, con: a4=1, a3 = – pc –1, a2=pc+kα, a1= 

kβ y a0= kγ, se muestra en Figura 3.12. Claramente, la condición iv.b de (3.22) no se satisface 

para todos los retardos entre h y 2h. Por esto existe un τ* tal que para τ>τ* el sistema 

controlado se vuelve inestable. En este ejemplo   τ*=0.309 s . 

 

Figura 3.12: Condiciones de Jury para el sistema de control vs. retardo. h<τ<2 h. 

De manera similar que en τ<h, se puede aplicar el método de Jury al polinomio 

denominador con la aproximación discreta, es decir a  ܦ௅஼  ሺݖ,݉ሻ ൌ ସݖ െ ሺ݌௖ ൅ ͳሻݖଷ ൅ ሺ݇݇௕  ݉ଶ ൅ ଶݖ௖ሻ݌ ൅ ݇݇௕ሺͳ ൅ ʹ݉ െ ʹ ݉ଶሻݖ ൅ ݇ ݇௕ሺͳ െ ʹ ݉ ൅݉ଶሻ 
A cálculo hecho, uno de los dos polinomios P(m) de la mencionada condición iv-b tiene una 

raíz para m=0.484, que equivale a  τ=0.303 s . Este valor resulta muy cercano al exacto τ*. 

3.5.2 Evaluación de estabilidad mediante criterio de respuesta en frecuencia 

Aquí, se compara la RF de la aproximación discreta ܩ෠௣ሺݖ,݉ሻ, con la de MZT exacta ܩ௣ሺݖ,݉ሻ. Como ambas tienen el mismo denominador, se compara sólo la RF de los 

numeradores. Su proximidad permite analizar el problema de estabilidad para τ≤h, utilizando 

lo establecido en la Proposición 3.2. Se considera también, en tal gráfica, que τ ≤ 2h y se trata 

el re-ajuste que debe hacerse de la ganancia del controlador de manera de sea estable.  

En Figura 3.13 se muestra la RF de ௣ܰሺݖ,݉ሻ y ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ, para algunos m. Ambas tienen 

muy poca diferencia en la zona de baja frecuencia, en este ejemplo la zona de mayor interés 
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para análisis de estabilidad (ver resultado general en Anexo I). Por ello, el uso de la 

aproximación discreta es muy adecuado en un análisis frecuencial. 

 

 
Figura 3.13: Respuesta en frecuencia, método de lazo abierto Np(z,m)-θ+π y su aproximación. 

Al cancelar un polo estable de la planta con un cero del C(z), el denominador de la ganancia 

de lazo es ܦሺݖሻ ൌ   ሺݖ െ ͳሻሺݖ െ Ͳ.ʹ͸ͶͶሻ. En Figura 3.14 se muestra la RF de ܦሺݖሻ/݇௖ y se 

guarda además la RF de la aproximación discreta. La ganancia kc sólo puede modificar la 

magnitud (para kc inferior la curva de magnitud se desplaza hacia arriba).  

Dado que valen las hipótesis de Proposición 3.3, es decir 
ௗห௉బ൫௘ೕഇ൯หௗఏ ൐ Ͳ y 

ௗ ୟ୰୥௉బ൫௘ೕഇ൯ௗఏ ൐ Ͳ, y 

planta y controlador son estables, entonces en todas las intersecciones debe valer CR. Además, 

como ଴ܲሺͳሻ ൌ Ͳ existe un cruce de magnitudes (|D(z)| no siempre supera a |Np(z,m)|) y la 

estabilidad depende del retardo (hipótesis b de Proposición 3.3). 

En la gráfica de argumentos se observa que los cruces de ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ con m entre 0 y 1 con el 

argumento de D(z) están delimitados a la izquierda por en θ1
* y a la derecha por en θ2

*. Para 

este rango de frecuencias, como se ve en Figura 3.14 (de magnitud) se cumple CR, 

satisfaciendo Proposición 3.2 y por tanto el sistema resulta estable para τ≤h..  

La máxima ganancia, que puede tener el sistema con retardo entre 0 y h, que garantice la 

estabilidad de todo el intervalo, se puede calcular como kc < 
ቚ஽ሺ௘ೕഇభכ ሻቚቚே೛ቀ௘ೕഇభכ ,௠ୀ଴.ହቁቚ= 17.45165. Este 
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valor resulta un poco más conservativo que el exacto que se calcula con un proceso iterativo 

de prueba y error evaluando las raíces para 0 ≤ τ ≤h y que resulta ser kcM=17.829. 

Es posible verificar en Figura 3.14 que para τ=2h (m=1,l=2), el rango de frecuencias entre 

θ3
* y θ1

*, la magnitud no siempre verifica CR, (por ejemplo, en θ3
* no vale CR), por tanto 

existe una frecuencia de cruce para un retardo a partir de la cual se pierde la estabilidad.  

Para evitar la inestabilidad para τ≤2h, se puede reducir kc < 
ቚ஽ሺ௘ೕഇయכ ሻቚቚே೛ቀ௘ೕഇయכ ,௠ୀ଴.ହቁቚ= 11.2762.  

La ganancia máxima para retardos τ<h se obtiene calculando las frecuencias de intersección 

θq
* entre ambos argumentos para 0<m<1, y evaluando la expresión de magnitud, i.e. kcMA= หܦሺ݁௝ఏ೜כሻห/ห ௣ܰ൫݁௝ఏ೜כ , ݉ ൌ Ͳ.ͷ൯ห. La relación ganancia-retardo se grafica en la Figura 3.15 (se 

utiliza la magnitud para m=0.5 por tanto es apenas conservativo). 

 

 
Figura 3.14: Respuesta en frecuencia método de lazo abierto con el denominador. 

Observación 3.7. En este ejemplo se ve claramente que la utilización del criterio frecuencial 

permite, en una misma grafica, analizar la estabilidad y visualizar los cambios que pueden 
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hacerse en la ganancia del controlador cuando la parte del retardo múltiplo del período de 

muestreo sea distinta. 

 
Figura 3.15: Región de estabilidad, τ vs. kc. 

3.5.3 Evaluación de estabilidad mediante criterio robusto de polinomios 

Aquí se usa lo propuesto en sección 3.3.3. Los parámetros α, ȕ y Ȗ asumen un valor 

continuo entre dos extremos, ver Figura 3.1. Dado que el término asociado con z3 permanece 

constante se usa el Lema 3.1, es decir se evalúan solo 23 polinomios en los vértices. 

El polinomio invariante en lazo abierto es ଴ܲሺݖሻ ൌ ݖሺ ݖ െ ͳሻሺݖ െ Ͳ.ʹ͸ͶͶሻ y los parámetros 

hasta el grado dos (ܳሺݖ,݉ሻ ൌ ଶݖଶݍ ൅ ݖ ଵݍ ൅  ଴) se calculan al encontrar extremos de α, β yݍ

γ. La familia de polinomios I(z) es ܲሺݖሻ ൌ ଴ܲሺݖሻ ൅ ܳሺݖ,݉ሻ. 

 
Figura 3.16: Parámetros dentro de la caja delimitada por sus vértices. 

Los vértices de la caja A, Figura 3.16, son  ܸ ൌ ሼݍଶା ൌ Ͳ.Ͳ͹Ͳ͵ ݇ܿ, ଶିݍ ൌ Ͳ; ଵାݍ ൌ Ͳ.Ͳͻͻͳʹ ݇ܿ, ଵିݍ ൌ Ͳ.Ͳ͸ͳͷͷʹ ݇ܿ; ݍ଴ା ൌ Ͳ.Ͳ͸ͳͷͷʹ ݇ܿ, ଴ିݍ ൌ Ͳሽ . 
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Los vértices al usar la aproximación (3.65) se calculan como sigue: [0, 1] para mଶ, [1.5, 1] 

para ሺͳ െ ʹ mଶ ൅ ʹ mሻ, y [0, 1] para ͳ ൅mଶ െ ʹm. Estos máximos y mínimos, deben ser 

multiplicados por ݇௕ ൌ0.065936. Entonces, ෨ܸ ൌ ሼݍ෤ଶା ൌ Ͳ.Ͳ͸ͷͻ͵͸ ݇ܿ, ෤ଶିݍ ൌ Ͳ; ෤ଵାݍ ൌ Ͳ.Ͳͻ8ͻ ݇ܿ, ෤ଵିݍ ൌ Ͳ.Ͳ͸ͷͻ͵͸ ݇ܿ; ݍ෤଴ା ൌ Ͳ.Ͳ͸ͷͻ͵͸ ݇ܿ, ෤଴ିݍ ൌ Ͳሽ  
Las diferencias en los extremos de la caja, de los valores aproximados respecto a los 

exactos, son: +6.2% en q1, del 0.2% en q2 y -7.1% en q3.  

Debido a esta variación de los valores extremos (≤10 %), en lo que sigue se calcula la 

estabilidad usando los valores exactos V.  

Es posible verificar que los 8 polinomios de los vértices son estables para kc=13.57, y por 

tanto el sistema es estable para cualquier τ ≤ h. Más aún, si se considera el mínimo de ݍଵି ൌ  es posible verificar que para 0 < kc ≤15.35 el sistema es (robustamente) ,0<ߝ con  ܿ݇ ߝ

estable. El máximo radio espectral vale 0.9997 y es para ଺ܸ ൌ ଴ܲሺݖሻ ൅ ሺݍଶି ଶݖ  ൅ ݖ ଵାݍ ൅    .଴ାሻݍ
3.5.4 Performance ante retardos creciente  

En Tabla 1 se presentan los polos de lazo cerrado para algunos valores de m,  calculados con 

௣ܰሺݖ,݉ሻ y ෡ܰ௣ሺݖ,݉ሻ. Los polos son muy cercanos, dando un buen grado de validez a la 

utilización de la aproximación. En Figura 3.17 se ven los polos para algunos de estos retardos. 

τ/h Polos exactos Polos aproximados 
0 {0, 0.513±j.4584} {0,0.52±j 0.4662} 
0.25 {0.573 ± j 0.5062, -0.0201} {0.580 ± j 0.5114, -0.0233} 
0.5 {0.636 ± j 0.534, -0.0706} {0.644 +j 0.536, -0.0796} 
0.75 {0.69635 ± j 0.54646,-0.1447} {0.7043 ± j 0.54665, -0.1583} 
1 {0.7527 ± j 0.5471, -0.24113} {0.7599 ± j 0.5465, -0.2553} 

Tabla 1: Polos de lazo cerrado, exactos y aproximados. 
 

Como se puede ver en Figura 3.14 el primer cruce, cuando τ crece, se produce en baja 

frecuencia. Entonces, según  lo establecido en Proposición 3.3, si el sistema se inestabiliza, 

esto ocurre para 0<θ<π/2. Esto significa que existen raíces que salen del círculo en el 

semiplano derecho. 

Retardo inferior al período de muestreo: En este caso el polinomio característico es de 

tercer orden. Si ܦଷ ൌ ଵଶ଻௔యమ ሾͶܴଷ – ܵଶሿ ൏ Ͳ entonces un polinomio de tercer orden tiene una 

raíz simple y dos conjugadas, ver (Aranda, 1998) por detalles. Más aún, si R<0 entonces 

D3<0. Usando la aproximación del numerador para R definido en (Aranda, 1998) queda:  
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 ܴ ൌ ݇௖ଶ݇௕ଶ݉ସ ൅ ʹ݇௖݇௕݉ଶሺʹ െ ௖ሻ݌ ൅ ͳ െ ௖݌ ൅ ௖ଶ݌ െ ͵݇௕݇௖ሺͳ െ ʹ ݉ሻ  (3.67)

Como R es un polinomio en m, si sus raíces estuviesen entre 0 y 1 esto implicaría que hay 

algún cambio de signo (sino es positivo o negativo). En este caso, no tiene raíces en este 

intervalo y como R(m=0)= ͳ െ ௖݌ ൅ ௖ଶ݌ െ ͵ ݇௕݇௖ ൌ െͳ.8͹8, por tanto siempre es negativo. 

Por esto el polinomio denominador se puede reescribir como un polo simple p3 en cascada 

con un par de polos conjugados p1,2. Además, como el polo real es p3=a0/r
2 y a0 es negativo 

para todo m entonces también lo es p3. Este polo real negativo p3 es de alta frecuencia. Por 

tanto, la performance puede ser aproximada sin tenerlo en cuenta. 

 
Figura 3.17: Ubicación de polos. Sistema sin retardo.  τ=0.05s.  τ=0.1 s  τ=0.15 s  τ =0.2 s. 

Retardo superior al período de muestreo: Aplicando al polinomio de cuarto orden para 

h<τ<2h, el criterio en (Aranda, 1998) se establece la clasificación de los polos dependiendo 

de cierto valor que asuman las funciones D4 y V2 construidas seguidamente en función de los 

coeficientes del polinomio.  ܦସ ൌ Ͷܮ  ܽଶସ െ Ͷ ܰ ܽଶଶ ൅ ሺܭଶ െ ʹͲ ܭ ܮ െ ଶሻ ܽଶଶܮ 8 ൅ ͳ8 ሺʹܮ ൅ ሻܰ ܽଶܭ െ ʹ͹ܰଶ ൅ Ͷܮଷ െͳʹܮଶܭ ൅ ͳʹ ܭଶܮ െ Ͷܭଷ   

donde  ܮ ൌ Ͷ  ܽ଴   ܽସ ܭ , ൌ    ܽଵ   ܽଷ , ܰ ൌ   ܽ଴   ܽଵଶ ൅  ܽଷଶ  ܽସ , ܳ ൌ ͵  ܽଷଶ െ 8 ܽସ  ܽଶ  y ଶܸ ൌ ͳ͸ ܽସଶܽଶ ܽ଴ െ ͸ ܽଷଶ ܽ଴ ܽସ െ ͳ8 ܽସଶ ܽଵଶ െ ͵ ܽଷଷ ܽଵ ൅ ͳͶ ܽସ  ܽଵ  ܽଶ ܽଷ െ Ͷ ܽସ ܽଶଶ ൅ ܽଷଶ ܽଶଶ  

Se pueden remarcar las siguientes situaciones 
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 • ସܦ ൏ Ͳ    ֜    ଵ,ଶ݌ א ԧ ݕ ଷ,ସ݌ א Ը• ସܦ ൌ Ͳ ,ݕ   ଶܸ ൏ Ͳ ൠ ֜    ଵ,ଶ݌ א ԧ ݕ ଷ,ସ݌ ݈ܾ݁݋݀ א Ը ሺ݌ଷ ൌ •ସሻ݌ ସܦ ൐ Ͳ ,ݕ ܳ ൑ Ͳ    ݋     ଶܸ ൑ Ͳൠ ֜ ଵ,ଶ,ଷ,ସ݌ א ԧ   (3.68)

Considerando a la FT exacta D4 se evalúo numéricamente y se obtuvo como resultado que 

se anula para τc= 0.2925. Un análisis similar permite concluir que V2 es siempre negativo.  

Si se usa la aproximación, D4 es un polinomio de grado 10 y tiene una raíz en m=0.5691 que 

equivale a τ=0.2862, el cual es muy similar a τc.  

Entonces, para ambos casos vale lo siguiente: 

• Para h <τ <τc el polinomio tiene dos polos reales y un par de polos complejos. A 

partir de la continuidad del lugar de las raíces cuando el retardo pasa el umbral de h 

se verifica que el valor límite del polo p3 for τ → h + es el mismo al cual tiende el 

polinomio de segundo orden cuando τ → h - . 

• Cuando el retardo iguala τc hay un polo real doble y un par de polos conjugados. 

• Para retardos superiores a τc hay dos pares de polos complejos conjugados, un par en 

el semiplano derecho del círculo unitario y el otro en el izquierdo. 

El sistema se hace inestable para retardo τ >τ*. Figura 3.18 muestra el lugar de las raíces 

para los cuatro polos para una variación continua de τ. La transición hacia el comportamiento 

inestable queda determinada por los polos p1,2 que salen del circulo unitario por el semiplano 

derecho lo que verifica lo concluido con la Proposición 3.3. 

 

Figura 3.18: Ubicación de los polos para h< τ <2h. 
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Respuesta temporal – índices de performance  

El análisis de performance se hace para retardos desde 0 a τ*, donde se alcanza el límite de 

estabilidad. En todo este intervalo la FT de LC tiene dos ceros reales y sobre el eje real 

negativo (excepto cuandoτ es un múltiplo entero de h donde hay uno solo) y un par de polos 

complejos conjugados p1,2 estables y en el semiplano derecho.   

Otros polos se agregan en los tres sub-intervalos: el polo real negativo p3 en (0, h); dos 

reales negativos p3,4 en (h,τc); y los complejos conjugados p3,4 en (τc, τ*). 

 

Mapeando estos ceros y polos en el plano complejo s con la transformación z = esh y 

teniendo en cuenta lo establecido en sección A.5, se puede concluir que aquellos polos y ceros 

que pertenecen al eje real negativo son de alta frecuencia y por tanto es esperable que no 

tengan una considerable influencia sobre la respuesta temporal del sistema completo. 

Más aún,  para la TF discreta con un par de polos complejos conjugados en cascada con 

polos reales y ceros se pueden formular los siguientes postulados sobre los índices 

mencionados en Apéndice B, {(B.8) y (B.9)} (Franklin & Powell, 1980): 

• Los ceros reales afectan principalmente el sobrevalor Mp:  

- Para valores fijos de ξ y ωn asociados al par de polos complejos y el cero real 

tendiendo a -1, el sobrevalor Mp debe tender al Mp
PT2, que es sobrevalor del 

sistema continuo definido en el estado del arte (determinado por ξ y ωn). 

- Para ξ creciente, y constante ωn, y un valor fijo del cero, el sobrevalor crece 

con respecto a Mp
PT2. 

• La presencia de polos reales negativos modifica el tiempo de crecimiento, entonces 

cuando ξ crece (con ωn  constante), el tiempo debe crecer con respecto a Tr
PT2. 

De aplicar este análisis al caso de estudio surge que los índices de performance de lazo 

cerrado (sobrevalor y tiempo de establecimiento) pueden ser aproximado de manera muy 

precisa solo considerando el equivalente CT del par de polos  p1,2, i.e. el par de polos 

discretos de lazo cerrado que evoluciona hacia la inestabilidad con  retardos creciente.  

Esta evaluación aproximada de los índices se contrasta con los valores exactos obtenidos vía 

la simulación del sistema controlado, a los efectos de determinar su validez. En particular para 

retardos superiores a τc, i.e. cuando p3,4 son un par de polos complejos conjugados. 
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Validación numérica  

Los experimentos de simulación del sistema muestreado están basados en el trabajo de 

(Jumel, 2003). Sus resultados, mostrados en Figura 3.20 y Figura 3.21, muestran la evolución 

del sobrevalor y tiempo de establecimiento para el retardo entre 0 y τ*. Tales resultados son 

los considerados exactos (“exact”) y son los valores de referencia contra los cuales se 

contrastan los índices obtenidos vía la aproximación analítica (“approximate”).   

En Figura 3.19 se muestran el coeficiente ξ y la frecuencial natural ωn del PT2 aproximado 

en función de τ. Esto expresa la misma dependencia que fuera observada por el Z-grid bajo 

otra perspectiva. Ambos resultan de un mapeo vía z = esh del par de polos discretos p1,2 en un 

par de polos continuos s1,2 con respectivos ξ and ωn. Se puede ver que cuando el retardo 

aumenta ambos ξ y ωn se reducen. Entonces, es esperable que crezcan ambos el sobrevalor y 

el tiempo de establecimiento. 

 

Figura 3.19: a) Amortiguamiento ξ. ; b) Frecuencia natural ωn. 0<τ<τ*. 

 

Figura 3.20: Mp Exacto  y Mp Segundo orden . 0<τ <τ*. 

El sobrevalor aproximado es calculado usando (ea). Su evolución en función de τ se muestra 

en Figura 3.20 curva . El sobrevalor exacto, curva , es calculado por simulación. 

En Figura 3.21 se muestran tres curvas de tiempo de establecimiento: la exacta se 

corresponde a la simulación del sistema muestreado, y las curvas  y  se refieren a la 
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aproximación de segundo orden. La curva  se obtuvo intersecando la evaluación numérica 

de la respuesta exacta del sistema PT2 con una banda de desviación Δ de 5% alrededor del 

valor final, para todo valor de ξ(τ) y ωn(τ). Con esto, la curva  es una versión exacta del 

tiempo de establecimiento aproximado. La curva  se obtuvo con la aproximación (B.4). 

 

Figura 3.21: Ts exacto , Ts Segundo orden  y Ts aproximado . 0<τ <τ*  

Figura 3.20 y Figura 3.21 permiten concluir que la aproximación con el método propuesto 

de los índices de performance considerados es cualitativamente buena. Para verificar esta 

calidad de manera cuantitativa, se grafican los errores relativos en Figura 3.22, determinados 

de acuerdo a (3.69) y (3.70) en función de τ. Cuando τ crece, el error de Mp también. Este 

error esta siempre bajo el 5%. Para el tiempo de establecimiento, cuando τ crece, el error de 

Ts esta acotado por una banda de 3.5%, excepto en algunos puntos donde el tiempo de 

establecimiento tiene escalones temporales Figura 3.21. 

 ݁൫ܯ௣൯ ൌ ሺܯ௣ௌ஽ െܯ௣௉்ଶሻ/ܯ௣௉்ଶ ͳͲͲ%  (3.69)

 ݁ሺ ௦ܶሻ ൌ ሺ ௦ܶௌ஽ െ ௦ܶ௉்ଶሻ/ ௌܶ௉்ଶ ͳͲͲ%   (3.70)

 

Figura 3.22: a) Error de Sobrevalor. b) Error tiempo de establecimiento. 0<τ <τ*. 
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3.6 Conclusiones 

Se mostró que el enfoque discreto es más adecuado que otras soluciones basadas en 

aproximaciones continuas para estudiar la estabilidad de un sistema controlado con un retardo 

constante en la acción de control.  

Se presentaron tres métodos basados en el criterio de estabilidad de Jury, el criterio 

frecuencial de estabilidad de Nyquist y un criterio de estabilidad Schur de un polinomio 

intervalo, disponibles en la literatura, para determinar la estabilidad de un sistema controlado 

ante la presencia de un retardo constante, desconocido y acotado.  

 

Se mostró que la aplicación de los criterios frecuencial y de polinomio intervalo requiere el 

cálculo de ciertas cotas máximas y mínimas que dependen de la planta específica.  

En particular, el criterio frecuencial resulto más ventajoso dado que permite concluir en una 

única grafica sobre la estabilidad para retardos cuyo múltiplo entero del período de muestreo l 

sea distinto, sin necesidad de recalcular los polinomios cuyo orden dependen de l previstos 

por el método de polinomio intervalo. Además, permitió en el Caso de Estudio obtener un 

valor menos conservativo de la ganancia máxima que el sistema en función del retardo. 

Se presentó una aproximación discreta del modelo de la planta que depende sólo de su orden 

y grado relativo, su comportamiento frecuencial se analizó en Anexo I. Se usó esta 

aproximación para generalizar el criterio frecuencial y para convertir las condiciones de Jury 

en polinomios en función de la parte fraccional del retardo m. En el análisis frecuencial el uso 

de la aproximación discreta se justifica en que la zona de baja frecuencia, de mayor interés 

para análisis de estabilidad, las RF de la aproximación y la exacta, son muy cercanas.  

Se presentó la proposición 3.3 para ciertas plantas y controladores que permite inferir si 

existe una evolución hacia la inestabilidad para retardos crecientes. 

Se verificó que la modificación de la performance cuando el retardo aumenta puede ser 

evaluada visualizando ciertos índices estándares de sistemas de segundo orden que relacionan 

la respuesta temporal con la ubicación de los polos del lazo cerrado. Esto puede hacerse por 

dos motivos: 1) los polos de lazo cerrado que se van hacia la inestabilidad evolucionando a 

partir de los originales para retardo nulo son de baja frecuencia; 2) los ceros introducidos por 

el retardo no afectan la respuesta temporal del lazo cerrado porque son de alta frecuencia. 

 



 

CAPITULO 4  

4. F 

Estabilidad y performance de Sistemas Distribuidos de Control: Sistemas 
LTI controlados con Retardos Variables en la Red de Comunicación 

En este capítulo se consideran los retardos de variación arbitraria pero acotada inducidos por 

la red de comunicación en sistemas distribuidos de control. En particular, se considera un 

criterio de estabilidad de la literatura aplicable a plantas lineales, SISO y estables que 

restringe la respuesta en frecuencia de la sensibilidad complementaria del lazo cerrado en 

función del retardo. Este resultado puede usarse ya para verificar la estabilidad de un sistema 

de control dado, ya para asistir en el diseño de un controlador que tenga en cuenta a priori la 

presencia de retardos. En vista de este segundo objetivo, a partir de dicho resultado se 

proponen dos métodos de diseño de un controlador robusto frente al retardo. El primero de 

ellos considera un enfoque que opera sobre las normas H∞ de las funciones de sensibilidad del 

lazo cerrado, dado que la restricción establecida por el criterio mencionado se integra 

directamente al diseño a través de los pesos de las funciones de sensibilidad. Tal diseño se 

hace parcialmente en el dominio continuo vía la transformación bilineal. Para evitar posibles 

distorsiones introducidas por esta transformación se propone un segundo método que se 

formula completamente en el dominio discreto z. En el mismo se establecen restricciones 

sobre la zona de paso de la curva de lugar de la ganancia de lazo que luego son usadas para 

elegir compensadores lead-lag en el diseño loop-shaping del controlador en el plano de 

Nichols. El tratamiento exhaustivo de un ejemplo permite una evaluación intrínseca de ambos 

métodos y un análisis comparativo con otra técnica de la literatura. 

4.1 Introducción  

En muchas implementaciones de sistemas de control surgen particularidades que en general 

no son consideradas en la etapa de concepción del sistema, donde se utilizan técnicas clásicas 

de diseño de controladores. Esto provoca generalmente el deterioro de la performance 

esperable, siendo incluso posible la pérdida de la estabilidad en lazo cerrado. 
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La aparición de retardos se cuenta entre las características más frecuentes y perjudiciales en 

implementaciones en tiempo real de sistemas de control que comparten un recurso común, 

como una CPU o una red de comunicaciones.  

Estos retardos pueden ser variables en el tiempo dependiendo fundamentalmente de la 

forma en la cual se administra el recurso común. Por ejemplo, en el caso de una CPU los 

retardos aparecen cuando se tiene una planificación (scheduling) de tipo dinámica (Cervin et 

al., 2002), (Eker et al., 2000); o en el caso de una red de acceso aleatorio como CAN o 

Ethernet la parte más significante de la aleatoriedad del retardo está asociada a la espera en la 

cola (o buffer), ver secciones 2.2.1 y 2.2.4, (Tipsuwan & Chow, 2003) y referencias allí.   

4.1.1 Antecedentes 

El problema de estabilidad y performance ante retardos variables ha sido considerado en 

numerosos artículos (Nilsson, 1998), (Yook et al., 2000), (Zhang et al., 2001), (Richard, 

2003), (Hetel et al., 2006), (Cloosterman, 2008) (Sala, 2005), (Tipsuwan & Chow, 2003) 

entre otros. En la mayor parte de artículos de esta vasta literatura, se ha modelado el problema 

(basándose en alguna información extra del retardo como por ejemplo su máximo valor, el 

conjunto de valores específicos que puede asumir, etc.), se han analizado los efectos que 

causa en la performance del lazo de control y se han buscado medidas para la neutralización o 

atenuación de su efecto. 

 

La estabilidad del sistema no sólo depende del valor del retardo sino también de su 

variación. Por ejemplo, puede ocurrir que un sistema sea estable para ciertos valores 

específicos y constantes de retardo, τ=τi donde τi ∈ Fτ={τi con i=1..N}, y sea inestable cuando 

el retardo varía (τk=τi) asumiendo valores en la misma familia Fτ. Esto se muestra en el 

ejemplo, resumido a continuación, que fue tomado de (Cloosterman, 2008).   

 

Observación 4.1: En (Cloosterman, 2008) se presenta un sistema lineal de segundo orden ݔሷሺݐሻ ൌ ሻݐሺ ݑ ݇  que tiene un retardo en la acción de control y cuyo controlador es una 

realimentación de estados L=[50 11.7]. El sistema es estable para dos valores de retardo 

constante τ=0.2 h y τ=0.6 h. Sin embargo el sistema se vuelve inestable si el retardo varía 

entre ambos valores alternadamente (se puede comprobar observando que los autovalores de 

la matriz de lazo cerrado del sistema periódico no están todos dentro del círculo unitario). 
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Entonces, para abordar este problema, lo cual puede hacerse con diferentes enfoques, es 

necesario tener información sobre el retardo, su valor y la forma en la cual varía. 

 

Si el retardo asume su valor de forma aleatoria en un conjunto conocido y finito de valores, 

se puede usar un enfoque de tipo gridding LMI ver (Sala, 2005) y (Apkarian & Adams, 

1998). En este caso, se constituye una familia de matrices, donde cada matriz está asociada a 

un valor específico de retardo (ver modelado en (A.25) y en sección 4.5). Con esto, el sistema 

se transforma en un sistema de tiempo discreto conmutado DTSS (siglas de Discrete Time 

Switched Systems) que tiene asociado un número finito y conocido de modos. Luego, se puede 

ya bien verificar la estabilidad o sintetizar un controlador estable resolviendo un conjunto de 

inecuaciones lineales matriciales LMI (siglas de Linear Matrix Inequalities) de forma que el 

sistema DTSS tenga una función cuadrática de Lyapunov común  QCLF (siglas de Common 

Quadratic Lyapunov Function). Sin embargo, los métodos para resolver las LMI pueden 

volverse inefectivos cuando la cantidad de modos aumenta (Lin & Antsaklis, 2008).  

 

Un enfoque usado en numerosos artículos (Nilsson, 1998), (Nilsson et al., 1998), (Lincoln 

& Cervin, 2002) entre otros, parte de poder modelar al retardo como una variable aleatoria 

independiente y con una distribución de probabilidad conocida. En este caso el sistema es 

estocástico y la estabilidad se puede analizar en términos de la denominada estabilidad 

cuadrática media (MSS, por sus siglas de “mean square stability”). Específicamente, la MSS 

se garantiza evaluando si una función de costo estacionario asume un valor finito cuando el 

retardo τ(k) tiene determinada distribución de probabilidades. Conceptualmente, la MSS 

significa que puede existir una secuencia particular de retardos y ruido que hagan que el 

sistema se vuelva inestable, aunque la probabilidad de esto es nula, ver (Ji et al., 1991).  

 

Observación 4.2: El mismo sistema mencionado en Observación 4.1, es estable en términos 

MSS cuando el retardo, de distribución uniforme, varía en un intervalo acotado por τmax ∈ 

(0,h). Esto se puede verificar en Figura 4.1 a) donde se muestra que el costo cuadrático es 

finito. Sin embargo, tal como fue adelantado hay secuencias de este retardo como τk ={0.2h, 

0.6h, 0.2h,…} para la cual el sistema es inestable. Con esto, este resultado MSS es solamente 

válido en el caso mencionado de distribución del retardo. En Figura 4.1 b) se muestra la 

respuesta temporal del estado x1 a una condición inicial, con la secuencia τk inestable en rojo 

y con una secuencia particular del retardo (con distribución uniforme). 
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a)   b)   

  Figura 4.1: a) Costo J para distribución uniforme de retardo, b) respuesta temporal de x1 a una 
condición inicial, secuencia uniforme (azul) y secuencia {0.2, 0.6, ..} (rojo). 

 

A partir de lo remarcado en Observación 4.2, en este capítulo se considera la estabilidad no 

en términos probabilísticos sino en términos más generales que sean independientes de las 

secuencias que puedan asumir los retardos. En particular, se considera que el retardo puede 

variar en forma arbitraria en un intervalo acotado.  

 

En muchos artículos de la literatura que tratan el problema de retardo acotado, las 

condiciones de estabilidad son derivadas mayormente con un enfoque de estabilidad de 

Lyapunov, que incluyen los métodos basados en los funcionales de Lyapunov–Krasovskii (L-

K por sus iniciales) (Chen et al., 2007), (Gao et al., 2004); (Yu et al., 2005) (Yu et al., 2004) y 

los de CQLF (Cloosterman et al., 2006). La posibilidad de utilizar estos teoremas de 

Lyapunov surge a partir de modelar el problema de retardo acotado como un sistema nominal 

mas cierta perturbación, por ejemplo un análisis con politopo se considera en (Cloosterman, 

2008), (Richard, 2003), (Hetel et al., 2006), ver sección 2.2.5 por detalles. La elección entre 

las funciones QCLF o L-K es un problema aún abierto, pues tal como se remarca en 

(Cloosterman, 2008) para el caso de modelos de tiempo discreto no es necesariamente cierto 

que el uso de L-K dé resultados menos conservativos que las condiciones de estabilidad 

impuestas por QCLF (es decir, no se puede extender al caso DT las conclusiones de CT donde 

L-K da resultados menos conservativos que QCLF). 

En este trabajo se considera un resultado totalmente diferente presentado en (Kao & 

Lincoln, 2004) que propone condiciones de estabilidad en el dominio frecuencial para 

sistemas SISO con retardo acotado, con un teorema basado en el teorema de la pequeña 

ganancia. Este enfoque del dominio frecuencial, al menos en el caso continuo, ha sido 
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generalizado para los sistemas más generales MIMO en (Kao & Rantzer, 2007), a partir de la 

teoría ICQ (siglas de Integral Quadratic Constraint).  

4.1.2 Aportes del capitulo  

En (Kao & Lincoln, 2004) se presentó un teorema que garantiza la estabilidad robusta frente 

a retardos acotados que pueden variar en forma arbitraria para sistemas continuos. El teorema 

restringe la respuesta en frecuencia de la sensibilidad complementaria del lazo cerrado en 

función del retardo. Este resultado, que es aplicable a plantas continuas, SISO, y que fue 

extendido al caso discreto tras realizar cierta aproximación, puede usarse ya para verificar la 

estabilidad de un sistema de control dado, ya para asistir en el diseño de un controlador que 

tenga en cuenta a priori la presencia de retardos. En este segundo caso, la relación entre las 

respuestas frecuenciales de lazo abierto y cerrado no es clara en la zona donde la ganancia de 

lazo es cercana a uno, justamente la zona de interés de la función restrictiva de lazo cerrado 

planteada por el teorema. 

 

En este capítulo se propone un primer método que resuelve este problema mediante un 

enfoque que opera sobre las normas H∞ de las funciones de sensibilidad del lazo cerrado, 

aprovechando que el criterio de estabilidad se expresa en términos de la cota superior del 

módulo de una transferencia asociada al lazo cerrado. Tal diseño se hace parcialmente en el 

dominio continuo vía la transformación bilineal.  

La utilización de la transformación bilineal, típica en el diseño en frecuencia de sistemas 

discretos suele fundamentarse en la literatura en que i) es difícil representar gráficamente la 

respuesta en frecuencia porque ésta aparece en la exponencial compleja z = e jωh, y ii) no se 

puede extender el clásico diseño propuesto por Bode que utiliza las asíntotas para calcular los 

compensadores de tiempo discreto. Si bien el primer punto está resuelto hoy día, gracias al 

desarrollo de herramientas potentes de software, perduran ciertos preconceptos que descartan 

de raíz la alternativa de realizar un diseño en el domino discreto (plano z), ver comentarios en 

(Maciejowski & Samra, 1990) y (León de la Barra & Prieto, 1999).  

La existencia de estos preconceptos explica el hecho de que sólo en recientes artículos se ha 

analizado el comportamiento de sistemas discretos orientado al diseño de compensadores que 

resuelven el problema íntegramente en el dominio Z. Por ejemplo, con polos/ceros reales de 

primer y segundo orden (León de la Barra & Prieto, 1999) y polos/ceros complejos 
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conjugados (Messner, 2001). Estos diseños en el dominio Z evitan distorsiones en frecuencia 

(prewarping) y eventuales problemas numéricos introducidos por la bilineal (Ogata, 1996). En 

línea con esta tendencia, este capítulo presenta un segundo método de diseño, íntegramente en 

el dominio discreto, donde la función restrictiva asociada al retardo se convierte en 

restricciones de módulo y fase que posibilitan el loop-shaping de la ganancia de lazo 

mediante el uso de los compensadores mencionados. En particular se obtiene cierta restricción 

que vincula el margen de fase con el máximo retardo que podrá admitir el sistema de control.  

Si bien ambos métodos resuelven el problema de diseño robusto frente a retardos, utilizando 

un único controlador robusto frente a la presencia de retardos variables, se destacan los 

siguientes puntos de manera comparativa:  

• El método H∞ se realiza en CT, y el loop-shaping en DT por lo que el primero puede 

sufrir las distorsiones introducidas por la transformación bilineal, usada para mapear 

restricciones en tiempo continuo y luego discretizar el controlador obtenido, 

problema que el segundo no tiene.  

• El enfoque H∞ puede ser resuelto de manera iterativa por Matlab, pero no existe un 

control desde el punto de vista del diseñador sobre las soluciones del problema que 

arroje el software, lo que sí ofrece el segundo, si bien con la exigencia de requerir 

mayor conocimiento de la respuesta en frecuencia de sistemas discretos por parte del 

ingeniero de control.  

• Para el primer método se deben elegir los pesos de orden relativamente bajo, porque 

un elevado orden incrementa el orden del controlador que pueda ser obtenido vía el 

uso del software, mientras que una iterativa aplicación del método “loop-shaping” 

permite mantener el orden del controlador lo más bajo posible.  

Ambas técnicas se comparan con un resultado presentado en (Lincoln, 2002), donde se 

diseña un controlador con un método de dos pasos que primero ignora la red (y por lo tanto el 

retardo) y luego atenúa su efecto agregando dos compensadores D1 y D2, ver sección 

siguiente. En (Vatanski et al., 2009), también basándose en la medición o estimación del 

retardo, se usa como estrategia de compensación el predictor adaptable de Smith. Esto resulta 

en un caso particular de la estrategia de (Lincoln, 2002) con D1=G (G es la planta) y D2=0. 

A destacar del método aquí presentado en relación con el de (Lincoln, 2002): i) los pesos de 

las funciones de sensibilidad determinan las cotas de esta última integrando de manera directa 

al retardo en el diseño; y ii) no necesita de ningún artificio adicional, mientras que el 

controlador compensado referido necesita conocer exactamente el valor del retardo.  
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4.2 Formulación del problema y modelado matemático 

A continuación se presentan las hipótesis de modelado y se define cualitativamente el 

problema de estudio. Luego, se introduce el modelo matemático del problema y se citan los 

mencionados teoremas de estabilidad de tipo frecuencial. Por último, se resume el esquema 

compensado de (Lincoln, 2002), y se analizan críticamente los posibles problemas de su 

implementación. Esto permite justificar la elección de diseño de controladores robustos 

considerada en los métodos en la sección 4.3.  

4.2.1 Hipótesis de modelado y problema planteado  

Las propiedades del NCS consideradas aquí, ver sección 2.2.1 por detalles, son: muestreo 

periódico de la salida y de la planta; controlador (lineal y estacionario) y actuador (ZOH) 

manejados ambos por los eventos a su entrada. Entonces, los retardos en el instante k-ésimo 

del sensor al controlador τsc,k, del controlador al actuador τca,k y computacional τcomp,k del 

controlador pueden englobarse en un único retardo τk en la acción de control (τk = τsc,k+ τcomp,k 

+ τca,k). En la Figura 4.2 G(s) representa la planta, C(z) el controlador, Δ el operador del 

retardo concentrado y h el periodo de muestreo, las señales w, d, n y r son ruido de proceso, 

salida, de medición y de referencia respectivamente. 

 

Figura 4.2: Sistema controlado con retardo variable en la acción de control.  

 

Dependiendo de los procesos que intervienen en su aparición (protocolo de comunicación, 

congestión de la red, políticas de scheduling, etc.), τk puede caracterizarse como la suma de un 

retardo constante ߜҧ más uno variable J, que a menudo en la literatura suele llamarse Jitter, ver 

Figura 4.3. En este capítulo se considera el caso más general ߜҧ= 0. 
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Figura 4.3: Modelo del retardo. Parte constante ߜത más jitter J.  

 

En términos cualitativos, el problema considerado en este capítulo se formula de la siguiente 

manera: 

 

Estabilidad robusta frente a retardos variables acotados: Sea el sistema de control con la 

configuración de Figura 4.2, el problema enfocado aquí consiste en diseñar un controlador C 

tal que para todo retardo variable arbitrariamente y acotado, 0<τk<τmax, el sistema sea estable. 

4.2.2 Modelado matemático del sistema con retardo variable 

En la mayor parte de la literatura, el modelo en tiempo discreto de una planta lineal con 

retardo variable en la acción de control se describe matemáticamente en su modelo de 

Espacio de Estados (en sus siglas EE), aumentando el vector de estados y las matrices del 

sistema discreto tal como fue presentado en Apéndice A, ver referencias allí citadas o el 

resumen presentado en la sección A.2. Sin embargo, aquí se utiliza el enfoque de (Kao & 

Lincoln, 2004) que propone, en lugar de incorporar el retardo al modelo de la planta discreta 

como en el modelo en EE, transformar el retardo en una perturbación que afecta a un sistema 

realimentado sin retardo. Este modelo se presenta a continuación.   

 

Definición 4.1: Retardo variable y acotado Δ. Se define al operador retardo de la señal u(t), 

ver Figura 4.2, como (4.1) donde τmax es su cota superior. 

 ȟሺݑሻ ൌ ݐ൫ݑ െ ߬ሺ݇ሻ൯, Ͳ ൑ ߬ሺ݇ሻ ൑ ߬୫ୟ୶  (4.1)

El operador retardo (4.1), mostrado en Figura 4.2, puede ser transformado en dos caminos: 

uno directo (independiente del retardo) y uno de error (donde el error o perturbación depende 

del retardo). Con esta trasformación y tras una operación con la técnica de algebra de bloques 

se obtiene el diagrama de bloque de la Figura 4.4, gráfica tomada de (Kao & Lincoln, 2004).  

 

(k+1)hkh δ J

τ(k)

Entrada tSalida
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El camino de error está constituido por un derivador en tiempo discreto en serie con el 

operador Δ. 

 
Definición 4.2: Derivador de tiempo discreto ܤଵሺݖሻ. Se define a la FT discreta (4.2) como el 

derivador de la señal de entrada u(t). 

ሻݖଵሺܤ  ൌ ݖ െ ͳݖ  (4.2)

Los teoremas de (Kao & Lincoln, 2004) citados en la sección siguiente demuestran la 

robustez frente a la perturbación ΔF (conformada por ܤଵሺݖሻ en serie con el operador retardo), 

a partir del Teorema de la Pequeña Ganancia usando el diagrama de bloques de la Figura 4.4. 

 

Figura 4.4: Sistema de control con el retardo transformado en dos caminos: directo y error. 

4.2.3 Estabilidad en lazo cerrado 

A continuación se citan criterios de estabilidad para sistemas con retardo variable, en sus 

dos versiones lazo cerrado en CT, su versión mezclada planta CT y controlador DT y una 

aproximación de esta última planta DT y controlador DT. La versión CT es incluida con 

propósitos comparativos mientras que la aproximación DT-DT (Observación 4.4) será usada 

en la sección 4.2 para resolver el problema formulado en la sección 4.1.1. 

Sea G(s) una planta SISO en CT, estrictamente propia y estable (esta última hipótesis 

permite usar la teoría muestreada H∞) y un controlador C (CT) o (DT) que estabiliza el lazo 

cerrado para retardo nulo y considérese que el sistema de control es perturbado por el retardo 

variable τk, ver Figura 4.2. El siguiente teorema (Kao & Lincoln, 2004) que resulta de aplicar 

el Teorema de la Pequeña Ganancia al esquema de la Figura 4.4, constituye un criterio 

(gráfico) simple de estabilidad, para un sistema con un retardo de variación arbitraria y 

acotada. En DT este retardo puede no ser múltiplo del período de muestreo h.  
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Teorema 4.1: Teorema 1 de (Kao & Lincoln, 2004) Planta CT y Controlador CT:  

Sea el sistema de lazo cerrado con G(s) y C(s). El sistema es estable para cualquier retardo 

variable definido por (4.1) si se cumple 

 ቚ ீሺ௝ఠሻ ஼ሺ௝ఠሻଵାீሺ௝ఠሻ ஼ሺ௝ఠሻቚ ൏ ଵఛౣ౗౮ఠ , ߱׊ א ሾͲ,∞ሻ  (4.3)

฀ 

 

Observación 4.3: El término de la izquierda de la inecuación (4.3) es la función de 

sensibilidad complementaria ܶሺݏሻ ൌ ீሺ௦ሻ ஼ሺ௦ሻଵାீሺ௦ሻ ஼ሺ௦ሻ . Es decir, el Teorema 4.1 garantiza la 

estabilidad robusta frente a retardos si la magnitud, en función de la frecuencia, de ܶሺݏሻ esta 

superiormente acotada por cierta función que depende del retardo |ܶሺ݆߱ሻ| ൏ ͳ/ ሺ߬୫ୟ୶߱ሻ. 
 

Teorema 4.2: Corolario 1 de (Kao & Lincoln, 2004) Planta CT y Controlador DT:  

Sea el sistema de lazo cerrado con G(s) y C(z). El sistema es estable para cualquier retardo 

variable definido por (4.1) si para algún real ோܰ ൌ ߬ெ஺௑/݄ se cumple 

 ቤ ൫݁௝ఠ௛൯ͳܥ  ௔௟௜௔௦ሺ߱ሻܩ ൅ ሺ݁௝ఠ௛ሻቤܥ  ௗሺ݁௝ఠ௛ሻܩ ൏ ͳܰ|݁௝ఠ௛ െ ͳ|, ߱׊ א ቂͲ, ቃ  (4.4)ߨ݄

 
donde ܰ ൌ ඥہ ோܰۂଶ ൅ ہʹ ோܰ݃ۂ ൅ ݃  y  ݃ ൌ ோܰ െ ہ ோܰۂ  siendo ⎣NR⎦ el entero inferior más 

cercano a N.            ฀ 

 

En (4.4) la FT Gd es la discretización con un bloqueador de orden cero de G(s) que puede 

ser obtenida con la transformada Z y la ܩ௔௟௜௔௦ሺωሻ es (4.5). 

௔௟௜௔௦ሺ߱ሻܩ  ൌ ට∑ หܩ൫݆ሺ߱ ൅ ሻ൯หଶஶ௞ୀିஶ݄/݇ߨʹ   (4.5)

 

Como es mencionado en (Kao & Lincoln, 2004), para un período de muestreo bien elegido, 

(Chen & Francis, 1994), la suma de aliasing (4.5) converge a PZOH, es decir (4.6). 

௔௟௜௔௦ሺ߱ሻܩ   ൎ ௗ൫݁௝ఠ௛൯ (4.6)ܩ
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Entonces, con la aproximación (4.6), el lado izquierdo de la desigualdad (4.4) puede ser 

aproximado como (4.7). 

 ቤ ൫݁௝ఠ௛൯ͳܥ ௔௟௜௔௦ሺ߱ሻܩ ൅ ሺ݁௝ఠ௛ሻቤܥ  ௗሺ݁௝ఠ௛ሻܩ ൎ ቤ ሻݖௗሺܩ ሻͳݖሺܥ ൅ ሻݖௗሺܩ ሻቤݖሺܥ ൌ |ܶሺݖሻ| (4.7)

Reemplazando con (4.7) en (4.4), se obtiene la aproximación (4.8) del Teorema 4.2. Esta 

aproximación es equivalente a lo establecido para el caso discreto, Teorema 2 de (Kao & 

Lincoln, 2004). 

 หܶ൫݁௝ఠ௛൯ห ൏ ͳܰ|݁௝ఠ௛ െ ͳ|, ߱׊ א ቂͲ, ቃߨ݄  (4.8)

 

Observación 4.4: De la comparación entre las desigualdades (4.3) y (4.8) se deduce que 

existe una analogía entre las condiciones para la estabilidad robusta en los casos CT y DT. 

Esto es, el teorema establece que la magnitud en frecuencia del retardo debe ser una cota de la 

magnitud de la función de sensibilidad complementaria en DT. 

 

Tal como fue mencionado en Observación 4.4, la magnitud de T(z) debe estar acotada para 

toda frecuencia por la magnitud de BN
-1(z)=B1

-1(z)/N  la cual es   

 หܤଵሺe௝ఠ௛ሻห ൌ ݁௝ω௛ −ͳ  (4.9)

Se observa entonces que la magnitud de la función de primer orden B1
-1(z) es 

monótonamente decreciente y la constante N  sólo produce un desplazamiento, hacia la 

derecha o la izquierda, según sea N <1 o N>1, como se ve en Figura 4.5. Si la magnitud es 

representada en dB el cambio en N produce desplazamientos hacia arriba y abajo. 

 
Figura 4.5: B1, B2 y B3. Frecuencias límites y de cruce.  
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4.2.4 Crítica del esquema compensado ante retardo variable  

Una propuesta de diseño de un controlador discreto que satisface el problema enunciado en 

sección 4.2.1 se presentó en (Lincoln, 2002). A continuación se resume esta propuesta y se 

presentan ciertos índices de performance que serán utilizados más adelante. Luego, se 

analizan los problemas asociados con su implementación que se verifican en un ejemplo. A 

partir de esto se concluye que es más adecuado plantear un controlador robusto a los retardos 

tal como se hace en la sección 4.3. 

 

Esquema compensado de (Lincoln, 2002) 

Siguiendo una formulación similar a la del teorema de estabilidad robusta (4.26) en el 

trabajo de (Lincoln, 2002) se propuso un esquema de compensación de retardos variables, 

para retardos pequeños (acotados por h), ver Figura 4.6. Las ideas para una extensión de este 

esquema para retardos mayores que h se presentaron en (Lincoln, 2002 b). 

 

Este esquema se basa en medir la diferencia entre la señal de control que se aplica 

efectivamente a la planta y la que se debería aplicar (salida del controlador). Esta diferencia 

pasa a través de dos sistemas lineales estrictamente propios (D1 y D2) cuyas salidas se suman 

a las señales antes y después del controlador. Para calcular esta diferencia se requiere conocer 

los retardos τsc (su valor puede conocerse al recibir la medición en el controlador) y τac para lo 

cual se propone usar “time-stamps” enviados desde el actuador al controlador.  

Esta estructura es muy similar al predictor de Smith con modelo imperfecto del proceso. El 

caso particular D1=P y D2=0 resulta en el predictor de Smith clásico que fue considerado en 

(Vatanski et al., 2009). 

 

Para garantizar la estabilidad con este esquema compensado se debe satisfacer la inecuación 

(4.10) para ߱ ൏ ߨ ݄⁄  siendo ܵ ൌ ሺͳ ൅ ௗሻିଵܩ  ܥ  y ܦଵௗ  y ܦଶௗ  las versiones discretizadas de 

ambos compensadores. 

 ԡܵ ሺെܥሺܩௗ െ ଵௗሻܦ െ ଶௗሻԡܦ ൑ ԡܤଵି ଵ/ܰԡ  (4.10)

En esta estructura de control no se verifica la restricción de complementariedad.  
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Definición 4.3: Índice de estabilidad. Se define como índice de estabilidad ܳ௘௦௧௔௕  del 

esquema de control compensado, al siguiente término. 

 ܳ௘௦௧௔௕ሺ߱ሻ ൌ ԡܵ ሺെܥሺܩௗ െ ଵௗሻܦ െ ଶௗሻԡܦ  (4.11)

 

La performance se evalúa analizando la salida y (z) respecto a una señal de una perturbación 

w(z) de Figura 4.6, de donde  resulta la inecuación (4.12). 

 ԡݕԡ ൎ ԡܩௗܵԡ  ԡݓԡᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫฮ ௬೚ೝ೔೒೔೙ೌ೗ฮ ൅ ԡܩௗܵሺͳ ൅ ܥ ଵௗܦ െ ଶௗሻԡܦ ԡܰ ԡᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫฮݓଵԡ ԡܤ ௬ೕ೔೟೟೐ೝฮ   (4.12)

Esta ecuación difiere de la presentada en (Lincoln, 2002), debido a que allí la perturbación 

antecede a la planta (y por ello aparece un término multiplicativo de Gd).  

El primer término de (4.12) corresponde al aporte de la función de sensibilidad del sistema 

con el controlador original, y el segundo mide la influencia del jitter sobre la salida. Por esto, 

se considera el siguiente índice de performance definido originalmente en (Lincoln, 2002). 

 

Definición 4.4: Índice de performance. Se define como índice de performance ܳ௣௘௥௙  del 

esquema de control compensado, al siguiente término asociado con la salida sensible al jitter.  

 ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ ൌ ԡܩௗ ܵ ሺͳ ൅ ܥ ଵௗܦ െ ଶௗሻԡܦ  (4.13)

El compromiso entre estabilidad y performance propuesto en (Lincoln, 2002) se consigue 

eligiendo 

ଵሺ݆߱ሻܦ  ൌ ൜ൎ ሻݏሺܩ ܽݎܽ݌ ݏܽݐ݈ܽ ൎݏܽ݅ܿ݊݁ݑܿ݁ݎ݂ Ͳ ܽݎܽ݌ ߱ ൌ Ͳܦଶሺ݆߱ሻ ൌ ൜൏൏ ͳ ܽݎܽ݌ ݏܽݐ݈ܽ ൎݏܽ݅ܿ݊݁ݑܿ݁ݎ݂ ͳ ܽݎܽ݌ ߱ ൌ Ͳ   (4.14)

Como D2 no influye en altas frecuencias, con D1 se garantiza la estabilidad; y como D1 no 

influye en bajas frecuencias, con D2 se obtiene rechazo a la perturbación frente al jitter. 



  140 

 

 
Figura 4.6: Esquema Compensado de Lincoln. 

Análisis del compensador de (Lincoln, 2002) 

Se destacan las siguientes características:  

• Error estacionario debido a la perturbación 

Como ventaja, este método de compensación no necesita el modelo de la planta a bajas 

frecuencias. Pero así, la calidad del rechazo a perturbaciones de ese rango frecuencial queda 

librada a la bondad del diseño del controlador original, ya que como se observa en (4.12), la 

elección de D2 permite disminuir yjitter pero no yoriginal. 

• Time Stamping  

Si el time-stamping indicase un jitter diferente al real se podría llegar a inestabilizarse el 

lazo ante la incapacidad de la compensación para contrarrestar el efecto del retardo (esto se 

analiza en el Ejemplo 4.1). 

• Desempeño 

El uso de los compensadores D1 y D2 (Figura 4.6) produce una pseudo-sensibilidad 

complementaria entre la entrada r y la salida ỹ. Como en general D1 ≠G, entonces ỹ no 

coincide con y, la salida real de la planta. D1 actúa como un regulador (su salida tiende a 

cero), entonces la salida ỹ = y sólo en estado estacionario (limt→∞ ỹ =y). En el caso de D1 =G y 

D2 =0, (4.12) se simplifica  ฮ ݕ௝௜௧௧௘௥ฮ ൌ ԡܩௗԡ  ԡܰ ܤଵԡ ԡݓԡ y entonces la salida asociada al 

jitter depende de la RF de la planta. 
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Ejemplo 4.1: En el siguiente sistema tomado de (Lincoln, 2002), up(t) y d(t) tienen varianza 

unitaria, E[up(t)] = E[d(t)] = 0, E[up(t1) . up(t2)] = E[d(t1) . d(t2)] = δ(t1−t2),  E[d(t)]=0, y 

Bp=[35 – 61]T. ݔ. ൌ ቂ Ͳ ͳെ͵ െͶቃ ݔ ൅ ቂͲͳቃ ݑ   ൅ ݕ ,௉ݑ ௉ܤ ൌ ሾʹ ͳሿ  ݔ ൅ ݀ 

 

El objetivo es obtener un controlador, con periodo de muestreo h=0.05s, que garantice la 

estabilidad para una cota máxima de retardo τmax=h (N=1). 

 

Siguiendo lo propuesto en (Lincoln, 2002) se parte de un controlador LQG discreto 

calculado con τ=0 para el costo Jx siguiente: 

௫ܬ ൌ lim்՜ஶ     ͳܶ   නሺݔ ்ܳݔ ൅ ଶሻ்ݑ
଴  ݐ݀  

donde ܳ ൌ ቂʹ8ͲͲ Ͷ͹͵.͵Ͷ͹͵.͵ 8Ͳ ቃ. 
Con este controlador LQG no se garantiza la estabilidad del sistema para τmax variable entre 

0 y h, como puede verse en la Figura 4.7. Por esta razón en (Lincoln, 2002) se añade el 

compensador D1(s) de Figura 4.6 que cancela el comportamiento de la planta G(s) en altas 

frecuencias, donde D1(s)=s/(s+1)2 y D2(s)=0.  

En Figura 4.7 se ve la magnitud de la función lazo cerrado TLQG+D1 que satisface lo 

establecido por el teorema (4.10). 

Además, en la Figura 4.7 se observa que la sensibilidad S del diseño LQG tiene ganancia 

unitaria a baja frecuencia, por lo que el sistema no rechazará perturbaciones d con 

componentes de bajas frecuencias. Como se mencionó anteriormente, este criterio de diseño 

no permite eliminar el error a la perturbación, pues con el ajuste de D1 y D2 no se puede 

disminuir la función de sensibilidad en la zona de bajas frecuencias (con los compensadores 

se puede reducir la yoriginal pero no se puede actuar en yjitter). 

 

Uno de los problemas que puede afectar la implementación de éste esquema compensado 

radica en la dificultad de conocer con precisión el valor retardo del retardo total. 

Concretamente, el mayor problema es predecir el valor del retardo entre el controlador y el 

actuador al momento de que la señal de control es calculada (Nilsson, 1998).  
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Figura 4.7: Magnitud de T(z)y S(z), LQG  y LQG Compensado. 

 

A continuación se compara la performance del sistema con una simulación que tiene como 

entradas los ruidos de proceso y de salida (para los cuales se diseñó el LQG) en presencia de 

retardos independientes y uniformemente distribuido entre 0 y h en los siguientes tres casos: 

con el controlador LQG; con el esquema compensado considerando que se puede medir 

exactamente el valor del retardo y con el esquema compensado considerando que en la 

estimación del retardo existe un error acotado por el 50 % del periodo de muestreo. Esta 

última situación puede representar que los retardos τsc y τca son acotados por la mitad del 

periodo (por ej. en una red simétrica) y que la incerteza se adjudica sólo al retardo τca.  

 

 

Figura 4.8: Salida de la planta. 

En Figura 4.8 se muestra la salida inestable del sistema LQG en línea gris, para la secuencia 

simulada de ruidos y retardo. Hasta t=4 s, en el caso de tener error en la estimación del 

retardo, la salida (en línea de cota) tiene mayor oscilación en torno al valor cero que en el caso 
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del compensador sin error (línea entera). En el instante donde entra una perturbación de tipo 

escalón (en 4 s), se verifica que ambas respuestas son muy disimiles entre sí, y que el 

esquema compensado con errores no corrige la perturbación de manera eficiente.  

 

 

Figura 4.9: Entrada con retardo esquema compensado con errores. 

 

En Figura 4.9 se muestra un detalle entre 0 y 2 s de la entrada u(t-τ)  (línea entera), que es 

efectivamente el retardo sufrido por la entrada, y la entrada u(t-τerror) (línea de cota), con error 

en la estimación del retardo que es el valor efectivamente aplicado.  

 

A raíz de las dificultades relacionadas con una posible implementación de este esquema 

compensado, destacadas en este ejemplo, se justifica la elección de un enfoque de diseño de 

controlador robusto tal como se propone en la sección siguiente. 

4.3 Diseño de Controlador Robusto frente a retardos 

En esta sección el objetivo es trasladar las especificaciones de lazo cerrado, establecida por 

el retardo (4.8) y las estándares de performance presentadas en sección B.1 (ver también 

Figura B.5), a restricciones que asistan en la etapa de diseño de controladores.  

Como estas especificaciones son formuladas en función de la respuesta en frecuencia, se 

han presentado dos métodos de tipo frecuencial. 

El primero de ellos propone resolver este problema mediante un enfoque que opera sobre las 

normas H∞ de las funciones de sensibilidad del lazo cerrado, aprovechando que el criterio de 
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estabilidad se expresa en términos de la cota superior (función del retardo en el dominio 

frecuencial) del módulo de una transferencia asociada al lazo cerrado (4.8). El diseño H∞ 

planteado por este método se hace parcialmente en el dominio continuo vía la transformación 

bilineal, la cual puede provocar distorsiones en frecuencia y eventuales problemas numéricos.  

A los fines de evitar estos problemas, se presenta un segundo método de diseño, 

íntegramente en el dominio discreto, donde la función restrictiva asociada al retardo se 

convierte en restricciones de módulo y fase que posibilitan el loop-shaping de la ganancia de 

lazo mediante el uso de ciertos compensadores.  

4.3.1 Diseño robusto H∞ ante retardo variable acotado 

Problema mixto de sensibilidades H∞ 

Aquí se propone tratar al problema de control como un problema mixto de sensibilidades 

H∞. Un enfoque H∞ similar pero para el caso en CT, que usa el teorema (4.3), fue realizado en 

el trabajo de (Sename & Fattouh, 2005) contemporáneo con el realizado en el artículo de 

(Felicioni et al., 2005) cuyos resultados se presentan a continuación. 

 

El caso H∞  estándar (Chiang & Safonov, 2000) consiste en hallar un controlador C(s) que 

minimice la norma-∞ ||WSS, WTT||∞. Los pesos WS y WT son funciones de la frecuencia y 

sirven para obtener las formas deseadas de las respectivas sensibilidades sobre el eje jω (loop-

shaping). El controlador H∞ discreto se obtiene a partir del controlador H∞ estándar diseñado 

en tiempo continuo usando la transformación bilineal, bajo la cual las normas H∞  permanecen 

invariantes.  

Típicamente los pesos WS y WT son filtros pasa-bajos, pasa-altos o pasa-banda de órdenes lo 

más bajo posible para mantener pequeño el orden del controlador resultante (igual al de la 

planta aumentada con los pesos WS y WT) (Toivonen, 2000). Su selección no es, en general, 

una tarea trivial, por lo cual el proceso de diseño es usualmente iterativo, pudiendo 

simplificarse mediante el uso de herramientas de software, tal como la Toolbox de Control 

Robusto de MATLAB (Chiang & Safonov, 2000). A continuación se propone elegir estos 

pesos, en particular el que acota la función de sensibilidad complementaria, teniendo en 

cuenta además la restricción impuesta por el retardo.  
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Proposición para diseño robusto frente a retardos y perturbación  

El método aquí propuesto explota la libertad de elección de los pesos WS y WT a fin de 

resolver los problemas de rechazo de perturbaciones y robustez frente a retardos variables. Se 

presenta como el siguiente procedimiento. 

 

Procedimiento 4.1: Reglas para diseño H∞  robusto ante retardos 

Selección de WT: Se elige a fin de obtener estabilidad robusta frente a retardos variables.  

De acuerdo a (4.8) para alcanzar este requerimiento se debe satisfacer |T(z) N B1(z)|<1. Por 

lo tanto, se escoge el peso como (4.15). 

 ்ܹሺݏሻ ൌ ܰ ܾ݈݅݅݊ିଵሺܤଵሺݖሻሻ  (4.15)

La especificación de B1(z) se transforma al dominio continuo aplicando la transformación 

bilineal inversa a (4.15) y resulta ser (4.16).  

 ܾ݈݅݅݊ିଵ൫ܤଵሺݖሻ൯ ൌ ܾ݈݅݅݊ିଵሺݖ െ ͳሻ ൌ െʹs/ሺݏ ൅ ʹ/݄ሻ (4.16)

Selección de WS: Idealmente |WS (jω)| tiene la forma inversa de la deseada para |S(jω)| para 

satisfacer las especificaciones de diseño estándares mencionadas en sección B.3. Se lo 

implementa mediante un filtro pasa-bajo de orden n lo más pequeño posible tal como se 

sugiere en (Toivonen, 2000) 

 ௌܹሺݏሻ ൌ ͳ  ܤ ⁄ڄ ൫ݏ ൅ ଵ/௡߱଴்൯௡ܤ ൫ݏ ൅ ଵ/௡߱଴்൯௡ൗܣ  (4.17)

Con A<1, B>1.  

Además, para forzar un error estacionario nulo, se propone agregar a WS un término 1/s. En 

la práctica, y por problemas numéricos, este término es reemplazado por un factor 1/(s+ε), 

donde ε < 0 es una constante pequeña. 

Ejemplo 4.2: Aquí se propone resolver el mismo problema del Ejemplo 4.1 usando el 

método expuesto en la sección previa para diseñar un controlador H∞.  

En este caso especifico, el peso WT definido en (4.15) es: 

  ்ܹሺݏሻ ൌ െʹs/ሺݏ ൅ ͶͲሻ  (4.18)
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Mientras que el peso WS elegido es (4.19) con ε = 0.01, B=30, A=1/B y ω0T =13 rad/s 

seleccionada de manera de satisfacer la regla de (Åström & Wittenmark, 1997). 

  ௌܹሺݏሻ ൌ ͳ ⁄ܤ ሺݏ ൅ ܤ ߱଴்ሻ ሺݏ ൅ A ߱଴்ሻ⁄ /ሺs ൅ εሻ  (4.19)

Usando la función hinf de MATLAB se obtuvo el controlador C(s), en CT, que luego fue 

discretizado usando la transformación bilineal resultando (4.20). 

ሻݖሺܥ  ൌ ଶ.଴଺଺ଵሺ௭ାଵሻሺ௭ି଴.ଽହଵଶሻሺ௭ି଴.଼଺ଵሻሺ௭ି଴.଼ସ଼଼ሻሺ௭ି଴.ଷ଼଻଺ሻሺ௭ି଴.ଽ଴ହሻሺ௭ି଴.ଽ଻଼଺ሻሺ௭ି଴.ଽଽଽହሻ   (4.20)

Se puede verificar en Figura 4.10 y Figura 4.11 que con este controlador se resuelve el 

problema mixto de sensibilidades para retardo nulo y se garantiza la estabilidad para retardo 

acotado por h (dado que se satisfacen las especificaciones de diseño frecuencial). 

 
 

Figura 4.10: Magnitud de T, continua y discreta (para retardo nulo), Peso WT y B1. 

 

 
Figura 4.11: Magnitud de S, continua y discreta (para retardo nulo) y Peso WS. 
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Loopshaping vía diseño de S y T - Diseño en el Plano de Nichols – Messner Revisitado 

La función de lazo abierto puede ser representada en forma paramétrica en el plano 

magnitud-fase, plano de Nichols, siendo la frecuencia la variable implícita. Los denominados 

círculos M y N dibujados en dicho plano, forman los contornos donde la magnitud y la fase de 

T permanecen constantes respectivamente. Es decir, en este plano estos contornos son 

invariantes. Los puntos de intersección entre una dada L y tales círculos indicarán los valores 

que asumirán  magnitud y fase de lazo cerrado. Luego, el uso de tales contornos permite 

mapear juntos en el mismo plano requerimientos de lazo abierto y cerrado.  

Siguiendo el concepto de los círculos M y N, en (Messner, 2001) se desarrolló dos 

funciones para MATLAB, sbode y tbode las cuales pueden asistir en un diseño loop-shaping en 

el diagrama de Bode. La función tbode resulta de la combinación de los contornos obtenidos 

al plantear |T|=μ  

ሻߤሺ்ܯ  ൌ ۔ە
െcosሺԄሻۓ േ ටcosଶሺԄሻ ൅ ͳߤଶ െ ͳሺͳ െ ͳ/ߤଶሻ ߤ ് ͳെͳ/ʹsecሺԄሻ ߤ ൌ ͳ  (4.21)

 Ԅ்ሺߤሻ ൌ െܽܿݎcosൣ൫ሺͳ/ߤଶ െ ͳሻ|ܮ| െ ͳ൯/ሺʹ|ܮ|ሻ൧  (4.22)

 
Y sbode resulta de la extensión de la misma idea para la sensibilidad, contornos MS y φS  

para |MS |=μ. 

ሻߤௌሺܯ  ൌ െcosሺԄሻ േ ඥcosଶሺԄሻ ൅ ሺͳ/ߤଶ െ ͳሻ  (4.23)

 Ԅௌሺߤሻ ൌ െܽܿݎcosሾሺͳ/ߤଶ െ ͳ െ ሻሿ|ܮ|ʹሻ/ሺ|ܮ|  (4.24)

Del análisis de las expresiones (4.21) y (4.23), Messner destaca que ambas ganancias MT y 

MS dependen sólo de φ (L) (y no de |L|), y que ambas fases (4.22) y (4.24) dependen sólo de 

|L|. A partir de esto, formula un método de diseño que plantea las modificaciones, de una 

manera casi independiente, de fase y módulo de L para conseguir la satisfacción de 

requerimientos establecidos para las magnitudes y fases de S y T.  
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Comentario 4.1: La principal desventaja en el uso de sbode y tbode es que en el diagrama 

de Bode estos contornos dependen de la magnitud y fase de L las cuales son funciones de la 

frecuencia, por tanto cuando la ganancia de lazo cambie también lo harán dichos contornos 

objetivos. Es decir, los objetivos de diseño, mapeados como contornos no son invariantes en 

dicho diagrama, lo cual es indeseable.  

Las restricciones de lazo cerrado (círculos M y N) son invariantes también en un gráfico en 

coordenadas polares de magnitud y fase, es decir el lugar de Nyquist. Sin embargo en un 

gráfico de Nyquist, se requiere una reconstrucción completa del lugar de la ganancia de lazo 

cuando por ejemplo se cambia su ganancia de la ganancia de lazo. Por esto resulta mucho más 

conveniente utilizar la traza de la magnitud-fase y el lugar geométrico resultante forma una 

carta de Nichols (Kuo, 1996).  

Teniendo en cuenta lo dicho en el párrafo precedente y en el Comentario 4.1, aquí se 

propone realizar un diseño en el plano de Nichols. Específicamente, se consideran los 

contornos MT y MS teniendo en cuenta las observaciones de Messner y se agrega la función 

restrictiva introducida por el teorema de estabilidad frente a retardos variables. 

 

Mapeo de los requerimientos estándares  

La RF de la curva de lugar de L debe estar siempre en el exterior de ciertas regiones 

denominadas “prohibidas”.  

La principal de estas regiones resulta del análisis del requerimiento básico de estabilidad 

para retardo nulo del Teorema 4.2. Es decir, la fase φ (modificada vía C) debe ser superior que 

-π para las frecuencias inferiores que la de corte ω0. Luego, tal región queda delimitada a la 

derecha por el eje -π e inferiormente por el eje 0dB.  

Para incluir los requerimientos estándares de performance planteados para ambas 

sensibilidades, |ܶሺ݁௝ఠ௛ሻ| ൑ ͸ ݀ܤ y |ܵሺ݁௝ఠ௛ሻ| ൑ ͸ ݀ܤ para ߱ א ሾͲ,  ሿ, ver sección B.3 por݄/ߨ

detalles, se adicionan los círculos donde MT ≤ 6 dB y MS≤6dB.   

 

Finalmente, para satisfacer los requerimientos a)หܶ൫݁௝ఠ௛൯ห ൑ െͶͲ ݀ܤ para alta frecuencia y 

b) หܵ൫݁௝ఠ௛൯ห ൑ െͶͲ ݀ܤ  para baja frecuencia (ver sección B.3), se incluyen dos áreas 

admisibles de paso de L. La primera está limitada superiormente por la curva MS=−40dB (en 
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alta frecuencia) mientras la segunda está acotada inferiormente por MT=40dB (en baja 

frecuencia). El dibujo de L deberá cruzar estas últimas dos curvas. 

Figura 4.13 muestra secciones prohibidas (gris) y de paso (amarillo) y contornos MT y MS 

para algunos μ de interés. 

Además, en Figura 4.13 se identifican las siguientes frecuencias características del sistema 

de control: 

• Ancho de banda: ωb / |T(ωb)|= –3dB.  

• Frecuencia de corte de T: ω0T / |T(ω0T)|=0dB. 

• Frecuencia de corte de L: ω0 / |L(ω0)|=0dB. 

• Frecuencia de roll-off: ωC / |L(ωC)| =–6dB. 

• ωS / |L(ωS)|=2dB y ωR / |L(ωR)|= –7.65dB.  

• Frecuencias de cruce: ωπ / argumento(L(ωπ)) =(2k+1)π 

Nota 4.1: A partir de Figura 4.13 se obtiene que la fase de L debe satisfacer:  

φ(ω0)≥–5π/6,φ(ωS)≥–3.072, φ(ωC)≥ –3.072.  

 

 
Figura 4.13: Región prohibida y de paso. Contornos. 

 

Para incluir el retardo variable, caracterizado por su cota máxima, seguidamente se analiza 

la función BN definida previamente. 
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Análisis de de función BN  

Relación de frecuencias en el rango de interés de BN: La magnitud en función de la 

frecuencia de (4.9) es  

|ሻݖேሺܤ|  ൌ |ሻݖଵሺܤ|ܰ ൌ ʹܰ sinሺω݄/ʹሻ para Ͳ≤ω ≤π/݄  (4.25)

El rango de frecuencias de mayor interés para evaluar BN es –3dB<|BN
-1(ω)|<6dB, es decir 

está delimitado por ω1 y ω3 definidos en Figura 4.5 tal que |BN
-1(ω1)| = 6dB, |BN

-1(ω3)|= –3dB. 

Es de interés también conocer el valor de cruce |BN
-1(ω2)| para 0dB.  

Las frecuencias donde la magnitud de (4.25) valen ߤ௜ se calculan como sigue  

 ߱௜ே ൌ ʹ/݄ sinିଵ൫ͳ/ሺʹܰߤ௜ሻ൯  (4.26)

Siendo μ1=2 (6dB), μ2=1 (0 dB) y μ3=1/√ʹ(-3dB), se obtienen las frecuencias para tres 

valores de N en la siguiente Tabla 4.1. 

N ω1
N ω2

N ω3
N 

1 0.505/h π/(3h) π/(2h) 

2 0.2506/h 0.5053/h 0.7227/h 

3 0.1668/h 0.3349/h 0.4759/h 

Tabla 4.1: Valores de frecuencia de ߱௜ே para algunos μi en función de N. 

A partir de los valores de Tabla 4.1 se propone la relación de frecuencias (4.27) en el rango 

de interés de BN con respecto a N = 1. 

 ߱௜ே ൎ ߱௜ଵ/ܰ con ݅ ൌ ͳ,ʹ,͵  (4.27)

Esto permite establecer restricciones en las dos siguientes frecuencias típicas sobre la 

magnitud de T(z), enunciadas en el siguiente postulado. 

Postulado 4.1 

1. La frecuencia ω3
N ≈ π/(2hN) es una cota superior del ancho de banda ωb. 

2. La frecuencia ω2
N ≈ 1/(Nh) es una cota superior de la frecuencia de cruce ω0T.  

฀ 
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Aproximación de BN para N ≥ 1: Para pequeños valores de ω (hasta aprox. π/(2h)), |sin(ωh)| 

puede ser aproximada por |ωh|. Luego, reemplazando en (4.25) resulta (4.28). 

஻ሺܰ,߱ሻߤ  ൌ ͳ/൫ʹܰsinሺ݄߱/ʹሻ൯ ൎ ͳ/ሺ݄ܰ߱ሻ  (4.28)

Las cotas de (4.28) son más conservativas que las de (4.26), aunque más simples, para las 

frecuencias límites y de corte definidas en (4.29). 

 ෥߱௜ே ൌ ͳ/ሺ݄ܰߤ௜ሻ  (4.29)

De igual manera que en la sección anterior, pero ahora con la expresión aproximada (4.29), 

se puede obtener la relación de frecuencias en el rango de interés de BN con respecto a N de 

Tabla 4.2. Al comparar sus valores con los de Tabla 4.1 se puede concluir que los valores 

exactos y aproximados son muy próximos dando validez al uso de la aproximación (4.29).     

N ω1
N ω2

N ω3
N 

1 0.5/h 1/h π/(2h) 

2 0.25/h 0.5/h π/(4h) 

3 0.1667/h 0.333/h 0.4714/h 

Tabla 4.2: Valores de frecuencia de ෥߱௜ே para algunos μi en función de N. 

Mapeo de BN - Existencia de solución: Como |T| debe ser siempre inferior a BN para 

satisfacer el criterio de estabilidad, se reemplaza la constante μ en la expresión (4.21) por μB, 

que en este caso depende de la frecuencia, y que se define como (4.30). 

,஻ሺܰߤ  ߱ሻ ൌ ே|ିଵܤ| ൌ ͳ/ሺʹܰ sinሺ݄߱/ʹሻሻ  (4.30)

Procediendo de manera similar que en el caso de μ constante se obtiene la solución (4.31), 

en la misma se observa que MTB depende de N, φ y ω, por lo que no resulta invariante en el 

plano de Nichols.  

,߱,஻ሺ்ܰܯ  Ԅሻ ൌ
۔ۖەۖ
ୡ୭ୱሺமሻേඨୡ୭ୱమሺமሻା൬ଶேୱ୧୬ቀഘ೓మିۓ ቁ൰మିଵቀଵି൫ଶேୱ୧୬ሺఠ௛/ଶሻ൯మቁ    ߱ ݅ݏ ് ଶ௛  sinିଵ ቀ଴.ହே ቁെͳ /ʹsecሺԄሻ ݅ݏ ߱ ൌ ଶ௛ sinିଵ ቀ଴.ହே ቁ

   (4.31)
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Las soluciones ℜ de MTB existen donde el discriminante de (4.31) es no negativo. Esto es 

para los argumentos que satisfacen (4.32). 

 Ԅ ൏ arccosඥͳ െ Ͷ ܰଶ sinሺͲ.ͷ ሻଶߠ  (4.32)

Evaluando numéricamente (4.32) en función la frecuencia se obtiene la Figura 4.14 para 

frecuencias limitadas a la derecha por π/(2Nh), rango de interés de acuerdo al Postulado 4.1.    

 
Figura 4.14: Δ de MTB. 

En la región gris (Δ<0) de Figura 4.14 se indica la imposibilidad de intersección entre |T| y 

BN. En la sección blanca existen las dos soluciones ℜ de MTB, MTB
+ y MTB

-, de acuerdo al 

signo (+/-) en (4.26) y (4.31). Dentro de esta región solamente se considerarán las soluciones 

no negativas porque MTB es una magnitud.  

En Figura 4.15 y Figura 4.16 se muestran las soluciones MTB
+ y MTB

- (en escala logarítmica) 

como función de ω (eje z) y φ (eje x). En Figura 4.15 se observa que siempre MTB
+ >1 (o 

equivalentemente 20log10(MTB
+) > 0dB).  

En Figura 4.16 se observa una zona donde 20log10(MTB
-) resulta negativo la cual está 

delimitada a la izquierda por la curva (4.33), que resulta de resolver (4.31) con MTB
+ =1. 

 ߶ெ೅ಳୀଵ ൌ ߨ െ arccosሺͳ െ ܰଶ ൅ ܰଶ cosሺ݄߱ሻሻ  (4.33)

En el caso de N=1, esto determina una recta incluida en el plano 0dB de valor ߨ െ ݄߱, que 

une los puntos (φB=π,ω=0) y (φB=π/2, ω=π/2). A la derecha de esta recta MTB
- puede ser 

positiva o no tener solución. Para N>1 el argumento (4.33) puede ser razonablemente 

aproximado por la siguiente recta (4.34)  para 0 ≤ ω  ≤ π/(2N). 

 ߶ெ೅ಳୀଵ ൌ ߨ െ ݄ܰ߱ (4.34)
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Para satisfacer el criterio de estabilidad ambas soluciones de MTB deben superar la respuesta 

en frecuencia de L. Luego se concluye que MTB
- será la función más restrictiva sobre |L| si 

|L|≤1 (0dB) y MTB
+ será la más restrictiva en caso contrario. 

 

 
Figura 4.15: Superficie 20log10(MTB

+). 

 

 
Figura 4.16: Superficie 20log10(MTB

-). 

Mapeo de Retardo. Restricciones de lazo abierto 

A partir de lo expuesto en la sección previa se enuncia el siguiente postulado y se establecen 

las restricciones para la ganancia de lazo abierto.  

 

 

0

10

20

30

40

Μ    ΤΒ
(+)

2Nh
1 -2.5

-2

−π

φ

−π/2

ω  π
2Nh

0

Nh
1

2Nh
1 -2.5

-2

−π

φ

−π/2

ω  π
2Nh

0
-8

-6

-4

-2

0
Μ    (−)

M    <  0TB
( - )
TB
( - )

M    <  0

Nh
1

ΤΒ

M    >  0TB
( - )

M    >  0TB
( - )



Cap. 4. Estabilidad y performance de Sistemas Distribuidos de Control: Sistemas LTI controlados con 
Retardos Variables en la Red de Comunicación 

155 

 
Postulado 4.2: Margen de fase 

ω0 debe estar a la derecha de la curva (4.33). Entonces ߶ெ೅ಳୀଵ< ߶ሺ߱଴ሻ, es decir Mφ ≥ arccosሺͳ െ ܰଶ ൅ ܰଶ cosሺ߱଴݄ሻሻ  para ω0 ∈ [0, arccosሺሺെʹ ൅ ܰଶሻ/ܰଶሻ]. 
De forma aproximada,  utilizando (4.34), Mφ ≥ ܰ߱଴݄ para ω0 ∈ [0, ߨ/ሺʹܰሻ]                   ฀ 

Agregando al Postulado 4.2 la Nota 4.1, la zona aproximada donde debe ubicarse ω0 es 

indicada en blanco en Figura 4.17 a). 

 

Además, a partir del Postulado 4.1 se formulan las siguientes restricciones de lazo abierto:  

i) Para satisfacer punto 1, ωb ≤ ω3
lim, hay tres opciones según el valor de φ  en ω0 y ωC: 

1. Si φ(ω0) > -π /2, entonces en esta región ωb ≤ ω0  ⇒ puedo adoptar ω0 ≤ ω3
lim. 

2. Si φ(ω0) ≤ -π /2  y 

a. φ(ωC) ≤ -2.44, entonces en esta región ω0 ≤ ωC ⇒ puedo adoptar ωC ≤ ω3
lim.   

b. -2.44≤φ(ωC)≤δc y φ(ωR)≥δR, entonces en esta región ωC≤ωb≤ωR ⇒ puedo 

adoptar ωR ≤ ω3
lim.  Donde 

௖ߜ  ൌ ߶ெ೅ಳୀ଴.ହ ൌ arccosሺܰଶ sinሺͲ.ͷ ߱௖݄ሻଶ െ ͳ.ʹͷሻ  (4.35)

se obtiene de intersecar el plano –6dB con MTB
- y  

௖ߜ  ൌ ߶ெ೅ಳୀ଴.ସଵସସ  ൌ arccos ሺͲ.8ʹ͵ܰଶ sinሺͲ.ͷ ߱ோ݄ሻଶ െ ͳ.Ͷͳሻ  (4.36)

se obtiene de intersecar el plano –7.65dB con MTB
-. 

ii) Para satisfacer el punto 2, a partir de (4.29) se tiene ω0T ≤ ͳ/ሺ݄ܰሻ. Luego, se distinguen 

los dos casos siguientes a partir del análisis de MTB: 

1. Si φ(ω)≥-π/2 ∀ω, no hay intersección entre plano 0dB y |T(ω0T)|dB ⇒ |T(ω)|dB <0dB. 

2. En otro caso y supongamos que el módulo decrece para frecuencias crecientes 

|L(ωC)|dB≤|L(ω0T)|dB para ω0T <ωC, si se elige ωC ≤ 1/(Nh), |L(1/(Nh))|dB≤−6dB 

entonces se cumple que ω0T < 1/(Nh). Esta acotación para ωC es más conservativa 

que la que deducida previamente (i.2.b) pero resulta más simple porque es 

independiente del valor de φ(ωC). 

Por último, se deriva una restricción para ωS a partir de una combinación de MT ≤ 6 dB (∀ 

ω) con BN. Al intersecar MTB
+ con el plano 2dB se obtiene (4.37). 
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ௌߜ  ൌ ߶ெ೅ಳୀଵ.ଶହଽ ൌ arccosሺʹ.ͷͳ͹8 ܰଶ sinሺͲ.ͷ ߱௦݄ሻଶ െ ͳ.Ͳʹ͹ሻ  (4.37)

Si φ(ωS)≥δS ⇒ |T(ωS)| ≤6dB. Planteando el peor caso, es decir la igualdad en ωS (ocurre sólo 

si φ(ωS)=−π), se tiene que ωS debe ser acotada por la frecuencia límite ω1
N. De lo cual se 

plantea la restricción ωS≤1/(2Nh). Esta cota de ωS es más conservativa que la establecida por 

δS pero es independiente del valor de φ(ωS).  

 

En Figura 4.17 b) se mapean las restricciones de lazo abierto (DT) obtenidas, adicionando 

requisitos de la fase (ver Nota 4.1).  

 

Figura 4.17: a) Margen de fase b) Región para ωS  y ωC. 

 

Método de Diseño Loop – Shaping en tiempo discreto 

El método de diseño propuesto aquí consiste en agregar a la planta una serie de 

compensadores discretos, cada uno de los cuales debe satisfacer especificaciones en los 

distintos rangos de frecuencia (compensadores lead-lag de primer orden o superior) de 

acuerdo a lo establecido en la sección previa. Este método se presenta en Procedimiento 4.2. 

 

En particular se utilizarán compensadores de primer orden (PDT1), con un cero real “a” (y 

mínima-fase) y un polo real “b” (estable). Dependiendo del valor de tales parámetros es 

posible adicionar fase negativa o positiva en diferentes rangos de frecuencia deseados. Esta 

variación de fase está asociada con una variación de la magnitud dada su relación biunívoca. 
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El análisis frecuencial de distinto tipos de compensadores es objeto de estudio en nuevos 

trabajos como (León de la Barra & Prieto, 1999). 

Los compensadores a utilizar (normalizados con respecto a 0dB) están definidos para b≠1 

ሻݖሺܥ  ൌ ݇ሾሺͳ െ ܾሻሺݖ െ ܽሻሿ /ሾሺͳ െ ܽሻሺݖ െ ܾሻሿ  (4.38)

• si k=1, |C(1)|=1(0dB) y |C(−1)|=[(1−b)(1−a)]/ [(1−a)(1−b)] superior/inferior a 0dB 

según a y b. 

• si k=[(1+b)(1−a)]/[(1+a)(1−b)], |C(1)|=k resulta superior/inferior a 0dB según a y b 

y |C(−1)|=1. 

En el caso b=1, (error nulo en régimen), el compensador es  

ሻݖሺܥ  ൌ ʹሺݖ െ ܽሻ/ሾሺͳ ൅ ܽሻሺݖ െ ͳሻሿ  (4.39)

Si se agrega una constante kC >0, la magnitud de C se moverá hacia arriba o abajo en un 

diagrama frecuencial según sea kC>1 o kC < 1.  

 

Teniendo en cuenta las restricciones de lazo abierto presentadas en la sección anterior y lo 

dicho sobre los compensadores se propone el siguiente procedimiento. 

  

Procedimiento 4.2: Reglas para diseño Loop Shaping 

 

1. Debido a la relación directamente proporcional entre Mφ de la ganancia de lazo y ω0, 

adoptar ω0 lo más grande posible dentro de esta cota implica una mayor exigencia en 

el diseño del controlador (el cual debe agregar fase más positiva en ω0).  

2. El menor requerimiento posible del Mφ  requiere que ω0≤π/(6Nh)≈0.5/(Nh). Con 

esto se asegura la satisfacción de la restricción ωS<0.5/(Nh). 

3. Se deben identificar los valores de |Gd(z)| y φPz(z) en ω=0 (baja frec.), 1/(2Nh) y 

1/(Nh) (media frec.) y ω=π/h (alta frec.). En MATLAB se dibuja el lugar de Pz con el 

comando “nichols” y sobre cada punto de la curva se pueden visualizar sus 

respectivos valores de magnitud, frecuencia y fase. 
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4. Si | Gd (1)|dB<40 dB y -π<φPz(1), se debe agregar un compensador de baja frecuencia 

C1 (uno o una cascada de PDT1) para agregar la magnitud 

necesaria→|C1(1)|dB>40dB–|Pz(1)|dB. Se buscará que C1 afecte lo menos posible 

magnitud y fase originales de la planta en el resto de frecuencias. 

5. L se rescribe como Gd C1 (por defecto C1(z)=1), y nuevamente |L(ejωh)| y φL(ejωh) se 

deben evaluar en 1/(2Nh) y 1/(Nh). Dependiendo de esos valores se deberá incluir un 

compensador de media frecuencia C2 (uno o una cascada de PDT1) para agregar o 

quitar fase y magnitud tal que |L(1/(2Nh))|≤2dB y |L(1/(Nh))|≤-6dB. En ambos casos 

|C2|
dB ≥ 0dB en bajas frecuencias, lo que permite adicionar una kC si fuera necesario. 

6. El nuevo L= Gd C1C2 (por defecto C2(z)=1) debe ser evaluado en π/h. Si 

|L(−1)|dB>−40dB se debe agregar un compensador de alta frecuencia C3 (uno o una 

cascada de PDT1) que adicione el módulo requerido, |C3(−1)|dB>40dB-|L(−1)|dB. C3 

no debería modificar significativamente fase y magnitud de L resultantes para bajas 

y medias frecuencias (ajustadas mediante C1 y C2). 

7. Finalmente, el controlador resulta la cascada de los compensadores mencionados, 

C1, C2 y C3.          ฀ 

Ejemplo 4.3: Aquí se considera el mismo sistema de Ejemplo 4.2 y se hace un diseño con 

siguiendo el Procedimiento 4.2. La curva de Gd es mostrada en Figura 4.18-a.  

Según paso 1 se consideró por simplicidad el mínimo margen de fase posible con lo cual 

debe ser ω0<10. 

De acuerdo con paso 2 se identificaron magnitud y fase en frecuencias 1/(2Nh)=10 y 

1/(Nh)=20. 

Para el paso 3 se debió agregar magnitud superior a 1 (>0dB) en baja frecuencia. Para 

eliminar el error al escalón en régimen se usa un compensador C1 con b=1 como (4.39). 

Debido a que φPz(e
j10h)=–1.63, se eligió un cero (a1=0.5) tal que –1<φC1(e

j10h)<0. En Figura 

4.18 -b se muestra que PzC1 satisface los requerimientos de baja frecuencia.  

A continuación (paso 4) se incluyó C2 para agregar magnitud necesaria. Los requerimientos 

en ω=10 son |C2(e
j10h)|≤15.8dB y φC2(e

j10h)<0.98 y no es necesario agregar una diferencia de 

magnitud entre 10 y 20 debido a que |L(ej10h)| – |L(ej20h)| es 9.5dB, superior al peor caso (6dB). 

C2 fue elegido como (4.38) con k=1, a=0.95 y b=0.8. Incluyendo C2 la nueva curva de L  se 
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muestra en Figura 4.19-a (en verde). A esta curva se agregó una pequeña ganancia kC=1.3 

para adicionar ∼2.25dB en 10 y mantener |L(ej20h)| por debajo de –6dB (L* en negro). 

La magnitud en alta frecuencia creció |L(−1)|= −19.3 (fig. 9b), entonces según paso 5 resultó 

necesario incluir C3 tipo (4.38) con  k=[(1+b)(1−a)]/[(1+a)(1−b)] para agregar los –21 dB. 

Los parámetros de C3 se eligieron de manera de no agregar excesiva fase negativa en ω=[10, 

20], a=0.8 y b=−0.276. 

Obteniendo C, la fase CGd es una función conocida y por tanto B1 queda determinada, 

cruces verdes en Figura 4.19-b pudiendo verificarse la satisfacción de todos los 

requerimientos: ω0=8.43<10, Mφ=0.61>π/6, ω0T=12.3 <20, ωc=12.5<20,ωb =14.3<31.41. 

 
Figura 4.18: Zonas admisibles de paso y prohibidas de L. a) Gd, b) L=GdC1.  

 

Figura 4.19: Zonas admisibles de paso y prohibidas de L. a) L=GdC1C2, b) L=GdC1C2C3,B1 
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4.4 Evaluación de la estabilidad con otros métodos de la literatura  

Los métodos de diseño de controladores propuestos en la sección 4.3 tienen como principal 

objetivo satisfacer las hipótesis del teorema de estabilidad presentado en sección 4.2.2 que 

garantiza la estabilidad del sistema ante retardo variable. El modelo usado en este teorema 

plantea al retardo acotado como una perturbación y por lo tanto es en cierto grado 

conservativo. Por tanto, interesa determinar cuan conservativo es el controlador obtenible a 

partir de usar este modelo. A estos efectos, se propone en esta sección utilizar el modelo 

exacto de lazo cerrado (que incluye los controladores robustos) y verificar la estabilidad con 

otros criterios de análisis de la literatura. En particular, se analiza la estabilidad tipo 

“gridding” LMI de (Sala, 2005) y usando el criterio robusto de (Cloosterman et al., 2006), ver 

sección 2.2.5 .ii por detalles. 

Si bien el resultado obtenido de esta verificación en el Ejemplo 4.6 no es generalizable, deja 

en evidencia que estos criterios de estabilidad de la literatura pueden fallar en garantizar la 

estabilidad del sistema con retardo variable, debido a sus propias limitaciones, la que si es 

confirmada por el criterio frecuencial.  

4.4.1 Modelo de lazo cerrado en espacio de estados 

El modelo exacto discretizado de la planta con retardo en la acción de control fue 

presentado en sección A.4. A partir de considerar tal modelo en conjunto con el modelo del 

controlador, definido a continuación, se puede construir la matriz de lazo cerrado para cada 

retardo (Nilsson, 1998). Sin pérdida de generalidad, en esta sección se considera τk≤h.  

Sea el controlador lineal e invariante en el tiempo (independiente del retardo τk) descripto 

en su forma de espacio de estados (4.40) cuyas matrices tienen las dimensiones adecuadas. 

  ௞ାଵ௖ݔ ൌ Φୡݔ௞௖ ൅ Γୡ ௞௖ݕ ௞ାଵݑ  ൌ Cୡݔ௞௖ ൅ Dୡ ௞௖ݕ  
(4.40)

Entonces, el sistema en lazo cerrado se puede escribir como (4.41) donde ݖ௞ ൌሾݔ௞ ௞௖ݔ  ௞ିଵሿ்  es el estado aumentado de planta, controlador y entrada con retardo y cuyaݑ

matriz de lazo cerrado es (4.42). 

  ௞ାଵݖ ൌ Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ௞ݖ   (4.41)
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  Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ൌ ൥Φ ൅ ΓͲሺ߬௞ሻ ௖ሺ߬௞ሻܦ ܥ ΓͲሺ߬௞ሻ ௖ሺ߬௞ሻܥ Γͳሺ߬௞ሻΓcܥ Φc ͲDc ܥ ௖ܥ Ͳ ൩  (4.42)

4.4.2 Problema de estabilidad. Métodos en EE 

Dado que τk puede tomar infinitos valores en el intervalo, se tiene un número infinito de 

matrices Φ௅஼ሺ߬௞ሻ definidas por (4.42). Por tanto, una condición suficiente para verificar la 

estabilidad es mediante la existencia de una CQLF común a todas estas matrices. Esto implica 

que se debe encontrar una matriz P que satisfaga simultáneamente las infinitas LMI. Es decir, 

si existe una solución de (4.43), entonces el sistema es robusta, global y asintóticamente 

estable para cualquier secuencia de retardos ߬௞ א ሾͲ, ߬௠௔௫ሿ. 
  ܲ ൌ ்ܲ ൐ Ͳ  Φ௅஼ሺ߬௞ሻ் ܲ Φ௅஼ሺ߬௞ሻ െ Φ௅஼ሺ߬௞ሻ ൏ Ͳ, ׊ ߬௞ א ሾͲ, ߬௠௔௫ሿ  (4.43)

 

Para poder tratar este problema, se debe reducir la cantidad de LMI a un número finito.  

Gridding LMI 

Un primer enfoque planteado, ver (Apkarian & Adams, 1998) y (Sala, 2005), es considerar 

un número finito de retardos que sea representativo (denominado gridding LMI) y luego 

buscar una P que satisfaga este conjunto finito de LMI.   

Sin embargo la existencia de una P que satisfaga tales gridding-LMI no garantiza que se 

satisfaga el conjunto de las infinitas (4.43) para todo τk en el intervalo. Una posibilidad 

entonces es realizar un gridding mas fino y comprobar si esta misma P satisface tales LMI.   

Estabilidad de politopo con QCLF 

Para evitar este proceso iterativo se puede el enfoque usar el Teorema 4.1 de (Cloosterman 

et al., 2006) que usa un número finito de LMI para garantizar estabilidad asintótica robusta 

para retardos acotados. Este teorema ha sido transcripto en sección 2.2.5 como Teorema 2.1. 
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4.4.3 Análisis de estabilidad en el caso de estudio 

A continuación se usa el modelo definido en 4.4.1 y los criterios de análisis de estabilidad 

de 4.4.2 considerando los controladores diseñados con los métodos de sección 4.3. 

  

Ejemplo 4.4: Sean la planta definida en el Ejemplo 4.1 y los controladores calculados con la 

técnica H∞ en Ejemplo 4.2 y el método “loop–shaping” de Ejemplo 4.3, denominados C∞ y 

CLS, respectivamente.  

Las matrices discretas del modelo de la planta que dependen de ߬௞, definidas en ecuaciones 

{(A.9) y (A.10)}, son a calculo hecho las siguientes 

  Γ଴ ሺ߬௞ሻ ൌ ቈͳ/͵ ൅ ͳ/͸ eିଷሺ௛ିఛೖሻ െ ͳ/ʹ eିሺ௛ିఛೖሻെͳ/ʹ eିଷሺ௛ିఛೖሻ ൅ ͳ/ʹeିሺ௛ିఛೖሻ ቉  (4.44)

  Γଵ ሺ߬௞ሻ ൌ ቈെͳ/͸ ݁ିଷሺ௛ିఛೖሻ ൅ ͳ/ʹ ݁ିሺ௛ିఛೖሻ ൅ ͳ/͸ ݁ିଷ௛ െ ͳ/ʹ ݁ି௛ͳ/ʹ ݁ିଷሺ௛ିఛೖሻ െ ͳ/ʹ ݁ିሺ௛ିఛೖሻ െ ͳ/ʹ ݁ିଷ௛ ൅ ͳ/ʹ ݁ି௛ ቉   (4.45)

Esto permite definir la matriz del modelo aumentado tal como se definió en (4.42). 

En todos los casos evaluados para obtener la CQLF se usaron las funciones del “Robust 

Control Toolbox” de MATLAB, en particular se usó el solver “feasp” para resolver las LMI. 

Aplicando la técnica LMI mencionada para un gridding de retardos equiespaciados se 

obtuvo la Tabla 4.3. Con  se indica que se obtuvo una CQLF que satisface las LMI y con 

NO se indica el caso contrario.  

 

Gridding C∞ CLS 

τmax/25 

τmax/50 NO 

τmax/500 NO NO 

Tabla 4.3: Estabilidad gridding LMI. 

A partir de lo informado en Tabla 4.3, se remarca que al hacer un gridding mas fino, no se 

puede encontrar una CQLF para ninguno de los dos controladores.  

Específicamente el resultado que proporcionó el algoritmo “feasp” es que no se puede 

garantizar la factibilidad de existencia de una CQLF. Este hecho puede ser el resultado de un 
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problema de tipo numérico como el remarcado en (Lin & Antsaklis, 2008), o ser una 

consecuencia de que efectivamente no exista una QCLF. Aunque no pueda identificarse 

claramente el motivo, lo importante es observar que no se puede encontrar una QCLF para las 

infinitas matrices en el intervalo que garantice la estabilidad.  

 

Usando el enfoque de politopo en primer lugar se mapea el retardo en la matriz de lazo 

cerrado (4.42) introduciendo las matrices (4.44) y (4.45). El método de Teorema 2.1 requiere 

entonces calcular los mínimos y máximos de los coeficientes de (4.42), generar todas las 

matrices teniendo en cuenta estos valores extremos y buscar una QCLF para las matrices 

extremas. Según lo previsto por este Teorema y de acuerdo a los órdenes del controlador y la 

planta, en el caso de controlador C∞ se deben resolver 214 LMI mientras que en CLS serán 212 

LMI. Si bien ambos son números grandes, son cantidades finitas. A cálculo hecho, utilizando 

el solver “feasp”, el resultado para ambos controladores fue que no se puede encontrar una 

CQLF y en consecuencia no se puede garantizar la estabilidad con este criterio. 

A partir de este ejemplo se concluye que el uso del criterio frecuencial, que puede parecer 

conservativo a-priori debido al modelo que utiliza, garantiza la estabilidad del sistema con 

retardo variante en el tiempo, y tal estabilidad no puede ser comprobada con métodos basados 

en la existencia de una CQLF. Por tanto, el diseño de controladores que satisfagan el criterio, 

propuesto en sección 4.3, no es necesariamente muy conservativo frente a otras propuestas. 

4.5 Efecto del retardo en la performance  

En esta sección, el objetivo es presentar y discutir críticamente ciertos índices de desempeño  

de la literatura que permiten cuantificar el efecto que produce el retardo variable en la 

performance de un sistema en lazo cerrado. 

En general, debido a la naturaleza del retardo variante en el tiempo, la performance no 

puede ser evaluada con parámetros clásicos como aquellos asociados con la respuesta 

temporal usados en Capítulo 3. Sin embargo, el modelo de sección 4.1 está constituido por un 

sistema invariante en el tiempo que es perturbado por un error inducido por el retardo y por 

tanto permite cierto análisis basado en la relación con las funciones de sensibilidad. Una 

buena performance en este aspecto requiere que exista una baja incidencia de esta 

perturbación en la salida de la planta. Dado este interés, en el análisis no se consideran los 

ruidos de entrada y salida.  
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Como se muestra a continuación existe una relación de compromiso entre una buena 

performance, en todos sus aspectos, y la estabilidad con respecto al retardo. 

4.5.1 Trade-off entre estabilidad y performance 

A continuación se analizaran las implicancias de la satisfacción del criterio de estabilidad 

del Teorema 4.2 y los requerimientos estándares de control de los métodos de diseño de 

controladores propuestos en sección 4.3. 

 

La performance del sistema con retardo variable cuyo diseño satisfaga el requerimiento 

básico de estabilidad  tiene dos aspectos esenciales con respecto a la función de sensibilidad 

complementaria T, por un lado T representa la relación entre la entrada de referencia y salida 

del sistema que tiene que satisfacer ciertos criterios de diseño y por otro lado T debe ser 

acotada por la limitación establecida por el criterio de retardo. 

Relación con el ancho de banda 

En el primer caso se destaca que el ancho de banda del lazo cerrado tiene una relación 

directa con el tiempo de respuesta del lazo, es decir un sistema LTI con mayor ancho de 

banda responde más rápidamente (Ogata, 1996). Esto se puede evaluar considerando la 

relación aproximada (4.46) entre el tiempo de establecimiento y el periodo de muestreo, ver 

(Åström & Wittenmark, 1997). 

  ௥ܶ/݄ ൎ ʹ.ʹ /ሺ߱௕݄ሻ  (4.46)

A partir del Postulado 4.1 se tiene que ߱௕݄ ൑ ͳ/ܰ, por lo cual al calcular su máximo valor 

e igualarlo con (4.46) se determina la relación (4.47) entre el tiempo de establecimiento y el 

periodo de muestreo y el número N. 

  ௥ܶ/݄ ൎ ʹ.ʹ ܰ  (4.47)

En segundo lugar, el índice de estabilidad ܳ௘௦௧௔௕ሺ߱ሻ de (Lincoln, 2002) particularizado para 

los controladores robustos de sección 4.3 se define en (4.48). 

  ܳ௘௦௧௔௕ሺ߱ሻ ൌ ԡܶԡ   (4.48)
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Este índice es una medida que cuantifica cuan cerca está el sistema de inestabilizarse debido 

a su cercanía con el límite impuesto por el teorema para cierto cota de retardo.  

 

Entonces, a mayor ancho de banda se tiene un sistema más rápido pero el sistema está más 

cerca de la inestabilidad, por lo que ܳ௘௦௧௔௕ሺ߱ሻ es mayor y el índice de performance es peor.  

 

Interpretación 4.1: A partir de (4.47) se desprende que dado un h fijo y ωb cerca de su 

límite, el rediseño del controlador para un valor incrementado de la cota de retardo (N↑) 

implica un incremento de Tr. En otras palabras, la compensación para retardos más grandes se 

hace a expensas de forzar que la relación entrada salida (sin retardo) sea más lenta.  

 

Índice de performance y su relación con el ancho de banda  

Mientras el índice de performance ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ definido en sección 4.2.4 sea más pequeño, el 

sistema es más robusto frente a la perturbación introducida por el retardo. Su valor es útil para 

comparar diferentes controladores y determinar cuál es el más adecuado. 

Particularizando este índice para el caso de controladores robustos, la salida asociada al 

jitter ฮ ݕ௝௜௧௧௘௥ฮ ൌ ฮܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻฮ ԡܰ ܤଵԡ ԡݓԡ es (4.49). 

 ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ ൌ ԡܩௗ ܵ ԡ  (4.49)

Entonces, de acuerdo a las especificaciones estándares S fue diseñado para ser muy pequeña 

en baja frecuencia y por tanto ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ resulta pequeña en el mismo rango. Asimismo, en 

alta frecuencia |S|≈1 y por tanto ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ depende de la respuesta en frecuencia original de la 

planta |ܩௗሺ݁ఠ௛ሻ|.  
Por tanto la performance asociada al retardo en alta frecuencia queda determinada por la 

planta y no puede cambiarse tal como se hace en el esquema compensado de (Lincoln, 2002). 

Interpretación 4.2: Debido a la restricción de complementariedad |S| y |T| no se pueden 

hacerse igual de pequeñas en el mismo rango de frecuencia. Por esto, si |T| debe achicarse 

para un incremento de la cota de retardo (N↑) de acuerdo a las consideraciones de 

Interpretación 4.1, entonces |S| resulta cercana a 0dB en un mayor rango de frecuencias y en 

el parámetro ܳ௣௘௥௙ሺ߱ሻ se traslada la RF de la planta en un mayor rango de frecuencia. 
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4.5.2 Otros índices de performance 

Los índices mencionados en la subsección previa son muy útiles a la hora de analizar la 

calidad de un controlador en relación a su respuesta frente a perturbaciones del sistema e 

inducidas por el retardo. Sin embargo, estos índices proporcionan resultados sólo cualitativos. 

Para poder cuantificar la performance se debe conocer como varía este retardo.  

Suponiendo que el retardo tiene una conocida distribución de probabilidades, una alternativa 

para cuantificar la performance es usar un costo cuadrático calculable analíticamente con 

ciertas herramientas disponibles en MATLAB (por ejemplo calcost para JITTERBUG y 

TRUETIME). Otra alternativa a este análisis es usar simulación, lo que puede ser útil cuando se 

quieren evaluar casos más complejos, como los citados a continuación: respuesta temporal a 

escalón de referencia; respuesta frente al ruido, respuesta a perturbaciones de carga, presencia 

de elementos no lineales en el lazo de control (por ejemplo saturación del actuador). Inclusive 

en estos casos más complejos se puede calcular la función de costo haciendo una simulación 

de Monte Carlo y luego calcular el valor medio de la función de costo (Nilsson, 1998).  

En el siguiente ejemplo se considera el cálculo de la función de costo cuadrática 

mencionada y se muestran algunas simulaciones de ciertas condiciones de perturbaciones.  

 

Ejemplo 4.5: Aquí se analiza la performance para el sistema de Ejemplo 4.1 con los 

controladores calculados con la técnica H∞ en Ejemplo 4.2 y el método Loop–Shaping de  

Ejemplo 4.3. En primer lugar, se realiza una evaluación cualitativa de la performance de estos 

controladores utilizando los índices de sección 4.5.1. En segundo término, se comparan los 

costos suponiendo un retardo distribuido uniformemente en [0,τmax]. Y por último se muestran 

y analizan comparativamente respuestas temporales en presencia de perturbaciones. 

Índice de estabilidad: Observando las magnitudes de T en la Figura 4.20 para los dos 

controles estables (en presencia de jitter), se concluye que los controladores loop-shaping (en 

azul) y H∞ (en rojo) tienen mayor ancho de banda que el LQR compensado, lo cual mejora el 

tiempo de respuesta en lazo cerrado, pero da un ܳ௘௦௧௔௕ሺ߱ሻ peor. Además, como la ganancia 

de T en baja frecuencia es unitaria, los diseños H∞ y loop-shaping resuelven el problema de 

seguimiento de referencia, no así el diseño compensado que tiene error estacionario. 
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Figura 4.20: Sensibilidad complementaria para los distintos controles. Qestab(ω).  

Índice de performance: La cercanía con B1
-1 indica un menor margen de performance. Los 

controladores C∞ y CLS tienen peor índice que compensado-LQR como se ve en Figura 4.21.  

 

Figura 4.21: Qperf(ω) para los distintos compensadores. 

Costo cuadrático: Para evaluar cuantitativamente la performance de los controladores se 

calculan dos funciones de costo estacionario (Jx y Jy) para un retardo τ(k) distribuido 

uniformemente en [0,τmax] con τmax entre 0 y h. El costo Jx pesa mayormente a los estados, 

mientras que Jy definido en (4.50) pondera a la salida y a la acción de control. Ambas se 

calculan con la función calcost de JITTERBUG (Lincoln y Cervin, 2002). 
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Como se ve en la Figura 4.22, el sistema con el control LQG (sin compensar) es inestable 

para τmax>0.4h (costo infinito, Jx=Jy=∞, significa inestabilidad en términos de estabilidad 

cuadrática). Teniendo los controladores H∞, LS y el compensado se tienen costos finitos y se 

concluye que estos sistemas resultan estables en sentido cuadrático para todo τmax≤ h. 

Dado que el controlador LQG fue calculado con el objetivo de minimizar el costo en los 

estados, en presencia de ruidos de medición y del proceso, y dado que el efecto de D1 

desaparece para retardo nulo, ambos diseños alcanzarán el mínimo valor posible de Jx para 

τmax=0. A medida que τmax crece, el Jx del controlador compensado crece levemente, lo que se 

debe a que el mismo funciona como un controlador adaptable que determina la señal de 

control usando el retardo real en cada período de muestreo. En el caso extremo τmax = h, el 

costo Jx de los controladores H∞ y LS son aproximadamente el doble del Jx del sistema 

compensado. Esto se debe a que para obtener el control H∞ se dejan de lado las cuestiones 

asociadas con los estados para priorizar ciertas relaciones entre S y T.  

 
Figura 4.22: Costos Jy y Jx para los diferentes controles. 

Con esto, es esperable que el costo definido Jy en (4.50) resulte siempre mayor para el 

controlador compensado que para los H∞ y LS como se ve en Figura 4.22. Este resultado es 

coherente con las formas de las funciones de sensibilidad S y T para cada controlador y las 

respuestas temporales de y y u, mostradas en la siguiente sección. 

Respuesta Temporal: Figura 4.23 y Figura 4.24 muestran la salida de la planta y la acción 

de control, respectivamente, resultantes de las simulaciones de los controladores LQR+D1, H∞ 

y LS para una condición inicial Xi=[50 50]T, con ruido de proceso uP y de medición (proceso 
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discreto con varianza unitaria), y una perturbación escalón d de amplitud −150 que entra en 5s 

ambas para el retardo (constante) de peor caso τmax=τk = h. En ambas figuras se ve que con los 

controladores LS y H∞ la evolución de las variables mencionadas es más rápida, de menor 

amplitud, presenta mejor comportamiento frente a los ruidos y rechaza la perturbación 

escalón. Las evoluciones del controlador LS son ligeramente más rápidas debido al mayor 

ancho de banda del diseño. 

 
Figura 4.23: Salidas y e (ỹ) para los diferentes controles. 

 
Figura 4.24: Acción de control para los diferentes controles. 
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4.6 Conclusiones 

En este capítulo se propusieron dos nuevos métodos de diseño robustos frente a retardos 

inducidos por la red de comunicación en sistemas distribuidos de control, en base a un criterio 

de estabilidad para sistemas SISO con retardos variables y acotados disponible en la literatura 

(Kao & Lincoln, 2004).  

El primero de ellos plantea resolver un problema H∞, es decir realizando un loop-shaping de 

las funciones de sensibilidad y sensibilidad complementaria del lazo cerrado, incluyendo la 

información sobre el retardo en los pesos que definen el perfil de las magnitudes de estas 

funciones en el dominio frecuencial. 

El segundo método para el diseño robusto de controladores se realiza íntegramente en el 

dominio z y a través del planteo de ciertas reglas ayuda a reducir las iteraciones de prueba y 

error propias del diseño loop-shaping. Específicamente se formularon una serie de 

restricciones a la ganancia de lazo abierto en base a especificaciones estándares que pesan las 

funciones de sensibilidad y lo establecido por el criterio de estabilidad. Particularmente se 

obtuvo una relación directa entre el margen de fase y el máximo retardo que podrá admitir el 

sistema de control. Complementariamente se establecieron cotas conservativas pero simples 

para otras frecuencias de interés.  

Además, se dedujo que la compensación requerida para retardos más grandes se logra a 

expensas de la velocidad de respuesta del lazo cerrado. 

Los diseños y análisis de sistema de control se hicieron con el apoyo de herramientas 

numéricas del entorno MATLAB, lo que permitió una evaluación exhaustiva del método a 

través de distintos indicadores y bajo distintas hipótesis, tanto en términos intrínsecos como 

en comparativos con otra técnica de la literatura basada en el mismo teorema de estabilidad. 

El método es evaluado favorablemente en cuanto a simplicidad de diseño y de 

implementación, en cuanto a verificar cuan conservativo es y también en cuanto a la robustez 

y la performance prestada. 

 



 

CAPÍTULO 5  

5.  

Control de sistemas discretos LTI con período de muestreo variable en base 
a métodos Lie-Algebraicos  

Este Capítulo propone soluciones basadas en un enfoque Lie-algebraico al problema teórico 

de la estabilización en lazo cerrado de plantas LTI continuas con muestreo no uniforme. La 

motivación para tratarlo en esta tesis es un enfoque activo en relación con los problemas 

inducidos por la red en los NCS: en vez de elegir un período de muestreo fijo y un controlador 

robusto asociado que garantice estabilidad ante los retardos, se admiten variaciones on-line 

(pre-especificadas) del período de muestreo y se diseña una familia de controladores 

estabilizantes, cada uno asociado a cada período. Así se tiene una política activa que previene 

la ocurrencia de los retardos y que conlleva el beneficio adicional de descongestionar la red. 

Esto aporta una solución de control adaptable a un problema relevante de la teoría de control 

y, simultáneamente, mediante su empleo conjunto con el diseño de las estrategias de 

planificación de las redes de comunicación, se ofrece una aplicación que resuelve el 

problema. El Co-Diseño se tratará en el Capítulo 6. En este Capítulo 5 se proponen métodos 

novedosos de diseño de control para estabilización, basados en la aplicación de métodos Lie-

algebraicos sobre las matrices de evolución en tiempo discreto de la familia de controladores 

mencionada. Se tratan casos de realimentación con y sin observadores de estado, se analiza la 

robustez de los esquemas resultantes y se brindan ejemplos de cómputo. 

5.1 Introducción  

Como ya se ha visto en Capítulos 1 y 2 una causa común de la aparición de los retardos en 

los NCS es la sobrecarga del recurso compartido. En efecto, los clientes del sistema integrado 

de comunicación compiten por los recursos del canal de comunicación y de los procesadores 

de información (CPUs). El consiguiente aumento de la información procesada y transmitida 

por los mismos recursos conlleva el riesgo de su sobrecarga, lo cual puede traducirse en 

violación de restricciones temporales exigidas por los sistemas de control, por ejemplo en el 
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intercambio de información entre controlador y planta (recepción de mediciones y envío de 

acciones de control), y en el mismo cálculo de las acciones de control, o sea, aparecen 

retardos y pérdidas de paquetes. Esto degrada el desempeño de los lazos cerrados, pudiendo 

incluso llevar a su inestabilidad. Clásicamente, la resolución de este problema es la asignación 

de más recursos informáticos, pero también puede pensarse en soluciones de uso más 

eficiente del mismo. Por detalles referirse a Capítulo 1. 

5.1.1 Antecedentes 

Entre las soluciones propuestas para el uso eficiente de los recursos compartidos se halla la 

adaptación de la tasa de procesamiento/transmisión de la información. Algunos esquemas que 

implementan estas soluciones se presentan y discuten en sección 2.3.2 y Capítulo 6. 

 

La adaptación de la tasa introduce la necesidad de diseñar controladores que estabilicen el 

sistema de control ante variación del período de muestreo, ya sea que resulten robustos frente 

a la variación o que se adapten a la misma. La adaptación tiene como objetivo mejorar la 

performance ante la variación del período comparada con la obtenible con un controlador 

común robusto. Propuestas de diseño robusto han sido presentadas en (Sala, 2005), (Branicky 

et al., 2002) y recopiladas en el reciente artículo de estado del arte (Hetel et al., 2009). 

Aquí se atacar el problema con un enfoque de diseño adaptable.  

 

Una primera proposición para adaptar los parámetros del controlador discreto al valor del 

período de muestreo fue presentada en (Albertos & Crespo, 1999) aunque este enfoque, 

justificado en la variación en un pequeño intervalo de los períodos, debe considerarse sólo una 

propuesta ya que no tiene ninguna verificación de estabilidad. En (Eker et al., 2000), (Cervin 

et al., 2002) se propone un diseño óptimo LQ para adaptar la ley de control a variaciones de la 

tasa de transmisión de información. Como se muestra en (Schinkel et al., 2002), el lazo 

cerrado diseñado con una técnica LQ puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de 

variación de la tasa. Esto se resuelve en el mismo artículo con un diseño de controladores 

óptimos con horizonte finito resolviendo un problema de desigualdades matriciales lineales 

(LMI, linear matrix inequalities) que garantiza la estabilidad. El problema con este enfoque es 

que la falta de control sobre la resolución numérica de las desigualdades puede conducir a 

resultados muy conservativos. Un análisis del problema de inestabilidad y las alternativas 
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comentadas, para el mismo ejemplo de (Schinkel et al., 2002), se presenta en el Apéndice E  

de este Capítulo.  

Se remarca entonces que no sólo es necesaria la estabilidad de cada uno los modos sino 

también la estabilidad del sistema frente a cualquier secuencia de conmutación.  

 

Condiciones de estabilidad de sistemas conmutados. 

Una condición necesaria y suficiente de estabilidad asintótica del sistema conmutado ante 

cualquier secuencia de conmutación es que el radio espectral conjunto (JSR, Joint Spectral 

Radius) sea inferior a la unidad (Gurvits, 1995), (Blondel et al., 2004), ver definiciones y 

detalles en sección C.2 de Apéndice C. Sin embargo, la principal dificultad en el uso de esta 

condición reside en el cálculo del JSR (Tsitsiklis & Blondel, 1997). 

Tal estabilidad también implica la existencia de una función poliédrica común de Lyapunov, 

tal como ha sido demostrado en (Molchanov & Pyatnitskii, 1989). Sin embargo, tampoco es 

tarea simple encontrar tal función poliédrica (Lin & Antsaklis, 2008).  

Las funciones cuadráticas son la clase de funciones que han sido elegidas en la mayor parte 

de los artículos de la literatura como funciones candidatas comunes de Lyapunov. Éstas son 

denominadas QCLF, por sus siglas en inglés de Common Quadratic Lyapunov Function. 

Como ha sido mostrado en (Shorten et al., 2007) la estabilidad uniforme exponencial del 

sistema conmutado ante cualquier secuencia de conmutación no implica que exista una 

QCLF. Es decir, la existencia de una QCLF es sólo una condición suficiente para la 

estabilidad del sistema conmutado. 

Al ser sólo una condición suficiente se obtienen resultados en cierto grado conservativos. 

Para disminuir este grado se pueden usar otra clase de funciones de Lyapunov como las 

denominadas funciones cuadráticas conmutadas de Lyapunov (Switched Quadratic Lyapunov 

functions), ver (Daafouz et al., 2002), (Fang et al., 2004), (Daafouz & Bernussou, 2001) o en 

el caso de poder restringir la secuencia de conmutación usar las Funciones Múltiples de 

Lyapunov (MLF) (Branicky, 1998). Sin embargo, tales funciones también establecen 

condiciones suficientes solamente y con respecto a las QCLF son más difíciles de calcular. 

Las condiciones para la existencia de una CQLF pueden ser expresadas como un problema 

LMI, ver (C.14), que suele ser resuelto comúnmente utilizando métodos numéricos como los 

de (Boyd et al., 1994). Sin embargo, estos métodos numéricos pueden volverse inefectivos 

cuando se incrementa la cantidad de matrices de estado del sistema conmutado. Por esto tal 
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como ha sido indicado en (Lin & Antsaklis, 2008) existe un creciente interés en determinar 

condiciones algebraicas sobre tales matrices que garanticen la existencia de una CQLF.  

 

En (Liberzon et al., 1999) se establece una condición algebraica sobre las matrices de un 

sistema lineal continuo conmutado a partir del vínculo entre la resolubilidad del álgebra de 

Lie generada por estas matrices y la existencia de una CQLF. La contraparte discreta de este 

resultado fue presentada en (Blondel et al., 2004) y (Theys, 2005). 

Entre otras condiciones algebraicas que han sido presentadas se destacan los resultados de 

(Narendra & Balakrishnan, 1994) sobre matrices que conmutan entre sí y de (Zhai et al., 

2004) sobre matrices normales.  

Una reseña de los resultados disponibles en la literatura sobre estabilidad asintótica de 

sistemas conmutados puede consultarse en (Liberzon y Morse, 1999), (Agrachev y Liberzon, 

2001), (Shorten et al., 2007) y (Lin & Antsaklis, 2008).  

5.1.2 Aportes del Capítulo  

El lazo cerrado a diseñar resulta del acoplamiento entre la planta lineal continua muestreada 

a frecuencia variable con un controlador digital. En virtud del muestreo no uniforme se lo 

modela como un sistema a tiempo discreto conmutado DTSS, ver sección A.4, y se utilizaran 

así las propiedades de estabilidad descriptas previamente de esta clase de sistemas.  

Aquí se propone usar, por primera vez en la literatura, el resultado de (Blondel et al., 2004) 

y (Theys, 2005) para resolver el problema de diseñar una familia de controladores que 

estabiliza asintóticamente el lazo cerrado sobre una planta lineal continua muestreada a 

frecuencia variable con una política fija. Las soluciones se obtienen calculando los parámetros 

del controlador (los grados de libertad para el diseño del lazo cerrado) para que el álgebra de 

Lie del DTSS asociado sea resoluble, es decir con imposición del índice de resolubilidad.  

Otra alternativa presentada aquí, y también considerando realimentación de estados lineal, 

es tratar sistemáticamente la resolubilidad del álgebra de Lie por cálculo de una matriz 

unitaria de triangularización común a las matrices del DTSS. Además, se extiende este 

resultado al caso de emplear un observador asintótico del estado. Luego, se agrega un estudio 

de performance y robustez ante perturbaciones usando una técnica de aproximación de la 

norma elipsoidal del radio espectral conjunto de la familia de matrices del DTSS. 

Estos resultados han sido publicados en los artículos (Felicioni & Junco, 2008 a), (Felicioni 

& Junco, 2008 b), (Felicioni et al., 2008), (Felicioni et al., 2010). 
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5.2 Formulación del problema y modelado matemático 

El enfoque considerado aquí es que el controlador varíe “on-line” el período de muestreo de 

la planta a controlar. El controlador debe poder asegurar, a pesar de la variación del período 

de muestreo, distintas especificaciones de desempeño.  

En esta sección 5.2 se plantea el problema esencial de asegurar la estabilidad con período de 

muestreo variable.  

En primer lugar, se describe al sistema de control con tasa variable como un DTSS, ver 

definición en sección A.4. Luego, se procede a examinar resultados y herramientas 

matemáticas para formular y resolver el problema. Finalmente, se presenta un resumen del 

álgebra de Lie de matrices, y luego en sección 5.3 se mostrará cómo aplicar esta herramienta a 

la solución del problema planteado. 

5.2.1 Hipótesis de modelado 

Se considera la planta (5.1) descripta en su modelo en espacio de estados de tiempo 

continuo, donde x ∈ ℜn representa el estado, u ∈ ℜr la entrada e y ∈ ℜp la salida. 

ሻݐሶሺݔ  ൌ ܣ ሻݐሺݔ ൅ ܤ ሻݐሺݕሻݐሺݑ ൌ ܥ ሻݐሺݔ ൅ ܦ ሻݐሺݑ  (5.1) 

El sistema muestreado asociado a (5.1) es (5.2), donde ݄௜ ൌ  ௞ାଵݐ െ  ௞ designa la amplitudݐ

de los intervalos entre los instantes de muestreo ݐ௞y ݐ௞ାଵ (período de muestreo variable): 

௞ାଵݔ  ൌ Φሺ݄௜ሻ ௞ݔ ൅ Γሺ݄௜ሻ ௞ݕ௞ݑ ൌ ௗሺ݄௜ሻܥ ௞ݔ ൅ ௗሺ݄௜ሻܦ ௞ݑ  (5.2) 

Siendo entradas, estados y salidas, respectivamente uk ≡ u(tk), xk = x(tk), e yk = y(tk). 

 

Se considera un esquema donde en cada instante ݐ௞, el controlador puede seleccionar el 

valor del período de muestreo siguiente, hi, de un conjunto de ݌ valores: 

 ݄௜ א ൛݄ଵ, ݄ଶ, . . ݄௣ൟ (5.3) 

Debido a esta restricción sobre los períodos de muestreo posibles, las matrices Φሺ݄௜ሻ y Γሺ݄௜ሻ en (5.2) toman valores en una familia finita de un total de ݌ pares de matrices posibles, 

correspondientes a los períodos (5.3). Las distintas matrices posibles son (5.4). 
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 Φ௜ ؜ Φሺ݄௜ሻ ൌ ݁஺௛೔ ௗሺ݄௜ሻܥ ൌ Γ௜ܥ ؜ Γሺ݄௜ሻ ൌ න ݁஺௦௛೔଴ ܤ ݏ݀ ௗሺ݄௜ሻܦ ൌ ܦ , ݅ ൌ ͳ,ʹ, . .  (5.4)    ݌

 

Las ecuaciones (5.2) representan un sistema en tiempo discreto variante en el tiempo que, 

bajo la hipótesis de que el período de muestreo hi sólo puede tomar un número finito de 

valores (5.3), resulta ser un caso particular de DTSS ver sección A.4 para más detalles. 

5.2.2 Modelo de control por Realimentación de Estados 

En cada instante tk el controlador además de poder seleccionar el período de muestreo, debe 

computar la acción de control uk. Si se propone una realimentación de estados lineal, 

dependiente del período de muestreo (5.5), entonces el sistema a lazo cerrado es (5.6). 

௞ݑ   ൌ ௞ݔ௜ܮ , ݅ ൌ ͳ,ʹ, . . ݌  (5.5) 

௞ାଵݔ  ൌ Φ௜ ݔ௞ ൅ Γ௜ ௞ݑ ൌ ሺΦ௜ ൅ Γ௜ܮ௜ሻݔ௞ ൌ Φ௜஼௅ݔ௞  (5.6) 

Definición 5.1: Matriz de evolución de lazo cerrado. Se define a Φ௜஼௅ como la matriz de lazo 

cerrado Φ௜஼௅ ؜ ሺΦ௜  ൅ Γ௜ܮ௜ሻ asociada al período ݄௜, con ݅ ൌ ͳ,ʹ, . .    . ݌
5.2.3 Modelo de control por Realimentación de Estados con Observador 

Si no se dispone de la medición del estado pero sí de las salidas yk, se puede construir el 

observador de estados asintótico en tiempo discreto (Chen & Francis, 1994), y usar su estima 

del estado ݔො௞ en el instante tk definida en (5.7) en la ley de control (5.8). 

ො௞ାଵݔ  ൌ Φ௜ ො௞ݔ ൅ Γ௜ ௞ݑ ൅ ො௞ݕ௜ሺܩ െ  ௞ሻ (5.7)ݕ

௞ݑ   ൌ ො௞ݔ௜ܮ , ݅ ൌ ͳ,ʹ, . . ݌  (5.8) 

Con este esquema, el error de observación ݁௞ାଵ ൌ ݔ௞ାଵ െ  .ො௞ାଵ satisface (5.9)ݔ

 ݁௞ାଵ ൌ ሺΦ௜ ൅ ሻܥ௜ܩ ݁௞ ൌ Θ௜ ݁௞  (5.9) 
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Definición 5.2: Matriz de evolución del error. Se define a ߆௜ como la matriz siguiente ߆௜ ൌ ሺΦ௜  ൅ ݅ ሻ asociada al período ݄௜, conܥ௜ܩ ൌ ͳ,ʹ, . .    . ݌
 

La dinámica del sistema realimentado puede entonces ser expresada con (5.10). 

 ቂݔ௞ାଵ݁௞ାଵቃ ൌ ൤Φ௜஼௅ െΓ௜ܮ௜Ͳ Θ௜ ൨ ቂݔ௞݁௞ ቃ ൌ Ψ௜ ቂݔ௞݁௞ ቃ  (5.10) 

Definición 5.3: Matriz de evolución del sistema con observador. Se define a Ψ௜ como la 

matriz siguiente Ψ௜ ൌ ൤Φ௜஼௅ െΓ௜ܮ௜Ͳ Θ௜ ൨, con ݅ ൌ ͳ,ʹ, . .    .݌

5.2.4 Planteo del Problema 

Con el modelo del sistema desarrollado previamente y la notación introducida, el problema 

que se atacará en el presente Capítulo es el siguiente:  

 

Dada la planta en tiempo continuo (5.1) junto con el conjunto (5.3) de valores posibles para 

el período de muestreo, encontrar un conjunto de parámetros del controlador (Li, ݅ ൌͳ,ʹ, . . ݅ ,para el caso de realimentación de estados y {Li, Gi}  ݌ ൌ ͳ,ʹ, . .  para el caso de  ݌

realimentación de salida con observador) tales que el sistema discreto conmutado equivalente 

(5.2) sea estable cuando se aplica el control (5.5), en el caso de realimentación de estados, o 

(5.8) en el caso de realimentación de salida con observador, en el instante tk para hi, para 

cualquier elección de los períodos de muestreo que pueda realizar el controlador. 

 

La herramienta matemática que se empleará en este problema es el álgebra de Lie resoluble 

y sus propiedades relacionadas con la existencia de funciones de Lyapunov. A continuación 

describimos brevemente nociones básicas sobre el álgebra de Lie. En la Sección 5.3 

presentaremos y aplicaremos el álgebra de Lie resoluble a la solución del problema planteado. 

5.2.5 Álgebra de Lie de matrices y resolubilidad  

Si Mν y Mγ son matrices cuadradas de iguales dimensiones, llamamos corchete de Lie de Mν 

y Mγ, escrito [Mν , Mγ], a la siguiente operación, ver por ejemplo (San Martin, 1999):  
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஝ ܯൣ  , ఊ൧ܯ ൌ ఊܯ஝ܯ ஝ܯఊܯ–  (5.11) 

Definición 5.4: Sea M:={Mi ∈ Cnxn: i = 1,..., s} un conjunto de s matrices cuadradas, el 

álgebra de Lie de matrices g generada por M es el espacio lineal generado por la aplicación 

iterativa del corchete de Lie a los elementos de M. 

 

Dada un álgebra de Lie de matrices, g, se definen iterativamente la serie central descendente 

gm y la serie derivada g(m), m=0,1,... como sigue: 

:଴܏  ൌ ,܏ :୫ାଵ܏ ൌ ሾ܏, :ሺ଴ሻ܏୫ሿ܏ ൌ ,܏ :ሺ୫ାଵሻ܏ ൌ ሾ܏ሺ୫ሻ,  ሺ୫ሻሿ܏
 

(5.12) 

donde [gm,gm] designa el álgebra generada por las matrices resultantes de tomar todos los 

corchetes de Lie posibles entre matrices de gm. 

 

Definición 5.5: Álgebra nilpotente. Si existe un entero m tal que gm=0, se dice que g es 

nilpotente y el menor m tal que  gm=0 es llamado índice de nilpotencia de g. 

 

Definición 5.6: Álgebra resoluble: Si existe un entero m tal que g(m) =0, se dice que g es 

resoluble y llamaremos índice de resolubilidad de g al menor m tal que g(m) =0. 

 

Un resultado conocido (San Martin, 1999) es que si g es nilpotente entonces es resoluble.  

 

El siguiente resultado es una afirmación del teorema de Lie, ver por ej. (San Martin, 1999): 

Lema 5.1: g es un álgebra de Lie de matrices resoluble si y sólo si existe una matriz no 

singular T tal que T-1 Mi T es triangular superior para toda Mi ∈ M. 

 

De manera equivalente se tiene el siguiente resultado, ver por ej. (Chu & Zhang, 2007). 

Lema 5.2: Si g es un álgebra de Lie de matrices resoluble si y sólo si existe una matriz 

unitaria U tal que U*Mi U es triangular superior para todo Mi ∈ M, donde U* es la conjugada 

transpuesta de U. 

Un interesante resultado acerca del índice de resolubilidad es expresado en el siguiente 

Lema, ver por ejemplo (San Martin, 1999). 
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Lema 5.3: El índice de resolubilidad de un álgebra generada por matrices triangulares 

superiores ԧ௡ൈ௡ es como máximo igual a ݉ ൌ logଶሺnہ െ ͳሻ ൅ ͳۂ ൅ ͳ, siendo ۂݔہ el entero 

inmediato inferior de ݔ. 

 

A partir de combinar los resultados de Lema 5.2 y Lema 5.3 resulta lo siguiente: 

 

Lema 5.4: Si g es un álgebra de Lie de matrices resoluble, entonces su índice de 

resolubilidad es como máximo ݉௟௜௠ ൌ logʹሺnڿ െ ͳሻ ൅ ͳۀ ൅ ͳ. Para cualquier ݉ ൐ ݉௟௜௠, la 

serie derivada g(m) resulta nula.  

 

Observación 5.1: A partir de lo anterior, la búsqueda de la resolubilidad del álgebra de Lie 

generada por las matrices en una familia M está confinada a la evaluación de un número finito 

de series derivadas g(m). Por ejemplo si g(x) ≠0  para ݔ ൐ ݉௟௜௠, entonces el álgebra de Lie 

generada por M no es resoluble y no es necesario evaluar series derivadas para x. 

 

El algoritmo de búsqueda es entonces de ڿlogʹሺn െ ͳሻ ൅ ͳۀ pasos, es decir un valor más 

chico que el propuesto en (Chu et al., 2006) que es de n pasos. 

5.2.6 Condiciones de estabilidad en lazo cerrado 

La herramienta típica y más potente para el estudio de la estabilidad del sistema resultante 

en lazo cerrado (5.6) o (5.10) es el análisis a través de funciones de Lyapunov. Referirse a la 

introducción de éste Capítulo y al Apéndice C para más detalles. 

En particular, aquí se explota la relación entre la resolubilidad del álgebra de Lie generada 

por las matrices de lazo cerrado y la existencia de una CQLF para el diseño de control. 

Para facilitar la lectura de este Capítulo se transcriben a continuación algunos de los 

resultados más relevantes en este tema. 

 

Teorema 5.1 (Blondel et al., 2004), (Theys, 2005): Sea el sistema lineal conmutado ݔ௞ାଵ ൌ ௜ܯ  ௞, Mi ∈ M. Si todas las matrices en M tienen radio espectral ρ(Mi) inferior a 1 yݔ 

el álgebra de Lie generada por M es resoluble, entonces el sistema tiene una QCLF.            ฀ 

Dos resultados son usados para demostrar el Teorema 5.1. El primero es que si las matrices 

del sistema DTSS son estables y triangulares superiores (o inferiores), entonces existe una 
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QCLF en la forma de una matriz diagonal, ver Teorema 6.14 de (Theys, 2005). El segundo 

resultado es el que equipara la resolubilidad del álgebra de Lie con la existencia de 

triangularización común de todas las matrices, afirmación del Lema 5.1. 

 

Corolario 5.1 (Blondel et al., 2004), (Theys, 2005): Si el álgebra de Lie generada por el 

conjunto M es resoluble, entonces el JSR de M es igual a ݉ܽݔ௜ρሺܯ௜ሻ y a su aproximación de 

la norma elipsoidal.                          ฀ 

 

Es decir, existe una P tal que la aproximación de la norma elipsoidal del JSR del conjunto 

M es  ߩොሺۻሻ ൌ inf௉வ଴max஺೔ۻאԡܯ௜ԡ௉ ൌ max௜ߩሺܯ௜ሻ ൌ  .ሻۻሺߩ
Este corolario se demuestra a partir de la extensión al caso de matrices triangularizables 

(cuya álgebra de Lie sea resoluble) del resultado para matrices triangulares del Corolario 6.14 

de (Theys, 2005). 

5.3 Métodos Lie algebraicos de diseño de control 

El problema de estabilizar (5.6) se resuelve si las matrices Mi=Φ௜஼௅, i=1..,݌,  satisfacen las 

hipótesis del Teorema 5.1 citado previamente.  

Lo anterior motiva el diseño de los parámetros del controlador tal que el álgebra de Lie que 

generan sus matrices de evolución de lazo cerrado sea resoluble. 

 

A partir de las condiciones de resolubilidad establecidas en la sección 5.2.5, se proponen 

dos métodos Lie-algebraicos de diseño para calcular los parámetros de los controladores:  

1)  por cálculo de la matriz de triangularización común,  

2)  por la imposición de condiciones de resolubilidad (adicionales). 

Ambas propuestas presentan ventajas y desventajas que se comentan a continuación.  

La propuesta de diseño 1) establece condiciones lineales en los parámetros del controlador y 

apunta a lograr un índice resolubilidad igual al máximo posible ݉௟௜௠. Como desventaja, y tal 

como fue remarcado en (Shorten et al., 2007), no es una tarea fácil determinar si una matriz 

de transformación puede poner en forma triangular a un conjunto de matrices. 

La propuesta 2) es formulada en términos de los datos originales, sin necesidad de buscar la 

transformación común. Como contrapartida, el diseño por imposición para índice de 
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resolubilidad superior a 1 implica la resolución de ecuaciones no lineales y debe ser realizada 

con algún método numérico.  

Ambas propuestas serán analizadas en detalle y se formularán métodos en cada caso.  

 

Se destaca que aún cuando no sea posible conseguir la resolubilidad del álgebra vía el ajuste 

de parámetros, se planteará el diseño de parámetros del controlador de las matrices 

perturbadas de lazo cerrado Φ௜஼௅,P=Mi+Ωi tal que el álgebra generada por las matrices Mi sea 

resoluble y las perturbaciones Ωi resulten admisibles tal como será expuesto en la sección 5.4. 

Esto se basa en nociones de robustez relacionadas con la existencia de una QCLF. 

 

La utilización de un observador para reconstruir el estado a realimentarse presenta un nuevo 

desafío en el diseño de las matrices Ψi con i=1,... ݌. En la sección 5.2 se mostrará que se 

puede extender a las familias de controladores y observadores el principio de separación 

(donde el diseño de controlador y observador se hacen de manera separadas). Esta extensión 

puede hacerse si las matrices {Φ௜஼௅, Θi} con i=1,... ݌ satisfacen las hipótesis del Teorema 5.1.  

5.3.1 Método por Triangularización de la familia de matrices 

Como (5.2) típicamente no tiene una estructura triangular, esta proposición requiere poner a 

todas las matrices en tal forma usando una transformación de semejanza común a todas las 

matrices.  

Un primer enfoque para resolver este problema es considerar la transformación original del 

sistema discreto. Debido a lo conservativo de este enfoque, una segunda propuesta es admitir 

alguna transformación y ajustar los parámetros del controlador de manera que la misma sea 

común a todas las matrices de lazo cerrado. Esto se presenta en los siguientes métodos.  

i. Uso de subespacios invariantes originales (de la matriz de lazo abierto continua) 

De la teoría de control digital se tiene que el mapeo exponencial del sistema de lazo abierto 

A=T ܣመ T-1 es 

 ݁஺ ௧ ൌ ்݁஺෠்షభ௧ ൌ ܶ ݁ ஺෠ ௧ܶିଵ (5.13) 

 

donde T es una transformación de semejanza. Si A=T ܣመ T-1 es una descomposición de Jordan, 

entonces ܣመ es triangular superior o inferior (o diagonal).  
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Aplicando esta transformación al término de la entrada en (5.2) se tiene (5.14). 

 Γሺݐሻ ൌ න݁஺௫௧
଴ ݏ݀ܤ ൌ නܶ݁஺෠௫ ܶିଵ௧

଴ ݏ݀ܤ ൌ ܶቌන݁஺෠௫௧
଴ ൌܤቍܶିଵݏ݀ ௧ܩ ܶ ܶିଵܤ 

(5.14)

 

Si se considera el controlador por realimentación de estados, (5.6) resulta ser (5.15). 

௞ାଵݔ  ൌ ܶ ቀ݁஺෠௧ ൅ ܤ௧ሺܶିଵܩ ௧ܮ ܶሻቁ ܶିଵݔ௞ (5.15) 

A partir de la cual se define la siguiente matriz (5.16). Si la misma tiene una forma 

triangular superior (o inferior) para cada período de muestreo t=hi en el conjunto {hi, i ∈ ݌}, 

entonces el álgebra generada por la familia resulta resoluble.  

 

 ݁஺෠௧ ൅ ܤ௧ሺܶିଵܩ ௧ܮ ܶሻ (5.16) 

 

Como la descomposición de Jordan tiene una forma triangular superior ݁஺෠௧, se presenta el 

siguiente método:   

 

Método 5.1: Diseñar el controlador Lt de forma que cada matriz ܩ௧ሺܶିଵܮ ܤ௧  ܶሻ tenga una 

forma triangular superior. 

 

Dependiendo de la estructura de lazo abierto, la satisfacción de esta condición requiere 

elegir algunos de los parámetros del controlador iguales a cero. Con esto, en muchos casos, se 

pierden varios grados de libertad para la elección de las ganancias del controlador. 

Eso se evalúa en el siguiente ejemplo. 

 

Ejemplo 5.1: Sea el sistema “paper machine head box” tomado de (Franklin & Powell, 

1980) descripto por: 

ሶݔ  ൌ ൥ െͲ.ʹ Ͳ.ͳ ͳെͲ.Ͳͷ Ͳ ͲͲ Ͳ െͳ൩ ݔ ൅ ൥Ͳ ͳͲ Ͳ.͹ͳ Ͳ ൩ ሾݑଵ ଶሿݑ
 

(5.17) 
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Esta matriz puede ser puesta en una forma diagonal (5.18) por la transformación de 

semejanza T (5.19). 

 ݁஺෠௧ ൌ ൥݁ି଴.ଵ଻଴଻ଵ௧ Ͳ ͲͲ ݁ି଴.଴ଶଽଶ௧ ͲͲ Ͳ ݁ି௧൩ (5.18)

 

 ܶ ൌ ൥െͳ.ʹͶʹʹ͵ െͲ.Ͳʹͳ͵͵ ͳ.Ͷͷͷ͸െͲ.Ͳ͸ʹͳͳ െͲ.͵͸Ͷʹ Ͳ.Ͷʹ͸͵ͳ Ͳ Ͳ ൩ (5.19) 

Sea el controlador por realimentación de estados (5.20). 

௧ܮ  ൌ ൤݈௧,ଵ ݈௧,ଶ ݈௧,ଷ݈௧,ସ ݈௧,ହ ݈௧,଺൨ (5.20) 

A partir de la transformación (5.19) y a los efectos de poner la matriz ܩ௧ሺܶିଵܮ ܤ௧  ܶሻ en 

una forma triangular se debe adoptar la solución (5.21). 

 ሼ݈௧,ଵ ൌ Ͳ, ݈௧,ଶ ൌ Ͳ, ݈௧,ହ ൌ െ͵.ͶͳͶʹ ݈௧,ସሽ  (5.21) 

Por ejemplo, para t= h1=0.2 resulta (5.22). 

௧ܶܮ ܤ௧ܶିଵܩ  ൌ ቎Ͳ Ͳ.ͷͲͶ ݈௧,ସ െͲ.ͷͲͶ ݈௧,ସ ൅ ݈௧,ଷ ൅ Ͳ.Ͷ8ͻ ݈௧,଺Ͳ െͳ.͵ͻ ݈௧,ସ ͳ.͵ͻ ݈௧,ସ ൅ ݈௧,ଷ െ ͳ.͵ͷ ݈௧,଺Ͳ Ͳ ݈௧,ଷ ቏  (5.22)

A partir de (5.22) se deriva que los elementos de la primera columna no pueden ser 

modificados por los parámetros del controlador (5.21). Con esto, Φ௧,ሺଵ,ଵሻ஼௅  queda inalterable e 

igual a su valor original. 

Entonces usando la solución (5.21), la matriz de lazo cerrado resulta (5.23). 

 Φ௛భ஼௅
ൌ ێێۏ
ۍ Ͳ.ͻ͸͸ Ͳ.Ͳͻͻ ݈ଵ,ସ െͲ.Ͳͻͻ݈ଵ,ସ ൅ Ͳ.ͳͻ͸ ݈ଵ,ଷ ൅ Ͳ.Ͳͻ͸ ݈ଵ,଺Ͳ Ͳ.ͻͻͶ െ Ͳ.ʹ͹͹ ݈ଵ,ସ Ͳ.ʹ͹͹݈ଵ,ସ ൅ Ͳ.ͳͻͶ ݈ଵ,ଷ െ Ͳ.ʹ͸ͻ ݈ଵ,଺Ͳ Ͳ Ͳ.8ͳ8͹ ൅ Ͳ.ͳ8ͳ ݈ଵ,ଷ ۑۑے

ې
 

 

(5.23)

Cuyos autovalores son ൛λଵ ൌ Ͳ.ͻ͸͸,  λଶ ൌ Ͳ.ͻͻͶ െ Ͳ.ʹ͹͹ ݈ଵ,ସ,  λଷ ൌ Ͳ.8ͳ8͹ ൅ Ͳ.ͳ8ͳ ݈ଵ,ଷൟ 
Entonces, se tiene un autovalor fijo en 0.966 y los otros dos pueden ser ubicados con l1,3 y l1,4. 

De la misma forma se procede para h2=0.4 dando (5.24). 
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 Φ௛మ஼௅

ൌ ێێۏ
ۍ Ͳ.ͻ͵Ͷ Ͳ.ͳͻͷ ݈ଶ,ସ െͲ.ͳͻͷ ݈ଵ,ସ ൅ Ͳ.͵8͸ ݈ଶ,ଷ ൅ Ͳ.ͳ8ͻ ݈ଶ,଺Ͳ Ͳ.ͻ88 െ Ͳ.ͷͷʹ ݈ଶ,ସ Ͳ.ͷͷ͵ ݈ଶ,ସ ൅ Ͳ.͵ͻ͹ ݈ଶ,ଷ െ Ͳ.ͷ͵͸ ݈ଶ,଺Ͳ Ͳ Ͳ.͸͹Ͳ͵ ൅ Ͳ.͵ʹͻ͸ ݈ଶ,ଷ ۑۑے

ې
 

(5.24)

Cuyos autovalores son: ൛߯ଵ ൌ Ͳ.ͻ͵Ͷ,  ߯ଶ ൌ Ͳ.ͻ88 െ Ͳ.ͷͷʹ ݈ଶ,ସ,  ߯ଷ ൌ Ͳ.͸͹Ͳ͵ ൅Ͳ.͵ʹͻ͸ ݈ʹ,͵. Se tiene un autovalor fijo en 0.934 mientras los otros pueden ser ubicados con  

l2,4 y l2,3. 

De la misma forma se puede extender la adaptación de parámetros a cualquier período de 

muestreo. Lo interesante de este método es que el ajuste de los valores de la realimentación 

depende sólo de cada modo del sistema. Sin embargo, la pérdida de libertad puede provocar 

que el problema resulte irresoluble en algunos casos. 

 

ii. Triangularización de la familia de matrices vía una matriz unitaria 

El método propuesto para construir la matriz que simultáneamente triangulariza a todas las 

matrices en M, hace uso de la demostración del Lema 5.2 de (Chu & Zhang, 2007) que será 

transcripta a continuación para su mejor entendimiento: 

 

En primer lugar se sabe que las matrices de un álgebra resoluble tienen al menos un 

autovector común.  

Dado tal autovector común v(1) normalizado, se debe extender a una base ortonormal v(1) , 

v(2),...,v(n) usando el procedimiento de ortonormalización Gram-Schmidt. Luego se puede 

calcular la matriz unitaria U1=[v(1) ...v(n)]. 

Entonces para dos matrices del conjunto M, llamadas M1 y M2, se puede verificar 

 ଵܷܯכଵ ଵܷ ൌ ൤ߣଵ Ͳכככ ଵܣ ൨  y  ଵܷܯכଶ ଵܷ ൌ ቂ߯ଵ Ͳכככ ଵܤ ቃ (5.25) 

Asimismo, las matrices A1 y B1 de orden n-1 deben tener también un autovector común, i.e. 

 ܷଶܣכଵܷଶ ൌ ൤ߣଶ Ͳכככ ଶܣ ൨  y  ܷଶܤכଵܷଶ ൌ ቂ߯ଶ Ͳכככ ଶܤ ቃ (5.26) 

A partir de U2 se debe construir la matriz de orden n  

 ଶܸ ൌ ൤ͳ ͲͲ ܷଶ൨ (5.27) 
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Las matrices V2 y U1 V2 son unitarias y además verifican 

 ଶܸכ ଵܷܯכଵ ଵܷ ଶܸ ൌ ൥ߣଵ כככ Ͳכככ ଶߣ Ͳכככ Ͳ ଶܣ ൩  (5.28) 

 ଶܸכ ଵܷܯכଶ ଵܷ ଶܸ ൌ ൥߯ଵ כככ Ͳכככ ߯ଶ Ͳכככ Ͳ ଶܤ ൩ (5.29) 

 

Se debe continuar con este proceso de calcular matrices Uj de orden (n-j+1), con j=1,...,n-1 

y las matrices unitarias Vj de orden n. Luego de n-1 pasos la matriz unitaria (5.30) 

triangulariza superior y simultáneamente a M1 y M2.  

 ܷ ൌ ଵܷ ଶܸڮ ௡ܸିଵ (5.30) 

Esto puede extenderse a todas las ݌ matrices Mi en el conjunto M. 

 

A continuación se formula un método que utiliza lo establecido previamente para ajustar los 

parámetros de realimentación de una matriz de lazo cerrado de manera que sea 

triangularizable con una transformación común a otra matriz de lazo cerrado ya diseñada.  

 

Método 5.2: Sea la realimentación L1 para el período h1 ya calculada, es decir en este 

problema Φଵ஼௅   א   ԧ୬ൈ୬, es conocido.  

Paso 1: Determinar una matriz unitaria de triangularización común. 

Supongo que Φଵ஼௅ ൌ Φଵ ൅ Γଵܮଵ tiene autovalores1 reales {λ1,... λn}. Entonces, el próximo 

algoritmo se debe ejecutar como máximo n-1 veces. 

Sea inicialmente M1=Φଵ஼௅ y M2=Φଶ஼௅ ൌ Φଶ ൅ Γଶܮଶ. 

 

1- Elegir uno de sus autovalores ρ1=λi de M1 y construir la matriz U1 para su autovector 

asociado v(1).  

2- Obtener la matriz unitaria Uj=[v(1)|u(2)|...|u(n)] donde u(2),...,u(n) son vectores ortonormales 

a v(1) que se obtienen usando el procedimiento de ortonomalización de Gram Schmid.  

3- Formar la matriz Wj=[u(2)|...|u(n)] (quitando el autovector común de Uj), luego  

                                                 
1 Si el autovalor λi de M1 es complejo, también debe aparecer su complejo conjugado. Una alternativa es tomar 
dos autovectores asociados a ambos autovalores y construir la matriz Uj  con vectores ortonormales a [v(1)|v(2)]. 
Esto reduce la cantidad de pasos del algoritmo.  
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4- Calcular Aj =(Wj)' M1 Wj. Luego adoptar M1=Aj y volver a retornar al paso 1. 

Como resultado de este proceso iterativo se obtendrá la matriz unitaria (5.30) 
(donde U1 =V1, V2=[1 0 0..;0 U2], V3= [1 0 0..;0 1 0....; 0,… U3], etc).  

 

Paso 2: Planteo de sistema de ecuaciones  

Una vez calculada la matriz unitaria (5.30) se debe resolver el sistema de ecuaciones que 

surge de igualar la matriz  Φ෩ଶ஼௅ ൌ ்ܷ൫Φଶ ൅ Γଶܮଶ൯ ܷ a la siguiente matriz triangular superior 

 ቈ߯ଵ כככ Ͳכככ ߯ଶ Ͳכככ Ͳ . . . ቉ 
 

(5.31) 

Es decir, se deben igualar las n×(n-1)/2 ecuaciones que se determinan al igualar a 0 los 

términos debajo de la diagonal principal de Φ෩ଶ஼௅. Simultáneamente, los elementos en la 

diagonal deben ser inferiores a la unidad en módulo. Es decir, se deben satisfacer n 

inecuaciones.  

Matemáticamente esto se expresa como las n×(n-1)/2 ecuaciones (5.32) siendo la matriz 

unitaria U = [T1|T2|...Tn], donde Tj son vectores columna. 

 

 ݂݈݅ܽ ʹ  ൛ ଶ்ܶΦଶ஼௅ ଵܶ ൌ Ͳ ݂݈݅ܽ ͵  ൛ ଷ்ܶΦଶ஼௅ ଵܶ ൌ Ͳ, ଷ்ܶΦଶ஼௅ ଶܶ ൌ Ͳ, ..  
݂݈݅ܽ ݊   ۔ە

ۓ ௡்ܶΦଶ஼௅ ଵܶ ൌ Ͳ௡்ܶΦଶ஼௅ ଶܶ ൌ Ͳܶڮ௡்Φଶ஼௅ ௡ܶିଵ ൌ Ͳ 
(5.32)

 

A su vez los elementos en la diagonal deben satisfacer (5.33) tal que |χi|<1 para i entre 1 y n. 

 
۔ە 

ۓ ଵ்ܶΦଶ஼௅ ଵܶ ൌ ߯ଵଶ்ܶΦଶ஼௅ ଶܶ ൌ ߯ଶܶڮ௡்Φଶ஼௅ ௡ܶ ൌ ߯௡ (5.33)

 

En muchos casos, la cantidad de parámetros de la realimentación de estados (dependiente 

del tamaño de la matriz de entrada) es inferior a la cantidad de ecuaciones y por tanto no 

necesariamente existe una solución de este sistema de ecuaciones.  En estos casos se puede 

proponer una solución aproximada, por ejemplo resolver sólo las ecuaciones de la última fila, 

y luego verificar si con los parámetros obtenidos el sistema es estable de manera robusta vía 

por ej. un análisis de Lyapunov. Es decir, se requiere un paso de verificación de estabilidad. 
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Paso 3 (opcional): Verificación de existencia de QCLF en solución aproximada  

A continuación se consideran dos posibles maneras de verificar que el sistema conmutado 

sea estable con matrices determinadas según el método presentado previamente: 

 

1. Para las matrices de lazo cerrado calculadas previamente, buscar una matriz P 

común que satisfaga las LMI (ver 5.4.1). Esto puede ser realizado con algún método 

numérico. 

   

2. Seleccionar los elementos de la matriz Φ෩ଶ஼௅, que estén por debajo de la diagonal 

principal de forma de constituir la siguiente matriz perturbación.  

 Ω෩ଶ ൌ ێێۏ
ۍێ Ͳ Ͳ ڮ ڮ ͲΦ෩ଶ஼௅ሺʹ,ͳሻ Ͳ ڮ ڮ Ͳڮ ڮ ڮ ڰ Φ෩ଶ஼௅ሺ݊ڭ െ ͳ,ͳሻ Φ෩ଶ஼௅ሺ݊ െ ͳ,ʹሻ ڮ ڮ ͲΦ෩ଶ஼௅ሺ݊, ͳሻ Φ෩ଶ஼௅ሺ݊, ʹሻ ڮ ڮ Ͳۑۑے

ېۑ
 (5.34) 

 

Tras esta definición ܯଶ ൌ Φ෩ଶ஼௅ െ Ω෩ଶ resulta triangular superior. En este caso la 

perturbación en el plano original resulta Ωଶ ൌ ்ܷΩ෩ଶܷ. Entonces, se debe verificar si 

se satisface la condición de robustez establecida en el Teorema 5.1.  

฀ 

 

Si bien no hay certezas sobre el éxito del método propuesto en la obtención de una solución 

para {(5.32) y (5.33)} se pueden considerar las siguientes alternativas en caso de que el 

mismo falle:  

Si no se puede encontrar una CQLF en el caso aproximado se puede intentar resolver otras 

ecuaciones (por ejemplo, otra fila) y re-intentar la verificación. Si las soluciones previstas por 

las otras ecuaciones tampoco dan un resultado satisfactorio, se puede construir otra matriz 

unitaria (empezando por otro autovalor). Por último se puede cambiar el diseño original de L1. 

 

El método 5.2 presentado es analizado en los siguientes tres ejemplos. En el primero de 

ellos se considera el caso más simple, un sistema de segundo orden con una entrada de 

control. Este caso es el más simple de todos porque requiere la existencia de un sólo 

autovector común. Como segundo ejemplo se considera un sistema de tercer orden que tiene 
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la misma cantidad de parámetros del controlador que el total de ecuaciones e inecuaciones 

que deben ser resueltas {(5.32) y (5.33)}, por lo cual se puede resolver de forma exacta. Por 

último, el tercer ejemplo tiene menor cantidad de parámetros de control que la necesaria, por 

lo cual se resolverá de forma aproximada y se efectuará luego el paso de verificación.   

 

Ejemplo 5.2: Sea un sistema de segundo orden con una entrada de control. A continuación 

se presenta la solución exacta del problema de encontrar un autovector común vía 

realimentación de estados. El caso de autovalores complejos conjugados requiere tener ambos 

autovectores comunes, por lo cual será tratado más adelante. 

Sea un sistema con dos períodos de muestreo h1 y rh1. Las matrices de lazo abierto para 

cada modo son: 

 Φଵ ൌ ቈܽଵ,ଵଵ ܽଵ,ଶଵܽଶ,ଵଵ ܽଶ,ଶଵ ቉ , Γଵ ൌ ൤ܾଵଵܾଶଵ൨ (5.35)

 Φ௥ ൌ ൤ܽଵ,ଵ௥ ܽଵ,ଶ௥ܽଶ,ଵ௥ ܽଶ,ଶ௥ ൨ , Γ௥ ൌ ൤ܾଵ௥ܾଶ௥൨ (5.36) 

Considerando una realimentación de estados, el lazo cerrado resulta (5.37) donde para 

hr=rh, se tiene ܮ௥ ൌ ሾ݈௥,ଵ ݈௥,ଶሿ y para el período nominal h se define ܮଵ ൌ ሾ݈ଵ,ଵ ݈ଵ,ଶሿ.  
 Φଵ஼௅ ൌ Φଵ ൅ Γଵܮଵ y  Φ௥஼௅ ൌ Φ௥ ൅ Γ௥ܮ௥ (5.37) 

Sean ߣଵ,ଵ y ߣଵ,ଶ los autovalores (reales) de Φଵ஼௅. Asociado al autovector común ݒ ൌሾݒଵ  .୰,ଵߣ ଵ,ଵ y la matriz Φ௥஼௅ tiene el autovalorߣ  ଶሿT, la matriz Φଵ஼௅ tiene el autovalorݒ

El valor de ߣ୰,ଵ queda determinado por la expresión (5.38).  

௥,ଵߣ  ൌ െሺെܾଶ௥  ܽଵ,ଵ௥ ଵ,ଵ ܾଵଵߣ  ൅ ܾଶ௥ ܽଵ,ଵ௥ ܽଶ,ଶଵ ܾଵଵ െ ܾଶ௥ ܽଵ,ଵ௥ ܾଶଵ ܽଵ,ଶଵ െ ܾଶ௥ ܽଵ,ଶ௥ ଵ,ଵ ܾଶଵ൅ߣ  ܾଶ௥  ܽଵ,ଶ௥ ܽଵ,ଵଵ ܾଶଵ െ ܾଶ௥ ܽଵ,ଶ௥ ܽଶ,ଵଵ ܾଵଵ ൅ ܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ ଵ,ଵߣ ܾଵଵെ ܽଶ,ଵ௥  ܾଵ௥ ܽଶ,ଶଵ  ܾଵଵ ൅ ܽଶ,ଵ௥  ܾଵ௥ܾଶଵ ܽଵ,ଶଵ ൅ ܽଶ,ଶ௥  ܾଵ௥ ߣଵ,ଵ ܾଶଵെ ܽଶ,ଶ௥  ܾଵ௥ܽଵ,ଵଵ ܾଶଵ ൅ ܽଶ,ଶ௥ ܾଵ௥ ܽଶ,ଵଵ ܾଵଵሻ/ሺെܾଵ௥ ଵ,ଵܾଶଵߣ  ൅ ܾଵ௥ܽଵ,ଵଵ ܾଶଵെ ܾଵ௥ܽଶ,ଵଵ ܾଵଵ ൅ ܾଶ௥ ଵ,ଵܾଵଵߣ െ ܾଶ௥ܽଶ,ଶଵ ܾଵଵ ൅ ܾଶ௥ܾଶଵܽଵ,ଶଵ  
 

(5.38)

 

Este autovalor depende de los parámetros del sistema y de ߣଵ,ଵ y no puede ser elegido 

libremente. La condición หߣ௥,ଵห ൏ ͳ depende entonces del sistema Φଵ஼௅. Para conseguir este 

autovalor se deben elegir los siguientes parámetros de la realimentación  ݈௥,ଶ ൌ െሺെߣଵ,ଶ   ߣ௥,ଶ ൅ ଵ,ଶ  ܽଶ,ଶ௥ߣ െ ଵ,ଶ  ܽଵ,ଶ௥ߣ ൅ ܽଵ,ଵ௥  ܽଵ,ଶ௥ െ ܽଵ,ଶ௥ ௥,ଶߣ  ൅ ܽଵ,ଶ௥  ܽଶ,ଶ௥ െ ܽଶ,ଵ௥   ܽଵ,ଶ௥൅ ܽଶ,ଶ௥ ௥,ଶߣ  െ ൫ܽଶ,ଶ௥ ൯ଶሻ/ሺܾଵ௥ ܽଵ,ଵ௥  ൅ ܾଵ௥ܽଵ,ଶ௥ െ ܽଶ,ଵ௥  ܾଵ௥ െ ܽଶ,ଶ௥  ܾଵ௥ሻ 
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 ݈௥,ଵ ൌ  ሺܽଵ,ଵ௥  ܾଵ௥ ݈௥,ଶ െ ௥,ଶܽଵ,ଵ௥ߣ ൅ ܽଶ,ଶ௥  ܽଵ,ଵ௥ െ ݈௥,ଶܽଶ,ଵ௥  ܾଵ௥ െ ݈௥,ଶߣ௥,ଶܾଵ௥ െ ܽଶ,ଵ௥  ܽଵ,ଶ௥ ൅ ൫ߣ௥,ଶ൯ଶെ ܽଶ,ଶ௥ ௥,ଶ ܾଵ௥ߣ௥,ଶሻ/ሺߣ  ൅ ܾଵ௥ ܽଵ,ଶ௥ െ ܽଶ,ଶ௥  ܾଵ௥ሻ 
 

Donde ߣ௥,ଶ se puede elegir independientemente. 

Ejemplo 5.3: Para el mismo sistema considerado en Ejemplo 5.1 se considera el diseño del 

controlador siguiendo los pasos del Método 5.1. Al igual que en el caso anterior se puede 

obtener una solución exacta para adaptar los parámetros del controlador. Esto ocurre porque 

para cualquier modelo genérico de orden tres con dos entradas (y 6 parámetros de control) 

existe una relación exacta que vincula los autovalores de las dos matrices de lazo cerrado con 

su autovector común. Tal relación es difícil de obtener en otros casos más generales. 

Considérese el siguiente ejemplo numérico donde el controlador para ݄ଵ es  

ଵܮ  ൌ ቂെͳͲ.ͳ8͹ͻͷͷ͹ ͳͶ.͸ͷͳͻͶ െͷ.͵ͲͲͷ͸ͳͻെͻ.͸8͸ͲͷͶͳͷ ͳͲ െͶ.ʹʹͲͷ͵ͷ ቃ (5.39) 

los autovalores de Φଵ஼௅ son {λ1=0.5597, λ2=0.4836, λ3=0.0638}.  

El autovector asociado a λ1 resulta ser 

 ܸ ൌ ൥െͲ.͹ʹͻʹͷ͸ʹ͹ʹ8െͲ.͵ͷʹͲ͵8ͻͳ8ͳͲ.ͷ8͸͹͵ͳͷ͵Ͳʹ ൩  (5.40) 

 

Este es un autovector común de Φଶ஼௅ asociado al autovalor ߯ଵ ൌ Ͳ.ʹͻͳͷ͸͹ (este valor tiene 

que ver con la relación mencionada), si se eligen ሼ݈ଶ,ଵ ൌ െͲ.Ͷ8ʹ͹͵͸ͻ ݈ଶ,ଶ ൅ Ͳ.8ͲͶͷ͸ͳͷͳ ݈ଶ,ଷ ൅ Ͳ.ͻʹͶ͵ʹͳ;   ݈ଶ,଺ ൌ Ͳ.͸ ݈ଶ,ହ ൅ ͳ.ʹͶʹͻͳ͵݈ଶ,ସ ൅ ͳ.Ͷ͸ʹ͹͵͹͸ͳʹሽ 
 

La matriz calculada según paso 3 es   

 ଵܹ ൌ ൥െͲ.ͲͲͳʹ͵ͲͶ Ͳ.͸8Ͷͳ͵ͲͲ͵Ͳ.8͸ͶͳͲͳ െͲ.͵ͷͻ͹ͳͻͶͲ.ͷͲ͵ͳ͸8 Ͳ.͸͵ͶͶ8ʹͶͻ൩  (5.41) 

 

Y las condiciones para satisfacer las ecuaciones son ሼ݈ʹ,ͷ ൌ  ͳͲͲ.Ͷͻ͵ͳ͹൅ ʹ͹.ͶͶͶ͵8 ݈ʹ,ʹ൅ͻͻ.͹ͶͻͶͷ ݈ʹ,͵െͳ.ͶʹͲʹͷ͸ ݈ʹ,Ͷ ,  ߯ଶ ൌ ʹ8.ͻ͹Ͷ͵Ͷͳʹ൅ ͹.͸͵8ͷ͸ͳͷ͹ ݈ʹ,ʹ൅ʹ͹.͹͸͵ͳͶ͵͵ ݈ʹ,͵ሽ 
 

Con esto la matriz unitaria resulta ser (5.42). 

 ܷ ൌ ൥െͲ.͹ʹͻʹͷ͸ʹ͹ʹ8 Ͳ.͵ͻͲ͹8ͳͳͻͷͻ െͲ.ͷ͸ͳ͸͹ͳͻʹͲ͵െͲ.͵ͷʹͲ͵8ͻͳ8ͳ Ͳ.Ͷ8ͻ͸Ͳ͸8Ͳͳʹ Ͳ.͹ͻ͹͹ͳ͹8ͷ8ͲͲ.ͷ8͸͹͵ͳͷ͵Ͳʹ Ͳ.͹͹ͻͶ͹ͳͳʹ͸Ͳ െͲ.ʹͳͻͶ͹8͸Ͷͳͳ൩  (5.42) 
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Con esto, el lazo cerrado del sistema Φ෩ଶ஼௅ en su forma triangular obtenida con ்ܷΦଶ௅஼ܷ es  

ێێۏ
ۍ Ͳ.ʹͻͳͷ͹ െ͵͹.͵ͻ8 െ ͻ.ͻ͹8͸ͻ ݈ଶ,ଶ െ ͵͸.ʹ͸ͻ ݈ଶ,ଷ െʹͷ.ͶͶͻ െ ͸.8ͳͻͳ ݈ଶ,ଶ െ ʹͷ.Ͷ͵ͻ͸ ݈ଶ,ଷ ൅ Ͳ.͸͹ͻʹ݈ଶ,ସͲ ʹ8.ͻ͹Ͷ͵ ൅ ͹.͸͵8ͷ͸ ݈ଶ,ଶ ൅ ʹ͹.͹͸͵ ݈ଶ,ଷ ͳͻ.Ͳ͸͹ ൅ ͷ.ͷͷ8ͳ ݈ଶ,ଶ ൅ ͳ8.ͻͳ ݈ଶ,ଷ െ Ͳ.ͷͳͳ8͸ ݈ଶ,ସͲ Ͳ ͳ.ͳ͵ʹͻ െ .ͲͻͷͷͶ ݈ଶ,ଶ ൅ Ͳ.ͳͷͻʹ͵ ݈ଶ,ଷ െ Ͳ.ͲͲʹʹ͹݈ଶ,ସ ۑۑے

ې
 

Es decir, aún con la matriz ya puesta en su forma triangular superior, se cuenta con 3 

parámetros libres del controlador para elegir libremente los autovalores que restan. 

 

Ejemplo 5.4: Aplicando el método 5.1 se resolvió el siguiente problema de diseño. Sea (5.43) 

el modelo lineal de un péndulo invertido en tiempo continuo, y dos períodos de muestreo 

(s=2) h1=0.04 y h2=0.08.  

ܣ  ൌ ൦Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ െͳͶ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ʹ8 Ͳ൪ , ܤ ൌ ൦ͲʹͲʹ൪ (5.43) 

 

Se calcularon los parámetros de la realimentación de estados para el período de muestreo h2 

(L2= [l1,2 l2,2, l3,2 l4,2]), de manera que las matrices de lazo cerrado Φଵ஼௅ y Φଶ஼௅ tengan una 

matriz unitaria U que las triangularice simultáneamente.  

 

La realimentación de estados para h1 (L1) se obtuvo usando la fórmula de Ackerman de 

manera que los polos en lazo cerrado sean {0.65, 0.7, 0.75, 0.8383} (por simplicidad se 

consideraron autovalores reales), con lo que Φଵ஼௅  queda definida. 

Se consideró λ1=0.8383 y usando el método de ortonormalización Gram-Schmidt se 

extendió su autovector asociado a la matriz unitaria U1.  

 ଵܷ ൌ ൦െͲ.ͳ͸͹Ͷͷ Ͳ.ʹͳͷͷʹ Ͳ.͵͹ͶͻͲ െͲ.88ͷͻ8Ͳ.͹͵͹͹8 Ͳ.͵͵8Ͷͷ Ͳ.ͷͷ͸ͳͻ Ͳ.ͳ͹8ʹͷͲ.ͳͶͶͶͶ െͲ.ͻͲ͸͹͸ Ͳ.͵8͹ͳͳ െͲ.Ͳ8ͶͲ͸െͲ.͸͵͹͹8 Ͳ.ͳʹͻͷ͹ Ͳ.͸͵ʹ͸Ͷ Ͳ.Ͷͳͻ͹͸ ൪ (5.44)

De manera similar, se consideró λ1=0.75 y se calculo las matriz U2  

 ܷଶ ൌ ൥Ͳ.͵ͷʹ88Ͷ Ͳ.ͷͲ͵ʹͶʹ Ͳ.͹888ͳͲ.͹ͷ͹ʹͲʹ െͲ.͸Ͷ88͵ Ͳ.Ͳ͹ͷͳͻͲ.ͷͶͻ͸ͷͳ Ͳ.ͷ͹Ͳ͹ͷʹ െͲ.͸ͳͲͲʹ൩ 
 

(5.45)

En el tercer y último paso se eligió λ3=0.7, y con ello quedo determinada U3. 

 ܷଷ ൌ ቂ Ͳ.8ͳ͸͵ͳ െͲ.ͷ͹͹͸ͲെͲ.ͷ͹͹͸Ͳ െͲ.8ͳ͸͵ͳቃ (5.46)
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La matriz de unitaria común se construye según (5.30) a partir de U1,U2 y U3. 

Con esta matriz se triangulariza a Φଵ஼௅ de manera exacta, como se ve en (5.47). 

Φଵ஼௅ܷכܷ  ൌ ێێۏ
ۍێ Ͳ.8͵8͵ Ͳ.Ͳͷͳ͵ͻ͸ Ͳ.͵ͻͷͻͳͻ െʹ.ͳͶ͸ʹʹͶͲ Ͳ.͹ͷ ͳ.ͷ͸͸͹͹ͻ െͳͷ.͸ͷͶͻ8Ͳ Ͳ Ͳ.͹ ʹ.8ͳ8ͷ͹ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ.͸ͷ ۑۑے

ېۑ
 

 

(5.47)

Como para Φଶ஼௅ no alcanzan la cantidad de parámetros para resolver todas las ecuaciones, se 

plantean sólo 3 de ellas (las de la última fila) y una inecuación, es decir 

 ݂݈݅ܽ Ͷ ቐ ସ்ܶΦଶ஼௅ ଵܶ ൌ Ͳସ்ܶΦଶ஼௅ ଶܶ ൌ Ͳସ்ܶΦଶ஼௅ ଷܶ ൌ Ͳସ்ܶΦଶ஼௅ ସܶ ൌ ߯ସ  (5.48)

 
Estas ecuaciones se satisfacen si valen las siguientes tres condiciones simultáneamente  

{݈ଶ,ସ=0.833247-0.2625453݈ଶ,ଵ+1.1567847݈ଶ,ଶ+0.2264815݈ଶ,ଷ; ݈ଶ,ଷ=-24.50267+3.31909݈ଶ,ଵ -

15.42767 ݈ଶ,ଶ; ݈ଶ,ଶ=1.630833+0.48066݈ଶ,ଵ} 

Con esto la inecuación da χi=0.9999 -0.0490 ݈ଶ,ଵ, es decir si se elige ݈ଶ,ଵ entre 0 y 40.77083 

el autovalor será inferior a 1. 

Usando la matriz unitaria se puede verificar lo establecido por esta solución  
 

Φଶ஼௅ܷכܷ 
ൌ ێێۏ
ۍێ Ͳ.͹Ͳʹ͵ͻ Ͳ.Ͳ8ͲͲͻ8 Ͳ.͹ͳͷ8ͳͷ െʹ.͹Ͷ͸ʹͻ െ Ͳ.ͲͶ͹ʹ8 ݈ଶ,ଵെͲ.ͲͲʹ8 Ͳ.ͷͶ8͹ʹ ʹ.ͷͲ͹ͻ͹8 െͻ.ͻ͹Ͳ͵Ͳ െ Ͳ.ͻ͸Ͳ͸ͷ ݈ଶ,ଵͲ.ͲͲͲ͵ͷ͸ Ͳ.ͲͲͳ͹͹ͷ Ͳ.Ͷͷͻͷ88 ʹ.ʹͲͲ͸ ൅ Ͳ.ͳ͹͹͸ ݈ଶ,ଵͲ Ͳ Ͳ Ͳ.ͻͻͻͻ െ Ͳ.ͲͶͻͲ ݈ଶ,ଵ ۑۑے

ېۑ
 

(5.49)

 
Si elijo ݈ଶ,ଵ= 5, entonces χ4=0.7547266129. 

 
Como se puede apreciar la segunda matriz no es exactamente triangular superior, pero 

puede ser considerada como tal más la siguiente perturbación aditiva: 

 

Ω෩ଶ ൌ ൦ Ͳ Ͳ Ͳ ͲെͲ.ͲͲʹ8 Ͳ Ͳ ͲͲ.ͲͲͲ͵ͷ͸ Ͳ.ͲͲͳ͹͹ͷ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ൪ 
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Sin embargo, se debe verificar que es una perturbación admisible, es decir, que no vulnera 

la estabilidad. 

 

Para ello, se construyó una función de Lyapunov cuadrática común a las matrices Φଵ஼௅y M2. 

Tal como se mencionó en la sección 5.1 se eligió una matriz P diagonal trabajando con las 

matrices triangulares U*Φଵ஼௅U y U*M2U. 

En primer lugar, γ> ρ(Φଵ஼௅)=0.8383 (máximo radio espectral de la familia). Entonces, se 

adopta γ=0.85 y se utiliza el método de construcción de la matriz de P diagonal analizado en 

sección 5.4 con lo cual resulta  ܲ  ൌ  ݀݅ܽ݃ ሺͳ, ͳ.ʹ, ʹ͸Ͳ, ʹͷͲͲͲሻ 
Luego QTQ=P tiene la siguiente solución ܳ  ൌ  ݀݅ܽ݃ ሺͳ, ͳ.ͲͻͷͶ,ͳ͸.ͳʹͶ,ͳͷ8.ͳͳ͵ሻ  
Con todo esto, se calculó ԡܳ Ω௜ ܳିଵ ԡ= 0.02676 < (1-0.85)=0.15, permitiendo concluir que 

el sistema perturbado {Φଵ஼௅,Φଶ஼௅} será robustamente estable. 

 
Observación 5.2: Al comparar los resultados de los Ejemplos 5.1 y 5.2 se remarca que el 

primero puede ser considerado como un caso particular de este segundo, para el cual la matriz 

unitaria se construye a partir de la matriz original de autovectores. Claramente, este segundo 

método tiene un mejor resultado dado que al no tener que igualar a cero ninguno de los 

parámetros de la matriz de realimentación permite elegirlos de forma tal que se puedan ubicar 

independientemente todos los autovalores de cada matriz de lazo cerrado. Recuérdese que en 

el Ejemplo 5.1 quedaban autovalores inaccesibles.   

5.3.2 Imposición de condiciones sobre índice de resolubilidad.  

Forzar que la secuencia g(m) generada por la familia M de matrices de lazo cerrado ܯ௜   ԧ௡ൈ௡א  se anule para algún m=m(n) nos permite establecer ecuaciones de diseño de los 

parámetros de los controladores de manera más directa que con el método de triangularización 

común. Esto es así debido a que se consideran las matrices originales.  

Es decir, se deben calcular las series derivadas desde 0 hasta m, donde m ≤ ݉௟௜௠ de Lema 

5.3, y obtener tales ecuaciones de diseño a partir de igualar a cero la serie g(m). 

 



Cap. 5.  Control de sistemas discretos LTI con período de muestreo variable en base a métodos Lie-
Algebraicos 

193 

 
A continuación, a modo introductorio, se trata la resolubilidad del álgebra generada por un 

par de matrices de ʹ ൈ ʹ. El mayor índice de resolubilidad es entonces igual a 2 y entonces se 

debe anular la serie g(2) , ver Lema 5.3. 

Como el grado de no linealidad de las ecuaciones obtenidas para m>1 crece 

significativamente la resolución analítica de este problema es muy complicada, por lo que se 

propone utilizar algún método no lineal de resolución numérica, como por ejemplo los 

disponibles en MATLAB. 

Un caso particular y más sencillo propuesto luego es considerar el índice de resolubilidad 

m=1. En este caso se dice que las matrices en el conjunto conmutan de a pares. Este caso se 

identifica como caso abeliano. 

Antes de considerar ambos métodos de diseño, se establecen las condiciones que deben 

satisfacer los coeficientes de una matriz ܧ௞ de ʹ ൈ ʹ genérica tal que su corchete con otra 

matriz ܧ௝ también de ʹ ൈ ʹ se anule, es decir ሾܧ௝ ,  .௞ሿ=0ܧ

 

Lema 5.5: Condiciones para conmutación de matrices de ʹ ൈ ʹ  

Sean dos matrices ሼܧ௞, ௝ሽܧ א Ըଶൈଶ, las condiciones que deben satisfacer los coeficientes (no 

nulos) de ܧ௞ tal que ሾܧ௝ , ௞ሿ=0 son (5.50), donde ݁௟,௠௥ܧ  es el elemento de la fila l y columna m 

de la matriz r.  

 ݁ଵଶ௞ ൌ ݁ଵଶ௝ ݁ଶଵ௞݁ଶଵ௝  

݁ଵଵ௞ ൌ െ݁ଶଵ௞ ݁ଶଶ௝݁ଶଵ௝ ൅ ݁ଶଵ௞ ݁ଵଵ௝݁ଶଵ௝ ൅ ݁ଶଶ௞  

(5.50) 

Demostración  

Esto se verifica simplemente calculando el corchete de Lie ሾܧ௝ ,  ௞ሿ.    ฀ܧ

 

Un interesante resultado que surge a partir del Lema 5.5 es la relación entre los autovalores 

de ܧ௝  y ܧ௞ si los parámetros de esta última se calculan con (5.50).  

  

Lema 5.6: Autovalores de matrices de 2×2 que conmutan entre sí. 

Sea un par de matrices ܧ௜ y ܧ௝  de 2×2 que conmutan entre sí. Si los autovalores de ܧ௜  son 

complejos conjugados (reales) entonces los autovalores de ܧ௝  también son complejos 

conjugados (reales).  
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Demostración: 

Esto se demuestra evaluando el signo de ݁ܿܽݎݐሺܧ௜ሻ െ Ͷ detሺܧ௜ሻ. Si el mismo es negativo 

son complejos y en caso contrario son reales.  

Para la matriz Ej se verifica que esta condición es (5.51). 

௝൯ܧ൫݁ܿܽݎݐ  െ Ͷdet൫ܧ௝൯ ൌ ൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ଶ െ Ͷ ݁ଵଶ௝ ݁ଶଵ௝  (5.51) 

A cálculo hecho para la matriz Ek calculada con la solución (5.50) se tiene (5.52). 

௞ሻܧሺ݁ܿܽݎݐ  െ Ͷdetሺܧ௞ሻ ൌ ቀ൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ଶ െ Ͷ ݁ଵଶ௝ ݁ଶଵ௝ ቁ ൫݁ଶଵ௞ ൯ଶ൫݁ଶଵ௝ ൯ଶ (5.52)

Como (5.52) resulta igual a (5.51) multiplicada por un cociente positivo ൫݁ଶଵ௞ ൯ଶ/൫݁ଶଵ௝ ൯ଶ 

entonces el signo de (5.51) es el mismo de (5.52). Con esto, si Ej tiene autovalores complejos 

conjugados entonces Ek también tiene autovalores complejos conjugados, y viceversa. 

 

i . Caso de índice de resolubilidad m>1 

Sea la familia de matrices de lazo cerrado ࡹ ൌ ሼܯଵ, ଶሽܯ א  ԧଶൈଶ. Entonces las series 

derivadas son  

g(0)=span{ܯଵ, ,ଶܯ ሾܯଵ, ,ଶሿܯ ,ଵܯൣ ሾܯଵ, ,ଶሿ൧ܯ ,ଶܯൣ ሾܯଵ, ,ଶሿ൧ܯ …},  

g(1)=span{ሾܯଵ, ,ଶሿܯ ,ଵܯൣ ሾܯଵ, ,ଶሿ൧ܯ ,ଶܯൣ ሾܯଵ, ,ଶሿ൧ܯ …} 

g(2)=spanሼቂሾܯଵ, ,ଶሿܯ ,ଵܯൣ ሾܯଵ, ଶሿ൧ቃܯ , ቂሾܯଵ, ,ଶሿܯ ,ଶܯൣ ሾܯଵ, ଶሿ൧ቃܯ , … ሽ, y así se continua. 

De acuerdo a la Observación 5.1 se obtiene ݉௟௜௠=2. Esto requiere que la serie g(2) sea nula.  

Para conseguir esto se definen ܧଵ ൌ ሾܯଵ, ଶܧ ,ଶሿܯ ൌ ,ଵܯൣ ሾܯଵ, ଷܧ ଶሿ൧ yܯ ൌ ,ଶܯൣ ሾܯଵ,  ଶሿ൧ yܯ

luego para que se anulen los corchetes entre ሾܧଵ, ,ଵܧଶሿ, ሾܧ ,ଶܧଶሿ y ሾܧ  ଷሿ se deben satisfacer lasܧ

ecuaciones (5.50) siendo k=1,2,3, j=2,3 con ݅ ് ݆. Más aún, dado que en este caso ܧ௞ y ܧ௝ 
tienen traza nula (g(1) ∈ sl(2)), entonces (5.50) se puede simplificar como (5.53). 

 ݁ଵଶ௞ ൌ ݁ଵଶ௝ ݁ଶଵ௞݁ଶଵ௝  

݁ଵଵ௞ ൌ ʹ݁ଶଵ௞ ݁ଵଵ௝݁ଶଵ௝ െ ݁ଵଵ௞  

(5.53) 
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Como ܯଵ ൌ Φଵ ൅ Γଵܮଵ y ܯଶ ൌ Φଶ ൅ Γଶ ܮଶ entonces en los elementos de la matriz  ሾܯଵ, ,ଵܯൣ ଶ y en el corcheteܮ ଵ yܮ ଶሿ aparecen términos de grado 2 de los elementos deܯ ሾܯଵ,  ଶሿ൧ de grado 3. Por esto las ecuaciones (5.53) son de tipo no lineal en losܯ

coeficientes de ܮଵ y ܮଶ. Para resolverlas se propone utilizar métodos numéricos de resolución.  

La aplicación de este método se ilustra en el siguiente ejemplo. 

  

Ejemplo 5.5: Sea el mismo sistema considerado en el Apéndice E con dos períodos de 

muestreo. Para obtener los parámetros del controlador, se plantean las ecuaciones no lineales 

(5.53) que garantizan que g(2)=0.  

Los parámetros que satisfacen tales ecuaciones se obtuvieron haciendo cálculos iterativos 

con el comando fsolve de MATLAB, inicializado con los parámetros diseñados con el método 

LQR (ver Apéndice E).  

Los valores obtenidos son  ܮଵ ൌ ሾʹʹ͵.ͻ͹͵͹͵͵ͳͷ͵ͻͶͷͶ െ8Ͳ͹.͸ͷͲͶʹ8ͲͶʹ͵ͷሿܮଶ ൌ ሾͻʹͷ.͸͹ͻ͸͸Ͳ͵ʹͲͷͻ8͵ െͳ.Ͳͳ8ͷͶ8͵͸Ͳ͵8ͻͲሿ 
 

Como los radios espectrales de cada matriz de lazo cerrado son ρ(Φଵ஼௅)= 0.9759 < 1 y  

ρ(Φଶ஼௅)= 0.9947423 < 1, respectivamente y además g(2)=0, entonces el sistema conmutado es 

estable asintóticamente para cualquier conmutación. 

 

Observación 5.3: Las diferencias entre los parámetros del diseño inicial LQR y las 

obtenidas con este diseño son mucho menores comparadas con las diferencias entre los 

parámetros del diseño LQR y el propuesto por (Schinkel et al., 2002), ver Apéndice E. 

 

Observación 5.4: El cálculo iterativo de los corchetes produce combinaciones no lineales de 

parámetros del controlador en los elementos de la ecuación (5.53) (los cuales son lineales en 

las matrices M1, M2). Con esto, las ecuaciones se vuelven más complicadas a medida que el 

valor de m se incrementa y métodos no lineales de resolución numérica deben ser usados para 

resolver este problema.     

ii. Caso abeliano  

Un caso particular y más sencillo propuesto aquí es considerar el índice de resolubilidad 

m=1. Con esto las matrices en el conjunto conmutan de a pares. Este caso particular del 

Teorema 5.1 ha sido primero demostrado en (Narendra & Balakrishnan, 1994).  
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Esto requiere para cada par de matrices en M que (5.54). 

௜ܯൣ  , ௝൧ܯ ൌ ௜ܯ ௝ܯ െܯ௝ ௜ܯ ൌ Ͳ, ݅ ് ݆ (5.54) 

La posibilidad de satisfacer tales ecuaciones depende del orden del sistema y de la cantidad 

de parámetros ajustables de control. En un caso general se pueden buscar soluciones 

utilizando algún método no lineal de resolución numérica, como un caso particular del 

método presentado previamente. 

 

Un caso particular para el cual si es posible obtener la solución analítica del ajuste de los 

parámetros de un controlador por realimentación de estados es para sistemas lineales de 

segundo orden genéricos con una sola entrada de control (el caso de tener dos entradas de 

control es trivial).  Esto se presenta en el Ejemplo 5.6. 

 

Ejemplo 5.6: Sea el mismo sistema de segundo orden de Ejemplo 5.2. Para el caso m=1, se 

deben satisfacer las ecuaciones (5.54), luego se pueden usar las soluciones (5.50) 

considerando Eଵ ൌ Φଵ஼௅  y E୰ ൌ Φ୰஼௅. 

A cálculo hecho los parámetros de la ley de control ܮ௥ ൌ ሾ݈௥,ଵ ݈௥,ଶሿ deben satisfacer 

  ݈௥,ଵ ൌ െ൫െ݈ଵ,ଶܽଶ,ଵ௥ ܾଶ௥ܾଵଵ ൅ ݈ଵ,ଶܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ܾଶଵ െ ݈ଵ,ଵܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ܾଵଵ െ ݈ଵ,ଵܽଶ,ଶ௥ ܾଵ௥ܾଶଵ ൅ ݈ଵ,ଵܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥ܾଶଵെ ܽଵ,ଵଵ ܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ െ ܽଶ,ଵଵ ܽଶ,ଶ௥ ܾଵ௥ ൅ ܽଶ,ଵଵ ܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥ ൅ ݈ଵ,ଵܽଵ,ଵ௥ ܾଵ௥ܾଶଵ ൅ ܽଵ,ଵ௥ ܽଶ,ଵଵ ܾଵ௥൅ ܽଶ,ଵ௥ ܽଶ,ଶଵ ܾଵ௥൯/൫െܽଵ,ଵଵ ܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ݈ଵ,ଶܾଶଵܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ݈ଵ,ଵܾଶଵܾଵ௥ܾଵ௥ െ ݈ଵ,ଶܾଵଵܾଶ௥ܾଶ௥ െ ݈ଵ,ଵܾଵଵܾଵ௥ܾଶ௥െ ܽଵ,ଶଵ ܾଶ௥ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଶଵ ܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଵଵ ܾଵ௥ܾଵ௥൯ 
(5.55)

 

  ݈௥,ଶ ൌ െ൫݈ଵ,ଵܽଵ,ଶ௥ ܾଵ௥ܾଶଵ െ ݈ଵ,ଶܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ܾଵଵ െ ݈ଵ,ଵܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥ܾଵଵ െ ܽଵ,ଶଵ ܽଶ,ଵ௥ ܾଵ௥ ൅ ݈ଵ,ଶܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥ܾଶଵെ ܽଵ,ଶଵ ܽଶ,ଶ௥ ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଶଵ ܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥ െ ݈ଵ,ଶܽଶ,ଶ௥ ܾଶ௥ܾଵଵ ൅ ܽଵ,ଶଵ ܽଵ,ଵ௥ ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଵଵ ܽଵ,ଶ௥ ܾଵ௥െ ܽଵ,ଵଵ ܽଵ,ଶ௥ ܾଶ௥൅ ݈ଵ,ଶܽଵ,ଵ௥ ܾଶ௥ܾଵଵ൯/ ൫െܽଵ,ଵଵ ܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ݈ଵ,ଶܾଶଵܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ݈ଵ,ଵܾଶଵܾଵ௥ܾଵ௥ െ ݈ଵ,ଶܾଵଵܾଶ௥ܾଶ௥ െ ݈ଵ,ଵܾଵଵܾଵ௥ܾଶ௥െ ܽଵ,ଶଵ ܾଶ௥ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଶଵ ܾଵ௥ܾଶ௥ ൅ ܽଶ,ଵଵ ܾଵ௥ܾଵ௥൯  

(5.56)

 

Para cualquier período kh y su matriz asociada Φ୩஼௅, que se agregue a esta familia, vale que 

si se ajustan los parámetros de su realimentación de estados según {(5.55) y (5.56)} 

intercambiando k por r, entonces Φ୩஼௅ conmuta con Φଵ஼௅  y Φ୰஼௅, y entonces la familia M = 

{Φଵ஼௅, Φ௥஼௅, Φ௞஼௅..} genera un álgebra de Lie resoluble (con g(1)=0). 
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Observación 5.5: En {(5.55) y (5.56)} se puede ver que los parámetros de la realimentación 

de estados para una matriz de lazo cerrado asociada a hk dependen de los parámetros de las 

matrices de lazo abierto Φ௜ para h1 y hk y los parámetros del controlador ܮଵ para h1. Con esto, 

una vez determinados l1,1 y l1,2 quedaran definidas todas las matrices en el conjunto y sus 

respectivos radios espectrales, los que pueden resultar superiores a la unidad dependiendo, 

entre otras cosas, de la planta en particular. Sin embargo a partir del Lema 5.6 se establece 

que todas las matrices en el conjunto tendrán sus autovalores complejos conjugados o reales. 

5.3.3 Control por realimentación de estados con observadores 

En primer lugar se analiza la resolubilidad de la familia de matrices (5.10) con i=1,..݌, a 

partir de suponer la resolubilidad de las álgebras generadas por matrices del lazo de control y 

lazo de observación de manera separada.  

 

Lema 5.7: Sean las familias MC={Φ௜஼௅, con i=1,... ݌} y M0={Θi, con i=1,... ݌} tales que 

ambas generen álgebras de Lie resolubles. 

 

Entonces, la familia M = {Ψi con i=1,...p} generan un álgebra de Lie resoluble.  

 

Demostración:  

Como las álgebras asociadas con las familias MC y M0 son ambas resolubles (por separado), 

luego existen dos transformaciones matriciales TC y T0 que triangularizan a todas las matrices 

en cada uno de los conjuntos MC y M0.   

Es decir, TC
-1Φ௜஼௅TC y T0

-1Θ௜ T0 con i=1,..݌ son todas matrices triangulares superiores. Sea 

la transformación invertible T (dado que TC y T0 son invertibles) ܶ ൌ ൤ ௖ܶ ͲͲ ଴ܶ൨, entonces 

 ቈ ஼ܶି ଵ ͲͲ ଴ܶି ଵ቉ ൤Φ௜஼௅ Γ௜ܮ௜Ͳ Θ௜ ൨ ቈ ஼ܶ ͲͲ ଴ܶ ቉
ൌ ቈ ஼ܶି ଵΦ௜஼௅ ஼ܶ ஼ܶି ଵΓ௜ܮ௜ ஼ܶͲ ଴ܶି ଵΘ௜ ଴ܶ ቉ 

 

(5.57) 

que resulta ser triangular superior, por tanto el álgebra generada por Ψi es resoluble.  

             ฀ 
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Observación 5.6: A partir de este lema y proponiendo además que los radios espectrales 

máximos de las familias de matrices de lazo cerrado de control ρ(Mc) y del error del 

observador ρ(M0) sean inferiores a 1, la estabilidad de lazo cerrado de la familia (5.10) queda 

garantizada por el Teorema 5.1. 

 

A los efectos de conseguir que el álgebra generada por el M0 sea resoluble se pueden aplicar 

tanto los métodos de triangularización como los de imposición de índice de resolubilidad. A 

modo de ejemplo se presenta la solución analítica del ajuste de los parámetros de los 

observadores de sistemas de segundo orden genéricos. 

Ejemplo 5.7: Sea el mismo sistema descripto en Ejemplo 5.6, en el cual se buscan calcular 

los parámetros del observador asintótico (5.10) para reconstruir el estado que no puede ser 

medido a partir de su salida. 

Definiendo la matriz de salida C, que permanece invariante ante el cambio de período de 

muestreo (5.2), como sigue 

ܥ  ൌ ሾܿଵ ܿଶሿ (5.58) 

Entonces para hr=rh se tiene ܩ௥ ൌ ሾ݃௥,ଵ ݃௥,ଶሿT y para el período nominal h se define ܩଵ ൌ ሾ ଵ݃,ଵ ଵ݃,ଶሿT.  

Aplicando el método abeliano 5.3.2.ii, se pueden usar las soluciones (5.50) considerando Eଵ ൌ Φଵ ൅ y  E୰  ܥ ଵܩ ൌ Φ୰ ൅   .ya que es un caso dual del problema del controlador ,ܥ௥ܩ

A cálculo hecho, se obtienen las soluciones exactas {(5.59), (5.60)} de ajuste de cualquier 

observador genérico de forma que la familia M0 genere un álgebra resoluble.  

 

 ݃௥,ଵ  ൌ  െ൫ܽଵଶ௥  ܿଶ ܽଶଵଵ െ ܽଵଶଵ ܽଶଵ௥ ܿଶ െ ଵ݃,ଵ ܿଶ ܿଵ ܽଵଵ௥ െ ܽଵଶ ܿଶ ܽଵଵ௥൅ ଵ݃,ଵ ሺܿଵሻଶܽଵଶ௥ െ ଵ݃,ଵ ሺܿଶሻଶ ܽଶଵ௥ ൅ ܽଵଶଵ ܿଵ ܽଶଶ௥ െ ܽଵଶ௥  ܽଶଶଵ  ܿଵ൅ ܽଵଶ௥  ܿଵ ܽଵଵଵ ൅ ଵ݃ଵ ܿଶ ܿଵ ܽଶଶ௥ ሻ/ሺെܽଵଶଵ  ሺܿଵሻଶ െ ܽଶଶଵ  ܿଵ ܿଶ൅ ܿଵ ܽଵଵଵ  ܿଶ ൅ ሺܿଶሻଶܽଶଵଵ ሻ 
 

(5.59) 

 ݃௥,ଶ ൌ െሺܿଵ ܽଵଶ௥  ܽଶଵଵ ൅ ܽଵଶ௥ ݃ଶ,ଶ ሺܿଵሻଶ െ ܿଵܽଵଶଵ ܽଶଵ௥ െ ܽଵଵ௥ ܽଶଵଵ ܿଶെ ܽଵଵ௥  ݃ଶ,ଶ ܿଵ ܿଶ െ ܽଶଶଵ ܽଶଵ௥ ܿଶ െ ݃ଶ,ଶ ሺܿଶሻଶ ܽଶଵ௥ ൅ ܽଶଵ௥  ܽଵଵଵ ܿଶ൅ ܽଶଶ௥  ܽଶଵଵ ܿଶ ൅ ܽଶଶ௥  ݃ଶ,ଶ ܿଵܿଶሻ/ሺെܽଵଶଵ  ሺܿଵሻଶ െ ܽଶଶଵ  ܿଵܿଶ൅ ܿଵ ܽଵଵଵ ܿଶ ൅ ሺܿଶሻଶ ܽଶଵଵ ሻ
 

(5.60)
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El problema de diseño de realimentación de salidas con observador puede resolverse 

entonces combinando las soluciones de ajuste de los parámetros de control {(5.55) y (5.56)} y 

de los parámetros del observador {(5.59), (5.60)}.  

5.4 Análisis de robustez y performance 

Para DTSS cuyas matrices satisfacen las condiciones Lie-algebraicas del Teorema 5.1, la 

estabilidad exponencial uniforme ante conmutación arbitraria es equivalente a la estabilidad 

exponencial de todos los modos que lo constituyen.  

 

Si bien la condición algebraica de resolubilidad del álgebra de Lie se destruye ante una 

dispersión paramétrica en un pequeño entorno (Agrachev & Liberzon, 2001), cierto grado de 

robustez es esperable debido a la propiedad de estabilidad exponencial que es robusta frente a 

pequeñas perturbaciones de los parámetros del sistema.  

Por tanto, el objetivo de esta sección es proponer herramientas que permitan determinar el 

grado de robustez. 

5.4.1 Calculo de la matriz P de la CQLF 

Para realizar un análisis de robustez (o de performance) se requiere explícitamente el 

cálculo de la matriz de la matriz P de la función cuadrática de Lyapunov ܸሺݔሻ ൌ  y el ݔ்ܲݔ

coeficiente de estabilidad exponencial ߛ ൏ ͳ que satisfacen (5.61). 

 ܲ ൌ ்ܲ ൐ Ͳ ߛଶ ܲ െ ௜்ܯ ܲ ௜ܯ ൒ Ͳ, ݅ ൌ ͳ,…  ݌
(5.61) 

La existencia de una CQLF se garantiza en este Capítulo diseñando las matrices ܯ௜ con los 

métodos de sección 5.3. 

 

Una primera alternativa para calcular P y ߛ es usar directamente algún método numérico 

(Boyd et al., 1994) para resolver las LMI (5.61).  

Una segunda alternativa es determinar sus valores a través de resolver exactamente la 

igualdad en (5.61), es decir  ܯ௬் ௬ܯ ܲ  ൌ  ଶܲ siendo My la matriz en la familia M de mayorߛ

radio espectral y ߛ ൌ ߝ ൅ max௜ߩሺܯ௜ሻ ൌ ߝ ൅  ௬൯. En lo que sigue se mostrara un ejemploܯ൫ߩ

donde la misma es válida. 
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Una tercera alternativa es construir P a partir del conocimiento de la transformación de 

triangularización T. Específicamente, si el álgebra generada por las matrices es resoluble, se 

puede construir la matriz P en el espacio original como (5.62) donde Ը significa tomar la 

parte real de la matriz diagonal y ෨ܲ es la matriz diagonal común, a las matrices triangulares 

superiores ܶିଵܯ௜ ܶ, calculada con el método constructivo de (Theys, 2005).  

 ܲ ൌ Ը൫ܶכ ෨ܲܶ൯ (5.62) 

A continuación se analiza este método constructivo a los fines de establecer conclusiones 

sobre la relación entre γ y P. 

 

i. Relación entre la aproximación de norma elipsoidal y la matriz P 

A partir del método constructivo utilizado para la demostración de Corolario de (Theys, 

2005), citado aquí como 5.1, se puede establecer una relación aproximada entre la matriz P y 

la aproximación de norma elipsoidal ߛ.  

A estos efectos, se citan a continuación los lineamientos de la propuesta de (Theys, 2005). 

 

El objetivo de la demostración de (Theys, 2005) es encontrar por construcción una P común 

de matrices triangulares ܯ෡௜  o triangularizables ܯ௜ (que satisfagan ܯ෡௜ ൌ ܶିଵܯ௜ ܶ). Esto 

requiere resolver las LMI (5.63).  

ଶߛ  ෠ܲ െ ෡௜்ܯ ෠ܲ ෡௜ܯ ൒ Ͳ  (5.63) 

Para el caso de estabilidad se debe considerar 1=ߛ. En la demostración de Teorema 5.1 de 

(Theys, 2005) se propone elegir como ෠ܲ una matriz diagonal. Entonces (5.63) se convierte en 

 

ێێێۏ
ଶߛቀۍێ െ หܽଵଵ௜ หଶቁ ଵ݌ െܽଵଵ௜ כ ܽଵଶ௜ ଵ݌ െܽଵଵ௜ڮ  ܽଵଶ௜ ଵ݌ כ െหܽଵଶ௜ หଶ݌ଵ ൅ ቀߛଶ െ หܽଶଶ௜ หଶቁ ଶ݌ ڭڮ ڭ െܽଵଵ௜ڰ  ܽଵ௡௜ ଵ݌ כ െܽଵଵ௜ ܽଵ௡௜ כ ଵ݌ െ ܽଶଶ௜ ܽଶ௡௜ ଶ݌כ ۑۑۑےڮ

 (5.64)  ېۑ

 

Luego, los valores de ݌௜ (para 1= ߛ) se eligen de forma que los menores principales de la 

matriz sean positivos. Estos menores principales ݌௞ାଵ se pueden forzar a ser positivos, porque ݌௞ାଵ ൐ Ͳ solo aparece en el último término diagonal y entonces puede ser elegido como un 

valor suficientemente grande. Por ejemplo, en el primer menor principal (5.65), ݌ଶ solo 
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aparece en el último término diagonal, y luego puede ser elegido tan grande de forma que se 

satisfaga el signo positivo. 

 

 ቮቀߛଶ െ หܽଵଵ௜ หଶቁ ଵ݌ െܽଵଵ௜ כ ܽଵଶ௜ ଵെܽଵଵ௜݌  ܽଵଶ௜ ଵ݌ כ െหܽଵଶ௜ หଶ݌ଵ ൅ ቀߛଶ െ หܽଶଶ௜ หଶቁ ଶቮ݌ ൐ Ͳ (5.65)

 

Como los elementos de Mi son finitos se garantiza que el valor de ݌௞ାଵ existe y es finito. 

Si en lugar de usar ߛ ൌ ͳ se considera ߛଶ ൌ ห ௝ܽ௝௜ หଶ ൅ ௝௜ߝ ൏ ͳ el menor valor de ε para el 

conjunto M es ߝ௠௜௡ ൌ ߛ െ ሻۻሺߩ ሻ, dondeۻሺߩ ൌ max |ܽ௝௝௜ |.  
En este caso (5.65) se puede reescribir como (5.66). 

 

 อ ଵ௜ߝ ଵ݌  െܽଵଵ௜ כ ܽଵଶ௜ ଵെܽଵଵ௜݌  ܽଵଶ௜ כ ଵ݌ െหܽଵଶ௜ หଶ݌ଵ ൅ ଶ௜ߝ ଶอ݌ ൐ Ͳ (5.66)

 

Sin pérdida de generalidad se puede suponer p1=1. Para que el determinante (5.66) sea 

positivo se verifica que: la disminución del valor de ߝ௝௜ requiere que ݌ଶ sea más grande.  

El mismo razonamiento puede extenderse al resto de determinantes. Entonces con este 

método constructivo la cercanía de la constante exponencial al máximo radio espectral del 

conjunto se logra a expensas de elegir los términos cada vez más grandes. 

 

Por otro lado igualar la constante exponencial al valor de ߩሺۻሻ elimina el término que 

multiplica con signo positivo al valor pj en la diagonal y este término forma parte de los 

determinantes de los menores principales de tamaño mayor o igual a j. Por ejemplo, si en 

(5.66) el máximo autovalor es max |ܽଶଶ௜ | y ߝଶ௜=0 entonces el determinante resulta negativo 

para cualquier valor de p2>0.  

 

Por ambos motivos, si bien se puede aproximar la norma exponencial por un valor superior 

al radio espectral, no siempre es posible usar la igualdad con la ෠ܲ diagonal construida con este 

método. Esto no contradice lo postulado por el Corolario 5.1 que dice que la aproximación de 

la norma elipsoidal puede ser elegida igual ߩሺۻ) porque el mismo se basa en la existencia de 

una P* común que no necesariamente sea diagonal. 
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Entonces, a través del análisis del método constructivo se puede llegar a la siguiente 

conclusión: 

La cercanía de ߛ con ߩሺࡹሻ se logra a expensas de agrandar los parámetros ݌௞ାଵ. Esto 

implica que la relación entre autovalores de ෠ܲ, ݌௡ାଵ/݌ଵ se vuelva muy grande y se reduzca la 

cota de una posible perturbación admisible como se indicará en la sección siguiente. 

 

Observación 5.7: Si el diseño fue realizado con el Método 5.2 y los autovalores de la planta 

controlada son reales, entonces la matriz unitaria de transformación es real y la matriz P 

construida con (5.62) y la matriz diagonal ෠ܲ tienen los mismos autovalores.  

 

ii. Igualdad entre la aproximación de norma elipsoidal y el máximo valor singular de M 

En algunos casos es posible resolver la igualdad en (5.61) para calcular P tal como se 

consideró en la segunda alternativa. En este caso ෠ܲ en general no tendrá una forma diagonal 

tal como fue observado en la sección precedente. 

Un interesante ejemplo para matrices de 2×2 se muestra a continuación.  

 

Ejemplo 5.8: Sean ሼܧ௞, ௝ሽܧ א Թଶൈଶ dos matrices que conmutan, es decir matrices que 

satisfacen (5.50). Considérese la matriz simétrica P (5.67).  

 ܲ ൌ ێێێۏ
ۍێ െ݁ଶଵ௝݁ଵଶ௝ ൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ʹ ݁ଵଶ௝൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ʹ ݁ଵଶ௝ ͳ ۑۑۑے

ېۑ
 (5.67)

Supongamos que െ݁ଶଵ௝ /݁ଵଶ௝ >0 y que los autovalores de ܧ௝ son complejos conjugados, 

entonces la condición (5.51) es negativa. Como el signo de (5.51) es el opuesto al del 

determinante de (5.67), entonces se puede garantizar que el determinante es siempre positivo. 

La satisfacción de ambas condiciones garantiza que la matriz (5.67) es definida positiva. 

Realizando entonces el producto ܧ௝்  .௝ se obtiene (5.68)ܧ ܲ

௝்ܧ  ௝ܧ ܲ ൌ ൫݁ଵଵ௝  ݁ଶଶ௝ െ ݁ଵଶ௝  ݁ଶଵ௝ ൯ ێێێۏ
ۍێ െ݁ଶଵ௝݁ଵଶ௝ ൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ ʹ ݁ଵଶ௝൫݁ଵଵ௝ െ ݁ଶଶ௝ ൯ʹ ݁ଵଶ௝ ͳ ۑۑۑے

ېۑ
 (5.68)
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Por simple inspección la matriz de (5.68) resulta ser la matriz P definida en (5.67) 

multiplicada por el determinante de ܧ௝. Como det ሺܧ௝ሻ ൌ כ௝ߣ௝ߣ ൌ หߣ௝หଶ y entonces la constante 

exponencial ߛ௝ ൌ หߣ௝ห . 
Procediendo de igual forma para todas las matrices calculadas con (5.50), el producto ܧ௞்ܲ ܧ௞ resulta ser la matriz definida P definida en (5.67) multiplicada por el determinante de ܧ௞. Nuevamente como  |ܧ௞| ൌ כ௞ߣ௞ߣ ൌ ௞ߛ ௞|ଶ entonces la constante exponencial esߣ| ൌ  .|௞ߣ|
 

Con esto, para todas las matrices que conmutan entre sí, ܧ௝ y todas las ܧ௞ que satisfacen 

(5.50), se puede elegir la matriz P (5.67) de la función cuadrática común de Lyapunov y el 

coeficiente de estabilidad exponencial de cada matriz es el modulo de sus autovalores.  

5.4.2 Performance establecida en términos de la norma espectral  

La estabilidad asintótica exponencial es verificada por la existencia de una CQLF. Esto 

permite acotar la norma espectral del vector tal como se presenta en el siguiente teorema. 

 

Teorema 5.2: Performance y norma espectral  

Sea el sistema (5.2) donde las matrices Mi = Φ௜஼௅ en el conjunto M generan un álgebra de 

Lie resoluble (como se ha propuesto en la sección precedente). Entonces el lazo cerrado (5.2) 

es asintótica y exponencialmente estable, y tiene una performance, caracterizable por la 

norma espectral del vector x, que es ԡݔ௞ାଵԡ ൑   .଴ԡݔ௞ାଵԡݍ ܿ

Donde ܿ ൌ ඥߣ୫ୟ୶ሺܲሻ ቀߛඥߣ୫୧୬ሺܲሻቁൗ  y q=γ = ߩሺMሻ ൅ ε, con ߩሺMሻ= maxi ρ(Mi) en el 

conjunto  M y ε>0, y λmin(P), λmax(P) son los autovalores máximo y mínimo, respectivamente 

de la matriz P definida positiva y simétrica. 

 

Demostración: 

A partir de la resolubilidad del álgebra de Lie generada por M se tiene que existe una 

CQLF. Más aún en la demostración del Corolario 5.1 se tiene que existe una P para la cual 

existe una igualdad entre el JSR y la aproximación de la norma elipsoidal, es decir ߩሺMሻ ൌߩොሺMሻ ൌ max௜ߩሺܯ௜ሻ.  
Supongamos para independizarnos de la determinación de P que ߛ ൌ ሺMሻߩ ൅ ε tal que la 

constante exponencial ߛ ൏ ͳ satisface para todas las matrices Mi en M, la LMI (5.61). 
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Equivalentemente (5.61) significa que  

 ܸሺݔ௞ାଵሻ ൑  ௞ሻ (5.69)ݔଶܸሺߛ

Además, como P es una matriz definida positiva vale la siguiente desigualdad 

ԡଶݔ୫୧୬ሺܲሻԡߣ  ൑ ܸሺݔሻ ൑  ԡଶ (5.70)ݔ୫ୟ୶ሺܲሻԡߣ

donde ԡ . ԡ es la norma espectral o euclidea. 

 

Combinando las desigualdades (5.69) y (5.70) se tiene 

௞ାଵԡଶݔ୫୧୬ሺܲሻԡߣ  ൑ ܸሺݔ௞ାଵሻ ൑  ௞ሻ (5.71)ݔଶܸሺߛ

Por recurrencia a partir de x0 en (5.69) se tiene 

 ܸሺݔ௞ሻ ൑  ଴ሻ (5.72)ݔଶ௞ܸሺߛ

Utilizando la cota superior (5.70) para x0, se tiene 

 ܸሺݔ଴ሻ ൑  ଴ԡଶ (5.73)ݔ୫ୟ୶ሺܲሻԡߣ

Acotando superiormente a (5.72) con (5.73) y utilizando esta cota en (5.71), permite obtener 

௞ାଵԡଶݔ୫୧୬ሺܲሻԡߣ  ൑ ܸሺݔ௞ାଵሻ ൑ ௞ሻݔଶܸሺߛ ൑  ଴ԡଶ (5.74)ݔ୫ୟ୶ሺܲሻԡߣଶ௞ߛ

A partir de la cota (5.74) se puede acotar la norma espectral del vector en k+1 por  

 ԡݔ௞ାଵԡ ൑ ௞ߛ ඥߣ୫ୟ୶ሺܲሻඥߣ୫୧୬ሺܲሻ ԡݔ଴ԡ ൌ ௞ାଵߛ ቆ ඥߣ୫ୟ୶ሺܲሻߛඥߣ୫୧୬ሺܲሻቇ ԡݔ଴ԡൌ ܿ  ଴ԡݔ௞ାଵԡߛ

(5.75) 

Donde c y ߛ son las constantes positivas de estabilidad exponencial.          ฀ 

 

Observación 5.8: A partir de  (5.75) (1 > ߛ), se desprende que, existe un valor r tal que   

୫୧୬ሺܲሻߣ୫ୟ୶ሺܲሻඥߣ௥ିଵඥߛ  ൏ ͳ ֜ ݎ ൌ ቔ݁ඥఒౣ౗౮ሺ௉ሻ ඥఒౣ౟౤ሺ௉ሻൗ ିఊቕ ൅ ͳ (5.76) 

a partir del cual ԡݔ௥ԡ ൑ ߜ ଴ԡ, oùݔԡߜ ൌ ௥ିଵߛ ඥఒౣ౗౮ሺ௉ሻඥఒౣ౟౤ሺ௉ሻ ൏ ͳ . 
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El problema de esta medida espectral es que puede existir una relación de compromiso entre 

el valor de la aproximación de la norma exponencial ߛ y los autovalores de P, tal como fue 

analizado previamente para el método constructivo de P. Es decir si es que si se elige ߛ ൌ ሺMሻߩ ൅ ε, con ε ՜ Ͳ, ߣ୫ୟ୶ሺܲሻ/ߣ୫୧୬ሺܲሻ ՛  y viceversa.  

5.4.3 Robustez frente a perturbaciones  

La existencia de una QCLF garantizada por la resolubilidad del álgebra de Lie asociada a M 

y la posibilidad de considerar la constante de estabilidad exponencial inferior a la unidad nos 

permiten realizar análisis de robustez del diseño frente a perturbaciones. 

 

Teorema 5.3: Robustez frente a perturbaciones  

Sea el sistema perturbado  

௞ାଵݔ  ൌ ௜ܯ ௞ݔ ൅ Ω௜  ௞ (5.77)ݔ

 

Donde la perturbación máxima esta acotada por su norma espectral ԡΩ௜ԡ ൏  y las matrices ߙ

Mi=Φ௜஼௅ del conjunto M generan un álgebra de Lie resoluble. 

 

Entonces el sistema perturbado es robustamente estable si  

a) la cota de la perturbación satisface la siguiente  

 ԡܳ Ω௜ ܳିଵԡ ൏ ͳ െ  (5.78) ߛ

b) o en su versión más restrictiva  

 ቀߙඥ|ߣ୫ୟ୶ሺܲሻ|/ඥ|ߣ୫୧୬ሺܲሻ|ቁ ൏ ͳ െ ߛ  (5.79) 

donde Q se obtiene vía la descomposición de Cholesky de P, ߣ୫୧୬ሺ… ሻ, …୫ୟ୶ሺߣ ሻ son el 

mínimo y máximo autovalor de la matriz P y donde el coeficiente ߛ ൌ ߝ ൅ max௜ߩሺܯ௜ሻ siendo max௜ߩሺܯ௜ሻ el máximo radio espectral en el conjunto M  y con ε > 0 tan chico como se quiera 

(existen algunos casos donde ε puede valer 0). 
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ߙ  ൏ ሺͳ െ ሻߛ ඥ|ߣ୫୧୬ሺܲሻ|ඥ|ߣ୫ୟ୶ሺܲሻ| (5.80) 

Demostración: 

Por hipótesis existe una QCLF, es decir existe una P definida positiva y simétrica que se 

puede descomponer usando la descomposición de Cholesky ܲ ൌ ்ܳܳ. 

 

Aplicando el cambio de coordenada ݖ ൌ  en la ecuación (5.77) y considerando (5.69), se ݔ ܳ

obtiene 

௜்ܯሺܳିଵሻ்்ݖ  ்ܳܳ ௜ܯ ܳିଵݖ െ ൌݖ்ݖଶߛ ԡܳ ௜ܯ ܳିଵݖԡଶ െ ԡଶݖଶԡߛ ൑ Ͳ 

 

(5.81) 

De forma equivalente  

 ԡܳ ௜ܯ ܳିଵݖԡ ൑ ԡݖԡߛ  (5.82) 

La dinámica del sistema perturbado expresada por  z resulta 

௞ାଵݖ  ൌ ܳ ௞ݖ௜ܳିଵܯ ൅ ܳ Ω௜ ܳିଵ  ௞ (5.83)ݖ

Luego, utilizando la desigualdad triangular   

 ԡݖ௞ାଵԡ ൑ ԡܳ ௞ԡݖ௜ܳିଵܯ ൅ ԡܳ Ω௜ ܳିଵ  ௞ԡ (5.84)ݖ

Reemplazando con (5.82) en la desigualdad previa se tiene 

 ԡݖ௞ାଵԡ ൑ ௞ԡݖԡߛ ൅ ԡܳ Ω௜ ܳିଵ ԡԡݖ௞ԡ (5.85) 

Si ߛ ൅ ԡܳ Ω௜ ܳିଵ ԡ ൏ ͳ entonces se demuestra la parte a).  

 

Para la parte b) se opera como sigue en el término ԡܳ Ω௜ ܳିଵ ԡ, usando la desigualdad 

triangular y propiedades sobre la descomposición de Cholesky se tiene  

 

 ԡܳ Ω௜ ܳିଵ ԡԡݖ௞ԡ ൑ ԡܳԡԡܳିଵԡԡ Ω௜ԡԡݖ௞ԡ൑ ԡ Ω௜ԡߪ୫ୟ୶ሺܳሻߪ୫୧୬ሺܳሻ ԡݖ௞ԡ ൑ ߙ ୫୧୬ሺܳሻߪ୫ୟ୶ሺܳሻߪ ԡݖ௞ԡ ൑ |୫୧୬ሺܲሻߣ|୫ୟ୶ሺܲሻ|ඥߣ|ඥߙ ԡݖ௞ԡ (5.86) 
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Entonces, si se satisface la desigualdad  

 ൭ߛ ൅ ୫୧୬ሺܲሻ|൱ߣ|୫ୟ୶ሺܲሻ|ඥߣ|ඥߙ ൏ ͳ (5.87) 

Se garantiza la estabilidad del sistema perturbado, porque esto da 

 ԡݖ௞ାଵԡ ൑ ൭ߛ ൅ ୫୧୬ሺܲሻ|൱ߣ|୫ୟ୶ሺܲሻ|ඥߣ|ඥߙ ԡݖ௞ԡ ൏ ԡ ௞ݖ ԡ (5.88) 

฀ 

 

La existencia de una función de Lyapunov común brinda cierta robustez frente a una 

pequeña perturbación aditiva en el sistema. Por ejemplo dispersión paramétrica, 

incertidumbre en el valor efectivo del período de muestreo, entre otros motivos.  

El siguiente ejemplo muestra la robustez del diseño frente a cierta dispersión en el valor  del 

período de muestreo.  

 

Ejemplo 5.9: Sea un conjunto de matrices que satisfacen el criterio algebraico, para un 

período nominal hi
nom. Entonces existe una CQLF que satisface estabilidad.  

Supongamos que cada ݄௜௡௢௠ א ሾ݄௜௠௜௡, ݄௜௠௔௫ሿ. Utilizando el criterio para período acotado de 

(Hetel et al., 2008), (Hetel et al., 2009), se puede determinar la estabilidad en los extremos del 

politopo descripto por {(2.34),…, (2.38)}, que se construye a partir de la aproximación de 

Taylor de orden N (2.33) de las matrices discretas del sistema (2.32), ver sección 2.2.6 por 

detalles. Con esto, las N+1 matrices de lazo cerrado del politopo son (5.89) y el mismo resulta 

estable si se satisfacen las LMI (5.90). 

 

 Ψ௝௅஼ ൌ ൫ܣ௝ ൅ ௝ܤ ,௜൯ܮ ݆ ൌ ͳ…ܰ ൅ ͳ (5.89) 

 ൫Ψ௝௅஼൯்ܲ Ψ௝௅஼ െ ܲ ൏ Ͳ, ݆ ൌ ͳ…ܰ ൅ ͳ (5.90) 

Entonces si se realiza la diferencia entre cada una de estas N+1 matrices y las matrices de 

lazo cerrado para el período nominal se obtienen las matrices de perturbación (5.91). Si todas 

estas perturbaciones satisfacen el Teorema 5.3, entonces el sistema es robustamente estable. 
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 ȟ௜,௝ ൌ Ψ௝௅஼ െΦ୧LC, ݆ ൌ ͳ…ܰ ൅ ͳ, ݅ ൌ ͳ…(5.91) ݌ 

Numéricamente, considérese el sistema (5.92) donde α=0.1, β=5 y b1=1.  

 

ܣ  ൌ ൤Ͳ ͳെߙଶ െ ଶߚ ൨ߙʹ , ܤ ൌ ൤Ͳܾଵ൨ (5.92) 

Los períodos de muestreo nominales son h1=0.1 y h2=0.2. Estos valores varían en los 

siguientes intervalos [0.8, 0.12] y [0.18, 0.22].  

La retroalimentación L2 (para h2) se calcula de acuerdo a {(5.55), (5.56)}. Es decir, dado 

L1=[-10,-6], queda definido L2=[-1.4983887, -4.3687792]. Con esto, el mayor radio espectral 

en la familia es ρሺۻሻ ൌ ρሺܯଵሻ ൌ Ͳ.͸ͻͻͲ. A cálculo hecho la P calculada con (5.67) es  

 ܲ ൌ ቂ ͷͲ.ͶͲͳ8͹ ͵.8Ͳ8ͷͻ͵͹͵.8Ͳ8ͷͻ͵͹ ͳ ቃ ൐ Ͳ (5.93)

 

Esto permite calcular Q. Luego, se puede calcular si la máxima perturbación para cada 

matriz satisface (5.78). A cálculo hecho estas condiciones son  

 max௜ୀଵ..ேାଵ൫ฮܳ Ω௜,ଵ ܳିଵ ฮ൯ ൌ Ͳ.ͳͷͲͷ ൏ ͳ െ ൫ߩሺۻሻ൯ଶ (5.94) 

 max௜ୀଵ..ேାଵ൫ฮܳ Ω௜,ଶ ܳିଵ ฮ൯ ൌ Ͳ.Ͷ͵ͳ͸ ൏ ͳ െ ൫ߩሺۻሻ൯ଶ (5.95) 

Ambas condiciones se satisfacen y entonces el sistema es robustamente estable. 

5.5 Conclusiones 

La adaptación de la tasa de procesamiento/transmisión de la información en CPU o redes es 

una técnica que permite el uso eficiente de los recursos compartidos, y provoca la variación 

del período de muestreo de los lazos de control. Esta variación puede tener un impacto 

negativo en la estabilidad y performance del sistema. 

El diseño de una familia de parámetros del controlador, donde cada elemento en la familia 

se corresponde con un período de muestreo, debe garantizar la estabilidad asintótica y cierto 

nivel de performance.  
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Motivado por estos problemas, en este Capítulo se uso la condición suficiente establecida 

por la resolubilidad del álgebra de Lie generada por un conjunto de matrices estables, para 

garantizar la estabilidad asintótica. 

Si bien conocida desde hace tiempo, esta condición algebraica ha sido propuesta por 

primera vez en esta tesis para ser usada en el diseño de sistemas discretos de lazo cerrado. 

Específicamente se usa para imponer condiciones que permitan obtener los parámetros de un 

controlador por realimentación de estados que resuelva el problema. Esto permitió proponer 

nuevos métodos de diseño de control para estabilización, vía la obtención de una matriz de 

triangularización común o planteando condiciones de resolubilidad del álgebra de Lie, ambos 

sobre las matrices de evolución resultantes en tiempo discreto.  

Estos métodos han permitido obtener soluciones analíticas en algunos casos y aproximadas 

en otros. Se trataron casos de realimentación sin y con observadores de estado y se analizó la 

robustez de los diseños propuestos vía ejemplos. 
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APÉNDICE E 

 

 

Deficiencias de resultados previos de la literatura 

  

Sea la siguiente planta de segundo orden lineal tomada de (Schinkel et al., 2002) descripta 

por ݔሶ ൌ ݔ ܣ ൅   con ,ݑ ܤ

ܣ  ൌ ቂ Ͳ ͳെͳͲͲͲͲ െͲ.ͳቃ y ܤ ൌ ቂͲͳቃ (E.1)

 

Se consideran que esta planta es muestreada con los siguientes dos períodos de muestreo, 

h1=0.002 y h2=0.094.  

Suponiendo un control discreto por realimentación de estados ݑ௞ ൌ  ௞ las matrices deݔ ௜ܮ

lazo cerrado Φ୧CL de la familia para cada período de muestreo ݄௜ son 

 

 ΦଵCL ൌ ൤Ͳ.ͻ8Ͳͳ Ͳ.ͲͲʹͲെͳͻ.8͸Ͷͻ ൅ Ͳ.ͲͲʹͲ ݈ଵ,ଵ Ͳ.ͻ͹ͻͻ ൅ Ͳ.ͲͲʹͲ ݈ଵ,ଶ൨, 
 

 ΦଶCL ൌ ൤െͲ.ͻͻͷ ൅ Ͳ.ͲͲͲʹ ݈ଶ,ଵ Ͳ.ͲͲͲʹͶ͸ ൅ Ͳ.ͲͲͲʹ ݈ଶ,ଶെʹ.Ͷ͸͸ ൅ Ͳ.ͲͲͲʹͷ ݈ଶ,ଵ െͲ.ͻͻͷ ൅ Ͳ.ͲͲͲʹͷ ݈ଶ,ଶ ൨ (E.2)

 

Supongamos que el controlador h1 fue diseñado con la técnica LQR, con horizonte infinito, 

ver ecuación (B.20), y vale en este caso ܮଵ ൌ ሾͳ͹͹.8ʹͲ െͳͻ.͸8͵8ሿ.  
En primer lugar, si se asume un controlador común a todos los modos, ܮଶ ൌ  .ଵ, la matriz ΦଶCL es inestable dado que  ρ(Φଶ஼௅)= 1.1697 > 1ܮ

La opción presentada en (Albertos & Crespo, 1999) para calcular la realimentación de 

estados adaptable al valor del período propone la siguiente ecuación de diseño  
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ᇱܮ  ൌ ሺܮ ൅ ,ሻ݄כܮ כܮ ؆ ܮ ሺܣ ൅ ሻ/ʹ (E.3)ܮܤ

Si se usa esta ley כܮpara ݄ଶ, la matriz ΦଶCL es inestable dado que  ρ(Φଶ஼௅)= 1.0152 > 1.  

Diseñar el controlador con un diseño LQR, con horizonte infinito, requiere hacer las 

adaptaciones al período de muestreo de las matrices peso del diseño, es decir ܳ௞ᇱ , ௞ᇱܯ , ܴ௞ᇱ  

dependen del período hk definidas en (B.19). A cálculo hecho los parámetros del controlador 

diseñados con este método LQR, similar al de (Cervin et al., 2002) pero sin ruido, son:  ሼܮଵ ൌ ሾͳͻͷ.ͶͲͳ െͳͻ.Ͷͳʹͳሿ, ଶܮ ൌ ሾͳʹͻ͸.͸ 8.8ʹ͸ሿሽ 
En este caso cada modo es estable, pero el sistema conmutado para variación arbitraria no lo 

es. Por ejemplo, sea la señal de conmutación σ={1, 2, 2}, la dinámica conmuta entre Φଵ஼௅, Φଶ஼௅ y Φଶ஼௅ y siempre lo hace en esa secuencia, por tanto el sistema es periódico y se describe 

como Φଷ஼௅=ሺΦଶ஼௅ሻଶ Φଵ஼௅. El radio espectral es ρ(Φଷ஼௅) > 1 muestra que, aunque cada matriz es 

estable, una secuencia que conmuta entre ellas no lo es.  

Otra opción para el diseño es usar el método de horizonte finito LQR de (Schinkel et al., 

2002), donde se optimiza la ley de control para un horizonte igual al período de muestreo que 

varía. Los parámetros son respectivamente: ሼܮଵ ൌ ሾͲ.ͷ͹8Ͷ  – Ͳ.ͲͷͲ͹ሿ, ଶܮ ൌ ሾͳ͹͸ͷ.ͷ      Ͳ.ͲͳͲͻሿሽ 
Numéricamente los valores de esta solución son muy distintos de la realimentación  L1 

original diseñada con LQR, es decir este diseño arroja resultados muy conservativos.  

 



 

CAPÍTULO 6  

6. f 

Co-diseño de control y planificación para descongestión de recursos en 

Sistemas Distribuidos de Control 

En este capítulo se proponen soluciones para el problema de congestión en los recursos 

compartidos de capacidad limitada de sistemas distribuidos de control con un enfoque de Co-

Diseño, así llamado en la literatura en referencia al abordaje conjunto del problema desde 

ambas perspectivas, la de la teoría de control y la de la informática aplicada.  

Desde el aspecto informático se propone usar una política de pérdida de datos que descarte 

ciertas instancias de tareas de control o paquetes de medición utilizando el modelo (݉, ݇)-

firm. Para implementar esta política se consideran mecanismos de selección que determinan el 

valor ݉ del patrón (݉, ݇)-firm de acuerdo al estado real del recurso o bien a los estados del 

recurso y la planta. Se prevé que el mecanismo de selección se ejecute de forma “on-line”.  

Como el modelo ሺ݉, ݇ሻ-firm resulta en un mecanismo indirecto de ajuste de período se debe 

complementar con un diseño de control que garantice la estabilidad y un buen nivel de 

performance. Específicamente, se consideran aquí dos propuestas de diseño: un controlador 

robustamente estable frente a las variaciones de período y una familia de controladores 

adaptables a los períodos variables diseñados con el método Lie algebraico del Capítulo 5.  

Las estrategias propuestas son aplicadas en casos de estudio exhaustivos. 

6.1 Introducción  

Durante situaciones de sobrecarga de un recurso compartido en una plataforma informática 

de tiempo real pueden presentarse retardos excesivos y/o pérdida de mensajes entre sensores y 

controladores. Ambos fenómenos impiden que se implementen las acciones de control a 

tiempo (no se satisfacen sus restricciones temporales), lo que puede resultar en un gran 

deterioro de la performance o incluso inestabilidad de los lazos de control. 
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En la práctica, se suele intentar resolver el problema de satisfacer las restricciones 

temporales de cada lazo de control con el uso de algoritmos de planificación (scheduling en 

inglés) para el tráfico de la red y/o de las tareas en un procesador (Almeida et al., 2002), 

(Zhang et al., 2001), por ejemplo para la comunicación entre los maestros de redes “token 

bus”, el acceso al medio se habilita con la señal de “token” (Lian et al., 2001). Si bien estos 

algoritmos pueden mejorar la respuesta temporal del sistema, implícitamente no garantizan 

que las restricciones temporales sean satisfechas. Esto requiere un análisis extra que 

demuestre cuan factible es la satisfacción de las restricciones temporales para una dada 

planificación, ver Apéndice D.  

La satisfacción de la factibilidad se basa principalmente en respuestas temporales e hipótesis 

restrictivas de peor caso, por lo que el uso de las técnicas de planificación de manera off-line 

conducirá generalmente a un sobredimensionamiento del sistema (Song, 2005). Como 

alternativa, el uso de soluciones basadas en el control de la admisión de distintos flujos y/o 

que actualicen sus restricciones de tiempo real, verificando de manera on-line la condición de 

factibilidad, permite satisfacer requerimientos dinámicos de comunicación del tráfico en la 

red (adición, eliminación y adaptación del flujo de mensajes), evitando su 

sobredimensionamiento en la etapa de diseño.  

En este Capítulo se propone una solución en esta línea de pensamiento, articulando el diseño 

del sistema informático-computacional con el del sistema de control en lazo cerrado. 

6.1.1 Antecedentes 

Los principales enfoques de Co-Diseño propuestos para resolver este problema fueron 

presentados en el Capítulo 2. Aquí sólo se remarcan algunas características relevantes 

teniendo particular interés en lo que concierne al diseño de control. 

Las estrategias de Co-Diseño pueden ser categorizadas en tres grupos: basadas en el ajuste 

del período de muestreo, basadas en el rechazo o pérdida de instancias de tareas de control y 

basadas en el ajuste de la prioridad de las tareas. 

El primer enfoque ha sido utilizado principalmente para optimizar el uso de un procesador 

compartido por varias tareas de control que se ejecutan en él; (Seto et al., 1996), (Eker et al., 

2000), (Cervin et al., 2002); y no es fácilmente implementable en redes estándares, aunque ha 

sido aplicado exitosamente en redes particulares como FTT-CAN (Antunes et al., 2007). El 

segundo enfoque, originalmente presentado en (Ramanathan, 1999) consiste en perder 



Cap. 6.  Co-Diseño de control y planificación para descongestión de recursos en Sistemas Distribuidos    
de Control 

215 

 
muestras de forma selectiva dentro de cierto límite tolerable durante el período de sobrecarga. 

Las soluciones que asignan prioridades a las tareas como (Xia et al., 2006) o que reducen la 

utilización utilizando sensores “inteligentes” que envían sus mediciones sólo cuando las 

salidas superen ciertos umbrales, (Kofman y Braslavsky, 2006) y (Otanez et al., 2002a) 

también pueden producir un cambio en el período efectivo de actualización del control. 

 

En aquellas soluciones que varía el período de la tarea de control, se deben prever acciones 

para evitar una pérdida de la performance de control.  

Una primera propuesta considera tener una ley de control fija (controlador único) y 

promover el envío de mensajes y/o ejecutar las tareas de control en función del estado de la 

planta. Por ejemplo, enfoques basados en esta idea permiten mejorar la performance cuando 

se aumenta el período, ver (Marti, 2002), (Velasco et al., 2004), (Xia et al., 2006).  

Una segunda alternativa considerada en (Eker et al., 2000) y (Cervin et al., 2002) propone 

adaptar los parámetros de control a la variación de la tasa de la tarea de control usando el 

método de diseño óptimo LQ.  

Debido a que el período es cambiado de acuerdo al estado del recurso compartido, para 

obtener una ley de control óptima se debe resolver un problema LQ para sistemas discretos 

conmutados (en sus siglas DSLQ por Discrete-Time Switched LQ). Por esto, en lugar de 

conseguir una única ganancia óptima de realimentación como en el problema clásico LQ, la 

solución del DSLQ es una ganancia por realimentación dependiente del estado (Zhang et al., 

2009). Como la implementación de un algoritmo que encuentre tal solución óptima del DSLQ 

en forma “on-line” se vuelve prohibitiva, en (Eker et al., 2000) se ha aproximado la solución 

de horizonte finito del DSLQ por la solución óptima en horizonte infinito. Sin embargo, como 

fue observado en (Schinkel et al., 2002), el lazo cerrado diseñado con una técnica LQ con 

horizonte infinito puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de variación de la tasa. 

Esto se resuelve en el mismo artículo con un diseño de controladores óptimos con horizonte 

finito resolviendo un problema LMI que garantiza la estabilidad, pero que puede conducir a 

resultados muy conservativos, referirse a Apéndice E de esta tesis por detalles. 

6.1.2 Enfoque de este capítulo  

El objetivo en este capítulo es proponer soluciones para la descongestión de los recursos de 

forma dinámica, ya sea resolviendo la sobrecarga inmediatamente, o evitando que aparezca. 

Para ello se considera una estrategia basada en la pérdida selectiva de datos de acuerdo al 
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modelo (݉, ݇)-firm (Hamdaoui & Ramanathan, 1995), que puede ser interpretada como ajuste 

indirecto del período. El interés en esta alternativa es su fácil implementación con respecto al 

enfoque de ajuste dinámico de períodos, y tiene como contraparte que sólo puede cambiarse el 

período a un número  múltiple de un período de muestreo nominal. 

Para evitar un sobredimensionamiento del sistema informático derivado del uso de las 

técnicas planificación off-line (Song, 2005) se presentan dos estrategias que consideran que la 

adaptación del valor m patrón (݉, ݇)-firm de forma “on-line”. 

La primera de ellas utiliza la técnica básica (݉, ݇)-firm y prevé la ejecución de instancias 

extras de la tarea de control en función de los estados del recurso y de la planta.  

La segunda técnica se centra en el estado del recurso por lo cual se propone la adaptación de 

los parámetros del controlador para mejorar la performance del lazo controlado. Para esta 

segunda propuesta, y en concordancia con los problemas de las técnicas LQ mencionados 

previamente, se propone aquí realizar un diseño de parámetros del controlador que se adapten 

a la variación de la tasa, basado en el enfoque Lie-algebraico del Capítulo 5. La garantía de 

estabilidad y el cálculo de parámetros en forma “off-line” lo hace muy útil para el problema 

de optimización conjunta de control y planificación. 

 

Estos resultados han sido publicados en los artículos (Felicioni et al., 2006), (Felicioni & 

Junco, 2007), (Felicioni, 2008), (Felicioni et al., 2008), (Felicioni et al., 2010a), (Felicioni et 

al., 2010b). 

6.2 Formulación del problema y modelado matemático 

Se considera una arquitectura de control global integrada por un conjunto de plantas cada 

una con su proprio controlador discreto. Cabe acotar que a lo largo de este capítulo se usan los 

términos controlador y ley de control de forma equivalente. 

En la arquitectura considerada existen recursos limitados que son compartidos entre las 

tareas de control de las plantas. Por ejemplo, los controladores se ejecutan en un mismo 

procesador, o las señales muestreadas de la planta y enviadas desde el controlador al actuador 

son transmitidas a través de la misma red.  

El modelado de tal arquitectura y la formulación del problema a abordar en este capítulo se 

presentan en la sección 6.2.1. 
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Además, como en este capítulo se propone usar el modelo (݉, ݇) – firm, sus principales 

características son descriptas en sección 6.2.2. Para consultar los conceptos de tareas de 

tiempo real, planificación, su caracterización y conceptos de análisis de factibilidad de 

planificación referirse al Apéndice D. 

6.2.1 Hipótesis de modelado y problema planteado 

En este capítulo se consideran dos posibles problemas: a) un conjunto de sistemas de control 

en el cual los controladores, sensores y actuadores están intercambiando mensajes a través de 

la red de comunicaciones (Figura 1.1), b) un conjunto de sistemas de control tal que sus leyes 

o algoritmos de control se ejecuten como tareas en un procesador compartido (Figura 1.2).  

 

Para el caso a), se asume lo siguiente en relación con el manejo de las señales de cada 

sistema de control en la red, ver (Zhang et al., 2001) y sección 2.2.1: i) muestreo periódico de 

la salida de la planta; controlador y actuador manejados por los eventos a su entrada; ii) 

agrupamiento de los mensajes de varios sensores hacia un mismo controlador en un único 

paquete de red (single-packet); iii) en forma análoga se envía un paquete desde un controlador 

hacia varios actuadores. 

Bajo estas hipótesis, el manejo de la red que plantea la omisión selectiva de mensajes de los 

sensores a cada controlador, implica una reducción simultánea de los paquetes controlador-

actuador.  

 

Para el caso b) se asume lo siguiente en relación con el manejo de las señales de cada 

sistema de control en el procesador, ver sección 2.3.1: i) muestreo periódico de la salida de la 

planta; controlador y actuador manejados por los eventos a su entrada; ii) una tarea realiza la 

siguiente secuencia de operaciones: muestreo, cálculo de control y actuación; iii) cada una de 

las ejecuciones de la secuencia de operaciones se la considera como una instancia de la tarea; 

iv) cada tarea tiene un tiempo de ejecución de peor caso (WCET) y cada instancia de esa tarea 

se ejecuta en un cierto tiempo de ejecución ܥ௜; v) cada instancia de una tarea se encuentra en 

alguno de los siguientes estados: lista (ready), en ejecución (running), en espera (preempted o 

waiting), no activada (non activated o sleeping), detenida (stopped), ver Apéndice D. 

 

En el caso a) se considera que las tareas de control incluyen entre sus operaciones a las 

comunicaciones entre sensor y controlador y entre controlador y actuador. 
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El problema se puede establecer en forma cualitativa como sigue: 

 

Administración del recurso ante congestión: El problema enfocado aquí es la 

administración del recurso compartido en situaciones de congestión de manera de satisfacer 

las restricciones temporales de las tareas del sistema integrado global y minimizar la 

degradación de la performance de los sistemas controlados. 

6.2.2 Estrategia de planificación y factibilidad con restricción (݉, ݇)-firm 

El modelo (݉, ݇)-firm fue propuesto originalmente en (Hamdaoui & Ramanathan, 1994)  

para caracterizar las restricciones temporales requeridas por cierto tipo de aplicaciones. Este 

modelo permite la especificación del nivel de garantías requerido por las aplicaciones de 

tiempo real tolerando la pérdida de “deadline” de ciertas instancias de tareas o mensajes. Esta 

técnica fue originalmente utilizada para manejar situaciones de congestión en aplicaciones de 

tiempo real de multimedia y luego en (Ramanathan, 1999) se mostró que puede ser utilizada 

en aplicaciones de sistemas de control de tiempo real.  

 

Definición 6.1: Tarea con restricción (݉, ݇)- firm  

Se dice que una tarea τ௜ tiene deadlines ሺ݉௜ , ݇௜ሻ-firm si al menos ݉௜ de cada ݇௜ instancias 

consecutivas pueden satisfacer sus “deadlines”.  

 

Notar que ݉௜ ൌ ݇௜ significa que todas y cada una de las instancias de τ௜ deben satisfacer su 

deadline, es decir todas tienen restricciones de tiempo real “hard”.  

 

Tal especificación de restricciones (݉, ݇) tiene asociados dos problemas: 

• Política de planificación: como planificar un conjunto de tareas o mensajes sujetos a 

una restricción ሺ݉, ݇ሻ-firm; 

• Análisis de factibilidad de planificación: para una dada política, como garantizar que 

las restricciones sean satisfechas. 

 

Dos tipos de políticas (o algoritmos) de planificación pueden ser consideradas de acuerdo a 

la restricción (݉, ݇)-firm de tipo dinámica y estática. Consultar esta caracterización en 

Apéndice D. 
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Las principales soluciones a estos problemas son descriptas a continuación. 

En (Hamdaoui & Ramanathan, 1995) se implementa una planificación dinámica y se 

propone el algoritmo DBP (Distance Based Priority) para tareas no expropiativas. En 

(Ramanathan, 1999) se propone un algoritmo estático basado en restricciones (݉, ݇)-firm para 

tareas de tipo expropiativas (con prioridad RM por Rate Monotonic, ver Apéndice D).  

En (Jia et al., 2005) y (Jia, 2009) se obtienen condiciones más simples para garantizar el 

análisis de factibilidad en ambos casos (tareas expropiativas y no). Tales condiciones son 

citadas después de formalizar el modelo ሺ݉, ݇ሻ, dado que serán usadas en este capítulo.  

Modelo (m,k)-firm 

Para el modelo de restricciones (݉, ݇)-firm se considera un conjunto tareas τi con período 

básico hi y los siguientes atributos: 

1. El mayor tiempo requerido para completar la ejecución de la instancia Ci  

2. El deadline relativo de cada instancia, aquí se supone igual al período básico, Di = hi 

3. ݉௜ y ݇௜ son los parámetros de la restricción ሺ݉, ݇ሻ-firm impuestos a τi  

4. el patrón ሺ݉௜ , ݇௜ሻ denominado Πi se define como la secuencia 

Π௜ሺͲሻ,Π௜ሺͳሻ, … ,Π௜ሺ݇ െ ͳሻ donde: 

a. Π௜ሺ ݆ ሻ = 1 indica que la ሺ݆ ൅ ݊ ݇ሻ-ésima instancia de τi tiene que satisfacer 

obligatoriamente su deadline, 

b. Π௜ሺ ݆ ሻ = 0 indica que no es obligatorio que la ሺ݆ ൅ ݊ ݇ሻ ésima instancia de τi 

satisfaga su deadline, 

c. En consecuencia ∑ Π௜ሺ݆ሻ ൌ ݉௜௡ା௞೔ିଵ௝ୀ௡  para n ≥0. 

 

Como se asocia un '1' a una instancia que respeta su “deadline” y 0 a aquella que no lo hace, 

se puede describir a un patrón (݉, ݇) como una sucesion de bits ‘1’ y ‘0’ de largo k. Por 

ejemplo, la sucesión {1 0 1 0 1} es un patrón (3,5) que tiene tres instancias que respetan su 

deadline y dos que no lo hacen.  

 

Las instancias con restricción (݉, ݇) pueden ser clasificadas como obligatorias u opcionales 

de acuerdo a la regla propuesta por (Ramanathan, 1999), y transcripta a continuación, la cual 

permite obtener la distribución más uniforme posible de m en k. 
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Sea un par (݉௜ , ݇௜) de cada tarea τi, el número de instancia a (0 ≤ a) es obligatoria si se 

satisface (6.1) y es opcional en caso contrario, donde ۀݔڿ es la parte entera superior a ݔ. 

 ܽ ൌ ܽڿ ݉௜/݇௜ۀ ݇௜/݉௜ (6.1)

En (Jia et al., 2005) fue demostrado que los patrones (6.1) introducidos por (Ramanathan, 

1999) se pueden caracterizar en la forma de una “mot mecanique”. Con esto, las instancias 

son clasificadas como obligatorias u opcionales basándose en la expresión (6.2), siendo ߙ ൌ ݉௜/݇௜, en el caso de que α es racional. 

 Π௜ሺܽሻ ൌ ሺܽڿ ൅ ͳሻ ۀߙ െ ܽڿ ,ۀߙ ׊ Ͳ ൑ ܽ ൑ ݇௜ (6.2)

Condición de factibilidad de planificación con patrón (m,k)-firm  

Aquí, se presentan las condiciones de factibilidad de una planificación del conjunto de 

tareas con restricciones (݉, ݇)-firm, para los dos casos posibles de ser o no expropiativas. 

 

Sea un conjunto de tareas periódicas (߬ଵ, ߬ଶ, … , ߬௡ሻ con períodos básicos h1, h2, ..., hn y los 

atributos del modelo (݉, ݇), tal que las instancias de cada tarea son clasificadas según el 

patrón (݉, ݇) calculado con (6.2), y tal que la prioridad de la instancia de ߬௜ es superior a la de ௝߬ si ݅ ൏ ݆. Entonces: 

a) Si las tareas son no expropiativas, el límite superior del tiempo de respuesta se obtiene 

como el límite de ܴ௜௤ definido por la ecuación de recurrencia (6.3) con ݍ ՜ ∞. Si para 

cada instancia obligatoria de cada tarea τ௜ se verifica ܴ௜௤ ൅ ௜ܥ ൏  ௜ entonces laܦ

planificación resulta factible. Este resultado es demostrado en Teorema 2 de (Jia, 2009). 

 ܴ௜଴ ൌ ௜ ܴ௜௤ܥ ൌ max୨வ௜ ൫ܥ௝൯ ൅෍ቦ ௝݉௝݇ ቜܴ௜௤ିଵ௝݄ ቝቧ ௝௝ழ௜ܥ  
(6.3)

 

b) Si las tareas son expropiativas y considérese además que cada tarea es planificada de 

acuerdo a una política fija de prioridad basada en el algoritmo RM (i.e. h1< h2< ...< hn). 

Si se verifica la condición (6.4) donde ݊௜,௝ se define en (6.5) para cada tarea τi entonces 
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se satisface la restricción ሺ݉, ݇ሻ-firm de cada tarea τi y se asegura la factibilidad de la 

planificación del conjunto de tareas. Este resultado es demostrado en (Jia et al., 2007). 

௜ܥ  ൅෍݊௜,௝ ௝௜ିଵܥ
௝ୀଵ ൏ ݄௜ , ׊ ͳ ൑ ݅ ൑ ݊  (6.4)

 ݊௜,௝ ൌ අ ௝݉௝݇ ቜ݄௜௝݄ቝඉ  (6.5)

Esta condición de factibilidad para tareas expropiativas es necesaria y suficiente cuando el 

período básico de las tareas es un múltiplo del período básico de todas las tareas con alta 

prioridad. En otros casos degenera en sólo una condición suficiente. 

6.3 Co-Diseño de control con restricción (࢑,࢓)-firm: Teoría 

El enfoque propuesto para resolver el problema formulado en la sección previa está basado 

en el modelo (݉, ݇)-firm. Los principios de planificación (݉, ݇)-firm pueden ser interpretados 

como un caso particular de la técnica de ajuste de períodos. Específicamente, esto significa 

que el período de activación de las tareas que comparten el recurso puede ser elegido como un 

número limitado de períodos múltiplos del período nominal de muestreo. Por ejemplo, si el 

período de muestreo básico para la planta i es h, y el patrón (݉, ݇) de una actividad τj (tarea o 

mensaje) es Π௝ ൌ ሾͳ Ͳ ͳ Ͳ Ͳ ͳ ͳ Ͳሿ, entonces los períodos efectivos pueden ser h, 2h o 3h.  

Un modelo de la planta sujeto a una restricción (݉, ݇)-firm es un sistema de tiempo discreto 

conmutado (DTSS), dado que el efecto de (݉, ݇) resulta en una planta continua muestreada 

con un período efectivo que puede ser variable. Esto se analiza en la sección 6.3.1 

La posibilidad de cambiar el período de muestreo efectivo puede inducir inestabilidad. Por 

esto, el controlador debe ser diseñado de forma tal que no sólo se satisfagan las 

especificaciones de desempeño (al menos para el período básico), sino además de forma tal 

que el empleo de la estrategia ሺ݉, ݇ሻ no provoque inestabilidad. Como requisito extra el uso 

de la estrategia ሺ݉, ݇ሻ no tiene que representar un cambio sustantivo de la performance. Esto 

se presenta en sección 6.3.2. 

El impacto de aplicar el modelo teórico ሺ݉, ݇ሻ-firm en la performance de lazo cerrado 

depende del controlador, los parámetros temporales y la secuencia de períodos efectivos. 

Estos efectos son analizados exhaustivamente en sección 6.3.3 a través del Ejemplo 6.1.  
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6.3.1 Modelo de la planta y controlador con patrón (݉, ݇)-firm 

Una planta controlada con una estrategia de planificación (݉, ݇)-firm se modela en su 

descripción de espacio de estados con un período ݄௜ que asume un conjunto finito de valores 

múltiplos del período básico, i.e. ݄௜ ൌ ݅ ݄ con ݅  א Գ, ver DTSS en sección A.4. 

 

Sea el controlador por realimentación de estados (6.6), donde ݊௜ es la cantidad de valores 

del parámetro ݉ en la restricción (݉, ݇), entonces resulta el DTSS de lazo cerrado (6.7). Las 

matrices Φ௜஼௅ ൌ Φ஼௅ሺ݄௜ሻ de (6.7) están asociadas a los períodos ݄௜. 
௧ݑ   ൌ ௜ܮ ௧ݔ , ݅ ൌ ͳ,ʹ, . . ݊௜  (6.6)

௧ାଵݔ  ൌ Φ௜ ௧ݔ  ൅ Γ௜ ௧ݑ ൌ ሺΦ௜ ൅ ௜߁ ௧ݔ௜ሻܮ ൌ Φ௜஼௅ݔ௧  (6.7)

6.3.2 Diseño de control y selección de los parámetros temporales 

La configuración de la política de pérdida (݉, ݇) requiere la identificación del valor k y del 

período h. Por un lado, h define cual es la utilización en condiciones normales que hace el 

sistema de control del recurso compartido. Por otro lado, el valor de k es determinante en la 

cantidad de recurso que puede liberarse en caso de congestión. Por ejemplo un valor k=5 

significa que como máximo la utilización se puede reducir a un 20% de la normal.  

Por su parte, desde el punto de vista de control, a las especificaciones de diseño sobre el 

controlador para el período básico h se le agrega el requisito extra de obtener una buena 

performance (garantizando estabilidad) cuando se emplea la estrategia ሺ݉, ݇ሻ. 
Todos estos requerimientos simultáneos hacen que resolver el problema de diseño no sea 

una tarea simple. Por esto, si bien una buena solución resulta de un proceso iterativo a 

continuación se presentan algunas condiciones y reglas que pueden ayudar al ingeniero de 

control durante el proceso de diseño del controlador (subsección i) y elección de los 

parámetros temporales (en subsección ii). 

i. Diseño del controlador 

La estrategia de pérdida ሺ݉, ݇ሻ más general cambia el valor de ݉ en forma dinámica, de 

acuerdo al estado del recurso compartido por lo que la secuencia de conmutación del modelo 
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DTSS se asume arbitraria. Por esto, aquí se usa la condición de existencia de una QCLF para 

garantizar la estabilidad del DTSS ante cualquier secuencia de conmutación, ver discusión en 

Apéndice C y tratamiento en Capítulo 5.1  

Problema de diseño de control 

Si se considera que ݉ puede variar entre 1 y k entonces ݉=1 resulta en el mayor período 

efectivo (y ݉ ൌ ݇ en el menor). Con esto, el conjunto ሾ݄, … , ݄݇ሿ incluye los períodos fectivos 

de todos los posibles patrones ሺ݉, ݇ሻ. 
Sea el valor ݇௠௔௫ definido como el valor más grande de k tal que se asegure la propiedad de 

estabilidad. Entonces, la estabilidad es garantizada si se cumplen simultáneamente las LMI2 

(6.8) para todo hi tal que ݅ ൌ ͳ,… , ݇௠௔௫.  

 ܲ ൌ ்ܲ ൐ Ͳ  ܲ െ ൫Φ௜஼௅൯் ܲ ൫Φ௜஼௅൯ ൒ Ͳ, ݅ ൌ ͳ,… , ݇௠௔௫ 
(6.8)

 

El problema de diseño implica encontrar un controlador L o una familia de controladores ۺ ൌ ሼܮ௜ , ݅ ൌ ͳ, … , ݇௠௔௫ሽ tal que se satisfaga (6.8). Garantizado esto, para cualquier 

restricción (݉, ݇)-firm con ݇ ൑ ݇௠௔௫ y ݉ ൑ ݇, el DTSS resulta estable.  

Controlador robusto 

La primera arquitectura discutida en la sección 6.4.1 implementa la estrategia (݉, ݇)-firm 

más simple y tiene un controlador único, i.e. L es constante y común en (6.7), por lo que 

resulta en un sistema de control robusto resuelto con recurso a la técnica de las LMI (6.8), 

(Boyd et al., 1994). 

Una alternativa de diseño LMI para encontrar un controlador único con período variable 

presentada en (Sala, 2005) considera, además de la estabilidad, cierto nivel de performance. 

Específicamente modifica las LMI (6.8) agregando a ߛ௜ ൌ ݁ିఉ௛೔ como término que multiplica 

a la matriz P del lado derecho de las LMI. El coeficiente β es la tasa exponencial de 

decaimiento del equivalente CT. El caso particular ߛ௜ ൌ ͳ,  .garantiza sólo estabilidad  ݅ ׊

                                                 
1 Si el patrón (݉, ݇)-firm es fijo, la planta controlada se convierte en un modelo LTI de período aumentado 

cuya estabilidad es fácilmente analizable por métodos para este tipo de sistemas (Ramanathan, 1999).  

    2 Por detalles acerca de lo conservativo de la utilización de una CQLF referirse a la sección 5.1.1. 
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Controlador adaptable 

Si se cuenta con una arquitectura que pueda conocer en cada momento cual es la próxima 

instancia que se va a ejecutar (determinístico), se puede emplear un enfoque de control 

adaptable, es decir con un controlador cuyos parámetros se adapten a la variación conocida 

del período. El requerimiento entonces es que en tiempo ݐ௧ el controlador conozca el próximo 

hi. En este caso, nuestra propuesta para calcular el control adaptable es utilizar el diseño Lie-

algebraico de Capítulo 5 que garantiza estabilidad ante cualquier secuencia. 

ii. Performance de lazo cerrado y parámetros temporales 

Aún con la garantía de estabilidad indicada previamente, la performance de lazo cerrado 

puede ser muy deteriorada aplicando la estrategia ሺ݉, ݇ሻ, por ejemplo ante sucesivas 

aplicaciones de período efectivo cercanas a ݇௠௔௫݄. Por esto, aquí se propone una forma de 

elegir el valor de ݇ (con ݇ ൑ ݇௠௔௫) para reducir esta degradación. 

Diseño y selección con resultado básico de performance 

La performance de un DTSS es difícil de ser evaluada, a menos que se conozca la secuencia 

en la cual conmuta entre los distintos modos. En general, es válido suponer que para el 

período mínimo (݉ ൌ ݇) se tiene la performance de mejor caso y para el período máximo 

(݉ ൌ ͳ) se tiene la de peor caso. Esto permite considerar que la performance ante un período 

que varíe entre ambos valores quedará comprendida entre ambas. Como tales casos extremos 

son sistemas discretos LTI se pueden usar criterios para este tipo de sistemas para analizar la 

performance de mejor y peor caso.  

En este contexto, se analiza a continuación la regla práctica de (Åström & Wittenmark, 

1997), transcripta en (B.24) de sección B.4 de Apéndice B, que relaciona la selección del 

período con la performance de lazo cerrado. Cabe mencionar que esta regla es deducida para 

sistemas de control que tengan como especificaciones de diseño que su respuesta temporal de 

lazo cerrado a un escalón de entrada tenga una performance que resulte dominada por dos 

polos complejos conjugados y tal que el amortiguamiento asociado con este par de polos sea 

igual a 0.707 (“respuesta máximamente plana”).  

 

De acuerdo a la regla (B.24) se derivan las siguientes consideraciones: 

El período básico h debería ser elegido para R=10 en (B.23), con esto vale (6.9). 
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 ݄ ൌ Ͳ.ʹ/ω௕ (6.9)

El período máximo ݇ ݄ se puede elegir igualando R=2 en (B.23), con lo cual resulta (6.10). 

 ݇ ݄ ൎ ͳ/ω௕  (6.10)

Si se satisfacen ambas expresiones, y por simple cálculo, el valor de k resulta igual a 5. 

฀ 

Observación 6.1: Si las especificaciones de diseño no son las enunciadas se puede 

determinar k por ejemplo calculando la relación exacta entre algún parámetro que represente 

la performance del sistema en lazo cerrado en función del período. Esto puede dar valores 

diferentes a 5 para k. 

 

Observación 6.2: Las condiciones {(6.9), (6.10)} también pueden usarse en el caso de que 

los parámetros de control sean adaptables al período. Sólo se debe tener en cuenta que en 

(6.9) la frecuencia ω௕  es para ݄ básico mientras que en (6.10) el valor de ω௕  es para ݄ ݇. Esta 

diferencia puede permitir un aumento del valor de k por encima de 5. Esto es ventajoso 

porque un alto valor de k permite reducir la carga del recurso compartido que hace cada planta 

ante situaciones de sobrecarga del mismo. 

6.3.3 Análisis del empleo de modelo ሺ݉, ݇ሻ-firm teórico en la performance 

Los resultados de aplicación del modelo teórico (݉, ݇) dependen de varios factores, 

enunciados a continuación, que son evaluados en Ejemplo 6.1. 

En primer lugar, para mostrar las distintas posibilidades desde el punto de vista de diseño se 

comparan el caso de un controlador común (robusto) y un controlador cuyos parámetros son 

calculados con los métodos Lie-algebraicos de sección 5.3. Para ambos se estudia la 

determinación del ݇௠௔௫ de acuerdo a estabilidad y de k de acuerdo a performance, de acuerdo 

con los conceptos de sección 6.3.2.  

Luego, se analiza ante un mismo patrón que varía en el tiempo como es el cambio en la 

performance. Desde el punto de vista informático, se analiza el impacto en la performance 

que tienen la distribución de ݉ en ݇ y la variación del patrón. Particularmente, se analiza la 

relación entre la utilización del recurso y la performance de la planta. 
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Ejemplo 6.1 3: Se considera un sistema traslacional constituido por un carrito que se puede 

mover a lo largo de un riel. El objetivo de control es que el carrito alcance una dada posición 

de referencia. Se supone que la fuerza de fricción puede ser despreciada.  

El modelo continuo de esta planta es ݔሶ ൌ ݔ ܣ ൅ ݔ que tiene las matrices (6.11), donde  ݑ ܤ ൌ ሾݔଵ  ଶ es la velocidad del carro, respectivamente y losݔ ଵ es la posición yݔ ଶሿ் yݔ

parámetros son a = 12.65 y b=2. 

ܣ  ൌ ቂͲ ͳͲ െܽቃ , ܤ ൌ ቂͲܾቃ (6.11)

La matriz discreta de lazo cerrado resulta (6.12). 

 Φ௜஼௅ ൌ ێێێۏ
ͳۍ െ ݈௜,ଵ ܾܽ ቆ݄௜ െ ͳ െ ݁ି௔ ௛೔ܽ ቇ ͳ െ ݁ି௔௛೔ܽ െ ݈௜,ଶ ܾܽ ቆ݄௜ െ ͳ െ ݁ି௔ ௛೔ܽ ቇ݈௜,ଵ ܾܽ ሺͳ െ ݁ି௔ ௛೔ሻ ݁ି௔௛೔ െ ݈௜,ଶ ܾܽ ሺͳ െ ݁ି௔ ௛೔ሻ ۑۑۑے

ې
 

 

(6.12)

La utilización del criterio de Jury, ver Capítulo 3 y referencias allí, permite determinar la 

región de estabilidad en función de los parámetros del controlador. En este caso simple se 

puede obtener el valor del parámetro ݈௜,ଵ en función del período de muestreo ݄௜ y ݈ଵ,ଶ tal que 

cada modo (matriz de lazo cerrado) sea estable. Este valor debe ser Ͳ ൏ ݈௜,ଵ ൏ ݈௜,ଵ௠௔௫ donde ݈௜,ଵ௠௔௫ debe satisfacer (6.13) cuyos parámetros son (6.14) y (6.15). 

 ݈௜,ଵ௠௔௫ ൌ ቊ݈௜,ଵᇱ si ݈௜,ଵ ൏ ݈௜,୪୧୫݈௜,ଵᇱᇱ si ݈௜,ଵ ൐ ݈௜,୪୧୫  (6.13)

 ݈௜,୪୧୫ ൌ Ͷܽ݁ି௔௛೔݄௜ ܾ ሺ݁ି௔௛೔ െ ͳሻ 
 

(6.14)

 ሼ݈௜,ଵᇱ  ൌ ʹܽ൫ܽ ൅ ܽ݁ି௔௛೔ ൅ ܾ ݈௜,ଶ െ ܾ݈௜,ଶ݁ି௔௛೔൯ܾሺʹ െ ʹ݁ି௔௛೔ ൅ ݄௜ܽ ൅ ݄௜ܽ ݁ି௔௛೔ሻ ,  ݈௜,ଵᇱᇱ ൌ ܽሺܽ ൅ ܾ ݈௜,ଶሻሺ݁ି௔௛೔ െ ͳሻܾሺെͳ െ ݄௜ܽ ൅ ݁ି௔௛೔ሻ ሽ (6.15)

Controlador común 

En primer lugar se considera el caso de un controlador común ܮ ൌ െሾͷͲ ͳ.ͷሿ y h básico 

constante e igual a 0.02s. Las expresiones (6.15) arrojan un máximo valor del período es 17h. 

Resta entonces confirmar si con este controlador común las matrices de lazo cerrado para ݄௜ א ሾͳ݄,… ,ͳ͹ ݄ሿ tienen una CQLF. Utilizando un algoritmo de resolución de LMI se pudo 
                                                 
3 Este modelo corresponde a un sistema real que está implementado en el Laboratorio del LORIA, Nancy. 
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determinar que existe QCLF con una P definida en (6.16), para las matrices de lazo cerrado 

con ݄௜ א ሾͳ݄, ʹ݄… ,ͳͷ ݄ሿ. Es decir, con ݇௠௔௫ ൌ ͳͷ se garantiza que el sistema conmutado es 

asintóticamente estable. 

 ܲ ൌ ቂ͵8.ͳͷͻ Ͳ.ͳʹ͵ͳͲ.ͳʹ͵ͳ Ͳ.ʹʹ͵͸ቃ (6.16)

Controlador adaptable 

Para el mismo sistema pero utilizando el diseño Lie-algebraico se pueden calcular los 

parámetros de la realimentación de estados adaptables al período usando la solución {(5.55) y 

(5.56)}. En Figura 6.1 se muestra la evolución de los autovalores de la matriz para período 

creciente. Como se puede observar estos son siempre un par complejos conjugados (ver 

sección 5.3.2) y tienden a 0 cuando h se incrementa y nunca salen del círculo unitario. Con 

esto, el sistema con adaptación de parámetros es estable para todo ݇௠௔௫ ൐ Ͳ, con ݇௠௔௫ א Թ.  

 

Figura 6.1: Evolución de los autovalores de la planta controlada con adaptación de parámetros Lie. 

Teniendo en cuenta las nociones de performance de sección 6.3.2-ii se determina para el 

controlador común k=5 y para el control adaptable k=6. 

 

Observación 6.3: A partir de este ejemplo se destaca que el uso de la adaptación de 

parámetros con el método Lie-algebraico permite elegir ݇௠௔௫ tan grande como se quiera (con ݇௠௔௫ א Թ) y k igual a 6. 
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Análisis de respuesta temporal: robusto vs. adaptable  

En Figura 6.2 se muestran las evoluciones de la salida (izquierda) y acción de control 

(derecha) de los sistemas controlados para dos posibles escenarios, el escenario ideal es con el 

período mínimo (݄=0.02 s) y el escenario cuya secuencia de patrones ሺ݉, ݇ሻ es (6.17). En este 

último caso se realizan dos simulaciones, con el controlador común y con el controlador 

cuyos parámetros se adaptan según el diseño Lie.  

 

Secuencia de patrón ሺ݉, ݇ሻ de ensayo:  

ሼͳͳͲͲͲሽ ሼͳͲͲͲͲሽ ሼͳͲͲͲͲሽ ሼͳͲͲͳͲሽ ሼͳͲͲͲͲሽ ሼͳͲͲͳͲሽ ሼͳͲͲͲͲሽ ሼͳͲͲͳͲሽ ሼͳͲͲͲͲሽ….   (6.17)

Aún en este ejemplo donde el escenario no es el de peor caso (݉ ൌ ͳ) se ve claramente que 

el uso de la adaptación proporciona excelentes resultados comparando salida y acción de 

control con las ideales, y no se deterioran en la misma forma que el esquema no compensado. 

 

Observación 6.4: Ante un mismo patrón de reducción de instancias de tareas de control, 

variable en el tiempo, la pérdida de performance puede ser reducida con el método de 

adaptación de la ley de control, respecto de la obtenible con un controlador común. 

 

 

Figura 6.2: Evolución del sistema controlado. Izq) salida, Der) acción de control. Ideal) período h, 
Adapt) secuencia adaptación Lie, Común) secuencia controlador común.  

Influencia en la QoC del patrón (m, k) con controlador robusto 

Aquí se analiza la influencia del patrón (݉, ݇), de la distribución de ݉ en ݇, y de la 

variación de ݉, en el índice de performance QoC (Quality of Control) del sistema de control.  

En primer lugar, se calcula el costo cuadrático discreto definido en (6.18) para cada patrón 

(݉, ݇), a partir de una misma condición inicial sincronizada con el inicio del patrón. Es decir, 
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la condición inicial esta sincronizada con el primer “1” de cada patrón y donde T es el 

horizonte de tiempo de evaluación. 

ሺ௠,௞ሻܬ  ൌ ͳ݄෍෍ሺ்ܳݔ ݔ ൅ ்ܴݑ ሻ௡೔ݑ
௜ୀଵ

்
௧ୀ଴  (6.18)

Luego, la degradación de la performance se calcula como (6.19) donde ܬሺ௞,௞ሻ es el costo 

cuadrático obtenido para cada patrón (݉, ݇) a partir de una misma condición inicial.  

 ܳ ൌ ൫ܬሺ௠,௞ሻ െ ሺ௞,௞ሻܬሺ௞,௞ሻ൯ܬ  (6.19)

Los parámetros de control para el período h básico igual a 0.02s fueron obtenidos con el 

método estándar LQR discreto con las matrices ܴ ൌ ͸  · ͳͲିହ y ܳ ൌ ሾͳ Ͳ;  Ͳ Ͳሿ (ver sección 

B.2). A cálculo hecho es ܮ ൌ െሾͳͳ͵.Ͷ͵͵  ͸.ʹͻʹሿ.  
Utilizando el criterio de estabilidad de sección (6.8) se probó que el ݇୫ୟ୶ de este sistema 

que garantiza la estabilidad del DTSS es igual a 7. Para simplificar la construcción de 

patrones se considera el máximo k par inferior a ݇୫ୟ୶, es decir k=6. 

La evaluación resulta simple dado que se considera que cada patrón es estático durante todo 

el tiempo de simulación y en consecuencia se puede modelar como un LTI con período de 

muestreo ampliado. 

En la Tabla 6.1 se presentan los resultados correspondientes a experimentos de patrones 

(݉, ͸), con m entre 1 y 6, con la distribución más uniforme posible y a modo de ejemplo se 

incluyen dos distribuciones del patrón (3,6) no uniformes, ambas indicadas en gris. 

 

Patron (m,k) Costo Jͳͳͳͳͳͳ Ͳ.ʹʹʹͲͳͳͳͳͳͳͲ Ͳ.ʹʹ͹8͹ͳͳͲͳͳͲ Ͳ.ʹ͵͸ͻͶͳͳͳͲͳͲ Ͳ.ʹ͵8ͳͲͳͳͳͳͲͲ Ͳ.ʹͶͷͶ͹ͳͲͳͲͳͲ Ͳ.ʹͶ͸ͲͲͳͲͲͳͲͲ Ͳ.ʹ͹8ͳ͵ͳͲͲͲͲͲ Ͳ.ͷͻʹͳͻ
  

Tabla 6.1: Costo del sistema de control para distintos patrones (m,k). 

En este experimento se verifica, para un patrón fijo, que a medida que el valor de ݉ se 

incrementa la planta controlada tiene mejor performance, es decir un menor valor de costo 
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cuadrático. Además, se verifica el resultado de (Ramanathan, 1999) que considera que la 

distribución uniforme proporciona la mejor performance de control. Por ejemplo, para las tres 

distribuciones de (4,6) {110110},{111010} y {111100} se verifica en Tabla 6.1 que el costo 

de esta primera (con distribución uniforme) resulta inferior al de las otras dos. 

El indicador de uso del recurso compartido se define como la relación ܫ ൌ ݉/݇.  

En Figura 6.3 se muestra el resultado de la evaluación del índice de degradación (6.19) en 

función del índice de uso (indicados con puntos) para los elementos de la Tabla 6.1, ambos en 

términos porcentuales. En particular, se observa que la degradación de la performance es 

inferior al 12% para patrones con uso superior al 50%, mientras que su valor crece 

significativamente (166%) para el mínimo uso del recurso, es decir para ͳ/݇. 

 

Observación 6.5: En este ejemplo se observa claramente que al reducir la utilización del 

recurso con un patrón fijo (݉, ݇) y ante la misma condición inicial se tiene una mayor 

degradación de la performance. 

 

 

Figura 6.3: Degradación de la performance Q(%) en función del indicador de uso I (%). 

Ahora supongamos que el patrón ሺ݉, ݇ሻ puede variar. Es decir, se cambia la distribución de 

“1” y su cantidad a lo largo del tiempo. Por ejemplo, sea la siguiente configuración: el primer 

patrón k a partir de la condición inicial (a=1) ejecuta todas sus instancias y a partir de a= k 

siempre se ejecutan las instancias del mismo patrón uniforme (3,6), es decir la secuencia de 

fila 1 de Tabla 6.2. Comparando con los valores de la Tabla 6.1, este costo es inferior al costo 

que resultó para el patrón (4,6). Es decir, con el aumento de las instancias ejecutadas al 
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comienzo de la simulación es posible mejorar la performance de un patrón (3,6) superando la 

obtenible con el (4,6). A largo término el patrón (3,6) tendrá un índice de uso inferior al (4,6). 

Entonces, se tiene una mejor performance con un menor uso de recurso. 

Una ligera variación de la configuración previa es cambiar el orden de los patrones en la 

secuencia como en la fila 2 de Tabla 6.2. En este caso, el costo es muy superior al de fila 1, lo 

que permite postular que la performance no sólo es dependiente de la cantidad de instancias 

ejecutadas y la distribución de las mismas sino también del estado de la planta. 

 

Secuencia (m,k) Costo J {ͳͳͳͳͳͳ}{ͳͲͳͲͳͲ}{ͳͲͳͲͳͲ} Ͳ.ʹʹͻʹͶ{ͳͲͳͲͳͲ}{ͳͳͳͳͳͳ}{ͳͲͳͲͳͲ} Ͳ.ʹ͹Ͷ͹͵
 

Tabla 6.2: Costo del sistema de control para distintas secuencias, patrón (m,k) variable. 

Observación 6.6: A partir del análisis previo se puede concluir que permitir que la secuencia 

sea conformada con un patrón que varía de acuerdo al estado de la planta resulta muy 

beneficioso en términos de performance. Inclusive se puede obtener una mejor performance 

aún con un menor uso de recurso. 

6.4 Co-Diseño de control y planificación: Estrategias de implementación 

El enfoque considerado aquí resuelve la congestión del recurso descartando selectivamente 

algunas mediciones, paquetes sensor-controlador en una red, o algunas instancias de tareas de 

en un procesador compartido empleando el modelo (݉, ݇)-firm. Para esto se caracterizan los 

paquetes y/o instancias como obligatorios u opcionales según el modelo definido en 6.2.2. 

 

En primer lugar se analiza la estrategia básica (݉, ݇)–firm, la cual supone que el valor de ݉ 

se determina “on-line” en función del estado del recurso compartido y sólo se ejecutan las ݉ 

obligatorias. La performance del sistema de control queda determinada por el estado del 

recurso, tal como se indicó en Observación 6.5. Para la implementación de esta estrategia en 

una arquitectura de red se discuten los requerimientos en sección 6.4.1.  

Se propone aquí una nueva estrategia que promueve la ejecución de tareas extras de control 

teniendo en cuenta ambos, el estado del recurso y el estado de la planta. Las ventajas de esta 

técnica se basan en el resultado establecido en Observación 6.6 que postula, para mejorar la 

performance, ejecutar las instancias de la tarea de control de acuerdo al estado de la planta. La 
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coincidencia -frecuente en la práctica- de evoluciones lentas y de poca excursión de algunos 

lazos y rápidas y amplias de otros favorece claramente el éxito de esta propuesta. 

Una segunda estrategia propuesta aquí considera nuevamente que el patrón se elija según la 

utilización del recurso y se propone el uso de un controlador adaptable a la variación del 

período. La posibilidad de adaptar los parámetros del controlador está basada en el 

determinismo que resulta al ejecutar solamente las m instancias obligatorias del patrón (݉, ݇), 

ya que se puede conocer cuál es la próxima instancia a ser ejecutada. Para diseñar el 

controlador adaptable se consideran los métodos Lie-algebraicos tal como se indicó en 

sección 6.3.2. Las ventajas de la adaptación son previstas de acuerdo a lo establecido en la 

Observación 6.4. Asimismo se discute la posibilidad de evaluar en esta ultima estrategia los 

transitorios de la planta controlada. 

6.4.1 Estrategia (݉, ݇)-firm básica  

Este enfoque consiste en resolver la congestión del recurso descartando selectivamente 

algunas instancias de tareas de control del recurso compartido empleando el modelo (݉, ݇)-

firm. En el caso de que el recurso compartido sea una red la arquitectura de cada sistema de 

control distribuida es como la mostrada en la Figura 6.4.  

 

Figura 6.4: Arquitectura de control con restricción (m,k).  

Mecanismo de selección del patrón (݉, ݇) 

En este esquema se plantea que cuando el mecanismo de selección detecta una señal que 

indica que la red está congestionada, se reduzca el tráfico enviando los paquetes de acuerdo a 

algún patrón (݉, ݇)-firm pre-configurado que satisfaga el análisis de planificación, por 

ejemplo para tareas no expropiativas (en una red) que verifique la condición (6.3).  
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El sistema cambia entonces desde su modo normal de operación normal a su modo 

degradado y puede volver al modo normal ya sea después de un cierto período fijo o por 

desaparición de la indicación de congestión. 

Implementación del mecanismo de selección en redes  

Para permitir la pérdida selectiva de datos en una red, el mecanismo de selección puede ser 

implementado como un controlador de admisión en los nodos que envían mediciones (por 

ejemplo, el nodo sensor en el lazo de control) o en elementos de la red de comunicaciones 

(por ejemplo, un controlador de admisión implementado en el “router”).  

 

Una señal que puede ser considerada como indicador de la congestión de la red es asignarle 

a los paquetes a enviar un tiempo de espera (time out) de valor τs,M − τsc, donde τscM es el 

máximo valor que puede esperar la transmisión de un paquete desde el sensor al controlador 

más un tiempo de margen de seguridad y τsc es el tiempo efectivo. El retardo τsc puede ser 

estimado “on-line”, de forma similar a la estimación en TCP o UDP del tiempo de ida/vuelta 

(por ejemplo con un RTT siglas de Round Trip Time) o ser calculado de forma “off-line”. 

Con esto, si los paquetes son recibidos a tiempo (si llegan antes de τs,M − τsc) entonces la red 

se considera sin congestión.  

La aplicación de esta estrategia tiene resultados similares a los analizados en Ejemplo 6.1 y 

destacados en Observación 6.5 y 6.6, es decir la secuencia de los patrones (݉, ݇) queda 

determinada por el estado del recurso. Entonces, la performance del sistema de control ante el 

mismo estado inicial de la planta queda determinada por el estado del recurso. 

6.4.2 Estrategia (݉, ݇)-firm con detección de eventos de la planta 

Aquí se propone una estrategia que promueve la ejecución de tareas de control teniendo en 

cuenta ambos, el estado del recurso y el estado de la planta. Las ventajas son previstas según 

lo expresado en Observación 6.6.  

La aplicación de esta estrategia requiere tener dispositivos que realicen ciertas operaciones 

para implementar un mecanismo de selección. Estos requisitos y las principales características 

del método son analizados a continuación. 

El análisis se hace para el caso de una red pero con las debidas consideraciones puede ser 

utilizado en el caso de un procesador. 
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Mecanismo de selección del patrón (݉, ݇) 

Supongamos que existen nodos conectados a la red que pueden decidir cuales datos de 

sensores podrán enviarse y que estos dispositivos además de su operación normal disponen de 

una capacidad de cálculo para la toma de decisión.  

Para cada sistema de control se elige una salida denominada “salida de selección”, que 

representa la evolución del sistema a ser evaluada en cada nodo denominado “seleccionador”. 

Este nodo ejecuta un algoritmo que decide el envío de las mediciones de acuerdo a un patrón 

pre-configurado (݉, ݇) y determina instancias que son preferibles de ser enviadas en función 

del estado de las distintas salidas. 

Es decir, esta estrategia propone agregar a la estrategia (݉, ݇)-firm básica una detección de 

cruces de nivel de las salidas establecidas como relevantes del sistema que incorpora la 

información sobre su evolución, tal que permita identificar las instancias preferibles. 

 

Algoritmo para cada Salida de Selección: La frecuencia de muestreo de cada salida de 

selección es constante y vale 1/hi. La frecuencia real de la tarea de control τi se denomina Fi y 

para el caso de un patrón (݉, ݇) específico vale ܨ௜ ൌ ݉௜/ሺ݇௜݄௜ሻ.  
El algoritmo actúa según el error entre la frecuencia de referencia Fi

* y la frecuencia real Fi 

y teniendo en cuenta principalmente la velocidad de los eventos de cruce para permitir o no la 

transmisión del mensaje que se traduce en la ejecución de la tarea de control. El objetivo del 

algoritmo es que la frecuencia Fi iguale a Fi
*.  

 

Supongamos que la frecuencia de referencia para el patrón ሺ݉௜ , ݇௜ሻ es ܨ௜כ ൌ ݉௜/ሺ݇௜݄௜ሻ, 
entonces el algoritmo define ܨ௜ ൌ ሺ݉௜ ൅݉௢௣௖,௜ሻ/ሺ݇௜݄௜ሻ donde las preferibles ݉௢௣௖,௜ pueden 

ser nulas en el caso de que la planta controlada este cerca de su estado de régimen o tan 

grande como sea posible (respetando ݉௢௣௖,௜ ൑ ݇௜ െ݉௜), cuando la planta se encuentre en una 

condición transitoria. Las ሺ݉௜ , ݇௜ሻ deben satisfacer la condición de factibilidad.  

El valor de la frecuencia de cada planta controlada Fi puede asumir ciertos valores entre ͳ/ሺ݇௜݄௜ሻ y ͳ/݄௜. En el caso de que el recurso resulte suficiente (i.e., no haya congestión) el 

patrón resulta ሺ݇௜ , ݇௜ሻ y Fi
*=1/hi. En caso contrario se debe reducir el uso del recurso 

gradualmente, Fi
*↓.  

 

La detección entre los estados: cercano al régimen y en transitorio se evalúa con los 

siguientes dos pasos: 
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Paso 1: se verifica si hubo un cruce de nivel entre el valor actual de la salida y su valor 

anterior. En caso positivo y si además el nivel del cruce anterior no es igual al actual 

(histéresis), se decide enviar la medición (݉௢௣௖,௜ ് Ͳ). Figura 6.5. 

 

 
Figura 6.5: Evaluación de cruce de nivel de la salida.   

Paso 2: en caso de que no haya un cruce (݉௢௣௖,௜ ൌ Ͳ) se evalúan las dos posibilidades:  

• si se envía la medición, la frecuencia Fi resultará menor o igual a la de referencia? Si 

la respuesta es positiva, se decide enviar;  

• la diferencia entre el tiempo actual y el último envío es igual al tiempo máximo hmax? 

Si la respuesta es positiva, se decide enviar. 

Nivel de cruce: Una etapa decisiva en el correcto funcionamiento del algoritmo es elegir 

adecuadamente el valor del nivel de cruce en relación al período de muestreo. El valor N 

(quantum) debe ser elegido de manera que el tiempo en el cual la salida de selección cruza 

dos niveles sucesivos (tiempo de cruce) sea igual o superior al período de muestreo. Para esto 

se debe tener una idea de la respuesta temporal de cada salida de selección.  

En este contexto se utilizará la siguiente idea que si bien es válida sólo para un sistema 

discreto con un período fijo y con respuesta máximamente plana (ver sección 6.3.2.ii), se 

extenderá aquí para nuestros propósitos.  

La salida del sistema crece desde el 10 al 90% en Tr, es decir Dy=80%. Por ejemplo, si se 

elige h básico de acuerdo a (6.9) se pueden detectar evoluciones de la salida de 

aproximadamente un 8% en cada periodo durante el transitorio. 

Con un razonamiento similar se propone como fórmula para calcular el nivel de cruce de la 

salida que ܰ ൎ Ͳ.8 /ሺʹ ܴሻ, donde ܴ ൌ ௥ܶ/݄.  

Con esto, si se elige N=0.2 (20%) para R=10 se permitiría la pérdida de al menos una 

instancia intermedia durante el transitorio en caso de congestión. 

 

La aplicación de este algoritmo se presenta en el Caso de Estudio 1. 

 

se enviase envia

histéresis

t0 t0+hi t0+2hi t0+3hi t0+4hi t0+5hi
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6.4.3 Estrategia de optimización conjunta de control y planificación  

En esta sección se propone una arquitectura que busca determinar la configuración óptima 

del patrón (݉, ݇) para cada tarea τi de forma “on-line” de acuerdo al estado del recurso, en 

subsección i. Luego, en subsección ii, se considera incorporar información sobre los estados 

de las plantas para determinar tal configuración.  

 

El mecanismo de selección del patrón puede ser implementado con la arquitectura descripta 

a continuación. 

Arquitectura de implementación  

Se propone el empleo de un supervisor que elija el modo de trabajo del sistema global 

integrado utilizando información sobre el estado del recurso. Específicamente, este supervisor 

puede detener o comenzar el control de la planta o modificar la estrategia de control.  

Las transiciones entre estos distintos modos de trabajo son realizadas modificando al 

conjunto de tareas que están activas, como sigue:  

– algunas tareas son detenidas, 

– nuevas tareas son activadas, 

– las características temporales de las tareas son modificadas, por ejemplo un aumento del 

WCET (Worst Case Execution Time) o del período básico. 

En resumen, cada vez que el supervisor modifica el modo de control global se debe re-

definir la planificación de las tareas en el procesador (y/o de mensajes en una red). 

 

Para cada modo de funcionamiento definido por el supervisor, el controlador de tareas es el 

responsable de configurar las restricciones ሺ݉, ݇ሻ-firm y los parámetros de planificación de 

las tareas que implementan el control de cada planta. Por esto, la determinación del patrón Π௜ 
para cada tarea τi se puede resolver como un problema de optimización para el cual la función 

de costo es un indicador de la performance global del sistema. Es decir, el controlador de 

tareas se encarga de la optimización global de la performance del sistema. 

 

En Figura 6.6 se muestra la arquitectura propuesta para resolver el problema del sistema 

integrado global de Figura 1.2, agregando el supervisor y el controlador de tareas que realizan 

las tareas previamente descriptas. 
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Figura 6.6: Arquitectura de planificación global (procesador compartido). 

El enfoque de optimización involucra dos etapas.  

La primera etapa se hace “off-line”. Para cada tarea τi se debe determinar un valor de k y 

para cada valor de m con 1≤ m ≤ k, definirse un conjunto de patrones (m, k) y su respectiva 

familia de controladores Li para compensar la pérdida de performance entre dos instancias 

obligatorias, referirse a sección 6.3.2.i. Para cada patrón se evalúa una función de costo, ver 

Nota 6.1. Los pares de valores de patrón y costo son almacenados en una tabla. 

La segunda etapa es hecha por el controlador de las tareas en forma “on-line”, quien asigna 

efectivamente el recurso resolviendo el problema de optimización mediante la determinación 

de una configuración óptima del patrón Πi para cada tarea τi. Para resolver este problema se 

usa la información almacenada en la tabla de costos vs. patrón mencionada.  

i. Optimización global de las tareas de control 

Para formular el problema de optimización se consideran los atributos de las tareas τi del 

modelo (݉, ݇)-firm definidos en sección 6.2.2, asignándose la prioridad según lo establecido 

para la condición de factibilidad de planificación con patrón (݉, ݇)-firm, es decir prioridad 

RM de acuerdo a su período básico hi y siendo ni,j definido en (6.5). Además, de acuerdo a lo 

mencionado en la introducción de esta sección para cada patrón Π௜,௝ se definen: 

a. La familia de controladores Li ={ܮ୧,ଵ, ,୧,ଶܮ  .୧,୫౟,ౠ}, ver Nota 6.1ܮ …

b. Un valor de la función de costo ܬ௜,௝ obtenida para cada patrón en cada 

intervalo ሾ݇݌௜ , ሺ݌ ൅ ͳሻ݇௜ሿ, con ݌ ൒ Ͳ. Ver Nota 6.1. 

Planificacion

Controlador
de tareas Supervisor

Controller
n

Plant nController
2

Controlador
        1

Planta 1

Actuadores Sensores

Procesador

(m,k)-firm
restriccion

Ordenes de
reconfiguracion

Conjunto de
controladores
activos



 238 

 
Nota 6.1: En particular aquí se considera la familia de controladores calculadas con los 

métodos Lie algebraicos tal como fue adelantado. En concordancia con este diseño se 

considera, para evaluar el costo, la función cuadrática definida en Apéndice F, cuya 

aplicación resulta muy ventajosa tal como se muestra en los Casos de Estudio 2 y 3. 

Problema de optimización conjunta 

Sea un conjunto de n tareas activadas en cada modo de trabajo, i.e. τi con 1≤ i ≤ n, con los 

atributos especificados previamente, entonces el problema de optimización global consiste en 

la determinación de la secuencia (ݏ௜,ଵ, ,௜,ଶݏ … , ௜,௝ݏ ௜,௡೔) para cada tarea τi que minimiza (6.20) conݏ א ሼͲ, ͳሽ, ∑ ௜,௝ݏ ൌ ͳ௡೔௝ୀଵ , ݅ ׊ ൌ ͳ,… , ݊. 

 ෍෍൫ݏ௜,௝ ௜,௝൯௡೔ܩ
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ   (6.20)

Sujeto a la restricción de planificación (6.21) que tiene que satisfacer cada tarea τi, i =1,.., n. 

 
௜ܥ  ൅෍ආ෍ݏ௝௣௡೔

௣ୀଵ ௝݉௣ ௝݇൘ ඃ݄௜/ ௝݄ඇඊ ௝୧ିଵܥ
୨ୀଵ ൑ ݄௜ , i ൌ ͳ, . . , n   (6.21)

฀ 

 

Es decir, en (6.20) se expresa el costo conjunto que se busca minimizar satisfaciendo la 

condición (6.21) que es equivalente a la condición (6.4). En el caso de que las tareas sean no 

expropiativas se debe usar (6.3) en lugar de (6.4). 

 

El valor de ܩ௜,௝ de (6.20) puede ser seleccionado igual a ܬ௜,௠ೕ es decir igual al costo para el 

valor ௝݉ de la tarea τi o con la forma normalizada (6.22).  

௜,௝ܩ  ൌ ቀܬ௜,௠ೕ െ ௜,௞೔ቁܬ ௜,௞೔ (6.22)ܬ/

En el primer caso, el controlador de tareas mantendrá el valor más grande de ݉ que sea 

posible para las plantas con mayor costo reduciendo el valor de ݉ para las plantas con menor 

costo. Por su parte, el criterio normalizado (6.22) permite tratar la degradación de la 

performance de control de cada subsistema con respecto a él mismo. 
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Este problema de optimización puede ser considerado como un problema knapsack 

multidimensional de múltiples opciones (MMKP en sus siglas en inglés de multiple-choice 

multi-dimension knapsack problem) que es NP-hard (Khan et al., 2002). Por lo tanto, para 

resolver éste problema “on-line” se propone utilizar un algoritmo heurístico (HEU) 

presentado en (Jia, 2009) y citado a continuación que lo resuelve proporcionando una 

solución subóptima. El mismo es una versión ligeramente modificada del algoritmo heurístico 

propuesto en (Khan et al., 2002) que resulta más liviana en términos computacionales. En 

particular en (Jia, 2009) se usó este algoritmo para determinar un patrón ሺ݉, ݇ሻ estático.  

Algoritmo heurístico 

1) solución factible: para encontrar esta solución se debe seleccionar ݉௜,௝ para cada τi que 

satisfaga las restricciones dadas en (6.21). Para conseguir esto se modifica el algoritmo HEU 

poniendo el valor de ݉ሺ௜,௝ሻ de cada tarea τi igual a 1 (si la solución no es factible en ese caso 

entonces no hay ninguna solución factible); 

2) solución factible óptima: para mejorar la solución del paso 1 se debe reemplazar de 

manera iterativa para cada τi con el valor actualizado de ݉௜,௝ por otro valor correspondiente a 

una mejor performance que satisfaga la restricción (6.21). Si no existe tal solución, el 

algoritmo busca una mejora en la solución con los siguientes pasos iterativos: 

a) reemplazar con ݉௜,௝ para una tarea τi que no es planificable con el valor actual de ݉௜,௝ 
b) luego reemplazar por el valor de ݉௜,௝ᇱ  para las tareas ߬௜ᇱ (con i' ≠ i) por un valor que 

proporcione una peor performance. 

c) terminar la iteración cuando no hay otra solución factible de ser encontrada.  

  ฀ 

Los resultados del uso de esta estrategia se muestran en el Caso de Estudio 2. 

 

ii. Optimización global de tareas de control con información de los estados de las plantas 

En esta sección se propone agregar a la técnica previa que los modos de trabajo también 

puedan ser identificados por la situación en la cual está cada una de las plantas. Esta situación 

se corresponde con los dos casos siguientes: la planta se considera en estado transitorio 

(debido al cambio de una referencia o ruido) o en estado de régimen permanente.  
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Tal como fue mencionado en Observación 6.6, las restricciones en términos de performance 

no son las mismas para estas dos situaciones. Por lo tanto, se debe construir una función de 

costo para representar cada una de estas situaciones. 

En particular, se considera para cada tarea de control τi y cada posible valor de ݉௜ dos 

valores ܩ௜,௠೔ y ܩ௜,௠೔ᇱ  correspondientes a la performance del control en estado de régimen 

permanente o transitorio, respectivamente. Se supone que los valores inferiores de ܩ௜,௠೔ o ܩ௜,௠೔ᇱ  representan una mejor performance de control.  

Entonces, el objetivo del controlador de tareas cuando ocurre una situación de sobrecarga es 

encontrar para cada τi un valor tal que la suma de ܩ௜,௠೔ o ܩ௜,௠೔ᇱ  (la que corresponda de acuerdo 

a los estados de las plantas) para ݆ א ሾͳ, … , ݇௜ሿ y ݅ א ሾͳ, … , ݊ሿ sea minimizada sujeto a la 

condición de planificación (6.4). Esto es formulado formalmente como el siguiente problema 

de optimización. 

Problema de optimización conjunta 

Sean un conjunto de tareas τi, 1≤ i ≤ n, el problema de optimización global consiste en la 

determinación de (ݏ௜,ଵ, ,௜,ଶݏ . . ,  .௜,௡௜) para cada tarea τi que minimiza (6.23)ݏ

 ෍෍൫ݏ௜,௝ܩ௜,௝I ൅ ′௜,௝ܩ௜,௝ݏ F൯௡೔
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ   (6.23)

Con ݏ௜௝ א ሼͲ,ͳሽ, ∑ ௜௝୬౟୨ୀଵݏ ൌ ͳ, ݅ ൌ ͳ, . , ݊, j ൌ ͳ, . , ݊௜. Tal que se verifique condición (6.21). 

F e I son indicadores del estado actual de cada planta controlada: en estado transitorio F=0 e 

I=1 mientras en régimen permanente F=1 e I=0. 

฀ 

La única diferencia entre la formulación de éste problema de optimización y el de 

subsección i radica en el costo conjunto a minimizar, (6.23) y (6.20), respectivamente. 

Para identificar el estado de la planta (transitorio o régimen) se propone evaluar la siguiente 

inecuación (6.24) para la salida de la planta y ,ver (Otanez et al., 2002a). 

௞ݐሺݕ|  ൅ ݄௜ሻ െ |௞ሻݐଵሺݕ ൏ ݉݅݊ሼߜ௜|ݕሺݐ௞ሻ|, ሽ (6.24)݄ݐ

Si esta condición es válida entonces la planta está en estado estacionario y en caso contrario 

se encuentra en estado transitorio. t݄ es un valor umbral que debe ser elegido de forma de 

impedir que la conmutación entre ambos estados ocurra a causa de factores como el ruido. 
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El valor de ܩ௜,௝ (o ܩ௜,௝  ᇱ) puede ser seleccionado igual a ܬ௜,௠ೕ (o ܬ௜,௠ೕ  ᇱ) o de la forma 

normalizada (6.22). La representación de la performance en los estados de régimen y 

transitorio debe ser identificado de acuerdo a los requerimientos de la aplicación. Para 

simplificar el análisis aquí se propone elegir ܩ௜,௝  ൌ  ௜,௝ܩ ௜,௠ೕ yܬ ᇱ ൌ  .௜ߜ/௜,௠ೕܬ
 

Al igual que la solución presentada en la subsección i, el problema de optimización es 

relevante del problema knapsack multidimensional de múltiples opciones. Para resolver éste 

problema se propone utilizar nuevamente el algoritmo heurístico (HEU). 

Esta estrategia se evalúa en el Caso de Estudio 3 de la siguiente sección.  

6.5 Casos de estudio 

En lo que sigue se analizan las estrategias presentadas en la sección 6.4 en casos de estudio 

exhaustivos. Las simulaciones se realizaron en el ambiente de simulación de 

MATLAB/Simulink y utilizan la librería TrueTime (Anderson et al., 2006). 

6.5.1 Técnica (݉, ݇) firm con uso de información de estado de la planta 

Sea el mismo sistema considerado en Ejemplo 6.1. El período básico es h1=0.02s y entonces 

F1
*(0)=0.2 ⋅ 50=10 Hz. La salida de detección elegida es la posición y.  

Los períodos pueden variar entre h1 y su máximo h1,max=0.14 por estabilidad y entonces la 

mínima frecuencia alcanzable es 50/7=7.14 Hz. Para el diseño ω0=π/(10 h1) y entonces ܴ ൌ ଶ.ଶ
ωబ ݄ଵ ൌ ͹. Entonces, para poder reducir instancias durante en el transitorio se adopta 

N=0.2. Con este valor de N elegido, los cruces de niveles durante el transitorio ocurren para 

tiempos que superan un período de muestreo. Los niveles están centrados en 0 y 

equiespaciados en N. 

El objetivo inicial, entonces es reducir el envío de mediciones a un 20% del nominal, 

Fnom,1=50 y F1
*=10, el patrón ሺ݉, ݇ሻ configurado es (ͳ, ͷ).  

En t=0, ingresa un escalón de referencia de posición de valor 1.1, el cual no es múltiplo 

entero de N. Tal entrada es causante de oscilaciones en torno al valor final en un control LCS 

(Kofman & Braslavsky, 2006) cuyo quantum sea N. En t=1.62, ingresará una perturbación 

escalón aditiva en la salida del sistema.  
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Para mostrar la potencialidad del algoritmo se simularon los tres casos siguientes, el sistema 

de control nominal (denominado S1), donde la frecuencia de envíos es igual a la frecuencia de 

sensado, F1=1/(h1), en el segundo caso el sistema de control nominal (denominado S2) en el 

cual la frecuencia de envíos es reducida al valor de referencia F1
*=1/(5h1),

 y en el tercer caso 

(S3) se usa el algoritmo. En Figura 6.7 se muestran sus evoluciones, en negro, verde, azul, 

respectivamente, en la cual se puede apreciar en una respuesta al escalón la evolución del S3 

se encuentra entre las evoluciones obtenidas con S1 (1/h1) y la deteriorada del S2.  

 

Figura 6.7: Respuesta al escalón y a perturbación. 

Para evaluar la performance de los distintos sistemas, se utilizo el costo LQ (6.18). Este 

índice de performance se evalúa para 0 < t < 1.5s. Su valor para 1/h1 es de 0.1373, y para 

1/(5h1) J se degrada un 42.5%. Utilizando el algoritmo presentado J se degrada sólo un 6.4%. 

En Figura 6.8 se observa para el S3 la diferencia temporal entre dos eventos de cruce 

sucesivos para cada tiempo. Se aprecia que la frecuencia en el transitorio no se reduce 

demasiado, pero el tiempo entre eventos es superior o igual al período de muestreo h1. Se ve 

que una vez que la salida de S3 cruza el último nivel (1.20) el tiempo de muestreo es 

aumentado al máximo hmax hasta conseguir que F1 se reduzca a F1
*. Cuando esta se alcanza, la 

frecuencia de envíos se cambia a 1/(5h1).  

Cuando ingresa la perturbación escalón en t=1.62 el algoritmo detecta el cruce de nivel e 

inmediatamente se envía la medición, generando que el controlador actúe de manera similar al 

S1. Para el S3 la perturbación no es detectada por el controlador hasta t =1.7 que es múltiplo 

del período de muestreo. La velocidad con la que la frecuencia alcanza su referencia depende 
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principalmente del valor hmax y de la existencia de eventos de cruce. La aparición de muchos 

eventos de cruce hace más grande el tiempo en el cual el valor real alcanza la referencia. 

 

 

Figura 6.8: Evolución de la frecuencia de envíos. 

 

6.5.2 Optimización conjunta aplicada al problema de estabilización de cuatri-rotor 

Sean los siguientes tres sistemas de segundo orden en tiempo continuo ݔሶ ൌ ݔ௜ܣ ൅  cada ,ݑ௜ܤ

uno descriptos con las matrices de estado de (6.25) donde bi puede valer 1/Ix, 1/Iy, 1/Iz para 

cada modelo i.  

ܣ  ൌ ቂͲ ͳͲ Ͳቃ ܤ ൌ ൤ Ͳܾ௜൨ (6.25)

Estos tres sistemas son modelos linealizados en torno al punto de operación [φ=0, θ=0, ψ=0] 

de un cuatri-rotor donde [ϕ, θ, ψ] son los ángulos de rotación de deriva (yaw), inclinación 

(pitch) y alabeo (roll). Un cuatri-rotor es un pequeño vehículo aéreo controlado por la 

velocidad rotacional de cuatro hélices manejadas por cuatro motores eléctricos, ver modelado 

en (Guerrero-Castellanos et al., 2008). El cuatri-rotor es controlado con un microprocesador 

embarcado y también puede utilizar una red de comunicación embarcada, por lo que se puede 

ser considerado como un sistema distribuido. Para manejar adecuadamente estos recursos 

compartidos se usa aquí la estrategia propuesta. 
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Específicamente, el problema de control considerado aquí es la estabilización de altitud, es 

decir desde cualquier ángulo de rotación inicial orientarlo con respecto a [φ=0, θ=0, ψ=0] y 

mantenerlo en esta posición.  

Los períodos de muestreo son elegidos de acuerdo a (6.9), y son respectivamente hφ=0.1 s, 

hθ=0.1 s y hψ = 0.12 s, y los controladores por realimentación de estados (6.26) fueron 

diseñados para tener una respuesta transitoria satisfactoria. 

 

ଵܮ  ൌ ൫݄ம൯ܮ ൌ ሾെͲ.Ͳʹͻͷͻ െͲ.ͲʹͷʹͶሿܮଶ ൌ ሺ݄ఏሻܮ ൌ ሾെͲ.Ͳʹͻͷͻ െͲ.ͲʹͷʹͶሿܮଷ ൌ ൫݄ట൯ܮ ൌ ሾെͲ.Ͳ͵Ͳͷͷ െͲ.Ͳ͵ʹ8ʹሿ (6.26)

 

De acuerdo a lo considerado en sección se elige ݇௜ ൌ ͷ, igual para los tres sistemas, y se 

considera el patrón uniforme de (Ramanathan, 1999) definido en (6.1). La adaptación del 

período de muestreo ܮ௜,௥ ൌ ሾ݈௥,ଵ ݈௥,ଶሿ se hace con las ecuaciones exactas {(5.55), (5.56)}, 

donde ݄௥ ൌ ௜݄݌ , ݌ ݊݋ܿ ൌ ͳ. .ͷ para cada sistema i. Con esto se garantiza la estabilidad del 

sistema ante cualquier secuencia de conmutación.  

Los costos de las familias de controladores de acuerdo a las diferentes restricciones (݉, ݇)-

firm de cada tarea τi son calculados de acuerdo a Apéndice F. Como ejemplo en Tabla 6.3 a) y 

b) se muestran los valores de ߛሺΘஈ௜ሻ obtenidos para distintos valores de ݉ de los subsistemas 

de control de ángulo de inclinación (pitch) y deriva (yaw), respectivamente. 

 
a) control pitch 

m ߛሺΘ௠ሻ 
5 0.16294
4 0.16310
3 0.16326
2 0.16397
1 0.17123

 
b) control yaw 

m  ሺΘ௠ሻߛ
5 0.22917
4 0.22980
3 0.23044
2 0.23253
1 0.24565

Tabla 6.3: Valores del coeficiente de costo para cada patrón (m,k). 

Se puede apreciar que los valores de ߛሺΘ௠ሻ de ambos controles son crecientes cuando m 

decrece. Es decir, si ݉ଵ ൐ ݉ଶ entonces ߛሺΘ௠ଵሻ ൏  ሺΘ௠ଶሻ, y en consecuencia el costo aߛ

partir de una misma condición inicial es J(݇,݉ଵ) < J(݇,݉ଶ). Esta conclusión es independiente 

del valor específico de la condición inicial.  
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Escenario propuesto 

El WCET de cada tarea de control es de 20 ms y para la tarea de perturbación el tiempo de 

ejecución va cambiando tal como se describe en el escenario propuesto. Las tareas una vez 

que arriban al CPU pueden tener tres estados: running (en ejecución), preempted (en estado de 

espera debido a la ejecución de una tarea de mayor prioridad) o no activadas.  

La simulación del cuatri-rotor comienza a partir de una condición inicial igual a [30 -10 -

25]T  (en grados). La señal de referencia es [0 0 0] T . 

Figura 6.9 muestra la traza de planificación de cada una de las tareas.  

En el intervalo [0, 0.3s] sólo hay tres tareas que requieren el procesador (las tareas del 

cuatri-rotor). Para garantizar la factibilidad de la planificación se evalúa la condición de (6.4). 

En este caso se verifica para los valores de ݉ siguientes: ݉ଵ ൌ ͷ, ݉ଶ ൌ ͷ, ݉ଷ ൌ ͷ (se 

ejecutan todas las instancias).  

En t1 = 0.3 s, una nueva tarea (de perturbación) se activa en el sistema. La misma tiene un 

período de 0.5s y un tiempo de ejecución igual a 0.19 s. La condición (6.4) se verifica y con 

esto la configuración sigue siendo factible para ݉ଵ ൌ ͷ, ݉ଶ ൌ ͷ, ݉ଷ ൌ ͷ. 

En t2=1.6 s, el tiempo de ejecución de la tarea de perturbación aumenta a 0.29 s.  

En un escenario de tiempo real “hard”, en el cual todas las instancias se ejecutan, la 

condición (6.4) para la tarea 4 no se cumple (a cálculo hecho vale ܥସ ൌ Ͳ.ͷͻ ث Ͳ.ͷ). Esto 

provoca que a  partir de 1.6 s las instancias de la tarea 4 no puedan ser completadas.  

En nuestra propuesta, el cambio en el tiempo de ejecución es detectado por el supervisor y 

en consecuencia el controlador de tareas recalcula los parámetros ݉௜ de forma que se 

garantice la condición (6.4) y tal que se minimice la función de costo conjunta. A cálculo 

hecho se obtienen los parámetros ݉ଵ ൌ  ͵, ݉ଶ ൌ ʹ, ݉ଷ ൌ ͷ, entonces ܥସ ൌ Ͳ.Ͷͻ ث Ͳ.ͷ. 

 

Figura 6.9: Planificación de las tareas con (m,k)-firm. 
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Figura 6.10: Ángulos del cuatri-rotor. 

Figura 6.10 muestra la evolución de los ángulos (en grados) del cuatri-rotor.  La posición es 

estabilizada en la referencia (φ=θ=ψ=0°) en aproximadamente 2.8s. 

6.5.3 Optimización conjunta con aplicación a un conjunto de plantas 

En esta sección se presenta el enfoque de planificación sobre cuatro plantas a ser 

controladas, donde los respectivos algoritmos de control se ejecutan en un mismo procesador.  

Las plantas {Plantai} con i=1,2,3,4 son respectivamente: un sistema oscilante harmónico 

cuyo modelo lineal tiene las matrices (6.27) tomado de (Otanez et al., 2002a), un sistema 

traslacional considerado en Ejemplo 6.1, un péndulo descripto por (6.28) tomado de (Eker et 

al., 2000) y un péndulo invertido de Ejemplo 5.4.  

ଵܣ  ൌ ቂ Ͳ ͳെͳ8 Ͳቃ , ଵܤ ൌ ቂ Ͳͷʹ͸ቃ  (6.27)

ଷܣ  ൌ ቂ Ͳ ͳെʹʹ.ʹͲ͸ െͲ.ͻͶʹͶቃ , ଷܤ ൌ ቂ ͲͲ.Ͷ8Ͳ͵͸ቃ  (6.28)

 

Se considera que la primera variable del vector ݔ de cada planta es la variable supervisada 

por el componente de supervisión. El objetivo de control en cada caso es que esta variable 

siga a su referencia. Es decir que el estado modificado ݔො௜ ൌ ሾݔ௜,ଵ െ ݁ݎ ܰ ௜݂ ௜,ଶݔ …ሿ் tienda 

a cero, donde N se elige de manera que no haya error en régimen permanente. De aquí en 

adelante se hablara directamente de ݔ௜ en lugar de ݔො௜. 
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Para la planta 2 se considera que el controlador es elegido tal que su respuesta temporal es 

sobreamortiguada mientras que en el resto de plantas las respuestas serán subamortiguadas, 

con un coeficiente de amortiguamiento superior a 0.6. 

Los períodos de muestreo de la plantas son h1 =0.02s para planta1, h2 = 0.02s para planta 2, 

h3 = 0.03s para planta 3, and h4 = 0.05s para planta 4. Cada tarea de control tiene asignada una 

prioridad de acuerdo al valor del período de muestreo según la política RM, entonces se tiene 

prioridad(τ1) > prioridad(τ2) > prioridad (τ3) > prioridad(τ4). Las ganancias de los 

controladores para los períodos básicos ݄௜ son respectivamente: ሼܮଵ ൌ െሾͲ.ͳͷ͵Ͳ͸  Ͳ.ͲʹͶͶͷሿ, ଶܮ ൌ െሾͻͶ.8ʹͻͶ ͹.͸͸ሿ, ଷܮ ൌ െሾ8͵.͹ͶͶͳ ͳ͹.ͷͳʹͳሿ,  ܮସ ൌ ሾͳ͹.ʹ͵Ͳ8  ͻ.ͳͳ8Ͷ െ ͳͳͷ.͵͵͵͹ െ ͳ8.͵ͷͲͲሿሽ    
 

De acuerdo a lo sugerido en sección 6.3.2.ii resulta {݇ଵ ൌ ͸, ݇ଶ ൌ ͷ, ݇ଷ ൌ ͷ, ݇ସ ൌ ʹ}.  

La familia de controladores adaptable al patrón ሺ݉, ݇) para cada planta se realiza utilizando 

el diseño Lie de Capítulo 5. Específicamente, como las plantas 1 y 3 tienen autovalores 

complejos conjugados se usa la solución exacta {(5.55), (5.56)} y sus parámetros no se 

transcriben aquí. Para la segunda planta se considera la solución para autovalores reales (5.38) 

y la familia de controladores es  ܮଶሺ݄௥ሻ ൌ ሼ݄௥ ൌ ʹ ݄ଶ ՜ ሾെ8ʹ.ʹͲ͹ͷ  െ ͸.͸ʹ8ʹ͵͵ሿ, ݄௥ ൌ ͵ ݄ଶ ՜ ሾെ͹Ͳ.ͻ8ͳ͵͵  െ ͷ.͹Ͳͻ͵ሿ,  ݄௥ൌ ͷ ݄ଶ ՜ ሾെͷͷ.ͻ͹Ͳʹ͸   െ Ͷ.Ͷͻͳͷ͵ͳͶሿሽ  
Estas ganancias permiten adaptar la ley de control al patrón (݉, ݇) uniforme (6.1). 

 

Para la planta 4 la ley de control para período básico es ܮସሺ݄ସሻ ൌ ሾͳ͹.ʹ͵Ͳ8   ͻ.ͳͳ8Ͷ  െ ͳͳͷ.͵͵͵͹  െ ͳ8.͵ͷͲͲሿ 
La familia de controladores adaptables se calcula siguiendo lo establecido en Ejemplo 5.4. 

 

Los costos asociados con las familias de controladores de acuerdo a las diferentes 

restricciones (݉, ݇)-firm de cada tarea τi son calculados de acuerdo al Apéndice F, de manera 

“off-line” y se almacenan en una tabla que es usada “on-line”.  

Para plantas 1 y 3 los costos se calculan de igual forma que en el Caso de Estudio 1, ver por 

ejemplo los resultados en Tabla 6.3 b).  

Para la planta 2 (con autovalores reales) se resolvieron las LMI (6.8) y se calculó             ܲ ൌ  ͳͲͲͲ . ሾͳ.͹8ʹ8ͷ   Ͳ.ͳ͵Ͳ8Ͳ;   Ͳ.ͳ͵Ͳ8Ͳ   Ͳ.ͲͳͲͲʹ͹ͻሿ con los siguientes coeficientes de 

estabilidad exponencial para cada i ሼߛଵ ൌ Ͳ.͹ͻͳ͵͸͸, ଶߛ ൌ Ͳ.͸ʹ͸ͷʹͻ, ଷߛ ൌ Ͳ.Ͷͻ͸ͷͷͷ, ହߛ ൌ Ͳ.͵ͳ͵͸ͳͷ͸ሽ. Con estos parámetros se pueden calcular los costos de la Tabla 6.3a). 
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a) Planta 2 

m ߛሺΘ௠ሻ 
5 0.31037
4 0.31051
3 0.31064
2 0.31111
1 0.31362

b) Planta 1 

m  ሺΘ௠ሻߛ
6 0.44555
5 0.45315
4 0.46089
3 0.46876
2 0.49725
1 0.66072

Tabla 6.4: Valores del coeficiente de costo para cada patrón (mi,ki). 

El WCET de cada tarea de control es de 9 ms. Las tareas una vez que arriban al CPU 

pueden tener tres estados: running (en ejecución), preempted (en estado de espera debido a la 

ejecución de una tarea de mayor prioridad) o no activadas. 

Escenario tiempo real “hard” 

Considérese en primer lugar un escenario en el cual no se permite la pérdida de muestras de 

las tareas. Es decir, donde todas las tareas tienen una restricción Hard Real-Time. 

En t=0s las tareas τ1, τ3, τ4 son ejecutadas en la CPU. En t=0.5 s se activa la tarea τ2 y en 

consecuencia el procesador se sobrecarga, como las tareas τ3, τ4 tienen baja prioridad, no 

puede ser ejecutadas en el procesador y con esto ambas plantas se inestabilizan.  

En Figura 6.11 se identifica con    a las tareas que satisfacen su deadline y con    a aquellas 

que no lo hacen. Se puede observar que tanto τ3, τ4 no satisfacen sus deadlines a partir de 0.5s.   

 

 

Figura 6.11: Simulación de traza de ejecución de las tareas Hard Real Time. 
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Figura 6.12 muestra la evolución del estado de la planta 3. Hasta 0.5 se observa una buena 

respuesta pero luego se vuelve inestable debido a la no ejecución de instancias de control. 

 

Figura 6.12: Evolución de la salida de Planta 3 en escenario Hard RT. Inestabilidad. 

A continuación para cada planta i se muestra si la planta es controlada o no. El valor de la 

referencia y la salida de la planta i son denominadas respectivamente Refi y xi. La tabla 

muestra en cada instante significativo el valor de ݉௜ que es seleccionado por el controlador de 

tareas. Es decir, en cada instante de tiempo significativo se conmuta entre dos posibles modos 

de trabajo y su aparición tiene alguna de las siguientes causas: una nueva planta tiene que ser 

controlada, una planta deja de estar activada, aumentó o disminuyó el WCET, una planta 

evoluciona desde su estado transitorio al estado de régimen, o viceversa.  Estos instantes son 

identificados de forma on-line por el supervisor. 

Escenario (m,k)-firm 

El escenario propuesto cuyos hitos son resumidos en la Tabla 6.5, es descripto como sigue: 

Antes del comienzo se supone que las plantas 1 y 3 están siendo controladas mientras que 

las otras dos tareas están desactivadas. En este caso la planificación es factible con 

restricciones (݇ଵ, ݇ଵ) y (݇ଷ, ݇ଷ).  

En tiempo t0, se activa la tarea , ߬ସ, con lo cual las tareas a planificar son {߬ଵ, ߬ଷ, ߬ସ}. Las 

referencias y los estados iniciales son cero, por lo cual las tres plantas están en régimen. El 

controlador de tareas tiene que encontrar la configuración óptima de ݉௜ para este conjunto de 

tareas y de acuerdo a la misma, la secuencia correspondiente de leyes de control. Para esto se 

usan los costos de régimen. El resultado es ݉ଵ= 4, ݉ଷ=5 y ݉ସ es siempre igual a 1.  El estado 

transitorio es detectado por el supervisor en el tiempo t1 para las plantas 1 y 4 (respectivos 

cambios en la señal de referencia). El controlador de tareas busca la configuración óptima de 
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restricción (݉௜ , ݇௜) teniendo en cuenta los costos de transitorio para plantas 1 y 4 y el costo de 

régimen para la planta 3. Esto resulta en ݉ଵ = 6 and ݉ଷ = 2. 

La planta 2 es activada en tiempo t2 y el supervisor identifica que está en régimen mientras 

las plantas 1 y 4 continúan en sus respectivos transitorios. Los valores de ݉௜ definidos por el 

controlador de tareas son respectivamente ݉ଵ= 3, ݉ଶ=1 y ݉ଷ=2.  

El supervisor detecta su estado régimen para la planta 1 en t3. Los valores evaluados para ݉௜ 
son ݉ଵ= 2, ݉ଶ= 1 and ݉ଷ= 5. 

En tiempo t4, los valores de ݉௜ tienen que ser modificadas cuando el supervisor detecta el 

estado transitorio para planta 2. Por lo tanto, ݉ଵ= 2, ݉ଶ= 1 y ݉ଷ= 5. 

En tiempo t5 la planta 3 comienza su estado transitorio. El ajuste de los valores de ݉௜ es ݉ଵ= 2, ݉ଶ=1 y ݉ଷ= 5.  

La planta 2 alcanza su estado de régimen en t6. Esto provoca el reajuste de los ݉௜ de 

acuerdo con los costos de régimen para ߬ଵ y ߬ଶ y de régimen para ߬ଷ: ݉ଵ= 2, ݉ଶ= 1, ݉ଷ= 5. 

En tiempo t7, una perturbación inadmisible lleva al estado de la planta 3 a su valor limite π/2 

y en consecuencia la planta es retirada de servicio, con lo cual la tarea de control de esta 

planta es desactivada reduciendo la cantidad de tareas activas a tres. Al mismo, la planta 4 

comienza su transitorio. Por tanto los valores de ݉௜ de ߬ଵ y ߬ଶ son: ݉ଵ= 6 y ݉ଶ= 1. Al final 

en tiempo t8 un estado transitorio es detectado por el supervisor para la planta 2. En 

consecuencia los parámetros ݉௜ son elegidos como ݉ଵ= 2 y ݉ଶ= 5.  

Durante toda la simulación el parámetro m4 es igual a 1 restricción “hard real-time”. 

 

 Planta 1 (k1 = 6) Planta 2 (k2 = 5) Planta 3 (k3 = 5) Planta 4 (k4 = 1) 
 Estado m1 Estado m2 Estado m3 Estado m4 
t < t0 régimen  6 - - régimen 5 - - 
[t0, t1) régimen 4 - - régimen 5 régimen 1 
[t1, t2) transitorio 6 - - régimen 2 transitorio 1 
[t2, t3) transitorio 3 Régimen 1 régimen 2 transitorio 1 
[t3, t4) régimen 2 Régimen 1 régimen 5 transitorio 1 
[t4, t5) régimen 2 transitorio 2 régimen 2 transitorio 1 
[t5, t6) régimen 2 transitorio 1 transitorio 5 régimen 1 
[t6, t7) régimen 2 Régimen 1 transitorio 5 régimen 1 
[t7, t8) régimen 6 Régimen 5 - - transitorio 1 
t ≥ t8 régimen 2 - - - - transitorio 1 

Tabla 6.5: Valores de ݉௜ seleccionados por el controlador de tareas en cada modo de trabajo. 
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Figura 6.13: Evolución de las cuatro plantas cuyos controladores comparten el mismo procesador. 
Referencia (Refi para la planta Plantai) y salida (x1 para cada planta i).  

6.6 Conclusiones  

En este capítulo se propone usar un enfoque basado en la pérdida selectiva de algunos 

paquetes en una red o de la ejecución de algunas instancias en una CPU de acuerdo al modelo 

(݉, ݇)-firm para tratar con situaciones de sobrecarga de un recurso compartido. Este método 

resulta en una cantidad variable de instancias de tareas de control que se ejecutan, cuyo valor 

debe garantizar la factibilidad de la planificación, i.e. condición (6.4). 
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Como primera estrategia se presentó una arquitectura jerárquica que permite controlar la 

utilización del ancho de banda de una red con el modelo (݉, ݇). La misma se implementa 

sobre nodos que transmiten la información de las salidas de sensores teniendo en cuenta el 

estado de la planta. Esto aporta un doble efecto de descongestión dado que al usarse 

controladores manejados por eventos a su entrada, los mismos no recalculan sus salidas si no 

reciben nuevos datos de mediciones. 

La estabilidad de cada lazo ante variaciones del patrón se garantizó con el diseño de un 

controlador tal que las matrices de lazo cerrado para los posibles períodos tengan una CQLF. 

Al aplicar la estrategia en el Caso de Estudio 1 se comprobó que los envíos durante la parte 

significativa de la respuesta al escalón de un sistema de control pueden ser parcialmente 

reducidos, y que la evolución se mantiene cercana a la del sistema nominal, lo que en 

términos de calidad de la performance se traduce en un mínimo deterioro del índice de 

desempeño con respecto al nominal. La aparición de una perturbación es rápidamente 

detectada, permitiendo actuar en consecuencia, lo que no ocurre en técnicas que amplíen el 

período de muestreo.  

 

La segunda estrategia propone la búsqueda de los valores óptimos del valor ݉ de cada tarea 

tal que se minimice la función de costo de la performance de control global. A estos efectos se 

usa un algoritmo de la literatura, de (Jia, 2009), que efectúa la búsqueda sujeto a la restricción 

impuesta por la condición de planificación (6.4). 

La estabilidad de cada lazo de control ante cualquier variación de ݉ se garantiza calculando 

los parámetros de los controladores con los métodos Lie-algebraicos de Capítulo 5. En 

particular, para el sistema del Caso de Estudio 2, estos métodos proporcionan una solución 

analítica y exacta, lo que permite además obtener una función de costo para cada patrón ሺ݉, ݇ሻ admisible que resulta muy simple, basándose en parámetros relacionados con cada 

modo del lazo cerrado, ver Apéndice F. 

En el escenario evaluado se mostró que la arquitectura considerada responde correctamente, 

por ejemplo reduce la cantidad de instancias que se pueden ejecutar de tres de las tareas para 

poder asignarle el recurso a una cuarta tarea cuando se incrementa el tiempo de ejecución de 

esta última por encima del valor admitido por la condición (6.4).  

Asimismo el ajuste de parámetros del controlador permitió obtener una performance 

satisfactoria incluso durante la reducción de la cantidad de instancias ejecutadas, 

corroborando lo indicado en la Observación 6.4. 
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Este enfoque de optimización global de las tareas de control ha sido extendido para tener en 

cuenta también el estado real de cada planta. Esto se logra incorporando a la función de costo 

global del sistema la información sobre dicho estado. 

Tal extensión permite que se utilice el recurso compartido de forma aún más eficiente ya 

que se asigna dinámicamente a las plantas que más lo necesitan (cuando están en su 

transitorio) a expensas de las plantas que están en régimen y necesitan menos control. Las 

ventajas de tener en cuenta también los estados de las plantas pueden ser previstas a partir de 

lo indicado en Observación 6.6 y en la primera estrategia mencionada. 

En el Caso de Estudio 3 se mostró que el uso de nuestro enfoque sufre una mínima 

degradación de la performance comparando con el caso ideal, en el cual el procesador tiene 

capacidad infinita. Además, esta técnica previene la inestabilidad del sistema que aparece en 

un escenario de peor caso, donde las tareas tienen restricciones de tiempo real “hard”. 
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APÉNDICE F 

 

F. f 

Criterio de performance para evaluar distintas secuencias 

 

Es de interés poder cuantificar la performance del sistema DTSS mediante alguna función 

de costo que dependa de la secuencia de variación del período de muestreo.  

 Aquí se propone la utilización de un costo cuadrático que motivado por el diseño Lie puede 

ser planteado en relación con los parámetros relacionados con los modos del sistema. 

F.1   Costo cuadrático 

Sea un sistema controlado que parte desde un estado inicial x(tk) hacia un estado final x(tk+N 

h) con una dada secuencia de conmutación ߪ௜, es decir como en (F.1). 

௞ݐሺݔ  ൅݄ܰሻ் ൌ Θሺߪ௜ , ܰሻ ௞ሻ் (F.1)ݐሺݔ

Suponiendo que ܰ ൌ ∑ ݆௫௥௫ୀଵ , entonces la matriz de evolución asociada a ߪ௜ se define como 

el producto (F.2) de las “r” matrices de lazo cerrado donde Φ௝஼ೣ௅ ൌ Φ஼௅ሺ݆௫݄ሻ.  
 Θሺߪ௜ , ܰሻ ൌ Φ௝ೝ஼௅ Φ௝ೝషభ஼௅ … Φ௝భ஼௅ (F.2)

Se propone entonces la función de costo (F.3) que mide el costo cuadrático para ir (“cost to 

go”) desde el estado inicial x(tk) al estado x(tk+N h) para esta secuencia de conmutación ߪ௜.  
,ሺܰܬ  ௜ሻߪ ൌ ௞ሻ்ܳݐሺݔ ௞ሻݐሺݔ ൅ ௞ݐሺݔ ൅ ݄ܰሻ்ܳ ௞ݐሺݔ ൅ ݄ܰሻ (F.3)

Un costo cuadrático para un horizonte finito de tiempo h N similar a (F.3) pero que no tiene 

en cuenta la influencia de la acción de control (R=0), ha sido usado para evaluar la 

performance en artículos como (Cervin et al., 2002). 
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Se dice que una secuencia es mejor que otra cuando el costo asociado a la misma condición 

inicial es inferior. Es decir, sean las secuencias ߪ௜ y ߪ௝, entonces la siguiente relación entre 

costos ܬሺܰ, ௜ሻߪ ൏ ,ሺܰܬ  .௝ߪ ௜ es mejor que laߪ  ଶሻ indica que la secuenciaߪ
F.1.1 Costo cuadrático usando la QCLF 

Aquí se propone elegir como matriz del costo cuadrático (F.3) a la matriz P de la QCLF, es 

decir ܸሺݔ௜ሻ ൌ  ௜, dado que esta matriz es común a todos los modos del sistema. Conݔ  ௜்ܲݔ

esto expresión (F.3) se transforma en (F.4). 

,ሺܰܬ  ௜ሻߪ ൌ ௞ሻ்ሺܲݐሺݔ ൅ Θሺߪ௜ , ܰሻ் ܲ Θሺߪ௜ , ܰሻሻ ௞ሻ (F.4)ݐሺݔ

Supongamos que existe una P tal que se puede encontrar una aproximación de la norma 

elipsoidal ߛ௝ೝ  para cada matriz Φ௝ೝ஼௅ que satisfaga la igualdad (F.5).   

 ൫Φ௝ೝ஼௅൯் ܲ Φ௝ೝ஼௅ ൌ ௝ೝଶߛ ሺΦ௝ೝ஼௅ሻܲ (F.5)

Entonces la constante exponencial de la secuencia ߪ௜ resulta ser (F.6). 

௜ߪଶ൫Θሺߛ  , ܰሻ൯ ൌ ௝ೝଶߛ ௝ೝషభଶߛ … ௝భଶߛ  (F.6)

Con esto, la función de costo (F.4) se puede escribir como (F.7). 

,ሺܰܬ  ௜ሻߪ ൌ ቀͳ ൅ ௜ߪଶ൫Θሺߛ , ܰሻ൯ቁ ௞ሻ (F.7)ݐሺݔ௞ሻ்ܲݐሺݔ

Con esto, el costo de cada secuencia ߪ௜ puede ser caracterizado por un número escalar ቀͳ ൅ ௜ߪଶ൫Θሺߛ , ܰሻ൯ቁ que multiplica a un término que es constante ݔሺݐ௞ሻ்ܲݔሺݐ௞ሻ a partir de 

cualquier condición inicial. 

F.1.2 Discusión sobre validez de la igualdad 

Si no pueden ser obtenidas las igualdades (F.5) se pueden plantear las LMI (F.8) y obtener 

los coeficientes ߛ௝ೝ respectivos. 

 ൫Φ௝ೝ஼௅൯் ܲ Φ௝ೝ஼௅ ൑ ௝ೝଶߛ ሺΦ௝ೝ஼௅ሻܲ (F.8)
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Existen casos particulares en los cuales se pueden determinar los coeficientes que satisfacen 

la igualdad. Por ejemplo, sea el sistema de segundo orden con autovalores complejos de 

{(5.55), (5.56)}. En este caso para la P definida en (5.67) vale la igualdad (6.34) y se verifica 

que la constante exponencial es igual al radio espectral de cada matriz, es decir vale (F.9). 

൫Φ௝஼ೣ௅൯ߛ  ൌ ൫Φ௝஼ೣ௅൯ (F.9)ߩ

La igualdad (F.9) significa que la evaluación del costo se puede reducir al producto de una 

cantidad finita de radios espectrales según la secuencia en particular. Con esta ecuación no se 

pesa el orden en el cual aparecen las matrices en cada secuencia sino cuales matrices 

aparecen. 

 

Observación F.1: Se remarca que el radio espectral (parámetro de cada modo que es LTI) es 

usado aquí para comparar la performance del DTSS, que es variable en el tiempo. 

 

F.2   Costo para pérdida (m, k)-firm 

En principio se puede usar este costo para cualquier período de muestreo ݆௫݄ y el caso 

(݉, ݇)-firm es un ejemplo particular. Por ejemplo, sean los siguientes dos patrones Π௝ ൌሾͳ Ͳ ͳ Ͳ Ͳሿ y Π௜ ൌ ሾͳ ͳ ͳ ͳ Ͳሿ. El valor de k (= N) es por tanto igual a 5.  

Supongamos que se puede usar la igualdad entonces ߛ ቀΘ൫Π௝൯ቁ ൌ ൫ΘሺΠ௜ሻ൯ߛ ൫Φ௛య஼௅൯ yߩ ൫Φ௛మ஼௅൯ߩ ൌ   .൫Φ௛మ஼௅൯ߩ ൫Φ௛భ஼௅൯ଷߩ
Con esto si ߛ ቀΘ൫Π௝൯ቁ es superior a ߛ൫ΘሺΠ௜ሻ൯ entonces a partir de cualquier condición 

inicial el patrón Π௜ tiene un costo menor para ir al aproximo estado y viceversa.  
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ANEXO 1  

A1. f 
 

Comportamiento frecuencial de sistemas discretos con retardos. 

En este anexo se estudia la respuesta en frecuencia de las funciones transferencias con 

coeficientes variables en función de la parte fraccional del retardo m. En primer lugar, 

se calculan exactamente las mismas para un sistema genérico de primer orden para 

mostrar el procedimiento que se debe hacer en una dada planta. Si bien esto es plausible 

de ser aplicado a cualquier planta, un estudio simbólico en cada una de ellas requiere 

obtener cada función transferencia con la transformada z modificada (MZT) (Jury, 

1964) en particular (o la utilización de una tabla de transformadas).  

Aún así, por ejemplo en un sistema de segundo orden continuo con raíces complejas 

(a+jb, a-jb) la MZT introduce términos como cos(mhb) y exponenciales ejah, que 

aparecen combinados en los coeficientes del numerador, lo que no permite inferir como 

la variación de m puede afectar la respuesta en frecuencia. Por ello, resulta conveniente 

considerar la función transferencia utilizando la aproximación de (Hara et al., 1989). La 

misma depende del grado relativo de la planta y no tiene en cuenta los coeficientes de la 

planta real, esto permite obtener resultados de tipo generales según el grado relativo, lo 

que se analiza en este anexo.  

 

En este anexo se utilizan los resultados del teorema de (Hara et al., 1989), que es 

transcripto como Teorema 2.2.  

A1.1 Análisis para grado relativo uno  

A los efectos comparativos en primer lugar se presenta un sistema de primer orden (el 

más simple posible), del cual se analizan ciertas características de su respuesta en 

frecuencia. Luego se realiza lo mismo con un sistema de grado relativo uno, que en el 

caso particular de que n=1 es la aproximación del sistema de primer orden. Se termina 

esta sección comparando los resultados. 
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A1.1.1 Primer orden exacto:  

Sea una planta de primer orden    

ሻݏሺܩ  ൌ ͳݏ ൅ ܽ (A1.1) 

Cuya función transferencia discreta, sin retardo y con un ZOH es  ܩሺݖሻ ൌ ଵି௘షೌ೓௔൫௭ି௘షೌ೓൯ 
ሻݖሺܩ  ൌ ͳ െ ݁ି௔௛ܽሺݖ െ ݁ି௔௛ሻ  (A1.2) 

El modelo discretizado con un retardo aplicando la transformada z modificada (ver 

sección 2.2.2) 

ሻ݉,ݖሺܩ  ൌ ݖ ሺͳ െ ݁ି௔௛௠ሻ ൅ ݁ି௔௛௠ െ ݁ି௔௛ܽሺݖ െ ݁ି௔௛ሻݖ௟  (A1.3) 

La cual puede ser escrita como ܩሺݖ,݉ሻ ൌ ேሺ௭,௠,௟ሻ஽௣ሺ௭ሻ , cuyo numerador es  

 ܰሺݖ,݉, ݈ሻ ൌ zି௟ ௣ܰሺݖ,݉ሻ  (A1.4) 

Donde 

 ௣ܰሺݖ,݉ሻ ൌ ሺͳ െ ݁ି௔௛௠ሻሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ ቆݖ ൅ ݁ି௔௛௠ െ ݁ି௔௛ሺͳ െ ݁ି௔௛௠ሻ ቇ  (A1.5) 

Y el denominador es  

ሻݖ௣ሺܦ  ൌ ሺݖ െ ݁ି௔௛ሻܽ/ሺͳ െ ݁ି௔௛ሻ (A1.6) 

i) Ubicación del cero del numerador 

De (A1.5) tanto para a>0 o a<0, el cero 
௘షೌ೓೘ି௘షೌ೓൫ଵି௘షೌ೓೘൯  es siempre positivo, por tanto, el 

cero pertenece al semiplano izquierdo del plano complejo para 0≤m<1. 

 

i) Análisis de la respuesta en frecuencia de sistema de primer orden 

La magnitud (al cuadrado) y fase para cada m son 

 ห ௣ܰ൫݁௝ఏ , ݉൯หଶ ൌ ͳሺͳ െ ݁െ݄ܽሻʹ ሾቀsin ߠ ൫െͳ ൅ ݁ሺି௔ ௛ ௠ሻ൯ቁଶ൅ ൫െcos ߠ ൅ ݁ሺି௔௛ሻ ൅ ݁ሺି௔ ௛ ௠ሻ cos ߠ െ ݁ሺି௔ ௛ ௠ሻ൯ଶሿ (A1.7) 

y 

 arg ቀ ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ቁ ൌ ൫sin݊ܽݐܿݎܽ ߠ ൫െͳ ൅ ݁ሺି௔ ௛ ௠ሻ൯, ൫݁ሺି௔ ௛ ௠ሻെ ͳሻ cos ߠ ൅ ݁ሺି௔௛ሻ െ ݁ሺି௔௛௠ሻ൯ (A1.8) 
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Donde arctan es la función inversa de la tangente en los cuatro cuadrantes (analizando 

los signos de parte real e imaginaria), que da resultados entre 0 y π. Los argumentos de 

polinomios de primer orden discretos con a variable, son siempre funciones continuas 

entre 0 y π, ver (León de la Barra & Prieto, 1999).  

 

Proposición 1.2.1 Magnitud 

a) Cota mínima para ݉ ൌ െሺln ቀଵଶ ݁௔௛ ൅ ଵଶቁ െ ݄ܽሻ/ሺ݄ܽሻ    
b) Cota máxima para m=1 (coincide para m=0) 

DEMOSTRACIÓN  

a) La derivada de (A1.7) con respecto a m es  

 ݀ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯หଶ݀݉ ൌ െʹ ܽ ݄ ݁ି௔௛௠ cos ߠ െ ʹܽ ݄ ݁ି௔ ௛ ሺଵା௠ሻ cos ߠ ൅ ʹ݄ܽ ݁ି௔௛ሺଵା௠ሻ൅ Ͷ݄ܽ eିଶ ௔௛௠ cos ߠ െ Ͷܽ ݄ ݁ିଶ ௔௛௠ ൅ ʹ ݄ܽ ݁ି௔ ௛௠ 
(A1.9) 

Y se anula para   

 ݉ ൌ െሺln ൬ͳʹ ݁௔௛ ൅ ͳʹ൰ െ ݄ܽሻ/ሺ݄ܽሻ  (A1.10) 

La derivada segunda evaluada en (A1.10) es ሺͳ െ cos ሻ ሺܽଶ݄ଶሺʹ ݁ି௔ ௛ߠ ൅ ͳ ൅݁ିଶ௔ ௛ሻሻ, y es siempre positiva. Entonces, para cada θ la mínima magnitud ocurre para 

(A1.10) . Reemplazando en (A1.10) en (A1.7) la cota mínima de magnitud es  

 หN୮൫݁௝ఏ, m୫୧୬൯ห ൌ ඥͲ.ͷሺͳ ൅ cos  ሻ (A1.11)ߠ

฀ 

b) El máximo es  ݉ܽݔ଴ஸ௠ஸଵห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ݉൯ห ൌ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, Ͳ൯ห ൌ ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ͳ൯ห es  ห ௣ܰ൫݁௝ఏ, ͳ൯ห ൌ ฬ൫ଵି௘షೌ೓೘൯൫ଵି௘షೌ೓൯ ฬ ฬ൬ݖ ൅ ௘షೌ೓೘ି௘షೌ೓൫ଵି௘షೌ೓೘൯ ൰ฬہ௠ୀଵ ൌ ͳ     ฀ 

 

Proposición 1.2.1 Argumento 

a) Cota máxima para m=1 

b) Cota mínima para m=0 

DEMOSTRACIÓN  

La derivada de la función arctan es de la siguiente forma: 

ݔሻሻ݀ݔሺ݂ሺ݊ܽݐܿݎܽ ݀   ൌ ݂ᇱሺݔሻͳ ൅ ݂ሺݔሻଶ  (A1.12) 

 

Para todo x donde ͳ ൅ ݂ሺݔሻଶ está definida, el signo de (A1.12) es el signo de f(x).  
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Aquí  ݂ሺ݉ሻ ൌ   ௦௜௡ሺఏሻሺିଵା௘ሺషೌ ೓ ೘ሻሻ൫௘ሺషೌ ೓ ೘ሻିଵ൯௖௢௦ሺఏሻା௘ሺషೌ೓ሻି௘ሺషೌ೓೘ሻ  y entonces  ݂݀ሺ݉ሻ݀݉ ൌ െቀܽ ݄ ݁ି௔௛௠ sin ߠ ሺെͳ ൅ ݁ି௔௛ሻቁ /ሺcos ଶߠ െ ʹ cos ߠ ݁ି௔௛ െ ʹ݁ି௔௛௠ሺcos ሻଶߠ ൅ ʹ݁ି௔௛௠ cos ߠ ൅ ݁ିଶ௔௛൅ ʹ݁ି௔௛ሺଵା௠ሻ cos ߠ െ ʹ ݁ି௔௛ሺଵା௠ሻ ൅ ݁ିଶ ௔௛௠ሺcos ሻଶߠ െ ʹ݁ିଶ௔௛௠ cos ߠ ൅ ݁ିଶ௔௛௠ሻ 
Los valores de frecuencia donde no están definidas f(m) y df(m)/dm son θ=ߨ െܽݏ݋ܿܿݎ ቀ௘షೌ೓ି௘షೌ೓೘ିଵା௘షೌ೓೘ ቁ, que equivalen a los puntos de discontinuidad del arctan definido 

entre –π/2 y π/2. Si considero el arctan en cuatro cuadrantes, entonces para cada m el 

argumento es continuo.  

A la izquierda y derecha de estos puntos df(m)/dm es negativa. Entonces la función no 

tiene mínimos ni máximos para 0<m<1. 

Además, los argumentos en los límites (cota mínima y máxima) son  arg ቀ ௣ܰ൫݁௝ఏ, Ͳ൯ቁ ൌ Ͳ  y arg ቀ ௣ܰ൫݁௝ఏ, ͳ൯ቁ ൌ  ฀       ߠ

A1.1.2 Grado relativo 1 – aproximado: 

La aproximación de los coeficientes del numerador en función de la parte fraccional 

del retardo (2.29) sistemas de grado relativo 1 es 

ሻ݉,ݖଵሺܤ  ൌ ݖ ݉ ൅ ͳ െ݉ (A1.13) 

i) Ubicación del cero de B1 

El cero de (A1.13) es (݉ െ ͳሻ/݉ que para todo 0<m<1 es real negativo.  

i) Análisis de la respuesta en frecuencia de B1  

Proposición 1.2.2 Magnitud 

a) Cota máxima para m=1 

b) Cota mínima para m=0.5 

c) Para cualquier m, la función magnitud no es creciente con la frecuencia. 

DEMOSTRACIÓN  

Parte a y b) La magnitud al cuadrado es 

 หܤଵ൫݁௝ఏ, ݉൯หଶ ൌ ͳ െ ʹ݉ ൅ ʹ݉ଶ ൅ ʹ݉ሺ݉ െ ͳሻ cos  (A1.14) ߠ

Su derivada primera con respecto a m, es െͶ ݉ cos ߠ ൅ ʹ cos ߠ െ ʹ ൅ Ͷ ݉, que se 

anula para m=0.5. Su derivada segunda es, que siempre positiva. Por tanto, para m=0.5, 

se obtiene la cota mínima, que vale      

 หܤଵ൫݁௝ఏ, Ͳ.ͷ൯ห ൌ ඥͲ.ͷሺͳ ൅ cos  ሻ (A1.15)ߠ
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Parte c) La derivada con respecto a la frecuencia para cualquier valor de m es 

 ߲หܤଵ൫݁௝ఏ, ݉൯หଶ߲ߠ ൌ െ ʹ ݉ ሺͳ െ݉ሻ sin θ (A1.16) 

que para cualquier valor a excepción de m=0 y m=1, donde vale cero, es negativa.  

฀ 

Proposición 1.2.2 Argumento 

a) Cota máxima para m=1 

b) Cota mínima para m=0 

 

DEMOSTRACIÓN  

El argumento de (A1.13) es  

 arctanሺ ݉ sin ݉ߠ cos ߠ ൅ ͳ െ݉ሻ (A1.17) 

La derivada de f(m)=  ௠ୱ୧୬ఏ௠ୡ୭ୱఏାଵି௠ con respecto a m es  

ௗ௙ሺ௠ሻௗ௠ ൌ sin݉ߠʹ cosߠʹ൅ʹ ݉cosߠെʹ݉ʹ cosߠ൅ͳെʹ݉൅݉ʹ   
que es siempre negativa donde está definida. Para los puntos donde no está definida se 

puede considerar la continuidad prevista si se considera además el arctan entre –π y π. 

Entonces, las cotas máximas y mínimas son  arg ቀܤଵ൫݁௝ఏ, Ͳ൯ቁ ൌ Ͳ    y arg ቀܤଵ൫݁௝ఏ, ͳ൯ቁ ൌ   ฀      ߠ

A1.1.3 Comparación de Sistema de primer orden exacto y su aproximación  

De las proposiciones 1.2.1 y 1.2.2 para el caso de primer orden se tiene que las cotas 

máximas y mínimas coinciden tanto en argumentos como en magnitudes. La única 

diferencia es que el mmin para el cual ocurre el mínimo de magnitud es en el caso del 

modelo aproximado igual a 0.5 y en el exacto es (A1.10) . Más aún, de  (A1.10) para 

a=0, mmin=0.5, si a>0 (sistema estable), mmin<0.5 y si a<0 (inestable) mmin>0.5.   

A1.2  Análisis de grado relativo dos: 

Sea una función transferencia de grado relativo 2 (n=2 y p=0, n=3 y p=1,..), entonces 

ሻ݉,ݖଶሺܤ  ൌ ݉ଶݖଶ ൅ ሺͳ ൅ ʹ ݉ െ ʹ݉ଶሻݖ ൅ ሺͳ െ ʹ ݉ ൅݉ଶሻ (A1.18) 

i) Ubicación de los ceros de B2 
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Los ceros de (A1.18) son las raíces de una ecuación cuadrática. Como ሺͳ ൅ ʹ ݉ െʹ ݉ଶሻ ൏ Ͳ y ݉ଶ ൐ Ͳ, el término dentro de la resolvente es siempre positivo por lo cual 

las raíces son ambas reales y negativas ( ܾଶ െ Ͷ ܽܿ ൐ Ͳ  ՜   |ܾ| ൏ ห√ܾଶ െ Ͷ ܽܿห). 
Los ceros evolucionan entre (0, -1) y (-1, -∞) cuando m se reduce en el intervalo (1,0).   

ii) Análisis de la respuesta en frecuencia de B2 

Proposición 1.3.1 Magnitud 

a) Cota máxima para m=0.5 

b) Cota mínima para m=1 (m=0) 

c) Para cualquier m, la función magnitud es decreciente con la frecuencia. 

DEMOSTRACIÓN  

Parte a y b) Evaluando en ݖ ൌ ݁௝ఏ, la parte real de B2 es  Ը൫ܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻ൯ ൌ െʹ݉ଶ cos ߠ ൅ ʹ ݉ଶሺcos ሻଶߠ ൅ cos ߠ ൅ ʹ ݉ cos ߠ ൅ ͳ െ ʹ݉ 

Y Ա൫ܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻ൯ ൌ sin ߠ ሺͳ ൅ ʹ ݉ െ ʹ ݉ଶ ൅  ʹ ݉ଶ cos    ሻߠ
El modulo cuadrado es  Ըሺܤଶሻଶ ൅ Աሺܤଶሻଶ, y su derivada con respecto a m es   ߲หܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻหଶ߲݉ ൌ ͳ͸ ݉ଷ ൅ 8 ݉ െ ʹͶ ݉ଶ cos ଶߠ ൅ 8 ݉ cos ଶߠ െ ʹͶ ݉ଶ ൅ ͳ͸ ݉ଷ cos ଶߠ െ ͳ͸ ݉ cos ൅ߠ Ͷ8 ݉ଶ cos ߠ െ ͵ʹ ݉ଷ cos  ߠ

Tal función se anula en m=0 (es igual que m=1) y m=0.5. 

Evaluando la derivada segunda en estos valores de m queda: ߲߲݉ ൭߲หܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻหଶ߲݉ ൱ہ௠ୀ଴ ൌ 8 ሺͳ ൅ cosሺߠሻଶ െ ʹ cosሺߠሻሻ 
Y  ߲߲݉ ൭߲หܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻหଶ߲݉ ൱ہ௠ୀ଴.ହ ൌ െͶ ሺͳ ൅ cosሺߠሻଶ െ ʹ cosሺߠሻሻ 
Los términos dentro del paréntesis para ambas son positivos para todo 0 < θ < π. 

Por tanto, para las frecuencias entre 0 < θ < π, la magnitud tendrá un máximo para 

m=0.5 y un mínimo para m=0 (y m=1). 

Parte c) La derivada de la magnitud es  

 െʹ sin ߠ ሺͶ݉ଶሺ݉ െ ͳሻଶሺcos ߠ െ ͳሻ ൅ ͳሻ (A1.19) 

El término Ͷ݉ଶሺ݉ െ ͳሻଶ es siempre positivo, y tiene su máximo igual a 0.25 (en 

m=0.5). Entonces evaluando el coseno en el peor caso negativo el término ሺͶ݉ଶሺ݉ െ
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 ͳሻଶሺcos ߠ െ ͳሻ ൅ ͳሻ es como mínimo igual a 0.5. Por tanto, (A1.19) es siempre 

negativa y la derivada para cualquier m decrece en función de la frecuencia.  

           ฀ 

 

Proposición 1.3.2 Argumento 

a) Cota máxima para m=1 

b) Cota mínima para m=0 

DEMOSTRACIÓN 

En cuanto al argumento, en primer lugar se sabe (Leon de la Barra, Prieto , 1999) que 

los sistemas de segundo orden discretos asumen valores en el continuo entre 0 y 2π 

(esto es tomando la función inversa del tangente en cuatro cuadrantes). Por tanto, debe 

tenerse en cuenta cuando se calcula arg ൬Ա ቀܤଶ൫݁௝ఏ, ݉൯ቁ /Ըቀܤଶ൫݁௝ఏ, ݉൯ቁ൰ que en las 

frecuencias donde la parte real se anula existe una continuidad del argumento.    ߲ argܤଶሺ݁௝ఏ, ݉ሻ߲݉ ൌ െʹsinሺߠሻ ሺ݉ଶ cosሺߠሻ െ ݉ cosሺߠሻ െ ͳ ൅݉ െ݉ଶሻͳ ൅ cosሺߠሻ ൅ʹ݉ଶሺ݉ଶ ൅ ͳ െ ʹ ݉ሻሺͳ ൅ cosሺߠሻଶ െ ʹ cosሺߠሻሻሻ  
En el denominador el término 1+cos(θ) es siempre positivo a excepción de 0 y π, el 

término ሺ݉ଶ ൅ ͳ െ ʹ ݉ሻ es siempre positivo a excepción de m=1, y multiplica a otro 

término positivo a excepción de θ=0. Por tanto el denominador para 0<θ<π es siempre 

positivo. 

El numerador tiene sus ceros para ͳ േ ඥሺୡ୭ୱሺఏሻమାଶୡ୭ୱఏିଷሻሺୡ୭ୱሺఏሻିଵሻ . El término dentro de la raíz 

es negativo para 0 < θ < π. Por tanto en las frecuencias donde está definida la derivada 

no se anula y el argumento asume su máximo para m=1, y su mínimo para m=0.  

Para m=0,  

 arctanሺsin ߠ , ͳ ൅ ሻߠݏ݋ܿ  (A1.20) 

Para m=1 

 arctanሺsin ሺͳ ߠ ൅ ʹ cos ሻߠ , െͳ ൅ ߠݏ݋ܿ ൅ ʹ cos ሻߠ  (A1.21) 

 

A1.3  Grado relativo tres o superior 

Con el mismo procedimiento anterior se puede hacer un análisis de la ubicación de los 

ceros y la respuesta en frecuencia de Bp con p≥3. Sin embargo, dada la cantidad de 

ecuaciones que esto requiere evaluar contra el resultado cualitativo que se busca, se 

prefirió aquí realizar el estudio de forma gráfica. 
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A1.3.1 Grado relativo impar 

i) Ubicación de los ceros de Bp impar 

A continuación se muestra la evolución continua de los ceros de (2.28) en función de 

m, para los casos de p=3 y 5.  

En el caso p=3 se tienen tres raíces que se muestran en Figura A.1, la primera 

evoluciona entre (0, -0.268) (izq., arriba), la segunda entre (-0.268, -3.732) (derecha 

arriba) y la tercera entre (-3.732,-∞) (abajo), cuando m se reduce en el intervalo (1,0).  

 

Figura A.1: Evolución de las raíces del numerador, p=3.   

Para p=5 se tienen 5 raíces reales y negativas. Tal como está indicado en Figura A.2 

(con línea de cota) cada una de ellas comienza en el mismo valor en el cual termina la 

previa menos negativa. La raíz menos negativa empieza en 0 y la raíz que comienza en 

el valor más negativo tiende a -∞ cuando m→0.  

 

 

Figura A.2: Evolución de las raíces del Bp, p=5. 
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i) Análisis de la respuesta en frecuencia de B3 y B5  

En Figura A.3 se muestran los valores más representativos de magnitudes y 

argumentos para los polinomios de grado relativo p impar (3 y 5) con coeficientes 

dependientes de m. En ambos casos, la cota máxima del argumento en función de la 

frecuencia es para m=1 mientras la mínima es para m=0.  

Para la magnitud la cota máxima ocurre para หܤ௣൫݁௝ఏ, ͳ൯ห y la mínima para หܤ௣൫݁௝ఏ, Ͳ.ͷ൯ห. Asimismo se puede verificar que para cualquier valor de m la función de 

magnitud es decreciente con respecto a la frecuencia. 

 

Figura A.3: Respuesta en frecuencia de Bp para p=3 y 5, para algunos valores de m. 
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A1.3.2 Grado relativo par 

i) Ubicación de los ceros de Bp par 

A continuación, en Figura A.4 y Figura A.5, se muestra la evolución continua de los 

ceros de (2.28) en función de m, para los casos de p=4 y 6.  

En ambas figuras se muestra que todas las p raíces son reales y negativas, y su 

negatividad crece cuando m se reduce en el intervalo (1,0). Además, tal como se 

observó en el caso anterior (ver línea de cota) cada una de ellas comienza en el mismo 

valor en el cual termina la previa menos negativa. La raíz menos negativa empieza en 0 

y la raíz que comienza en el valor más negativo tiende a -∞ cuando m→0. 

 

Figura A.4: Evolución de las raíces de Bp, p=4. 

 

Figura A.5: Evolución de las raíces de Bp, p=6. 
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Para la función de magnitud la cota máxima ocurre para หܤ௣൫݁௝ఏ, Ͳ.ͷ൯ห y la mínima 

para หܤ௣൫݁௝ఏ, ͳ൯ห. Asimismo se puede verificar que para cualquier valor de m la función 

de magnitud es decreciente con respecto a la frecuencia. 

 

Figura A.6: Respuesta en frecuencia de Bp para p=4 y 6, para algunos valores de m. 
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p=2, o en otro valor negativo si p>2. Y así continua hasta que la p-ésima raíz que 

comienza en el valor más negativo tiende a -∞ cuando m→0. 

2- La respuesta en frecuencia tiene las siguientes características:  

Función de Magnitud  

• Grado p impar 

a) Cota máxima para m=1 (m=0) 

b) Cota mínima para m=0.5 

• Grado p par 

a) Cota máxima para m=0.5  

b) Cota mínima para m=1 (m=0) 

A excepción del caso de p=1 y m=1(=0) donde la magnitud vale 1, para todos los 

otros casos (de p y m) la función de magnitud decrece con respecto a θ. 

A partir de la grafica se observa que a medida que p aumenta, la diferencia entre la 

cota máxima y mínima de la función de magnitud se reduce. 

Función de Argumento 

a) Cota máxima para m=1 

b) Cota mínima para m=0 

 

En el caso particular de un sistema de primer orden se probó que las cotas máximas y 

mínimas de las funciones de argumento y magnitud coinciden con las equivalentes 

obtenibles usando el modelo aproximado B1. La única diferencia es que la cota mínima  

de magnitud ocurre para distintos valores de m. 

 

Por último, en figuras A.3 y A.6 se puede observar que las cotas máximas y mínimas 

de las funciones magnitud son más próximas entre sí para plantas de mayor grado 

relativo. Con esto, es esperable que los criterios frecuencial para diseño robusto basados 

en tales cotas de magnitud (como el de Proposición 3.2) den resultados menos 

conservativos para plantas de mayor grado relativo. 

 



CAPÍTULO 7  

3. f 

Conclusiones 

 

Introducción. 

El auge e importancia de los NCS o sistemas realimentados de control complejos con 

arquitectura distribuida, entendida como la descentralización espacial del procesamiento de la 

información necesario para la ejecución de sus algoritmos de control, ha sido posible sólo 

gracias a su implementación sobre redes de comunicación digital. Como se discutió en la 

Introducción y en otros Capítulos de esta Tesis, las ventajas del empleo de esta tecnología 

informática van de la mano con nuevos tipos de problemas para los sistemas de control. 

Los problemas tratados en esta Tesis están relacionados con el efecto adverso para los NCS 

de los retardos en la transmisión de la información y con las pérdidas de datos. Se analizaron 

estos efectos y se proveyeron soluciones que, vistas desde la perspectiva del uso del recurso 

informático, caen en dos categorías: las soluciones pasivas y las soluciones activas. Las 

soluciones del tipo pasivo consideran fijas las características de la red de comunicación y 

abordan los problemas inducidos por ella exclusivamente con métodos y técnicas de la teoría 

de control. Las soluciones activas consideran la conveniencia de actuar concertada y 

simultáneamente sobre el diseño de las leyes de control y sobre características propias de los 

protocolos de comunicación, específicamente el agendado o scheduling de tareas, a los 

efectos de resolver los problemas abordados. Estas dos líneas se caracterizan en el Capítulo 1 

como Control sobre redes y Co-Diseño, respectivamente, proveyéndose en el Capítulo 2 una 

revisión de los resultados disponibles en la literatura sobre cada una de ellas. 

 

El primer objetivo cumplido por las soluciones propuestas para todas las clases de 

problemas tratados es la insoslayable garantía de la estabilidad de los sistemas realimentados. 

Además, en algunas de estas clases de problemas, se establecen criterios para mejorar índices 

de desempeño de los sistemas de control. Adicionalmente a estabilidad y performance, las 
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soluciones obtenidas con el enfoque del Co-Diseño proveen métodos para descongestionar el 

tráfico de las redes de comunicación y/o los procesadores compartidos. 

La definición de las clases de problemas referidas se hace en correspondencia con las 

características determinadas por el tipo de redes de comunicación existentes sobre las cuales 

se pueden implementar los NCS. Los Capítulos de la Tesis, cuyas contribuciones se resumen 

y evalúan a continuación, están organizados de acuerdo a este criterio clasificador. 

 

Resumen y valoración de los resultados. 

En el Capítulo 3 se analizó el efecto sobre la estabilidad y la performance de los NCS de los 

retardos de comunicación constantes inducidos por la red. 

El análisis de estabilidad ante la presencia de un retardo constante, desconocido y acotado, 

se hizo con tres métodos basados, respectivamente, en el criterio de estabilidad de Jury, el 

criterio frecuencial de estabilidad de Nyquist y un criterio de estabilidad Schur de un 

polinomio intervalo, disponibles en la literatura. Se mostró que la aplicación de los criterios 

frecuencial y de polinomio intervalo requiere el cálculo de ciertas cotas máximas y mínimas 

que dependen de la planta específica.  

Uno de los principales aportes que se hace en este Capítulo es de orden metodológico, y 

consiste en el uso de la aproximación discreta del modelo de la planta introducida en (Hara et 

al, 1989), la que depende sólo de su orden y grado relativo. La utilización de esta 

aproximación se justifica en que en la zona de baja frecuencia, de mayor interés para el 

análisis de estabilidad, las RF (respuestas en frecuencia) de la aproximación y la exacta son 

muy cercanas (ver Anexo I). Con ella se logró generalizar lo establecido por el criterio 

frecuencial y convertir las condiciones de Jury en polinomios función de la parte fraccional 

del retardo. Esto permitió la formulación de una proposición para ciertas plantas y 

controladores que permite inferir si existe una evolución hacia la inestabilidad para retardos 

crecientes. 

En términos de comportamiento del sistema, se verificó que la modificación de la 

performance cuando el retardo aumenta puede ser evaluada visualizando ciertos índices 

estándares de sistemas de según orden que relacionan la respuesta temporal con la ubicación 

de los polos del lazo cerrado.  

En relación con otros aportes de la literatura, se mostró que el enfoque discreto utilizado en 

nuestra investigación es más adecuado que otras soluciones que se basan en aproximaciones 

continuas como las consideradas en (Zhong, 2003), (Juanole, 2002). En cuanto a resultados en 
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el dominio DT se destaca que los de (Branicky et al., 2000), donde se reportan condiciones de 

estabilidad, o los de (Yook et al., 2000) donde se definen índices de performance de lazo 

cerrado usando la MZT, se establecen para ciertos tipos simples de plantas y controladores y 

por tanto es muy difícil extender las conclusiones a plantas más complejas o generales. En 

este contexto, el uso combinado de los métodos propuestos en el Capítulo 3 de esta tesis y la 

aproximación discreta considerada es altamente ventajoso dado que permite generalizar los 

resultados (de acuerdo al orden de la planta y su grado relativo).  

 

En Capítulo 4 aborda el problema para el caso de retardos variables y acotados.  

Se propusieron dos nuevos métodos de diseño robustos en base a un criterio de estabilidad 

para sistemas SISO con retardos variables y acotados, presentado en (Kao & Lincoln, 2004). 

El primero de ellos plantea la resolución de un problema H∞, es decir el método se 

desarrolla realizando un loop-shaping de las funciones de sensibilidad y sensibilidad 

complementaria del lazo cerrado, incluyendo la información sobre el retardo en los pesos que 

definen el perfil de las magnitudes de estas funciones en el dominio frecuencial. 

El segundo método para el diseño robusto de controladores se realiza íntegramente en el 

dominio z y a través del planteo de ciertas reglas ayuda a reducir las iteraciones de prueba y 

error propias del diseño loop-shaping. Específicamente, se formularon una serie de 

restricciones a la ganancia de lazo abierto en base a especificaciones estándares que pesan las 

funciones de sensibilidad y lo establecido por el criterio de estabilidad. Estas restricciones son 

usadas para proponer criterios que asisten en la selección de compensadores lead-lag en el 

diseño loop-shaping del controlador en el plano de Nichols. Se determinó una relación directa 

entre el margen de fase y el máximo retardo que puede admitir el lazo de control, 

verificándose además que la compensación requerida para retardos más grandes se logra a 

expensas de reducir la velocidad de respuesta del lazo. 

Se destaca que, merced al enfoque integrativo del retardo en el diseño, los métodos 

propuestos obtienen al controlador en un solo paso, lo cual es una de las ventajas en relación 

con la técnica presentada en (Lincoln, 2002) que usa el mismo criterio para modificar a-

posteriori un diseño convencional que ignora a la red de comunicación. Además de la mayor 

simplicidad de diseño, los métodos propuestos son ventajosos al no requerir elementos 

adicionales de implementación. 

A los efectos de comparar cuan conservativo puede resultar un controlador obtenido con los 

métodos formulados a partir del mencionado criterio de estabilidad, se evaluó la estabilidad 
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del lazo de control con otros dos criterios de análisis de la literatura, estabilidad tipo gridding 

LMI de (Sala, 2005) y criterio robusto de (Cloosterman et al., 2006). Se concluyó mediante un 

ejemplo que el criterio considerado, que puede parecer conservativo a-priori debido al modelo 

que utiliza, permite garantizar la estabilidad que no puede ser comprobada con los otros 

criterios de análisis. Es decir, el uso de este criterio para el diseño de controladores no es 

necesariamente muy conservativo frente a otras propuestas. 

 

En el Capítulo 5 se presenta uno de los principales resultados teóricos de la tesis, basado en 

la utilización de teorías algebraicas de Lie para la obtención de controladores de sistemas 

conmutados. 

Se destaca que este Capítulo propone soluciones a un problema teórico de control de gran 

actualidad, más allá de que esté motivado por el problema de los retardos en los NCS y 

posteriormente usado para su solución. Efectivamente, tal como ha sido indicado en (Lin & 

Antsaklis, 2008), hay un creciente interés en determinar condiciones algebraicas que 

garanticen la existencia de una CQLF de familias finitas de matrices que representan sistemas 

LTI conmutados. Cabe mencionar que si bien la condición que vincula la resolubilidad del 

álgebra de Lie generada por el sistema conmutado con la existencia de una CQLF se conoce 

desde hace tiempo (Blondel et al., 2004), ha sido considerada por primera vez en esta Tesis 

como herramienta de diseño de sistemas discretos de control a período variable. En la 

aplicación de este resultado en el contexto de los NCS, la variación del período resulta de 

utilizar las estrategias de administración del recurso informático compartido para resolver el 

problema principal de Co-Diseño de esta Tesis, i.e., la estabilización del sistema y la 

descongestión de la red, ver referencias en Capítulo 2 y arquitectura propuesta en Capítulo 6. 

Los métodos originales de diseño de control estabilizante propuestos se basan en la 

obtención de una matriz de triangularización común o en el planteo de condiciones de 

resolubilidad del álgebra de Lie. En algunos casos se han obtenido soluciones analíticas de 

ajuste de los parámetros del controlador (p. ej., para sistemas lineales de segundo orden con 

controlador por realimentación de estados, donde además se estableció que todas las matrices 

en la familia tendrán sus autovalores complejos conjugados o reales). En otros casos se 

brindan pautas generales para el cálculo numérico de los parámetros que aseguren la 

resolubilidad del álgebra de Lie generada, así como para el cómputo de ganancias de 

observador de estados. La adaptación de los parámetros del controlador no sólo es útil para 
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garantizar la estabilidad asintótica sino que también permite reducir el impacto negativo en la 

performance del sistema que puede generar el aumento del período. 

En relación con otras técnicas de la literatura, utilizadas típicamente en el diseño de la 

familia de controladores adaptable a la variación del período, se realizó una comparación 

mediante un ejemplo en el Apéndice D. Se mostró que el diseño óptimo LQ para adaptar la 

ley de control de (Eker et al., 2000) puede acusar inestabilidad para ciertas secuencias de 

variación del período tal como se sugirió en (Schinkel et al., 2002). En cuanto a la solución 

estable de (Schinkel et al., 2002) se puso en evidencia que la falta de control sobre la 

resolución numérica de las desigualdades puede conducir a resultados muy conservativos.  

Cabe mencionar que si bien la condición algebraica de resolubilidad del álgebra de Lie se 

destruye ante una mínima dispersión paramétrica (Agrachev & Liberzon, 2001) se espera 

cierto grado de robustez frente a pequeñas perturbaciones de los parámetros del sistema 

relacionado con la robustez provista por la propiedad de estabilidad exponencial. A estos 

efectos, se verificó favorablemente la robustez del diseño de Lie frente a una dispersión en el 

valor del período de muestreo usando un modelo de politopo de (Hetel et al., 2008). 

 

En el Capítulo 6 se tuvieron en cuenta aspectos de los recursos compartidos no sólo en un 

sentido de incorporación al modelo de diseño del control, sino que han sido explotados 

activamente a fin de optimizar el comportamiento del lazo cerrado. Esto resulta en una 

solución al problema de Co-Diseño abordado en esta tesis, con la utilización simultánea de 

técnicas de la Teoría de Control y de la Informática Aplicada a Sistemas de Tiempo Real. 

Considerando que la fuente de los problemas en los recursos compartidos es su capacidad 

limitada, se propuso para evitar posibles situaciones de congestión, el uso de un enfoque 

basado en la pérdida selectiva de algunos paquetes (en una red) o de algunas instancias de las 

tareas de control (en un procesador) con el modelo (݉, ݇)-firm. Específicamente, esto se 

consiguió permitiendo que el valor de ݉ del patrón (݉, ݇) cambie de acuerdo al estado del 

recurso, siempre sujeto a la garantía de factibilidad de la planificación evaluada con una 

condición presentada en (Jia, 2009). 

Para mitigar la pérdida de la performance de control inducida por una reducción de ݉ se 

hicieron aportes en dos posibles líneas.  

Como primera estrategia se presentó una arquitectura para evitar la congestión en una red 

que debe ser implementada sobre nodos que transmiten la información de las salidas de 
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sensores teniendo en cuenta el estado de la planta. La estabilidad de cada lazo ante 

variaciones de la cantidad de instancias ejecutadas se garantizó con el diseño de un control 

robusto resuelto con recurso a la técnica de las LMI.  

La segunda estrategia propuso la búsqueda de los valores óptimos del valor ݉ de cada tarea 

tal que se minimice la función de costo de la performance de control global utilizando para 

ello un algoritmo presentado en (Jia, 2009) sujeto a la restricción impuesta por la condición de 

planificación. La estabilidad de cada lazo de control ante variaciones de ݉ se garantiza 

calculando los parámetros de los controladores con los métodos Lie-algebraicos. El uso de tal 

metodología Lie permitió obtener una función de costo para cada patrón ሺ݉, ݇ሻ que guarda 

cierta relación con los parámetros de cada modo del lazo cerrado, ver Apéndice E. 

En conclusión, mientras que con la primera estrategia se obtiene una performance 

satisfactoria gracias a la ejecución de instancias extras durante el transitorio de la planta, la 

segunda logró este objetivo con el ajuste de parámetros del controlador, sin ejecución de 

instancias extras. 

Por último, la segunda estrategia fue extendida para tener en cuenta además la performance 

de cada lazo, combinando las ideas de las dos estrategias propuestas. Esto permitió una 

utilización más eficiente del recurso ya que es asignado dinámicamente a las plantas que más 

lo necesitan (cuando están en su transitorio) a expensas de las plantas que están en régimen y 

necesitan menos control. 

El algoritmo de la primera estrategia es similar a la técnica de evaluación “clock-driven” de 

(Otanez et al., 2002), con la promoción de envíos complementarios para eliminar oscilaciones 

inherentes a dicha técnica mejorando la performance del lazo. 

El algoritmo de la segunda estrategia permite que el enfoque (݉, ݇) pueda ser usado en 

sistemas de control generales dado que no plantea requerimientos sobre el tipo de función que 

representa la relación performance- patrón. Esto marca una diferencia con las técnicas de 

(Eker et al., 2000) y (Cervin et al., 2002) cuya aplicabilidad se ve limitada por la hipótesis de 

que la función performance-período sea convexa (en gral. cuadrática o lineal). Asimismo es 

ventajosa porque no depende del valor acumulado de la performance como ocurre con el 

índice IAE considerado como medida de performance en (Xia et al., 2006), (Lu et al.,2002). 

En comparación con otros aportes como los de variación de período propuestos en 

publicaciones de grupos de investigación líderes en el área, por ejemplo (Eker et al., 2000), 

(Cervin et al, 2002), (Eker et al., 2000) (Antunes et al, 2007), (Velazco et al., 2004), se 

destaca la garantía de estabilidad asintótica proporcionada por nuestra solución de Co-Diseño. 



 
Capítulo 7 - Conclusiones 277 

 
Cabe destacar que el enfoque (݉, ݇) resulta en una alternativa al método directo de 

adaptación del período de muestreo, (Eker et al., 2000), (Cervin et al., 2002), (Velasco et al., 

2004), (Ben Gaid et al., 2006), que es más simple de implementar porque no requiere la 

variación de los períodos de muestreo de los sensores en un rango continuo. 

Asimismo, el uso de nuestro aporte que ajusta el valor de m durante la operación “on-line” 

permite evitar el sobredimensionamiento en la etapa de diseño de la plataforma informática y 

de comunicaciones requerida por las técnicas de planificación de tipo “off-line”, como las 

propuestas en el artículo seminal de (Ramanathan, 1999) y en el artículo de (Jia et al., 2007). 

 

Problemas abiertos y trabajo futuro. 

En cuanto a los resultados en el área de retardos constantes para sistemas SISO, la 

aproximación discreta en conjunto con los criterios de Capítulo 3 fueron utilizados para el 

análisis de estabilidad con un controlador ya calculado. Una de las posibles líneas en este 

tema, es utilizar dicha aproximación para proponer una metodología de diseño del controlador 

que garantice la estabilidad de lazo cerrado frente a cierta cota del retardo. También resulta 

interesante evaluar las limitaciones de diseño introducida por dicha cota de retardo. Como tal 

análisis está limitado a plantas SISO, una línea a investigar es su extensión a plantas MIMO. 

 

En cuanto a los resultados en el área de retardos variables y acotados para sistemas SISO, un 

problema futuro a investigar es la adaptación del criterio mencionado al caso de sistemas con 

retardos que tengan una media no nula más una cota variable J. Esto presupone la reducción 

de lo conservativo del diseño con respecto a un diseño con retardo solo acotado 

superiormente. De igual manera que para el caso de retardos constantes resta analizar la 

posibilidad de extensión de algunos aportes al diseño de plantas MIMO. 

 

El significativo avance teórico en el diseño de controladores adaptables a la variación del 

período de Capítulo 5, que surge de plantear condiciones sobre la resolubilidad del álgebra de 

Lie de las matrices de lazo cerrado ha sido un tema de investigación retomado en el artículo 

(Haimovich et al., 2009),  y subsiguientes. En tal artículo se formula el problema de 

estabilización basado en la resolubilidad con un “enfoque geométrico” y se derivan 

condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema con la asignación iterativa de 

autovectores, lo que surge a partir de la propuesta de sección 5.3.1 de esta tesis. Como trabajo 

futuro se puede complementar lo propuesto en esta tesis con diferentes adaptaciones de 
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parámetros de controladores, la incorporación de controladores con otras estructuras. Otra 

alternativa no explorada aquí es el estudio de otras condiciones algebraicas vinculadas con la 

existencia de una función común de Lyapunov que permita obtener un diseño adaptable.  

 

Finalmente en cuanto a lo considerado en Capítulo 6, se remarca que una familia de 

controladores obtenida con los métodos Lie-algebraicos puede ser utilizada en cualquier 

estrategia que proponga variar el período de muestreo, que conozca cual es la próxima 

instancia a ser ejecutada. Entonces, una posible continuación en esta línea es embeber la 

adaptación de parámetros de controladores en otras arquitecturas como las propuestas en 

(Pedreiras y Almeida, 2004), (Cervin et al., 2002), (Eker et al., 2000), (Marti, 2002), (Antunes 

et al., 2007) y (Velasco et al., 2004). 
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Stabilité et performance des systèmes distribués de contrôle-commande 
MOTS CLES : 
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systèmes discrets à commutation, Algèbre de Lie, Ordonnancement de tâches 
RESUME : 
L’objectif principal de cette thèse est l’étude de propriétés dynamiques et de méthodes de 
conception et synthèse des algorithmes de contrôle-commande des systèmes dans le cas où les 
fonctions de mesures, actionnements et contrôles sont distribuées sur des organes de calcul 
pouvant être partagés avec d’autres applications et connectés sur un réseau de communication 
numérique. En conséquence, les boucles de contrôle sont en compétition avec d’autres 
applications pour accéder aux ressources de calcul et de communication de capacité limitée et 
gérées par des politiques spécifiques. Ceci provoque l’apparition de délais et de perte 
d’informations transmises entre les différents nœuds qui peuvent dégrader les performances des 
systèmes et conduire à leur instabilité. 
Dans une première partie de la thèse, nous avons étudié l’analyse des performances de certains 
systèmes ainsi que la conception de contrôleurs robustes en fonction de la qualité de service 
fournie par le réseau. Cette étude a permis de spécifier les règles de conception de contrôleurs. 
Dans la deuxième partie, nous avons présenté une approche de conception conjointe intégrant 
les résultats obtenus dans les deux domaines: la synthèse et la conception des algorithmes de 
contrôle et l’ordonnancement de tâches temps réel qui partagent des ressources limitées. La 
technique proposée repose sur le changement de la période d’activation de l’algorithme de 
contrôle, et en conséquence le modèle du système devient un modèle échantillonné à taux 
variable. Les résultats proposés, en considérant l’algèbre de Lie des matrices d’évolution, 
permettent de calculer des contrôleurs adaptifs aux périodes qui stabilisent tous le système. 
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ABSTRACT : 
The main contributions of this thesis are related to the analysis, synthesis and design of control 
systems sharing communication and computational resources. The research focuses on control 
systems where the feedback loops are closed over communication networks which transmit the 
information provided to its nodes by sensors, actuators and controllers. The shared resource in 
this scenario is the network. Some of the results are valid when the resource is a processor 
locally placed respect to several controller executing their algorithms on it. In any of the 
preceding scenarios, the control loops must contend for the shared resource. The limited 
capacity of the resource can cause delays and packet losses when information is transmitted. 
These effects can degrade the control system performance and even destabilize it. 
The first part of this thesis contributes to the performance analysis of specific classes of systems 
and to the design of robust controllers for network characteristics modeled by Quality of Service 
parameters. A series of methods to assist the control systems engineer are provided. 
In the second part, a contribution to the CoDesign approach is made via the integration of 
control system synthesis and design techniques with rules allowing to define the communication 
policy to manage real-time tasks sharing a limited resource. Putting in correspondence a 
scheduling of instances of the controller tasks with their sampling periods, the proposed policy 
results in discrete-time varying systems. The stabilization problem of these systems is solved 
with methods based on the solvability of Lie-algebras. Specifically, the proposed methodology 
provides adaptive controllers. 
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