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Introduction Générale

Modélisation et simulation du remplissage 

de moules verriers : 

« Prise en compte du transfert radiatif »

Cette thèse rentre dans le cadre d'un travail initié par le LEMTA, en collaboration avec 

BACCARAT et DAUM dont le but est de proposer un outil de simulation pour le remplissage 

de moules adapté à l'Industrie Verrière. Cette étude fait partie d'un programme de recherche 

plus vaste lancé dans le cadre d'un projet ANR "Verre" labellisé par le pôle de compétitivité 

MIPI (Matériaux Innovants et Produits Intelligents) et qui concerne la modélisation et la 

simulation du Thermoformage et du Remplissage de moules. L'objet de cette étude est de 

transférer vers l’industrie verrière un code de calcul numérique efficace et rapide pour la 

simulation du remplissage des moules par du verre fondu. BACCARAT et DAUM utilisent 

deux types de procédés pour le remplissage de moules : le remplissage par gravité et le 

remplissage par pression. L'outil proposé doit pouvoir simuler ces deux types de remplissage.

La simulation numérique dans le domaine du remplissage de moules revêt un caractère de 

plus en plus important. En effet, les outils traditionnels tels que l'expérimentation, les essais, 

les maquettages sont devenus très coûteux en temps ou en argent et sont parfois 

insuffisamment représentatifs. La simulation numérique couplée avec une validation 

expérimentale devient un outil performant permettant une meilleure analyse des phénomènes 

physiques mis en jeu dans les procédés.

Certes, des codes commerciaux plus ou moins adaptés existent mais peu d'entre eux 

permettent de prendre en compte les spécificités liées au « verre » telles que la forte 

thermodépendance de ses propriétés thermophysiques, notamment sa viscosité dynamique 

(selon une loi exponentielle) et sa forte température de fusion qui nécessite de prendre en 

compte les transferts de chaleur couplés, en particulier le transfert radiatif. 
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En pratique, le transfert radiatif est souvent soit négligé, soit traité de façon simple (modèle de 

type Rosseland ou Rosseland modifié) pour prendre en compte sa présence sans augmenter de 

façon prohibitive les temps de calcul. Ce dernier critère est souvent un critère déterminant 

dans des applications industrielles où l’on préfère faire des concessions sur la précision des 

calculs pour gagner en temps de calcul, partant du principe que les bases de données mais 

aussi les modèles résolus, reposent eux-mêmes sur des hypothèses simplificatrices.

Le but de ce travail est donc de proposer un code numérique pour la simulation du 

remplissage de moules adapté à l'Industrie verrière et qui réponde au meilleur compromis 

entre temps de calcul et précision des résultats. 

Dans ce problème, il y a en fait deux aspects : le remplissage de moule qui consiste en la 

résolution des équations de Navier-Stokes avec frontières libres et les transferts de chaleur 

couplés (conduction, convection et rayonnement) spécifiques aux matériaux de type Verre.

Une première partie sera donc consacrée à la modélisation et à la simulation des écoulements 

à frontières libres et mobiles. Nous nous sommes appuyés pour cela sur la bibliothèque 

numérique Aquilon (devenue Thétis) particulièrement adaptée pour traiter ce type 

d'écoulement (Ce code a déjà fait ses preuves dans le domaine du remplissage de moules 

anisothermes). Une deuxième partie sera consacrée au problème thermique avec notamment 

la prise en compte du couplage des différents modes de transfert de la chaleur (conduction, 

convection et rayonnement) et la mise en place d'un modèle radiatif adapté.

La première partie de la thèse est consacrée à la partie Mécanique des fluides et aux 

méthodes numériques associées. Dans un premier chapitre, nous nous intéresserons au cas du 

remplissage de moules par un verre sous forme liquide dans le cas isotherme où les équations 

des transferts thermiques ne sont pas prises en compte. Dans les problèmes de remplissage de 

moules que nous aurons à traiter, nous nous intéressons plus particulièrement au transport de 

l'interface, qui est la zone séparant les deux fluides (verre-air) et qui est caractérisée par un 

coefficient déterminé expérimentalement, connu sous le nom de tension superficielle. Il faut 

absolument que la méthode que nous utilisons soit capable de respecter des interfaces de 

topologie complexe et que la conservation de la masse soit bien respectée.
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La simulation numérique sur des structures de moyennes et grandes dimensions d’une 

interface associée à un écoulement diphasique nécessite la résolution des équations de 

Navier-Stokes en formulation à un fluide. Dans le cadre de ce Chapitre, nous présenterons 

ces équations. 

En fonction du maillage, on peut distinguer deux méthodologies numériques  qui permettent 

de résoudre les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement en 

présence de plusieurs fluides. 

Dans la première approche dite méthode lagrangienne, sur maillage mobile 

([MAGNAUDET 97], [BLANCO 95]), un seul des deux fluides en présence est discrétisé, de

telle sorte que l’interface soit partie intégrante des limites du domaine de calcul. Cette 

méthode permet de représenter l’interface comme une réelle discontinuité et de suivre son 

évolution de manière très précise. Les déformations de l’interface sont prises en compte par 

des déformations du maillage qui s’adapte à chaque itération de calcul aux évolutions 

lagrangiennes de l’interface. L’intérêt d’une telle méthode est de fournir une approximation 

très précise des contraintes à l’interface entre les deux fluides considérés. Dans le même 

temps, il est possible d’ajuster la densité de points du maillage en fonction par exemple de la 

courbure, et d’obtenir ainsi une précision très élevée sur la description des phénomènes 

physiques liés à l’interface. Des méthodes de discrétisation de type Eléments Finis 

([SILLIMAN 80]) ou Volumes Finis curvilignes ([MAGNAUDET 96]) sont utilisées

fréquemment dans l’approche lagrangienne parce qu’elles permettent de construire 

naturellement un maillage adapté aux formes complexes de l’interface. Cette méthode 

possède cependant plusieurs inconvénients qui peuvent la rendre inutilisable dans certains 

cas : la construction et l’adaptation du maillage aux évolutions de la surface de contact entre 

les fluides peuvent être très coûteuses en temps de calcul et sont difficiles à maîtriser quand 

les déformations de l’interface sont importantes. 

La deuxième technique de modélisation numérique d’un écoulement diphasique, que nous 

allons utiliser pour résoudre les équations de conservation sur un maillage fixe, appelée 

méthode eulérienne, comporte de nombreux avantages par rapport à la méthode 

lagrangienne. D’une part, la discrétisation de l’approche eulérienne est indépendante de la 

géométrie de l’interface, le maillage étant fixe. Cette propriété fondamentale induit un gain 
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important en coût de calcul vis-à-vis de la méthode lagrangienne et assure une grande 

généralité à l’outil de simulation numérique qui peut traiter des problèmes très variés. D’autre 

part, si la taille des mailles est suffisante, la méthode sur maillage fixe peut décrire des 

étirements très importants de la surface de contact entre deux fluides. Elle permet même de 

décrire précisément les phénomènes de coalescence ou de rupture d’interface. L’autre intérêt 

d’une approche eulérienne est la possibilité de résoudre des écoulements diphasiques aussi 

bien bidimensionnels que tridimensionnels. Les méthodes eulériennes peuvent être classées 

en deux catégories : les méthodes de suivi de front ("Front Tracking") qui consistent à 

marquer l’interface (Marqueur de surface ([DALY 69]), Fonction de hauteur ([NICHOLS 

73]), et Méthode de ligne de niveau ou "Level-Set" ([OSHER 88], [SUSSMAN 94]), et les 

méthodes de suivi en volume qui considèrent le fluide comme un marqueur en utilisant une 

fonction de présence (Marqueur de volume ([HARLOW 65]), Schémas TVD (Total Variation 

Diminishing, [LEVEQUE 90], [YEE 87], [HIRSH 90] et [VINCENT 99]), Volume de fluide 

VOF ([NOH 76], [CHORIN 80], [BAR 74], [JEROME 01] et [ASHGRIZ 91])). 

Pour les problèmes de remplissage de moules que nous aurons à traiter, nous avons opté pour 

la méthode VOF (Volume Of Fluid) pour résoudre le transport d’interface. Pour ces 

méthodes, nous utilisons une fonction scalaire dont la valeur varie entre zéro et un pour 

repérer les deux fluides. Cette fonction scalaire représente le volume occupé par le fluide dans 

une cellule de calcul, donc une maille pleine de fluide a une valeur de un et une maille vide 

zéro. Si la valeur de fraction volumique est comprise entre ces deux valeurs, cela indique la 

présence de l’interface et on connaît directement la proportion occupée par le fluide. 

L’utilisation de la fraction volumique est plus économique que les méthodes utilisant les 

marqueurs car une seule valeur doit être associée à une maille de calcul. Un autre avantage de 

cette méthode est que l’on connait exactement la position de l’interface. Il existe différentes 

méthodes VOF (VOF SLIC (Simple Line Interface Calculation) [NOH 76], VOF CIAM 

(Calcul d’Interface Affine par Morceau) en français ou VOF PLIC (Piecewise Linear 

Interface Calculation) en anglais [BAR 74], [YOUNGS 82]), mais l’algorithme reste le même

quelle que soit la méthode utilisée. A chaque itération du calcul on ne connait pas la position 

de l’interface. Le champ de fraction volumique nous permet, par une étape de reconstruction 

géométrique de l’interface de déterminer la position exacte de l’interface. C’est cette étape de 

reconstruction qui fait la spécificité des différentes méthodes VOF. Lors de l’étape 

d’advection, l’interface reconstruite est transportée en utilisant la vitesse du fluide et on 
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évalue alors les flux volumiques qui traversent les différentes cellules du domaine de calcul, 

ce qui permet de construire le nouveau champ de fraction volumique.

Un des problèmes rencontrés lorsque l’on résout les équations de Navier-Stokes exprimées en 

variables vitesse et pression concerne le traitement du couplage entre ces deux quantités. Pour 

résoudre ce problème, dans le cadre de notre étude, nous utilisons deux méthodes différentes: 

la méthode du Lagrangien Augmenté et la méthode de la Projection Vectorielle. La première 

est une méthode de minimisation sous la contrainte de l’équation de continuité, où la 

pression, qui est découplée par rapport à la vitesse, apparaît comme un multiplicateur de 

Lagrange ([FORTIN 82], [CALTAGIRONE 95], [KHADRA 94], [FIGUE 96], [RITZ 97]).

Cette contrainte est directement introduite dans l’équation de conservation du mouvement 

sous la forme d'un terme de pénalisation qui couple les différentes composantes de la vitesse. 

Le calcul du couple vitesse-pression est effectué par l’algorithme itératif d’Uzawa. La 

méthode de projection vectorielle ([RITZ 97], [CALTAGIRONE 99]) consiste à garder la 

formulation implicite du lagrangien augmenté comme étape de prédiction. Le champ de 

vitesse qui correspond à la solution de l’algorithme du lagrangien augmenté est alors une 

approximation de la solution à divergence non nulle. Il correspond à une prédiction du champ 

de vitesse. On projette ensuite cette solution sur un champ à divergence nulle. Après l’étape 

de prédiction et celle de projection, on obtient les variables vitesse et pression.

Les systèmes linéaires provenant de la discrétisation spatiale et temporelle des équations de 

Navier-Stokes sont extrêmement creux. Pour résoudre ce système, on utilise un solveur 

itératif de type Bi-gradient Conjugué Stabilisé (Bi-CGStab) dans laquelle le système linéaire 

est résolu par une méthode de minimisation ([THEODOR 86]).

La seconde partie concerne l’étude des transferts thermiques couplés. Dans un premier 

chapitre, on présente d’abord des notions générales sur les différents modes de transferts 

thermiques (conduction, convection et rayonnement) et leurs couplages. On introduit en 

particulier l’équation du transfert radiatif ou "E.T.R" dans le cas d'un milieu semi-transparent 

absorbant-émettant (i.e non diffusant). La résolution d'un problème de thermique nécessite la 

résolution simultanée de l'équation de la chaleur et de l'équation du transfert radiatif qui 

apparaissent fortement couplées, indépendamment des équations de Navier-Stokes couplées 

avec l'équation de la chaleur pour prendre en compte la thermodépendance des propriétés des 
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fluides. La prise en compte des transferts radiatifs est souvent problématique car elle accroît 

considérablement les temps de calcul. Dans le cas du verre qui est un matériau à haut point de 

fusion, il n'est pas possible de négliger ce mode de transfert qui compte tenu des fortes 

températures contribue de façon importante au transfert de chaleur. 

Différentes approches fines ou approchée permettent de résoudre ce problème. Les modèles

fins sont certes très précis mais nécessitent des moyens et des temps de calcul importants, 

d'autant plus importants si l'on doit, en plus, prendre en compte la présence d'une interface 

semi-transparente mobile (interface verre-air). En pratique et dans un contexte industriel, on 

préfère alors se tourner vers des méthodes approchées. 

Dans un premier temps (voir Chapitre II), nous nous intéresserons à la prise en compte du 

transfert radiatif par l'introduction d'une conductivité radiative équivalente 

([ANDERSON 71]). Cette méthode considère l’effet de transfert radiatif comme un pur 

phénomène de diffusion. Différentes conductivités radiatives, fonction de l’épaisseur optique 

du milieu ou transparence du milieu, ont été proposées par différents auteurs. On peut citer 

par exemple le modèle de Rosseland ([ROSSELAND 36], [CLOUET 97]) pour la forte 

épaisseur optique 10 , le modèle de Poltz-Jugel ([POLTZ 67]) pour 10 , le modèle 

de Deissler ([DEISSLER 67]) ou le modèle de Rosseland modifié pour 10 , le modèle 

Film mince ([REMY 98]) et le modèle de l’équilibre radiatif pour 10 , ou encore le 

modèle de l’équilibre radiatif modifié ([LAURIAT 76]) valable sur une très large gamme

d'épaisseur optique. Les modèles de Deissler et de l'équilibre radiatif modifiés sont 

intéressants à double titre. Ils permettent en effet de prendre en  compte non seulement les 

transferts radiatifs entre parois pour de faibles épaisseurs optiques mais aussi le phénomène 

d'absorption et de réémission en volume apparaissant dans des matériaux à fortes épaisseurs 

optiques. Bien que simple à mettre en œuvre, ces modèles ne sont rigoureusement valables 

que pour des matériaux purement diffusants. De plus, cette approche n'est rigoureuse que si le 

milieu étudié est à l'équilibre thermique (régime permanent). Enfin, dans le cas d'un milieu 

semi-transparent, on peut noter deux types de transfert : un transfert entre surfaces et un 

phénomène d'absorption et de réémission en volume. La notion de résistance radiative permet 

de prendre en compte rigoureusement que le premier type de transfert. 
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Pour prendre en compte de façon plus fine les transferts radiatifs, il est nécessaire de résoudre 

l’E.T.R. Là également, deux approches sont possibles. On peut soit résoudre numériquement 

l'ETR couplée avec l'équation de la chaleur, soit résoudre explicitement l'ETR à partir de la 

connaissance du champ de température (méthode dite "explicite directe"). Cette méthode de 

résolution « fine » sera présentée dans le Chapitre III. Elle nous servira de validation dans des 

cas simple 1D et 2D, en régime permanent et transitoire pour le modèle radiatif approché que 

nous proposerons dans le Chapitre IV.

Une résolution analytique du problème couplé conduction-rayonnement n’est possible que 

dans certains cas simples et après linéarisation des flux radiatifs. C'est le cas par exemple 

([LAZARD 01]) d’un mur infini, gris, absorbant, émettant et diffusant. Pour des situations 

plus complexes, tels que les milieux non-gris, à diffusion anisotrope, et géométries complexes 

(2D et 3D), seules des méthodes numériques sont envisageables. Parmi les différentes 

méthodes numériques existantes, on peut citer les méthodes des harmoniques sphériques

("MHS"). La méthode d'approximation Polynomiale dite PN comme méthode 

d'approximation polynomiale d'ordre N fait partie de cette classe de méthodes. Les méthodes

d’ordonnées discrètes ("MOD"), les méthodes d’éléments finis ("MEF"), les méthodes de 

volumes finis ("MVF"), les méthodes des zones ("MZ") ou encore les méthodes de Monte 

Carlo ("MCM") ([SIEGEL 72], [MODEST 03]). La différence entre ces différentes méthodes 

réside dans la prise en compte de la dépendance angulaire de la luminance pour la résolution. 

La luminance monochromatique dépend en effet de 2 variables angulaires ( et ), de la 

longueur d’onde ( ) et des 3 coordonnées de l’espace (3 inconnues qui dépendant des 

variables d'espace). Les différentes méthodes se différencient en particulier par la prise en 

compte des variations angulaires de la luminance.

Par exemple, les méthodes MOD /MEF /MVF prennent en compte la dépendance 

directionnelle de la luminance sur tout l’angle solide 4 en utilisant des quadratures 

numériques (discrétisation angulaire), alors que les MHS utilisent des séries sous forme 

d'harmoniques sphériques pour décrire les variations de luminance en fonction de l'angle 

solide. Les MOD /MEF /MVF présentent l'avantage de pouvoir être facilement implémentées 

dans des codes commerciaux de calcul numérique de mécanique des fluides ou "CFD" 

(Computational Fluid Dynamics). Cependant, ces codes la résolution qui reposent souvent sur 

des méthodes itératives ont une vitesse de convergence souvent longue en particulier pour les 
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milieux semi-transparents absorbants, émettants, non gris et non diffusants avec de fortes 

épaisseurs optiques. De plus, les méthodes MOD sont connues pour générer des problèmes de 

« scintillements » de  la luminance et « de fausse diffusion », liés à la discrétisation angulaire 

de la luminance ([CHAI 93]). Les MZ /MCM sont des méthodes numériques plus précises 

([MODEST 03]) pour la résolution de l’E.T.R. Mais, elles présentent l'inconvénient d'être 

longues en terme de temps de calcul et de demander beaucoup de ressources mémoires. De 

plus, elles s’incorporent difficilement dans des codes de calcul numérique CFD. Les MSH 

présentent plusieurs avantages par rapport aux autres méthodes : d’abord, elle transforme 

l’E.T.R en un système d’équations différentielles du second ordre, pouvant être résolus

simplement en utilisant des codes de calcul numérique de type PDE. Ensuite, les MSH sont 

des méthodes spectrales qui permettent d’obtenir des résultats similaires à ceux obtenus par 

des MOD mais avec beaucoup moins de termes ou valeurs nodales. Par rapport aux méthodes 

MOD /MEF /MVF, les temps de calcul requis par les méthodes MSH pour la résolution de 

l’E.T.R sont généralement faibles, en particulier dans le cas d’un milieu semi-transparent non 

diffusant comme le Verre et dans le cas de parois réfléchissantes (parois métalliques par 

exemple). 

Dans notre cas, nous cherchons à prendre en compte le rayonnement de façon satisfaisante en 

privilégiant les temps de calcul. Il faut de plus que cette méthode puisse facilement s’intégrer 

dans des codes numériques de type CFD du commerce. A partir de la représentation des 

avantages et inconvénients des méthodes numériques précédentes pour la résolution de 

l’E.T.R, notre choix s’est portée sur la méthode PN modifiée (LEMTA) qui transforme l’E.T.R 

en un système d’équations différentielles du second ordre stationnaires que l’on peut 

facilement intégrer dans des codes numériques car ce sont des équations similaires à 

l’équation de la chaleur. Le principe général de cette méthode sera présenté dans le Chapitre 

IV. Nous donnerons ensuite les équations différentielles et conditions aux limites à résoudre 

dans le cas gris (matériaux dont les propriétés optiques sont indépendantes de la température) 

et pour des géométries  1D (développement P1 et P3), 2D (méthode P1) et 3D 

(développement P1 et P3), ainsi qu’en géométrie 2D axi-symétrique. Enfin, nous présenterons 

cette méthode dans le cas non gris. 

La méthode PN a été utilisée la première fois pour la résolution de l’équation de Boltzmann 

sur le problème de transport des neutrons. En 1959, Kofink a établi la méthode PN générale 
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pour la résolution du transport des neutrons dans un milieu cylindrique 1D ([KOFINK 59]). 

[BAYAZITOGLU et HIGENYI 79] ont développé la méthode P3 pour la résolution de 

l’E.T.R 1D dans un cylindre et une sphère. [TONG et SWATHI 87] ont mis en place dans le 

cas 1D une solution d’ordre élevée (jusqu’à P11) pour un milieu diffusant anisotrope 

constitué de sphères concentriques. [RATZEL et HOWELL 83] ont étudié le cas d’un milieu 

semi-transparent gris, émettant et absorbant dans une enceinte rectangulaire 2D en utilisant 

une méthode de type P3. [MENGUC et VISKANTA 85] ont développé la méthode P1 et P3 

dans le cas d’une enceinte rectangulaire 3D. Dans le cas d’un matériau de forme quelconque 

diffusant [DAVISON 58] a montré en utilisant la méthode PN qu’il était possible de 

transformer l’équation de Boltzmann en 21N Equations aux Dérivées Partielles du 

premier ordre ("EDP" ou Partial Differential Equations - PDEs en anglais). [OU et LIOU 82]

ont montré de façon similaire en appliquant la méthode PN sur l’E.T.R dans le cas général 3D 

que la résolution de ce problème revenait à résoudre un ensemble de 21N équations aux 

dérivées partielles du premier ordre couplées, comparable au système d’équations obtenu par 

une méthode d’ordonnées discrètes (MOD). Le problème des conditions aux limites non 

trivial n’est cependant pas abordé. Enfin, [YANG et MODEST 07] ont montré qu’il était 

possible de résoudre l’E.T.R par la méthode PN en mettant en place un système de 

2/1 NN équations aux dérivées partielles du second ordre (N devant être impair pour 

pouvoir écrire les conditions aux limites associées à ces équations). 

Dans le Chapitre IV, nous montrerons que l’écriture des conditions aux limites n’est pas 

unique. Nous mettrons en place dans le Chapitre V, consacrée à la validation du modèle 

radiatif et à son application à des cas complexes, une méthode appelée  P1 modifiée (LEMTA)

qui va consister à transformer l’E.T.R en une équation aux dérivées partielles du second ordre

stationnaire, analogue à l’équation de Fourier. Cette méthode repose sur la modification du

coefficient effectif d’absorption du milieu suivant la loi de Lick ([REMY 98]) et à l’écriture 

des conditions aux limites sur la variable principale de l’équation génératrice (1 seule 

équation du second ordre ne dépendant que d’une seule variable, le moment d’ordre 0 de la

luminance). Nous montrerons que cette méthode P1 modifiée (LEMTA) donne des résultats 

comparables à ceux de la méthode P3 (7 équations génératrices du second ordre couplés). 

Enfin, dans ce dernier chapitre, un certain nombre d’applications pratiques et complexes 

seront donnés.
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Chapitre I

Méthode des Volumes Finis : 

« Modèle à un fluide pour le remplissage de moules 

dans le cas isotherme »
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter les équations générales de la mécanique des fluides 

(Navier-Stokes, conservation de l’énergie, équation de transport, …) et les équations d’état 

(fluide Newtonien, gaz parfait, …). Nous présenterons le modèle à un fluide pour la 

modélisation des écoulements diphasiques, modèle qui sera retenu par la suite. 

La résolution du système se fera par la méthode des volumes finis. Une présentation détaillée 

de la discrétisation temporelle et spatiale sera faite en présentant en particulier les différents 

maillages (maillage pour la pression et maillages décalés pour la vitesse et la viscosité) et les 

différents schémas d’interpolation (schémas Centré, Upwind, Hybride, Quick, les méthodes 

TVD, LevelSet ou Volume Of Fluid, …). Elle sera suivie du choix de l’algorithme de 

résolution. 

Enfin, des simulations utilisant la bibliothèque numérique Aquilon, permettant d’une part de 

valider l’ensemble de la méthodologie proposée (comparaison avec des résultats analytiques) 

et d’autre part d’obtenir les premiers résultats sur le remplissage de moules verriers dans un 

cas simple, celui de l’écoulement isotherme 2D.
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1. Equations à résoudre

Dans notre étude, on s'intéresse à des écoulements multiphasiques avec transport d'espèces 

inertes et transferts thermiques. Ceci se traduit par le couplage des équations de conservation 

de la masse, de la quantité de mouvement, de la concentration massique et de l’énergie.

1.1. Equations de Navier-Stokes

On considère un domaine de frontières dans lequel évolue un fluide newtonien 

(Figure 1). Dans le cas où deux fluides évoluent dans le domaine , on note 1

(respectivement 2 ) le domaine occupé par le fluide 1 (respectivement fluide 2). La zone 

séparant les deux milieux porte un nom différent suivant la nature des deux milieux. On 

appelle interface, la surface d’échange entre deux fluides. Dans la configuration la plus 

générale, c'est-à-dire en présence de changement de phase (liquide/gaz par exemple), des 

transferts des masses d’un fluide vers l’autre peuvent intervenir à travers l’interface. La 

frontière , représentant l’interface, délimite 1 et 2 .

1

2

21 21

21 21

Figure 1 : Présentation du domaine considéré

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, l’application du principe fondamental de 

la dynamique permet de formuler les équations du mouvement d’un fluide réel newtonien 

dans chacune des phases d’un écoulement diphasique incompressible :

0u (1)
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où et sont respectivement la masse volumique et viscosité dynamique de la phase 

considérée. 
t

u
représente la variation  temporelle, ))()( uuuu le terme 

d’advection ou d’inertie, g la force de gravité, p les forces de pression et 

))(( T uu les forces dues au tenseur des contraintes de viscosité. Le système (1) –

(2), appelé équations de Navier-Stokes, permet de décrire l’écoulement d’un fluide newtonien 

incompressible.

Ecoulement diphasique 

Pour un écoulement diphasique incompressible non miscible, c'est-à-dire faisant intervenir 

deux fluides séparés par une interface, les équations de Navier-Stokes restent vérifiées dans 

chacun des fluides fluide 1 et fluide 2. On indicera par 1 (respectivement 2) les 

caractéristiques du fluide 1 (respectivement fluide 2). L'écoulement peut être décrit par les 

équations de Navier-Stokes dans chacune des phases, ce qui donne :
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On remarque que le système (3, 4, 5 et 6) permet de prendre en compte l'évolution de chaque 

fluide, mais de manière séparée. Or ces deux fluides étant en contact via l'interface, ils 

évoluent de façon couplée. Donc, on a besoin d’ajouter une condition à l'interface qui va 

traduire la continuité du flux de masse et du flux de quantité de mouvement, et qui permet de 

connecter les deux phases. Considérons un volume élémentaire représentatif coupé par 

l’interface, dans lequel 1u et 2u sont les vitesses locales de part et d’autre de la surface de 
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contact entre les deux phases en présence (Figure 2). On suppose que l'interface se déplace à 

une vitesse V. Si in est la normale à l’élément de surface considéré, on obtient alors dans le 

référentiel associé à l’interface :

)V()V( nn

222111 nunu (7)

1

2

n

1u

1n

1u

t

1u

nV
V

tV

interface
2nt

2u

2u

n

2u

Figure 2 : Conservation des masses à l’interface des 2 fluides

Sans changement de phase, les flux de masse relatifs à la position de l’interface sont nuls. Les 

deux termes de l’équation (7) sont donc identiquement égaux à 0. Soit, 

ii

nV nunu 21 (8)

Cette expression traduit en fait la continuité des vitesses normales à travers l’interface. On 

peut reformuler l’expression (8) comme une relation de saut à l’interface :

021 ii nunuu (9)

On postule de plus l’égalité des composantes tangentielles de la vitesse :

t

2

t

1 uutV (10)

La continuité du flux de quantité de mouvement s'obtient en appliquant le principe 

fondamental de la dynamique sur un petit volume de contrôle entourant l'interface. Celle-ci 
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est soumise à des forces volumiques (gravité) et surfaciques (pression, contraintes de

viscosités et interfaciales). La tension interfaciale , traduit la cohésion de l'interface et la 

force associée, a pour expression :

sin2 (11)

où is n2

1
est le rayon de courbure moyen et s , l’opérateur gradient associés à la 

force tangentielle, dans le plan tangent à l’interface, résultant par exemple d’un gradient de 

température ou d’un gradient de concentration.

L'épaisseur de l'interface étant très faible, les forces associées aux forces volumiques sont 

négligeables devant celles associées aux forces surfaciques et linéiques. On suppose de plus 

que le fluide 1 ne glisse pas par rapport au fluide 2, ce qui annule la composante tangentielle 

(le long de la surface de l'interface) de la tension interfaciale. La conservation de la quantité 

de mouvement à travers un petit volume de contrôle autour de l'interface donne donc la 

relation de saut :

ii

T

i nnVuVupn 2 (12)

La résolution des équations du système (3, 4, 5, 6, 7 et 12) permet de décrire un écoulement 

incompressible de deux fluides non miscibles (voir [DELHAYE 74]).

Modèle à un fluide ou mésoscopique

Le modèle à 1-fluide d'un écoulement diphasique consiste à modéliser l'ensemble des fluides

1 et 2 par un seul fluide « hybride ». Celle-ci a été introduite par [KATAOKA 86] et permet 

de résoudre des problèmes diphasiques en utilisant des outils numériques qui ont été 

développés pour des cas monophasiques.

La description géométrique du milieu diphasique peut naturellement être associée à deux 

fonctions de phase, notées 1 et 2 , qui adoptent des valeurs différentes selon leur position au 

sein du fluide 1 ou du fluide 2. On écrit intuitivement que 1 vaut 1 dans le fluide 1 et 0 dans 
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le fluide 2 et inversement pour 2 (Figure 3). Par définition, les fonctions indicatrices 1 et

2 sont discontinues. On remarque de plus que la somme des k est constante en temps et en 

espace et identiquement égale à 1. Pour tout temps t et pour tout point (x, y, z), on peut alors 

déduire facilement l’expression de 2 en fonction de 1 et ainsi réduire le nombre 

d’inconnues de notre problème :

tzyxtzyx ,,,1,,, 12 (13)

Fluide 2

Fluide 1
0

1

2

1

1

0

2

1

V

Figure 3 : Description du milieu diphasique par les fonctions de phases

Par la continuité des vitesses à l’interface, on peut vérifier que la vitesse locale V de 

l’interface est la composante normale de la vitesse de chacun des fluides de part et d’autre de 

la surface de contact :

iiV nunu 21 (14)

Par définition, V est donc différente de la vitesse des fluides dans chacune des phases. 

Comme les fonctions indicatrices 2,1kk évoluent en parfait accord avec l’interface et que 

leur dérivée est identiquement nulle dans chacun des fluides, on peut alors décrire leurs 

évolutions grâce à une relation cinématique qui associe les variations de k à la vitesse V de 

l’interface :

0k
k V
t

(15)
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Cette expression est analogue à une relation cinématique d’évolution d’une discontinuité à la 

vitesse locale V. On peut remarquer que dans le fluide 1, 111 uu et 022u alors que dans 

le fluide 2, on a des relations inverses. En associant les fonctions indicatrices à l’équation de 

conservation de la masse dans chaque phase, on obtient une formulation généralisée de 

l’équation de continuité qui est vérifiée dans l’ensemble de l’écoulement diphasique :

0kk u (16)

En vertu des propriétés de l’opérateur divergence, on obtient alors :

0kkkk uu (17)

La discontinuité des fonctions indicatrices k implique que le gradient de celles-ci soit non 

nul sur l’interface. Si kn est la normale à la surface de contact entre les fluides orientée vers la 

phase k et si i est une fonction de Dirac à valeur non nulle sur l’interface, on obtient alors 

l’expression suivante :

ikk n (18)

On définie la variable 1-fluide comme la somme des phases k pondérées par des fonctions 

indicatrices de phase k :

2

1k

kk (19)

La conservation de la masse pour la variable 1-fluide devient, après sommation sur toutes les 

phases :
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En utilisant la relation de saut à l’interface (9), l’équation (20) se réduit à :
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0u (21)

Après sommation sur toutes les phases de l’équation de conservation de la quantité de 

mouvement et l’utilisation de la relation de saut associée (11), on obtient :
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(22)

Par rapport à l’équation (2), l’équation (21) fait apparaître un terme supplémentaire, liée aux 

forces interfaciales ii n2 .

1.2. Equation de conservation de l’énergie

Cette équation s'établit en utilisant le premier principe de la thermodynamique. Ce dernier 

stipule que la variation d'énergie interne iE et cinétique cE d'un système fermé entre deux 

états (en équilibre thermodynamique) successifs 1 et 2 est due aux échanges d'énergies 

mécanique (sous forme de travail 21W ) et thermique ( 21Q ). Si e désigne l’énergie interne 

massique du fluide, le premier principe s'écrit alors :
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21W et 21Q sont les puissances échangées par le fluide sous forme de travail et de chaleur, 

soient :
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somme des puissances associées aux forces volumiques et aux contraintes, et :
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somme des puissances engendrées dans l’élément matériel ou traversant algébriquement sa 

surface ( th

iq représente, dans le cas d’un mélange d’espèces, un flux thermique qui n’est pas 

seulement conductif, mais qui concerne un effet de transport d’enthalpie lié à la diffusion de 

masse). 

Les contraintes jexti nt , dans l’équation (24), regroupent les forces de pression et les forces 

visqueuses ; on se limitera ici aux fluides usuels, newtoniens.

Les forces de pression représentent l’effet cumulé du transport dans la direction j de la 

normale jn , à travers la surface considérée, des quantités de mouvement dans la direction j de 

toutes les molécules traversant la surface ([Ferziger 1972], [Hirchfelder 1964] et [Chapman 

1970]). Ce phénomène est indépendant des interactions élémentaires entre molécules. 

L’expression de la contrainte associée est :

jextijjextpi npnt (26)

Les contraintes visqueuses résultent au contraire des effets cumulés des interactions 

élémentaires entre molécules du fluide, dirigées par les potentiels intermoléculaires, lorsque 

des déformations sont imposées à un élément matériel de ce fluide. A la suite de déformations 

imposées à un élément matériel, il apparaît en tout point de la surface de cet élément un 

champ vectoriel de contraintes visqueuses, dans le cas d’un fluide newtonien, caractérisé par 

le vecteur de contrainte jextvi nt :

jextijjextvi nnt (27)

où ij désigne le tenseur des contraintes visqueuses qui s’exprime simplement en fonction du 

tenseur ijd des taux de déformation du fluide. Les contraintes visqueuses représentent l’effet 

cumulé du transport dans la direction j, à travers la surface considérée de la quantité de 

mouvement dans la direction i des molécules (et réciproquement à cause de la symétrie). Le
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tenseur des contraintes visqueuses s’exprime en fonction de la viscosité dynamique du 

fluide et de la vitesse ([Ferziger 1972] et [Hirchfelder 1964]) :

ij

k

k

i

j

j

i
ij

x

u

x

u

x

u

3

2
(28)

On appelle tenseur des pressions ijP le tenseur résultant :

ijijij pP (29)

C’est un tenseur de rang 2, symétrique, introduit directement en physique statique. 

L’expression de la contrainte à la paroi, de normale jextn est donc :

jextijjextvijextpijexti nPntntnt (30)

Le premier principe généralisé s’écrit finalement, sous forme locale :
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Dans cette expression, apparaissent au second membre respectivement les puissances 

associées aux forces volumiques, aux forces de pression, aux forces visqueuses et les 

puissances calorifiques.

L’équation de bilan de l’énergie interne se déduit de l’expression (31) en soustrayant membre 

à membre l’équation de bilan d’énergie cinétique à celle-ci. L’équation de bilan d’énergie 

cinétique s’obtient en réalisant le produit scalaire par iu de l’équation de bilan de quantité de 

mouvement, soit :

ij

i

i

i

iii
i

i
x

up
x

uug
dt

du
u (32)
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L’équation de bilan d’énergie interne s’écrit, après des transformations élémentaires :
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(33)

L’équation de bilan d’enthalpie s’obtient à partir de la relation :

p
he (34)

Où h désigne l’enthalpie massique du fluide, qui conduit si on prend en compte l’équation de 

conservation de la masse à :
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dp
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de
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dh 1
(35)

L’équation de bilan d’enthalpie s’écrit donc, pour un fluide monophasique éventuellement 

hétérogène (plusieurs espèces) :

Pqq
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th
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i

ij (36)

Le premier terme du second membre correspond à la compressibilité du fluide et est 

réversible. Les trois derniers termes correspondent à des échanges irréversibles de chaleur ; le 

troisième, toujours positif, correspond à l’échauffement du fluide par le travail irréversible des 

forces visqueuses.

Dans le cas d’un fluide, la différence entre enthalpie et énergie interne est souvent 

académique ; on pose généralement :

cdTdh (37)



33

Où c désigne la chaleur massique du liquide. Dans le cas d’un gaz réel, l’expression de 

l’enthalpie massique est donnée par :

dp
TdTcdh P 1 (38)

Où est égal à PT//1 . L’équation générale de l’énergie prend, dans ces conditions, 

la forme déduite de l’équation (36) et totalement rigoureuse pour un fluide monophasique

homogène newtonien :
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La quantité scalaire qui représente l’échauffement dû aux contraintes visqueuses, 

proportionnel à , si est constant, appelée fonction de dissipation, s’écrit généralement :

j

i

ijD u
x

(40)

1.3. Equation de transport d’espèce

Cette équation traduit la conservation de la concentration massique de l’espèce considérée 

PS , soit :

PP
P SDS
t

S
u (41)

où D est le coefficient de diffusion donné à partir de considération physique.

2. Résolution numérique du système

2.1. Méthode des volumes finis
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Pour résoudre notre problème décrit par les équations de Navier-Stokes, d’énergie et 

d’advection décrites ci-dessus et concernant des inconnus vectoriels (vitesses du fluide …) et 

scalaire (température, pression du fluide …), on peut utiliser des méthodes analytiques 

exactes (séparation des variables, superposition, théorème de Duhamel, transformations 

intégrales, transformation de Laplace…), des méthodes analytiques approchées (méthode 

intégrale, méthode de Ritz, méthode de Galerkin…) ou des méthodes numériques (Runge-

Kutta, Itératives linéaires, différence finies, éléments finis, volumes finis…). Les méthodes 

analytiques fournissent des résultats exacts mais sont limitées à des cas simples (en géométrie 

et en conditions aux limites) et linéaires. Dans notre cas et compte-tenu de la complexité des 

conditions aux limites, de la géométrie du problème ainsi que des non linéarités, seules les 

méthodes numériques sont utilisables.

La méthode des volumes finis repose sur un découpage préalable du domaine d’étude en 

volumes élémentaires. Sur chaque volume élémentaire, les équations de bilan sont résolues. 

La méthode est particulièrement efficace lorsqu’on s’intéresse à des géométries structurées. 

Elle est très employée en thermique et en mécanique des fluides. Nous avons choisi d’utiliser 

cette méthode, en s’appuyant sur la bibliothèque numérique Aquilon qui a déjà démontré sa 

capacité à simuler des écoulements fluide en cavités fermées.

Globalement, les équations à résoudre sont constituées d’un terme de variation temporelle

t
, d’un terme d’advection u où u est la vitesse à laquelle est advectée la quantité 

, d’un terme de diffusion TD si est une des composantes de la vitesse, 

D si non, d’un terme source S, où est l’inconnue représentant u, T, PS et D un 

coefficient de diffusion. Un bilan de flux sur la variable scalaire donne l’équation :

SD
t

u (42)

On peut écrire ces équations sous la forme globale :

SddDd
t

u (43)
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puis sous la forme de conservation :

SddDd
t

u

(44)

On précise que l’équation (43) n’est autre qu’un bilan de flux dans le domaine . Celle-ci 

est discrétisée à partir de la méthode des volumes finis comme indiqué dans [PATANKAR 

80]. La résolution de cette équation repose sur les trois étapes suivantes :

(1) Géométrie-maillage : le domaine géométrique qu’on va analyser, est découpé en un 

ensemble de volumes de contrôle sur lesquels on va faire des bilans de flux . Prenons un 

maillage cartésien à N nœuds. On définit pour chaque nœud N,i 1 un volume de contrôle 

iV centré en i de telle façon que i

n

i V1 et ijjjii faceVV . ijface est la face contiguë 

aux deux volumes de contrôle iV et jV .

PW E

N

S

s

e

n

w
y

x

y

x
Volume de contrôle

Figure 4 : Volume de contrôle dans le cas 2D
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(2) Résolution : Les fonctions continues (ou champs) recherchées sont remplacées par un 

ensemble de valeurs estimées aux nœuds du maillage. Cette approximation, appliquée à une 

formulation intégrale du problème, permet d’aboutir à un système d’équations (linéaires ou 

non) dont le nombre est identique au nombre de valeurs à estimer. 

Un bilan de flux est fait dans chaque volume de contrôle NiVi ,1, :

iii V

i

V

i

V

i SdVdVDdV
t

u (45)

On remarque que si on somme (44) sur Ni ,1 , on retrouve l’équation (43). L’équation (44) 

doit être discrétisée sachant que est connue aux nœuds de discrétisation Ni ,1 . Les flux 

se calculant sur les faces ijface , NNji ,1,1, , il est nécessaire d’interpoler . La nature 

de l’interpolation dépend des termes de l’équation (44) ([PATANKAR 80]).

(3) Dépouillement-interprétation des résultats : à ce stade, d’autres résultats peuvent être 

calculés à partir de ceux obtenus par résolution directe du système d’équations. Ces résultats 

sont ensuite dépouillés et interprétés par l’utilisateur, aidé en cela par des moyens de 

visualisation graphique très performants.

Le raisonnement est identique quand la variable est vectorielle.

2.2. Discrétisation temporelle et découplage des équations

Le système d’équation défini précédemment est tout d’abord discrétisé en temps avant d’en 

effectuer une résolution spatiale. L’intervalle de temps est discrétisé en un nombre fini 

d’intervalles 1, nn tt de durées éventuellement différentes. Les équations sont résolues 

implicitement, c'est-à-dire que nous effectuons un traitement implicite des divers termes 

formant le système d’équations à résoudre. Le terme temporel des équations est résolu par un 

schéma de Gear d’ordre un ou deux, les autres termes sont exprimés au temps (n+1). Par 

exemple, pour l’équation de l’énergie, on obtient la forme suivante :



37

)()(

)()(

0
11111

11111111
11

11

TTBiST

TCTC
t

TTT
C

nnnnn

nnnn

p

nnnn

p

nnn
n

p

n
uu

(46)

Avec :

=1 ; = -1 ; =0  pour le schéma de Gear d’ordre 1.

=3/2 ; = -2 ; =1/2  pour le schéma de Gear d’ordre 2.

Où )( 0
1 TTBi n est le terme de pénalisation qui permet de prendre en compte les conditions 

aux limites et la pénalisation de variables dans le domaine. 1nT est un terme source linéaire 

avec la température et S un terme source non linéaire.

Si l’on écrit de la sorte les autres équations, on remarque que certaines variables apparaissent 

au temps (n+1) dans plusieurs d’entre elles (par exemple la vitesse apparait dans l’équation de 

Navier-Stokes et dans l’équation de l’énergie). Une technique consiste à découpler les 

équations en les résolvants les unes après les autres à chaque itération en temps. De même, les 

caractéristiques des fluides (masse volumique, viscosité, capacité calorifique, conductivité 

thermique…) sont remises à jour par des relations algébriques à la fin de chaque itération. 

Cette approche semi-implicite permet de s’affranchir de la condition de stabilité de type CFL 

(Courant – Friedrich – Levy) qui lie le pas de temps au pas d’espace, autorisant de ce fait

l’emploi de grands pas de temps. Elle conduit cependant à la résolution de systèmes linéaires 

de grandes dimensions nécessitant l’utilisation de pré-conditionnements et de solveurs 

performants.

2.3. Résolution des équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, on va décrire brièvement la discrétisation des équations de Navier-Stokes 

exprimées en vitesse-pression. On rappelle qu’il s’agit de calculer à chaque instant le couple 

(vitesse, pression) vérifiant à la fois la conservation de la quantité de mouvement et la 

contrainte d’incompressibilité.
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Discrétisation temporelle :

L'intégration temporelle est réalisée de manière classique via un schéma d'ordre 1. Un schéma 

implicite centré est utilisé pour le terme d'inertie ([PATANKAR 80]). Concernant les termes 

visqueux, un schéma implicite centré d'ordre 2 est utilisé. Le choix de ces schémas implicites 

est valable pour un champ de vitesse continu sous la contrainte d'incompressibilité. Il n'y a 

donc pas de condition CFL à satisfaire.

Une fois discrétisé en temps et à l’ordre 1, le problème continu devient :

Connaissant nnn p,, 1uu , chercher 11 nn p,u solution de :

01nu (47a)
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(47b)

Où )(Biu
k

uu
1

est le terme de pénalisation qui nous permet d’imposer une vitesse sur 

un bord ou à l’intérieur du domaine de calcul (voir la partie des conditions aux limites).

On note que la pression et la vitesse sont couplées, ce qui rend le coût de résolution du 

système algébrique final prohibitif, notamment quand il s'agira de simuler des écoulements 

instationnaires et complexes. Pour contourner cette difficulté, plusieurs algorithmes sont 

proposés dans la littérature ([PEYRET 83]) afin de réaliser un découplage, le plus consistant 

et précis possible. On se contente par la suite de donner un résumé de l'algorithme utilisé dans 

le cadre de ce travail.

Méthode du Lagrangien Augmenté :

Un des problèmes rencontrés lorsque l’on résout les équations Navier-Stokes exprimées en 

variables primitives vitesse-pression concerne le traitement du coulage entre ces deux 

quantités. 
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En effet, en regardant les équations (47), il apparaît clairement qu’il n’existe aucune équation 

explicite permettant le calcul de la pression. Toute la difficulté réside donc dans sa 

détermination sous la contrainte de continuité exprimée par la relation (47a).

Dans le cadre de cette étude, nous utilisons la méthode du Lagrangien Augmenté apparue il y 

a quelques années, et élaborée dans le but de résoudre le couplage vitesse-pression induit par 

les équations de Navier-Stokes pour un écoulement incompressible. Il s’agit d’une méthode 

de minimisation sous la contrainte de l’équation de continuité, où la pression, qui est 

découplée par rapport à la vitesse, apparaît comme multiplicateur de Lagrange 

([FORTIN 82]). Ce problème d’optimisation exprimé sous une formulation faible est 

transformé en un problème de recherche de point-selle (le couple vitesse-pression) écrit sous 

une formulation forte, sans contrainte. Notons que la contrainte est en fait directement 

introduite dans l’équation du mouvement sous la forme du terme de pénalisation udp

qui couple les différentes composantes de la vitesse. Le calcule de couple vitesse-pression est 

effectué par l’algorithme itératif d’Uzawa.

Les itérations de Lagrangien Augmenté (notées k) sont répétées jusqu’à ce que la valeur 

moyenne de la divergence de la vitesse dans l’ensemble du domaine soit suffisamment petite. 

En notant K le nombre maximal d’itérations nécessaires pour satisfaire le précédent critère, 

l’algorithme itératif du Lagrangien Augmenté est présenté dans le Tableau 1.

Les paramètres dp et dr, strictement positifs, sont évalués selon des critères de convergence 

[FORTIN 82]. Lorsque les équations son préalablement adimensionnées, c'est-à-dire lorsque 

les grandeurs physiques associées aux champs u et p sont de l’ordre de 1, les deux paramètres 

sont également choisis de l’ordre de 1. Cependant, notre code de calcul n’est pas développé 

en variables adimensionnées mais en variables réelles. Le choix de ces deux valeurs est donc 

un peu plus délicat. En pratique, plusieurs tests seront effectués de manière à les déterminer.

Notons que l’algorithme du Lagrangien Augmenté permet de s’affranchir de conditions aux 

limites sur la pression.
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- Initialisations :
nk

uu
0

et   
nk

pp
0

- Itérations : Pour k=0 à K-1 faire  

o Calcul de 
1k

u solution de l’équation :
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(48a)

o Calcul de 
1k

p à partir de l’équation :

11 kkk
.dppp u (48b)

- Solution :
Kkn

uu
1

et   
Kkn

pp
1

Tableau 1 : Algorithme du Lagrangien Augmenté

Méthode de projection vectorielle :

Comme nous l’avons expliqué précédemment, la réalisation de la contrainte 

d’incompressibilité de l’écoulement dans les équations de Navier-Stokes sera assurée de 

manière implicite par l’introduction d’un paramètre de Lagrange, en l’occurrence la pression, 

en transformant le problème en une recherche de point-selle.

Le paramètre dr de la première équation (48a) est un terme de couplage des contraintes sur le 

champ de vitesse qui doit satisfaire à la fois à l’équation de Navier-Stokes et à l’équation de 

continuité. Si 0dr alors on retrouve une méthode de prédiction classique où les 

composantes de cette équation sont résolues séparément. Pour dr , le champs est bien à 

divergence nulle mais ne satisfait pas les équations de Navier-Stokes. La satisfaction des deux 

contraintes n’est possible qu’associée à un processus itératif interne au Lagrangien 

Augmenté. Telle quelle cette méthode est robuste et efficace mais conduit à une convergence 

faible sur l’incompressibilité et à des temps de calcul prohibitifs pour des approximations 

élevées.
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La technique proposée consiste à garder la formulation implicite de Lagrangien Augmenté 

comme étape de prédiction. Le champ de vitesse u* qui correspond à la solution de 

l’algorithme du Lagrangien Augmenté est alors une approximation de la solution à 

divergence non nulle. Il correspond à une prédiction du champ de vitesse. Les champs 

nn
p,u correspondent à l’instant qui précède la résolution de l’algorithme du Lagrangien 

Augmenté.

Suivant la raideur du problème physique posé, l’augmentation du paramètre dr permettra de 

converger vers la solution avec des pas de temps raisonnables. Dans la méthode de projection 

vectorielle, à la différence des méthodes de projection classiques, seule la correction de la 

vitesse u’ sera prise en compte pour calculer le champ à divergence nulle
1n

u

([CALTAGIRONE 99]) et sera calculée directement par :

'
n

uuu
1

(49)

1n
u vérifie :
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(50)

En remplaçant 
1n

u par 'uu dans (49), et en prenant dr nous obtenons la forme 

finale de l’équation correspondant à l’étape de correction qui nous permet de déterminer la 

correction de vitesse u’ :

uu' (51)

Les champs de vitesses 
1n

u et u* satisfont tous deux les conditions aux limites physiques du 

problème. Nous pouvons en déduire les conditions aux limites sur u’ qui sont des conditions 

aux limites homogènes.
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Nous pouvons donc écrire le nouvel algorithme de résolution sous la forme du Tableau 2.

- Initialisation :
nk

uu
0

et   
nk

pp
0

- Itérations : Pour k=0 à K-1 faire  

o Calcul de 
1k

u solution de l’équation :
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(52a)

o Calcul de 
1k

p à partir de l’équation :

11 kkk
.dppp u (52b)

- Solution du Lagrangien Augmenté :
Kk

uu et   
Kk

pp .

- Projection vectorielle :

o calcul de U’ solution de l’équation : uu'

- Solutions : '
n

uuu
1

et   pp
n 1

Tableau 2 : Algorithme de la projection vectorielle

Discrétisation spatiale des équations

L’utilisation des volumes finis sur un maillage unique, collocalisé pour toutes les variables, 

donne de bons résultats lorsqu’on veut résoudre l’équation de l’énergie ou celle du transport 

d’espèce. Il en est autrement pour l’équation de Navier-Stokes. [PATANKAR 80] explique 

que l’utilisation des volumes finis dans ces conditions ne permet pas de traiter le terme du 

gradient de pression dans l’équation de conservation de mouvement correctement. En effet, la 

variation de pression prise en compte ne se fait pas entre deux nœuds successifs mais d’un 

nœud sur deux. En utilisant l’exemple 1D d’une pression en zigzag (Figure 5), 

([PATANKAR 80]) montre que le terme 
dx

dp est considéré comme nul et donc que la 

pression est uniforme, ce qui est faux. 
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P=100 50 100 50 100 50 100

x

Volume de contrôle

Figure 5 : Champs de pression en zigzag

Il propose donc comme solution l’utilisation d’un maillage décalé introduit par Harlow quand 

il a présenté la méthode MAC (Marker And Cells) ([HARLOW 65]). Celui-ci est constitué 

d’une grille de pression sur laquelle les variables scalaires (température, pression, 

concentration…) sont calculées et d’une grille de vitesse pour le champ de vitesse (voir

Figure 6). Le calcul du gradient de pression et de la divergence de la vitesse est facilité par la 

structure du maillage décalé. Cela permet d’éviter les oscillations en pression observées pour 

un maillage non décalé.

Si on considère un écoulement à deux fluides ( 1 viscosité du fluide 1, et 2 celle du 

fluide 2), la détermination des termes de cisaillement dans le tenseur des viscosités nécessite 

la connaissance de la viscosité au centre des mailles de la grille de pression. La viscosité étant 

connue sur les nœuds de pression, il suffit de l’interpoler au centre des mailles. Cependant, la 

valeur obtenue est une combinaison linéaire de 1 et 2 , ce qui n’est pas très satisfaisant. 

Volume de contrôle 
de pression

Volume de contrôle 
de vitesse verticale

Volume de contrôle de 
vitesse horizontale

nœuds de pression

nœuds de vitesse horizontale

nœuds de vitesse verticale

Figure 6 : Maillage décalé de type MAC
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Une grille de viscosité a donc été ajoutée aux autres grilles (Figure 7). Les nœuds de la grille 

de viscosité se situent aux centres des mailles de la grille de pression. Ceci permet grâce à la 

fraction volumique de mettre en ces nœuds la valeur de la viscosité du fluide correspondant.

La discrétisation s’effectue suivant la méthode des volumes finis consistant à intégrer les 

équations locales de conservations sur chaque volume de contrôle. En intégrant le terme 

convectif, il faut déterminer, à l’aide d’un schéma d’advection, la valeur de la variable en 

question au niveau des interfaces où elle n’est pas définie. Ces valeurs sont obtenues par 

interpolation puisque ce ne sont pas des points du maillage où est définie la variable. La 

vitesse est quant à elle calculée en ces points puisque nous utilisons un maillage décalé en 

vitesse-pression. 

grille de pression

grille de vitesse

grille de viscosité

Figure 7 : Maillage décalé de type MAC auquel on a rajouté une grille de viscosité

La nature du schéma influence fortement le résultat final. Les plus classiques sont les schémas 

centrés, Upwind, hybrides, Quick ou double amont. Chacun d’eux est une approximation et 

dénature l’équation de transport. On peut monter, par des développements de Taylor 

([THEBAULT 95]), que cela équivaut à résoudre une équation de transport à laquelle est 

ajoutée un terme de diffusion, ce qui en fait des schémas plus ou moins diffusifs selon leur 

ordre de développement. Le schéma Upwind d’ordre 1 diffuse fortement à l’approche des 

forts gradients, alors que le schéma Quick, d’ordre 2, est moins sensible à ce problème mais 

oscille assez fortement. Le schéma centré, d’ordre 2, est rapidement instable à proximité des 

forts gradients.

Ces problèmes sont particulièrement importants pour les écoulements diphasiques et afin 

d’éviter la diffusion et l’oscillation, nous avons utilisé deux autres techniques dans le code 

numérique. Nous avons, d’une part, un schéma TVD (Total Variation Diminishing) 
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([VINCENT 99]) qui est d’ordre 2 sur des zones à faible gradient, et dont les flux sont limités 

pour éviter les oscillations inhérentes aux schémas d’ordre élevés au niveau des forts 

gradients. La seconde technique n’est applicable qu’au simple transport d’interface entre deux 

fluides. C’est la méthode VOF-CIAM qui est une méthode géométrique de reconstruction 

d’interface affine par morceaux.

Les termes de diffusion et du Lagrangien Augmenté rencontrés dans l’équation de Navier-

Stokes sont discrétisés avec un schéma centré d’ordre 2. Pour estimer les propriétés physiques

des fluides et solides aux interfaces des volumes de contrôle, on procède à une interpolation 

linéaire ou géométrique. 

Schéma centré

C’est le plus simple qui soit. Notons la variable de résolution. La variable 
2

1
i

à

l’interface est évaluée linéairement à partir d’une formule de Taylor tronquée à l’ordre 1. Cela 

revient, à faire une moyenne pondérée entre les nœuds 
i

et 
1i
. Elle s’écrit :

1

11

2

1
2 i

iiii

i xg

xcxc
(53)

Et devient une simple moyenne arithmétique dans le cas d’un maillage uniforme :

2
1

2

1
ii

i
(54)

Schéma Upwind ou simple-amont

La valeur 
2

1
i

est remplacée par celle située en amont de l’interface. Il s’écrit de la façon 

suivante :

0

0

11

1

2

1

ii

ii

i usi

usi
(55)
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Schéma hybride

Il est basé sur le nombre de Péclet exprimant le rapport entre les forces convectives et les 

forces diffusives. Ce nombre détermine le type de schéma utilisé :

- dans le cas où Pe 2, il est équivalent au schéma centré.

- lorsque Pe 2, son comportement se rapproche de celui du schéma Upwind.

Schéma Quick

La valeur 
2

1
i

est évaluée grâce à l’interpolation quadratique à partir de deux nœuds situés 

en amont et d’un nœud situé en aval de l’interface [LEONARD 79] :

- Dans le cas où la vitesse 
2

1
i

u est négative, une interpolation polynomiale à partir 

des valeurs 
i
,

1i
et 

2i
est effectuée :

2
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1
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(56)

- quand la vitesse 
2

1
i

u est positive, l’interpolation est réalisée à partir des valeurs 

1i
,

i
et 

1i
:

1
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1

1

1
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(57)
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- dans le cas d’un maillage uniforme, nous avons alors :

0
8

3

4

3

8

1

0
8

1

4

3

8

3

2

1

11

2

1

2
1

2

1

i
i

i
i

i
i

i
i

i

usi

usi

(58)

Les comportements de ces différents schémas au niveau de l’interface 
2

1
i sont illustrés par 

la Figure 8.

i-1 i+1 i-1i+2i

i+2|

i+1|
i-1|

i|

i+½|

xci+2xcixci-1 xci+1

xgi+2xgi+1xgi

u

Centré
Upwind u>0
Upwind u<0
Quick u>0
Quick u<0

Figure 8 : Schémas numériques pour l’évaluation de à l’interface
2

1
i

2.4. Discrétisation et résolution du transport d’interface

Pour un écoulement diphasique, le modèle 1-fluide est utilisé pour la résolution des équations 

de Navier-Stokes. Le transport de l’interface est réalisé par la méthode VOF (Volume Of  

Fluids) de ([HIRT 81] ). 

Cette méthode consiste à repérer chaque fluide 21,i par une fonction de phase, appelée 

fonction de phase ou encore fonction couleur iC , propre à chaque fluide 21,i,i , définie 

par :
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ii fluideM,t,MC 1

ii fluideM,t,MC 0 (59)

Elle permet de représenter la fraction de fluide i dans chaque maille et donc de calculer la 

position de l’interface au cours du temps grâce à l’équation d’advection :

0i
i C

t

C
u (60)

La masse volumique et la viscosité sont directement recalculées à partir de la valeur de la 

fonction de couleur.

Dans le contexte VOF, on peut résoudre l’équation d’advection de plusieurs façons :

La première méthode consiste à la discrétiser en utilisant un schéma TVD ou WENO de 

préférence (se référer à [HIRSCH 90], [LEVEQUE 90] et [VINCENT 99]). Celle-ci introduit 

de la diffusion numérique sur deux à trois mailles autour de l’interface. On ne connaît donc la 

position de l’interface qu’approximativement.

La deuxième méthode, appelée VOF-CIAM, développée par [YOUNGS 82] et utilisé par 

[ZALESKI] par exemple, consiste à utiliser l’équation d’advection pour reconstruire 

géométriquement l’interface. Ceci permet de connaître l’interface de manière très précise. 

Cependant, cette méthode a tendance à fractionner l’interface lorsque celle-ci est trop fine ou 

fortement cisaillée.

La prise en compte des tensions superficielles se fait par l’ajout de la force de tension 

superficielle TSF comme terme source de l’équation de conservation des mouvements 

([BRACKBILL 90]).

i

i
iTS

C

C
CF (61)

Avec le coefficient de tension superficielle.
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2.5. Résolution des systèmes linéaires

Les systèmes linéaires provenant de la discrétisation des équations des conservations de la 

masse et de mouvement sont extrêmement creux. Seul un nombre restreint de diagonales non 

nulles intervient dans la résolution. 

Les méthodes itératives classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation…) possèdent un taux de 

convergence extrêmement lent du fait de la détérioration de leur conditionnement avec 

l’augmentation de la dimension de la matrice. Elles ne sont donc pas forcément les plus 

adaptées à la résolution de nos systèmes linéaires. On utilise un solveur itératif de type Bi-

Gradient Conjugué Stabilisé (Bi-CGStab). Cet algorithme, employé pour résoudre des 

systèmes composés de matrices régulières quelconques, a démontré des performances plus 

élevées en termes de convergence que la plupart des méthodes itératives 

([VANDERVORST 92]).

On considère le système linéaire bxA. , de rang N quelconque. Partant d’un x° initial, les 

itérations de gradient conjugué sont répétées jusqu’à ce que le résidu (noté rk) soit inférieur à 

une valeur donnée. Une description de cet algorithme est représentée par le Tableau 3 :

- Initialisation :

nxx 0

00 Axbr

00 rr

00 rp

- Itérations : Pour k=1 à K faire :

),(

),(

1
0

1
0

1

k

k
k

Apr

rr

1111 kkkk Aprs

),(

),(
11

11
1

kk

kk
k

AsAs

sAs

11111 kkkkkk spxx
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111 kkkk Assr

),(

),(

1
0

0

1

1

k

k

k

k
k

rr

rr

)( 111 kkkkkk Apprp

Tableau 3 : Algorithme du bi-gradient conjugué stabilisé

Nous utilisons, pour cela, le pré-conditionnement qui consiste à trouver les matrices T

triangulaire inférieure et S triangulaire supérieure, telles que :

RCRTSA (62)

où T et S doivent être très creuses et R doit être aussi voisine de 0 que possible. C=TS est une 

matrice de pré-conditionnement. Dans le cas du pré-conditionnement MILU0, qui est le plus 

efficace dans les problèmes que nous avons à traiter, on donne à ACR la structure 

suivante :

DRR (63)

où D est une matrice diagonale strictement positive, qui s’écrit sous la forme AdiagD

(avec 9.0 dans notre cas ([KHADRA 90])).

On résout alors le système :

bCxAC 11 , pour lequel, AcondACcond 1 (64)

bTLxATL
11 (65)

bTLxATL 1111 (66)
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Ainsi dans l’algorithme du bi-gradient conjugué, chaque produit matrice vecteur yxA

sera suivi du calcul de zyT 1 qui revient à effectuer une étape de descente et donc à 

résoudre yzT , ce qui nous donne z, puis wzS 1 par une étape de remontée zwS

on obtiendra w.

On applique la même transformation au second membre : cbT 1 nous donne c en 

résolvant par descente bcT et dcL 1 nous donne d par remontée sur cdL .

2.6. Traitement des conditions aux limites  

L’imposition des conditions aux limites se fait via une méthode de pénalisation qui a été 

développée au laboratoire TREFLE par [ANGOT 89] et [KHADRA 94]. Celle-ci s’applique 

aux différents types de conditions aux limites : Dirichlet, Neumann. On considère 

l’inconnue scalaire représentant la température ou la concentration massique et 2u,u1u

l’inconnue vitesse. Posons t,M (respectivement t,Mu ) la valeur de (respective-

ment u) en un point M quelconque à l’extérieur du domaine de frontière . La méthode 

consiste à l’exprimer les conditions aux limites sous la forme d’un flux surfacique :

Bi
n

(67)

uuu
u

Bi
n

(68)

Bi est un réel et uBi est un tenseur d’ordre deux diagonal 21 Biu,Biu qui sont soit nul, 

soit infini.

Si 0Bi alors 0
n

. C’est donc une condition de Neumann qui est imposée.

Si Bi alors . C’est donc une condition de Dirichlet qui est imposée.

Si 0uBi alors 0
n

u
. C’est donc une condition de Neumann qui est imposée.

Si uBi alors uu . C’est donc une condition de Dirichlet qui est imposée.
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Numériquement, cette approche se traduit par l’introduction de terme fBi , où f

est une fonction de , dans l’équation :

K
t

u (69)

ce qui donne l’équation suivante à résoudre pour les scalaires :

KfBi
t

u (70)

Bi est un réel indiquant l’appartenance du point M à l’intérieur du domaine d’étude ou aux 

limites et le type de condition à imposer. 

Celui-ci vérifie :

0Bi si M appartient à l’intérieur du domaine .

4010Bi si  M pour une condition de Dirichlet.

0Bi si  M pour une condition de Neumann. Plus précisément, si le voisin 

du nœud M est à l’extérieur du domaine, il est remplacé par son symétrique par 

rapport à la limite.

Quant à la fonction f , elle permet d’appliquer la condition aux limites souhaitée. Par 

exemple, pour une condition de Dirichlet, on veut imposer . On a donc 

MfBiBi,MMf,M 4040 1010 .

De même que pour les scalaires, le traitement des limites par la méthode de pénalisation pour 

les vitesses se traduit numériquement par l’insertion du vecteur 

2211 21
ufBiu,ufBiuBi uuuuu , où 

21 uu f,f est une fonction discrète de 

21 u,u , dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement, soit :
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uuufuuuuu
u

u

TgpBi
t

(71)

1Biu (respectivement 2Biu ) est un réel indiquant l’appartenance du point 
1uM

(respectivement
2uM ) à l’intérieur du domaine d’étude ou sur ses limites et le type de 

condition imposée. 

Chacun vérifie :

01Biu si 
1uM appartient à l’intérieur du domaine .

40
1 10Biu si 

1uM Pour une condition de Dirichlet.

40
2 10Biu si 

2uM Pour une condition de Dirichlet.

Pour une condition de Neumann où 21 u,uj,M j , on impose 4010Bij à la 

composante de vitesse normale à la limite. On impose 0Bij à la composante de vitesse 

tangentielle à la limite et on applique la même relation de symétrie que pour le cas scalaire.

On rappelle qu’on travaille sur un maillage décalé de type MAC. La grille des nœuds de 

pression coïncide avec le domaine . Les autres grilles étant décalées, les vitesses appartenant 

aux limites de leur grille étant normales à sont à l’extérieur du domaine . Quant aux

vitesses appartenant aux limites de leur grille étant tangentielles à , elles appartiennent à 

cette limite. La fonction 
21 uu f,f permet d’appliquer la condition aux limites souhaitée sur  

.

On détaille le cas d’une condition aux limites de Dirichlet (Figure 9). Soit 21 u,u fixé, on 

impose 2121 21
u,uMu,Mu uu .

Si on est sur une limite gauche ou droite, alors :
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EWuu uuMf
2

1
11

(72)

222 2 uuu MuMf (73)

40
1 10Biu (74)

40
2 10Biu (75)

Si on est sur une limite basse ou haute, alors :

111 1 uuu MuMf (76)

SNuu wwMf
2

1
22

(77)

40
1 10Biu (78)

40
2 10Biu (79)

uMwU
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W

W

wMU U

nW

sW

Figure 9 : Condition aux limites à gauche et en bas

3. Simulation du remplissage de moules dans le cas 2D isotherme  

Cette  section est composée de trois parties :

- Dans une première partie, on va présenter le code de calcul AQUILON développé au 

laboratoire TREFLE à Bordeaux pour la simulation numérique d’écoulement de 

fluides. Le travail présenté dans les chapitres suivants est de développer différents 

modules de transferts thermiques, en particulier radiatifs et de les intégrer à cette 

bibliothèque numérique. 
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- Dans une seconde partie, afin de valider le modèle à un fluide et les méthodes 

numériques utilisées de la bibliothèque numérique AQUILON, on va résoudre un

problème diphasique simple pour lequel nous avons une solution analytique 

(écoulement de Poiseuille).

- Enfin, dans une dernière partie, on va simuler le remplissage de moules par du verre 

fondu dans le cas isotherme sous gravité ou sous pression.

3.1. Une interface de calcul conviviale 

Le code de calcul AQUILON est constitué d’un exécutable, d’une bibliothèque, d’une série de 

fichiers FORTRAN ainsi que d’une série de fichiers de données modifiables par l’utilisateur. 

Ces derniers permettent de décrire le problème physique à résoudre, le type de maillage, le 

choix des méthodes numériques de résolution et le choix des sorties pour l’exploitation des

résultats. 

Il existe quatre types de fichiers de données :

Le fichier « caract.par » :

C’est une base de données contenant les caractéristiques de plusieurs fluides et solides. Elle 

peut être enrichie par utilisateur. On y trouve le nom du fluide ou du solide suivi de sa masse 

volumique, sa viscosité, sa loi de comportement… Les valeurs figurant dans ce fichier seront 

affectées aux tableaux correspondant en fonction du fluide choisi.

Le fichier « defaut.don » :

Il contient des paramètres par défaut tels que des critères de convergence ou le choix des 

méthodes numériques, ainsi qu’une liste de paramètres standard.

Le fichier « castest.don » :

Il est relatif au problème physique traité et aux méthodes choisies par l’utilisateur. Dans ce 

fichier figurent les différentes sections relatives à la simulation d’un problème physique :
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- Type de calcul (2D ou 3D)

- Choix du maillage (à pas constant, à variation exponentielle…)

- Equations résolues (Navier-Stokes, Phillips…)

- Conditions aux limites

- Conditions initiales

- Impositions

- Mise en place d’obstacles

- Méthodes et paramètres numériques (choix des schémas, pas de temps, résidus…)

- Impressions

- Test d’arrêt

- Utilitaires

Le fichier de commande « aquilon.dat »

Il contient le nom du répertoire de données, la liste de fichiers de données et le nom du fichier

des caractéristiques thermodynamiques des fluides et des solides.

La lecture des fichiers de données repose sur la reconnaissance de mots-clés. Chaque mot-clé 

peut-être suivi d’un ou plusieurs autres mots-clés permettant un choix entre plusieurs 

possibilités. Par exemple, le mot-clé CALCUL peut être suivi du mot-clé 2D ou du mot-clé 

3D. Au cours de l’exécution du programme, un basculement sera donc fait vers une 

subroutine traitant les problèmes 2D ou 3D. Un mot-clé peut également être suivi d’une 

chaîne de caractères pour indiquer par exemple le nom d’un fichier, ou par une valeur 

numérique correspondant à une donnée d’entrée. Des exemples de ces fichiers sont présentés 

en Annexe A.

Une gestion stricte de la mémoire a été mise en place par l’utilisation de l’allocation 

dynamique de la mémoire. La partie haute du programme est donc écrite de façon 

complètement générale et s’adapte à tous les cas solvables par AQUILON sans avoir à 

recompiler les fichiers sources. Bien entendu, si des cas particuliers nécessitent une 

programmation en Fortran, celle-ci reste possible.
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3.2. Ecoulement de Poiseuille diphasique 2D

Dans cette partie, nous allons étudier un écoulement de Poiseuille diphasique 2D qui est un 

cas test que plusieurs auteurs ont utilisé ([VINCENT 99] et [STEPHANIE 06]) pour valider le 

modèle à un fluide simulant l’écoulement diphasique dans le code de calcul Aquilon. Nous 

présentons en détail dans l’Annexe B la solution analytique du problème, qui correspond à 

l’écoulement laminaire d’une stratification horizontale de deux fluides visqueux non-

miscibles entre deux plans parallèles fixes. La configuration du problème est présentée sur la

Figure 10. On utilise un maillage 8 x 20 avec des pas uniformes. On impose un gradient de 

pression Pap 555.0 qui engendre le mouvement des fluides dans le canal. On réalise la 

simulation pour deux fluides avec des viscosités 1 et 2 différentes et dont le rapport 12 /

varie entre 50 à 5000. 

,, 11

,, 22

p2

Paroi

Paroi

Interface

p1

L=1.0m

H
=

0.
2m

Figure 10 : Ecoulement de Poiseuille diphasique

Pour effectuer une comparaison pertinente entre la solution analytique du profil de vitesse et 

la solution numérique issue du modèle 1-fluide, il faut positionner l’interface non pas sur la 

valeur 0.5 de la fonction couleur mais sur la valeur 2/21 , qui correspond à la définition 

de la position de l’interface par la viscosité. Or, cette position à l’intérieur d’une maille est 

fortement dépendante de la moyenne employée pour estimer les valeurs discrètes de sur le 

maillage de la vitesse. D’après les définitions des moyennes de la viscosité (Figure 11), on 

déduit qu’une moyenne arithmétique va favoriser la viscosité du fluide le plus visqueux alors 

qu’une moyenne harmonique va tendre à imposer la viscosité la plus faible dans le volume de 

contrôle centré sur la vitesse. Les comparaisons présentées sur la Figure 12 tiennent compte 

de la position de l’interface imposée par la moyenne pour définir la zone de discontinuité des 
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vitesses dans la solution analytique. La résolution numérique est réalisée par le solveur 

lagrangien augmenté. Quelle que soit la moyenne utilisée sur la viscosité et quel que soit le 

rapport 12 / , les solutions théoriques et numériques sont confondues. Le point d’inflexion 

sur la vitesse longitudinale de l’écoulement est parfaitement capturé, et ceci aussi bien avec 

une moyenne diffuse qu’avec une moyenne discontinue. On observe en effet que l’erreur 

absolue SE entre la solution théorique issue des développements de l’Annexe B et le profil de 

vitesse simulé est de l’ordre de 410 à chaque fois.

41
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(a) Moyenne arithmétique
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(b) Moyenne géométrique

Figure 11 : Caractérisation de la position de l’interface dépendant de la moyenne sur la 

viscosité

Les composantes de cisaillement du problème de Poiseuille sont parfaitement prises en 

compte par la discrétisation lagrangien augmenté, et indépendamment des moyennes utilisées 

pour l’approximation de la viscosité sur les nœuds de discrétisation pour lesquels cette 

inconnue n’est pas calculée explicitement. Le choix du paramètre de convergence r sur la 

divergence, ainsi que les schémas de discrétisation en espace des termes d’advection, n’ont

aucune influence sur la qualité des résultats présentés sur la Figure 12. Par contre, un schéma 

Quick couplé à une valeur de r égale à 1000 permet d’atteindre la solution stationnaire en 50 

itérations de calcul alors qu’un schéma centré et r=1 fournissent un résultat identique en 100 

itérations.
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Nous avons effectué les mêmes simulations que celles décrites précédemment, mais avec des 

solveurs tour à tour explicite, projection explicite et projection implicite (Tableau 4). 

Dans tous les cas, les résultats obtenus sont les mêmes à 410 près, ce qui est l’ordre de 

grandeur de l’erreur entre les solutions numérique et analytique. On voit d’une part que le 

caractère implicite du lagrangien augmenté permet de converger en très peu d’itérations vers 

l’état stationnaire. D’autre part, la divergence obtenue grâce à cette méthode est meilleure de 

7 ordres de grandeur par rapport à celle issue d’une discrétisation explicite. La projection de u 

sur un champ à divergence nulle gomme naturellement ces écarts par la résolution d’une 

équation de Poisson.

Le très bon accord trouvé entre les solutions analytiques et numériques du profil de vitesse de 

l’écoulement de Poiseuille diphasique est important car il permet d’évaluer l’influence des 

moyennes sur la solution d’un problème diphasique. La qualité des résultats observée sur un 

maillage 20x8 est conservée quand on augmente ou même quand on diminue la résolution 

spatiale. 

Il faut cependant préciser que dans ce problème, les composantes transversales de vitesses yu

sont identiquement nulles (y compris numériquement) et donc que la fraction volumique reste 

inchangée au cours du calcul dans le problème de Poiseuille. Ceci engendre une conservation 

de la masse qui est vérifiée à 1410 près. 

Méthode Divergence Temps (minutes) Itération ES

Lagrangien Augmenté 10-12 0.5 70 10-4

Explicite 10-5 10 40000 10-4

Projection explicite 10-14 30 40000 10-4

Projection hybride 10-15 2 70 10-4

Tableau 4 : Statistique à convergence de la solution numérique
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Moyenne arithmétique 50/ 12 Moyenne géométrique 5012 /

Moyenne arithmétique 50012 / Moyenne géométrique 50012 /

Moyenne arithmétique 500012 / Moyenne géométrique 500012 /

Figure 12 : Simulation numérique sur un maillages 8x20 de l’écoulement de Poiseuille 2D 

par la méthode de Lagrangien Augmenté



61

3.3. Remplissage de moule par un fluide visqueux dans le cas isotherme

Le remplissage de moules par un fluide visqueux intervient dans de nombreux procédés de 

fabrication industriels qui concernent des secteurs d’activées aussi variés que 

l’agroalimentaire (confection de gâteaux et de yaourts, stockage de produits gras…), 

l’industrie verrière (fabrication des bouteilles verre …), l’aéronautique et l’aérospatiale (mise 

au point de moteurs de missiles et de fusées) ou la santé et l’hygiène (pâtes dentifrice …). 

L’injection d’un fluide visqueux dans une enceinte confinée peut comporter diverses 

difficultés de mise en œuvre : une stratification du produit injecté peut être engendrée lors du 

remplissage et des bulles d’air peuvent être piégées à l’intérieur du moule. Il en résulte une 

répartition inhomogène du fluide considéré et des défauts de fabrication.

Dans cette partie, nous allons étudier le remplissage d’un moule par du verre fondu, qui a le

comportement physique d’un fluide visqueux newtonien, dans deux cas différents : le 

remplissage par pression et le remplissage par gravité. On rappelle que les deux exemples 

suivants correspondent aux deux procédés de fabrication utilisés par Daum et Baccarat pour la 

confection d’objets en Cristal.

Remplissage du moule par pression

En utilisant les modèles physiques présentés précédemment, on va étudier l’injection du verre 

fondu dans une cavité qui est occupé initialement par de l’air et au milieu de laquelle se

trouve un obstacle solide. La configuration considérée est présenté sur la Figure 13. Les 

caractéristiques des différents fluides en présence sont les suivants :

- Le fluide initialement présent dans la cavité est de l’Air :

sPaair .10.85.1 5

3/1768.1 mkgair

- Le fluide que nous allons injecter dans le moule est du Verre :

sPaverre .2500

3/100 mkgverre
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Paroi
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Écoulement du verre 
fondu sous pression

10u

Figure 13 : Modèle considéré dans le cas du remplissage sous pression

La vitesse d’injection est constante smu /10 et utilisons des conditions aux limites de type 

parois sur trois faces (à droite, à gauche et en bas) et de flux nul en sortie dans la partie 

supérieure de la cavité. Les résultats des simulations sont présentés sur la Figure 14 .

Toutes les simulations effectuées dans ce paragraphe utilisent un maillage 32x32. 

Durant le remplissage, le fluide va rentrer en contact avec l’obstacle solide. Il va ensuite le 

contourner pour atteindre finalement la partie inférieure du moule.

On constate que la gravité accélère la chute du fluide et que les contraintes visqueuses qui 

confèrent au jet un caractère élastique, engendrent la striction du jet.
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Figure 14 : Remplissage du moule par pression (par AQUILON)
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Remplissage du moule sous gravité

Dans cette simulation, on utilise les mêmes fluides que ceux utilisés pour le remplissage sous 

pression. Les conditions aux limites sont de type parois pour les quatre faces du domaine. 

Comme dans le cas précédant, un obstacle solide est présent dans la cavité. A l’instant initial,

une quantité du verre est placée dans la cavité initialement remplie d’air. Soumis à la 

pesanteur, la pâte de verre va se déformer et remplir le moule par gravité. La configuration du 

modèle est présentée sur la Figure 15. Les résultats de la simulation sont présentés sur la 

Figure 16.

0.2

1

Paroi Paroi

Paroi

Paroi
Écoulement du verre 
fondu sous gravité

Obstacle

Verre fondu

0.1

Figure 15 : Modèle considéré dans le cas du remplissage sous gravité
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Figure 16 : Remplissage du moule par gravité (AQUILON)
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Conclusion

Ce chapitre a permis d’établir les différentes équations à résoudre pour simuler le remplissage 

de moules et de présenter les différentes méthodes numériques utilisées pour leur résolution. 

Il a permis également à travers l’étude d’un problème de Poiseuille diphasique 2D de valider 

l’utilisation de la bibliothèque numérique Aquilon et de montrer l’efficacité non seulement 

des méthodes numériques employées mais aussi du maillage (pression, vitesse et viscosité), 

de la discrétisation temporelle et spatiale des équations et des schémas d’interpolation utilisés.

Enfin, des premiers résultats de simulation de remplissage de moules verriers ont été 

présentés (cas isotherme et 2D).

Le chapitre suivant va s’attacher à mettre en place les couplages écoulement-transfert 

thermique, en introduisant en particulier les transferts radiatifs.
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Chapitre II

Les modes de transfert thermique : 

« Transferts radiatifs et Transferts couplés conducto-

radiatif en milieux semi-transparent - Première 

approche »
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder des notions générales des transferts thermiques.

L’accent sera mis sur les transferts radiatifs en milieux semi-transparents qui représentent le 

point difficile dans la modélisation du remplissage des moules verriers. 

L’Equation du Transfert Radiatif (E.T.R) est présentée dans sa formulation la plus générale, 

ainsi que les conditions aux limites radiatives associées. On en déduit le système d’équations 

couplées E.T.R – Equation de l’énergie. 

Dans ce chapitre, une première solution du problème est donnée en introduisant la notion de 

« conductivité radiative ».

Une partie validation permettra de mettre en évidence le bon fonctionnement du code dans 

différents cas difficiles :

- Thermodépendance de la viscosité

- Thermodépendance de la conductivité thermique

- Couplage parois-fluide

Enfin, un cas complexe sera présenté montrant l’aptitude du code élaboré à traiter des 

écoulements diphasiques non isothermes à frontières libres, couplés à des parois solides.
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1. Les transferts thermiques

L’objectif est de déterminer, dans tout système matériel physique voisin de l’équilibre 

thermodynamique local, les évolutions des champs de température tT ,r et des flux, quelle 

que soit la forme de ces flux, en vue de la maîtrise et du conditionnement thermique de ce 

système.

Une transformation sera dite instationnaire si, par rapport à un référentiel donné, les grandeurs 

physiques considérées, scalaire, vecteurs ou tenseurs, dépendent explicitement du temps :

0
,

t

tr
(81)

Une transformation sera dite stationnaire dans le cas contraire :

0
t

(82)

Le transfert de chaleur est une transmission d’énergie d’une région à une autre sous 

l’influence d’une différence de température. La chaleur s’écoule des parties chaudes vers les 

parties froide jusqu’à l’égalisation des températures.

On reconnaît en générale trois modes de transmission :

- Conduction : la chaleur se propage de proche en proche, d’une particule à l’autre, 

d’une molécule à l’autre par choc : il n’y a pas de déplacement apparent de matière. 

C’est le seul mode de transmission dans les corps solides opaques aux rayonnements. 

Il existe aussi dans les liquides et les gaz mais simultanément avec la convection.

- Rayonnement : rayonnement électromagnétique émit par tout corps porté à une 

température quelconque. Un autre corps recevant ce rayonnement peut en absorber 

une partie : le rayonnement électromagnétique pouvant se propager dans le vide, il est 

ainsi possible de transporter de la chaleur sans aucun support matériel.
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- Convection : transmission de la chaleur avec déplacement macroscopique de la 

matière, c’est le mode principal dans les fluides.

Dans l’exposé, nous séparerons chacun des trois modes mais bien souvent ils sont superposés 

et nous adopterons les conventions définies ci-dessous :

La puissance d , exprimé en W , traversant algébriquement une surface élémentaire dS ,

orientée par une normale n appelée flux d’énergie (ou flux de chaleur) à travers dS , s’écrit 

en fonction du vecteur flux surfacique d’énergie q (ou la densité du flux) (Figure 17):

dSd nq (83)

On appelle flux surfacique d’énergie (algébrique), au point M , à travers la surface dS , la 

quantité, exprimée en 2.mW :

nq (84)

Pour chacun des modes de transfert cités précédemment (conduction, convection et 

rayonnement), nous définirons les quantités d , q et .

Figure 17 : Flux d’énergie
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1.1. Transfert conductif

Le transfert d’énergie par conduction qui est exprimé par la loi de Fourier se produit dans tout 

référentiel, en particulier dans le référentiel d’un élément matériel, dès lors qu’il existe un 

gradient de température : il représente l’effet global du transport d’énergie par les porteurs 

élémentaires (molécules, phonons, électrons, etc…)

La loi de Fourier (expérimentale en 1822) stipule qu’il existe une relation linéaire entre la 

densité du flux et le gradient de température : dans le cas d’un milieu isotrope (fluides ou 

solides), la densité de flux conductif cdq est proportionnelle au gradient de température locale 

T :

Tcdq (85)

est une caractéristique du milieu qu’on appelle la conductivité thermique en CmW 0./ . Elle 

dépend en général de la température et du point considéré Tzyx ,,, , dans le cas de milieu 

homogène ne dépend que de T . Dans le cas général, les corps sont hétérogènes et 

anisotropes, la conductivité est un tenseur d’ordre 2. Le signe moins dans l’équation (85)

provient du second principe de la thermodynamique. 

La loi de Fourier ne fait pas intervenir explicitement le temps : elle postule une réponse 

instantanée en tout point d’un milieu à une perturbation thermique survenant en un point M .

Cette hypothèse est valable tant que les échelles de temps considérées sont grandes devant 

celles caractérisant le transfert par collisions entre porteurs élémentaires (temps de 

relaxation). En pratique, la loi de Fourier est valable dans la quasi-totalité des applications. 

En introduisant la loi de Fourier dans l’équation (83), on peut écrire la quantité de chaleur 

ayant traversé la surface dS dans un intervalle de temps dt par :

dSdtTd n (86)

Ou encore en employant la dérivée normale :
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dSdt
n

T
d (87)

1.2. Transfert convectif, flux convectif et conducto-convectif

Le phénomène de convection

La convection thermique est un transfert d’énergie par rapport à un repère donné, consécutif à 

un transport macroscopique de masse dans ce repère.

O

z

x
y

M

u

dS

n

Figure 18 : Flux convectif

On considère l’écoulement d’un fluide ou précisément un tube de flux élémentaire, c'est-à-

dire un tube auquel les lignes de vitesse sont tangentes (Figure 18). Ce tube de flux coupe un 

plan quelconque (par exemple Oyz) d’un repère suivant une surface élémentaire dS, autour 

d’un point M ; dS est dotée d’une normale orientée n. Le débit de masse à travers dS, noté 

md est donné par :

dSmd nu (88)

Où désigne la masse volumique et u la vitesse locale du fluide par rapport à la surface dS de 

Oyz. A ce transfert macroscopique de masse est associé un transfert d’enthalpie en M par 

rapport à Oyz, caractérisé par un flux convectif cvd :

hmdhdSd cv nu (89)
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Où h désigne l’enthalpie massique locale du fluide en M rapportée à une origine arbitraire 

des températures. Le vecteur flux surfacique convectif est défini par :

hcv uq tel que : hcv nu (90)

On distingue traditionnellement trois types de convection.

- Un phénomène de convection forcée apparaît quand le mouvement du fluide est 

imposé par une cause mécanique extérieure au système. 

- Un phénomène de convection naturelle thermique apparaît spontanément, sous 

certaines conditions, dans un fluide au sein duquel existe un gradient de température 

imposé par le milieu extérieur sous l’effet de la force d’Archimède.

- La convection mixte correspond au couplage des deux phénomènes précédents 

(convections naturelle et forcée) quand les vitesses d’écoulement, fictives, dues aux 

deux types de convection sont, considérées séparément, du même ordre de grandeur.

Quel que soit le type de convection considéré, on distingue suivant la vitesse du fluide deux 

régimes principaux d’écoulement : laminaire et turbulent. Considérons un écoulement dans un 

tube à faible vitesse, l’écoulement se fait de façon ordonnée, parallèlement aux génératrices 

du tube, sans brassage du fluide : c’est un régime laminaire. En tout point, on peut définir de 

façon déterministe la vitesse et la température du fluide.

Si la vitesse croît, à partir d’une vitesse critique cru (qui dépend de la nature du fluide, du 

diamètre du tube, voire de la rugosité des parois), l’écoulement est animé par des mouvements 

tourbillonnaires de caractère apparemment aléatoire ; le mouvement du fluide devenu 

chaotique se fait en trois dimensions. C’est un régime turbulent. Il n’est pas possible de 

prédire la vitesse et la température d’un élément de fluide à un instant donné : seules les

valeurs moyennes temporelles de la température, de la vitesse et différents moments 

statistiques peuvent être connues.
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Dans un problème de convection, il est nécessaire de déterminer à la fois les champs de 

vitesse et de température pour déterminer les flux d’énergie échangés dans le système.

Flux surfacique conductif à une paroi, couplé au phénomène de convection

On considère une paroi solide au contact d’un fluide en mouvement et supposons pour 

simplifier que les transferts radiatifs sont négligeables. Le flux surfacique conductif à la paroi 

S s’écrit en fonction de la conductivité du solide S et du champ de température ST , si la 

paroi est normale à Oy :

p

S
S

pS

cd

y

T
(91)

Le transfert thermique dans le fluide à la paroi est uniquement conductif, puisque la vitesse 

du fluide est en ce point celle de la paroi, c’est-à-dire nulle. Le flux surfacique conductif, côté 

fluide, a pour expression :

p

f

f
pf

cd

y

T
(92)

où f et fT représentent la conductivité et le champ de température du fluide. On a bien 

évidemment, en l’absence de rayonnement et pour une paroi inerte :

pf

f

f

pS

S
S

y

T

y

T
(93)

De plus, la température est continue à la paroi.

Dans l’expression du flux conductif, côté fluide, le problème épineux est de déterminer le 

gradient de température à la paroi 
pf y/T , qui dépend du phénomène de convection. Nous 

appellerons le flux associé, donnée par l’expression (92), flux conducto-convectif cc à la 

paroi (Figure 19), car il résulte d’un couplage entre un phénomène conductif transverse et un 
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phénomène convectif dans le sens de l’écoulement. Pour le déterminer, il est nécessaire, en 

toute rigueur, de résoudre les problèmes thermique et mécanique couplés. Nous allons, en fait, 

adopté un modèle simplificateur qui représente l’effet global de la convection au moyen d’une 

loi dite de Newton [Newton  1749] :

TTh p
y

cc

0
(94)

où PT est la température de paroi constante maintenue dans un écoulement à température et 

vitesse assez loin de la paroi T et u . h est appelé coefficient de transfert convectif à la paroi 

et ne dépend pas de la nature de la paroi ; h dépend uniquement des propriétés physiques du 

fluide (conductivité thermique, chaleur massique, masse volumique, viscosité) et de la nature 

de l’écoulement (laminaire ou turbulent).

u

Solide Fluide

SS T, FF T,

O x

cc,T,h

cd

SP ,TT 0

Figure 19 : Flux conducto-convectif

1.3. Notions de flux radiatif

Tous les corps, qu’ils soient solides, liquides ou gazeux, émettent un rayonnement de nature 

électromagnétique. Cette émission d’énergie s’effectue au détriment de l’énergie interne du 

corps considéré. Quand cette énergie ne dépend que de la température, le rayonnement est dit 

« thermique », par opposition par exemple au rayonnement de luminescence. C’est ce seul 

type de rayonnement qui intervient dans les phénomènes de transfert de chaleur et sous le 

nom « rayonnement », c’est lui seul que nous considérons ici.
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Le rayonnement électromagnétique est défini par sa longueur d’onde ou sa fréquence 

avec :

c
(95)

avec :

n

c
c 0 avec n indice de réfraction du milieu. (96)

smc /10.9979,2 8
0 : vitesse de la lumière dans le vide.
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Figure 20 : Les différents types de rayonnement électromagnétique

Le rayonnement thermique qui concerne le thermicien est en fait une toute petite partie du 

rayonnement électromagnétique (Figure 20). Il est généralement compris entre 0,1 et 100 µm.

On distinguera trois types de milieux matériels, vis-à-vis du rayonnement : deux cas limites 

importants, les corps transparents et les corps opaques, et le cas général des milieux semi-

transparents.

La plupart des gaz simples sont des milieux parfaitement « transparents », ce qui veut dire 

qu’ils n’interagissent pas avec le rayonnement : ni absorption, ni émission, ni réflexion.

La grande majorité des solides et des liquides sont dits « opaques » car ils arrêtent tout 

rayonnement incident (i) dès leur surface. Les phénomènes d’absorption (a), d’émission (e) et 

de réflexion (r) sont des phénomènes de surface (Figure 21). Plus précisément, nous 

définirons un corps opaque comme un milieu tel que la profondeur de pénétration du 

rayonnement est faible devant une dimension caractéristique du système : d . Dans la 

mesure où un corps opaque absorbe du rayonnement (a), il est susceptible d’en émettre (e).
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Le flux surfacique radiatif (ou densité de flux radiatif) R est défini par la relation  (97) avec 

la convention qui consiste à compter positivement le flux suivant Ox :

nq RaeR (97)

Dans cette expression, e et a sont des grandeurs arithmétiques, respectivement les flux 

surfacique émis et flux surfacique absorbé par le corps opaque au point O , Rq est le vecteur 

flux radiatif et n le vecteur normal unité.  Les quantités e et a sont évidemment intégrées 

sur tout le spectre des longueurs d’onde (fréquences) et sur toutes les directions du demi-

espace correspondant. A l’équilibre thermique, le flux radiatif R est nul. 

Corps opaque

Interface(a)

(i)
(r)

(e)

Figure 21 : Comportement radiatif du corps opaque

Quand le milieu n’est ni opaque, ni transparent, il est dit semi-transparent. Cette semi-

transparence est évidemment fonction de la longueur d’onde et les phénomènes sont 

maintenant volumiques. 

2. Equation du transfert radiatif (E.T.R) dans un milieu semi-transparent

2.1. Notions sur les milieux semi-transparents

Un milieu semi-transparent est caractérisé optiquement par un indice de réfraction complexe 

inn̂ . Dans cette expression, n représente l’indice de réfraction du milieu et 

l’indice d’extinction du milieu. L’indice complexe n̂ dépend en général de la fréquence 

du rayonnement mais il varie également en fonction de la variable d’espace r et de la direction 
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. Si la fréquence d’un rayonnement qui se propage dans un milieu semi-transparents est 

invariante, ce n’est pas le cas de sa longueur d’onde qui est fonction de r et de :

,

,
, 0

r

r
r

n

cc
avec :

c

c
n 0 (98)

où : c et 0c représentent respectivement les vitesses de propagation du rayonnement dans le 

milieu et dans le vide.

C’est pourquoi, on utilise de préférence soit la fréquence , soit le nombre d’onde dans le 

vide 0c pour caractériser un rayonnement dans un milieu semi-transparent plutôt que la 

notion de longueur d’onde qui elle est fonction de la nature du matériau.

Définition de la luminance

Le flux radiatif monochromatique élémentaire en provenance d’une surface dS, dans un angle 

solide d , centré sur la direction en un point de vecteur position r s’écrit :

ddSdLddSd cos,,,, ''5 rr (99)

Où :

un, représente l’angle entre la normale à la surface et la direction .

cosdS représente la surface apparente.

n est la normale à la surface.

u est le vecteur unitaire, porté par .

uu
nn

'd 5 'd 5

dddSdS

Figure 22 : Définition de la luminance
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Cette relation constitue en fait la définition de la luminance spectrale (indice ). Elle dépend 

en outre de la direction considérée de l’espace, d’où l’indice supérieur ( ) qui correspond ici 

à cette grandeur directionnelle. Cette double convention concernant les grandeurs spectrales et 

directionnelles sera adoptée dans tout ce qui suit (sauf pour l’indice optique pour lequel ces 

dépendances seront implicites).

La luminance du rayonnement d’équilibre ou rayonnement du corps noir

Dans le vide, la luminance du rayonnement d’équilibre TL0 ou luminance du corps noir est 

une grandeur isotrope, fonction uniquement de la fréquence et de la température. Dans un 

milieu, elle dépend en plus de l’indice de réfraction et par conséquent de r et :

TLnkTh
c

h
TL 021

2

3
0 ,1/exp

,

2
,, r

r
r (100)

La luminance d’équilibre n’est donc isotrope que dans la mesure où l’indice n du milieu est 

lui-même isotrope ou peut être considéré comme tel. Ce qui n’est pas le cas général.

La conservation de l’étendue optique d’un faisceau

Considérons des éléments de surface 1dS et 2dS émettant dans des angles solides 1d et 

2d , selon les directions 1 et 2 et faisant les angles 1 et 2 avec les normales respectives 

aux surfaces. Ces grandeurs sont optiquement conjuguées sur une trajectoire optique courbe, 

d’abscisse s. L’étendue optique d’un faisceau est définie par la grandeur :

ddSn cos2 (101)

La conservation de l’étendue optique du faisceau, s’écrit alors :

222
2
2111

2
1 coscos ddSnddSn (102)
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Figure 23 : Conservation de l’étendue optique d’un faisceau

L’équation (102) habituellement employée en optique géométrique est appelée relation de 

Clausius. Dans le domaine des transferts radiatifs, cette relation est connue sous le nom 

d’équation de Lagrange-Helmoltz.

Absorption

La caractéristique essentielle des milieux semi-transparents est qu’ils sont susceptibles 

d’absorber, d’émettre et de diffuser du rayonnement en chaque élément de volume, tandis que 

pour des corps opaques ces phénomènes étaient considérés comme superficiels.

Considérons le flux '5d associé à un rayon élémentaire se propageant dans d , en s,

normalement à un élément de surface dS dans un milieu semi-transparent. Soit :

ddSdLd ''5 (103)

Ce flux est en partie absorbé dans l’élément de volume dV compris entre s et dss (soit :

dSdsdV ). D’une manière générale, l’expression algébrique du flux absorbé par un élément 

de volume est :

ddVdLsdd
a ''' 66 (104)

est par définition le coefficient volumique monochromatique d’absorption du milieu 

(exprimé en 1cm ). La relation (104) n’a de sens que si dV est arbitrairement petit, plus 

précisément si : 1ds . On dit alors que l’élément de volume est optiquement mince vis-à-

vis de l’absorption.
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Cas particulier d’une colonne homogène et isotherme. 

Pour une colonne rectiligne, de longueur l, homogène et isotherme, le coefficient 

monochromatique d’absorption du milieu est uniforme. Si on considère le seul 

phénomène d’absorption entre s=0 et s=l, le flux transmis en s=l s’exprime en fonction du 

flux incident dans la direction Os en s=0, par intégration de l’équation (104) compte tenu de 

l’équation (103) en posant dV=dS.ds. Soit :

0'exp' 55 dlld (105)

Ce qui fait apparaître les transmittivité ' et absorptivité ' de la colonne, liées par :

lexp'1' (106)

C’est la loi de Beer ou de Bouguer en exponentielle, rigoureuse pout tout milieu, à condition 

de considérer des grandeurs monochromatiques. L’intérêt de la configuration élémentaire de 

la colonne homogène isotherme est d’être celle à laquelle se réduit un calcul dans un milieu 

hétérogène et anisotherme, après discrétisation numérique.

Emission

Tout milieu susceptible d’absorber du rayonnement est susceptible d’en émettre. Le flux émis 

dans l’angle solide élémentaire d , par un volume élémentaire dV, dans d est,  par 

définition :

ddVdsd
e'6 (107)

s est appelé coefficient monochromatique d’émission en s.

Si on fait l’hypothèse de l’équilibre thermique du milieu, la luminance dans toute direction et 

en tout point est la luminance du rayonnement d’équilibre TLn 02 . Le flux absorbé est égal 

au flux émis, compte tenu des équations (104) et (107), il vient :
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TLns 02 (108)

Cette relation se généralise dans l’hypothèse de faible déséquilibre du milieu semi-

transparent. Dans cette hypothèse, le flux émis par l’élément de volume dV, dans l’angle 

solide d , a pour expression :

ddVdTLnd
e 026 ' (109)

Dans le cas particulier d’une colonne homogène et isotherme, à l’équilibre thermique à la 

température  T, le flux incident (en s=0) et le flux partant (en s=l) sont caractérisés par la 

luminance TLn 02 . Soit, si on considère que dS est normale à Os :

ddSdTLnldd 0255 '0' (110)

Or, ld '5 se compose d’un flux émis et d’un flux transmis par la colonne, soit :

ldldld te ''' 555 (111)

Avec :

ddSdTLnldld t 0255 exp0''' (112)

Par définition de l’émissivité monochromatique de la colonne isotherme et homogène du 

milieu comprise entre 0 et l, on pose :

ddSdTLnd e 025 '' (113)

Soit, d’après les équations (110) à (113) :

lexp1''1' (114)
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Les équations (113) et (114) représentent le flux globalement émis et l’émissivité globale de 

la colonne de longueur l. Elles tiennent compte de l’ensemble des phénomènes d’auto-

absorption de rayonnement par la colonne, c'est-à-dire des rayonnements émis par tous les 

éléments ds entre s et (s+ds) et absorbés par les éléments ds entre s et (s +ds ) (Figure 24).

L’expression générale de la luminance en l est alors, pour une colonne isotherme en faible 

déséquilibre avec son environnement :

TLnLlL 02'10''' (115)

Le premier terme représente la luminance du rayonnement transmis par la colonne, le second 

celle du rayonnement émis globalement par celle-ci.

05 'd ld '5

0 l
s

0 ls

dss

's

'ds's

Figure 24 : Phénomène d’autoabsorption de rayonnement par la colonne

Diffusion

La diffusion du rayonnement est un phénomène volumique qui a deux effets (Figure 25) sur 

le flux sd '5 qui se propage dans l’angle solide d :

- Un effet d’extinction (diminution du flux) qui se traduit par le fait qu’une partie du 

rayonnement se propage en (s+ds) dans une direction qui n’appartient plus à l’angle 

solide d .

- Un effet constructif qui traduit le fait qu’une partie du rayonnement qui se propageait 

en dehors de l’angle solide d en s, se propage en (s+ds) dans cet angle solide.
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Le premier phénomène décrit est analogue au phénomène d’absorption. On a alors :

dssddVddLsdsd d '''' 566 (116)

est le coefficient monochromatique de diffusion, généralement exprimé en cm-1. On 

introduit, compte tenu des équations (104) et (116) un coefficient monochromatique 

d’extinction et l’albédo pour tenir compte des deux phénomènes d’absorption et de 

diffusion :

et (117)

Le coefficient d’extinction vérifie :

dVddLd ''6 (118)

où '6d représente le flux arithmétique éteint entre s et (s+ds).

sd dssd

dV
'

sd dssd

dV

'

Figure 25 : Effets de diffusion

Cas particulier d’une colonne homogène et isotherme. 

Le coefficient de diffusion joue exactement le même rôle que le coefficient d’absorption 

, du point de vue de la transmission. 
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Si on considère une colonne, de longueur l, homogène et isotherme, de coefficient de 

diffusion constant , les transmittivités liées à la diffusion et à l’extinction sont :

lexp' et lexp' (119)

Pour la composante constructive, on définit également une fonction de phase de diffusion 

sp ,' qui représente la probabilité qu’un rayonnement dans la direction incidente 

soit diffusé dans la direction .

A un flux incident en s dans un angle solide élémentaire d centré sur la direction , on peut 

associer une luminance sL ,'' . Ce flux a une probabilité 
4

,'
d

sp d’être diffusé 

dans l’angle solide élémentaire d , centré sur . Si on intègre sur tout l’angle solide d , on 

obtient le flux monochromatique diffusé en (s+ds), dans l’angle solide d en provenance de 

toutes les directions de l’espace au point s, soit :

4

0

6 ',''''
4

dsLp
d

dSdsdd
d (120)

La fonction de phase suit une loi de normalisation, soit :

4

0

22 ,'','
4

1
sndpsn (121)

Si on considère le milieu à l’équilibre thermique (luminance isotrope TLn 02 ), la condition 

de normalisation de la fonction de phase permet de montrer que dans ce cas, les termes de 

diffusion constructive et destructive se compensent exactement :

ddSdsdTLsndd dd 0266 ,'' (122)
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2.2. Etablissement de l’Equation de Transfert Radiatif (E.T.R)

Formulation locale de l’équation de transfert

Si on rassemble l’ensemble des résultats obtenus dans le paragraphe précédent, le bilan 

radiatif sur la variation du flux élémentaire '5d entre s et (s+ds) s’écrit alors :

deda ddddd ''''' 66666 (123)

On a également :

sddssdd ''' 556 (124)

En utilisant la définition de la luminance (99) et la conservation de l’étendue optique (101),

on a :

ds
n

L

ds

d
sndsdsdSd

2
26 '

' (125)

D’où l’expression de l’équation aux luminances :

4

0

02
2

2

',''''
4

1

,,'
'

,

dsLp

TLsnsLs
n

L

ds

d
sn

(126)

Si l’indice de réfraction n est constant dans le milieu et si on suppose que le coefficient de 

diffusion ne dépend pas de la direction de propagation, alors l’équation devient :

4

0

02 ','''
4

'
'

dsLpTLnL
ds

dL
(127)

avec :
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1/exp

1

2

5
10

TC

C
TL avec :

KmC

mWC

014388,0

10.741,3

2

216
1 (128)

et :

: coefficient monochromatique d’absorption

: coefficient monochromatique de diffusion

: coefficient monochromatique d’extinction

Si on pose :

« Albédo »

1

L’équation de transfert radiatif (E.T.R) devient :

4

0

0 ','''
4

1'
'1

dsLpTLL
ds

dL
(129)

- 0 milieu absorbant pur

- 1 milieu diffusant pur

La partie gauche de l’équation fait apparaître une loi d’atténuation. La partie droite appelée 

« fonction source », contient deux termes. Le premier prend en compte la réémission du 

milieu. Notons que si le milieu ne fait que diffuser, la contribution de ce terme est nulle. Le 

second terme est relatif au phénomène de diffusion.
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Formulation intégrale de l’équation de transfert

Une formulation, sous forme intégrale, de l’équation de transfert se déduit de l’équation (126)

écrite formellement :

S
n

L

n

L

ds

d
22

''
(130)

avec comme terme source S :

4

0
2

0 ','''
,4

, dsLp
sn

s
sTLsS (131)

Privée de second membre, l’équation (129) a pour solution :

s

dssC
n

L

0
2 ''exp
'

(132)

Sous forme complète, la solution obtenue par la méthode de variation de la constante est, si on 

considère une luminance incidente en s=0 dans la direction 0u :

s s

s

s

dsdsssSdsss
n

L
s

n

L

0 '0

022
'''''exp',''exp,

'
,

'
(133)

Le premier terme de l’équation (133) représente le rayonnement incident en 0 et transmis 

jusqu’en s ; le second terme la somme des contributions des rayonnements émis ou diffusés 

dans d dans tous les segments '',' dsss et transmis de s’ en s. Si on introduit la 

transmitivité monochromatique de s’ à s :

s

s

ss dss
'

' ''''exp' (134)
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L’équation (133) devient :

s

sss ds
s

ssSs
n

L
s

n

L

0

'
1

0022
''

'
'',',

'
,

'
(135)

Dans le cas particulier d’un milieu non diffusant ,0 , elle devient :

s

sss ds
s

sTLs
n

L
s

n

L

0

'
0

0022
''

'
'',

'
,

'
(136)

Sur ces expressions intégrales reposent de nombreuses méthodes de calcul de transferts 

radiatifs. L’intérêt essentiel de cette équation est de faire disparaître le coefficient 

d’absorption au profit de la transmittivité monochromatique d’une partie de trajectoire 

éventuellement hétérogène et anisotherme, noté ss '' . Dans cette approche, il est nécessaire 

de déterminer exactement toutes les transmittivités ss '' de toutes les parties de trajectoires 

utiles en transfert radiatif. En général, une colonne hétérogène et anisotherme est discrétisée 

en cN éléments homogènes et isothermes, indicés j ( cNj ,1 ) de longueur jl et caractérisés 

par un coefficient d’absorption j . Sous forme discrétisée, l’équation (136) devient :

c

ccc

N

j

NjjNjNc TL
n

L
N

n

L

1
1

0
0022

'''0,
'

,
'

(137)

avec :

c

c

N

jj

jjjN l
1'

''exp' (138)

Conditions aux limites de l’E.T.R

Tout problème de transfert radiatif consiste à résoudre l’E.T.R, compte tenu de conditions aux 

limites de type radiatif, éventuellement couplée en tout point d’un milieu à l’équation locale 
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instationnaire de l’énergie, caractérisée elle-même par des conditions aux limites incluant des 

des contributions radiatives. Envisageons, à ce stade, quelques conditions aux limites 

classiques de l’équation de transfert.

Une paroi opaque est en toute généralité caractérisée, en principe, par la donnée en tout point 

d’une réflectivité bidirectionnelle monochromatique [SIEGEL 02] ruu ,',''
ki PP . Cette 

donnée locale, qu’il est généralement difficile d’obtenir, dépend de la direction d’incidence u

dans un angle solide d , de la direction d’émergence u’ dans d ’, de la polarisation iP du 

rayonnement par rapport au plan d’incidence, de la polarisation kP par rapport au plan 

d’émergence (|| ou ), de la fréquence. Elle s’exprime à partir des indices complexes de la 

paroi et du milieu semi-transparent mais dépend aussi, étroitement, de l’état de surface, de la 

composition superficielle du matériau, de son histoire,…, paramètres incontrôlables sauf en 

conditions de laboratoire. Dans l’hypothèse considérée, la condition à la limite s’obtient en 

exprimant la luminance ''L p

Pk
u du rayonnement quittant la paroi opaque dans la direction 

u’ :

2

0

2

0

02

cos,',',''
1

cos,',',''
1

',''

dL

dLTLnL

i

P

i

PP

p

P

k

kkk

ruruu

ruruuru

(139)

où l’émissivité est définie pour un milieu de propagation d’indice n isotrope, par :

2

0

cos,','',',''
2

1
1'' d

kkk PPP ruuruuu (140)

L’utilisation des deux équations au-dessus est limitée, dans des situations concrètes usuelles, 

par le manque de données. Nous nous limiterons à deux hypothèses classiquement faites :

Dans le cas d’une paroi opaque optiquement lisse (en optique infrarouge par exemple), on 

utilise les lois de Fresnel (réflexion spéculaire) qui dépendent de la polarisation :
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rurururu ,'',''1,'','' *02 i

PPP

p

P kkkk
LTLnL (141)

où *'u désigne la direction symétrique de u’ par rapport à la normale locale.

Dans le cas d’une paroi d’état de surface grossier par rapport à la longueur d’onde du 

rayonnement considéré, on fait l’hypothèse d’isotropie de et (réflexion diffuse) :

2

0

02 cos,'
1

dLTLnL ip

Pk
ru

r
rrr (142)

Pour une interface entre milieux semi-transparents, les conditions aux limites sont plus

complexes (cas par exemple de la frontière d’un bain de verre en fusion et d’un mélange de 

gaz de combustion : les deux milieux sont semi-transparents, de natures très différentes). 

Dans le cas idéal où la surface de séparation est optiquement lisse et stable, il convient 

d’utiliser les lois Fresnel (réflexion spéculaire et réfraction) ; nous nous limiterons ici à ce cas 

et supposerons que les parties imaginaires des indices sont, pour les deux milieux, très petites 

devant les parties réelles in . Un rayonnement incident sur l’interface (Figure 26) dans le 

milieu 1 (d’indice 1n supérieur à celui 2n du milieu 2), dans un angle solide d autour de u,

est totalement réfléchi si l’angle d’indice est supérieur à l’angle limite li défini par :

1

2sin
n

n
il (143)

Il est, dans le cas contraire, en partie réfléchi et en partie transmis. Les luminances 

correspondantes vérifient la relation de conservation de l’énergie, valable pour chaque 

polarisation P (|| ou ) :

''cos,''cos,'cos,' * ddSLddSLddSL t

P

r

P

i

P rururu (144)

En divisant cette relation par l’étendue optique dcosdSn2
1 et en utilisant le théorème de 

Clausius, on obtient  la relation de conservation de la luminance :
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rururu ,'
'

,
'

,
'

2
2

*
2
1

2
1 n

L

n

L

n

L t

P

r

P

i

P (145)

On définit la réflectivité et la transmittivité de l’interface par :

i

p

r

p

i

p

r

p

p
L

L

d

d

'

'

'

'
' et   

2
1

2
2

/'

/'

'

'
'

nL

nL

d

d
i

p

t

p

i

p

t

p

p (146)

avec évidemment :

1'' pp (147)

Milieu 1 (n1)

Milieu 2 (n2)

Zone de 
réflexion totale

u

u’

u*

’

Figure 26 : Condition aux limites des deux milieux semi-transparents

3. Couplage des champs conductif et radiatif dans un milieu semi-

transparent

Généralement, lorsque deux surfaces à températures différentes sont séparées par un milieu 

transparent, les échanges radiatifs n’influent sur ces transferts de chaleur et de quantité de 

mouvement au sein du milieu que par les conditions aux limites puisque le rayonnement tend 

à diminuer l’écart de température et donc à modifier les mouvements moléculaires au 

voisinage des surfaces [G. LAURIAT 76]. Par contre lorsqu’elles sont séparées par un milieu

semi-transparent, l’interaction du rayonnement et de la matière constitue un mode 

supplémentaire de transfert de chaleur et de quantité de mouvement en tout point du milieu. 

Dans bien des cas, la prédominance de l’un des modes de transfert permet de simplifier 
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l’analyse en considérant que seul le rayonnement intervient ou au contraire qu’il est 

négligeable devant la conduction ou la convection. Cependant, les progrès technologiques 

nécessitent, d’une part une analyse plus fine des phénomènes, ce qui remet en cause des 

approximations admises auparavant, et d’autre part des processus industriels font intervenir 

des gradients de température de plus en plus élevés de sorte que le transfert radiatif devient du 

même ordre de grandeur que les autres modes transfert. 

Dans cette partie, nous allons aborder quelques modèles simples pour résoudre le problème du 

couplage conduction-rayonnement. D’autres modèles plus complexes seront décrits dans les 

chapitres suivants. 

Dans les modèles mis en place dans cette partie, nous allons interpréter le transfert de chaleur 

dans le milieu comme étant la « superposition » d’un transfert purement conductif et d’un 

transfert radiatif (découplage des deux modes de transfert).

3.1. Equation des transferts de chaleur par conduction et par rayonnement

Si on considère un milieu semi-transparent, le flux en un point r est constitué d’une 

composante conductive cdq et d’une composante radiative Rq : Rcd qqq . L’E.T.R est 

couplée avec l’équation générale de l’énergie :

PT
t

T
C Rcd

p qqu (148)

Dans le cas d’un milieu solide, 0u (pas de transport convectif). P représente l’ensemble 

des sources et puits de chaleur volumiques, d’origine non radiative. La densité de flux radiatif 

Rq s’exprime à partir des luminances :

0

4

0

dd,'Lt,rq R r (149)

Comme : Tcdq ,
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On a :

t

T
CPdivT p

Rq (150)

Le transfert radiatif fait apparaître un terme source dans l’équation de la chaleur :

RR divP q (151)

Ce qui conduit à :

t

T
CPPT p

R (152)

Les couplages qui apparaissent sont multiples :

- La luminance r,'L en un point donné r dépend par l’intermédiaire de l’E.T.R du 

champ de température t,T r en tout point du système et des températures des parois 

opaques. Dans le cas de parois semi-transparentes, la luminance dépend également du 

champ de température et des conditions aux limites des autres milieux. Ceci est une 

conséquence directe de l’interaction instantanée à grande distance du transfert radiatif 

(vitesse de la lumière).

- De même, le champ de température t,T r dépend du champ de luminance à travers le 

terme de puissance radiative qui apparaît dans l’équation de la chaleur :

40

,', dL
s

dtPR
rr (153)

- Un dernier couplage est réalisé par les conditions aux limites thermiques qui font 

intervenir entre autres la densité normale du flux radiatif à la paroi :

0

4

0

,', RRR ddLtr nqunr (154)
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Ici, n et u désignent respectivement les vecteurs unitaires de la normale à la paroi et de la 

direction de propagation . Compte tenu du fort couplage qui existe entre le champ de 

température et le champ des luminances, il est difficile d’obtenir directement l’expression 

analytique du champ de température au sein du matériau. Les méthodes analytiques consistent 

à poser certaines hypothèses simplificatrices pour obtenir un champ de température approché. 

Il existe alors un compromis entre la simplicité du modèle qui suppose de nombreuses 

hypothèses et un modèle plus sophistiqué qui ferait appel à des hypothèses moins fortes mais 

qui serait également plus lourd à mettre en œuvre. 

3.2. Résolution de l’E.T.R entre deux plans parallèles, d’extension infinie

Simplifications du modèle : première approche

Projection de l’E.T.R

Un cas particulier intéressant que l’on peut résoudre de manière analytique est celui d’un mur 

infini, d’épaisseur e. l’extension infinie des plans parallèles nous permet de supposer la 

symétrie azimutale des luminances, lorsque l’on travaille dans un repère en coordonnées 

sphérique (repère local).

La luminance ne dépend plus alors que de la coordonnée d’espace s et de l’angle :

,',,' sLsL (155)

On peut donc se ramener à un problème plan. Dans le cas où les conditions aux limites 

relatives aux deux plans sont uniformes sur toute la surface, le flux conductif n’est plus 

fonction que de z.

En revanche, l’E.T.R est écrite le long de l’abscisse curviligne s, parallèle à la direction de 

propagation du rayonnement . Il est commode de projeter cette équation selon l’axe z,

perpendiculaire aux deux faces pour travailler uniquement en (z, ) :
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,',' zLsL (156)

Pour cela, on pose :

cos
dz

d

dz

d

ds

dz

dz

d

ds

d
cos (157)

L’équation s’écrit alors :

4

0

0 ','''
4

1'
'

dsLpTLL
dz

dL
(158)

Hypothèse du milieu gris

On suppose ensuite que le milieu est gris, c'est-à-dire que les grandeurs radiatives sont 

indépendantes de la longueur d’onde. L’équation devient :

4

0

0 ','''
4

1'
'

dsLpTLL
dz

dL
(159)

Remarque :

Nous avons réalisé l’intégration de l’équation précédente sur toutes les longueurs d’onde. La 

luminance du corps noir TL0 de l’équation (158) dépend de la longueur d’onde. Ici dans 

l’équation (159), TL0 représente la luminance intégrée sur toutes les fréquences. Elle vaut :

/42 Tn (n : indice optique du milieu).

Décomposition des luminances

L’angle varie sur l’intervalle ,0 . Les valeurs de sont donc comprises entre -1 et 1. Les 

pressions des luminances sont complètement  déterminées si l’on connaît les luminances aux 

parois :
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,0','
0

LzL
z

pour 10 2/0 (160)

,',' eLzL
ez

pour 01 2/ (161)

Les conditions aux limites ne font intervenir les luminances que d’un seul demi-espace (du 

côté du milieu pour chacun des plans). Pour 0 , il apparaît une dégénérescence de 

l’équation. Pour toutes ces raisons, il est commode de décomposer la luminance en deux 

composantes non nécessairement isotropes :

01,'

10,'
,'

zL

zL
zL (162)

La décomposition des luminances en deux composantes telle qu’elle a été introduite 

précédemment permet de mettre en place un formalisme comparable à celui des radiosités.

Dans ce qui suit, pour indiquer que le domaine de variation de la variable est compris soit 

dans l’intervalle 1,0 , soit dans l’intervalle 0,1 , nous marquerons la variable 

respectivement de l’exposant + et - .

L’E.T.R se décompose alors en deux équations couplées :

0

1

1

0

0

'','','','',
2

...

...1,'
,'

dzLpdzLp

TLzL
dz

zdL

(163)

0

1

1

0

0

'','','','',
2

...

...1,'
,'

dzLpdzLp

TLzL
dz

zdL

(164)
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Expression du flux radiatif

Le flux radiatif qui intervient par le biais de sa divergence comme terme source dans 

l’équation de la chaleur correspond à l’intégration selon toutes les directions de la luminance 

projetée selon la normale :

2

0 0

sincos,,' ddzLzMzr (165)

Par hypothèse, les luminances ne dépendent pas de (symétrie azimutale), d’où :

0

sincos,'2 dzLzM (166)

On se ramène à une intégration dans les premier et deuxième quadrants :

2/

2/

0

sincos,'2sincos,'2 dzLdzLzM (167)

La relation (167) suggère de décomposer l’émittance en deux composantes. Une composante 

positive qui correspond à la luminance dirigée selon z et une composante négative 

correspondant à la luminance orientée dans le sens opposé, soit :

zMzMzM (168)

avec :

2/

0

sincos,'2 dzLzM (169)

2/

sincos,'2 dzLzM (170)
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Comme :

cos dd sin (171)

1

0

,'2 dzLzM (172)

1

0

,'2 dzLzM (173)

On effectue le changement de variable dans la seconde expression afin de se ramener 

au même intervalle de variation pour dont les valeurs seront alors comprises entre 0 à 1 :

1

0

,'2 dzLzM (174)

1

0

,'2 dzLzM (175)

On a ainsi :

1

0

''2 dzLzLzMzMzr (176)

Dans le cas d’une luminance isotrope, on trouve bien la relation :

zLzLzMzMzr '' (177)

Résolution de l’E.T.R dans le cas d’un matériau non diffusant (absorbant/émettant)

On considère un milieu semi-transparent compris entre deux plans parallèles, distants de e,

indéfinis, à propriétés radiatives isotropes et uniformes et caractérisés par conditions aux 

limites uniformes. La température T(z) et le coefficient d’absorption z ne dépendent que 

de z (Figure 27). Le milieu semi-transparent, d’indice n uniforme, absorbe et émet du 
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rayonnement mais ne diffuse pas. On se propose de calculer le flux radiatif zR en tout 

point z compris entre les parois ainsi que la puissance volumique zPR . Une direction est 

caractérisée par le vecteur unitaire ,u d’angle avec l’axe Ox. Compte tenu de la 

symétrie plane du système plane du système, le champ de luminances ne dépend que de 

cos , on pose :

cos ]1,1,0

cos/zs

Dans le cas particulier d’un milieu absorbant/émettant, les équations aux luminances (163) et 

(164) deviennent :

zTLnL
dz

dL 02'
'

(178)

zTLnL
dz

dL 02'
'

(179)

Les composantes des luminances sont maintenant découplées et apparaissent de façon 

indépendante dans chaque équation différentielle. Donc, on peut les résoudre 

indépendamment.

1 2

0 ez

s

T1 T2

1
2

,u

Tzn ,,

Figure 27 : Mur plan non diffusant hétérogène et anisotherme

D’après l’équation (136), la luminance du rayonnement se propageant dans la direction u vers 

les z positifs (z+ soit 0 ) est :
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'ss

s

sss ds
s

sTLnLsL
0

'
02

0 ''
'

',0'',' (180)

'zz
z

zzz dz
z

zTLnLzL
0

'
02

0 ''
'

',0'',' (181)

Dans cette expression la luminance 0L dépend de z par la température locale T(z ) et zz '' ,

égale à ss '' , désigne la transmittivité monochromatique directionnelle du milieu, suivant u,

de z à z :

/,'exp' ' zzezz (182)

e est par définition l’épaisseur optique d’une colonne normale aux parois planes entre z et z,

l’épaisseur optique est une grandeur sans dimension qui joue un rôle essentiel en transferts 

radiatifs :

z

z

dzzze
'

'',' (183)

Si on considère la propagation du rayonnement vers le z négatifs (sens z ; 0 et zz' )

les quantités zze ,' et zz
z

''
'

sont négatives. Il vient alors :

zz'
z

e

zzez dz
z

zTLneLzL ''
'

','',' '
02 (184)

L’intégrale au second membre de cette équation est bien positive.

Le flux surfacique radiatif en un point z quelconque vaut :

zzdzLdz RRR

0 0

sincos,'2 (185)
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où on a posé :

0
1

0
0

,'2 dzLdzR (186)

0 ' '
1

0
0

''','2 dzLdzR (187)

La puissance volumique dissipée en un point z est d’après l’équation (151) :

z
dz

d
z

dz

d
z

dz

d
zP

RRR
R (188)

Expression des flux

Nous ferons, à ce stade, l’hypothèse d’une distribution isotrope des luminances des 

rayonnements quittant les parois notées 0L et eL ; cette hypothèse se justifie dans les 

cas de parois opaques à propriétés radiatives isotropes. Dans ces conditions, il vient d’après 

les équations (181) et (184) :

0 0 3
02

3 ','
'

',002 ddzzzeE
z

zTLnzeELz
z

R (189)

Où apparaît la fonction intégro-exponentielle d’ordre 3 notée 3E , l’équation (189) est 

réécrite :

0 0 '
02

0 '
'

'0 ddz
z

zTLnLz
z

zzz

R (190)

où apparaît la quantité :

1,'20 3' zzeEzz (191)
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qui représente la transmittivité du mur hétérogène et anisotherme compris entre les plan z’ et z

vis-à-vis d’un rayonnement source isotrope (soit le rayonnement d’équilibre, soit le 

rayonnement partant de la paroi). La fonction 3E vaut effectivement ½ pour 0e et 0 pour 

e ce qui est compatible avec les propriétés d’une transmittivité. De la même façon, on 

obtient après intégration sur ' :

0 '
02 '

'
' ddz

z
zTLneLz

z

e
zzez

R (192)

avec maintenant :

1',20 3' zzeEzz (193)

Les équations (190) et (192) généralisent les expressions relatives à un mur plan homogène et 

isotherme. Les premiers termes correspondent à la transmission jusqu’à z du rayonnement 

issu d’une paroi, (z=0 ou z=e) ; les seconds termes aux effets cumulés des rayonnements émis 

par les tranches de murs (z’,z’+dz’) et transmis jusqu’au plan z.

Les relations permettant d’exprimer 0L et eL sont, pour des parois opaques à propriétés 

radiatives isotropes, avec les notations de la Figure 27 :

010 11
02

1 LTLnL (194)

eLnTLeL 2
22

0
2 1 (195)

00 RddL (196)

eddeL R (197)
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Les quatre luminances  0L , 0L , 0L et 0L s’obtiennent par résolution du système 

linéaire associé à chaque valeur de la fréquence.

Expression des puissances

En utilisant la  relation différentielle :

',lim'','',
'00

zzfdzzz
z

f
dzzzf

dx

d

zz

zz

(198)

La puissance radiative volumique  zP R est donnée par l’équation (186) :

6
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zz

zLddz
zz

zLd

d
z

zL
z

zL

d
z

L
z

eLzP

(199)

Les différents termes de cette équation correspondent aux puissances :

(1) : partant de la paroi z=e et absorbée en z (>0) ;

(2) : partant de la paroi z=0 et absorbée en z (>0) ;

(3) : émise par la tranche en z vers les z’>z (<0) ;

(4) : émise par la tranche en z vers les z’<z (<0) ;

(5) : émise par la tranche en z’ (z’>z) et absorbée par la tranche en z (>0) ;

(6) : émise par la tranche en z’ (z’<z) et absorbée par la tranche en z (>0)

En utilisant les propriétés des fonctions intégro-exponentielles, cette équation s’écrit de façon 

plus explicite :
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0

0
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0

0
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,00,2

z
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dzzzeEzzzLd

dzzzeEzzzLd

dzLz

dzeELezeEeLzzP

(200)

Les expressions précédentes, bien qu’un petit peu austères, ont été détaillées dans la mesure 

où le cas du mur plan traité précédemment est l’un des seuls cas réalistes qui conduisent à une 

solution (presque) analytique, avec des champs monodimensionnels de température, de 

coefficients d’absorption et d’indices. Il constitue un cas-test classique et redoutable pour les 

codes de transfert bi- et tridimensionnels.

Approximation conductive (sans diffusion)

On considère un milieu tel que sur une distance, dépendant de la fréquence notée et 

vérifiant :

/3 (201)

Les quantités xTT /,, , peuvent être considérées comme uniformes. Le milieu est alors 

localement optiquement épais, sur une distance de l’ordre de et le flux radiatif prend une 

forme remarquablement simple. On a alors :

z 0,0 zeEn 4,3n (202)

Si on pose, d’après l’équation (181) :

zz' '',' dzzduzzeu (203)
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(204)

'zz ''', dzzduzzeu (205)

3

101
'', 4

0

, 33

E
duuEdzzzeE

eze

z

e
(206)

Dans ces conditions, les équations (190) et (192) deviennent, pour z :

T
z

dTL
dT

dn
dzLnzR

0

0
2

0

02

3

2
(207)

T
z

dTL
dT

dn
dzLnzR

0

0
2

0

02

3

2
(208)

Soit :

z

T
Tz R

RRR (209)

Expression remarquable : A cette limite des milieux optiquement épais le phénomène de 

transfert radiatif devient diffusif ; TR est une conductivité radiative, très fortement 

dépendante de la température locale :

3
2

0

02

3

161

3

4
T

n
dTL

dT

d
nT

R

R (210)

Cette relation qui définit la moyenne de Rosseland R du coefficient d’absorption. A 

température élevée, la conductivité radiative devient pour des matériaux tels que les verres et 

certains réfractaires beaucoup plus importante que la conductivité phonique, à laquelle elle 

s’ajoute.
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Il est important de souligner que l’obtention de l’équation (210) ne résulte pas d’un hasard 

providentiel. Il y a une analogie très complète entre transport d’énergie cinétique par les 

molécules d’un gaz monoatomique, pour simplifier, qui mène à la conductivité thermique et 

le transport de quanta d’énergie h par des photons qui mène à la conductivité radiative. 

Dans un milieu optiquement épais, les conditions du champ de rayonnement  sont proches de 

celle de l’équilibre thermodynamique local : c'est-à-dire que le champ ne diffère que par une 

petite perturbation, d’ordre 1, d’un état d’équilibre radiatif tangent, caractérisé par la 

luminance zTL0 dans toutes les directions au point zM . En effet, les premiers termes 

des expressions des flux R et R dans les équations (207) et (208) correspondent aux 

contributions d’équilibre. Or c’est précisément au voisinage de l’E.T.L pour la matière, et 

uniquement dans ce cas, que le flux conductif peut-être exprimé grâce à l’hypothèse de 

fermeture de Fourier : voir (FERZIER et KAPER 72 ; TAINE 00), par exemple.

L’équation (210) se généralise à trois dimensions sous la forme de la loi de Fourier radiative :

TTz R

R . (211)

A condition que l’indice optique local du milieu soit isotrope ; dans le cas contraire, on 

obtient un tenseur de conductivité, comme en conduction thermique. Notons que la très forte 

dépendance de TR avec la température rend les problèmes de conduction radiative 

fortement non linéaires en T .

Il convient d’autre part de veiller à ce que la condition /3 soit bien vérifiée en tout 

point du système et pour toutes les zones spectrales jouant thermiquement un rôle appréciable. 

Au voisinage des parois, dans les couches limites d’un fluide semi-transparent comme un 

verre en élaboration dans un bain, même si le mouvement est très faible, cette condition est 

rarement vérifiée ; il est alors nécessaire de recourir à un traitement exact à partir des 

équations (190) et (192). Un modèle monodimensionnel est généralement approprié, de façon 

locale, et ne pose aucune difficulté. Dans le cas d’un gaz, le milieu n’est jamais optiquement 

épais sur tout le spectre utile.
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Extension du modèle à d’autres conductivités radiatives

Dans le modèle mis en place dans le paragraphe précédent qui suppose un milieu à très grand

épaisseur optique, nous avons pu interpréter le transfert  de chaleur dans le milieu comme 

étant le « superposition » d’un transfert purement conductif et d’un transfert radiatif. Nous 

avons vu alors que le transfert radiatif pouvait être pris en compte, à l’aide d’une simple 

résistance thermique. Par analogie avec le transfert conductif, il a été possible ensuite de 

définir une conductivité radiative, fonction des propriétés optiques du matériau (absorption) et 

de ses parois (réflexion, absorption et émission).

L’objet de cette partie sera d’étendre ce type de modèles à des milieux d’épaisseurs optique 

moyennes, en proposant d’autres expressions pour la conductivité radiative.

Très faible épaisseur optique : 10 Ke (modèle sans couplage)

Sous l’hypothèse d’une faible épaisseur optique, nous supposons que les transferts conductif 

et radiatif sont parfaitement découplés au sein du milieu. Ce qui signifie en particulier pas 

d’absorption, et donc pas de réémission dans le milieu (flux radiatif constant). Le couplage 

entre flux radiatif et conductif a lieu dans ce cas, uniquement au niveau de la paroi. 

L’expression pour la conductivité radiative s’écrit :

3

21

2

1
11

4
T

en
r (212)

Modèle de Rosseland : 10 (forte interaction)

Dans ce modèle, on cherche à interpréter l’équation de transfert radiatif comme une équation 

de diffusion pure. Le milieu est supposé suffisamment épais pour que les parois ne puissent 

pas interagir entre elles. Donc, les propriétés optiques des parois (réflexion et émission) 

n’interviennent pas. On a :

3
2

3

16
T

n
r ( ) (213)
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Modèle de Poltz-Jugel : 10

La détermination de la conductivité radiative s’effectue là encore en cherchant à interpréter le 

transfert radiatif comme un processus de diffusion thermique, en linéarisant la fonction de 

Planck au premier ordre en température. L’auteur suppose également un faible gradient de 

température dans le milieu. 

On trouve alors ( e0 ) :

3
2

3

16
T

Yn
r (214)

Avec :

2
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Cas limites :

0 : il est clair que lorsque l’épaisseur optique est grande, 1Y . On retrouve la 

conductivité de Rosseland.

00 : dans ce cas, si on développe la fonction Y au premier ordre en 0 :

21

21
0 14

3~
Y 3

21

212

1
4 Tenr (216)

L’expression de Poltz-Jugel tend vers la conductivité donnée par le modèle des très faibles 

épaisseurs optiques.

Modèle de l’équilibre radiatif (Equilibre Thermique Local) : 10 Ke

Ce modèle repose sur l’hypothèse d’un milieu où les gradients de température sont peu 

importants. On a la conductivité radiative :
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Modèle de Dessler (Rosseland modifié) :

Il est clair que le modèle précédent ne permet pas de retrouver le cas limite des fortes 

épaisseurs optiques ( e ). L’idée développée par Dessler consiste à mettre en place un 

modèle hybride qui serait valable quelle que soit l’épaisseur du milieu considérée. Il consiste 

à faire l’approximation de Rosseland dans le milieu et celle de l’état stationnaire au voisinage 

des parois (E.T.L). Il trouve alors une expression pour la conductivité radiative qui a la forme 

suivante :
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Ce modèle donne d’excellents résultats sur une large gamme d’épaisseur optique mais reste 

imparfait, notamment pour les très faibles épaisseurs optiques.

Modèle de l’équilibre radiatif modifié :

Pour rendre compte de l’imperfection du modèle de Dessler, une correction à été proposée.

Elle consiste en une fonction de correction eK qui vaut 1 pour de faibles épaisseurs 

optiques (conforme à l’E.T.L) et 4/3 pour de fortes épaisseurs optiques (modèle de 

Rosseland) :
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e
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r (219)

avec :

e.exp../e..exp./eK 61145175031568650175034 (220)
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Les deux conductivités radiatives qui sont permettent d’obtenir un large domaine de validité 

sont le modèle de Poltz-Jugel et le modèle de l’équilibre radiatif modifié.

Les autres modèles peuvent s’obtenir facilement à partir de ces expressions en faisant les 

hypothèses adéquates. Nous donnons notre préférence pour la première méthode. En effet,

bien que les deux modèles présentent le même comportement pour les faibles épaisseurs 

optiques, il semble cependant que le modèle de Poltz-jugel permette de mieux décrire le 

passage des faibles aux fortes épaisseurs optiques. En particulier, dans le cas de deux parois 

réfléchissantes, on ne retrouve pas Rosseland par le modèle de l’équilibre radiatif.

4. Validation

Dans le chapitre précédent, on a présenté le remplissage des moules du verre fondu dans le 

cas idéal isotherme, c’est à dire dans le cas où seules les équations de Navier-Stokes et 

d’Advection ont été résolues. Dans cette partie, nous allons introduire la thermo-dépendance 

des grandeurs physiques (en particulier pour la viscosité et la conductivité thermique) et 

couplé avec la mécanique des fluides et le transfert thermique et prendre en compte la paroi 

solide. Une validation numérique sera effectuée par comparaison de deux codes : Aquilon et 

Femlab (Comsol Multiphysics).

4.1. Viscosité dépendante de la température

Dans le code de calcul numérique Aquilon que l’on utilise pour simuler le remplissage des 

moules, on résout l’équation d’énergie couplée aux équations de Navier-Stokes. Dans ces 

équations, les propriétés thermophysiques des fluides et des matériaux sont constantes. 

Pour prendre en compte la thermodépendance des différentes propriétés, notamment pour la 

conductivité thermique et de la viscosité, on a écrit un nouveau module (« Aquilem.f90 »). 

Pour valider ce module, nous avons choisi  un cas test dont la configuration est présentée dans 

la Figure 28. Il s’agit d’un écoulement de fluide visqueux entre deux plans infinis 

(écoulement de type Poisseule) d’un fluide soumis à un gradient de température. 
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On impose au fluide une vitesse uniforme à l’entrée du canal. Les conditions aux limites 

thermiques sont indiquées sur la figure.
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Figure 28 : Condition aux limites pour les cas où la viscosité et la 

conductivité thermique dépendent de la température

Quand la viscosité est constante, on retrouve un champ de vitesse classique sous forme de 

profils paraboliques symétriques (Figure 29). Par contre, lorsque la viscosité du fluide est 

fonction de la température ( 5
0 exp/ TT ), les profils sont modifiés et deviennent 

asymétriques (Figure 30). En effet, lorsque la température augmente, la viscosité du fluide 

diminue et la vitesse du fluide augmente.

La comparaison Aquilon-Femlab montre une parfaite concordance, ce qui valide le module et 

la faculté d’Aquilon de pouvoir traiter des problèmes non linéaires comme la prise en compte 

de propriétés thermophysiques fortement thermodépendantes.

Figure 29 : Champs de température et profils de vitesse dans le cas d’une conductivité 
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thermique et d’une viscosité dynamique constantes

Figure 30 : Champs de température et profils de vitesse dans le cas d’une conductivité 

thermique constante et d’une viscosité dynamique thermodépendante

4.2. Conductivité dépendante de la température

Le problème de la thermodépendance de la conductivité est très importante, car une des 

méthodes pour résoudre l’E.T.R consiste à utiliser une conductivité radiative équivalente, qui 

en général, est une fonction du troisième ordre de la température 3T . Pour prendre en compte 

cette non-linéarité, nous avons introduit la prise en compte de cette thermodépendance dans  

« Aquilem.f90 ».

La validation de cette fonctionnalité est faite comme précédemment par intercomparaison des 

résultats obtenus par Aquilon et Femlab.  La configuration est la même que précédemment

(Figure 28). 

La conductivité choisie est donnée par : 3
0 51 TT .

La Figure 31 montre les résultats obtenus. La concordance entre les deux codes est bonne, ce 

qui valide le module. 

On constate en particulier, que lorsque la température augmente, le flux thermique est plus 

élevé puisque la conductivité est plus grande (comparaison des Figure 30 et Figure 31).
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Figure 31 : Conductivité dépendante de la température : 3
0 51 TT

4.3. Source radiative « rq »

Nous avons vu que le couplage de l’équation de la chaleur avec l’E.T.R se traduisait dans 

l’équation de la chaleur par l’apparition d’un terme source égal à la divergence du flux 

radiatif : rq . Une façon simple de prendre compte ce couplage est d’exprimer cette 

divergence comme un phénomène de diffusion : Tq radr (voir notion de 

conductivité radiative équivalente). 

Numériquement, exprimée ainsi le flux radiatif se traite de la même manière que le flux 

conductif en définissant une conductivité apparente comme étant la somme de la conductivité 

phonique et de la conductivité radiative : TT radphapp avec 3TT phrad .

Cette approche n’est qu’une approximation du transfert radiatif. Si on veut prendre en compte 

de façon plus précise le rayonnement, il est nécessaire de traiter rq comme un véritable 

terme source. Pour cela, nous avons rajouté dans Aquilon un module pour le calcul du flux 

radiatif et de sa divergence. 

Pour la validation de ce nouveau module, nous avons considéré un cas simple en posant 

Tq radr avec : 3TT phrad . Formellement, le problème à résoudre est le même que 

précédemment mais numériquement il est traité différent. Il doit cependant conduire au même 

résultat, ce qui est le cas si on compare les résultats obtenus sur les Figure 32 et Figure 33.
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Figure 32 : TT radphapp et 3TT phrad (Conductivité radiative)

Figure 33 : constph et TTTq phradrad

3 (Terme source)



120

4.4. Couplage thermique entre solide et fluide

L’étude du couplage thermique un fluide et une paroi joue un rôle important les transferts 

thermiques. Dans la littérature, différents modèles ont été mis en place pour prendre en 

compte cet effet : résistance thermique ou coefficient d’échange par exemple. Ces modèles 

sont certes intéressants mais dans certaines situations ils sont parfaitement inconnus.

Il paraît judicieux alors de prendre en compte la présence de la paroi dans la simulation du 

remplissage de moules. Pour cela, il faut traiter le couplage thermique ente un milieu solide et 

un fluide. Le cas test est décrit sur la Figure 34. Dans l’écoulement de Poiseuille entre deux 

plans, on a placé une inclusion solide dont la température est imposée. Les conditions aux 

limites sont données sur la Figure 34. Les résultats des calculs Aquilon sont donnés sur la 

Figure 35.
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Figure 34 : Conditions aux limites
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Figure 35 : Couplage thermique entre solide et fluide
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4.5. Remplissage d’un moule en forme de « U » par gravité par du verre fondu (cas 

aisotherme)

Dans cette partie, on étudie un cas plus complexe (Figure 36) du remplissage de moules par 

du verre fondu. Ici, on prend en compte l’ensemble des phénomènes physiques étudiés 

précédemment : l’écoulement diphasique avec l’utilisation du modèle à 1 fluide, le couplage 

thermique entre solide et fluide avec la résolution du couplage des équations physiques et 

prise en compte le transfert radiatif dans le transfert thermique en utilisant la conductivité 

radiative.
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Figure 36 : Conditions aux limites

Comme condition initiale, on place une quantité du verre de forme rectangulaire avec une

température initiale réduite de 1 sur un moule d’acier en forme de U et avec une température 

initiale à 0.5. Les caractéristiques des matériaux sont présentées dans le Tableau 5 et les 

résultats du calcul Aquilon (Température et champ de vitesse) sont présentés sur la Figure 37.

Verre fondu Acier Air

(W.m
-1

.K
-1) 1 40 0.0263

(Pa.s) 100 - 1.85x10-5

(kg.m
-3) 2500 2000 1.177

Tableau 5 : Caractéristique des matériaux

On observe l’échauffement du moule au contact de la pâte de verre, la diffusion et convection 
de la chaleur dans l’air, ainsi que la mise en œuvre d’un mouvement convectif dans l’air. 
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Figure 37 : Ecoulement du verre fondu par gravité (anisotherme)
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Conclusion 

Dans ce chapitre a été abordé le problème du transfert radiatif et de son couplage aux autres 

modes de transfert. 

Une approche « conductivité radiative » a été mise en place dans le code Aquilon. 

Un module « Aquilem.f90 » a été développé pour prendre en compte la thermodépendance 

des propriétés thermophysiques, en particulier de la viscosité dynamique et conductivité 

thermique du fluide, ainsi que la prise en compte du couplage de l’équation de la chaleur et de 

l’E.T.R à travers le terme source rq . Ce module a pu être validé par inter-comparaison des 

résultats obtenus par Aquilon et Femlab. 

Enfin, la résolution d’un cas complexe de remplissage de moules verriers par gravité a montré 

la capacité du code à traiter les couplages écoulement diphasique-thermique et écoulement 

diphasique-parois entre l’air, la pâte de verre liquide et les parois du moule solide. 
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Chapitre III

Résolution générale de l’E.T.R : 

« Méthode explicite directe »
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Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les méthodes de résolution de l’E.T.R. Après une première 

partie où les différentes méthodes approchées et fines seront présentées, nous décrirons plus 

en détail la méthode dite « explicite directe » (méthode fine) que nous proposons d’utiliser 

pour résoudre l’E.T.R. 

Nous présenterons le principe de cette méthode dans le cas général 3D, puis nous 

l’appliquerons dans le cas particulier 1D d’un mur d’extension infinie et d’un mur d’extension 

fini 2D. Ces cas simples nous servirons de cas de validation pour valider la méthode 

approchée que nous proposons d’utiliser et qui sera présentée dans le Chapitre suivant.   
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1. Les méthodes existantes pour résoudre l’E.T.R

1.1. Les méthodes approchées

Approximation de Rosseland

L’approximation de Rosseland est apparue pour la première fois dans le domaine de 

l’astrophysique ([ROSSELAND 36]). Rosseland suppose que le milieu semi-transparent 

considéré est optiquement épais, en d’autres thermes que l’épaisseur du milieu est beaucoup 

plus grande que le libre parcours moyen des photons. A partir de cette hypothèse, l’équation 

du transfert radiatif se simplifie considérablement pour donner une équation, similaire à la loi 

de Fourrier, faisant intervenir le flux radiatif ([OZISIK 73]) :

z

T
Tz R

R

(221)

où R est la conductivité radiative donnée par :

3
2

3

16
T

n
TR (222)

est la constante de Stefan-Boltzmann. est le coefficient d’extinction. La formulation 

proposée par cette méthode n’est valable rigoureusement que dans le cas d’un milieu diffusant 

de façon isotrope. De plus, on peut noter que cette approximation ne s’applique correctement 

que loin des frontières du milieu. Aussi, cette approximation reste très limitée dans son champ 

d’application.

Le modèle à deux flux

Cette approximation a été proposée pour la première fois par Schuster et Schwartzchild 

([CHANDRASEKHAR 60]). 

L’hypothèse simplificatrice consiste à décomposer la luminance en deux composantes, 

supposées constantes par demi-espace.
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L’E.T.R se ramène alors à un système de deux équations différentielles, l’une pour la 

composante positive du flux dans l’hémisphère positif et l’autre pour la composante négative 

dans l’hémisphère négatif. Dans son travail de thèse, Guilbert a utilisé cette méthode 

[GUILBERT 85].

Les méthodes approchées que nous venons d’exposer ont l’avantage de représenter le transfert 

radiatif comme un phénomène diffusif, permettant ainsi de définir par analogie avec la 

conduction une conductivité radiative. Le problème d’un transfert couplé radiatif et conductif 

peut alors être traité comme un transfert conductif par additivité simple des flux. Cependant, 

selon TONG et TIEN, LEE et UNY, ces méthodes sont insuffisantes pour représenter de 

façon précise le transfert radiatif, en particulier dans des milieux semi-transparents qui 

présentent une diffusion fortement anisotrope.

1.2. Les méthodes numériques fines ou détaillées

La méthode des zones

Cette méthode a été proposée pour la première fois par [HOTTEL et COHEN 58]. Elle 

consiste à diviser le milieu en un nombre fini de zones volumiques isothermes et les surfaces

entourant le milieu en un nombre fini de zones surfaciques isothermes. L’E.T.R est modélisée

en écrivant un bilan d’énergie sur chaque zone. Ce bilan fait intervenir des facteurs d’échange 

directs qui représentent la fraction d’énergie radiative quittant une zone et absorbée par une

autre zone. Les échanges pouvant intervenir sont du type surface-surface, volume-surface ou 

volume-volume. 

La procédure qui consiste à écrire un bilan énergétique sur chaque zone conduit à la résolution 

d’un système d’équations algébriques non linéaires en fonction de la température. La matrice 

de ce système est complètement pleine. Elle est par conséquent difficile à inverser. De plus 

dans le cas non-gris, chaque facteur de forme doit être recalculé car il dépend de la 

température des zones considérées à travers la fraction d’émission du corps noir. Toutefois, la 

méthode des zones permet d’obtenir des résultats d’une bonne précision si le nombre de zones 

choisies est suffisamment important.
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La méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo fournit une approche statistique pour résoudre l’E.T.R en 

invoquant une description probabiliste des processus d’échanges radiatifs. Cette méthode 

consiste à suivre le chemin de paquets d’énergie depuis leur émission jusqu’à leur absorption 

dans le milieu ou jusqu’à leur sortie du milieu. Le paquet peut subir au sein du milieu une 

absorption, une diffusion ou encore une réflexion. Tous ces événements sont choisis de 

manière probabiliste par utilisation de nombres aléatoires. Les différents choix possibles 

appartiennent à une distribution statistique respectant les propriétés radiatives du milieu 

considéré. La méthode de Monte Carlo permet de traiter des problèmes à géométrie complexe. 

Cependant, des erreurs statistiques peuvent apparaître si le caractère aléatoire des nombres

générés n’est pas garanti et de plus, le temps de calcul est relativement important ainsi que la 

taille mémoire requise. La précision de cette méthode peut être améliorée en augmentant le

temps de calcul, d’après [AL ABED et SACADURA 83]. Pour une présentation détaillée de 

la méthode de Monte Carlo, on peut citer [HOWELL 68], [HAJI-SHEIKH 88] et [WALTERS 

et BUCKIUS 17].

Les méthodes Multiflux

Le principe de ces méthodes repose sur une discrétisation de l’espace angulaire et, dans les 

différents angles solides formés, la luminance est considérée uniforme. La forme la plus 

simple de discrétisation consiste à utiliser l’hypothèse simplificatrice de l’isotropie 

hémisphérique de la luminance. Il s’agit du modèle à deux flux que nous avons déjà évoqué. 

Ce modèle peut être étendu à des modèles à quatre ou six flux pour des géométries 

multidimensionnelles et si on affine encore la discrétisation angulaire, nous obtenons la 

méthode des ordonnées discrètes.

La méthode des ordonnées discrètes

Cette méthode a été proposée pour la première fois par [CHANDRASEKHAR 60] pour 

résoudre les problèmes de transfert radiatif mono-dimensionnel dans le domaine de 

l’astrophysique. Depuis, son application à la résolution de l’E.T.R a connu un certain succès 

et a été utilisée par plusieurs auteurs pour différents cas de géométrie, milieux et conditions 

aux limites. La méthode des ordonnées discrètes consiste à approcher le terme intégral de 

l’E.T.R par une formule de quadrature, soit :
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N

k

kkfdf
14

(223)

Où k est le poids d’intégration associé à chaque direction. En écrivant l’E.T.R pour chaque 

direction, nous obtenons alors un système d’équation aux dérivées partielles qui se résout en 

utilisant une discrétisation spatiale, une méthode aux différences finies par exemple. La 

méthode des ordonnées discrètes est aussi appelée approximation NS où N indique l’ordre de 

la quadrature qui est reliée aux nombres de directions. [JAMALUDDIN et SMITH 88] montre

qu’en géométrie bidimensionnelle, les approximations 4S , 6S et 8S permettent de modéliser 

le transfert radiatif dans un milieu diffusant, émissif et absorbant avec une précision 

acceptable. De manière générale, 2S donne souvent des résultats assez mauvais, 4S peut 

suffire dans certains problèmes couplés, 6S voire 8S ne sont en général pas très pénalisants à 

utiliser. Pour une présentation détaillée de la méthode de ordonnées discrètes, on peut citer 

[CARLSON et LATHROP 68], [FIVELAND 82-84], [STAMMES 88], et [KUMAR 90].

La méthode des harmoniques sphériques ou méthode PN

Un autre type d’approximation consiste à développer la distribution angulaire de la luminance 

en une série d’harmoniques sphériques. La série peut être tronquée arbitrairement à N termes. 

On parle de la méthode NP et l’E.T.R se réduit, comme l’approximation NS , à un système 

d’équations aux dérivées partielles. Cette méthode fut proposée la première fois par 

[JEANS 17] qui étudiait le transfert radiatif dans le domaine de l’astrophysique. La 

complexité mathématique de cette méthode augmente rapidement avec l’ordre de 

l’approximation. Ainsi, les approximations les plus souvent utilisées sont 1P et 3P .

L’approximation 1P a le mérite de remplacer l’équation aux dérivées partielles en un système 

plus simple ; cependant, des problèmes de précisions numériques peuvent apparaître pour 

certaines géométries dans la limite des milieux optiquement minces ([MODEST 93]). 

[BAYAZITOGLU et HYGENYI 79] ont constaté ce genre de problèmes alors que pour un 

milieu à faces parallèles, la différence entre 1P et 3P est négligeable. Pour les approximations 

d’ordre supérieur, la précision numérique gagnée est relativement faible en comparaison de 

l’augmentation de la difficulté analytique et du temps de calcul.
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La méthode des éléments finis ou volumes finis

La méthode des éléments finis a également été utilisée pour résoudre l’E.T.R, pour un 

problème couplé conducto-radiatif, dans un milieu gris non diffusant contenu dans une 

enceinte rectangulaire (modèle 2D). Les auteurs [RAZZAQUE 83] reconnaissent certaines 

difficultés de mise en œuvre. [ROUX 83] ont utilisé la méthode des éléments finis pour 

résoudre l’E.T.R sur un milieu isolant fibreux absorbant, diffusant, émissif et l’ont comparé à 

la méthode aux ordonnées discrètes. Ils en concluent que les résultats obtenus sont en très bon 

accord. L’intérêt de ces méthodes est qu’il est possible d’utiliser le même maillage pour lé 

résolution de l’équation de Fourier et l’E.T.R .

Enfin, nous allons présenter une dernière méthode dite matricielle.

La méthode matricielle

C’est une méthode qui s’applique seulement dans le cas d’une géométrie mono-

dimensionnelle. Le point de départ des méthodes matricielles est, comme pour 

l’approximation NS , d’approcher l’intégrale de l’E.T.R par une quadrature numérique afin 

d’obtenir, pour les directions choisies, un système d’équations différentielles ordinaires. Le 

système se réduit dans le cas du transfert mono-dimensionnel pour la direction (Ox) a un 

système différentielle du type :

xExLA
dx

xdL 0 (224)

Où L est le vecteur dont les composantes sont les luminances dans les différentes directions 

discrètes retenues pour l’étude. Dans sa thèse, [BOULET 92] a généralisé les travaux de 

[GUILBERT 85] en passant d’un modèle deux flux à un modèle multi-flux. Pour résoudre 

l’E.T.R dans ce cas, il a utilisé la méthode matricielle. Partant du système d’équations 

différentielles obtenues, la solution immédiate est celle qui consiste à utiliser les 

exponentielles de matrices. 

Il existe également des combinaisons des méthodes appelées méthodes hybrides permettant de 

pallier les inconvénients de chacune tout en profitant des avantages des autres. 
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1.3. Conclusion

Quoi qu’il en soit, il n’existe pas de méthodes universelles. Les problèmes industriels que l’on 

peut rencontrer sont très diversifiés, notamment par la nature du milieu à étudier et par la 

variété des conditions aux limites qui peuvent être traitées. Aussi, le choix d’une méthode est 

le plus souvent conditionné par le type d’applications et c’est généralement un compromis 

entre les exigences de l’utilisateur en termes de difficulté de mise en œuvre, de précision et de 

coût en place mémoire et temps de calcul.

Nous avons déjà évoqué le cas des méthodes approchées dans le chapitre précédent (notion de 

conductivité radiative). Parmi les méthodes fines, nous avons écarté malgré sa simplicité, la 

méthode de Monte-Carlo beaucoup trop gourmande en temps de calcul, ainsi que les 

méthodes multi-flux et d’ordonnées discrètes car elles nécessitent un maillage spécifique. Les 

méthodes de type éléments finis ou volumes finis sont intéressantes car elles peuvent utiliser 

la même discrétisation que celle utilisée pour résoudre l’équation de la chaleur. Bien que ces 

dernières méthodes soient très précises, notre choix s’est orienté vers la méthode des 

harmoniques sphériques pour des raisons de temps de calcul qui peuvent devenir prohibitifs

sur des problèmes à frontière libres ou interfaces mobiles. Ceci est un point important car très 

souvent dans des applications industrielles, le temps de calcul des méthodes fines est 

incompatible avec les contraintes du monde industriel et on préfère s’orienter vers des 

méthodes approchées de type modèle de Rosseland ou Rosseland modifié.  

2. Résolution du couplage conducto-radiatif dans les milieux semi-

transparents

Dans cette partie, nous allons évoquer la résolution de l’E.T.R couplée avec l’équation de la 

chaleur tout d’abord dans le cas général, avant d’aborder sa résolution par une méthode 

explicite directe dans deux cas simples 1D et 2D qui serviront de validation par la suite.

Cette méthode [HOTTEL et SAROFIM 72] généralise la méthode des flux incidents et 

partants [JEAN 03] ou méthode des radiosités à des milieux semi-transparents absorbants, 

diffusants et émissifs. 
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2.1. Résolution du problème de couplage dans le cas général 3D

Le problème que nous avons à résoudre est un problème où l'équation de la chaleur et 

l'équation du transfert radiatif (E.T.R) qui décrivent les lois d'évolution de la température T et 

de la luminance L dans le milieu sont couplées.

Cas général 

Si on considère un milieu semi-transparent, le flux en un point r est constitué d'une 

composante conductive cdq , d’une composante convective cvq et d'une composante radiative 

Rq telles que : rcvcd qqqq .

L'équation de transfert radiatif (E.T.R) est alors couplée avec l'équation générale de l'énergie 

(équation de la chaleur) :

t

tsT
CtsP p

Rcvcd ,
,. qqq (225)

t

t,sT
C p représente le taux de variation de l’énergie interne dû aux apports d’énergie par :

(1) La création ou la perte locale d’énergie par unité de volume et de temps représentée par 

t,sP .

(2) La densité de flux de conduction cdq donnée par la loi de Fourier :

tsTtscd ,,q (226)

(3) La densité de flux convectif cvq donnée par le terme d’advection. V est soit nulle dans le 

cas d’un milieu solide, soit imposée par un écoulement indépendant de la température 

(scalaire passif), ou un écoulement thermo-dépendant donné par les équations de NS :

tsTtsVCts p

cv ,.,,q (227)
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(4) La densité de flux de rayonnement Rq :

0 4
,, ddsLtsRq (228)

où ,' sL est la luminance monochromatique dans la direction , solution de l’équation de 

transfert radiatif :

4

0

0

4
1

1
'd',s'L'pTL,s'L

ds

,s'dL

s
(229)

Il faut remarquer que l’E.T.R est écrite ici sous forme stationnaire (pas de terme transitoire). 

Ceci ne signifie pas que la luminance donc le flux radiatif ne varie pas avec le temps car ces 

grandeurs dépendent implicitement du temps à travers le terme de réémission de Planck 

tsTL ,0 . Si le milieu est purement diffusant ( 1 pour toutes les fréquences), l’E.T.R 

n’est plus couplée avec l’équation de la chaleur, sauf à travers les conditions aux limites si les 

parois sont opaques ou semi-transparentes. 

Dans le cas d’un milieu absorbant-émettant, l’E.T.R ne peut être résolue tant que la 

distribution de température n’est pas calculée et réciproquement. Il est toutefois possible 

d’obtenir des expressions explicites de la luminance et du flux radiatif en fonction du champ 

de température dans le milieu tsT , . Ces expressions sont à la base de la méthode dite 

explicite directe.  

L’équation de la chaleur (225) peut s’écrire :

t

tsT
CtsPTVCtsTs p

R

p

,
,...,. q (230)

ou sous sa forme conservative 0V :
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t

tsT
CtsPTVCtsTs p

R

p

,
,..,. q (231)

Cette donc à travers le terme Rq. qu’apparaît le coulage entre l’E.T.R et l’équation de la 

chaleur. Ce terme apparaît comme un terme source dans l’équation de la chaleur. 

Milieu gris solide absorbant-émettant (non diffusant), sans source interne

Dans le cas d'un milieu solide, 0=v (pas de transport convectif), sans source interne, 

l’équation de la chaleur s’écrit :

t

tsT
CtsTs p

R ,
.,. q (232)

Le flux radiatif rq s’obtient à partir de la luminance 'L et 
0 4

,, ddsLtrRq .

Pour simplifier, nous supposerons que le milieu est gris (luminance indépendante de la 

longueur d’onde ou de la fréquence ). On se place également dans le cas particulier d’un 

milieu non diffusant. L’E.T.R devient :

tsTLsL
ds

sdL
,,'

,' 0 (233)

s désigne ici l'abscisse curviligne et le coefficient d'absorption du matériau Le premier 

terme à gauche de l'équation traduit les variations de luminance dues à une perte d'énergie par 

absorption tandis que le second terme traduit une gain d'énergie lié à la réémission du 

matériau (loi d'émission du corps noir qui dépend de la température du matériau au point 

considéré).

Le principe de la méthode explicite directe consiste à exprimer la luminance, le flux radiatif et 

sa divergence en fonction d’un champ de température arbitraire tsT , . Il est donc ainsi 

possible de découpler l’E.T.R et l’équation de la chaleur. L’avantage de cette méthode est 

qu’il est alors possible de résoudre l’E.T.R de façon explicite et il n’y a plus alors qu’à 

résoudre de façon numérique l’équation de la chaleur en prenant en compte le terme source 
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Rq. dans l’équation de la chaleur et le flux radiatif Rq dans les conditions aux limites 

associées à cette équation.

Expression générale de la divergence du flux radiatif Rq.

On rappelle que le flux radiatif rq en un point d’abscisse curviligne s est donné 

par l’intégration sur un solide 4 de la luminance totale directionnelle selon la direction :

4
,', dsLtsRq (234)

Le flux radiatif dans un direction donné n est le produite scalaire de rq avec n .

4
, ..,. dnsLnq R
n

R

r qq (235)

D’après l’E.T.R (233), la divergence du flux radiatif peut s’écrire de la manière suivante :

4 04
4

dTLdLd
ds

Ld
Rq (236)

On définit la luminance moyenne L telle que :

4
dLL (237)

On a également la luminance du corps noir 42
0 TnL qui est isotrope, d’où :

LLLLR

00 444q (238)

On voit ainsi que si le milieu n’est pas absorbant alors 0. Rq . Il n’y donc couplage de 

l’E.T.R avec l’équation de la chaleur. Il est intéressant de noter que ce terme source est 

isotrope (indépendant de et ) car il est fonction uniquement de l’émission du corps noir 

OL et de la luminance moyenne L (moyenne de la luminance directionnelle 'L ).   
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L’objet de la section qui suit va consister à donner le forme générale de L , ainsi que du flux 

radiatif Rq dont on aura besoin pour expliciter les conditions aux limites conducto-radiatives.

Luminance moyenne L et flux radiatif Rq dans le cas général 3D

Les expressions du flux radiatif et de la luminance moyenne sont données dans le cas général 

d'un milieu tridimensionnel par les relations suivantes : 

Luminance moyenne :

*
2*

*

*
03

0

0
0

exp

4
exp

.

4

1
dV

rr

rr
rLdArr

rr

rrn
rLrL

VA
(239)

Flux radiatif :

**
3*

*
*

04

0

0
00

exp

exp.

dVrr
rr

rr
rL

dArr
rr

rr
rrnrLr

V

A

Rq

(240)
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Figure 38 : Repérage des points M, M' et 0M
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représente le coefficient d'absorption moyen du milieu semi-transparent de surface A et de 

volume V . rRq et  rL représentent le flux radiatif et la luminance moyenne en un point 

zyxM ,, du volume V , repéré par rapport au centre du repère O par son rayon vecteur r .

Un point 0000 ,, zyxM de la surface A est repéré par son rayon vecteur 0r . Les vecteurs 0r , r

et *r permettent de localiser les positions des surfaces et volumes élémentaires  dA , dV et 

*dV .

Il est important de noter que compte-tenu des effets à "distance" du transfert radiatif, la 

luminance moyenne en un point donné est fonction de l'ensemble des températures du milieu 

et des températures des frontières. Elle dépend donc de la géométrie du milieu. 

Nous allons maintenant appliquer ce résultat général dans le cas d'un mur à faces planes 

parallèles d'extension infinie (cas 1D) et finie (cas 2D).

2.2. Résolution de l’E.T.R par la méthode explicite dans le cas 1D 

Dans cette partie, nous abordons l’étude du transfert couplé conduction-rayonnement dans le 

cas d’un milieu semi-transparent à faces planes parallèles. Nous nous plaçons ici dans la 

configuration d'une mur plan d'extension semi-infinie (b et h ). 

x

d

0

x=0 x=d

hb et 

Figure 39 : Mur à faces planes parallèles, d'extension infinie
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Luminance moyenne 

La luminance moyenne est constituée de deux contributions : une intégrale de volume que 

l’on notera VVL (échange entre deux volumes élémentaires) et des intégrales de surface notée 

VSi
L et VS j

L (échange entre les surface iS ou jS et un volume élémentaire V ).

Pour l’intégrale de volume : 

*
2*

*

*
exp

dV
rr

rr
rLL

V
VV avec : ***** dxdddV (241)

Compte-tenu de la géométrie du problème, on a la symétrie en , d'où : 

***

0

2*

*

*

0 **

exp
2 dxd

rr

rr
xLL

d

x

VV (242)

On effectue ensuite le double changement de variables suivant :

*

*
*

xx
, puis 

21
*2

1t (243)

On trouve en utilisant la définition des fonctions intégro-exponentielles 

1
exp

1
dtxt

t
xE

nn (Voir Annexe C pour plus de détails sur ces fonctions) :

**
1

0

*42

*

2 dxxxE
xTn

L

d

x

VV (244)

Pour les intégrales de surface :

dArr
rr

rrn
rLL

A
VS 03

0

0
0 exp

.
avec : 002 ddA (245)
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Nous avons ensuite deux intégrales de surfaces à calculer en 0x et dx . Pour calculer ces 

deux intégrales, nous appliquons le double changement de variables :

x

*
0*

0 , puis 
21

*
00

2

1t (246)

On trouve ainsi en utilisant les fonctions exponentielles intégrales 

xE
Tn

xELL VS 2

42

2

0
202

1
(247)

et

xdE
dTn

xdEdLL VS 2

42

2 22
2

(248)

d'où le résultat :
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*42

2
42

2
42

*

2

2024

dxxxExTn

xdEdTnxETnxL

d

x

(249)

D'après l'expression de la divergence du flux radiatif, on a :

**
1

0

*422

2
42

2
4242

*

2

2024

dxxxExTn

xdEdTnxETnxTn

d

x

Rq

(250)

Flux radiatif

Compte-tenu de la géométrie du problème, nous aurons besoin de connaître pour résoudre le 

problème couplé que l'expression du flux radiatif selon la direction x, c'est à dire xR
x

R ., qq .
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Le calcul du flux radiatif s'effectue de la même façon que pour la luminance moyenne 

(mêmes changements de variables). On trouve ainsi :

**
2

*4**
2

0

*42

3
42

3
42

,

**

2

202

dxxxExTdxxxExTn

xdEdTnxETnx

d

xx

x

x

x
Rq

(251)

Dans le pratique, nous n'aurons besoin que de connaître le flux radiatif en 0x et dx .

2.3. Résolution de l’E.T.R par la méthode explicite dans le cas 2D 

Considérons le système de 2D présenté sur la Figure 40. On va donner l’expression de la 

luminance moyenne et du flux radiatif au point M qui est de la somme des flux radiatifs 

échangés entre ce point et tous les autres points interne au milieu VVL et les 4 surfaces VSL .

x

d

0 d

y

b

h

1T 2T

1S 2S

3S

4S

n

r

Figure 40 : Mur à faces planes parallèles, d'extension finie
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Luminance moyenne 

Pour l’intégrale de volume : 

*
2*

*

*
exp

dV
rr

rr
rLL

V
VV avec : **** dzdydxdV (252)
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00 ***
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VV (253)

Pour calculer cette intégrale, on pose le double changement de variables suivants :

*

*

2
1

2*2*

*
* z

yyxx

z
, puis   

21
** 2

1t (254)

En utilisant la définition des fonctions intégro-exponentielles généralisées 

1
212 1

exp2
dt

tt

xt
xS

n
n , on trouve finalement : 
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VV (255)

Pour les intégrales de surface :

Les termes d’échange Surface-Volume sont au nombre 4 (domaine constitué de 4 parois). 

Surface supérieure 3S

Pour la surface supérieure 3S dont la normale est 0,1,0n , on va calculer le flux radiatif du 

point 0000 z,by,xM au point 0,, yxM . Le terme surfacique s’écrit :



145

d

x z

z

A

rr
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dxdze
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0 00 02/32
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2
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(256)

avec :
2/122

00 byxx

00dzdxdA (257)

ybrrn 0 (258)

En appliquant le changement de variables ci-dessus, on a :

d
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ou :

d

x
VS dx

S
bxTnybL

0 02
0

02
0
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0
3

, (260)

avec :
2/122

00 byxx

et :

1 002/12
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3
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e
S (261)
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Surface gauche 1S

Pour la surface gauche 1S dont la normale est 001 ,,n , on calcule le flux radiatif du point 

000 ,,0 zyM au point 0,, yxM . Le terme surfacique s’écrit :

b

y

b

y
VS

dy
S

yTnx

dxd
e

yLxL

0 02
0
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0

4
1
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0 00 002/32
0
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0

0

0 0

2/12
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(262)

ou :

b

y
VS dy

S
yTnxL

0 02
0

02
0

4
1

2

0
1

,0 (263)

avec : 
212

0
2

00 ,0 yyxy

Surface droite 2S

Pour la surface droite 2S dont la normale est 0,0,1n , on calcule le flux radiatif du point 

000 ,, zydM au point 0,, yxM . Le terme surfacique s’écrit :

b

y
VS dy

S
ydTnxdL

0 02
0

02
0

4
2

2

0
2

, (264)

avec  : 
212

0
2

00 , yydxyd

Surface inférieure 4S

Pour la surface inférieure 4S dont la normale est 0,1,0n , on calcule le flux radiatif du point 

000 ,0, zxM au point 0,, yxM . Le terme surfacique s’écrit :
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d

x
VS dx

S
xTnyL

0 02
0

02
0

42

0
4

0, (265)

avec  : 
2122

000 0, yxxx

On en déduit finalement l’expression de la luminance moyenne :
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Flux radiatif  

Pour traiter les conditions aux limites, il est nécessaire de connaître le flux radiatif à chaque 

paroi.

Pour la paroi 1S , le terme d’échange du flux radiatif s’écrit :

V

rr
R dVe

rr

rrxd
yxL *

3
*

*

**
1,

*

,'q (267)

où :

001 ,,xd et **** z,yy,xrr 00 (268)

Donc, on a :
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avec : 
2122 /
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On a alors :
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Par analogie, le terme d’échange du flux radiatif pour la surface 3S a pour expression :
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Pour la surface 2S :
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Pour la surface 4S :
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Conclusion

Dans cette partie, on a présenté les différentes méthodes existantes pour la résolution de 

l’E.T.R. Pour la résolution fine de l’E.T.R, notre choix s’est porté sur la méthode explicite. 

Nous avons donné son développement dans le cas général 3D, puis les expressions de la 

luminance moyenne et des flux radiatifs aux parois dont nous aurons besoin pour résoudre les 

cas de validation 1D et 2D en géométrie simple (cellule plane et rectangulaire).
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Chapitre IV

Résolution de l’E.T.R par la méthode 

d’approximation polynomiale ou méthode PN
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Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter en détail la méthode PN que nous proposons d’utiliser pour 

résoudre l’E.T.R. Dans une première partie, nous présenterons le principe général de la 

méthode PN. Nous appliquerons ensuite cette méthode pour mettre en place des modèles 

approchés P1 et P3 tout d’abord en géométries cartésiennes 1D, 2D et 3D, puis en géométrie 

cylindrique 2D avec symétrie de révolution. 
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1. Résolution de l’E.T.R par la méthode PN

Considérons le transfert radiatif au point M(r) dans un milieu semi-transparent. La variation 

de la luminance 'L au point M(r) selon la direction s (Figure 41) est modélisée par 

l’équation de transfert radiatif (E.T.R) générale suivante :

1.1. Equations à résoudre dans le cas général 3D

4

0

''0
'

),,(),(
4

)(
i

iii dpsLLTL
ds

dL
(274)

avec :

,,'' sLL (275)

1/exp

1

2

5
10

TC

C
TL avec : 

KmC

mWC

.014388,0

.10.741,3

2

216
1 (276)

- ip ,, : fonction de phase

- : coefficient monochromatique d’absorption

- : coefficient monochromatique de diffusion

Pour le milieu gris avec des coefficients d’absorption et de diffusion uniformes, l’E.T.R 

intégrée sur toute la longueur d’onde a la forme suivante :

4

0

'''
0

'

),(
4

)(
i

ii dsLLL
ds

dL
(277)

Cas particulier d’un milieu absorbant-émettant 

Dans le cas où le milieu est absorbant et émettant (i.e non diffusant), l’équation de transfert 

radiatif est présentée par l’expression suivante :

)(0'
'

TLsL
ds

dL
(278)
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Comme le verre fondu qu’on considère dans notre étude est en fait un milieu sans diffusion,

nous ne prendrons en compte pour le calcul du flux radiatif que des phénomènes d’absorption 

et d’émission comme indiqué dans l’équation ci-dessus. 

En coordonnées cartésiennes, la différentielle d’une fonction le long d’un chemin optique 

d’abscisse curviligne s revêt la forme suivante : 

3
3

2
2

1
1

321

sinsincossincos
x

l
x

l
x

l
xxxds

d
(279)

Ici, l1, l2 et l3 désignent les cosinus directeurs de s par rapport aux trois directions principales 

Ox1, Ox2, Ox3, qui vérifient :

cos1l (280)

cossin2l (281)

sinsin3l (282)

1x

2x

3x

r

s
rM

O

1x̂

2x̂

3x

cos1̂l

sincos2̂l

sinsin3̂l

Les cosinus directeurs de s :

srL ,'

Figure 41 : Description de la luminance au point M dépendant de la position et de l’angle 

solide dans un système de coordonnées cartésiennes 3D 321 ,, xxx
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Recherche d’une solution sous forme d’une série d’harmoniques sphériques

En utilisant l’équation (279), l’équation de transfert radiatif (278) a pour expression :

)(0'
3

1

'

TLrL
x

L
l

i

i (283)

Une des difficultés essentielles des transferts radiatifs est de prendre en compte le champ 

directionnel de la luminance sr,'L , en tout point M(r), pour tout intervalle spectral , et 

pour toute direction caractérisée par ,s . Une approche mathématiquement séduisante 

consiste à décomposer sr,'L sur une base complète de fonctions dépendant séparément de r

et s, et de convergence rapide vis à vis de ,s . La référence est la base complète des 

harmoniques sphérique ),(Y m

l ([ABRAMOVITZ 65]), telle que :

'll'mm

*'m

'l

m

l YY
4

0
(284)

où l’exposant « * » désigne le nombre complexe conjugué et 'll'mm , des fonctions Dirac.

Partant de cette idée, le principe de la méthode PN consiste à exprimer la luminance L’ sous 

forme d’une série d’harmoniques sphériques et à transformer l’équation différentielle du 

transfert radiatif en un système d’équations aux moments. Ces équations aux moments sont 

obtenues en multipliant l’E.T.R par les puissances respectives du cosinus directeur de la 

luminance ( cos ). A partir de ce système d’équations aux moments, on obtient une 

expression analytique de la luminance ),(' srL .

Dans ses travaux, [JEAN 17] propose de décrire la luminance sous la forme suivante :

0

' ),()(),(
l

l

lm

m

l

m

l YAL rsr (285)

C’est cette représentation que nous avons choisie de retenir.
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Les fonctions )(m

lY dépendant uniquement de l’angle solide (harmoniques sphériques 

normalisées) et donc des variables angulaires et et s’expriment de fonctions parfaitement 

connues, les  polynômes de Legendre de 1ière espèce )cos(m

lP :

)(cos
)!(

)!(

4

12
)(

2

1

m

l

jmm

l Pe
ml

mll
Y 1j (286)

avec :

l

ml
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l

m
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l
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d

l
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)1(
)cos( 2
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(287)

m

lP et m

lP sont liés par la relation suivante :

)(
)!(

)!(
)1()( m

l

mm

l P
ml

ml
P (288)

Les expressions de polynôme de Legendre cosm

lP pour 0 l sont présentées dans le

Tableau 6.

l m=0 m=1 m=2 m=3

0 1.0 - - -

1 cos sin - -

2 2/)1cos3( 2
sincos3 2sin3 -

3 cos)3cos5)(2/1( 2 sin)1cos5)(2/3( 2 2sincos15 3sin15

Tableau 6 : Expressions des polynômes de Legendre cosm

lP

Les )(rm

lA sont des fonctions inconnues qui ne dépendent de la position. Le principe de la 

méthode PN consiste à identifier ces différentes fonctions à partir d’un système d’équations 

aux moments. 
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Il faut naturellement autant d’équations aux moments que d’inconnues pour que le problème 

soit bien posé. 

La méthode P1 consiste à arrêter le développement à l’ordre 1l , P3 à l’ordre 3l . Les 

coefficients )(rm

lA sont calculés à partir des moments de la luminance sr,'L par rapport aux 

harmoniques sphériques :

4

0

dYLA
*m

l

'm

l r (289)

La série infinie (285) qui définit la luminance  doit être tronquée. Dans la méthode PN, le 

nombre de termes retenu est fixé à : Nl . La méthode qui initialement est une méthode fine

devient alors une méthode approchée du fait de cette troncature. En pratique, la luminance est 

tronquée à l’ordre 1 (méthode P1, l=0 et 1) ou 3 (méthode P3, l=0, 1, 2 et 3). On parle alors 

de méthodes P1 et P3.

[SIEGEL 01] a montré qu’il était possible de développer la luminance à des ordres plus élevés 

mais le nombre d’inconnues lié aux différents moments de la luminance augmente très 

rapidement, réduisant ainsi considérablement l’intérêt de la méthode. Heureusement, la 

méthode converge très rapidement et même pour des ordres peu élevés, elle donne de très 

bons résultats.

L’approche d’ordre pair (P2, P4…) est peu utilisée car elle est moins précise que pour les 

ordres impairs. Il est également plus difficile d’écrire les conditions aux limites (voir par 

exemple [DAVISON 58]). 

Pour ces raisons, on se limitera dans ce travail aux méthodes PN d’ordre impair, en particulier 

aux méthodes P1 et P3. Nous montrerons dans le chapitre suivant consacré à la validation 

que bien étant approchés, les résultats obtenus sont tout à fait satisfaisants. Comme expliqué 

précédemment, les coefficients )(rm

lA s’expriment en fonction des moments de la luminance 

qui seront déterminées à partir d’un système d’équations aux moments. 
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Ces équations aux moments sont obtenues en multipliant l’E.T.R par des puissances (seules 

ou combinaisons) des cosinus directeurs il et en l’intégrant sur tout l’angle solide . Les 

différents moments de la luminance sont définis comme suit.

Les moments de la luminance

Le moment d’ordre 0, 0L correspond à la luminance moyenne.

4

0

'
0 ),( dLL rr (290)

Les moments d’ordre 1, 1L , 2L et 3L représentent les composantes du flux radiatif selon les

différentes directions ix du système de coordonnées 321 et, xxx .

4

0

' ),( dLlL ii rr 3,2,1i (291)

Les moments d’ordre 2 représentent les dérivées des composantes du tenseur des pressions 

radiatives, par analogie au tenseur des pressions de la mécanique des fluides.

4

0

' ),( dLllL jiij rr 3,2,1, ji (292)

Les moments d’ordre plus élevé n’ont par d’interprétation physique mais sont définis par 

généralisation des autres moments.

4

0

' ),( dLllllL lkjiijkl rr 3,2,1,,, lkji (293)
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Principe général de résolution

Pour exprimer les coefficients )(rm

lA en fonction des différents moments de la luminance, le 

développement de la luminance en harmoniques sphériques (285) est tout d’abord tronqué à 

l’ordre souhaité. On utilise ensuite la définition des moments de la luminance pour obtenir un 

système d’équations algébriques reliant les moments de la luminance aux coefficients )(rm

lA .

En résolvant ce système, on peut ainsi exprimer les coefficients )(rm

lA en fonction des 

moments (Voir Annexe D), et en substituant ces expressions dans la série (285), on va 

pouvoir exprimer la luminance ),(' srL en fonction de ses moments. 

Expressions approchées de la luminance en fonction de ses moments

Pour la méthode P3, l’expression de la luminance est la suivante ([RATZEL 81]) :
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(294)

A partir de la relation précédente, on obtient les relations suivantes entre les moments de la 

luminance :

3322110 LLLL (295)

1331221111 LLLL (296)

1331222112 LLLL (297)

3333223113 LLLL (298)
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Pour la méthode P1, l’expression de la luminance n’est fonction que des moments d’ordre 0 et 

1 et se restreint aux quatre premiers termes de la relation (294) :

)sinsin3sincos3cos3(
4

1
),,( 3210

' LLLLrL (299)

La relation (294) montre que la luminance peut s’exprimer en fonction uniquement de ses 

moments. Il reste à mettre en place le système d’équations aux moments pour les déterminer.

Mise en place du système d’équations aux moments

Comme expliqué précédemment, ces équations s’obtiennent en multipliant l’E.T.R par les 

différents cosinus directeurs il définis par (280)-(282) et leurs différentes puissances pour des 

méthodes supérieurs à l’ordre 1 et en l’intégrant les différentes équations ainsi obtenues sur 

tout l’angle solide .

Pour la méthode P3, on va obtenir les équations suivantes :

0
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4 LL
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i (300)

j

i i

ij
L

x

L3

1

(3 équations : j=1, 2, 3) (301)

0
3

1 3

4
LL

x

L
jkjk

i i

ijk (9 équations : j, k=1, 2, 3) (302)

jkl

i i

ijkl
L

x

L3

1

(27 équations : j, k, l=1, 2, 3) (303)

Notons que dans le système des équations ci-dessus, il apparaît de nouvelles variables 

inconnues ijklL (voir équation (303)) qui correspondent aux moments d’ordre 4 de la 

luminance. 

Il y a donc plus d’inconnues que d’équations. 
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Pour résoudre ce système, nous avons besoin d’introduire des équations dites de « fermeture »

qui consiste à exprimer ces moments d’ordre 4 (pour la méthode P3) en fonction des moments 

d’ordres inférieurs (moments d’ordre 0, 1 et 2 pour P3). Pour les obtenir, on utilise la 

définition du moment d’ordre 4 définie par (293) dans lesquels on remplace l’expression de la 

luminance par son expression approchée (294) ou (299).

Pour la méthode P3, l’équation de fermeture revêt la forme suivante :

035

1
7

1

L

LLLLLLL

jlikjkilklij

ikjlijkljkililjkjlikklijijkl

(304)

Pour la méthode P1, la relation de fermeture a pour expression :

03

1
LL ijij (305)

En remplaçant les moments d’ordre 4 par leurs expressions approchées (304) pour la méthode 

P3 et les moments d’ordre 2 par (304) pour la méthode P1), le nombre d’inconnues est égal 

au nombre d’équations et le problème est lors bien posé.

Il reste à écrire les conditions aux limites correspondantes.

1.2. Conditions aux limites pour la méthode PN

Dans le cas général d’une paroi opaque, de réflectivité diffuse et spéculaire, la condition aux 

limites est obtenue en considérant la luminance quittant la surface. La luminance dans la 

direction a pour expression :

2

''0' )()()()(
inc

incincincp

dp

spppp dLLLL nr,r,rr, (306)

avec :

- p : coefficient d’émissivité de la paroi

- sp : coefficient de réflectivité spéculaire
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- dp : coefficient de réflectivité diffuse

- inc : angle formé par la luminance incidente et la normale à la paroi.

Ces grandeurs doivent satisfaire à la relation suivante qui traduit la conservation de l’énergie :

1dpspp (307)

Pour la méthode PN, nous avons besoin d’écrire des conditions aux limites similaires mais qui 

doivent porter sur les moments de la luminance. En substituant le développement en 

harmoniques sphériques de la luminance (294) ou (299) dans la condition aux limites (306),

on obtient une nouvelle condition qui dépend certes des moments de la luminance mais aussi 

de la direction à travers et . C’est un problème car, de part le principe même de la 

méthode, les équations aux moments ne dépendant pas de la direction. 

Pour lever cette difficulté, plusieurs auteurs ont proposé des approches différentes. Celle que 

nous avons retenue est la méthode de Marshak ([MARSHAK 47]) qui semble la plus adaptée 

sur le plan technique (écriture des conditions aux limites) et des résultats (voir le Chapitre de 

validation qui suit). 

Pour les autres méthodes, le lecteur pourra se référer aux ouvrages de [POMRANING 64], 

[ROWLANDS 61], [MARK 45] et [SHOKAIR 81].

La méthode proposée par Marshak est de projeter la luminance sur la base des fonctions 

harmoniques sphériques. Pour cela, on multiplie la condition aux limites (306) par une 

fonction de cette base que l’on intègre ensuite sur le demi-espace correspondant à la paroi.

La condition aux limites générale de Marshak a pour expression :

dYdLLL

dYL

m

lincincincp

dp

sppp

m

lp

inc

)()()()(

)()(

2

''0

2

0

'

2

0

nr,r,r

r,

Nl ...5,3,1 (308)
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Pour simplifier la condition (308), [BAYAZITOGLU 79] a proposé de remplacer les 

fonctions cosm

lY par les différents cosinus directeurs de la luminance il .

Dans le cas 1D, la condition aux limites de Marshak revêt la forme suivante :

dldLLL

dlL

n

iincincincp

dp

sppp

n

ip

inc

12

2

''0

12
2

0

'

)()()(

)(

2

0

nr,r,r

r,

Nl ...5,3,1 (309)

Pour la méthode P3, dans les cas 2D et 3D, les harmoniques sphériques normalisées

cosm

lY de l’équation (308) sont remplacées par les cosinus directeurs et leurs produits :

3,2,1cos1 ilY i

m (310)

3,2,1,,cos3 kjilllY kji

m (311)

Notons que dans les cas de 2D et 3D, le nombre de conditions aux limites obtenu en prenant 

en compte l’ensemble des combinaisons possibles entre les cosinus directeurs est plus 

important que le nombre d’équations des moments. 

On peut naturellement choisir arbitrairement les conditions aux limites que l’on va retenir 

pour la résolution mais il faut garder à l’esprit que ce choix n’est pas anodin car il a une 

influence non seulement sur les temps de calcul mais aussi la précision des résultats.

[DAVISON 58] par exemple suggère de ne conserver que les équations obtenues à partir des 

normales aux surfaces du domaine et de leurs puissances.

Compte-tenu de son importance, ce point là fera l’objet d’une discussion particulière dans le 

Chapitre de validation. 
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2. Résolution de l’E.T.R dans le cas 1D par les méthodes P1 et P3

Dans cette partie, on va résoudre l’E.T.R par les méthodes P1 et P3 dans le cas 1D d’un plan 

infini dont la configuration est présentée sur la Figure 42. Pour une meilleure compréhension 

de la méthode PN, nous allons développer pas à pas la méthode P1.

2.1. Cas de la méthode P1

Equations différentielles 

L’équation de transfert radiatif  a pour expression :

'0
'

cos LL
x

L
(312)

avec :

42
0 Tn

L : luminance du corps noir

n : indice optique du milieu

42810675 K.m.W., : constante de Stefan-Boltzmann

En développant la luminance ,xL' en série d’harmoniques sphériques, on obtient la 

relation suivante :

cosLL,xL'

10 3
4

1
(313)

avec:

4

0

0 d,xLL ' (314)

4

0

1 d,xLcosL ' (315)
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Pour obtenir la luminance ,' xL , il faut donc déterminer les 2 moments inconnus 0L

(luminance moyenne) et 1L (flux radiatif selon la direction x ) à partir des équations aux 

moments de l’E.T.R. 

En multipliant l’E.TR par «1» et le cosinus directeur « cos1l » de la luminance et en 

intégrant sur tout l’angle solide , on obtient le système d’équations des moments suivant :

4

0

0
4

0

'
4

0

'

111cos dLdLd
x

L
(316)

4

0

'
0

4

0

'
4

0

'

cos)cos()cos(cos dLdLd
x

L
(317)
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Figure 42 : Méthode PN dans le cas 1D

On remarque que le terme de gauche de l’équation (317) n’est autre que le moment d’ordre 2 

de la luminance, soit :
4

0

'2
4

0

'
1111 ),(cos, dxLdxLllL . On a donc le système 

d’équations des moments suivant à résoudre :
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0
0

1 4 LL
x

L
(318)

01
11 L
x

L
(319)

A partir de la définition du moment d’ordre 2, en injectant l’expression approchée (313) de la 

luminance dans cette définition, on obtient la relation de fermeture suivante:

4

0

3
1

4

0

2
0

4

0

2'
11 cos3cos

4

1
cos),( dLdLdxLL (320)

En remplaçant l’angle solide élémentaire d par son expression ddd sin :

0

2

0 0

3
1

2

0 0

2
011 3

1
3

4

1
LddsincosLddsincosLL (321)

Enfin, en substituant l’expression (321) dans l’équation (319), on obtient le 

système d’équations aux moments suivant en 10 , LL :

0
3

1

4

1
0

0
0

1

L
x

L

LL
x

L

x

L
L

x

L

LL
x

L

0

12
1

2

2

0
02

0
2

2

43
1

4
3

1

(322)

Il est important de remarquer que le nouveau système d’équations ainsi obtenu est un système 

d’équations différentielles du second ordre avec sources, beaucoup plus simple à résoudre sur 

le plan numérique qu’un système d’équations du premier ordre.

De plus, en pratique, seule l’équation différentielle portant sur la variable 0L que nous 

appellerons équation génératrice devra être résolue :
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0
02

0
2

2
4

3

1
LL

x

L
(323)

En effet, une fois la luminance moyenne 0L déterminée, il est facile d’en déduire le flux 

radiatif 1L à l’aide de la relation :

0
3

1
1

0 L
x

L

x

L
L 0

1 3

1
(324)

Condition aux limites de Marshak pour la méthode P1

Pour résoudre l’équation différentielle d’ordre 2 (323), on doit écrire deux conditions aux 

limites portant sur 0L . Pour cela, on écrit la condition aux limites de Marshak sous la forme 

proposée par [RATZEL 81] :

Pour la paroi gauche, on a la relation suivante :
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(325)

Pour la paroi droite, on a la relation suivante :
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(326)
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avec :

*

1dpspp

En posant n=1 et en remplaçant la luminance par son développement P1 en harmoniques

sphériques dans les deux relations (325) et (326), on obtient les conditions aux limites 

suivantes :

La condition limite à gauche :

0
11101 422 LLL

1

110
0

22
4

L
LL (327)

La condition limite à droite :

0
21202 422 LLL

2

120
0

22
4

L
LL (328)

Là aussi, il est intéressant de noter que la les conditions aux limites sont de type Dirichlet 

(première espèce) donc plu simple à traiter que des conditions aux limites de deuxième ou 

troisième espèces. Cependant, il faut itérer car les conditions aux limites dépendent de 1L qui 

ne peut être calculé qu’une fois 0L déterminée. 

Il est possible à l’aide de la relation (324) d’obtenir de nouvelles conditions aux limites de 

troisième espèce non homogènes qui ne portent alors que sur 0L .

La condition limite à gauche :

1

110
0

22
4

L
LL 0

00

1

1 4
22

3

1
LL

x

L
(329)
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La condition limite à droite :

2

120
0

22
4

L
LL 0

00

2

2 4
22

3

1
LL

x

L
(330)

2.2. Cas de la méthode P3

Equations différentielles 

A partir de l’expression (294), l’expression approchée P3 de la luminance dans le cas 1D a la 

forme suivante:

cos3cos535
4

7

1cos33
4

5
cos3

4

1
),(

3
1111

2
01110

'

LL

LLLL

xL (331)

On doit déterminer les 4 inconnues 1111110 ,,, LLLL . A partir des équations de (300) à (303),

on a le système d’équations aux moments suivant :

111
1111

0
11

111

1
11
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01

3
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4
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x

L

LL
x

L

L
x

L

LL
x

L

(332)

A partir de la condition de fermeture (304), on a la  relation de fermeture suivante :

0111111 35

3

7

6
LLL (333)

En substituant l’équation (333) dans le système (332), on obtient le système de 4 équations à

4 inconnues 1111110 ,,, LLLL suivant :
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111
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(334)

Pour les mêmes raisons que précédemment, on va transformer ce système de 4 équations du 

second ordre en un système de 2 équations différentielles d’ordre 2, fonction de 2 inconnues 

110 , LL .

Après différentiation et substitution, on aboutit au système d’équations différentielles du

second ordre non homogènes couplées :
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(335)

Les deux inconnues restantes que sont la composante du flux radiatif 1L selon la direction x

et 111L peuvent se déduire des équations (334) et de 110 , LL :

x

L

x

L
L

x

L
L

011
111

11
1

35

3

7

61

1

(336)

Conditions aux limites de Marshak pour la méthode P3

Pour résoudre le système d’équations (335), on a besoin de quatre conditions aux limites :

deux pour 0L et deux pour 11L que l’on obtient en écrivant la condition aux limites de 

Marshak sur les deux parois du domaine.
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En posant n=1 et n=3 et en remplaçant la luminance par son développement en harmoniques

sphériques P3 dans les deux conditions aux limites (325) et (326), on obtient les quatre 

conditions aux limites suivantes ([RATZEL 81]) :

Condition limite à gauche :

0
1110 322116153 LLELL i (337)

0
1111110 322132215162 LLRELRLRLR iiiii (338)

Condition limite à droite :

0
1110 322116153 LLELL i (339)

0
1111110 322132215162 LLRELRLRLR iiiii (340)

avec :

i

disi

i

iE 11
(341)

2,1iR
i

di
i (342)

3. Résolution de l’E.T.R dans le cas de 2D par la méthode P1

Equations différentielles 

Dans cette partie, on va résoudre l’E.T.R par la méthode P1 dans le cas d’une cavité 

rectangulaire telle que décrire sur la Figure 43.
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Figure 43 : Méthode P1 dans le cas 2D

L’expression approchée P1 de la luminance dans le cas de 2D se déduit de l’expression P1 ou 

P3 dans le cas 3D (299) en posant 02L et en supprimant les moments d’ordre supérieur à 1, 

soit :

sinsinLcosLL,,x,xL'

31031 33
4

1
(343)

A partir du système d’équations (300)-(301), on en déduit le système d’équations aux

moments du premier ordre à résoudre :
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A partir des conditions de fermeture (305), on a :

013L (345)

03311 3

1
LLL (346)

En utilisant ces relations de fermeture, le système d’équations aux moments à résoudre 

devient :
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On procède de la même manière que dans le cas 1D par une méthode de dérivation-

substitution pour faire apparaître l’équation génératrice d’ordre 2 en 0L et les deux relations 

permettant de calculer les composantes du flux radiatif dans les deux directions de 

l’espace 31, LL :
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Condition aux limites de Marshak pour la méthode P1

Pour résoudre l’équation du second ordre du système (348), on a besoin de quatre conditions 

aux limites sur 0L , deux dans chaque direction de l’espace.



176

On utilise pour cela la méthode proposée par [RATZEL 81] :

Pour la paroi inférieure :
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Pour la paroi supérieure :
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Pour la paroi gauche :
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Pour la paroi droite :
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On remplace ensuite 1lF pour les parois inférieure et supérieure (cosinus directeur

correspondant à la normale de la surface), 3lF pour les parois gauche et droite. 

En substituant la luminance par son développement en harmoniques sphériques P1 dans les 

quatre expressions au-dessus, on va obtenir la condition aux limites suivante :

214212 0
10 ,iLLEL i (353)

Le signe (+) correspond à la surface 1 et le signe (-) est relatif à la surface 2.

434212 0
30 ,iLLEL i (354)

avec :

4321
1

,,,iE
i

i
i (355)

Le signe (+) correspond à la surface 3 et le signe (-) est relatif à la surface 4.

4. Résolution de l’E.T.R dans le cas de 3D par la méthode P1 et P3

Dans cette partie, nous allons écrire les équations à résoudre et les conditions aux limites 

associées dans le cas 3D par la méthode P1 et P3.
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4.1. Cas de la méthode P1

Equations différentielles

On rappelle l’expression approchée P1 de la luminance dans le cas de 3D :

sinsin3cossin3cos3
4

1
,,,, 3210321

' LLLLxxxL (356)

De même, le système d’équations des moments à résoudre (voir équations (300)-(301)) :
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A partir de l’équation de fermeture P1 (305), on obtient les relations de fermeture suivantes :

0231213 LLL (358)

0332211 3

1
LLLL (359)

En utilisant ces relations, le système d’équations aux moments devient :
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Il reste donc à résoudre une seule équation d’ordre 2 qui ne dépend plus que 0L (équation 

génératrice). Les différentes composantes du flux radiatif  321 ,, LLL se déduisent de 0L à

partir des 3 équations différentielles du premier ordre restantes.

Condition aux limites de Marshak pour la méthode P1

Elles s’obtiennent en appliquant la même procédure que pour les cas 1D et 2D :

214212 0
10 ,iLLEL i (362)

Le signe (+) correspond à la surface 1 et le signe (-) est relatif à la surface 2.

434212 0
20 ,iLLEL i (363)

Le signe (+) correspond à la surface 3 et le signe (-) est relatif à la surface 4.
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654212 0
30 ,iLLEL i (364)

Le signe (+) correspond à la surface 5 et le signe (-) est relatif à la surface 6.

Avec :

61
1

,iE
i

i
i (365)

4.2. Cas de la méthode P3

Equations différentielles

L’expression approchée P3 de la luminance dans le cas 3D est :
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On a aussi les relations suivantes entre les moments de la luminance :

3322110 LLLL (367)

1331221111 LLLL (368)

1331222112 LLLL (369)

3333223113 LLLL (370)
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On a un système de 40 équations aux moments à résoudre :
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A partir de la définition des moments, on obtient les conditions de fermeture suivantes :
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En appliquant la méthode de substitution-différentiation, on obtient un système de 7 équations 

génératrices du second ordre à 7 inconnues principales 2313123322110 ,,,,,, LLLLLLL :
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Les autres moments inconnus peuvent se calculer à partir des 7 inconnues principales à l’aide  

par relations suivantes :
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Condition aux limites de Marshak pour le cas P3

Elles s’obtiennent en appliquant la même procédure que précédemment. 
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Figure 44 : Condition aux limites de Marshak dans le cas 3D

En utilisant des multiplicateurs dans le Tableau 7 et la relation entre des moments de la 

luminance, suivant des étapes comme paragraphes au-dessus, on va obtenir les conditions aux 

limites suivantes :

Faces (1) (2) (3) (4) (5) (6)

0L 1 1 1 1 1 1

11L
1l̂ 1l̂ 311 l̂l̂l̂ 311 l̂l̂l̂ 211 l̂l̂l̂ 211 l̂l̂l̂

22L
122 l̂l̂l̂ 122 l̂l̂l̂ 322 l̂l̂l̂ 322 l̂l̂l̂ 2l̂ 2l̂

33L
133 l̂l̂l̂ 133 l̂l̂l̂ 3l̂ 3l̂ 233 l̂l̂l̂ 233 l̂l̂l̂

12L
211 l̂l̂l̂ 211 l̂l̂l̂ 321 l̂l̂l̂ 321 l̂l̂l̂ 122 l̂l̂l̂ 122 l̂l̂l̂

13L
311 l̂l̂l̂ 311 l̂l̂l̂ 133 l̂l̂l̂ 133 l̂l̂l̂ 321 l̂l̂l̂ 321 l̂l̂l̂

23L
321 l̂l̂l̂ 321 l̂l̂l̂ 233 l̂l̂l̂ 233 l̂l̂l̂ 322 l̂l̂l̂ 322 l̂l̂l̂

Tableau 7 : Multiplicateurs remplaçant le terme m

lY pour la condition

aux limites de type Marshak
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1x
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cossinl̂

cosl̂
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3 6

2

4

3x
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1
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5
3 6
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Pour la face inférieure (1) :
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Pour la face extérieure (2) :
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Pour la face gauche (3):
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Pour la face droite (4) :
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Pour la face arrière (6):
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Pour la face avant (5):
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5. Résolution de l’E.T.R dans le cas 2D cylindrique avec symétrie de 

révolution par la méthode P1

Dans cette partie, on va établir les équations aux moments en coordonnées cylindriques pour 

résoudre l’E.T.R par la méthode P1 dans le cas 2D avec symétrie de révolution. La

configuration est décrite sur la Figure 43.

Equations différentielles

En transformant l’E.T.R du système de coordonnées cartésiennes au système de coordonnées 

cylindriques (Cf. Annexe E), on obtient l’expression suivante :

4

0

0 4

11

*

**'

''''

dLLL

z

L
cos

L
sinsin

r

L
sinsin

rr

L
cossin

(435)

où : ,,z,,rLL ''

En utilisant des termes de cosinus directeurs, l’équation de transfert radiatif va devenir :

4

0

0 4

1

*

**'
'

z

'''

r dLLL
z

L
l

LL
l

rr

L
l (436)

avec :

cossinlr (437)

sinsinl (438)

cosl z (439)

zr lll ,, représentent les cosinus directeurs dans le système de coordonnées cylindriques.
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Comme dans le cas cartésien, la luminance directionnelle peut être exprimée en coordonnées 

cylindriques sous la forme d’une série en harmoniques sphériques :

sinsinLsincosLcosLL,,z,,rL rz

' 333
4

1
0 (440)

Dans le cas 2D avec symétrie azimutale où la luminance ne dépend pas de , on a 0L ,

donc l’expression ci-dessus devient :

sincosLcosLL,,z,rL rz

' 33
4

1
0 (441)

Pour obtenir le système d’équations aux moments, on multiplie chaque membre de l’E.T.R

par les cosinus directeurs pour la méthode P1 et leurs puissances pour des méthodes d’ordre 

plus élevé, et on intègre ensuite chaque équation sur tout l’angle solide .

On obtient ainsi le système d’équations des moments suivant :

0
04

1
LLLh

sr isi

i

(442)

iiiiiji srszzrssrsssj

j

LLL
r

L
r

Lh
sr

0

111
(443)

où :

zs,s,rs,,j,i 321321 (444)

A partir de la définition des moments de la luminance, on obtient les équations de fermeture

suivantes :

ijss

'

ss LdllLL
jiji 03

1
(445)
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Dans le cas symétrique axial, le système d’équations des moments revêt la forme suivante :
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(447)

Comme dans le cas cartésien, on obtient pour la méthode P1 qu’une seule équation 

différentielle du second ordre à résoudre avec pour inconnue principale la luminance 

moyenne 0L . Il est ensuite possible de remonter aux composantes zr LL , du flux radiatif à 

partir des deux équations différentielles du premier ordre restantes en 0L .

Condition aux limites de Marshak

Cette condition a pour expression suivante :

0
0 4121 ppsspdpspdp LLL

i
zrsi , (448)

Le signe « + » correspond à la paroi basse (respectivement gauche) et le signe « - » est relatif 

à la paroi supérieure (droite).

avec :

- p : coefficient d’émissivité de la paroi

- sp : coefficient de réflectivité spéculaire

- dp : coefficient de réflectivité diffuse
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Ces grandeurs doivent satisfaire à la relation de conservation de l’énergie suivante :

1dpspp (449)

6. Résolution de l’E.T.R dans le cas non gris – Modèle Multi-Bandes à 2 

bandes

Dans ce paragraphe, on présente le principe général de résolution de l’E.T.R dans le cas d’un 

milieu semi-transparent dont les propriétés radiatives (absorption, émission, réflexion …) 

dépendent de la longueur d’onde (cas non gris). Le principe est présenté dans le cas d’un 

modèle à deux bandes mais peut facilement être généralisé pour un nombre de bandes 

quelconque.

6.1. Calcul de 
Rq

Comme on le sait, à l’équilibre thermique, l’émittance du milieu TLTM 00 ne dépend 

que de la température et de la longueur d’onde et obéit à la loi de Planck :

11exp
1

25
1

0 n
T

C
CTM (450)

avec :

2162
01 .10.741,32 mWhcC et  Km

k

hc
C

B

.014388,00
2

h et Bk désignent les constantes universelles de Planck et Boltzmann et 0c la célérité du 

rayonnement (vitesse de la lumière) dans le vide :

KJkB /10.3805,1 23 (451)

sJh .10.626,6 34 (452)
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smc /10.998,2 8
0 (453)

Compte tenu de la dépendance spectrale, l’équation de transfert radiatif dans un milieu semi-

transparent absorbant et émettant, a pour expression :

)T(LsL
ds

dL '
'

0 (454)

On définit les grandeurs suivantes :

Pour la bande spectrale c,0 :

SteC0 (455)

c

dLL
0

(456)

Pour la bande ,c :

SteC
c

(457)

c

dLL (458)

La divergence du flux radiatif s’exprime par :
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ddLLdLL
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c

c

c

R

(459)
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6.2. Fraction d’émittance du corps noir Tc
F0

Définition 

Pour le calcul 0L dans la bande spectrale 21 , , on utilise la définition de la fraction de 

l’émittance du corps noir ([ANDRE 92], [PATCH 67]). Cette fraction est désignée par 
21

F

et est définie par le rapport :

4
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0

0
2

1
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1

21 T

dM

dM

dM

F (460)

Soit :
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2

1

21
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14

0
4

0
4

1exp
111

d
T

C
C

T
dL

T
dM

T
F (461)

En posant le changement de variable Tu , on peut aussi écrire cette fraction sous la 

forme :

T

T

TT du

u

C
u

C
FF

2

1

2121

1exp

1

25

1 (462)

Le terme TTF
21

peut s’exprimer sous la somme de deux intégrales dans lesquelles la borne 

inférieure est nulle (relation de Shales) :

TT

TT

TT FFdu

u

C
u

C
du

u

C
u

C
F

12

12

21 00

0 25

1

0 25

1

1exp

1

1exp

1
(463)
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Calcul de Tc
F0 et expression approchée

Le calcul de Tc
F0 peut se faire analytiquement à partir de l’intégrale de la Luminance ou 

Emittance monochromatique TM 0 . On a en effet :

4
24

2

13
23

2

1

2
222

2

1
23

2

1
4
10

.exp4,Polylog
6

.exp3,Polylog
6

.exp2,Polylog
3

.exp1,Polylog
4

1
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C

C
TTC

C

C

TTC
C

C
TTC

C

CC
dTM

(464)

où :
1

,Polylog
n

a

n

n

z
za

avec les propriétés suivantes sur la fonction « Polylog » :

90
1,4Polylog

2

Et les équivalences de cette fonction lorsque x :
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Dans notre cas, TCx 2exp , d’où : 

4
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(465)
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On a alors :
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On retrouve la loi de Stefan-Boltzmann. Le résultat final est le suivant : 

4
4

2

4
14

24
2

1

3
23

2

12
222

2

1

23
2

1
4
1

0

0

15

2
.exp4,Polylog

6

.exp3,Polylog
6

.exp2,Polylog
3

.exp1,Polylog
4

1

T
C

C
TTC

C

C

TTC
C

C
TTC

C

C

TTC
C

CC
dM

c

c

c

c

c

c

cc

c

(468)

et qui conduit à :
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Le problème est que la fonction « Polylog » n’est pas toujours implémentée dans les 

bibliothèques mathématiques des codes de calcul.

Pour le calcul numérique de TF0 , on peut utiliser des approximations polynômiales. Une 

bonne approximation est donnée dans la littérature par [GRANT 65] :

2663
15

21
440 vmvmvmv

m

e
F

,...,m

mv

T (470)
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2
1330560027216050406083

115
1

8642
3

40 v
vvvvv

vF T (471)

Avec :
T

C
v 2

La difficulté de l’approximation proposée est que son expression change en fonction de la 

valeur de T à travers la variable .

C’est pourquoi, nous proposons une nouvelle approximation sous forme d’une série, valable 

quelle que soit le produit T. . Elle est obtenue à partir de l’approximation de Wien qui 

suppose que : 1exp 2 TC pour les basses et moyennes températures. On peut alors 

écrire :

TCTC

C

TC

C
M

22

5
1

2

5
10

exp1

1
.

exp1exp
(472)

On pose : TC2exp un infiniment petit. La loi de Wien suppose que 0 .

Nous proposons de na pas faire cette hypothèse mais d’utiliser le développement à l’infini de

1

1
lorsque 0 , soit :

0
0 1

1

n

nDL (473)
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5
10 .exp.

exp1exp n

TCn
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C
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C
M (474)

qui donne finalement :

TCnCM
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2
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5
1

0 .exp. (475)
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Cette série s’intègre facilement pour donner :

TCnTTnCTCnCn
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dTCnCdM
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(476)

On en déduit :

1
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4
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Comme :
1

4

4 90

1

n n
,

On retrouve bien la loi de Stefan :

44
4

2

4
1

1
44

2

4
1

15

11
6 TT

C

C

nC

TC

n

(478)

On peut simplifier cette expression :
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Ou encore :
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Figure 45 : Fraction d’émission du corps noir Tc
F0 (approximation série)

L’intérêt de cette expression série est qu’elle converge très rapidement comme le montre la 

Figure 45. Même pour de grandes valeurs du produit T , la série tronquée à 4 ou 6 termes 

suffit. C’est donc cette dernière expression que nous allons retenir pour la suite.

Expression de Rq en fonction de Tc
F0

En utilisant la fraction d’émission du corps noir Tc
F0 , on a la divergence du flux radiatif :
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Equations différentielles

En appliquant la méthode PN (approximation P1) sur chaque bande spectrale, on obtient le 

système d’équations suivant :

Pour la bande spectrale c,0 :
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Pour la bande spectrale ,c :
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Avec :

,
4

0

0 iLdLL iii : moment d’ordre 0 (486)

3,2,1;,
4

0

jidLlL ijjij : moment d’ordre 1 (487)

Conditions aux limites de Marshak

En utilisant la condition aux limites de Marshak avec 0n , on obtient les conditions aux 

limites suivantes:

Pour la bande spectrale c,0 :
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(490)
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Pour la bande spectrale ,c :
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Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe général de la méthode PN pour la résolution 

de l’E.T.R. La méthode P1 a été exposée en détails dans les cas 1D, 2D et 3D en coordonnées 

cartésiennes et dans le cas 2D avec symétrie de révolution en coordonnées cylindriques. Ce 

dernier cas est en effet souvent utilisé pour valider des codes numériques sur des expériences 

réalisées sur des objets 3D avec des formes simples : cylindrique ou sphère. Numériquement, 

ces cas tests nécessitent peu de mémoire et de temps de calcul car l’équation à résoudre est 2D 

en espace et seule la section droite de la pièce doit être maillée.

Pour des besoins de validation, nous avons présenté également la méthode P3. Nous 

montrerons dans le chapitre de validation qu’il y a très peu de différences entre les résultats 

P1 et P3. Il est en fait plus important d’accorder de l’importance aux conditions aux limites  

dont l’écriture n’est pas unique. Enfin, nous avons présenté la méthode P3 dans le cas général 

3D qui selon nous représente la limite raisonnable d’application de cette méthode. 

Le choix de la méthode PN semble pertinent si on peut se contenter d’un développement de la 

luminance en harmoniques sphériques d’ordres peu élevés : P1 ou P3. En effet, le nombre 

d’équations à résoudre croît très rapidement. On passe d’un système de 4 équations aux 

moments du premier ordre couplées pour la méthode P1-3D à un système de 40 équations aux 

moments pour la méthode P3-3D.

Nous avons montré qu’il était possible de réduire le nombre d’équations pas une méthode de 

dérivation-substitution en une seule équation différentielle du second ordre pour la méthode 

P1 avec pour inconnues principales 0L dans les cas 1D, 2D et 3D, en deux équations 

différentielles en 110 , LL pour P3 dans le cas 1D et sept équations différentielles en 

2313123322110 ,,,,,, LLLLLLL pour P3 dans le cas 3D. Il faut remarquer que le problème est 

alors mieux posé car il consiste à résoudre des équations du second ordre, présentant la même 

forme qu’une équation de diffusion stationnaire avec source.
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Chapitre V

Validation du modèle radiatif et application du 

modèle dans des cas complexes
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter différents résultats de simulations numériques pour 

des cas 1D, 2D et 3D, permanent et transitoire, gris et non gris.

Tout d’abord, des exemples de validation :

Pour les cas 1D permanent, on va comparer les résultats de la méthode quasi-

analytique (méthode explicite directe) et ceux des méthodes P1, P3 et P1, P3

modifiées. 

Pour le cas 1D transitoire, on utilise comme exemple deux configurations : une 

configuration de type Flash (densité de flux imposée) et une configuration de type 

température imposée.

Pour le cas 2D en régime permanent, on montre l’influence du rayonnement dans une 

cavité chauffée différentiellement.

La deuxième partie du chapitre décrit des applications verrières : 

Convection naturelle avec rayonnement dans une cavité 2D.

Convection naturelle avec rayonnement dans une cavité 2D avec obstacle opaque.

Convection naturelle avec rayonnement dans une cavité en forme de « L » avec 

obstacle opaque (2D).

Convection naturelle avec rayonnement dans une cavité complexe avec obstacle semi-

transparent (2D).

Un exemple en géométrie cylindrique (2D axi-symétrique).

Un exemple 3D en géométrie simple.

Enfin, un cas non gris (1D).
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,r'L

x

1T

1

2T

2

e
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1. Validation du modèle conducto-radiatif en 1D (régime permanent et 

transitoire) et 2D en régime permanent

1.1. Résolution du couplage conducto-radiatif dans le cas 1D permanent

Dans ce paragraphe, on va considérer le couplage conducto-radiatif dans le cas 1D 

permanent. Considérons la configuration de la Figure 46 : deux parois infinies planes et 

parallèles, séparées par un milieu semi-transparent. Pour simplifier le problème, on fait

l’hypothèse que les deux parois sont des corps noirs et le milieu semi-transparent est 

absorbant, émettant, isotrope et ne diffuse pas. La caractéristique du milieu sont données 

Tableau 8.

Figure 46 : Modèle utilisé dans le cas 1D

Epaisseur d’échantillon (e) (m) m. 3102

Conductivité thermique ( ) (W/m°C) Cm/W. 001

PC Cm/J. 036102

Température de la paroi 1 1T K400

Température de la paroi 2 2T K800

Emissivité de la paroi 1 1
1

Emissivité de la paroi 2 2
1

Absorptivité de milieu e/0

Tableau 8 : Caractéristiques du matériau
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Pour comparer les résultats de la simulation, on va utiliser les variables adimensionnelles 

suivantes :

2
*

e

at
t Temps réduit (

pC
a est la diffusivité thermique) (495)

x

dx
0

Profondeur optique (dans notre cas : ) (496)

e

dx
00 Épaisseur optique (497)

Dans notre cas, tetancons , alors : x et e0

2T

T
(498)

2

1
1

T

T
(499)

3
2

24 Tn
N pl Paramètre d’interaction conduction / rayonnement. (500)

Dans ce qui suit, on va présenter la distribution de température au sein du matériau, à travers 

la variable , en fonction de l’épaisseur optique 0 et du paramètre d’interaction entre 

conduction et rayonnement plN . Les résultats des différentes méthodes vont être présentés sur 

les mêmes figures.

On rappelle l’équation conducto-radiative couplée :

d

d

T
t,

t

R
*

*

q

2

2
0

2

2
2
0 (501)
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Le couplage conduction et rayonnement est pris en compte à travers le terme de la divergence 

du flux radiatif 
d

d Rq
qui est donnée à partir de la résolution de l’E.T.R :

TLsL
ds

dL 0'
'

(502)

On a :

4

0

04

0

4

0
dTLds'Ld

ds

'dL
div Rq (503)

LLLLdiv R

00 444q (504)

Alors :

LL
d

d R

04
q

(505)

Avec :

42
0 Tn

L ( 42810675 K.m.W., : Constante de Stefan-Boltzmann) (506)

4

04

1
ds'LL (507)

Sur la Figure 47, nous comparons les méthodes P1 et P3 en utilisant les conditions aux 

limites de Marshak compte tenu de notre choix pour la puissance du cosinus directeur utilisé 

(P1 Non-Linéaire – Modèle Conducto-Radiatif ou CR – Ordre 1 (LEMTA) et Méthode P3

Non-Linéaire CR – Ordre 3 (LEMTA)). La méthode de résolution a été donnée en détail dans 

le chapitre précédent. Nous allons détailler les conditions aux limites pour mieux comprendre 

l’intérêt de notre modèle.
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Pour la méthode P1 (ou modèle Non-linear CR Model – Ordre 1), on a besoin de résoudre le 

système d’équation suivant :
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(508)

Et on a l’expression de la luminance en série d’harmoniques sphériques pour la méthode P1 :

cosLL,xL'

10 3
4

1
(509)

Comme décrit dans le chapitre précédent, la condition aux limites générale de Marshak a pour 

expression : 
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avec : Nl ...5,3,1

Pour simplifier cette condition, le terme cosm

lY est remplacé par les cosinus directeurs de 

la luminance. Donc, pour le cas 1D, la condition aux limites de Marshak revêt la forme 

suivante :

dldLLL
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iincincincp
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(511)

Nl ...5,3,1
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Pour la méthode P1, en posant 1n et en substituant le développement de la luminance en 

série d’harmonique sphérique dans (511), on va obtenir les conditions aux limites suivantes :

La condition limite à gauche : 0
10 42 LLL (512)

La condition limite à droite : 0
10 42 LLL (513)

Ces conditions aux limites sont celles utilisées classiquement par [SIEGEL 01] et 

[RATZEL 81] pour la résolution de l’E.T.R par la méthode PN. Cependant, on peut 

remarquer que l’équation génératrice étant en 0L , il nous paraît naturel pour écrire les 

conditions aux limites de prendre l’ordre du moment correspond à la variable de l’équation 

génératrice soit ici 0n . On va appeler cette condition, la condition du LEMTA. Donc, en 

posant 0n et en substituant le développement de la luminance en série d’harmoniques

sphériques dans (511), on va obtenir la condition aux limites de P1 (LEMTA) suivante :

La condition limite à gauche : 0
10 4

2

3
LLL (514)

La condition limite à droite : 0
10 4

2

3
LLL (515)

Pour la méthode P3, on a besoin de résoudre le système de deux équations différentielles du 

second ordre suivant :
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Et on a l’expression de la luminance en série d’harmoniques sphériques pour la méthode P3 :
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Pour les conditions aux limites, [SIEGEL 01] a choisit les valeurs 1n et 3n . Mais, pour 

les mêmes raisons que précédemment, nous préférons choisir 0n et 2n .

Les conditions aux limites classiques et modifiées sont données dans le Tableau 9.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures qui suivent. 

Sur la Figure 47, on présente l’influence de la température au paramètre d’interaction  

conduction-rayonnement plN en utilisant les méthodes P1 (LEMTA) et P3 (LEMTA) pour une 

valeur de 10 .

Condition aux limites Pour la paroi gauche Pour la paroi droite

[SIEGEL 01] 31;n

0
11110 444 LLLL 0

11110 444 LLLL

0
111111 3

4

15

4

5

4
LLLL 0

111111 3

4

15

4

5

4
LLLL

LEMTA  20;n

0
11110 4

16

35

16

45
LLLL 0

11110 4
16

35

16

45
LLLL

0
111111 3

4

16

5

18

35
LLLL 0

111111 3

4

16

5

48

35
LLLL

Tableau 9 : Différentes écritures des conditions aux limites (SIEGEL et LEMTA)
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Figure 47 : Influence du paramètre d’interaction conduction- rayonnement (Nombre de 

Planck Npl ) sur la distribution de la température du matériau

On peut remarquer qu’il y a en fait peu de différences entre les modèles P1 et P3. Comme la 

solution s’exprime sous le forme d’une série d’harmoniques sphériques, cela signifie que 

l’erreur entre la méthode P3 et les méthodes d’ordre plus élevés sont donc plus faibles que 

l’erreur entre P1 et P3. On peut constater que cette erreur diminue lorsque Npl augmente car 

la part du transfert radiatif est alors plus faible. 

Sur la Figure 48, on compare la méthode P1 (LEMTA), P3 (LEMTA) et la méthode fine

(résultats obtenus par la méthode explicite directe). On constate que le gain de précision 

apporté par la méthode P3 n’est pas forcément justifié comparée à la difficulté de mise en 

œuvre, en particulier en 3D (7 équations couplées au lieu d’une seule équation). 

Sur la Figure 49, on présente la distribution de température en fonction du paramètre 

d’interaction Npl obtenue à partir des méthodes P1 (LEMTA), P1 (SIEGEL), fine (ou exacte)

et Rosseland. On constate que la méthode P1 (LEMTA) est plus proche de la solution fine que 

celle de SIEGEL. On remarque que le modèle de Rosseland (courbes en vert) est très loin de 

la solution fine.
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Figure 48 : Distribution de la température en fonction du paramètre d’interaction de 

conduction-rayonnement par les méthodes P1 (LEMTA), P3 (LEMTA) et fine (exacte).
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Figure 49 : Comparaison entre les méthodes P1 (LEMTA), P1 (SIEGEL),

fine (exacte) et Rosseland
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Une autre modification importante de la méthode PN est de prendre en compte la modèle de 

« Lick » qui consiste à remplacer le coefficient d’absorption k par un coefficient effectif 

kk
2

3
' au lieu de kk .3' . Cette modification permet au modèle P1 modifié LEMTA 

d’être meilleur que le modèle P3 classique (voir Figure 48 et Figure 50).
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Figure 50 : Comparaison entre la méthode P1 (LEMTA) 0n et celle de SIEGEL 1n

La Figure 51 présente les résultats obtenus en fonction de l’épaisseur optique e0 . La 

courbe noire correspond au cas conduction pure, les courbes rouges au cas non-linéaire et les

courbes bleues au cas linéaire (faibles gradients de température). Ces résultats sont conformes 

à ceux de la Figure 52 qui présente les profils de température en fonction de l’épaisseur 

optique obtenus par ([SIEGEL 01]) et notre modèle explicite directe (méthode fine).
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Figure 51 : Influence de la température par rapport à l’épaisseur optique

Figure 52 : Profils de température en fonction de l’épaisseur optique donnés par la 

littérature ([SIEGEL 01])
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La Figure 53 compare la méthode P1 modifiée (LEMTA) 0n , celle de Siegel 1n la 

méthode fine (exacte) et la méthode de Rosseland en tenant compte du changement de la 

coefficient d’absorption du matériau :
2

3' au lieu de 3' . La courbe rouge 

correspondant à la méthode P1 modifiée (LEMTA) est plus proche de la courbe noire 

(méthode fine) que la courbe bleue de la méthode P1 classique (SIEGEL).

Figure 53 : Distribution de la température en fonction de l’épaisseur optique modélisée par la 

méthode P1 modifiée (LEMTA), celle de SIEGEL et la méthode fine (exacte) en tenant 

compte du changement du coefficient d’absorption 
2

3' .

Enfin, sur la Figure 54, on calcule le champ de la température en fonction de l’épaisseur 

optique par les méthodes P1 modifiée (LEMTA), P3 modifiée (LEMTA) et fine (exacte).
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Figure 54 : Comparaison entre la méthode P1 modifiée (LEMTA), P3 modifiée (LEMTA)

et méthode fine (exacte)

Tous les cas précédents ont été traités avec un maillage de 80 cellules. Le temps CPU 

nécessaire pour obtenir un profil de température sur un ordinateur personnel de type Pentium 

IV - 3 GHz est de 1s environ (l’erreur relative sur la température étant fixée à 310 ).  

Les différents résultats ont été obtenus sans aucun problème particulier, même pour de fortes 

épaisseurs optiques pour lesquelles les méthodes classiques requièrent des maillages plus fins 

et des temps de calcul plus importants.

1.2. Résolution du couplage conducto-radiatif par la méthode PN dans le cas 1D 

transitoire  

Dans cette partie, on va présenter la résolution du couplage conducto-radiatif par la méthode 

P1 modifiée (LEMTA) dans le cas 1D en régime transitoire. On considère le cas de la méthode 

Flash (les caractéristiques du matériau sont données dans le Tableau 10) et le cas d’un mur 

initialement à une température 1T et soumis à une élévation brutale de sa température en face 

arrière (température 2T ). Pour ce cas, les données sont dans le Tableau 8.
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Epaisseur d’échantillon (e) (m) m. 3102

Conductivité thermique ( ) (W/m°C) Cm/W. 001

PC Cm/J. 036102

Température initiale réfTT1 K800

Température finale 2T K801 ou K810

Emissivité de la paroi 1 1
1

Emissivité de la paroi 2 2
1

Absorptivité de milieu e/0

Epaisseur optique 0
0.05 - 0.75 - 4

Tableau 10 : Caractéristique du matériau (cas de la méthode Flash)

Les résultats de ces deux cas sont donnés sur la Figure 55 et Figure 57. Dans les deux cas, le 

maillage est composé de 80 cellules et de 4000 points en temps. La simulation est arrêtée 

lorsque le régime permanent est atteint. L’erreur relative maximale sur la température est 

fixée à 310 .

Sur la Figure 55 sont données les variations de température en face arrière (ou 

thermogrammes) obtenus pour un milieu semi-transparent avec des frontières opaques et 

émissives (peinture noire) dans le cas de la méthode « Flash ». Les différentes épaisseurs 

optiques considérées sont : )475.005.0(0 . La méthode « Flash » est une méthode 

couramment utilisée pour la mesure de la diffusivité thermique de matériau [PARKER 61, 

DEGIOVANNI 88 et BALAGEAS 94]. Elle consiste à stimuler un matériau plan, initialement 

à une température de référence réfT par une excitation de type Dirac en face avant et à 

observer ensuite la réponse en température induite par cette excitation en face arrière de 

l’échantillon. La mesure du temps de demi-montée 2/1t du thermogramme face-arrière, qui 

dépend de la nature du matériau, permet de remonter à l’aide d’un modèle adapté à la 

diffusivité thermique du matériau. Dans le cas d’un matériau opaque bon conducteur (sans 

pertes), une relation simple relie la diffusivité thermique au temps 2/1t :

139.0²/2/1
*

2/1 eatt (modèle de Parker).
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Figure 57 : Distribution de la température en tenant compte du couplage conducto-radiatif 

dans le cas 1D en régime transitoire par la méthode P1 modifiée (LEMTA)

La température initiale du matériau Verre est fixée à KTT réf 8001 . L’énergie déposée 

permet d’élever la température du milieu soit de  1°C degré KT 8012 dans le cas linéaire 

ou de 10°C dans le cas non linéaire KT 8102 .

Les résultats obtenus dans le cas non-linéaire sont en rouge et dans le cas linéaire en bleu. Les 

différences entre le modèle fin et le modèle P1 approché sont très faibles. Ces résultats sont 

en bon accord avec ceux obtenus par [ANDRE 95], [REMY 98] et [LAZARD 01] avec un 

modèle quadripôle conducto-radiatif linéaire (Voir également la Figure 56). Le 

thermogramme le plus lent correspond au cas conductif pur (courbe noire). Inversement, en 

présence de rayonnement, les thermogrammes sont plus rapides. On observe un « saut » de 

température aux temps courts de plus en plus important pour de faibles épaisseurs optiques. 

Ces « sauts » de température s’expliquent par un transfert direct d’énergie par photons 

(transfert radiatif) entre les faces avant et arrière du matériau. La température diminue ensuite 

(présence d’un minimum) due au refroidissement de la face arrière avec la partie interne du 

matériau encore froide (l’absorption en volume est faible pour un matériau à faible épaisseur 

optique). Enfin, le flux de chaleur conductif atteint la face arrière. Sa température augmente 

de nouveau jusqu’à atteindre sa température adiabatique. 
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Sur la Figure 57, on présente l’évolution temporelle du profil de température dans un 

matériau semi-transparent, initialement à l’équilibre de température avec l’environnement et 

soumis brutalement à un gradient de température. Ce cas transitoire correspond au cas 

stationnaire présenté dans la première partie de ce chapitre dans le cas 10 et 5.0plN .

Les profils en « noir » correspondent aux profils dans le cas conductif pur et les profils en 

« bleu » et « rouge » les profils conducto-radiatif dans les cas linéaire et non-linéaire. 

Dans les deux cas transitoires, les temps de calcul sont de l’ordre de la seconde pour obtenir 

un thermogramme que ce soit dans le cas conductif pur ou conducto-radiatif. 

1.3. Résolution du couplage conducto-radiatif dans le cas 2D en régime permanent

On considère un milieu semi-transparent gris, absorbant et émettant comme décrit sur la 

Figure 58. Les parois sont opaques avec des émissions et réflexions diffuses. Les propriétés 

conductives et radiatives (verre solide) sont données dans le Tableau 11.

Largeur d’échantillon (e) (m) m.01

Conductivité thermique ( ) (W/m°C) Cm/W. 001

PC Cm/J. 036102

Température de la paroi 1 1T K400

Température de la paroi 2 2T K800

Emissivité de la paroi 1 1
1.0

Emissivité de la paroi 2 2
1.0

Infraction du milieu n 1.0

Absorptivité de milieu e/0

Epaisseur optique 0
1.0

plN 500500050 ...

Tableau 11 : Caractéristique du matériau
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Figure 58 : Configuration du cas étudié en 2D

En appliquant la méthode P1 modifiée (LEMTA), on obtient le système d’équation suivant :
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Pour résoudre ce problème, on a besoin des conditions aux limites suivantes - P1 (LEMTA) :

La condition limite à gauche : 0
10 4

2

3
LLL (523)

La condition limite à droite : 0
10 4

2

3
LLL (524)

La condition pour la paroi inférieure : 0
30 4

2

3
LLL (525)

La condition pour la paroi supérieure : 0
30 4

2

3
LLL (526)

Les isothermes obtenues dans les cas conductif pur et conducto-radiatif sont données 

respectivement sur la Figure 59 et Figure 60. On remarque alors qu’en présence de 

rayonnement, les gradients de température dans le milieu diminuent. 

Pour valider ces résultats, nous avons comparé les résultats donnés par la méthode P1 avec la 

solution donnée par la méthode explicite directe. Le champ de température obtenu dans le cas 

10 et 05.0Npl est donné sur la Figure 63. Qualitativement, les résultats sont assez 

proches. Pour une comparaison plus fine, nous avons tracé les profils de température au 

centre de la cellule en 5.0*y (là où on s’attend à observer les écarts les plus grands), 

obtenus par différentes méthodes : explicite directe, P1 Siegel et P1 LEMTA (Figure 64). Les 

résultats les plus proches de la solution exacte sont donnés pas le la méthode P1 LEMTA. Il 

faut remarquer que les profils ne sont pas parfaitement superposés. Ceci peut s’expliquer 

parce que la méthode P1 LEMTA qui utilise l’approximation de Lick, n’est valable 

rigoureusement que dans le cas 1D. Pour améliorer ces résultat, il faudrait donc proposer des 

approximations plus adaptées dans les cas 2D et 3D.
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Figure 59 : Champ de la température dans le cas 2D en régime permanent (conduction pure)

Figure 60 : Couplage conducto-radiatif par la méthode P1 modifiée (LEMTA)

avec : 5010 .N& pl
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Figure 61 : Couplage conducto-radiatif par la méthode P1 modifiée (LEMTA)

avec : 05010 .N& pl

Figure 62 : Couplage conducto-radiatif par la méthode P1 modifiée (LEMTA)

avec : 005010 .N& pl
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Figure 63 : Solution obtenue par la méthode explicite directe (maillage : 1600 cellules)
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2. Application du modèle radiatif dans des cas complexes

2.1. Résolution d’un problème de « Convection Naturelle » avec couplage des trois 

modes de transfert (conduction, convection et rayonnement) par la méthode P1

modifiée (LEMTA)

Dans cette partie, on va aborder la résolution d’un problème de couplage conducto-convecto-

radiatif par la méthode P1 modifiée (LEMTA). La configuration étudiée est présentée sur la 

Figure 65. Les caractéristiques du milieu qui correspond ici à un matériau semi-transparent 

gris absorbant émettant sont données dans le Tableau 12.

Le but de cette partie est de montrer qu’il est possible de traiter de façon efficace un problème 

de convection naturelle en présence de rayonnement. Nous nous intéressons plus 

particulièrement au problème classique de la cavité chauffée différentiellement en prenant en 

compte le transfert radiatif. Il s’agit d’un cas intéressant pour tester le couplage des équations 

de Navier-Stokes, de la chaleur et du transfert radiatif. 

Pour la résolution des équations de Navier-Stokes, nous avons fais l’hypothèse de 

Boussinesq : densité suppose constante dans toutes les équations sauf pour Navier-Stokes 

où 22 1 TTT .

La cavité carrée est soumise à un gradient de température de 50K et la température de 

référence est fixée à une température KT 15002 (Verre liquide). Du fait de la variation de 

densité avec la température, une boucle de convection prend naissance dans la cellule.
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Figure 65 : Configuration étudiée

Température (T1) 1450 K
Température  (T2) 1500 K

Densité ( ) 2000 Kg/m3

Capacité calorifique ( pC ) 1000 J/Kg.K

Conductivité thermique (k) 1 W/m K
Diffusivité thermique (a) 5.10-7 m²/s
Viscosité dynamique ( ) 20 Pa.s

Viscosité cinématique ( / ) 0,01 m²/s
Indice de réfraction (n) 1,4

Coefficient d’absoprtion ( ) 7,5 m-1

Coefficient de dilatation ( ) 2,3 10-4 K-1

Epaisseur (e) 0,13 m
Epaisseur optique ( )0 e 1

Nombre de Planck 

3
2

24

.

Tn

k
N pl

0,005

4
3

10.5
.a

Teg
Ra et 410.2Pr

ak

C p

Tableau 12 : Caractéristique du fluide
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Figure 66 : Solution stationnaire (conduction +  convection)
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Figure 67 : Solution stationnaire (conduction + convection + rayonnement)
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Les équations ont été résolues en régimes permanent et transitoire. Les isothermes et champs 

de vitesse obtenus en régime permanent sont donnés sur la Figure 66 pour le cas conducto-

convectif et sur la Figure 67 pour le cas conducto-convecto-radiatif. 

La grille est constituée de 484 cellules. En régime permanent, le temps CPU pour résoudre le 

problème conducto-convectif est de 8s et de 14s avec prise en compte du rayonnement 

lorsque le champ de température est initialisé à une température uniforme 1T et un champ de 

vitesse nulle. Ces temps chutent respectivement à 2s et 4s si on utilise des champs de 

température et de vitesse déjà convergés pour d’autres valeur de Ra et Pr. En régime 

transitoire (100 points en temps), la solution est obtenue en 184s dans le cas conducto-

convectif et 189s avec prise en compte du rayonnement. L’erreur limite sur la température 

étant fixée à 10-3.

On remarque qu’en présence de rayonnement, la vitesse de la boucle convective diminue. En 

effet, comme nous l’avons fait remarquer dans le cas traité précédemment, le rayonnement a 

pour effet de réduire les gradients de température dans le milieu. Ainsi, la force motrice qui 

dépend des gradients de densité du fluide, proportionnels au gradient de température diminue, 

la vitesse de l’écoulement également.

2.2. Résolution d’un problème de convection naturelle conducto-convecto-radiatif dans 

une cavité avec obstacle par la méthode P1 modifiée (LEMTA).

Dans cette partie, nous considérons le même cas 2D que celui traité dans la section précédente 

(un liquide semi-tansparent gris absorbant-émettant avec des parois à émission et réflexions 

diffuses) mais avec des géométries plus complexes. Pour montrer la faculté de notre modèle à 

s’adapter à des géométries quelconques, nous considérerons deux géométries avec un obstacle 

interne et des frontières avec des formes plus ou moins complexes. Les propriétés du fluide 

sont les mêmes que celles données dans le Tableau 12. Du point de vue des aspects conductif 

et radiatif, ce cas n’est pas vraiment plus compliqué que le précédent mais il est en fait 

généralement difficile pour l’aspect radiatif puisque compte-tenu des interactions à grande 

distance du rayonnement, la température en un point du milieu est influencé directement ou 

indirectement par toutes les autres températures. La difficulté est d’autant plus grande en 

présence de frontières cachées et de parois internes comme celles considérées sur la  Figure 

68.
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410.5Ra , 410.2Pr

Figure 69 : Champs de température et de vitesse (cas conducto-convectif)

410.5Ra , 410.2Pr , 10 et 005.0PlN

Figure 70 : Champs de température et de vitesse (cas conducto-convecto-radiatif)
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410.5Ra , 410.2Pr

Figure 71 : Champs de température et de vitesse (cas conducto-convectif)

410.5Ra , 410.2Pr , 10 et 005.0PlN

Figure 72 : Champs de température et de vitesse (cas conducto-convecto-radiatif)



237

Ces deux problèmes ont étés résolus en régimes permanent et transitoire. Les solutions 

stationnaires ont été représentées sur les quatre figures précédentes. 

Dans la première configuration, nous avons utilisé environ 484 cellules. La solution est 

obtenue en 27s pour le problème conducto-convectif et 16s seulement avec prise en compte 

du rayonnement (respectivement 178s et 184s en régime transitoire for 100 points en temps). 

Dans la deuxième configuration, nous avons environ 400 cellules. La solution est obtenue en 

12s pour le problème conducto-convectif et 7s avec prise en compte du rayonnement 

(respectivement 132s et 136s en régime transitoire avec 100 points en temps). Encore une 

fois, on peut constater que le transfert radiatif à pour effet de réduire les gradients de 

température dans le milieu et donc l’amplitude du champ de vitesse (boucle de convection). 

On peut remarque que dans ces cas complexes, la prise en compte du rayonnement n’est pas 

préjudiciable. Les temps de calcul sont du même ordre de grandeur que dans le cas conducto-

convectif. Ceci peut s’expliquer par le fait que dans le cas du rayonnement, les gradients de 

température étant plus faibles, on atteint plus rapidement le critère de convergence sur la 

température ( 310 ici en valeur relative). Il n’y pas de phénomène de couche limite thermique 

ou de « saut » de température à la paroi. 

2.3. Convection naturelle en tenant compte du couplage conducto-convecto-radiatif dans 

le cas d’un milieu complexe avec interface inclinée et présence d’un obstacle solide 

semi-transparent

Dans cette partie, on va appliquer la méthode P1 modifiée (LEMTA) pour la résolution du 

couplage conducto-convecto-radiatif dans deux configurations différentes. 

Un premier cas où nous avons une paroi inclinée et un deuxième cas où on a la présence 

d’une inclusion (milieu solide semi-transparent). Ce dernier cas est également un cas 

complexe car il faut traiter l’interface semi-tansparente entre le verre solide et liquide. Les

configurations sont décrites sur la Figure 73 et les caractéristiques sont données dans le 

Tableau 13.
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Pour résoudre ce problème, on a besoin d’écrire les conditions aux limites P1 (LEMTA)

suivantes :

La condition limite à gauche : 0
10 4

2

3
LLL (527)

La condition limite à droite : 0
10 4

2

3
LLL (528)

La condition à la paroi inférieure : 0
30 4

2

3
LLL (529)

La condition à la paroi supérieure : 0
30 4

2

3
LLL (530)

La condition à la paroi inclinée : 0
1

0
3

0
0 44545

2

3
LLsinLcosL (531)

Conductivité thermique ( ) (W/m°C) Cm/W. 001

PC Cm/J. 036102

Température de la paroi 1 1T K400

Température de la paroi 2 2T K800

Emissivité de la paroi 1 1
1.0

Emissivité de la paroi 2 2
1.0

Infraction du milieu n 1.4

Absorptivité de milieu e/0

Epaisseur optique 0
1.0

plN 0050.

Nombre de Grashof 410
Nombre de Prandtl Pr 10

Tableau 13 : Caractéristique des matériaux

Les champs de température et de vitesse obtenus sont donnés pour les deux cas étudiés sur la 

Figure 74 et Figure 75. Les résultats ont été obtenus pour le premier cas en 6s avec un 

maillage de 1156 cellules et pour le deuxième cas en 7s avec un maillage de 1296 cellules. 



239

Figure 73 : Description des cas étudiés
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Figure 74 : Champs de température et de vitesse dans une cavité remplie d’un liquide semi-

transparent avec une paroi inclinée 

Figure 75 : Champs de température et de vitesse dans une cavité remplie d’un liquide semi-

transparent et présence d’une inclusion solide semi-transparente (verre solide)
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2.4. Résolution d’un problème de couplage conducto-radiatif en coordonnées 

cylindriques (2D axi-symétrique) par la méthode P1 modifiée (LEMTA) 

Dans la partie précédente, en utilisant la méthode P1 modifiée (LEMTA) pour la résolution de 

l’équation de transfert radiatif dans le milieu semi-transparent (absorbant et émettant), on a 

résolu le problème des couplages conducto-convecto-rayonnement pour diverses géométries  

(carrée, cube, en forme de « L »…)  dans le système de coordonnées cartésiennes. 

Dans cette partie, on va valider la méthode P1 modifiée (LEMTA) présentée dans le 

Chapitre IV en coordonnées cylindriques. On considère un cylindre creux de rayons intérieur 

1r et extérieur 2r (Figure 76). Le milieu est identique à celui du mur plan infini étudié dans la 

partie précédente. Les conditions aux limites sont : température 1T sur la face intérieure 1r et 

2T sur la face extérieure 2r . On utilise des variables adimensionnelles pour faciliter la 

comparaison entre les différents modèles :
12

1*

TT

TT
T et 

12

1*

rr

rr
r .

1r

2r

z

O

1r

2r
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Figure 76 : Configuration d’un cylindre creux

Pour valider la méthode P1 modifiée (LEMTA) dans le système de coordonnées cylindriques, 

on considère un cylindre creux avec de grands rayons 100,99 21 rr de telle sorte que 

1/ 112 rrr .
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La Figure 77 compare les résultats obtenus en cylindrique avec les résultats précédents 

obtenus pour le mur plan infini. On constate une bonne concordance entre les profils donnés

par les modèles cartésien et cylindrique, ce qui normal ici compte tenu du faible rayon de 

courbure.
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Figure 77 : Comparaison du profil de température (modèles cartésien et cylindrique)

Sur la Figure 78 et la Figure 79, on représente le profil de température dans un cylindre infini 

en fonction du paramètre d’interaction conduction - rayonnement plN (cas 1D cylindrique)

pour la résolution du couplage conduction et rayonnement dans le cas 1D. Les résultats sont 

analogues aux résultats obtenus dans le cas cartésien. Les profils sont un peu plus courbés 

pour prendre en compte le profil logarithmique de la température en conduction pure.

Sur la Figure 80 et la Figure 81, on compare les profils de température dans la section droite 

d’un cylindre creux d’extension finie ( 11r , 22r et 1z ) soumis à un gradient de 

température ( KT 4001 sur la face interne et les faces supérieure et inférieure, 2T sur la face 

externe). On observe que l’effet radiatif réduit le gradient de la température au sein du 

matériau. 
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Figure 78 : Profil de température dans un cylindre 1,01.0 21 rr en fonction du paramètre 

d’interaction conduction/rayonnement

Figure 79 : Profil de température d’un cylindre de petits rayons 2,1 21 rr en fonction du 

paramètre d’interaction conduction/rayonnement
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Figure 80 : Profil réduit de température dans la section droite d’un cylindre 

(conduction pure 2D)

Figure 81 : Profil réduit  de température dans la section droite d’un cylindre

(conducto-radiatif 2D)
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2.5. Résolution d’un problème de couplage conducto-radiatif dans le cas 3D par la

méthode P1 modifiée (LEMTA) 

Dans cette partie, on va valider la méthode P1 modifiée (LEMTA) pour la résolution du 

couplage conducto-radiatif dans le cas 3D. On considère la configuration d’un cube (Figure 

82) dont la caractéristique du matériau est la même que pour le cas 2D (Tableau 11). On 

impose des conditions aux limites de type Dirichlet comme indiquée sur la Figure 82. La

température de la face droite est KT 8002 et toutes les autres faces sont à KT 4001 .
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Figure 82 : Configuration géométrique considérée

En appliquant la méthode P1 modifiée (LEMTA) pour ce modèle avec une épaisseur optique 

10 et un paramètre d’interaction conduction-rayonnement 005,0Npl , on obtient les

champs de température selon les coupes A-A et B-B donnés sur la Figure 83 et la Figure 84.

Les résultats obtenus sont conformes à ceux attendus. Pour 100 pas de temps, les temps de 

calcul sont de 69s pour un maillage 123 et 92s pour un maillage 163 en conductif pur. En 

conducto-radiatif, ils sont de 189s en 163 et 414s en 203. La forte augmentation du temps de 

calcul s’explique par la difficulté d’obtenir un premier champ solution dans le cas conducto-

radiatif.

En perspectives, il reste à étendre le code pour des géométries 3D plus complexes. 
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Figure 83 : Profil de température selon la coupe B-B

Figure 84 : Profil de température selon la coupe A-A
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2.6. Résolution d’un problème conducto-radiatif 1D dans le cas d’un matériau semi-

transparent non gris (modèle à 2 bandes) par la méthode P1 modifiée (LEMTA) 

Le Verre est un matériau semi-transparent qui présente une fréquence de « coupure »

µmc 5.2 . En première approximation, on peut donc considérer qu’il est totalement 

transparent en dessous de cette longueur d’onde et totalement opaque au dessus. Le but de 

cette section est de montrer qu’il est possible de prendre en compte le caractère non gris de ce 

matériau par méthode PN (voir Chapitre précédent pour le modèle) et de voir quelle est 

l’influence du comportement non gris du matériau sur le profil de température du milieu. 

L’étude a été faite ici en 1D mais son extension à des géométries 3D ne posent aucun 

problème particulier. 
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Figure 85 : Fraction d’émission du corps noir Tc
F0 avec µmc 5.2

On remarque alors qu’à température ambiante KT 300 , le Verre est totalement opaque car 

0~
0 TF et que pour une température KT 1000 , soit 727°C environ, 16% de l’énergie du 

corps noir est transmise par le Verre tandis que le complément (74%) est absorbé. On peut 

noter également que l’on est situé dans une partie de la courbe où la fraction d’énergie 

transmise va augmenter très rapidement avec la température. L’effet non-gris lié aux 

variations de propriétés optiques du Verre va prendre de plus en plus d’importance.
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La Figure 86 montre les profils de température obtenus dans le cas d’un matériau semi-

transparent qui se comporte comme du Verre (transparent en dessous d’une longueur d’onde 

de coupure c et opaque au dessus) pour µmµmµmµmµmc 60et 10,5,2,1 .

Nous avons également représenté sur la même figure le profil de température dans le cas 

conductif pur et le cas gris. Nous pouvons déjà remarquer que pour µmc 1 , le profil obtenu 

par le modèle 2 bandes est proche d’un profil conductif pur. Ceci est dû aux caractéristiques 

optiques du matériau dans la seconde bande (bande b ) 61,8,10000 bb Npl . Pour 

µmc 60 , le profil de température 2 bandes est proche du cas gris avec pour propriétés 

optiques celles du matériau dans la première bande (bande a ) 00861,0,10 bb Npl .
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Figure 86 : Comparaison modèle à 2 bandes / modèle gris pour différentes valeurs de c

Pour expliquer cela plus précisément, il est intéressant de représenter la loi de Planck 

(émission du corps noir TM 0 pour les deux températures extrêmes du mur, respectivement 

KT 4001 et KT 8002 .
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Nous avons représenté également l’émission pour une température moyenne 

KTTTm 600221 .

On rappelle que le maximum d’émission du corps est donné par la loi de Wien :

KµmTpic .2898. (532)

et que 98% de l’énergie du corps noir est émis entre picpic 82 maxmin (étendue 

« utile » du spectre). 

Ainsi, les longueurs d’onde de maximum d’émission et les étendues utiles pour les trois 

températures considérées sont respectivement :

Température pic (µm) Etendue « utile » du spectre

KT 4001 µm5.7 µmµm 6075.3

KTm 600 µm5 µmµm 405.2

KT 8002 µm75.3 µmµm 30875.1

Tableau 14 : Maximum d’émission et étendue utile du spectre d’émission 

pour différentes températures

Sur la Figure 87, nous avons tracé la limite µmc 2 en dessous de laquelle le matériau est 

relativement transparent (épaisseur optique 1) et au dessus de laquelle il est pratiquement 

opaque (épaisseur optique 1000 ). 

Pour µmc 2 , on voit alors que toute l’énergie du milieu est émise majoritairement à des 

longueurs d’onde où le matériau est fortement absorbant. Le profil de température dans le 

milieu est alors assez proche d’un profil conductif pur. Naturellement, ce profil s’en 

rapproche d’avantage si la fréquence de coupure diminue (voir profil pour µmc 1 ). 
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(maximum d’émission et étendue utile de spectre)  

A l’inverse, si on augmente la valeur de c , l’énergie est émise dans les deux bandes du 

matériau. Plus c est grande, plus l’énergie émise dans la zone de transparence du matériau 

est importante. Le profil de température donné par le modèle à 2 bandes tend vers le profil de 

température du cas gris 00861,0,10 bb Npl lorsque µmc 60 . En effet, dans ce dernier 

cas, toute l’énergie du matériau est émise en dessous de c et seule la première bande du 

spectre du matériau est sollicitée (Voir le Tableau 14). 

Cet exemple montre la possibilité d’étendre la méthode PN au cas non gris mais surtout la 

nécessité de prendre en compte le caractère non gris du Verre. En effet, même si elles vont 

s’estomper pour des températures élevées, les différences entre le cas µmc 2 et le cas gris 

sont importantes. 
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Conclusions

Ce chapitre a permis de valider la méthode choisie pour traiter le couplage conducto-

convecto-radiatif.

La méthode P1 modifiée (LEMTA) est un excellent compromis entre précision de calcul et

temps de calcul. Elle répond au problème posé dans la Thèse puisqu’elle est assez facilement 

incorporée dans des codes de calculs commerciaux, sans alourdir fortement les temps de 

calcul.

La Chapitre a permis de valider cette méthode et de traiter des applications complexes. 

Un deuxième résultat important est qu’il est indispensable dans le cas du verre à haute 

température de prendre en compte son caractère non gris, ce qui est possible avec la méthode 

mise en place. 
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé un modèle pour la simulation du remplissage de moules 

verriers permettant de prendre en compte l’aspect mécanique des fluides (écoulement avec 

frontières libres) et les aspects thermiques spécifiques au Verre (viscosité thermodépendante 

et transfert radiatif). Des méthodes numériques adaptées ont été proposées pour le traitement 

de l’écoulement (Méthode VOF, projection vectorielle et méthode du Lagrangien augmenté) 

et du transfert radiatif (notion de conductivité radiative équivalente, méthode explicite directe 

et méthode des harmoniques sphériques ou méthode PN). 

Nous avons montré la pertinence de la bibliothèque numérique Aquilon pour traiter les 

problèmes de remplissage de moules par gravité ou par pression, ainsi que les couplages 

thermiques entre la pâte de Verre, l’air en présence dans le moule et les parois du moule en 

fonte ou en acier. Cet aspect est souvent négligé dans les approches classiques où on néglige 

généralement la présence de l’air et où les parois sont traitées comme de simples conditions 

aux limites : température imposée, résistance de contact ou résistance convective. Dans 

certains cas, ces grandeurs dépendent du temps et de l’espace et requièrent une approche

empirique pour leur détermination.

Pour le traitement du transfert radiatif, nous avons proposé des approches plus ou moins fines. 

Les méthodes de type conductivité radiative équivalente sont souvent employées dans 

l’Industrie verrière car elles peuvent facilement être prises en compte dans des codes 

spécifiques ou encore des codes commerciaux (Voir modèle de Rosseland modifié par 

exemple). Mis à part certains cas très particuliers où cela s’avère indispensable, les approches 

plus fines comme les méthodes d’ordonnées discrètes, d’éléments finis, de volumes finis ou 

encore la méthode de zones sont très rarement employées car elles sont très couteuses en 

temps non seulement dans leur mise en œuvre mais aussi en terme de temps de calcul.



254

C’est pourquoi, il nous paraissait important de proposer une approche alternative comme la 

méthode des harmoniques sphériques. Certes, telle que présentée ici, il s’agit d’une méthode 

approchée (développement au premier ou au troisième ordre). Nous avons montré cependant 

en comparant les résultats données par la méthode P1 avec ceux obtenus par la méthode 

explicite directe (modèle fin) que les résultats obtenus sont très proches dans des cas 1D et 2D 

en régimes permanent et transitoire. Nous avons montré que le problème de transfert radiatif 

pouvait se modéliser en P1 par une simple équation de diffusion stationnaire, comparable à 

l’équation de la chaleur que ce soit en géométries 1D, 2D ou 3D. Pour la méthode P3, nous 

avons 2 équations en 1D, 4 équations en 2D et 7 équations en P3.

La méthode peut s’alourdir très rapidement si on cherche à travailler à des ordres très élevés. 

Elle perd donc tout de son intérêt si cela s’avère nécessaire. Néanmoins, dans de très 

nombreux cas, la méthode P1 est très satisfaisante. De façon inconditionnelle, elle est 

meilleure qu’une approche de type Rosseland modifiée et les écarts avec des méthodes fines

sont du même ordre que les incertitudes du modèle, les hypothèses simplificatrices posées 

pour résoudre le problème, la simplification de la géométrie ou encore la précision de la base 

de données. Il permet de décrire fidèlement tous les aspects radiatifs observés avec des 

modèles fins et cela avec une bonne précision tout à fait acceptable.

Numériquement l’implémentation de ce modèle dans des codes comme Aquilon, FlexPDE ou 

encore Comsol Multiphysics est aisée. Sa résolution ne pose pas de problèmes numériques 

particuliers et les temps de calcul restent faibles. Il est de l’ordre d’un facteur deux entre un 

problème stationnaire conductif pur et conducto-radiatif. Dans certains cas, il peut être plus 

faible car la prise en compte du rayonnement minimise les gradients dans le milieu, ce qui 

rend le problème plus simple à résoudre. Dans le cas d’un problème transitoire, la différence 

entre les temps de calcul est encore plus réduite car à l’équation transitoire du problème 

conductif, on ne rajoute qu’une équation stationnaire supplémentaire à résoudre pour traiter le 

rayonnement. La différence est encore plus faible lorsque l’on cherche à prendre en compte le 

rayonnement dans des problèmes conducto-convectif.

Ce modèle radiatif a pu être mise en œuvre dans des géométries simples et complexes en 1D, 

2D et 3D, en coordonnées cartésiennes et cylindriques avec symétrie de révolution et avec 

prise en compte de parois et d’obstacles opaques et semi-transparents. 
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Nous avons pu prendre en compte également avec succès le caractère non gris du matériau 

semi-transparent (matériau à 2 bandes comme le Verre). 

Nous avons pu ainsi proposer un modèle radiatif répondant au cahier des charges initial, c’est 

à dire un modèle qui soit assez fin pour décrire fidèlement le comportement radiatif du Verre, 

et avec une mise en œuvre et des temps de calcul compatibles avec les contraintes de

l’Industrie. 

Les perspectives sont tout d’abord de valider ce modèle radiatif dans des cas et des 

géométries plus complexes et de le tester en particulier sur des problèmes à frontières libres, 

ce que nous n’avons pas pu faire dans le cadre de cette étude. Tous les éléments techniques 

semblent cependant réunis pour que cela puisse se faire sans difficultés majeures. Nous 

n’avons recensé aucun problème qui nous interdirait l’implémentation de ce modèle radiatif

pour traiter ce type de cas.

Une dernière perspective serait ensuite de valider les résultats numériques sur des essais 

expérimentaux de remplissage de moules. Des essais de remplissage de moules par gravité et 

par pression ont été réalisés ou sont en cours de réalisation chez Daum et Baccarat dans des 

géométries simples de type sphérique et cylindrique (symétrie de révolution). 
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Annexe A : « Présentation des fichiers de données de 

l’interface du code de calcul numérique Aquilon »

On présente ci-dessous une partie de fichiers du code de calcul Aquilon, utilisé pour obtenir 

les résultats présentés dans le Chapitre 1.

Le fichier « aquilon.dat » est relatif au choix du fichier dans lequel on écrit des paramètres 

pour la simulation numérique. En supprimant le signe - devant le nom du fichier, on active 

le problème physique à traiter.

------------------------------------------------------------------------

- Solutions analytiques Navier-Stokes

------------------------------------------------------------------------

-FICHIER_DONNEE       hydrostatique.don

-FICHIER_DONNEE       pois2d.don

-FICHIER_DONNEE       pois2dcop.don

-FICHIER_DONNEE       pois2dcor.don

-FICHIER_DONNEE       pois2dcot.don 

-FICHIER_DONNEE       poiscomp.don 

-FICHIER_DONNEE       pois2dper.don

-FICHIER_DONNEE       poisinst2d.don

-FICHIER_DONNEE       poismuvar.don

------------------------------------------------------------------------

CAS AU LEMTA                       

------------------------------------------------------------------------

-FICHIER_DONNEE      coule_obs_carre.don

-FICHIER_DONNEE      coule_obs_carre_gra.don

-FICHIER_DONNEE      pois2d_LEMTA.don

-FICHIER_DONNEE      pois2d_LEMTA_vis.don

-FICHIER_DONNEE      coule_obs_temp_mesh.don

-FICHIER_DONNEE      coule_obs_temp_mesh_II.don

-FICHIER_DONNEE      coule_obs_temp_mesh_coin.don

-FICHIER_DONNEE      laplacien_lemta.don
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-FICHIER_DONNEE      pois2d_LEMTA_test.don

FICHIER_DONNEE      coup_cond_ray_P1.don

-FICHIER_DONNEE      Terme_Source.don  

Le fichier caract.par concerne la définition des propriétés physiques du matériau. Il y a deux 

types du matériau : le fluide est caractérisé par le mot clé CARACT_FLUIDE et solide par 

CARACT_SOLIDE. 

CARACT_FLUIDE AIR

MASSE            1.176829268D0

VISCOSITE        1.85D-5

COMPRESSIBILITE  9.8692327D-6

CAPACITE_CAL     1006.D0

CONDUCTIVITE     0.0263D0

DILATATION       3.333333D-3

GAMMA            1.4D0

CONST_GP         287.D0

RAYON_PART       0.D0

CONTRAINTE_SEUIL 0.D0

RHEOFLUIDIFIANCE 0.0D0

LOI_ETAT      GAZ_PARFAIT

RHEOLOGIE        NEWTON

CARACT_FLUIDE FLUX_LEMTA

MASSE             1.0D

VISCOSITE        6.0D4

CAPACITE_CAL     1.D

COMPRESSIBILITE  9.8692327D-26

CONDUCTIVITE     1.31D0

DILATATION       1.D-6

GAMMA            1.D0
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CONST_GP     287.D0

LOI_ETAT         LIQUIDE

RHEOLOGIE        NEWTON

CARACT_FLUIDE VERRE_BACCARAT

MASSE            2865.D0

VISCOSITE        6.0D4

CAPACITE_CAL     890.D0

COMPRESSIBILITE  9.8692327D-26

CONDUCTIVITE     1.63D

DILATATION       1.D-6

GAMMA            1.D0

CONST_GP         287.D0

LOI_ETAT         LIQUIDE

RHEOLOGIE        NEWTON

CARACT_FLUIDE VERRELIQ

MASSE            2500.D0

VISCOSITE        100.D0

CAPACITE_CAL     900.D0

COMPRESSIBILITE  9.8692327D-26

CONDUCTIVITE     1.0D0

DILATATION       1.D-6

GAMMA            1.D0

CONST_GP         287.D0

LOI_ETAT         LIQUIDE

RHEOLOGIE        NEWTON

CARACT_SOLIDE ACIER_INOX_18_8

MASSE            2000.D0
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CAPACITE_CAL     400.D0

CONDUCTIVITE     40.D0

PERMEABILITE     1.D-90

Le fichier « defaut.don » est relatif aux données par défaut.

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES TEMPORELS

--------------------------------------------------------------------------------

SCHEMA TEMPS GEA1

--------------------------------------------------------------------------------

- EQUATIONS RESOLUES

--------------------------------------------------------------------------------

NAVIER          NON

NAVIER_RHO      NON

NAVIER_ENERGIE  NON

DARCY           NON

ENERGIE         NON

ENERPHASE       NON

KE              NON

RNG             NON

V2F             NON

KL              NON

ADVECTION       NON

TRANSPORT       NON

PARTICULE       NON

SOLIDE          NON

CHIMIE          NON

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES NAVIER-STOKES

--------------------------------------------------------------------------------
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INCOMPRESSIBLE  OUI

PRESSION        TOTALE

TENSION_SUP     NON

-PRESSION       MOTRICE

-LOI_ETAT       GAZ_PARFAIT

-RHEOLOGIE      NEWTON

INTERPOLATION  VISCOSITE         GEOMETRIQUE

INTERPOLATION  MASSE             LINEAIRE

INTERPOLATION  PERMEABILITE   GEOMETRIQUE

INTERPOLATION  COMPRESSIBILITE   LINEAIRE

METHODE             NAVIER      PROJECT_VECT

SCHEMA              NAVIER      HYBRIDE

SOLVEUR             NAVIER      BICG

PRECONDITIONNEMENT  NAVIER     ILU

RESIDU              NAVIER      1.D-16

ITERATION           LAGRANGIEN  2

ITERATION  BICG   NAVIER      30

ITERATION  BICG     PROJECTION  10

PRECONDITIONNEMENT  PROJECTION  ILU

RESIDU              PROJECTION  1.D-16

DIVERGENCE               1.D-16

PARAMETRE  DPDR     1.D0

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES ENERGIE

--------------------------------------------------------------------------------

SCHEMA              ENERGIE       CENTRE

SOLVEUR             ENERGIE       BICG

PRECONDITIONNEMENT  ENERGIE       MILU

ITERATION  BICG     ENERGIE       30
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RESIDU              ENERGIE       1.D-15

INTERPOLATION       CONDUCTIVITE  GEOMETRIQUE

CONDUCTIVITE        ISOTROPE       OUI

-RES_THERMIQUE        NON

PRODUCTION_VISQUEUSE NON

VARIATION  CONTINUE  MASSE

VARIATION  CONTINUE  VISCOSITE

VARIATION  CONTINUE  CONDUCTIVITE

VARIATION  CONTINUE  CAPACITE

VARIATION  CONTINUE  DILATATION

VARIATION  CONTINUE  COMPRESSIBILITE

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES PARTICULE

--------------------------------------------------------------------------------

-SCHEMA               PARTICULE   TVD

-SOLVEUR              PARTICULE   BICG

-PRECONDITIONNEMENT   PARTICULE   MILU

-ITERATION  BICG      PARTICULE   30

-RESIDU               PARTICULE   1.D-15

-INTERPOLATION        PARTICULE   GEOMETRIQUE

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES TURBULENT

--------------------------------------------------------------------------------

SCHEMA               TURBULENT   HYBRIDE

SOLVEUR              TURBULENT   BICG

PRECONDITIONNEMENT   TURBULENT   MILU

ITERATION  BICG      TURBULENT   30

RESIDU               TURBULENT   1.D-15

INTERPOLATION        TURBULENT   LINEAIRE
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--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES TRANSPORT

--------------------------------------------------------------------------------

SCHEMA               TRANSPORT        HYBRIDE

SOLVEUR              TRANSPORT        BICG

PRECONDITIONNEMENT   TRANSPORT        MILU

ITERATION  BICG      TRANSPORT        30

RESIDU               TRANSPORT        1.D-15

INTERPOLATION        DIFFUSION        GEOMETRIQUE

INTERPOLATION        CARACTERISTIQUE  GEOMETRIQUE

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES ADVECTION

--------------------------------------------------------------------------------

-SCHEMA               ADVECTION TVD

--------------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES PHYSIQUES DE REFERENCE

--------------------------------------------------------------------------------

REFERENCE  TEMPERATURE  300.D0

REFERENCE  PRESSION     101325.D0

--------------------------------------------------------------------------------

- CHOIX DU FLUIDE

--------------------------------------------------------------------------------

-FLUIDE AIR

--------------------------------------------------------------------------------

- GRAVITE   

--------------------------------------------------------------------------------

GRAVITE      STANDARD    9.81D0

INCLINAISON  X1X2          0.D0
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INCLINAISON  X2X3          0.D0

--------------------------------------------------------------------------------

- ADIMENSIONNEMENT

--------------------------------------------------------------------------------

ADIM  HAUTEUR     1.D0

ADIM  VITESSE     1.D0

ADIM  TEMPERATURE 1.D0

ADIM  PRESSION    1.D0

ADIM  TRANSPORT   1.D0

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES SOLVEUR BICG

------------------------------------------------------------------------

PARAM_KIT  NAVIER  OMEGA  0.01D0

PARAM_KIT  NAVIER  TOLERANCE  1.D-15

PARAM_KIT NAVIER  DIM_STOCKAGE 10

PARAM_KIT  NAVIER  REMPLISSAGE_ILUK  3

PARAM_KIT  ENERGIE  OMEGA  0.01D0

PARAM_KIT  ENERGIE  TOLERANCE  1.D-15

PARAM_KIT  ENERGIE  DIM_STOCKAGE  10

PARAM_KIT  ENERGIE  REMPLISSAGE_ILUK  3

PARAM_KIT  TRANSPORT  OMEGA  0.01D0

PARAM_KIT  TRANSPORT  TOLERANCE  1.D-15

PARAM_KIT  TRANSPORT  DIM_STOCKAGE  10

PARAM_KIT  TRANSPORT  REMPLISSAGE_ILUK  3

PARAM_KIT  TURBULENT  OMEGA  0.01D0

PARAM_KIT  TURBULENT  TOLERANCE  1.D-15

PARAM_KIT  TURBULENT  DIM_STOCKAGE  10

PARAM_KIT  TURBULENT  REMPLISSAGE_ILUK  3
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PARAM_KIT  PROJECTION  OMEGA  0.01D0

PARAM_KIT  PROJECTION  TOLERANCE  1.D-15

PARAM_KIT  PROJECTION  DIM_STOCKAGE  10

PARAM_KIT  PROJECTION  REMPLISSAGE_ILUK  8

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES VERSION PARALLELE

------------------------------------------------------------------------

-BICGSTAB1 OUI

BICGSTAB2 OUI

RESIDU_LOCAL 1.D-12

ITERATION_LOCAL 100

RECOUVREMENT 0

RESTRICTED OUI

Le fichier « coule_obs_temp_mesh_coin.don » que nous présentons est relatif au calcul du 

remplissage du moule en forme « U ».

=***********************************************************************

=        Coulee de propergol 2D + Obstacle + Mesh optimisé + au coin

=***********************************************************************

------------------------------------------------------------------------

- DEFINITION DU TYPE DE MAILLAGE 

------------------------------------------------------------------------

CALCUL 2D CARTESIEN

------------------------------------------------------------------------

- DIMENSIONS DU DOMAINE PHYSIQUE

------------------------------------------------------------------------

DIM_MIN   0.0D0  0.0D0    

DIM_MAX   1.0D0  1.0D0  

------------------------------------------------------------------------

- GRILLE 
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------------------------------------------------------------------------

MAILLAGE   25 25

GRILLE CONSTANTE

------------------------------------------------------------------------

- EQUATIONS RESOLUES

------------------------------------------------------------------------

NAVIER         OUI

ENERGIE OUI

ADVECTION   OUI

------------------------------------------------------------------------

- FLUIDE et PRODUITS

------------------------------------------------------------------------

FLUIDE AIR

PRODUIT VERRELIQ

------------------------------------------------------------------------

- CONDITIONS AUX LIMITES

------------------------------------------------------------------------

LIMITE  VITESSE     SUP     NEUMAN

LIMITE  VITESSE     INF      PAROI 

LIMITE  VITESSE     GAUCHE  PAROI

LIMITE  VITESSE     DROITE  PAROI

LIMITE  TEMPERATURE SUP     NEUMAN

LIMITE  TEMPERATURE INF     NEUMAN 

LIMITE  TEMPERATURE GAUCHE  NEUMAN

LIMITE  TEMPERATURE DROITE  NEUMAN

INITIALISE    VERRELIQ     RECTANGLE  PT1 0.4D0 0.1D0 PT2 0.6D0 0.7D0  VAL 

1.0D0

INITIALISE  TEMPERATURE RECTANGLE  PT1 0.4D0 0.1D0 PT2 0.6D0 0.7D0  VAL 

1.0D0

ORDRE_LIMITE DEUX

------------------------------------------------------------------------
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- OBSTACLES

------------------------------------------------------------------------

OBSTACLE  ACIER_INOX_18_8  RECTANGLE  PT1  0.0D0  0.0D0      PT2  0.1D0  

0.4D0

OBSTACLE  ACIER_INOX_18_8  RECTANGLE  PT1  0.1D0  0.0D0      PT2  0.9D0  

0.1D0

OBSTACLE  ACIER_INOX_18_8  RECTANGLE  PT1  0.9D0  0.0D0      PT2  1.0D0  

0.4D0

INITIALISE  TEMPERATURE RECTANGLE  PT1 0.0D0  0.0D0  PT2  0.1D0  0.4D0  val 

0.5d0

INITIALISE  TEMPERATURE RECTANGLE  PT1 0.1D0  0.0D0  PT2  0.9D0  0.1D0  val 

0.5d0

INITIALISE  TEMPERATURE RECTANGLE  PT1 0.9D0  0.0D0   PT2  1.0D0  0.4D0  

VAL 0.5D0

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES TEMPORELS

------------------------------------------------------------------------

ITERATION TEMPS    100

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES NAVIER-STOKES

------------------------------------------------------------------------

PAS_DE_TEMPS NAVIER  0.01D0

METHODE    NAVIER      PROJECT_VECT

ITERATION   LAGRANGIEN   1

PARAMETRE   DPDR         1.D3

SCHEMA  NAVIER       DOUBLE

SOLVEUR   NAVIER       BICG

PRECONDITIONNEMENT     NAVIER    ILU

SOLVEUR   PROJECTION   BICG

PRECONDITIONNEMENT     PROJECTION    ILU

ITERATION  BICG  NAVIER       500

ITERATION  BICG  PROJECTION  10
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RESIDU           PROJECTION   1.D-13

RESIDU           NAVIER       1.D-16

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES ENERGIE

------------------------------------------------------------------------

PAS_DE_TEMPS ENERGIE 0.01D0

SCHEMA ENERGIE      HYBRIDE

SOLVEUR   ENERGIE   BICG

PRECONDITIONNEMENT     ENERGIE    ILU

ITERATION  BICG  ENERGIE       500

RESIDU           ENERGIE       1.D-16

------------------------------------------------------------------------

- PARAMETRES ADVECTION

------------------------------------------------------------------------

PAS_DE_TEMPS ADVECTION 0.01D0

SCHEMA ADVECTION VOF

------------------------------------------------------------------------

- TESTS D'ARRETS

------------------------------------------------------------------------

TEST_ARRET      NON FREQUENCE 10

------------------------------------------------------------------------

- IMPRESSIONS 

------------------------------------------------------------------------

CHEMIN c:\Aquilon\Output\Coule_Obs_Temp_Mesh_coin\

IMPRESSION     TECPLOT

IMPRESSION     AQUILON 

IMPRESSION MATLAB 

IMPRIME VITESSE       1

IMPRIME PRESSION      1

IMPRIME DIVERGENCE    1

IMPRIME MASSE         0
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IMPRIME MASSE_DYN     0

IMPRIME VISCOSITE     1

IMPRIME PERMEABILITE  0

IMPRIME FCT_COUR      1

IMPRIME COULEUR       1

IMPRIME TEMPERATURE   1

--------------------------------------------------------------------------------

- UTILITAIRES

--------------------------------------------------------------------------------

-CFL    1.D0

VOLUME OUI

-DEBUG  OUI

VALIDATION  UTILITAIRE VOLUME VALEUR_REF 0.1446769408163492E+00 

PRECISION 8
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Annexe B : « Solution analytique de l’écoulement de 

Poiseuille diphasique »

On considère un écoulement laminaire de fluides visqueux non-miscibles entre deux plans 

parallèles fixes de longueur L et séparés d’une distance H. Le mouvement est généré par un 

gradient de pression :

p
L

pp

x

p gd (1)

Dans la direction x et le champ de vitesse qui en résulte possède uniquement une composante 

dans la cette même direction. Le système d’équations de Navier-Stokes peut alors s’écrire :

0

11

0

y

p

y

u

x

u

x

p

pt

u

t

u

xxx

x

(2)

D’après le système (2), 0,0,,0,0, tyuuu xx et txpp , . Si on suppose de plus que 

l’écoulement est stationnaire, on obtient alors l’équation suivante, qui est valable dans les 

fluides 1 et 2 :

y

u

yx

p x (3)

Soit après intégration de (3) :
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1
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yu
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p

yu

x

x
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Où 1,xu et 2,xu sont les composantes respectives de la vitesse des fluides 1 et 2 dans la 

direction x. Si on ajoute des conditions aux limites d’adhérence aux parois et des relations de 

saut à l’interface :

01,xu en   0y (5)

02,xu en   Hy (6)

01,2, xxx uuu sur l’interface 21 / fluidefluide (7)

01,
1

2,
2

y

u

y

u

y

u xxx sur l’interface 21 / fluidefluide (8)

Il est alors possible de trouver une solution analytique des champs de pression et de vitesse 

pour le problème de Poiseuille diphasique (3)-(8). Pour cela, il faut déterminer les 

constantes 1C , '
1C , 2C et '

2C grâce à (4)-(8). On peut réécrire (8) en utilisant l’expression (4) :

2
2

2
2,

2

1
1

1
1,

1

1

1

Cpy
y

u

Cpy
y

u

x

x

(9)

Si d est la distance entre l’interface et le plan inférieur du canal, on a ainsi :

2211 CpdCpd (10)

Soit, 

2
1

2
1 CC (11)
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La condition limite sur la plaque du bas (5) nous permet de déterminer '
1C :

0'
1C (12)

On exprime de plus '
2C en fonction de 2C grâce à la condition (6) sur 2,xu :

HCpHC 2
2

2

'
2 2

1
(13)

En injectant l’expression des vitesses  1,xu et 2,xu dans (7), on obtient l’égalité suivante :

'
22

2

2
1

2

1 2

1

2

1
CdCpddCpd (14)

Soit en remplaçant 1C et '
2C par leurs valeurs respectives dans l’expression (14), on aboutit

alors à une équation qui ne décrit plus que la constante 2C :

dHd

dHdp
C

12

2
2

22
1

2
2 2

(15)

En identifiant la valeur de '
2C donnée par l’expression (15) dans le système (11)-(13), on 

détermine alors complètement l’ensemble des constantes qui définissent 1,xu et 2,xu :
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On peut ainsi exprimer analytiquement la vitesse de l’écoulement de Poiseuille stationnaire 

2D dans chaque fluide par :

dHd

HddHydHd
y

p
u

y
dHd

dHd
y

p
u

x

x

12

12
22

2
22

12

2
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12

2
2

22
12

1
1,

2

2
(17)

La solution analytique de la pression découle directement de l’équation (3) dans laquelle on 

injecte la solution théorique du champ de vitesse (17). On peut aussi directement intégrer 

l’expression (1) :

22

11

Kpxxp

Kpxxp
(18)

Où 1K et 2K sont des constantes d’intégration par rapport à x. Or xpxp 21 en 

dHy / , donc 21 KK . On a de plus gpp en 0x et dpp en Lx .

D’où la solution en pression :

g

gd
px

L

pp
xp (19)
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Annexe C : « Fonction Intégro-exponentielle »

Définition de l’exponentielle intégrale:

Pour des valeurs de x positives, l’exponentielle intégrale d’ordre 0nn est définie par :

1

0

2 d/xexpxE n (20)

Dérivée des exponentielles intégrales :

21 nxExE
dx

d
nn (21)

xexp
x

xE
dx

d 1
1 (22)

Intégrale des fonctions intégro-exponentielles :

xEdxxE nn 1 (23)

Relation de récurrence :

111 nxE
dx

d
xxexpxxE)xexp(xnE nnn (24)

Valeurs en 0 :

2
1

1
n

n
xEn (25)

01E (26)

Limites à l’infini :
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...
x

nnn

x

nn

x

n

x

xexp
xEn 32

211
1 (27)

0
x

xexp
xElim n

x
(28)

Développement série : 2n

1
0

1

11
nm

m

mn

n
!mnm

x
nxln

!n

x
xE (29)

où : 1 et     
1

1

1n

m m
n (30)

5772160. : Constante d’Euler.

Représentation des fonctions xE2 et xE3 :

Figure I : Fonctions intégro-exponentielles
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Annexe D : « Présentation des coefficients spatiaux 
l

mA

en fonction des moments de la luminance pour la 

méthode P3 »

La luminance radiative est transformée en série harmonique sphérique sous forme :

0
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où :

)cos(m

lP : Polynômes de Legendre de 1ère espèce

En développant la luminance en série avec 3l (méthode P3), on obtient l’expression 

suivante :
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En substituant l’expression de la luminance ci-dessus dans l’équation de la définition des 

moments de la luminance, on obtient des relations entre les coefficients spatiaux l

mA et les 

moments de la luminance :

m

lk,j,i AfL (4)

Pour la méthode P3, on a relations couplées. En inversant ces relations, on obtient les

expressions des coefficients spatiaux en fonction des moments de la luminance :
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où :
2

1

En utilisant la relation entre des moments d’ordre élevé et de celle de 0, 1, on va obtenir 

quatre expressions intéressantes suivantes :

3322110 LLLL (21)

1331221111 LLLL (22)
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2332222112 LLLL (23)

3333223110 LLLL (24)
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Annexe E : « Opérateurs mathématiques dans les

différents systèmes de coordonnées »

1. Divergence d’un vecteur

1.1. Coordonnées cartésiennes

zyx V
z

V
y

V
x

V (1)

1.2. Coordonnées cylindriques

zr V
z

V
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rV
r

V
1

(2)

1.3. Coordonnées sphériques

V
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V r

111 2
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(3)

2. Gradient d’un scalaire

2.1. Coordonnées cartésiennes

z

T
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T
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2.2. Coordonnées cylindriques
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2.3. Coordonnées sphériques
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T
T
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3. Laplacien d’un scalaire

3.1. Coordonnées cartésiennes
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3.2. Coordonnées cylindriques

2

2

2

2

2

11

z

TT

rr

T
r

rr
T (8)

3.3. Coordonnées sphériques

2

2

222
2

2

111 T

sinr

T
sin

sinrr

T
r

rr
T (9)

4. Opérateur 
ds

,,dL r

On définit ici le cosinus directeur : cos,sinsin,cossinl

4.1. Coordonnées cartésiennes
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4.3. Coordonnées sphériques ,,r

L

tanr

sinsinL

r

sinL

sinr

sinsinL

r
cossin

r

L
cos

ds

dL 1
(12)



Titre : Modélisation et simulation du remplissage de moules verriers : « prise en compte du 

transfert radiatif »

Résumé : L’objet de ce travail est de proposer un modèle adapté pour la simulation du 
remplissage de moules qui réponde au meilleur compromis entre temps de calcul et précision 
des résultats. La difficulté est double. Il faut prendre en compte le phénomène de remplissage 
qui est un problème complexe à frontières libres et les spécificités liées au Verre : viscosité 
fortement thermodépendante et température de fusion élevée qui nécessite de prendre en 
compte le rayonnement. Le Chapitre I est consacrée à la partie écoulement du Verre liquide. 
La bibliothèque numérique Aquilon/Thétis, adaptée pour traiter ce type de problèmes et les 
couplages thermique air/verre/parois, a été utilisée (Méthode V.O.F pour le suivi de 
l’interface, méthodes de type Lagrangien augmenté/Projection vectorielle pour le couplage 
Vitesse-Pression). Pour l’aspect radiatif, différentes approches sont proposées : conductivité 
radiative équivalente (Chapitre II), méthode explicite directe pour la validation (Chapitre III) 
et méthode d’harmoniques sphériques ou méthode PN (Chapitre IV). Dans le  Chapitre V, la 
méthode PN retenue est validée dans des cas simples et est appliquée ensuite à des cas avec 
couplage convectif en géométries complexes et obstacles semi-transparents (1D, 2D et 3D, 
2D axi-symétrique et milieu non gris). Une version P1 modifiée est présentée. Les résultats 
sont assez proches de ceux donnés par la méthode P3 avec des temps de calcul modestes. 
L’intérêt de ce modèle est qu’il est facilement intégrable dans des codes numériques 
existants : une seule équation différentielle du second ordre stationnaire à résoudre en 3D. 

Mots-clés : Remplissage moules verriers, Matériaux semi-transparents, Méthode VOF, 
Lagrangien augmenté, Projection vectorielle, Transferts radiatifs, Conductivité radiative 
équivalente, Méthode explicite directe, Méthode des harmoniques sphériques, Méthode PN. 

Title: Modelling and simulation of glass mould filling taking into account radiative transfer

Abstract: The aim of this study is to propose an adapted model for the simulation of mould 
filling that must be a compromise solution between computational time and results accuracy. 
The double difficulty is to take into account the filling phenomenon that is a complex 
problem due to the presence of free boundaries and to the Glass specificities: viscosity that is 
highly thermal dependant and high melting temperature that requires taking into account 
radiation effects. Chapter I is devoted to the melting Glass flow. The numerical libraries 
Aquilon/Thétis, adapted for solving such type of problems and the thermal coupling between 
Air/Glass/Walls, has been used. (V.O.F method for front tracking, Augmented 
Lagrangian/Vector Projection methods for solving Pressure/Velocity coupling). For radiative 
aspect, different approaches are proposed: equivalent radiative conductivity (Chapter II), 
direct explicit method for validation (Chapter III) and spherical harmonics method or PN 
method (Chapter IV). In the Chapter V, the selected PN method is validated through simple 
cases and is then applied in other cases with convective coupling in complex geometries 
including semi-transparent inclusions (1D, 2D and 3D, 2D axi-symmetric and non grey 
medium). A P1 modified version is presented. The results are close to those given by P3 
method but with reduced computational time. The main interest of this model is that it can be 
easily implemented in existing numerical codes: a single stationary second order partial 
differential equation to solve in 3D.

Key-words: Glass Mould Filling, Semi-Transparent Materials, VOF Method, Augmented 
Lagrangian, Vector Projection, Radiative Transfer, Equivalent Thermal Conductivity, Direct 
Explicit Method, Spherical Harmonics Method, PN Method. 
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