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Chapitre I : Introduction

La modélisation théorique du comportement thermomécanique des matériaux permet d’éviter
I’emploi systématique de campagnes d’essais expérimentaux destinées a I’amélioration ou la création
d’un produit, qui deviennent alors complémentaires aux modeles. L’utilisation de matériaux
nouveaux ( aciers TRIP, composites, céramiques ) renforce ce besoin de disposer d’une modélisation
précise, maintenant indispensable dans de nombreux domaines. L’étude de la tenue en fatigue d’une
structure ( pont, plate-forme ) en est un exemple, de méme que la prévision de la déformation d’une
piece lors de sa réalisation par certains procédé€s de fabrication comme le laminage, 1’estampage, etc.
L’évolution des outils informatiques a permis I’émergence de codes de calculs numériques capables
de simuler le comportement d’une structure soumise a un chargement thermomécanique. Dans ce
domaine, la méthode des éléments finis est & méme d’évaluer avec précision sa réponse
élastoplastique. Pour cela, il est nécessaire de considérer les lois théoriques du comportement du
matériau constitutif de la structure a étudier. Actuellement, la plupart des codes d’éléments finis
utilisent des lois relativement faciles a mettre en place, mais elles ne peuvent restituer une réponse
élastoplastique fiable que pour des cas de chargements simples. En effet ces lois étant essentiellement
phénoménologiques, elles ne prennent pas en compte le caractére microstructural du matériau et ne
peuvent ainsi déterminer correctement son état interne, qui trouve toute son importance lors de
chargements complexes.

Notre travail consiste a développer un code d’éléments finis en y implantant une modélisation du
comportement élastoplastique des matériaux basée sur une approche cristallographique. Cette étude,
qui fait suite aux travaux de Scacciatella (1994), est menée dans le cadre des petites déformations
appliquées aux métaux. L’importance est donné ici au modele théorique introduit dans le code, olt son
aptitude a déterminer le comportement élastoplastique des métaux a une influence notable sur la

précision des résultats.

C’est au début du XX¢ siecle que les premieres expériences systématiques ont été menées afin
d’analyser le comportement mécanique des métaux. Ces études, réalisées par Guest (1900), ont
permis de déterminer une contrainte seuil & partir de laquelle la déformation n’est plus uniquement
élastique, mais devient €lastoplastique. Lors de la déformation plastique le matériau s’écrouit, la
contrainte limite d'écoulement plastique augmente dans la direction du chargement et diminue dans le
sens opposé. Cette anisotropie des propriétés mécaniques, appelée effet Bauschinger, est
particulierement importante pour les métaux déformés a froid. L’ampleur du phénomene dépend de la
nature du matériau (composition chimique, structure cristallographique), de la prédéformation
plastique, ainsi que de la désorientation entre les deux directions de chargement, voir par exemple

Woillez & al. (1977). D’une fagon plus générale, le seuil de plasticité peut étre représenté dans

-3-



Chapitre I : Introduction

I’espace des contraintes par une surface de plasticité. Lors de la déformation plastique cette surface
évolue, non seulement sa taille change mais aussi sa forme. Par cela, on constate que 1’écrouissage
des métaux est un phénomene trés complexe et la principale difficulté rencontrée par les modéles
théoriques est de caractériser cette surface apres une prédéformation plastique. Les modeles
théoriques, permettant de décrire le comportement élastoplastique des métaux, sont généralement

classés selon deux types d’approches.

L’approche phénoménologique est de beaucoup la plus utilisée par la plupart des codes d’éléments
finis. Elle a I’avantage d’étre relativement simple & mettre en place et la surface de plasticité y est
définie par une fonction convexe, en terme de contraintes et de taux d’écrouissage. Fondées
principalement sur des données expérimentales, les lois de comportement du matériau qui la
caractérise sont construites a partir d'observations macroscopiques. Le chapitre IT est consacré a une
présentation succincte des différents modéles implantés dans la majorité des codes d’éléments finis.
Cette approche permet une bonne évaluation du comportement élastoplastique d’un matériau lors d’un
chargement monotone, mais ne peut décrire précisément 1'évolution de la surface de plasticité. En
effet les critéres utilisés ne prennent pas en compte les paramétres microstructuraux qui affectent
significativement la forme de la surface de plasticité, on peut citer en particulier les contraintes
internes et les textures cristallographiques. Dans ces conditions, les modéles phénoménologiques sont
inadaptés a 1’étude d’un matériau soumis a un chargement complexe, ce qui limite leur domaine

d’utilisation.

Une alternative a I’approche phénoménologique est I’approche cristallographique. Celle-ci permet
de prendre en compte les phénoménes microstructuraux qui influencent I’écoulement plastique des
matériaux. Les modéles issus de cette approche ont donc une plus grande aptitude a déterminer la
forme et I'évolution de la surface de plasticité. Pour un matériau polycristallin, ces modéles sont
déterminés a partir du comportement élastoplastique de chaque grain de 1’agrégat. En contre partie,
I’approche cristallographique est plus lourde et requiert un traitement d’une masse importante de
données, ce qui rend obligatoire 1’utilisation de puissants outils informatiques. Dans le chapitre III,
on présente les bases de la plasticité cristalline. On introduit la théorie de glissements des plans
cristallographiques engendrés par le mouvement des dislocations. Avec une telle démarche, il est
nécessaire de préciser 1’échelle de 1a modélisation. Dans ce travail, on se place a I’échelle du grain,
pour laquelle on peut définir les lois qui caractérisent le glissement des plans cristallographiques du
monocristal. Le durcissement engendré par le mécanisme des dislocations est pris en compte par
I’intermédiaire d’une matrice d’écrouissage. A partir des grandeurs microscopiques, localisées au
niveau des grains, on peut, par homogénéisation, déterminer les grandeurs macroscopiques du

Volume Elémentaire Représentatif. C’est sur ce volume, noté V.E.R., que I’on met en place le
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ChapitTe I : Introduction

modele de plasticité cristalline. Pour cela, le volume élémentaire doit avoir une dimension relativement
grande par rapport a la taille des hétérogénéités (grains, inclusions). Cela permet de le considéré
représentatif du matériau, ou statiquement équivalent d’une zone a I’autre du matériau considéré
comme macroscopiquement homogéne. En plus de cette condition de microhétérogénéité et de
. macrohomogénéité, la taille de ce volume doit rester suffisamment petite par rapport aux dimensions
de la piece constituée du matériau étudié, pour que I’analyse de structure correspondante puisse se
mener avec les moyens habituels du calcul différentiel ou intégral. Cette méthode a transition d’échelle
conduit & la mise en place d’une équation intégrale. Dans cette étude, on propose une résolution de
cette équation en utilisant une approche autocohérente développée par Lipinski & Berveiller (1989) et

basée sur la solution du probleme d’inclusion d’Eshelby (1957).

Lors de la résolution de 1’équation intégrale on introduit le tenseur T I qui caractérise Iinteraction
entre une inclusion (un grain du polycristal) et son milieu extérieur supposé homogene, ainsi que le
tenseur T représentant I’interaction entre les inclusions dans le cadre d’une modélisation 2 sites
multiples. L’expression de ces tenseurs est définie sous forme d’intégrale double dont la solution
analytique existe uniquement pour des inclusions sphériques plongées dans un milieu isotrope. Dans
tout autre cas, nous proposons dans le chapitre IV un nouvel algorithme d’évaluation numérique de
ces tenseurs d’interaction. On montre alors que cet algorithme permet d’obtenir, par rapport & une
méthode de quadrature de Gauss, une plus grande précision des résultats en un temps moindre.

Une premiere application de 1’approche autocohérente proposée est réalisée dans le cadre de
I’élasticité linéaire, pour laquelle on met en place un modele a sites multiples. Cette approche permet
de rendre compte de 1’anisotropie induite par I’arrangement topologique des inclusions a I’intérieur
d’un composite. On valide alors le modele en comparant les résultats avec ceux issus d’autres études,
notamment, Begis et al. (1983), Sangani & Lu (1987), Brockenbrough et al. (1992), Rodin (1993).

Dans la seconde partie, on met en place un modele €lastoplastique basé sur 1’approche
autocohérente initiée par Hill (1965) et développée par Lipinski & Berveiller (1989). Pour ce modele,
¢élaboré a partir des travaux de Lipinski (1993), nous proposons un nouveau critére de choix des
systemes de glissements qui sont amenés a s’activer lors de la déformation plastique. Ce critére issu
de Leffers (1968) et Wierzbanowski et al. (1992) permet non seulement d’améliorer la précision des
calculs, mais aussi leur vitesse d’exécution. On valide alors le modele proposé par des comparaisons

de résultats obtenus par le calcul avec ceux issus d’essais expérimentaux.

En ouvrant une voie considérable a la simulation numérique, I’évolution des moyens informatiques
permet non seulement aux modeles cristallographiques de se développer, mais offre désormais la
possibilité de les associer a des codes d’éléments finis. Les premiéres simulations ont été réalisées sur

des éprouvettes monocristallines, voir par exemple Asaro (1983), mais de nos jours, on trouve dans
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Chapitre I : Introduction

la littérature des résultats de modélisations utilisant le modéle de Taylor (1938), comme
Mathur & Dawson (1990) ou Kalindiski et al. (1992), et méme des modeles plus évolués tel que
Cailletaud & Pilvin (1994).

Dans le chapitre V, on présente le couplage du modéle proposé & un code d’éléments finis que
nous avons développé. Ce code, établi par Duchanois et al. (1992), est fondé sur les travaux de
Owen & Hinton (1980). Il propose, dans sa version d’origine, le choix de divers critéres
d’écoulement a écrouissage isotrope (Tresca, Von Mises, ...) ot différentes courbes d’écrouissage
peuvent étre utilisées, et permet d’étudier le comportement €lastoplastique de structures pour des
problemes 2D. Nous généralisons ce code a des géométries 3D, puis nous effectuons le couplage au
modele élastoplastique proposé. Trois couplages ont été développés, et sont utilisés pour 1’étude de
différents problemes. Dans le premier couplage, tous les éléments du maillage, discrétisant la
structure, sont couplés avec la méthode autocohérente. Le deuxiéme couplage est mixte. L’ utilisateur
doit définir pour chaque élément, le type d’approche a laquelle celui-ci sera couplé. Cette approche
peut étre autocohérente ou phénoménologique (en élasticité uniquement). Pour le dernier couplage,
Pattribution de la loi de comportement associée a chacun des éléments est réalisée automatiquement
par le code, a partir d’un critere de plasticité. Ces couplages sont validés par des exemples, au travers

desquels, on met en évidence leur domaine d’application respectifs.
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Chapitre II : Introduction d la plasticité phénoménologique

Dans ce chapitre on introduit la théorie de la plasticité phénoménologique. Depuis le premier
modéle mathématique proposé par Levy et Saint-Venant (1870), d’énormes progrés ont été réalisés
dans ce domaine. On présente ici les points importants de la théorie ainsi que les lois
phénoménologiques les plus fréquemment utilisées par les codes d’éléments finis, dans le cadre des
petites déformations des métaux. Ce chapitre a pour objet uniquement d’évaluer les capacités et les
limites de ce genre de modélisations, en portant I’attention sur les hypotheéses effectuées pour la mise

en place des équations, ainsi que des paramétres pris en compte.

I1.1 - Introduction

La modélisation du comportement plastique des matériaux se base sur deux hypotheses
importantes, Halphen & Salencon (1987). La premicre hypothése est 1’existence d’un critére de
plasticité, généralisant la notion de seuil de plasticité mise en évidence dans les expériences en
sollicitations uniaxiales. Pour caractériser I’écoulement plastique d’un matériau, on introduit une
fonction potentielle, a laquelle est relié directement le taux de déformation plastique. Dans la seconde
hypothése, on admet que pour les métaux, et les matériaux stables en général, la surface de plasticité
coincide avec ce potentiel. L’évolution de la surface de plasticité durant I’écoulement plastique permet
d’achever I’élaboration de la loi de comportement.

Pour un matériau n’ayant subi aucune prédéformation, il est relativement simple d’approcher la
surface de plasticité initiale correspondante. Les crit€res de Von Mises et de Tresca, présentés dans ce
chapitre, permettent d’obtenir une approximation en bonne corrélation avec les données
expérimentales. Il en est différemment aprés un chargement, ol la surface de plasticité du matériau
évolue de facgon significative lors de I’écoulement plastique, et poss¢de une forme géométrique plus
complexe, comme le montre les figures du chapitre IV, issues d’essais expérimentaux. On introduit
ensuite différents modeles phénoménologiques destinés a établir les lois élastoplastiques reliant la
contrainte & la déformation. La modélisation considérée ici est réalisée pour des matériaux métalliques
dans le cadre des petites transformations. On détaille en particulier les modeles élémentaires, encore

largement utilisés dans la plupart des codes d’éléments finis.
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Chapitre II : Introduction d la plasticité phénoménologique

I1.2 - Bases théoriques de la plasticité phénoménologique
I1.2.1 - Introduction

En tout point d’un milieu continu, I’état de contrainte est défini par un tenseur symétrique du
second ordre et de composantes 0;. Grice a cette symétrie, on peut montrer, voir par exemple
Frederick & Chang (1965), qu’en chacun de ces points il existe trois plans perpendiculaires deux a
deux, appelés plans principaux, pour lesquels les contraintes de cisaillement sont nulles, et les
contraintes normales, appelées contraintes principales sont notés o, 0, et 03. Celles-ci sont les

racines de 1’équation caractéristique définie par :

o’ -I,6°+1L,0-1,=0 (IL1)

ou I, I, I, sont des quantités scalaires dont la valeur est indépendante de la rotation du repere de
référence. Ce sont les invariants du tenseur des contraintes, définis par :
= ‘ I, = ! = d,
1, =0, = (05 0y -0, 0;) I, = det[ o, | (I1.2)
L’invariant I; correspond a I’action de la pression hydrostatique, pour laquelle des observations
expérimentales, réalisées notamment par Bridgeman (1952), ont permis de constater qu’elle ne peut
étre a I’origine d’une déformation plastique des matériaux métalliques. Pour cette raison, en plasticité

on est alors amené & décomposer le tenseur des contraintes en une partie sphérique décrivant les

contraintes hydrostatiques, et une partie déviatorique complémentaire déterminée par :

1
Sij = O"j —"-'3- 611 o-kk | (113)

Les invariants du déviateur des contraintes, notés J;, J,, J; sont alors :

J,=0 J, = %S; S, J; = det[S,] (1L4)

Remarque : L’invariant J, est proportionnel a la contrainte de cisaillement s’exercant sur le
plan octaédrique. La décomposition en partie sphérique et partie déviatorique peut aussi étre

réalisée pour le tenseur des déformations, ou la partie sphérique est représentative du

changement de volume.
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En plasticité, dans le cadre des petites transformations, on décompose le taux de déformations en

une partie élastique et une partie plastique :

de; = def; + dsf]’. (IL.5)

La déformation élastique est réversible, et peut étre reliée 2 la contrainte par une loi linéaire pour la

plupart des métaux en introduisant le tenseur des constantes €lastiques Ci :

En ce qui concerne la déformation plastique, phénomeéne irréversible, elle ne peut étre reliée
directement a la contrainte et dépend de I’histoire du chargement imposé au matériau. Ces deux
grandeurs sont alors reli€es par une loi incrémentale, qui dépend du type d’écrouissage considéré lors
de I’écoulement plastique. Cet écoulement s’initie lorsque la contrainte atteint une valeur seuil, ce qui
se traduit, en considérant le tenseur des contraintes, par une surface dans un hyperespace a six

dimensions, et s’écrit sous une forme générale :

F(o,)=0 (IL7)

Si le matériau est isotrope, la surface de plasticité dépend uniquement des contraintes principales.
Pour un tel matériau le critére de plasticité est représenté par une surface dans I’espace des contraintes

principales, dont I’équation est :

F(o,,0,0,)=0 ou  F(I,1,1,)=0 (IL.8)

Dans le cas d’un matériau métallique, la pression hydrostatique n’engendre pas de déformation
plastique, elle n’a donc aucun effet sur le critére de plasticité, qui est alors relié uniquement au

déviateur des contraintes :
F(J,7;)=0 (IL9)
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I1.2.2 - Critéres de plasticité

& Critére de Tresca (1864)

Avec ce critére, I’écoulement plastique commence quand la contrainte maximale de cisaillement
atteint une valeur critique, et peut s’exprimer en fonction des contraintes principales :

T —l( ~0;)=k a c,20,2 I1.10

=5\0:1705)= vec 0,20, 2 0y (IL.10)

max

ol k est un paramétre qui dépend du matériau et se détermine expérimentalement. Dans 1’espace
des contraintes principales, la surface de plasticité définie par le critére de Tresca est représentée par

un cylindre infini 4 base hexagonale et d’axe d’équation ¢, = 0, = 0,, figure 1.1

¢ Critére de Von Mises (1913)

Basé sur un concept énergétique et initialement publié par Huber (1904), ce critére suppose que
I’écoulement plastique s’initie lorsque le second invariant du déviateur des contraintes atteint une

valeur critique & fonction du matériau, et s’écrit alors :

J, = k? (IL.11)

En introduisant la contrainte équivalente o, on obtient :

o, =(37,)" =3k | (IL.12)

Ce critere peut se représenter, dans I’espace des contraintes principales, par un cylindre a base

circulaire et d’axe d’équation ¢, = 0, = 0, figure IL.1..

Sur la figure I1.1, on constate une faible différence entre les deux critéres définis précédemment.
La différence est maximale dans le cas d’un cisaillement pur. Dans ce cas, le critére de Von Mises
fournit une valeur de la contrainte de cisaillement critique supérieure de 15 % a celle issue du criteére
de Tresca. D’apres des études menées par Lianis & Ford (1957), le critére de Von Mises permet de

prédire le début de 1’écoulement plastique des métaux avec plus de précision, par rapport aux données
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Chapitre I1 : Introduction d la plasticité phénoménologique

expérimentales, que le critere de Tresca. De plus, la surface de plasticité définie par Von Mises ne

présente pas de “coins”, ce qui conduit a des relations plus simples entre contraintes et déformations.

Figure I1.1 : Représentation géométrique des surfaces de plasticité selon Tresca et Von Mises,

dans le repére des contraintes principales.

o Criteres de plasticité pour les matériaux anisotropes

Les premieres études sur les critéres anisotropes ont été réalisées par Jackson et al. (1948),
Hill (1948P) et Dorn (1949). Initialement, ils modifiérent les critéres de Tresca ou Von Mises en y
ajoutant des constantes supplémentaires, intrinséques au matériau. On peut citer en exemple le critére

de Hill (1950) concernant les matériaux orthotropes :

2 2 2 2
F(0y, - 03) +G(0y;-0,) +H(o,, ~0,) +2Loj, L13)
2 2 _ )
+2Lo;+2Lo,-1=0
ouF,G,H,L, M, N sont des paramétres a déterminer expérimentalement et s’expriment en
fonction des seuils de plasticité en traction et cisaillement, respectivement suivant les directions
principales d’orthotropie. D’autres critéres ont ét€ proposés, notamment par Barlat & Lian (1989),

Hill (1950), applicables pour des conditions de contraintes planes.
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L’expression du critére de plasticité d’un matériau anisotrope peut se généraliser sous la forme
suivante, voir par exemple Khan & Huang (1995) :

Flo,, My,

)=0 (IL.14)
ot M, estle tenseur caractérisant I’anisotropie du matériau.
Des criteres de plasticité concernant les matériaux anisotropes et utilisant un tel tenseur peuvent étre

trouvés dans Boehler & Sawczuk (1968), Boehler (1975), ou Betten (1988).

I1.2.3 - Loi d’écoulement plastique

La théorie de la plasticité introduit pour formulation de base, une fonction potentielle de
I’écoulement plastique. Proposée par Von Mises, la fonction potentielle Q(aij) permet de relier

I’incrément de déformation plastique au tenseur des contraintes, par I’équation suivante :

e} =22 0 (IL.15)
Cij

ol dA est un scalaire de proportionnalité, exprimant 1’amplitude de I’écoulement plastique et se
détermine a I’aide du critére de plasticité pris en compte.

Dans le cadre de la théorie de la plasticité associée, on fait I’hypothése que le potentiel peut étre
substitué par la fonction décrivant la surface de plasticité définie par 1’équation (IL.7). La
relation (I1.15) devient alors :

del = oF dA (II.16)

Y 80',.1.

Par cette formulation, on suppose que le vecteur représentant I’incrément de déformation plastique
est normal 2 la surface de plasticité. Cette hypothese peut étre vérifiée empiriquement, pour laquelle
les observations expérimentales montrent que 1’écoulement plastique des métaux est bien caractérisé
par I’équation (I1.16). Cette équation est utilisée pour la mise en place des relations entre contraintes
et déformations, qui sont, dans ce chapitre, exclusivement phénoménologiques. Décrivant un
processus physique, ces relations doivent alors étre en accord avec les lois de la thermodynamique.

Prager (1949) énonce les conditions que doivent vérifier les relations élastoplastiques.

T Dans I’équation (I1.15), on fait I’hypothese que I'énergie de déformation élastique emmagasinée dans le matériau n’affecte
pas la déformation plastique.
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¢ Condition de continuité

La condition de continuité a son importance quant en un point du matériau, 1’état de contrainte est
situé sur la surface de plasticité. A partir de 13, plusieurs évolutions sont possibles. Si le vecteur
d’incrément des contraintes est dirigé vers I’extérieur de la surface de plasticité, cela produit un
incrément de déformation plastique et constitue un chargement. Dans le cas ol ce vecteur est dirigé
vers 1’intérieur de la surface, on a un déchargement pbur lequel I’'incrément de déformation plastique
est nul. La condition de continuité intervient lorsque le vecteur incrément de contrainte est tangent 2 la
surface. Dans cette situation, on doit avoir un chargement neutre ol I’incrément de déformation

plastique est nul. Le sens du vecteur incrément des contraintes est obtenu par le signe du produit

scalaire de celui-ci avec le vecteur normal a la surface de plasticité, proportionnel a o

Oy

Les trois cas, précédemment cités, sont représentés schématiquement sur la figure I1.2, et sont

définis par les relations suivantes :

o Cas d’un chargement actif

—af—do;.j >0 on a d85 >0
do; (IL.17)
donc, d'apres (11.16) : dA >0
¢ Cas d’un chargement neutre
JF dO',.j.=0 on a d8§=0
do; (I1.18)
donc dA =0
¢ Cas d’un déchargement
oF dO'ij<0 on a d£,§’=0
80',.j (I1.19)
donc dA =0
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Chargement actif

Chargement neutre

Déchargement \\

Surface de plasticité

Figure IL.2 : Représentation schématique des différents cas de chargements possibles.

¢ Condition de consistance

Au cours d’une déformation plastique, la surface de plasticité évolue en taille et en forme. La
condition de consistance est vérifiée si 1’état de contrainte lors de I’écoulement plastique est toujours
situé sur la surface. Cela a pour conséquence que la relation (I1.7) est toujours valable lors d’un

chargement. En différentiant cette équation, nous obtenons :

dF =0 (IL.20)

¢ Condition d’irréversibilité et de stabilité

La déformation plastique étant un processus irréversible, la seconde loi de la thermodynamique
nous impose d’avoir une entropie positive. Dans son postulat, Drucker (1950) applique ce principe &
la stabilité plastique d’un matériau. La condition de stabilité? est définie lors d’un chargement

monotone ou cyclique, pour lequel le travail plastique doit étre positif :

o, del > 0 (W.21)

T La condition de stabilité est aussi connu sous I’appellation du principe de travail plastique maximum, Von Mises (1928),
Hill (194893).
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Drucker (1951) a montré que cette relation impose une surface de plasticité nécessairement
convexe. De plus, si le matériau obé€it au critére de stabilité, il vérifie alors la condition d’unicité.
Celle-ci est définie par des trajectoires uniques en contraintes o,; (1) et en déformation £, (1), pour un
chargement donné. La corrélation entre la condition de stabilité et la condition d’unicité a ét€ prouvée
indépendamment par Drucker (1956) et Hill (1956).

I1.3 - Relations élastoplastiques contrainte - déformation

Nous présentons ici les relations mathématiques entre contrainte et déformation concernant la
plasticité des matériaux métalliques en petites déformations. Nous détaillons en particulier les modeles
élémentaires, encore amplement utilis€s par les codes d’éléments finis, et basés sur I’hypothése de

I’écrouissage isotrope ou cinématique.
11.3.1 - Ecrouissage isotrope

Si I’on considére un écrouissage isotrope, la surface de plasticité évolue de fagon homothétique
lors de I’écoulement plastique, elle conserve sa forme initiale ainsi que son orientation, Hill (1950),

Hodge (1955). Cette évolution est schématisée sur la figure I1.3.

Surface de plasticité actuelle

Chargement

Surface de plasticité initiale

Figure I1.3 : Représentation schématique de l'évolution de la surface de plasticité, lors d'un écrouissage isotrope.
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L’équation (II.14) caractérisant de fagon générale la surface de plasticité, s’écrit dans le cas d’un
écrouissage isotrope :

Foy. x) = f(o,)~k(x)=0 (I1.22)

ou f représente la forme de la surface et k détermine sa taille. Le paramétre x caractérise

P’écrouissage du matériau et se définit généralement comme étant 1’accumulation de la déformation

plastique équivalente :

= | de? = 2dpdp1/2 11.23
k= |del = Esije,.j (I1.23)

11 existe une autre expression du parametre d’écrouissage. Défini énergétiquement, le parameétre x

est égal au travail plastique total :
K = Jcij def (11.24)

Dans le cas d’un écrouissage isotrope caractérisé par (I1.22), la condition de consistance définie

par la relation (11.20) devient alors :

o ok
=2 o, - Zdic = _
dF = ="—doy; = dKx = 0 (I1.25)

ij

De plus, I’équation (II.16) de I’écoulement plastique se réécrit :

AN

der =L (I1.26)
/ do;;

En considérant (I1.23) et (I1.26), la relation (I.25) devient :

12
o do, — dk [—% Ff F J dA =0 (I1.27)

do; Y del|3do; doy
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Soit H le module d’écrouissage, défini par :

de? \ 3 do; do;

12
LS (Z o af) (1I1.28)

On détermine maintenant I'incrément de contrainte dO'ij a partir de I’équation (I1.6), ol I’on prend

en compte les relations (I1.5) et (I1.26), ce qui conduit a :

do,; = Cy, (dsk, - de,{’,) = Cyy (dek, - aif d/l) (IL.29)
ki

L’expression du parametre dA est obtenue en introduisant (I1.28) et (11.29) dans (I1.27) :

a
—ao_iucijkl dey,
dA = i (11.30)
H+ Ff C. i

ijkd
do; oy

En insérant (I1.30) dans I’équation (I1.29), on a finalement la relation entre I’incrément de

déformation et I’incrément de contrainte, qui s’écrit :

dO',.j = l,.jk, de, (IL31)
ol [, sont les composantes du tenseur élastoplastique, définit par :
o o
c. ——0"
ifrn a O-mn a O-op opki
lijkl = Cijkl - of F (IL.32)
H + Ci fmn
do,; "™ do,,
Nayak & Zienkiewicz (1972) ont formulé les composantes ;—f en fonction de 1’état de
' c

p,
contrainte. Bien sfr, ces composantes dépendent aussi du critére de plasticité utilisé (Tresca, Von

Mises), et leurs expressions peuvent €tre trouvées dans Owen & Hinton (1980).
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I1.3.2 - Ecrouissage cinématique

La notion d’écrouissage cinématique a été introduit par Ishlinski (1954) et Prager (19562). La
surface de plasticité évolue dans ce cas uniquement par translation, comme cela est schématisé sur la

figure 11.4.

Surface de plasticité
Chargement urface de plasticité actuelle

\

Surface de plasticité initiale

Figure I1.4 : Représentation schématique de l'évolution de la surface de plasticité, lors d'un écrouissage cinématique.

zZ vZ

Dans le cadre d’un écrouissage cinématique, la surface de plasticité s’écrit :
F=flo;-0;)-0,=0 (I1.33)

ot o sont les parametres d’écrouissage et représentent la position du centre de la surface de
plasticité dans I’espace des contraintes. La constante o, caractérise le matériau et définit la taille de la

surface. En appliquant la condition de consistance a la relation (I1.33), on obtient :

df I
dF = =2—doy; + ="~ 5a] do; =0 (11.34)

i

La mise en place de la loi élastoplastique requiert de connaitre 1’évolution des composantes a,; lors

de I’écrouissage.
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o Prager (1956V) a postulé que la surface de plasticité se translate dans la direction de la normale
extérieure définie au point caractéristique de 1’état de contrainte. Par conséquent, 1’écrouissage

s’effectue suivant I'incrément de déformation plastique, ce qui implique que 'on a :

do, = cde? (IL.35)

oll ¢ est une constante intrinséque au matériau.
De plus, fest fonction de la quantité o; — o, ce qui se traduit par :

of of
=-— 11.36
da,  do, (130
La relation (I1.34) se réécrit alors :
of '
(dcij - daij) =0 » (I1.37)

ij

En considérant successivement les relations (I1.35), (I1.16) et (I1.33), on obtient :

idc,.. - cde? F .4 do, - L X =0 (IL38)
do; * 7 do; do; Y do,; do
On définit le module d’écrouissage H :
H=c-L & (I1.39)
do,; do;

Par la suite, expression du parametre dA est identique a celle obtenue pour un écrouissage

isotrope :
of
90 Ciu dey
dA = i (11.40)
H+ o Ciin s
do; doy,
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de méme pour les modules élastoplastiques :

o o
ymn do,, 90, opkl
b = Cou = —
H+ C.

ijmn
Jo;; Jdo,,,

(IL41)

Shield & Ziegler (1958) ont montré que la loi-d’écrouissage définie par Prager présente une
incohérence des résultats entre les cas deux dimensions et les cas trois dimensions. En effet, si I’on
met en place un modele pour lequel la surface de plasticité se translate suivant sa normale dans un

espace 3D, alors, reporté dans un espace 2D, la surface n’évoluera pas dans la méme direction.

¢ Laloi d’écrouissage cinématique définie par Ziegler (1959) suppose que la surface de plasticité

se translate suivant la direction du vecteur reliant le centre de la surface au point caractéristique de
I’état de contrainte. Dans ce cas la relation (I1.35) est remplacée par :

do; = du (o, - o) (I1.42)

oll du est un scalaire déterminé a partir du critére de plasticité pris en compte. La condition de

consistance, défini dans le cas d’un écrouissage cinématique par la relation (11.34), permet en

introduisant (I1.42) d’obtenir I’expression du scalaire di :

of dO'ij
du = 9% (I1.43)
2 (s, - a;)
80' y y

i

Dans ce cas la condition de consistance ne permet pas de déterminer I’expression de dA . En effet,
d’apres I’équation (I1.42), I’évolution des parametres d’écrouissage ¢r; n’est pas reliée directement a
la déformation plastique 85 (ni alincrément de 5 ), alors deg ne se retrouve pas dans la condition de
consistance. Il est nécessaire ici d’introduire un module plastique, noté K ,, qui représente le facteur

de proportionnalité entre le vecteur normal a la surface de plasticité et I’incrément plastique, tel que

1 af
o Jf 80',-j
0, OC

= K, def (I1.44)
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En comparant cette équation a la relation (II.16), on obtient I’expression du parameétre dA :

RN
K o oJ

p
80‘1.1. ao,.j

d\ = (I1.45)

La relation (I1.29) entre I’incrément de contrainte a'O'ij et le taux de déformation de,; s’écrit donc :

1 1 of
do, = Cy,| de,, — — (I1.46)
i f"’[ “ K, o/do,, dffdo,, aok,]

On peut montrer, voir par exemple Khan & Huang (1995), que si I’on considere le critére

d’écrouissage de Von Mises, on obtient :

K =c¢ (11.47)

ol c est la constante issue de la loi d’écrouissage cinématique mise en place par Prager.

I1.3.3 - Ecrouissage mixte

L’écrouissage mixte se caractérise par une expansion de la surface de plasticité (écrouissage
isotrope) combinée A une translation (écrouissage cinématique), Edelman & Drucker (1951),
Hodge (1957). Dans un souci de simplification, on considére ici uniquement le modele d’écrouissage

cinématique de Prager, la surface de plasticité est alors définie par I’équation suivante :
F=f(o;-0;)-kx)=0 (I1.48)

oll les composantes «; représentent la position de la surface et k détermine sa taille. Dans ce cas la

condition de consistance (I1.20) s'écrit :

dF = —;Ji—daij + j’L-docij - -?de‘ =0 (I1.49)

o Baij ax
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En considérant le parametre d’écrouissage dx défini par (11.23), et la relation (I1.35) caractérisant
la loi d’écrouissage cinématique de Prager, ainsi que les relations (I1.36) et (I1.26), I’équation (I1.49)

devient alors ;

12
o F & .y _ dk (Z Ff I J d =0 (I1.50)

do; —c
do;, Y  doy; doy de! \ 3 do; do;

On définit le module d’écrouissage H par 1’expression suivante :

12
=L &, (3 of 3f) (I1.51)

(5
ao',.j 80',.]. def { 3 Bcij 80',.1.

Si I’on compare cette expression avec les équations (I1.28) et (I1.39), on remarque que la relation

entre les différents modules d’écrouissage présentés s’écrit simplement :

H(mixte) = H(cinématique) + H(isotrope) (I1.52)

On retrouve par la suite les expressions précédemment établies, qui sont pour le paramétre dA :

of
N Cip d€y
dA = : (I1.53)
H + o Cin o
do;; do,
et pour les modules élastoplastiques :
¥ o

c ijmn ao.mn a Gop opkl
ik = il T
H+ o C o

ijmn
do; do,,

I (I1.54)
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I11.3.4 - Autres modéles d’écrouissage

Si les modeles d’écrouissage présentés précédemment offrent une réponse correcte du
comportement plastique des matériaux lors d’un chargement évoluant de fagon proportionnelle, ils
sont cependant tout a fait inadaptés pour les cas de chargements complexes, par exemple, les
chargements cycliques multiaxiaux. Une telle étude est relativement problématique, et nous ne
développerons pas ici les différents modeles que I’on peut trouver dans la littérature. On peut
toutefois citer le modele & surfaces multiples de Mroz (1967), ou bien celui & deux surfaces de
Dafalias & Popov (1976), ou encore le modele a écrouissage cinématique non linéaire introduit par
Armstrong & Frederick (1966) et développé par Chaboche (1986). Plus récemment, Ishikawa (1999)
a proposé un modéle en grande transformation, basé€ sur le critere de 1’écrouissage cinématique. Les
différents modeles que 1’on peut trouver en plasticité phénoménologique se distinguent par leur
complexité ainsi que par leur aptitude & déterminer correctement la réponse élastoplastique d’un

matériau soumis a un chargement.

II.4 - Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modeles €lastoplastiques élémentaires basés sur une
approche phénoménologique. La mise en place de ces modeles lors de chargements monotones
permet d’obtenir des résultats en bonne corrélation avec les données expérimentales. Leur fiabilité est
plus discutable dans les cas de chargements complexes. En effet, dans le chapitre IV, les résultats
d’essais expérimentaux montrent que la surface de plasticité subit une forte distorsion géométrique
lors de I’écrouissage du matériau considéré. La forme de cette nouvelle surface a toute son importance
lorsque I’on change le trajet de chargement (par exemple un essai de traction-torsion). Lors de la
modélisation de I’emboutissage d’une tdle, Lian et al. (1989) ont montré I’intérét de bien décrire la
surface de plasticité. Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, ¢’est la microstructure du
matériau qui est a 1’origine de sa géométrie relativement complexe.

Les modé¢les présentés ici ne prennent pas en compte les paramétres physiques de la
microstructure, ils s’appuient uniquement sur des observations macroscopiques du comportement du
matériau. C’est pourquoi ils sont incapables de reproduire correctement 1’évolution de la surface de
plasticité. Néanmoins, leur simplicité et leur efficacité dans le cas de chargement monotone, font
qu’ils sont largement utilisés dans la plupart des codes d’éléments finis. Mais ces modéles sont

essentiellement basés sur une hypothése d’isotropie du matériau, et d’apreés Chung & Shah (1992), il
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existe trés peu de développements de critéres de plasticité anisotrope qui soient précis et assez simples
pour I’implantation numérique.

Dans le chapitre III, on présente 1’approche cristallographique, dont les équations caractérisent
I’évolution des variables déja introduites ici (contraintes, déformations, modules d’écrouissage, etc.),
mais établies a partir des phénomenes microstructuraux (gl'isééments de plans cristallographiques,

évolution de la texture, etc.).
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Chapitre 111 : Plasticité du polycristal

Ce chapitre est consacré a la description du comportement élastoplastique des matériaux
polycristallins. En premier lieu, on met en place les lois élastoplastiques du monocristal, suivies
d’une transition d’échelle permettant de relier les variables microscopiques et macroscopiques. On
introduit alors I’équation intégrale évaluée a ’aide d’une approche autocohérente. Comme pour le

chapitre 11, les calculs sont effectués dans le cadre des petites transformations.

IT1.1 - Introduction

La structure de la loi de comportement élastoplastique a I’échelle mésoscopique, qui correspond
a I’échelle granulaire pour les matériaux polycristallins, a été définie en petite déformation par
Mandel (1965) et Hill (1966), et élargie au cas des transformations finies par Hill & Rice (1972).
Elle est basée sur une hypothese d’existence d’un nombre fini de mécanismes de déformation
irréversible. Chaque mécanisme, identifié par une cinématique de déformation, obéit a sa propre
fonction de charge. En général, la construction de cette loi est achevée en admettant la validité du
principe du travail plastique maximal ou la régle de normalité, a 1’échelle mésoscopique. On retrouve,
sous ces hypotheses, la structure des équations de la théorie de plasticité phénoménologique exposée
dans le chapitre précédent. En suivant I’approche classique de Mandel (1965) et Hill (1966), nous

avons pour chaque mécanisme de déformation g :

e Le critére d’activation du mécanisme (I1.22) :

Fg(oij)=fé(o,.j)—kg =R{c,-15=0 (IIL.1)

e Laregle d’écoulement plastique associée (I1.16) :

aré

dsg = 30',-,- dAf = Rg dy? (111.2)
¢ La condition de consistance (I1.20) :
g

dFé = idcq —dk® = Rg do; - dt¥ =0 _ (I11.3)

o'?O'ij
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¢ La condition de continuité (IL.17) & (I1.19) :

quand F&® =0 si df® ‘S 0 alors dA® =0

= dy! =0
(IIL.4)

sidf® >0 alors dA* >0

= dy® >0

e Laloi d’écrouissage (11.23) :
12
et (zﬂiﬂ) .

3 do; do; (IIL.5)

= dt% = H® dy"

Dans ces expressions, dy® mesure le degré d’activité du mécanisme de déformation g, et RE

définit la direction d’écoulement plastique du matériau. On remarque que la description
phénoménologique de la loi de comportement est simplement transposée du niveau macroscopique a
I’échelle granulaire. On peut alors s’interroger sur la question de préservation de la structure de ces
équations incrémentales pendant 1’opération de la transition d’échelle. Notamment en ce qui concerne
la conservation de la régle de normalité au niveau macroscopique. En utilisant les tenseurs d’influence
élastique, Petryk (1997) démontre que la loi de comportement posséde la méme structure que celle
construite au niveau granulaire. On présente dans le chapitre IV, quelques vérifications numériques de

cette regle.

Dans la suite de ce chapitre, nous spécifions le sens physique des équations présentées plus haut,
dans le cas du mécanisme de déformation plastique correspondant au glissement multiple de plans
cristallographiques géométriquement bien identifiés. Ce genre d’approches basées sur la connaissance
des propriétés de chaque constituant débouchent sur une meilleure description des lois de
comportement.

Les premiers modeles ont été proposés par Voigt (1889), Reuss (1929) et Hill (19652). Ils
concernent le comportement lin€aire pour lequel le développement des théories statistiques
systématiques a permis d’obtenir des progrés considérables dans la compréhension du probléme des
matériaux microhétérogénes, Willis (1964), Dederichs & Zeller (1973), Kroner (1977). La situation
est différente quant 2 la prévision des propriétés inélastiques telles que 1’élastoplasticité des métaux
polycristallins. Des modeles simples ont été proposés par Sachs (1928), Taylor (1938) et
Zaoui (1970) et améliorés par Lin (1957), Honeff & Mecking (1978), Kocks & Canova (1986).

Depuis des progrés ont été réalisés grace a Kroner (1961), qui, en se basant sur le probléme
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de I’inclusion d’Eshelby (1957), a introduit les modeles autocohérents. Cette base a sans
cesse été améliorée par Budiansky & Wu (1962), Hill (1965), Hutchinson (1964, 1970), et
Berveiller & Zaoui (1980, 1984) qui ont proposé une nouvelle équation intégrale dans le cas de la

déformation élastoplastique.

La déformation élastoplastique est & I’origine du changement de tout I’état microstructural et
mécanique du polycristal. La modélisation micromécanique permet de prendre en compte un certain
nombre de phénomenes présents au cours de la déformation. Si on veut prévoir le comportement
macroscopique élastoplastique d’un matériau, il est nécessaire de connaitre 1’évolution de certains
paramétres physiques, en fonction de la déformation plastique. On peut distinguer quatre grandes

familles de paramétres, Lipinski (1993) :

¢ A D’échelle intracristalline, la multiplication des dislocations et I’évolution de leur répartition
spatiale (création de cellules, parois, etc.) sont responsables de l’écrouissage intracristallin.
Actuellement, ce phénomene est décrit par I'intermédiaire d’une matrice d’écrouissage, voir par
exemple Franciosi (1984). L’étude de cette matrice est présentée lors de la description du

comportement du monocristal.

o A I’échelle intercristalline (échelle des grains), par I’intermédiaire des incompatibilités du champ
de déformation plastique, voire €lastique pour les matériaux anisotropes, oll la désorientation relative
des réseaux cristallins crée des contraintes internes qui jouent un role essentiel dans la plasticité des
matériaux polycristallins. Au cours de I’écoulement plastique, les contraintes internes se développent
du fait des incompatibilités, se relaxent (au moins partiellement) grice a I’accommodation plastique et
contribuent ainsi au comportement élastoplastique macroscopique, qui se manifeste par un

écrouissage anisotrope du matériau.

¢ A cette méme échelle, le mécanisme de glissement plastique induit une rotation plastique, qui
entraine une rotation des réseaux cristallins, en relation avec les équations de compatibilités de
Kroner (19583). Ce sont ces rotations qui sont a ’origine de la formation de textures
cristallographiques de déformation, responsables de I’anisotropie du comportement élastoplastique du
polycristal. Une analyse des effets associés aux incompatibilités intergranulaires a été effectuée par
Berveiller (1978).

¢ Enfin, la déformation plastique engendre un changement de la forme et de 1’orientation des
grains. L’influence de cette texture morphologique sur la texture cristallographique a été démontrée

par Van Houtte (1978), Honeff & Mecking (1978) et par Tiem et al. (1986) sur les contraintes

-35-



Chapitre 111 : Plasticité du polycristal

internes. La distribution spatiale, ou texture topologique, joue également un rdle important sur les

textures et le niveau des contraintes internes.

Ces phénomenes se superposant lors de la déformation, il est nécessaire d’utiliser une approche
permettant de suivre I’évolution des différents parametres. Dans ce travail, on propose une approche
autocohérente basée sur le principe d’homogénéisation. Cette méthode consiste a déterminer le
comportement mécanique macroscopique d’un matériau-polycristallin a partir des lois élastoplastiques

du monocristal, par I’intermédiaire d’une transition d’échelle.

I11.2 - Loi de comportement du monocristal

I11.2.1 - Introduction

Un matériau polycristallin est formé par un assemblage de monocristaux constitués d’atomes
arrangé€s périodiquement suivant un réseau, cubique ou hexagonal pour les aciers, et appelé réseau
cristallographique. En 1912, Bragg utilise les rayons X pour étudier la structure des cristaux, qui peut
étre définie par un empilement de plans cristallographiques. Cette technique permet de montrer que la
déformation plastique s’effectue par le glissement de plans denses, plans qui contiennent le plus
grand nombre d’atomes par unité de surface. Ce mécanisme n’est possible qu’a condition que la
contrainte appliquée soit supérieure a la cission critique du matériau, qui, si I’on suppose un
glissement en bloc d’un plan par rapport a un autre, est de 100 a 10 000 fois supérieure aux limites
élastiques mesurées expérimentalement. Cela implique I’existence d’un phénoméne supplémentaire
lors de la déformation plastique d’un cristal, qui, sauf précautions particuliéres, n’est jamais parfait et
contient des défauts.

Initialement introduite par Volterra (1907) et Somigliana (1914), I’existence de singularités
linéaires a ét€é montrée indépendamment par Orowan (1934), Polanyi (1934) et Taylor (1934), et
développerent la notion de dislocation. La déformation plastique n’est donc pas le fait d’un
cisaillement global des liaisons atomiques, mais résulte du passage de dislocations dans le plan de

glissement, comme le montre la figure I11.1.
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Cristal contenant Application de = Propagation de Cristal déformé
une dislocation la containte dislocation plastiquement

Figure I11.1 : Déformation plastique d'un cristal par déplacement d'une dislocation.

II1.2.2 - Mécanisme des dislocations

La relation d’Orowan (II1.6) permet de déterminer le cisaillement ¥ en fonction de la vitesse

moyenne Vv des dislocations :

y=p, bv (I11.6)

ol b est le module du vecteur de Burgers des dislocations, et p,, la densité de dislocations
mobiles. Une ligne de dislocation ne peut se terminer a I’intérieur d’un cristal. Elle doit étre fermée ou
rejoindre un autre défaut (surface extérieure, joints de grains, autres dislocations, etc.), ce qui a pour
conséquence de perturber son déplacement. De plus, elle rencontre d’autres dislocations susceptibles
d’arréter sa progression (formation de verrous). Les dislocations se multiplient lors de la déformation
(sources de Frank-Read), elles peuvent aussi s’ annihiler mutuellement. La microscopie électronique a
transmission révele qu’elles s’associent pour donner des structures variées sous formes de murs et de
cellules, provoquant 1’apparition de régions riches en dislocations alternant, plus ou moins

régulierement, avec des régions pauvres en dislocations.
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II1.2.3 - Comportement phénoménologique du monocristal

Le glissement plastique des plans cristallographiques est la conséquence du déplacement des
dislocations. Ce mécanisme commence 2 partir du moment ou la cission appliquée sur le plan atteint
un seuil critique dépendant de la densité de dislocations qui évolue avec la déformation plastique, et
caractérise le phénomene d’écrouissage. La théorie de Kroner (19582) sur les dislocations permet
d’effectuer la transition d’échelle entre les dislocations et le monocristal, mais ne peut, a I’heure
actuelle, définir quantitativement le probleme de la plasticité des métaux. Ainsi, du fait de la mobilité
importante des dislocations sur les plans de glissements, la plasticité est décrite de facon

phénoménologique.

On définit sur chaque systeme de glissement g, le critére phénoménologique de plasticité (II1.1),
appelé dans ce cas critére de Schmid.
Un systéme de glissement est entierement déterminé par une normale # et une direction m,

comme la figure I11.2 le schématise.

" normale au plan
de glissement

&

plan de
glissement m
|-
direction de
glissement
T
X2
*

Figure II1.2 : Repérage d'un systéme de giissement.

Sur ce systeme de glissement g, on introduit le tenseur d’orientation de Schmid, défini par le
produit tensoriel :

SE =mfnf (I1L.7)
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Par conséquent, le tenseur de composantes le. introduit dans (III.1), qui définit la direction de

I’écoulement plastique, est obtenu par :

RE = é(m,.e né +mé nf) (IIL8)

De plus, T¢ caractérise la cission critique du systéme g, sur lequel la projection du tenseur des

contraintes de Cauchy o; permet de calculer la cission résolue T ¢ tel que :
T8 = Ri,g o, (11I1.9)

Alors, le systéme g s’active si les relations (III.1) et (III.3) sont vérifiées, ce qui constitue ici le
critere de Schmid et peut s’écrire :
T8 -T¢ =0 (I11.10)

4

T¢-T5=0 (IIL.11)
Dés lors que I’écoulement plastique s’initie, le cristal s’écrouit, et I’évolution des cissions critiques

de chaque systéme est défini par (IIL.5), qui se met sous la forme suivante :

T8 = 2 Her gt (1IL.12)
h

ol y" représente la vitesse de glissements sur les systémes actifs 4. La matrice d’écrouissage H®"
permet de traduire phénoménologiquement les mécanismes de mouvement et de stockage des
dislocations dans les plans de glissements. Expérimentalement, la forme et I’évolution de H®" ont été
étudiées au travers d’écrouissage latent (durcissement croisé de systémes) qui montrent une forte
anisotropie, fonction de la structure cristalline du matériau (Cubique Centré ou Cubique Face Centré),
et reliée aux interactions de contacts entre dislocations. Dans la these de Muller (1994), on peut

trouver I’expression de la matrice d’écrouissage :

HE = p&?) 48k (111.13)

oti h'8" sont les modules dépendants de I’histoire du chargement imposé au matériau, et a®” est la
matrice décrivant I’ anisotropie des interactions entre les systemes de glissement. Si a®" est bien défini
par les essais d’écrouissage latent, Franciosi et al. (1980), 1’évolution des modules %" avec la

déformation est un phénomene plus complexe.
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Notre travail consistant a étudier la faisabilité d'un couplage du modele polycristallin proposé avec
un code d'éléments finis, il n’est pas justifi€¢, dans un premier temps, de considérer I'évolution des
modules d'écrouissage. Par la suite, on peut ne prendre que deux termes constants pour déterminer la

matrice d’écrouissage, Franciosi (1983), correspondant a deux types d’interactions :

¢ Les interactions faibles, auxquelles on relie le terme H, décrivant 1’auto-écrouissage. Sa valeur
peut &tre estimée a environ /250 (stade II de la courbe T = f(y)) pour un CFC et y/500 pour un

CC, Lipinski (1993), ot u représente le module de cisaillement du matériau.

¢ Les interactions fortes, ol le terme H, est choisi proportionnel 2 H, (H, = AH,). Le

coefficient d’anisotropie A décrit I’écrouissage latent du monocristal.

Dans les cas de simulations en grandes transformations, il est indispensable de tenir compte de
I’évolution de la matrice d’écrouissage lors de 1’écoulement plastique. Pour des chargements
cycliques, méme si la déformation plastique cumulée est importante, elle reste cependant faible lors
d’un cycle. Cela légitime I’utilisation d’une matrice d’écrouissage constante dans les simulations
d’essais de fatigue réalisées au chapitre V, a I’aide du code d’éléments finis que nous avons

développé, et couplé au modele micromécanique proposé.

III.2.4 - Loi élastoplastique du monocristal

Le probléme du comportement €lastoplastique du monocristal a été résolu par Hill & Rice (1972),
qui supposent que le glissement cristallographique est le seul mécanisme de déformation inélastique,

représenté sur la figure I11.3.

La vitesse de glissement dans la direction m d’un point x du plan s’exprime par :

i, = ¥(x;n;)m, (IIL.14)

En dérivant par rapport a x; :
(I1.15)

iJ

-40 -




Chapitre I1I : Plasticité du polycristal

Figure II1.3 : Représentation schématique du glissement plastique.

La partie symétrique de #, ; nous donne la vitesse de déformation plastique :

gl = %(ml n; -ij ni) 14

et la partie antisymétrique donne la vitesse de rotation plastique :

of =2 (mon, = mym) 7

(111.16)

(III1.17)

L'expression de la déformation plastique exprime la régle d’écoulement plastique associée (II1.2),

ol I’on retrouve la partie symétrique du tenseur de Schmid, définie par (II1.8). Quant a la partie

antisymétrique, elle intervient dans la rotation plastique, et s'exprime :

Q; = é(’"t ny = m;n)

(II1.18)

Si I’on suppose que I’on a glissement multiple homogene, alors les équations (II1.16) et (II1.17)

peuvent se réécrire :

P _ 8 A8

€ =D R 7
8 .

NP = 8 ~8

o = Y08 7
8

41
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On considére maintenant le taux de contrainte o, qui peut étre relié a la vitesse de déformation

ij b
élastique par la loi de Hooke :
6y = Cyu €u (IIL.21)

oll C, sont les constantes €lastiques du monocristal et g;, la partie élastique de la vitesse de

déformation totale, telle que :

g; =€y + &y (111.22)

En insérant (II1.22) puis (II1.19) dans (II1.21), on obtient :

d-ij = Cijkl (ékl - zsz 7;g] (I111.23)
.

Les systémes g étant actifs, ils vérifient le critére de Schmid défini par (III.11) dans lequel on

introduit les relations (II1.9) et (III.12), on trouve :

RE G, - Y H® 7" =0 (II1.24)
h

En remplacant le taux de contrainte donné par la relation (II1.23), on détermine 1’expression de la

vitesse de cisaillement :

h __ —-gh ph :
Y = 2-7{ R; Ciu €y
I

gh _ p& h gh

(1IL.25)

Cette expression est basée sur I'hypothese que H =& existe, ou encore que # 4" est défini positif.
11 se pose également le probléme de I'unicité de la solution, concernant le choix pour la combinaison
de systémes actifs. Les travaux de Hill & Rice (1972), de Lipinski (1993) ou de Petryk (1997),
soulignent l'importance de la structure de la matrice d'écrouissage, notamment au niveau de la
symétrie. Aujourd'hui, il est connu que I'unicité du choix des mécanismes de déformation dépend du
type de chargement appliqué sur le volume élémentaire. La démonstration de I'unicité de la solution
peut étre trouvée dans la thése de Lipinski (1993). La sélection de la combinaison des systémes actifs

nécessite alors d'effectuer de nombreux tests parmi tous les systémes potentiellement actifs, et
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engendre un temps de calcul consommé important. Dans le chapitre IV, nous proposons un nouvel
algorithme de sélection, basé sur les travaux de Leffers (1968) et Wierzbanowski et al. (1992),

permettant de réduire de fagon notable les temps de calculs.

La loi de comportement élastoplastique du monocristal est finalement obtenue en reportant

I’expression (I11.25) dans (I11.23) :
0; =l €y (111.26)

Y

ou I, représentent les modules élastoplastiques du monocristal définis par :

Lin = Cjg = 2, 2, Cinn Ry 78" Ry Co (II1.27)
g h

Remarque : La logique des calculs ici est similaire a celle effectuée dans le chapitre 11,
conduisant a la relation élastoplastique définie par les relations (I11.31) et (11.32), dont la

structure est analogue respectivement aux équations (I11.26) et (111.27).

III.3 - Homogénéisation
I11.3.1 - Introduction

La loi élastoplastique du monocristal €tant clairement définie, il s’agit maintenant d’obtenir le
comportement global du matériau. Il faut donc identifier la loi de comportement reliant le taux de

contrainte macroscopique  la vitesse de déformation macroscopique :

Z, =LLE, (111.28)

ij=

ol LZJ‘ZI sont les modules tangents effectifs ( macroscopiques ), pour lesquels on détermine leurs

expressions par I’intermédiaire d’une transition d’échelle suivie d’une homogénéisation.
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I11.3.2 - Transition d’échelle

La transition d’échelle consiste a relier les grandeurs locales aux grandeurs macroscopiques
correspondantes, par localisation :

= A

€; = Ay Ey (IT1.29)

G; = By Zu : (111.30)
ol A et B sont les tenseurs de localisation respectivement en déformations et en contraintes.

L’existence de tels tenseurs a été démontrée, en élasticité, par Mandel (1964) et Hill (1965Y).
On introduit alors (I11.29) dans (II1.26), et I’on obtient :

E (I11.31)

kimn ~mn

o, = lijk, A

I11.3.3 - Homogénéisation

Si un champ de contraintes vérifie I’équation d’équilibre quasi-statique :

G.. =0 (I11.32)

et pour tout point appartenant au bord du Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R.) considéré,

ona:
G.n.=3%.n (I11.33)

alors le champ de contraintes est statiquement admissible. Dans ce cas, on peut montrer que le taux
de contrainte macroscopique est reli€ au taux de contrainte locale par une opération de moyenne

volumique :
. - 1.
£,=6,=5 jv()'ij(r) av (I11.34)

ou V représente le volume du V.E.R.
De maniére analogue, un champ de vitesses de déformations est cinématiquement admissible s’il
dérive d’un champ de vitesses de déplacements, vérifiant la compatibilité cinématique et les conditions

sur les bords :
W = E. x, (I11.35)
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La vitesse de déformation macroscopique est donc déterminée par :

. o= 1.
E;j=¢; = VJ.VS” r)dv (I1L.36)

En appliquant les opérations de moyenne volumique a la relation (II1.31), et en identifiant avec

I’équation (I11.28), on détermine le tenseur des modules tangents effectifs :

L =10, (r) A (1) (I11.37)

Afin de connaitre les propriétés effectives du matériau, il reste donc a identifier le tenseur de
localisation A. La détermination de ce tenseur se fait par I’intermédiaire d’une équation intégrale
reliant la vitesse de déformation locale du milieu hétérogeéne aux conditions imposées a la surface

extérieure du solide.

II1.4 - Equation intégrale cinématique

La détermination des tenseurs de localisation pour un matériau hétérogéne conduit a la résolution
d’un probléme de structure, c’est a dire trouver une solution satisfaisant les équations du probléme ;
équations d’équilibre, de compatibilité, de comportement, ainsi que les conditions aux limites.

Dederichs & Zeller (1973) ont établi une équation intégrale dans le cadre d’un probléme élastique.
En élastoplasticité, Berveiller & Zaoui (1979) ont formulé une équation intégrale en petites
déformations et Lipinski (1993) en grandes déformations.

On introduit la loi de comportement locale (I11.26) dans 1’équation d’équilibre (II1.32), on a alors

en tout point r :
(b éu () =0 (IL.38)

La relation de compatibilité du champ de déformation étant :
. Yy .
£,(r) = E(ui, ROEYMO) (I11.39)

I’équation (I11.38) devient : o
(fa () dk.l(r))’j =0 (IIL40)
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On introduit maintenant un milieu fictif homogeéne de référence, de modules tangents
€lastoplastiques Lg.k, uniformes, tel que :

L (r) = Ligy + 8L (1) (IIL41)

La relation (IT1.40) devient alors :

Ly tigy () + (8l (1) u'k,,(r))'j =0 (IT1.42)
De plus, la vitesse 1, (r) pour tout point r appartenant au volume V peut s'écrire :
u,(r) = J 8, 6(r=r)u;(r)av’ (I11.43)
v

ol §,, désigne le symbole de Kronecker et & (r - r’) la distribution de Dirac.

On introduit maintenant le tenseur de Green G, (), défini par les relations :

Lits G (r= 1)+ 8, 8(r~r) = 0 (I11.44)
lim G, (r-r)=0 (I11.45)
(r—r’)—=oo

Le tenseur de Green caractérise le déplacement au point r dans la direction k provoqué par
I’application au point r’du milieu infini L? d’une force unité 6, &(r - r’) s’exercant dans la

direction m. L’équation (1I1.43) peut alors se réécrire :

i, (r) = —'Jv LZ-,;, G (r =7 )u; () AV’ (ITL.46)

Par ailleurs, on a les relations suivantes :

Gy ii(r=7) U; (r) = (ka’l (r- r')Lij (r')) -Gy, (r - r’)l’ij,i (r) (1I1.47)

W

G (r = 1)1y () = (G (7 = )1k, (') | = G (7 = 7)1 () (I1.48)
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Ces relations sont maintenant introduites dans I’équation (I11.46), qui se réécrit, en utilisant le

théoreme de la divergence :

u,(r) = -—J‘SL?jkl Gy (r = r')lij (r)n, dS" + J.SLg‘kl G, (r - r’)u'j’i(r’) n, as’
’ (111.49)
—IV Ll G (r =) tij () av’

De part les conditions a I’infini imposées au tenseur de Green, la deuxi¢me intégrale de surface est
nulle. En outre, la premiére intégrale représente le champ de vitesse dans un solide homogene ayant la
méme géométrie et soumis aux mémes conditions aux limites que le solide considéré. En notant cette

vitesse 42 (r), on obtient :

i (r) = (1) = || L Gonr = )i () V" (0.50)
14

D’ autre part, I’équation (II1.42) peut se réécrire :

Ly tiy y (r) + (815 () ékl(r))’j =0 (IIL.51)

De plus, on a la relation :

(61’7’" () €u (r’)),j Gy (r =11} = (&ijkl (r)€y(r) G, (r - r'))
= 8l (r) €,y (r) G

im,j(

J (111.52)

r—r')

En insérant (II1.51) puis (II1.52) dans (III.50), et en utilisant le théoréme de la divergence, ainsi

que des conditions & I’infini imposées au tenseur de Green, on obtient :

i (r) =l () - jv G (r = 1) Bl () £ () AV’ (IIL53)
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Le gradient de vitesse peut étre alors déterminé :

i, (r) =il () - j G (7 = 1) 8Ly (7) 0 () dV” (IIL54)

On introduit maintenant les tenseurs de Green modifiés :
mnlj (r -r ) = —_( im, )n( -r ) + Gm )m( r,)) (IIISS)

1
Ty (r =) = =5 (Gip o (7= 1) = Gy (r = 7)) (IL56)

Les expressions des vitesses de déformation et de rotation sont déduites de 1’équation (II1.54) par

symétrisation et antisymétrisation :

E ()= €0 (r)+ J L2 (r = ) 8l () €, () AV (I1L.57)

&, (r)= 0% (r)+ j 2, (r = ) 8l () € () AV’ (UL.58)

En vue de déterminer les tenseurs de localisation définis précédemment, il s’agit de résoudre les
équations intégrales (I1I1.57) et (II1.58). L’approche autocohérente a été formulée pour la premiére
fois, dans le cadre de 1’élasticité linéaire par Kroner (1958P), qui a de plus démontré que cela
constitue la solution exacte de I’intégrale pour un milieu parfaitement désordonné, Kroner (1980).
Une premiere approche du probleme de plasticité a montré que les prévisions obtenues & partir d’une
telle formulation correspondent bien aux observations expérimentales, Hihi et al. (1985). Des
simulations en petites déformations élastoplastiques ont mis en évidence les avantages du schéma

autocohérent pour des chargements radiaux et non monotones, Beradai et al. (1987).
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III.5 - Approximation autocohérente

II1.5.1 - Hypotheses

L’approche autocohérente est basée sur la solution du probléme d’inclusion d’Eshelby (1957). On

suppose que le matériau modélisé est constitué de grains d’orientations cristallographiques différentes

( éventuellement de structures cristallographiques différentes dans le cas d’un matériau multiphasé ).

La forme des inclusions peut étre approchée par un ellipsoide. On suppose également que le

comportement est uniforme dans chaque grain, mais bien que les structures cellulaires de dislocations

soient inclues de facon homogénéisée dans la matrice H, cela ne permet pas de prendre en compte

précisément leurs effets. Pour décrire toute hétérogénéité plastique intragranulaire, 1’approche

proposée risque d’étre insuffisante, et un traitement spécifique avec double transition d’échelle peut

s’avérer nécessaire, Lemoine (1995).

Des lors, on est amené a introduire la notion d’hétérogénéité par morceaux a ’aide de la fonction

indicatrice de I’inclusion I représentant un grain du polycristal :

0 VreV,
8'(r) =
1 VreV,
ou V, est le volume du grain /.
Ainsi,on a :
N
&)= 2,600
I=1
N
Ol (r) = 2( fa = Loy ) 0" (r) = 2 Al 6"
I=1

ou 85 et ll.]’.k, sont des valeurs supposées uniformes dans le grain 1.

En reportant (II1.60) et (II1.61) dans I’équation intégrale (II1.57), on obtient :

g (r)=£° j mnu(r—r)[ZAuk,ék,ef(rJdV,
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On effectue une opération de moyenne de cette équation sur le volume V,, ce qui permet de

déterminer la vitesse de déformation dans le grain I :

él = g9 + — (J. mm} -r )Al]k, ekl 0’ (r) dv; J dv, (I11.63)
Vil=1

On introduit maintenant les tenseurs d’interaction définis par :

mnij

TV j j s (r=r)dV] v, (IIL64)
Vi

La relation (IT1.63) devient alors :

+ Z TV, ALl €} (IL.65)

Quand I = J, le tenseur particulier T/ représente 1’interaction entre le grain I et le milieu
homogene de référence, alors que pour I #J, les tenseur TW décrivent les interactions entre les grains
I et J. Les expressions de ces tenseurs peuvent étre trouvées dans la thése de Fassi-Fehri (1987) et
pour lesquels, dans le chapitre IV, nous proposons une nouvelle méthode d'approximation
numérique destinée a I'amélioration de l'algorithme, en terme de rapidité€ et de précision.

Il est important de remarquer que P’expression (II1.65) constitue en fait un systéme linéaire
d’équations, dont le rang est égal au nombre N de grains considérés, et permettant de déterminer les
vitesses de déformation €’ de chaque grain 7 du polycristal. Réécrivant ce systéme d’une maniére

légérement différente, on a :

mn mnij mnij

Epn = €0, + T ALy €4 + ZT” AL, € 1=12,..,N (I11.66)

J#I
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I11.5.2 - Approximation autocohérente

L’approche autocohérente consiste a choisir le milieu homogene de référence comme étant le milieu

effectif, c’est adire que ’on a:

Ly, = L, (I1L.67)
g =E_ (II1.68)

En considérant (II1.67) et (II1.68), et en utilisant 1’équation de localisation (II1.29), on peut

réécrire la relation (IIL.66) :

N
I I g1 " 14 J J "
~ T Al €l = E,, + Y T, Ali, A, E, (I11.69)
J=1
J#I

En factorisant le premier membre de 1’équation (II1.69) par la vitesse de déformation locale et le
second membre par la vitesse de déformation macroscopique, et en identifiant avec (II1.29), on

obtient ’expression du tenseur de localisation :

I oo Al " /TN
Amnkl - (I mnop - Tmmj Alljop (I opkl + 2 Topu Alq,—_y Arskl] (III70)
J#1

Le tenseur de localisation étant défini, on peut alors déterminer le tenseur des modules tangents

effectifs, en réécrivant la relation (I11.37) :
1
3{1 = J. [ ljmn mnkl 6 (r)] (III71)

En introduisant la fraction volumique f du grain [ définie par :

1.V
=5 (II1.72)

L’équation (IIL1.71) devient alors :
L3 = Z P! B At (IIL.73)
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La détermination du tenseur LY des modules tangents passe par la relation (IIL.73), d'aspect
simple mais de caractére doublement implicite. En effet, le tenseur A" dépend des tenseurs de
localisation des autres grains, ainsi que des tenseurs d’interaction T7 et T¥, qui nécessitent la
connaissance de LY . La résolution d’un tel probléme s’effectue par itérations et sera présentée dans
le chapitre suivant, qui concerne entre autres les algorithmes de calcul. Les équations présentées ici,
en particulier I’expression (II1.70) du tenseur de localisation A, prennent en compte les interactions
entre les grains, notamment par I’intermédiaire des tenseurs T" . Cette approche multisite permet de
modéliser I’effet de la répartition spatiale des hétérogéﬁéités sur les propriétés mécaniques du milieu.
Cette texture topologique joue un rdle fondamental pour les matériaux composites, mais parait moins
importante dans le cas de la plasticité des polycristaux a cause de 1’écrantage des actions
intergranulaire a distance par les joints de grains. Par conséquent, dans le cadre de la plasticité
polycristalline, on adopte une approche a un site, pour laquelle on a une expression simplifiée du
tenseur de localisation :

~1
Alig = (Lunta = Tny Al (I11.74)

‘mnkl mnij

La détermination du tenseur 77, dans le cadre de la plasticité polycristalline, et des tenseurs T,
en élasticité linéaire des composites est présentée dans le chapitre suivant.
Les expressions définissant les tenseurs LY et A' étant maintenant connues pour un état

microstructural donné du polycristal, il faut alors établir I'évolution de la structure interne du

matériau.

II1.6 - Evolution de la microstructure

Lors de la déformation plastique, la structure interne du matériau se modifie constamment. Les
variables qui sont amenées a évoluer sont nombreuses. Le déplacement et le stockage des dislocations
(sous forme de cellules) entrainent une évolution de la matrice d’écrouissage, déja examinée
précédemment, ainsi que des cissions critiques sur chaque systeéme de glissement. Par ailleurs,
I’orientation du réseau cristallographique change au cours de la déformation, et sa distorsion crée des
contraintes internes résiduelles. Enfin, la texture morphologique se modifie, c’est a dire que la forme
et ’orientation de chaque constituant (monocristal, inclusion) évoluent. Dans le cadre de ce travail, on

considére que le glissement cristallographique, multiple et homogene, est le seul mécanisme de
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déformation permanente, avec évolution des cissions critiques ainsi que de 1’orientation du réseau
cristallin.

Si le taux des cissions critiques est déja définie par la relation (III.12), il s’agit maintenant de
spécifier I’évolution des angles d’Euler qui caractérisent 1’orientation du réseau cristallin, et ont été
introduits par Bunge (1968). L’orientation du réseau cristallin est induite uniquement par la vitesse de
rotation élastique ©°, supposée uniforme dans le grain. La vitesse totale de rotation est constituée

d’une partie élastique et d’une partie plastique :

B, = Of + &F (IL.75)

La vitesse de rotation plastique ®” étant définie par la relation (II1.20), et la vitesse de rotation
totale o déterminée par 1’approximation autocohérente de 1’équation (IIL.58), on obtient alors

I’expression de la vitesse de rotation élastique :

af =y~ Y 08 ¥* (IL.76)
14

L’évolution des angles d’Euler est donnée par les relations usuelles :

-

. ., Sing, e COSQ,
Py = Opy———= — Wy —
sin ¢ sin ¢

19 = — @ cos @, + @, sin @, (IIL.77)

cos @, + o sin(pl) ce

sin ¢

@, =cos¢ (a);

.

Dans le cas des grandes transformations, on est amené a faire évoluer la forme et I’orientation de
chaque grain du polycristal au cours de 1a déformation, dont les lois d’évolution peuvent étre trouvées
dans la thése de Lipinski (1993). Ici, nous pouvons considérer que la variation de forme et
d’orientation du grain a un r6le relativement faible sur la valeur des résultats, par rapport 4 I’influence
de I’évolution de paramétres comme la cission critique ou I’orientation du réseau cristallographique.

Par conséquent dans le modele autocohérent que nous développons, nous considérons une matrice
d’écrouissage constante, ainsi que les dimensions et I’orientation de chaque monocristal fixes au
cours de la déformation. Ces hypothéses sont tout a fait justifiées dans le cas de I'étude du couplage

de ce modele avec un code d'éléments finis, en petites transformations.

-53-



Chapitre I1I : Plasticité du polycristal

cours de la déformation. Ces hypotheses sont tout 4 fait justifiées dans le cas de I'étude du couplage

de ce modele avec un code d'éléments finis, en petites transformations.

I11.7 - Conclusions

La modélisation du comportement élastoplastique macroscopique par une méthode qui permet de
prendre en compte I'évolution de la microstructure du matériau constitue un probléme trés complexe.
On a vu, que ce type d’approche, avec transition d’échelle, nécessite d’effectuer quelques
simplifications comme, entre autres, I’approximation du grain par un ellipsoide. L’approche
autocohérente constitue un compromis raisonnable entre les méthodes statistiques exactes et les
approximations de champs uniformes, Taylor (1938), Lin (1957). De plus, elle permet, non
seulement, 1’accés aux propriétés effectives du matériau, mais aussi a son €tat microstructurale, et
ceci, a tout instant du chargement.

Toutes les équations nécessaires a la modélisation du comportement élastoplastique ayant été
établies, il convient maintenant de préciser les techniques de calculs des tenseurs d’interaction T et
TU, pour lesquels un nouvel algorithme de résolutionlnumérique a été mis en place, ainsi que du

critére utilisé pour le choix des systémes actifs.
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Chapitre IV : Lois de comportement, schémas de résolution numérique et applications

Dans ce chapitre, on précise le calcul des tenseurs d’interaction T" et TV, par Uintermédiaire des
transformées de Fourier. On introduit une nouvelle technique de résolution numérique pour la
détermination de ces tenseurs. On expose ensuite la procédure itérative mise en place pour établir le
tenseur LY des modules tangents, et C ¥ dans le cadre de I’élasticité linéaire. Enfin, on présente une
méthode de sélection des systémes actifs, permettant d’éviter un nombre important de combinaisons
sur les systémes potentiellement actifs, a tester. On valide alors le modéle proposé en comparant les

résultats issus de calculs avec des résultats obtenus expérimentalement.

IV.1 - Détermination des tenseurs d’interaction
IV.1.1 - Introduction

Le caractére implicite de 1’approche autocohérente nous oblige 2 utiliser une procédure itérative de
construction de la solution. A chaque itération, il est nécessaire de recalculer les tenseurs
d’interaction, conduisant par 12 méme a une élévation importante des temps de calculs. C’est
pourquoi, il est indispensable d’optimiser le calcul de ce tenseur, qui, par la relation (II1.64), ne peut
étre déterminé analytiquement que pour les cas simples d’inclusions sphériques dans un milieu
isotrope. Pour toute autre configuration, on doit employer une intégration numé€rique, en sachant que
la précision de I’évaluation de ce tenseur peut €tre déterminante pour une bonne modélisation du
comportement macroscopique.

La mise en place des expressions de T" et TV est basée sur les techniques de transformée de
Fourier du tenseur de Green. Cette méthode a été proposée par Kneer (1965) et reprise par Mura
(1971) pour déterminer le tenseur T I Fassi-Fehri (1985) a généralisé cette approche au cas du
tenseur T pour le probléme d’une paire d’inclusions ellipsoidales dans un milieu anisotrope. Ici, on
ne présente pas toutes les étapes de calcul, qui peuvent étre trouvées par exemple dans Fassi-Fehri

(1985), et partiellement en annexe.

IV.1.2 - Expression analytique des tenseurs d’interaction

La détermination analytique des tenseurs d’interaction ne peut étre réalisée que dans le cas d’un
milieu isotrope pour des inclusions sphériques. Toutefois, on peut trouver dans la littérature, voir par
exemple Mura (1971), des expressions approchées du tenseur T" pour des inclusions dont la

géométrie présente une disproportion dimensionnelle marquée, telles que les fibres longues ou les
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inclusions de type penny-shape. La formulation analytique de ce tenseur pour une inclusion sphérique
plongée dans un milieu isotrope, caractérisé par un coefficient de Poisson v et un module de

cisaillement u, est :

no_ 1

Timj = W[Skl 6mj —(4-5 V)(ajk Ot + Ot 5;1)] Iv.n

En ce qui concerne le tenseur TV , représentant I’interaction entre deux inclusions, le calcul

analytique peut étre effectué uniquement pour inclusions sphériques. Soient r, et r, les rayons

respectifs des inclusions désignées par I et J, la distance entre leur centre est notée R, on pose :

2, .2
ri +r. Vv 1
p2 = d > 2 — J r (IV.Z)
R 16 R’ u(1-v)
Les composantes non nulles du tenseur sont alors données par :
I
T111J11 = H(1—4 v+2p2)
T 5
2222
u
24 T)212 3 2
TY =H(—8+8v+—— 2) =H(1—2V+—P)
3333 5 p T112121 5
Tz 3 2 T)513 2 ,
|~ (152 R A T B
u u
TIIIJ33=T3}311 =H(2_£p2) T‘Ig_ﬂ =H(4_2V'—1_2'p2)
Ty233 = T3z 5 T332 5

Pour toutes autres configurations, la détermination des tenseurs T” et T doit se faire par une
procédure d’approximation numérique, dont I’efficacité s’exprime non seulement en terme de

précision des résultats, mais aussi en terme de vitesse d’exécution algorithmique.
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IV.1.3 - Approximation numérique des tenseurs d’interaction

La détermination des tenseurs T” et T¥ se raméne  un calcul d’intégrales doubles (voir annexe),
pour lesquelles il n’existe pas de solutions analytiques, a I’exception des cas particuliers cités plus
‘haut. Par conséquent, il s’avere nécessaire d’utiliser une approche numérique. Dans le cas
d’intégrales simples, la résolution numérique est généralement facile a mettre en place, avec une
bonne approximation de la solution exacte pour les nombreuses méthodes existantes (méthode des
rectangles, de Simpson, de Gauss, ... ). En ce qui concerne 1’approximation numérique des
intégrales doubles, les méthodes habituelles convergent difficilement vers la solution, et la résolution
devient problématique. Dans sa these, Lipinski (1993) a mis au point un algorithme basé sur la
méthode d’intégration de Gauss (classique pour I’évaluation numérique d’intégrales simples), dans

lequel I'intégrale d’une fonction f(6, ¢), pour —I £ 6, ¢ < +1, est approchée par une double

somine .
N M
I —J _[ 1(6.9)d0de = ZZ F(6.0,)wiw, Iv.4)

ou:
N et M sont les nombres de points d’intégration respectifs selon G et ¢

6, et @; sont les positions des points d’intégration

w; et w; sont les poids d’intégration

Les valeurs des poids ainsi que les positions des points d’intégration sont tabulées, voir par
exemple Ralston (1965). Si les bornes d’intégration sont différentes de +I, un changement de
variables approprié permet de ramener le calcul au cas précédemment décrit.

Si cette méthode fournit généralement de trés bons résultats avec une convergence rapide des
calculs, ol quelques points d’intégration suffisent, on peut améliorer cette technique en ce qui
concerne notre probléme d’approximation numérique des tenseurs d’interaction. En effet, on
remarque (voir annexe) que les tenseurs T" et TY sont définis par I’intégration de fonctions
trigonométriques, relatives a 0 et @. En s’inspirant des travaux réalisés par Carmasol & Lipinski
(1995), on propose un algorithme basé sur le développement en polynémes trigonométriques des
fonctions 2 intégrer, qui peuvent, en raison de leur périodicité, étre approchées par une série de

Fourier tronquée. Par exemple pour une fonction & une variable f(9) périodique, cette série de

Fourier s’écrit de maniere générale :

n

HOE 72— Z( a, coskf + b, sinkd ) (Iv.5)
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En généralisant ce raisonnement au cas d’une fonction & deux variables, on montre que
I’approximation de I’intégrale de la fonction f(8, ¢) est donnée par :

n 2= 272 N M
[ [ reodpa=22%"3 so.0,) (IV.6)
6=0 ¢=0 =1 j=1

9,.=-g—(i'—1) (p].=3A-47—‘(j—1) av.7)

‘Dans I’équation (IV.6), analogue 2 la relation (IV.4), on remarque que les poids d’intégration ne
sont plus utilisés. Le probléme de leur tabulation est donc résolu, de méme pour les points
d’intégration, dont les valeurs sont obtenues par (IV.7).

Il s’agit & présent de valider ce nouvel algorithme par une campagne d’essais numériques, que I’on
peut retrouver dans Zattarin et al. (1997%). On compare, en outre, les résultats obtenus a ceux issus de

la méthode d’intégration de Gauss précédemment citée.

IV.1.4 - Résultats

On effectue la comparaison entre les deux algorithmes présentés sur deux points spécifiques,
caractérisant leur efficacité relative. Dans un premier temps, on évalue leur aptitude a approcher la
valeur exacte de I’intégrale avec un nombre de points d’intégration limités, puis on compare le temps
de calcul respectif, nécessaire a leur exécution. Le critére adopté afin de déterminer I’erreur
d’approximation numérique est basé sur le calcul de la norme des tenseurs. Pour cela on se place dans
des cas ot I’on connait ’expression analytique de T T et TV, alors 'erreur en %, liée 2 I’emploi de
I’algorithme est donnée par :

Ta Ig.

| “ ana. “

| Zone |

Erreur = 100 | (Iv.8)

La figure V.1 présente les erreurs commises, par les algorithmes, sur I’évaluation du tenseur T”
(en terme de norme), concernant différentes g€ométries d’inclusions plongées dans un milieu
isotrope. Il est & noter que le nombre de points d’intégration indiqué correspond au nombre de points
utilisés pour chacune des deux variables d’intégration 8 et ¢. On remarque que dans les cas
d’inclusions sphériques ou de fibres longues, les algorithmes évaluent le tenseur avec pratiquement la
méme précision, et qu’il suffit de quelques points d’intégration pour parvenir & une trés faible erreur
d’approximation, notamment pour les sphéres. L’évaluation de T” d’une inclusion de type penny-
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shape est plus délicate, et exige un nombre de points d’intégrations plus €levé. On observe alors que

I’algorithme proposé, & un nombre fixé de points, permet d’obtenir une erreur d’approximation plus
faible.

1.6 —+ \ L
N
" penny-shape

S i $
& 12 4 -
E I
B
8 .
=
;S; X
é 0.8 - fibre longue 3
53]

Algorithme proposé

- - -~ - Algorithme classique

Nombre de points d'intégration

. L n s . , e
Figure IV.1 : Approximation de T pour différentes inclusions dans un milieu isotrope.

La figure IV.2 représente I’erreur di a I’évaluation numérique du tenseur TV, pour lequel il existe
une expression analytique uniquement pour des inclusions sphériques. L’utilisation de I’algorithme

proposé permet alors d’obtenir une précision plus grande sur les résultats, par rapport a la méthode

d’intégration classique de Gauss.
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g L AN Algorithme proposé .
= o ' .
.% 3 [ t N Algorithme classique 5
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o -
IEI 1 T
0 i 1
10

Nombre de points d'intégration

Figure IV.2 : approximation de i pour des inclusions sphériques dans un milieu isotrope.

D’une maniére générale, en utilisant I’algorithme proposé, nous pouvons diminuer le nombre de
points d’intégration par rapport a une approche classique tout en ayant une erreur d’approximation
identique, ce qui permet de réduire le temps de calcul. De plus, nous avons constaté que pour un
méme nombre de points d’intégration, la vitesse d’exécution de I’algorithme proposé est supérieure a
celle de la méthode de Gauss. La figure IV.3 reprend les courbes décrivant I’erreur commise sur le
tenseur T, sur laquelle on a ajouté le temps de calcul nécessaire au déroulement de chaque
algorithme. Ce temps est un temps relatif entre les deux algorithmes, puisqu’en absolu il dépend de
I’ordinateur utilisé, ici une station de travail HP 735. On constate sur la figure, que si I’on s’impose
une erreur maximale d’approximation de 1% sur le tenseur, on constate alors que 1’utilisation de

I’algorithme proposé consomme environ trois fois moins de temps par rapport a I’approche classique.
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Figure IV.3: approximation de T Vet temps de calcul.

IV.1.5 - Conclusions

Dans le chapitre III, nous avons vu que la connaissance des tenseurs d’interaction T’ et TV
permet de déterminer le tenseur de localisation A’ défini par I’équation (ITI.74) dans le cadre d’une
modélisation 2 un site, et (IIL.70) pour une modélisation a sites multiples. Le caractere implicite de
1’approche autocohérente nous conduit & résoudre le systeéme d’équations (IIL.66) par une méthode
itérative. Ce procédé nécessite d’évaluer numériquement les tenseurs d’interaction a chaque itération.
La méthode d’intégration numérique que nous avons développée permet, par rapport a un algorithme
classique, de réduire considérablement les temps de calcul des tenseurs T" et T¥. Le gain de temps
total ainsi obtenu trouve tout son intérét lors du couplage de I’approche autocohérente avec la méthode
des éléments finis, qui, comme nous le verrons dans le chapitre V, nécessite de connaitre a chaque

état d’équilibre la loi de comportement en de nombreux points de la structure.
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IV.2 - Détermination des modules tangents macroscopiques

Il s’agit, dans ce paragraphe, de mettre en ceuvre un algorithme permettant de contourner le
caractere implicite de la méthode autocohérente. Nous proposons alors une approche itérative de la
solution, qui consiste a choisir comme milieu de référence, pour un pas de calcul, celui calculé au pas
précédent. Dans un premier temps, on applique cette méthode itérative pour déterminer le

comportement élastique du matériau microhétérogeéne.

IV.2.1 - Détermination des constantes élastiques globales.

Le modele théorique développé au chapitre III permet d’approcher le comportement élastique du
matériau, a partir de la connaissance du comportement local des constituants, ainsi que des textures
cristallographiques, morphologiques et topologiques. La procédure incrémentale, requise pour
résoudre les équations implicites (I11.73) et (I11.74) ou (III.70), requiert une approximation initiale
des constantes élastiques C¥, et du tenseur de localisation A' lors d’une modélisation 2 sites

multiples. La premiére approche est obtenue a partir du modele de Voigt, pour lequel on a :
c,=C" = Z flet (IV.9)

o ¢! représente le tenseur des constantes élastiques du constituant I, et f’ sa fraction volumique.
Si la modélisation est A sites multiples, le tenseur de localisation A’ au démarrage du calcul est pris
égal au tenseur unité. Les conditions initiales ainsi définies, il s’agit d’approcher C% pour lequel

I’organigramme de résolution est présenté sur la figure IV.4, et commenté ci-dessous :

= Les tenseurs T, (et T.”, pour une modélisation  sites multiples) sont déterminés 2 partir des

constantes €lastiques de I’itération “i”’, que I’on prend comme milieu de référence.
= Calcul du terme Ac ,’ 4+ Par rapport au milieu de référence.

= Calcul des tenseurs de localisation Al.’+ ;» €xprimé ici pour une approche a sites multiples. Dans le

cadre d’une modélisation a un site, il convient de remplacer cette relation par (II1.74).
= Détermination des propriétés élastiques C,, ;, en utilisant la relation (III.73) appliquée au cas de

I’élasticité.
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Figure IV.4 : Algorithme de la méthode autocohérente a sites multiples en élasticité.
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= Vérification de la convergence de la solution, ot I’on adopte ici un critére basé sur la comparaison
des normes du tenseur des constantes €lastiques dans deux itérations successives. On arréte le

processus au moment oul :

. ”Ci+1" -lc; " <e (Iv.10)
€.

ou € représente une tolérance admise.

= Lorsque le critére de convergence est atteint, I’approximation du tenseur C 9 est alors donnée par

C* issu de la méthode autocohérente présentée.

Cette méthode permet d’obtenir une précision de € = 10~ en quelques itérations, dépendant de
I’hétérogénéité du matériau. On valide maintenant le modele présenté en comparant les résultats
obtenus avec ceux issus d’autres méthodes, notamment Begis et al. (1983), Sangani & Lu (1987),
Brockenbrough et al. (1992), Rodin (1993).

Les premiers essais comparatifs sont réalisés pour des inclusions sphériques vides situées dans
une matrice €lastique isotrope, notée M. La figure IV.5 représente 1’évolution du module de
cisaillement effectif (,uj’gc =pu¥l =ud =y ) en fonction de la fraction volumique de vides
sphériques, positionnés selon plusieurs types de réseaux; Cubique Simple, Cubique Centré et
Cubique Face Centrée. Si pour de faibles fractions volumiques, I’ensemble des modeles fournissent
des résultats identiques, on note une divergence lorsque le pourcentage de vide augmente. L’ approche
autocohérente atteint ici sa limite de validité, étant donné qu’elle est congue, & 1’origine, pour des
matériaux parfaitement désordonnés. Par la suite, on propose une modification du modele afin de
pouvoir résoudre un tel probléme. Cette divergence se retrouve sur la figure IV.6 représentant

I’évolution du coefficient d’anisotropie A défini par :

2 C3

= eff eff
Cuu - Cuzz

(Iv.11)
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Figure IV.6 : Evolution du coefficient d’anisotropie, en fonction de la fraction volumique de vides sphériques,
situés selon un réseau cubique, pour différentes méthodes : (A) Autocohérent, (R) Rodin,
(SL) Sangani & Lu, (B) Brockenbrough et al.
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On étudie maintenant un matériau contenant des inclusions élastiques, dont les différentes textures
topologiques correspondent a celles du cas précédent. Sur la figure IV.7, on retrouve une
comparaison du module effectif obtenu a partir des différents modeles. Les calculs sont effectués
pour différentes rigidités d’inclusions, caractérisées par le rapport de leur module de cisaillement avec
celui de 1a matrice. Si ce rapport est relativement faible ( = 5), on constate que le modele proposé
permet d’obtenir des résultats similaires & ceux trouvés dans la littérature, et ce pour les trois textures
topologiques considérées. Dans le cas d’un rapport plus important ( = 40), on note une divergence
des résultats obtenus par les différentes méthodes. De nouveau, cette divergence est d’autant plus
grande que la fraction volumique des inclusions est importante.

La derniére étude réalisée dans le cadre de 1’élasticité linéaire concerne 1’approximation des
composantes effectives d’un composite constitué d’une résine isotrope dans laquelle sont placées des
fibres longues paralléles. Ces fibres ont un arrangement périodique, ce qui conduit a un
comportement orthotrope du matériau. Ce composite a été étudié par Begis et al. (1983), qui ont
utilisé un code d’éléments finis adapté au probléme d’homogénéisation des propriétés élastiques des
matériaux. Contrairement 4 un schéma monosite, notre approche a sites multiples permet de modéliser
le comportement orthotrope du matériau. Sur la figure IV.8, pour laquelle I’ axe des fibres est orienté
suivant la direction 1, on observe que les résultats obtenus sont en bonne corrélation avec ceux de

Begis et al. (1983).

L’approche autocohérente présentée précédemment permet d’obtenir des résultats similaires & ceux
issus d’autres méthodes, Begis et al. (1983), Sangani & Lu (1987), Brockenbrough et al. (1992),
Rodin (1993), et I’on peut retrouver ces comparaisons dans Zattarin & Lipinski (1997), ainsi que
dans Zattarin et al. (1997b). L’atout prépondérant de la méthode proposée est son aptitude a aborder
un probléme quel que soit sa complexité, puisque 1’on peut approcher les tenseurs d’interaction pour
des inclusions dont les textures cristallographiques, morphologiques et topologiques sont
quelconques, et dont le milieu environnant peut &tre anisotrope. Les résultats sont moins probants en
ce qui concerne la modélisation d’un matériau poreux, ol lorsque la fraction volumique des vides
devient trop important, I’algorithme peut €tre amené a diverger. Il est alors nécessaire de scinder les
calculs en étapes, ol pour chacune d’elles on considére de faibles fractions volumiques. Ce procédé,
appelé schéma autocohérent par €tape, est présenté dans Vieville & Lipinski (1994), ainsi que
Broohm et al. (1998).
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Figure IV.7 : Evolution du coefficient d’anisotropie, en fonction de la fraction volumique d’inclusions élastiques
situées selon un réseau cubique, pour différentes méthodes : (A) Autocohérent, (R) Rodin,
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IV.2.2 - Détermination des modules tangents élastoplastiques macroscopiques

La procédure itérative exposée au paragraphe précédent demeure valable pour des calculs en
€lastoplasticité. La loi de comportement €lastoplastique s’exprimant en taux de variables mécaniques,
une approche incrémentale s’avere nécessaire, et permet alors d’éliminer le processus itératif

précédent si les pas d’incrémentation sont suffisamment petits.

L’avantage principal des méthodes basées sur la transition d’échelles est qu’elles fournissent de
précieuses informations concernant 1’évolution de la structure interne du matériau. Cette évolution est
liée a la précision de la description des mécanismes de la déformation plastique, ici, I’activation et la
désactivation des systemes de glissements. Par conséquent, cela impose des pas d’incrémentation trés
petits, et de plus, la convergence rapide de la méthode, prouvée en élasticité, permet d’espérer qu’une
seule itération soit suffisante pour déterminer les propriétés tangentes macroscopiques du matériau
avec une bonne précision. Des résultats obtenus par Hihi et al. (1987) et Beradai et al. (1987) peuvent
appuyer cette hypothese.

L’organigramme de résolution en €lastoplasticité est représenté sur la figure IV.9. Au départ des
calculs, le tenseur des modules tangents macroscopiques est pris égal au tenseur des constantes

élastiques du matériau déterminé par I’algorithme précédent, puis on effectue les étapes suivantes :

= Calcul du tenseur T en fonction de L* obtenu 2 la fin de I’itération précédente.

= Détermination des systémes de glissement, en utilisant le critére de Schmid (II1.10) et (I1.11), a
partir des systémes potentiellement actifs. On propose dans le paragraphe suivant, une nouvelle
procédure de choix des systémes actifs.

= La connaissance des systemes actifs permet, par I’intermédiaire de la relation (II1.27), d’obtenir
I’expression du tenseur des modules tangents du constituant.

= Calcul du terme Al’.

= Détermination du tenseur de localisation A’ du constituant.

= Evolution de la microstructure du constituant, exposée au chapitre précédent, et qui réactualise les
variables internes du monocristal.

= Approximation du tenseur des modules tangents macroscopiques L7 par le tenseur L*.

= Incrémentation de la variable pilote, qui peut étre soit la contrainte macroscopique ou bien la
déformation macroscopique. Le processus s’arréte lorsque la variable pilote a atteint une valeur que

I’on se fixe en début de calcul.
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LSC _ CSC

4,

TII = T]l(Lsc)

boucle sur les constituants I

Recherche des
systemes actifs
s
2
=1 s 1)
A lI — ll _ LSC
Incrémentation de
la variable pilote
K ”
Al =g -1": 41"
Réactualisation de
la microstructure
N
LSC = EfIlI.AI
I=1

Figure IV.9 : Algorithme de la méthode autocohérente en élastoplasticité.
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Dans la thése de Lipinski (1993) on peut trouver des résultats obtenus par I’approche
autocohérente, notamment en ce qui concerne I’influence du pas d’incrémentation, 1’évolution de la
microstructure ainsi que des comparaisons de textures cristallographiques calculées et expérimentales.
L’implantation d’un tel modeéle dans un code d’éléments finis nécessite de traiter une quantité
importante de données, et constitue un inconvénient majeur en terme de temps de calcul. L’algorithme
d‘approximation numérique des tenseurs d’interaction que nous avons développé permet de réduire
notablement les temps de calcul, et de plus nous proposons maintenant un nouveau critére de

sélection des systémes de glissements actifs.

IV.3 - Recherche des systéemes actifs

La détermination des systeémes actifs est basée sur les expressions (II1.10) et (III.11) du critére de
Schmid. Lorsque I’on applique un chargement a un polycristal, il existe, pour chaque monocristal, un
certain nombre de systémes vérifiant ce critere. Ce sont des systemes potentiellement actifs, et leur
nombre sera exprimé par le sigle NSPA, pour “ Nombre de Systémes Potentiellement Actifs”.

Le probleme est de trouver parmi ces systémes la combinaison de ceux qui vont effectivement
devenir actifs, et dont I’unicité a été discutée au chapitre III.

La sélection des systémes de glissement actifs utilisée par Lipinski (1993), consiste & prendre
parmi tous les systémes potentiellement actifs, la combinaison dont 1’énergie de déformation est

minimale. Ce critere peut se mettre sous la forme :

min

NSPA NSPA
CSPA

78 (R,.j? chy RE + th) 7") av.12)
h=1 g=1 A

ol CSPA représente toutes les combinaisons des systémes potentiellement actifs et dont le nombre

total vaut 2P, La vitesse de cisaillement vérifie la relation suivante :

v >0 (IV.13)

Une telle procédure nécessite I’introduction du temps, Qui ne correspond pas véritablement au
“temps physique réel “, mais plutdt a un parameétre permettant I’incrémentation des variables
définissant le probléme élastoplastique. Cela entraine inévitablement une augmentation de la
complexité des relations, donc de I’algorithme de résolution, d’ol une perte probable de la précision

2 NSPA

des résultats. De plus, le nombre de tests a effectuer impose une consommation excessive du

temps de calcul.
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On propose, ici, un critére basé sur les travaux de Leffers (1968) et Wierzbanowski et al. (1992),
qui consiste & activer un seul et unique systéme a la fois. Concrétement, on fixe un incrément de la
variable pilote (taux de contrainte ou vitesse de déformation), puis on active le systéme A qui subit le
chargement le plus important, c’est a dire sur lequel la différence entre la cission résolue et la cission

critique est maximale. Dans ce cas on dépasse le critere de Schmid, puisque 'on a :

h h
T -T" >0 (IV.14)

La vitesse de cisaillement 7" permet alors d’obtenir un sous-incrément pendant lequel les cissions
critiques (IIL.12) évoluent, ainsi que la déformation plastique (IIL.19), le taux de contrainte et
I’orientation du réseau cristallin du monocristal considéré. Ce glissement plastique permet de
décharger partiellement le systeme A, et dés lors un autre systéme peut €tre activé. Cette procédure est
répétée jusqu’au moment ol il n’y a plus de systéme vérifiant le critére (IV.14). A chaque nouveau
systéme activé, il est important de vérifer qu’il soit linéairement indépendant de ceux répertoriés
depuis le début de I’incrément. Lorsqu’il n’y a plus d’activation, la combinaison des systémes
linéairement indépendants ainsi obtenue, permet de déterminer le tenseur des modules tangents du
monocristal par 1’intermédiaire de la relation (II1.27). Cependant, pour mettre en pratique cette
méthode, il est indispensable de relier directement le taux de contrainte avec la vitesse de déformation

plastique, et nécessite une reformulation des équations.

IV.4 - Loi de comportement élastoplastique

On propose, pour le calcul du taux de contrainte dans un grain, une relation de la forme :

G =S, + Ay €5 (IV.15)

y

ot S dépend de la variable macroscopique pilote (X ou E). Pour identifier S et A, introduits
dans la relation (IV.15), on utilise I’expression (II1.66) de 1’équation intégrale dans le cas d’une

modélisation 3 un site, ou la vitesse de déformation dans un monocristal est :

E; = E, + T Al & (IV.16)

i ijkl kimn < mn

On peut réécrire cette équation de la maniére suivante :

6y = Zy + Ly (64 - Ey) (IV.17)

=77 -



Chapitre IV : Lois de comportement, schémas de résolution numérique et applications

ot L" représente le tenseur de Hill défini par :

* e -1
Ly = L + (T,-,-’,f,) (IV.18)

On décompose ensuite la vitesse de déformation en une partie élastique et une partie plastique
suivant ’équation (II1.22). De plus, la vitesse de déformation élastique peut s’écrire en fonction du

taux de contrainte par I’intermédiaire du tenseur des compliances, noté s :

€

£ = 5,4 Oy (IV.19)

La relation (IV.17) devient alors :

*

0y = By 2y — By Lign B + Ay €5 (Iv.20)
ou
. -1
By, = (Iijk - Lijmn smnkl) av.zn
Ajr = By Ly (Iv.22)

11 est nécessaire, maintenant, de préciser la variable pilote , c’est a dire si dans I’équation (IV.15),
le terme S s’écrit en fonction du taux de contrainte macroscopique ou de la vitesse de déformation

macroscopique. Ce calcul s’effectue a partir de la relation (IV.20), et I’on obtient :

¢ si la variable pilote est le taux de contrainte macroscopique :

. e -l .
S; == By (L Tp) Zsp (IV.23)
¢ si la variable pilote est la vitesse de déformation macroscopique :
. -1 .
Sy = = Byy (Tkllirm) E,, (Iv.24)

Les relations étant mises en place, il s’agit & présent de valider le modele. Dans un premier temps
on met en évidence les améliorations, en terme de gain de temps et de précision, obtenues par
I’introduction des nouveaux algorithmes. En effet, & 1’approche autocohérente classique ol 1’on

considere I’activation simultanée de plusieurs systémes de glissements, nous proposons un modele
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dans lequel nous avons une série de glissements simples de chaque systéme sollicité. De plus, comme
nous I’avons vu en début de ce chapitre, 1’approximation numérique du tenseur d’interaction T7 a été
considérablement améliorée. Cette confrontation ainsi faite, on termine la validation de notre modeéle

par des comparaisons de résultats obtenus avec ceux issus d’essais expérimentaux.

IV.5 - Applications

IV.5.1 - Validation du modéle proposé

La démarche proposée, qui consiste a approcher le glissement multiple par une succession de
glissements simples, permet d’éviter les nombreux tests de recherche des systémes linéairement
indépendants. La figure IV.10 représente le temps de calcul, relatif entre les deux méthodes, pour une
simulation de traction uniaxiale d’un polycristal jusqu’a une déformation totale macroscopique
de 10%. Le temps nécessaire a cette simulation dépend linéairement du nombre de grains pris en
considération. On observe que I’algorithme proposé permet de diviser ce temps par un facteur
d’environ de deux. Un tel gain de temps est du plus grand intérét lors du couplage de ce modele avec
un code d’éléments finis, étant donné que, d’aprés Dawson et al. (1994), le calcul cristallin peut

représenter jusqu’a 95 % du temps total.

1 | 1 |
T 1 ‘ri‘ T T T l T T T l T ) T “' L T ‘l’ ¥ L1 T |
i o +
- __1; - - - - Glissement multiple e - -
9-‘ L > rd -
% 0.8 -+ ——e—— Glissements simples e q"’
E L | -3 T
B o6 e +
Q + e +
'U | . ” -
& 041+ -7 0 T
QE) L L’ 7o ]
B~ -1 70 ° na
- P 3
0.2 L -6 T
I o7 .
* 1 i S | L i A i J 1 i ' l 1 ] i ' ul 1 1 I J— | 1 ] i
0 T | ! I 1
0 20 40 60 80 100 120

Nombre de grains

Figure IV.10 : Temps de calcul, relatif entre les deux méthodes présentées, en fonction du nombre de
grains considérés pour la modélisation.
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Lors d’une modélisation, pour avoir un temps de calcul acceptable, il est nécessaire de ne pas
prendre en compte un nombre de grains trop important. Mais, celui-ci doit étre suffisant afin de
représenter correctement la microstructure du matériau, pour lequel on suppose que les grains du
polycristal a I’ état initial ont des réseaux cristallographiques orientés aléatoirement. La figure IV.11
représente les courbes issues de modélisations de tractions uniaxiales pour plusieurs volumes
élémentaires, contenant chacun d’eux un nombre de grains différents. On y a représenté 1’évolution
de la contrainte équivalente en fonction de la déformation équivalente, définies au sens de Von Mises
et notées respectivement X, et E, . On observe un écart entre les courbes, qui diminue lorsque le
nombre de grains augmente et se stabilisant pour une modélisation de 100 grains et plus. Par
conséquent, on choisit, par la suite, comme volume élémentaire représentatif du matériau, un

polycristal constitué de 100 grains.

500 T T T ‘l[ T T T ’ L) T T I T T T ]*—1 T 1 A
400 - nesreR Rl i
Eeq 300 T -+
(MPa) 200 —a~ — 10 grains — @ - 1000 grains _f__
----0--- 25 grains - - ¢- - 10000 grains ]
100 ~—%— 100 grains En
O 1 i ! I i t ] I i 1 I } 1 1 ] 1 1 1

=]
o

Figure IV.11 : Evolution de la courbe de traction en fonction du nombre de grains considérés.

On établit la validation du modele proposé dans trois cas de chargements simples, qui sont :

¢ Un essai de traction uniaxiale, pour lequel le chargement est piloté par un taux de contraintes

macroscopiques de la forme suivante :

S O

Py
S O O
S O O
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¢ Un essai de cisaillement pur, pour lequel on a:

0 2, 0
=%, 0 0 IV .26)
0 0 0
o Un essai de laminage, pour lequel on a :
x, 0 0
=0 -%, 0 (IV.27)
0 0 0

La figure IV.12 représente les courbes X, = f (Ee q) pour les différents cas de chargements

présentés. On constate que le modele proposé fournit des résultats quasi identiques a ceux issus d’une
approche autocohérente classique considérant le glissement multiple homogene. Il s’agit a présent
d’analyser la précision des résultats obtenue par I’approche que nous avons développée. En effet, les
approximations numériques successives inhérentes a la programmation informatique des modeles,
engendrent des imprécisions de résultats qui se répercutent notamment sur les composantes du
tenseur des contraintes macroscopiques. La figure IV.13 représente les imprécisions de calculs pour

les différents cas de chargements étudiés :

o Lors d’un essai de traction suivant la direction 1, I’erreur la plus importante se situe sur la
composante X, (ou x 33) du tenseur des contraintes. On constate que 1’utilisation du modele
proposé permet d’obtenir une imprécision plus faible par rapport a une approche classique. Cette
erreur représente environ 0,3% de la composante X, (pour une déformation totale de 10%),

comparée a 1% avec I’approche classique.

¢ Pour I’essai de cisaillement, I’erreur sur la composante X, représente 0,2% de la composante ~_,

lors de I’utilisation du modele proposé, alors qu’elle représente environ 0,9% avec 1’approche

classique.

¢ Pour I’essai de laminage, I’erreur sur la composante X ;; représente 0,4% de la composante X, ,

comparée a 1,7% avec 1’approche classique.

-81-



Chapitre I'V : Lois de comportement, schémas de résolution numérique et applications
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Figure IV.12 : Evolution de la contrainte macroscopique équivalente en fonction de la déformation macroscopique
équivalente , obtenue avec la méthode proposée et une approche classique.
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Figure IV.13 : Evolution des imprécisions numériques en fonction de la déformation macroscopique équivalente,

obtenues avec le modéle proposé et une méthode autocohérente classique.
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Comme nous I’avons vu, le fait de remplacer le glissement multiple qui intervient lors d’une
incrémentation de la variable pilote par une succession de glissements simples, permet de diminuer
notablement le temps d’exécution des calculs. Il s’agit a présent d’analyser la conséquence sur
I’activation des systémes de glissement déterminés par le modele que nous avons développé, par
rapport & une approche autocohérente classique. Sur la figure IV.14, nous avons représenté
I’évolution, en fonction de la déformation équivalente, du nombre de systemes de glissements actifs
moyens dans un grain du polycristal, pour les différents cas de chargements précédemment décrits.
On remarque une croissance rapide du nombre de systemes actifs jusqu’a 2% de déformation, puis
une stabilisation entre 3,5 et 4 systemes, dépendant du type de chargement imposé. On constate de

plus une bonne corrélation des résultats entre la méthode proposée et une approche classique.

Les résultats présentés témoignent de 1’efficacité notable, en terme de rapidité et de précision des
résultats, de 1’algorithme de construction de la solution, associ€é au mod¢le que nous avons
développé. Malgré I’hypothese d’un mécanisme de déformation du monocristal par des glissements
simples, 1’approche proposée ne nuit pas a la modélisation du phénomene de glissements des plans
cristallographiques. En effet, on constate que les combinaisons des systémes actifs obtenues lors de
chaque incrément, est identique a celles données par la méthode autocohérente classique, considérant
le glissement multiple homogene.

On a vu que le principal avantage de 1’approche cristallographique est qu’elle permet de prendre en
compte les phénomenes microstructuraux. Agissants directement sur I’évolution géométrique de la
surface de plasticité, ils jouent un role prépondérant sur le comportement mécanique du matériau,
notamment dans le cas de chargements multiaxiaux ou cycliques. Dans le paragraphe suivant, on met
en relief les paramétres microstructuraux dont I’évolution influe considérablement sur la forme de la

surface.
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Figure IV.14 : Evolution du nombre moyen de systémes actifs dans un grain du polycristal en fonction de la
déformation macroscopique équivalente, obtenue avec la méthode proposée et une approche classique.
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IV.5.2 - Evolution de la surface de plasticité

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus a partir de la formulation autocohérente
précédemment proposée. Nous fixons le seuil utilisé pour définir la limite élastique 2 0.01% de
déformation plastique équivalente. On peut trouver dans Lipinski (1993), une étude caractérisant

I'influence de la valeur de cette limite sur la surface de plasticité.

Les figures IV.15 et IV.16 sont relatives aux surfaces de plasticité représentées dans 1’espace des
contraintes (Z 1252 ) et représentent respectivement une simulation d’un essai de traction et de
cisaillement. On observe que la forme de la surface apres différentes prédéformations plastiques se
distingue dans un premier temps par le type de chargement imposé. Sur ces figures nous avons
également fait figurer I’incrément de déformation plastique macroscopique dE* calcul€ par le modele
proposé, pour un point de la surface. On constate que ce vecteur est conforme a la condition de

normalit€ abordée par la théorie de la plasticité associée et définie par la relation (I1.16) ou (IIL.2).

200 1 i 1 l 1 1 1 1 Ll 1 1 ) 1 1 1 lgl;l 1 1 l 1 L 1 1 IJ i 1 1 l 1 1 1 i l 1| 1 1
] —_——— dE? .
- T~ :
100 <. T~ - o
i Tl N ~ i
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i > > i
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Figure 1V.15 : Evolution de la surface de plasticité aprés une prédéformation en traction de 0%, 5%, 20% et 35%.
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Z,, (Mpa)

Figure IV.16 : Evolution de la surface de plasticité aprés une prédéformation en cisaillement de 0%, 5%, 20% et 35%.

Les figures IV.17 et IV.18 représentent les surfaces de plasticité calculées, définies dans 1’espace
des contraintes (Z 110 222 ) et qui caractérisent respectivement un essai de traction et de laminage. On
remarque, de nouveau, que la forme de la surface apres prédéformation dépend du trajet de

chargement.
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Figure IV.17 : Evolution de la surface de plasticité aprés une prédéformation en traction de 0%, 5%, 20% et 35%.
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Figure IV.18: Evolution de la surface de plasticité en fonction du taux de laminage (0%, 5%, 20% et 35%).
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D’une maniére générale, on constate que I’expansion de la surface est d’autant plus importante que
le taux de prédéformation est élevé. En représentant les surfaces de plasticité dans un espace des
contraintes normalisé par rapport a la direction de chargement, on fait abstraction de cette expansion et
cela permet de caractériser uniquement la forme relative de la surface. Les figures IV.19 a1V.22
retracent respectivement les figures IV.15 a IV.18 rapportées a un tel espace. On observe, que pour
un trajet de chargement donné, la forme de surface de plasticité évolue aussi en fonction du taux de
prédéformation. La surface a tendance a s’ affiner, le rapport entre ses dimensions caractéristiques et
celle mesurée dans la direction du chargement diminue. Cet effet Bauschinger a une évolution rapide
deés le début du chargement pour de faibles prédéformations plastiques. Dans le cas de
'préchargements plus intenses, on note une augmentation (valeur absolue) du seuil d’écoulement dans
la direction opposée, mais de fagon moins rapide que le seuil dans la direction de chargement. Cette
évolution est conforme aux observations expérimentales de Shiratori et al. (1977), et Bui (1964). Ce
phénomene est di a I’évolution de I’état interne du matériau, en particulier a I’apparition de

contraintes internes intragranulaires et d’une texture cristallographique induite.

0.6 1 1 | 1 | L | 1 L 1 1
0.4

0.2

‘0.6_ - - 35% —

—_— 0% |
. "0,8 T l T I T T ‘ T l T T l T I T I T I T ' T
1.2 -0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2

Figure IV.19 : Evolution de la forme relative de la surface de plasticité en fonction du taux de prédéformation en
traction.
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Figure IV.20 :

Evolution de la forme relative de la surface de plasticité en fonction du taux de prédéformation en
cisaillement.
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Figure IV.21 : Evolution de la forme relative de la surface de plasticité en fonction du taux de prédéformation en traction.
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Figure IV.22 : Evolution de la forme relative de la surface de plasticité en fonction du taux de prédéformation de

laminage.

Du fait des incompatibilités de la déformation plastique, I’état de contraintes dans les grains n’est

pas identique 2 la contrainte macroscopique appliquée lors d’un écoulement plastique. Ces contraintes

internes d’ordre 2 engendrent, aprés un chargement et une décharge, I’apparition de contraintes

résiduelles, en partie responsables de la physionomie de la surface de plasticité aprés une

prédéformation. Ces contraintes sont conformes a la relation d’équilibre suivante :

zf’ o) =0
1

(Iv.28)

La figure 1V.23 représente, pour quatre grains du polycristal, le rapport des contraintes

équivalentes résiduelles avec la contrainte €quivalente macroscopique, en fonction de la déformation

équivalente, pour les différents trajets de chargements précédemment étudiés. On observe une

évolution rapide jusqu’a environ 1% de déformation macroscopique suivie d’une stabilisation.




Chapitre IV : Lois de comportement, schémas de résolution numérique et applications

05 X T T T } T T T , T T T ,I T T T } T T T ]
r - - -0 -7 .
0.4 / -T
C ;7 - J i —
I Lol ]
o'eq 03 | //,' ’ -+
eq E ’.{" E
0.2 ___};' -
0.1 | _:_
0 1 1 { 1 ] 1 I 1 1 I ; 3 L Il g 1 1 1
0 2 4 6 8 10
E, (%)
|
0-5 R T T T I T T T I T T [ I T T T { T T T i
04 - T T----toTooToToTTTTTITTmmmmm s +
1 i ]
o-eq 0.3 o /2 U PRRRRY -1
eq L ]
0.2 —_—‘ 3-
0.1 -ff +
1 1 1 1 1 1 1 1 ] I H L 1 1 i 1 ]
0 I i 1 i
0 2 4 6 8 10
E,, (%)
0 5 ) 1 1 ' 1 L A, L L ] 1 l 1 L A I 1 1 1 "
04 =
ol 03] -
1 : :
0.2 - -
0.1 - . L
] Laminage r
0 T T 1 I T T T I T T T ' 1 T 1 l 1 T T
0 2 10

6
E,, (%)

Figure IV.23 : Evolution des contraintes résiduelles par rapport & la contrainte macroscopique, en fonction de la
déformation équivalente.
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La rotation du réseau cristallographique joue également un role notable sur la forme de la surface
de plasticité. Nous avons vu dans le chapitre III, avec les relations (II1.77), que I’évolution des
angles d’Euler du réseau ne dépend uniquement que du taux de rotation €lastique.

Les figures IV.24 4 IV.26 représentent 1’évolution des orientations cristallines (simulées pour un
volume élémentaire comportant 500 grains) en fonction de I’amplitude de déformation pour un trajet
de chargement donné. On constate que la texture devient plus accentuée lorsque la déformation
progresse. On peut trouver, dans Baczmanski et al. (1998), des comparaisons entre des textures
cristallographiques expérimentales et celles issues de la méthode présentée. Cette texture induite est,
en grande partie, responsable de 1’évolution de la forme de la surface de plasticité pour des grandes

transformations.

10% 35%

110

Figure IV.24 : Evolution de la texture en fonction de ’amplitude de la déformation en traction.
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Figure IV.25 : Evolution de la texture en fonction de I’amplitude de la déformation en cisaillement.

Ny

110

Figure IV.26 : Evolution de la texture en fonction de I’amplitude de déformation pour le laminage.

IV.5.3 - Comparaisons avec des données expérimentales

Dans ce chapitre, nous avons vu que 1’évolution de la surface de plasticité est un phénomene
complexe, et ne peut, par conséquent, €tre caractérisée de fagon acceptable par des modeles simples.
Les figures IV.27 a IV.31 représentent I’évolution de la surface de plasticité d’un aluminium pour
différents trajets de chargement. Une comparaison est faite entre les résultats obtenus a 1’aide de notre
modele et ceux issus d’essais expérimentaux réalisés par Bui (1964) et Boucher et al. (1992). Ces
figures présentent les surfaces de plasticité avant et apres prédéformation, avec la figure 1V.31 qui
concerne un chargement complexe. On constate que le modele proposé permet d’obtenir une surface

de plasticité aprés prédéformation en bonne corrélation avec les résultats expérimentaux.
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Figure IV.27 : Comparaison de ’évolution de la surface de plasticité d’un aluminium obtenue a I’aide du modéle
proposé avec des résultats expérimentaux, Bui (1964).
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Figure IV.28 : Comparaison de évolution de la surface de plasticité d’un aluminium obtenue a I’aide du modéle
proposé avec des résultats expérimentaux, Bui (1964).
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Figure IV.29 : Comparaison de I’évolution de la surface de plasticité d’un aluminium obtenue a l’aide du modéle
proposé avec des résultats expérimentaux, Boucher et al. (1992).
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Figure IV.30 : Comparaison de 1'évolution de la surface de plasticité d’un aluminium obtenue & I'aide du modéle
proposé avec des résultats expérimentaux, Boucher et al. (1992).
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Figure IV.31 : Comparaison de I’évolution de la surface de plasticité d’un aluminium obtenue a l'aide du modéle
proposé avec des résultats expérimentaux, Boucher et al. (1992). Cas d’un chargement complexe O-A-B-C.

IV.6 - Conclusions

Dans ce travail, on a vu que I’amélioration du calcul numérique de T T et TV, ainsi que le
changement du critére de sélection des systémes actifs, a permis d’aboutir & I’élaboration d’un

algorithme efficace, en terme de vitesse d’exécution et de précision des résultats.

La détermination des tenseurs d’interaction T” et TV est essenticlle dans la méthode
autocohérente. En particulier, en ce qui concerne la modélisation du comportement élastique des
composites ordonnés, ou le schéma autocohérent a sites multiples y trouve tout son intérét. Pour un

polycristal, on peut faire I’hypothése qu’il soit constitué de grains sphériques situés dans un milieu
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isotrope, étant donné que les réseaux cristallographiques sont pris initialement de fagon aléatoire.
Néanmoins, lors de la déformation €lastoplastique, la rotation de ces réseaux suivant une direction
privilégiée entraine une anisotropie macroscopique. On voit donc I’importance d’effectuer le calcul
numérique du tenseurs d’interaction T par une démarche générale. Le phénomeéne est amplifié
lorsque 1’on se place dans le cadre des grandes transformations, pour lesquelles la morphologie des
grains est amenée a évoluer.

La mise en place d’un nouveau critere de sélection des systémes de glissement actifs, a alors
achevé la construction du modele. Dans le chapitre V, nous présentons la technique du couplage de ce
modele avec un code d’éléments finis que nous avons développé. Comme nous I’avons vu,
I'utilisation d’une approche cristallographique permet de rendre compte des effets des phénomeénes
microstructuraux sur le comportement macroscopique. L’ apport bénéfique, par rapport 4 un modele
phénoménologique, pour les simulations de chargements complexes se trouve alors transposé au
niveau du couplage. L’amélioration réalisée sur la vitesse d’exécution de 1’algorithme rend ce genre
de couplage moins dérisoire, méme si le temps de calcul reste un inconvénient majeur. Ce probléme

peut alors €tre partiellement résolu par la réalisation d’un couplage mixte exposé au chapitre suivant.
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ChapitreV : Intégration du modéle autocohérent dans un code de caleul de structures

Dans ce chapitre, on propose le couplage entre le modéle polycristallin élastoplastique,
présenté dans les chapitres précédents, et un code d’éléments finis 3D que nous avons développé.
Aprés avoir introduit le principe de la méthode des éléments finis, on s'intéresse a la technique
d’implantation du modéle autocohérent dans ce code. On étudie alors la résolution de problémes

concrets réalisée a l’aide de ce couplage.

V.1 - Introduction

Les codes de calcul par éléments finis ont besoin, pour fonctionner, de lois de comportement du
(des) matériau(x) composant la structure a étudier. Dans les chapitres précédents, nous avons vu
qu’en élastoplasticité, elles peuvent se classer selon deux grandes familles. Pour la majorité des
codes, ces lois sont construites & partir d'approches phénoménologiques, du fait que leur
implantation soit relativement simple. Nous avons vu aussi que ces modéles peuvent s'avérer
inadaptés a certain cas de chargement, en particulier lorsque que ce dernier nécessite de prendre en
compte 1’évolution de la microstructure du matériau qui se manifeste, entre autres, par une
modification de la surface de plasticité. Dés lors, I'utilisation d'approches a transition d'échelle
simpose. Le développement notable des outils informatiques permet maintenant d’envisager
I'introduction d’approches cristallographiques dans les codes d’éléments finis. On peut citer en
exemple Dawson et al. (1994) qui utilisent une extension du modéle de Taylor, ou, dans un méme
ordre d’idées, Cailletaud & Pilvin (1994), ou bien encore Scacciatella (1994).

Dans le couplage que nous avons développé, on implante le modéle autocohérent exposé dans
les chapitres III et IV. Malgré les améliorations apportées, un tel code reste encore lourd
d'utilisation. Ici, nous proposons une démarche originale, qui consiste & créer un couplage mixte

avec les deux approches présentées. Dans ce chapitre, on expose la procédure d’un tel couplage,

ainsi que ses avantages, au travers d’exemples concrets.
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V.2 - Démarche générale des éléments finis

V.2.1 - Introduction

La résolution de problémes en mécanique des structures a I’aide des éléments finis, a été rendue
possible, notamment, par 1’utilisation du principe des travaux virtuels.

Il y a trois domaines principaux d’application de la méthode des éléments finis, Zienkiewicz
(1971), Desai & Abel (1972), Norrie & de Vries (1973), Gallagher (1975), et qui sont :

¢ Les problémes d’équilibres, dans lesquels il n'y a pas évolution des variables avec le temps.
On peut citer, I'étude de systémes linéaires ou non-linéaires, tels que I’analyse des
contraintes en élasticité ou élastoplasticité, de problémes électrostatiques ou de conduction

thermique stabilisée, voir par exemple Zienkiewicz et al. (1972).

¢ Les problémes de recherche de valeurs propres, qui sont une extension des problémes
d’équilibre, et pour lesquels on doit déterminer les valeurs spécifiques ou critiques de
certains paramétres. La détermination des fréquences propres d’une structure élastique,

dans les systémes en vibration, en est un exemple, Anderson et al. (1968).

¢ Les problémes de propagation, incluant ceux ot il y a des variables dépendantes du temps.
En exemple, I’analyse de la dynamique des milieux élastiques et de I’hydrodynamique sont

de tels probleémes, Taylor & Davis (1975).

Dans ce travail, on limite notre étude & I’application de la méthode des éléments finis pour les
problémes d’équilibres, bien que le couplage proposé puisse également étre utilisé en dynamique
rapide des solides €lastoplastiques. Notre but étant d’étudier le comportement élastoplastique d’une
structure, et comme nous 1’avons vu, il est nécessaire d’utiliser une procédure incrémentale. Par

conséquent, on associe a chaque incrément, un état d'équilibre.
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V.2.2 - Principe des puissances virtuelles

On considére un solide, ou une structure, soumis a un chargement quelconque, et schématisé sur

la figure V.1 .

Figure V.1 : Représentation schématique d'un solide soumis & un chargement.

T¢ représente le vecteur taux des forces extérieures appliquées sur S, f est le vecteur taux
des forces intérieures du volume V considéré, et S, désigne la surface sur laquelle on impose le
déplacement.

En supposant le probléme quasi-statique, les équations d’équilibres s’écrivent :

. . V.1)
G;;+fi=0 dansV
avec les conditions aux limites suivantes :
W, =ul surS,
(V.2)

. a
Oyn; =T, =T, surS,
ol #? est le vecteur taux de déplacement imposé, et # représente la normale extérieure 3 S o
Considérons maintenant un vecteur vitesse virtuel, noté i , cinématiquement admissible, c'est &
dire que :
ou=0 surS, V.3)
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Alors la puissance virtuelle associée aux forces extérieures T¢ imposées sur S, peut s’écrire

d’une maniére générale sur toute la surface extérieure S :

T 6, dS =I T,u;dS (V4)
Sg s

En introduisant les conditions aux limites (V.2), et par application du théoréme de la divergence,

on obtient :
T, 8u, dS = f G, 0u;dV +I 0 ;6u; ;dV (V.5)
\% Y%

Y,
Sy 4,7

On introduit dans cette équation le taux de déformation virtuelle associée a la vitesse virtuelle, et
définit par :
N .
8y =7 (6, ; +6i,,) (V.6)

De plus, en prenant en compte les équations d’équilibre (V.1), alors la relation (V.5) permet

d’exprimer le principe des puissances virtuelles, et s’écrit sous forme matricielle :

jv' {seHotav - fv‘ foa}{f Jav - L’ {afr Jas =0 V)

V.2.3 - Discrétisation par la méthode des éléments finis

La résolution de la relation (V.7) est obtenue en discrétisant le domaine en éléments finis. On

utilise pour cela des éléments isoparamétriques, pour lesquels nous avons :
@ }= [ Jfoq )} V.8)
e }= 150 {55} V.9)

ou q'(e) représente le vecteur vitesse aux nceuds de 1’élément e, n(") est 1a matrice des fonctions

de formes et B 1a matrice de déformations. L’expression de ces matrices peut étre trouvée dans

Owen & Hinton (1980) pour différents types d'éléments.
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La relation (V.7) se réécrit pour I’élément e :

Iv<e) "3} (B )@ av® ',[m ba@Y @} av®

(V.10)
_ f 0 PO [ Jas© =0
sle
On introduit a présent le vecteur des forces nodales défini pour 1’élément e par :
s fv(e) TR ave + f e T Jas® (V.11)

Le principe des puissances virtuelles doit &tre vérifié quelque soit 8¢ cinématiquement

admissible, I’équation (V.10) devient alors :

[0 BN v {0}-0 oo

Le chargement imposé  la structure permet d’établir le vecteur taux des forces nodales f ©). on
détermine par conséquent le comportement de 1’élément 2 partir de cette équation, dans laquelle il

est nécessaire de considérer la loi élastoplastique :
)=} (V.13)

avec la matrice L® des modules tangents que 1’on peut déterminer soit par une approche
phénoménologique (chapitre II), soit par une approche cristallographique (chapitres III et IV). La
vitesse de déformation & se calcule 2 partir du taux de déplacement nodal, par I’intermédiaire de

I’expression (V.9). La relation (V.12) devient alors :

fv(e) ‘[B(")][L(e)][B(“)]{c)(e)}dV(”) _ {f(e)}= 0 V.14

Soit k) 1a matrice tangente de rigidité de I’élément e, définie par :

[k©]= J‘ " ‘[B9][9][3®]av® (V.15)
v e
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On a, finalement, 1’équation (V.14), exprimant 1'équilibre d'un élément, qui se réécrit :
k@ )@}-{r@}=0 (V.16)

La mise en piace de cette relation pour tous les éléments e conduit au systeme
d’équations (V.17). En effet, du fait de la compatibilité des déplacements des nceuds communs 2

plusieurs éléments, les équations (V.16) sont interdépendantes. Leur assemblage conduit a une

équation d'équilibre de la structure :
[xlot=1¢} (V.17)

ol {Q} caractérise le vecteur taux de déplacement nodal pour I'ensemble de la structure, {F }
définit le vecteur taux des forces nodales et [K ] représente la matrice tangente de rigidité globale
déterminée, comme nous 1'avons souligné plus haut, par un assemblage des matrices de rigidité de
tous les éléments.

De plus, le probléme est non-linéaire, puisque d'aprés (V.15), la matrice k) est obtenue 2 partir
de la connaissance des modules tangents L dépendants de T'histoire de déformation de 1'élément,
et donc par (V.9), des déplacements nodaux. L'influence de l'histoire du chargement sur le

comportement de la structure se refléte dans le caractére incrémental (en vitesse ou taux des

variables) de la relation (V.17).
Dans le cadre d'une approche numérique, l'évolution des variables s'exprime sous forme

d'incréments finis, au travers des équations (V.13), (V.16) et (V.17) qui peuvent se réécrire :
{a0@}= 10 fae®} (V.18)
[ {ag©}=1ar @)} (V.19)

En raison de son caractére non-linéaire, 1'équation d'équilibre globale (V.17) ne peut étre

satisfaite complétement. On introduit alors un vecteur de forces résiduelles, noté ¥ , et défini par :
{a¥}=[x{a0}-{aF}= 0} (V.20)

Il existe différentes méthodes de résolution d'un tel systéme dont le but est de faire tendre vers
zéro les forces résiduelles ¥ , voir par exemple Owen & Hinton (1980). Ce probléme constitue a
lui seul un sujet de recherche en méthode numérique, et ne sera pas abordé ici. Dans ce travail, nous

utilisons 1'algorithme classique de Newton-Raphson garantissant une convergence quadratique.
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Chapitre V : Intégration du modéle autocohiérent dans un code de calcul de structures

A partir des travaux de Owen & Hinton (1980), Duchanois et al. (1992) ont développé un code
d'éléments finis en élastoplasticité. Adapté a des structures 2D, il utilise uniquement des lois de
comportement phénoménologiques isotropes. ‘ |

Dans un premier temps, notre travail consiste a élargir les capacités du code au traitement des
structures 3D volumiques. Deux types d'éléments isoparamétriques ont été intégrés dans ce code, a
savoir :

¢ Un élément hexaédrique tri-linéaire a 8 nceuds

¢ Un élément hexaédrique quadratique a 20 nceuds

Différentes vérifications ont été effectuées pour valider les modifications apportées a ce code. 11
a notamment été€ utilisé par Lipinski et al. (1996), pour calculer les contraintes résiduelles dans un
réservoir sous pression, au voisinage d'une soudure (aprés un traitement thermique local de
détensionnement).

Au vu des équations présentées ci-dessus, on constate que seul le calcul de 1a matrice de rigidité,
par la relation (V.15), utilise la loi de comportement du matériau. C'est donc a cet endroit que 1'on
intégre le schéma autocohérent. Le moteur du code (solveur des équations non-linéaires) n'est pas
‘affecté par l'intégration du modeéle. Dans le paragraphe suivant, nous présentons trois différents
couplages de la méthode autocohérente avec la méthode des éléments finis. La discussion est a

chaque fois accompagnée de résolutions de problémes réalis€es a 1'aide du code proposé.

V.3 - Implantation du modele autocohérent dans la méthode des éléments finis
V.3.1 - Introduction

D'aprés la relation (V.15), le calcul de la matrice de rigidité k) passe par la détermination
d'une intégrale sur tout le volume v de 'élément e. A I'exception de quelques cas en élasticité
linéaire, cette intégration doit nécessairement étre effectuée par une méthode numérique. Comme
dans la majorité des codes d'éléments finis, on utilise ici la méthode de Gauss, présentée dans le
chapitre IV. Bien sur, le nombre de point de Gauss utilisé dépend du type d'élément utilisé (linéaire,
quadratique, etc.). Pour les deux éléments considérés dans notre programme, il est recommandé
d'utiliser :

> 2 points de Gauss par variable d'intégration (x, y et z) pour un élément hexaédrique 3 8

nceuds, soit 8 (= 2% ) points de Gauss par élément.

> 3 points de Gauss pour un élément 2 20 nceuds, soit 27 points de Gauss par élément.
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Chapitre V : Intégration du modéle autocofiérent dans un code de caleul de structures

Dans 1'équation (V.15), la matrice de rigidité peut donc €tre approchée par :

N, N, N

[k(e)]z Ezzgwi W; Wi t[B(e)(xi:)’j,Zk )][L(e)(xi,)’j,zk )][B(e)(xi.yj,zk )] (V21)

i=] j=I k=I

ou, on rappelle que w; sont les poids, x;, y; z; les positions des points d'intégrations, et N,
correspond au nombre de points de Gauss par variable.

On remarque que dans l'utilisation de la méthode des éléments finis, il suffit de connaitre la
valeur des grandeurs physiques telles que les tenseurs (taux) de déformations, de contraintes et les
modules tangents, uniquement aux points de Gauss. Il apparait alors naturel de vouloir implanter le
calcul autocohérent au niveau des points de Gauss du maillage. Cette approche a déja été utilisée
par Scacciatella et al. (1991). Elle consiste a créer pour chaque point d'intégration, un volume
représentatif constitué€ d'un nombre de grains donné suffisant pour décrire 1'anisotropie du matériau.
Les essais entrepris par Scacciatella et al. (1992) dans le cas de problémes 2D ont montré la
faisabilité d'une telle approche, méme si le nombre de grains (= 25) utilisé par point d'intégration a
été trés limité.

Comme nous le verrons, cette méthode est consommatrice de temps, ainsi que de place mémoire
sur le disque dur. En effet, lors de la mise en ceuvre du couplage 3D, pour un grain du polycristal, il

est nécessaire de stocker, pour chaque état d'équilibre, les données suivantes :

6 paramétres décrivant sa forme (a, b et ¢), et son orientation (3 angles d'Euler o, B, 7).
3 angles d'Euler définissant l'orientation de son réseau cristallographique ((0 1, D0, )

2
L4

o
°

< 12 cissions critiques 75 pour un CFC, et 24 pour un CC.

< 6 composantes du tenseur des contraintes (O'ij )

Si on souhaite décrire 1'écrouissage non-linéaire du monocristal, il faut en plus stocker les

0,
0.0

24 (ou 48) glissements cumulés y €.

En résumé, nous devons stocker par grain :

¢ Pour un monocristal CFC : 27 réels = 216 octets (écrouissage linéaire).

51 réels = 408 octets (écrouissage non-linéaire).

¢ Pour un monocristal CC : 39 réels = 312 octets (écrouissagé linéaire).

87 réels = 696 octets (écrouissage non-linéaire).
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Chapitre V : Intégration du modéle autocohérent dans un code de calcul de structures

Une simulation avec 100 grains, dans le cas d'un écrouissage linéaire étudi€ ici, a besoin pour

chaque point d'intégration, de 21.6 Ko (ou 31.2 Ko) de place mémoire sur le disque, soit :

e 172.8 (ou 249.6) Ko pour un élément a 8 points de Gauss.
e 583.2 (ou 842.4) Ko pour un élément a 27 points de Gauss.

On voit le probleéme de stockage qui se pose lorsque le nombre d'éléments est élevé (ce qui est
généralement le cas pour des structures 3D). Il est donc important d'avoir une écriture optimisée et

réfléchie du code de calculs utilisant 'approche autocohérente.

Comme nous l'avons vu, en €lastoplasticité, lors de la mise en place de la méthode des éléménts
finis, il est nécessaire de procéder de fagon incrémentale. Nous présentons ici l'algorithme de
résolution permettant ainsi de mettre en évidence le couplage proposé. L'organigramme de ce

schéma de résolution est donné sur la figure V.2, et commenté ci-dessous.

On suppose que la solution du probléme est connue a l'incrément de chargement i.

> A lincrément i+1, les forces nodales sont augmentées de {AF};,,. La matrice de rigidité

globale est déterminée a partir du module élastoplastique de l'incrément précédent, c'est a

dire que l'on a :
[k}, = (K], (V.22)

» On détermine l'incrément de déplacement nodal pour l'ensemble de la structure, en inversant

le systéme linéarisé (V.17).

> On connait, par conséquent, le vecteur incrément de déplacement nodal pour chaque
élément e du maillage. Par la relation (V.9), on peut alors calculer les vecteurs incrément de
déformation totale et de rotation, pour tous les points d'intégration de 1'élément e, ou plus

généralement, I’incrément du gradient de transformation.

> Ce gradient constitue, a chaque point de Gauss, le chargement macroscopique d'un volume
élémentaire représentatif du matériau. Le traitement autocohérent permet donc de

déterminer, a chaque point d'intégration :

< L'incrément de contrainte macroscopique {AO'(”) R

< Les modules tangents élastoplastiques [L(”)J,. "
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| <

{AF }i+1

[K ]i+1 = [K ]:

Itération

{AF }i+1 =

- {A T}i+1

>

{AQ}i+I = [K +1

1 1AF ),

{Ag(e) i+1 = lB (e)J{Aq 2 i+1

{Ag (e) 1 =

Calcul autocohérent

{Ao(e)}m

9L,

Boucle sur les points de Gauss de I'élément

vie

V(e)

{Afa(e)}H _ J.t[B(e)]{Ao(e)}iH dV(e)
)

k], = [ BOle), bolve

Boucle sur tous les éléments

Incrémentation du chargement .

(e)
{Af ? 1 Assemblage sur tous > {AFG }i+1

[ 3 (e) L] les éléments e

[K ]i+1

{A‘II}HI = {AFG }i+1 —{AF}HI

non 4

oui

i+1|58

Figure V.2 : Organigramme de résolution par la méthode des éléments finis.
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Chapitre V : Intégration du modéle autocohérent dans un code de calcul de structures

» Les équations (V.12) et (V.15), par l'intégration sur tout le volume de I'élément e, nous

donnent alors :

. ’ (e) 2712 sz N
< L'incrément des forces {Af 7" {,; dans tout l'élément e, associé 2

I'incrément de contrainte.

< La matrice de rigidité lk (e)l- +; de I'élément e.

» L'assemblage sur tout les éléments e du maillage permet de déterminer :

< L'incrément des forces nodales {AF ’ }, +1» associées a I'état de contrainte

dans la structure.

< Une nouvelle approximation de la matrice de rigidité globale [K], ol

pour l'incrément i+1.

» La détermination de la matrice des forces résiduclles, au travers du calcul de sa norme,
permet de vérifier le critere de convergence. On s'assure ici que la différence entre les forces
nodales associées a 1'état de contraintes calculées dans toute la structure, et les forces nodales

imposées en début de I'incrément ne dépasse pas une tolérance € admise.

> Si le critere de convergence n'est pas vérifié, on impose alors i la structure des forces
nodales qui permettent de corriger la valeur trop élevée de la norme des forces résiduelles,

c'est a dire telles que :
{aF}. , =-{a¥},, (V.23)

A chaque itération, on stocke sur le disque le nouvel état du polycristal, faisant ainsi évoluer la
microstructure.

Dans le code développé, nous avons imaginé et implanté trois différentes méthodes de couplage.

La premiére est un couplage complet, qui consiste & définir tous les éléments du maillage en

calcul autocohérent. Elle trouve son application pour les problémes ol la plastification de la

structure est généralisée, comme par exemple lors de la simulation du formage d'une piéce.
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Chapitre V : Intégration du modéle autocohérent dans un code de calcul de structures

Dans la deuxieme méthode, qui demande une certaine intuition, l'utilisateur prédéfini a priori
une partie du maillage en éléments "autocohérents”. Dans ce couplage mixte, les éléments qui ne se
plastifient pas, sont associés & une loi phénoménologique, donc son utilisation reste limitée & des

problémes de plasticité confinée, ol les zones plastifiées sont facilement identifiables.

La troisiéme méthode est réalisée selon une démarche adaptative. Initialement tous les éléments
sont liés 4 une loi de comportement phénoménologique. En cours de chargement, les points de
Gauss susceptibles de se plastifier (en vérifiant le critére de Tresca) passent en calcul autocohérent.
Les étiquettes associées aux lois de comportement ne sont plus, dans ce cas, attribuées aux

éléments, mais sont affectées aux différents points d'intégration.

Dans la suite de ce chapitre, nous discutons de ces méthodes pour des géométries de plus en plus
complexes et comportant un nombre de degrés de liberté croissant.

Le premier probléme est trivial, il s'agit d'une barre a section carrée soumise a un chargement en
traction monotone uniaxiale, pour laquelle la déformation est homogéne dans toute la structure. Le
but de cette étude est de vérifier, par rapport & une solution analytique, l'exactitude de la solution
numérique, ainsi que d'analyser l'importance du nombre de grains considérés sur la précision des

résultats, sur les temps de calcul et la place mémoire nécessaire.

V.3.2 - Couplage complet, essai de traction monotone

Pour ce couplage, le plus simple & mettre en ceuvre, tous les éléments du maillage sont traiter par
un calcul autocohérent, comme cela est représenté sur 'organigramme de la figure V.2.

La lecture des données par le code & une architecture typique de la méthode des éléments finis.
Apres la saisie des coordonnées des nceuds, des liaisons entre les éléments, des propriétés €lastiques

du (des) matériau(x), et des conditions aux limites, le logiciel crée un fichier contenant les
informations relatives 2 la microstructure. Le numéro d'enregistrement des données (I, ) est défini

a partir du numéro de I'élément (1, ), du point de Gauss (I gam) et du grain (I gm,.,,) constituant le

polycristal :

I rec — (I elem — 1 )X N gauss XN grain + (I gauss 1 )X N grain +1 grain (V.24)

ou N est le nombre de grains dans chaque polycristal, et N =N,XN, XN, représente

grain gauss
le nombre de points d'intégration par €lément. Pour le numéro d'enregistrement défini par (V.24),

on stocke toutes les données relatives au monocristal considéré. Comme cela a été exposé plus haut,
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la longueur de I'enregistrement (la place mémoire allouée) pour chaque grain dépend du type de

monocristal (type de réseau cristallographique), ainsi que de 'écrouissage choisi.

Bien sur, le fichier de données dépend de l'état initial de la matiére. Si chaque volume
représentatif est supposé isotrope et sans contraintes internes, les orientations cristallographiques
des grains sont générées aléatoirement, et une seule série peut étre utilisée pour l'ensemble de la
structure. Il est possible aussi de définir une structure interne particuliére, par exemple une texture
issue d'une simulation autocohérente de laminage, et d'imposer celle-ci en tant qu'état initial de la
matiere. Cet état peut également étre différent d'un endroit a I'autre de la structure étudiée. On voit
donc que l'on dispose d'une liberté totale en ce qui concerne 1'état microstructural initial associé

chaque élément.

La mise en place de cette version du couplage a été testée sur une structure de géométrie
€lémentaire. II s'agit d'une barre a section carrée, chargée par une force imposée (sous forme d'une
pression) a ces extrémités. La prise en compte des 3 plans de symétrie du probléme a permis de
modéliser uniqueinent 1/8 de la structure. Cette symétrie, par rapport aux plans (0, X, 55), (0, ?,2)
et (0,2,55) , est prise en compte par les conditions aux limites, en imposant des déplacements nuls
suivant la direction de la normale, respectivement 3 chaque plan de symétrie, des nceuds du
maillage appartenant a ce plan. Cette géométrie est discrétisée en 8 éléments isoparamétriques a 20
nceuds. Les dimensions (en mm) et le maillage du huitiéme de la barre est représenté sur la

figure V.3.

>

Traction

L

Figure V.3 : Géométrie, maillage et chargement imposé au huitiéme de la barre étudiée.
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Le matériau est supposé initialement isotrope, avec les propriétés €lastiques suivantes
¢ Module de cisaillement : u =80000 MPa .

e Coefficient de Poisson : v =0.3.

La microstructure est composée de grains (supposés sphériques), dont le réseau

cristallographique est CC, avec une cission critique initiale identique pour tous les systémes de

glissements :

T8 =100 Mpa g=1...,24

Cet exemple est destiné & montrer 1’influence du nombre de grains que I’on consideére a chaque
point de Gauss. Les résultats sont comparés a ceux issus d’une simulation par éléments finis
utilisant une loi phénoménologique 2 écrouissage isotrope. C’est pourquoi, il a ét€ nécessaire de
caler les différentes lois de chaque modele, et pouvoir ainsi effectuer les comparaisons. Le code
éléments finis (couplé a la loi phénoménologique) permet de linéariser la loi de comportement a
partir de valeurs prédéfinies. Ainsi, nous avons effectué une simulation autocohérente, avec un

nombre de grains élevé (10 000) d’un essai de traction et répertorié les points caractéristiques de la

courbe, voir figure V.4, qui seront utilisés par les lois phénoménologiques.

400 T T T T T v T
300 -
s 1 ]

eq
(Mpa) 200 _ 7
— Simulation autocohérente
®  Valeurs utilisées par

100 les lois phénoménologiques 7

0 T T T T T v T

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08
Eeq

0,10

Figure V.4 : Identification des points issus d'une simulation autocohérente qui seront utilisés par la

loi phénoménologique.
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Comme nous l'avons indiqué précédemment, dans la méthode des éléments finis en
élastoplasticité, le chargement doit étre effectué de facon incrémental. Sur la figure V.5, on a
représenté la valeur de la pression imposée a l'extrémité de la barre en fonction du numéro de
Iincrément. Lors du premier incrément, on charge 1’éprouvette uniquement dans le domaine

élastique.

Effrtde | e
Traction *

(MPa) ; e

150

100
50 7
0 T T T T T T ' T T 1
0 5 10 15 20 25

Incrément de chargement

Figure V.5 : Evolution de la pression imposée en bout de barre, en fonction de I'incrément.

Le nombre de grains considérés par point de Gauss, pour les différentes simulations réalisées a
I’aide du couplage avec la méthode autocohérente, est respectivement de 25, 50, 100 et 200. Dans
un premier temps, nous avons considéré, & chaque fois, les mémes séries d’orientations
cristallographiques (aléatoires) pour tous les points de Gauss de la structure. Sur la figure V.6, on
compare alors la réponse élastoplastique d’un point de Gauss, sur laquelle est aussi représentée la
simulation obtenue par la méthode des éléments finis avec la loi de comportement
phénoménologique. Lors de I'utilisation du couplage avec le schéma autocohérent, on constate que
les différences entre les courbes diminuent pour un nombre de grains considérés croissant. On note
également que le choix d’un agrégat de 100 grains par point de Gauss semble constitué un bon
compromis entre la précision de calcul, le temps d'exécution (présenté plus loin) et la taille des
fichiers de stockage des données de la microstructure, qui dans ce cas, est de 31.2 Ko par point
d’intégration. Ce choix d’un polycristal comprenant 100 grains est & rapprocher de celui effectué
dans le chapitre IV.
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300 7 e
)
eq
(MPFa)
200 -1
— Modele phénoménologique
""""" Autocohérent - 25 grains
17 Autocohérent - 50 grains
Autocohérent - 100 grains
100 ®  Autocohérent - 200 grains

0,000 0,005 0,010 0,015

Figure V.6 : Réponse élastoplastique d’un point de Gauss, selon les différentes simulations utilisées.

—*— Modéle phénoménadlogique

10007 - Autocohérent - 25 grains v
—— Autocohérent - 50 grains A
-+~ 4 Autocohérent - 100 grains -
Temps (s) V- Autocohérent - 200 grains vy’ L
v A
500 - x>
S & .

25

Incrément de chargement

Figure V.7 : Temps de calcul nécessaire aux différentes simulations considérées.
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La figure V.7 représente le temps de calcul nécessaire aux différentes simulations étudiées, qui
s’est écoulé pour aboutir a la fin de chaque incrément du chargement. C’est un temps syst¢tme CPU
pour des calculs effectués sur une station de travail HP 735. La mise en place du couplage
autocohérent a 100 grains consomme 20 fois plus de temps que le code utilisant une approche
phénoménologique. Lorsque le nombre de grains est plus faible, si les temps de calcul sont
notablement moins importants, on constate que les résultats se caractérisent par un comportement
global anisotrope. En effet, hormis la composante de traction 2, , on observe I’existence d’autres
composantes non nulles du tenseur des contraintes, notamment pour X, =X . A partir des
figures V.8 qui représente les contraintes X, et X, on remarque une anisotropie croissante

lorsque le nombre de grains diminue.

300 |-
z
p24
(MPa)
200
— Modgle phénoménol ogique
""""" Autocohérent - 25 grains
"""" Autocohérent - 50 grains
X Autocohérent - 100 grains
®  Autocohérent - 200 grains
100
0 " 1 i 1 " 1 "
0,000 0,005 0,010 E 0,015

Figure V.8 : Evolution des composantes X yy €t & xy, selon les différentes simulations proposées.

-119 -



Chapitre V : Intégration du modéle autocohérent dans un code de caleul de structures

Cette anisotropie est due au choix des orientations cristallographiques qui, étant tres limitées et
identiques d’un point de Gauss 2 ’autre, n’arrivent pas a reproduire le comportement uniaxial du
matériau. Pour vérifier cette supposition, nous avons effectué une simulation en considérant le
polycristal le plus petit en nombre de grains (25), ou les orientations cristallographiques aléatoires
sont différentes d’un point d’intégration & l'autre. Sur la figure V.9, on peut visualiser la
comparaison des composantes significatives du tenseur des contraintes, entre une texture initiale
identique et différente & chaque point de Gauss. On observe une faible amélioration des résultats.
Par conséquent, s’il est vérifié que la description de la texture cristallographique initiale a une
influence essentielle sur la qualité des résultats de la modélisation, elle est liée principalement au

nombre des grains utilisés.

300 |~
250 |
g 200 I~
w2 b
g
E 150 |
] - PP
) Texture initiale identique
wrE e Texture initiale différente
50
/ ZXX
-50 . ] . 1 . 1 . )
0,000 0,005 0010 0,015 0,020
E.,
Figure V.9 : Evolution des composantes ¥ yy € Z xx, pour une simulation considérant 25 grains, en
fonction du type de texture initiale choisie.

D’autres vérifications ont été entreprises, notamment I’influence du type d’élément (linéaire ou
quadratique), ou du nombre de points d’intégration, dont le but principal était la validation de
I'implantation du schéma autocohérent, mais dans ce cas trivial, elles n’ont pas engendré de

modifications notables sur les résultats.
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En conclusion, on constate que 1’intégration de la méthode autocohérent dans un code de calcul
des structures a été réussie. Conformément a I’attente, le temps de calcul est trés long par rapport a
la simulation utilisant un modele phénoménologique. En considérant a chaque point de Gauss une
microstructure constituée de 100 grains, le calcul cristallin représente environ 95% du temps total,
et correspond au temps annoncé par Dawson et al. (1994) lors de 1’utilisation de son code couplé
avec un modele de Taylor. Mais I’obstacle majeur, dans I’utilisation industrielle, est la taille des
fichiers d’enregistrement utilisés pour stocker 1’état de la microstructure a chaque point de Gauss.
En effet, lorsque I’on effectue un maillage composé d’un millier d’éléments, il est nécessaire de
réserver une place sur le disque d’environ 500 Mo uniquement pour la description de la
microstructure. C’est pourquoi, dans le paragraphe suivant, nous proposons une approche mixte,

réalisée par une combinaison d’éléments "autocohérents" et "phénoménologiques".

V.3.3 — Couplage mixte, éprouvette oligocyclique.

La durée de vie d’une structure chargée d’une maniére répétitive ou cyclique dépend de
nombreux parameétres comme amplitude de chargement, le niveau de la contrainte moyenne, la
vitesse de sollicitation (fréquence), etc. Habituellement, on distingue quatre stades dans la durée de
vie d’une structure :

+ la phase d’accommodation (mise en place des contraintes internes)

+ le stade d’endommagement (apparition des micro fissures et micro défauts)

+ la phase de propagation des fissures courtes (a<0.5 — 1 mm)

+ le stade de propagation d’une macrofissure

Généralement, on regroupe les trois premicres phases de la durée de vie d’une structure et ’on
nomme cet ensemble "stade d’amorgage”. L’importance du stade d’amorgage par rapport au stade
de propagation d’une fissure macroscopique est variable et dépend de la géométrie de la piéce et du
matériau. D’une maniére générale, pour les éléments de géométrie lisse ou légérement entaillée
(grand rayon de courbure) la durée de vie correspond pratiquement a la phase d’amorgage, alors
que les éléments constructifs avec singularités géométriques ont une durée de vie qui peut étre
assimilée au stade de propagation de la fissure macroscopique. L’exception a la régle est constituée

par les joints soudés oul la question reste encore ouverte.
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En fonction du nombre de cycles a la rupture nous distinguons deux types de fatigue :

la fatigue oligocyclique oil le nombre de cycles est faible (N<10*-10°%)

la fatigue polycyclique.

La fatigue oligocyclique est caractérisée par deux notions fondamentales, voir par exemple

Bathias & Bailon (1997), et qui sont :

\/
L X4

Les matériaux ont une endurance finie au niveau de sollicitation mécanique a laquelle ils
sont soumis, et d'aprés la Norme AFNOR (1990), la rupture se produit pour un nombre de

cycle inférieur 2 10°.

A chaque cycle de fatigue, on a une déformation plastique du matériau relativement faible.
Cette spécificité rentre bien dans le cadre des hypothéses que nous avons faites pour la
construction du modele autocohérent proposé. Toutefois, Franciosi et al. (1999) ont mis en
évidence que ’écrouissage observé lors d’un trés grand nombre de cycles de fatigue
correspond & un écrouissage en grandes déformations, notamment pour les métaux a
structures CFC. Ce phénomeéne, valable pour les déformations plastiques cumulées
importantes, est dii a I’effet de 1'énergie €lastique stockée. Comme nous le verrons, le modéle
que nous avons développé permet de déterminer cette énergie. En tout état de cause,
I’exemple que nous présentons est destiné & valider le couplage, et nous ne considérons

uniquement que quelques cycles.

Depuis longtemps les chercheurs ont compris I’'intérét d’une analyse locale (micro ou

mesoscopique) pour comprendre le phénoméne d’amorcgage, aussi bien dans le cas de la fatigue

poly- que oligocyclique. On motive 1’utilisation de la micromécanique en supposant l'existence de

grains orientés de telle facon qu'ils subissent des déformations irréversibles produisant des

incompatibilités et conduisant, aprés un nombre de cycles limité, a 1”apparition des microdéfauts.

Alors, I'intérét de I’analyse mécanique locale est de pouvoir proposer une approche unique

prédisant le comportement en fatigue des pieces mécaniques entaillées ou lisses & partir d’un critére

d’endurance unique, indépendant des conditions de chargement appliquées (chargement uniaxial ou

multiaxial).
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On voit alors clairement I'intérét d’utiliser un code de calcul disposant d’une loi de
comportement mésoscopique, tel que nous avons développé ici, afin de déterminer la durée de vie
des structures métalliques. Cette motivation est d’autant plus grande que le chargement appliqué est

complexe (chargement multiaxial).

Dans ce travail, la simulation de I'essai de fatigue est réalisée sur le huitiéme de 1'€prouvette pour
des raisons de symétries, évoquées au paragraphe précédent. La géométrie et les dimensions de
cette structure sont définies sur la figure V.10. On note que le huitieme de 1'éprouvette est scindé en
trois volumes, utilisés uniquement lors de I'opération de maillage. La simulation comporte 3 cycles
en traction/compression. Le chargement est réalisé en bout d'éprouvette par un déplacement imposé

d'axe (O,i), dont I'évolution est spécifiée par la courbe de la figure V.11.

‘?% é\
12.5

17.5

Figure V.10 : Géométrie et dimensions (en mm) du huitiéme de l'éprouvette.

On discrétise la géométrie en 252 éléments isoparamétriques a 8 nceuds, voir figure V.12, pour
un total de 456 nceuds. Le probléme posséde donc 1368 (=456x3) degrés de liberté, auxquels
correspondent autant d'équations non-lin€aires a résoudre pour décrire le comportement de la

structure.

- 123 -



Chapitre V : Intégration du modile autocohérent dans un code de caleul de structures

Déplacement imposé (mm)

0,15
0,10
0,05
0,00
-0,05
-0,10

-0,15

20

T Y T Y T
40 60 80

Incrément de chargement

Figure V.11 : Déplacement imposé en fonction de l'incrément de chargement.

Compression

Figure V.12 : Maillage et schématisation du chargement imposé.

Pour cette simulation, une partie seulement des éléments du maillage est définie comme étant
"autocohérente". Les éléments "phénoménologiques" appartiennent au volume en bout d'éprouvette
(cf. figure V.10), correspondant a la partie de la structure sur laquelle est appliqué le chargement.
On définit le type de traitement de 1'é1ément dans le fichier des données, au niveau de la saisie des

liaisons entre éléments. On associe alors a chaque élément une étiquette (sauvegardée dans une
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matrice), qui prend la valeur 1 lorsque 1'élément doit étre traité par le calcul autocohérent, et O
sinon. Au niveau de l'organigramme de la figure V.2, la distinction s'effectue au moment de la
détermination des contraintes et des modules tangents a partir du gradient de transformation.

De plus, lors du stockage des informations concernant la microstructure du matériau, les
éléments relatifs au traitement phénoménologiques ne doivent pas intervenir, sous peine
d'augmenter inutilement la taille du fichier d'enregistrement. Le numéro d'enregistrement (7, ) de
la formulation (V.24) ne dépend donc plus directement du numéro de I'élément (1, ), mais d'une
matrice ( A(7,,,, )), dont la valeur est incrémentée de 1 & chaque fois que l'on rencontre un élément
autocohérent lors de la saisie des liaisons dans le fichier des données. Dans ce cas,
l'expression (V.24) se réécrit :

I = (A(Ielem )_ I)X Ngauss X Ngrain + (Igauss - ])X Ngrain + Igrain (V26)

rec

Pour le probléme étudi€ ici, cette démarche permet d'économiser environ 30% de place
mémoire, par rapport 2 un code dans lequel tous les éléments seraient traités par un schéma

autocohérent.

La simulation est réalisée par un couplage avec la méthode autocohérente, considérant un
agrégat de 100 grains d'orientations cristallographiques prises aléatoirement et identiques pour tous
les points d'intégration, ainsi que deux approches phénoménologiques, respectivement a
écrouissage isotrope et cinématique. On considére ici la méme loi de comportement du matériau
que celle utilisée dans l'exemple précédent. Nous rappelons qu'il a été nécessaire de caler les lois

des différents modeles, comme cela est représenté sur la figure V.4.

Lors de la premiére mise sous charge, on peut constater sur la figure V.13 que les distributions
des contraintes calculées par les différents modeles sont quasiment identiques. Ce premier résultat
permet de confirmer que le couplage de 1’approche autocohérente dans le code d’éléments finis est
bien réalisé, et que les résultats obtenus lors de la simulation d'un chargement en traction simple
sont conformes & ceux donnés par les lois habituellement utilisées, méme lorsque la géométrie de la

structure est relativement complexe.
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el

Modéle autocohérent

Modéle isotrope

Modéle cinématique

SIGMA_X
296.53

278.83
2B1.34

243,74

= 2268.15
288.55
190.86
173.386

155.77

Slgma_X
297.66

280.04
P_7252.42
244 .80
227.18
2@9.56
191.94

174.32

156.70

Slgma_X
3082.72

285.85
-2B7 .37
2439.708

232.02

| 214.35
196.87
179.68

161.32

Figure V.13 : Comparaison des distributions des contraintes X, a la fin de la premiére mise sous charge.
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Lors de I’essai en fatigue, nous nous sommes intéressés a I’évolution de la contrainte o, et de la
déformation plastique €7 d'un point de Gauss particulier de la structure.

Sur la figure V.14, on a représenté la contrainte o, en fonction du temps. Ce temps ne

correspond pas au "temps physique", il constitue uniquement un parametre associ€é &
l'incrémentation du chargement. Sur cette figure, on observe une différence notable entre les
résultats obtenus avec les différents modeéles étudiés, excepté bien sur lors de la premiére mise sous
charge ol les résultats sont identiques. On constate qu'en utilisant un modele a écrouissage
cinématique, la contrainte maximale n'évolue pas, contrairement au schéma autocohérent ou a
l'approche phénoménologique avec écrouissage isotrope. Ce modeéle ne permet donc pas de faire
apparaitre 1'écrouissage cyclique du matériau et sous-estime la contrainte au cours de la
compression du fait qu'il engendre, de par sa construction, un effet Bauschinger fortement
prononcé. On voit, dés a présent, I'importance que tient la loi de comportement dans la méthode des

éléments finis, et les conséquences de son choix sur les résultats.

400 1

— Autocohérent
200 A~il Nl Nmeelgt e Isotrope
"""" Cinématique
-400 . } . : A } : : . } R } P
0 20 40 60 80 100 120 140

Figure V.14 : Evolution de la contrainte d'un point de Gauss, en fonction du temps, calculée par
les différents modéles.

Sur la figure V.15, on a représenté 1'évolution de la déformation plastique en fonction du temps.
Les paliers correspondent ici & la décharge élastique a chaque changement du trajet de chargement.
En ce qui concerne le modéle a écrouissage cinématique, le constat est similaire a celui effectué

précédemment, pour lequel on remarque que la déformation plastique a chaque fin de cycle
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n'évolue pas, avec une importante surestimation lors de la compression. Quant a l'approche
autocohérente et au modéle a écrouissage isotrope, on remarque que le phénoméne
d'accommodation plastique est bien représenté par une diminution de la déformation plastique
maximale. Toutefois, on observe qu'en utilisant le modele a écrouissage isotrope, cette diminution
est fortement accentuée, et devrait conduire rapidement a une déformation plastique nulle. L'emploi

de I'approche couplée se manifeste par une réponse intermédiaire.

0,010 T
=
0,005 T /
]
e’ i pees
3 L f
i
0,000
-0,005 -+
| Autocohérent
=+ Isotrope
““““““ Cinématique
-0010 T
o i 1 1 1 1 1 M 1 L 1 " " 1 3
I 1 I 1 I I I
0 20 40 60 80 100 120 140
Temps

Figure V.15 : Evolution de la déformation plastique d'un point de Gauss, en fonction du temps,
obtenue a l'aide des différents modéles.

Le probléme de I'accommodation plastique se retrouve sur la figure V.16, représentant les cycles
de fatigue obtenus avec les différents modeles étudiés. On retrouve bien une augmentation de la
contrainte maximale avec 1'approche autocohérente et le modele phénoménologique a écrouissage
isotrope, que 1'on ne retrouve pas avec un €crouissage cinématique, pour lequel les cycles de fatigue
se réduisent a une boucle unique. Dans le cas de 1'écrouissage isotrope, si la consolidation a chaque
cycle est linéaire, cela est directement lié a la simulation autocohérente servant pour caler les
modeles, ou l'on fait I'hypothése que la matrice d'écrouissage n'évolue pas au cours de la
déformation plastique, comme cela a été exposé dans le chapitre IV. De plus, on remarque bien que
l'effet Bauschinger est totalement absent des boucles d'hysteresis, et confirme ainsi ce qui a été€ dit
dans le chapitre II a ce sujet. On observe également que les lois de comportement autocohérente et
isotrope prédisent un écrouissage cyclique, qui est absent dans la simulation a écrouissage

cinématique.
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Figure V.16 : Boucles de fatigue obtenues avec les différents modéles étudiés.
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On s'intéresse maintenant a I'état interne de 1'éprouvette aprés que tous les cycles de fatigue aient
été réalisés, ainsi que le déchargement.

La figure V.17 représente la déformation plastique, aprés déchargement, obtenue a l'aide des
différents modeles présentés. L'effet Bauschinger exagéré du modeéle a écrouissage cinématique, a
pour conséquence que le début de 1'écoulement plastique commence, lors de la premiere
compression, pour des valeurs faibles de la contrainte (en valeur absolue). A partir de 14, et jusqu'a
la fin de l'essai de fatigue, la déformation plastique est surestimée, telle que le laisse apparaitre la
figure V.17. Dans le cas du modéle a écrouissage isotrope, comme il a été dit précédemment, la
déformation plastique diminue rapidement au cours de l'essai de fatigue et devrait devenir nulle
pour un nombre de cycles supérieur a celui qui a été choisi dans le travail présenté. Cette hypothése
devra étre confirmée par une simulation d'un essai comportant un nombre de cycles plus élevé. On
constate que la taille de la zone plastique est Iégérement plus grande lorsque 1'on utilise 'approche
autocohérente.

En fatigue oligocyclique, le comportement d'une structure dépend fortement de 1'évolution de
l'énergie élastique stockée, notamment dans la phase d'accommodation. Cette énergie est définie a
partir des contraintes résiduelles, et lorsque 1'on considére les contraintes d'ordre I, elle s'écrit :

1

ou S, sontles composantes du tenseur de compliance.

La figure V.18 représente la distribution de l'énergie stockée en fin de cycle, apres
déchargement. On constate que la distribution est quasi identique quelle que soit 'approche utilisée.
Mais cette énergie n'est pas représentative de I'état interne du matériau. En effet, il est nécessaire
pour cela, de considérer les contraintes résiduelles d'ordre II, associées a 1'état de la microstructure.

Dans ce cas, 1'énergie €élastique stockée s'écrit :
] N

o _ 1 1 1
I=1

ot f! estla fraction volumique de chaque grain 7 (pour un polycristal constitué de N grains).

De par son expression, on constate que cette €nergie ne peut €tre déterminée a partir d'approches
phénoménologiques, et seul un modéle a transition d'échelle est adapté a ce genre de calcul. La
distribution de cette énergie est donc représentée sur la figure V.19 uniquement pour le couplage
autocohérent. On constate que cette énergie est environ 8 fois supérieure a celle présentée

précédemment.

-130-




Chapitre V : Intégration du modéle autocohérent dans un code de calcul de structures

EPLASXX
8.00352708

8.003688330

0.88263950

. _9.80219580

§8.00175200

0.00138830

0.00086450

0.00042875

Modéle autocohérent
-2.30E-865

EPLAS_X
0.00356750

0.00312270
" 0.00267780
-0.00223360
0.00178810
0.00134330
06.00083840

Modéle isotrope 0.00845355

8.700E-006

EPLAS_X
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0.0058145

_-0.0041535
!

0.0033230

_0.0024925
9.0016620

0.0008315

Modéle cinématique

1.00E-068

Figure V.17 : Comparaison des déformations plastiques aprés déchargement, obtenues par les différents modéles.
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ENERGIE (10°V/m’)
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Figure V.18 : comparaison de l'énergie bloquée aprés déchargement, obtenue a l'aide des différents modéles.
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ENERGIE (10°J/m’)
0.0314498

9.02755€60

a . MNSE_0.0236630
Modeéle autocohérent :

. -0.0137700
0158786
.011985@
008683918

.08041989
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Figure V.19 : Distribution de l'énergie bloquée associée aux contraintes d'ordre 11

D'une maniére générale, le couplage utilisant l'approche autocohérente fournit des résultats
intermédiaires A ceux issus respectivement des modeles a écrouissage isotrope et cinématique. Mais
l'avantage majeur de sa mise en ceuvre réside dans sa capacité & pouvoir prendre en compte
I'évolution de 1'état microstructural. Comme nous l'avons vu, cet état, au travers des contraintes
d'ordre II, est a l'origine de l'importance de I'énergie bloquée, responsable de 1'endommagement en
fatigue oligocyclique. Bien sur, cet apport d'informations supplémentaires a un cofiit en terme de
temps de calcul et de place mémoire sur le disque. Le couplage mixte permet alors de résoudre
partiellement le probléme. En effet, 1 seconde de calcul d'un modele phénoménologique, nécessite
20 secondes avec le couplage complet, présenté dans le paragraphe précédent (a 100 grains par

points de Gauss). Pour cet exemple, ol 182 éléments sont "autocohérents", le temps est ramen€ a

; 182 70 ; . . 5
environ 14.7 secondes {20x—+ Ix—-—»]. Si cela demeure relativement élevé, il est a noter que

252 252
lors du déroulement des calculs par le couplage autocohérent, nous avons observé que les forces

résiduelles, utilisées dans la convergence des résultats, étaient plus faibles a chaque incrément, par
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rapport aux modeéles phénoménologiques. Ce point n'est pas étudi€ ici, mais devra faire 1'objet de
recherches supplémentaires, en vue de 1'amélioration du code.
Le couplage mixte permet aussi de manipuler des fichiers d'enregistrement occupant une place

moindre sur le disque dur. Le stockage des données relatives a I'état de la microstructure nécessite,
dans le cas de 252 éléments "autocohérents", une place mémoire de 62.9 Mo (252x249.6 Ko). Dans

ce probléme la taille du fichier est de 45.4 Mo (182x 249.6 Ko), soit un gain d'environ 17.5 Mo pour

une structure comportant relativement peu d'éléments. Mais si, dans cet exemple, la localisation de
la zone plastique est évidente, elle est moins immédiate, voire complexe, pour des structures plus
€voluées. Afin de répondre a cette difficulté, nous proposons, dans 1'exemple suivant, un couplage
qui détermine automatiquement (par un critére de plasticité) les zones qui se plastifient en cours de

chargement.
V.3.4 - Couplage adaptatif, tube sous pression

Le probléme posé ici, est la simulation du comportement d’un tube coudé, fixé sur un réservoir
et soumis a une pression interne.

La figure V.20 représente la partie de la structure que I’on va étudier, avec une symétrie par
rapport au plan (0,% z). Cette structure, relativement complexe, constitue un véritable probléme

tridimensionnel, et va nous permettre de tester le couplage proposé au travers de ce cas non trivial.

Pression P

appliquée sur la
section coupée

Réservoir

Pression interne P;

Figure V.20 : Géométrie, maillage et chargement de la structure étudiée.
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Le maillage comporte 1584 éléments isoparamétriques a 8 nceuds, et 2482 nceuds au total. Le
comportement est donc décrit par la résolution d'un syst¢éme de 7446 équations non linéaires. Vu
I'importance du nombre d'éléments, il est inconcevable de vouloir utiliser un couplage complet.
Non seulement les temps de calculs seraient augmenter inutilement, et de fagon considérable, mais
aussi le fichier de stockage des données relatives a la microstructure occuperait une place mémoire
de 395.3 Mo (1584x249.6 Ko) sur le disque, avec les pertes de temps supplémentaires associés a la
manipulation informatique d'un tel fichier. Contrairement a 1'exemple précédent, la mise en ceuvre
du couplage mixte n'est pas immédiate. Il est plus délicat de déterminer, a priori, la localisation de
la zone plastique, et surtout I'étendue de celle-ci, puisqu'elle dépend directement de l'intensité du
chargement. C'est pourquoi nous proposons un code capable de changer, au cours des calculs, le
type de loi de comportement considéré a chaque point d'intégration. Initialement tous les €léments
sont associés A une loi de comportement phénoménologique. Dans I'organigramme de la figure V.2,
cette loi permet la détermination des contraintes et des modules tangents en chaque point de Gauss
de la structure. La plastification a lieu si 1'état de contrainte calculé vérifie le critére de Tresca. Dans
ce cas I'étiquette est modifiée, et & partir de 13, les calculs en ce point d'intégration sont effectués
suivant un schéma autocohérent. La nouvelle étiquette est sauvegardée dans une matrice fonction
du numéro de 1'élément et du numéro du point de Gauss de cet élément. On attribue une texture
cristallographique aléatoire (100 grains), pris initialement identique pour chaque nouveau point
d'intégration qui se plastifient. On incrémente de 1 une matrice A(!dm,f — ), utilisée pour
I'enregistrement des données concernant la microstructure du matériau. Le numéro d'enregistrement
(1

Gauss, et a pour nouvelle expression :

) de la formulation (V.26) n'est plus relatif & un élément "autocohérent”, mais a un point de

rec

Irec = (A(Ielem 2 Igaus: )_ ])X Ngrain + Igrain (V29)

On utilise de la place mémoire uniquement pour les points d'intégration qui se plastifient, on
minimise ainsi la taille du fichier d'enregistrement.

Le chargement que 1'on applique a la structure est le suivant :

¢ Pression interne p, a I'intérieur du tube, et pression p, sur la section coupée permettant

d’assurer 1’équilibre statique, tel que 1’on ait :

D’ V.29
P:=PiZZD—+—e) (V.29)

ou D est le diamétre intérieur du tube et e son épaisseur (ici, D = 200 mm et e =20 mm)
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¢ Evolution de la pression p,(p; étant constant) permettant de simuler, par exemple, les

dilatations thermiques au niveau du piquage.

¢ Décharge de I’ensemble.

Sur la figure V.21, on peut suivre 1’évolution des différentes pressions en fonction des

incréments du chargement.

200

.

Pression
160
(MPa)

120

80
- i ..,.'_é___.._.-__.-_l':___..._____ -,:___'__"-'.E-"-"'_""-:Q"
0 T T i i T
0 10 20 30 40 50 60

Incréments de chargement

Figure V.21 : Evolution des différentes pressions appliquées a la structure.

L’étude est réalisée a 1’aide des trois modéles déja utilisés dans 1’exemple précédent.
Contrairement 2 celui-ci, on cale au mieux le modéle autocohérent sur des valeurs %, = f(E,,)
obtenues a partir de données expérimentales, et qui seront utilisées dans les approches
phénoménologiques. Cette simulation autocohérente est représentée sur la figure V.22, et concerne
un acier de structure bainitique, avec les propriétés €lastiques suivantes :

e Module de cisaillement : u =87600 MPa
e Coefficient de Poisson : v =0.3

« Limite d‘élasticité : 0 =445 MPa
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- ~-* - Données expérimentales

— Simulation autocchérente
200

10 12 14
E,, (%)

(=]
g
»
=
oo

Figure V.22 : Approximation autocohérente de données expérimentales.

Lors de la premiére mise sous charge, on a représenté sur la figure V.23 les distributions des
contraintes équivalentes obtenues par les différents modéles. Les résultats issus de la simulation
autocohérente sont en bonne corrélation avec ceux des lois phénoménologiques. Toutefois, on
remarque une légére différence, qui a comme origine l'utilisation de lois de comportement des
différentes approches qui ne sont pas rigoureusement identiques, comme le montre la figure V.22.
On peut émettre la méme observation en ce qui conceme les distributions des déformations
plastiques équivalentes de la figure V.24. Sur cette figure, on constate que les zones plastiques sont
localisées & certains endroits de la structure, et sont bien caractérisées par la mise en ceuvre du

couplage adaptatif. On valide ainsi son aptitude a définir les zones de la structure qui se plastifient.

Lors de 1'évolution du chargement, on étudie le comportement d'un point de Gauss particulier

(appartenant 2 la zone de la structure qui a la déformation plastique la plus importante).
Les figures V.25 et V.26 représentent 1'évolution respective de la contrainte X, et 2, , en ce

point de Gauss. On note que la courbe d'évolution de ces contraintes, obtenue par le couplage

proposé est tout a fait semblable aux courbes issues des modéles phénoménologiques.
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VON_MISES
482.3200

422.2200

_362.1208

-302.0208
“241.92@@
181.8200
121.7200

61.62600

1.526308

Modéle autocohérent

Von Mlses
474 .8500

416.1168
&R z57.3900
_298.6500
239.9100
181.1808
| 122.4500

_B63.71300

Modéle isotrope 4.,978860

Von Mlses
474 .3900

415.7200

357.6460

-298.3600

239.6960
181.0180
122.3300
63.65300

Modéle cinématique 4.975600

Figure V.23 : Distributions des contraintes équivalentes (MPa) obtenues avec les différents modéles.
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EPLAS_EQ
§.0165380

0.0144640

== §.0123970

~0.0183310
- 0.0682650
0.0061987
0.0041325

8.0020662

Modéle autocohérent 0.0000000

EPLAS_EQ
0.0152150

8.0133130

0.0114110
. -0.0095094
. 6.0076675
0.9857856
0.00386838

 9.6019018

Modéle isotrope 0.0000000

EPLAS_EQ
-§.81528

0.081337

. _09.80955
0.00764
. 9.00573
8.00382
0.00191

0.00000
Modéle cinématique

Figure V.24 : Distributions des déformations plastiques équivalentes obtenues avec les différents modeéles.
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600 - ¥
z
= 400
(MFa)
200
0
20 " ——— Modzle autocohérent
S Modele isotrope
A0k "o Modéle cinématique
-600 -
" ] . 1 4 1 2 1 ) 1 x I
0 10 20 30 40 50 60
Incrément de chargement
Figure V.25 : Evolution de la contrainte 2, obtenue par les différents modéles.
400
z
b24
(MPa)

200

-200

0 10 20 30 40 50 60

Incrément de chargement

Figure V.26 : Evolution de la contrainte X ., , obtenue par les différents modéles.

Yy’

L'étude de 1'évolution de la déformation plastique €7, nous révele, figure V.27, une différence

entre les trois modeéles, notamment lors de la compression. Dans I'exemple précédent, 1'approche
autocohérente est intermédiaire aux deux modéles phénoménologiques, ce qui n'est pas le cas ici.

Ce changement est di & la raison évoquée plus haut, et qui a pour origine des lois de comportement
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initiales qui ne sont pas exactement identiques. L'évolution de déformation plastique reste, malgré

tout, du méme ordre de grandeur pour les différentes approches étudiées.

0,016

0,014 |~
0,012 -

0,010 [~

0,008 -

0,006 — Modgéle autocohérent
R ;’ """" Modele isotrope
o004t /T Modéle cinématique
0,002
0,000
-0,002 - L : L : | . ) ) i . ;
0 10 20 30 40 50 .

Incrément de chargement

Figure V.27 : Evolution de la déformation plastique € fx, obtenue avec les différents modéles.

Les distributions de I'énergie stockée finale aprés déchargement, associ€e aux contraintes
résiduelles d'ordre I, sont pratiquement identiques quel que soit le modeéle utilisé, comme le montre
la figure V.28. Ce dernier résultat nous confirme donc la validité du couplage propos€, qui modifie,
tout au long du chargement, les lois de comportement des points de Gauss qui se plastifient. Cette
démarche originale permet de réduire au maximum la taille du fichier associée aux variables
microstructurales. Sur la figure V.29, nous avons représenté I'évolution du nombre de point Gauss
"autocohérents” lors de la simulation. On observe une augmentation rapide lors de la mise sous
charge, puis une stabilisation dans toute la suite du chargement. Il y a environ 1800 points
d'intégrations qui se plastifient, ce qui nécessite une place mémoire de 56.2 Mo (1800x31.2 Ko) pour
le fichier de stockages des données relatives a la microstructure. Cette valeur est & comparer aux
395.3 Mo pour un couplage complet, ce qui représente un gain de plus de 85% en place mémoire.

Nous avons vu que le rapport des temps de calcul est de 20, entre un couplage autocohérent
complet considérant 100 grains par points de Gauss, et une simulation phénoménologique.

L'utilisation du schéma autocohérent uniquement pour les 1800 points d'intégration qui se

plastifient (sur un total de 12672 points), abaisse ce rapport de temps a 3.7 [ 20% s +1x 10872),

12672 12672

soit un gain d'environ 82%.
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ENERGIE (10°¥/m’)
8.96023

0.84020
BR o.72017

-8.60014
§ 5.48011
6.36009
0.24806
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0.00000

Modéle autocohérent

ENErgIE (10°V/m’)
0.8848

0.7742

.0 6636
 -0.5530
5 ®.4424
. 0.3318
| 0.2212
®.1106

0.0000
Modéle isotrope
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-0.61651
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0.30826
9.208550

0.18275

wu ; 0.00000
Modéle cinématique

Figure V.28 : Distribution de l'énergie stockée associée aux contraintes résiduelles d'ordre L.
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Figure V.29 : Evolution du nombre de points de Gauss "autocohérents" au cours du chargement.

V.4 - Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié trois différents couplages d’une approche cristallographique
avec un code de calcul de structures par €léments finis. Il a été mis en évidence qu’un couplage
complet, c’est a dire un couplage dans lequel le comportement élastoplastique de tous les éléments
est modélisé par un calcul polycristallin, a besoin d’une place mémoire importante sur le disque
dur, et requiert un temps de calcul relativement long. Bien sur, ce probléme est d’autant plus
considérable que le nombre d’éléments est élevé. Mais ce type de couplage peut, dans certains cas,
s’avérer indispensable, notamment pour la simulation d’un processus de formage d’une piéce
(laminage, forgeage, etc.). Son utilisation devient problématique lorsque la structure est complexe,
et qu’elle nécessite une discrétisation avec un nombre important d’éléments. C’est le cas de la
plupart des problémes étudiés en éléments finis, qui sont précisément destinés a ce genre de
structures. Le couplage mixte y trouve alors son intérét. En effet, d’'une maniére générale, la
structure, de par son dimensionnement, est soumise en service, et pour une grande partie de son
volume, a un état de contrainte appartenant au domaine élastique. Seules quelques singularités

bY

entrainant une concentration de contrainte sont a 1’origine de 1’existence de déformations
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plastiques. Si la zone plastique est confinée a certains endroits de la structure, elle constitue aussi
son point faible. C’est pourquoi, il est nécessaire d’avoir une analyse plus approfondie a cet endroit.
Le couplage mixte apporte alors une solution en consacrant plus de temps aux calculs pour les
zones sensibles de la structure. Mais la localisation exacte de la zone plastique, et surtout son
étendue, est souvent délicate & déterminer a priori. Dans le dernier couplage proposé, il n'est pas
nécessaire de définir, avant calcul, les éléments qui sont "autocohérents" ou "phénoménologiques”.
La mise en place du calcul autocohérent en un point de Gauss donné est réalisée automatiquement
par le logiciel a partir d'un critére de plastification. On consacre donc un maximum de temps pour
un minimum de points d'intégration, qui ont besoin d'avoir une description plus précise, et plus
riche en informations, du comportement du matériau. La validation de ce couplage est faite par
I'étude d'un probléme complexe. On a ainsi mis en évidence les gains considérables obtenus, en

terme de temps de calculs et de place mémoire occupée.
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Conclusion générale

Si la méthode des éléments finis constitue un outil fiable pour la simulation du comportement
thermomécanique des structures, elle est fortement tributaire du caractére prédictif des lois introduites.

Les approches phénoménologiques ont la particularité d'assurer une exécution rapide des calculs.
IIs fournissent aussi des résultats fiables, sous condition que le chargement suive un trajet relativement
simple. En effet, lorsque celui-ci met a contribution I'évolution de la surface de plasticité, il est
nécessaire d'utiliser un modele qui prenne en compte la microstructure du matériau. La mise en place
d'une approche a transition d'échelle est alors préférable. Néanmoins, le couplage exclusif d'un modéle
polycristallin avec la méthode des €léments finis est rendu pratiquement inutilisable en raison de la
hausse considérable des temps de calculs, mais aussi, et comme cela a été exposé, de la place

mémoire. Au vu de ce constat, nous avons proposé, dans ce rapport, plusieurs améliorations.

La premi¢re amélioration a été réalisée au niveau du modele polycristallin lui-méme, pour deux

points particuliers :

¢ Lefficacité de la méthode autocohérente est directement reliée au calcul de I'interaction qui existe
entre un grain du polycristal et son milieu environnant. Cette interaction est associée a un tenseur,
dans lequel la présence du tenseur de Green rend complexe son évaluation pour un milieu
anisotrope. Dans ce cas, il est impossible de déterminer analytiquement ce tenseur dont
l'expression est sous forme d'intégrales doubles. Son calcul nécessite alors de mettre en place une
procédure d'évaluation numérique. Dans le modele proposé, nous avons développé un nouvel
algorithme d'approximation d'intégrales doubles, basé sur un développement en série de Fourier

des fonctions a intégrer. Les résultats montrent que cela permet de diminuer notablement les

temps de calcul de ce tenseur, sans perte de précision.

¢ Dans ce travail, le phénomeéne physique pris en compte pour décrire la déformation plastique est
le glissement des plans cristallographiques. Le mécanisme de déplacement et de stockage des
dislocations est représenté, de fagon homogene dans tout le monocristal, par 1'évolution des
cissions critiques, définie a partir de la matrice d'écrouissage et du taux de glissement plastique.
En considérant le glissement cristallographique multiple, il est nécessaire de répertorier toutes les
combinaisons potentiellement actives afin de sélectionner celle qui permet d'avoir une énergie de
déformation minimale. Cet inventaire est a l'origine d'une consommation excessive de temps.
Clest pourquoi nous proposons un nouveau critére de sélection des systémes amenés 2 étre activés.
Dans I'utilisation de ce critere, nous supposons que le glissement s'effectue, pendant une courte

période, uniquement sur le syst¢me le plus sollicité, c'est a dire pour lequel la différence entre la
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contrainte projetée et la cission critique est maximale. L'activation de ce systéme permet alors de
le décharger partiellement, et offre la possibilité & un autre systéme de s'activer. Le processus est
reproduit jusqu'au moment ol tous les systémes de glissements sont déchargés, constituant ainsi la
combinaison recherchée. L'intérét de 1a méthode est vérifié non seulement au niveau du temps de
calcul considérablement diminué, mais aussi pour la précision des résultats, car elle fournit une

écriture plus simple des équations.

Le modele ainsi développé posséde donc une plus grande disposition pour le couplage avec la
méthode des éléments finis, notamment grace a 'amélioration de la vitesse d'exécution du programme
associé. Dans le code de calcul des structures 3D que nous avons développé, nous intégrons le schéma
autocohérent proposé. On observe alors une convergence plus rapide de la méthode des éléments finis.
En effet, les résultats obtenus nous révélent des forces résiduelles plus faibles, pour chaque
incrémentation du chargement. Cependant, malgré les progres réalisés, l'utilisation d'un tel couplage
reste lourde. En effet, les approches a transition d'échelle ne peuvent, sur le plan des temps de calcul,
rivaliser avec les méthodes phénoménologiques. D'autres améliorations doivent donc étre apportées au

niveau de la construction du code d'éléments finis.

Une solution & ce probléme consiste & mixer, dans le couplage, les deux approches, polycristallines
et phénoménologiques. Une étiquette est attribuée a chaque élément du maillage, permettant
d'identifier la loi de comportement associée a cet élément. On utilise donc du temps de calcul
supplémentaire, uniquement 1a ol on en a réellement besoin, c'est a dire pour des éléments situés aux
endroits stratégiques de la structure. Dans ce travail, les éléments dont les déformations restent
purement élastiques, sont associés a une loi de comportement phénoménologique. La difficulté réside
alors dans la détermination, a priori, des €léments qui se plastifient, et nécessitant alors un calcul
autocohérent. Dans la derniére amélioration du couplage, on met en place un critére de plastification.
Cette modification permet de ne plus associer le modele polycristallin & un élément particulier, mais
directement au point de Gauss. On a ainsi la possibilité de lier, par exemple, le schéma autocohérent
uniquement & un point d'intégration de 'élément. Les résultats ont mis en évidence 'efficacité d'un tel
couplage. Les temps de calcul, par rapport a l'utilisation de lois phénoménologiques, sont désormais
acceptables. La place mémoire, nécessaire au stockage des données relatives a la microstructure, 2 été

considérablement diminuée.
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Dans ce travail, nous avons validé le couplage d'une approche cristallographique avec un code de
calculs de structures en éléments finis. Une amélioration du modele autocohérent implanté offre la
possibilité d'avoir une analyse encore plus précise du comportement réel des structures. L'écriture en
grandes déformations du schéma autocohérent permet de prendre en compte I'écrouissage non-linéaire
(par une évolution de 1a matrice d'écrouissage), ainsi que de la modification de la forme des grains du
polycristal, au cours du chargement. Une modélisation plus appropriée du mouvement, et surtout du
stockage des dislocations sous formes de cellules, est indispensable pour considérer l'influence de la
taille des grains sur le comportement plastique du matériau, et que I'on néglige totalement ici. Enfin, la
mise en place d'un modéle d'endommagement (initiation et évolution des microfissures) permet
d'achever la construction du modele, dans le but de déterminer la durée de vie d'une structure

métallique.

Une amélioration du couplage peut aussi étre réalisée, lorsque les points de Gauss
"phénoménologiques” passent en calcul autocohérent, en ne considérant uniquement les points qui ont
les déformations plastiques les plus importantes. Dans ce cas, les points d'intégration dont la
déformation plastique est faible (par rapport aux autres points), sont modélisés par une loi

phénoménologique élastoplastique.
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Annexe : Détermination des tenseurs d'interaction

Les expressions des tenseurs d'interaction T" et T¥ sont établies au moyen du calcul de la
transformée de Fourier du tenseur de Green. Cette technique a été proposée par Kneer (1965), reprise
par Mura (1971) pour déterminer T", ainsi que par Fassi-Fehri (1985) afin de spécifier T". On

présente ici les différentes étapes de calcul du tenseur T", et l'expression permettant de définir TV .
A.l1 - Détermination de T”

Partons de la transformée de Fourier du tenseur de Green :

G, (k) = jvc;km(r) ek qy (A1)

ol k est le vecteur conjugué de r.

La transformée de Fourier inverse est donnée par :

1 ~ —ik;r
Gn(1) = 25 jVGm(k) ek gy, (A2)
k

En dérivant (A.2) deux fois, on obtient :

I e e
Gny (r) = 8—75—3J. ~k k; Gy, (k) 77 av, (A.3)

Vi

On introduit ensuite la transformée de Fourier de la fonction de Dirac :

5(k) = IS(r) ekitqv =1 (A4)
v
et sa transformée inverse :
1 ik r
o(r) = j e " qdV A.S
(r) 8’ Vi k (A-)

En reportant les équations (A.3) et (A.5) dans la relation qui définit le tenseur de Green (I11.44),

on a, apres simplification :

Ly G (k) Kk, Ky = 6, (A.6)
On pose maintenant :
tlgmj = “é" J-J‘ Gim,ij (r—r") dv,'dv, (A7)
1
Vi vi

- 155 -



Annexe : Détermination des tenseurs d'interaction

L’expression du tenseur d’interaction (II1.64) devient alors :
T# = 1 (111 4+ ) A.8)
kimj = 3 \Fiamg  Piemy (A.
En reportant (A.3) dans (A.7), on trouve :

1 ~ -ik;r; ik;r ’
i =mj” k& G (1) e T gy aviay,  (A9)
I

klmj
iviv

Par la suite, on considére I’inclusion comme étant ellipsoidale, de demi-axes a, b et c. On se place

alors, dans le repere lié & I'inclusion, dans lequel le vecteur & a pour coordonnées :

k =ky, (A.10)

X, =sin6 cos @ X, =—Z—sin9 sin @ X3 =2 cos@ (A.11)
c

En insérant la relation (A.10) dans (A.6), on obtient :
2 A 0 -1
k* Gy (k)= (Lijkl Xi 751) (A.12)

Par ailleurs, I’élément de volume V), peut se réécrire :

dv, =k’ sin 0 do do dk (A.13)

Finalement, 1’équation (A.9) devient, voir par exemple Fassi-Fehri (1985), aprés calcul :

n 2n
= 21; J' J % %; Gy () 5in 0 dg 46 (A.14)
6=0 ¢=0

Dans le chapitre IV, on a vu que la détermination analytique de I'intégrale double définie dans la
relation (A.14) ne peut étre obtenue que dans le cas d'un milieu isotrope, pour des inclusions de
géométries bien précises. Pour toutes autres configurations, il est nécessaire d'utiliser une procédure

d'évaluation numérique.
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A.2 - Détermination de TV

On se place maintenant dans le cadre de deux inclusions situées dans un milieu anisotrope, dont le

vecteur reliant les centres est R’ , comme représenté sur la figure A.1.

Figure A.1 : Représentation schématique de deux inclusions ellipsoidales plongées dans
un milieu isotrope.

Alors I’expression du tenseur d’interaction est donné par :

1
Ting =5 (tiny *+ ting) (A.15)
ou:
9 n 2r
tim = 3 57 Vs _[ _[x, %; kG, (k) sin 8 F(0,¢) dp d6 (A.16)
0=0 ¢=0 '

Les composantes ¥; sont définies par :

X = sin6 cos ¢

A2

X3 =cos0

sin 8 sin @ (A.17)
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Les différentes étapes de calcul peuvent étre trouvées dans la thése de Fassi-Fehri (1985).

L'expression de la fonction F(, ¢) est donnée par :

T ith+tfi+]
Fe’ = = 1 2 3 4 A.l
(6,9) 28 (ab)3 (A.18)
avece .
rf,=]o¢|[—ocz+3(a+b)oc—6ab]
f=Bl[ B*+3(a-b)B-6ab]
) (A.19)
=y’ ~3@-b)y-6ab]
fi=16|[-6%+3(a+b)5-6ab]
( 1
a= (@ 2+ g+l 2 )
2 2 2 2 2 2%
<b={a2 (au xj) + b; (azj xj) + c5 (a3j X,)] (A.20)
c=x, R+ 2, B + x5 RS
ou:
(ad=a+b-c
B=-a+b+c
J (A21)
Yy=a-b+c
0 =a+b+c

a;, b, ¢, et a,, b, c, représentent respectivement les dimensions des inclusions I et J. R, R
et Rg sont les composantes du vecteur R, et o représente les composantes de la matrice de
passage entre les deux reperes R’ et R’, liés aux inclusions, voir figure A.1. Soient ¢,, y et ¢, les
angles d’Euler qui orientent le repére R’ par rapport 2 R’, les composantes de la matrice de passage
sont alors : '
rOt“ = cos @; COS P, — Sin Q; sin Q, cos Y

r

0,3 = sin Y cos @,
o, = Sin Q; cos @, + cos Q; sinQ, cos Y _ _

J 03 = Sin Y sin @, “ 0, siny (A.22)
= —cos @, sin
32 1
0y, = —Cos @, sin @, — sin @, cos @, cos Y
o (53 = cos Y/
| Olyy = —SIN Q) Sin @, + COS Q) COS P, COs Y
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RESUME

L’estimation de la réponse élastoplastique d’une structure sollicitée thermomécaniquement peut étre
réalisée a I’aide d’un code de calcul d’éléments finis. Dans le code que nous développons, nous introduisons
une modélisation- polycristalline basée sur une approche autocohérente, ce qui permet d’évaluer le
comportement élastoplastique d’un matériau soumis a un chargement complexe, tel que la tenue en fatigue
ou I’écoulement de la matiére lors d’une opération de mise en forme. La méthodologie que nous proposons
est d’associer chaque point d’intégration de 1’élément fini & un ensemble de grains monocristallins
représentatif de la microstructure du matériau. Le comportement macroscopique de ces points de Gauss est
déterminé a partir des relations élastoplastiques des grains grice 4 une opération de transition d’échelle. Au
niveau microscopique, la plasticité du monocristal est décrite a 1’aide du mécanisme de glissements
cristallographiques, pour lequel nous proposons un nouveau critére de sélection des systémes actifs. La mise
en place des équations d’équilibre, de compatibilités et des relations du comportement ainsi que des
conditions aux limites, pour un matériau microhétérogéne, permet d’établir un équation intégrale
cinématique. La résolution de cette équation par la méthode autocohérente conduit aux relations de
transition d’échelle et permet de déterminer 1’évolution de la microstructure au cours de la déformation
(orientations cristallographiques, contraintes internes, ...). Nous proposons un nouvel algorithme de calcul
numérique des tenseurs d’interaction introduits lors de cette résolution.

La réponse élastoplastique de la structure sollicitée est obtenue par la méthode des éléments finis, dans
laquelle le principe des puissances virtuelles est appliqué & chaque élément dans le cadre des petites
transformations. Dans le code que nous proposons, seuls quelques éléments situés aux endroits
"stratégiques” de la structure sont couplés a la méthode autocohérente. Les autres éléments restent liés 4 une
loi phénoménologique, ce qui permet de ne pas augmenter inutilement les temps de calculs, ainsi que la
place mémoire nécessaire au stockage des données relatives aux microstructures de chacun des points de
Gauss. On met en évidence les capacités du code au travers de simulations simples de problémes
tridimensionnels.

Mots-clés : élastoplasticité - modéle autocohérent - éléments finis - glissements cristallographiques - tenseurs
d’interaction - petites transformations.

ABSTRACT

Elastoplastic response of a mechanically requested structure can be carried out using a finite elements
code. Into the code that we develop, we introduce a polycrystalline modelling based on a self-consistent
approach, which makes it possible to evaluate the elastoplastic behaviour of a material subjected to a
complex loading, such as response during a fatigue test or flow into a forming process. Methodology that
we propose is to associate each integration point of the finite element with a whole of single crystal
representative of the material's microstructure. Macroscopic behaviour of these Gauss' points is given
starting from local elastoplastic relations thanks to a scale transition operation. At the microscopic level,
plasticity of the single crystal is described by a crystallographic slip mechanism, for which we propose a
new criterion of active systems selection. With compatibility relations and equilibrium equations as well as
boundary conditions, for a microheterogeneous material, we establish a kinematic integral equation.
Solution of this equation by the self-consistent method leads to scale transition relations and makes it
possible to determine evolution of the microstructure during the deformation (crystallographic orientations,
internal stresses...). We propose a new numerical calculation algorithm of interaction tensors introduced at
the time of this resolution.

The elastoplastic response of the structure is obtained by the finite elements method, in which the
principle of the virtual work is applied to each element within the framework of the small transformations.
In the code that we propose, only some elements located at the " strategic " places of the structure are
coupled with the self-consistent method and the other elements are related to a phenomenological law. Then
computing time is not unnecessarily increased, as well as the place memory necessary to the data storage
relating to the microstructures of each Gauss' point. One highlights code's capacities through simple
simulations of three-dimensional problems.

Key words : elastoplasticity - self-consistent model - finite elements - crystallographic glide - interaction tensors -
small transformations.





