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NOTATIONS PRINCIPALES

foÊ : Tenseur de déformation
pL , PNL : Partie linéaire et partie non-linéaire de f
KoF , Tenseur de changement de courbure
NaF : Contrainte résultante
H-R-M : Fonctionnelle d' Hellinger-Reissner modifiée
l. : Paramètre de charge
î,c : Charge critique
L , L' : Opérateurs linéaires
a : Opérateur quadrarique
ul, u2, w : Déplacement respectivement axial, circonférentiel et radial
U - (ul ,tr2,w, Ntl,N22, NtZ) : Vecteur mixte ( déplacements et
contraintes ) dit vecteur généralisé
V(1) : Mode de flambage
V(p) : Coefficients vectoriels de la série décomposant U
t(p) : Coefficients scalaires de la série décomposant I
I Ke + IcKg ] : Matrice de rigidité rangente
F(p) : vecteur second membre
V(p-jj) : Composante (p-20 des harmoniques décomposanrs V(p)
[k ,I'k : Opérateurs linéaires lD associés à I'harmonique k

4k,k' . Opérateur quadratique lD associé à I'harmonique k + k'
v(p-ji) : Composante (p-2j) lD des harmoniques décomposanrs V(p)
n(p-ji) : Composante (p-2j) lD des harmoniques décomposanrs N(p)
t ke(p-2j) + Ickg(p-2il | : Matrice de rigidité tângente lD associée à
I'harmonique (p-zi)

Prise en compte des imperfections
ao : Amplitude des défauts
V* : forme des défauts
v(p-3r'3r) : coefficients vectoriels de la série décomposant u
C(p-3r,3r) : Coefficients scalaires de la série décomposant l,
V(p-3r,p-2r-jj,3r) : Composante (p-Zr-Zj) lD des harmoniques
décomposants V(p-3r,3r)
<< ; >> , < ; > produit scalaire 2D et lD
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L'analyse du phénomène de stabilité des structures minces î

mobilisé un grand nombre de chercheurs ces dernières décennies.

Cela est dû, d'une part à la forte utilisation. de ces structures dans

les domaines nuc léa i res,  aéronaut iques,  aérospat iaux et

constructions civiles et d'autre part aux développements accrus des
procédures numériques pour de telles structures.

Dans les dif férentes construct ions, ces structures sont

composées de poutres, plaques et coques. Soumises à des

sollicitations extérieures, ces structures perdent leur stabilité. L'un

des pionniers à ouvrir la voie de l'étude de la stabilité des systèmes

mécaniques fut Euler. Les résultats analytiques obtenus par

I'analyse linéaire se rapprochent des résultats expérimentaux pour

les poutres et les plaques mais pas pour les coques.

Koiter, dans sa thèse [K5], présente une théorie gên&ale sur
I'analyse du comportement critique et post-critique des structures

élastiques. La prise en compte des imperfections lui a permis

d'expliquer la discordance entre les résultats expérimentaux et

théoriques. Différents auteurs ont repris le concept de Koiter pour

d i f férentes s t ructures [B 14-  I  5-  l6 ] ,  tP5-61.  Nous rappelons

brièvement les idées de ces théories connues en mécanique des

structures sous le nom de la théorie du flambage et post-flambage

et en mathématiques sous le nom de la théorie de la bifurcation.
L'équi l ibre d'une structure élast ique sous chargements

conservatifs est déterminé par l'énergie potentielle P[U,[] qui est

une fonctionnelle non-linéaire dépendant du déplacement U et d'un
paramètre scalaire I mesurant les forces extérieures. L'équilibre est

solution de l'équation variationnelle suivante:

ôP[U, À] = < P'[U, I] , ôU > = 0 pour tout ôU admissible

où P' représente la dérivée de Fréchet par rapport à U.

En supposant que U = 0 est une solution fondamentale de cette

équation, les points de bifurcation sont caractérisés par I'existence

d'un L,l non nul et admissible vérifiant:

< P"[O, l ,c lu ,ôu>=0 pour tout ôU admissible



Le vecteur lJ, appelé mode de

N de I'opérateur P"[0,Àc]. La

2

flambage, est un élément du noyau
méthode de réduction de Lyapunov-

Schmidt permet de réduire le problème de bifurcation à un
problème équivalent sur I'espace N, qu'on suppose de dimension un
pour l'étude de la bifurcation simple. Les autres solutions, dites
solut ions b i furquées,  peuvent  ê t re  déterminées par  un
développement asymptotique selon la méthode de Poincaré-
Lindstedt :

l J=aV +0(a2;
X-Àc - -  a lu l  +  az) 'Z  + . . .

où a est la projection de la solution sur le mode l,l. Les coefficients
numériques 1,1 et 12, se calculent à partir de l'énergie et du mode.
En se limitant à la bifurcation symétrique (It=O) on obtient les

branches bifurquées qui ont I'allure suivante:

Ix

0
Fig. a 7'Z> 0

Bifurcation symétrique stable

Fig. b 7rZ<0

Bifurcation symétrique instable

La figure a représentant la bifurcation symétrique stable est
rencontrée dans le cas des plaques. La figure b représentant la
bifurcation symétrique instable est rencontrée dans le cas des
coques. Dans ce dernier cas, on a un flambage avec chute de rigidité
de la structure. L'étude du comportement post-critique des plaques
et coques par I'analyse non-linéaire montre une différence
qualitative entre le comportement de ces deux structures. La
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bifurcation instable obtenue dans le cas des coques induit une forte

sensibilité de ces structures aux imperfections. D'après la littérature

mécanique, ce sont les imperfections géométriques, c'est à dire les

défauts de forme de la structure, qui jouent le rôle le plus

important dans la prévision du flambage twll.
La théorie de la bifurcation perturbée pennet la prise en

compte de imperfections et conduit à des brànches de solutions

sous la forme:

fo- +...
a

où as représente I'amplitude des imperfections.

0

Fig.c 7v2>0 Fig .d  7 , "2<O

Le comportement dans le cas des plaques, Fig. c' n'est pas vraiment

modifié. Mais dans le cas des coques, Fig. d, il y a flambage pour des

valeurs de l, inférieures à 1.c. Dans la pratique, la réduction de la

charge de flambage est souvent très importante pour des

imperfections relativement petites tWll.
Les raisons principales de l'étude du comportement du post-

flambage sont de mieux estimer la charge de flambage, surtout en

présence des imperfections et de déterminer le chargement

sécuritaire que peuvent Supporter ces structures. Un grand nombre

d'auteurs ont développé des méthodes de résolution de ces

problèmes qui sont gênéralement des méthodes itératives ou

asymptot iques.

lJ=a l )  +0(a2;

X- Ic  =  a2) r2  +
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Les méthodes itératives numériques de type Newton-Raphson
permettent de déterminer point par point la courbe charge-
déplacement lc2-31, tR4l. Bien qu'on les trouve dans la plupart des
codes de calculs des structures, elles nécessitent un "grand" temps
de calcul CPU et sont difficiles à piloter automatiquement.
L'avantage des méthodes asymptot iques de type Lyapunov-
Schmidt est qu'elles permettent de détermlner analytiquement les
branches b i fu rquées tK5 l ,  IB  l5 -  l6 ] ,  Iy3 ] .  Comme les
développements asymptotiques proposés par ces auteurs ne sont
pas faciles à manipuler, ils se restreignent aux ordres bas. Cela
réduit la zone de validité des solutions obtenues.

Notre but est d'étudier le comportement post-critique de ces
structures non pas au voisinage très proche du point critique mais
aussi loin que possible. Pour cela, une méthode asymptotique
numérique décrite par Damil et Potier-Ferry tDll est présentêe. Son
application aux plaques a étê faite par Cochelin er Damil îAl2-l3l

ce travail s'inscrit dans l'étude du comportement post-
critique des coques cylindriques avec ou sans imperfections. pour
cela nous présentons une adaptat ion de cette méthode
asymptotique-numérique aux coques de révolution.

ce document est composé de cinq chapitres. Le premier fait
I'objet d'une étude bibliographique dans laquelle sont rappelées
brièvement la modél isat ion des coques cyl indriques et les
génêralités de la stabilité élastique. Cette modélisation esr décrite
dans le cas de petites déformations et rotations modérées. La
stabilité élastique est introduite par des exemples simples de
bifurcation à un paramètre. Ainsi les notions de bifurcation et
I'influence des imperfections sont présentées.

Le deuxième chapitre présente une formulation en opérateurs
de l'équation d'équilibre. Cette formulation permet d'utiliser les
résultats classiques de la théorie spectrale des opérateurs compacts.
La branche bifurquée décrivant le comportement post-critique est
alors présentée par une série entière au voisinage du point critique.

Dans le troisième chapitre est présentée une méthode
asymptotique-numérique. En se basant sur la formulation mixte de
l'équation d'équilibre, on introduit une formulation en opérateurs
maniable pour les développements asymptotiques. on décrit les
différentes étapes de la méthode asymptotique numérique
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permettant de ramener la résolution du problème non-linéaire

d'équilibre à celle de problèmes linéaires nécessitant une seule
inversion de matrice.

En se basant sur la symétrie de révolution, on ramène l'étude

de la coque à celle de sa génératrice. La résolution des problèmes

linéaires bidimensionnels se réduit à un modèle monodimensionnel.

On établit alors un code de calcul d'éléments finis lD permettant de
déterminer le post-flambage initial des coques de révolution.
Une variante de cette méthode asymptotique permet la prise en
compte d'un préflambage non-linéaire. Ainsi le préflambage, le
flambage et le post-flambage initial des cylindres parfaits sous
pression sont déterminés.

L'aspect asymptotique de cette méthode induit une zone de
validité des résultats prédits. Cela correspond au rayon de
convergence des séries asymptotiques.

Le chapitre quatre fera I'objet de I'amélioration de la

convergence. Après une réorganisation des séries entières obtenues,
on les remplace par des fract ions rat ionnel les appelées
approximants de PADE. Cette réorganisation peu coûteuse en temps
CPU permet souvent d'augmenter considérablement la zone de

convergence.
Comme les imperfections sont pratiquement inévitables, il est

d'un grand intérêt de clarifier leur influence sur le chargement
critique et sur le comportement post-critique.

Le chapitre cinq fera I'objet de la prise en considération des
imperfections géométriques de forme modale. En se basant sur la
procédure décrite par Damil et Potier-Ferry pour la poutre sur
fondation élastique [D1], nous décrivons un concept de résolution
adaptê aux coques de révolutions. La décomposition en
harmoniques permettant la réduction du temps de calcul alourdit
davantage les développements asymptotiques. L'util isation des
systèmes de calcul formel facilite cette tâche et nous a, permis

d'établir les relations de récurrence lD. En résolvant ces problèmes

on obtient les relations analytiques de la charge et du déplacement
en fonction de I'amplitude des imperfections. Ainsi les relations de
réduction de la charge critique et les branches de solutions sont
données pour différentes amplitudes des imperfections.
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I - 1 MODELISATION DES COQUES CYLINDRTQUES

I-I-O INTRODUCTION

Dans ce paragraphe nous décrivons la modélisation des coques
cylindriques élastiques dans le cas de petites déformations et
rotations modérées. Cette modélisation est essentiellement obtenue
en considérant la coque comme un milieu. continu tridimensionnel
d'épaisseur constante et "petite" - coque mince Moyennant quoi,
on peut raisonnablement supposer que l'état des contraintes est
plan et que la distribution des contraintes parallèles à la surface
moyenne de la coque est linéaire. Cela permet de ramener l'étude
de la coque à celle de sa surface moyenne sur laquelle plusieurs
auteurs ont développé leurs modèles. On rappelle les modèles, bien
connus, de Koiter et de Donnell et on donne un cadre fonctionnel au
modèle de Donnell qu'on utilisera ultérieurement.

I- I-I VARIABLES D'ESPACE LAGRANGIENNES

Soit E3 I'espace affine euclidien usuel rapporté à un repère

f ixe (0 ,  Ayè2,è3) ,  or thonormé.  Soi t  O = lyr ,yz Ïx l -  H,  H [ ,  un

ouvert borné du plan E2 avec 0 < yt < YZ 3 2n et 0 < H. La surface

moyenne S de la portion de la coque cylindrique Fig.I-l est I'image

dans E3 de I'adhérence ô par une carte o.

o  r  ôCB2 - - ;  E3

(x ,y )  - )  RcosYdr+RsinYèz +xdr

(r-1 1)

Les paramètres (x,y) forment un système de coordonnées

curvilignes de la surface
définie par :

S. Co*-" d'habitude, la base naturelle est

v
va,=* = {i

f -Rsin
+aOlTz=? = 1 Rcos

C'YLO
(r-t 2)

Ces deux vecteurs

surface S au point

?1 et îz déf inissent le

.D(x, y). On introduit ensuite le

plan tangent à la

vecteur normal âtqt
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?3  =
--) -)
â.  t x  â ,2

la, * arl

8

[ -  
. .o t  t= 

1i"v (r- I 3)

| . I désigne la norme euclidienne dans E3
habi tue l .

muni du produit scalaire

Le point <D (x , y) et les trois vecteurs ?, oerinissent alors un
repère local de la surface. Outre les deux coordonnées curvilignes x
et y qui nous ont permis de définir la surface moyenne, nousintroduisons une troisième coordonnée curviligne z, qui est la cote
mesurée sur la 

_normale dt à la surface S no point o(x , y).
L'épaisseur de la coque étant définie par une application

y1

Figure I- l : Définition de la

e est supposée dans la suite "très
constante. La coque C est alors le
définie par:

s
surface moyenne de la coque.

e : (x ,y )e o -9 {e  e  R e

petite" - coques minces - et
sous-ensemble fermé de E3

ô(x, y)

R

. t - ? 2
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Ç= {  rur .E3,  d{=o(x,y)+zî3 , (x ,y)e ô ,
-  e(x,y)s z< e(x,y)  )

(r-l 4)

C est la configuration de la coque avant déformation. Sous la
distribution des forces appliquées et les conditions aux limites, la
coque se déforme et prend une nouvelle configuration, appelée
configurat ion déformée. Connaissant les constantes physiques
caractérisant le matériau composant la coque, les forces appliquées
et les conditions aux limites, on peut déterminer les déplacements
des points de C. On peut alors en déduire les déformations et les
contraintes en tout point de la coque déformée. Cette démarche
utilise la modélisation de l'élasticité tridimensionnelle.

T-I-2 DIFFERENTS MODELES DE COO.UES

Les théories de coques proposées par Love, Kirchhoff ou
Koiter reposent sur une démarche fondamentalement différente de
la modélisation tridimensionnelle. Ces auteurs déduisent de la
connaissance du champ du déplacement de la surface moyenne de
la coque une approx imat ion sat is fa isante de d iverses
caractéristiques de la coque déformée. L'intérêt du passage d'une
théorie tridimensionnelle à une théorie bidimensionnelle est
évident, ne serait-ce que du seul point de vue de la résolution
numérique. Ces théories approchées reposent sur un certain
nombre d'hypothèses. Le choix et la justification de ces hypothèses
ont êtê démontrés par Koiter tK6-81. cet auteur monrre en
particulier que l'évaluation du tenseur des déformations de la
coque déformée se ramène en première approximation à
l'évaluation des deux tenseurs de surface suivants :

i) Le tenseur de déformation de la surface moyenne:
r(- \

FoF=;  [ .u"p  -  a"F )  a ,9  =  1 ,2  ( I - l  5 -a)' 2 \

ii) Le tenseur de changement de courbure:

Kop= bop - bcÊ a, F = 1,2. ( I- l  5-b)

Les quantités a.,p (resp. 
"" 

g ) , boÊ (resp. bap ) désignent
respectivement la première et la seconde forme fondamentale de la

surface moyenne S uuunt déformation (resp. après déformation).
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Les expressions de fop et Çp contiennent des termes
l inéaires et des termes non-l inéaires associés au champ de
déplacement. I l  est nécessaire dans I 'analyse de la stabi l i té
élastique, de retenir les termes non-linéaires dans I'expression de
faÊ En ce qui concerne les termes non-linéaires dans I'expression

de KaÊ , il est à noter qu'ils sont de I'ordre de I fois la
R

contribution non-linéaire des déformations dé membrane, où R est
le plus petit des rayons principaux de la coque tK6l.

Les différentes théories existantes des coques diffèrent entre
elles essentiellement par I'usage qu'elles font des hypothèses de
Kirchhoff-Love et par le degré de minceur qu'elles considèrent. Le
premier modèle complet des coques élastiques minces déduit des
hypothèses de Kirchhoff a êté introduit par Love r888 tLll.
Plusieurs tentatives de simplification de ce modèle ont mené à
différentes versions du modèle original. En 1933, Donnell a
introduit un modèle simple donnant des résultats acceptables en
accord avec les expériences. Vu sa simplicité, ce modèle devient le
plus largement utilisé. Toutefois, il donne de mauvais résultats pour
les coques ayant une grande longueur d'onde du déplacement
circonférentiel. Pour de telles coques un modèle plus complexe
introduit par Fliigge tF'31 est souvent utilisé. En 1968, un modèle
plus général et adapté à différentes coques a étê introduit par
Koiær tK 6-71.

I-1-3 MODELES DE KOITER ET DE DONNELL

on va décrire brièvement les deux modèles de coques les plus
répandus, de Koiter et de Donnell pour une coque cylindrique.

On considère un cylindre droit
de rayon R de longueur L et
d'épaisseur h. On note par u, v
et w les champs de déplacement
respectivement axial,  circon-
férentiel  et radial.  On va
expliciter les deux tenseurs de
la surface moyenne FaF et de
changement de courbure Ka F
suivant les deux modèles de
Koiær et de Donnell

Fig.I-2

v
? - - -

R

L



11

I-l-3-a MODELE DE KOITER-SANDERS

Dans la théorie non-linéaire des coques minces, le modèle de

Koiter et Sanders est le modèle le plus général et le plus complet en

petites déformations tK6-71, [S2], 1Nll. Ce modèle est adapté pour

les coques profondes et aussi surbaissées, "shallow and non-shallow

shells". On explicite ici les tenseurs de déf-ormation et de courbure'

donnés par ce modèle pour une coque cylindrique avec petites

déformations et rotations modérées.
Tenseur de déformation f^F:

f** =

fyy =

f*y =

.+ (v,*-o,y)2

o,, * v,x * w,* ( *,, *ft " I

Tenseur de courbure K-p:

o,* * + *,'*
V,y i**

(  K * *  =  -  \ i l r x x

]Kr,  
= -[w,yy*k",r ,

L*., = -2[w,*, *# (3v'*- u'v) 1

Ir*,r+lu l2. * (u ,y -v , * )2 (I-l 6-a)

(r-r 6-b)

I-I-3-b. MODELE DE DONNELL

Le modèle des coques de Koiter est un modèle complet et

général. Mais vu la complexité analytique de ses équations, les

ùtilisateurs lui préfèrent un modèlè relativement plus simple

donnant les mêmes résultats surtout pour les coques surbaissées
(shallow shells). Ce modèle a êtê établi par Donnell tDTl et en même

i"-p, par Mushtari et Vlasov tN3l. En raison de sa simplicité et de

sa préCision, ce modèle est le plus largement utilisé pour les études

anaiytiques du flambage et du post-flambage des coques. On donne

les tenseurs de déformation fop et de courbure Kûp sous les mêmes

hypothèses que précédemment.
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Tenseur de déformation fng

f  * *  =  u r x  +

f  , ,  =  V , y

f * ,  =  u r y  +

w + l -  w,  2
'  

2  
' ! ' Y

x  +  w ,x  w ry

2
\ { r x

t_
2
L
R
v,

Tenseur de courhure Ko3

IK**  = -  w;xx

JKvv= 
-w,yy

IKxy - -  2  w,xy

I-I-4 CADRE FONCTIONNEL

on rappelle ici querques notions élémentaires sur
de sobolev qui seront utiles pour définir les tenseurs
ainsi que pour la suite [A3], [D3J, tN2].

l-l-4-a

(I-r 7-a)

(r-1 7-b)

soit o un ouvert de Rn, on désigne par Lp (o) l'espace des
fonctions mesurables de puissance pieme intégrale sur O . On note
G=(cr r , . . . . . . . ,4n) ,  a je  R,  la l=o1 *o2. . . * . . .c [net  Do= a î t . . . . .a ï

où ai = 3 . Soit T une distriburion, on désigne par Do T la dérivée' 
â*j

d'ordre c de T au sens des distributions. on définit I'espace de
Sobolev H'1o; par:

(r_l 8_a)
H'(o)= 

{u e L2 (o) ,  Do u e t ,  (a) ,  0  < lcr l  <  m}

les espaces
fop et KoF

(r-l 8-b)

qu'on munit du produit scalaire suivant:

<U,V) rn ,o  =
L I J

la  l<  m o
Muni de ce produit scalaire H^ (o) est un espace de Hitbert.
On rappelle aussi les inclusions avec injections continues suivantes:
u'(o) c H'-r (o) ...... c H2 (o) c nt tol c d (o) = t-z (a)

On définit aussi I'espace de Sobolev W.'p (O), par :
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Pour  me N l<P<" '

w-'p(a)={ue rp(o),DqueLp(o),0<lol  =- }  t l - l  9)

on note que pour P = 2 on a : W*' 2 (Q) = tt' (O).

Dans le cadre de Donnel l ,  pour que les tenseurs de
déformation fcrÊ et de courbure KoÊ soient bien définis, on prend

l'espace fonctionnel gl(O) x Hl(O) x g2(O). On définit I 'espace des
déplacements admissibles V Par:
[= {  u.  ur(o)xHr(o)xrt2(o) te lque u

vérifie les conditions aux limites cinématiques ) <f-f 10-a)

On munit I' espace V du produit scalaire suivant :

Soient Ul ,  U2 e V Ul = (ul ,  v l ,  wl)  ( I - l  lO-b)
lJ2 = (uZ, v2, w2)

<ul ,u2>v = (u l ,u2>Hl (ç l )  +< vr ,v2 t r r l (o )  +  <wl ,w2>g2(o)

La norme associée est: lU l= [. U, U rft ' '

Muni de ce produit scalaire, I' espace des déplacements admissibles
V est un espace de Hilbert.

r-1-4-b. CADRE FONCTIONNEL POIJR LES COOUES CYLINDRIQIJES DE
DONNELL

Le modèle de Donnell, bien que simple, paraît répondre aux
besoins des ingénieurs pour les calculs effectifs. C'est ainsi qu'il est
souvent utilisé pour la résolution numérique des problèmes non-
linéaires de coques. Dans les chapitres suivants, on se restreint à ce
modèle pour l'étude du post-flambage de la coque cylindrique. On
montre ici que les tenseurs de déformaton FcF et de courbure Çp
sont bien définis sur I'espace de Hilbert V.
On note par fL et lNL la partie linéaire et non-linéaire du tenseur

de déformation f , f  =FL+PNL.

rL: V C Ul(o) * Hr (o) x H2 (o) --)  
[L2 (o)]3

I u,*
(u, v, w) -+ I u,, 

i  (I- l  t t)
I
L  u , ,  . t  v ,x



fNL : VxV C t Hr(O) x Hr (A) x H2(O) 12 --)

(r
t,

(ul,  yl ,  wl);(u2 , v2, w2) --r I  +
Iri

l4

En munissant v de la nonne prédéfinie et [L2 (o)]3 oe sa norme
produit, il est clair que I-r définit une application continue.
La partie non-linéaire fNL est donnée par :

[L2  (o) ]3

l 2
W , X  W , X

t2w,Y  w,Y

[ *,t. *3v * *,t, *,',.]

Comme I'injection de U2 (o) dans Wt'o (o) est continue, [D3],[A3],
[N2] , I'application fNL ainsi définie est continue.
L'opérateur de changement de courbure K est défini par :

K : v c Hr(o) x Hr (cl) x H2 (o) [L2 (0)J3

(r-l 12)

est aussi

Ainsi les

rNlet  K
sont bien

(u, v, w)

une application continue.

tenseurs de déformation et de changement de courbure fL,
nécessaires pour la modélisation des coques de Donnell

définis sur I'espace V.

[  
-  * ' * *

-+ 
1 ti'l v G-r 13)

I- 1.5 CONTRAINTES GENERALISEES

Les condit ions d'équi l ibre consistent à remplacer les
contraintes agissantes sur l'épaisseur de la coque par des efforts
équivalents appliqués sur les lignes de la surface moyenne. Ces
efforts connus sous les noms de contraintes résultantes et de
moments fléchissants généralisés sont, normalement obtenus par
intégration sur l'épaisseur " h " de la coque.{o} étant le tenseur
des contraintes bidimensionnelles, or obtient les résultantes
généralisées {N} et {M} [ Jl] par:

t:
h_
,,

l'{Nû I r'
I f = I
lrvrrj t'

T
:J{j }" ( I- l  14)
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On suppose que le matériau est élastique linéaire et que la coque
est symétrique par rapport au feuillet moyen. On obtient alors sous
forme matricielle :

I{N} 
=

Lrrl -
lc* l .  t  f  )

lCul. tK)
(r-1 ls)

où Cm et C6 sont respectivement les matrices de comportement de

membrane et de flexion.
L'étude du cas où il y a un couplage entre la membrane et la flexion
ne cause pas de problème particulier, mais pour la clartê' on se
restreint dans cette étude au cas isotrope.

I-1-6 ENERGIE POTENTIELLE

L'équilibre d'une structure élastique soumise à un chargement
conservatif est déterminé à partir de l'énergie potentielle P. P est
une fonctionnelle dépendant du déplacement généralisé U et d'un
paramètre scalaire ?r mesurant les forces extérieures:

r fp [x,  u]  =* f  [N"e.  fop + MaÊ. r"p]  do -  Pd(] . ,U) ( I - l  16)
Ld

où P6 représente l'énergie des efforts donnés. En remplaçant Ncr Ê
et Mop pil leurs valeurs (I-l 15) on obtient :

plr ,  ul= 
I  Jt , t5 'L 

a tpNL) :  cm: (rL + rNL) + tK :  c6: K]do - P6 (r ,  u)

r f
= r  

f  [ t r t 'C. :  FL + tK:  C6:  K ]dçr  
-  Pd (X,  U)

oç i

(
+ 

| 
ttt : C,o: fNL dçl

J
O

. I J*NL: 
cm : rNL de (r-r 17)

P[X, U] est alors une fonctionnelle de non-linéarité d'ordre 4 en

déplacement U. En décomposant P[X, U] à différents ordres de non-

linéarité - notations de Koiter - on obtient:
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P[], ,  U] = Pr [À, U] * P2 [] , ,  U] + Pr [ I ,  U] + pa[] , ,  U] ( I- t  l8)

où:

Pl [i,, U] = Pd (À, U) = + Àf (U)

et f est une forme linéaire en déplacement.

P2 [À, u] = + | . [ t r t :c- :rL + tK :  c6: K] do
Ld

I
=;  a  (U,  U)

où "a" est une forme bilinéaire symétrique ( C6 et cm sont des
matrices symétriques).

P3 [X, U] = ,[tat, C^ : fNL df)
o

Po [À, u] = I JtpNL. C* : rNL do
zd

P 3 et P4 sont des fonctionnelles homogènes d'ordre 3 et 4,
respect ivement .
Finalement, l'énergie potentielle se met sous la forme :

(r-l 1e)
P [À, UJ = 

I 
u(U, U) - xf(U) + P3 [x, U] + P+ [x, U]

Pour étudier le comportement critique et post-critique de la coque
cylindrique, on se basera sur cette énergie potentielle totale.

T-1.7 CONCLUSION

Après avoir déterminé la modélisation de la coque cylindrique
en se ramenant à sa surface moyenne, oll r choisi le modèle de
coques de Donnell pour son efficacitÉ et sa simplicité analytique. On
a donné un cadre fonctionnel à ce modèle pennettant d étudier la
stabilité de la structure cylindrique. L'étude détaillée de la stabilité
de la coque sous chargement conservatif fera I'objet des
paragraphes ultérieurs.
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I.2 THEORIE GENERALE DE LA STABILITE ELASTIQUE

I-2.1 NOTIONS DE BIFURCATION

Les phénomènes de b i furcat ion sont  maintenant  t rès
fréquents dans plusieurs applications mathématiques, physiques et
mécaniques. Typiquement, la théorie linéarisée de ces phénomènes
mène à des problèmes de valeurs propres qui sont des cas
particuliers de problèmes de bifurcation à un paramètre. Le
problème de flambage en est un exemple typique en mécanique. Le
modèle génêral de ce problème se met sous la forme suivante:

et W deux espaces de Banach, et F un opérateur non-Soient V
linéaire ;

F :  RxV - - )  rW

(1, ,u)  + F(I ,u)

On cherche à résoudre le problème suivant:

Trouver l, e R et Ue V tel que F (À, U) = 0

(r-2 l-a)

(r-2 l-b)

Cette équation peut définir des opérateurs implicites U = U(?') qui

sont des solutions de F (À, U(À)) = 0. on sait bien que la recherche
des fonctions implicites est un problème compliqué, même dans le
cas où V = W = R Pour cette raison, on Se borne généralement à
envisager le problème local correspondant. Le théorème des
fonctions implicites est alors ici d'une grande utilité.

De nombreuses études concernent la résolution de ce
problème de bifurcation. Nous ne pourrions en dresser ici la liste
exhaustive. On trouve un exposé général de cette théorie dans
I'ouvrage de looss et Joseph tlll concernant les problèmes statiques
et dynamiques. Pour un exposé un peu plus théorique on note
I'ouvrage de Rabier [R2], et pour quelques applications numériques
celui de Crouzeix et Rappaz tC4l. D'autres articles comme [K2], [K3]'
[S3], tK4l et tRll traitent les problèmes de bifurcation perturbée.
Pour des exposés plus mécaniques on cite [K5-6], [816], tA4l et la
thèse de M. Potier-Ferry tP5l qui est un excellent document.

Notre but dans ce paragraphe est d'introduire, de manière
simple, la notion de bifurcation et I'influence des imperfections par
des exemples classiques.
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T-2-2 CRITERES DE STABILITE

Pour la plupart des problèmes de I' ingénieur, la stabilité de
l'équilibre d'une structure élastique sous .hurgr-.nt conservatif
:tt analysée par les critères de l'énergie. L'avàntage considérable
de I'usage de ces critères réside dans leur caraitère purement
statique. Bien que la stabilité soit une notion dynamique, l;approche
énergét ique assoc iée à une d iscrét isat ion numèr ique rédui t
généralement le problème à I'analyse spectrale de I'oiérateur de
l'élasticité linéarisée au voisinage de la cônfiguration doni on étudie
la stabilité- on ne considérera que les systèÀes conservatifs, ce qui
est suffisant poul la plupart des applicàtions. Les états d'équilibre
sont alors les points stationnaires de l'énergie potentielle totale p.

ôP = P' (U) .ôU = 0 V ôU déplacement admissible

Le critère de stabilité le plus naturel d'un équilibre est le principe
du minimum de l'énergie potentielle qui affirme qu'un état
d'équilibre u6 est stable s'il réarise un minimum local d; l'énergie
potentielle :

f  e>o q 0. l lu -  Usl l  s,  + ptul

Mais ce critère n'est pas très commode
topologiques. C'est pourquoi le critère
critère de seconde variation:

car il implique des notions
pratique de stabilité est le

ô2P- !
2

D?, pruol (ôu)2 > o vôu * o + Us stable (I-2 3)

Donc la stabilité de l'état d'équilibre
de la seconde variation Dfr p [Ul.

U6 est déterminée par le signe

I-2-3 NOTIONS DE BIFURCATION

L'équilibre d'une structure élastique soumise à un chargement
conservatif est déterminé à partir de l'énergie potentielle p. Tout
êtat d'équilibre de la structure doit êtrJ solution de l'équation
variationnelle suivante:

ô P [['u] = P' [À,u] ôu = 0 pour rour ôu variarion admissible.
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P' : désigne la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle P. Cette
équation variationnelle permettra de déterminer les branches de
solutions - lorsqu'elles existent - ainsi que leur stabilité.
Avant de trai ter des problèmes mécaniques concrets, on va
introduire les notions de bifurcation par un exemple mathématique
s imple.

I-2-3-I EXEMPLE MATFIEMATIOUE

On va introduire les notions de bifurcation et de stabilité pour
une fonction à paramètres scalaires. Par cet exemple on verra
I'utilité primordiale du théorème des fonctions implicites qui nous
servira constamment par la suite.

I-2-3-l-a Bifurcation parfaite

Soit F (X,a) une fonction d'un paramètre scalaire 7' (1,
représentera dans la suite le paramètre de charge) et d'une
inconnue a,. On cherche à déterminer les branches de solutions de
l'équation F' (I,a) = 0. On suppose que F est suffisamment régulière
et qu'il existe (as, Is) tel que :

F' (Io,ao) = 0 (r-2 4)

où ' désigne la dérivation par rapport à a.
Si F" (Xo,ao) + 0 alors d'après le théorème des fonctions
implicites, il existe pour (7t, a) voisins de (À6, as), une seule
branche de solutions qui est donnée en première approximation
par :

a (L) = ao - (r - ?ro) 
# 

(?r,s' as) / F" 11.0, ao) * 0(121 Q-2 5)

Une telle solution (Io, ao) est dite solution régulière. Une solution
telle que F" (?us, as) soit nulle, est dite singulière.
Supposons qu'il existe une solution fondamentale ar (lt) que I'on
ramènera à ar(),) - 0 par un changement de variable et de fonction.
On suppose donc :

F' (1.,0) = 0 (r-2 6)

D'après le critère de l'énergie, la stabilité de l'état d'équilibre (î,",0 )
est déterminée par le signe de F" (À,0). Si la stabilité change pour
1, = Àc on aura:
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F" ( Ic ,0)  =  0 (r-2 7)

On a vu que c'est une condition nécessaire pour que la branche de
solution (i.,0) rencontre une autre branche ( i,, a(À) ) au point
(À", 0) qui est alors appelé point de bifurcation. On suppose de plus
que:

à  F "
( l .^.0)

a ^

d l L

(r-2 8)

Une fonction F vérifiant (I-2 6,7,8) peut se mettre sous la forme:

k+2  2
F (1 . ,a)  -  C1 ; :a  :  -  (À  -À" )+  +  o(ak*3+ ( I -À. )  a3+ ( l  -  ) " " ) 'u ' )^k  +  2

(r-2 e)
où k est un entier au moins égal à l. L'équation donnant les
équilibres est :

F' (À,a) - Ckuk+ I - 0, - L") ^+ olak *2 + (), - L") a2+ (I - 7"")2 a) = 0

a = 0 est évidemment solution.
Pour déterminer les autres, on pose :

G (1.,a) = F'(À'a)
a

-Cç ak- (I  -  x") + olak* I  + (1, -  1.") a+ (À -L")2 ) = 0

On a : G (1.",0) = Q et 19 (i,",0) = -t (I-z lo)ar'-

D'après le théorème des fonctions implicites, on a donc une unique
branche de solutions non nulles, appelée branche bifurquée, et qui
peut être représentée sous la forme :

[(a) - Ic = Cr ak + Cp*1 nk+l .r-... (I-2 11)

En remplaçant l,(a) par sa valeur dans F" (À,a) on obtient :

F" (1,,a) = k Ct nk ç 9(3k+1)

Donc F" (À(a), a) est positive lorsque (f(a) - I.) est positif. La
solution bifurquée est stable lorsque la solution fondamentale est
instable et vice-versa : c'est ce qu'on appelle le principe d'échange
de stabilité tP5l. Suivant les valeurs de k et de C1 on obtient alors
les courbes classiques de solution dans le plan (a,I).
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A
I
I
I
Il.c

- - - \
\

\ .
I
I
I

0a
a)kpa i r ,  Cr>0 b)kpa i r ,
Fig. I-3 solutions stables,

0a0
Cr<O c)k imPai r

solutions instables

Dans le cas de la figure I-3-a on dit qu'on a une bifurcation sur-
critique. Lorsque l, augmente, il y a une transition régulière de la
solution fondamentale à la solution bifurquée, on dit aussi qu'on r
une bifurcation symétrique stable. On retrouve cette sorte de
bifurcation par exemple, dans le cas de la plaque chargée dans son
plan.
La figure I-3-b représente une bifurcation sous-critique. Lorsque À

atteint la valeur Àc, il n'y a qu'une solution instable et le système ne
peut rester en équilibre. On a une bifurcation symétrique instable.
On retrouve cette sorte de bifurcation dans le cas des coques
cylindriques sous pression ou compression axiale. Enfin la figure I-
3-c  représente une b i furcat ion t rans-cr i t ique ou b i furcat ion
asymétrique. Il semble qu'il puisse y avoir aussi une transition
régulière, mais ce n'est pas une situation très sûre IP5l.

l-2-3-1-b Bifurcation perturbée

Les solutions singulières sont fréquentes dans les problèmes
de mécanique des structures. Un moyen de les étudier est
d'introduire une légère perturbation dans ces problèmes. Dans les
cas parfaits précédents (fig. I-3-a-b-c) il n'y r aucun moyen de
décider d'avoir une bifurcation à droite (æ0) ou à gauche (a<0). Le
fait d'introduire une légère imperfection permettra de guider le
sens de la bifurcation.

Pour tenir compte des imperfections dans ce cas simple, on
introduit le paramètre ao mesurant I'amplitude des imperfections

tPsl. On pose:
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d 'où: X-X"-Ckak+ @
a

En prenant âo ) 0, suivant les valeurs de Cp et de
figures suivantes :
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F(À,a,  âo) = ck#- (À -  Lr)**  aao +ao( 3k+2 + (1,  -  7r")a2 +

(À -  Àc) 'a + a ao + (À -  1. . )  ao + ao2) (r-2 12)

nouvelle équation donnant les équilibres est :

F'(l . ,a, êo) = Cp ak+t - (1, - I") a: ao + o( 4k+2.p (1. _ À.)a2 +
(7, - )r") '  a + aao + (À - À.) ao * ro2) = 0

négligeant le dernier terme, on obtient une équation approchée:

- a (À - I " )+Cpak+ t l  ao=0

(r-2 l3)

k on obtient les

0
a) Cr > 0, k pair b) Cr < 0, k pair

Fig. l-4

on constate alors que lorsqu'il y a une bifurcation sur-critique (a) lecomportement n'est pas vraiment modifié: on dit que le syitème estinsensible aux imperfections. Mais dans les deux autres cas (b) et (c,
ao<O), il y a flambage pour une valeur du chargement l, inférieure à
la charge critique théorique l,c. Le système est alors sensible aux
imperfections.

0

c) k impair
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En tenant comPte des termes

obtenir une courbe ayant la forme

l'évolution du système perturbé (Fig' 4-b

d'ordre supérieur, oD peut
suivante qui montre bien
ou c ,  ao<O).

Fig. I-5

Le point limite L correspond au maximum Im de la courbe charge-

déplacement représentant le chemin d'équilibre initial. Pour des

uui"utr de l" légèrement supérieures à I-, le flambage se produit

par amplification des déplacements fondamentaux accompagnés, en

iénérdf d'un effet dynamique. L'état d'équilibre "saute" alors de L

én M'. Ce phénomène de flambage est le "phénomène de claquage"

ou pour les Anglo-Saxons " Snap-through effect ". Ce phénomène se

produit pour la valeur ?u inférieure à la charge critique théorique.

On remarque également qu'il n'y a pas de bifurcation lorsque ao É 0,

mais la solution perd sa stabilité au point limite L. Pour se rendre

compte de cette perte de stabilité, on peut faire une perturbation à

deux paramètres tP5l.

I-2-3-2 MODELE MECANIOUE SIMPLE

De nombreux exposés sur la théorie du post-flambage

utilisent I'exemple élémentaire suivant pour introduire les concepts

de base de la bifurcation [816], [P6], [D2]. On I'utilise ici colnme une
application de I'exemple précédent.

l-2-3-2-a Modèle Parfait

Soit une barre rigide verticale de longueur L dont I'extrémité

supérieure est soumise à une force de module ?. constant et dont la

direction reste verticale (charge conservative). A I'autre extrémité
un ressort élastique exerce un moment de rappel f(a):
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f (a )=K1 a+ a2 +K3 a3 + K+ a4 + .. avec Kr > 0

Fig. r-6

moment d'inertie, l'équation du mouvement de la
la forme:

-7 , "L  s ina=O Q-2 15)

t.

K2

Àl
(I-2 14)

S i I
barre

désigne le
s'écrit sous

r#+r(a)

Les états d'équilibre statique sont alors solutions de :
f(a) = l. L sin a

Suivant les notations précédentes, on pose :

F'(À, a) = f(a) - 7,L sin a = 0 (l-2 16)

a = 0 est la solution fondarnentale de F'(I, a) - 0

F ' ( l ' ,0)=0 + | ,=  S = ?t "  chargecr i t ique
L

et +(?r. ,0) = -L
aI

Le développement de Taylor de F'(?r., a) au voisinage de (À., 0 )
entraîne que :

F ' (1 . ,a)=L(  -  ( } i -?u" )a+ Cr  û+C2a3)  +  o(aa+(?t - r t . )a3)  =0

avec c,=? , C2=?.?

La branche bifurquée est alors donnée par :

À = Àc + C1 a + Czû + . . .
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on retrouve les différentes figures de bifurcation précédentes.
Si Cl * 0 (k = l) on a une bifurcation asymétrique .
Si Cl = 0 (k - 2) on retrouve la bifurcation symétrique qui est stable
ou instable suivant le signe de C2.

I-2-3-2-b Influence des imperfections

Ir

Fig. I-7 a) structure à l'état initial b) structure à l'état déformé

On suppose maintenant que la barre a une déformation initiale
d'angle âs suffisamment petite Fig. 7 -a. Les états d'équilibre
statique sont alors solutions de :

F'(X, â, âo) = f(a) - l,L sin (a+ao) = g

Au voisinage de (2u.,0,0) on obtient comme précédemment

- (1 , - f , " )a+Cr  *+C2a3- l . "aof  t .o .s .=0 ( l -2  17)
où t.o.s. = o(a4 + a3 + (1. - 1.") * * %a+ ao (f. - f.r))

En négligeant les tennes d'ordre supérieur et selon que I'on r une
bifurcation symétrique (Cr = 0) ou asymétrique (Cr # 0), on obtient :

lx - rc + cz a2
{

[ i  
=  Àc +  c l  a

?Lc

t .c

a g

a,
a_g
a,

(cas symétr ique)

'  (cas  asymétr ique)  ( l -2  18)

on retrouve les mêmes courbes que (Fig. r-4-a, b, c). parmi ces cas
de f igures, on ret ient ceux où I 'on a une sensibi l i té aux
imperfect ions.
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Àc

Dans ces
quand le

limite est

lz
1
12

a

Fig. I-8

Crâ- -  ( f , * - f , . )=0

cas on obtient le flambage par point limite, qui apparaît
chargement î, atteint la charge maximale Àm . ce point
caractérisé par + = 0 d'où:

da
cza| -  ( f , .  -  Àç) = o

(r-2 re)

On déduit que (X. _ Ào, ) esr
donnée par :

Àç - I- = 3 ( x" +)''t I c2ft3 (cas symétrique) (t_2 20)-2

?uç-? l *=  2  ( -X.  aoC)r lz  (casasymétr ique)

cette première approximation de réduction de la charge critique
montre que la. prise en compte des imperfections est f,rimordiâlepour l'étude dg comportement critiquJ et post-critique de ces
structures sensibles.
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r-2-3-3 COQUES CYLINDRIQUES

L'ut i l isat ion importante des coques cyl indriques dans les

industries civiles et militaires a poussé de nombreux chercheurs à

étudier les phénomènes de flambage et post-flambage de ces

coques. Bien qu'il s'agisse là d'une forme géométrique parmi les

plui simples, la compréhension et les solutions théoriques de ces

ptrénom6nes restent encore à être élucidées davantage. Sachant que

i"t  équations de base ont étê introduites depuis plusieurs

décennies, I'analyse de ce phénomène a pris un grand élan avec les

techniques de calcul modernes et part icul ièrement grâce à

l'évolution des calculateurs.

r-2-3-3-r FLAMBAGE DE COQUES CYLINDRIOUES

L'équilibre d'une coque est régi par deux phénomènes: I'effet

de flexion et I'effet de membrane. En général cet équilibre est piloté

par I'effet de membrane et par conséquent par la rigidité de la

iurface moyenne qui elle même dépend de la courbure. Ceci fait

dire qu'une coque résiste essentiellement par sa forme. C'est ce

qu'on àppelle "lÈffet de voûte" en génie civil. Cependant, il apparait

ôun"nt- à"r flexions locales, notamment au voisinage des bords ou

variations brusques de géométrie. La théorie de membrane est

généralement utilisée pour les coques à géométrie complexe. Pour

i.r coques cylindriques, la simplicité géométrique permet la prise

en compte de la flexion. Ce couplage membrane-flexion est

nécessaire pour de nombreuses applications et en particulier pour

l'étude du comportement critique et post-critique'

De nombreux travaux ont êtê réalisés tant dans le domaine

expérimental que théorique. Les écarts entre les prédictions

anàlytiques claisiques et les résultats expérimentaux ainsi que la

dispérsion de ces résultats expérimentaux sont énormes. La figure

figS tïVll, [Kl], [D4], montre cet êcat dans le cas d'une coque

.ylindtiqo" sous pression externe. Cet êcart et cette dispersion sont

pius aigus dans le cas d'une compression axiale [W1], tKU.
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1 ' [ -
I

ML

o INSA de LYON

P: pression externe, z=L2 { 
",,2Rh

Fig.  I -9  Solut ions théor iques c lass iques (_)  e t  résu l ta ts
expérimentaux (.).

Les principaux facteurs influant ces écarts, [wl], [D4], sont: les
conditions aux limites, les déformations de préflambage 

-et 
surtout

les imperfections initiales.

l-2-3-3-l-a Influence des conditions aux limites

u =v =0
u =Nry=0
v =Nx =0
Nx=Nry=0

= v  =Q S l  t r y
=  N*y=0  52  !v
=  Nx  =0  53  !v
=N*y  =0  54  w

Clw
C2 tv
C3w
C4w

= Wrxx =

= lVtxx =

= Wrxx =

= Wrxx =

i l
r l
i !t l

Pour I'influence des conditions aux limites sur la charge de
flambage, la p'lupart des auteurs ont étudié les huit c. L. suivantes
définissant I'encastrement ou I'articulation du bord de la coque.

= lilrx u

= W r x = U

= 1V;X V

= lvrx Nx

La figure fig. I-10 due à yamaki [y3], montre, d'une pilt, gue ces c.
L. se divisent en deux familles, I'une relative à la conaition axiale u
= 0 (Cr , C2, Sr, Sz) et I'autre à la condition N* = 0 (Cl, C4, 53, 54) et
d'autre part, I'influence de ces c. L. pour des prtit, paramètres
géométriques de Batdorf Z (Z
numériques concernant cette influence dans [A6], [Fl], ïy21, tsg-g].
et une discussion bien détaillée dans la thèse de Abdelmoula tAll.
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/  a z  ^ n

l .o

Fig.  I -10 Variation du paramètre de

pour différenæs conditions aux limiæs.

r  c3 . c4 .  s3 , s4

z
en fonction de Zcharge Kp

Kp=eU-
nzD

' ' -  Eh3
v _ _ _ _

l2 ( l -vz)

l-2-3-3-l-b Influence de la déformation du oréflambage

Il est usuel de supposer que l'état fondamental précritique est
axisymétrique et que les contraintes dans la phase précritique sont
identi f iées par un état de membrane. Ceci simpli f ie
considérablement la résolution du problème de flambage. Cette
hypothèse reste valable pour des cylindres relativement longs mais
-ène à des résultats erronés pour des cylindres courts où
apparaissent des déformations de flexion dûes aux rotations aux
UôiOs Fig. I- I 1. La déformée de préflambage peut donc être
considérée comme une imperfection initiale axisymétrique. Les
coefficients des équations de la stabilité deviennent alors variables
et la détermination précise du point de bifurcation devient plus
dél icate.

Fig.I-ll Effets des rotations
négligées suivant les

précritiques aux bords retenues
différents chargements.
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L'influence de cette déformation sur le flambage du cylindre
est analysée par plusieurs auteurs [BI2), [Sl0], [G3], [T2], lY2l.Sur la
figure fig.I-L2, [Y3], on voit bien I'influence du préflambage non
linéaire pour les z petits. Il est clair que le préflambage a une
in f luencep lusmarquéepour lescoquescy l indr iquescour teS(Z<
100) .

(c  r )
_ -/. __

( s4 ) P r e b u c k l i n g

:  Considered

:  N e g  l e c t e d

Fig. l-I2 Influence du préflambage pour les différentes
conditions aux limites dans le cas de la pression latérale.

I-2-3-3-l-c Influence des imperfections

Il y a actuellement un accord quasi gênêral entre tous les
chercheurs sur le fait que les imperfections géométriques initiales
sont les principales causes de la discordance entre la théorie
classique et les expériences. Fliigge (1932) fut I'un des premiers à
essayer de trouver une corrélation entre les charges expérimentales
et celle prévues par la théorie pour le flambement des coques
cylindriques axialement comprimées. La plus grande contribution
aidant à la compréhension du rôle des imperfections géométriques
a, êté donnée par von-Karmann -Tsien tv3l et par Donnell -wan
tD6l . La figure fig. I-13 monrre que la charge critique esr
considérablement réduite en présence des imperfect ions
géométriques initiales dans le cas du cylindre sous compression
axiale. Sous chargement axial, le cylindre présente alors une grande
sensibilité aux imperfections.

e ?

q t

S2
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(d'asès DONIGL ET WAN 1950 )

Fig.  I -13

Les
présentent
comme le

influence des imperfections dans le cas de la

coques cylindriques sous pression externe
une sensibilité modérée aux imperfections

montre la figure fig. l-14 IVzl, tD4l.

ô= grnznl'

compression

ou latérale
initiales (p)

F = 0
P 6

0.0 4
ô,

I

dans

t 0

le cas

12

de

I
I

I
I

Fig. l-14 influence des imperfections la pression
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une confirmation de la prépondérance de I' influence des
imperfections initiales a été donnée par Koiter tK5-6-7-Sl. Selon lui
- comme on I'a déjà vu - le problème de la stabilité et celui de la
sensibilité d'une structure aux imperfections nécessitent d'examiner
l'état d'équilibre au voisinage immédiat du point de bifurcation
dans le domaine post-cr i t ique. En développant une méthode
asymptotique au voisinage du point critique, Koiter détermine une
relation entre la pression critique et I'amplitude des imperfections,
tout en définissant un facteur '6b" de sensibilité aux imperfections.
Pour le cylindre sous pression externe, cette relation de réduction
de charge [Hl] est :

[t 
-'Ë 

]," 
= ] rru-rf,r H

où ao est I'amplitude des imperfections initiales, b est le facteur de
sensibilité aux imperfections, Pc et Pm sont les chargements critique
et maximum.

En tenant compte de I'effet des déformations précritiques de
f lex ion ax isymétr ique,  Hutch insonIH2]  donne une re la t ion
asymptotique entre Pm et ao :

(K)

P m lttz
P"l

= 1 .fi-u- I,l P l2
(H)

où Il est un paramètre correspondant à la prise en compte des
déformations précritiques de flexion.

Les f igures f ig. I-  15-a et f ig. I-  15-b montrent une
comparaison entre les deux formules asymptotiques et le calcul
numérique non-linéaire fait par Yamaki ty3l dans le cas de pression
externe. Elles montrent aussi que les prédictions de la charge
critique (K-H) restent valables pour des imperfections "très" petites.
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tt

Fig.  I -15-a F ig .  I -15-b
Dégradation de la charge critique en fonction de I'amplitude
des imperfections initiales

Une étude similaire est faite pat Amazigo, Budiansky, Carrier
et Faster tA4l,  [A5], [816]. D'autres études analyt iques ou
numériques sont faites sur I'influence du défaut sur le flambage du
cylindre [Tl], [A7], [A8], [J2].

Une étude asymptotique et numérique est faite par
Abdelmoula, Damil et Potier-Ferry tAl] LAzl en prenant en compte
I'influence de défauts localisés près d'une génératrice et de défauts
modaux. L'approximation d'un mode quasi-inextensionnel permet
d'obtenir des formules simples de réduction de la charge critique.
Dans le cas du défaut modal par exemple, ils obtiennent une
formule analytique de réduction de charge pour des cylindres sous
pression externe ( pour Z > 5(N:) pour les deux familles de C. L. :

t . 6( l ,E0 . 4

Ip*
{P"
lP*
l -

LPc

= t  -4.7511( )t t3 (+ )' '3 Nx =Q

u =Q

sr7-v2
z

=l -s.3 4sz( 
*)tt3 

( 
+ )2t3 si

\

^ * \

(I

(r-2 2r)
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T-2-3-3-2 POST-FLAMB AGE

Pour la plupart des structures minces, i l  est impérat i f
d 'examiner l 'évolut ion de leur déformation en fonct ion du
chargement. Pour cela, la détermination de la seule charge critique
n'est pas suffisante, mais il est d'une grande. importance de clarifier
leur comportement post-critique. La raison principale est, d'une
part de mieux estimer I'effet des imperfections - pratiquement
inévitables -r d'autre part de mieux évaluer le chargement
sécuritaire supportable par la Structure. Le comportement de post-
flambage se détermine par la résolution de problèmes non-
linéaires. Un grand nombre d'auteurs ont développé des méthodes
de résolution de ces problèmes qui sont généralement des
méthodes asymptotiques ou des méthodes itératives.

Pour l'étude du post-flambage initial, la méthode la plus
populaire est la méthode asymptotique, introduite de manière
originale, par Koiter dans sa thèse de doctorat (1945) tK5l. Cette
approche originale de Koiter î êté développée de manière similaire
par différents chercheurs Budiansky - Hutchinson tBl4l, Budiansky
lBl5l, Budiansky - Amazigo [816], et Potier-Ferry tP6l. Pour une
bibliographie bien détaillée sur la théorie du post-flambage, on
renvoie à l'article de Hutchinson-Koiter [H1] et celui de Simitses
tS 121. L'avantage de ces méthodes asymptotiques est qu'elles
permettent de déterminer analytiquement les branches bifurquées.
Comme ces développements asymptotiques sont faits au voisinage
du point critique, cela permet de mieux prédire la charge critique,
mais la zone de validité des branches bifurquées ainsi obtenues est
limitée. Comme les développements asymptotiques proposés par
ces auteurs ne sont pas faciles à manipuler, ils se restreignent
généralement à I' ordre 2. Cela réduit beaucoup la zone de validité
de la solution obtenue.

Les autres méthodes permettant de déterminer le post-
flambage des structures sont les méthodes numériques itératives.
On les trouve dans la plupart des codes de calcul des structures.
Dans le processus général de résolution pour ces méthodes, otr
distingue âeu" aspecis fonctionnels. Le premier concerne le choix
d'une méthode de résolution dans une itération (méthodes de
Newton - Raphson (N-R), N-R modifiée, quasi-Newton ...). Le second
aspect concerne plus spécifiquement les stratégies de pilotage
(charge imposée, déplacèment imposé, longueur d'arc imposé ...)

lc2l, [ca], [R3], tR4l.
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Ces méthodes permettent de déterminer point par point la courbe
charge-déplacement durant le processus post-critique. Ainsi elles
permettent de déterminer les branches bifurquées loin du point
cr i t ique. L'exemple classique auquel se réfèrent souvent les
auteurs, la figure fig.I-16 [R2], montre qu'à I'aide de ces méthodes
(N-R) on peut déterminer point par point la courbe charge-
déplacement .

12

. . . .  D = 0 3  
. l .

'  . ^ l D o s r c l o o 0 s l e p
o o o  F = 1 0  j

i

R = 1 0 0  i n .  h = 2 b =  2  i n ,

n2=o.oB,ç=ro tps i  ,  p=o 25

0 0 4  0 0 6
w / H

P / - - - \

d

t<* .

5

'{,1'
E = 1 1 0 3  l ( N / m m ' ,= 0 3
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t : {

r l
b

U O

P
lKt. t l
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0 4

0 2

0.02
2 0  u + . w ,  l m m l

Arche circulaire sous pression Coque cylindrique sous
charge concentée

Fig. I-16 Courbe charge-déplacement par une méthode itérative

L'inconvénient de ces méthodes itératives est que la solution
obtenue n'est pas analytique (point par point) , elles nécessitent un
"grand" temps de calcul cpu, et sont difficiles à piloter
automatiquement.
La figure fig. l-r7 tY3l ci-après, montre une comparaison entre la
solution donnée par une méthode itérative et un développement
asymptotique de Yamaki à I'ordre z et 4. Cette figure montre d'une
part la validité du développemenr asymptotique à I'ordre z au
voisinage du point critique et d'autre part I'amélioration par I'ordre
4 de la validité de la solution obtenue par ce développement
asymptot ique.
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Résultats de I'analyse itérative
Fig. l-17 Post-flambage initial de

r

Résultats asymptotiques
la coque cylindrique sous pression

Donc pour déterminer le post-flambage initial par une
méthode asymptotique, on doit disposer d'un développement
maniable permettant de déterminer faci lement les ordres
supér ieurs .

I-2-4 CONCLUSION

L'étude des branches bifurquées développée jusqu'ici est limitée au
voisinage du point de bifurcation ou du point limite. ce
développement est lié aux paramètres t, âo et (1, - À.) qui sont
"très" petits. Cela conduit à négliger les tennes d'ordre supérieur et
à se limiter à une approximation d'ordre z. Cette apprôximation
nous a permis de déterminer le début du post-flambage et de voir
clairement les différents types de bifurcation ainsi que la sensibilité
aux imperfections. Généralement les auteurs des méthodes
asymptotiques se limitent aux développements d'ordre z à cause
de la complexité de leurs développements aux ordres supérieurs.
cela réduit beaucoup la validité des résultats ainsi prédits.

Notre but est de déterminer, non seulement le post-flambage
initial au voisinage très proche du point critique, mais la totalité àe
la branche bifurquée aussi loin que possible du point de flambage.
Pour cela on va développer dans les chapitres suivants une
méthode asymptotique-numérique qui permettra d'utiliser, et de
manière simple, les informations des termes d'ordre supérieur
négligés jusqu'à présent. Avant cela, nous allons introduile les
fondements mathématiques de base nécessaires au développemenr
de cette méthode.

o t 2 3 4 U
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I I -O ORIENTATION

Dans le chapitre précédent nous avons rappelé la modélisation

des coques cylindriques et nous avons adopté le modèle de Donnell
pour sa simplicité analytique. Nous avons aussi rappelé les notions

de base de la stabilité élastique tout en mettant I'accent sur la

bifurcation instable. Ce qui est généralement le cas pour les coques

cy l indr iques.

Dans ce chapitre, nous introduisons une formulation en opérateurs
de l'équation d'équilibre permettant d'étudier le comportement
post-critique de la coque. Cette formulation nous permet d'utiliser
les résultats classiques de la théorie spectrale des opérateurs
compacts. Par la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt, oo
ramène la résolution de l'équation d'équilibre à un espace de
dimension finie. Comme on se restreint à la bifurcation simple, cet
espace est choisi de dimension l. Ainsi on obtient les branches

bifurquées sous forme de séries entières au voisinage du point

cr i t ique.

Cette formulation en opérateurs et ce développement en

séries nous permettront de développer, dans le chapitre III, la
méthode asymptot ique-numérique. Avant cela, j 'expl ici te les
différentes étapes à suivre sur I'exemple de la poutre élastique. Le
post-flambage initial de la poutre est alors obtenu par la résolution
de problèmes linéaires.
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I I. 1 ANALYSE DES POINTS DE BIFURCATION ET
JUSTIFICATIONS MATHEMATIQUES POUR LES COQUES
DE DONNELL

II-1-0. INTRODUCTION

Dans ce paragraphe, on rappelle le résultat d'ellipticité de
l'énergie de déformation élastique linéaire. Ce résultat nous permet
de définir une norme équivalente à la norme de I'espace des
déplacements admissibles. On va introduire une formulat ion
opérationnelle en opérateur de l'équation d'équilibre permettant
d'ut i l iser les résultats classiques de la théorie spectrale des
opérateurs compacts. La méthode de réduction de Lyapunov-
Schmidt nous permet de nous ramener à un problème algébrique
sur un espace de dimension finie. Les branches bifurquées sont
alors déterminées sous forme de séries entières au voisinage du
point critique.

II-I-1 ELLIPTICITE DE L'ENERGIE DE DEFORMATION

Dans cette section, nous considérons le modèle linéaire des
coques minces. On rappelle un résultat essentiel, démontré de
manière détaillée par Bernadou-Ciarlet [86], qui est I'ellipticité de
l'énergie de déformation. De cette étude, il a êté déduit un théorème
d'existence et d'unicité de la solution du problème linéaire. Ce
résultat est démontré dans le cas du modèle linéaire de Koiter qui
est plus gên&al que celui de Donnell.
L'ellipticité du modèle linéaire de coques a été étudié par différents
auteurs, on pourra notamment se rapporter à Rougée [R5], Coutris
tC6l. Dans I'article de Bernadou-Oden [87], on trouve un théorème
d'existence de coques peu profondes se basant sur le modèle non-
linéaire de Donnell (ou Koiter simplifié), sur le résultat de
I'ellipticité précédent et sur la théorie des opérateurs pseudo-
monotones.

En se restreignant au modèle linéaire de Donnell, on pose FNL = 0.
L'énergie potentielle totale est alors donnée par:

P [î,,u] =* 
ItrL cm rL + rK cb K]do -]u po (u)
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=L a(tJ,IJ) - f(U)

1
où ;a(U,U) représente l 'énergie de déformation de la structure

urro-.ié, au champ de déplacement U admissible et a(.,.) est une
forme quadrat ique.

On note aussi par ,arr la forme bilinéaire symétrique associée. f(U)
représente l'énergie potentielle des charges extérieures associée au
même champ de déplacement U. f est une forme linéaire. L'espace
des déplacements admissibles V défini au $I- l est:

V = { U e Ht(O) x Hl(A) x H2(A) tel que U vérifie les
conditions aux limites )

En utilisant l'inégalitê de Korn et le lemme du mouvement rigide
[D3], on définit à I'aide du vecteur déplacement et des tenseurs
l inéaires de déformations et de courbures deux normes
équivalentes à la norme de V. A I'aide de ces deux nonnes, on
démontre que la forme bilinéaire 'a' est V -elliptique et continue
tB6l. Cela entraîne que I'application suivante:

UeV + a(lJ,lJ) lrn+

(rr- l  1)

(r- l 2)

définit une nonne équivalente à la norme de V.

Dans la suite, on utilisera cette nonne ll . ll u associée à la forme

bilinéaire V-elliptique "a".

La configuration d'équilibre minimise - au moins localement
l'énergie potentielle totale PU,,Ul sur I'espace des déplacements
admissibles V, on a alors le problème suivant :

Trouvez

P [U,1, ]  =

e V min imisant

a(U,U)  -  f (U)

U
l_
2

(D

ou encore, comme la forme bilinéaire "a." est symétrique, la
formulation équivalente

Trouvez v€Vte lque
(rr) 

{ a(U,v)  = f (U) VUeV
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Théorème d'existence et d'unicité

Le problème variationnel (I) (ou II ) admet une solution unique

Ce théorème se démontre à I'aide des résultats précédents et du
théorème de Lax-Milgram. Pour une démonstration bien détaillée
de ces résultats on renvoie à [86]

II- I -2 FORMULATION OPER ATIONNELLE DE L'EOUATIO N
D'EOUILIBRE

Notre but est d'étudier le flambage et le post-flambage des
coques cylindriques. Pour cela, on doit tenir compte de la partie
non-linéaire du tenseur de déformation, I. = fL + fNL , faute de quoi
on retrouverait la théorie linéaire de coques pour laquelle tout
flambement est exclu.
Tout en restant dans le cadre des coques de Donnell, on va
introduire dans ce paragraphe, une algèbre fonctionnelle facile à
manipuler pour l 'étude du post-flambage des coques. On verra
qu'on pourra utiliser pour cela les résultats classiques de I'analyse
fonctionnelle. Cette étude est basée sur l'énergie potentielle P I l.,U].

Pri'u'] = ,i;i l'ïit:;i:illfti TT]l^il 
^'u' (u.1 3,

2

a(U,U) - f(U) représente l'énergie de déformation linéaire et

des charges extérieures, et les Pi I I,U] sont donnés au chapitre
précédent .
A l'équilibre on a : ô P [ ]',Ul = 0.

ôP [ À,U] = a(U, ôU) - f(ôU) + ô P3 [?t,U] +ôP4 []u,UI = 0

ll-l-2-a FORMULATION EN OPERATEURS

La prise en compte de la partie non-linéaire pNL î introduit
des formulations intégrales supplémentaires par rapport au cas
linéaire. La fonnulation en opérateurs de ces fonnes variationnelles
nous permettra de nous ramener à une algèbre facile à manipuler.
Pour cela on met ôP3[ ],,,U1 et ôP4[ ]r,Ul sous fonne opérationnelle.

oùl
2
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ôP: [ À,u] définit une forme linéaire continue. D'après le théorème
de représentation de Riesz-Frechet tB I l l, -i l existe un opérateur,
qu'on note B, continu de V dans V tel que :

ôPr tÀ,uJ-<BU,ôU> ( I I -1  4)

L'opérateur B, ainsi défini, est un opérateur homogène d'ordre 2.
D'autre part :

ô P4 []r ,Ul= Z Jtr 'Nr (U,U). C*. pNr (U, ô U ) dO
o

ô P, [ À,U] = J,rt 1OU;.
o
z f,rr 1u;.
cr

De même, ô P+ [],,U1 permet
qu'on note C, défini par :

ôP4U. ,U l=çÇU,ôU>

C^. I -Nt-  (U, U) dç) +

c*. pNr (u, ô u) do

d'introduire un opérateur cubique

(r-r 5)

C ainsi défini est un opérateur homogène de degrê 3.
A la forme bilinéaire a on associe un opérateur A v-elliptique
défini par:

a(U,ôU)-<AU,ôU> (rr-1 6)

Comme f est une forme linéaire continue, l'équation d'équilibre peut
alors se mettre sous la forme :

ô P [ 1., U] = < A U, ô U > - < f, ô U > + < B U, ô U > + < C U, ô U > = 0

Comme la forme bilinéaire "aL" définit une norrne équivalente à la
norrne de V, en prenant le produit scalaire associé à A on obtient:

Pour tout ô U fonction test admissible

ôPtÀ,Ul=0 (II-I 7-a)

(+<U, ôU >n-  <f ,  ôU>n+< B U,  ôU)6*(  CU, ôU>n -0

On rappelle le cadre fonctionnel suivant :
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1- V est un espace de Hilbert
2- P [ À, U] est une fonctionnelle analytique réelle définie sur R x V
3- On identifie V et son dual V', de sorte à assimiler P' I I, U] à
un élément de V grâce à la formule :

ôP [ ] " ,  U l  =  <P ' [1 . ,U] ,  ôU>4
De plus P' [ À, U] est une fonction analytique de RxV dans V.

Théorème II- I

Sous ce cadre, l 'équation d'équilibre ô P [ 1,, U] = 0 peut être
ramenée à l'équation fonctionnelle suivante :

F [ ] ' ,U]=U+BU+CU-f=0 ( I I - l  7 -b)

où F est un opérateur de non-linéafité d'ordre 3 défini sur R x V
à valeur dans V

II-I-2-b OPERATEUR TANGENT

Le problème d'équilibre ô P U.,Ul = 0 est alors ramené à
l'étude du problème de bifurcation à un paramètre, F I I, U] = Q.
Soit Uo une solution particulière pour l, = Xo. On note par Fr
I'opérateur tangent à F en (Xo, Uo) et par B et C les opérateurs
bilinéaire et tri l inéaire symétriques associés à B et à C
respect ivement .

Fr (Ào,Uo)  = I+28(Uo, . )+3C(Uo,Uo, . )  ( I I -1  8)
= I+K

où K =28 (Uo, .)  + 3 C (Uo, Uo, .)

Les points de bifurcations (Io, Uo) , où cette solution rencontre une
autre solution, sont caractérisés par le fait que I'opérateur tangent
Fr soit singulier, c'est-à-dire qu'il exisûe un U non nul tel que :

Fr (Io, Uo) . U = (I + K). U = 0

On est donc ramené à étudier le noyau de I'opérateur (I + K). Pour
cela, on va déterminer les propriétés de I'opérateur K.
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Proor ié té  I I - l

Les opérateurs quadratique B et cubique C sont faiblemen
cont inus.

Démonstrat ion :

Soit (Un) une suite convergeant faiblement vers U dans I'espace
de Hilbert V. On montre facilement que:

* fL (Un) converge faiblement vers f (U).
En effet : la suite Un = (un, vn, wo) converge faiblement vers U =
(u, v, w) dans V donc les suites dérivées un,t, un,2, vn,t, yn,2 et wn
convergent faiblement vers u,1 , u,2 , v,l , v ,2 at w respectivement
dans L2 (A).D'où fL (Un) converge faiblement vers fL (U).

{< fNL (Un, Un) converge fortement vers fNL ru, U).
En effet : par définition de I.NL (un, un) dans le cadre de Donnell,
cette quantité ne dépend que de la suite wn qui est définie, et
converge faiblemenr vers w dans H2 (O) . Or I'injection de H2 (o)
dans 1ryI'a (Q) est compacte (Théorème de Rellich) tD3l. Donc \ryn
converge fortement vers w dans wl'4 (a). Les suites wn,t et wn,2
convergent fortement vers w,1 €t w,2 dans L4 (Q), par conséquent
;NL (Un, Un) converge fortement vers 1'NL (U, U) dans f2(O). Or le
produit de dualité entre une suite fortement convergente et une
suite faiblement convergente est convergent. Donc

< B Un, [  1= Jtpl (x).  crrr.  fNr (un, un) dç)
o

+ z [tn' (uo). c-. fNr (un, x) do
O

converge vers < B U, X > pour tout X à cause de la convergence forte
de fNL (un, un) et de fNL (uo, X). D'où I'opérateur B est faiblement
cont inu.
De même I'opérateur C vu que:

<CUn,X>=2 f tpNr  (Un,  X) .C. .  fNL (Un,  Un)  de
o

convergevers  <CU,X> pour tout  X. t r



45

Prooriété l l -2

L 'opérateur  K=2 B (Uo, . )+3 C(Uo,Uo, . )  es tun opérateur l inéa i re
auto-adjoint et compact.

Démonstrat ion :

L'opérateur K provient de la dérivée seconde de la fonctionnelle
analytique énergie potentielle P [[, U] qui est une forme bilinéaire

symétrique, K est alors un opérateur auto-adjoint. La compacité de
K provient de la faible continuité des opérateurs B et C.tr

La détermination des branches bifurquées se ramène à l'étude
du noyau de I'opérateur non-inversible Fr , donc à l'étude du
noyau de (I + K) , où K est un opérateur compact. Pour cela, on va
uti l iser les résultats classiques de la théorie spectrale des
opérateurs compacts. Cette théorie spectrale est développée dans
plusieurs ouvrages d'analyse tD3I, [B I I ]. Pour la résolution de
l 'équat ion U+KU=f  ,où K es tunopérateurcompact ,  le
théorème de I'alternative de Fredhom, dû à Riesz-Fredholm, est ici
d'une grande utilité.

En appliquant cette alternative au problème :

Fr (Io, Uo).U = (I + K).U = 0 on obtient :

* soit Fr (?.o, Uo) = (I + K) est inversible alors, d'après le
théorème des fonctions implicites, il existe une unique branche de
solution de F (À, U) = 0 au voisinage de (?'.o, Uo). Donc pas de points
de bifurcation.

* soit Fr ()ro, Uo) est non-inversible, alors l'équation
F1 (Ào, Uo). U = (I + K).U = 0 a n solutions linéairement
indépendantes. D'où le noyau N de I'opérateur Fr = G + K) est un
espace vectoriel fermé de dimension n. De plus I'image R (I + K)
de I'opérateur (I + K) est un fermé et plus précisément R (I + K) =

noyau (I + K)1.
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rI- 1-3

La méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt permet de
remplacer un ensemble large et compliqué d'équations par un
"peti t"  système d'équations contenant I ' information essentiel le
concernant la bifurcation. Le principe de cette réduction est alors de
réduire l'équation F [À, U] = 0, définie sur un espace de dimension
infinie V , à une équation sur un espace de dimension finie.
Comme on cherche les points de bifurcation, on suppose que
I'opérateur F1 est non-inversible. D'après ce qui précède, le noyau N
de F1 , qui est dans ce cas non réduit à {O}, est de dimension finie.

Sachant que N est un espace vectoriel fermé et comme dans un
espace de Hilbert tout fermé admet un supplémentaire topologique,
on peut poser:

V =  N @ Nr où N r désigne I'orthogonal de N

En introduisant de nouvelles variables on obtient:

( ^

ln=Àc+e
1
L U = ô + w où tï  e N et w e N r-

(il- r e)

Selon la terminologie de Thompson et Hunt lPzl, les composantes de
t) sont les variables actives alors que celles de !v (une infinité !)
sont les variables passives. En utilisant ce changement de variables,
l'équation d'équilibre
équat ions:

Vù€N ( I I -110-a)

V w €  Nr_ ( I I_ l  lO-b)

L'équation auxiliaire (II-l lO-b) permettra de déterminer w en
fonction de I' et de ô. En injectant w dans l'équation (II-l l0-a),
définie sur I'espace N de dimension finie, on déterminera ô par n
équations algébriques.

Soit P I'opérateur de
I'opérateur de projection
linéaire, contnu, et que

project ion orthogonale sur Nr(I
N ). Il est clair que I'o1Érateur

cornmute avec I'opérateur FT Gr

sur
P

-Pest

P est
oP=
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P o F1 ). D'après I'alternative de Fredholm la dérivée de Fréchet

(1,o, Uo) - P o F1 est continûment inversible sur 11r tP5l, [R2].
D'où, d'après le théorème des fonct ions impl ici tes, l 'équation
auxiliaire < F (1,, r) + w), ôw
w (r), À) dans N r pour (w, r), l") voisins de (0, 0, Àc). La fonction
w (ù, I  )  est analyt ique à cause de I 'analyt ici té de l 'énergie
potentielle P p., Ul.
En reportant w (û, l . )  dans l 'équation (I I- l  r0-a), on obtient
l'équation de bifurcation:

<F(À,ù+w(ù,À) ) ,ô t )>  =  0  VùeN

Les solutions Û de cette équation sont les points stationnaires de la
fonct ionnel le P [X, û + w (ù, i , ) ] .
( En effet :
P ' [À , r ]  +  w ( r ] ,1 . ) l [ l  *pp lOo = F [À, t ]  +  w (ù , t ) l f l  *P-  lOo-L Dr)  J  '  "L  Dô J- -

=  F[À, r ]  +  w (ù ,  [ ) ]  ôù

car F[f , t ]+w(ù, 1,)] f-+ô.] l  =e d,après (I I- l  t6-b))-LDù 
I

On s'est alors ramené à un problème algébrique :
Trouver les points stationnaires d'une fonction définie sur I'espace
vectoriel N de dimension finie.

II-I-4 BRANCIIES BIFUROUEES

La méthode de réduction de Lyapunov-schmidt nous a permis
de ramener le problème du post-flambage de la coque cylindrique à
un espace N de dimension finie qui est gên&alement de
dimension I ou 2. On se restreint dans toute la suiæ à l'étude de la
bifurcation simple. Pour cela on suppose que I'espace N est de
dimension I engendré pt Ut. 

(II_l l l)

DF'
Dw

{U
r )  + w ôe N et  w€ Nr
aUr + tv  Ur I  w

où a e R, est I'amplitude de la projection de u sur le mode u1.
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comme la solution fondamentale uo (À.) est ramenée à 0, ù est
nul, ce qui entraîne que w I'est aussi. La solution w (ù, r") de (II-l
10-b) est analytique donc on peut écrire w (r), l.) = a w1 (a, Ur,I)
avec w1 une fonction analytique.
En développant en séries de Taylor F (À, r)) au voisinage de (À., 0),
on montre tPsl qu'on peut poser:

w (ù,7v) --  az w2(a, U1) + (À - 1..)  a w3 (â, Ur, À)
où w2 (., .) et w2 (.,.,.) sont des fonctions analytiques.

Pour la représentation de la branche bifurquée, oD énonce un
théorème qui a étê démontré de manière détaillée dans un cadre
plus général dans tP5l.
Rappellons que nous sommes toujours dans le cadre fonctionnel
introduit précédemment.

L'hypothèse (II- I 12) est primordiale, vu qu'elle est indispensable
pour le calcul des C1 . On verra dans la suite qu'elle est satisfaite.

Pour l'étude de la stabilité de la solution bifurquée, il a été
montré par plusieurs auteurs [K5], [816], [p5], que dans le cas des

Théorème II-2

L'équation F (1,, U) = 0 possède une solution fondamentale ( U= 0,
À = r.) tel que I'opérateur tangent Fr (î,c, 0) soit non inversible. on
suppose que :

a) Le noyau N de Fr (1,c, 0) est de dimension I
b) Ur étant un élément non nul de N tel que

(rr-1 12)

la

3)

ifurquée représentable sous

I  Cr *1  *  . . .  ( [ -1  I

n  >1

.9 Fr(À.,0).ur iu1 > + o
AT

Alors il existe une seule branche b
forme

f  U =aUrt î2Uz+
I

I  ) , .  - Ic+akCp+4k+

I
t  <  U l ,  Un y  =  Q pour
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coques cylindriques, la solution fondamentale est stable pour I < I.
et instable pour I  > À..  Par ai l leurs la solut ion bifurquée est
instable pour f, < À. et stable pour À > I. C'est le principe
d'échange de stabilité au voisinage du point de bifurcation.

Pour la prise en compte des imperfections, on ajoute à
l 'énergie potentiel le du système parfait  une énergie potentiel le
additionnelle dépendant en outre d'un petit paramètre mesurant la
grandeur des imperfections. Pour I'util isation de la méthode de
réduction de Lyapunov-Schmidt dans ce cas, on n'a besoin que des
propriétés variat ionnel les de l 'énergie potentiel le du système
parfait tP5l. On fera ultérieurement une étude détaillée du post-
flambage des coques cylindriques sous pression avec imperfections.

II- 1-5 CONCLUSION

On a vu guo, sous le modèle des coques de Donnell, on peut

appliquer la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt pour

déterminer les branches bifurquées. Il a étê montré tP5l que les

plaques de Von Karman remplissent aussi les condit ions

d'application de cette méthode.

En se basant sur cette méthode de réduction, otr développera dans

le chapitre I I I  une méthode asymptot ique-numérique. Cette

méthode nous permettra de connaître analytiquement le post-

flambage initial des structures rentrant dans ce cadre.

Le paragraphe suivant fait I'objet de I'application de cette méthode

à la poutre d'Euler.
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EXPLICITATION A LA POUTRE D'EULER

II-2-O INTRODUCTION

Dans ce paragraphe on étudie le post-flambage initial de Ia
poutre d'Euler élastique en appui simple. On ramène la résolution
du problème non-linéaire d'équilibre à cel{e d'une succession de
problèmes linéaires. Pour cela, on va mettre en application les
dif férentes étapes rencontrées au paragraphe II-  l .  Ainsi le
comportement post-critique de la poutre sera déterminé par la
résolution de problèmes linéaires. On utilise un système de calcul
formel pour développer et résoudre les équations différentielles
obtenues. Ainsi cet exemple pourra servir comme modèle, surtout
dans le cas des fortes non-linéarités.

II-2-I FORMULATION DU PROBLEME

Le comportement du post-flambage,,de la poutre d'Euler a été
étudié par plusieurs auteurs. Vu que cet exemple est élémentaire,
mais non trivial, il sert généralement pour I'application de la
théorie générale du post-flambage. On va I'utiliser comme une
application de la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

On considère une poutre avec un appui simple, soumise à un

chargement conservatif p; on note ?u = È un paramètre de charge, x
EI

la longueur d'arc de la poutre déformée et U(x) l'angle de rotation
de la poutre autour de la section. On suppose que la longueur L de
la poutre est L = l. L'équation d'équilibre statique, tBl6l est donnée
par :
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l4 'u- + rsinu =o
I  dx2

lq,o, = ol 6r =o
Ldx dx

(rr-2 l)

on définit I'espace des déplacements admissibles v par:

v={Ue H2gg,t t )  ,+(0)=S1ry=o }  qu'on munit  du produi t
dx dx

scalaire de Lz (10,1[) qu'on note ( , ).

On pose F [i.,U] = 
f] 

* ]. sin U = 0

u = 0 est une solution fondamentale de l'équation F[ ],,U lu= 0.

on note par Du Fh,Ol, la partie linéaire de I'opérateur F (qui est sa

déivéede Frechet en U - 0). Du F[].,01= 
ft 

+ X

U = 0 est la seule solution de DU FU,,0l = 0 vérifiant les conditions

aux limites si L + n2 æ2 ( n e N* ).

S i l ,=  n2æ2 a lorsU=acos(nrx) ,  ae IR est  une so lu t ion admiss ib le .

La valeur critique du chargement t (qui est la plus petiæ) ost 1'. =

fr2.

On note par L l'opérateur linéaire Du F(Ic ,q = 
{1, 

+ Tcz qui est

I'opérateur tangent de F[À,U] au point (n2,0)'

L est un opérateur linéaire continu et auto-adjoint sur V ayant pour

noyau I'espace vectoriel N de dimension I engendré par { coslcx }.

On décompose F[I,U] en une partie linéaire et une partie non-

l inéaire.

FII ,U)I=L.U +(nzU+IsinU)-0 (o ' -22)

= L.U + F(?',U) = 0

où F[I,U] représente la partie non-linéaire de F[]t'Ul'



52

tr-z-2

On décompose I'espace de Banach V, en V = N
Soit U1 e N un mode propre de L, on
précédemment :

r
1
t

oùa

En notant par p

décomposer l'équaûon
I'opérateur de projection sur N a,

(II-2 2) en deux équations sur N et

o N a, N l=Image (L)
peut poser comme

(rr-2 3)

on peut

sur N a.

(rr-2 4-a)
(rr-2 4-b)

U=
À =

eIR

a Ul  +  w
1" .  +  e

et  w e Na

( I -P)oË11, ,aU1 +w) =e
LW+PoF1I ,aU1 +w) =e

Pour l 'équation auxiliaire (rr-2 4-b), l,opérateur L opère surI'espace de Banach N r = Image(L) où il est inversibre. D,après le
théorème de Banach [Brr], L est continûment inversible sur Nr_.D'où d'après le théorème de foncrions i-fii.it"*, l,équation (il-z 4-b) admet une solution unique w(À,a) au voisinage de (^,.,0) qui estanalytique. En injectant w(1,,a) dans (Il_2 4_a), on obtient unesimple équation algébrique qui est l'équaiion de bifurcation.

(I-P) o F(À, a U1 + w(î.,a)) - 0 (rr-2 5)

rr-2-3

Pour la détermination asymptotique des branches bifurquées,on utilise le théorème Il_2.
L'opérateur tangent F1 [Iç,0r - d2 - ^| = 

d., 
+ nz est non inversible et

admet un noyau N de dimension I engendré par U1.
on a aussi t t, [1.",0] = I, d,où . +r, ti.,ol U1i u1 > * 0a f ,  

r ' . ! '  
d L

D'après le théorème précédent, il existe alors une seule branchebifurquée représentablJ sous la forme :
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-  l " c  +  a  ) , "  |  +  a2  7 "2  + . . .

=a IJ t+a2 IJz+ . . .

U1 ,  Un

(rr-2 6)

où a est un paramètre scalaire donné par a : <U,Ul>
<ul,ul>

Les ui e Nl , pour i > 2, sont déterminés à I'aide de l'équation (II-2
4-b) et les coefficients Àk à I'aide de l'équation de bifurcation (II-2
4-a). En injectant le développemenr (ll-2 6) dans l'équation non-
linéaire (lr-2 2), on se ramène à la résolution d'une succession de
problèmes linéaires à chaque ordre de a.

Ordre_f
A I'ordre I on retrouve le problème spectral de l'opérateur L

L'ur = (9 * o t') u, = Q ayant pour solution dans v,
\.ox' )

Ut(x) = cos(nx)

Ordre_2 L.Uz + 1.1 U1 = 0
Pour déterminer f, t, on fait le produit scalaire de cette équation
avec le mode propre U1.

1L.U1 Ul  > + I r  <  Ur ,  Ur  1= e

Comme I'opérateur L est auto-adjoint, < L.lJz, Ul > = 11J2, L.Ur 1= e.
on a alors 1.1 = 0. Donc on a une bifurcation symétrique. U2 est alors
solution de L.U2 = Q.
Comme U2eNaona Uz=0.

Par la même démarche, on détermine les ui et les ri pour les ordres
supérieurs. A I'aide du système du calcul formel MAPLE ïc71, on
peut déterminer et résoudre facilement les équations différentielles
correspondant aux ordres supérieurs. Afin de clarifier les
différentes étapes à suivre, je vais expliciter ces démarches pour les
ordres suivants.

Ordre-3 LUr - l r'. U? + 12 U1 = 0- 6

En faisant la projection sur N on obtient :
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u1, U, > t )'z< Ul , Ur ) = 0 d'où t', =?L" .  Ur ' ,  Ul  > =4

On a alors une bifurcation symétrique stable ( l'2 > 0 )'

En résolvant cette équation différentielle, et en tenant compte

conditions aux limites et de la condition d'orthogonalité (U3, U1 >

I  cos(3rx)
r92

-  
à ^ "  

'

des
=0

on obtient : U3 (x) =

Ordre 4

=0
=0

Ordre 5

L Us+ À4U r + 7"zl,r, -â u? I + l.t ui ,u,.u?t 
=o

r20

d 'où :

7,"4 = 
h",

U5 =#cos5IEx-#*cos3nx

Pour les ordres supérieurs, on peut continuer les développements

de la même manière. Comme mon but est de clarifier les différentes

démarches qu'on va suivre pour développer et appliquer la

méthode asymptotique aux plaques et aux coques' je me restreins,
pour ce pioUteme, au* ordres inférieurs. Ainsi on obtient une

solution analytique du post-flambage initial de la poutre sous la

forme:

(rr-2 7)

7,=n2++^, * #^^ +

L tJq+ 1.3 u1 + tu2 rJ2 + À1 (u3 
â "?l 

+ ?". (- 
Turull 

= o

Ce qui mène après
d'où par le même

simplifications à :
procédé on obtient

L  U++ 1"3U1
: 7 1-= 0 et U4

2ln2 ue
327 68

U (x)  =  a  cos t t  x  +  a3 t  j= .o t-  r92
3nxl+asUs(x)+. . .
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Le principal avantage de cette méthode est d'avoir développé
séparément les chargements À et le déplacement U au voisinage du
point critique. Cela permet, via la condition de solvabilité, de
déterminer l,p et up de manière récursive. Ainsi le développement
des ordres supérieurs se fait de manière simple.
Sur la figure II-1, on présente les prédictions de la solution suivant
les ordres 2, 4 et 6 obtenues par troncature de la série (rr-2 7).
L'ordre 2 correspond à la prédiction de Budiansky tBl6l. On voit
clairement que les ordres supérieurs améliorent successivement les
solutions ainsi prédites.

ordre  6

ordre  4

Chargement

Amélioration

À en
lc
de la

fonction de a aux ordres 2, 4, et 6

solution par les ordres supérieurs

Fig. II-l
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II-2 - 4 CONCLUSION

Cet exemple nous a permis de voir comment on peut
déterminer le post-flambage initial d'une structure rentrant dans le
cadre fonctionnel défini en résolvant des problèmes linéaires. Tous
ces problèmes ont la même partie linéaire et on n'a à former que le
second membre pour les différents ordres. Nous avons vu aussi que
le calcul formel peut être util isé pour la résolution de tels
problèmes et surtout pour les développements fiables des ordres
supérieurs. Nous suivrons les mêmes étape s de calculs pour
développer et appliquer la méthode asymptotique numérique dans
le chapitre suivant.
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III-O ORIENTATION

L'étude de la stabilité des structures minces nécessite non
seulement la détermination du chargement critique, mais aussi celle
du comportement post-cr i t ique. comme l,ut i l isat ion des ces
structures en industrie et la capacité des calculateurs sont en
expansion, des codes de calcul efficaces sont nécessaires. pour cela
un grand nombre de fiavaux ont été et sont encore consacrés à ce
sujet. Ainsi, différentes méthodes ont êté développées, de types
itératives -prédiction-correction- ou de types asymptotiques.

Dans ce chapi t re ,  nous présentons une méthode
asymptotique-numérique permettant d'étudier, de manière simple,
le comportement post-critique initial des structures minces _
poutres plaques et coques-. on présente une formulation en
opérateurs de l'équation d'équilibre très maniable pour les
développements asymptotiques. Le développemenr en série du
déplacement et du chargement nous ramène à la résolution d'une
série de problèmes rinéaires. pour les coques de révolution,
I'utilisation des éléments finis lD réduit considérablement le temps
cPU. Pour cela, on introduit une formulation en opérateur lD
opérationnelle avec Ia décomposition en harmoniques. Ainsi, on se
ramène à la résolution de problèmes linéaires récurrents faciles à
mettre en oeuvre.

Nous appliquons ici cette méthode à l'étude du flambage et du
post-flambage initial des coques cylindriques sous pression.
Ayant pour but d'appliquer ce concept à différentes configurations,
nous présentons une variante de cette méthode perrnettant la prise
en compte du préflambage non-linéaire. Le post-flambage des
coques cylindriques avec préflambage est ainsi étudié.
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ilI-l DEVELOPPEMENT DE LA METHODE ASYMPTOTIQUE-
NUMERIQUE

N-l-O INTRODUCTION

Nous allons utiliser la fonctionnelle rnixte d'Hellinger-Reissner
permettant de ramener l 'équation d'équilibre à une formulation
variationnelle quadratique. En introduisant une formulation en
opérateurs bien adaptée et en se basant sur I'analyse théorique
présentée au chapitre II, on développe une méthode asymptotique
numérique. Le développement de cette méthode pour la poutre sur
fondation élastique a êtê décrit par Damil et Potier-Ferry tDll. Avec
la collaboration de B. Cochelin nous avons adaptÉ, cette méthode aux
plaques et aux coques cylindriques lê^l2-131. Nous présentons ici
les différentes étapes de cette méthode et son adaptation
aux coques de révolution.

ru-I-I FORMULATION EN OPERATEURS DE L'EOUATION
D'EOUILIBRE

L'étude de l'équilibre de la structure est généralement faite à
partir de l'énergie potentielle totale. Cette fonctionnelle est de non-
linéarité d'ordre 4 en déplacement. L'utilisation de la formulation
mixte permet de réduire l'ordre de cette non-linéarité et conduit à
une formulation variationnelle quadratique. La formulation en
opérateurs de cette équation variationnelle mène à une algèbre
facile à manipuler.

[I-l-l-a EOUATIONS D'EOUILIBRE EN FORMULATION MD(TE

L'énergie potentielle totale de la structure est donnée par :

P[]r.,us,wt= l{+r:c.:r + iJ ro
ç)

K: cb ' rloo

- lr Pd (u61 , w) (trr-l 1)

où K est le tenseur de changement de courbure linéaire en (uc , w).

f (ua , w) = fL (ua , w) + fNL ((ua, w) , (uq , !v)) tenseur de

déformation. fL est linéaire et fNL est quadratique en (us , !v).
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r
<<r.u,ôu>>= 

l{*,-
O

ôrL +( rL  -c#  Nl  :  ô  N + K :  C6 :ô  r  )oo

On désigne aussi par e(.,.) I'opérateur bilinéaire

<< Q (Ul, u2), ôU >> =

( I I I - l  7-a)

<<Q(u,u),ôu>>= 
/{ .NL (u,  u) :  ô N + N: ô fNL (U, u)}  do

O

(rrr- I 7 -b)
<<l . f ,ôU)= l .ôPd(ua,w)  ( I I I_ I  7 -c)

/ { rxr  ru r
o

symétrique associé :

(rrr-l 7-d)

+  N2  :  rNL  (U t ,  oU)  )
,  u2 ) :  ôN +  y l  .  ;NL  (u2 ,  ou)

on en déduit goe l'équation d'équilibre d'une coque peut
sous la forme de l'équation opérationnelle suivante :

I .U+Q(U,U)=Àf

Il est évident que cette formation variationnelle mixte est
équivalente à la formulation en déplacement introduite au
paragraphe (II-l 2).En effet, il suffit de remplacer N par c. (fL +
rNL). ceci permettra d'appliquer les résultats du chapitre II.

m-l-l-b PERTIIRRATION DE I ' soLUTroN FONDAI"TFNT r F
EOUILIBRE ADJACENT

soit u0 o ) une solution fondamentale de l'équation
d'équilibre (III- I 8) :

f.Uo (X) + e ruo (X), Uo (?,")) = ?L f

s'écrire

(rrr-t 8)

(rrr-l 9)

u0 ()r) représente la configuration d'équilibre avant le flambage.
Pour déterminer la configuration d'équilibre adjacent, on introduit
comme nouvel inconnu l'écart à la solution fondamentale [K6-7],
lA6l, [Y3]:

U l=U-U0(1. ) (rr- l  10)

,,i4

i.B
\\

J
]fl
F$
\

.

:,
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En injectant cette décomposition dans l 'équation (III- I 8)
tenant compte de (III-1 9), on obtient l'équation vérifiée par

I.Ut + 2 Q ruo (1,), Ur) + Q (U1, Ur) = 0 (rr l -1 1l)

Ainsi on s'est ramené à la résolution simultanée des deux équations
(II I-  I  9) et ( I I I-  I  1 1) pour déterminer le pré-f lambage, le
flambage et le post-flambage de la structure. La prise en compte du
pré-flambage non-linéaire (résolution de l'équation (III- I 9)) sera
faite ultérieurement.

Dans ce chapitre, on néglige le pré-flambage en déplacement,
et on suppose qu' i l  est l inéaire en contrainte. Cela est
rigoureusement exact pour les plaques en compression axiale et est
une approximation usuelle pour les coques cylindriques sous
pression [83], [812], tY3l.

et en
ul:

Iol
Uo= 1 |

L r NJ'J
où l, est le paramètre de charge.

(rrr-l 12)

On cherche à déterminer le vecteur Ul solution de l'équation (III-
1 1l) qu'on note aussi U pour alléger l'écriture. En injectant alors
(III-I 12) dans (III-I 7) et en tenant compte du fait que fNL (U0,

u) = 0 et ô fNL (u, u) = ! pNL (u, ôu), u est alors solution de
l'équation variationnelle suivante:

r.
J{t.t  

:  ôFL +(rL - c-i  :  N) : ô N + K : c6:ô r}ao
o

+ ?u JNo : ô rNL (u, u) dcr
o

(U,U):ôN+N:ô

Pour faciliter encore plus la manipulation de ces équations, otr
introduit les opérateurs linéaires L et L' I Al2-131 définis par:

+ J1r*'
o

(m-1 13)

;Nr-  (U, U))  dO = 0
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:ôrL+( rL-c* l N) :ôN+K:C6:Of lOO

*À.  /No '  ô  fNL (u,  u)  do
o

(L ' . (J,ô; IJr>>= /No: ô fNL (u,  u)  dcl
O

Suivant les dif férentes étapes, on a ramené
variat ionnel ôP t À, uc ,  wl = 0, de non-l inéari té
déplacement au problème équivalent (III-l l5) de
quadratique en contrainte et en déplacement. La
opérateurs ainsi introduite mène à une algèbre facile
pour les développements asymptotiques.

III-I-2 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIOT IE

f.
<<L.u,ôu>>= | I N

J
ç,

Finalement l'équation d'équilibre (rII-l 13) se met sous la forme
l'équation variationnelle opérationnelle suivante :

VôU admissible.

L.U + (I - À.) L'.U + Q (U, U) = 0

Cette formulation en opérateurs
développements asymptotiques.

(Iil-l r4-a)

(ru-l l4_b)

(Iil-l l5-a)

le problème
cubique en

non-linéarité
notation en
à manipuler

(ru-l ls-b)

s'adapte favorablement aux

La formulation mixte nous a permis de se ramener à la
résolution d'un problème de non-linéarité quadratique gouvernant
une large classe de modèles de plaques et de coques.

<< L.U, ôU >> + (1" - \) << L'.fJ, ôU >> + << e (U, U), ôU >> = 0
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Les résultats développés au chapitre I I  permettent de
ramener la résolut ion du problème (I I I- l  l5-a) à cel le d'un
problème bien posé sur un espace vectoriel de dimension l. Les
branches bifurquées sont obtenues à I'aid-e d'un développement
asymptotique. Pour appliquer ces résultats on pose:

F [ ]", U l= L.U + (1. - À.) L'.U + Q (U' U) = 0

tIJ-l-2-

cat

Le vecteur U = 0 est une solution fondamentale du problème.

L'opérateur tangent associé à F au point (I"' 0) est :

(rrr- l  l6)

(ilr-l r7)

(rr- l  r8)

Fr [ f , " ,U=0]=L

On suppose que le noyau N de I'opérateur L est de dimension 1
(bifurcation simple). On note V(1) un vecteur engendrant ce noyau.

On rappelle qu'un tel vecteur est appelé mode de flambage.
pour l, = Xc , il existe alors une branche bifurquée rencontrant la

solution fondamentale au point (2r, U) = (1,., 0). Notre but est de

déterminer cette branche bifurquée aussi loin que possible du point

de bifurcation. Pour cela, on va utiliser le théorème II-2.

On vérifie que:

Fr 0.c, 0] - L' et << L'.V(l) ' V(1) >> 'É 0a
aÎ'.

En effet : << L.V(l) , V(1) )) = << I.V(1) , V(1) >> + fc<< L'-V(l) ' V(1) >>

= 0. Or << f.V(l) , V(1) >> > 0 , ( f représente l'énergie de

déformation qui est définie-positive ) + << L'.V(l) , V(1) >> + 0 .

D'après le théorème II, il existe alors une seule branche bifurquée

repiésentable sous la forme : (III-1 19)

= a  V(1)  +  a2 v(2)  +  a3 V(3)  + nn V(n )
I

an t (n)
I{ :

-  l .c  +  a  t ( l ) + a2 t (2)  + a3 t (3)  + . . . -  t  c
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où les vecteurs V(n) pour n > 2 sont dans I'espace vectoriel

or thogonalà  N (N = vect {V( l ) } ) .

<<V( l ) ;  V(n) ) )  =  0  pour toutn  >2 (rr-1 20)

Le paramètre 'a" représente I'amplitude de la proiection de U sur le
mode de flambage V(l).
La représentat ion de la branche bifurquée sous forme du
développement en série (I I I- l  l9) est usuel en théorie de la
bifurcation [K5-7], [Hl], [Bl5-16], IP2-61.

Le but de cette analyse est de déterminer comment le
déplacement varie en fonction du chargement I durant le post-
flambage. Le fait de développer U et 1, en fonction du paramètre
i'ar' 

, mène à une algèbre facile à manipuler pour le calcul de V(p)
et de t(p) aux ordres supérieurs.

Le principe de cette méthode asymptotique est de déterminer
successivement les vecteurs V(p) et les coefficients t(p) jusqu'à
un ordre n donné. Le calcul des vecteurs V(p) se fera par
résolution des problèmes linéaires et celui des coefficients t(p) par
la résolution de problèmes algébriques.

III- 1-2-b PASSAGE DU PROBLEME NON-LINEAIRE AUX PROBLEMES
LINEAIRES

Par utilisation des méthodes asymptotiques, on ramène la
résolution du problème non-linéaire à celle d'une succession de
problèmes linéaires. Cela s'obtient par injection du développement
asymptotique dans l'équation non-linéaire et par extraction de
problème correspondant à chaque ordre.
En effet, en injectant le développement (III-1 19)
variationnelle non-linéaire (III-l l5), on obtient à
a les problèmes linéaires suivants [A10-13 ] :

A I'ordre I (a)

<< L. V(l) , ôU >>= 0

à I'ordre 2 (az) on a :

dans l'équation
chaque ordre de

(III-1 ZL-a)
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(rrr-l 2r-b)

> 3 on obtient :
(ru-l Zr-c)

<< L ' .  V(p-r )  ,  ôU>>

QIV(r) ,  V(p-r) ] ,  ôU >>

V(p)  ,  V(1)  >> = 0

On va voir que les vecteurs V(p) et les coefficients t(p) se calculent
de manière récurrente. pour la résolution de ôrr problèmes
linéaires, la condition d'orrhogonalité (ilI-l 20) esr primoidiale. on
verra plus loin sa prise en considération.
Pour déterminer les coefficients t(p), on utilise la propriété auto-
adjointe de I'opérareur L et la propriété (III-1 lg) << r'.V(t) , v(1)
>> * 0. En remplaçant ôU par V(l) dans les équations variationnelles
(III-1 zr-b) et (III- | 2l-c) er en ænanr compre du fait que
.. L.V(P) , V(l) >> = << V(p) , L.V(l) >> = ô on obti"trt qu" (Ill-l Zl-
b) mène à :

t ( l )  =  - S_aIY0), v(1)1, V(l) >>

< L.  V(2)  ,  ôU >>
-<<

<< v(2)  ,  v ( l )  >>

-  - r ( l )  <<
a [v(1),
= Q

L.v(p),ôu>>=-Ï , , , ,
r= l
P - l

r= l

Pour p

[ - -

1
1..

(<  L ' .V( l )  ,  V( l )  >>

et (III-I Zl-c) mène à :

t(p-l) =
<< L ' , .V( l )  ,  v( l )

(III- 1 22-a)

(m-l 22-b)

y2

I  t t r )  << L' .  V(p-r)  ,  V(1) >> +
r=1

- t

QtV(r) ,  V(p-r ) l  ,  V( l )  >> l

Pour déterminer les vecteurs v(p), on a à construire à chaque ordre
p le second membre qu'on note F(p). ce second membre ést formé
par des vecteurs v(q) et des coefficients t(q) pour q variant de 1 à
(p-1). sous forme compacre, l'équarion (III-I-zi-c) stcrit :

p-l

I..
r=1
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<< L.V(p) ,  ôU >> = S< F(p) ,  ôU >> V ôUI
t<< V(p)  ,  V( l )  ) )  =  0

Tous les problèmes à I'ordre p,
partie linéaire, ce qui nécessite
inversion de matr ice. Toute la
concentrée dans la construction du

(rrr_t 23)
pour  p> l

déterminant V(p), ont la même
pour les déterminer une seule
difficulté analytique est alors
second membre F(p).

III- I -2-c PASSAGE DU PROBLEME LINEAIRE MIXTE AU PROBLEME
EN DEPLACEMENT

La formulation mixte nous a permis de réduire I'ordre de la
non-linéafité de l'équation d'équilibre. Après avoir ramené la
résolution de ce problème non-linéaire à celle des problèmes
linéaires en v(p), on va découpler les déplacements et les
contraintes correspondantes à I'ordre p. Cela nous permet d'utiliser
la méthode classique des éIéments finis en déplacements. on noæ :

v(p)

)v(p) t
I

N(p)  J

t
t

= {

vecteur  dép lacement  à  I 'o rdre  p

vecteur  cont ra in te  à  I 'o rdre  p

ou (m-l 24)

les équations

(m-1 2s)

+

vtpl
us (P)

w(p)

Le second membre F(p) peut être explicité en utilisant
(III-1 2l-c), ([I-l l4-b) et (III-1 7-d) sous la forme :

pl

\Z t1r1  No: fNL (V(p- r ) ,  ôU)
el

pl
- I  t  r*t (v(r),  v(p-r)) :  ôN

r=1

) *

N(r):lNL (V(p-r), ôU) + N(pr):trNL (V(r), ôU) l
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11 I
I  r* t  (V(r) ,  V(p-r))  :  ôN I  Oo
r=1 |

<<LV(p),ôU>>= f+*:  ôrL+1pL -  Cm-lN):  ôN+ K: C6:ôK
JL
o

N(p) -cmIrt(p)-rN(p)]

l -r-1l= Cml.t tnl  + I  rNL (V(r) ,  V(p-r)) l
LelI

On peut encore le décomposer en variat ion de contrainte et
variation de déplacement.

<< F(p) , zu >> =.q FN(p) , ôN >> + << F'(p) , OU
où

<< FN(p) , ôN >> = 
I{

(m-l 26-b)

. . trr(p),ôû >>= | , f '  t(  r(r).No + N(r) ):  rurl  v(p-r),0 u)roo
J r=1

(m-l 26-c)
d 'où

+ [c  No :  ôrNL (U,U)]Oo

= (( rN(p) , ôN >> + << Fu(p) , ôU >> (III- I 27)

En prenant ôus = ôw = 0 et ôN * 0 on obtient la loi de comportement
à I'ordre p.

(m-1 28)

En remplaçant N(p) par sa valeur (III- l 28) dans l'équarion (III- I
27), on obtient un problème en déplacement uniquement.
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<< L.V(p) ,  ô  u>> = << Ftp) ,  ô  Û>>

<< V(p) ,  V( l )  >> = 0 Pour P > 1

( I I I -  |  29-a\

( r r I -  1  29-b)

(III-1 29-c)

' FrTr : ô rL do (III-1 29-d)

où :  .<t .V(p),  ô u>>= Jtrr '  crn :  ô fL + K :  Cu :  ô K) da
çr

*À. JNo :  ô rNL dc)
o

et

<<F(p),

. . f , .V(p),  ôu>> = . .F(p),ôÛ>>

Après discrétisation par éléments finis
en util isant les notations habituelles
[Z|],IB3I,[B4],[D5], le problème matriciel

[Ke + x. Ke].{V(p)} = {F(p)}

VôU (ur- 1 30)

de ce problème on obtient,
de la mécanique-numérique
suivant :

(rrr- l  3l)

ô U>>=..f,,p,) , ô Utt* Jc,"
çl

III-I-}-| RELAXATION DU PROBLEME EN DEPLACEMENT

Les vecteurs déplacements V(pl sont les solutions du
problème variationnel défini par les équations (III- I 29)

où [ Ke ] est la matrice de rigidité élastique et I Kg ] est la matrice

de rigidité géométrique, { Vfpl } est le vecteur déplacement aux

noeuds et { f <pl } est le second membre exprimé aux noeuds. La

matrice [K" + 1," Kg] est la matrice de rigidité tangente au point

de bifurcation. On a à I'ordre I :

lKe+X.Kgl .  {V( l ) }  =Q

Cette matrice est singulière, donc le problème (III-1 3l) n'est pas
résoluble directement. La méthode des multiplicateurs de Lagrange
nous permet de prendre en compte la condition d'orthogonalité



(rrr- 1 29-b)
inversible se

et d'obtenir
formulant de la
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un problème global
façon suivante :

symétr ique et

(III-l 32)

ïl1
I
I
I
I

t-
| ". 

+Àc Kg

t---
I x'r

rfpl

où k est le multiplicateur de Lagrange introduit comme un
"intermédiaire" nécessaire de calcul. Ainsi on s'est ramené à la

résolution d'un problème inversible. Comme tous les vecteurs V(pl
ont la même matrice de rigidité globale, il suffit de I'inverser une
seule fois pour déterminer tous ces vecteurs.
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Formulation en
déplacement

Formulation
mixte

Formulation
opérationnelle

Problème linéaire
mixæ

Loi de comportement
à I'ordre p

Problème linéaire
en déplacement

Problème discrétisé
et relaxé

du
développement
asymptotique

ôPtLÛ1 =s

ôH-R-M [ ],, u, Nl = 0

U_[Ï]

L.U + (À-lc)L'.U + QQ,U) = 0

?u=7,n + 
à 

apr(p)

fr= À aP v(p)

<< V(1) ; V(p) )) = 0
pourp > 2

L. v(p) = F(p)

N (p) - cd rl(p) - r N(p) l

T. vfpl = T(p)

Ke+ ÀcKe iv,tilFrll

:v";--i; J[;J=
F(p) 

|

_{

Différentes étapes de la méthode asymptotique-numérique
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Sur ce tableau de synthèse, on décrit les différentes étapes de
la méthode asymptotique numérique. La formulation variationnelle
mixte nous permet de réduire I'ordre de non-linéarité de l'équation
d'équi l ibre, en nous ramenant à une équation fonct ionnel le
quadratique. Après injection du développement asymptotique de la
branche bifurquée dans cette équation d'équilibre, on se ramène à
la résolut ion d'une succession de problèmes l inéaires. ces
problèmes l inéaires mixtes se découplent aisément en des
problèmes linéaires en déplacement et contraintes correspondantes.
Après relaxation du problème en déplacement avec la condition
d'orthogonalité, on se ramène à des problèmes bien posés. Après
discrétisation pat éléments finis 2D, on peut établir un programme
de résolution numérique permettant de déterminer les branches
bifurquées de toutes les structures rentrant dans le cadre prédéfini.
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M-2 FORMULATION OPERATIONNELLE UNIDIMENS IONNELLE

III.2-O INTRODUCTION

La méthode asymptotique-numérique' décrite précédemment

peut être directement applicable aux coques en utilisant la méthode

à", éléments finis Zo. 
- 
l..lais I'utilisation d'une telle discrétisation

nécessite beaucoup de temps CPU. Comme dans cette étude on

s'intéresse spécifiquement aux coques cylindriques, la symétrie de

révolution de ces coques pennet I'utilisation des séries de Fourier.

Cette technique de Jéparition de variables ramène l'étude de la

coque à ceilê de sa génératrice. Je vais adapter c1tt9 technique à

I'analyse asymptotiquJ développée précédemment. Cela permet de

se ramener à deJ problèmes linéaires unidimensionnels qu'on

résout par la méthode des éléments finis lD'

III-2-I DECOMPOSITION EN SERIES DE FOURIER

pour les coques de révolution, la résolution du modèle complet

peut se réduire en une série de problèmes beaucoup plus simples.

La technique repose sur une analyse de Fourier de la dépendance

azimutale des .hu-pt de déplacements et de contraintes dans la

coque. Les variables indépendantes peuvent être séparées, et le

problè-r analytique bidimènsionnel peut se réduire à un modèle

numérique -onodi-tnsionnel. Cela permet de ramener l'étude de

l'équilibre de la coque, établie sur sa surface moyenne, à sa

génératrice avec la réduction du volume de calcul qui en découle.

Dans cette étude, on considère une coque cylindrique mince de

rayon R, de longueur L et d'épaisseur h. on note Par ur , u2 et w les

déplacements uiiul, circonférentiel et radial respectivement Fig.I-2.

L; dépendance en "y" sera éliminée en supposant que les

déplacàents U1(u,Y), U2(x,Y) et W(x,y) sont donnés respectivement

par ulo(x)sin nL, u2o(x)cos nL*, w(x)sin nL ou par ulo(x)cot nË'

u2o(x)sin nft, wn(x)cos rË On décompose de la même manière les

contraintes résultantes. Cette décomposit ion est usuel le en

mécanique des structures pour les coques de révolution tBl3l tBlTl

tztl.
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L'injection de ces décompositions dans l'équation d'équilibre mène à

une algèbre en fonctions cosinus et sinus lourde à manipuler. Pour

cela, on préfère la décomposition en série de Fourier complexe' Cela

mène à Considérer des fonctions à valeurs complexes et à remplacer

le produit scalaire par un produit hermitien. Les formes bilinéaires

<< L.U, ôU >>, << L'.IJ, ôU >> et trilinéaire << Q(U,U), ôU >> se ramènent à

des formes sesquilinéaires. On note le vecteur mixte V(x'y) comme

une pure harmonique d'ordre n Par :

v(x,y) =

ur(x)
i  u2(x)

w(x)
nrr (x)
nzz(x)

i  n12(x )

(III-2 1)

| " ,*

V(x,y) est déf ini  par I 'harmonique n et
unidimensionnel v(x) :

tv (x )  =  {  o t (x ) ,  i  uz(x) ,  w(x) ,  n r r (x ) ,  nzz(x) ,

par le vecteur

(rrr-2 2)

i  n12(x ) )

On obtient la décomposition réelle précédente en prenant

(rrr-2 3)V(x,y) + V(x,y) l

où V(x,y) est le complexe conjugué de V(x'y).

III-}-}DECOMPOSITION HARMOMOUE DES VECTEURS V(P)

Le développement asymptotique de la partie III- I nous a
permis de raméner le problème non-linéaire d'équilibre à une

iuccession de problèmes linéaires bidimensionnels. En utilisant la

séparation des variables précédentes, on peut se ramener à la

réiolution de problèmes linéaires monodimensionnels. Avant

d'appliquer cette technique aux calculs des V(p)' on va décomposer
ces problèmes linéaires suivant chacune des harmoniques formant
le nèct"ot V(p). Cette étape intermédiaire nous permettra de

déterminer, de manière claire, les problèmes l inéaires
unidimensionnels à résoudre.

it
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or v(0,2) est le conjugué de v(2,0), donc la détermination de v(2)
revient à la résolution numérique des deux équations en v(2,0) et
v( I ,1) .

Ordre 3

En utilisant les décompositions précédentes de v(l), de v(2) er (III-
l ZL-c) on obtient :

L.V(3) = -t(2)L'.V(l) -2Qry(l), V(2))

= - [ t(2) L'.V(1,0) + (2) L'.V(0,1) + 2 ery(1,0), V(2,0))
+ 2 Qfl(I,0), V(l,l)) + 2 ery(1,0), V(0,2))
+ 2 Qff(0,1), V(2,0)) + 2 ery(0,1), V(l,t))
+ 2 Qff(0,1), V(0,2)) I GLI_Z t2)

Détermination de t(2)

En faisant le produit hermitien de l'équation (llr-z 12) avec v(l,O)
et en suivant les démarches précédentes pour déterminer t(l) on
obtient : (lll_Z 13)

t (2) =- z 4 v(  1 ,0) ,v(  1 ,  1){grq) >> + << Q(V(0,1),V(2,0)),V(1,0) >>
<< L ' .  V(1,0) ,v(1,0)  >>

Détermination de V(3)

On décompose V(3) suivant les harmoniques 3n,
V(3) = V(3,0) + V(2,1) + V(l ,2) + V(0,3)

où
L.V(3,0) - - 2Q (V(1,0), V(2,0))

[ r - l l r - 3 n :

(ilI-z 14)

L.V(2,1) = -  t (2)  L ' .V(1,0) -  2Q (V(1,0),  V( l , t ) )  -2e(V(0,1),  V(2,0))
L.V( l ,2)  = -  t (2)  L '  .V(0,1) -  2Q (V(0,1),  V( l , t ) )  -  2e (V(1,0),  V(0,2))
L.V(0,3) - - 2Q (V(0,1), v(0,2))

La détermination de v(3), revient à la résolution des quarre
équations. or v(0,3) et v(1,2) sonr les conjugués respectiis de
v(3,0) et v(2,1). on n'a alors à résoudre numériquement que les
deux équations déterminant V(3,0) et V(2,1).

TTT-Z-Z-b ORDRES SUPERIEURS

Pour déterminer les v(p) et les t(p) aux ordres supérieurs, on suit
les mêmes étapes décrites précédemment.
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Ordre p  pour  P)3

Les vecteurs V(P) et les
manière récurrente à Partir
l 'équation :

se déterminent
précédentes et

v(p -  r ) )

ients t(p)
descriptions

D - l
Ft

à q ( v( ') ,
r= l

coeffic
des

de
de

p - l

L.v(p)
r= l

i t ion I I I-  I

Le vecteur mixte V(p) se décompose suivant les harmoniques sous
p

la forme : V(p) = ) v(p - j, j) (III-2 15-a)
j=0

où: V(p - j, j) est une harmonique pure d'ordre (p-2j)n

v (p- j, j) (x, y) = v (p - j, j) (x) 
"i(p-2j)nv/R

Les vecteurs V(p - j, j) sont les solutions des problèmes linéaires
suivants :

EIûz l

r.V(p - j, j) = -
k=0

P1 q

q=1 k4

avec laconvent ion V(p,q)=0 s i  p<0 ou q<0

Cette proposition
tous les ordres.
suivante :

permet de déterminer
les coefficients t(p),

les vecteurs V(p) à
on a la proposition

nous
Pour

ion ll[-2

Les coefficients t(p) sont donnés par :
t (2p + 1) = Q Gll-z 16)

t (2p)=-# ' ' i ; t (2r+2) . .L , .V(P.r ,p. r - l ) ,v( l ,0)>>)

* 2 L i .. QIV(r-s,s), V(p+l-r+s, p-s)1, V(1,0) >> l
r= I s=()

Pour la démonstration de ces propositions, on renvoie à I'annexe A.
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III-2.3 PASSAGE DE 2D A lD

A I 'aide de l 'étape intermédiaire précédente et de
décomposition de Fourier, on peut clairement déterminer
problèmes linéaires lD à résoudre.

I I I-2-3-a Formulat ions monodimensiennel les

Un des avantages de la formulation en opérateurs introduite
précédemment est la souplesse avec laquelle on peut lui adapter la
décomposition de Fourier.
Aux opérateurs bidimensionnels L, L' et a on peut associer des
opérateurs monodimensionnels I,J,' etq.
Pour définir ces opérateurs, on note par V(x, y), V'(x, y) et V"(x, y)
des vecteurs d'harmoniques pures d'ordre k , k' et k"
respectivement. On pose:

L.V (x, y) = [ [ç .v(x) ] sikv/n

l a
les

L'.V (x, y) = [ ['ç .v(x) ] sikv/n

Q( V(x, y), V'(x, y) )= er, r ( v(x), v'(x) ) 
"i(k+k')v/R

(rrr-2 L7)

(rrr-2 18)
s i  k=k '

s i  k=k '

s i  k+k '=k"

considérer l", l '*
sur des vecteurs
les vecteurs v(x)

(rrr-219)

On a ainsi déterminé les opérateurs linéaires tk , f,'k et bilinéaire
symérique tlr, r' agissant sur des fonctions à unique variable x.

A I'aide de I'orthogonalité du système { 
"ikvn 

} sur [0, 2rR], on
obtient les formulations variationnelles suivantes :

<<L.V,V ' )=0
<<L ' .V,V ' ) )=0
<<Q(V,V ' ) ,V">>=0

et
<<L.V;V '>> = < [k .v ;v '>
<<L' .  V ;  V '  >> = ( f , ' t .  v  ;  v '>
<< Q (V, V') ; V" >> = < 4br, (v ; v') ; v" >

Par définition des opérateurs L, L' et Q , on peut
et tl h y comme des opérateurs réels agissant
mixtes à valeurs réelles. Cela revient à considérer
de la forme :

s i  k*  k '
s i  k+  k '
s i  k+k ' *k"
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tv(x)  =  {o t ( * ) ,  uz(x) ,  w(x) ,  n11(x) ,  n22(x) ,  n rz(x)  }

Le complexe i, multiplicateur de uz (x) et de ntz (x) , est éliminé
par le produit hermitien. On l'élimine alors dans la définition de
v(x) et on considère
sur [0, L]. Par ces notations, oD se ramène à des formulations
variat ionnel les unidimensionnel les définies sur des fonct ions à
valeurs réelles. A noter aussi que cette notation réelle de v(x)
permet d'avoir la symétrie v(p, q) (x) = v(q, p) (x).

ll[-2-3-b Problème linéaire lD

En utilisant les notations précédentes, on va formuler les équations
linéaires pemettant de déterminer les vecteurs V(p).

Calcul des vecteurs v (p - i .û r" l .

Ordre I
A I'ordre I on a à résoudre l'équation (lll-2 7), qui se ramène à
l'équation lD en v(1,0) (x) :

lo.v(1,0) (x) - 0 (lll-2 20)

Ord,re2

Ona:  t ( l )=Q
et v(2) = v(2,0)(x) 

"2invlR* 
v(1,1)(x)+ v(0,2)(x) e- 2invlR'

où: (llI-2 2l)

Ordre3
En ramenant l'équation (lll-2 13) donnant t(2) à -la formulation
lD, on obtient :

(ll[-2 22-a)
t(2) =

_2 <. ln .o [v (1 ,0) ,v ( l , l ) ]  ,  v (1 ,0)>  +  <q-o .zo [v (0 ,1) ,v (2 ,0) ]  ,  v (1 ,0)>

. t 'o  v (1 ,0) ,  v (1 ,0)>

et le vecteur mixte V(3) est donné par :

I tr^.v(2,0) (x)

I r" .v( 1,1) (x)
L [ -  ,n  .  v(0,2)  (x)

-  -  qo.  o I  v(1,0)(x) ,  v(1,0)(x)  ]
-  -zqn,-n I  v(1,0)(x) ,  v(0,1Xx)  ]
= -  { -n. -o I  v(0,1)(x) ,  v(0,1)(x)  ]
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3
v(3)

j=0
solutions de : (ilI_Z Zz_b)

f,3n .v(3,0) (x) = - 2 4n,2n [v(1,0), v(2,0)]

[ ,n .v(2,1)  (x)  =  -  t (2)  [ 'n  v( l  ,0)  -  24n,  o  [v(1,0) ,  v (1,1) ]
-  2 l_  n .  zn [v(0,1) ,  v (2,0) ]

[  -n  .v(1 ,2)  (x)  =  -  t (2)  f , ' -o  .v(0,1)  -  Z  4_n,0 [v(0,1) ,  v (1,1) ]
- 2 4r, -2o [v(1,0), v(0,2)]

L - tn.v(0,3) (x) = - ) ,4_ n. _zn [v(0,1), v(0,2)]

Ordre D

Suivant la proposition (III- I ), V(p) est somme de (p + l)
vecteurs:

v(p)
j=0 j=0

où les vect€urs v(p - j, j)(x) sont des solutions de l'équation:

avec laconvent ionque v(p ,g)=0 s i  p<0 ou q<0 ( l l_223_a)

La condition de symétrie v (p, q) = v (p, q) permet de résoudre
seulement + problèmes pour détenniner V(p).

2

erdt r
[p-zi .v (p - j ,  j)  (x) = - ), ,1r*y I ' p-z j  . v  (P- j - k ,  j - t )

k=1

b't 4r-2s,p-2j-r+2s I v(r-s,s), v(p-j-r+sj-s) ]
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La proposition (lII-2) donne
détermine en formulation lD

aussi le coefficient
par :

t(zp) qu'on
(rrr-2 23-b)

t(2p) =
-1

<f , 'n  v(1,0) ,v(1,0)>

p - l
sr

I  L  t (2r)< f , 'o .v(p+ 1-r ,p-r ) ,  v(  1,0)>
r=1

*2Li .4t -2s, | . r+zs[v(r -s ,s) ,v(p+l - r+s,p-s) ] ,v( l ,0)>
f= I s=0

Ill-2-3-c Problèmes en déplacement lD

Après avo i r  fo rmulé  les  équat ions l inéa i res
monodimensionnelles, on va découpler les déplacements et les
contraintes afin d'util iser la méthode des éléments finis 1D
classique. On note

[  
-<n- : , : l  déPlacements lD

v (p-j, j) = 1
L n  (p- j ,  j )  cont ra in tes  lD

où

fu" (p-j '  j ) l
' (p-j , j )= 1 |

Lw (P- j '  j )J

à I 'o rdre  p

à I 'o rdre  p

(rrr-2 24)

On adopæ pour la suite les notations suivantes:
f(p - j , j) : second membre lD correspondant à v (p-j, j)

TL et TM les tenseurs de déformation linéaire et non-linéaire et k
le tenseur de courbure unidimensionnels.
La condition d'orthogonalité 2D << V(p), V(l) )) = 0 devient :

<T(p- j , j ) ;  v ( t ,O)>=0 s i  P-2 j= l  ( l l l -225)

La résolution du problème en déplacement 2D << T, Y(p), ôT>> =

<<Rp), ôT>> est alors équivalente à celle des problèmes lD
suivants :
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(rrr-2 26)

It t_rt :=0,p
{

I
t<  u(p- j ,  j )  ,  

-v(  
l ,o)

L
* t " "  I  no:ôTNL dx

0

ou
7

<Up-2 j .  v (P -J ,  I ,O  U )=
L

p-l I
n(p- j j )=CmtÉ(p- j j )+ E Iy*(  v( l -s-s)  ,  v(p- l - j+sj -s)  )  l

l=1 sO

I (,TL(p-i, i) : c- : ôyL + tk(p-j, j) : cu : ô k ) dx

et le second membre est donné par :

(y3)/2 L
.T(p-j j ) ,  ô u>=-2 

- 
I  (2k+2) f  n'  r  T1Nr-[v(p-k- j- l j -k- l) ,ô u] dx
k4o

p-l r I,

l=1 m=O o

p-l l \'

l=1 m$ o

La contrainte unidimensionnelle correspondant à v(p-jj) est donnée
par :

(rrr-2 27)

La résolution numérique des problèmes linéaires lD (lll-2 26)
permet de déterminer les composantes harmoniques du vecteur

Vtp) à chaque ordre p.
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ilI-z-4

Après avoir déterminé les problèmes en déplacement, on va
décrire brièvement les différentes étapes de résolution. Le passage
de 2D à lD permet de nous ramenef à la génétatrice du cylindre.
Cela nous permet d'util iser les éléments finis de poutre les plus
simples. On approxime les déplacements axial ul et circonférentiel
u2 par interpolation de Lagrange et le déplacement radial w par
interpolation d'Hermite.

Ordre I

A I'ordre 1, on a à déterminer le mode de flambage v(1,0)(x)'
solution du problème matriciel suivant:

[k"(n) + x" ke(n) ]  . {  î11,0;1= s (rrr-2 28)

où [ ke ] et t kg I sont les matrices de rigidité lD élastique et
géométrique, n est le nombre d'ondes circonférentielles.
La résolution de ce problème de valeurs propres permet de
déterminer la charge critique l,c, qui est la plus petite valeur

propre, le mode propre correspondant { 
-v 

(1,0) } et le nombre
d'onde critique donnant la plus petite valeur propre. La contrainte

ro(1,0) correspondant à v(1,0) s'obtient par la formule (lll-2 27).

Ordre 2

A I'ordre 2, on a à déænniner les vecteurs v(2,0) et T(1,1) solutions
des équations :

<J,^i1z,o), ô T >=<T(2,0) ; ô ï>
=

<[o.  r (1 ,1) ,  ô Ï>=<Ï1 ,1) ;  ô  u  >

Après discrétisation par éléments finis on obtient le problème
matriciel suivant :

[k.(2n) * x" kg(2n) ].{ît2,0) }= { T(2,0) }

[ tr(o) * x. kg(0)] .{  î(1,1) } = { T(r,r) }

où n est le nombre d'ondes critique déterminé

(rrr-2 29)

précédemment.
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Après avoir calculé ï(z,o) et v(l,l), on détermine facilement les
contraintes correspondantes n(2,O) et tJ ( l,l ).
A noter que seule la matrice de rigidité rangente [k"(n) * r" kg(n)]
associée à I'harmonique pure n est singulière. Les différentes
matrices de rigidité associées à I'harmonique j.n pour j+l sont
inversibles. Le problème (rlr-z zg) se résout alors sans avoir
recours à la relaxation.

Ordre p

on a vu que pour déterminer T(p), on doit calculer (ptt) vecteurs
2

tTp-jj) (x) qui sonr des solurions des équations matricielles :

[k" ((p-zj)n) + À. ke((p-2j)n)] {î(pjj) } = { T(p_jj) } (rr_2 30)

ce problème matriciel est inversible sauf dans le cas
Dans ce cas la relaxation de ce problème par
d'orthogonalité lD

où p-2i = 1.
la condition

.utp- j j ) ,T(1,0)>=0 avec V2j = |

mène au problème bien posé: (rrr-2 3l)

FI
on détermine alors facilement les vecteurs 

-v 
(p-j,jXx) après

inversion de ces problèmes.

Finalement, la détermination des termes de la série (III-I 19)
jusqu'à I 'ordre p nécessite I 'assemblage de (p+ l  )  matr ices
correspondantes aux opérateurs rD f,o , f,o ,...Lnn . chaque vecteur
V(p) nécessire:

I ur.*rr, + xc.kerp-zj)
I
t----
l- 

' u<r'ol
t-
I
I
! I

r-
I 
v(e-j

[ ;

*r,0, 

-]

;l
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- I'assemblage de plL +1 seconds membres
- La résolution de pl2 +l problèmes lD en utilisant les matrices
précédemment assemblées et stockées.
Ainsi on a établ i  un code d'élément f inis lD permettant de
déterminer les vecteurs v(p-j,j) pour tout ordre p donné. La
détermination des coefficients t(p) se fait de manière simple par la
formule (lII-2 23-b).

III-2-5 CONCLUSION

Les paragraphes III- I et llr-2 fonr I'objet du développemenr
de la méthode asymptotique numérique pour les structures ayant
ou non une symétrie de révolution. Durant cette présentation on a
présenté les différentes étapes pour ramener la résolution de
l'équation non-linéaire d'équilibre à celle d'une succession de
problèmes linéaires. Comme tous ces problèmes linéaires ont la
même matrice de rigidité, cette résolution nécessite alors une seule
inversion de matrice. Cela nous permet un gain considérable en
temps de calcul.

Pour les coques de révolut ion, la décomposit ion en
harmoniques ramène l'étude de l'équation d'équilibre, établie sur la
surface moyenne, à celle de la génératrice de la coque. Cette
séparation de variables permet de décomposer la matrice de
rigidité globale et les vecteurs v(p) en petites matrices et petits
vecteurs associes à chaque harmonique. Le choix de la troncature
de la série asymptotique à I'ordre p nécessite I'inversion et le
stockage de (p+l) petites matrices.
Cela nous permet d'établir un code de calcul d'éléments finis lD
permettant de déterminer le post-flambage initial des coques de
révolution avec la réduction du volume de calcul qui en découle.
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III.3 NPPTTCATION AU FLA
DES COOUES CYLINDR

rrr-3-1 FLATVTBAGE pES COQUES CYLINDRIOUES

Avant de passer à la résolution des équations déterminant les
branches bifurquées, nous allons décrire brièvement la résolution
numérique du problème de flambage. On donne quelques résultats
numériques du f lambage du cyl indre sous pression externe,
pression latérale ou compression axiale.

La détermination de la charge critique et du mode de
flambage revient à la résolution numérique de l'équation :

<<L.V(1,0) ,ôU>>=0

Suivant les étapes décrites précédemment, on se ramène à la
résolution du problème unidimensionnel en déplacement :

<[o.7tr,o)(x);ô-u> = o

où n désigne le nombre d'ordre circonférentiel.
Après la discrétisation par éléments finis de
obtient le problème matriciel :

I  t " (n)  + ] r"  ke<n) ]  tn ( t ,O) ]  = 0

la génératrice, on

où [ t"(n) + À" ketn) ]  est la matr ice de r igidi té tangente

ett; (1,0) ) le vecteur déplacement aux noeuds. Ainsi on s'est
ramené à la résolution d'un problème de valeurs propres.
Il est bien connu que ces matrices de rigidité sont des matrices
symétriques et bandes (via un assemblage adapté), mais de
"grande" taille. Ce qui nécessite des algorithmes de résolution bien
appropriés. Comme la charge critique de flambage correspond à la
plus petite valeur propre, on peut utiliser des algorithmes de
problèmes spectraux permettant de déterminer uniquement les
plus petites valeurs propres et les modes correspondants. Nous
utilisons ici la méthode des itérations de sous-espace, qui est I'une
des méthodes les plus adaptées à ce genre de problèmes. Pour une
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description détaillée de cette méthode, on renvoie à tB3l tCSl' Ainsi

on a établi un code de calcul des éléments finis lD permettant de

déterminer les charges critiques et les modes associés pour les

différents types de chargements et de conditions aux limites.

I I I-3- l-b Flambage du cyl indre

On considère un cylindre élastique homogène et isotrope de

rayon R, de longueur L et d'épaisseur h. E désigne le module

d'Young et v le coefficient de Poisson. On prend pour ces résultats

R./h = 405 et v = 0.3.

I I I-3-1-b-1 Cyl indre sous pression

On suppose que la coque est soumise à une pression externe P'

On dresse ici quelques résultats numériques de charges critiques et

de modes de flambage.

Pression externe C. L. Cl Mt = 405, L/R = 1.L376, Z = 5N
nombre d'ondes n =13 et Pc = 0.350624

Fig. III-I Mode de flambage lD et 2D

-100

-200

-L
2,

0 1
Wh
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VALEURS
PROPRES

MODE I et MODE 2 MODE 3 et MODE 4

1 = 0.35O624

2 = 0.801185

3 = 1.616939

4 = 2.582422
-100

Pression externe c. L. cl, R/h = 405, L/R = 1.1376, z= sC/J' n =13
Fig. rrl-2 Premiers modes de flambage et charges associées

Ce code de calcul permet de déterminer les premiers modes
propres et les charges correspondantes. Les résultats numériques
ainsi obtenus ont éré validés avec les résultats de [s9], [Bl3], [A6],
lAll, tY2-31.

Sur la figure III-1,
génératrice du cylindre et
pression externe et de la
Sur la figure III-2, on
flambage et les charges (

on présente le mode de flambage sur la
sur le demi-cylindre dans le cas de la
condition aux limites d'encastrement Cl.
dresse les quatre premiers modes de

valeurs propres ) associées.
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VALEURS
PROPRES MODE 1 et MODE 2 MODE 3 et MODE 4

I = 0.35930

2 =0.87709

3 = 1.95622

4 = 3.54882 -100

1
W/h

1
W/h

L
2

Pression latérale C. L. Cl, R/h
Fig. III-3 Premiers modes de

= 405, L/R = 1.1376, Z = 5@., n =13
flambage et charges associées

cette figure présente les quatre modes de flambage et charges
associées dans le cas de la pression latérale et la condition aux
limites d'encastrement Cl.

Dans ces deux cas de pression externe et latérale, on remarque
qu'il y a un grand êcart entre la première charge critique et les
suivantes. Cela nous permet d'étudier le post-flambage du cylindre
sous ce type de chargement, en utilisant la bifurcation simple et la
méthode asymptotique-numérique décrite précédemment.
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III-3- l-b-2 Cvlindre sous comoression axiale

on suppose que le cylindre est soumis a une compression
axiale o. On donne des résultats numériques des premiers modes de
flambage dans le cas des conditions aux limites Cl et 52.

-100

1
Wh

Compression axiale C. L. Cl, R./h = 405, L/R = L.1376, Z = SCf,
n = 18 oc = l49'.gg

Fig. III-4 mode de flambage lD et 2D

Cette figure présente le mode de flambage sur la générarice et sur
le demi-cylindre dans le cas de la compression axiale et la condition
aux limites d'encastrement Cl. On voit qu'il y r une différence
fondamentale entre les modes de flambage sous les deux types de
chargement de pression et de compression.
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Compression axiale C. L. Cl, R/h = 405, L/R = 1.137, Z=50O n = 18
Fig.III-S Les premiers modes de flambage et charges associées

Sur la figure III-5, on dresse les quatre premières charges critiques
et les modes correspondants dans le cas de la compression axiale et
de la condition aux limites Cl.

On remarquer pour ce type de chargement que les premières

valeurs propres sont très voisines ainsi que les modes propres

associés. Dans le cas de la condition aux limites 52, le mode de

flambage r une forme particulière Fig. III-6, mais les valeurs

propres restent très proches. Cela induit une forte interaction entre

les modes de flembage associés à ce type de chargement.

VALEURS
PROPRES

MODE I et MODE 2 MODE 3 et MODE 4

I = 1495.99

2 = 1496.08

3 = 1503.87

4 = 1503.87
-100



Fig. III-6
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ion æriale, C. L. 52, Z = 5N n = I oc = 747.88

VALEURS
PROPRES MODE I et MODE 2 MODE 3 et MODE 4

I  =747.88

2= 1501.478

3 = 1513.538

4 = 1520.003

200

100

0

-100

-200
L
L

01
Wh

-1 0 1
W/h

Compression axiale, C. L. 52, R/h = 405, L/R = t.137 Z = 500 n = I
FIg.III-7 Les premiers modes de flambage et charges associées
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Il est connu que la théorie classique du post-flambage de
Koiter nécessite que les modes de flambage soient suffisamment
distincts et de nombre fini tP5-61. Cette théorie n'est donc pas
applicable pour l'étude du post-flambage du cylindre sous ce type
de chargement. Pour l'étude de ce genre de problèmes, la théorie du
post-flambage cellulaire est la plus adaptée. Cette théorie permet la
prise en compte de I'interaction des modes de flambage voisins.
Pour une bibliographie complète sur ce sujet, on renvoie au livre

tw2l et à [P6], ID2L

Comme dans le développement de cette méthode, on s'est
restreint, jusqu'à présent, à la bifurcation simple, on ne tiendra pas
compte de I'interaction des modes. Cela nous permet d'étudier le
comportement post-critique des plaques moins élancées et des
cylindres sous pression rentrant dans ce cadre.
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ITI-3-2 ETUDE DU POST-FLAMBAGE DU CYLINDRE SOUS PRESSION
DflERNE

L'étude de l'état des structures minces au voisinage du
flambage est d'une grande importance. Pour cela la détermination
de la charge critique seule n'est pas suffisante en général, mais il
est nécessaire de clarifier le comportement du post-flambage, qui
est le comportement de la structure après. le flambage. Pour les
coques cylindriques sous pression ou compression, on a vu au
chapitre (I-2-3-3) qu'on obtient une bifurcation avec une chute de
rigidité. Cela induit une apparition d'un chargement minimal et une
sensibilité aux imperfections. Les raisons principales de l'étude du
comportement post-critique sont de mieux estimer la charge
critique, surtout en présence des imperfections, et de déterminer le
chargement sécuritaire que peut supporter la structure.
Dans ce chapitre, on néglige les imperfections et on utilise la
méthode asymptot ique-numérique décri te précédemment pour
déterminer les courbes charge-déplacement de l'état post-critique
du cylindre sous pression externe.

III 3-2-a Réalisation numérique

Après avoir calculé la charge critique Ic et le mode de
flambage v(1,0) correspondant, on va déterminer les vecteurs v(p)
et les coefficients t(p) de la série (III-I l9). On a réalisé un code de
calcul d'éléments finis permettant de résoudre ces problèmes. Ce
code nécessite :
- Les paramètres géométriques du cylindre (R, L, h)
- Les paramètres du matériau (E et v dans le cas isotrope)
- Les conditions aux limites
- L'ordre de troncature de la série entière.
Le seul paramètre, spécifique à la méthode qu'on fixe à I'avance, est
I'ordre auquel on veut arrêter la série entière (III-I l9).
Pour un ordre p choisi, on calcule les (p+1) matrices de rigidité
tangentes suivantes.

Pourj  = 0, p
I ke(p - 2j)n * I, kg(p - zj)n I

et si p-2j - I

I  v (  1 ,0ke(n)  r  À"  ke(n)

tu( t ,O)
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Ces matrices de rigidité tangentes sont symétriques et définies
positives. On les décompose par la méthode de factorisation de
Cholesky, [83] et on les stocke.
on détermine au fur et à mesure les vecteurs v(q) pour q variant
de2 àp.

q
Comme V(q) = I n(q-j,j) et v(q-j j) = v(i,q-j)

F0
on a besoin de résoudre (E( 

| )+ I ) problèmes linéaires déterminant

v(q-jj) pour j=Q à E(+) Cæ vecreurs v(q-j,j) correspondent aux'2

matrices t ke (q-2j)n + 1., kg (q-2j)n I srockées précédemment. on
résout ces systèmes linéaires par la méthode de Cholesky. Cette
méthode se compare très favorablement aux autres méthodes de
résolution de systèmes linéaires.
Le calcul des coefficients (p) s'obtient facilement par la formule
(rrr-2 23).

lll-3-2-b Branches bifurquées

Les branches bifurquées sont données par les séries entières

[ t  =  a  V( l )  +  a2Y(2)  +  . . .  =  )an V(n)
I

{ tÈl

l f  
=  f ,  *  a t ( l )  + a2t(2)  + . . .  -  t .c  + lan t (n)

\ t>1
Comme la géométrie du cylindre est caractérisée par le paramètre
deBatdorf z(z=rf1 - 1z1l- ), nous avons déterminé les branches

Rh
bifurquées pour différentes valeurs de z. Les figures suivantes
présentent la convergence de ces séries vers la branche solution.

III-3-2-b-cr Conversence vers la branche solution

comme dans cette étude on a négligé le préflambage en
déplacement, on va présenter les courbes 

- 
charge-déplacement pour

z>loo. (pour z>loo, le préflambage en déplacement est usuellement
négligé dans le cas de la pression). L'étude de I'influence du
préflambage sera faite ultérieurement.

sur les figures suivantes, orl représente le paramètre de
charge Kp en fonction de la déflexion latérale rL rapportée à
l'épaisseur h. Ces courbes conespondent à différentes tiôncatures
de la série asymptotique pour différentes valeurs de z.
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Les f igures I I [ -8-a,  e t  9-a montrent  une amél iorat ion
successive de la solution obtenue suivant les ordres de troncature
de la série. On améliore alors considérablement les solutions de
I 'ordre deux, données par les approximations classiques du post-
flambage. Les figures III-8-b, 9-b, l0 et I I monrrent la portion de
la branche solution obtenue aux ordres supérieurs. Pour Z = 200, on
détermine la branche bifurquée jusqu'à w/h = 2, pour Z = 500,
jusqu'à wÆr = 3 et pour Z = 1000 (cylindre long) jusqu'à wlh = 4,5.
On remarque qu'au delà d'une certaine limite, qui correspond au
rayon de convergence, les séries polynomiales tronquées divergent.
Cela limite la zone de validité des résultats ainsi prédits. Ce rayon
de convergence est fonct ion du paramètre de Batdorf z
caractérisant la géométrie de la coque.
Ainsi on obtient analytiquement le post-flambage initial de la coque
cylindrique sous pression sans aucun paramètre de contrôle.

Pour une comparaison des résultats obtenus par cette
méthode asymptotique et ceux obtenus par la méthode itérative de
Newton-Raphson, nous présentons sur la f igure r l l -r2 une
application à la plaque chargée dans son plan tAlZ-131.

< < 4

l t l

t 0

WH

Fig. Ill-t2-a
Branche bifurquée de la
la méthode asymptotique

NET,TTON n^fi lsoN

RAYON DE CONVERGDNC E

O R D R D  I 6

5

W/FI

Fig. I I I-12-b
plaque chargée dans son plan obtenue par
et par la méthode de Newton-Raphson.
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Sur la f igure I I I-12, on présente le comportement post-

cr i t ique d'une plaque rectangulaire chargée dans son plan. La

branche bifurquée est déterminée par la méthode i térat ive de
Newton-Raphson (so lu t ion "exacte")  e t  par  cet te  méthode

asymptot ique-numér ique tA l2-131.
Pour la détermination de la branche bifurquée dans ce cas, on suit
les mêmes étapes décrites au paragraphe -III-1. Sur la figure III-
l2-a, on présente la branche bifurquée obtenue à différents ordres
de troncature de la série. On remarque 

^gu'on 
peut déterminer la

branche bifurquée de la plaque jusqu'à 3 =1 ,4 et 1 =1,6. Sur la-Àch

figure III-12-b, on détermine la solution à l 'aide de méthode
itérative de Newton-Raphson. Cette méthode permet de déterminer
la totalité de la branche bifurquée mais nécessite un grand temps
de calcul C.P.U. Les deux solutions coincident parfaitement jusqu'au

rayon de convergence de la méthode asymptotique.

rrr-3-2-b-pRayon de convergence

Le développement asymptot ique du chargement et du
déplacement est fait au voisinage du point critique en fonction du
paramètre "a". Pour des petites valeurs de î, les solutions
asymptotiques-numériques convergent vers la branche solution.
Mais au-delà d'une valeur critique de a, les séries polynomiales
tronquées se séparent de la solution et divergent indépendamment
de I'ordre de la troncature. Cette valeur critique de a correspond au
rayon de convergence de la série qui est visiblement clair dans les
différents cas de structures étudiés. Cette limitation de la zone de
convergence est très fréquente dans les méthodes asymptotiques.
Dans le cas des plaques, on a fait différents tests pour voir la
variation de ce rayon de convergence [A12-13]. En faisant varier les
conditions aux limites (articulation, encastrement, libre), la forme
de la plaque ( rectangulaire, circulaire) et le chargement, le rayon
de convergence ne varie pas de manière significative.
Dans le cas du cylindre sous pression, on remarque que cette zone
de convergence augmente avec le paramètre géométrique Z
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TTI.4 PRISE EN COMPTE DU PREFLAMBAGE

III-4-O INTRODUCTION

Par I 'approche stat ique de problèmes de bifurcat ion, on
cherche à déterminer si différentes configurations de la structure
existent sous un chargement donné. En augmentant le chargement,
la relation entre le paramètre de charge et le déplacement
correspondant déf ini t  un chemin fondamental.  Le point de
bifurcation est défini par la non-unicité de ce chemin fondamental
au voisinage des solutions d'équilibre.

La technique de perturbation introduite par Koiter tK5l er
retravaillée par Budiansky tBl6l permet de déterminer les autres
solutions d'équilibre au voisinage de la solution fondamentale.
Typiquement, le déplacement du préflambage est négligé dans cette
procédure, comme c'est le cas pour certaines structures. Mais il y a
des exemples techniques importants pour lesquels négliger les
déplacements de préflambage mène à des erreurs. Tompson tT3l et
Kerr et Soifer tKl ll ont démontré que même la linéarisation de la
solution fondamentale mène à des résultats erronés pour certaines
structures. L'approche la plus désirable est alors la prise en compte
du préf lambage non-l inéaire, mais cela rend les équations
d'équilibre plus complexes. Fich tFzl a, généralisé le travail de
Budiansky sans avoir à négliger ou à linéariser le préflambage en
utilisant une méthode d'itérations progressive pour la résolution.

D'autres auteurs comme Masur et Schreyer tMll, Glaum,
Belytschko et Masur tc2l ont développé une méthode incorporant
directement les effets du préflambage dans le problème de
flambage. Cette méthode utilise le développement de l'état du
préflambage en série entière du paramètre de charge, par
conséquent le degré de précision dépend du nombre de termes
retenus.

Dans ce paragraphe, on présente une variante de la méthode
asymptotique-numérique permettant la prise en compte du
préflambage non-linéaire. Cela nous permettra de déterminer la
branche fondamentale non-linéaire et le point de bifurcation sur
cette branche en résolvant des problèmes linéaires. Cette méthode a
différentes applications dans la recherche de valeurs propres,
surtout en vibration. On se restreindra dans ce chapitre à l'étude du
flambage et post flambage du cylindre en prenant en compte le
préflambage non-linéaire.
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III-4- I Problème de préflambage

Dans l'étude des problèmes de flambage du cylindre, il est
habituel de supposer que la déformation du préf lambage est
constante ou nulle. Cela mène à supposer que les bords du cylindre
sont l ibres jusqu'au moment de f lambage; pourtant,  durant le
processus de flambage les bords sont retenus (encastrement ou
articulation). Pratiquement, les conditions aux bords sont les mêmes
durant les processus de préflambage et de flambage, et il apparaît
au voisinage de ces bords des déformations et des contraintes non
uniformes avant le flambage. Les effets des déformations de
préflambage sur la stabilité du cylindre onr été étudiés par
plusieurs chercheurs sous différents chargements tS l0l tFll tA6l
IY r-2-31.

Dans ce paragraphe, on va décrire une variante de la méthode
asymptot ique-numérique permettant la pr ise en compte du
préflambage non-linéaire.
Dans l'étude faite aux paragraphes précédents, j 'ai négligé le
préflambage en déplacement. Pour en tenir compte, on doit
résoudre les équations suivantes :

f (U ' )  +  Q(Uo,Uo)  = l ,  f

r (U)  + 2 Q(Uo,U)  + Q(U,U)  = 0
(rrr-4 l)

(Jo = représente le préflambage.
{  ; " }

f(+ 
J,ôN

o

I'oN
ç)

où I, Q et f sonr donnés par (III-I Z-a-b-c)
Avant d'étudier le flambage et le post-flambage, on va
équations du préflambage.

<< f(Uo), ô[J >> + << Q([J", (Jo), ôU >> = <( ?uf, zu >>.

expliciter les

(rrr-4 2)

: [fl.(uo) - C;t No] + tôK : Cu: K(uo) + tôfl- : No +

.  1 ' t l l (uo ,  uo) . r -  !  t fNL (u" ,  ôu) :  No = r l f  Ou
o

En absence de toute imperfection dans la géométrie et le matériau
de la coque ainsi que dans le chargement, la déformation de
préflambage est axisymétrique. C'est-à-dire que les composantes du
vecteur déplacement sont :
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I  uo =  uo(x)
uo= lu"=O ( i l I -43)

I  wo = wo(x)

Cela mène avec les conditions aux limites [Yl-2-3], [A6], [82] à :

I  N 'x  =  ç te
I
1 __^ tr  h (rrr-4 4)
I  N 'y  =  v  Nox -  E i *o
tR

On suppose que le cylindre est soumis à une force de compression
axiale F = 2 æRÀoh et à une pression uniforme latérale ou externe IP
où À est un paramètre de charge, o est la contrainte de
compression et P est la pression. On obtient alors :

(
I  Nox= =-)çoh-rPl1
l2
r (rrr_4 5)

IN"y=vNox-ff*"
où e = I ou 0 pour une pression externe ou latérale.
En remplaçant les contraintes Nox et Noy dans (III-4 z) on obtient
une équation en déplacement latéral wo seulement, soit :

(rrr-4 6)

I[  
t  wo,xx ôw,xx . E*+ wo ôw] o* +

ç)

^ 
f[-"tç'o,x 

- r 
T 

vvo,x 
] 

u*,*dw =

] 
u*

o

la solution wo de cette équation traduit le comportement de la
coque avant le flambage.
Après discrétisation de la génératrice du cylindre par éléments
finis, on obtient en notation matricielle le système suivant :

veP-
2

[Ko *  I  Kr ]  { * " }  = { } '  Fr  } (nr-4 7)



où les matrices

donnés par :

<< Ko wo, ôw >> =

r07

[&] . t  IKt]  correspondent aux opérateurS Ko er Kt

( I I I_4 7_a)

D wo , ^ *  ôw ,xx  * E_h
R2

wo ô* ]o*il
c)

(rrr-4 7-b)

(III-4 7-c)

de I .  Pour la
1., il suffit de

wo'(l,) est alors

<<K1 wo,ôw>>=I 
" t  

r ryo,x-r t+ 1vo,x]u*,*dw

O

Le second membre F1 est :

f r

<<F1,ôw>>=J 
{r 

-" 
+ 

- rrr, 
}o* 

a*

Ce système permet de déterminer wo en fonction
détermination des dérivées de wo par rapport à

dériver le système (III-4 7). La d&ivée 9 w'(1,) =
dÀ

solution de :

[Ko * lrrJ {*' '(r)} + [Kr] {*"(À)} = {Fr} (rrr-4 8)

Les valeurs de wo(l.) et de wo'(À) seront utiles pour la résolution des
problèmes de flambage et post-flambage. Le chargement critique Àc
correspondant au point de bifurcation sera déterminé par le
problème de flambage.

lll-4-2 Flambage et post-flambage avec préflambage

Pour l'étude du comportement critique et post-critique avec le
préflambage Uo, on a à résoudre :

f, .U + 2Q(Uo, U) + Q(U, U) = 0

On note par fo I'opérateur dépendant de U"(?t) par :

fo .U = f.U + 2Q(Uo(?t), U) (trI-4 9-a)

fo dépend de manière non-l inéaire de 1,.  En faisant le
développement de Taylor au voisinage de À" on obtient :
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fo(),).U = fo(Àc).U + (), - Àc) fo (Àc).U + O((1. - I.)2 )

fo'(f,c). = 2Q(Uo'(À.), . )

uti l isant cette approximation on obtient :

fo(Àc).U + (À. - Àc) fo'(Ic).U + Q(U, U) = 0

on retrouve la même forme de formulation en opérateur que
précédemment .
on suppose encore ici que I'o1Érateur tangent fo admet un noyau de
dimension 1 et engendré par V1. on a de même que précédemment:

<< fo'(Àc).V1, V1 )) + 0

Cela nous permet d'utiliser le théorème II donnant les branches
bifurquées sous forme de séries entières. on a alors à résoudre :

foU+eIo 'U+Q(U,U)=0
(rrr-4 l1)

t (n)

2n V(n )

= 0 pourn

se ramène à celle des problèmesproblème

f .v( l )  = Q
r'.V(2) + Qff( l),  V(l) ) = 0

(rrr-4 9-b)

(rrr-4 l0)

t

ceLa résolution de
linéaires suivants :

Pour p>3

r".V(p)
p3

+ I tr*2 fo'.V(p-r-2) +
r4

(rrr-4 12)
p1

I Q<v<r) , V(p-r)) = 0
el

La
les

résolution de ces problèmes linéaires permettra de déterminer
branches bifurquées.
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III-4-2-a Flambage du cylindre sous pression ou compression avec
préf lambage.

L'étude du flambage dans ce cas se ramène à la résolution de
l 'équat ion:

<< fo.V(l), zu >> = O (III-4 13)

r
c+ 

J 
,ôN 

[rt--C*-t N] * rôK S-r K + tôrt- N +
O

/z ,oN J 'NL (uo,  u)  + 2 rN fNL (uo,  ôu)  +
o

f,*. ôfNL (U, U) _ 0
O

On suit les mêmes démarches que celles décrites au paragraphe III-
2. La contrainte N correspondant à V(1) est donnée par :

N = Cm [rt-  + 2 rNL (uo, U)] ( [ I-4 14)

et le problème en déplacement est :
(rrr-4 l5)

<<-f. Vtt) ôû>>= ft,ort C* rL + tôK Cu Kl do +
o

1 _

+ )  t2  t f l  cm rNL (uo,  ôu)  . r -  /  t fNL (uo,  ôu)  c* t r r  +
o

4 tfNL (u", ôu) c. Fut (uo, u)l ) df,)

*  f , * .  ô fNL (U,  U)  dO = O
o

Cette équation dépend du préflambage wo et de la dérivée 1vo,x (No
dépend de wo et de wo,r) qui doivent être déterminés par l'équation
du préflambage en fonction de I.

En faisant la même décomposit ion de Fourier qu'au
paragraphe ll[-2, on se ramène à un problème unidimensionnel sur
la génératrice du cylindre. Après discrétisation par éléments finis
lD, on obtient le problème matriciel suivant :
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[kt  t r) ]  . {  vt l )}  = o ( I I I -4  t6)

Cette matrice de rigidité tangente dépend de wo, de wo,* et de À. On
cherche à déterminer les paramètres de charges pour lesquels cette
matr ice devient singul ière. Af in de pouvoir ut i l iser les techniques
de ca lcu l  des va leurs  propres,  j ' in t roduis  une t rans la t ion du
problème sous la forme : '

lk t  t r)  + st ]  . {  Vr }  = p{ Vr }  ( I I I -4 r7)

Pour s fixé, on cherche à déterminer le paramètre I pour lequel la
valeur propre p du problème translaté soit égale à s. Cette valeur de
)' rend singulière la marice de rigidité tangente kr.

Cette procédure de translation de valeurs propres est d'un
usage considérable pour les problèmes spectraux. Elle est très
usuelle pour accélêrer la convergence des algorithmes numériques
associés à ces problèmes. Comme la plupart de ces algorithmes sont
faits pour les matrices définies positives, cette technique permet
aussi de rendre toutes les valeurs propres positives tB3l.

ALGORITHME de RESOLUTION

lro+ il(rl { "P} 
= { mt }

2u=1,+Al,

[rr( l) + sI ] { v =p { v

lp-.kt

fc
l)

=1,
=V
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Cet algorithme nous permet de déterminer la branche fondamentale
wo(À) et le point de bifurcation sur cette branche correspondant au
point singul ier de la matr ice de r igidi té tangente kr(À). Ainsi on
peut déterminer la charge et le mode de flambage de la coque tout
en tenant compte du préflambage.

L'influence du préflambage sur le flambage du cylindre a été
étudiée par dif férents auteurs IS l0],  [F I  ]  ,  tA6l,  [Y l-2-3].  Ces
différentes études ont montré que pour le cas de chargement de
pression externe ou latérale, cette influence est négligeable pour les
cylindres longs ( Z > 100). Mais pour les cylindres courts (Z < 50), on
doit tenir compte de la déformation du préflambage pour l'étude de
leur stabilité.

En théorie linéaire des membranes, le préflambage est obtenu
en négligeant la flexion dans les équations d'équilibre. Dans le cas
de la pression on obtient :

wot"-(?r) = l. PR2 ( l-1ve )
Eh2

Le déplacement radial est constant en tout point de la coque. Cette
approche est usuelle lorsqu'on néglige le préflambage.

Le préflambage non-linéaire est déterminé par la résolution
de l'équation (III-4 7). Pour les coques cylindriques sous pression,
I' influence du préflambage est aiguë au bord de la coque. on
présente des résultats numériques obtenus par I 'algori thme
précédent dans le cas de la pression externe.

0

Fig. III-13-a
Préflambage Wo
Z = lN le shift

et wo
de flambage W

F = 1.0000059

Fig. III-13-b mode w
Press. exte. C.L. Cl

Pc = 0.07949399

'^ l l le f tw-
et mode
s=l
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Fig. III-14-a *onem et wo
Préflambage Wo et mode de flambage
Z=3O n=23 lesh i f t  s= l  p

t

__----1

1
W

'x,
2/

0

-L
2/ I

0

Fig. III-14-b mode w
W Press. exte. C.L. Cl
= 1.0@18 Pc = 0.149487

Sur les figures III- l3-a et l4-a, on présente le préflambage
wo^"-(Àc) et wo(Àc) pour z - 100 et z=30. on note que plus z est
grand plus *olr€m coincide avec wo dans le cas de la pression
externe ou latérale sauf au voisinage des bords tyll. Sur les figures
III-I3-b et l4-b, on présente les modes de flambage et les charges
cri t iques associées obtenues par I 'algori thme précédent. Les
résultats numériques ainsi obtenus sont en bon accord avec les
résultats numériques de Yamaki tyl-2-31.



t r3

III-4-}-b Post-flambaoe du cylindre sous pression externe avec
préf  lambage

Dans le paragraphe précédent, on a vu comment on peut
déterminer  la  charge cr i t ique de f lambage e t  le  mode
correspondant tout en tenant compte du préflambage non-linéaire.
Pour la détermination du comportement post-cr i t ique de ces
coques, on a à résoudre les problèmes linéaires (III-4 l2). Comme
la formulation en opérateur est la même que celle développée au
paragraphe III-I dans le cas sans préflambage, on va suivre ici les
étapes de résolution. En utilisant la décompositoon en harmoniques,
on se ramène à la résolution de problèmes linéaires lD nécessitant
I'inversion de petites matrices de rigidité.

On présente ici  quelques résultats numériques montrant
I' influence du préflambage et le comportement critique et post-
critique des coques cylindriques sous pression externe pour Z= 20
etZ =  3O.
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n =23

Branche
fondamentale,

point de
bifirrcation
et branche
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Sur la figure III-15-a , or présente la branche fondamentale,
qui est presque l inéaire dans le cas de la pression, le point de
bifurcation et la branche bifurquée à I'ordre 2, 4 et 6. Les figures
II I-  l5-b et I I I-  l6 montrent le comportement post-cr i t ique prédit
par les ordres supérieurs pour Z=30 et Z=20. On remarque que la
zone de convergence de la série asymptotique contient une grande
part de la branche bifurquée. Ainsi pour les z petits (cylindres
courts), on peut déterminer la totalité du post-flambage initial er
en particulier le minimum de la branche bifurquée

TTI-4-3 CONCLUSION

La maniabilité de cette méthode asymptotique-numérique
nous a permis de prendre en compte le préflambage non-linéaire.
sachant gu€, dans le cas de la pression, le préflambage n'influe de
manières ign i f ica t ivequepour lescy l indrescour ts (z<
avons fait des tests pour z = 30 et z = 20. on a déærminé le point de
bifurcation sur la branche fondamentale ainsi que le comportement
post -cr i t ique.

sur les figures III-15 et III-16, on remarque que la chute de
rigidité pour les cylindres courts est petite. Cela réduit la robustesse
de la non-linéarité de la branche bifurquée. pour cette raison, la
zone de convergence des séries asymptotiques contient une grande
part de la branche bifurquée. Ainsi on arrive à déterminer le
minimum de la branche de post-flambage. ce minimum joue un rôle
fondamental en industrie vu qu'il permet de déterminer le
chargement sécuritaire que peut supporter la structure.
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III.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes étapes de la
méthode asymptotique numérique. Nous l'âvons adapté aux coques
de révolution en se basant sur la décomposition en harmoniques.
Le principe de cette méthode est de calculer numériquement deux
séries donnant le déplacement et le chargement en fonction de
I'amplitude du mode de flambage. En utilisant la fonctionnelle mixte
d' Hellinger-Resner, l'équation d'équilibre se ramène à une équation
variationnelle quadratique. La formulation en opérateurs introduite
permet de manier facilement les développements asymptotiques.
Nous avons établi d'un code d'éléments finis lD qui permet de
déterminer un grand nombre de termes des séries. Ainsi on a
déterminé le post-flambage initial de la coque cylindrique sous
pression externe.

En comparaison avec d'autres méthodes asymptotiques et
itératives classiques, cette méthode a les avantages suivants :

- La maniabilité pour la détermination des ordres supérieurs.
La formulation en opérateur permet de mettre sous une forme
récurrente simple les équations associées aux ordres supérieurs.
Ainsi leur résolution numérique est facile à mettre en oeuvre.

- La réduction du temps de calcul.
Le problème non-linéaire est transformé en
linéaires ayant la même maûice de rigidité.
alors une seule inversion de matrice pour
temps de calcul est du même ordre qu,une
Newton-Raphson (voir tAl3l pour quelques

une série de problèmes
La résolution nécessite

chaque harmonique. Le
étape de la méthode de
tests).

- La branche
A I 'opposé des
bifurquée point par
obtenue.

de solutions est déterminée analytiquement.
méthodes itératives déterminant la branche
point, une formule explicite de la solution est
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- L'automatisation de la procédure de calcul.

Le seul paramètre à choisir est I'ordre de troncature des séries. La

zone de validité de la solution est analysée a-posteriori.

- La facilité d'adaptation à différents problèmes.

Dans ce chapitre nous avons pris en compte le cas d'un préflambage

non- l inéai re .  Nous verrons p lus lo in  I ' in t roduct ion de termes

supplémentaires dus aux défauts.

La prise en compte du préflambage non-linéaire par une variante

de cette méthode montre qu'on peut facilement I'adopter à d'autres

problèmes.

Les applications présentées montrent que cette méthode

permet de compléter I'analyse du flambage linéaire d'une manière

automatique et à faible coût.

Cette méthode serait beaucoup plus séduisante si le rayon de

convergence pouvait être étendu. Cela sera I'objet du chapitre IV.
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IV-O INTRODUCTION

Les approximants de Padé sont de plus en plus util isés à
I 'heure actuel le, dans de nombreux domaines aussi divers que
I'analyse numérique, la mécanique, la physique théorique Leur
ut i l isat ion est fréquente surtout pour I 'accélérat ion de la
convergence et pour les études locales au voisinage des singularités.

Les fractions continues furent util isées depuis les travaux
d'Euler. Différents auteurs, cornrne Jacobi, Cauchy, Frobenius, ont
ut i l isé ces approximations dans dif férents domaines. Les
approximants de Padé ont été développés et arrangés sous forme
de table dans la thèse de Padé 1892. Une analyse des mémoires de
Padé est présentée dans la thèse tsl3l. On y trouve I'analyse des
recherches de Padé qui se rapportent aux fractions continues ainsi
que celles de certains de ses contemporains. Les approximants de
Padé sont présentés de façon approfondie dans les livres [820], [G4],
tBl9l et tD8l. Pour une utilisation variée dans les problèmes non-
linéaires, on se réfère à tclOl.

L'utilisation des approximants de Padé est liée à la notion de
convergence de ces derniers. La détermination des critères de
convergence est souvent un problème délicat. Ce sujet ne sera pas
traité de manière rigoureuse dans ce travail.

L 'ut i l isat ion des méthodes asymptot iques permet de
représenter les solutions par des développements en séries entières
au voisinage d'un certain point.  Cette approximation a
malheureusement des l imites indésirables pour les calculs
pratiques, vu que ces séries ont un rayon de convergence qui est
généralement fini.

Comme on cherche à connaître ces fonctions en dehors du
disque de convergence, un des moyens les plus performants est
I'utilisation des approximants de Padé. Cela revient à approximer la
fonction par un rapport de deux polynomes.
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Donnons une présentation brève de ce concept.

fonction f(x) développable en série entière donnée
+oô

î / \ st ( x )=  L  Cn  xu
n=O

où les coefficients cn sont connus.

Un approximant de Padé, qu'on note P[L,M] est donné par la
fraction rationnelle suivante :

PIL'MI = e O  *  i l l X  *  . . .  ô r X L (rv 2)

I 'aide des
équivalent à

bO +  b1x  +  . . .  b r r l xM

On considère une
par:

( IV l )

Les coeff ic ients ai et
coefficients ci en demandant

f(x) jusqu'à I'ordre L+M+l:

bi sont déterminés à
que I'approximant soit

f(x) - P[L,M] = 0(x L+vt+t; (rv 3)

Cela nous ramène à la résolution d'un système linéaire pennettant
de déterminer les coefficients ai et bi. Cette démarche est présentée

dans les ouvrages [G4] et [819-20].
Voici un exemple illustrant I'utilité des approximants de Padé.

On considère une fonction définie par f(x) =

Le développement de Taylor de f(x) au voisinage de 0 a un rayon
de convergence induit par la singularité au point x=- 0.5, ce qui
limite la zone de validité de ce développement. A I'aide des
coefficients de la série associée à f(x), on détermine les
approximants de Padé. Ces derniers permettent de déterminer une
très bonne approximation de la fonction f(x) bien au-delà de la zone
de convergence de la série.
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Fig. IV I

Le calcul
donne ici

Amélioration de
Taylor de f(x)

des approximants
P[ I ,1] et Pl2,2l.

la convergence des développements
par les approximants de Padé

de Padé se fait de manière simPle.

P[2,2] = 1+77x/E+67x2/&
7 + 23x/E +127x2/64

de

On

Pl l , l1  = 7+7x/E
7 + l3x/8

Sur cet exemple simple, on voit que les approximants de Padé
permettent d'augmenter considérablement la zone de convergence.
Comme on connait explicitement la fonction f(x) et les coefficients
de la série associée, le choix des approximants de Padé est facilité.

L'application de la méthode asymptotique-numérique aux
plaques et aux coques cylindriques décrite au chapitre III, montre
que ce développement asymptotique a un rayon de convergence.
Cela pourrait être pénalisant pour I'application de cette méthode. Or
il e,st possible de réorganiser les séries entières obtenues pour les
remplacer par des approximants de Padé.

Dans ce chapitre nous allons décrire la procédure de
réorganisation que nous proposons et son adaptation aux coques de
révolution. On présentera une application de cette technique aux
plaques et aux coques cylindriques.
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IV-I PROCEDURE DE REORGANISATION

Nous avons déjà vu que, pour une grande classe de problèmes
de poutres, de plaques, et de coques, les équations d'équilibre
peuvent se mettre sous forme d'une équation fonctionnelle avec
une non-l inéari té quadrat ique:

L .U+( f , -Àc)L ' .U+Q(U,U)=0 ( IV 4)

Nous avons présenté au chapitre III une méthode permettant de
calculer la branche bifurquée à partir de (U, 7,.) = (0, l.c) sous forme
de séries:

{ :

À.=I ai  t ( i )
È1

u = I ai vi
È1

Vi ,V l>>=0pour i>2

(ry s)

Ainsi on obtient le développement en séries d'une fonction scalaire
À (a) et d'une fonct ion vectoriel le U(a) dont on connait
numériquement les coefficients.

IV- l -a Réorganisation de la représentation de la fonction
vectorielle U(a)

Les développements du chapitre III nous ont permis de
déterminer numériquement les vecteurs Vi et les coefficients t(i)
jusqu'à un ordre p choisi. Les vecteurs Vi pour i > I sont dans
I'orthogonal du noyau N de I'opérateur L. Ce noyau est engendré
par le vecteur Vl. Mais les vecteurs Vi ne sont pas forcément
orthogonaux entre eux. Nous proposons d'orthogonaliser ces
vecteurs à I'aide de la procédure de Gram-Schmidt. Pour cela on
pose:

vta = Vt (rv-6)
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(V3, YzL>

1y2r, t.zt,

vjt

Yzr
V
-1

<\
p-1

En posant
<vJr' vjt >

on obtient :
pl

vp = vpr + I cp,j vjr (IV-8)
tsl

En remplaçant les Vi par leurs valeurs en fonction de VjI dans le
développement asymptotique (IV 5), on obtient une nouvelle
représentation de la solution comme étant une combinaison linéaire
des vecteurs Vjf. Les coefficients de ces vecteurs sont des fonctions
scalaires que I'on connait par leurs séries de Taylor.

vpt  = vp

Ainsi on obtient une

cp'j

[ J  =  aVt l  +

uzyrr l  I

a3v3r [  I

+. . . .

apvpr l  l  +
k>l

+. . .
Après avoir déterminé
obtient à chaque ordre j

;, .vit,vit'

base orthogonale formée par les
(vp,vjt>

vecteurs Vpt.

(rv-7)

(rv-e)
+

k>l
+

k>1

ak uya2,2 I

ak  ck+3 ,3  I

ak ck+p,p 1

numériquement
une série entière

I * I  ak cr k+j, j
lè1

On approxime cette série par un
par : Pill-j, Mjl.

coef f ic ients  o i , j ,on
paramètre î:

(rv- l0)

approximant de Padé qu'on note

les
du
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obtient une approximation
U(a) après introduction des
la forme:

simple de la
approximants de

( IV-11)

u(a) - \
Ll

ui tilti, Mi1 v3l

rv- 1-b Réorganisation de la représentation de la fonction
scalaire l.(a)

Il est possible également d'introduire des approximants
Padé pour la série À(a). Mais il est apparu plus performanr tcal
ne pas faire d'approximations supplémentaires et de recalculer
fonction scalaire À(a) en faisant une projection de l'équation sur
certain vecteur, par exemple le mode de flambage Vl.

<< L.U; Vt >> + (1,-Ào( L.U; Vr >> + << Q(U,U); Vl >> = 0

Comme I'opérateur L est auto-adjoint et L.Vt = 0 on obtient :

)t-Xc - - (rv-12)

En remplaçant U par la formule (IV-11) on obtient :
flv-13)

l-?rc - - È1 q>l

m>l
â- P* [Lm,Mm] <<L'.Vma,Vl>>

Le vecteur déplacement u(a) et le paramètre de charge x(a)
sont alors donnés par les représentations rationnelles (IV ll) et (IV
13). Le calcul des vecteurs Vjr , des coefficients ai,j et des
approximants de Padé Pjtl-j,Mjl nécessire peu de temps de ôalcul et
peut être automatisé. Seuls les ordres Lj, Mj pour chaque
approximant sont à choisir.

de
de
la
un

(U,U), Vl >>
<< L'.IJ, Vl >>
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Ces formules peuvent être util isées directement en util isant
les éléments finis 2D. Ainsi on pourra déterminer les courbes
charge-déplacement donnant le comportement post-critique de la
structure au-delà du rayon de convergence avec un choix judicieux
des approximants de Padé.

IV-2 ADAPTATION DE L'ALCTORITHME AUX COQTJES DE REVOLUTION

Pour les coques de révolut ion, nous avons présenté au
chapitre III une méthode de résolution utilisant les éléments finis
1D. Ainsi on a calculé les composantes harmoniques de chaque
vecteur Vp et les coefficients t(p) pour chaque ordre p. Afin
d'utiliser ces résultats, on va définir un produit hermitien utilisant
les composantes lD des vecteurs Vp.

lY-Z-a Définition du produit hermitien en formulation lD

La décomposition en harmoniques de Vp s'écrit sous la forme:
?P

vp=i v(p- j j )= i  v(p- j jXx;  
" in(o-zj)v/RFO FO

On définit

<<vp,vq>>

où ô11 est

d 'où

2nR

I
o

un produit
Pq

F0 k=o
P q

F0 k=o
le symbole

hermitien par:

<v(p-jj), v(q-k,k)>

<v(p-jj), v(q-k,k)>

de Kronecker.

(rv- l4)

, i n lp -2 j - (q -2k ) l y lR  dy

2nR 6p-2j,q-2k

( IV- l  s)

I  
* : )>  s i  p+q est  pa i r

"tir(pry
I 2rRcv(p-j j),v(11 -j,

<<VP'Vq>>= 1 -pr"uxo,"g
l 2

s i  p+ q  es t  impai r .

A I'aide de ce produit hermitien on peut calculer << Vp ; Vq >> en
utilisant les composantes harmoniques lD v(p-j jXx) déterninées
numériquement au chapitre III.
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IV-2-b Procédure d'orthogonalisation ( formulation lD)

Les vecteurs YZp et V2q+l sont toujours orthogonaux à cause
de la symétrie de révolution. Il reste donc à orthogonaliser les
vecteurs d'ordre pair entre eux et de même les vecteurs d'ordre
impair. Cela conduit à:

gp,q = 0 si P+q est imPair

La base orthogonale est alors donnée par :

V t f  =  Vt

Y2I  =Y2

V3I = V3

V+f - Y4 - aa2 Y2L

:.st 
= vs - a53 vrl

É.
2

vpr - vp t Gp,p-2k Yp-2kL
k=1

Pour pouvoir ut i l iser le produit  hermit ien (IV- l5) on va

décomposer ces vecteurs VpI suivant les harmoniques. A I'ordre 4

on obtient:

v+r
2

V(4-j j )  -  uqz
k4

vr (4- j , j  )

les harmoniques 4n, 2n,
la formule suivante:

(rv- l6)

(rv- 17)

4

F0

4

F0
not

où

I  vr1+,0) = v(4,0)
I
I  vrtg, l )  = v(3,t)  -  s+z v(2,0)
I

I  vr1Z,2) =v(2,2) -  a+z V(1,1)
I
lvr t1,3) = V(1,3) -  a+z V(0,2)
I
LVa(0,4)  =  V(0 ,4)

Ainsi on décompose le vecteur V+I suivant
0, -2n, -4n. De manière générale on obtient
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vpr vr (p- j , j  ) (rv- 18)

ou

minrj,n-jfl

va(p- j j )=v(p- j j ) -  I  op,p-zrvl(p- j -k, j -k)
k=1

L'approximation de la fonction vectorielle u(a) s'obtient alors par

rv-19)

où les Vja sont donnés par la formule ( IV 18)

lY-2-c Représentation de À(a) en formulation lD

Pour la détermination de r - rc à I'aide de la formule (IV-13)
on va développer
utilisant le produit hermitien (IV-15). En prenant I'harmonique n
de Vt, on fait le produit scalaire par V(1,0) = v(1,0)(x) rinv/R.

(rv 20)
k

= I << L'.Vr(k_jj) ; v(t,0) >>
tso

k- 
I_.. L'.VrG-jj) ; v(1,0) >> ô k-2j,1j=o

P
-T

L/

F0

={.o'.vr(+ ,+), v(1,0) >> si k est impair

L O s i  k  est  pai r

i=O j=0

Sachant que I'harmonique de elvr(p-i,i), vitq-jj)l est (p+q)-2(i+j)
et celle de V(1,0) est l, on obtient :

È1
ui pj [Lj, Mj] vja
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(rv 2l)
<<Q(Vpr,Vqr); V(I,0)>>=

Pq

i=o Fo

Cela mène à :

<< Q(Vpr,Vq-L;,V1I,0) >> =

-i'(pry

,=*rOo O-q-5 
2

2

si  p+q esr  impair

0 s i  p+q est  pai r

Finalement on obtient la formule suivante :
(rv 22)

À-? rc  =  -Pà lqà l  -

I  a^  Pp[Lk ,Mk] .  CL(k)
k>1

où

CQ(p,q) = <<e(Vpr ,Vqr); V(I,0)>>
CL(k) = (( L'.Vka ; V(1,0) >>

Les coefficients cQ(p,q) et cl(k) sont calculés par (rv 20) er (rv 2t)

on note que la différence enrre les formules (IV 13) et (IV
22) déterminant )'(a) est que dans cette dernière, on calcule les
coefficients CQ(p,q) et CL(k) à I'aide des vecteurs unidimensionnels
v(p-jj). Après avoir déterminé ces coefficients, il reste à faire les
choix convenables des approximants de padé définissant U(a) et
À(a).
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IV-3 APPLICATIONS

Dans le chapitre III, on a décrit la procédure de la méthode

asymptotique-numérique permettant de calculer les coefficients

(p) et les vecteurs V(p) à tout ordre p de la série (IV 5). Comme

cette série a un rayon de convergence, on va exploiter ces résultats

en utilisant les approximants de Padé pour augmenter la zone de

val idi té
L'adaptation de cette technique dans le cas des poutres et des

plaques est présentée dans I'article tC9]. Dans ces deux cas de

structure, la solution dite exacte, est déterminée par la méthode

itérative de Newton-Raphson. Nous analysons la zone de

convergence des approximants de Padé, dans ces cas' en

comparaison avec la solution "exacte".

Après avoir calculé les coefficients aij dans le cas des plaques,

on remarque qu'il y a une alternance régulière de signe entre ces

coefficients. Cela permet d'avoir des approximants de Padé ayant

des singularités éloignées. Par contre dans le cas des coques

cylindriques, cette alternance de signe apparait par groupe de

coefficients et est moins régulière. Pour cela, le choix des

approximants de Padé dans ce cas devient plus délicat.

IV-3-a Cas des plaques

A I'aide des formules (IV 11) et (IV l3), on détermine la
charge et les déplacements avec un choix des approximants de
Padé. En tronquant la série (IV 9), à I'ordre 2n, on choisit la
stratégie suivante pour le choix du degré du dénominateur Lj et du
numérateur Mj de Pj[ Lj, .Mj ]. On choisit Lj et Mj de manière que

la fraction rationnelle ipjtl-j, Mjl(a) soit équivalente à a ou à a2
pour les grandes valeurs de î. L'adaptation de cetæ stratégie au cas
des plaques donne des résultats très satisfaisants tc9l.

Sur la figure lV-2, on présente la branche bifurquée de la
plaque chargée dans son plan. La méthode asymptotique nous
permet de déterminer cette branche jusqu'à w = 2h et l, = l.47rc.
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Cette limite correspond au rayon de
I 'aide des approximants de Padé,
déterminée jusqu'à environ )" = 4l"c et

convergence
la branche

w=5h.

de la série. A
bifurquée est

l é  +  f a ( I e

1 4  +  P a d é

l 0  +  P a d é

Fig. lV-2 Amélioration de la zone de convergence par
approximants de Padé. Les ordres 10, 14, ,18 correspondent
troncatures de la série (IV-9) 

"n 
u10 ,u14,..., u18.

IV 3-b Cas des coques cylindriques

Le comportement du post-f lambage des coques est
fondamentalement différent de celui des plaques Fig. I-5 et Fig. I-
16-17. La non-linéarité de la branche bifurquée est plus forte que

celle observée dans le cas des plaques. Cela rend un peu plus délicat
la détermination du comportement post-critique des coques.
L'utilisation des éléments finis 2D nécessiterait un assez grand

temps de calcul. C'est pour cette raison que I'on utilise la symétrie
de révolution pour se ramener aux éléments finis lD.

les
aux
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L'adaptation de la technique des approximants de padé aux coques
de révolution se fait de manière simple grâce à I'algorithme
précédemment décrit.

Nous présentons un exemple de résultats numériques obtenus
pour une coque cylindrique sous pression. Dans tous les cas que
nous avons testé, tous les approximants de Padé ont une singularité
au voisinage du rayon de convergence. Sur la figure (IV 3) ci-
dessous, on peut constater que I'amélioration que nous avons
proposé ne conduit au mieux qu'à une très légère augmentation de
la zone de validité de la solution. Sur cet exemple de coque comme
sur d'autres exemples testés au laboratoire, la représentation par
les approximants de Padé n'apporte donc pas d'amélioration
sensible par rapport à la représentation en séries.

Fig. IV 3 Amélioration de la convergence de la branche bifurquée
par les approximants de Padé pour Z = 2OO
Les ordres 2,4, ,10 correspondent aux troncatures de la série (IV-
9) en a2,a4,...ut0. on choisit les approximants de padé qui ont la
singularité plus loin pour les différents ordres.

SINGULIER
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IV-4 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons décrit une procédure permettant
d'ut i l iser la technique des approximants de padé. Nous avons
déterminé une base orthogonale de vecteûrs VpI. La fonction
vectorielle u(a) est obtenue par une combinaison linéaire des
vecteurs VpI ayant comme coefficients des séries entières scalaires.
Nous avons approximé ces séries à l'aide des approximants de padé.
comme le paramètre de charge 1,(a) est fonction de u(a), nous avons
déterminé une formule simple permettant d'utiliser I'approximation
de U(a).
Pour les coques de révolution nous avons donné un produit
hermitien permettant d'utiliser les composantes lD des vecteurs
V(p). Après orthogonalisation des vecteurs Vp à I'aide de ce produit
hermitien, on obtient une formule donnant x(a) sous la forme d'une
fraction rationnelle. Les coefficients de cette fraction sont
déterminés à I'aide des résultats numériques lD.

L'application de cette technique à l'étude du comportement
post-critique de la plaque donne des résultats spectaculaires. Une
application aux vibrations non-linéaires, testée récemment est aussi
très satisfaisante. Mais I'application de cette technique au post-
flambage du cylindre ne permet pas I'amélioration espérée. D'autres
cas testés récemment le confirment.

une autre méthode permettant d'utiliser les vecteurs vp est
proposée par Noor-Peter-Anderson tN4-51. L'idée de cette méthode
est de faire une approximation de Rayley-Ritz en utilisant une base
réduite construite à partir des vecteurs vp. comme la méthode
asymptotique-numérique permet de calculer de manière simple un
grand nombre de ces vecteurs vp, I'application de cette méthode
sera prochainement testée.
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CHAPITRE V

POST-FLAMBAGE DES COQI.JES
CYLINDRIQIJES AVEC

IMPERFECTIONS GEOMETRIQUES

V-O ORIENTATION
V-l DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQI]ES

V- I  -0  In t roduct ion
V- 1- l Equations opérationnelles

V-1-1-a Formulation générale
V-l-l-b Formulation sans préflambage et sans

containtes résiduelles
V-l-l-c Relations de récurrence

V-I-z Passage de 2D à lD
Y-l-Z-a Développement des ordres supérieurs
V-l-z-b Relation de récurrence lD

v -2 RESULTATS NUMERTQUES
V -2-O In t roduct ion
V -2- I Première approximation de la charge limite de

flambage
V -2-2 Comportement post-critique en présence des

imperfections
V-3 CONCLUSION
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V-O ORIENTATION

Dans le chapitre précédent, j 'ai traité le problème de
flambage et de post-flambage des coques cylindriques sous
pression en négligeant les imperfections. Pour le problème de
flambage, la charge critique et le mode correspondant sont solutions
d'un problème de valeurs propres associé à l 'état d'équilibre
adjacent au point de bifurcation. Pour l'étude du problème de post-
flambage, nous avons développé une méthode asymptotique-
numérique permettant cette étude de manière simple. par cette
étude, les charges critiques de flambage et le comportement post-
critique initial semblent être bien étudiés pour les coques
cylindriques parfaites.

En pratique, les imperfections sont cependant inévitables et
il est d'un grand intérêt de clarifier leur influence sur le
chargement critique et sur l'état post-critique de la structure.

Dans ce chapitre, nous présentons une étude théorique
clarifiant I'effet des imperfections initiales de forme modale sur le
flambage et le post-flambage des coques cylindriques sous pression.
D'un point de vue mathématique, I'introduction des imperfections
conduit à un problème de bifurcation perturbée.
cette étude est faite à I'aide de la méthode asymptotique-
numérique décrite dans le chapitre précédent. cette méthode
s'adapte facilement pour une telle étude. Ainsi, on se ramène
encore à la résolution de problèmes linéaires ayant la même
matrice de rigidité tangente.

Le passage de 2D à lD permettant une grande réduction en
temps c.P.U. alourdit davantage les développements asymptotiques.
L'utilisation des systèmes de calcul forrnel facilite cette tâche et
permet d'avoir les relations de récurrence lD. La résolution de ces
problèmes pennet d'avoir les relations analytiques déterminant le
chargement et les déplacements en fonction de I'amplitude des
imperfections.

on donne des résultats numériques de la charge limite pour
différentes valeurs de I'amplitude des imperfections "ao".La
branche de post-flambage des coques cylindriques sera donnée
pour différentes valeurs de z et de âs ainsi que la variation de la
charge maximale en fonction de as.
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v-1 DEVELOPPEIVIEINT ASYMPTOTIQUE

V. 1.0 INTRODUCTION

L'influence des imperfections est un point crucial pour

l'étude de la stabilité des coques cylindriques. Cela a attité un

intérêt intensif depuis les travaux de Donnell (1934). Actuellement,

les imperfections géométriques initiales sont acceptêes comme

I'explication de l'écart entre les prédictions théoriques et les

résultats expérimentaux. Cette acceptation est principalement dûe à

des travaux utilisant des imperfections spécifiques et montrant la

sensibilité de la charge de flambage aux imperfections. Dans ces

travaux, di f férentes manières de prendre en compte les

imperfections ont étê introduites. Le déplacement latéral W de la

coque par rapport à la configuration idéale est écrit sous la forme W

= w* + w, où w{€ représente I'imperfection initiale et w le

déplacement réel. Ainsi Donnell et WanlD6l (1950) ont effectué un

calcul du comportement critique et post-critique du cylindre sous

w*Ê = Ea çr, 9g k est le
2

coefficient d'imperfection. Koiter tK10l dans son étude (1963) a.

considéré une imperfection initiale proportionnelle au mode

axisymétr ique: w* = Acos2p x où " A" est l 'ampli tude des

imperfections. Ainsi Koiter a introduit une relation asymptotique de

réduction de la charge critique en fonction de I'amplitude A.

L'analyse asymptotique de Koiter a été reprise par Budiansky et

Amazigo tBl5l en considérant soit des imperfections axisymétriques

localisées de forme modale ou non' soit des imperfections

axisymétriques réparties de manière aléatoire en fonction de la

coordonnée axiale de la coque. Dans les travaux de Arbocz-Babcock-

Sechler [A7-8-9], les imperfections initiales sont représentées par

une combinaison d'un mode axisymétr ique et d'un mode

asymétrique en montrant la nécessité de prendre en compte

I'asymétrie dans la forme des défauts.

compression axiale en supposant que
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Ces développementS sont résumés sommairement et

complétés dans une monographie faite par Yamaki sur le cylindre

tY3l. D'autres auteurs ont étudié le flambage et le post-flambage

des coques cylindriques. On trouve une bibliographie complète dans

les articles de Hutchinson-Koiter tHll et Simites tsl2l. Il résulæ de

ces études une sophistication accrue des théories non-linéaires qui

permettent de prendre en compte certaines formes d'imperfections

init iales.
Malgré ces développements théor iques substant ie ls

disponibles, i l  n 'existe que peu de données expérimentales

décrivant I ' inf luence des dif férentes formes d' imperfect ions

Combescurel ], Singer[S8], Jullien-Chraibifl2l. On cite ici une étude

expérimentale de cette influence sur le cylindre sous compression

axiale faiæ par Weackel (thèse) twll. Dans ce travail il a étê étvdié'

entre autre, I'influence du défaut modal sinusoïdal généralisé ou

localisé, du défaut modal localisé axisymétrique, ou du défaut de

construction. Ce travail a montré que I'influence du défaut modal

est prépondérante, qu'une imperfection très localisée a peu

d'influence et qu'un défaut de forme non modale évolue au cours de

la phase précritique vers une forme modale adjacente.

Dans ce chapitre, nous présentons un développement de la

méthode asymptotique-numérique pour la prise en compte des

imperfections. Nous donnons une formulation gên&ale en

opérateurs permettant la prise en compte du préflambage, des

défauts géométriques et des contraintes résiduelles. Cette

formulation opérationnelle permettra d'étudier I'influence de ces

trois paramètres.

Pour la clarté et la simplicité des développements ultérieurs,

on se restreint au cas Sans préflambage et sans contraintes

résiduelles. Cela nous ramène à une formulation variationnelle de

l'équation d'équilibre utilisant les mêmes opérateurs pécédemment

introduits. A I'aide de cette formulation en opérateurs, on adopte en

suivant la même procédure que celle décrite par Damil et Potier-

Ferry [D1,D2], la méthode asymptotique-numérique aux coques

cylindriques avec défaut.
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d'équilibre avec défaut se ramène, comme
une succession de problèmes linéaires ayant la

même matrice de rigidité. La prise en compte des imperfections
induit  un paramètre supplémentaire dans ces équations
alourdissant relativement les calculs. Le passage de 2D à 1D
introduit, comme déjà vu, un autre paramètre supplémentaire
mesurant les ordres harmoniques décomposant chaque vecteur.
Cela rend les développements manuels de ces équations aux ordres
supérieurs trop fastidieux avec beaucoup de risques d'erreurs.
L'utilisation de systèmes de calcul formel, type Macsyna ou Maple,
nous ont permis de développer de manière simple les ordres
supérieurs et de déterminer les relations de récurrence nécessaires
pour le calcul numérique.

v-1-1 E

Pour l'étude de l'équilibre de la structure avec imperfection on
se base, comme au $III l, sur la fonctionnelle mixte modifiée H-R-
M. L'analyse de la stabilité de cette structure doit tenir compte de
la forme actuelle de la coque, mais sa détermination exacte est
généralement compliquée. Pour une transparence des effets des
imperfections, on décrit une formulation gên&ale tenant compte de
la déformation géoméuique initiale et de l'êtat des contraintes.

V-1-1-a

Pour l'étude de l'équilibre de la structure, on se base, conrme au
$il I, sur la fonctionnelle mixte modifiée H-R-M. Pour introduire,
de manière simple I'influence des imperfections, on utilise une
formulation Lagrangienne sur une configuration idéale (et non pas
sur la configuration initiale).
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Configuration
déformée

Configuration du
préflambage

Configuration idéale
Fig. IV 1

On note par U{c I'imperfection géométrique initiale, par Uo le
déplacement du préflambage par rapport à la configuration initiale
et par U le déplacement réel. On pose alors :

fU = U* + Uo + U
1
LN=N*+No+N

(v-r-r r)

où U et N sont les vecteurs déplacement et contrainte par rapport à
la configuration idéale, N* contrainte résiduelle et No la
précontrainte. La déformation entre la configuration initiale et la
configuration déformée est :

Â f=r (U*+IJo+U)- f (U*)
ou (v-1-1 2)

pNl(uo,  u)  + 2 fNL(u*,  u)  +
;NL(U,  U)

f art - rL(Uo) + FL(U)

I oK = K(Uo) + K(U)
la rNL = pNL( [Jo,  uo)  + 2
L Z fNL(Uo,  U*)  +

En inuoduisant
H-R-M (rrr-1 3)

(V-l-l l) et (V-l-l 2) dans la fonctionnelle mixre
et en calculant la variation ô H-R-M on obtient :
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ôH-R-M=0 équ ivautà :  (V-1-1  3)

f r*" [r l -1ou; * r  r t t l - luo,ôu) + 2 rNl(u*,ou)] - tN" c;1ôN+tôKcbK(u")
O

+ tN* [rl-1ouy + 2 rNl-(uo,ôu) + 2 rNl(u*,ou)] - tN* c;loN

+ tôN [rr1u.) * tNLlUo,Uo) + t t l*l l1U",u*)] + P4(ôU)

J ro* [rr1u) + 2 rNl.(uo,u) + , rNrlu*,g)J - 6N c*-1N
O

+ tN [rl(otJ) + 2pNl1uo,ôu) + z rNI-(u*,ôu)] +tor cbK(u) + 2 tNo rNl(u,ôu)

+ 2 tN* pNL1g,ôU) + tôN ;NL(U,U) + 2 tN rNL(U,ôU) =0

On cherche Uo(À), solution du problème avant le flambage en

I'absence des défauts (U* = 0). L'équation correspondante s'obtient

en posantU =IJ* =N=N* = 0 dans l'équation précédente.

I ,*. I rlloul + 2 rNl-(u",ug )J - tN" c;l ôN + tôK sf r(u")
O

+ tôN [rl-1U") * rNL1Uo,u.)l + p6(ôU) = 0

On obtient alors la même équation du préflambage

étudiée au $ III-4. Après élimination de cette équation

3), on obtient l'équation vérifiée par I'incrément (U, N)

le comportement critique et post-critique de la structure.

ItO" 1 rr-@) - C*l N I + tôrc5 K + tôrl- N + [- tôN c*l N* + tôrI, N*]

ç)

+ 2 | N' rNL(u,ôu) + 6N fNl-ruo,u) + N fNl-ruo,ôu) l
+ tôN ;NL(U,U) + 2 tN INL(U,ôU)

+ 2 | N fNL(u*,ôu) + toN fl'Il.(u*,u) + N* rNL(u,ôu) l
+ z I No |NL(U*,ôU) + tôN f}.[I-(Uo,U*) + tN*pwt-(Uo,ôU) l
+ 2 tN* |NL(U*,ôU) = 0 (v-l-t 5)

(v-1-1 4)

que celle
de (V-1-1

déterminant
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En utilisant les notations des opérateurs I et a précédemment

introduites au paragraphe III-1, on obtient l'équation en opérateur
suivante :

f,U + 2 Q(U.,U) + Q(U, U) + 2Q(U*,U) + F* = 0 (v-r -1 6)

où (F*,zu>>= 
f,** [ - crr,-tôN + ôfL + 2 fNL (u*,ôu) ]

O

+ 2 <<Qruo, U*) , ôU >>

On obtient alors une formulation variationnelle représentant
l'énergie potentielle totale du système idéal (U*=0) et une énergie
additionnelle dépendant des imperfections.

En notant par fT I'opérateur tangent au point (U= IJ* = 0), cette
équation se met sous la forme:

fr.U + Q(U,U) + 2 Q(U*,U) + F* = 0 (v-1-1 7)

Finalement, on obtient une équation opérat ionnel le
permettant d'étudier I'influence des imperfections géométriques
tout en tenant compte du préflambage non-linéaire et des
contraintes résiduelles. Cette formulation générale est complexe à
étudier (tout au moins en premier temps), mais sera certainement
I'objet d'un travail postérieur.

Pour la clarté des développements ultérieurs, or néglige le
préflambage et les contraintes résiduelles. Cela nous permettra de
nous ramener à une formulation opérationnelle beauCoup plus
simple.

V- 1- I -b Formulation sans préflambage et sans contraintes
résiduel les

Dans ce travail, on se restreint au cas sans préflambage en
déplacement et sans contraintes résiduelles. Cela simplifie beaucoup
la formulation gên&ale (III-I-1 7) et permet d'utiliser les opérateurs
L, L' et Q introduiæ S III-1.
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r-
J t 

'ôN 
I r l(u) - cMr*] *tôKCuK+tôrlN

c)

Enposan t  Uo=0,  No= l ,No
(III-t-l 5) devient :

ô H-R-M = 0 équivaut à:

En utilisant les opérateurs L, L' et
équation variationnelle se met
suivante :

e t  N*=0, l'équation

(v - l - l  8 )

+ 2IN" frvr(U,ôU) +
+ t$N |NL(U,U) + 2 tN ptil-(U,ôU)

+ 2ÀNo |NL([J*,ôU) +

+ 2(t6h[ INL(U*,U) + tN INL(U*,ôU) + tN{c rNL(U,ôU)) 
} 

ao

a et on posant e = ?u - À. cette
sous la forme opérationnelle

(v-1- l  e)

<<L.U,ôU>> + e<<U.U,ôU>> + <<Q(U,[I),zu>>

+ \ << L'.U*, zu >> + e << L'.U*, zu >>

+2<<Q(U*,U),zu>> = 0

Finalement, on se trouve dans le même contexte opérationnel
que dans le cas sans défaut et sans préflambage, avec des termes
additionnels dépendants du défaut, qu'on décrit avec les opérateurs
L' et Q.

Le système idéal (U* = 0) a une solution fondamentale U = 0.
Pour ?r.= Ic, on suppose que la condition nécessaire de bifurcation

est réalisée (i.e. I'opérateur tangent L est singulier). On se place à
nouveau dans le cadre défini au paragraphe lll-2 et on applique la
méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt. Cela permet de
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ramener la résolution du problème (v-l-l 9) à un espace de
dimension finie.

On suppose que le noyau N de I'opérateur L est de
dimension I (valeur propre simple) et est engendré par le vecteur
U 1. On décompose U comme suit:

IU=1ul+W où WeNr-
[e  =  f ,  -  I c

(v -1-1  t0)

En appliquant de nouveau le théorème II du chapitre II, on peut
décomposer e = }u-Ic et le vecteur U en séries entières du paramère
n au voisinage de (1,= Àc et U=0).
Le vecteur u1 ( élément de N ) est proportionnel au mode de
flambage V(1), on pose alors :

Ul  =  A V(1) (v-1-1  1r )

Le paramètre scalaire A représente I'amplitude du mode de
flambage. En faisant dépendre u1 de A, les vecteurs un et les
coefficients tn en dépendent automatiquement. On décompose
alors le vecteur u et le paramètre de charge l" comme suit:

e(q,A)  = l .  -  Ic  = I t r , (A)  nn
rÈ2

U(n,A) = IUn(A)nn
rÈ1

u=ffi=qA

En tenant compte de la condition d'orthogonalité, on obtient que la
projection du vecteur u sur le mode de flambage v(l), qu'on note
"a", est donnée par:

(v-1-1 12)

(v-1-1 13)

Dans les formules de réduction de charge critique (K) (H) et (l-2 2r)
explicitées au chapitre I dans le cas de la bifurcation symétrique, on
remarque que cette réduction est proportionnelle à ( uo)213 où ao



où V* et a,o représentent la fonne et I'amplitude des imperfections, T
est un paramètre fictif (t = 1) introduit pour guider les relations de
récurrence.
En introduisant les développements (V-l-l 12) et (V-l-l 14) dans
l'équation (V-1-l 9), on se ramène à chaque ordre de n à la

résolution des problèmes linéaires suivants :

t43

représente I'amplitude des imperfections.
défaut sous 

'la 
forme:

I  U*  =  ao V{<
l

L uo= î3t3

Pour cela on choisit le

(v-1-l 14)

(v-1-l 15)

Uo-p) + 13 t,'4 L'. V*

+2r3 Q(V*, Urr-r) = 0

a)

b)

c)

d)

L .U1 =  Q

L.Uz + Q(Ur, U1) = 0

L.Ua at2L'.[J1+ 2 Q(Ur , lJz) + t3 I" L'.V* = 0

L.U+ + t2L'.U2 + t3 L.U1 + 2 Q(Ur, Ur) + Q(Uz, U) +
+ 2r3 e(V*, Ur) = 0

e)  Pourn>5
n-3 n-l

L.uo+ I tpa2L.tJî-p-2 + I Q(up,
P{ P=l

Ainsi, on se ramène encore à la résolution d'une succession de
problèmes linéaires ayant la même matrice de rigidité. En résolvant
ce système linéaire, on déterminera les vecteurs Un (A) et les
coefficients tn(A) pour tout ordre n donné.
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V-1-1-c Relations de récurrence en 2D

Pour la détermination des ordres supérieurs, les relations de
récurrence sont d'une importance primordiale. Dans ce paragraphe,
on va expliciter les équations à résoudre potlr les différents ordres
en 2D. Ces relations de récurrence nous permettront un passage
assez facile de 2D à lD.

On suppose que le défaut V* est un défaut modal et on prend
V* = V(1) ( V(1) mode de flambage). Les équations (V-l-l l5-a et
15-b) sont les mêmes que dans le cas parfait et le défaut
n'intervient qu'à l'ordre 3. Pour la prise en compte de I'effet des
imperfections, on introduit une notation indicielle supplémentaire.
L'équation ( 15-a) donnant le mode de flambage et la charge
cri t ique, L.U1 -0 apoursolut ion:

not
Ur=AV( l )  =  AV(1,0) (v-1-r 16)

On remarque ici que la notation indicielle de V(ij) est dffirente de
celle introduite au chapitre III pour la dêcomposition suivant les
harmoniques. Cette notation permet la prise en cornpte des
imperfections. Ici, l'indice i indique l'ordre de A et I'indice j, I'ordre
des imperfections (r).

Comme nous préfèrons d'abord développer les équations en 2D,
(pour des raisons de claté et pour une reprise ultérieure de
résolution en 2D), la décomposition harmonique sera faite
postérieurement.

L'équation (15-b) LU2 + Q(Ur, Ur) = 0 a pour solution:

A2 V(z,O)
(v-1-l 17)

- L V(2,0) = Q(V(1,0), V(1,0))

On va suivre les mêmes étapes que celles détaillées au chapitre III
pour déterminer les vecteurs U1 et les coefficients t1.

not
u2=

où
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ORDRE 3

Détermination de tr

On fait le produit scalaire de l'équation (V-l-l 15-c) avec le mode
de flambage V(1,0) et on utilise la proptiétê autoadjointe de
I'opérateur L.

tz<<L'.lJt, V(1,0) >> + 2<< Q(Ur ,U2); V(1'0) >> +

13 I.(( L'.V*, V(1,0)>> = Q

En utilisant les notations introduites pour les vecteurs Ul et U2 on
obtient:

tt = l,zN << Qry(1,0),V(2,0)) ; V(1,0) >>

* 4..L'.V*,V(1O)>> l
A

not ,3
t2 

--= 
A2 C(2,0) + 

i 
C(-1,3) ry-l-l 18)

où
r

I crz,ol =
I

{I L'.v*, v(l,o)>>lCf_1.3) = _ ?r.-  <1
\  -  '  -r /  

<< L' .V(1,0), V(1,0)>>

Comme le défaut géométrique qui influe de manière prépondérante
sur le comportement critique et post-critique de la coque
cylindrique est le défaut modal [Wl], on prend le défaut V* =
V(1,0) ( V(1.0) mode de flambage ). Cela mène à:

c(-1,3) - - l.c

Détermination de UÂ.

On remplace t2 ,lJ1 et lJ2 par leurs valeurs dans l'équation (V-l-l

15-c) et on obtient :

L.Ue = A3 I - C(z,q L'.V(1,0) - 2Q(V(1,0), V(2,0)) l
+ 13 [ - Àc L'.V* - C(-1,3) L'.V(1,0) ]
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d 'où

not
U3 = A3 V(3,0) + ra V(0,3) (v-r-l 19)
où

IL .v(3 ,0)  =  -C(2,0)  L .V(1 ,0)  -  2Q(V(1,0) ,  V(2 ,0) )
l r .vto,3) = - À" L' .v* -  C(- l  ,3) L' .v(1,0)

Avec undéfautmodal  (  V*  =V(1,0)  )  on aC(-1 ,3)=-Xc,  d 'ou:

V(0'3) = 0

ORDRE4

L.U+ +t2L'.1J2* t3 L'.U1 + 2 Q(U1, U3) + e(Uz,U) + 2t3 e(V*, U1) = 0

Détermination de t3

t211L'.U2, V(I,0) >> + t3 (( L'.Ul, V(I,0) >> + 2<< Q(Ur, U3); V(l,0) >> +
<< Q(Uz, U); V(1,0) >> + 2r3 << e(v*, Ur) , V(1,0) ) = 0

A cause de I'orthogonalité induite par la symétrie de révolution
cette équation se ramène à:

t3 (< L'.Ul, V(1,0) >> + 2r3 << Q(V*, Ur) , V(1,0) 21 = Q

Comme V* est un défaut modal << Q(V*, Ur), V(1,0) >> = 0, on
obtient:

tg=o ry - t - t  20)

Détermination de U 4

En remplaçant les ti et Ui par les notations précédentes on obtient
que U4 est solution de l'équation suivante:

-L.U+ = tzL'.lJz + 2 Q(Ur, U3) + Q(Uz, Ui + 2t3 Q(V*, Ur)
= Aa I C(2,0) L'.V(2,0) + 2Q0(1,0), V(3,0)) + Q0(2,0), V(2,0)) ]
+ At3 [ C(-1,3) L'.V(2,0) + 2e(V*, V(1,0)) ]

On pose alors en suivant l'ordre de A et de r
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IJ4 = Aa V(4,0) + At3 V(1,3) 0-t-t 2r)
où
-L.V(4,0) = C(2,0) L'.V(2,0) + 2Q0(1,0), V(3,0)) + Q0(2,0), V(2,0))
-L.V(1,3) = C(-l ,3) L'.V(2,0) + 2Q(V*, V(1,0))

On peut continuer de la même manière à développer les
problèmes correspondant aux ordres successifs. En utilisant des
relations de récurrence introduites piu Damil pour la poutre sur
fondation élastique tDll, or peut montrer facilement que les
vecteurs Un et les coefficients tn se mettent sous la forme:

U n =  An

tn=An

OgrSn-1

O<2psn

, i  r" v(n-3r,3r)

i r" c(n-3r,3r)

(v-r-1 22)

où les vecteurs V(n-3r,3r) sont les solutions de:

- L.V(n-3r,3r) =

n-3 min(2r,pr2)
ss
. L L
p=O 2q=Max(O2r-n+p+3)

(v-1-1 23)

C(p+2-3q,3q) L'.V(n-p-2-3(r-q),3(r-q) )

n-1 min(2r,fl)
+ lt(r) I

p=l 2iMax(O2r-n+1+p)

+ Ztz(r) Q(V*; V(n-3r,3r-3)) +

où

Q t v1p-3j,3j) ; v(n-p-3(r-j),3(r-j) l

lr(r) C(n-3r, 3r-3) L'.V*

^ (  O s i  r=O ou 2r=n-1
Â2(r)= I .

L r slnon
Â1(r)= { T

si 2t =n-1
sinon

si  r  = 0
sinon{iet ag(r)-



148

Les coefficients t2o-t sont nuls à cause de la symétrie de la
structure, du chargement et de la prise en compte d'une
imperfection modale. Les coefficients C(2n-3r,3r) formant t2a sont
donnés par:

(v-1-1 24)

C(2n-3r,3r) =
<< L ' .V(1,0) ,  v( l ,0)  >>

rnin(2r,2p+2)

2q=Max(O, 2r-2n+2p+2)

+ Âa(r)
min(2r,p-1)

2fMax(O2 r-2n+p)

+ 2L5(r) << Q(V*,Y(2n+l-3r,3r-3)) ; V(1,0) >>

+ Â6(r) C(2n+l-3r,3r-3)<<L'.V*;V(1,0) >> )

- l

2n-3

2p4

2n

P=1

où
ro

Âa(r)= 'l '
L r

ro
et lo(r)- I .,

t r

s i  r=n
sinon

s i  r=O
sinon

6s(r)= ti s i  r=O ou r=n
sinon

Ainsi à I'aide de ces relations de récurrence, on peut
déterminer les vecteurs Un et les coefficients tn pour les différents

ordres n. En utilisant une discrétisation par éléments finis 2D, on
peut se restreindre à ces formules de récurrence et déterminer les
vecteurs V(n-3r,3r) et les coefficients C(2n-3r,3r). Mais comme
cette résolution par éléments finis en 2D est "très" coûteuse en
temps CPU, on va développer un code d'éléments finis lD. Pour cela,
on va décomposer les vecteurs V(n-3r,3r) suivant les harmoniques
et déterminer d'abord de manière formelle, les problèmes
unidimentionnels correspondants.
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v -t-2 PASSAGE DE 2D à lD

Y-l-2-a Développement des ordres inférieurs

Dans le but d'utiliser les éléments finis lD, on va encore se

servir de la décomposition en série de Fourier décrite au chapitre

III. Cela nous mène à introduire des indices supplémentaires tenant

compte des harmoniques et de I'ordre des imperfections. On va

introduire une notation indicielle même aux ordres I et 2 qui nous

servira dans la suite. On décompose Ul = A V(1,0) suivant les

harmoniques n et -n par:

où les indices (p, p-k,k,r) de V(p,p-k,k,r) sont: p I'ordre du
paramètre A, (p-k,k) I'ordre des harrroniques et r I'ordre du défaut.
Ainsi le mode de flambage suivant I'harmonique n est noté par
V(1,1,0,0). On décompose le défaut V*(x,y) par :

not
ur 

- i- A t v(l,1,0,0) + v(1,0,1'o) l

V*(x,y) = v*(x) ,inv/R + T* (x) e-inv/n

":t v(0,1,0,3)(x,y) + v(o,o,1,3Xx,y)

v*(x) = v(0,1,0,3Xx) et î*(x) = v(0,0,1,3)(x)

V(0,1,0,3)(x,y) = v(0,1,0,3)(x) rinY/R

V(0,0,1,3Xx,y) = v(0,0,1,3Xx) 
"- inY/R

(v-r-z 1)

( v-1-2 2)

V(2,0,2,O)l (v-r-z 3)

de maniere que : 2
la décomposition en

ou

Les indices
correspond

harmoniques,

A I'ordre 2 on a alors

not
lJ2 

--:- 
A2 [ V(2,2,O,0) + V(2,1,1,0) +

de V(2,z-j,j,O) sont définis
à l'ordre de A2, (2-ii) à

et 0 à l'ordre de Zo.
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ORDRE 3

A I'ordre 3, il y a I'influence des imperfections. Comme on
s'est restreint au défaut modal, Ul = A3 V(3,0) et V(0,3) = 0 avec

V(3,0) = A2 [ V(3,3,0,0) + V(3,2,1,0) + V(3;l ,2,0) + V(3,0,3,0) ]

et tz(A) = A2 C(2,0) * I C(-t,g) ( v-r-2 4)
A

ORDRE 4

L.Ut+t2L'.U2* t3 L' .U1 + 2 Q(U1, Ut) + Q(Uz, Ud + 2c3 Q(V*,Ur) = 0

Comme on I'a déjà signalé tr = 0.

Détermination de U+

L.Uq + A2 C(z,O) L' lJz + 2 Q(U1, Ur) + Q(Uz, U) +

*{ c1-t,3).L' rJ2+ zr3 e(v*, ur) = o
A

On retrouve une partie correspondant à U+ sans imperfection et une
partie additionnelle correspondant à I'influence des défauts à
I'ordre 4. En remplaçant Ul , lJz et U3 par les notations récemment
introduites on obtient:

-L.Uq+ A2 C(2,0)L' .Uz+ 2 Q(Ur, Ur) + Q(Uz,U) +

ntl C(-t,3) { L'.V (2,2,0,0) + L' .Y(2,1,1,0) + L' .Y(2,0,2,0) } +
2Ar3 { Qry(0,1,0,3),V(1,1,0,0)) + Q(V(0,1,0,3),V(1,0,1,0)) +

Q(V(0,0,1,3),V(1,1,0,0)) + Q(V(0,0,1,3),V(1,0,1,0)) )

On obtient alors U+ = U4 Parfait + U+ défaut et après la décomposition
suivant les harmoniques :

ua narrait 
ttgt 

A4 Ï, r<o,o-jj,o) +
F0

Lr4 défaut not 
Ar3 [ v(1,2,0,3) + v(1,1,1,3) + v(1,0,2,3) ]

Finalement U4 se met sous la forme :
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(v-1-2 s)

V(4-3p, a-2p-jj,3p)

où les V(4,4-jj,0) sont donnés par les formules associées au cas sans
défaut donné au chapitre III et les Y(4-3p,4-2p-ji,3p) sont donnés
par :

( v_r_z 6)

- L .V(1 ,2,0,3) = C(-1,3\ L'.V(2,2,0,0) + 2 Q0(0,1,0,3) ; V(1,1,0,0))

- L .V(1,1,1,3) = C(-1 ,3) L' .V(2,1,1,0) + 2 Q0(0,0,1,3), V(1,1,0,0))
+ 2 Q0(0,1,0,3) ; V(I,0,1,0))

- L .V(1 ,0,2,3) = C(-1,3) L'.V(2,0,2,0) + 2 Q0(0,0,1,3), V(1,0,1,0))

En continuant de la même manière, on va déterminer les équations
à résoudre pour les ordres ultérieurs.

Le développement de ces calculs devient de plus en plus
lourd avec les ordres, cela rend fastidieux le développement
manuel des ordres supérieurs. L'utilisation de systèmes de calcul
formel, type Macsyma ou Maple lc7l, nous a permis de développer
les ordres supérieurs de manière très simple.

L'utilisation de ces systèmes dans I'industrie ou dans la
recherche permet, à coup sûr d'économiser de façon systématique
le temps de I'ingénieur ou du chercheur. Ces systèmes s'occupent de
gêrer, de manière sûre, les formules trop complexes dont le calcul à
la main s'avère trop lourd. Il existe une multitude de systèmes de
calcul formel. Ces systèmes ont néanmoins de grandes similarités
d'utilisation. Ainsi ces systèmes de calcul symbolique nous ont
permis, entre autre, de développer les ordres supérieurs et de
déterminer les relations de récurrence associées.

U+=A4
Os2pS A

4-2p

jro
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V-l-z-b Relations de récurrence

Pour la résolution numérique de ces problèmes les relations
de récurrence sont d'une grande importance,. vu qu'elles pennettent
de faire les calculs numériques jusqu'à I'ordre voulu avec une
programmation claire et bien structurée.
A I'aide de la formule de récurrence ( v-l-t 22) Uo est donné par :

up=AP
O9r<pl

)3t v(p-3r,3r)

où les v(p-3r,3r) sont solutions des problèmes 2D N-t-t 23). comme
on va util iser les éléments finis lD, on décompose v(p-3r,3r)
suivant les harmoniques comme suit:

V(p-3r,3r) V(p-3r,p -2r-j j,3r) (v-1-2 7)

Les vecteurs v(p-3r,p-2r-jj,3r) sont associes à l'harmonique
2r-2j)N où N est le nombre d'ondes critique.

Pour la détennination des vecteurs v(p-3r, 3r), donc de
pour différents ordres p en utilisant les éléments finis lD, on
déterminer les problèmes linéaires associés à chaque
V(p-3r,p-2r- j , j ,3r).

(i

P2r
=

j=o

(p-

Up,
doit
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Proposition I (v-1-2 8)

Pourn>3

n-2r
Un=An

Ogr<n-l ^ FO

où les vecteurs v(n-3r,n-2r-ji,3r) sont les solutions de :

-L.V(n-3r,n-Zr-ji,3r) =

min( n-3 ,r+j - 1 ,n- I -r-j )
2 min(r'Ptl)

p=O g=max( O,r+p-É,p+1-j,-n+p+1+2r+j)- 2

C(2p+2 - 3q, 3 q ) L'. V ( n- 2p -2 -3 (r - q),n-p - l -2r+q-j i +q-p- 1' 3 ( r-q ) )

2k=max(O,2r-n +1+p)

*itt11p-2k)

l=max(O,in+p+2r-2k)

n-1 min(p-l,2r)

+ Ar(r)
P=1

Q( V(p-3k,p-2k-l,l,3k) ; V(n-p-3r+3k,n-p-2r+2k-j+lj-l'3(r-k)) )

min0,t
+ 2L2(r)

k=max(O,-n+1+2r+)

* 63(r)corrttf .,,-i,+ +r+j) C(n-3r,3r-3)L''V(0 ,+ -'-i,++r+j'3)

avec la convention

conn{*,y) = {f 
ttrr."ino ou Y < o

Les Ai(r) sont donnés dans (V-l-l 23) et (V-l-l 24)-
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Pour les coefficients t1 à cause de la symétrie on a tzn+t = 0

La démonstration de ces deux propositions est technique et sera
faite dans I'annexe B.

Ces deux propositions nous permettent d'avoir clairement les
problèmes lD à résoudre à chaque ordre du développement
asymptotique. Grâce à ces relations de récurrence, on établit un
programme de résolution numérique bien structuré permettant
d'effectuer ces calculs pour tout ordre. Ainsi, on établit un code de
calcul d'éléments finis lD facile à mettre en oeuvre pour l'étude de
ce type de problèmes.

Proposition 2 (v-r-2 9)

t2n = p,Zn

O<rSn
où les C(2n-3r,3r) sont donnés par :

C(2n-3r,3r) =,

2n-3 min(r,p+l).{ ̂  I t'
2P=f 9=Max(O,r+P-n+1 )

C(2p-3 q+2,3 q) L'. V( 2n-2p- 1,3(r-q ),n-p-r+q,n-p-r+q- 1,3 (r-q) )

2n min ( 2r,p-7) min( n-r,p-2j)
+ lalr; I

P=l 2imax( O,Zr-2n+p) k=max( O,-n+r-l+p-2 j )

Q t V(p-3j,p-2j -k,k,3j ),V(2n-p+ I -3(r-j),n + 1 -p-r+2j+k,n-r-k,3(r-j )) l

min(l,n-r)
+ za5(r)

iMax(O,r-n)

l6 ( , )C(2n+| -3r ,3r -3)L , .V(0 , l ,0 ,3) } ;V(1 ,1 ,0 ,0)>
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v-2

V-2-O INTRODUCTION

Dans le chapitre III, on a vu que la coque cylindrique idéale perd sa

stabilité au point de bifurcation. La charge critique de bifurcation

est atteinte au point d'intersection entre la branche fondamentale,

"branche pré-critique", et la branche post-critique. Une structure,
réelle, avec imperfection, perd sa stabilité au point limite. Comme
ces imperfections sont inévitables, la détermination de ce point

limite est d'une grande importance.
L'écart entre la charge critique et la charge limiæ - réduction de la
charge critique - détermine le degré de la sensibilité de la structure
aux imperfections qui est dû à un comportement post-critique

instable. Cette réduction de la charge a êtê prêdite par différents

auteurs dont le pionnier fut Koiter. Pour la compréhension de
l'évolution de la déformation de la structure après ce chargement
limite, la détermination du comportement post-critique est aussi

cruciale.
Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats

numériques clarifiant I' influence des imperfections de forme
modale sur la réduction de la charge critique. On donne une formule

de réduction de la charge critique facile à mettre en oeuvre. L'étude
du comportement du post-flambage initial est aussi fait pour

différentes valeurs d'amplitudes des imperfections.

V -2-1 Première approximation de la charge limiæ de flambage

La différence prononcée entre la charge de bifurcation et la
charge de flambage expérimentale pour les coques cylindriques
justifie la sensibilité de cette structure aux imperfections. Il est
alors primordial de déterminer des relations liant la charge de
bifurcation et la charge limite de flambage pour de telles structures.
Pour cela, différents auteurs ont introduit des relations de
réduction de la charge critique I K5], I H1], [814-16], IA2l.

Pour la détermination de la charge limite de flambage, ces auteurs
tronquent le développement asymptotique de la charge et du
déplacement à I'ordre 2.
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= l ,c  +  a ,2  c (2 ,0)

= a  U1+ azU2

(v-2 1)
Le point limite en chargement î.m est donné par 4- = Q. Ainsi on-da

a9c- c
a

{;

( -  1 ,3)

obtient une relation de réduction de la charge
charge de bifurcation Ic, la charge limite l.m
I'imperfection ao.

critique liant la
et I'amplitude de

(v-2 2)

comportement post-critique initial
négatif. Cela mène à:

t* - x. = 3 c (z,q(ttgl 
[q" 

cCl=O 
I2t3)

Comme dans le cas des coques le
est instable le coefficient C(2,0) est

(v-2 3)

2,c - f,m = 3tc (2,0)l0t3) 
I2t3)

où les coefficients c(2,0) et c(-1,3) sont donnés par (v-l lg).
il a été confirmé expérimentalement [wl], ôu" c'est le défaut
géomérique de forme modale qui influe de manière prépondérante
sur le comportement critique de la coque cylindrique. Én prenanr
un défaut modal ( V* = V(1,0) ) on obtient C(-1,3) = -î,c, d'ou cette
relation devient r ry-Z 4)

r" - À. = 3tC(2,0y (1111 
,t rr'', ro2t3)

Cette relation pennet alors d'avoir, de manière très simple, la
charge limite de_ flambage en fonction de I'amplitude des
imperfections &o. comme le seul coefficient à déterminei est c(2,0),
donné par (V-1 18), cette relation pouna aisément intégrer tous les
codes de calcul d'éléments finis.
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v-2-2

Y-2-2-a Prédiction asymptotique à I'ordre 2

L'arrêt du développement asymptotique à I'ordre 2 permet

non seulement de déterminer la charge limite mais aussi d'avoir

une assez bonne information sur le comportement post-critique. Sur

les figures suivante on présente le comportement post-critique

prédit par I'ordre 2 pour différentes valeurs de I'amplitude des

imperfections âo
Sur les figures ci-après V-1, V-2 et V-3, on présente la

prédiction à I'ordre 2 du comportement du post-flambage de la

sous pression externe. En présence descoque cyl indrique
imperfections on a un flambage par point limite. Ce point limite, qui

correspond à la charge maximale, diminue en fonction de

I'amplitude des imPerfections.

C)
d
R

1.5
a

hédiction à
I'ordre 2.

Variation
de

la charge
pour

différentes
valeurs de

a0

Z=2f f i

c. L. cl

Fig. V-1
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.? 1.5
à

Prédicton à
l'ordre2.

Variation
de

la charge en
fonction de
la flèche

pour
différentes
valeurs de

a0

Z =200
c. L. cl

Fig. V-21 1.5
W/h

Prédiction à
I'ordre 2.

Variation
de

la charge
pour

différentes
valeurs

positives et
négatives

de a0

1.5
a

Z=2N
c.L. cl

Fig. V-3



159

V-2-2-b Prédiction asymptotique aux ordres supérieurs

Le développement asymptotique à I'ordre 2 permet de
déterminer I'influence des imperfections sur le comportement post-

critique, mais la validité de cette prédiction est très limitée au
voisinage du point cr i t ique. Le développement des ordres
supérieurs permet d'améliorer considérablement cette prédiction.
Pour cela on à déterminer les vecteurs V(p-3r,p-2r-jj,3r) et les
coefficients C(n-3r,3r) formant Un et tn.

La détermination des vecteurs V(p-3r,p-Zr-jj,3r) revient à la
résolution des problèmes linéaires:

L.V(p-3r,p-2r-j j,3r) = F(p-3r,p-2r-jj,3r)

ou en notations lD

tp-Zr-Zj.v(p-3r,p -2r-ji,3r) = f(p-3r,p-Zr-j,j,3r)

où f(p-3r,p-2r-jj,3r) est le second membre associé à
I'harmonique (p-2r-2j).
La différence algorithmique avec le cas sans défaut est : la

multitude d'indices et la complexité du second membre. Comme ces
indices sont gérés par des relations de récurrence et le second
membre est formé par les mêmes opérateurs que dans le cas
parfait, les étapes de résolution numérique sont les mêmes que
celles décrites au chapitre III. Les coefficients C(n-3r,3r) sont
donnés par les équations algébriques (V-l-2 9).La résolut ion
numérique des équations (V-1-2 8) et (V-1-2 9) permet de
déterminer les vecteurs U(p) et les coefficients t(p) pour tout ordre
p. On peut alors de la même manière que dans le cas sans défaut,
déterminer le chargement et le déplacement prédit par les ordres
supérieurs pour dif férentes valeurs de I 'ampli tude des
imperfections.
Sur les figures suivantes, or présente le comportement post-
critique prédit par les ordres supérieurs de la coque cylindrique
sous pression avec une imperfection géométrique modale. Ce
comportement est déterminé pour dif férentes valeurs de
I'amplitude des imperfections.
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Post-flambage
initial aux

ordres
supérieurs.

Con
vers la
branche
solution

Z=100
c. L. cl

Fig. V-4

o18
N

H
N

J
IE
o-
t l

o
Y

hédiction à
I'ordre 6.

Variation de
la branche
solution en
fonction de
I'amplitude

des
imperfections

a0

Z=lN
c. L. cl

Fig. V-5

6 SANS DEFô,LIT

l -oRDRE 6 AvEc DEF UT ao=0.1.3

2-ORDRE 6 AVEC DEFAÛT ào=0.2.'

3-oRDRE 6 AvEc DEFAUT âo = 0,3;
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n
ôl
H

N\
-l
&

x

t l
x

Èv
1 0

Variation
de

la charge
maximale en
fonction de
I'arrplinrde

des

de ao

Z= lN
c. L. cl

Fig. V-6

La figure V-4 présente la convergence vers la branche

solution pour une amplitude de défaut ao fixe. On note que les

ordres supérieurs améliorent davantage la prédiction' de I'ordre 2.

Sur la figure V-5, on présente la variation de la solution obtenue à

I'ordre 6 en fonction de I'amplitude des imperfections. Sur la figure

V-6, on présente la charge maximale en fonction de ao. On note

I'amélioration nette de la prédiction de I'ordre 2.

Ces figures montrent que la méthode asymptotique-

numérique semble permettre d'obtenir une bonne approximation

de la charge maximum jusqu'à une amplitude des imperfections

ao = 0.1. Ce qui correspond à une réduction de la charge critique

d'environ 25 7o .



r62

V 3 CONCLUSION

Dans ce chapi t re ,  nous avons présenté une étude
asymptotique du problème de bifurcation perturbée décrivant le
comportement critique et post-critique de la coque cylindrique. La
formulation en opérateurs introduite, nous a permis de réaliser
cette étude à n'importe quel ordre de troncature de la série
asymptot ique.

L'utilisation de systèmes de calcul formel Macsyma ou Maple
nous a permis la mise en place des relations de récurrence
permettant de traiter ce problème assez complexe, à cause de
I'introduction des imperfections et de la décomposition en
harmoniques. Ainsi, nous avons établi un code de calcul d'éléments
finis lD, facile à utiliser. Cela nous a permis de déterminer la
variation de la réduction de la charge critique en fonction de
I'amplitude des imperfections et de déterminer le comportement du
post-flambage initial de la coque cylindrique sous pression.

En utilisant les mêmes techniques, il sera possible de traiter
par la méthode asymptotique-numérique les problèmes dépendant
de plusieurs paramètres ( chargement, défaut, variation de forme
de la structure, ). Malgré tout, les résultats obtenus ne permettent
pas de résoudre complètement les problèmes réels où I'on aimerait
traiter des défauts de I'ordre de l'épaisseur de la coque (ao - 0.5) et
des réduction de charges critiques d'au moins 50 Vo.

Les résultats précédemment obtenus avec le même
développement asymptotique pour la poutre sur fondation
élastique lDl-21 donnait une zone de validité ssmparable. Il semble
qu'il faudrait, soit compléter cette méthode asymptotique par une
méthode de Ritz, soit utiliser un développement asymptotique
d'une forme un peu différente.
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CONCLUSION GENERALB ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons présenté une étude de problème

de bifurcat ion et de bifurcat ion per ' turbée décrivant le

comportement critique et post-critique des coques cylindriques-

Pour cette étude, nous avons décrit une méthode asymptotique-

numérique facile à mettre en oeuvre.

Dans les deux premiers chapitres, nous avons rappelé les

notions générales de la stabilité élastique. Nous avons introduit une

formulation en opérateurs de l'équation d'équilibre permettant

d'util iser les résultats classiques de la théorie spectrale des

opérateurs compacts. Les branches solutions du problème de

bifurcation sont alors représentables sous forme de séries entière

au voisinage du point critique.

Dans le troisième chapitre, nous avons présenté les différentes

étapes du développement de la méthode asymptotique-numérique.

Le principe de cette méthode est de calculer numériquement deux

séries donnant le déplacement et le chargement en fonction de

I'amplitude du mode du flambage . Le problème non-linéaire de

t'équilibre se ramène alors à une séquence de problèmes linéaires

ayant la même matrice de rigidité. La décomposition en

harmoniques, nous. r permis de nous ramener à des problèmes

monodimensionnels nécessitant I' inversion de petites matrices

associés à chaque harmonique. Ainsi, nous avons établit un code de

calcul d'éléments finis lD permettant de déterminer un grand

nombre de termes des séries.

La décomposition en harmoniques permet une réduction

considérable en temps de calcul en réduisant la dimension du

problème. Cette technique est souvent utilisée pour la résolution de

problèmes périodiques. Elle nous sera alors d'une grande utilité

pour la résolution des problèmes 2D ou 3D de vibrations non-

l inéaire.
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La prise en compte des imperfections introduit un paramètre
supplémentaire dans les développements. Avec la décomposition en
harmoniques, cela rend les développements complexes. Le calcul
formel nous a permis de faire fonctionner les procédures
asymptotiques pour ces problèmes complexes. Ceci montre, que I'on
pourrait appliquer cette méthode pour de nombreux problèmes, pat
exemple, traiter des problèmes dépendant de plusieurs paramètres.

Les applications présentées montrent qu'on peut déterminer,
de manière automatique, une grande part ie des branches
bifurquées. Le comportement du post-flambage initial de la coque
cylindrique parfaite sous pression est alors déterminé. En tenant
compte des imperfections (défaut modal), une bonne estimation de
la réduction de la charge critique est donnée. Le comportement
post-critique initial de la coque cylindrique pour différentes
amplitudes des imperfections est présenté.

Malgé tout, les développements en séries présentés ont un
de convergence. Cela limite la zone de validité de la solution
prédite.

Comme on calcule une représentation analytique des branches
de solutions, les moyens d'amélioration de convergence peuvent
être facilement adoptés. L'utilisation des approximants de padé
améliorent spectaculairement, le domaine de convergence dans le
cas des plaques. L'application de cette technique aux coques
cylindriques ne permet pas I'amélioration espérée. L'adaptation
d'autres moyens, comme la technique de la base réduite sont
env isagées.

Nous rappelons les principaux avantages de cette méthode.

- La réduction du temps de calcul.
Nous avons transformé le problème non-linéaire en une série
problèmes linéaires ayant la même matrice de rigidité.
résolution nécessite alors une seule inversion de matrice.

rayon

ainsi

de
La
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- Les branches de solutions sont déterminées analytiquement. Cela
permet de déterminer la branche solution pour différentes
amplitudes des imperfections sans aucun calcul supplémentaire. Le
retraitement des séries par les techniques d'amélioration de
convergence est ainsi facilité.
- L'automatisation de la procédure de calcul.
- La facilité d'adaptation à différents problèmes. La résolution de
problèmes dépendant de deux paramètres (charge et amplitude des
défauts, chapitre V) est un exemple élustrant cette possibilité.

Dans les perspectives, nous visons I 'améliorat ion des
performances de cette méthode et I'extension de son champ
d'application dans les domaines suivants :

- Vibrations non-linéaires, instabilité dynamique avec applications
aux problèmes d'interaction fluide-structure.
- Etude des non-linéarité fortes: Plasticité, contact,...
- Etude des structures à grandes déformations.
- Sensibilité de la réponse d'une structure à divers paramètres,
notamment le changement de forme.
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ANI\EXE A

1-A Relation de recurrence pour les V(p-ii)

On décompose V(p) suivant les harmoniques par :
P

v(p) = t v(P-ji)
tso

où
V(p-jjXx,y) = v(p-jiXx; 

"i(P-2j)nrln

On va tenir compte implicitement de cette séparation de variables
de V(p-jj)(x,y) en développant les problèmes linéaires associés à
v(p-j j).

e-l p-l
L V(p) = - 

'! 
t(r) L'.V(p-r) - 

-I 
Q(V(r), V(p-r))

r=1 r=1

à cause de la symétrie de révolution on r tzp+t = 0, d'où :

11 P-1 P-zr
i- tttl L' v(P-r) =
r=1 2r=2 k=O

En faisant un changement de variables r+k - j on se ramène à :

F1 rr- 'E -t 
t(2r) L'.Y(P-r-j, j-r).

2r=2 j=r

En introduisant une convention V(ij) = 0 si i < 0 ou j < 0, on obtient
p-1 g

=

2r=2 j=0
P r-1

=

j=0 2t=2

En faisant la même démarche on obtient

p -1  PP lq

r=1 j=0 9=l k=O
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comme L.v(p) = g L.v(p-jj), les problèmes associés à chaque
j=o

vecteur V(p-jj) sont donnés par :

avec la convention V(p,q) = 0 si p < 0 ou q < 0.

2-A Relation de réccurrence pour les coefficients t(p).

Pour déterminer les coefficients t(p), on va définir un produit
hermitien tenant compte de la décomposition en harmoniques.

Soient les vecteurs V(p-jj) (x,y) = v(p-jj)(x) sio(n-2i)vtR
V(q-k,k) (x,y) = v(q-k,k)(x; 

"in(o-2k)rn
On définit le produit hermitien << , )) par :

<< v(ejj), v(q-k,k) >> = | 
'i* 

v(p-jj) v(q*") dx dy
oo

P 2ttR
= 

J 
v(p-j , jXx) v(q-k,k) (x) [  einlo-zi-G-2k)tytR dy dx

L
= ôp-2j,q-21 2rR J rtn-:, j)(*) nQ-t*) (x) dx

o

où oo-,;,n-r*={ ; l i"ï" 
- q -2k

on se ramène alors au produit hermitien lD qu'on noûe ( , ).

<< V(eji) ; V(q-kt) >> = ôp-2j,q-2r < v(p-ji), v(q-k,k) >.

loul re-ster le plus long temps en 2D, on tient compte implicitement
de la décomposition en harmoniques en posant:

L.v(p-jj) = -
p-l

2r=2

p-1
T

t(2r) L'.Y(p-r-j, j-r)

q
I

k=O
Q t V(q-k,k), V(p-q-j+k, j-k) l

1
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<< v(p-j j) ; v(q-k,k) >> = 6p-21,q-zt << v(p-jj)' v(q-k,k) >>'

En tenant compte de la décomposition en harmoniques et en
uti l isant ce produit  hermit ien, on montre faci lement que
t(2p+1) = Q.
Il reste alors à déterminer les relations de récurrence donnant
t(2p).

A I'ordre 2p + I on a:
e-l 2p

L.v(Zp+l +i t(2r+2)L'.Y(2p-2r-1) + t QIV(k)' V(2p-k+l)l
r$ k=1

L.Y(2p+l) + t(zp). L'.V(l) *Ë t(2r+2) L'.Y(2p-2r-l)
r=O
2p

+ t Qlv(k), V(2p-k+l)l = 0
k=1

Pour déterminer t(Zp), on fait le produit hermitien de cette
équation gén&ale avec V(1,0) = v(l,OXx) sinv/R.

<< L.V(2p+l), V(I,0) >> + t(Zp) << L'.V(1), V(lO) >> +
y2

I t{Zp+Z) <<L'.V(2p-k-l), V(1,0) >> +
r=O
2p

I . .  QtV(k) ,  V(2p-k+l )1,  V(1,0)  >> = 0
k=1

Comme I'opérateur L est auto-adjoint on a :

* << L.V(2prl), V(I,0) >> = << V(2prl), L.V(I,0) )) = 0

car V(1,0) est le mode de flambage ( L.V(1,0) = 0 ).
Comme V(1) = V(1,0) + V(0,1), I'utilisation du produit hermitien
prédéfini entraîne que :

{c t(2p) <<L'. V(1) ; V(1,0) >> = t(2p) << L'.V(1,0) ; V(1,0)>>

y2:* 
2 t(2r+2) << L'.V(2p-2r-l), V(1,0)>> =

r=O
p-2 2p-2r-l

=

r=O k=o
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P-2

=

r=O

Comme I'opérateur Q est symétrique on obtient:
2p_  p
> Q (V(k), V(2p-k+r)) = 2 > Q ry(k), V(2p-k+t))

k=l k=l

2p

k=1
p k 2e-k+1

2t
k=l F0 i=O

pk
=22

k=1 tsO

Finalement, comme << L'.v(1,0), v(1,0) >> . 0, on obtient la formule
de récurrence donnant t(zp).

t(2p) = -
<< L'.V(1,0),

pk
+ZZ l<<

k=1 j=O

y2
t(2r+2) << L' V(p-r, p-r-l) ; V(1,0) >>v(l,0)>> | r:b

Q t V(k-j, j), V(prl-k+j, p-j)l; V(l,0) >>

t(2p+l) = 0
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Annexe B

Relation de récurrence dans le cas des défauts

l-B Relation de recurrence pour les vecteurs v(n-3r,n-2r-jj,3r)

D'après la relation de récurrence en 2D on a :

Un=An
O<2r<n-1 \ )

Pour le passage de 2D à lD on va décomposer le vecteur v(n-3r, 3r)
suivant les harmoniques. Pour cela on pose :

n-Zr
V(n-3r,3r) = I V(n-3r,n-2r-jj,3r)

tso
où

I'indice (n-zr-jj) définit les harmoniques décomposants v(n-3r,3r).

n-2r
L.V(n-3r,3r) - I L.V(n-3r,n-2r-jj,3r)

Fo

on cherche alors à déterminer les équations à résoudre pour
déterminer les vecteurs v(n-3r,n -Zt- j , j ,3r).  cela revieni à
décomposer suivant les harmoniques n-2r-2j le second membre de
la formule de récurrence (v-l-l 23). Pour la clarté de I'exposé, on
va traîter terme à terme I'equation (V-l-l 23)

( I ) L'.v(n-2p -2-3(r-q),3(r-q)) = 
n-2p2-2(r1) 

L,.v(n-2p-2-3(r-q),
k4

n-2p -2-2(r-q)  -k,k,  3 ( r -q ) .

Pour se ramener à I'harmonique n-zr-2j on fait le changement de
variables suivant:

n-2p-2-2(r-q)-2k = n-2r-2 j  d 'oùj-p+k+t-q

n-3 mrn(2r2p+2)
d'où

2p=O 2q=l!t6x(O,2r-n+2pr3)



t7r
n-3 min n-p-l-2r+q

=
2p=O 2q=Max -Fpr1-q

n-p- I -Zr+q-j j+q-p- 1,3(r-q))

n-3 min n-p-l-2r+q
=

2P4 2q=Max FPtl-q

on util ise la convention V(*,ij,*) = 0 si i< 0 ou j< 0.

n-3 min n-2r
=

2p=o 2q=Max j4

n-2r n-3 rnin(2r,2p+21
=

j=0 zp=Q 2q=Max(O,2r-n+2p+3)

j+q-p- l  >0 +  q
n-p-1-2r+q-j
d 'où

Qr = Max (O,r+p- 
+,p+l-j, 

-n+p+ l+Zr+j s q s min (r, p+l) - Qz

P+l-j

d'où 0

Fina lement

n-2r P1 QZ
(1)  =

j=O p-{ qq
L'.V(n-2p-2-3(r-q), n-p-l-2r+q-j, j+q-p-1, 3(r-q)) )

En développant a [V(p-3k,3k) ; V(n-p-3r+3k,3r-3k)l

suivant les harmoniques on obtient :

Q tv(p-3k,3k) ; V(n-p-3r+3k,3r-3k)l =

= 
o->'* "-o-it% [v(p-3k,p-2k-l,l,3k) ; v(n-p-3r+3k,n-p-2r+2k-m,m,3(r-k))]
l4 m4
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Pour avoir un rangement suivant les harmoniques (n-2t-2i) on fait
le changement de variables :

p-2k-21+n-p-2r+2k-2m = n-2r-2j d'ou l+m=j

En faisant les mêmes démarches qu'avant pour permuter les signes
I on obtient :

n=l min(2r,p-1)
(2) lr(r) I

P=1 2k=max(O,2r-n+l+P)

n-Zr n-l min(p-l,2r) min(i'P2D
=

F0 p=l 2k=max(O,2r-n+1+p) l=max(O,in+p+2r-2k)

Q tv(p-3k,p-2k-l,l,3k) ; V(n-p-3r+3k,n-p-2r+2k-i+l i-l'3 (r-k)l

Pour le terme L'.V*, on a pris un défaut modal qu'on note

V* = V(0,1,0,3) + V(0,0,1,3).

{< L'.v* = i L' v(o,l-k,k,3)
k=O

onpose 1 -2k=n- 2r  -2 j  + t=*+r+j
2

d 'ou

1+n
2

L.V* =
. l-n
F_r_ z

L' v[0,+ r-i,1-L+r+j,3)

En u t i l i san t  la  convent ion  V( r . , i j , * )=0s i i<0  ou  j<0 .

n-Zr
L.V* = 

--t- 
L'.V10,b -r-i,\+d,3)

F0

Pour retirer la convention et avoir les indices entier on pose :

l 'O s i i<0 ou j<0 î  , : \  I0s i ies tPa i r
conv(i j )  = 

l f  s inon 
'  Impl i ;  = 

l t  r i  i  est impair
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d'ou finalement :

(3) al(r) C(n-3r,3r-3) L'.Vx = 
'-ft 

{ l l(r) C(n-3r,3r-3)
F0

f lmp1n;.conv|,* -r-j, L: ! a1ç;' i l  t ' .u (o * -r-j,1 ; 
n +r+i,:) ]

L '  [2  
-J ' ,2  " l  

[  2  
-J '2  - " - ) t

* Pour le terme a (V*, V(n-3r,3r-3)) on obtient

e(v*, v(n-3r,3r-3)) = i 
n-'-2t 

a [v(0,1-k,k,3), v(n-3r,n- l-2r-l
k=O l=O

,1 ,3( r -  I  ) ) l

onpose n-2r-2j = n-l-2r-21+l-2k + l=j-k

1 n-1-2r+k

k=O tsk

En utilisant les mêmes convention et démarche que précédemment
on obtient :

(4) ztz(r) Q(V*, V(n-3r,3r-3)) =

n-2r 1 min(l,j)

-Fo * k=Max(o,-n+1+2r+j)
j-k,3(r-l))l 1

Finalementon obtient:
n-2r

L.V(n-3r,3r) =

Fo 
n-?.r

=(1)+(2)+(3)+(4) = I t  résul tat  )
F0

Ce résultat correspond au second membre associé à chaque vecteur
V(n-3r,n-2r-jj,3r) pour chaque harmonique n-2t-2j

@
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on cherche à déterminer la relation de récurrence donnant Iescoef f ic ients  C(2n-3r ,3r )  en ut i l isant  la  décomposi t ion enharmoniques. cela mène à exploiter les résultats nuirériqo", desvecteurs lD v(n--3r,n-2r-jj,3r). pour cela, on va décomposer chaqueterme de la relation de récurrence (V_l_l 24)

2n-3 min(2r,2p+2)(s)
2p4 2q=max(O,2r- 2n+2p+2)

2n-3 min( )
=

2p=o 2q=max( ) 
-

C(2p+2-3q,3q) 
2n-2n-1-2(r-s)

tso

2n-2p-l-2(r-q)- j j ,3(r-q)),  V(1,0) >>

2n-2p-t-2(rn)
I  6zo_zp_r_2(r_q)_zj,r
Fo

. .  L ' .V(  .  )  . ,  . ,  .  ) ,  V(1 ,0)  >>

Changement de

2n-2p-L-2(r-q)-Zj

2n-2p- I -2(r-q)-j

variables.

I  =r  j=n-p-r+q- l

2n-2p- I -2(r-q)-n+p+r-q+ I
n-p-r+q

2n-3 rniner,2p+2|
=

2N 2q=max(O,2r-2n+2ç*2)

<< L'.V(2n-2p-l-3(r_q),n_p_r+q,n_p_r+q-1,3(r_q)) ; V(l,0) >>

min(2r,pl)
I o Qlv(p-3j,3j), V(2n+t-p-3(r-j), 3(r-j))1, vtO >2Fmax(2r-2n+p,O)

.(6)
2n
E

P=l

22 min(2r,fl) p_Zj
=

p=l 2imax(O2r-2n+p) k=O

2n+l-y2(r

l4

-,

<< Q(V(p-3j,p-2j-k,k,3j),V(2n+l_p_3(r_j),2n+l_p_2(r-j)-t,1,3(r_j)), V(1,0) >>.
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Posons

p-2j-2k+2n+l-p-2(r-j)-21 = I
-2k+2n-2r-21 =0 + I = n-r-k

2n min(2r,pl) yzj
=I I

p=l 2imax(O,2r-2n+p) k=O

V(2n+t -p-3( r - j ) 'n+ l -p- r+2 j+k ,n- r -k ,3( r - j ) ) ] ;V( l ,0 )>>

Injection de la convention

ona 0< l

n-r-2n-l+p+2r-2j
d'où on a :

2n min(2r,p-l) min(p-2in-r)
. . (6)= E

p=l 2imax(O,2r-2n+p) k=max(O,-n+r-1+p-2)

... (7) C(2n+l-3r,3r-3) << L'.V*,V(I,0) >> =

C(2n+l-3r,3r-3) << L'.V(O,1,0,3), V( l,l ,0,0) >>

. . . . (8)

| 2n-2-2(r-lÈ2n-2r

jrO k=o

I-2j+2n-2r-2k= I =+ 2j = 2n-2r-2k
+ k - n-r-j

1
= I " Q[ V(0,1-jj,3), V(2n+l-3r,n-r+j,n-r-j,3r-3) ] , V(1,0) ,

Fo

or0

on obtient :
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min(1,n-r)

(8) =
iMax(O,-n+r)

Finalement en additionnant (5) + (6) + (7) + (8), on obtient la

relation de récurrence cherchée.
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