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Version du 08/12t92 Introduction

INTRODUCTION

L'écoulement plastique des matériaux métalliques, bien qu'inhomogène
à l'échelle des dislocations, apparaît comme macroscopiquement
homogène dans un large intervalle de déformation. CependanL à certains
stades de I'histoire de la déformation plastique, un régime d'écoulement
uniforme peut devenir instable, et laisser place à un régime de
déformation localisée. C'est le cas par exemple des sollicitations de
traction simple et de cisaillement simple qui donnent éventuellement lieu
aux zones de localisation intense de la déformation plastique que sont les
strictions et les bandes de cisaillement. Ces dernières peuvent avoir des
effets catastrophiques sur la mise en forme des matériaux, ou sur la durée
de vie des sffuctures car elles sont susceptibles de conduire à la rupture
ductile.

Nous nous intéressons dans ce travail aux instabilités de la déformation
plastique, moins sévères que la striction ou les bandes de cisaillement,
qu'engendre I'effet Portevin-Iæ Châtelier (PLC).

L'effet PLC se manifeste par la génération et la propagation de bandes
de déformation plastique localisée le long d'une éprouvette de traction. Il
conduit à une ductilité et à une tenacité réduiæs ainsi qu'à I'apparition
d'étaæ de surface rugueuK inéductibles et insensibles au polissage dans
certains alliages d'aluminium, ce qui est très dommageable, notamment
dans I'industrie aérospatiale. En effet, la rugosité du fuselage entaîne une
traînée accrue des appareils, et par suiæ une consommation et un coût
d'exploitation supérieurs.

Les bandes de Lûders, souvent plus connues, ne doivent pas être
confondues avec les bandes associées à I'effet PLC. La déformation
plastique est elle aussi propagée par les bandes de Lûders, mais il s'agit de
fronts après lesquels la déformation est de nouveau homogène ; en ouûe,
les bandes de Lûders constituent un phénomène Eansitoire lié à I'existence
d'une limite inférieure et d'une limiæ supérieure d'élasticité, alors que
l'effet PLC peut être observé sur une grande plage de déforrnation.

L'effet PLC se produit dans certaines conditions de æmpéranne et de
vitesse de déformation pour des matériaux tels que les alliages
d'aluminium (Al-Mg, Al-Cu, Al-Zn...) et les aciers doux, matériaux
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Version du 08112192 Introduction

contenant soit des éléments à forte teneur en position substitionnelle, soit

des impuretés interstitielles.
Cette instabilité de la déformation plastique uniforrne se manifeste sur

les courbes de traction soit par des oscillations, qui parfois semblent

périodiques lorsque I'on tire à vitesse de déformation constante, soit par

une succession de paliers de déformation lors d'une traction à taux de

contrainte constant. Chaque décrochement de la courbe, ou chaque

segment vertical reliant les paliers, est associé au passage d'une bande de

déformation plastique localisée se propageant le long de l'éprouvette.

Cependant I'effet PLC se produit aussi au cours de l'étirement biaxial des

tôles ou en cisaillement simPle.

L'interprétation physique de ce phénomène est liée au vieillissement

dynamique, c'est à dire à la diffusion des atomes de soluté vers les

dislocations durant leur temps d'attente sur les obstacles, et au régime

particulier d'ancrage et de désan crage des dislocations qui en résulte.

Cette explication locale en terrnes microstructuraux doit être confrontée à

des phénomènes observés au niveau macroscopique : du comportement de

la dislocation isolée ou d'un paquet de dislocations, il faut arriver aux

propriétés mécaniques de l'échantillon étudié. Les modèles locaux sont en

tout état de cause incapables de rendre compte du phénomène de

propagation de la déformation plastique.

Il est actuellement couramment admis que la valeur négative de la

sensibilité à la vitesse qui correspond au vieillissement dynamique permet

de prévoir qualitativement la structure macroscopique de la déformation

plastique non-homogène. C'est dans la zone de sensibilité à la vitesse

négative que se produisent les oscillations dans la courbe de traction et la

propagation des bandes de localisation de la déformation plastique.

Cependant les modèles locaux intégrant ce concept de sensibilité à la

vitesse négative sont incapables de rendre compte quantitativement du

phénomène de propagation car ils manquent d'un mécanisme d'interaction

spatiale perïnettant de propager la déformation plastique.

Nous nous sommes attachés au cours de ce travail à déterminer quel

mécanisme d'interaction spatiale doit être utilisé pour rendre compte de la

propagation des bandes de déformation plastique localisée. Pour des

raisons de simplicité, nous nous sommes cantonnés à une énrde en traction

simple à vitesse de chargement constante. Le plan adopté pour ce travail

est le suivant :

2
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Version du 08112192 Introduction

Dans une première partie, après une étude bibliographique des
approches expérimentales perrnettant de saisir la complexité de I'effet
PLC, nous décrirons les mécanismes microscopiques et les modèles
microstructuraux associés. Les modèles macroscopiques locaux,
éventuellement motivés par des modèles microstructuraux, seront ensuite
étudiés. On montrera leur pouvoir explicatif, mais aussi leurs limites liées

à I'absence de mécanismes de propagation de la déformation plastique.
Dans une seconde partie, nous introduirons deux lois de plasticité non

locales. L'une, appelée loi  de second gradient,  s 'appuie sur des
mécanismes d'interaction par contraintes intemes à courte distance. La
seconde util ise un mécanisme de propagation par glissement dévié,
formellement assimilable à une diffusion de la déformation plastique.
Ceci nous conduira donc à deux modèles susceptibles de décrire la
propagation des bandes de déformation associées à I'effet PLC. Il sera
alors intéressant de faire quelques analogies avec d'autres domaines où
une source continue d'énergie produit également des oscillations, dites
auto-entretenues.

Au chapitre 3, nous décrirons les solutions propageantes relatives à la
loi de second gradient. La vitesse de propagation déduite d'une analyse
linéarisée basée sur I'hypothèse de stabilité marginale 12,71 sera discutée;
une analyse non linéaire permettant une détermination "exacte" sera
présentée, et les résultats seront confrontés aux tendances expérimentales
observées.

Dans une quatrième partie, nous étudierons le modèle utilisant un
mécanisme de pseudo-diffusion, ce qui nous conduira à une équation non-
locale de type réaction-diffusion. Nous résoudrons cette équation au
moyen d'une analyse non-linéaire "exacte", ce qui permettra d'évaluer
numériquement la vitesse de propagation des bandes de déformation
associées à I'effet PLC; I'utilisation d'une méthode asymptotique conduira
à une expression analytique de la vitesse qui sera discutée. Enfin, nous
étudierons la question de la stabilité de la solution propagative établie,
pour conclure, en précisant quelle est celle des deux approches qui paraît
le mieux décrire I'effet PLC. Cependant, il est clair que ces deux modèles
ne sauraient être exclusifs, et que d'autres mécanismes d'interaction
spatiale pourraient être mis en oeuvre, par exemple à l'échelle du
polycristal.

3
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CHAPITRE 1 :

Présentation de I'effet PtC

[-1 ilnûnodlueûflon

C'est en 1909 que F. Le Châtelier [8] met le premier en évidence la
génération et la propagation de bandes de déformation plastique localisée
le long d'une éprouvette de naction en acier doux enEe 80oc et 250oC; en
1923, associé à A. Porævin [9], il observe le même phénomène dans des
alliages légers (Al-Cu-Mn et Al-Cu-Mg-Mn) au cours de leur traction à
température ambiante. C'est pourquoi le nom d'effet portevin-Le
Châtelier (PLC) a êtê donné à ce phénomène, connu cependant bien
auparavant des métallurgisæs sous le nom de "blue brittleness" des aciers
doux. La figure I- 1 illustre I'effet PLC en montrant une bande visible à
I'oeil nu sur un spécimen en alliage Al-SVoMg à température ambiante.
L'effet PLC n'a lieu pour un matériau donné que dans un intervalle pÉcis
de température et de vitesse de déformation, et pour des matériaux
spécifiques tels que les alliages d'aluminium et les aciers doux, matériaux
de structure fcc ou bcc contenant soit des éléments à forte teneur en
position substitionnelle, soit des impuretés interstitielles.

Figure I-l :
Photographie de la morahologie des bardes PLC dans un al.SzoMg à

ûempérature ambiante (è = 10"a s-1). [11
Nous allons donc au cours de ce chapitre caractériser I'effet PLC de

façon expérimentale, puis nous attacher aux aspects microphysiques qui

4o
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conduisent à une interprétation du phénomène [5,6] au niveau du
comportement des dislocations. Les modèles microstructuraux ne
permettant pas de décrire le comportement mécanique, nous examinerons

ensuite les modèles macroscopiques proposés.

[,-2 Asnleeûs ex[Dérflment&ux

Figure I-2 :

Courbes de traction sur machine dure d'alliages Al-3VoMg sollicités

température croissante à Ë = 1'25.10'3 s'l . U2l

Les figures I-2 et I-3 issues de [2] sont obtenues pour un Al-3%Mg.
Les premières de ces courbes de traction ont été Eacées en utilisant une
machine dure qui impose une vitesse de déformation constante à
l'éprouvette : on y observe des décrochements successifs de la conEaint€.
La figure I-3 illustre quant à elle un essai sur une machine douce, où la
contrainte appliquée croît linéairement au cours du temps. Des paliers de
taille de plus en plus importante ponctuent alors la courbe de traction.
Nous allons décrire ci-dessous les techniques expérimentales couramment
utilisées et qui provoquent I'apparition du phénomène PLC. Puis nous

5

' l
I

I
7

i

I
ed

rïrt,
25'
tfltil
E

o



o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

a

o

Version du 26112192 Chapilre I

nous intéresserons aux observations macroscopiques de la propagation des
bandes de déformation plastique, dans le but d'obtenir des renseignements
sur la morphologie des bandes, par exemple sur leur largeur, leur
périodicité et leur amplitude, et sur leur propagation.

Figure I-3 :

Courbes de traction sur machine molle d'un alliage Al-3?oMg déformé à

température croissante (de 25 à 80 "C) à la vitesse do/dt égale à

9,33g/mm2/sec. l l2l

l-z-L Caractérisation de I'effet PLC sur les courbes de
traction : techniques expérimentales

Lors d'un essai de traction dans lequel on impose une vitesse de
déformation constante, la contrainte varie généralement de façon
monotone dans la phase de durcissement, et I'on enregistre une courbe de
traction régulière. Mais pour des matériaux sujets à I'effet PLC, la courbe

6
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de traction n'est plus monotone et son aspect est alors différent selon les

caractéristiques de la machine utilisée.
Le type de courbe observé est fonction de la rigidité de la machine

définie par la rigidité du bâti, de la traverse et des lignes d'amarrage
(Kd).

Lorsqu'une bande de déformation plastique produisant un écrouissage

d€ , se déplace d'une longueur I dans l'éprouvette en un temps dt, le point

A (Figure I- 4) se déplace d'une quantité AA' = lde , tandis que le point B

se déplace de BB' = vdt où v est la vitesse de déplacement de la traverse

de la machine.

Figure I-4 :
Schéma d'une machine de traction.

La force de traction au cours du temps dt est modifiée de la quantité :

dF=Kd (  BB'-  AA')  c 'estàdire dF=Kd (  vdt-  lde )  ouencore:

dF = Kd ( v - lde/dt)dt (I-1)

où deldt est la vitesse de déformation de l'éprouvene en A.

On peut interpréter I'allure des différentes courbes de traction à I'aide

de la relation (I-1) :
- pour un essai de traction à vitesse de déformation imposée sur un

matériau ne présentant pils d'effet PLC, la viæsse de la traveme v

augmente pour que de/dt reste constânt de soræ que le terme entre
parenthèses ainsi que dF restent toujours positifs ;

o
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- en revanche, pour un matériau sujet à I'effet PLC, l.deldt
augmente brutalement lors du passage d'une bande et devient
supérieur à v, de sorte qu'une décharge élastique se produit et que
dF/dt devient temporairement négatif.

Selon la rigidité de la machine, on peut distinguer deux cas :
* Kd * 0 correspond à une machine dure où la force est appliquée à

l'éprouvette par I'intermédiaire d'un dynamomètre supportant un pont de
jauges ;

* Kd = 0 correspond à une machine appelée généralement machine
douce où la force de traction est asservie de façon à ne pas décroître et le
plus souvent à augmenter linéairement au cours du temps. Dans le cas
limite d'une vitesse de chargement nulle qui correspond à une contrainte
appliquée constante, il s'agit d'un essai de fluage.

b- Machine dure

Sur une machine dure, c'est la traverse de la machine qui, en se
déplaçant à une vitesse v, impose une vitesse de déformation constante à
l'éprouvette de traction. Supposons qu'à un instant donné de I'essai,
l'éprouvette se déforme élastiquement, ou que sa déformation plastique
soit trop faible pour qu'elle suive le déplacement de traverse imposé; le
bâti de la machine et le dynamomètre de mesure subissent alors une
déformation élastique, et la contrainte appliquée augmente
progressivement jusqu'à I'apparition d'une bande de déformation
plastique localisée. Celle-ci se propage très rapidement et produit un
brusque allongement plastique de l'éprouvette. Au cours de cet
allongement beaucoup plus rapide que le déplacement de la traverse, la
machine se décharge élastiquement (l'énergie élastique accumulée pendant
quelques instants se trouve brusquement libérée au moment où
l'éprouvette se déforme plastiquement), et la contrainæ appliquée décroît.
La vitesse de déformation plastique de'l'éprouvette diminue brutalement
et la machine se recharge par déplacement de la traverse jusqu'à ce que la
contrainte atteinte soit telle qu'une nouvelle bande apparaisse. L'ensemble
des cycles ainsi décrits fait apparaîte des décrochements sur la courbe o -

e, dont la forme dépend de la rigidité propre de la machine et de celle de
son dynamomètre, ainsi que des caractéristiques mécaniques de
l'éprouvette.
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L'amplitude des décrochements augmente avec l'écrouissage de
l'éprouvette. Les figures I-5 et I-6 issues de t13l montrent des
enregisffements typiques sur deux éprouvettes à l'état recuit et non recuit
pour des déformations comprises entre 5 et l\Vo.

Figure I-5

Figure I-6
Phénomène PLC en machine dure pour des échantinons Ar-Mg

recuits (Fig. I-5), non recuits (Fig. I-6), à température ambiante

et à ès = 2,5.10-5 s'l . [13]

Les décrochements (appelés encore "striations" ou "serrations")
peuvent apparaître de façon inégulière au début de la déformation
plastique, parfois postérieurement à des bandes de Lûders, puis des
serrations de différents types sont obtenues. En générat, un accroissement
de la vitesse de déformation joue un rôle équivalent à celui d'une faible
diminution de la température sur I'amplinrde, le nombre, la distance des
décrochements et le seuil de déformation (déformation critique) où se
déclenchent les premiers décrochements, ce que représente
schématiquement la figure I-7 t131. Classen Neck Ludowa [10] avait
d'ailleurs signalé dès 1929 I'influence de la æmpérature, puis Manjoine
[11] celle de la vitesse de déformation.

ls un"
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Figure I- 7 :
Courbes schématiques contrainte-déformation montrant la variation de

formes des décrochements avec la température croissante
d'un alliage Cu-In. t13l

c- Etude critique des expériences sur machine dure

Le phénomène de déformation hétérogène sur une rnachine dure est
influencé par les caractéristiques de cette dernière entre autres parce que
l'énergie élastique accumulée dans le bâti de la machine et dans le
dynamomèFe de I'installation se libère rapidement au moment où la
déforrration plastique de l'éprouvette se produit.

Par suite l'enregistrement du phénomène d'instabilité obænu à I'aide de
la courbe de traction n'est pas caractéristique du seul comportement de
l'éprouvette car les caractéristiques élastiques de la machine y sont elles
aussi transcriæs.

De plus, la vitesse de déformation imposée à l'éprouvette n'est pas
réellement constante malgré l'asservissement du fait du brusque saut de la
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vitesse de déformation et des effets d'inertie du montage. Après une
brusque instabilité, la contrainte d'équilibre est obtenue au bout d'un
ceftain temps ts, eui doit être comparé à la durée caractéristique de
I'instabilité Ati. Les effets dynamiques seront significatifs si ces deux
temps sont comparables t181. Il est alors possible que le système de
traction soit sollicité suivant ses modes de vibration propres, et que les
effets d'inertie affectent I'enregistrement du comportement de la
contrainte en fonction du temps.

d- Machine douce

.STRESS

(lbs/in')

Figure I- E :

Courbes de traction sur machine douce d'un aluminium commercial
(Al 99,5) et d'un aluminium de haute pureté (Al 99'996). t15l

Une machine douce idéale impose une vitesse de chargement ô

constante. Comme on I'a déjà mentionné, la courbe de déformation

comporte alors une série de "marches" comme celles représentées sur la

figure I-8. La longueur des paliers horizontaux augmente avec la
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déformation de l'éprouvette. Cette figure représente les premiers essais

effectués par Mac Reynolds [15] sur deux aluminiums de pureté

différente. Caisso [12] observe la même forme de décrochements sur les

alliages Al-Mg entre 25 et 80 "C (figure I-3).

En pratique, il existe plusieurs manières de s'approcher des conditions
idéales correspondant à une vitesse de chargement imposée. Une

technique utilisée consiste à charger l'échantillon au moyen d'un fluide ou

de biles de faible diamètre versées à débit constânr (Karimi [6], Caisso

[12], Cuddy et Leslie lI7l, Mac Reynolds t15l). L'inconvénient est que

dans certains cas, I'inertie du bac contenant le fluide peut provoquer des
régimes transitoires parasites en contrainte vers la fin d'une instabilité.

Mais le procédé le plus simple consiste à intercaler un élément de faible

rigidité, ressort ou soufflet dans un montage rigide. Cependant, des
moyens plus modernes peuvent être mis en oeuvre en uti[sant un logiciel

de pilotage de la machine de traction qu'il est possible de programmer à

vitesse de chargement constante. Dans ce dernier cas' les temps de

réponse de I'asservissement sont satisfaisants vis-à-vis de la durée d'une

instabilité t161.

On peut caractériser les bandes PLC par leurs conséquences sur les

courbes de traction cornrne ci-dessus, ou plus directement, en observant

leur propagation et leur morphologte à la surface d'un échantillon à Ïaide

de méthodes optiques ou extensométriques.

l-2-2 Caractérisation macroscopique de I'effet PLC :
autres techniques expérimentales

Il est possible de visualiser les bandes de localisation de la déformation
plastique, dont I'allure est schématisée figure I-9, au moyen d'une caméra
électronique visant la surface de l'éprouvette de traction dans des

conditions précises d'éclairernent et avec une intensité réfléchie suffisante
(lumière diffuse, éclairage indirect) (Chihab t13l) : le profil d'une bande
présente deux facetæs inclinées symétriquement par rapport à la surface
de l'échantillon. On observe soit la lumière réfléchie sur une facette
(bandes claires), soit I'ombre portée par I'autre facette (bandes sombres).
La largeur de bande visible est donc en général seulement la moitié de la
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largeur réelle de la bande. On pourrait ainsi, en suivant une bande avec

I'objectif, faire une mesure instantanée de sa vitesse de propagation. Cela

apparaît pourranr difficile du fait des problèmes expérimentaux liés aux

conditions très précises de l'éclairage de la bande.

Figure I-9 :

Shématisation d'une éprouvette contenant une bande de déformation. [13]

(a) Vue de protil. (b) Vue de face.

Les méthodes d'interférométrie utilisant des fîlms holographiques à

double exposition semblent plus prometteuses. Les techniques

d'interférométrie ont d'ailleurs été utilisées par hicibar et rl [45, 46]

pour mesurer la vitesse de propagation des bandes de Lûders; elles sont

basées sur les différences de rugosité provoquées par le passage de la

bande.
Une mesure locale de la vitesse est possible à I'aide de peintures

résistives déposées sur l'échantillon. Une autre méthode de déærmination

de la vitesse de propagation des bandes consiste à mesurer la durée des

instabilités et leur intervalle d'apparition en reliant la sortie de deux

capteurs de déplacement à un calculateur programmé pour acquérir une

courbe de déformation comportant une échelle de temps très dilatée. On

peut alors obtenir la vitesse moyenne entre les deux capteurs ainsi que la

largeur des bandes de déformation en fonction des conditions

expérimentales. La variation de la vitesse de propagation des bandes sur

machine douce en fonction de la viæsse de chargement ainsi obænue par

Karimi t16l est montrée sur la figure I-10. On y observe une

décroissance monotone de la vitesse de propagation lorsque le

taux de contrainte augmente. Aux plus faibles vitesses de

solûcitation, la vitesse des bandes est de I'ordre de 20 à 60 m/s dans les

13
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alliages Al-S%oMg; elle s'abaisse jusqu'à quelques mm/s aux fortes vitesses

de déformation. Karimi t16l a également montré qu'une faible vitesse de

chargement ou une température élevêe provoquent un accroissement de

l'amplitude du saut de vitesse de déformation et de la déformation
plastique qui en résulte.

Figure I-10 :

Variation de la vitesse de bande V en fonction de la vitesse de

déformation pour un acier austénitique 316L en machine douce. [16]

Par ailleurs, la figure I-11 montre la morphologie des bandes et leur
largeur, allure qui pourra être comparée ultérieurement à celles que I'on

obtiendra à laide des modèles des Chapitres 3 et 4.

l-2-3 Conclusion

Deux méthodes de caractérisation de I'effet PLC ont été dicutées : I'une
par l'étude des courbes de traction, l'autre par I'observation optique ou

extensométrique de la propagation de bandes de localisation de la

déformation plastique. Cette dernière permet, ce qui intéresse cette étude,

de mesurer la largeur des bandes, et leur vitesse de propagation en

machine douce, c'est-à-dire à vitesse de chargement constânte. n existe
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cependant encore une troisième méthode de caractérisation, par I'examen
de la microstructure observable à I'aide du microscope électronique, et
qui conduit à une interprétation microphysique du phénomène PLC au
niveau des dislocations.

Figure I-11 :
Allure et largeur des bandes PLC obtenues sur machine douce. [16]

II-g Aspleets mflenophysflques

I-3-l Interactions des dislocations entre elles et avec des
impuretés

La notion de dislocations a êtê introduite par Taylor et Orowan [24,
251 entre 1930 et 1940 pour tenter de comprendre le comportement des
réseaux atomiques dans un cristal au cours de sa déformation plastique.
Une dislocation (comme une lacune) est un défaut cristallin qui peut se
déplacer dans le réseau, et c'est son mouvement à travers le cristal qui
provoque la déformation plastique. On peut dire que les dislocations sont
les porteuses de la déformation plastique

La dislocation, perturbation locale de I'anangement cristallin, est
définie par une ligne (ligne de la dislocation) et par un vecteur

déplacement Ë : te vecteur de Burgers [26]. Ce vecteu, î ," conserve le

f 
0.n,",,,0.2 s-

i'(, )
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long de la ligne de dislocation. Si le vecteur de Burgers est tangent à la
ligne de dislocation, il s'agit d'une dislocation viS : la ligne de dislocation
est parallèle à la direction du glissement. La présence d'une dislocation
vis dans le cristal tansforme I'ensemble des plans atomiques qui lui sont
perpendiculaires en une rirmpe hélicoidale, d'où son nom. En revanche, si
le vecteur de Burgers est perpendiculaire au vecteur tangent à la tigne de
dislocation, le défaut cristallin est appelé dislocation coin. La figure I-12
reproduit ces deux types de dislocation.

Figure l-12 z
Cisaillement associé à une dislocation : a) vis b) coin.

Dans le cas le plus gênêral, la ligne de dislocation est une courbe
quelconque. En chaque point de celle-ci, on peut définir la tangente à la

figne et donc décomposer le vecteur E' .uturtéristique de la dislocation en
une composante coin et une composante vis. Une ligne de dislocation doit,

- l

I
I
I

! " .

I
l
I

I

coin
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ou se refermer sur elle-même, ou aboutir à une autre imperfection :
surface, joint, dislocation ...

Sous I'action des contraintes appliquées et des contraintes dues aux
interactions internes, une dislocation peut se déplacer soit par glissement
dans des plans préférentiels de plus fone densité, soit hors de son plan de
glissement par montée, ou par glissement dévié.

[,es dislocations interagissent entre elles et avec tous les défauts existant
dans le réseau cristallin (tels les précipités, les atomes de soluté, les
impuretés, les forêts de dislocations) qui sont autant d'obstacles. Les
interactions se situent à deux niveaux : il existe des interactions directes
avec les particules, et des interactions à distance dûes aux champs de
contrainte introduits par les impuretés du fait de leurs caractéristiques
élastiques différentes de celles de la matrice, et par les dislocations elles-
mêmes. ' :'+1

l-3-z Application à I'effet PLc : modère de vieillissement
dynamique

Dans le cas de I'effet PLC, on s'intéresse à I'interaction dynamique
entre les dislocations mobiles et les atomes de soluté, qui sont également
mobiles gràce à des mécanismes de diffusion.

Si on introduit une dislocation coin dans une solution solide
désordonnée, les atomes étrangers vont diffuser vers la dislocation et se
réarranger autour d'elle en créant un "nuage" dit nuage ou atmosphère
de Cottrell . La formation de nuages nécessite la diffrrsion d'atomes sur de
grandes distances : elle dépend donc fortement de la température.
L'instabilité dûe à I'effet PLC est alors décrite en termes d'ancrage et de
désancrage des dislocations sur le nuage d'impuretés. Cette première
interprétation est dûe à Cotftell [5]; elle détermine une vitesse maximale
des disloÇations prisonnières des nuages d'impuretés. Friedel [6] définit
quant à lui une vitesse minimale nécessaire au désancrage des dislocations.
Ces deux vitesses ont parfois êtê considérées comme les limites
d'apparition du phénomène PLC, jusqu'à ce que I'on ait démontré
expérimentalement que ce n'était pas toujours vérifié tl6l.

De fait, ces modèles s'appuient sur un mouvement continu des
dislocations, alors qu'en fait ce mouvement est discontinu.

t7
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Schématiquement, une dislocation mobile dans son plan de glissement peut
être temporairement arrêtée devant un obstacle, par exemple une forêt de
dislocations. Le temps moyen d'attente ty ("waiting time") est le temps
nécessaire aux dislocations pour franchir I'obstacle avec I'aide
d'activations thermiques. Si I'on appelle ty le temps moyen de vol, on a :

tçr * ty -Uv (r-2)
où I est la distance moyenne entre obstacles et v la vitesse de la dislocation
considérée.

En gênêral le temps de vol est considéré comme négligeable devant le
temps d'attente (t*>>tn), et c'est le temps d'attente qui détermine la
vitesse des dislocations. Celle-ci est alors proportionnelle à l/tw. Durant
ce temps d'attente, les atomes de solutés diffusent vers la dislocation
arrêtée.

Contrainæ interne sur
une dislocation

E2 > er

Viæsse de dislocation

Figure I-13 :
Contraintes internes exercées sur une dislocation mobile en fonction de sa
vitesse pour deux valeurs différentes de la vitesse de déformation imposée

dans des conditions normales (pas de vieillissement dynamique).

Aux basses vitesses de déformation et dans les conditions "normales"
sans vieillissement dynamique, les atomes de soluté disposent d'assez de
temps pour diffuser vers les dislocations arrêtées, empêchant ainsi leur
désancrage. Au contraire, aux fortes vitesses, ce frein au désancrage est
supprimé car le temps d'attente des dislocations aux obstacles est nop bref
pour que la diffrrsion des atomes de soluté soit significative. Ces deux
régimes de vitesse sont caractérisés par différentes pentes des courbes
f(v), c'est-à-dire différents régimes de frottement visqueux : il résulæ du
processus de diffusion des solutés que cette pente est forte aux basses
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vitesses de déformation car les dislocations mobiles ont à vaincre un

frottement visqueux important de la part des atomes de solutés, et qu'elle

est faible aux grandes vitesses de déformation car les dislocations mobiles

sont libérées de I'atmosphère de solutés.
En revanche, dans les matériaux soumis à I'effet PLC, il existe un

domaine intermédiaire dans lequel la dépendance de f(v) est négative,

c'est-à-dire pour lequel la diffusion des solutés est d'autant plus efficace
que la vitesse de déformation est plus grande. L'évolution de f en fonction

de v est alors schématisée sur la figure I-14.

drag of
solute atm.

no so i . i  te
a tmosphere

Figure l-14 z

Contraintes internes exercées sur une dislocation mobile en fonction de sa

vitesse : vieillissement dynamique dans la région où df/dv<0.

Comme précédemment, les atomes de soluté ont assez de temps aux
faibles vitesses pour diffuser vers les dislocations temporairement
arrêtées. Au contraire, aux fortes vitesses, le temps d'attente des
dislocations est trop court pour que les processus diffusionnels soient
opérants. Ces deux régimes sont caractérisées sur la courbe de la figure I-
14 par deux inclinaisons différentes : forte dans la région des basses
vitesses, et faible pour les hautes vitesses où les dislocations sont libres des
atmosphères de soluté. C'est la région où la dépendance de f avec v est
négative qui est relative au vieillissement dynamique.l-e mécanisme qui
gère le mouvement des dislocations est alors le suivant : si la contrainte
appliquée à une dislocation augmente sur la branche basse de la courbe, le
point I est atteint, un saut se produit alors jusqu'au point 1* sur la
branche rapide où la dislocation est désancrée. Lorsque au contraire la
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contrainte appliquée à une dislocation désancrée sur la branche rapide
diminue, un saut (2 2*) se produit jusqu'à la branche lente et correspond
à I'ancrage de la dislocation ("stick-slip mechanism"). La région
intermédiaire où df/dv < 0 est une région interdite aux dislocations, qui
doivent être soit ancrées (branche l- 1*) soit désancrées (branche 2- 2*).

Il serait beaucoup trop complexe de distinguer ici toutes les variétés de
dislocations possibles (vis, coin, vecteurs de Burgers différents...), et
d'exprimer le nombre et la nature des systèmes de glissement actifs qui
peuvent interagir. Un compromis qui est apparu raisonnable à de
nombreux auteurs [19, 20, 21, 22, 231 consiste à regrouper les
dislocations de tous caractères et tous systèmes de glissement confondus
en deux espèces : les dislocations mobiles (de densité p6) et les
dislocations fixes (de densité pr) qui agissent comme des obstacles sur les
dislocations mobiles. Dans ce cas, soit I la distance moyenne entre deux
obstacles supposée de la forme :

l -  pçrtz (r-3)

à une constante multiplicative près : en utilisant la loi d'Orowan [25]
exprimant que la vitesse de déformation est proportionnelle à la densité
locale de dislocations mobiles

de ldt= (D pm b v = O p. b I /t*

on obtient, au facteur géométrique @ près,

(r-4)

de ldt = (pm b pçrtz ) ltn = O(e) /t* (r-s)

O représente I'incrément de déformation élémentaire obtenu quand toutes
les dislocations mobiles accomplissent un pas d'activation jusqu'à
I'obstacle suivant.

D'aufie part, Kubin et Estrin [20] montrent que la contrainte f dûe à
lTnteraction avec les atomes de soluté peut être représentée par :

f = fo { 1 - exp[-(twhlut 1'1

20

(r-6)



o

o

o

o

o

o

a

o

o

o

a

2I

Version ûO8112192. Ch4itre I

où r est le temps caractéristique de diffusion; fg, proportionnel à la
concentration en soluté, représente I'accroissement maximal de saturation
de la contrainte associé au vieillissement dynamique.

On peut décomposer la contrainte o nécessaire au mouvement d'une
dislocation dans son plan de glissement en :

o=Odû*o6aç1 (r-7)

où o6th est la partie influencée par la température, et o6a la partie
athermique. Cette loi constitutive peut être considérée comme
I'intégration de la forme différentielle générale [8] :

do=hde +Sd( lne)

lorsque h est indépendant de e et S de e; elle introduit ainsi le taux de

durcissement h = (ôo/ôe)e et la sensibilité à la vitesse S= (ôo /â tné)e

Comme on I'a déjà vu, la mobilité des dislocations est déærminée par
une "compétition" entre deux mécanismes adverses. Le procédé normal
d'activation tend à réduire la contrainte d'écoulement lorsque le temps
d'attente augmente. A ce procédé est associéela sensibilité à la viæsse S0
qui est considérée comme une constante durant un essai de traction :

S0 = (âoottt /a h€ )e = l*Tl y (r-e)

où k est la constante de Boltzmann, et y le volume d'activation thermique
nécessaire au franchissement des obstacles localisés.

Au conEaire, le vieillissement par les atomes de soluté durcit I'obstacle
avec I'augmentation du temps d'attente, et, par définition, sa contribution
à la sensibilité à la viæsse est :

Sageing = (Af /â lne )e = - df / d ln t*

(r-8)

(r-10)

La sensibilité à la vitesse peut ete considérée alors corlme la somme de
ces deux contributions

o

S=S0+Sageing (r-1 1)
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La sensibilité à la vitesse

Chapitre I

S=So-df /dhlQ(e) /e l (r-12)

est donc, durant le vieillissement, une fonction de la déformation, de la
vitesse de déformation, de la température et de la concentration en soluté.
Elle peut devenir négative si la contribution du vieillissement est
suffisamment importante : c'est dans cette zone de température et de
vitesse de déformation que se produisent les oscillations dans la courbe de
traction et la propagation des bandes de localisation plastique dûes à
I'effet PLC.

I-3-3 Conclusions

Le vieillissement dynamique se traduit au niveau macroscopique par un
coefficient de sensibilité à la vitesse négative.

Les modèles de vieillissement dynamique permettent d'expliquer
I'existence de déformations critiques pour I'apparition et la disparition de
la déformation instable, leur évolution à forte vitesse de déformation et à
basse température, et d'en obtenir une évaluation de façon semi-
quantitative [20]. Ces déformations critiques sont définies à partir de la
condition de disparition de la sensibilité à la vitesse négative.

Les modèles de vieillissement dynamique permettent d'établir des lois
consdnrtives du comportement mécanique à partir desquelles des modèles
macroscopiques peuvent être constitués. Les modèles de dislocations
envisagés ne décrivent pas le comportement mécanique à l'échelle
macroscopique car ils ne prennent pas en compte I'existence et la
propagation des bandes de déformation ainsi que leurs effets sur la
réponse mécanique en raison de leur caractère local.

Au chapine 2, le glissement dévié des dislocations vis permetra
d'introduire une variation non locale de la densité des dislocations
mobiles; à la suite d'une opération de moyenne, on fera de même
apparaître une variable macroscopique non locale dans les modèles
mécaniques.

o 22
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II-4 Aspleeûs mnéeanflques

La sensibilité à la vitesse négative, traduisant macroscopiquement le
concept de vieillissement dynamique, va permettre d'exprimer une
relation locale entre la contrainte et la vitesse de déformation, sous forme

d'une fonction F(é), décroissante dans un certain domaine de vitesses de
déformation, et qui reproduit la forme en N caractéristique de la figure I-
L4. Le, modèle de Kubin-Estrin [3, 19] relie les aspects microscopiques et

macroscopiques et construit une telle fonction F(e). Il reprend le modèle
de Penning I4l qui, le premier, a utilisé la sensibilité à la vitesse négative
comme critère d'apparition du phénomène PLC, et en a déduit la forme

cubique de F(é), mais de façon purement phénoménologique et
qualitative.

Le comportement macroscopique local est obtenu en sommant les
conributions de toutes les dislocations de la section droite à la vitesse de
déformation totale locale. On suppose cette opération de moyenne valable
indépendamment sur chaque section droite pour pouvoir écrire une loi
locale monodimensionnelle.

Dans une première partie, nous examinerons le modèle de Penning et
ses résultats, et dans la seconde partie, celui de Kubin-Esrin après avoir

établi I'expression de la fonction F(e) à partir de celle de la sensibilité à la
vitesse donnée dans le paragraphe I-3-2.

l-4-l Modèle de Penning

Penning [4] a étê le premier à montrer clairement que I'instabilité
mécanique dûe à I'effet PLC est le résultat nécessaire d'une sensibilité à la
vitesse négative. Bien qu'il ait considéré seulement le cas des essais en

machine dure, donc à vitesse de déformation imposée éa, son modèle
phénoménologique a le mérite de lier I'existence de bandes de
déformation à un domaine de vitesses de déformation interdiæs et à des
sauts de la vitesse de déformation de part et d'autre de ce domaine.

Le modèle de Penning, comme tous ceux qui vont être utilisés dans la
suite, sont monodimensionnels : on ne s'intéresse pas à I'inclinaison de

a 23
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la bande sur l'éprouvette, et on néglige les phénomèlres de sriction car la
déformation plastique résultant d'une bande est hès faible.

La traverse de la machine se déplace à une vitesse v0; en supposant
donc les déformations plastiques e faibles dans la section droite et les
variations de section tra.nsversale négligeables, la vitesse de déformation

appliquée éa s'écrit en fonction de la vitesse de déformation locale e et du

taux de contrainte ô :

(r-13)

où L est la longueur de l'éprouvette, M le module de la machine de
traction et de l'éprouvette.

Cette relation exprime que la vitesss de déformation appliquée est la
somme de la vitesse de déformation élastique et de la vitesse de
déformation plastique moyenne.

Pour simplifier le problème, Penning fait alors I'hypothèse que o est

fonction de e et é :

o=+e+age G-r4)de 
aé

où I'on retrouve le taux de durcissement ào/ôe et le durcissement par la

vitesse de déformation ôo/âê. En supposant de plus que o soit

additivement séparable en e et t, et que âo/ôe = h reste constant et positif
durant le court intervalle de déformation correspondant au passage d'une
bande, la relation (I-14) entraîne :

o=he+F(è) (r-15)

F doit passer par un maximum et un minimum quand e croît pour qu'il y
ait déformation non homogène. Psnniag montre que cette forme cubique
de F est à I'origine des sauts de la vitesse de défonnation locale. Les

valeurs et et èz de è aux extrémums (figure I-15), valeurs limites de la
région de sensibilité à la vitesse négative, sont les vitesses de déformations
critiques d'apparition et disparition de I'effet PLC.

L

#.ito.=ï=r"rvr  Ld

o 24
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En combinant (I-13) et (I-15) pour éliminer la contrainte, on obtient :
L
r

Méu=he+ëqè)+y f e a*
de 

td '

Cette équation intégro-différentielle ne peut être résolue
approchée si la déformation est non uniforme; elle a

solution stationnaire (ë = 0) et uniforme (âe/âx = 0) :

(r-16)

que de façon
toutefois une

és=Mè'" t (n+M) et ôs=h€s (r-17)

o

-+E

fnc reos ing
s t ro  i  n

Figure I-15 :

Graphe des fonctions o(è ) à des taux de déformations croissants. La

sensibitité à la vitesse de déformation est négative pour tf <r sà2. I4l

Penning introduit deux solutions simplifiées : des bandes de
déformation se déplaçant par sauts discontinus où toute la déforrnation est
concentrée, et des bandes de déformation qui se propagent continuement à
viæsse constante.

25
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Dans I'un et I'autre cas, il montre que, chaque fois que la vitesse de

déformation de la bande atteint la valeur et ou e2 sur une branche de

pente positive de la courbe o(é), elle doit "sauter" instantanément, à
containte constante, à la valeur correspondante de vitesse de déformation
sur I'autre branche de pente positive (figure I-16). La région où la
sensibilité à la vitesse est négative n'est donc jamais atteinte.

6

- - -  -  . + - -

<-- -

EtEz eH +Ë

Figure I-16 :

Evolution en fonction du temps de la vitesse de déformation dans la bande
de déformation associée à I'effet PLC. Un saut de vitesse apparaît dès que

les valeurs correspondant au maximum ou au minimum sont atteintes. [4]

Dans le premier cas, il examine qualitativement I'allure des courbes

é(t). Pnes présentent des décrochements d'amplitude variable selon la
vitesse de déformation imposée; dans le second cas, il donne l'allure des
bandes se propageant à la vitesse V constante (figure I-L7). La branche

comprise entre et et en est la branche rapide. En èt, h branche lente est
atteinte.
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Le modèle de Penning est justifié à I'aide d'arguments de nature
mathématique. Kubin et Estrin [3, 18, 19], avec les mêmes hypothèses (à
savoir e considérée comme une variable d'état, séparation additive des

variables e et é, et taux de durcissement h supposé constant et positif), lui

donnent un support microphysique en y intégrant le concept de
vieillissement dynamique associé à une sensibilité à la vitesse négative.

g  t A + X

- + , x

Figure l-17 z
constante V, des vitesses de déformation

sur I'axe de traction de l'éprouvette. [4]

Profil, se déplaçant à vitesse
fonction de la position x

l-4-2 ModèIe de Kubin et Estrin

Le modèle de Kubin et Estrin [3, 18, 19] utilise la loi constitutive de

Penning : o=he+F(é)
avec les même approximations, qui apparaissent admissibles tant que les
déformations plastiques sont petites, ce qui est le cas lors du passage d'une
bande de déformation dans une section de l'échantillon. Il établit

o 27
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,l'expression de la fonction viscoplastique F(e) à partir de celle de la
sensibilité à la vitesse (I-12):

La contrainte f dûe à I'interaction avec les atomes de soluté donnée par

l'équation (I-6) peut être exprimée en fonction de Q(e)/e sachant d'après

(I-5) que ty = CJ(e)/é. On obtient donc aisément sa dérivée et I'expression
de la sensibilité à la vitesse suivante :

2
I

(r-18)

2
1

Par définition, la sensibilité à la vitesse est S = (ào/âlne)e . En supposant

que e est une variable lente par rapport à é, on peut I'intégrer pour
obtenir la contribution de la vitesse de déformation à la contrainte :

4

!
3

F(e) = So ln e - fo exp [- (O(e) ) ] + Fo

xè

(r-1e)

qui correspond à la partie o6th + f de (I-7) et qui a la même forme
caractéristique en N que la courbe f(v) de la figure I-L4. Pour une

machine douce, la vitesse de chargement constante ôO influe sur le

mécanisme microscopique. Un terme Su = ll2lôo (h è) - 1l (ll pour
"loading"), qui prend en compte l'évolution de la composante thermique
de la sensibilité à la viæsse de déformation avec la vitesse de chargement,
est alors à rajouter à I'expression (I-18) de la sensibilité à la vitesse ï27).
En intégrant cette nouvelle expression, on aboutit à la contrainte
viscoplastique :

F(e, ôo) = S0 ln e - fo exp [- 1ft) ; 1

2
j

s = so -IUo(e) ) exp t- (o(t) ) l
aè xè

o

Îe

+Fo *L<r-l-msr<)
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(r-20)

o 
Cefte corection s'applique jusqu'au minimum de la fonction F cal, aux

fortes vitesses de déformation, la déformation n'est plus thermiquement
activée : elle a notamment pour effet de diminuer le maximum atteint par

o la contrainte viscoplastique en et lorsque ôo croît.

Les courbes caractéristiques F(è, ôo) pour un alliage Al-SvoMg à 350
K obtenues d'après ce modèle sont tracées en figure I-18.

o

^1 E 5 . 0

n
-  l ë U . U
I

0)
=
q' r  175 .0
a

o-
o
o

.a 174-0

o)
'p r es.o

I

/ 1

l l
I
I
I
I
I

0 .01  MPo ls
0.1 MPo/s
0.5 MPols
1 MPols

1 6 0 . 0  F-8.00 -4.00 -2.00

deformot ion  ( t  / s )  )
0.00

Los(Vitesse de

Figure I-lE :
Courbes caractéristiques de I'effet PLC à différentes vitesses de

chargement ô0.

A vitesse de chargement constânte ôg, la contrainte uniaxiale peut

s'exprimer par o = ô0 t + o0 , et le modèle est entièrement contenu dans
l'équation :

o=ôot+oo=he+F(é,ôo)  G-21)

.he
aVeC(= -

ôo

o

29
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relative à une section x de l'échantillon en traction.
Si I'on dérive cette expression par rapport au temps, on obtient le

régime pennanent (ë = 0) uniforme (âe/âx = 0) :

ôs=hés (r-22).

o

L'analyse de stabilité linéaire de Kubin-Estrin [3] montre que cefte

solution uniforme est stable si le point Ms = (ês, os) se trouve sur les
branches ascendantes de la fonction viscoplastique F. En revanche,

lorsque és est dans la région de vitesses de déformation comprises entre

ét et è2 (figure I-19), la solution uniforme est instable et un mode de
déformation non uniforme se substitue à elle. Le point correspondant sur
la branche descendante de la courbe F n'est jamais atteint au cours de la
déformation non uniforme. On retrouve donc que la région de sensibitité

à Ia vitesse négative, c'est-à-dire le domaine de vitesses de déformation

let èzl correspondant à la branche descendante de la courbe F, est une
région interdite au système.

Fr'ot
oY

Figure I-19 :
Schématisation d'un cycle décrit par une section au counr dtune instabilité

de l'effet PLC pour une vitesse de chargement donnée constante. [3]o
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Kubin et Estrin décrivent cofirme penning un cycle parcouru par une
section droite de l'échantillon lorsque la vitesse de déformation imposée
se situe dans la zone interdite : la vitesse de déformation croît sur la

branche lente (2*,1) jusqu'à é1, passe brutalement à contrainte constante

sur la branche rapide de pente positive de la courbe en et*, décroît sur

cette branche (L*,z)jusqu'à e2, et saute de nouveau à contrainte constante

enè2* sur la branche lente (figure I-r9). A chaque fois que ce cycle est
décrit, une bande de déformation plastique localisée obtenue sous la

forme é(x-Vt) se propage le long de l'éprouvette à vitesse constante mais
arbitraire V (figures I-20 et I-21).

Figure l-20 z
Bande de déformation associée au phénomène pLC :

a) front avant de la bande, b) front arrière de la bande.

a

b
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o
En avant de la bande, les dislocations sont encore ancrées et se situent

sur la portion à faible vitesse de F(é). Il en va de même à I'arrière de la
bande où les dislocations ont êté réancrées. Les fronts de la bande de

O déformation correspondent aux sauts de vitesse des dislocations lors du
désancrage (front avant) et lors du réancrage (front arrière).

On peut considérer ce cycle comme un cycle limite décrit dans I'espace
de phase de la section considérée, les variables de phase étart définies par:

o
F(ér) - F(e)ul=€-€s=a.

rrz=dY = ++=-+(e-es) avecË =x-vt (r-23)
.  dË Vdt  V '

a

t

Ë ;
Ër

(b)
x t x r x

c c
I

2

I

I
I

I et,/ 81./

I
A I

L

A 2
l-

A a l

O . \ or \
I

D r l

Figure I-21 z
Profil des vitesses de déformation [3] :

(a) en fonction du temps dans une section x de l'échantillon,
(b) à un instant donné dans un échantillon de longueur L.
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Au vu du profil donné figure I-2I, et connaissant la fonction
viscoplastique F, on peut calculer diverses quantités à partir de l'équation
(l-21) dérivée par rapport au temps :

- le temps mis par la bande pour traverser une section de l'échantillon
LT2 = wA/ donné Par :

dF (r-24)

e1*
- le temps qui s'écoule entre deux apparitions de bandes dans la même

section ÂT1 = W donné par :

ÂTr

ATr=!
h

(r-2s)

èz*
- la somme de ces deux quantités qui donne la périodicité de passage

des bandes ÂT = Â/V. Ceci perrnet de déterminer les caractéristiques
spatiales l, w et Â au facteur V près qui demeure inconnu.

l-4-3 Conclusion

Pas plus que le modèle de Penning, ce modèle ne perrnet de rendre
compte quantitativement de la propagation des sauts de vitesse de
déformation. En effet, I'analyse de Kubin-Estrin ne donne pas la
possibilité de déterminer la vitesse de propagation V qui demeure une
quantité arbitraire. Cela résulte du fait que seules des équations locales
sont écrites et qu'aucune échelle de longueur n'apparaît, car les
interactions spatiales ne sont pas décrites par le modèle

C'est pourquoi nous allons introduire deux mécanismes d'interaction
spatiale différents au chapitre 2, ce qui permettra de formuler des lois de
comportement non locales et de décrire de façon quantitative les
oscillations observées.
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CHAPITRE 2 3

Modèles non locaux

[[-]l ]Inûnodlueûûon

Le chapitre 1 a rappelê la nécessité d'écrire des équations non locales
pour décrire la propagation des bandes pLC.

A cet effet, on a pu penser utiliser des effets géométriques de gradient
de déformation stnrcturaux; c'est le cas notamment de Mac Cormick [37]
qui interprète les bandes PLC à l'aide d'un mécanisme de striction de
l'éprouvette. Cependant les bandes PLC sont également observées dans
une expérience de torsion [38], ce qui semble exclure ce rype
d'explication.

Læs modèles utilisés dans ce tavail postulent au contraire qu'il s'agit
d'une instabilité matérielle reposant sur le caractère non-local des lois de
plasticité employées. La formulation de lois non locales découle de
I'observation selon laquelle la déformation plastique est de nature
inhomogène à l'échelle des dislocations

Il faut en effet se souvenir que les variables."locales" habituellement
utilisées, cornme la masse volumique, le tenseur des contraintes ou la
vitesse de déformation plastique, sont en fait des moyennes effectuées sur
un volume "élémentaire" dont on suppose les propriétés suffisamment
homogènes pour que le résultat puisse être affecté en son cenEe.

A ce niveau, c'est donc le comportement collectif des dislocations et
son éventuelle non-uniformité qui sont significatifs du caractère non-local
des lois de plasticité.

L'existence de forts gradients entraîne qu'une condition nécessaire à
I étude de la distribution spatiale de la vitesse de déformation plastique est
que les variables d'espace apparaissent dans les lois de comporæment.
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o nt-z lDeux lofls dle plasûûeflûé noa loeanes

lr-2'l Loi de prasticité avec second gradient

L'organisation collective des dislocations dans le ûemps et dans I'espace
est à son tour un problème pour lequel il existe une solution uniforme,
pouvant dans certaines conditions devenir instable, et céder sa place à une
distribution non uniforme organisée en structures de dislocations.

Kratochvil t3ll interprète ainsi I'apparition de murs et de veines
parallèles de dislocations lors d'un essai de traction, à I'aide d'équations
aux dérivées partielles des densités de dislocations, faisant intervenir des
flux en plus des variations locales.

Aifantis [30] interprète de même I'existence des bandes de glissement
persistantes en termes d'équations de réaction-diffusion des densités de
dislocations.

La transposition sur le pran macroscopique d'interactions non
uniformes à l'échelle des populations de dislocations a fait appel aux lois
de type second gradient, introduites auparavant de manière
phénoménologique par Truesdell et Eringen [39]. Le ærme de second
gradient permet alors de prendre en compte un écrouissage non local à
faible distance.

On supposera dans la suite qu'une opération de moyenne est possible
sur une section droite, et que le résultat peut êne affecté à l'abscisse x.
Les termes non-locaux seront donc inærprétés en termes d'interactions
ente sections droiæs voisines. Une interprétation mono-dimensionnelle
des interactions par contraintes internes est alors la suivante : la
conûainte d'écoulement en x est supposée être de la forme

O=Ol *On l (r-l)

où o1 est la variable locale, et où la partie non locale onl est donnée par

o

o

o

o

a

o

o

o

o

o

*oo

o11 (x) = I tntttl [e(r) - e(0)] dr ; r = x - x,
-oo

u-2)

Cette relation postule que la défonnation plastique e au point x' différent
de x affecÛe la contrainte d'écoulement en x au travers d'une fonction

35



o

Version du BlI2l92. Chapitre 2

d'influence M(r). Il est naturel de supposer que M(r) est une fonctiono
paire, tendant vers 0 lorsque I * oo. On négligera les interactions à
longue distance en considérant une distance de coupure R telle que

O l
I vrttl te(r) - e(o)l dr = J rurtrl te(r) - e(o)l dr (rr_3)
o- f t

R est supposé assez petit pour que
o

MG) = M(o) * * u'(o) +o1r2; (rr-4)
z

o En outre, on suppose la variation de e(r) assez faible pour que

e(r)-e(0)= *e,**(0)+o(r3;  ( I I -5)
z

O
On en déduit que

l*r1
o 06 (x) .: I t"t<Ol f e,**(0) dr = ; R3 M(0) e,*x(O) (II-6)

{zr

O 
de sorte que le terme d'écrouissage non local est approché par

Â),n I
onl=Kfi,K=itvt(O)nr GI-7)uK. 5

o
et d'apÈs (tr-l)

o=ol  +f  &,æ (rr-8)
a

Le coefficient K s'exprime directement en fonction de la distance de
coupurc R. Cette approche non locale par I'addition d'un terme de second

o 
gradient déærmine une longueur caractéristique : c'est la distance critique
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au delà de laquelle on peut considérer que les interactions n'interviennent
plus de manière significative.
La contrainte locale est :

o l=he+F(è) (rr-e)

d'après la loi de comportement viscoplastique locale de Penning.
On obtient alors une conûainte uniaxiale dans la section transversale de
coordonnée x, de la forme :

o=he+F(e)+Kt ,xx (r-10)

où le terme de second gradient Kt,xx traduit un écrouissage non local
faible [30, 31]. Nous appellerons la relation (tr-10) loi de second
gradient où h est le taux d'écrouissage supposé constant, e est la
déformation plastique, K est une constante, et F est la fonction
viscoplastique caractéristique de I'effet PLC de forme cubique, calculée
au chapitre préédent et donnée en figure I-18 pour vn Al-SVoMg à 350
K.
Cette loi non locale a étê utilisée par Zbib et Aifantis [29] pour une
première tentative de détermination de la vitesse de propagation des
bandes de déformæion associées à I'effet PLC.

II-2-2 Loi de plasticité ayec pseudo-diffusion

Les échanges de dislocations mobiles entre éléments adjacents du
matériau par glissement dévié 1L9,34,351 constituent un autne mécanisme
d'interaction susceptible de conduire à la formulation de lois non-locales.

I-€s interactions des dislocations ont été entrewes au chapiue I en I-3-
L, mais il apparaît maintenant utile d'en développer certains mécenismes,
parmi lesquels le glissement dévié.

Le franchissement des précipités est un cas particulier d'interaction
directe; il se fait par cisaillernent, une fois que la dislocation a vaincu les
forces dTnæraction à distance : la dislocation traverse de part en part les
précipités, ce qui accroît la conEainte d'écoulement du matériau; il peut
se faire aussi par contonrnement si la dislocation ne peut cisailler le
précipité. Deux mécanismes de contournement sont susceptibles
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d'intervenir : le mécanisme d'Orowan où la dislocation se courbe entre
les particules et se libère en laissant une boucle autour de chaque
précipité, et le mécanisme du double glissement dévié. Sur la dislocation
se forment alors des segments de dislocation vis au voisinage de la
particule, segments qui sous I'action des forces résultant de I'interaction
élastique répulsive à courte distance dislocation-particule vont quitter le
plan de glissement de la ligne de dislocation et se déplacer dans des plans
de glissement dévié. Ces segments, étant de vecteurs de Burgers de sens
opposé, vont s'attirer et éventuellement s'annihiler, laissant d'une part une
boucle autour de la particule, et d'autre part un cran sur la ligne de
dislocation.

Figure II-1 :
Inûersection de la dislocation coin Ll se déplaçant dans son plan de

glissement Pl, avec la dislocation vis L2 perpendiculaire à Pl : folrration
d'une marche DE, cran sur la ligne Ll.
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La formation de crans a également lieu quand les dislocations mobiles
rencontrent d'autres dislocations mobiles ou ancrées. Les crans résultent
de I'intersection de deux dislocations non parallèles. Voir I'exemple
donné en figure II-1 d'une dislocation coin (Ll) se déplaçant dans son
plan de glissement (Pl) qui rencontre une dislocation vis (L2)
perpendiculaire à (Pl) : il se forme une marche ABC de hauæur égale au

module Ae b'z). Dans le cas où le cran et la dislocation ont des plans de
glissement différents, le cran ne pourra suivre le mouvement de la
dislocation que par montée, c'est-à-dire en prenant la place d'une lacune.
Si la montée ne peut se produire, le cran reste bloqué, alors que la
dislocation se déplace, et il se crée alors un dipôle, puis une boucle
(figure lI-2).

Figure II-2 z
Formation d'une boucle lorsque le cran et la ligne de dislocation ont des

plans de glissement différents.

La montée est le mouvement non conservatif de la composante coin
d'une dislocation hors de son plan de glissement. Elle s'effectue à haute
température par diffusion en faisant intervenir le mouvement
thermiquement activé des lacunes émises ou absorbées par les crans sur
les dislocations. Lorsque la contrainte sur la dislocation est forte, il peut y
avoir montée cinétique. La montée se produit donc soit sous variation de
temffrature en I'absence de conEainte, soit sous conûainte.

La composante vis de la dislocation peut quant à elle sortir de son
plan de glissement par le mécanisme du double glissement dévié. Le
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glissement dévié d'un plan de glissement à un autre n'est possible que si

les deux plans sont parallèles à E', direction de glissement : c'est pourquoi

seule la partie vis de la dislocation peut être ainsi déviée. Celui-ci peut se

produire dans d'autres cas que celui déjà présenté du contournement

d'obstacles, par exemple quand deux dislocations vis de vecteurs de

Burgers de même sens interagissent. Appelons ?r, la distance critique pour

laquelle deux dislocations vis de vecteurs de Burgers de sens opposés

s'annihilent. Si la distance entre les plans de glissement des deux

dislocations vis de vecteur de Burgers de même sens devient inférieure à

?u, leur interaction répulsive est plus importante que la force qui les fait

bouger dans leur plan de glissement: elles cornmencent alors à gtsser

hors de leur plan de glissement sur des plans de glissement dévié jusqu'à

ce que leur distance devienne plus grande que l" propageant ainsi la

déformation plastique dans un volume encore non déformé (figure tr-3).

Figure II-3 :
Glissement dévié induit par lïnteraction de deux dislocations vis de

vecteur de Burgers de même sens. I35I

Le double glissement dévié introduit ainsi un couplage spatial le long

de la direction x normale au plan de glissement. Bréchet et Louchet [34]
décrivent la forme générale de ce couplage en faisant I'hypothèse d'un

seul plan de glissement actif et en partageant le cristal en zones de

glissement normales à la direction x. Ils écrivent alors un bilan des

échanges dus aux int€ractions entre plans de glissement voisins d'un plan

de glissement donné, ce qui leur permet de montrer que de telles

interactions se ramènent formellement à une équation de diffusion,

lorsqu'elles opèrcnt à courte distance.
D'une façon générale, toujours en supposant qu'il existe un plan de

glissement préférentiel dominant, un bilan des glissements déviés va nous

permettre de metre en évidence un coefficient de diffusion D, valable
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pour tout mécanisme de glissement dévié I29l.Appelons p6(x,t) la
densité de dislocations mobiles dans un plan x à l'instant t, xs la distance
maximum de glissement dévié supposée faible (voir la figure II-4), f la
probabilité de glissement dévié exprimée en nombre d'événements par
m2, et v la viæsse des dislocations. On cherche la variation non locale de
pm(x,t) dûe au glissement dêvié,, quelle que soit son origine, vers le plan
x; elle peut s'écrire :

Xc

$u(*,t) = Ifu(p'(r,t) - p.(O,t)) dr ; r = x - x' (II-11)
or -xc

Figure II-4 :

a Mécanisme de glissement dévié, en supposant les plans de glissement tous
parallèles à I'axe des x,

la distance maximum de glissement dévié étant x".

O On peut faire par ailleurs un développement limité de pm(r,t) autour de r
= 0, les valeurs de r étant faibles (r < x") :

a
p.(r,r) = p.(o,t) * ko,t) r + ++Yr,t) 

p + o(r2;

$o,o=o

Pour des raisons de symétrie par rapport à x = 0, on a :

En combinant les équations (tr-l1), (tr-12) et (tr-13), on obtient:

(rr-12)

(rr-13)o

o
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(rr-14)

(r-15)$iut*,r) = + rv x"3k*,, = D S*,t)

au second ordre près, avecD=+fvx"3

$ur*,o = 1ru 
Ï.W(o,o 

dr + o(rz)
-Xg

et en intégrant :

Or la variation totale 0P!q(x,t) de la densité de dislocations mobiles est la

somme de la variation non locale (II-15) exprimée à I'aide d'un
coefficient D analogue à un coefficient de diffusion, et de la variation

locale 43to,r) relative à la multiplicarion er l'annihilation desdt
dislocations. Donc la variation locale de pm(x,t) dûe à d'aufres facteurs
que le glissement dévié, est :

$t*,0= B*,0-o S*,0 (rr- 16)

Les ordres de grandeur permettant de donner une valeur numérique au
coefficient de pseudo-diffusion D déterminé en (tr-15) sont, pour la
probabilité de glissement dévié par unité de surface f = I mm-2, pour la
vitesse moyenne des dislocations v = 102 m/s, et pour la distance
maximum de glissement dévié xc = lmm. Après calcul, la valeur de D est
trouvée égale à 3,33.10-5 m2ls. La longueur caractéristique du
phénomène est la distance maximale de glissement dévié xc.

Les interactions spatiales à couræ distance par glissement dévié peuvent
donc être prises en compte grâce à la relation (rI-16). La loi locale
d'Orowan, résultant d'une opération de moyenne sur une section droite,

dans laquelle on substitue la variable locale y = e - D e,xx à ê devient :

é-P#=é-or,xx=op.bv

42
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Elle prend la forme d'une équation de réaction-diffusion. Notre

hypothèse de travail est que I'on peut également substinrer y à è dans la
loi utilisée par le modèle de Kubin-Estrin; on obtient la loi de plasticité

o=he+F(é-Dr,**) (rr-18)

loi que nous appellerons loi ayec pseudo-diffusion, où o représente la
contrainte dans une section x de l'échantillon, e la déformation plastique,

é la viæsse de déformation, D le coefficient de pseudo-diffrrsion défini ci-
dessus, et F la fonction viscoplastique définie enr-4-2 pour un Al-5zoMg.

i l l l-3 iDeux modlèles mécoraflquues
suseepûflbles dle dléenf,ne na [Drognesbû@n
dles handles

A partir des deux lois de plasticité non locales définies ci-dessus et
faisant intervenir des échelles de longueur caractéristique différentes,
deux modèles mécaniques peuvent êtrre mis en oeuvïe en y11e de décrire Ia
propagation des bandes associées à I'effet PLC obtenues à vitesse de

contrainte dg constante.
Si I'on suppose que la déformation plastique est quasi-statique et que

I'aire d'une section transversale est constante en négligeant tout effet de
striction, I'equilibre de la section s'exprime par :

(rr-19)

Tant que la déformation plastique reste suffisamment faible, on peut
adnpttne que la section droiæ reste constante. C'est le cas lors du passage
d'une bande de déformation. Quant aux effets d,inertie, même s,ils
peuvent être significatifs durant les sauts de viæsse de déformation où des
accélérations importanûes se produisent, ils ne sont pas responsables du
phénomène PLC, et ils ne seront donc pas considérés en première
approximation.

F=ocrx
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La vitesse de contrainte constante oo est imposée à I'extrémité de
l'éprouvette. Par conséquent" en utilisant (tr-19), la conEainte o dans une
section x peut se mettre sous la forme:

o=oot*o6 GI-20)

où oo est la valeur initiale de la contrainte.

II-3-1 Modèle de second gradient

D'après (tr-20), le modèle non local utilisant la loi de second gradient
(tr-10) est entièrement contenu dans l'équation non linéaire alD( dérivées
partielles :

o = <iot r os = h € + K r,x:. + F(e) (Il-21)

où K caractérise la "non-localité" de la loi constitutive.

I

o
x

l .c

STRAIN RATE (x10'a S 
't)

Figure II-5 :
vitesse de propagation des bandes PLC en foncdon de la vltesse de

contraintc pour un alllage lù-S%Iû.frg, calculée au moyen d'une analyse
linéarisée de stabilité marginale. [71
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Dans [7],la vitesse de propagation des bandes à vitesse de contrainte
constante est déterminée dans le cadre d'une analyse linéarisée employant
le critère de stabilité marginale [2]. La vitesse calculée décroît tout
d'abord, pour croître ensuite lorsque la vitesse de contrainte augmente,
dans le domaine de sensibilité à la vitesse négative (figure tr-5). Ces
résultats sont en contadiction avec les courbes expérimentales (voir I-2-
2) qui présentent une décroissance monotone de la vitesse de bande en
fonction de la vitesse de contrainte appliquée.

La non concordance des résultats établis par l7l avec ceux obtenus
expérimentalement peut provenir :

- soit de la linéarisation inhérente à I'analyse de stabilité marginale (la
structure de déformation localisée est en gén&al éloignée de l'état
uniforme à partir duquel se fait la linéarisation),

- soit de la forme même de l'équation non locale constitutive (tr-12)
utilisée, c'est-à-dire d'une mauvaise identification du mécanisme
d'interaction spatiale responsable de la propagation des bandes.
Pour déterminer quelle est de ces deux causes possibles celle qui est
responsable de la disparité observée, une analyse non linéaire nous est
apparue nécessaire. C'est ce que nous ferons au chapitre 3.

I.l-3-2 Modèle de pseudo-diffusion

D'après les équations (tr-18) et (tr-20) et en employant la notation Z
pour la partie viscoplastique de la conûainte :

Z=o-he=oo+<iot-he (rr-22)

le modèle de pseudo-diffusion s'exprime par l'équation aux dérivées
partielles :

Z=F(Y) où Y=ê-De,*, ç4,-23)

Y etZ sont des variables locales; lorsque I)=0, on retouve le modèle de
Kubin-Estrin.
D'après le théorème des fonctions impliciæs, il est possible de prendre
I'inverse de la fonction F là où F'* 0 : soit G1 pour les points de la
branche lente (2*,L) que I'on appellera dorénavant la branche I, etGZ
pour les points de la branche rapide (2, 1*) appelée branche II (figure
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U-6). Alors Y = F(Z) peut être écrit également sous la forme d'un couple
d'équation non linéaires de type réaction-diffrrsion :

ôg t- 
^^

= - r-, o^""^= Gr(o - he) pour èZ* <e <el
dt ùxz

(rr-24)

*-p *=Gz(o-he) pour èz<ê<er*
dt dxz

La branche instable (2,2r'1 n'est pas atteinte et ne sera pas nécessaire
dans la suiæ de I'analyse de pseudo-diffusion.

z = F(Y)

Branche I

Figure II-6 :
Définition des branches I et II (lente et rapide): Y= Gt@) brandte I

GZ@) branche II

Les équations de réaction-diffrrsion inærviennent dans la description de

O beaucoup d'autres phénomènes non linéaires. C'est pourquoi, dans le
paragraphe suivant, nous allons développer quelques exerryles présentant
des analogies avec I'effet PLC.

II-3-3 Analogies mécaniques et électriques

Dans beaucoup de domaines différents, il existe des phénomènes où une
source continue d'énergie transforme un effet fondamentalement

O apériodique en oscillations périodiques auto-entretenues. Parmi ceux-ci,
nous allons examiner plus particulièrement :
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- des phénomènes connus dans le domaine des systèmes mécaniques
sous le nom de "stick-slip" ;

- des phénomènes obéissant à des lois de réaction-diffusion
comparables aux équations (II-24), où un système, contrôlé de manière à
ce que son état se situe en moyenne dans une région instable interdite,
rêagit par une distribution des variables d'état dans des régions stables
éloignées;

- I'effet Gunn, basé sur un effet de résistivité négative.

a) Ouelques mécanismes de qpe "stick-slip"

Les mécanismes de type "stick-slip" produisant des oscillations de
relaxation sont tels que la sortie du système oscille entre deux valeurs
déærminant un intervalle de temps court en passant abrupæment de I'une
à I'autre, et un intprvalle de æmps long, composant ainsi la période des
oscillations.

Un modèle simple [36], destiné à introduire le phénomène de "stick-
slip", est celui d'une masse déposée sur une courroie se déplaçant à la
vitesse constante vg, ot attachée à un support fixe grâce à un ressort

linéaire (figure II-7-a); l'équation du mouvement est :

mx" = -k. + T(x'-vs) (+ mx" + T(x'-vs) + lq, =0 (II-25)

où la force de frottement T dépend non linéairement de la vitesse de
glissement (x'-vg) (figrne tr-7-b).

Figure II-7 z
(a) Schéma d'un modèle simple de type "stic}-slip" : masse rellée à un

ressort et déposée sur une courroie qui se déplace à yitesse constante v0.
(b) Force de frottement en fonction de la vitesse de glissernent
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Si x'-vg > 0, alors T < 0. Si par contre x'-vg < 0, alors T > 0. Pour
x'-vo= 0, lT lcfmg si f estle coeff icientdefrottement statique:le

seuil de glissement n'est pas atteint. Pour de faibles vitesses de glissement,
le coefficient de frottement dynamique diminue; il augmente pour de plus
grandes vitesses de glissement (figure tr-7-b).
Prenons la variable u définie cornme suit :

u=x+T(-vO)/k

L'équation du mouvement (tr-25) peut sécrire alors :

m u" + T(u'-vg) + ku - T(-vg) = 0

et en posant F(u') = T(u'-vo) - TGvO) , on obtient :

(rr-26)

(rr-27)

mu"+F(u')+ku=0 (rr-28)

C'est une équation de Rayleigh; en dérivant par rapport au temps, et en
posant v' = ll, on obtient de manière équivalente une équation de Liénard:

mv" +f (v)v '  +kv= 0 ;  f (v)  =F' (v) (rr-2e)

Nous reverrons ces deux types d'équation dans le chapitre 3.
I-e système présente des oscillations de relaxation si vg est choisie de soræ

que g (vo) < 0, de manière à ce que l'êtatcorrespondant soit instable.- r -  -  
du,  

. ' " .

De la même façon, le déroulement d'un rouleau de scotch [36], exemple
d'adhésion aux interfaces de deux solides viscoplastiques, peut être
modélisé sous la forme d'une équation de Liénard. La figure II-8
reproduit la variation expérimentale du taux de restitution de lénergie de
déformation G avec la viæsse de déroulement v.

On constate l'existence d'une zone inærdiæ du taux de rcstitution,
inaccessible à I'expérience, et celle de deux branches stables entre
lesquelles le systène oscille. Un cornportement chaotique est signalé [36]
lorsque la vitesse se situe dans la zone inærdiæ.
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Figure tr-E :
Déroulement d'un rouleau de scotch. courbe expérimentale G(v), où G

représente le taux de restitution de r'énergie de déformation, et v ra
vitesse de déroulement 1361

tr'igure II-9 :
Mécanisme de "stick-slip" et tremblement de terre [36]. Courbes force-

déplacement lnur des éprouvettcs cylindriques de granit vvesterley :
(a) originellement non frachrrées

(b) avec une fente initiale

Bien qu'on ne puisse pas encore I'assurer de façon certaine, il existe de
fortes raisons de penser que les tremblements de terïe obéissent
également à des lois de type "stick-slip". Ainsi les expériences de
cisaillement réalisées sur des éprouvetûes cylindriqu", 

"o 
granit 136l

indiquent-elles des oscillations de la contrainte de cisaill"-oilngure tr-
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9). L'adhésion aux interfaces le long des fautes (fractures caractérisées
essentiellement par l'hétérogénéité de la résistance à la friction) semble
indiquer un régime "statique" d'adhésion et un régime "dynamique" de
mouvement plus facile. L'énergie de déformation élastique stockée durant
la première phase serait libérée durant le saut vers la branche dynamique.

b) Phénomènes de réaction-diffu sion

De façon gênêrale,les équations de réaction-diffrrsion s'écrivent sous la
forme

(rr-30)

où u(x,t) est une fonction vectorielle à valeurs dans Rn définie pour la
variable x parcourant un ouvert O de Rn; F est une fonction non linéaire
définie sur Rn et à valeurs dans Rn. ̂  désigne le laplacien, et D(u) est
une matrice symétrique définie positive.

Læs équations de réaction-diffusion mett€nt en jeu la compétition entre
des phénomènes non linéaires locaux et des phénomènes relatifs à une
diffusion en espace. I-eur étude pennet notamment d'analyser I'apparition
de solutions qui se propagent à cause de la diffrrsion en conservant leur
forme à cause de la non linéarité.

On les.rencontre en particulier dans I'analyse de la dynamique des
populations et de la propagation de I'influx nerveux.

L'équation de Fisher [44] est utilisée pour décrire la dynamique des
populations ou encore la propagation d'une flamme (combustion d,une
mèche); elle est de la forme :

(tr-31)

avec f(u) ælle que f(0) = f(1) = 0, par exemple f(u) = - u (0 - u) (1 - u),
0 <a <1. Seules sont significatives de la non linéarité les propriétés
géométriques globales de f, à savoir I'annulation de f en trois points et
I'existence d'un maximum et d'un minimum intercalés entre ces Eois
points.

0q = D(o) Âu + F(u)

#=#+f(u)
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Dans le cas de la dynamique des populations, u(x,t) représente une densité
relative des chromosomes f42, 441. Aronson et Weinberger I42l
envisagent des solutions propageantes de la forme u(€,); € = *,- Ct. Dans
le plan de phase (u, du/d(), le point (c, 0) est instable; déposé initialement
dans cette configuration, le système réagit par I'organisation d'une
structure spatio-temporelle stable mais propagative : Aronson et
Weinberger montrent I'existence d'un front, onde solitaire stable, de
vitesse C* caractéristique du problème, correspondant à la trajectoire
connectant les points (cr, 0) et (0, 0) du plan de phase.

Un deuxième exemple est le modèle de Hodgkin et Huxley l43l relatif à
la propagation de I'influx nerveux et basé sur les observations suivantes :

- il existe un seuil d'excitation : toute excitation inférieure à ce seuil ne
produit pas de phénomène visible;

- au dessus du seuil d'excitation, on obtient un signal qui a une forme
constante et se propage à une vitesse constante.

Hodgkin et Huxley ont conjecturé que ce comportement êtut dû à
I'interaction de la diffrrsion ionique et d'un potentiel électrostatique de
membrane, et que ce mécanisme était contrôlé par un système d'équations
de réaction-diffusion. I-es solutions de ce système ont effectivement un
comportement conforme à l'expérience : on monEe I'existence d'un seuil
et I'apparition d'ondes solitaires stables.

c) L'effet Gunn

Lorsqu'on soumet un semiconducteur à un champ électrique très élevé,
divers phénomènes d'instabilité apparaissent, qui peuvent donner
naissance à des oscillations de courant à très haute fréquence dans la
gamme de 10 à 100 GHz. De tels dispositifs sont utilisés comme
généraæurs d'hyperfréquences : c'est par exemple le cas de la diode à
effet Gunn qui utilise I'apparition d'oscillations à très haute fréquence
dans un monocristal d'arsénure de gallium soumis à un charrp électrique
supérieur à 3000 V/cm. Iæ mécanisme de base en est le phénomène de
résistance différcntielle négative qui représenæ l'analogue de la sensibilité
à la viæsse négative pour I'effet PLC.

D'après la loi d'Ohm, les porteurs de charge, de viæss" i sous l'action
dnun champ électrique E, produisent une densité de courant
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J-qnv (tr-34)

où q est la charge et n la densité des élecEons. Pour qu'il y ait effet Gunn,
il faut que la caructêtistique j(E) possède une région de résistance
différentielle négative. En comparant cette caractéristique (figure tr-l1)

et la courbe caractéristique F(e) de I'effet PLC (figure I-18), on peut

établir les correspondances suivantes :

. la vitesse unidirectionnelle des porteurs de charge i et la densité de

coruant j correspondent à la containte viscoplastique F(à),

. le champ électrique E est I'analogue de la vitesse de déformation

plastique é,

X

v

Figure II-10

o
o

o

É l e c r r i c  ( i c l d

Figure II-11
Figure II-10 : Ondes propageantes de dramp électrique dans I'efiet Gunn.

La longueur du s@imen est L; le contact ohmique de la
cathode se trouve en x = 0. 1421.

Figure II-11 : Résistance différentielle négative et effet Gunn. Vitesse
unidirectionnelle des électrons en fonction du champ
électrique.

Les expérience relatives à I'effet Gunn peuvent être réalisées en
imposant des conditions sur le champ électrique (ce qui correspond pour
I'effet PLC à une vitesse de déformation constante) ou sur la densité de
courant (ce qui est analogue à des essais à viæsse de contrainte imposée).
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Pour des champs électriques appliqués appartenant à la région de
résistance négative, des ondes de champ électrique se propagent de façon
analogue aux bandes PLC (figure II-10).

IIII-4 eonelusûon

Dans ce chapitre, deux modèles macroscopiques introduisant des
interactions spatiales différentes ont été mis en place. L'un introduit une
forme faible de non localité dêcnte par un second gradient de la
déformation plastique. Le coefficient constant K de l'équation (tr-10) est
en effet relié à une distance de coupure au delà de laquelle les interactions
sont supposées négligeables. Cette distance de coupure et la non
uniformité en deçà de la coupure sont supposées assez faibles pour que la
loi de type second gradient (tr-10) soit justifiée.

L'autre s'appuie sur une interaction spatiale par double glissement
dévié des dislocations vis, traduite par une pseudo-diffusion de la
déformation plastique. Le coefficient de pseudo-diffrrsion D de l'équation
(tr-17) est fonction de la distance maximum de glissement dévié. Il
conduit à une équation de type réaction-diffrrsion.

Ces deux types de modèle ont été retrouvés dans la description d'autres
phénomènes présentant des analogies avec l'effet PLC, la principale étant
une région de pente négative dans les courbes caractéristiques. L'analogie
la plus étroiæ est celle qui lie I'effet PLC et I'effet Gunn, notamment en
raison de leurs aspects propagatifs. Cependant I'effet PLC présente des
spécificités qui ne trouvent pas d'analogie : ainsi, le modèle de pseudo-
diffrrsion est-il constitué par deux équations de réaction-diffrrsion utilisées
alternativement.

La démarche adoptée dans la suite consiste à identifier les mécanismes
microscopiques non locaux à I'oeuvre dans I'effet PLC grâce aux
caractéristiques de la réponse macroscopique qui en résulæ.

De manière plus précise, l'évolution préwe par les différents modèles
pour la vitesse de propagation des bandes en fonction du taux de
chargement sera confrontée à la tendance observée à une décroissance
monotone.
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CHAPITRE 3 :

Approche second gradient.

o ll i l l l- l l  Reaherche dl e s@lutflqDms
pncupageanûes

UI-1-1 Solution fondamentale uniforme
o

Dans le second chapitre, nous avons établi un modèle de second

gradient à vitesse de chargement constante ôo :
a

o=oo t*  os= h€ + F (e)  + Kr ,**  ( I I I_1)

L'équation aux dérivées partielles (III-1) admet la solution uniforme
fondamentale :o

€e=Ëet;r"=ff  ;  oo=F(er) GII-Z)

o
€s est une vitesse de déformation uniforïne constante, et os représente la
contrainte de traction simple uniaxiale; en dérivant par rapport au temps,
on obtient :

o
Kè,**+ë F '1e;+h(e-  er)=0 (UI_3)

Les observations expérimentales indiquent que l'état de déformation
o non uniforme peut être caractérisé par des bandes de déformation se

propageant à vitesse constante C. Cela suggère que certaines solutions de
l'équation (III-3) puissent être recherchées sous la forme d'ondes de
profil stationnaire dans un repère en translation à la vitesse C :o
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Par souci de simplification, nous utiliserons la variable normalisée :

(Ct - x) (m-s)

s = rfKh , on transforme la relation (III-3)En définissant un coefficient
en:

é,nn+ce,n F'(€) + (ê- +)=O (11I-6)

C'est une équation différentielle de Liénard qui conduit à des

oscillations de relaxation auto-entrenues si F' e: ie remplissent les
conditions évoquées au paragraphe tr-3-3-a.

Nous allons dans ce qui suit reprendre I'analyse de stabilité linéarisée
de Zbib-Aifantis [7] qui permet de déterminer les conditions dans
lesquelles la solution uniforme (III-2) est instable, c'est-à-dire les
conditions déterminant I'apparition de I'effet PLC.

En utilisant la pernrrbation u = e - rs êt sa dérivée v = € - er, l'équation
(m-6) peut se mettre sous la forme d'un système différentiel :

Version du 3I/12t92.

é=é(Ct-x)

vrî =

1trrI

yrî =

14/rî a F(v+à) w - v

01
-1 -oc F'e

Chapitre3

(rrr-4)

(rrr-7)

(v,w) est alors le plan de phase. I-e point critique pour lequel v,n = 1v,î
0 est I'origine v = \f,i = 0 du plan de phase. On peut linéariser le système

(m-D autour du point critique, et en utilisant la notatior F'e pour F'(rb),
on obtient sous forme matricielle :

v
Itfo
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c'est-à-dire U,r1 A U

où A est une matrice constante.

Les solutions de (III-8) sont de la forme Ûfnl = exp(orl)î où co est une

valeur propre de la matrice d'évolution linéaire A et î le vecteur propre

correspondant. L'équation caractéristique est alors :

-0
-1 -û) - c[ F's

c 'est -à-d i re a2+ c lF 'eol*  1=0

Les racines de cette équation sont données par':

Clnpitre3

@ =
-cr F'e -  ̂ / t"e'Az - O

(rrr-8)

(rrr-e)

(ur-10)

Il s'ensuit que la stabilité de l'équilibre de la solution uniforme d" dépend

de la valeur de F'(de).

La partie réelle de la valeur propre or détermine la croissance ou
décroissance de la perrubation en fonction du signe de F's, c'est-à-dire de

la pente au point Me = (d" , F(d")). Si F'(er) ( 0, la partie réelle de o est
positive et la solution uniforme est instable, sa pertubation croissant
exponentiellement au cours du temps. Au contraire, si F'" ) 0, la solution
uniforme est stable.

D'après Ia caractéristique F(e) de la figure I-18, ceci implique que, si e" =

oo/h se trouve dans la région où F est de pente négative (F'" < 0) c'est-à-

dire si er S e" 3èz,la solution uniforme est instable.

Cela correspond au domaine où la sensibilité à la vitesse est négative et
détermine les vitesses de chargement conduisant à I'effet PLC. Nous
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o
supposerons donc dans tout ce qui suit, que ce critère e t ( ee 3 ez

d'apparition de I'effet PLC est satisfait.
L'analyse linéarisée qui vient d'être rappelée est suffisante pour prévoir

O l'apparition d'une instabilité. En revanche, elle ne peut prétendre décrire

la solution non uniforme qui se substitue à la solution (III-2), car l'écart

entre ces deux solutions est en général non infiniment petit. C'est
pourquoi une analyse de perturbations non linéaires sera utilisée dans la

O suite.

ll l-l-2 Solutions propageantes

o Nous allons de nouveau chercher des solutions propageantes de

l'équation (III-1). Pour ce faire, nous allons tout d'abord la mettre sous
forme adimensionnelle.

o a- Equation de Rayleigh

En utilisant la perturbation u = ! - te, on peut transformer l'équation
(III-1) en :

o
K u,xx + F(ee + u.ù - F(ee) + h u = 0 (r[-1r)

Pour obtenir une équation sans dimension, nous introduisons les
o quantités adimensionnelles suivantes :

- r=À /=tr .  .  p=F -  F .  du=09!=u
L AF ph'dt  OrU"

où L et AF représentent respectivement la longueur de l'échantillon étudié
et la différence de contrainte entre les extrémas de la fonction

O caractéristique F. L'équation gouvernant I'effet PLC (ru-11) peut se
mettre maintenant sous la forme :

a

o

Ku,.r,r +/(u) + u - 0
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avec les quantités adimensionnelles

K r u)-r(e") lK=ù '  / ' (u )=PlF(ee( l+

K caractérise la non-localité de la loi constitutive. D'après II-2-1, K est
fonction de la distance de coupure des interactions à distance. K peut donc
être considéré comme un petit paramètre.

Si I'on cherche des solutions se propageant à vitesse constante C et
gardant un profil stationnaire, de la forme

u(x , r )=u(€)  où €=x-Ct

avecù - - C+= - Cu' et u,,xy-1?B =u" (m-13)
dç oç'

l'équation (III-12) se réduit à l'équation différentielle ordinaire :

Ku"+f(u ' )+u=0 (rrr-r4)

appelée équation de Rayleigh, et où la fonction f dépend implicitement de
la vitesse de propagation C car :

f (u ' )  =/( -C u ' ) (rrr-rs)

Les conditions aux limites sont remplacées par des conditions de
périodicité à I'infini.

On remarque que l'équation GfI-14) est équivalente à l'équation (II-30)
établie pour le mouvement d'un solide attaché par I'intermédiaire d'un
ressort à un support fixe et glissant sur une courroie qui se déplace à
vitesse imposée vs. Læs analogies suivantes peuvent donc être considérées
: la position repérant le solide est représentée par u; elle est fonction du
temps qui correspond à la variable €,; la masse du solide est à comparer à
r; la vitesse constante de la courroie est I'analogue de la vitesse de
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o
déformation ee = P; la force de frottement F(u') comporte comme la

n
courbe caractéristique f(u') une région de pente négative.

oY ' ' \
Le problème consiste à déterminer le frottement pour que le solide ait un
mouvement périodique. On recherche de manière analogue la vitesse C et
la fonction f de façon à ce que des bandes de déformation PLC se

O Produisent.

b) Equation de Liénard

O En dérivant l'équation (III-12) par rapport au temps et en remplaçant ù
par v, on aboutit de façon équivalente à l'équation :

d f

o Kv,-ïx+ff(v)v*v=0 (m-16)

Si I'on considère des solutions se propageant à vitesse constante C et
gardant un profil stationnaire, l'équation (III-16) conduit à l'équation de

O Liénard (III-6) établie pour I'analyse de stabilité de la solution uniforme :

Kv"- cl f(v)v'*v=o (I I I -17)
dv"

o
Dans ce qui suit, nous utiliserons l'équation de Rayleigh (III-14).

c) Système autonome équivalent à l'éguation de Rayleigh

En employant les variables (ur, uz) définissant le plan de phase :

u l=u
u2 = u' (I[-18)

l'équation (IrI-14) est équivalente au système différentiel autonome :

u ' r  = u2

o

o

o

o
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Ktr 'z - -u l - f (uz) (rrr-19)

figure III-1 pour une valeur C

Clnpitre3

Les fonctions f et f sont tracées sur la
arbitraire.

Figure III-1 :
Graphes des différentes fonctions et définition du plan de phase.

(u)

2

v

o
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Si I'on considère ulo = -f (uZ), et en exprimant u'2 par :

u,? = qlz qg-L =
dur dË

duru2- ; : ,
oul

on obtient une expression équivalente à (III-19) :

K"r !ff = uro - ur (rrr-20)

Le plan de phase et la fonction ulo= - f(uZ) sont représentés sur la
figure IIr-1. La relation (III-20) permet de déterminer le signe de la
dérivée {f C., solutions dans le plan de phase. Nous allons examiner tousdul
les cas possibles, correspondant aux différentes régions du plan de phase
représentées sur la figure III-2.

. si uz = 0, l'équation (III-20) donne deux possibilités : soit ul _ ulo
qui correspond à la solution uniforme instable, origine du plan de
phase, soit du1 = 0. Donc la tangente à la solution ul(uz) est

horizontale aux points A et B de I'axe (o, il) : A pour u1 ) 0, et B
pour ul < 0.

. si u1 = ulo, on retrouve une des possibilités du cas précédent à
savoir n2 = 0 qui correspond à I'origine. On peut avoir également
duz - 0, d'où une tangente verticale à la solution quand elle coupe
la courbe caractéristique u1o. Les points c et D illustrent cette
possibilité.

. Lorsque u2 est positif avec uto > ul, ce qui correspond à la région
(a) sur la figure rrl-2,1'équation III-20 donne une dérivé. 1u2 > o.

dur
La tangente au point E de la région (a) est représentée en
conséquence.
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. En revanche, si u2 est positif mais uto < u1 (région (b) de la figure

III-z),on obtient une dérivée 
ffi 

. 0 (point F).

. Maintenant, si I'on considère u2 négatif avec ulo> u1 (région (c)),

la dérivée {!2 Ooit être de nouveau négative (point G).
dut

. Il reste la possibilité où u2 est négatif er u1o < u1 (région (d)) : la

dérivée {92 "r, 
alors positive. Le point H conespond à ce dernierdur

cas.

Figure l[I-2 z
Tangentes à la solution ur(uz)

dans les différentes régions du plan de phase.

Par ailleurs, si I'on suppose K petit (r << 1), et si on considère un point

O 
n'appartenant ni à I'axe (O,ilr) ni à la courbe ulo = -f(uz) par exemple un
point de la région (b), l'équation (III-20) donne :

dqe =ulo-ut>>l
dur Ku2

o

o
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C donc la tangente en ce point est quasi-horizontale. Au voisinage de la
courbe caractéristique ulo = - f(uz), on a un changement très rapide de la

irente; la tangente devient verticale sur la courbe caractéristique et un
phénomène de couche limite se produit.

o
tl en résulte qu'une trajectoire passant par les points C ou D suit la

courbe caractéristique dans les régions (a) et (d), et s'en éloigne

rapidement dans les régions (b) et (c) (figure III-3).

o

a

o

o

o

a

o

o

Figure III-3 :

Allures possibles d'une trajectoire coupant la branche I.

d) Construction graphique des trajectoires dans le plan de phase

Une autre façon d'obtenir I'allure des trajectoires dans le plan de phase

est d'utiliser une constmction graphique dérivée de celle de Liénard.

Prenons un point A (ut, uz) du plan de phase, et les deux points G et H

définis par (figure III-4)

GA=u2,  F fA=ul -u lo

l'équation (III-20) s'écrit :

o
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HA dut+ K 6A du2 = 6

Soit Gr poinr défini par G;A = r G-À, et B6 caractéris é par Al* = AEr
€ +

+ AH. La tangente du =(dut, duZ) à la trajectoire en A est orthogonale au

vecteur AEr :
+

du . A86= Q

Figure III-4 :

Construction graphique des trajectoires dans le plan de phase.

Cette construction graphique permet de visualiser le phénomène de

couche limite lorsque K est petit : le vecteur AÏr passe d'une position
quasi-parallèle à ut à une position parallèle à u2 lorsque A tend vers la

courbe caractéristique.

La quantité tIA mesure une distance du point représentatif A à la

courbe caractéristique, indifféremment au fait que le point H appartienne
à la panie stable ou à la partie instable de cette courbe. Il en résulte que
les résultats obtenus à I'aide du modèle de second gradient dépendent des
valeurs de la fonction caractéristique dans sa partie instable. Il s'agit là
d'un inconvénient sérieux du modèle, car cette portion de courbe ne peut
pas être atteinte directement par les mesures expérimentales.

o
64



o

o

o

o

o

Version du 31112192. Clwpitre3

I I I -1-3 Condit ion nécessaire et suff isante d'existence d'une
solut ion périodique

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution de
(III-12) propageante et une solution de (III-14) périodique est obtenue en
écrivant que les trajectoires dans le plan de phase, solutions de (III-19),
forment un cycle fermé.

En multipliant (III-19-a) par ul, et (III-19-b) par u2, puis en faisant

leur somme membre à membre. on obtient :

T ,"P + Kuz2)' = -u2f(uz) GII-21)

Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que (T) forme un
cycle fermé est que A = B ce qui conduit à :

O où f dépend de la vitesse de propagation C t531.

[]lll-2 Vf,ûesse dle pncupagaûf,om
o

lll-2-l Critère de stabilité marginale

Le critère de stabilité marginale [2] évoqué en II-3-l constitue une
O méthode de sélection des vitesses de propagation de fronts d'onde. Il

En intégrant (III-21) le long d'une trajectoire (T) comprise entre deux

O points arbitraires A et B du plan de phase, il s'ensuit :

- 1  
I  -

I tur2 + K u2271- - [uzffuù d€ = - Jf(u2) du1 GrI-22)
-2Jiy

o

o r
J rt"rl du1 - 0 (+ If(Luù du1 - 0 (rII-23)

^l
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repose sur une décomposition linéaire du front; il en résulte que sa
validité n'est pas assurée en général, et notamment dans le cas de I'effet
PLC où la non linéarité est importante. Pour sa mise en oeuvre, on
suppose la perturbation autour de l'état uniforme décomposable en modes
de la forme :

où u est petit, k est le nombre d'onde, et o est le taux de variation. Alors
l'équation dimensionnelle (III-11) fournit la relation de dispersion :

-Kk2+coF'(de)+h=0 (rrr-zs)

on considère un observateur fixe par rapport à un repère en
translation uniforme de vitesse C*, à I'abcisse X = C*t. Au bout d'un
temps t assez long, et à une distance x assez grande, I'observateur admet
que la perturbation peut être représentée par sa composante harmonique
de plus forte croissance, c'est-à-dire celle dont le nombre d'onde k* est
donné par :

t = te * u avec u = ê ."p( ikx + rot)

fçf ikc.+ro(k))t=o
soit iC* + d!ù = g

dk

(rrr-24)

(III-26-a)

o
L'hypothèse de stabilité marginale l2l consiste à affirmer que la vitesse

de propagation de I'onde est celle d'un repère en translation uniforme de
vitesse C* dans lequel I'observateur ne voit ni croître ni décroître I'onde
'l' nombre k*. La vitesse ainsi sélectionnée vérifie donc :o s v

Re( ik*C*t + cot) = Q
c'est-à-dire

O Re( ik*C* + co; = I (III-26-b)

Il y a donc stabilité marginale de I'onde si les relarions (III-26) qui
peuvent également s'écrire

o

o
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Re(o-k*gP)=0
dk '

Â..
C*- iO( t )

dk
(rrr-27)

O sont satisfaites. La relation de dispersion (III-25) fournit la fonction ro(k)

( !  = _h -  Kk2 =h _ Kk2 
GII_2g)

o F'(e") lF'(de)l

et en substituant dans (III-27), on obtient :

(rrr-ze)C*=2{Kh

tF'(de)t

En prenant les valeurs K = 2,5.10-2 pa.m2, h = 109 pa, et en faisant

varier o0 = h dspour dscompris entre ét et è2, on obtient la courbe
tracée en figure III-5. F est la fonction caractéristique (I-20) foumie en I-
4-2. Pour un Al-SVoMg, elle esr donnée en Mpa par [29] :

o

F(e,o6)= as ln(e) -a1 exp[-( a2/è)2/31aa3+a4 as thlao(e z g] tl-r/k- Log(k)l

o oùk=E, GII-30)
o0

aO= 2.27, ât = 3'7, a2 = 5.10-5, a3 = 2I3, a5 = 5.10-1, a6 = 50,

O 
a4=O pour èrè2,à4= 1 pour è<èz

ez est obtenue numériquement en résolvant

dF (r,oo) = [a0 -a1 exp[-( a2le2)21311 / è2 = g (III-31)
de

Par la suite, nous considérerons toujours le cas des alliages AL-SToMg et
O nous utiliserons implicitement cette fonction caractéristique (Itr-31).

o

o
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Le critère de stabilité marginale donne une vitesse de propagation qui,
pour des valeurs croissantes de la vitesse de chargement, commence par

décroître et atteint un minimum pour ee = ôO ftr = 2.10-5 s-1, puis se met

à augmenter. D'après (III-29), C* tend vers I'infini quand ee tend vers è1,

ou vers è2, car F'(er) = 0. Ceci explique la forme en U de la courbe de la
figure III-5.

o
E

Ê
o
o
o
q
Ê
o
è

o
!

o
o
o
o

c

-10

-12

-14

- 1 6

- 1 8  {
8 , 5 9 , 5  I  0 , 5  1  1 , 5  1 2 , 5  1  3 , 5  1 4 , 5

ln(Taur de contraintc (pa))

Figure III-5 :
Vitesses de propagation en fonction du taux de contrainte

obtenues par le critère de stabilité marginale pour un alliage Al-SToMg.

Le mécanisme de sélection de la vitesse ainsi décrir dépend uniquement
des propriétés linéarisées de l'état instable. Il est clair qu'il ne peur en être
toujours ainsi. Pour tester la validité de I'hyporhèse de stabilité marginale,
il s'avère donc nécessaire de la compléter maintenant par une analyse non
linéaire.

lll-2-2 Obtention numérique exacte

La vitesse C est déterminée à partir du système différenriel autonome

(m-19) où rc et oo sonr fixés, er de la condition de fermeture (III-23), de
la façon suivante : une valeur de C quelconque étant choisie, I'intégration
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numérique de (Itr-19) donne une tajectoire (y) dans le plan de phase ( le
programme utilise une méthode de type prédicteur - correcteur).

(y) n'est pas en général une trajectoire fermée, et la condition de
fermeture (m-23) n'est pas satisfaite. La valeur de C est alors modifiée
par une méthode de dichotomie, et le système (Itr-19) intégré, jusqu'à ce
que (Itr-23) soit vérifiée avec une précision suffisante. Un exemple des
cycles obtenus est tracé sur la figure ltr-6.

Figure III-6 :
Exemple de cyde obtcnu par intégration numérique

dans le plan de phase [53].

Les résultats pour différenæs valeurs de la vitesse de chargement sont
reportés sur la figure (m-D avec ceru( que I'on a obtenus par le critère
de stabilité marginale.

On observe tout dabord une faible décroissance de la vitesse de bande

aux faibles valetrs de oo, puis une augûpntation très nette gg importante,
lorsque la viæsse de contrainte augmente. L'allnre générale de cene
courbe en U ressernble donc à celle qui a été déduite du critère de stabilité
rnarginale.

o

\
I
I

I
t

t

I

\

t(uZ\

.  f(u2) in logo
cycle in the

u l

u2

r i thmic scole
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vitesses de propagation en fonction du taux de chargement
. r:l

pour un alliage Al-S%oMg.

lllll-3 sûabû[ûûé dles so[unûf,@ms propargeamtes

Nous avons déterminé une solution propageante de (Itr-12) lorsque la
condition (lII-23) est satisfaite. L'application d'un théorème dû à La Salle
[52] va permettre d'en étudier la stabilité non linéaire. L'énoncé de ce
théorème est le suivant :

Considérons l'équarion :

# G'(x) #. ô,( = o (rrr-32)

où ô est une constanre telle que 0< ô < ôo et où G(x) satisfait les
conditions :

(i) G'(X) esr conrinue pour rour ,(, er G(0) = 0
(ii) il existe des points al < a2<0 < a3 < a4 tels que

a) G(ar) = G(ar) et G(az) = G(a+)
b) G(aù < G(X) < G(ar) pour ar < X < a4
c)  G' (ar)<0 er  G' (a4)<0

o
E

C
o
a!
o
a
c
o
c

o
!

o
o
o
o

c I

9 ,5  10 ,5 1  1 , 5  ' 1 2 , 5  1  3 , 5  1  4 , 5

Figure III-7 :
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O Alors, pour 0 < ô ( ôo, un compact E(a,ô) contenant une solution
périodique non linéairement stable de (III-32) peut êrre construit.
L'allure de la fonction G(X) est montrée sur la figure III-8-a.

o

a

o

o

o

Figure III-E :
(a) Fonction G(X) du théorème de La Saile, (b) fonction f(v).

O En analysant l'équation de Liénard (III-17), une correspondance avec
l'équation (III-32) du théorème de La Salle peut être établie. En effer, en
prenant :

o

o
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y =X, 1= -r ,  -  
Ê t ' (u)  = G'(X),  ô = 

* ! t  0

l'équution (III-17) est identique à l'équation (III-32).

Pour pouvoir appliquer le théorème de La Salle, il faut donc vérifier
que I'intégrale de la fonction G'(X) = - 

3 f'(v) satisfait les conditions (i)

et (ii) du théorème. En intégrant, on obtient :

- f, rluy = Fu f F(e.) - F(ee (r+v)) l (rrr-34)

dont le graphe se trouve en figure III-8-b. La fonction f étant continue
avec f (0) = 0 , la condition (i) est réalisée. En comparant les deux
graphes G(X).t - ? f(v), on peut identifier v2* avec â1, vt avec az,vz

avec a3 êt v1x avec a4; (vz*,yl,y2et v1*) satisfont les relations données
en (ii)

Les conditions <rl ., (ii) du théorème sont donc vérifiées. On peut alors
énoncer que l'équation (III-17), de même que I'équation de Rayleigh (III-
14) dont elle est dérivée, comporte une solution périodique non
linéairement stable devant par ailleurs satisfaire la condition (trI-23). On
constate en effet que les trajectoires du plan de phase calculées
numériquement en résolvant le système (III-19) pour des conditions
initiales quelconques convergent rapidement vers la trajectoire fermée
obtenue pour la vitesse C satisfaisant (trI-23).

lllll-4 Gomeluusf,om

On a montré I'existence de solutions propageantes stables dans le cadre
d'un modèle de second gradient. La vitesse de propagation a été
déterminée à I'aide de I'hypothèse de stabilité marginale, ainsi que par
une méthode non linéaire.

On observe que, en dépit de non linéarités importantes, I'hypothèse de
stabilité marginale s'applique avec succès à ce problème; les tendances
qu'elle prévoit sont assez proches de celles qui ressortent de I'analyse non
linéaire "exacte".

(rrr-33)
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Cependant, comme cela a déjà été souligné auparavanr en (I-2-2) et (II-
3-1), les données expérimentales indiquent que la vitesse de bande décroîr
de façon monotone avec I'augmentation de la vitesse de contrainte dans le
domaine de sensibilité à la vitesse négative. Très clairement, ce n'est pas
ce qui est obtenu à partir du modèle de second gradient.

Il semble donc que les interactions spatiales faibles traduites par un
modèle de type second gradient ne permettent pas de rendre compte de la
propagation des bandes de déformation localisées dues à I'effet PLC.
Deux causes peuvent être invoquées : soit les interactions spatiales sont
mal représentées sous la forme d'un second gradient, soit le mécanisme
proposé n'est pas celui qui engendre I'effet PLC (ou il n'est pas
prédominant lors de I'effer PLC).

Plus fondamentalement, il apparaît que les résultats obtenus pour la
vitesse de propagation dépendent fortement de la partie instable de la
courbe caractéristique, inaccessible à I'expérience et de forme assez
largement arbitraire (voir III-1-2-d).

Pour illustrer cet argument, envisageons le travail de P. Hâhner [23]
qui schématise la fonction f à I'aide de quatre segments de droite de la
façon suivante (figure III-10) :

- la branche I est modélisée par un segment vertical reliant les points
2*à1,

- la partie instable du point 1 au point 2 est égalemenr un segment de
droite,

- la branche II comporte tout d'abord un plateau horizontal reliant le

point 2 (è2, f(ez)) à un poinr (2è,2, f(ez)),
- puis un segment de droire de pente m allant jusqu'au point l*.

Hâhner obtient une vitesse de propagation qui, en accord avec les
données expérimentales [16], décroît avec la vitesse de contrainte.
Cependant, ce résultat utilise la partie instable inaccessible à I'expérience.
L'arbitraire qui sévit dans le choix de la représentation de la
caractéristique instable se transpose donc au niveau des résultats obtenus
et il conviendrait de s'assurer des conséquences d'un autre choix sur la
vitesse de propagation.

Cette remarque s'applique aussi bien au résultat non-linéaire qu'aux
résultats linéarisés; elle concerne la méthode de second gradient elle-
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O même. Dans le chapitre 4, nous verrons que I'approche de pseudo-
diffusion ne nécessite pas la connaissance de la zone caractéristique
instable.
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Chapitre 4 :

L'approche par glissement dévié.

lv-ll IReehenche dle soluuûf,@ms
pnopageamûes

IV-1-1 Solut ion fondamentale uniforme

Dans le second chapitre, nous avons établi un modèle de pseudo-

diffusion à vitesse de chargement constante ô9 en considérant les échanges
de dislocations vis mobiles entre éléments adjacents du matériau par
glissement dévié. Il s'exprime par l'équation aux dérivées partielles (II-
23):

Z=F(Y) où Y=e-Dr,*x ( I I -23)

Y etZ étant des variables locales; Z représente la partie viscoplastique de
la contrainte

Z=6-he=o0+ôot-he

L'équation (II-23) admer la solution d'équilibre

Ye = ,, =# i Ze =o0 = F(e")

qui correspond à l'état de déformation plastique uniforme :

Oe=O0+ôOt  i  te=e" t

Pour étudier la stabilité de l'érat d'équilibre, Kubin
introduisent la perturbation :

(rr-22)

(rv-1)

(rv-2)

et Estrin t3l
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^
u=t- te= sexp(  cot+ ikx)  ( IV-3)

u est une quantité supposée petite; k est le nombre d'onde et o est le taux

O de variation. En substituant t = €e + u dans l'équation (II-23) et en
linéarisant, on obtient la relation de dispersion :

(co+Dk2)F' (ô")+h=0
o

qui foumit la fonction

(rv-4)

o

o

o

o

o

o

o

co(k) - -  h  -Dk2

F'(e")

Figure IV-l :
Taux de varlation o en fonction du nombre d'onde k.

(rv-s)a

Si F'(ee) = F'e est positil ol(k) est négatif quel que soit k (figure IV-l-
o

a), et la petite fluctuation de l'état d'équilibre uniforme diminue avec le

temps. En revanche, si F's est négatif, c'est-à-dire si é t < d" < é2,
domaine où la sensibilité à la vitesse est négative, l 'état d'équilibre

o uniforme est instable. En effet, il existe alors des valeurs de k pour
lesquelles ol(k) est positif (figure IV-l-b).
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Le point Me = (é", oe) correspondant sur la branche descendante de la

courbe F n'est pas atteint au cours de l'état non uniforme de déformation
qui se met alors en place. Cette analyse de perturbation linéaire, bien que
permettant de prévoir si une instabilité se produit, est incapable de rendre
compte des caractéristiques essentielles du mode de déformation non
uniforme qui se substitue à (IV-2). La raison en est que la perturbation du
mode uniforme n'est en fait pas petite, mais au moins du même ordre de
grandeur que la solution fondamentale (de même que en III-1-I).

Dans ce qui suit, nous supposerons que st < de < dz t le mode uniforme

est alors instable, et nous introduirons une analyse de I'instabilité basée
sur le concept de perturbations non linéaires finies de la déformation
plastique uniforme.

IV-l-2 Solut ions propageantes

a) Equation de type réaction-diffusion

Considérons donc les perturbations non uniforrnes z et y de l'état
d'équilibre (IV-l etZ), placé à I'origine des figures IV-2

z=Z-Ze ,  y= Y-Y. (rv-6)

D'après (Il -23),leur évolution est gouvernée par l'équation différentielle

z=F(Ye+y)-F(Yr)=f (y) (rv-7)

En utilisant la perturbation de la déformation plastique à l'équilibre u = e
- ee, (IV-7) s'écrit :

fn(y)u= -z  -
h

Les graphes des fonctions f et
Comme cela a déjà été exprimé

(rv-8)

f6 sont représentés sur la figure IV-2.
en lI-3-2, il est possible d'après le
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O théorème des fonctions implicites de prendre I'inverse de la fonction f5 là
où f'6 * 0. L'inversion de (IV-8), légitime séparément sur chaque
branche stable de f5, permet d'écrire génériquement une équation aux
dérivées parrielles y=g(u), de type réaction-diffusion [47]o

âu ., â2r
3, 

- D 
# 

= gl(u) pour la branche I (2*, r)

trl(u) pour la branche II (2, l*) (IV-9)
o

z = f(y)

l E

2*

Figure IY-2 :
(a )Fonc t ionz= f (y )

(b) Fonction u = fr,(y) - -zlh

a

a

o

o

o

o

a
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Seules les déterminations gI et gII de g(u) correspondant aux branches
stables sont à considérer alternativement (figure IV-3); la branche
instable (1,2) n'est jamais atteinte au cours du processus de déformation,
et au contraire du modèle de second gradient, ne sera pas utilisée dans la
suite.

[ .y=g(u )

v = glu)

(branche II)

(branche I)

Figure IV-3 :

Définit ion des fonctions gl(u) et gII(u).

b) Système autonome équivalent

Comme on recherche des solutions propageantes, les conditions aux
limites sont remplacées par des conditions de périodicité à I'infini. Plus
particulièrement, on s'intéresse à une solution du couple d'équations de
réaction-diffusion (IV-9) sous la forme d'une onde stationnaire dans un
repère se déplaçant à la vitesse constante c>0; dans ce repère, cette onde
dépend uniquement de la variable 6 = x - ct.
En effectuant le changement de variables :
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O l'équation différentielle ordinaire du second ordre

Du"+cu'+g(u) = 0 (ry-11)

O 
où g est employé pour gI s1 gII. En utilisant les variables de phase (ut,uz)

Ul=U €t  U2=g' (rv-12)

O 
(IV-11) peut également s'écrire sous la forme d'un système autonome de
deux équations différentielles du premier ordre

u ' l  =  u2
Du'2 - -cuz - g(ur) (rv- 13)

O

o

o

o

o

o

o
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u(x,t)=u(€)'#=-cu' i#=u" (1y-10)

où le (') signifie la dérivation par rapport à €,, on réduit (IV-9) à

A I'origine O (0,0) du plan de phase, on a u'l=0 et tr'z=O, de sorte que O
est un point critique (et c'est le seul); il est associé au mode de
déformation uniforme instable. Dans le diagramme de phase (u1,u2), on
peut écrire

tr'z = 
"2 :ff GV- 14)

et le système autonome (IV-13) devient l'équation différentielle ordinaire

D u, 9u2 - /---di=-cuz-s(ut) (IV-15)

dont les solutions sont les orbites uz(ut) du système dans le plan de phase
(ut, u2). Dans une première approche pour déterminer les orbites, nous

O alons considérer le cas non diffusif D = 0 où le modèle se réduit à celui
de Kubin-Estrin [3, 18, 19].

c) Cas non diffusif D=0
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Pour D=0, l'équation différentielle (IV-15) dégénère en une équation
algébrique; selon la détermination de g, deux solutions stables u2 sont
possibles pour un u1 donné

u20I u20II (rv-16)

sur chacune des branches stables I et II. L'affixe décrit I'orbite périodique
constituée par les branches I et II parcourues alternativement et par les
sauts discontinus 11* et 22*. C'est le cycle discontinu décrit par Kubin-
Estrin [3, 18, 19] et déjà relaté dans r-4-2 (figure I-19). Il permer de

préciser I'allure qualitative des profils (u, t) déjà donnée en figure I-ZI et
tracée en figure IV-4 pour définir les valeurs (1 et \2, \t est la valeur de
( pour laquelle le saut l-1* de la branche I à la branche II se produit, et
(2 correspond au deuxième saut de la branche II en 2 à la branche I en
2* .

Figure IV-4 :

Profils (u, t) dans le cas non diffusif.

Comme on I'a mentionné auparavant, l'état d'équilibre de la déformation
plastique (l'origine o) n'est jamais atteint, et la perturbation du mode

o
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O uniforme n'est pas petite en général. Le plan de phase (u1, u2), les

fonctions définies en (IV-16) et le cycle de Kubin-Estrin apparaissent sur
la figure IV-5. Nous allons voir maintenant que I'introduction de la
diffusion élimine les sauts discontinus de la variable u2.

u1

(branche II)

o

o

o

o

a

o

o

o

Figure IV-5 :
Plan de phase, cycle non-diffusif,

et définition des fonctions u20I ., u20II.

d) Cas diffusif D*0

L'équation (IV-15) s'écrit alternativement, selon la détermination
choisie pour g

D uz qg2 = -c uz- gr(ul) = ç (u20I - u2) GV-17-a)- dut
ou bien

D uz qP = -c u2 - ,II(ul) = ç (u20lt - uz) GV-17-b)- dut

Les relations (IV-17) permettent d'obtenir des informations sur les
O trajectoires dans le plan de phase en considérant le signe de duzldut.

a
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êt^  
u2  

2*

ur

Figure IV-6 :

Tangentes à Ia trajectoire relative à la branche I.

Regardons tout d'abord le chemin I, solution pour la branche I de (IV-17-
o ^' Si I'on trace une droite Dt parallèle à I'axe des u2, les régionsa ) .

suivantes sont à examiner :
la zone où u2 > u20I > 0 : l'équation (IV-17-a) donne une dérivée

o 
duzldul négative. La tangente au point A1 est représentée en

conséquence sur la figure IV-6;
le point où u2 - u20I : dans ce cas, duz - 0, la tangente en A2 est
horizontale;

- la région où 0 < u2< u20I ' on obtient une dérivée duzldur > 0 (point
Ar);

- le point d'intersection avec I'axe des ut, A4 tel que u2 = 0. Alors
l'équation (IV-17-a) impose dut - 0, donc la tangente au chemin I en
A+ est parallèle à I'axe des u2;

- et enfin les points tels que u2 < 0 : la dérivée duzldu t doit être
négative (points A5, A6 et A7;.

Læs trajectoires I forment des arcs intérieurs au cycle décrit par Kubin-
Estrin (fîgure IV-7) en ce sens que u20I - u2 >0 et u20II - u2 < 0 pour un
ut donné; un chemin extérieur au cycle divergerait, ce qui n'est pas

o
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conforrne aux observations. En outre, une croissance en valeur absolue de
la variable locale u2 serait thermodynamiquement inadmissible; en effet la

diffusion produit des flux qui tendent à diminuer la valeur locale. Pour

cette raison, le cycle diffusif appartient à I'ouvert défini par l'intérieur du

cycle non diffusif (1 , I*, 2, 2*), à I'exclusion de la fermeture constituée
par le cycle lui-même.
De même que le point 1, extrémité de la branche stable I, n'est pas atteint
par I'affixe lorsque D=0 en raison de son instabilité, de même le point E1
= (ut( l) ,0) n'est pas atteint lorsque D*0. I l  en résulte, d'après les

caractéristiques des tangentes énoncées ci-dessus, que le chemin I solution
de (IV-17-a) possède une tangente verticale au voisinage immédiat de Et,

et qu'il coupe la branche stable II en un point que I'on appellera 1'. En
une abcisse ut donnée, la différence u20I - u2 représente I'intensité du

processus de diffusion.
De la même façon, le chemin II solution de (IV-17-b) passant au
voisinage immédiat du point Ett (ut Q), 0) à tangente verticale doit

donner une intersection avec la branche I en un point appelé 2' .
Les trajets de phase sont donc nécessairement sous forme d'arcs I ou II
illustrés en figure IV-7.

Figure lY-7 :

Allure des trajets de phase (arcs I et II).
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o
e) Construction graphique des trajectoires dans le plan de phase

L'allure des trajectoires dans le plan de phase peut être obtenue à I'aide
O d'une construction graphique qui permet également de visualiser le

phénomène de couche limite.

\

u1

H

Â,

OIvz

I

I È " *

G

Figure IV-8 :
Construction graphique des trajectoires dans le plan de phase.

Prenons un point A(ut, u2) du plan de phase, et les trois points G, H et
L (figure IV-8) définis par

6A = u2, IfA = u2 - u20I - tO

) où G7 et fA sont parallèles à I'axe des u2 et Lf, parallèle à I'axe des ut.
L'équation (IV-17-a) s'écrit alors :

L7,dur*DGedu2=g
c

o
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Soit Gp le point défini par G;A Bp caractérisé par

+

ABo=AGo+AL

La tangente du = (dut, du2) au chemin

AEo '

I en A est orthogonale au vecteur

du -ABP = Q

On pourrait faire le même type de construction pour I'arc II.

fl Phénomène de couche limite

Le coefficient de diffusion D a été déterminé en lI-2-2. Son ordre de
grandeur est de 10-5 m2ls; il peut donc être considéré comme un petit
paramètre. En conséquence, l'équation différentielle (IV-11) ou (IV-17)
fait apparaître un phénomène de couche limite car le coefficient de la
dérivée d'ordre le plus élevé est très petit. Nous présenterons seulement
une approche qualitative de la couche limite, dans la mesure où une
analyse de perturbations singulières conduit finalement à une solution
numérique.

L'équation (IV-17) peur êrre mise sous la forme :

u20l-u,

= D G-À, et
c

(rv-18)
v2

u20II-,rt (rv-re)

Soit un point n'appartenant ni à I'axe (O, u-1) (uz*O) ni aux branches I
etII (u20 -uz+ 0).D étantperir, i l  résulte de (IV-18) que duzldur n 1.

Par suite la tangente en M est pratiquement parallèIe à I'axe (O, îz).
Lorsque le point M tend vers la branche I (équation (IV-18)) ou la
branche II (équation (IV-19)), la pente de tangente devient très

a

du2=c
dur D

du2= c
dur D

o
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O cu0'+gl (ug)=Q
ou

c u0' + gll(ug) = Q

Chapitre 4

O rapidement finie, de sorte que le terme O uz 9Y devient négligeable, et
du1

que la trajectoire de M devient très proche de la courbe d'équation :

(rv-20)

(rv-21)

o

o

t

o

o

O

c

o

o

c'est-à-dire de la solution non diffusive décrite en III-I -Z-c, que I'on
appellera aussi "solution extérieure" dans le contexte de la couche limite.

L'allure qualitative des profils (u, t) correspondants est représentée sur la
figure IV-4. Les sauts ont lieu pour € = 6r etl -Ez.

Figure IV-9 :

Phénomène de couche limite en ù : profil (ù, t).

En € = €1, la solution intérieure valide lorsque les effets de diffusion
(uz0l - u2) sont importants au désancrage, est proche du saut l-1* (figures
Iv-9 et IV-10). Son extrapolation coupe la branche rI au point l'; dans le
sens des ( croissants, la solution intérieure tend vers la branche I où le
raccordement avec la solution extérieure s'effectue.
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De la même façon, les effets de diffusion (u20lt - uz) sont importants
lors du désancrage, et une "solution intérieure" peut être mise en évidence
.en E = \2, et raccordée à la "solution extérieure" constituée par la
branche II (figures IV-9 et IV-10).

Figure IV-10 :
Phénomène de couche limite dans le plan de phase.

g) Conclusion

On a mis en évidence les caractéristiques suivantes des trajets I et II
solutions de (IV-17-a et b) dans le plan de phase pour un couple arbitraire
(c, D) :

- un trajet de phase I ou II a une forme d'arc (figure IV-7) qui coupe
respectivement la branche II au point 1'et la branche I au point 2'.
Les points de tangence verticale sont obtenus pour \2 = 0 (d'où les
points E1 et Err);

- par construction, ces deux arcs restent à I'intérieur du cycle non
diffusif (2* , I, l*, 2) du plan de phase.

IV-1-3 Condit ion nécessaire et suff isante d'existence d'une
solution propageante
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On cherche à construire un cycle dans I'espace de phases à partir des arcs

I et II parcourus altemativement. On dira, par abus de langage, que la
connexion a lieu aux points 1' etZ'; en réalité elle n'a pas lieu sur la
fermeture du cycle, mais dans I'ouvert, au voisinage des points l' et 2' , en
des points d'autant plus proches de 1' et 2' que la diffusion est plus faible.
Le cycle ainsi défini est non-analytique en ce sens que les courbes
intégrales, tout en étant continues, admettent des dérivées premières

discont inues aux po ints  de connexion 1 'e t2 ' :  les  po ints  1 'e t  2 'sont
singuliers.
Cette méthode s'apparente à la théorie des "conséquents" de Poincarê 1491,
utilisée en outre par Minorsky [48].

Le couple (c, D) commun aux deux arcs n'est pas quelconque; en effet,
intégrons maintenant les équations (IV-16) le long de ces deux arcs. Pour
le chemin I, on obtient

I ' I '

toOnze) 
- u22(Z';;= -Jgl(ur)dur - cJu2l6u, (IY -22-a)

2

Par différence entre (IY-22-a) et (IV-22-b), on observe que I'orbite
périodique construite comme un polygone curviligne à I'aide des arcs I et
II parcourus alternativement, peut s'établir si l'équation non linéaire

et pour le chemin II

L Ofuzz(I' ) - u2212' ))=- jgrrtu, Fu r
2',

I '
= ç JlurII-u2l)du1

z',

I '
- c Ju2ll6ut

2'
(rv -22-b)

(rv-23)
I '

J{gI-gtr)aur
2',

o

à I'inconnue c est satisfaite. En d'autres terrnes, le bilan sur un cycle des
actions de diffusion doit être nul pour qu'existe un régime périodique.
Dès lors, (IV-11) admet une solution périodique, et (IV-9) une solution
propageante. C'est la "non-analyticité" et la permutation d'une équation
différentielle à I'autre qui donnent naissance au phénomène périodique, en
autorisant le repliement de I'orbite d'un arc à I'autre ï471.

o
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IIV-2 Ndlodè[e appr@ché bfl-[flméaflne

o lv -z-L Solution propageante

Le système autonome (IV-I3) ou l'équation différentielle ordinaire du
second ordre (IV-11) ne peuvent être résolus analytiquement, les

O fonctions gI s1 gII inverses des branches I et II de la fonction f n'étant pas
elles-même connues analytiquement. En revanche, si I'on considère que gI
et gII peuvent être approchées par des droites reliant respectivement les
points zx-l et les points 2-l* (figure IV-11), on pourra résoudre

o directement l'équation différentielle (IV-l1). Soit

gl(u) = gl(u) = Aru + Bt pour la branche | (2*,I)

ttl(u) = g2(u) = Azu +82 pour la branche II (2, 1*) (IV-23)

y = gtr(u) (branche [I)

v = etu)

(branche I)

Figure IV-ll :

Modèle approché bi,, l inéaire.
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o
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Une telle approximation semble raisonnable car I'allure des fonctions gI
et gII n'est pas fondamentalement altÉrêe. Au lieu de l'équation (IV-l1),
on a alors a résoudre alternativement :

Du" + cu' + A1u = -B1 pour la branche I
Du" + cu' + A2u = -82 pour la branche II (I\r-24)

Ce sont deux équations différentelles linéaires; la non-linéarité du
problème est conservée globalement, car les deux équations sont
satisfaites séquentiellement. Les solutions de (TY-24a) sont de la forme :

uI(O = - 
"^l+ cr exp(rlË) + Ê exp(rzË,) (rv-2s)

où rr =- fitt*
rz=-fiU -

En prenant comme conditions initiales

ur1(=g; = u,
dur/d( (€=0) = 0

ce qui représente le point El du plan de phase, on obtient les valeurs de c
et p suivantes

cr=(ut*Ef^ I  '2 ,
Al  r2 -1 I

et on peut êcrire

uI(6) = - "^T+ (ur * Fr)

$et 
= (ul * BAlr) 

ffilexp(rrË) 
- exp(r2O] Gv-26)

De même, la solution de (r\I-2+b) pour la branche II est, en prenant
conrme conditions initiales on(€p) = \2 , 

$€n, 
= O (point Ea du plan

de phase) :

p=(ul*EL^9 r l
ra l  r l  -  12

o 9r
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o

o

Sr, 
= (u2 .H, #+;[exp(r3Ç) 

- exp(ra()]
(rY -27)

avec 13 = - i- rt
2D'

ta.=--9-r t'  2D-

lV-2-2 Calcul de la largeur de bande

Figure lY-L2 z
Déf in i t ion des valeurs (1 ' ,  Ez, ,Ep, et  Éc.

Les solutions uI s1 uII de GV -24) doivent remplir la condition
d'existence d'un cycle (IV-22). Il faut donc trouver les points I'et 2'
intersection respectivement du chemin I (uI, dul/d€) avec la branche II (u,
u' = - gz(u)/c ), et du chemin II (uu, duII/dB) avec la branche I (u, u' = -
gl(u)/c ). Pour le point l', 6r' est donc défini par :

1* r'a 1* | . ' ,

t - -
I
I
I

I
I
I

I
I
I
I
I.z',

o
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O intersection respectivement du chemin I (uI, dul/d€) avec la branche II (u,
u' = - gz(u)lc ), et du chemin II (uII, dutr/d€) avec la branche I (u, u' = -' 
gltuÈ1. pooi l" point l', €1, est donc défini par :

o 
$tt') 

= - 
| ret uIGl') + Bzl ' Ër'< e

c'est-à-dire, en remplaçant uI et duVd€ par leurs valeurs (IV-26) :

or'z..rlff i=(A2r2+#,exp(r1(1,).(Azrt-+,exp(r2|1,)

avec €r '<0 ( IV-2g)

o
On ne peut résoudre analytiquement cette équation sans approximations.
Si I'on suppose €t' ,. 1 (le passage d'une branche à une autre doit être
rapide), et le paramèhe adimensionn ' - ArD , .el t = 

Aégalement 
faible (puisque

O D est petit), on peut mettre (1, sous la forme :

l=n

€t' = Ifi ei = Àt e + ?',2 e2 + 7q e3 +...
i=l

Alors la résolution de (IV-28) est possible par identification des
puissances de e à partir du développement limité en e de (IV-28) et en

O 
remarquant que 11 et 12 sont également fonction de e. On obtient ainsi les
coefficients ?r,i et donc €t' à l'ordre de développement souhaité. Les
calculs ont utilisé le programme de calcul formel MAPLE. On s'aperçoit
que pour exprimer la condition d'existence d'un cycle (IV-22), il est

a nécessaire d'aller jusqu'à I'ordre 5.
On peut obtenir de la même façon Ez,-Ep. Les résultats sont donnés en
annexe.
Les coordonnées du point I' sont calculables sous forme de

a développement limité en r; on note ui(€r,) = u1,, et pour le point 2'
utr(€z') = u2'. Les points I' et 2' sont alors parfaiæment déterminés.

,,J,"Ë,îfl îîrJH'ï:?ïî:'f, lî,u,'#;ï[Ji,?"*';qff
o Ez'-Eù, et la valeur de Ç nécessaire à la fermeture du cycle en 1' : (s

(figure w-12). On exprime que
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Les équations (IV-29) sont résolues sous les hypothèses

€2' ou 6, de la forme
i=5

\z', = Ipi ri = F0 + lrr e +p2e2 +...
i=0

En employanr les norarions (figure IV-l1) :

vl = Alul*Bl, vl* - AZuftBZ,y2= AZ1Z+BZ,y2* = AtuZ+Bt

les premiers ordres calculés sont les suivants :

€1,=À1 e=-D- tn( t -u1*)
cv l

82,=Fo=_t';rn(f)

Eo=?h(i-ffi fih(î)
€" = - 

ai t,it) - 
Ë h(f) * D- to(t ,rr*,

La largeur de bande esr donnée par €p, et la périodicité de
bande par

€"-6r' = _ ,l h(yJ.) _ _l_ mry21l
c Az vz A1 

-- - '  
v l  '

' t=| fpet i t , et

lV-2-3 Calcul de la vitesse de propagation

La relation d'existence d'un cycle (lV-ZZ) s'écrit

ur '  7  ry  Er

itgt<ul-s2(u)l du = c[ I t#lt og - f r{*r, oe ru2' 
El, 

oç 
EJ. 

dç

(rv-30)

passage d'une

(rv-31)

IV -32)

avec les fonctions g1 et 92 définies en (tV-23). Une fois I'intégration et
les développements limités à I'ordre 5 effectués, l'équation (IV-32) se
réduit à I'expression suivante :

o
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"2  
- -P -  l r r r .

D G 
(IV-33)

avec a = ZAz(v p)2 + 2A(v2x)2

F = 9 (Aù2 (v y)2a9 (A)2(v 2x)2

+4(Aù2v1v I *ln(1-Yt;++1A t)2vzvz*ln( I -Yz*)
v l  v2 '

Ce résultat sera discuté ci-dessous, au paragraphely-3-2.

o

IIV-3 vfltesse dle pnopegaûf,on dles hamdles
dle dléfonmnaûflom

o
IV-3-1 Obtention numérique exacte

Pour déterminer la vitesse de propagation c, en même temps que les
' t"Tll,!Ï31'''l,|lilju"*rr,, 

pour un rappo rt ctDarbirraire le sysrème
différentiel (IV-13) tout d'abord avec g = gI, puis pour g = gII.

contrôler que les solutions u2I et u2II trouvées vérifient la condition
O d'existence d'un cycle (IV-23) en intégrant numériquement (1V-ZZ).

Si c'est effectivement le cas, la valeur de c/D est obtenue; sinon, une
nouvelle valeur du rapport c/D est envisagée par dichotomie, et le
processus est itéré jusqu'à ce que la condition (IV-23) soit réalisée avec

O une précision suffisante.

Il est en outre possible de donner des expressions plus suggestives du
rapport c/D. En effet, les relations (IV-15) et (IV-17) conduisenr à

c=1 u2211)-u22(2') (rv-34)

o

o

o

o

o

o

D 2l '
J(uzo-uz)durz',

En employant les variables physiques e et e, (lv-3+) peut se mettre
sous la forme

95
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*=LIe(1',)-e(?')] [e(l ' )+e(2')-2ee] (rv-35)
D2 l-

I
J (êo-ô) d(e-ee)
z',

qu'une intégration par parties perrnet d'écrire également :

I '

o c2 - hêm^ê. ;--  |  t ; r t , \+à(), \-r ;^ 
f

D 
_ 

Ap 
r cln_ 

1GQ)+è.(2')-2ee) 
; Âp=hJ (é0-è) d(e-ee)

z',
(rv-36)

O ep représente une perturbation moyenne de la vitesse de déformation, et

Aé=s(1') - è(Z'); AP est la différence entre le travail plastique dissipé au
cours d'un cycle sans diffusion, et celui dissipé au cours d'un cycle avec

'  
t .  a

. diffusion. De même, une intégration directe de l'équa;^on (IV-11) entre
les points l' et 2' fournit tout d'abord pour le trajet I

I '

DÂu'+cAu+ Jgl(ur(€))o€=O (IV-37-a)
z',

puis pour le trajet II

DÂu'+cÂu+ jg l (ur(6))d6=0 ( IV-37-b)
z',

Les deux intégrales sont égales si (l',2') ont été sélectionnés à I'aide de
O (IV-18). D'après les relations (IV-15)

I '

cAuo+ Jg(ut(6))O€,=O (IV-38)
2',

o

Combinant (rv-37) et (IV-38) et revenant aux variables physiques e er é,
on trouve

o

o

o

o

o
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(rv-39)

Âe (resp. le0) est la déformation plastique accumulée sur les trajets I et II
(resp. les branches I et II avec D=0).

tr'igure IV-13 :
Vitesse de propagation dans un alliage Al-S%oJù.fig 1471.

La valeur du coefficient de diffrrsion D a êtê ajustée indépendamment
de I'expression (tr-15) de manière à obtenir une vitesse de bandes de 40

m/s au taux de contrainte minimum ô0 = 8. 10-3 MPa/s; on obtient
D=3.33 10-5 m2ls. I-e reste de la courbe nace,e avec cette valeur sur la
figure IV-13, montre une décroissance monotone de la vitesse, en accord
avec la tendance expérimentale. De plus, la valeur de D est compatible
avec I'estimation obtenue à l'aide du bilan des échanges de dislocations
par glissement deviê entre plans de glissement (tr-15) qui a permis de
trouver égalernent D=3.33 10-5 m2ls.

L'identité des valeurs doit être considérée comme une coihcidence
heureuse, seule est significative I'identité des ordres de grandeur.

40.o
-1

u')
(-
c

J0.0
c

. 9
n
cll

g

o-

0)
13 t o.o

o.25
ï o u x  d e
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lV -3-2 Comparaison ayec le modèle bi-linéaire approché

De la même façon que pour I'analyse numérique non linéaire
précédente, la valeur du coefficient de diffusion D a êté ajustée de
manière à obtenir une vitesse de bandes de 40 m/s pour le taux de

contrainte minimal ô0 = 8. 10-3 MPa/s. Nous avons alors trouvé D = 91
m2ls chiffre astronomique qui paraît aberrant. De plus, la vitesse est tès
faiblement décroissante : la plus basse vitesse de propagation vaut en effet

39,3 m/s pour le taux de contrainte maximal ô0 = 1.2 MPa/s.

Ce résultat surprenant met en évidence la sensibilité des solutions à la
forme de la fonction caractéristique. D'ailleurs, I'existence et I'unicité de
la solution ne peuvent être prouvées pour toute fonction F en forme de N.

Cependant, contrairement au modèle second gradient du chapitre 3,
cette étude n'utilise que les parties stables de la fonction caractéristique,
accessibles à I'expérience. Pour I'alliage Al-S%oM[g, les valeurs de la
vitesse décroissent de façon monotone lorsque le taux de chargement est
accru, ce qui est conforme à la tendance observée expérimentalement.
Elles sont de plus numériquement satisfaisantes pour une valeur plausible
du coefficient de diffrrsion.

IlV.4 Mlonphologûe dles s@[uûû@ns
ilDr(DilD8rgeaaûes

L'intégration numérique du système (IV-13) avec g = gI puis g = gII
pour les valeurs c et D déterminées en IV-3-1 en fonction de la viæsse de

chargement ôo est réalisée à € croissant et pennet donc de déærminer les

profils e(x) ou è(t).

o
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Figure IV-14 :

Profil (è, É) pour ès = ôg/h = l0'4 s-1.

La figure rv-14 obtenue pour ee = ôo/h = lù4 s-l en esr un exemple. Elle
donne la largeur de bande w. Elle pennet de calculer I'intervalle I entre
deux bandes, le temps ÂT1 = I qui s'écoule entre deux passages de bandes

c '
dans une section de l'éprouveffe, le temps N2 = E mis par la bande pour

c
traverser la section considéÉe, ainsi que la période d'un cycle ÂT=

ÂTt+ÂT2 = l+w = A lvoir I-4-Zet la figure I-ll). pour ee = ôOn = l0-4
cc

r-1, on obtient :

w = 0,909 m; I = 1,99.103 m; ÂTt = 192,94 s; ÂTz = 0,081 s;
À = 2.103 m; ÀT = 193,84 s.

I-es valeurs numériques obtenues pour la largeur de bande et I'intervalle
entre bandes ne doivent pas surprendre. En effet elles sont baucoup plus
fortes que celles que I'on obtient en machine dure; la largeur de bande est
alors de I'ordre de 100 pm. Il est en fait impossible d'appréhender
I'intégralité d'une bande en machine douce en raison de la longueur
limitée des échantillons. Iæ paramètre sur lequel peuvent être basées les
confrontations avec les prévisions du modèle est plutôt la durée LTz de
passage d'une bande en une section donnée de l'éprouvette. On verra ci-

99



o

Version du Mt|I t93 Chapitre 4

o dessous que les valeurs obtenues sont en accord avec les résultats
expérimentaux.

o

o

o

o

o

a

o

Figure IV-15 :

O 
Cycle diffusif dans I'espace de phase pour es = ôg/h = l0-4 s-1.

La trajectoire, correspondant à ce profil (figure IV-15) dans I'espace de
phase, est très peu différente de celle du cas non diffusif D = 0 (il n'y a

O 
pas de différence visible sur le tracé). On rcmarque que I'intégration
numérique à t croissant de (tV-16) où D = 0 donne sensiblement les
mêmes Ésultats. En effet, on trouve :

w = 1,1 m; I = 2P9.103m; ÂTt = 2O3s; ÂTZ = 0,106 s;
Ît = 2,@1.103 m; ÂT = 203,10 s.

La déformation laissée dans une section par le passage d'une bande :

ir
Âes= f èAt= f  éAt=e(1')  -e(Z')

21 pË

est trouvée égale à I,963.10-2.
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L'allure des profils trouvés expérimentalement t13l (voir figure I-11)
est comparable à celle que nous avons déterminée numériquement. De
plus, les valeurs calculées respectent des ordres de grandeur élémentaires.
En effet, soit ÂF la différence entre le maximum et le minimum de la

courbe caractéristiçe; lors du passage d'une bande, ôot - he chute de ÂF,
donc

ôoÂTz-hÂen=-ÂF (rv-40)

ôo ÂTz représente le chargement de l'échantillon pendant le temps ÂT2.
D'après les profils de Karimi tl3l (dont celui de la figure I-ll), ÂTz est
de I'ordre de 0,1 s ce qui est confonne aux prévisions du modèle, et
pendant le passage d'une bande, on peut considérer la contrainte comme
sensiblement constante. D'où

Âes ={E= ?9.YX. =2.r0-Z
h 103 MPa 

-  - 'Lv

ce qui est très voisin de la valeur annoncée ci-dessus.
Par ailleurs, la déformation est produite principalement pendant le
passage de la bande avec ÂT peu différent de AT1 :

ÂT1 = ÂF

ôo

Pour la valeur considéÉe de ôO = 10-1 MPa/s, cette relation donne ÂT1 =
20O s, valeur voisine de celles calculées pour les cas diffusif et non
diffusif. Expérimentalement, Chihab tl6l relève des temps ÂT1 entre
deux passages de bandes variant de quelçes secondes à 1000 secondes

suivant la valeur du taux de chargement ô0.
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ry-s-l Stabilité linéaire

une solution periodique Û = (ut, ud du système autonome (rv-13) et
un cycle limite dans le plan de phase ont été mis en évidence en IV-3. par
conséquent, un mode de déformation non unifonne se propageant le long
de l'éprouvette à vitesse constante c déterminée a été défini. Cependant, il
apparaît nécessaire de s'assurer de la stabilité de cette solution.

Soit X la ffriode de la solution Û = (Ur, lJz) :

ûtË*xl = û(€l (rv-41)

Considérons une periùrbation î1(1 = (vt ,vz) de cette solution; puisque

nous faisons une étude de stabilité linéaire de la solution Û, on ruppo*" î

petit par rapport à Û. î, ét*t fonction de €, accompagne les bandes de

déformation dans leur mouvement. Substituons I'inconno" î = (ul, u2)
dans le système (IV-13) :

î=û*î $v-42)

O Si on se limite au premier ordre ,n î, on obtient le système linéaire
homogène :

o

o

o

o

o

o

o

o

o

a

o

d=u"l = nz
dË,
du?=-E-r ,  -9vr
d€

qui peut se metfre sous la forme matricielle :

dî-= A v
d€,

(IV-43-a)
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01
^ g . ' Cavec A= -R

UD
(rv-43-b)

o

O La matrice A est X-périodique avec

s'=#urc)) (rv-44)

D'après la théorie des systèmes périodiques de Floquet [50J, on

recherche une solution î du système (IV43) de la forme :

v (€) = exp(s€) w(Ë) GV-4s)

où w est X-périodique; l, = exp(s() est un.multiplicateur de Floquet, s,

a 
nombre complexe constant, est un exposant de Floquet. Cela revient à

considérer une "X-stroboscopie" de la perturbation î. Puisque

îG,*xl=Àî(€), ?r=exp(sX) (rv-46)
o

le multiplicateur de Floquet l, apparaît comme un indicateur de la stabilité

[51]: la solution périodiqu. Ï est instable si le multiplicateur sort du

_ disque unité dans le plan complexe. La substitution de la perturbation
O lrv'/ l(\ , lo-o lo o.,o+À.*l^ ,r-r^r- 

- 
,t*\' y'-45) dans le système linéaire (IV-43) conduit au problème au( valeurs

propres,rr ,  î ,

d;
o t l+Ë=A; g\I-47)

.4

Puisque w est X-périodiçe, il est décomposable en série de Fourier
+(I)

o ; = IA; îr = exp(iokx) îr0; (Dk =r+ (rv-48)
-q,

En raison de la linéarité, chaque composant" ît est elle-même solution
O du problème aux valeurs propres (IV-a7); en utilisant le développement

(tV48), l'équation GV-47) devient :
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Awt = (s * irot) wt (rv-4e)

où wk est vecteur propre, et (s + iolt) valeur propre de la matrice A. Or,

d'après (IV-43-b), les valeurs propres de la matrice A sont solutions de
l'équation algébrique :

(rv-50)

Sur les branches stables de la fonction g, la dérivée g' est négative. Par
conséquent, les racines yl,y2 de (IV-50) sont réelles. Si I'on choisit vt
positif etv2 négatif, on a :

v2+9v+&-=0
DD

vl = *or-t.'\F$ =-l
v2= #rl+\trF=-; (rv-s1)

D'après (IV-48), les exposants de Floquet correspondant sont donc :

X1k = exp(v1X), Lzk= exp(v2x) (rv-s2)

La perturbation est croissante lorsqu'une des valeurs propres est
négative. En effet, le temps t croît lorsque (, décroît. Le multiplicateur
de Floquet l,tt reste à I'intérieur du disque unité du plan complexe, alors
que IZt en sort quel que soit le mode k considérê. I.e, cycle limite est

donc hyperbolique, chaque point êtant un point-selle, et la solution
-

périodique U est linéairement instable. Iæ taux de croissance de la

perturbation est proportionnel à *. n croît au voisinage des extrémums
D

de la fonction caractéristique; il en résulte que la probabilité de croissance
d'une perturbation est plus forte en ces points.

L'instabilité des points du cycle peut être illustrée de la façon suivante.
- -

Soient Vt, V2 les vecteurs propres conespondant aux valeurs propres

\tt,!2de la matrice A. trs peuvent être choisis en fonction de (?r ,iz)
base unitaire du plan de phase (ut, uz) contme suit :
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Vr=Ër*vriz
- - +

Y2= -  e l  -v2 e2 (rv-s3)

Figure IV-16 :
Définition des vecteurs propres (IV-53) dans le plan de phase.

On remarque que Vt est un vecteur tangent à la courbe non-diffusive
définie par (IV-16) cu20 + g(ut) = 0. En effet, cette dernière expression

donne c du20 + g' du1 = 0 c'est-à-dire 
H 

= - 
Ë. 

Par ailleursi, on peut
o--^---^

considérer Yz= -v27, =*?, car * "1. Les vecteurs propres Vt,
t) l)

12, sont repésentés dans le plan de phase sur la figure ry-16 en un point
o quelconque du cycle limite diffusif étudié. A t croissant (donc E

décroissant), le cycle pertuùé au point considéÉ diverge coflrme cela est
indiqué sur la figure IV-17.

o
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Figure ll/-17 : Point selle.

123

Figure IV-18 : Croissance drune perturbation et X-stroboscopie.

106

o

o

o

o



c

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

Version duMl01l93 Chqitre 4

La périodicité du cycle limite ainsi que la vitesse de propagation des

bandes ne sont pas remises en cause, si la perturbation î reste
suffisamment faible. Seule I'amplitude de la solution perturbée (ut, u2)
est alors dérégularisée (figure IV-18). Puisque toutes les observations
expérimentales indiquent que I'amplitude des perturbations en fonction du
temps reste bornée, les effets non linéaires devraient avoir une influence
stabilisante. Comme le comportement final de la pernrrbation dépend des
effets non linéaires, non considérés dans la théorie de Floquet, une
analyse non linéaire de la stabilité sera effectuée dans ce qui suit.

IV-5-2 Stabilité non tinéaire

L'équation (IV-15) où g est égale alternativement à gI ou à gII peut
également s'écrire :

Considérons alors un point A (Ut, Uz) du cycle périodique solution du
système autonome (IV-13) (figure IV-19). La dérivée au point A est
alors:

duz-c ru2o 1\
d" l  

-Dt  
u,  

-  
"

dUz-c 1u2or r \
dul-Dt u2 

-"

(rv-s4)

(Iv-ss)

Sur la droite D6 parallèle à I'axe des u2 passant par le point A, le point B
défini par u2 =0 est tel que du1 = 0; donc une solution passant par B
possède une tangente verticale. D'après l'fuuation 

l[-ttl, 
la,dérivée en

unpointD surla droiteDe relqueu2<U2esr: 
ff i(D) 

rff i .  pour

un point E de Dn où w)rJz,ffi tnl . ffi .
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Figure IV-19 :
Tangentes à u1 constant.

divergeirce

Figure IV-20 :
Instabilité non linéaire locale.
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Ce faisceau de tangentes permet de mettre en évidence I'instabilité non
linéaire locale du cycle limite. En effet, si une perturbation locale en A
du cycle est effectuée de sorte que la solution perturbée passe en D, la
tangente en D impose à la solution perturbée de s'écarter de la solution
initiale (figure IV-20). Le point de tangence verticale de la solution
perturbée sera différent du point E1, et le point d'intersection avec la
branche rI différent de 1' (figure rv-zl). cependant, une fois ce point
atteint, c'est la détermination gII qui est à considérer pour le système IV-
13 : le cycle perturbé passe sur I'autre chemin, ce qui le renvoie près du
point initial. Le repliement de I'orbite perturbée par I'arc suivant la
ramène au voisinage du point de départ.

En conséquence, si les effets non linéaires ont une influence localement
déstabilisante (une perturbation locale entraîne une divergence), ils sont
globalement stabilisants du fait de I'alternance entre les arcs I et tr.

Il résulte de ce comportement localement instable mais globalement
stable que des orbites non périodiques sont susceptibles de se produire au
voisinage de I'orbite calculée. La vitesse de propagation, déterminée à
partir d'une orbite périodique, pourra donc subir des variations
d'apparence aléatoire. L'absence de données expérimentales pÉcises rend
diffïcile l'étude de ce phénomène.
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Figure IV-21 :
Stabilité non linéaire globale.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous nous soûlmes attachés à formuler un modèle qui
rende compte de la propagation des bandes de déformation associées à
I'effet PLC lors de la ffaction à taux de contrainte constant. Les résultats
expérimentaux sont clairs : ils font apparaître une décroissance monotone
de la vitesse de propagation en fonction de la vitesse de chargement sur
machine douce. C'est sur la reproduction de cette tendance expérimentale
qu'est fondée la discrimination des modèles pÉsentés.

Les modèles locaux utilisent le concept de sensibilité à la vitesse
négative pour interpréter le phénomène de déformation plastique non
homogène. Cependant, si ces modèles permettent d'expliquer
qualitativement la formation des bandes, ils sont incapables de rendre
compte quantitativement de la propagation des sauts de vitesse de
déformation. Cela résulte de leur caractère local : aucune échelle de
longueur n'y apparaît car aucun mécanisme d'interaction spatiale
permettant de propager la déformation plastique n'aété employé.

Nous avons considéré deux modèles non locaux utilisant deux
mécanismes d'interaction spatiale différents, ce qui se traduit par
I'introduction de variables d'espace de deux manières différentes.

Le premier modèle emploie un terme de second gradient relatif à des
interactions entre sections droites voisines par contraintes internes. La
longueur caractéristique est la distance critique au delà de laquelle on peut
considérer que les interactions n'interviennent plus de manière
signifÏcative. Iæ modèle utilise la zone de sensibilité à la vitesse négative
instable et inaccessible à I'expérience : les résultats obtenus aussi bien par
une analyse linéarisée que non linéaire sont donc arbitraires, car ils
dépendent de la forme supposée de la partie instable. I-e modèle de
vieillissement dynamiçe [9, 20] conduit pour un alliage AJ,-SVoMg à une
variation inadéquate de la vitesse de propagation en fonction de la vitesse
de chargement.
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[æ second modèle s'appuie quant à lui sur un mécanisme de propagation
par glissement dévié formellement assimilable à une diffusion de la
déformation plastique. La longueur caractéristique est alors la distance
maximale de glissement dévié. Un couple d'équations de type rêaction-
diffrrsion résulæ de I'analyse non linéaire. Du fait de la forme cubique de la
contrainte viscoplastique, la fonction de réaction se décompose en deux
déterminations stables. Chacune est considérée alternativement ce qui
donne naissance à un mouvement t'riodique et mène à la constnrction d'un
cycle limite dans le plan de phase. I-a partie instable de la courbe n'est pas
utilisée par le modèle. La condition de périodicité exprime la nullité du
bilan des effets de la diffusion sur un cycle. EIle permet de déterminer la
vitesse des bandes, dont l'évaluation est obtenue numériquement en
fonction de la viæsse de chargement.

La vitesse de chargement décroît de façon monotone, ce qui est
conforme à la tendance observée expérimentalement De plus, les valeurs
trouvées pour un alliage Al-SVoMg sont quantitativement satisfaisantes
pour une valeur plausible du coefficient de pseudo-diffrrsion.

Il faut souligner que I'existence de la solution dépend de la fonction
caractéristique F représentant la contrainte viscoplastique; I'existence et
I'unicité des résultats ne sont pas prouvées en général. Ainsi la forme de la
fonction F joue étroitement sur les résultats obt€nus pour la vitesse de
propagation : le modèle bi-linéaire du chapitre 4 en est la preuve.

La théorie de Floquet montre que ce cycle est linéairement instable.
Cependant, la périodicité du cycle et la vitessè de bandes ne sont pas
remises en cause par la solution perturbée dans I'approximation linéaire.
I-es effets non linéaires sont localement déstabilisaûts, mais globalement
stabilisants; la combinaison de I'instabilité linéaire et de la relaxation non
linéaire peut conduire à des mouvernents non périodiques, peu éloignés de
I'orbiæ périodique. C-etæ caractéristique du modèle est intéressante, car si
les paliers sur les courbes de traction donnent parfois I'impression
d'apparaître de façon périodique, ils semblent souvent se produire de
manière aléatoire. Un tel comportement n'est pas inærdit par le modèle de
pseudo-diffrrsion. Au contraire, la stabilité locale d'une orbiæ déduite du
modèle de second gradient inærdit ces comportÊments plus complexes.
L'étude [54] de I'enregistrement (d'allure non régulière) d'un essai de
traction à viæsse constant€ par des méthodes de traiæment du signal n'a
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pas permis de conclure quant à I'existence d'un régime chaotique. Le
signal étudié, comportant le bruit de la machine, est fondamentalement
apériodique. La séparation du bruit de fond aléatoire devra inærvenir pour
qu'une conclusion nette puisse être formulée.

Le modèle de pseudo-diffusion, contrairement à celui de second
gradient, donne donc des résultats convenables. Une confirmation de ce
point de we pourrait venir de la simulation t28l du comportement des
dislocations dans le cristal, dans les conditions de I'effet PLC; I'observation
de I'initiation et de la propagation éventuelles de bandes de localisation de
la déformation plastique permettrait de tester I'hypothèse du glissement
dêviê de manière indépendante. En toute éventualitê,, il serait nécessaire
d'avoir de plus amples informations expérimentales sur la vitesse de
propagation dans les alliages Al-S%oMg, choisis pour cette étude parce que
leur courbe caractéristique est bien déærminée.

La non-localité prise en compte dans cette étude provient de la non-
uniformité des densités de dislocations mobiles, et de I'existence de
structures de dislocations intracristallines. Il n'est pas exclu que la non-
localité d'origine polycristalline soit physiquement significative. Cependant
elle n'est pas bien représentée par les formes différentielles faibles utilisées
dans ce ûavail. Une représentation à I'aide des méthodes auto-cohérentes
serait également problématique en raison de lhomogénéisation qui leur est
inhérente. Ce problème semble donc être ouvert.

Iæ mérite des deux modèles non locaux envisagés est qu'ils ont permis
de mettre en évidence les paramètres caractéristiques : vitesse de
propagation, largeur de bande ... des structures internes qui se substituent à
la solution uniforme en cas de localisation intense de la déformation
plastque. La discrimination et la hiérarchisation des modèles non-locaux,
basées sur les caractéristiques morphologiques des structures de
déformation qui en résulænt, constituent I'apport essentiel de ce travail.
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ANNEXE
o

Les résultats donnés par le logiciel de calcul formel MAPLE pour le
modèle bi-linéaire approché de pseudo-diffusion en ce qui concerne les
valeurs d" €r,,12,,12,-Ep et 6. définies dans le chapitre 4 enI\l-2-2 neo
sont pas simplifiées.

I-es notations employées sont les suivantes :

o *=3
Ët'= kl x + kZxZ + k3 x3 +k4x4 + k5 x5
E2'= no + nl x + n2x2 + n3 x3 + n4x4 * n5 x5

EZ'-$p = ll x +12 x2 + 13 x3 + 14a4 + 15 x5
o €c = m0 + mt x +m2 x2 +m3 x3 +m4 x4 +m5 x5

vl  = Al  u l  +Bl  = v l  =At  ut  +Bt
v2 = A2u2 +82 = v2= Azuz +Bz
vls = A2ul *82= vl*: = AZ ut +BZ

a v2s = A1 u2 *Bl = y/* = At uz +Bt

I-es valeurs de k5, tr4, n5, 15, m4, m5 n'ont pas été transcrites dans ce
qui suit en raison de leur "volume" très important.
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