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fntroduction générale

La résolution numérique des problèmes de mécanique a connu un développemenr

sans précédent depuis quelques décennies et ceci, grâce aux multiples possibilités

offertes par les moyens informatiques. Généralement, les problèmes de mécanique que

nous traitons sont de nature non linéaire. Pour résoudre ce type de problèmes, on a

souvent recours à des techniques de prédictions-corrections. Pas à pas, on linéarise le

problème pour obtenir une prédiction de la solution au voisinage d'une solution de

départ. Ensuite, par itérations successives, on se ramène à l'équilibre en minimisant

le résidu global d'équilibre de la structure.

Ces dernières années ont vu I'apparition d'une méthode alternative aux méthodes

classiques itératives de résolution de problèmes non-linéaires. La Méthode Asympte

tique Numérique (M.A.N.) s'est montrée très efficace lors de la resolution de problèmes

mettant en jeu tout type de non-linéarité (géométrique, matérielle, contact). Son prin-

cipe consiste à remplacer le problème non linéaire de départ par une suite récurrente

de problèmes linéaires. Les systèmes linéarisés s'obtiennent de la manière suivante:

- On développe chaque inconnue du problème sous forme de série entière en fonc-

tion d'un paramètre de contrôle.

- On injecte ces développements dans le problème non linéaire.

- On identifie pax rapport au paramètre de contrôle.

Ainsi, une partie de la branche solution est obtenue. Elle est limitée par le rayon

de convergence des séries. Des efforts ont été effectués pour améliorer la longueur

de pas. La substitution, par exemple, des polynômes par des fractions rationnelles

(encore appelées approximants de Padé) a^symptotiquement équivalentes a permis'
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une augmentation de la longueur de pas. De plus, les temps de calculs sont sensi-

blement identiques. Des recherches sont actuellement effectuées sur les approximants

quadratiques. Quelques exemples montrent que leur utilisation permet d'accroître le

domaine de validité des approximants de Padé [30]. I est encore possible d'arnéliorer

cette longueur de pas en utilisant une technique de ba^se réduite. Son principe étant de

diminuer la taille du problème non linéaire initial par une approximation de type Ga-

lerkin. Cependant, I'obtention de ce problème rfiuit passe par le calcul de coefficients

qui nécessite un temps considérable. Des recherches ont été poursuivies dans ce sens

pour améliorer le temps de calcul de ces coefficients par I'introduction de variables

supplémentaires. Mais, ce dernier reste encore beaucoup trop grand si on le compaxe

à celui nécessaire à I'obtention de I'approximation polynômiale ou rationnelle.

Une fois le pas obtenu, une procédure de continuation est nécessaire pour obtenir

toute la courbe solution. On doit alors déterminer un critère de fin de pa.s ainsi que

le nouveau point de départ pour le pas suivant. Des critères ont été proposés pour

I'approximation polynômiale [19] ainsi que pour I'approximation rationnelle [30]'

Actuellement, les recherches se font principalement dans deux directions:

- la première direction concerne la résolution de problèmes à grand nombre

de degrés de libertés (d.d.l.). En effet, jusqu'à présent, les différents exemples

traités pour attester de la fiabilité de la M.A.N. ont rarement été au delà de

15000 ou 20000 d.d.l.. Or, les problèmes étudiés en industrie ont très souvent

des nombres de d.d.l. supérieurs à 100000. On sait que le coût de calcul de la

résolution d'un problème à grand nombre de d.d.l. dépend essentiellement de

I'inversion de la matrice de rigidité. Les solveurs directs (Choleski, Crout, Gauss)

sont particulièrement bien adaptés à la M.A.N. puisque c'est la même matrice

tangente qui permet d'obtenir tous les termes d'une même série. En effet, avec

un solveur direct, c'est la triangulation (calcul des décompositions Lt.L, Lt.D.L,

L.U) de la matrice qui demande le temps de calcul le plus important. Une fois

-6 -



Introduction générale

que cette triangulation est effectuée, la solution d'un problème linéaire ne coûte

presque plus rien puisqu'il ne reste qu'à inverser des matrices triangulaires ou

diagonales. Cette stratégie doit être remise en question pour un grand nombre

de degrés de libertés. En effet, lorsqu'il n'y a qu'un problème linéaire à résoudre,

les solveurs itératifs sont plus performants (Gradient Conjugué, GMRES...) et

demandent moins d'espace mémoire. Mais le couplage de la M.A.N. avec un

solveur itératif n'est pas très attractif puisque chacun des problèmes linéaires

à résoudre demande presque le même effort numérique [50]. Donc, le calcul des

problèmes à grand nombre de degrés de libertés remet en question les stratégies

classiques de la M.A.N. associées à un solveur direct. Diverses voies sont à

l'étude actuellement, telles que la méthode de sous-structuration [35], [33] ou les

méthodes multi-grilles [51]. Probablement, les meilleures solutions conduiront à

coupler diverses techniques. Ainsi, dans sa thèse, L Galliet [35] couple la tech-

nique de sous-structuration avec un solveur itératif pour résoudre le problème

d'interface.

Dans notre travail, nous allons présenter une nouvelle façon dtutiliser la

technique de base réduite. Nous n'allons pas I'appliquer directement au

problème non linéaire de départ, mais résoudre par ba.se réduite les problèmes

linéaires obtenus par la technique de perturbation.

la deuxième direction concerne I'application de la M.A.N. à des problèmes

impliquant des lois de comportement plus complexes. Jusqu'à présent,

on s'attachait à montrer I'efficacité de la M.A.N.. Pour ce faire on utilisait des

modèles simples tels que l'éla,sticité non linéaire [19]. Ceci a permis d'introduire

les non linéarités géométriques. Elle a également été appliquée en mécanique

des fluides pour la résolution des équations de Navier-Stokes [1a],[73]. Tous ces

problèmes peuvent être affublés de la mention "faiblement" non linéaires ou

non-linéarités "douces" par opposition aux problèmes "fortement" non linéaires

tels que ceux introduisant des phénomènes de contact. Dans ses travaux, A.

-7 -



ElhageHussein s'y est intéressé et a montré I'efficacité de la M.A.N. pour les

résoudre [29]. D'autres problèmes fortement non linéaires ont également été

étudiés tels que la plasticité utilisant la théorie des déformations totales [10],

[24, 175]. Toutes ces études sont dirigéæ vers des applications industrielles.

Ainsi, J. Brunelot a couplé les phénomènes de contact à une loi viscoplastique

afin de simuler des procédés de mise en forme à chaud [12]. H. Abichou a lui,

couplé le problème de contact avec une loi élastoplastique utilisant la théorie

des déformations totales, afin de simuler des procédés de mise en forme à froid.

Ces lois de comportement ou de contact ne sont pas analytiques. Elles ont alors

nécessité une étape de régularisation pour pouvoir appliquer la M.A.N..

A présent, on voudrait pouvoir appliquer la M.A.N. à une vraie loi

élastoplastique. Elle doit pouvoir prendre en compte les grandes déformations

pla^stiques etf ou les grandes déformations élastiques ainsi qu'une possibilité de

décharge élastique. Dans notre étude, nous proposons d'appliquer la M.A.N.

à deux formulations du problème élastoplastique. La première est basée sur

Ies modèles éla.stoplastiques de type F. Sidoroff - A. Dogui. Elle utilise la

décomposition additive du taux de déformation totale en une partie éla.stique

et une autre plastique. Les déformations élastiques sont supposées petites et

les déformations plastiques peuvent être grandes. La deuxième formulation

quant à elle est basée sur un modèle proposé pa^r J.C. Simo. Elle utilise la

décomposition multiplicative du gradient de la transformation en une partie

élastique et une partie plastique. Les déformations plastiques ainsi que les

déformations élastiques peuvent être grandes.

Les recherches actuelles ou récentes sur la M.A.N. ne se réduisent pa.s aux deux grands

axes précédemment évoqués. En particulier, de nombreuses études sont consacrées aux

vibrations 1231, [4] et à la résolution de problèmes instationnaires [11]. On peut citer

aussi les techniques itératives [45] et les méthodes de prédiction-eorrection [41], [39].

-8 -



Introduction gén&ale

Contenu de la thèse

Dans ce travail de thèse, on a voulu contribuer au développement de la M.A.N. dans

deux directions. La première consiste à présenter et à discuter une nouvelle façon

d'utiliser la technique de base réduite. Dans la deuxième partie, nous appliquerons la

M.A.N. à des lois de comportement élastoplastiques en transformations finies.

Le premier chapitre de cette thèse est un rappel sur les principes de base de la

M.A.N.. On y voit, comment à partir de deux exemples, on obtient une partie de la

courbe solution. Le premier exemple permet de présenter la M.A.N. lors de problèmes

mettant en jeu des lois de comportement élastoplastiques indépendantes du temps.

Une procédure de régularisation est nécessaire car ces lois ne sont pa^s analytiques.

On introduit également des variables supplémentaires afin d'obtenir la formulation du

problèrne dans un cadre quadratique. Le deuxième exemple nous permet d'introduire

les lois de comportement non linéaires dépendantes du temps, par I'intermédiaire

d'une loi viscopla.stique de Norton-Hoff. Il sera également nécessaire de régulariser

la loi- pour pôuvo-r appliquer ia M.A.N. [75]. On introduira également des variables

afin d'obtenir un cadre de travail quadratique qui se prête mieux à I'application

de la M.A.N.. Nous appliquons pour chacun des deux exemples une technique de

continuation qui nous permet d'obtenir toute la branche solution.

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation de la nouvelle façon d'appli-

quer la technique de base réduite. On fera d'abord une présentation des techniques

classiques de ba^se réduite. Pour ce faire, on I'appliquera à un problème élastique

non linéaire. On effectuera à nouveau une comparaison de ces techniques avec les

M.A.N. utilisant les approximations polynômiales et rationnelles. Quelques exemples

numériques traditionnels nous permettront d'effectuer cette comparaison. Et finale'

ment, nous effectuerons une comparaison de notre nouvelle technique avec les M.A.N.

classiques (approximations polynômiales ou rationnelles). Nous verrons que la tech-

nique de base réduite est un outil très prometteur en vue de I'application de la M.A.N.

aux problèmes à grand nombre de d.d.l..

-9 -



Au cours du troisième chapitre, nous appliquerons la M.A.N. au comportement

élastoplastique en transformations finies. Nous présenterons 2 modèles: un modèle

proposé pax F. Sidoroff et un modèle proposé par J. C. Simo. Il sera nécessaire de

régulariser les lois afin d'appliquer la M.A.N.. Pour le modèle de F. Sidoroff, nous

effectuerons une approximation avant de régulariser la loi. Cette opération nous per-

met de conserver une loi indépendante du temps. Quant au modèle de J. C. Simo,

nous effectuerons directement la régularisation, ce qui entraîne une loi dépendante du

temps. on sera alors en présence d'une loi érasto-visco-plastique.

-10-



CIIAPITR.E l. Etat de l'art

CHnptrRE I

Etat de l'art

I.1- Techniques de base de la M.A.N. : exemples

La résolution des problèmes non linéaires est depuis bien longtemps le cheval

de bataille des numériciens. Depuis quelques années, la M.A.N. s'est montrée très

efficace pour la résolution de certains problèmes metta,nt en jeu tout type de non

linéarité (géométrique, matérielle, contact, etc). Le principe de cette méthode peut

être résumé de la manière suivante: supposons qu'on puisse écrire le problème non

linéaire sous la forme quadratique suivante:

R(u, )) : L(A) + Q(U, U) - ÀF : 0, (r.1 )

où .E représente le vecteur résidu, À un paramètre de chargement, .L un opérateur

linéaire, I un opérateur quadratique et le vecteur u I'inconnue.

On cherche alors les inconnues sous la forme de séries entières pax rapport à un

paramètre o au voisinage d'une solution connue (Iâ, Ào) '

( i=P

I u : [In+Dooa,,
{ 'li'
I  l - )o* Ia iÀ i .
t;ï

En injectant les développements (I.2) dans le problème initial et en identifiant

suivant les puissances entières du paramètre a, on montre que chaque vecteur Ui est

solution d'un problème linéaire qui peut s'écrire sous la forme:

(r.2)

t r(4) : 4", (r.3)
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TECHNIQUES DE BASE DE LA M.A.N.: EXEMPLES

où I'opérateur tangent .L6 est défini par ̂ 06(.) - ,(.) +2q({ ,.) .t 4, est un vecteur

ne dépendant que des inconnues aux ordres antérieurs à I'ordre i.

Chacun de ces problèmes linéaires se resoud par une méthode de discrétisation

telle que la méthode des éléments finis (M.E.F.). On obtient ainsi une partie de la

branche solution qui est limitée par le rayon de convergence des séries.

Pour une analyse plus détaillée de Ia méthode, nous allons I'appliquer à quelques

exemples' Il s'agit ici d'illustrer les techniques permettant d'appliquer un développement

a^symptotique de manière simple et efficace.

Le premier cas d'étude aborde le problème des lois de comportement non linéaires

indépendantes du temps. Les non linéarités introduites sont essentiellement géométriques

et matérielles. Dans le cas de l'élastoplasticité, plusieurs lois ont été implémentées

1271,[75]. A titre d'exemple, on peut citer le cas d'une loi rigide plastique, celui d'un

matériau élastique parfaitement plastique, ou encore un matériau élastopla^stique avec

écrouissage. Pour cette étude, ces lois sont basées sur la théorie des déformations to-

tales, où ces dernières sont supposées assez petites. Cette théorie ne permet pas de

prendre en compte la décharge élastique.

La deuxième étude, quant à elle, permettra d'introduire les grandes déformations

et les lois de comportement dépendantes du temps. Pour ce faire, nous présentons

une loi viscoplastique de Norton Hoff telle qu'elle a été étudiée par J. Brunelot [12].

I.1-.1 Cas de l'élastoplasticité

Nous nous limiterons ici au cas d'étude d'une loi puissance.

Position du problème

Nous nous plaçons dans l'hypothèse des petites déformations. Le tenseur

des déformations Z peut donc être décomposé en une partie élastique 7e et une partie

plastique 7r:

!:t+t.

_t2_

(r.4)



CHAPITR^E l. Etat de l'art

La partie élastique se déduit simplement à partir des contraintes et est donnée par la

loi de Hooke [44], quant à la partie pla^stique, elle est basée sur la relation de Ramberg

Osgood [1],[18]. Elle est plus couramment appelée loi puissance ca,r elle introduit un

exposant sur les contraintes.

Pour une étude tridimentionnelle, la loi de comportement élastoplastique

s'écrit:

où.8, L/,d'n et o, sont des paramètres définissant le matériau et représentant respecti-

vement le module d'Young, le coefficient de Poisson, un paramètre scalaire, l'exposant

réel d'écrouissage et la contrainte limite d'élasticité.

La quantité t : 8+pt représente le tenseur déviateur des contraintes, P: -|3: 
!

est la trace du tenseur des contraintes, S"q - JW 
est la contrainte équivalente

de von Mises et f est le tenseur unité.

Régularisation

Nous constatons que la loi (L5) qui définit le comportement éla.stoplastique

contient un exposant qui a la possibilité de ne pas être entier. Ainsi, en présence

de contraintes nulles, cela peut conduire à des relations qui ne sont pas analytiques.

Or, I'application de la méthode asymptotique numérique nécessite des dérivées suc-

cessives des inconnues. Afin d'obtenir un développement de ces contraintes, une

procédure de régula^risation telle qu'elle a été présentée dans [63] s'avère nécessaire.

Nous redéfinissons à présent la contrainte équivalente afin d'éviter qu'elle n'atteigne

la valeur nulle. Pour ce faire, on introduit un petit paramètre 4. Ainsi, on réécrit

l'expression de la contrainte équivalente de la façon suivante:

E!: ( t  + u)sd- (1 -  2u)P!. ï^*rn- 's i ,

(s"o) '  : | t :  {  +q2ol.

(r.5)

(r.6)

On peut constater alors que lorsque T : 0, on retrouve la définition de la loi de

comportement initiale. Remarquons que le terme of, est introduit ici uniquement afin
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TECHNIQUES DE BASE DE LA M.A.N.: EXEMPLES

d'homogénéiser les unités et de définir un paramètre de régularisation adimensionnel.

Avec cette nouvelle définition de la contrainte équivalente, la loi de comportement

(I.5) est à présent analytique. L'écriture de la solution sous forme de série entière est

alors possible. Cependant, une difficulté due au terme de puissance demeure encore

car n est un réel. L'utilisation d'un exposant entier dans ses travaux, n'avait permis à

B. Braikat [f0] d'obtenir que des développements en séries dont I'ordre de troncature

était limité à 6.

Ainsi, pour supprimer cette limitation, H. Elasmar lZl et H. Zahrouni [7b] ont utilisé

une formulation différentielle et quadratique de la loi puissance.

Formulation quadratique

L'obtention d'une formulation quadratique nécessite I'introduction de quelques

variables supplémentaires. Ainsi, nous introduisons une nouvelle variable sous la

forme:

n(s"c) : l^*rn' : i^hq, qo +,t'1"+ . (r.7)

H. Zahrouni et aJ [76] ont ensuite proposé de travailler avec une équation différentielle

en introduisant la variable suivante:

çr-6:ù' : *Lra:,t+rf,
Les 2 variables n et ( sont alors liées par:

o:loe"-'.

(r.8)

(r.e)

Une différenciation de cette dernière équation permet d'aboutir à une relation plus

maniable qui sera utilisée dans les développements asymptotiques:

edn: (n - 1.)nd,(. (r.10)

De cette manière, le degré de non linéarité du problème initial a été réduit. Ainsi,

on a pu appliquer un algorithme similaire à celui présenté dans [19] pour l'étude d'un

solide élastique avec des non linéarités géométriques.
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CHAPITR^E L Etat de I'art

Dans le but d'obtenir une approximation plus juste de la loi de comportement

non régularisée, en petites déformations il est aisé de montrer que le premier membre

de l'équation (L5) doit être multiplié par (1 + arf). Nous pouvons alors écrire le

problème traduisant l'équilibre et le comportement d'une structure éla.stoplastique

de la manière suivante:

Â€' 67dn: ÀP"(6u),

E(l + an\f_: (1 + ")g 
- (L - 2u)P!+ *Ej,

Cr : ,3*{ tg+r f ,

Cdn- (n-r)nd(.

(111)

Il s'agit donc de trouver les inconnues du problème vérifiant l'équation d'équilibre

(I.11) d'un solide élastoplastique. P, représente la puissance des efforts extérieurs, d7

et 6u sont, respectivement, les déformations et les déplacements virtuels. On peut

décomposer les déformations de Green Lagrange 7 en une partie linéaire et une autre

non linéaire qu'on n'explicitera pas ici:

t@): f (d+-y" ' (u,u),

Développement des équations

(r.12)

Afin de calculer la solution du problème (I.11), on cherche les inconnues

sous la forme d'un développement en séries entières pax rapport à un paramètre'o'

autour d'une solution connue (go,S,)s). En notant Â: {u, E,!re,rc}, I'ensemble

des variables intervenant dans la formulation, on obtient:

Â : Ào * aÂ1 * a2lt2* a3Às 1 . .  . (r.13)

L'insertion des développements (I.13) dans (I.11) et I'identification par rapport

au paramètre de développement a nous mène à I'ordre i à un système d'équations

linéaires:
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Il reste encore à préciser la définition du paramètre a. On se propose de présenter

ici la plus couramment utilisée. Elle correspond à la projection des incréments (u -

!o, ) - Às) sur le vecteur tangent (rrr, Àr). Ceci se traduit par:

a:  (p . -  !h ,ut )  +  (À -  )o) ) r , (r.15)

où (.,.) est un produit scalaire ordinaire. On aura alors pour cette définition de a

pour I'ordre 1 et I'ordre f (i > 1) :

/"tq'( l(ad +2f (u,dq)) + 4,zf(a,d,,) l  :
i - 1

ÀiP"(6u) - J; I4_" ' zt"'(%,6a),
r=1

i - l

E(L + crn\l(t@y + z{t(w, uo) * Dy,,{",,rri_")l :

tt +,li' - (r - zu)Pi4+ i K,t-,,
:Q

i ' - i

fr*-":tàq,4_,,

Ordre 7:  (u1,zr )  *  À1) i  -  1 ,
Ordre i ,  (k,ur) * À;À1 : Q.

(r.14)

(r.16)

Cette définition du paramètre a est inspirée des méthodes de continuation à lon-

gueur d'arc imposée. Elle permet de passer les points limites en force et en déplacement.

Pour plus de détails sur le pilotage et le choix du paramèfte a, on pourra se référer à

[1e].

Condensation et méthode des éléments finis

Dans le but d'appliquer une discrétisation par éléments finis, où seul u est

interpolé, nous remplaçons la loi de comportement (I.14b) dans l'équation d'équilibre

DrÇ-,o,: (n- 1) I rn,C;,-,,
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(I.laa). Nous obtenons ainsi une équation ne dépendant plus que de la seule variable

'k, ce qui se prête mieux à l'application de la M.E'F..

Après discrétisation, nous obtenons, à chaque ordre, une équation de la forme

lKrl{",}: Àr{F} + {4"'}, (r.17)

où [K7] représente la matrice de rigidité tangente. Au second membre apparait un

vecteur dépendant uniquement des inconnues aux ordres précédents.

Conclusion

Cette méthode permet donc de calculer un grand nombre de termes des

séries. Ainsi on obtient une partie de la branche solution au voisinage du point de

départ. On peut constater d'après l'équation (L17) que cette méthode présente l'avan-

tage de faire apparaître la même matrice de rigidité à chaque ordre, ce qui est très

intéressant en terme de temps de calcul lors de la résolution des systèmes linéaires.

On voit apparaître au second membre un vecteur {Fl"} dépendant uniquement des

termes de développements aux ordres inférieurs. Son calcul peut par contre lui, de

venir très coûteux lorsque I'ordre de troncature des séries est choisi assez grand.

Cependant, comme il a été constaté dans la thèse de H. Zahrouni [75] : si I'ordre de

troncature est convenablement choisi, il existe alors un bon compromis entre le temps

nécessaire à la triangulation de la matrice de rigidité et celui utilisé pour construire

le vecteur {F"'}. La méthode a.symptotique numérique montre son efficacité quant à

la résolution de problèmes impliquant des lois de comportements non linéaires. Elle

montre sa capacité à résoudre des problèmes élastoplastiques dans I'hypothèse des

petites déformations et dans le cadre de la théorie des déformations totales. Il serait

intéressant de I'appliquer à une vraie loi de comportement éla.stoplastique mettant en

jeu de grandes déformations. Ceci fera I'objet du chapitre III.
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I.I.2 Cas de la viscoplasticité

Loi de comportement

On étudie ici un matériau ayant un comportement rigide viscoplastique. Le

comportement viscoplastique est modélisé par une loi de Norton-Hoff [tO],[tZ]. tt se

caractérise par les équations suivantes:

(  o ' :CD ' .

{  

=  : '

(  c- lk(a+e)"d"- ' ,
où g : q + p{ représente le déviateur des contraintes de Cauchy et p la pression.

La quantit éD : 
t@ représente la vitesse de déformation équivalente et E est

la déformation équivalente, dite également déformation plastique cumulée. Ces deux

quantités sont reliées par la relation suivante:

d € :

E: u '

La contrainte d'écoulement est définie par le critère de von Mises:

(r.18)

0 f :

L'utilisation d'un modèle d'écrouissage isotrope 174l,l4gl, défini par

,
K(e): i /c(o+a)",

permet d'obtenir une expression unidimensionnelle de la loi de Norton entre les inva-

riants des tenseurs:

a :  lc(ot  +e)d",

où K représente la consistance et ,t, a sont des constantes du matériau.

Nous pouvons constater que cette loi de comportement de Norton-Hoff n'est pas

analytique pour certaines valeurs du pa,ramètre rn lorsque la vitesse de déformation

équivalente est nulle. Pour le cas particulier où rn : 0, on obtient le comportement

rigide plastique. Il est fortement non linéaire et represente la valeur limite où la loi
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CHAPITR.E l. Etat de I'art

de Norton-Hoff dégénère. La fonction î - î(2) est alors indéterminée à I'origine. On

traduira l'incompressibilité du matériau pa^r l'équation :

Trace(D) : Q'

Afin de rendre l'équation de Norton-Hoff analytique et d'être capable ainsi d'obte

nir des développements asymptotiques des variables, une procédure de régularisation

est une fois de plus nécessaire. Cette loi a une singularité croissante lorsque le pa-

ramètre rn s'approche de zéro. En effet, elle n'est pas dérivable lorsque la vitesse de

déformation équivalente prend la valeur zéro. L'inlroduction d'un petit paramètre

dans la définition de cette vitesse lui évite d'atteindre cette valeur:

D_

A noter que ? est un petit paramètre sans dimension et V",.L" sont, respectivement,

une vitesse et une longueur caractéristiques du problème étudié introduites afin d'he

mogénéiser les unités.

Equations dtéquilibre

Les équations d'équilibre d'un solide viscoplastique incompressible occupant

un domaine O de frontière â0 soumis à des efforts extérieurs donnés sur une partie

ôO1 et à des vitesses imposées nulles sur une partie âO, peuvent s'exprimer pax:

I T"y'G,ù:6Pd,a: )(r) laa,L@)6ad',

\ , a CAn. et Vôu € CAn",
(r.1e)

où À(t) est un paramètre de chargement dépendant du temps. CAn" est un ensemble

défini par

CAin.: {ylp-- 0 sur â0, et Trace(D):0 sur O}.

Il est bien évidemment nécessaire de compléter ces équations d'équilibre par une loi

de comportement, la loi de type Norton-Hoff, telle qu'elle est présentée ci-desssus par
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exemple. Les relations géométriques et cinématiques viendront aussi s,y ajouter.

Nous allons à présent réécrire les équations d'équilibre avec une formulation Lagran-

gienne réactualisée qui se prête mieux à I'application de la M.A.N. dans le cas vi-

scoplastique. Cette formulation consiste à prendre la configuration au début du pas

de calcul comme configuration de référence. On réécrit ensuite le problème (I.1g) à

chaque pas. Ainsi, on obtient

I h,y'@,ù : (v6y.!)d,oo : À(t) Iun", h(L).6yd,ss,

Io .CAn" et  Vdo€CAn",

où / représente le gradient inverse de la transformation I: L-',et I0 le vecteur force

surfacique tel que hdso - EdS. V représente le gradient par rapport à la position

lagrangienne. Nous écrivons plutôt le problème sous une formulation variationnelle

mixte en vitesse et pression comme elle a été présentée dans le mémoire de J. Brunelot

[12] :

| Ï""Jo(e,u) : (vdq' Ddao- J;. JpTr(v6y.I)dçto: )(r) ïoro.41X).6yd,ss,
t-
1 J;. rlrr(va.l) + fr)lnaoo : o,
I
( , e CAet Vdu e CA, V6p,

(r.21)
avec CA: {p-lp-- 0 sur df),} et Cpen ESt un coefficient de pénalisation de la pression,

très grand, introduit afin de satisfaire numériquement la condition d'incompressibilité

[16],[36],[37]- La condition d'incompressibilité est donc remplacée pax une sorte de loi

visqueuse o - -Cpenfr(D). Le matériau n'étant plus incompressible, il convient alors

d'introduire une nouvelle variable J telle que: J - d,et(L) ou encore j: Jrr(D).

Lorsque le matériau est incompressible, on a J: 1.

Application de la M.A.N.

Comme précédemment, nous allons développer chaque variable sous forme de

série entière par rapport à un paramètre autour d'un point initial. On voit clairement

d'après le problème présenté que le temps apparait naturellement comme le paramètre

(r.20)

-20-



CHAPITR.E l. Etat de |'art

de développement. Nous allons au préalable introduire des variables intermédiaires

afin d'obtenir une formulation quadratique du problème qui facilite I'utilisation de la

méthode asymptotique comme on I'a vu précédemment [75]. En posant Â l'ensemble

des variables apparaissant dans le problème viscoplastique, on obtient:

\ :  A(0)  *  rÀ1 +  . . .+  r ih l t1+  . . .+  rNÂ11 ' r ; ,

où r est un paramètre qui représente la différence de temps entre I'instant courant t

et I'instant initial ts au début de I'incrément.

Condensation et méthode des éléments finis

De la même manière que pour l'élastoplasticité, nous introduisons les développements

des variables dans les équations à résoudre. Une identification des termes permet d'ob-

tenir à chaque ordre l'équation suivante:

r=i-I

Lpy(v*(t)) :  &(i) - t  Qo(Â("),Â(a - r)),
r= l

| (K,) (K,) I 1 u"(,;) \ : I L,,U,)
| (K") (K*) I \ e"(,;) I, 

- 
I o

(r.22)

où .Llop(.) est un opérateur ta^ngent et 8o(.,.) dépend des ordres précédents. Le

problème non linéaire initial est alors transformé en une suite récurrente de problèmes

linéaires, aux différents ordres p, dont l'inconnue est le vecteur YrU): { 
o!i) }.

r  P@ J'
Une discrétisation par la méthode des éléments finis permet de résoudre ces problèmes

linéaires qui s'écrivent, à I'ordre p, de la manière suivante:

I  f  a,( i -1) I
t-l a,rt '-L) I ' (r.23)

où {u"(i)}, et {p"(i,)}o représentent des inconnues nodaJes. lK,l,lK,o]etlK*lreprésentent

les matrices de rigidité qui ne dépendent que des variables à l'ordre 0.

Conclusion

Nous parvenons comme pour le cas de l'élastopla.sticité à parcourir une pa,rtie

de la branche solution, après avoir calculé un nombre suffisant de termes des séries.
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La résolution des systèmes linéaires s'opère une fois encore en inversant à chaque

ordre la même matrice de rigidité, ce qui représente un des points clé de la méthode.

L'efficacité de la M.A.N. à résoudre des problèmes faisant intervenir le comportement

viscoplastique a été démontrée par J. Brunelot [12] qui I'a comparée à une méthode

classique de résolution de problèmes non linéaires (Newton-Raphson). Cette méthode

a ensuite été validée par Z. Jendli [38] qui en a fait une compaxaison avec un code de

calcul industriel [1].

I.2 Utilisation optimale de la M.A.N

I.z.L Amélioration du domaine de validité

Nous venons donc de montrer comment on peut appliquer la M.A.N. à deux

types de problèmes différents; le premier faisant intervenir une loi de comportement

élastoplastique indépendante du temps sous I'hypothèse des petites déformations; le

deuxième abordant les lois de comportements dépendantes du temps dans le cadre de

travail des grandes déformations. De manière générale, cette méthode nous permet de

transformer un problème non linéaire en une suite récurrente de problèmes linéaires

en substituant dans le problème initial les inconnues par leur développement en séries

entières. La résolution de ces problèmes linéaires permet de calculer les termes de ces

séries en inversant une matrice de rigidité tangente qui demeure identique pour tous

lqs ordres.

Ainsi, on obtient une partie de la branche solution qui est limitée pa^r le rayon de

convergence des séries. On admet communément que la solution obtenue est accep-

table si le résidu reste inférieur à une certaine valeur.

Plusieurs travaux ont été réalisés afin d'accroître le domaine de validité des séries,

notamment I'utilisation des approximants de Padé [6] ou encore I'utilisation dss tech-

niques de base réduite que nous proposons de présenter dans les paragraphes suivants.

-22-



CHAPITR"E L Etat de I'art

Approximants de Padé

Dans le but d'améliorer le domaine de validité des fonctions, H. Padé a

substitué leur représentation polynômiale pax une représentation rationnelle qui sera

appelée approximant de Padé. A partir des vecteurc er, on construit une base or-

thogonale 4 pa. la procédure de Gram-Schmidt par exemple. Cependant, comme

ce sont des fractions, il peut exister des pôles qui peuvent restreindre I'efficacité de

ces approximants et affecter une procédure automatique de continuation si elle était

envisagée. Afin d'en limiter le nombre, une idée consiste à imposer aux fractions un

dénominateur identique.

L'utilisation de la M.A.N. avec les approximants de Padé est une technique déjà très

employee. On peut citer notamment: [5], [19], 1221,lL}l,1561,1721, [57], [28], 1291,l4l,

[12], où elle s'est révélee très efficace. Notons également que dans les travaux de A.

Elhage'Hussein, ce dernier associe la M.A.N. à un algorithme de recherche des pôles

afin de contrôler la fiabilité et la qualité de la solution approchée. Ainsi, lors de l'étude

de problèmes de contact en élasticité non linéaire, I'utilisation des approximants de

Padé a permis de doubler le domaine de validité par rapport à la représentation

polynômiale.

Techniques de base réduite

Cette méthode a été proposée et testée par B. O. Almroth [3], A. K. Noor et

J. M.Peters [61],[60],[62]. Elle consiste à utiliser des champs de vecteuffi er, !!e,!!s......,ln

comme base dans une approximation de Rayleigh-Ritz. L'inconnue u du problème non

linéaire initial est recherchée de la manière suivante:

'tr" : T(tcr I rzh * r{!z + .... + rp%, (r.24)

où les coefficients 16 constituent les nouvelles inconnues à déterminer. La substitution

de ces développements dans le problème à résoudre permet de réduire considérablement

sa taille et facilite ainsi sa résolution. On peut trouver des exemples où la M.A.N.
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utilisant cette technique s'est montrée efficace: [56],[bZ]. Cette technique permet

d'améliorer non seulement le domaine de vaJidité de I'approximation polynômiale

mais également celui de I'approximation rationnelle. Malheureusement, I'obtention

du problème réduit nécessite des temps de calculs trop importants. C'est pourquoi,

nous présentons au chapitre II une nouvelle façon d'appliquer cette technique. Ces

points seront plus amplement détaillés au chapitre II.

1.2.2 Principe de continuation

Jusqu'à présent, les méthodes présentées nous donnent de bonnes approxi-

mations de la solution à I'intérieur du domaine de validité. Afin de pa.rcourir toute la

branche solution, un principe de continuation est indispensable. Il doit permettre de

déterminer la longueur de pa^s optimum ainsi que le nouveau point de départ afin de

réitérer la procédure jusqu'à obtention de la courbe solution totale. pour ce faire, il

convient de déterminer la valeur maximale a^ du paramètre de contrôle a à partir de

laquelle la solution n'est plus acceptable. La solution ainsi obtenue pour cette valeur

de o constituera le point suivant. Nous présentons ici les différents critères d,arrêts des

représentations polynômiale et rationnelle. Concernant la technique de base réduite,

un principe de continuation n'a toujours pas été élaboré.

Différents critères ont été établis dans [tS] pour définir le domaine de validité

des séries. Nous présentons ici uniquement un critère basé sur le déplacement. Il

exige simplement que la différence relative de deux vecteurs déplacement à des ordres

consécutifs soit inférieur à un nombre e1 petit. Ce qui nous permet de définir la valeur

maximale a* du paramètre a comme suit:

am: G'ii#li)L/n-r (r.25)

En ce qui concerne la représentation rationnelle, nous pouvons trouver dans les

travaux de A. Elhage-Hussein [30] une caractérisation de la valeur mærimal e a*o qui
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est définie comme suit:

€ 2 : (r.26)

où az est un paramètre de précision et ft(a) est I'approximation rationnelle de la

solution avec troncature des séries à I'ordre k.

Les domaines de validité étant plus importants avec I'utilisation des approximants

de Padé, I'obtention de toute la courbe solution se fera avec un nombre de pas moindre

ce qui entraîne un gain certain en terme de temps de calcul.

I.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter la M.A.N. à travers deux exemples

distincts. Le premier a introduit les lois de comportement non linéaires indépendantes

du temps par I'intermédiaire d'une loi élastoplastique dans le cadre de travail de la

théorie des déformations totales. Le deuxième exemple a abordé les lois de com-

portement dépendantes du temps grâce à la loi viscoplastique de Norton-Hoff sous

I'hypothèse des grandes déformations. Quel que soit l'exemple, le principe reste iden-

tique: les lois de comportement de ces deux problèmes n'étant pas analytiques, il a

fallu procéder à une régularisation. Ensuite, afin de formuler le problème sous une

forme quadratique, des variables supplémentaires ont dû être introduites. Enfin, on

transforme le problème non linéaire en une suite récurrente de problèmes linéaires en

développant toutes les inconnues sous forme de série entière, en les substituant dans le

problème initial et en identifiant pax rapport au paramètre de développement. Cette

procédure fait apparaître à chaque ordre la même matrice de rigidité à inverser. La

définition du rayon de validité a permis de définir la longueur de pas qui peut être

améliorée par I'utilisation des fractions rationnelles avec un coût de calcul qui de

meure sensiblement identique. L'utilisation d'une technique de continuation, simple

dans sa constitution, nous a permis d'obtenir toute la branche de solution.

Ces quelques rappels semblent montrer qu'on dispose de nombreuses techniques pour

ll/"(o-o) - /"-t(r-o) ll
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appliquer la M'A.N. à des structures élastoplastiques. L'idée principale est la tech-

nique de régularisation das lois non régulières, qui permet de poser un problème ayant

des solutions analytiques par rapport au temps ou à un paramètre de chargement.

Ces régularisations introduisent des petits paramètres. Dans de nombreux cas, on

sait choisir ces paramètres afin d'obtenir un algorithme efficace sans trop modifier

le problème à résoudre [30], 1751, l2l. Toutefois, dans certains cas [rz], la maîtrise

de ces régularisations demande des études approfondies. D'après les deux types de

loi de comportement considérées, on voit qu'il est possible de travailler avec des lois

posées en variables lagrangiennes ou eulériennes. Les premières semblent plus simples

à manipuler, mais le travail de J. Brunelot montre qu'on peut appliquer la M.A.N.

avec des lois "eulériennes" en introduisant quelques inconnues pour assurer le passage

entre les deux configurations.

Notons également que I'emploi d'une technique de base réduite permet d'accroître le

domaine de validité, mais comme nous le verrons dans le chapitre II, au prix d'un coût

de calcul trop important. De plus, un principe de continuation pour cette méthode

n'ayant toujours pas été mis au point, il ne nous est pas encore possible, à l,heure

actuelle, de parcourir toute la branche solution.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une analyse détaillée des algorithmes clas-

siques de base réduite. Une nouvelle technique de base réduite est également proposée.

Contrairement aux techniques de base réduite classiques, où I'on réduit le problème

non linéaire de départ, I'idée principale de cette nouvelle technique de base réduite

est de réduire les problèmes linéaires obtenus par la méthode de perturbation.
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CUIpITRE II

Etude des techniques de base
réduite

II.1 Introduction

Les techniques de base réduite ont été utilisées pour la résolution de problèmes

non linéaires, pour la première fois, il y a plus d'une vingtaine d'années. La base uti-

lisée provenait d'une analyse de flambage linéaire (cf. [S]) de phases de correction (cf.

_ [g]) _o"_reqUltait dune techqique de perturbation. Dans les différents tests effectués, il

s'est avéré que cette dernière était la plus efficace. Plusieurs exemples ont été traités

et un nombre restreint de vecteurs de base fut utilisé, entre deux et dix, généralement

six ou sept. En effet, à partir d'un certain ordre, les vecteurs calculés deviennent

de moins en moins linéairement indépendants. On peut résumer I'algorithme de pro-

grammation de la résolution d'un problème non linéaire utilisant la technique de ba.se

réduite de la manière suivante:

1. Calcul des vecteurs de base avec I'utilisation d'une technique de perturbation,

2. Obtention du problème non linéaire réduit,

3. Resolution du problème non linéaire réduit,

4. Pha"se de correction et démarrage d'un nouveau pas.

Cependant, on peut constater dans les travaux de E. Riks [64] que le gain obtenu

avec ce processus est contrebalancé pa,r le coût excessif des étapes 2 et 4. C'est ce qui

explique que ces méthodes de base réduite n'ont pas suscité beaucoup d'enthousiasme
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pour la résolution des problèmes non linéaires. Dans ce chapitre, nous analyserons

une fois encore cet algorithme et nous nous attarderons en particulier sur le point

essentiel qui est le coût de calcul nécessaire pour obtenir le problème réduit.

Le choix d'une base constituée, par exemple, de quinze à trente vecteurs entraîne

un coût de calcul beaucoup trop important. Or, comme nous I'avons vu au chapitre I,

cette constatation n'est pas vérifiée lorsque I'emploi d'une représentation polynômiale

de la branche solution est envisagée. L'obtention de la solution nécessite uniquement

l'étape 1 et on obtient ainsi plusieurs pas de calcul sans étape de correction et pour

un coût de calcul raisonnable [20]. I1 a été montré que I'utilisation d'un nombre im-

portant de termes des séries s'avérait très intéressant, bien que les nouveaux vecteurs

générés fussent pratiquement une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Nous

avons également vu au chapitre I qu'il était possible de transformer l'approximation

polynômiale par une approximation rationnelle a^symptotiquement équivalente. Celle-

ci nous permet alors d'élargir la taitle du pas, et ce, pour un supplément de temps

au :"tq! "€,ge4lg&rsqu'elle est c-oqp_lqq à un-g !_qch4ique de çontirruatioq, llap

proximation rationnelle permet souvent de diviser par deux le nombre de pas dans

un calcul donné [30], [12].

La technique de base réduite a été comparée à ces deux sortes de M.A.N.

dans des travaux récents [57]. n a été montré que les longueurs de pas obtenues par

la représentation rationnelle étaient sensiblement identiques à celles obtenues par la

technique de ba^se réduite, mais avec un temps de calcul beaucoup plus intéressant

car elle ne nécessite pas l'étape 2. Par ailleurs, la longueur de pas obtenue pour les

représentations polynômiales et rationnelles pour des ordres élevés (par exemple 16),

était plus grande que celle obtenue par la technique de ba"se réduite pour de petits

ordres (par exemple 8), et ce, pour des temps de calcul moindres. on s,aperçoit

alors que la technique de base réduite n'est pas efficace comparativement aux deux

autres, à moins qu'une solution ne soit apportée pour diminuer le temps de calcul
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associé à l'étape 2. Cette seconde étape est donc un point critique pour une plus

grande utilisation des techniques de base réduite dans la résolution de problèmes non

linéaires.

On peut mentionner ici qu'il n'est pas évident de traiter numériquement

un grand nombre de vecteurs Ur obtenus pax une technique de perturbation. En

particulier, le processus d'orthogonalisation et le calcul des coefficients des fractions

rationnelles présentent des instabilités numériques [56],[15]. Mais les tests numériques

ont montré que ces instabilités n'a,ffectaient pas la qualité des solutions, même à des

ordres élevés.

L'objet de ce chapitre est de présenter une nouvelle façon d'appliquer la

technique de base réduite qui nous permettra I'emploi de ba.ses de dimension plus

élevée, pour un coût de calcul modéré. L'idée principale de la méthode consiste à

éviter la réduction du problème non linéaire initial et à réduire les problèmes linéaires

obtenus par la technique de perturbation. On contourne ainsi la seconde étape et son

coût de calcul important. On évite également la factorisation de la matrice tangente

globale, qui nécessite un temps de calcul considérable. Ce chapitre sera organisé de

la manière suivante: nous rappellerons tout d'abord les deux manières d'appliquer

la technique de base réduite écrite dans le cas de l'élasticité non linéaire. Puis, nous

analyserons avec attention les coûts de calcul de ces techniques pour déterminer leur

pertinence. Enfin, une nouvelle version de la technique de base réduite sera présentée

et nous I'analyserons de la même façon.

II.2 Méthodes classiques de base réduite

Cette méthode a été proposée et testée pax B. O. Almroth [3], A. K. Noor

et J. M. Peters [62], [61], [59] et [60]. Elle consiste à utiliser des charnps de vecteurs

!t,!b,!h.....ap comme ba.se dans une approximation de Rayleigh-Ritz. Afin de rappe

ler les différentes étapes de la méthode, on se propose ici de I'appliquer à un problème
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d'éla^sticité non linéaire. Celui-ci concerne l'équilibre d'un solide éla"stique occupant

un domaine Os de frontière âOs dans la configuration de référence soumis à des efforts

f'sur sa surface 6Qro. Tfaditionnellement, on traduit cet équilibre par la formulation

variationnelle mixte d'Hellinger-Reissner qui conduit à une non linéarité quadratique

par rapport aux inconnues u (représentant le déplacement) et ,S (représentant le se-

cond tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff).

Pour un solide élastique, on a:

(i l .1)

où g représente la matrice de comportement élastique, P" la puissance des efforts

extérieurs, p un piilamètre de chargement et lle tenseur des déformations de Green

Lagrange qui peut être décomposé en une partie linéaire et une autre non linéaire:

t(u):t@)+t'(a,u). (rr.2)

A l'équilibre, cette fonctionnelle est stationnaire sur I'ensemble des déplacernents z

cinématiquement admissibles (C.A.) et E quelconque.

6H R(u,8, /z) : 0 Vôg et V6a e C A. (II.3)

on en déduit les fouations d'équilibre et les relations de comportement.

Si (go,$,fo) est une solution du problème, une autre solution notée (go + u,L+

E, Fo * p) vérifiera:

S_: D, (t@) + zt,(u,a) + tl(a,a)). (u.5)

On notera que la variation du tenseur des déformations de Green Lagrange se présente

sous la forme:

6ilù: !(6ù +27"t@,6s). (rr.6)
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L'inconnue u, représentant le déplacement, est alors recherchée comme suit:

g: rr't\ * rzlh * re!!s + .... + rpAp, (rr.7)

où les coefficients r; sont les nouvelles inconnues à déterminer. Une application efficace

de la technique de base réduite suppose une bonne stratégie de choix de la base (étape

1). Différents choix de base ont été proposés dans la littérature. Certaines ba.ses

provenaient des modes de flambage linéaire (cf. [5a] et [55]), de la solution linéaire et

ses corrections (cf. [e]), ou bien de la solution non linéaire et ses nombreuses dérivées

successives (cf. [61] et [60]). On qualifie généralement de base idéale celle qui maximise

la qualité de la solution et minimise les efiorts pour I'obtenir (cf. [61], [59], [60]). Les

différents critères que doit satisfaire cette base sont les suivants:

1. Les vecteurs doivent être linéairement indépendants.

2. Un coût de calcul peu élevé pour leur génération et sélection simple et automa-

lique de leur nombre._

3. Une bonne propriété d'approximation dans le sens d'une bonne exactitude de

la solution utilisant ces vecteurs, pour un intervalle assez grand de la branche

solution. Ceci impose aux vecteurs une caractérisation (au moins locale) de la

réponse non linéaire de la stucture.

4. simplicité du tracé de la courbe post flambage ou post point limite.

Le premier critère est nécessaire pour la convergence de l'approximation de

Rayleigh-Ritz , tandis que les trois derniers influent sur I'efficacité de calcul de

la technique de base réduite.

Les premiers vecteurs d'un développement asymptotique satisfont les critères sus men-

tionnés. On choisira alors comme bases, dans les exemples, celles qui seront constituées

de ces vecteurs.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons présenter deux façons d'appli-

quer la technique de base réduite.
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Il.z.t Méthode classique de base réduite

D'après l'expression (II.4), l'équation d'équilibre d'un solide élastique est

quadratique par rapport aux variables u et 8. En substituant la loi de comportement(Il.5)

dans les équations d'équilibre (II.4), on aboutit à une formulation en déplacement du

problème. Une expression cubique du problème pax rapport à la variable u est alors

obtenue:

f

l flO + zfl@n,ù + tt (s,u)) : p, (t@a) + zfi(u,6s))d,+
.ruo - :

lr,4 
: 21nt (u, 6s)d,u * 

In"(t @ + z{t (u, a) + t'I @, u)), p, 2t' @, 6s,)d,u

f-p  I  F6u:0.  ( I I .8)
Joo

Le principe de la technique de base réduite est d'approcher le déplacement z et le

déplacement virtuel dz comme suit:

p
\-au:  )  ' r tau
i=1

p
-  s -ôu: Lôr{k,

i-7

où r1 et 6rr sont réels et les coefficients r; deviennent les nouvelles inconnues. En

reportant les équations (II.9) et (II.10) dans I'expression cubique (II.8) on obtient

une expression cubique fonction des variables r:

I i ir i  * Qii*rir* * clip:rirgl - pfi :0, i, i ,k,t e {1, ... ,p}.. (r.11)

Les opérateurs l*, q* et, c* sont définis dans I'annexe A.

Afin de résoudre ces équations, les coefficients I*, Q* et c* doivent être calculés. Par

exemple, I'utilisation d'une ba"se de 3 vecteurs conduit à la détermination de 78 ce

efficients, tandis que l'emploi d'une base de 10 vecteurs nous amène au calcul de

(rr.e)

(rr.10)

-32-



CIIAPITR^E II. EÉude des techniques de base ftduite

6105 coefficients. Comme nous pouvons le constater, le nombre de coefficients à cal-

culer augmente considérablement avec la taille de la base. Afin de réduire les temps

de calcul de la méthode, une diminution du nombre de coefficients à déterminer est

nécessaire. C'est ce que nous allons tenter de faire dans le paragraphe suivant.

11.2.2 Une variante de la méthode classique de base réduite

Dans le but de réduire les temps de calcul nécessaires à I'obtention du

problème réduit, une alternative à la méthode exposée précédemment a été proposée

par Najah dans [57]. Elle consiste à obtenir une formulation quadratique du problème

réduit par I'introduction de variables additionnelles. On exposera ici I'essentiel de

la méthode et pour de plus amples détails, se référer aux travaux [56] et [57]. Le

point de départ de la méthode demeure la formulation mixte (II.a) et (II.5) qui est

quadratique par rapport aux variablqs u et ,9. Les équations d'équilibre sont alors

approchées en choisissant les champs de vecteurs ôu sous la forme (II.10) et on re

-cherche les champs de déplacements g sous la même forme (II.9). Quant à la relation

contrainte-déformation (IL5), elle sera satisfaite exactement. En reportant l'équation

(II.9) dans la loi de comportement (II.5), nous obtenons:
p p p

(Dn(!@)) + t D,0,,!' (a, s)),2@):2: (rr.12)
i=l

qui se réécrit:
p N

s(r): I"04 + Drogo
i=L k=pII

Nous introduisons les notations suivantes:

8,: D |  " f  (a),  pour 1 1i I  p,
:

3*:  D,  2f  (w,a) ,  pour i  t '  i ,
:

d - l  j = l

^(p + t)
auec  N:p+ ta  

,
(rr.13)

(rr.14)

(il.15)

Eu: 2, t" I(Pt,A), pour  i : j  (p+LS, tSN) .

OU,
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Ainsi, le point clé de la méthode consiste en l'introduction des p(p*1)/2 variables

additionnelles pour représenter la dépendance non linéaire des contraintes par rapport

aux variables r; de la base réduite, 1 < i < p. Ces variables additionnelles sont définies

par la relation quadratique suivante:

r1r- T;Ti1 avec lc : ip + j - 
+ (rr.17)

Avec ce choix des inconnues: r -t< Tr,T2t... . .rTp.rprrt. . . .rTN >, l 'équation réduite

obtenue à partir du principe des travaux virtuels est seulement quadratique:

liiri * Q;i*riry - ltfi :0, i  :  l , p  j  :  L ,N  and  l c  :  L ,p . (rr.18)

Les opérateurs I et g sont définis dans l'annexe A.

Comme dans le paragraphe précédent, afin de résoudre ces équations, les coefficients

Iii et qiip doivent être calculés. Par exemple, pour Ie choix d'une base composée de

3 vecteurs, 60 coefficients seront calculés, tandis que pour une base comprenant 10

vecteurs nous aurons besoin d'en déterminer 3630. On constate alors que le nombre de

paràlivementâ celùi obtenu précédemment. Cependant,

celui-ci demeure trop important pour espérer atteindre un coût de calcul acceptable.

Il est intéressant de noter ici que les équations (II.11) et (II.18) représentent

rigoureusement le même problème, néanmoins elles ne sont pas exprimées par rapport

aux mêmes variables r.

La résolution de ces problèmes réduits peut s'effectuer à I'aide d'une méthode

asymptotique numérique (représentation polynômiale ou utilisation des approximants

de Padé) dont nous rappellerons les principes dans le paragraphe suivant. Ces méthodes

ne sont pa^s très gourmandes en temps de calcul, cependant ellas peuvent présenter

quelques instabilités numériques.

rI.2.3 Tlois variantes de la méthode asymptotique numérique

Afin de déterminer la solution d'un problème non linéaire, nous avons à notre

disposition trois sortes de M.A.N.. Ces méthodes permettent de parcourir la branche
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solution du problème pax I'utilisation de développement asymptotique des variables.

Nous rappelons ici brièvement les trois méthodes disponibles.

La première fait intervenir des développements en séries entières des incon-

nues:

(rr.1e)

où p représente l'ordre de troncature, o est un paramètre de développement que I'on

choisit de la manière suivante e, : {< q - !h,ut > +Qt - po)pt} et (qo, $, ro) sont

les valeurs initales des variables (2, E tt).En introduisant ces développements dans

le problème à résoudre et en identifiant les équations par rapport au pa.ramètre a,

on aboutit à un système d'équations linéaires. Une discrétisation par la méthode des

éléments finis nous fournit à chaque ordre l'équation suivante:

lK,l{"1} : p{f} + {/,"'}, (rr.20)

où /r"' ne dépend que des variables gd et g provenant des ordres précédents [21].

La deuxième possibilité permet d'accroître le domaine de validité des séries

par I'utilisation de fractions rationnelles appelées approximants de Padé. A partir des

vecteurs u; obtenus pa^r les séries, on crée une base orthogonale par la procédure de

Gram-Schmidt par exemple, puis les inconnues u et p, sont recherchées comme suit:

{r- }:Ë.'{f,i }

p p

u(a) -ltdùui et p(a):lfo,l.)u,, (rr.21)
i=0 i=0

où les coefficients fi(a) sont des fractions rationnelles (voir [56] et [30] pour plus de

détails).

Et comme nous venons de le voir, la troisième technique qui permet également

d'étendre le domaine de validité, est I'application d'une technique de base réduite.

Son principe est de réduire le problème original en utilisant les ba"ses tr, ou uT (qui
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devraient mener aux mêmes résultats), a est alors recherché sous la forme:
p

":Drorr. 
(II.z2)

i= l

Les temps de calcul pour I'obtention de la solution du problème dépendent

de la méthode employée pour le résoudre. En efiet, en ce qui concerne I'utilisation

des développements en séries entières, les temps de calculs nécessaires sont principa-

lement gouvernés par la détermination de la matrice de rigidité K5, sà, decomposition

(on notera au passage que la méthode utilisée est I'algorithme de Crout qui permet

d'écrire Kt: Lt.D.L ou.t ets une matrice triangulaire supérieur et D une matrice

diagonale), ainsi que les calculs des seconds membres flo" 
"r 

leurs vecteurs associés

z'. Les temps de calculs de tous ces termes dépendent en majeure partie du nombre

de degrés de liberté (d.d.l.) du problème. Quant à la représentation utilisant les ap

proximants de Padé, elle nécessite des temps de calcul correspondant à ceux utilisés

par la représentation polynômiale, auxquels viennent s'ajouter les temps utilisés pour

l'orthogonalisation de la base ?r, ainsi que ceux pour les calculs des coefficients des

fractions. Cependant, ces temps additionnels ont une importance peu significative.

Enfin, pour les techniques de base réduite, les temps de calcul nécessaires pour ob-

tenir la solution sont de plus gouvernés par le calcul des coefficients permettant de

définir le système réduit (si on suppose que la base est déjà à disposition). En effet,

le nombre de termes ciro, (technique de base réduite classique) et celui des termes

Ç,;r* (variante de la technique de base réduite) augmentent considérablement avec la

dimension de la base.

II.2.4 Deux applications numériques

Nous avons procédé à l'étude de deux exemples. Le premier concerne I'exemple

classique de la coque cylindrique soumis à I'action d'une charge ponctuelle. Dans ce

qui suit, il sera référé en tant que problème du toit. Pour des raisons de symétrie,

nous n'avons maillé qu'un quart de la structure et nous avons utilisé 200 éléments

triangulaires DKT18 (cf.[Z]). Ceci conduit à un nombre total de degrés de liberté de
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726. Les caractéristiques géométriques et matérielles sont décrites dans la figure II.1a.

La solution de référence obtenue avec une méthode de continuation est représentée

sur la figure II.lb.

R=25210 m
L=7-54lm
h= 12.7m
0= 0.1 rd

E = 3lO2.75Mpa

v = 0 , 3
P= lom N

Frc. II.1 ' Toit: a) Coque cyli,ndrique éIasti,que sous I'acti,on d'une charge ponctuelle.
b) Courbe charge/déplacement du point centrl"I M. Courbe de référence.

Le second exemple est un problème classique déjà présenté (cf. [6a] et [59]). il

s'agit d'un cylindre avec deux ouvertures rectangulaires opposées et situées au milieu

entre les extrémités du cylindre. Dans ce qui suit, il sera référé en tant que problème

du cylindre. La structure est soumise à I'action d'une pression a>ciale uniforme. Les

caractéristiques géométriques et matérielles sont décrites dans la figure II.2a et la

solution de référence obtenue avec une méthode de continuation est représentée sur

la figure II.2b. Pour des raisons de symétrie, nous n'avons maillé qu'un huitième de

la structure. Nous avons utilisé 1608 éléments triangulaires DKT18 pour le maillage

de cette structure ce qui nous a conduit à un nombre total de degrés de liberté de

5190.

-37-



REDUITE11.2. MÉTHODES CLASSIQUES DE BASE

Gfumetrie:
L=200. mm
R = 100. mn
h =  l . m m
s = 80.mn
t =79.5mm !

Matériau:
E=711225 Mpa
V=0.3

Ftc. II.2 Cyli,nd,re: a) Coque cylindrique &aec deus ouaer-tures rectangu-
laires opposées sournise à I'action d'une pression ariale uniforme. b) Coirbe
charge/d,éplacement du point central M. Courbe d,e référence.

II.2.5 Résultats numériques et discussion

Nous allons tout d'abord nous intéresser à la longueur de pas obtenue en

fonction de l'ordre de troncature et de la méthode utilisée, à savoir: une représentation

polynômiale, rationnelle, ou alors une des deux techniques de base réduite. Comme

nous nous y attendions, ces deux techniques de base réduite introduites au paragraphe

I.1 et I.2 présentent exactement les mêmes résultats: elles ne diftrent que par leur

prograrnmation et leurs temps de calcul.

On se propose d'analyser ici, la longueur de pa"s à partir des courbes représentant

l'évolution de la qualité de la solution en fonction du déplacement. Elles représentent

le logarithme de la norme du résidu pa,ï rapport au déplacement u. Généralement, la

qualité de la solution est supposée correcte lorsque la norme du résidu est inférieure

à 10-3 et c'est ce que nous considèrerons dans notre discussion.

Dans le cas du toit (figure II.3), nous constatons que la qualité de la solution la

meilleure, sst obtenue avec la technique de sous espace, tandis que la plus mauvaise

est obtenue avec les séries (ce qui correspond à ce que nous attendions). Nous vérifions

aussi que l'ordre de troncature possède une grande influence sur la quatité de la solu-
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tion et que les séries à I'ordre 15 donnent de meilleurs résultats que les techniques de

base réduite à I'ordre 5. Comme I'a souligné Najah (cf. [57]), la meilleure stratégie de

calcul est obtenue en choisissant des ordres de troncature assez élevés. Si un critère

de residu inférieur à 10-3 est retenu, les longueurs de pa^s sont:

- ordre 5: w, : 4.2 (séries), wp : 5.5 (Padé) et wr: 6.5 (ba.se réduite),

-  o rd re  10 :  t r . r r :9 ,up  -  11  e t  u ) r :L2 ,

- ordre 
' l '5: wr: 11 , up : L4 et wt: 15.

Si I'utilisation des bases réduites ou des approximants de Padé permet d'accroître le

domaine de validité, cette amélioration apportée n'est pas considérable. Cependant,

la technique de base réduite deviendrait intéressante si une amélioration significative

était apportée aux temps de calculs.

La ba"se réduite utilisée ici est la base ui obtenue pa,r perturbation puis or-

thonormalisation. Des essais ont été réalisés avec I'utilisation de la base z; obtenue

par perturbation mais sans orthonormalisation. Cependant, la qualité de la solution

était inadéquate (residu supérieur à 10-3) et ce, même pour des petites valeurs du

déplacement: le domaine de validité de la solution approchée était pratiquement nul.

Nous pensons que ceci est dû à un mauvais conditionnement de la matrice l;i et

de la matrice tangente lf1 Oui apparait dans la solution du problème réduit (II.18).

Remarquons que même avec I'utilisation de la base orthonormalisée, la qualité de

la solution obtenue à l'aide des ba"ses réduites à I'ordre 15, pour des petites valeurs

du déplacement (résidu à peu près égal à 10-7), est moins bonne que celle obtenue

par les deux autres représentations asymptotiques (résidu à peu près égal à 10-12).

Ce resultat inattendu est probablement dû à des instabilités numériques provenant

également d' un mauvais conditionnement de la matrice ltii.

En ce qui concerne les résultats numériques correspondant au cylindre, les

mêmes conclusions peuvent être apportées. La plus grande longueur de pas est obtenue
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par la technique de base réduite alors que la plus petite longueur s'obtient avec les

séries. Cependant, la longueur de pa.s n'est pas le seul paramètre de calcul significatif

et il faut tenir compte du temps de calcul. Sur la figure II.4, nous avons reporté les

courbes chargement/déplacement des trois méthodes à I'ordre 5 pour les comparer à

la courbe chargement/déplacement obtenue avec les approximants de Padé à I'ordre

15. Une fois de plus, on constate que I'approximation rationnelle à I'ordre 15 donne de

meilleurs résultats que les bases réduites à I'ordre 5. On verra plus loin que la solution

obtenue par les approximants de Padé à I'ordre 15 ne coûte pas plus cher qu'une

solution obtenue par base réduite à l'ordre 5. De plus, en dépit de tous nos efforts,

nous n'avons pas été capables d'obtenir des résidus satisfaisants avec la technique de

base réduite, ce qui est probablement dû à des instabilités numériques.

o
E
o

-12

w
1 61 41 2

Frc. II.3 - Toit, (726 d.d.l.): représentati,on d,u rési,d,u pour les trois méthodes. Les
séri,es sont tronquées aus ord,res 5 et 15.
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-

Bæréduiæ(5) ----------' "/l
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-';.:7-"

Référcnæ

. : - . - . - "  " ' -  " " " " - "

Frc. II.4 - Cylindre, (5190 d.d.l.) : déplacement du point M pour les trois méthodes.
Les séries sont tronquées ù I'ordre 5.

Nous allons à présent comparer les temps de calcul nécessaires à I'obten-

tion de toutes ces approximations asymptotiques. Sur les tableaux II.1 et II.3, nous

avons reporté les temps de calcul requis pour la détermination des séries aux ordres

5,10,15 et' 20. Nous avons partagé le temps de calcul total en trois parties : la première

concerne le temps de calcul de la matrice tangente, ensuite le temps nécassaire pour

sa décomposition et enfin, le temps requis pour la détermination des seconds membres

4' 
"t 

de leurs vecteurs E associés. Rema^rquons que le dernier temps est le seul à

dépendre de l'ordre de troncature et notons qu'il est plus ou moins proportionnel à

cet ordre. La distribution de ces ternps de calcul est très différente pour ces deux tests.

Avec un nombre de d.d.l. petit, la décomposition de la matrice n'est pas très gour-

mande en temps, mais ce dernier devient très significatif dans le second test (5190

d.d.l.) et sera prééminent pour des problèmes de grande taille. Il est connu que le

temps de décomposition augmente comme le cube du nombre des inconnues.
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Les temps de calcul nécsssaires à I'obtention des vecteurs orthogonalisés uï

avec I'algorithme classique de Gram-Schmidt, ainsi que celui pour obtenir les frac-

tions rationnelles sont négligeables (moins de 1% pour les ordres b ou 10, 2To pour

I'ordre 15 et 2.570 pour l'ordre 20). C'est pourquoi les approximations polynômiale

et rationnelle nécessitent quasiment les mêmes temps de calcul. Etant donné que le

domaine de validité de l'approximation rationnelle est plus grand que celui de I'ap

proximation polynômiale et ce, pour des temps de calcul sensiblement similaires, nous

considèrerons dans ce qui suit comme méthode de référence, la méthode utilisant les

approximants de Padé.

Sur les tableaux II.2 et II.4, nous avons représenté les temps de calcul uti-

Iisés par les deux types de méthode de base réduite. Nous avons uniquement inclus les

temps requis pour la détermination des coefficients du système quadratique (II.18) et

celui du système cubique (IL11) en évitant d'y apporter celui utilisé pour la résolution

{g ry9ttary{9q1,_PlÉ{, ce dgryigt le!q!!_49 q!_qr! n'es_r p_as rù petit,_mais nous
I'avons négligé car il dépend de la stratégie de programmation et la nôtre pourrait

être améliorée.

Quel que soit I'algorithme de réduction utilisé, le temps de calcul nécessaire à I'ob-

tention du problème réduit demeure trop grand dès lors que la taille de la base choisie

est supérieure à 10. Ainsi, les techniques de base réduite présentées aux paragraphes

II.2.L et II.2.2 ne sont pratiquement plus utilisables pour un ordre supérieur à 7. De

plus, nous avons constaté que pour des temps de calculs sensiblement identiques, l,ap-

proximation rationnelle à I'ordre 15 présente un domaine de validité supérieur à celui

de la technique de base réduite à I'ordre 5. A partir de ces tableaux, il apparait clai-

rement que la méthode de base réduite quadratique est meilleure que la formulation

cubique. Néanmoins, cette amélioration reste insuffisante pour fournir une méthode

numérique efficace à des ordres de troncature élevés.

-42-



CHAPITR"E IL EÉude des teùniques de base r&uite

Ordre calcul de [Ktl décomposition de [KtJ calcul de Fnl Total (series
o 2.L 0.7 1.6 4.4
10 2. t 0.7 3.4 6.2
15 2.L 0.7 5 .1 7.9
20 2.L 0.7 7 9.8

TAe. II.1 - Toi,t (726 d.d.l.): temps de calcul pour Ia représentation polynômiale ar.rs
ordres 5,10,15 et 20.

TAe. II.2 - Toit (726 d.d.l.): temps de calcul pour les méthod,es classiques de base
réduite aux ord,res 5,10,15 et 20.

Ordre calcul de lKtl décomposition de [Kt] calcul de Fnl Total(series)
o L7 27 15 59
10 L7 27 30 74
15 t7 27 46 90
20 L7 27 63 707

Tae. II.3 - Cylindre (5190 d.d.l.): temps de calcul pour Ia représentation polynômiale
aur ord,res 5,10,15 et 20.

TAe. II.4 - Cyli,nd,re (5190 d,.d,.l.): temps de calcul pour les méthodes classiques ile
base réduite aufr ord,res 5,10,15 et 20.

1I.2.6 Conclusion

Nous avons vu clairement que la technique de base réduite n'est pa.s une

méthode numérique efficace comparée à une simple technique de perturbation, par-

Base réduite (quadratique Base réduite (cubique
Nb vecteurs Vecteurs de base système réduit Total système réduit Total

5 4.4 1 .9 6.3 3.4 7.8
10 6.2 r c .b 2L.7 64 70.2
15 7.9 65 72.9 177 184.9
20 9.8 183 192.8 559 568.8

tsa.se réduite (quadratique) Ba"se réduite (cubique)
Nb vecteurs Vecteurs de base système réduit TotaJ système réduit Total

b 59 15 74 27 86
10 74 t25 199 301 375
15 90 522 6t2 1415 1506
20 L07 t474 1581 4501 4608
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ticulièrement lorsque cette dernière est améliorée par I'introduction des approxi-

mants de Padé. Le point clé reste le calcul d'un nombre considérable de coefficients

nécessaires à l'obtention du système réduit, ce qui empêche d'appliquer cette tech-

nique pour un nombre de vecteurs assez grand. Nous recommandons de ne pas utiliser

plus de 5 ou 7 vecteurs pour des problèmes allant de 1000 à 10000 d.d.l.. Deux aurres

difficultés viennent s'ajouter concernant ces méthodes classiques de ba^se réduite:

d'une part il reste difficile de supprimer quelques instabilités numériques et d'autre

part, elles ne restent applicables que pour quelques cas d'équations simples comme

l'élasticité non linéaire ou les équations de Navier-Stokes. C'est pourquoi nous pro-

posons dans le paragraphe suivant un autre moyen d'appliquer la technique de base

réduite qui nous permettra d'éviter tous ces inconvénients.

ff.3 Nouvelle méthode de base réduite

En dépit des conclusions pessimistes du paragraphe précédent, nous propo-

sons ici une nouvelle variante de la technique de base réduite qui demeure efficace

pour des bases de dimensions élevées. La difficulté majeure réside dans le calcul des

coefficients du système réduit. Pour éviter cette difficulté nous suggérons d'appliquer

d'abord la technique de perturbation, qui transforme les problèmes non linéaires en

une suite récurrente de problèmes linéaires et ensuite, de résoudre chaque problème

linéaire grâce à la technique de base réduite. Ainsi, la technique de perturbation est

appliquée avant la réduction contrairement à ce qui était fait lors de I'utilisation des

techniques de ba.se réduite classiques.

II.3.1 Présentation de la méthode

Les premières étapes de cette nouvelle technique sont exactement les mêmes

que celles exposées lors de la présentation de la méthode a"symptotique numérique clas-

sique [19]. On se propose ici d'en faire un bref rappel: tout d'abord, nous développons

chaque variable sous forme de séries entières par rapport à un paramètre o, a!-
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tour d'une solution connue. Nous avons choisi comme para,mètre de développement:

" a : (u - !h, ur) * 0t - tto) ttr" . Ensuite, tous ces développements sont introduits dans

le problème à résoudre. Une identification par rapport aux puissances du paramètre

de développement conduit alors à une suite récurrente de problèmes linéaires. Ainsi,

dans le ca,s de l'élasticité non linéaire, on a pour un ordre i quelconque:

i - 1

(Dt'@,a;-)):  D:

In,(l(6a) + z{t(u,ôs)) ' 2, (t@) + zi!t(u,3qd)) + * :z!'t(at, du))dos

: p,;P"(6s,) - Â, (à 4 : 2fi (a+,,6u)+

U@a) + 2fi(an,ôq)))dQs

(rr.23)

où I'inconnue du problème est le vecteur ur. Afin de résoudre ces problèmes linéaires,

deux méthodes sont à notre disposition:

- La première méthode consiste à appliquer la méthode des éléments finis avant

la technique de base réduite.

- Dans la seconde méthode, la technique de réduction est appliquée avant la

méthode des éléments finis.

Ces deux méthodes devraient mener aux mêmes résultats car elles ne diftrent que par

le nombre d'opérations (produits, additions) à effectuer pour résoudre le problème.

méthode 1: Application de la méthode des éléments ffnis avant la tech-
nique de réduction

L'application de la méthode des éléments finis à l'équation (II.23) conduit à

l'équation suivante:

lKrl{",} - {sit}. (rr.24)

où [Kr] est la matrice de rigidité tangente.

Supposons à présent que nous ayons choisi une base ,E constituée de N vecteurs

en, I 1 n 1 N. Alors, chaque inconnue discrète ?/; est recherchée comme combinaison
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linéaire de ces vecteurs. En projetant ensuite ces équations sur la ba.se E, on obtient,

par exemple pour I'ordre i , le système suivant:

lc^nri: g'n* (rr.25)

avec [/c] - {e*}tlK{{""}

méthode 2: Application de la technique de base réduite avant la méthode
des éléments finis

Supposons que nous ayons choisi une ba"se .E constituée de N vecteurs en, L I

n 1 N. on a alors 1 pi : i, rju, et 6E : f dr'ourAinsi, en substituant ces équations
j = L - '  l = I  

r r

dans le problème (II.23), on a alors:

ki^*ri' : g*inl (rr.26)

khn: Ï""(e(q") +ztt(u,e, )), p, (!(q1 +zll(u,e*)) + &,ztt@,,,q,))da

II suffit ensuite d'appliquer la méthode des éléments finis. Cette méthode possMe

I'avantage par rapport à la première de ne pas calculer la matrice de rigidité tan-

gente. On calcule ainsi directement les termes de la matrice réduite. Ceci demande

beaucoup moins d'opérations car, rappelons le, la matrice de rigidité tangente est de

dimension (n.d'l) * (n.d.l). Cependant, des instabilités numériques ne nous ont pa"s

permis d'obtenir une qualité satisfaisante de la solution à I'aide de cette méthode 2.

C'est pourquoi, nous avons retenu la première méthode pour pour calculer la matrice

réduite (discrétisation avant réduction). En ce qui concerne les seconds membres, nous

avons retenu la deuxième méthode (réduction puis discrétisation) car nous n,avons

pas constaté d'instabilité numérique.

Afin d'améliorer le domaine de validité de ces polynômes, il est possible de les sub-

stituer par des approximants de Padé comme nous l'avons expliqué précédemment. Il

est clair que le nombre exact de coefficienls le*n à calculer est exactement N(N+1)/2,
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ce qui devient largement plus petit que celui qui était requis pour les méthodes clas-

siques décrites au paragraphe IL De cette manière, la technique de base réduite peut

être appliquée avec des bases d'assez grande dimension (quelques dizaines de vec-

teurs). Notons par ailleurs que cette technique présente l'avantage de pouvoir être

appliquée à tous les types de problèmes où il est possible d'appliquer une technique

de perturbation. Cet algorithme est résumé par le schéma (II.5).

Techn ique de perturbation
P

U(a)= E r'f1,,,
i i  \ r /

Méthode de discrétisation

(M.E.F.)

-Approximation par la méthode de base réduite e 
,j=N (i

",n=iË,'Ï'".;

Résolution

FIc. II.5 - Algorithme de Ia nouuelle techni,que de base réduite.

lème non-linéaire

P problèmes linéaires

récurrents et continus

P problème discrets

et récurrents

I'inconnue est : u(i)

problèmes récu
et réduits
I'inconnue est :
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1I.3.2 Résultats numériques et discussion

Nous traitons à nouveau les deux points du paragraphe précédent afin d,at-

tester Ia fiabilité de notre nouvelle technique numérique : - tout d'abord nous vérifierons

que la réduction des problèmes linéaires ne détériore pa^s trop la longueur de pas pour

un choix de base correcte; - ensuite, nous analyserons les temps de calcul. Rappelons

qu'une bonne base est celle qui conduit à une bonne longueur de pas pour un remps

de calcul modéré. Nous ne nous attarderons donc pas sur le choix de la ba^se qui ne

fait pas I'objet de notre étude. Pour les différents tests proposés, nous avons fait le

choix de la base suivante: deux pas M.A.N. sont réalisés à I'aide d'un calcul direct

des séries tronquées à I'ordre 15. Ainsi, lors de ces 2 pas préliminaires, nous calcu-

lons 2 *' 15 : 30 vecteurs qui, après avoir été orthonormalisés, constitueront notre

ba.se pour le troisième pa.s. Ici aussi, nous avons utilisé l'algorithme de Gram-Schmidt

pour réaliser cette orthonormalisation. Plusieurs tests ont été réalisés avec différentes

dispositions de ces 30 vecteurs. Nous n'avons néamoins pas constaté de changement

significatifl ll#es exernplesque no-us-pntposo-rrs, Pétutle-porte don-c zur le troisièùe

pa.s de calcul. Il a été réalisé à partir de la fin du domaine de validité des séries du

deuxième pas. Nous avons alors déterminé les courbes de réponse ainsi que les courbes

résidu de quatre manières différentes:

1. La première méthode utilise une décomposition complète de la matrice de rigi-

dité tangente pour calculer les vecteurs E. Cette décomposition se fait à I'aide

de I'algorithme de Crout et la représentation de la solution à I'aide des séries.

Les courbes seront référencées Crout*poly.

2. Dans la deuxième méthode, les vecteurs ?r, sont calculés à I'aide de la technique

de base réduite présentée au paragraphe (II.3.1). La représentation de la solution

utilisera les polynômes. Nous appelerons donc ces courbes: base réduite f poly.

3. Ici, les vecteurs z, sont déterminés à I'aide de I'algorithme de Crout qui décompose

complètement la matrice de rigidité tangente. La solution sera calculée avec les
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approximants de Padé. Nous référencerons donc ces courbes: Crout * Padé.

4. La dernière méthode concerne celle déterminant les vecteurs E à I'aide de la

technique de base réduite (paragraphe II.2.1). La solution est représentée à

I'aide des fractions rationnelles. Ces courbes seront référencées: base réduite *

Padé.

En fait, nous disposons de deux méthodes pour calculer les vecteurs g(r) : une

décomposition complète de la matrice rigidité tangente par l'algorithme de Crout,

ou alors, I'utilisation de la technique de base réduite. Nous avons également deux

méthodes pour déterminer la solution: I'utilisation d'une représentation polynômiale

ou bien une représentation rationnelle, ceci nous donne en fait quatre possibilités.

Les résultats concernant le toit sont représentés sur les figures (IL6) et (II.7)

pour des ordres de troncature 5, 10 et 15 et sur les figures (IL8) et (II.9) pour le

problème du cylindre pour des ordres de troncature de 5, 10 et 15. On voit clairement

qu, t" ,.rotrrtioo 
"ppr*fre. 

par la technique de base réduite n'a.ffecte que très peu

la qualité de la solution. I1 appa^rait même que dans un des cas de la représentation

rationnelle (figures (II.7)), la résolution à I'aide de la technique de ba^se réduite est

préférable à la résolution utilisant la méthode directe. Ce résultat paradoxal est pro

bablement dû à des instabilités numériques inhérentes au calcul des approximants de

Padé à des ordres élevés [57].

Dans le ca.s du cylindre et de I'approximation rationnelle, la solution ap-

prochée réduit légèrement la longueur de pas. En utilisant un résidu ma>rimum ad-

missible de 10-B on obtient une limite de validité à 5,1. pour la technique de base

réduite et de 5,4 avec une résolution par la méthode de Crout.

Nous avons également analysé les longueurs de pas obtenus avec les mêmes sous

espaces mais sans orthogonalisation. Nous avons constaté que dans les cas du toit et

du cylindre, la qualité de la solution obtenue est inacceptable. Les valeurs de résidu
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obtenues sont supérieures à 10-3 même au début du pas. Nous en concluons donc que

la technique de base réduite proposée fonctionne bien pour des ba.ses de grande taille,

mais une procédure d'orthonormalisation est nécessaire afin d'éviter les instabilités

numériques.

2 . 5

z

E  I . J

1

Premier pas Cmut+kdé et Base réduiæ+hdé 
,

Point de départ

i ' l
! l

i ' t
/ l

, ' l

i t
! l

- l
Çrout+Poly et Base éduiteipoly

o 5 1 o A r d 2 0 2 5 3 0

Ftc. II.6 - Toit (726 d.d.l.): courbe chargement/d,éplacement du point M.
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Frc. II.7 - Toi,t (726 d.d.t.) : Représentation du logarithn'ùe du résidu pour un ordre

de troncature égal à 15.

Crout+Poly et Base

,:.r

l.l

/ .t7

Crout+Padé et Base réduite+Padé

Crout+Poly et Base rédt
/

Référence

t,/

Point de départ

\

- 4
6
0)
H

ol
o

z o2 0

2 . 5

1

^

Frc. IL8 - Cylindre (5190 d.d.I.) : Courbe chargement/déplacement du point M.

t 0
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-2

- 4

- 6

- é

vl
o
H

ol
o

-l

Crout+Poly et Base

4 Crout+Padé

- 1 0
3 . 5 4 . 5  5  5 . s  6  6 . 5  7

VJ

Frc. II'9 - Cylindre (5190 d.d.l.) Représentation du logarithme d,u résidu pour un
ordre de troncature égal à li.

tlqqtgygll 
"ogs 

pogerir prÉælt lq, queqrjo4lglvq,nre: qqqltg esr la_raille

de la ba^se nécessaire pour obtenir une solution approchée satisfaisante. Une telle

analyse est représentée sur les figures (II.10), (il.11), (II.12) et (II.13) où le nombre

de vecteurs varie de 15 à 30 pour les représentations polynômiales et rationnelles

respectivement. Dans le cas de I'utilisation de 15 vecteurs, nous avons choisi ceux

obtenus au deuxième point de départ (référencé point A). Lorsque nous avons utilisé

20 vecteurs, les cinq premiers vecteurs obtenus pa^r perturbation à partir du point

initial 0 ont été ajoutés. Si on analyse la représentation polynômiale on constate que:

- A partir des courbes (IL10) et (II.12), au moins 25 vecteurs sont nécessaires

pour obtenir une longueur de pa^s assez grande.

- L'approximation n'est pas satisfaisante en dessous de 20 vecteurs...

Pour une analyse de la représentation rationnelle on constate que:

- Pour un résidu ma>rimum admissible de 10-3, les 30 vecteurs sont nécessaires

pour obtenir une longueur de pas acceptable (c-à-d: proche de la solution ob-
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tenue à l'aide des développements en séries) (courbes (II.11) et (II.13)).

- L'approximation n'est pas satisfaisante en dessous de 20 vecteurs.

Les conclusions sont les mêmes pour les deux exemples.

- . -' 
20 vect -.:.

z) vect
-"

ê
30 vect

1 5  1 6  1 , 1  1 8  1 9  2 0  2 7  2 2

Ftc. II.10 - Toit (726 d.d.I.) : Logari,thme du rési,d,u pour un ord,re de troncature égal
à 15 et d,iaers nombres de aecteurs de base. Technique d,e base réd,ui,te combi,née aua
polynômes.

U'
o
f{

ol
o

- B

- 1 0
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-2

- 4

- 6

- 8

û
0)
l]

o|l
o

15 vect

3 . 2 3 . 4

3 02 82 62 42 22 0a o

Ftc. II.11 - Toit (726 d.d.l.) : Logarithme du résid,u pour un ord,re d,e troncature égal
à 15 et d,iuers nombres d,e aecteurs de base. Technique ile base réd,uite combinée au,r
fracti o n s rati o nn el I es.

o
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Ftc. II.12 - Cylindre (5190 d.d.I.) : Logari,thme d,u résid,u pour un ord,re d,e troncature
éTal à 15 et diaers nombres de aecteurs d,e base. Technique de base réd,uite combi,née
aux polynômes.
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3O vect

5 . 53 . 5

Frc. IL13 - Cylindre (5190 d.d.I.) : Logari,thme d,u résid,u pour un ordre de troncature
égal à 15 et diuers nornbres de aecteurs de base. Technique de base réduite combinée
aw lractions rationnelles.

Pour une analyse plus efficace des temps de calcul, nous avons considéré trois

problèmes:

- Le problème du toit avec ses 726 d.d.I.

- Le problème du cylindre et ses 5L90 d.d.l.

- Le même cylindre mais sans tenir compte des symétries soit 39756 d.d.I..

Pour ce dernier test, nous avons donc maillé toute la structure avec 12856 éléments

triangulaires DKT18. Ceci nous a conduit à un nombre total de degrâs de liberté

de 39756. Nous noterons que dans le ca.s du cylindre entièrement maillé, nous avons

réalisé les tests sur un ordinateur Hewlet Packard C360. Il est environ 10 fois plus

rapide que les ordinateurs Hewlet Packard 7t6/60 qui ont été utilisés pour les autres

tests numériques. Pour la technique de base réduite, nous avons utilisé différentes

bases. La dimension de ces sous espaces varie entre 15 et 30 vecteurs. Dans tous les

cas, l'ordre de troncature utilisé pour obtenir la solution a été choisi égal à 15.
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Concernant les deux plus petits problèmes (Tableaux II.5 et II.6), les temps de calcul

correspondent à ceux trouvés pour le calcul de référence (ie: résolution des problèmes

linéaires pax une décomposition de Crout, ordre 15 et approximation rationnelle). Bien

évidemment, les temps de calcul croissent avec la dimension du sous espace, cepen-

dant, pas considérablement. Donc il est possible d'utiliser une ba"se de grande taille et

il est même recommandé d'en choisir une dont la dimension est supérieure à 20 vec-

teurs. Pour le problème du cylindre à 5190 d.d.l.,les temps de calcul de notre nouvelle

méthode sont approximativement de 11% plus faibles que ceux obtenus par la méthode

de référence (à savoir, résolution des problèmes linéaires pax une décomposition de

Crout et obtention de la solution par les approximants de Padé). Ceci représente un

gain appréciable car rappelons que ces deux méthodes nous donnent des longueurs

de pa^s sensiblement identiques.

L'intérêt de notre nouvelle méthode de base réduite devient évident lorsque I'on

traite I'exemple à plus grand nombre de d.d.l.: la technique de base réduite a permis

de diminuer le temps CPU total de 87,57o si on la compare à I'algorithme standard

Crout * Padé et ceci, toujours pour des longueurs de pa^s similaires. Dans ce ca.s, la

consommation en temps CPU de I'algorithme standard est principalement gouvernée

par la décomposition de la matrice de rigidité tangente. En fait, elle nécessite un

nombre d'opérations qui correspond au cube du nombre de d.d.l.. Puisque le temps

CPU pour générer la matrice réduite ne croît pas de la même manière, une réduction

des temps de calcul de 2075 à 170 n'est pa^s surprenante.

Tes. II.5 - Toit (726 d.d.I.): Temps d,e calcul pour Ia nouaelle technique de base
réduite uti'lisant une approrimation polynômiale tronquée à I'ord,re 15. On rappelle
que Ie calcul de 15 termes auec le solueur de Crout coûte T.gs.

Vecteurs de ba.se lKtl Fnl Matrice réduite Vec-ortho Total
15 2.L 4.7 0.6 0.2 7.6
20 2.L 4.7 0.8 0.3 7.9
25 2.L 4.7 I 0.4 8.3
30 2. t 4.8 1 .3 0.6 8.9
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Vecteurs de base lKtl Fnl Matrice réduite Vec-ortho Total
15 L7 37 10 1 65
20 t7 37 L4 2 70
25 L7 38 18 3 76
30 t7 38 2L 4 80

Tne. II.6 - Cylinre (5190 d.d.l.) : Temps de calcul pour Ia nouaelle technique de base
réduite utilisant une approrimation polynômiale tronquée à l'ordre 15. On rappelle
que le calcul de 15 termes aaec le solueur de Crout coûte 90s.

calcul de

lxtl
traitement
de [Kt]

Fnl vec-ortho Total

Décomposition
de Crout

32 2075 202 faible 2310

Base réduite (30
vecteurs)

32 170 72 9.5 284

Tas. II.7 - Cyli,ndre (39756 d.d.I.) : Temps de calcul d'un pas auec la M.A.N. clas-
sique (Crout, Padé) et aaecla nouuelletechnique debase réduite (base réduite, Padé).
Ordre 15

Une autre réduction des temps est observée concernant les seconds membres p(Nl),

et leur vecteur déplacement u; correspondant. On rappelle effectivement que nous

avons utilisé la deuxième méthode présenté au pa,ragraphe II.3.1 pour calculer les

vecteurs p(tvl). Nous calculons donc directement le vecteur réduit p(tvl).

Enfin, quel que soit le problème étudié, le processus d'orthogonatisation ainsi que

I'obtention des coefficients de Padé nécessitent un temps de calcul négligeable.

II.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, une nouvelle technique de ba.se réduite

pour résoudre des problèmes non linéaires. Nous avons également discuté son effica-

cité. Contrairement aux méthodes de base réduite cla^ssiques [62], nous appliquons

une technique de perturbation avant la réduction. Ainsi, nous évitons le calcul d'un

nombre considérable de coefficients qui permettent de définir le problème réduit.

Comparée aux méthodes a.symptotiques numériques classiques [22], notre méthode

ne diftre que dans le processus de résolution des problèmes linéaires. En effet, nous
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I'effectuons par une technique de ba^se réduite et non par une décomposition directe

de la matrice de rigidité tangente. Nous pouvons également améliorer le domaine de

vaJidité de la solution pour un coût de calcul négligeable par I'introduction d'approxi-

mants de Padé.

Dans les différents tests numériques présentés, nous avons clairement établi que

la méthode devient attrayante pour des problèmes de grande taille. Par exemple, les

temps de calcul d'un pas d'un problème comptant 39756 d.d.l. peuvent être divisés

pax 8.

Il a également été montré que cette technique fonctionne très bien même avec un

sous espace de grande dimension. Probablement, cette technique pourrait être utilisée

comme phase de prédiction dans un algorithme de prédiction-correction appliqué à

des problèmes de grande taille. En effet, avec ce type de procédé numérique, beaucoup

de vecteurs peuvent être calculés. Ceci pourrait contribuer à définir des sous-espaces

pour la technique de base réduite. Mais cette discussion dépasse notre cadre de travail.

Nous avons aussi revisité les méthodes de base réduite classiques utilisées pour

résoudre des problèmes non linéaires. Nous avons clairement recommandé de ne pas

Ies utiliser lorsque la dimension des sous-espaces est supérieure à 5. En effet, dans ce

cas, les temps de calcul croissent rapidement en fonction de l'ordre de troncature. De

plus, et contrairement à notre nouvelle méthode, elle présente d'autres inconvénients:

il apparait des instabilités numériques et le champ d'application est restreint à des

systèmes quadratiques ou cubiques.
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CUIpITRE III

La M.A.N. pour les grandes
transformations élastoplast iques

III.1 Introduction

Les processus industriels de mises en forme (emboutissage, laminage, filage,

formage,...) mettent en æuwe des déformations plastiques considérables. Pour les

métaux utilisés, la limite élastique est toujours très petite par rapport aux modules

élastiques de rigidité. Ceci entraîne des déformations élastiques faibles pa.r rapport

aux déformations plastiques ( L% à 2 To maximum ). Pendant des années, on s'est

satisfait des deux approches suivantes

- Ou bien les déformations plastiques sont également petites, ce qui était la si-

tuation habituelle en calcul des structures . Dans ce cas. on utilise la théorie

élastoplastique en petites déformations.

- Ou bien les déformations pla^stiques sont grandes, ce qui est une situation ha-

bituelle de mise en forme. On peut alors négliger les déformations élastiques et

utiliser une théorie rigide pla^stique.

En choisissant l'une ou l'autre de ces méthodes suivant le problème à étudier,

on impose plusieurs limitations. Notamment, dans le cas de la modélisation du com-

portement rigide pla.stique, les approches numériques utilisées sont en général basées

sur une régularisation viscopla^stique et incompatibles avec la prise en compte d'un

quelconque écrouissage. De plus, elle ne donne pas accès aux contraintes résiduelles
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et aux retours élastiques.

En FYance, dans les années 1980-1990, l'étude des "Grandes déformations"

a fait l'objet de travaux théoriques et expérimentaux très élaboras pax de nombreuses

équipes réunies au sein d'un GRECO "grandes déformations et endommagement" (

Groupement de REcherches COordonnées ) qui regroupait notamment l'Ecole Central

de Lyon [(F. Sidoroff, [65],[66],[67]) et (4. Dogui, [26])1, I,INSA de Lyon [ (M. Boivin)

et (M. Brunet et J. Bahuaud, [13]) ], I'Université de Technologie de Compiègne [(M.

El Moutassim, [31])(M. El Mouta.ssim et G. Touzot, [42]) et (J. M. Detraux, l24l)1,

I'ENSET (J. Lemaître, [44]),l'Ecole Polytechnique (C. Stolz, [21]), I'Université de

Metz (A. Molinari, [34]), entre autres.

Bien entendu, d'autres travaux sur les grandes déformations,élastoplastiques ont eu

lieu avant ce G.R.E.C.O., notamment J. Mandel, 1461,l4T), [48], Q.S Nguyen et H.D.

Bui H.D.,[58], P. LaÀeveze [40], M. Boivin [9]. De nos jours, de nombreux codes de

calcul industriels permettent de prendre en compte les grandes déformations plas-

tiques.

Nous présentons dans notre étude deux formulations du problème élastopla^stique

en grandes déformations :

- La première a été proposée par F. SIDOROFF [65] dans le début des années 80.

Elle est basée sur une décomposition additive du tenseur des taux de déformations.

Les déformations élastiques sont supposées petites et les déformations plastiques

grandes.

- La deuxième formulation quant à elle, a été proposée pa.r J.C. Simo en 1986 [68],

[69]. Elle est basé sur une décomposition multiplicative du gradient de la trans-

formation. Dans ce cas, les déformations élastiques ainsi que les déformations

plastiques peuvent être grandes. Ici, le seuil de plasticité est formulé à I'aide de

tenseurs de déformation lagrangiens.

Le but de ce travail est d'appliquer la M.A.N à ces deux formulations élastoplastiques.

Ce problème peut s'avérer ardu en raison de la présence simultanée de plusieurs types
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de non-linéarités:

- La première, d'origine géométrique, est induite par les $ands déplacements

(rotations).

- La deuxième, d'origine matérielle est étroitement liée au comportement du

matériau (élastoplasticité, viscoplasticité,...).

Cependant, la M.A.N s'est déjà montrée très efficace pour résoudre des problèmes

mettant en jeu ces deux types de non linéarité. On peut notamment citer pour exemple

les travaux de Juliette Brunelot [12] qui a appliqué cette méthode au comportement

viscoplastique en grandes déformations ainsi que les travaux de B. Braikat [10] ou bien

H. Zahrouni [75] qui l'ont appliquée au comportement élastoplastique. Ces derniers

ont utilisé une formulation basée sur la théorie des déformations, ce qui ne permet pa"s

de simuler correctement de grandes déformations plastiques et la décharge éla.stique.

Pour nos deux études, des procédures de régularisations seront proposées pour les

deux lois de comportement pour pouvoir appliquer une technique de perturbation.

On fera en sorte d'obtenir une formulation quadratique du problème, ce qui se fait

assez simplement en introduisant des variables supplémentaires.

Dans les paragraphes qui suivent, nous rappellerons d'abord les définitions préliminaires

de quelques tenseurs lagrangiens et eulériens permettant le choix adéquat des contraintes

et des déformations au cours d'une transformation finie. On s'attardera à formuler le

problème à résoudre: d'une part, par le choix de modèles de comportement et d'autre

part, par l'écriture d'un principe variationnel qui leur est associé.

III.2 Cinématique des transformations finies

III.2.1 Tenseur gradient de la transformation F

Pour notre étude, nous nous placerons dans le cadre de la mécanique des mi-

lieux continus et nous supposerons donc implicitement qu'il n'apparaît pas de défauts

durant I'application des chargements. Nous supposerons également que le matériau

est isotrope et qu'il le reste au cours du chargement.
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Considérons un corps déformable dans une configuration de référence Cs et dans

une configuration courante C à I'instant t et désignons pax X et s les vecteurs posi-

tions d'un point matériel respectivement dans Cs et C.

Nous définissons le vecteur déplacement z et le vecteur vitesse u par les relations

suivantes:

u:x-x

d,x du
u- 

dt :E

où # représente la dérivée particulaire pax rapport au temps à x

désignons pax 4la transformation finie de X à n:

F:?s:o(a+x) _r+o!:  aX ax ='ax

où 4 est:

- bijective

- continue pa,r rapport aux variables d'espace et de temps

(il.1)

(rrr.2)

constant. Nous

(rrr.3)

- différentiable

et f est le tenseur unité. Le tenseur E prend en compte à la fois la rotation locale

du solide et sa déformation. Nous pouvons alors en déduire les relations géométriques

suivantes:

- entre un élément de volume dC,s mesuré dans Cs et un élément de volume dO

mesuré à I'instant t dans C. on a:

dQ: JdQo (rrr.4)

- entre un élément de surface d,Ss, pris dans Cs et caractérisé par une normale

unitaire h, et un élément de surface d,S pris à l'instant t de normal unitaire zr,

on a la formule de NANSON:

hdSo - detE-r * 4t * kdst: J-r * It * LtdSt
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où I'indice supérieur t désigne le transposé d'un tenseur et J : det(F) le Jaco

bien.

On notera que le tenseur -F n'est pas symétrique .F + F'.

III.2.2 Tenseurs des déformations et des taux de déformation

Afin de définir la déformation du solide, c'est à dire ses changements de

formes, il faut éliminer le mouvement de corps solide qui n'entraîne aucune déformation.

Le tenseur gradient de la transformation F recèle des informations sur la déformation

du solide ainsi que sur sa rotation au voisinage d'une particule.

Pour ca,ractériser le changement de forme, il faut évaluer convenablement les va-

riations de longueurs et d'angles de manière à éliminer la rotation parasite de corps

solide contenue dans le tenseur .F.:

Tenseurs des dilatations

C : Ft.F, (rrr.6)

symétrique et défini positif est le tenseur des dilatations ou encore le tenseur de

Cauchy-Green droit. Il permet d'exprimer le produit scalaire de deux vecteurs trans-

portés dget 6n en fonction des vecteurs initiaux correspondants dX et dX. Sa connais-

sance permet de définir la forme locale de la configuration déformée du solide en

chaque point. Q est un tenseur lagrangien car il opère sur des vecteurs définis sur la

configuration initiale Cs.

Taux de déformation et de rotation

En dérivant (III.3) par rapport au temps, on peut montrer que le gradient

de la vitesse u pax rapport à g satisfait la relation:

L- y: F.r-,
d t  : : (rrr.7)

-63-



III.2. CINÉMATIQUE DES TRANSFORMATIONS FINIES

Le tenseur vitesse de déformation 2 et le tenseur vitesse de rotation l,tr/ sont définis

en tant que les parties symétrique et antisymétrique de l, c'est à dire:

1

D: ,(!+ t)

1

w:;(!-t)

III.2.3 Tenseurs des contraintes

(rrr.8)

(rrr.e)

Afin de conclure avec la cinématique des grandes transformations, nous présentons

maintenant le tenseur des contraintes. Le tenseur des contraintes le plus naturel est

le tenseur des contraintes de Cauchy (ou d'Euler) o, défini dans la configuration

courante déformée. Il caractérise l' effort de cohésion s'exerçant entre deux particules

du milieu continu à I'instant considéré. Le tenseur des contraintes de Cauchy o définit

l'effort df exercé sur l'élément de surface dS de normale n dans la configuration C:

dl : o.ndS (il.10)

Le tenseur q, défini sur la configuration C, est eulérien et symétrique. Un tenseur

plus fréquemment employé dans la formulation variationnelle en grandes déformations

est le tenseur de Kirchhoff r car il est symétrique et conduit dans la discrétisation

spatiale en éléments finis à une formulation matricielle symétrique. Les tenseurs des

contraintes de Cauchy o et de Kirchhoff r sont liés par la relation suivante:

(ril.11)

En transportant l'élément de surface n5d,$ dans la configuration de référence, on

obtient le tenseur de Piola-Kirchhoff de première espèce T encore appelé tenseur de

Boussinesq.

df,:  T.ryndSs

Ce tenseur n'est ni lagrangien ni eulérien.

r :  Jq
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CHAPITRE III. La M.A.N. pour les grandes transformations élætoplastiquæ

En transportant le vecteur contrainte dans la configuration de référence Co, on

fait apparaître le tenseur de Piola-Kirchhoff de second espèce ^9:

dL: S.UdSo (III.13)

Il est lagrangien, symétrique et invariant dans une rotation de corps rigide.

Tous ces tenseurs de contraintes sont reliés par les relations:

(rrr.14)

I I I .3 Application de la M.A.N. all modèle

élastoplastique de F. SIDOROFF

Nous entrons maintenant dans le coeur du sujet, qui est d'établir des al-

gorithmes asymptotiques numériques pour des matériaux élastoplastiques en trans-

formations finies. Il y a de nombreuses applications, mais nous sommes principale-

ment motivés par la simulation numérique de procédés de fabrication par déformation

plastique comme I'emboutissage, le laminage, I'usinage, etc. La rnodélisation de ces

procédés implique aussi la prise en compte du contact unilatéral, du frottement et des

transformations finies. Rappelons que divers travaux ont permis d'établir une certaine

efficacité de la M.A.N. pour des modèles implicant le contact unilatéral [29], le frot-

tement [12], les grandes rotations élastiques [75], les grandes déformations éla"stiques

[35] et les grandes déformations viscoplastiques [f2]. D'après ces travaux, ce n'est pas

la prise en compte des transformations finies qui est une diffi.culté pour appliquer

la M.A.N., bien au contraire, les résultats les plus spectaculaires ont été obtenus en

flambage éla^stique, en éla^sticité non linéaire avec de très grandes rotations.

De même, il a été montré que la M.A.N. reste performante avec des lois "forte-

ments non linéaires" comme le contact unilatéral ou des lois de comportement impli-

cant des lois en puissance fractionnaire y - s'. Dans ce cas la difficulté est d'établir

un algorithme a.ssez simple et efficace pour construire les vecteurs seconds membres

r :  Jq :T .F t :  F .S .F t
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successifs tr*'. R"ppelons qu'on déduit les vitesses ou les déplacements par une in-

version de matrice lKrl-t {Fi'}, où la matrice [I(t] est la matrice tangente habituelle :

ceci a été brièvement decrit au chapitre I.

Lorsque le problème est fortement non linéaire, deux techniques sont utilisées pour

établir un algorithme asymptotique numérique. Tout d'abord, on modifie légèrement

le problème à résoudre de manière à obtenir des courbes de réponses développables

en séries entières: c'est la technique de régularisation qui est parfois difficile à gérer

lorsqu'il y a plusieurs non linéarités couplées, mais qui a déjà permis de construire des

algorithmes efficaces pour des problèmes académiques de simulation de l'emboutissage

[I2], l2l. Pour résoudre notre problème, nous avons à gérer d'une part la transition

du domaine élastique vers le domaine élastoplastique qui est seulement fonction de

l'état de contrainte, d'autre part, la décharge élastique qui est aussi fonction des

dérivées temporelles des contraintes. Dans cette première étude de l'élastoplasticité,

nous avons choisi de négliger la décharge élastique au cours d'un pas de calcul. Cela

permet de définir à chaque pa^s une loi de comportement de type déformation et donc

de construire un algorithme comparable à celui utilisé avec succès dans dos travaux

précédents [76].

Un second artifice est important pour obtenir des algorithmes efficaces avec des

modèles complexes. L'idée est d'ajouter ou de conserver des variables lors de la pha^se

de développements asymptotiques. Pa^r exemple, lorsque la loi est exprimée en termes

de tenseurs -F ou F-l pour assurer le pa^ssage entre les configurations d'euler et de

Lagrange (voir chapitre I).

Nous avons choisi ici, un modèle de comportement proposé au début des années

1980, qui est suffisant dans la plupart des applications visées et qui est a.ssez proche

de ceux pris en compte dans beaucoup de codes de calcul industriels.
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III.3.1- Equations d'équilibre

Considérons un solide élastoplastique occupant, dans la configuration C, un

domaine f) ayant pour frontière ôf) - â0, U AQF. Ce solide est soumis à des efforts

extérieurs surfaciques donnés p.F sur la partie âOr et à des vitesses imposées nulles

sur la partie â0o.

Si on néglige les forces de volumes ainsi que les forces d'inertie,les équations d'équilibre

et les conditions aux limites s'écrivent alors:

( diub\ :0 sur f)
{ ,:'6" sur âo,
Ig" ]pF surâ f )p

1
6D: Lrtdt+ dtl avec 6!: W

(rrr.15)

n, représente le vecteur unitaire de la normale extérieure à ôOr.

III.3.2 Principe des puissances virtuelles

Nous venons de présenter au paragraphe (III.3.1) les équations d'équilibre

et les conditions aux limites qui doivent être satisfaites à chaque instant. Il est bien

connu ([77],[25]) que le problème aux limites (III.15) est satisfait si et seulement si le

principe des puissances virtuelles :

rr
Jnl, 

62da: 
Jur,p,F.6ydS 

(Ir.16)

est satisfait pour tout champ de vitesses virtuelles ôu cinématiquement admissible

(c.A.).

On appelle champ de vitesses virtuelles C.A. un champ vectoriel continûment différentiable,

qui satisfait les conditions aux limites homogènes,

du :0 , ô0, (rrr.17)

On rappelle ici que:

(rrr.18)

Afin d'obtenir une formulation va^riationnelle complète, il est nécessaire d'y associer

les relations de comportement et les relations géométriques et cinématiques.
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La description cinématique des grandes déformations constitue un obstacle géométrique

important. Les configurations successives occupées par le solide étant distinctes, il est

essentiel de toujours préciser dans quelle configuration les calculs sont effectués. En

grandes déformations, la configuration courante est une inconnue du problème, on

préfèrera alors écrire le problème dans une configuration fixée. La formulation est

alors appelée : formulation lagrangienne.

Formulation lagrangienne totale

Nous réécrivons le principe des puissances virtuelles (III.16) dans une confi-

guration de référence initiale Cs. Nous rappelons ici l'écriture des différentes quantités

dans la configuration initiale:

T:  Jg,  Q:  Jd 'Qo et EodSo - Fd,S (rrr.1e)

On peut faire apparaître les variables lagrangiennes X dans le tenseur gradient de la

vitesse [, on a:

, _ 0p- _ 0p_ 0X . c, 06g_ 06a ôX
L: ao: ax':ag - ô!: aa: E@

En appelant L-: Paef en constatant que Eur:I-1 On a:

(rrr.20)

! :  U-' et 6!: 6L-F-t (rrr.21)

Pour simplifier l'écriture, on introduira I'inverse du gradient de la transformation

4-l - 
"f. On a finalement:

(rrr.22)

Le principe des puissances virtuelles s'écrit alors dans la configuration lagrangienne

mais avec le tenseur de Kirchhoff:

Ï", jt: @L.f,)Jd(lo: F In,o[,,.6udSo Vdo cinématiquement admissible

(rrr.23)
La symétrie du tenseur de Kirchchoff nous permet de réécrire (III.23) :

l"r@.t) : 6!d,Qs: p Ïn,oFn.6ydSs Vôu cinématiquement admissible (III.24)

L_: L.L et 6!:6L'f_
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Formulation lagrangienne actualisée

Dans le cas d'une formulation lagrangienne actualisée, la forme du principe

des puissances virtuelles est la même que dans le cas d'une formulation lagrangienne

totale. Cependant, au lieu de prendre la configuration initiale non-déformée comme

configuration de référence, nous prenons la configuration actuelle à I'instant t début

de I'incrément.

Toutes les variables physiques sont référencées dans cette configuration où r et X

coincident à l'instant t.

L'application du schéma lagrangien actualisé consiste essentiellement dans I'applica-

tion répétée de deux étapes:

1) Pour un intervalle de temps (t,t + At), la configuration à I'instant t

est prise pour configuration de référence. On écrit alors le principe des puissances

virtuelles dans cette configuration de départ.

2) Après avoir calculé les valeurs de toutes les variables au moment t + /rt,

on obtient la configuration d'arrivée à ce moment par actualisation des coordonnées

spatiales. Cette configuration est ensuite prise comme configuration de départ pour

un nouvel incrément de temps, et le calcul se poursuit de la même manière.

III.3.3 Loi de comportement

De manière générale, la loi de comportement caractérise la relation entre les

contraintes et les déformations. Cependant en élastoplasticité "grandes déformations",

la loi de comportement relie, en général, les vitesses de contraintes aux vitesses de

déformations. Or, la formulation d'une loi de comportement, par nature intrinsèque,

doit être établie en respectant les principes fondarnentaux de la Mécanique et de la

Thermodynamique. Elle doit notamment vérifier le "Principe d'Indifférence Matérielle"

encore appelé "Principe d'Objectivité" [66]. Ceci est une propriété essentielle en trans-

formations finies car le solide change continuellement de configuration. Par rapport

aux "petites déformations" le respect du "Principe d'Objectivité" constitue une dif-
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ficulté tout à fait essentielle, or la plupart des lois de comportements élastoplastiques

"grandes déformations" sont tirées des lois de comportements "petites déformations".

Pour cette première étude, nous utiliserons la formulation élastoplastique telle

qu'elle a été présentée pax F. Sidoroff dans [66], [26]. C'est une généralisation de la

loi de Prandtl et Reuss valable dans le cas des grandes déformations et satisfaisant

le critère d'objectivité. Nous faisons l'hypothèse que les déformations éla^stiques sont

toujours petites et les déformations plastiques peuvent être grandes. C'est d'ailleurs

souvent le cas en mise en forme où les déformations élastiques sont au plus de I'ordre

de 2% et les déformations plastiquss varient entre 10% et 100%. Cette hypothèse,

associée à I'hypothèse d'isotropie nous permet de confondre la configuration relachée

et la configuration actuelle. On démontre alors que le taux de déformations 2 se

décompose additivement en un taux de déformations élastiques D" et un taux de

déformations plastiques .Df :

D:U+ry

Taux de déformations élastiques

(rrr.25)

Le taux de déformations éla^stiques

Hooke comme suit:

simplement défini par la loi de

(rrr.26)

où 4 est un tenseur de souplesse élastique du quatrième ordre qui est symétrique.

L'indice supérieur "I du tenseur de Kirchhoff z indique la dérivee objective de Jau-

marln qui a été choisie afin de satisfaire le principe d'indifférence matérielle présenté

ci-dessus. La dérivée de Jaumann du tenseur de Kirchhoff est définie comme suit:

(rrr.27)

où c représente la dérivée par rapport au temps du tenseur r. On rappelle que

représente le tenseur des taux de rotations.

2" est

r ] l e - n r f . - J
u - t v t . t: : =

r r : i * tW -W. r

w-
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Taux de déformations plastiques

Afin de définir complètement le comportement plastique de notre matériau,

il faut définir au préalable la surface de plasticité, le critère de charge/décharge, la

loi d'écoulement plastique et la loi d'évolution de la surface de plasticité, c'est à dire

la loi d'écrouissage [44].

Surface de plasticité

Nous supposons une surface de plasticité de type von Mises avec écrouissage

isotrope. Elle est décrite par l'équation suivante:

l î ! , ,A) =rf ,  -  A:0, (rrr.28)

où A est la contrainte d'écoulement en traction simple et définit la loi d'écrouissage,

rf, représente la contrainte équivalente. Nous adoptons dans notre travail la loi de

Swift qui définit un écrouissage isotrope. Pour cet écrouissage, la valeur de la limite

élastique A ne dépend que d'un seul paramètre interne d'écrouissage. Cet écrouissage

a pour effet de faire gonfler uniformément le domaine élastique. Ce paramètre peut

être identifié à la déformation plastique cumulée.

A:  lc (a  +e) , (rrr.2e)

où É définit la déformation plastique équivalente (ou cumulée) et k, a et, n sont des

pa^ramètres dépendants du matériau.

La contrainte équivalente rf, est définie par:

_ d _' II 
_ (rrr.3o)

où go représente la partie déviatorique du tenseur des contraintes de Kirchhoff l.

Loi d'écoulement plastique

Lorsque le critère est atteint, le matériau se déforme plastiquement sous

I'action du chargement qui lui est imposé. La relation que I'on établit entre le taux de
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déformations plastiques ry et l'état de contrainte I s'appelle la loi d'écoulement. Elle

utilise le concept de potentiel plastique. Dans le cas d'une loi associée, le potentiel

plastique et la surface de pla,sticité coincident et on a:

Nous voyons alors que la direction du taux de déformations plastiques est définie à

I'aide de la fonction f. i est un scalaire positif de proportionnalité qui dépend de l'état

de contrainte et de I'histoire de chargement. Avec la définition (III.2S) de la surface

de plasticité nous obtenons:

ry: ̂ Y
OT=

Dr:*It
2  ' I I

On vérifie facilement que la loi est bien incompressible puisque:

trace(Pe) : 
Tà*"ce(xd) 

: s

(rrr.31)

(rrr.32)

(rrr.33)

Remarquons que le temps peut ici être remplacé par un pseudo temps. En effet, la

relation (III.32) étant homogène de degré I en temps, un changement de l'échelle des

temps n'a aucun effet sur elle. Le temps ne représente qu'un pararnètre permettant

de caractériser la déformation et non pa^s le temps physique.

Critère de charge-décharge

Le comportement pla^stique pour un matériau écrouissable apparait lorsque

l'état de contrainte sur la limite de la surface de plasticité tente de se déplacer

en dehors de cette zone (limite). Dans ce cas la condition de chargement pour la

déformation plastique est définie par:

f î!r,A) :0, iî!,,4) : o er i > o (rrr.34)

Le passage d'un état pla,stique à un état élastique, encore appelé décha^rge élastique,

se traduit par:

l î ! , ,4) :0,  i î ! , ,4)<o er i -o
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La relation discontinue obtenue qui est due à la présence d'un domaine élastique et

à la loi d'écoulement, peut être simplement réécrite:

i > o, i(rlr,A) < o, \i(,!,,4): o (rrr.36)

III.3.4 Bilan des équations

Nous pouvons à présent faire un bilan des équations ainsi que des inconnues du

problème. Ainsi les différentes équations sont les suivantes:

I rt rl : 6L-d,es: p [ fo.6yd,ss,
. /oo 

- :  JoFo

D:U+ry,

De -  
4 t l t '

Lr : t-+ L.IIL- W-.g,

1

D:-^(tr+Lt),
z -

1

W : -;(L- 
t),

z -

L:

F_

L_.L,

ôs
ax'

_ I ,

! :  Q ,

- ôa, -Y-- -ax'

LL_
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t :

TG!,,A) =rh - A,

A: k(a +e) ,

_ d _
' II 

_

i  > o, j("1,, /)  < o, t i (r ! , ,A):o

L'ensemble des variables intervenant dans la formulation est donc:

Y:  {p ,  , , D", !, L, L, r, u, À, r!r, A\

Sous cette forme, nous avons 17 inconnues; 5 inconnues scalaires, 3 inconnuss vecto-

rielles, 5 tenseurs symétriques et 4 tenseurs non symétriques. En 3D cela conduirait

à 80 variables scalaires. En contrepartie, nous avons 16 équations scalaires vecto-

rielles ou tensiorelles, ce qui correspond à 70 équations scalaires. Il restera à préciser

l'évolution du paramètre de chargement p en fonction du paramètre de Chemin. Pour

une question de simplicité, nous n'avons pas éliminé de variable à ce niveau. On peut

toutefois signaler que nous ne garderons pa.s 79 inconnues à chaque ordre et à chaque

point de Gauss, ce qui demanderait une capacité considérable de mémoire pour des

structures de grandes compléxités. Ainsi toutes les variables qui correspondent à

des équations linéaires peuvent être éliminées sans difficulté. Après application du

dévelopement asymptotique, toutes les équations restantes seront linéarisées, ce qui

permettra une condensation en chaque point de Gauss de toutes les variables, qui

seront réexprimées en fonction de la vitesse aux noeuds du maillage.

III.3.5 Application de la M.A.N.

Nous montrons dans ce paragraphe, I'application de la Méthode Asympto

tique Numérique sur le problème élastoplastique en transformations finies. Celui-ci

3À-o
, - r f rL '

f,, D, r, F,C, W,
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présente à la fois des non-linéarites géométriques (grands déplacements et grandes ro-

tations) et des non linéa^rités matérielles (comportement élastoplastique). Nous avons

présenté au chapitre I I'efficacité de la méthode en présence de ces deux types de non-

linéarités, notamment lors de l'étude d'un solide élastoplastique utilisant la théorie

des déformations totales [75] et d'un solide viscoplastique [12]. La première étape

de la méthode consiste à appliquer une technique de perturbation. Celle-ci consiste

à développer les inconnues du problème sous forme de série entière par rapport à

un pa,ramètre o autour d'une solution connue. Nous commencons par développer

les inconnues de l'équation (III.24) de la formulation variationnelle puis nous nous

occuperons de la loi de comportement. Celle-ci présente des singularités lors du pa.s-

sage de l'état élastique à l'état éla^stopla.stique ou inversement. Une procédure de

régularisation est alors nécessaire pour l'application de la technique de perturbation'

Elle sera donc développée de la même manière sous forme de série entière. L'intro-

duction de la loi de comportement dans les équations d'équilibre et I'identification

par rapport au paramètre a nous permet de transformer le problème non linéaire en

une suite récurrente de problèmes linéaires. La seconde étape consiste à appliquer

une technique de discrétisation. Nous avons choisi de discrétiser notre solide pa^r la

méthode des éléments finis.

Technique de perturbation

Equations d'équilibre

Nous développons les inconnues g, 4 
et pl sous forme de séries entières autour

d'une solution initiate (q, 
L 

et p0) par rapport à un paramètre o de la manière

suivante:

!çt

{,,
p(i) )tl) :{# }.Ë''{
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L'introduction des développements (III.37) dans 1'équation (IIL23) et I'identification

par rapport aux puissances du paramètre a nous permet d'obtenir à chaque ordre:

ordre o'/n,(q.4) :6ldtts - po ïn,oEa.6yd,Ss

Ordre 1 ' .Ino @r.4+ h.{? : 6LdQo - p, In,o Ea.6yd,Ss

: (III.38)
ordre i ' /n.(q.4 + h.1) : 6ldes - p,ln,oFn.6yd,So+ < 4r,6a>

< g'du >: - J;, 
'f-+.1-,0n,

Ff,f est un vecteur ne dépendant que des inconnues du problème aux ordres

inférieurs à I'ordre i.

Remarque

H. Zahrouni.a-rnontré dans ses travaux [75] qu'une formulation quadratique

des problèmes étudiés est essentielle pour une bonne mise en oeuvre de la méthode.

Il présente également une étude originale qui lui a permis de montrer les avantages

d'une formulation quadratique par rapport à une formulation cubique, notamment

en terme de coût de calcul. En effet, lors d'une formulation quadratique, la technique

de perturbation fait intervenir une simple sommation tandis qu'une double somma-

tion apparaît lors d'une formulation cubique. Il est évident qu'une simple sommation

entraÎne un certain gain de calcul comparativement à une double sommation. Ce-

pendant, une formulation quadratique du problème nécessite le stockage de variables

supplémentaires, ce qui peut être coûteux en espace mémoire. Nous nous arïangerons

donc dans le cadre de notre étude pour obtenir une formulation quadratique. pour

plus de détails concernant les développements de relations quadratiques, se référer à

I'annexe B.
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Loi de comportement

Régularisation et approximation

Comme nous I'avons déjà dit, I'application de la M.A.N. nécessite des dérivées

successives de chaque relation. Cependant, la loi élastoplastique présente des dis-

continuités lorsque le matériau passe d'un état élastique à un état élastoplastique.

Les dérivées ne sont pa"s continues lors de la transition. Ainsi, il est nécessaire de

régulariser cette loi afin d'obtenir des développements asymptotiques. Il convient

donc de régulariser l'équation (IIL32) de la même manière que dans [63] et [12], par

exemple en redéfinissant rf, comme suit:

n d _. I I  _ (rrr.3e)

où ?a est un petit paramètre et Ap est une valeur de référence qui a la dimension

d'une contrainte. Des travaux antérieurs ont montré que le paramètre de régulation

4a peut être choisi en conservant une efficacité numérique suffisante sans changement

significatif de la loi constitutive.

Nous avons également une autre difficulté, due elle, à la présence d'équations différentielles

et à I'exigence de rechercher des courbes réponses indépendantes du temps. Dans

des travaux précédants qui abordaient l'étude des corps rigides viscoplastiques,(voir

chap.I ou pour plus de détails voir [12]), des développements par rapport au temps ont

été considérés. Ici nous proposons d'utiliser des développements par rapport à un pa-

rarnètre arbitraire et nous choisissons le paramètre de longueur d'arc a. Il s'est montré

très efficace dans de nombreux problèmes physiques. Bien évidemment, ce choix ne

peut être possible que lors de l'étude de matériaux élastoplastiques indépendants du

temps.

Enfin, un traitement spécifique est nécessaire pour l'équation (III.36). Nous proposons

tout d'abord d'intégrer et d'approximer cette équation de la manière suivante:

2*,xo*rf*A'nz -

) ) o, rî!) so

77-

soit À.f (r!,) - s (rrr.40)



III.3. APPLICATION DE LA M.A.N. AU MODÈLE
ÉlRsropLASTreuE DE F. srDoRoFF

Ceci nous impose de négliger une possible décharge élastique durant le pas de calcul,

cependant une plastification durant le pa.s est prise en compte. Nous régularisons

ensuite cette dernière équation de la même manière que précédemment:

^.1î!,) : rTntt (rrr.41)

où f;næ est la valeur initiale de / au début du procéd é, et q est un petit paramètre

de régularisation.

Remarque:

L'idee de cette approximation et de cette régularisation est de remplacer le modèle

plastique par une sorte de théorie de déformations totales qui ne serait valide que

dans le pas courant. Ceci nous permet alors d'utiliser le même type d'algorithme que

H. Zahrouni [75]. Malheureusement, cette approximation n'autorise pas de décha^rge

élastique durant le pas. Il aurait été possible d'introduire une régularisation de la

relation (IIL36) entre les quantités i et f (rfr,.A), mais le modèle régularisé corres-

pondant n'aurait pas été indépendant du temps. Nous verrons plus en détail ce ca.s de

figure dans le paragraphe srrilrant lorsque nous étudierons le modèle élastoplastique

de Simo.

Développements asymptotiques des riariables

Nous appliquons une fois de plus la même procédure, nous développons

chaque inconnue sous forme de séries entières et nous les susbstituons dans les équations.

Une identification par rapport aux puissances du paramètre o nous permet d'obtenir

la loi de comportement aux ordres 0 et i:

(rrr.42)

où M: est la matrice standard de souplesse élastoplastique 
"I 4"'est un vecteur ne

dépendant que des variables aux ordres précédents.

1 
ordre 0:Q - M: ,1

I Ordre i:$ : M* , Cu + 4"'
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Plus de détails sur I'obtention de ces relations sont fournis dans les annexes C.1

et c.2.

Problème perturbé

Les équations (III.24) et (III.a2) qui représentent respectivement l'équilibre

et le comportement à chaque ordre formulent notre problème élastoplastique. Ainsi,

en tenant compte de la définition de la dérivée de Jaumann, I'introduction de (III.42)

dans (III.24) nous permet d'obtenir par exemple à I'ordre i:

tt,itnlsd,So + (Fl 1., 6ù (rrr.43)

où 4 est l'opérateur classique de rigidité tangente tel qu'il est défini dans [65] et

126], 9". est un vecteur qui contient le vecteu, Flo" et des termes provenant de la

loi de comportement. Ce second membre dépend uniquement des variables provenant

d'ordres précédant I'ordre i. On trouvera une définition du vecteur 4jvt dans I'annexe

c.3.

Méthode des éléments finis

Pour la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis, nous effectuons une

discrétisation spatiale. Le domaine sur lequel est recherchée la solution est discrétisé

spatialement de manière approchée par un maillage d'éléments finis, ca.ractérisés par

la position des noeuds. Ce maillage réalise une partition du domaine.

En grandes déformations, le maillage peut être fortement distordu, l'élément fini

utilisé doit être apte à subir de grands changements de forme sans que les résultats

(contraintes, déformations) en soient altérés [52]'

Dans le domaine éla^stopla^stique, nous devons donc tenir compte de deux phénomènes

importants, à savoir, I'incompressibilité de la matière et le blocage ou verrouillage

numérique.

Pour une étude en contraintes planes de notre problème, l'élément isopa,ramétrique

à 8 noeuds "serendip" avec une intégration réduite (2 * 2) points de gauss (sous

Iw, L. . \ :6Ld,eo: r,  I
J 

'= :t'-L' : - 
Jso
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intégration) donne toute satisfaction, il est souvent cité dans la littérature 1771.

L'approximation nodale pour la vitesse q d'un point M de l'élément s'écrit:

q: [N]q,v (IIL44)

où [N] est une matrice contenant les fonctions d'interpolation et tlv est le vecteur

vitesse nodal de l'élément.

L'accroissement virtuel des vitesses est donné sur chaque élément par la même inter-

polation:

5s - [N]ôup (rrr.45)

On en déduit avec la formule:

f r - (rrr.46)

que

L: lBlvw (rrr.47)

Les composantes de la matrice [B] sont fonctions des dérivées partielles des fonctions

d'interpolation.

En introduisant les interpolations dans le problème à résoudre (III.a3) et en effectuant

I'opération d'assemblage des matricss et des vecteurs, nous obtenons le système sui-

vant:

[Kr]{v*r-'}n: {4"} + {4fl'-}, (rrr.48)

où {trivl-t}, représente le vecteur assemblé des inconnues nodales. [K1] représente la

matrice de rigidité tangente a.ssemblée, elle ne dépend que des variables à I'ordre 0 et

est définie par:

ôy
ax

(rrr.4e)

Les intégrales sont calculées par la méthode de Gauss. Les vecteurs {Ic"} "t {4lur-}

sont également globaux et représentent respectivement les efforts extérieurs et un

vecteur ne dépendant que des inconnues aux ordres précédents.

[K,] : 
E |,r"rt 

[H]lBlda1.
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Détermination de la solution

A chaque ordre i, le vecteur vitesse {r"r-t}, est solution du problème linéaire

(III.48), où le second membre ne dépend que des inconnues calculées aux ordres

précédents. Le problème non linéaire a donc été transformé en une suite récurrente

de problèmes linéaires. Ainsi, nous ne résolvons plus un problème non linéaire mais,

plusieurs problèmes linéaires. Cette linéarité permet une résolution très facile. Une

propriété essentielle de la technique de perturbation est I'unicité de l'opérateur tan-

gent quelque soit l'ordre considéré. Cette propriété permet de le construire et de le

trianguler une seule fois, ce qui est évidemment avantageux en terme de temps de

calcul. Cependant à chaque ordre, les seconds membres sont différents et doivent être

calculés à partir des inconnues déterminées aux ordres précédents'

III.3.6 Résultats numériques et discussion

Nous présentons dans ce paragraphe quelques simulations numériques de

problèmes simples. Avant de montrer les résultats obtenus pour le comportement

éla"stoplastique, nous allons tenter de montrer que notre loi de comportement permet

une bonne prise en compte des grandes rotations. Pour ce faire, nous présentons

l'étude d'une plaque élastique en flexion pour le cas des contraintes planes. Elle sera

discrétisée à I'aide de deux éléments quadratiques à huit noeuds et soumise à une

cha.rge verticale. Les caractéristiques mécaniques et les dimensions de la plaque sont

représentees sur la figure (III.6).
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700 N

M
700 N

Ftc. III.1 - Plaque d,e longueur L:10mm, de largeur l:Imm et d'épaisseur e:lmm
encastrée et soumise à de Ia flerion.

Nous allons d'abord étudier cette plaque à l'aide de deux modèles élastiques:

- Pour le premier modèle, la loi de comportement relie la dérivée de Jaumann

du tenseur des contraintes de Kirchhoff au taux de déformations élastiques. En

fait, ce modèle s'obtient simplement à partir du modèle élastoplastique que nous

venons de présenter en prenant 11:0 dans l'équation (III.41). L'affectation de

la valeur nulle au paramètre 4 entraine I'annulation du taux de déformation

plastique. Nous utiliserons pour ce problème une formulation lagrangienne ac-

tualisée. Ainsi, le problème peut s'écrire:

! Ï"-k Û : 6L-dQs : p .Îso Fn.6ydSo
I  r ' :C:D, (rrr.50)

I repésente le tenseur de rigidité du quatrième ordre.

- Pour le second modèle, la loi de comportement utilisée relie le second tenseur des

contraintes de Piola Kirchhof ^9 au tenseur des déformations de Green Lagrange

Z. L'utilisation d'un shéma lagrangien actualisé sera également effectué. On écrit

alors le problème de la manière suivante:

I h"{1.fl : 6ldùs - p [sorn.6vd,ss
)  ,S :  C : "v
\ :

(rrr.51)

On rappelle qu'une relation simple liant le tenseur de Kirchhoff et le tenseur de
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Piola Kirchhoff de second espèce est la suivante:

L-'t_: L.2 (rrr.52)

Pour ce second modèle, beacoup de travaux antérieurs [19] ont été effectués avec

I'utilisation d'un schéma lagrangien total. Le problème à résoudre a été formulé

à I'aide des équations suivantes:

: ôSldCl6 - /", lt7n|gdS
(rrr.53)

où ôu représente le déplacement virtuel. Les résultats obtenus avec ce modèle

constitueront une base de référence pour notre étude.

La résolution des problèmes (III.50), (ilI.51) et (III.53), se fait à I'aide de la

Méthode asymptotique. La figure (IIL2) montre les résultats pour un pas de calcul

avec I'utilisation d'une approximation polynômiale tronquée à I'ordre 20. Elle présente

le chargement en fonction du déplacement vertical au point M. On constate naturel-

lement que les trois formulations entrainent des résultats similaires. La figure (IIL3)

qui représente la qualité de la solution montre même que pour un résidu admissible

de 10-3, la longueur du pa"s est plus grande avec les formulations (III.50) et (III.51).

Au niveau de ce premier pas, il n'y a donc aucune différence visible entre les deux lois

de comportement élastiques (IIL50) et (Iil.51). Notons qu'à la fin du pa.s la flèche est

déjà importante (50% de la longueur de la poutre). Cela montre la capacité de la loi

avec la dérivée de Jaumann à prendre en compte de grandes rotations élastiques. On

redécouvre aussi ici la capacité de la M.A.N. à efiectuer de très grands pas de calcul

en grandes transformations éla^stiques. En revanche, on observe une légère difiérence

de longueur de pas selon la procédure adoptée pour la discrétisation de léquation

d'équilibre: expression (III.51) utilisant les tenseurs eulériens L, Detc, ou ocpression

(III.53) totalement lagrangienne. En tous cas, l'introduction des tenseurs eulériens

n'a pas de conséquence sur la longueur, bien au contraire.

(  . f "^ {E:  67t  63:  t  -  S :  C- l
I  d J z O \ :  :  :

l ,S :Cz t ,
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o .18

0 . 1 6

0 . 1 4

o .12

rJJ O.1
i

T

o 0.o8

0.06

0.04

0.02

o
o o'5 1 1 '5 2 

orr*??"=*t 
3 3's 4 4'5 5

FIc. III.2 - Couibe chargement/déplacement du point M pour les trois formulations
éIasti,ques.

a
E

S:GAI\r'!ÀrAactu
----.-----..---../

Taul ../'

S:GAIvlÀrAd

:/\,:A-",-J^,.-r;
-7

o 0.02 o.o4 0.06 
3,1i"o."3"\ 

0.12 o.14 0.16 0.18

FIc. III.3 - Logarithme du résid,u pour les trois forrnulations élastiques: (III.50)
nommée TJ, (1il.51) nomm,ée S:GAMMAactu et (1il.53) nommée S:GAMMAtot.

La figure (III.4) nous montre la courbe complète, obtenue avec le principe de conti-

nuation présenté au chapitre L Nous avons choisi e : 10-8 (pararnètre définissant
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le paramètre de continuation a de l'équation (I.25)). On constate que la courbe

représentant la formulation (IIL50) (avec la dérivée de Jaumann) ne correspond pas

aux courbes représentant les formulations (III.51) et (III.53). Ceci est dû en tait à la

valeur a.ffectée au paramètre e.

Fz
ul

IJJ

É
T

0 .9

o.7

o.5

o.4

o.3

0 . 1

TJ

S:Gr{MN{Aacau

S:GA},MAbt

/

3 4
DEPLACEMENT

Ftc. III.4 - Comparaison des courbes chargement/déplacement représentant les
trois formulati,ons (III.50) nommée TJ, (1il.51) nommée S:GAMMAactu et (1il.59)
nommée S:GAMMAtot pour e : 10-8).

Si on observe la figure (III.5) qui présente une comparaison entre la formulation

(il.50) pour différentes valeurs du paramètre € et la formulation (III.53) pour € :

10-8. On constate alors que pour € - 10-20, la formulation (III.50) paraît donner

les mêmes résultats que la formulation (III.53). Une étude comparative de la qualité

de la solution n'a pu être effectuée car nous ne somrnes pa.s capables actuellement

d'obtenir une qualité satisfaisante (norme du vecteur résidu inférieur à 1-0-3) avec

la formulation (IIL50). U" saut au niveau de la norme du vecteur résidu se produit

après le premier pas. Nous supposons actuellement que celui ci est dû à l'actualisation
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de la géométrie. Nous définissons le vecteur résidu de la manière suivante:

(rrr.54)

où [Y] est le résultat du produit [r].[/t] mis sous forme de vecteur et [B] est la matrice

qui relie classiquement les variations [ôf] et [ôu].

L'obtention d'un vecteur résidu acceptable lors de la procédure de continuation n'est

possible que pour des valeurs très petites du paramètre e (tO-so voire 10-60) ce qui n'a

pa.s réellement de signification si on prend en considération la précision de I'ordinateur.

Si on considère uniquement la courbe représentant le chargement en fonction du

déplacement, on constate que pour e : 10-20, on obtient des résultats similaires (fi-

gure III.4). Malheureusement, I'utilisation d'un paramètre aussi petit entraine une

diminution de la longueur de pa^s. L'obtention totale de la courbe se fera donc avec

un nombre de pas plus important. On peut noter ici qu'un paramètre e : 10-3 est

suffisant pour obtenir toute la courbe solution avec la formulation lagrangienne totale

(III.53). Nous pouvons en conclure à I'aide de cet exemple, qu'une formulation lagran-

gienne actualisée entraine une diminution de la longueur de pas. De plus, I'utilisation

d'une loi élastique telle qu'elle est formulée dans (III.50) ne permet pas d'obtenir dæ

longueurs de pa^s aussi grandes qu'à l'aide de la formulation (III.51). On pourrait pen-

ser ici que la discrétisation de la structure à I'aide de deux éléments peut entrainer des

difficultés lors de l'actualisation de la géométrie. Cependant, le même exemple a été

traité pour différents maillages (40 éléments et 80 éléments), mais aucun changement

notable n'a pu être constaté en ce qui concerne la longueur des pas.

ln@, p)l - 
InJlI'lrllB]dCIo 

- plll,
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-2
T J : e : l O

n : e : r ô E  I  :

-æ
T J : e : l O

-a
S:GAÀtÀ/lAbt:  e :1O

S:oAMMAacru :  e : tôa  /  , i  i

/ 
r'i ,i

./, 
','"

y ' ' . . , '

*/;''.

0 1 2 3 o $ * " r " r T r 6 7 8 s

Flc. III.5 - Comparaison des courbes chargement/déplacement de la forrnulation
(m.50) nommée TJ pour différentes ualeurs de e auec les formulatùon formulati,ons
(ru.51) nommée S:GAMMAactu et (1il.53) nommée S:GAMMAtot pour e : L0-8.

Nous traitons à présent le même exemple, mais nous considérons à présent

un matériau élastoplastique. Nous mettons ainsi en application la M.A.N. à la formu-

lation élastoplastique de F. Sidoroff. Les propriétés mécaniques du matériau sont les

suivantes: Module de Young: E:176400 MPa, coefficient de Poisson q:0.8, li-

mite d'élasticité : Ao - L78.47 MPa. En ce qui concerne la loi de Swift A - k(a*?)"

qui définit notre écrouissage isotrope, nous avons: k:515.0 MPa, a:0.0082G9 et

n :0 .22L0 .

o.8

Fz,
Iu=
U o.4

1

o.1
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E=176400 MPa

V =0.3

FIc. III.6 - Plaque de longueur L:10mm, de largeur I:7mm et d'épaisseur e:7mm
encastrée et soumise à de la traction.

Nous compaxons les résultats obtenus par la M.A.N. avec ceux obtenus par un code

de calcul (ABAQUS [t]). Ce dernier utilise, pour résoudre le problème élastoplastique,

une méthode itérative très populaire (Méthode de Newton- Raphson). Ot présente sur

la figure (III.4) la contrainte équivalente en fonction de la déformation équivalente.

Nous avons fixé pour les pa^ramètres Tn : 0.1 et An : \ (qnAn: 0.1) pour la

contrainte équivalente régula^risée. Nous avons fait varier le paramètre 4 de l'équation

(III.41). Comme nous le prévoyions, plus le paramètre 4 est petit, plus on se rapproche

de la solution de référence (ABAQUS). Cependant, alors qu'une dizaine de pas est

nécessaire pour obtenir LL% de déformation avec le code de calcul ABAQUS, plus de

200 pas ont été effectués par la M.A.N.. En fait, à partir d'une certaine valeur, les

longueurs de pas deviennent si petites que l'évolution de la déformation n'est plus

visible. De plus, plus 4 est petit, plus cette valeur limite où on n'observe pratiquement

plus d'évolution est petite. On peut noter ici qu'un choix de rl > 0.5 est inutile

car il entraine une déformation plastique équivalente initiale de 5To, ce qui est déjà

considérable.
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250
F

z.
uJ
J

f
o
uJ
uJ

= iso

zoo 1oo

"'-t"'--

- . - -

o.o2 0.04
DEFORMATION EQUIVALENTE

FIc. III.7 - Comparai,son d,es courbes Contrainte équiualente
équiaalente obtenues par /,0, M.A.N. pour différentes ualeurs d,e rl
représentu,tiae obtenue par A BAQ US.

0 .1

/ Déformation
auec Ia soluti,on

La figure (III.8) nous montre des courbes représentant la contrainte équivalente

en fonction de la déformation équivalente obtenue pour difiérentes valeurs du produit

TnAn et pour une valeur fixée du paramètre ?. On constate une légère augmentation

de la longueur de pa.s avec I'accroissement de ce produit. On observe également un

décalage des courbes sur I'a:re représentant les contraintes équivalentes. Ceci était

prévisible puisque le produit TnAndéfinit la contrainte équivalente initiale. On évitera

de prendre ce produit inférieur à la limite d'élasticité pour démarrer le processus avec

un état élastique.
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450

/100

r ln A

1 l p

I:'"
I..F

T
.l;

100

:.:..i

, r lp  A"  = lO_- - " ' . . . .

V
,' .. '/

.: i .,/
:.:A

; , / l
: !  |

Tl* a*:t

350

FJ
2 3oo
3

= 25o
uJ
uJ
2 zoo

6 150

100

50

0.06 0.08 0.1
DEFOHMATION EQUIVALENTE

o . 1 2 0 . 1 4 o . 1 60.02

Frc. III.8 - Comparai,son d,es courbes Contrai,ntes équi,ualente / Déformation

équùua len teobtenuespar laM.A.N.pour r ] :0 .01etd i , f fé ren tesua leursduprod 'u i t
4nAn.

Nous venons d'introduire une nouvelle formulation de la M.A.N. en vue de son

application à des lois de comportement élastoplastiques en drandes transformations'

cette formulation apporte plusieurs inovations par rapport aux travaux antérieurs'

1. Elle implique des grandeurs eulériennes (le tenseur des contraintes de Kirchhoff

1, le taux de déformation l)), alors que la plupart des prédécesseurs ont préféré

les tenseurs lagrangiens. La seule exception est le travail de J. Brunelot en

viscoplasticité (voir aussi le chapitre I)'

La partie élastique de la loi est écrite sous forme incrémentale 2 : 
4, !-

Une loi éla^stoplastique en grandes transformations est prise en compte'

Une approximation spécifique a été faite qui revient à adopter pour chaque pas

et en chaque point une loi régularisée négligeant la décharge élastique'

Les tests utilisés en élasticité montrent que le premier point ne semble pa.s intro-

duire de difficulté particulière. En effet, avec une même loi de comportement, nous

obtenons les mêmes résultats pour le premier pas avec les 2 formulations (flèche jus-

2.

3.

4.
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qu'à une demie longueur). Au delà, c'est à dire avec de grandes rotations, les résultats

restent très voisins.

En revanche, la loi élastique D: 4: 
/ réduit la longueur des pa"s à pa,rtir

du second pas. Est-ce dû à I'actualisation de la configuration de référence? Ou à

une inadaptation de cette loi en grandes rotations? Ou encore à un problème dans la

définition du vecteur résidu qui nous aurait conduit à choisir un paramètre de contrôle

e inutilement petit? Nous n'avons pu répondre à ces intérogations avec certitude.

En élastoplasticité, nous avons rencontré une difficulté plus grave, qui remet en

question la technique de continuation. Cela signifie que nous n'avons pa.s réussi à

établir un algorithme efficace. Est-ce dû à un choix inadapté des techniques de

régularisations (III.39) et (IIL l)? Peut-être, mais on se doit de constater qu'elle

ne diffère guère de ce qui avait été introduit dans des ca.s similaires et qui a été

rappelé au chapitre I. Rappelons que A. Tti [72] avait rencontré ce même problème

d'accumulation de pas en mécanique des fluides visqueux. Difficulté qui, à ce jour,

n'a pas reçu d'explication parfaitement établie. Toutefois, un autre logiciel, basé sur

un autre type de discrétisation, avait pu donner d'excelents résultats [14]. n est donc

probable qu'on puisse un jour obtenir un algorithme M.A.N. efficace pour résoudre

les problèmes élastoplastiques en transformations finies, sans modifier fortement les

hypothèses faites ici.

Nous allons maintenant reprendre la démarche précédemment décrite à un autre

modèle élastoplastique un peu plus général, qui a été formulé par J.C. Simo [68],[69].

Toutefois, du point de vue des applications à la mise en forme des matériaux, il ne

diftre pas fondamentalement du precedent.

La première idée consiste à utiliser une loi hyperélastique au lieu d'une loi incrémentale

hypoélastique pour ce qui concerne la partie élastique de la déformation. Comme il est

classique [43], [71], on suppose qu'il existe une configuration intermédiaire relachée

et on fait une décomposition multiplicative du tenseur gradient de la déformation

en une partie éla,stique et une partie plastique. Ainsi il est possible de traiter des
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grandes déformations éla.stiques avec ce modèle. Mais cette possibilité ne conduit pas

à beaucoup d'applications nouvelles pour la plupa,rt des matériaux.

Lors de son séjour à I'université de Berkley en 1998-1999, H. L. Cao avait réalisé

un logiciel basé sur la M.A.N. appliquée à ce modèle de J.C. Simo. Après ce séjour,

il a quitté le domaine de la recherche et le logiciel s'est avéré difficile à utiliser en

l'absence de son concepteur, c'est pourquoi, nous ne présenterons ici que les résultats

théoriques.

TTI.4 Application de la M.A.N. arr modèle
élastoplastique de J.C. SIMO

La formulation élastoplastique utilisée ici dans le contexte des grandes déformations

est basée sur une loi hyperélastique et permet de prendre en compte I'ecrouissage

isotrope. Le modèle élastoplastique est caractérisé par la donnée d'une densité de

déformation qui se décompose en une partie éla.stique et une partie plastique. Pour

le cas pla"stique, nous nous limitons au ca^s de la plasticité a.ssociée avec un critère

de von Mises et un écrouissage isotrope. La description du modèle est faite en in-

troduisant classiquement une configuration intermédiaire relâchée qui conduit à une

décomposition multiplicative du tenseur gradient de la déformation en une partie

élastique et une partie plastique. Dans cette section, nous commençons par présenter

les équations d'équilibre ainsi que les conditions aux limites de notre problème. Nous

exposerons ensuite la loi éla.stopla"stique adoptée pour représenter le comportement

de notre matériau ainsi que les modifications à lui apporter pour permettre des

développ ements asymptotiques.

Ensuite, une formulation variationnelle de notre problème sera exposée et enfin, nous

appliquerons la méthode asymptotique à notre problème.

-92-



CHAPITR^E III. La M.A,N. pour les grandes transformations élastoplastiquæ

III.4.1 Equations d'équilibre et conditions aux limites

Pour notre étude, nous négligeons les forces de volume. Ainsi, les équations

d'équilibre d'un solide occupant un domaine CIo, dans sa configuration de référence,

ayant pour contour la surface â00 peuvent être exprimées par:

AT
*-0  dans0o
o^

T.N - p.F sur âCIor

(rrr.55)

u: Ad sur âf)0,,,

où âf)0, U âCIor : âf)0 et AC}ou n 4CI0" : A. u et Z représentent respectivement le

déplacement et le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhof.

g! est le champ de déplacement donné sur le bord âO0, et -F represente les efforts de

surface donnés sur la partie âf)7 avec p un paramètre de chargement qui dépend du

temps ou d'un pseudo temps.

Finalement, N est la normale extérieure à la surface âO0r et X désigne les coor-

données des points matériels dans la configuration de référence.

Tll.4.2 Loi élastoplastique

Nous utilisons ici une loi élastoplastique telle qu'elle a été présenté par J.C

SIMO [68]. Elle est basée sur une décomposition multiplicative du gradient de la

transformation proposée par J. C. Lee et D. T. Lt 142], J. C. Lee [43] et d'autres.

Dans notre travail, on adopte une loi hyperélastique néo-Hookéenne conjointement

avec un critère de Von Mises et une loi d'écrouissage isotrope. De plus, notre matériau

est supposé suivre le principe de dissipation plastique ma>cimale, ce qui mène à une

loi d'écoulement associée.

Energie de déformation

Un matériau hyperéla.stique est caractérisé par I'existence d'une énergie po-

tentielle W(Q,q),d" laquelle on peut déduire le second tenseur des contraintes de
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Piola-Kirchhoff ̂9, de la manière suivante:

E(Ç_,!) :2 aw(c,q')
aQ

où C. est le tenseur des déformations de Cauchy-Green

plastique de C. On définit C et Q Par:

Q:{L, (rrr.57)

Le gradient de la transformation peut être décomposé en une partie éla^stique Ë 
"t

en une autre plastique .FP cornme suit:

F: t . l (rrr.58)

Supposons à présent que l'énergie de déformation par unité de volume de notre

matériau soit donnée par I'expression suivante:

(rrr.56)

gauche 
"f 

q est la partie

w(e,g) :Tort' - 1) + 'rOV-ee'q-' - s), (rrr.5e)

où K et É sont les modules de compression hydrostatique et de cisaillement.

D'après cette définition de l'énergie et l'équation (III.56), on exprime la loi de

comportement éla^stique en fonction du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff:

\Q,q)-JPq- '+g' (rrr.6o)

avec. P:KJ et:

So :  pJ-?(q- ' - (rrr.61)

Ë: ry'ry

rD : L.Eo.g

où P est la pression hydrostatique et J le déterminant de 4 Q : d,et(L))' SD peut

être considéré comme la partie déviatorique du second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff,9, car la partie déviatorique du tenseur des contraintes de Kirchhoff

r peut être obtenue pax:

L: PJ!+{ : EEt,

Ici, ! est le tenseur unité.
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Surface de plasticité

Notre surface de plasticité est définie par le critère de von Mises combiné à

une loi d'écrouissage isotrope de la manière suivante:

l (8- ,9) : r  -  A (rrr.63)

avec la contrainte équivalente 7 définie comme suit:

(rrr.64)

et la contrainte de limite élastique A comme suit:

A :  k (a  +e)  ( I IL65)

Les paramètres /c, a et n sont des constantes définissant le matériau et Er est la

déformation plastique cumulee.

En utilisant la loi hyperélastique (III.60) à (III.62), nous pouvons également ex-

primer la surface de plasticité (III.63) dans I'espace des déformations:

(rrr.66)

Pour une réponse élastique, la dérivée pax rapport au temps du second ten-

seur des contraintes de Piola-Kirchhoff ̂9 s'exprime comme suit:

I : PJ-?

Loi dtécoulement

E:''#'Q
: :

Pour une réponse plastique, ̂9 devient:

g:r.-L,c+{,
AQ'AÇ- '= '  =  '

où g est décrit par la loi d'écoulement associée:

g:r.rffio_,,q-':-r^#

(rrr.67)

(rrr.68)

o:l lL'  to
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En utilisant la dérivée partielle par rapport au temps de l'équation (III.60) relative-

ment à q-',I'équation (III.69) devient:

pr-3lc-' - à,g , d-\q-'t: -r^# (III.7o)
:

On définit la déformation plastique cumulée par l'équation suivante:

(rrr.71)

où e[ est la va]eur initiale de la déformation plastique à I'instant ts du début du pas.

Le paramètre plastique i peut être calculé à partir de la condition de consistance

i(g,q):0,  qui  s 'expr ime par:

ep :d+ 
fo' 

\at,

i@,q):#,q+ #,q-'-#^:o

pJ-zrc ,  A- '  ^n a 1
-:-..1- r LS'.C.SD -'_rC-'

21 : 21: :: J -

ar \pJ-? r, QD /.: L I '

ACP-' 2T :: :
:

Et on a:

(rrr.72)

(rrr.73)

(rrr.74)

ar
aQ

et

En introduisant les équations (III.69) et (IIL7a) dans l'équation (III.72), on obtient:

(rrr.75)

Afin de déterminer le tenseur des dilatations pla.stiques f;, une relation supplémentaire

doit être ajoutée à cause du caractère déviatorique de la surface de plasticité (III.66).

Comme ceci a été indiqué pat J.C. Simo [68], on suppose que:

Q_'g- '  :  o
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Critère de charge / décharge

En quelques mots, si le matériau a une réponse élastique, le second tenseur

des contraintes de Piola-Kirchhoff E sera donné par la relation (III.60) et sa dérivée

par rapport au temps par la relation (IIL67). De plus on a:

i -o f  @.cp\ < 0
9  \ _ ' _  '

^f @,Ç): o (I I I .77)

Si le matériau a une réponse élastoplastique, ^9 sera également donné pa.r la relation

(III.60) mais sa dérivée par rapport au temps sera calculée à I'aide de l'équation

(III.68). De plus, i devient positif et sera estimé par l'équation (III.75). La surface

de plasticité (III.66) reste toujours satisfaite:

À>0 f (Q,U):o soi t \f  Q,!): o (III .z8)

III.4.3 Régularisation de la loi élastoplastique

Afin d'appliquer la technique de perturbation nous avons besoin des dérivées

successives de chaque relation. Or, la loi élastopla^stique presentée dans le paragraphe

précédent, est discontinue lorsque le matériau passe d'une réponse élastique à une

réponse éla^stoplastique ou inversement. Les dérivées par rapport au temps n'existent

pas pendant l'étape de transition, il est donc nécessaire de régulariser la loi de com-

portement afin d'appliquer la technique de perturbation.

Une analyse des équations (III.77) et (III.78) nous permet de proposer une régularisation

simple et naturelle de la manière suivante:

soit

(rrr.7e)

où 4 est un petit paramètre positif, An et t6 sont respectivement, une contrainte

représentative de limite élastique et un paramètre temporel représentatif introduit

afin d'éliminer la dimension du paramètre 11.

Lorsque le matériau a une réponse élastique, f (8,9) est négatif et a une valeur

finie. D'après la régularisation présentée ci-dessus, le pararnètre i devrait être petit

.  A ,
\ f  (c,C): -q+,

tp

-97  -



III.4. APPLICATION DE LA M.A.N. AU MODELE
ÉIRSTopLASTIQUE DE J.c. sIMo

et positif à cause de la petite valeur de 4. Ceci correspond approximativement à la

réponse éla"stique décrite par (III.77).

Si le matériau a une réponse élastoplastique, /(e,9o).tt pratiquement égal

à zéro. Le paramètre plastique i pourrait avoir une valeur finie si on considère

l'équation (III.79). Cette situation correspond à la réponse élastoplastique (III.78).

Bien évidemment la relation (III.79) ne donne pas exactement les même relations

(III.77) et (III.78) mais elle vérifie presque ces dernières.

En adoptant la relation (IIL79), la loi élastoplastique indépendante du temps dans

le paragraphe précédent devient dépendante du temps. Le matériau présente alors un

comportement élastoviscoplastique quelle que soit sa localisation par rapport à la

surface de plasticité.

Ainsi, dans ce contexte, i s'exprime par la relation suivante:

t ,An1^--nt*@ (rrr.8o)

(rrr.81)

La première dérivée pax rapport au temps du second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff est toujours donnée par l'équation (III.67) mais reste valide pour

les réponses élastique et élastoplastique. La surface de plasticifé f (Q,f) n'est plus

égate àzéro mais est seulement exprimée par l'fouation (III.63).D. plus l'équation

(III.64) n'est plus analytique lorsque le déviateur du tenseur des contraintes de Kir-

chhoff TD est nul. Pour obtenir des dérivées successives quelle que soit la valeur de

LD, on régularise (III.64) comme suit:

7 B _
e
iro ,xD *rÊA'n
z -

Dorénavant, on s'attachera à calculer la contrainte équivalente de Kirchhoff à I'aide

de l'équation (III.81).

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté les équations d'équilibre

aux dérivées partielles, les conditions aux limites, les relations cinématiques et la loi

de comportement. Afin d'utiliser la méthode des éléments finis, nous présentons à
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présent une formulation variationnelle équivalente aux équations d'équilibre et aux

conditions aux limites correspondantes.

III.4.4 Formulation variationnelle

Durant les procédés de mise en forme des matériaux, nous avons une part

beaucoup plus importante de la déformation plastique comparativement à la déformation

élastique. La déformation plastique étant incompressible, notre problème devient

quasi-incompressible. Il est alors essentiel d'adopter une formulation mixte afin d'éviter

les phénomènes de verrouillage [53]. La loi hyperélastique que nous employons ici, per-

met de grandes déformations élastiques et dans ces conditions, la formulation mixte

reste valide.

Au lieu d'utiliser directement l'énergie de déformation définie par (III.59), nous

pouvons la décomposer en une pa^rtie Wy et une partie Wp. Ces deux quantités

représentent des énergies de déformation provenant de la partie volumique (Wy) ef

de la partie déviatorique (I,Vp) de la déformation et sont définids par:

W (0,u) :Wv @) +Wo(a) (rrr.82)

avec

(rrr.83)

où I représente la dilatation et est considérée comme une variable indépendante. Si

d est estimée à partir de 4 au lieu d'être approximée indépendemment à partir des

déplacements, nous retrouvons l'énergie définie par l'équation (III.bg).

En utilisant le principe variationnel de Hu-Washizu (on peut trouver un exemple

dans [70]), une fonctionnelle à trois champs peut être construite:

wv (o) : ' rx (o - r) ' ,  wo(r) - t  
O çt-, t",  q- '-  s,)

rr(o,u,4 : 
In [w (0,!) + p (J - 0)]d0 + rr",, (u), (rrr.84)

où P, 0 et u sont des variables indépendantes. fl"'t (u) représente l'énergie potentielle
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due aux forces antérieures' Elle est exprimée par:

(rrr.85)

Une formulation variationnelle des équations d'équilibre et des relations de comporte-

ment s'obtient en invoquant la stationnarité de la fonctionnelle ci dessus. On obtient

ainsi 3 équations d'Euler-Lagrange qui correspondent à la forme faible des équations

d'équilibre (III.55), l'égalité entre 0 et J et la loi constitutive pour la partie volumique'

II"" (a) : = 
Ionçy, 

F 'u d,Ss .

r
I t t  F'6u d,9s - [ ,

.leog

I,, 
- o) 6P dos : Q ,

lr"ro 
o - P) 6o d,es: e ,

I  z '6F dno
J a o -

(rrr.86)

avec

T: Ttu * To , T-r: P J (E-t)t ' T-o: E- Sn ' (rrr.87)

où 4v sl To sont introduits pour partager le premier tenseur de Piola Kirchhoff en

une partie volumique et une partie déviatorique'

III.4.5 Application de la M.A.N.

Nous résolvons le problème variationnel présenté précédemment par la M.A.N..

Nous appliquons une technique de perturbation qui va nous permettre de transformer

notre problème non linéaire en une suite récurrente de problèmes linéaires. Ensuite,

ces problèmes linéaires sont résolus par la méthode des éléments finis'

Technique de perturbation

Nous avons déjà constaté que les inconnues du problème étaient des fonctions

du  temps  (ou  d 'un  pseudo  temps :  p : t , : )  Fo : to ,  F t :L ,  14 :0  pour i  >  1 ) '
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Nous allons donc considérer que notre problème est dépendant du temps (ou d'un

pseudo temps). Nous développons alors chaque inconnue pax rapport au temps. Nous

ne présentons ici que notre problème formulé aux ordres 0 et z. Pour plus de détails

concernant les développements des équations, on se réfèrera à l'annexe D.1.

lr,r4o, 
6 D:o t PoJotrace(6 Di))d, n - 

I *rtro 
F' 6u d,ss : Q,

T,
T"

("ro - 0o) 6P dçls - o ,

(K 0o - Po) 60 d{lo: g ,

avec

(rrr.88)

6 0:T@t+6t ' ) , 6I* : 6F.F:r,

io: pJ;?(4 - !trace(g)L),

où les inconnues de ce problème sont: tlo, Ps et 0s. $ est défini dans l'annexe D.2.

Or, on a ,Is et 4 qui dépendent d"'h,le système (IIL88) est alors non linéaire. Une

méthode itérative telle que la méthode de Newton-Raphson peut être utilisée pour

le résoudre. La solution obtenue pour I'ordre zéro sera considérée comme point de

départ pour nos développements a.symptotiques.

Afin de trouver une approximation de la solution du système (III.88), la méthode

de Newton-Raphson a besoin de sa forme linéarisée. Elle s'exprime de la manière

suivante:

Ïno {d' Po J otr ace(6 Z ) } Ps J s(tr ace(d, $)tr ace(6 D.) - dA' : ôl- ) } doo +

J;'t(d4.40),6f + (4, d4),62\: /rnt p,ofllad'so = 0 * 6Bin',
:

lno (tot oce(d$) - oro) 6PdQ0: /oo (/o - 0o) 6P dzo

ïro(xailo- aPù60do"o:.[no (K 0o - Po) 60 do,o
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avec:

d4 : ;1aq + atl'), d6: dL.5' , B* - BJ-*

M: lg.trace($)(!s I-- à4e 4l - ?Q8 4o + 4d e !)

6 pint : - /n' (40, 6 2*o * PsJstrace(6p\)dù,

on yest le tenseur des modules élastiques effectifs. Il est symétrique et provient

de la part déviatorique. 67i"t represente le travail virtuel des forces intérieures. Les

symboles O et I signifient respectivement:

(I A l) i jkt:  6ip6y et ( I  o l ) i jkt :  6, i j6*t

De plus, dDj et d$ ont la même forme que ô2* et ô{. , respectivement, ce qui en-

trainera une matrice de rigidité symétrique. La lettre d placée devant chaque variable

représente la correction de celles ci entre deux itérations. Tous les termes des membres

de droite de ces équations peuvent être déterminés à I'aide des solutions de la dernière

itération.

Nous présentons à présent I'ordre i du développement en série:

ïno {Pr J otr ace(6 D\ * Ps J s(tr ace(Di)tr ace (6 p. ) - 4', ô{- ) } dCIo+

1""{(Ç.fi0) ' d4- + (y: a$) : 6D}: /rn1 u;L6udso + 6R,
(rrr.eo)

ïn" (tot o""(4) - r,t) onaao: 6RP,

lno(Koi- Pùôodoo : g

6Ru : - Ïno(PoJo4.]* + !]- + Ë," + Rr,!) : dl-doo

- Ï"'{TM : $ - iP.(4.Ë * + n"I=)} : 6p* d,Qs

- In (40 * F. Ë_e, + (ltrace($) + R-r*)d + 4,) : 6p. d,Qs

p ,trace(ft,) , R;- Jn'(T + ff)(PoJoI=- ?t'): d,D.dCls,
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ta': I
Joo

, trace(\) ,  Rj.,^
( -+i)ôPdao,

4,,

Ë-r*: \&-r*'

2

R*1* : Jf R1,gr" gr" 4,

io : p.(4 -LStrace($)t-),

g;,, &,,

où 4, 4, 4L*, 4, 9r", Elo sont définis dans I'annexe D'1'

4 et f ont la même forme que dDJ ef dÇ respectivement. Si on effectue une
: l a

comparaison avec la forme linéa.risée (IILSB), I'opérateur d'inconnues !!r, P; et 0; reste

le même que celui d'inconnues d!h, d,Ps et d0o. Ainsi nous avons le même opérateur

pour chaque ordre i (i > 1). De plus, I'opérateur est fonction uniquement de d'gs, d'Ps

et, d,gs et les membres de droite ne dépendent que des variables aux ordres précédant

I'ordre i. Le système est alors linéaire dès lors que les inconnues dgp, d,Ps et d'fls

sont déterminées. Nous avons donc la même matrice de rigidité à inverser pour tous

les ordres du même pas de calcul. Les inconnues u;, Pt et 0; peuvent être calculées

de façon récursive pour r variant de 1 à i,. La solution finale u, P et 0 peut alors

être obtenue par les développements en série pour toutes les valeurs comprises dans

I'intervalle de temps At. Bien évidemment les autres variables peuvent être obtenues

de la même manière. Pour que la solution soit acceptable en dépit des erreurs de

troncatures, l'incrément de temps At doit être à I'intérieur du rayon de convergence

des séries. Etant donné que les systèmes (III.88) et (III.90) ont le même opérateur

pour leurs inconnues respectives, il est astucieux d'utiliser la matrice inversée du

système (III.88) pour résoudre le système (III'90).

Discussion sur la résolution du système (III.90)

A partir des équations (III.88) et (III.90), il semble plus économique de

calculer la matrice de rigidité et les seconds membres si tous les termes sont exprimés

dans la configuration de référence notée ç2(o) 4o point de dépa.rt des développements

asymptotiques. Nous pouvons ainsi utiliser un schéma lagrangien total pour décrire
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l'évolution du procédé de déformation dont la formulation est presque aussi simple

que si un schéma Lagrangien actualisé était utilisé. On peut noter ici que \ 
: !

et Js - 1 dans le ca.s d'un schéma lagrangien actualisé, ce qui paraît plus simple à

calculer. Cependant, le schéma lagrangien actualisé peut entraîner une distorsion du

maillage ainsi qu'une perte de la précision dans les résultats. C'est pourquoi nous

adoptons cette fois, un schéma lagrangien total pour estimer la solution mais nous

estimerons les inconnues à chaque point de départ des développements asymptotiques

CI(o). En reformulant les équations (III.88) et (III.90) dans la configuration f)(0) on

obtient:

A I'ordre 0

In*,Lr, 
trace(6s*)d,no * 

1", 
rs (trace(d,$)trace(6,f=-) - d4î''ô4.) dOg+

d { }d f )o :5Pea t -6Fun ' ,1,., {(og g') :ô!.* (y,tq)

In",("o"e(d4) 
-#)' P dùo - -6RP ,

-6R0 ,

dd:*(og+ d,g') , dq: d\g-' ,  0* :
p J;'/'

Jo '

1,,,(u#-H60deo:

(a-ï"',) ,

(rrr.e1)

avec

1
ôg- :  

; (6L:+d4-') ,  6t -  6L5',  q- \%4,

co: trace($) , 1o : 0*

y:? Ê* eo(r"r- â1.4 - 3 (l*4'+4'er),
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6Fo"' - [ (do ,d{' + ps trace(6s=-)) acro ,
"/ntol 

\:

sp""  -  [  !  to.6ud,r ,  6RP :  [  ( t  -  9)  6P dlo,
J ang- Jo J n(o) \ Jo /

6no : [ (u9- +) 60 deo ,
Jn(o) \ Js Jo /

où dgi et d$ont la même forme que ô{ et ô-F'*, respectivement. De plus, d$ est la

correction du tenseur gradient de déplacement par rapport aux coordonnées go dans

la configuration O0, ef d$ repésente sa pa.rt symétrique. Ils ont la même forme que

dans le cas des déformations infinitésimales.

A l'ordre i

ln ,O 
trace(6e.)d,no * 

1., 
Ps (trace(ei)trace(6e.) - g;',tg) ,no

* In ,{t* 4o) '04. . (g' *) ' ds-}doo - 6F" - 6Fi '

r  /  4 . \

Jn,,l"o"'(4) 
- 

i) o' dCIo: -6Rl '

1,,,(o i- 
'à 6o d,es: e , (III.e2)

avec

4:l(4*q') , E:LU', &*p,:\h*,=  2 \ :  - /  - ,  : - '  :  :

111
Ur,: i !L, 4, Uro: ù&r" 4, R*p, = 

i 
Rr,,

Rj : rofu , !,0 : u. (g -rry 
), U : \ Z g,

lFi:1,,, (o %'+ !]-+ Ë_,,+ Ri, ù: ôE.dcto
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* In ,{iY: s -ïu. (^ 4* + '" L)} :ôc.doo

f  /  . ,  - . - -  l t rU-  \  r  \
* 

/n", (.d * 0*R*8" * (Ë + a\* 
)t" 

+ g-"):ôqldclo

,  f  ( t race( \ \  \ /  r  . \
* 

Jn , (--t: * ai 
) ("'4 - ;4" ):ds*dOs ,

r  ( t r ace (R ) ,p , \  r  \
6Rf:  l  r  r - i )6Pdno,6F: ' t :  I  ? to.6udr ,"  

" / o to ) \  x  " /  JançJs

Afin de pouvoir réutiliser les variables calculées $, 4*, &L, g"r, R*1*, Rir, &jro

pour I'estimation de leurs variables correspondantes à I'ordre suivant, il est aussi

utile de les exprimer dans la configuration f)(0). Les détails de ces transformations

sont présentés dans I'annexe D.2.

Implémentation de la M.A.N.

Dans ce paxagraphe, deux points seront discutés, la discrétisation par la

méthode des éléments finis et la procédure de programmation.

Discrétisation par la méthode des éléments finis

Nous décomposons le solide O0 en éléments. L'interpolation des déplacements

et leurs variations pour chaque élément est prise sous la forme:

!$): NX aft) , 6u - Ni 6t , (rrr.e3)

où on applique la convention de sommation sur I'indic" o. 4rl "t 
dgo représentent les

variables nodales de g(i) and du , respectivement. o varie de 1 au nombre de noeuds

élémentaires. Quant àux interpolations de la pression et de sa variation, elles sont

données par les expressions:

PF) : N: P6 , 6P: NJ 6Po ,
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dans lesquelles P,fi représente les valeurs d'interpolation de 4ll et ôP" celles de ôP .

Ici, o varie de 1 au nombre de valeurs d'interpolation de la pression. En ce qui concerne

la variable de dilatation 0 et sa variation, elles peuvent être approximées par:

0$): N! eîol , 60 : N: 60" , (rrr.e5)

où dfiy définie la valeur d'interpolation de 0ç1 et ô0" celle de 60. En général, les

fonctions d'interpolation Ni sont différentes de Nf et Ni.

En substituant les équations (III.93), (ilI.94) et (III.95) dans (III.91), nous obte

nons après assemblage, le système discrétisé suivant.

(rrr.e6)

lK"l {dato)} + lK"']'{a&ol} - {r""} - {po"'} ,

lx"'l {daot} - lx"lt {dr.p1} - - {n"} .

rc lx"l {dgp1} - lr"'l {dPror} : - {n'} ,

où [f"P] est la matrice globale qui provient du premier terme du membre de gauche

de l'équation (///.91)1 et [K"], symétrique et dépendante de {u1oy} et {P101}, rePrésente

la matrice de rigidité globale provenant du reste des termes du membre de gauche.

lX,tl provient du second terme du membre de gauche de l'équation (///.91)z et

[K0d] nrovient du premier terme du membre de gauche de l'équation (///.91)s. Rap-

pelons que K représente le module de compressibilité.

De plus, {d14.ol }, {dptol} et {dd1o;} sont lacorrection nodale assemblée de lavi-

tesse, la correction de la pression et celle de la dilatation respectivement. Finalement,

{F"rrI représente le vecteur global des forces données, {F "', les forces intérieures,

{n"} et {na} les résidus provenant de ôRP et 6H, respectivement.

Dans la pratique, les fonctions d'interpolations Nj de 0 sont les mêmes que celles

de Nf de P. Dans ce cas, la matrice de rigidité lX") devient identique ù lKttl.

A partir de (///.96r), les inconnues {d0p1} peuvent être exprimées en fonction de
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{aqol}:

(rrr.e7)

En utilisant (111.962) et (III.97), {dPp1} p.,rt être reformulé en fonction de {du1oy} :

{dpror} : lK"l-' (x lx"') {darot} + x {a"} + {Er}) , (rr.e8)

En remplaçant {dP1o1} dans (///.961) avec I'expression (III.9S), nous arrivons

finalement au système à résoudre:

lKl" {daror} : {a} - ltc"rl'l*"r-'(o {a"} + {nr}) , (rrr.ee)

lKl" : lK"l + x lx"rl' lxttr-' lx"rl ,

{n}:  {p*r}  -  
{Fo"r}  ,

qui ne dépend que des inconnues {dA<ot}. Si te champs de pression est discontinu

dans l'élément, la construction des équations ci-dessus peut être réalisée au niveau

de l'élément puis a.ssemblée. Cette procédure évite I'inversion de la matrice globale

lxttl et le produit des matrices lx"'l et [fae1-t.

De la même façon, on peut obtenir le système à l'ordre i:

{pror} : K lK00l-' ([K""] {stur} + {nio}) , (ilr.100)

et

[rr]G{u1,y}: {{i '} - {Fë)} - x lx"' l ' l*ul- '{,aË,} , (i l .101)

où {u1iy} et {Qry} sont la vitesse nodale assemblée et la pressio". 
{f;;t} 

renrésente

le vecteur global des forces extérieures à I'ordre 'i, provenant de 6F(8'de l'équation

(III.92). 
{"4 } 

est un vecteur ne dépendant que des termes d'ordre inférieurs à I'ordre

U 
{rËr} 

est le vecteur résidu provenant de dRfU. Il est encore plus explicite, à partir
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CIIAPITR^E III. La M.A.N. pour les grandes transformations élastoplastiques

de ces systèmes discrétisés, de voir que le système (IIL101) a besoin qu'on inverse une

seule fois la matrice de rigidité pour résoudre tous les ordres, une fois que la solution

du système (III.99) a été obtenue'

Procédure de programmation

Pour I'analyse numérique des gra,ndes déformations élastoplastiques, la procédure

de programmation adoptée peut être résumée brièvement de la manière suivante:

1. Pour une configuration initiale et un champ de déformation initial donnés, on

calcule la solution du système (III.99) en utilisant l'algorithme de Newton-

Raphson au temPs fo :0.

2. On améliore la solution obtenue pour le système (III.99) pour déterminer le

point de départ de notre série asymptotique par la méthode de Newton-Raphson

au temps to : 0. La solution est acceptable uniquement lorsqu'un critère sévère

satisfait la norme du résidu relatif des équations d'Euler-Lagrange.

Boucle des déueloppements asymptotiques pour i aari,ant d'e 1 ù i

3. on calcule {"4'} , {"f",} ., {t"n,} oo," r ) L .

4. On calcule {Ut"l} rt {Pt,l} en accord avec les équations (III.100) et (III.101)

en utilisant la matrice inversée [fo]-t de la dernière itération de 2).

Fin de la boucle asymptotiqrte numérique

b. On détermine l'intervalle de temps t^on-to, durant lequel les équations d'Euler-

Lagrange dans leur forme discrétisée sont satisfaites, en utilisant une méthode

de bissection. Le critère est moins sévère que dans 2).
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ÉlnsropLASTIeuE DE J.c. sIMo

6. On estime la solution de {t/} , {P} au temps t*o, en accord avec leurs développements

a"symptotiques.

7. Vérifier si le processus est terminé. Si oui, on stoppe le calcul; sinon, on continue.

8. Mise à jour du point de départ des développements asymptotiques au temps

trr*, et mettre to : t*o, .

9. On répète le processus à partir de 2) jusque 8) pour un nouveau pas de temps.

Commentaires et discussion

L'algorithme présenté ici, a été mis au point en collaboration avec H. L. Cao. Une

première implémentation de cet algorithme a été réalisée par H. L. Cao lors de son

séjour à I'université de Berkeley. Lorsqu'il a choisi de poursuiwe sa carrière dans un

autre secteur d'activité, il nous a fourni une version du logiciel, qui probablement

fonctionne. Malheureusement, il est apparu très difficile de travailler avec ce logi-

ciel en I'absence de son concepteur et nous ne pouvons donc présenter de résultats

numériques attestant de la pertinence des choix qui ont été faits. Nous n'avons donc

présenté les développements théoriques et numériques de cette partie III.4.5 qu'à titre

conservatoire.

De cette présentation, on peut retenir plusieurs idées plus ou moins indépendantes

qui pourraient être reprises dans des travaux ultérieurs.

- Le comportement élastopla^stique a été pris en compte dans le cadre de J.C.

Simo. La loi de comportement obtenue ne représente pas une physique très

différente de celle présentée au paragraphe III.3, mais elle est exprimée d'une

autre façon. Ce nouveau cadre diftre du précédent d'une part, par I'expression

de la loi élastique qui est de nature hyperéla"stique et non pas hypoéla"stique,
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CI{APITR"E III. La M.A.N. pour les grandes transformations élastoplastiques

d,autre paxt, par l'écriture de la fonction seuil qui est exprimée en fonction

de tenseurs de déformation lagrangiens. A priori, I'idée d'adopter une loi hy-

perélastique nous Semble pertinente et elle permet la prise en compte de grandes

déformations élastiques, mais nous n'avons pas pu établir de comparaison pra-

tique entre les deux approches. En revanche, la condensation des contraintes de

Kirchhoff pour aboutir à I'expression (III.66) du seuil de plasticité nous semble

plus discutable. En effet, il faudrait reprendre toute l'analyse si on modifiait

la loi élastique ou le critère de plasticité. Conformément à la pratique cou-

rante dans les méthodes a^symptotiques numériques, nous conseillons de garder

la variable r dans I'expression analytique du seuil de plasticité et d'effectuer

diverses condensations après avoir linéariser les équations par la technique de

perturbation.

- Une configuration lagrangienne totale a été considérée, comme cela se pra-

tique souvent en grandes déformations élastiques et contrairement à ce qui est

généralement fait en éla.stopla.sticité. Le seul inconvénient de ce choix est une

complexité plus grande des diverses quantités calculés, en pa,rticulier, la matrice

tangente.

- Une autre cla^sse d'éléments finis mixtes a été utilisée. Elle est basée sur une

formulation à trois champs et permet d'éviter le phénomène de verrouillage dû

à I'incompressibilité plastique.

- La proposition la plus intéressante concerne la technique de régularisation (III.80)

"viscopla^stique". Elle est difiérente de celle introduite au paxagraphe précédent.

Faute de temps et en raison des difficultés contingentes évoquées plus haut, nous

n'avons pa.s pu comparer ces deux techniques et établir leur pertinence. Dans

des travaux futurs, il faudra élucider en priorité ce point essentiel pour la mise

en æuwe de la M.A.N. en élastopla.sticité.

- La technique de résolution utilisée est calquée sur celle qui avait donné de

bons résultats pour les équations de Norton-Hoff. Elle introduit une correction
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systématique en fin de pas et le calcul des séries est fait de manière légèrement

approchée en remplaçant la matrice tangente constante pa,r celle obtenue à la

dernière itération. Cet algorithme a montré son intérêt en viscoplasticité [12], en

élasticité et en mécanique des fluides [41], même si d'autres variantes peuvent

être employées avec succés.

III.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les relations cinématiques employées

dans nos formulations élastoplastiques. Deux formulations ont été exposées. La première

a été proposée par F. Sidoroffet est basée sur la décomposition additive du tenseur des

taux de déformations en une partie éla^stique et une autre plastique. Les déformations

élastiques sont supposées petites tandis que les déformations plastiques peuvent être

grandes. Le principe variationnel a été écrit dans une configuration de référence et

un schéma lagrangien actuaJisé a été utilisé.

La deuxième formulation a été proposée par J. C. Simo. Elle est ba^sée sur une

décomposition multiplicative du gradient de la transformation. La loi hyperéla^stique

employée permet de grandes déformations élastiques. Les déformations plastiques

peuvent également être grandes. Nous avons cette fois ci adopté une formulation

mixte afin d'éviter les phénomènes de verrouillage. Nous avons donc utilisé le principe

variationnel de Hu-Wa.shizu, ce qui nous a conduit à une fonctionnelle à trois champs.

Un schéma lagrangien total a été utilisé.

Nous avons ensuite appliqué la méthode asymptotique à nos deux formulations,

mais au préalable, nous avons dû modifié nos lois de comportement. En effet, celles ci

n'étant pas analytiques lors de la transition d'un état élastique à un état plastique et

inversement, une technique de perturbation ne pouvait pas leur être appliquée. Pour

ces deux lois élastoplastiques, le critére de charge/décharge entraîne la même loi à

régulariser:

- Dans le cas du modèle de F. Sidoroff, nous avons d'abord tenté une approximation
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CHAPITRE III. La M.A.N. pour 1æ grandes transformations élastoplastiquæ

de la loi en effectuant une intégration sur celle-ci. Une seconde étape consiste à la

régulariser classiquement à I'aide d'un petit paramètre. Cette approximation nous

permet d'obtenir une formulation indépendante du temps et donc, de pouvoir utiliser

le paramètre de développement a habituellement utilisé dans la M.A.N.' Cependant,

cette approximation ne permet aucune décharge élastique durant le pas de calcul.

- En ce qui concerne le modèle de J. C. Simo, nous avons directement régularisé

la loi (sans effectuer d'autres approximations). Nous obtenons ainsi une formulation

qui est cette fois ci dépendante du temps. Le matériau présente alors toujours un

comportement élastoviscoplastique. Une possible décharge est alors prise en compte

durant le pas de calcul. Le paramètre de développement choisi pour la technique de

perturbation est donc le temps.
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Conclusion générale

Au cours de ce présent travail, nous avons mené deux études distcinctes

dans le cadre de travail de la méthode a.symptotique numérique. La première étude

a permis de présenter une nouvelle manière d'appliquer la technique de base réduite

dans le ca^s de problèmes dont le matériau a un comportement élastique non linéaire.

Jusque là les méthodes classiques de base réduite réduisaient directement le problème

non linéaire de départ par I'utilisation d'une base convenablement choisi. L'obtention

de ce problème de dimension réduite nécessitait le calcul d'un nombre important de

coefficients. Des tentatives ont été réalisées afin de réduire ce nombre de coefficients

pa.r l'introdution de variables supplémentaires. Cependant ce dernier demeure trop

important dès lors que la dimension de la base est supérieure à 7 vecteurs.

La technique que nous avons présentée, ne réduit pas le problème non linéaire de

départ mais les problèmes linéaires obtenus par une technique de perturbation. On

évite ainsi le calcul de ces coefficients et le temps de calcul énorme qui leur est a^ssocié.

Cette méthode a I'avantage de pouvoir utiliser des bases de grandes dimensions pour

des temps de calcul taibles comparativement aux méthodes asymptotiques numériques

classiques. Des exemples ont permis de montrer que pour des problèmes ayant un

nombre important de degrés de libertés, cette méthode peut permettre un gain en

temps de calcul allant de LL% (pour des problèmes de 5000 d.d.l.) èt" 87.57o (pour des

problèmes de 40000 d.d.l.). Il reste à établir une méthode systématique de choix de la

ba.se, mais nous avons montré qu'on peut obtenir une très grande précision, comme

avec la M.A.N. classique, en choisissant un petit nombre de vecteurs calculés arur pir

précédents.
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Un autre avantage que présente cette technique pax rapport aux techniquæ de

base réduite classiques, est qu'on peut I'appliquer dans tous les problèmes où il est

possible d'appliquer une technique de perturbation. Les méthodes cla.ssiques quant à

elles ne s'appliquent qu'à de simples problèmes tels que l'élasticité introduisant des

non linéraités géométriques ou encore dans la résolution des équations de Navier-

Stokes.

La deuxième étude concerne l'application de la méthode asyrnptotique numérique

aux problèmes éla^stopla.stiques en transformations finies. Deux formulations élastoplastiques

ont été présentées:

- La première était basée sur le modèle élastoplastique de F. Sidoroff. Une décomposition

du tenseur des taux de déformations en une pa.rtie élastique et une partie plastique a

été adoptée. Ce modèle nous permet de travailler dans le cadre de petites déforrnations

élastiques mais de grandes déformations plastiques. Un sehéma lagrangien actualisé

a été utilisé pour l'ecriture de la formulation variationnelle.

- La deuxième formulation quant à elle est basée sur le modèle de J. C. Simo. Une

décomposition mutiplicative du gradient de la déformation en une partie éla.stique et

une autre plastique a été adoptée. Le modèle hyperéla^stique utilisé permet a la fois de

grandes déformations élastiques et de grandes déformations pla^stiques. Nous avons

utilisé la fonctionnelle mixte de Hu-Washisu ce qui nous a mené à une formulation

variationnelle à trois champs. Un schéma lagrangien total a cette fois ci été choisi. On

évite ainsi des problèmes de distorsion du maillage parfois rencontrés avec un schéma

lagrangien actualisé.

Des exemples numériques ont été présentés dans le ca"s de la première formulation.

On a pu ainsi montrer que celle-ci permettait bien de prendre en compte les grandes

rotations. Toutefois, nous n'avons pu établir une validation numérique complète des

algorithmes proposés.

Les modèles élastoplastiques considérés impliquent des transformations finies, des

lois non linéaires comme des lois puissances et des relations non régulières. Nous
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Conclusion générale

avons mis en æuvre des techniques maintenant bien établies pour calculer des séries

entières dans ce cadre. Rappelons que I'application de ces techniques avait donné de

bons résultats avec des lois de type déformation ou avec la loi de Norton-Hoff. Il n'y

a donc pa.s de raison particulière pour qu'il en aille différemment en éla"stoplasticité.

Il reste donc à savoir comment traîter numériquement la loi d'écoulement. Nous

avons proposé deux techniques différentes de régularisation, I'une conduisant à une

loi de type déformation pour chaque pas, I'autre introduisant une régularisation vi-

scopla^stique.
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ANNEXE A. Détermination dæ coefrcients qui oonstituent le problème rfiuit

AxNpxp A

Détermination des coefficients qui
constituent le problème réduit

Les opérateurs l*, q* et, c* sont définis comme suit:

Iii : In"\'@) : D : l(u;))d,u

QIix : [n.(Y"t (ui, u1r) : D : 7t (u))du

* In"(l '@) : D :2y"1(u*,u;))d,u (A.1)

c\j*t : ïn,(y"' (ui, up) : D : 27"t (u7, u;))du

et fi : P"(u;)

Les opérateurs I et q sont définis comme suit:

lu: [n"Si z yt(u;)d,u

fo r  i : l , p  e t  j : L ,N

erj* : Ir" Si t (lt(uù * 27"t(up,u))du 
(A.2)

Pour  i :L ,P  i : I ,N  e t  l c : l ,P

et l i :  P.(u) pour i :  L,P
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ANNEXE B. Détreloppemæt asynptotique d'un produit

Ar.txpxp B

Développement asymptotique d'un
produit

On présente ici la procédure de développement des coefficients A, B et C pour
une fonction quadratique C : A.B (on suppose bien évidemment que chaque coef-

ficient peut être développable sous forme de séries : A -- D o'Ar, g : D a'B, et,
r=0 r=0

c:Darcr)
r=0

Cette procédure peut être résumée de cette manière:
- En introduisant les développements de Taylor des coefficients A, B et C dans la
relation quadratique précédente et en regroupant les termes suiùant les puissances du
paramètre a, on obtient:

i

co* act+.. .  + aic;:  /*Bo* a(AsB1+ /1'Bo) +.. .  + ooD/-B;, (8.1)
r=0

Or, cette équation doit être vérifiée quelle que soit la valeur du paramètre a. Nous
pouvons alors établir les relations entre les coefficients pour chaque puissance de a:

Co: AoBo,
i

Q:!A,B*,
r=0

pour i )1 (8.2)
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ANNEXE Q. Application de la M.A.N. au modèle élastoplastique de F. Sidorotr

ANxpxp C

Application de la M.A.N. au
modèle élastoplastique de F.
Sidoroff

C.l Développements des différentes équations

Gradient de la transformation: .F

n ô r
L:  ax-

Ordrei :  4 :#pour i )0 (C.1)

Gradient de la vitesse dans la configuration initiale: .L

, ô a
L: ax-

Ordrei :  t= :k  pour  i>0 (C.2)

Expression de la position en fonction de la vitesse: q

r:u

f Ordre 0: %
t il;; i",' q:- lq-, pour i >- t (c'3)

Gradient inverse de la transformation: /

Formule obtenue en reportant la position c en fonction des vitesses (cf : (C.1),
(c.2), (c.3))

L'E--- L
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c.1. oÉvploppEMENTS DES om'r'ÉnpNTES Équnrroxs

/  Ord re0 :  f  .F - : I
|  fu- ,  =
{  i - l  . \ r  ( c . 4 )
f  Ordre i :  f r : -D*f - .L_,_,  pour  i>L
\ - r = 0

Gradient de la vitesse dans la configuration finale: I

t  d a  ô u Ù X!: fr: #.æ _ L.r

/ Ordre 0: l^ : I. r
|  - '*"" '  :o-+'5
1 ordrui ,  t . - f  r . r  pour i )  1 

(c '5)
\  

- '  

" :6_ '  
3- t

Taux de rotation: l7

w: i(L- t)

Ordre i: Wr - lfl- - *l pouli ) 0 (C.6)- z',a,

Taux de déformation: D

D:L( +0

ordre i: or:f,q+fi) poula') o (C.z)

et :D-Pe+ry

Ordre i: 4: D: + DJ pour i > 0 (C.S)

Taux de déformation éla.stique: .D"

N.B.: la dérivée de Jaumann du tenseur des contraintes de Kirchhoff est ici
considérée comme une variable indépendante.

De-Mrl

Ordre i :  4 :  M,d pour  ?  > 0 (C.9)

Loi d'écoulement:

rhU : t^t
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ANNEXE Q. Application de la M.A.N. au modèle élastoplastique de F. Sidorotr

I  Ordre0: $: iht
J ordre i: 4 : 

ùQ 
+ 1)Àr+r4 + 4*" pour i ) 1

)  o - t

I g"' : 
àtà(B(" + 1)À'+r4-" -'!,,-,g1)l

Surface de plasticité: /

f :4r-A

Ordre 0:  Ao: Ic(q+ E8)"
ordre i: l;: ffi + Ay' pour i > t

i -1
A{t : 6.b D@Q, - r) - r)A,À;-,

Expression de la contrainte de Kirchhoff: r

! :L+tW-W.t

Ordre i: fi: rft, - A; pour i > 0 (c.11)

Contrainte équivalente: rf1

rh:Ji t : !+rfnr 'zR
Ces formules sont obtenues en remportant les séries dans : rfrrh : 14 : ! +rfnrzn

Ordre o: rlh: JÈ4:g!+rf*rz*
Ordre i: #4, 4 + 4I" pour i > L

' '  I I g . *
i - r

(c.12)

[- d': +DG4 1_,- L,rf,,r!,,-,)

Contrainte de limite éla^stique: A

A:  l c (a+æ)"

(c.10)

(c.13)

Ordre 0: Lr: 4.- rg.:%+ %.%
Ordre i: r i+r: #td -ro.%+%.%-1""1 pour

i
r ! * " :T . ( r .W.  -W. . r )
= 

"-__r.- 
--f -r-r =t,

Multiplicateur plastique : À
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c.2. coNDENSATIoN DES ÉeuATIoNS À t,onoRp I

Le développement du multiplicateur est obtenu à partir de la régularisation de la
loi d'écoulement: /.À : T.fin*

Ordre 0:Às - qfar't
Ordre i:)6 - -6fu pour i ) 1

À{, : -: t*=
(c.15)

(c.16)

(c.18)

Pour l'écriture du logiciel, il est commode d'ecrire la loi de comportement à I'ordre
i sous la forme habituelle:

4: M*,d + 2.,

où 4 et r./ sont les coefficients du développement à I'ordre i du taux de déformation
et de la d-érive=e ae Jaumann de la contrainte de Kirchhoff. MJo o"peut être autre chose
que la compliance élastoplastique classique 

"l 4"'est itrésidu du développement
a"symptotique à I'ordre i, qui dépend des termes d-'ordre inférieur à f. L'expression de

" 4"' s'obtient par condensation des 15 équations obtenues précédemment.
En introduisant l'équation (C.11) dans l,équation (C.lb), on obtient:

C.2 Condensation des équations à I'ordre i

ro:-f(r f t , -A1)+À{1,

En remplaçant dans l'équation (C.16) 4t, et A; pN leur définition (C.tz) et (C.lB)
respectivement, on obtient :

r' : -*x 
ft* ^Y- (c'17)

avec À{12 : Xx(Ay, - rl|\ et x : #ffih
En introduisant l'équation (c.17) dans l'équation (c.10), on obtient:

pt -,L-$:+(r + r)({, d*,)d+ q*r,:,i  rfrorfro fs

avec plNL2 - pnNL + 
ùU 

+ L)^ilLLzd

or, on 
", 

(4 , {*r)d - (4s d) , 4*r: (4 e 4) , t*r.Alors (C.18) devienr :

DP-9 x  À0,
= 4r!,orfrofo ii * t)(1s I
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ANNEXE C. Application de la M.A.N. au modèIe éIastoplastique de F. Sidorof

En substituant l+1 par sa définition (C.14) et en constatant que

(4 e 1) , ?q.:%+W-r.q): 9, on obtient finalement:

(c.20)

avec: Mjl: -iffiHdsd et 4"' :ZffiX($sfl,rlr'tLapnNLz
- - :

C.3 Définition du vecteu, F{t*

En injectant les développements de la loi de comportement (III.42) dans les
équations d'équilibre (III.38), et en regroupant tous les termes qui ne dépendent
que des ordres inférieurs à I'ordre i, on obtient:

1 Flo'*,ôq >: - J;, ,ire A_,) : 6Ld,Qo+ "[oo d!r" , 6Ldao

-J;. t(q.{"):6ldes+ In"{ej_o,lrylr,, - K(4Bd, fl,rJ} :6!d,es

+ [",(g.W]!r) : ôldos - In"(fi_'r.E) : 6ldao - "[no 
(Qjo , 2l_'r) :6Ld,Qo

(c.21)

on go est la raideur, qui est le tenseur inverse de la compliance M.
:

-L27-



DEFINITION DU VECTEUR PNL*

-L28-



ANNEXE D. Application de Ia M.A.N. au modèIe élastoplastique J. C. Simo

ANNpxp D

modèle
Simo

Application de la M.A.N. au
élastoplastique de J. C.

D.1 Obtention des systèmes d'équations (III.88)
et (III.90)

Cette annexe présente les développements de tous les coefficients qui permettent
d'obtenir les équations (III.88) et (III.90). D'après ces équations, les principales incon-
nues sont u, P et 0. Les nouvelles inconnues deviennent les coefficients correspondant
aux développements asymptotiques qui sont notés !!0,!t,u2, ..., pour u, Po, Pt, P2r, ...,
pour P et ,  1sr9tr0zr, . . . ,  pour 0.

Ainsi de le définition:4: # : I=+ #., il est facile d'obtenir à partir des
développements de .F et de u:

4: L*æ, \:#, pouri ) 1 (D.1)

Six étapes sont nécessaires pour obtenir les développements de tous les coefficients :

1) Etablir les relations entre les coefficients de I et ceux de J, P, E_et 8o à I'aide
de l'équation (III.87).

2) Obtenir les relations entre les coefficients de S, et ceux de J, q-'et .F' à I'aide
de l'équation (III.61)

3) Donner les développements de Q-' à I'aide des équations (III.65), (ilI.66),
(III.70), (III.71), (III.73), (III.76), (III7e) et (III.81).

4) Déduire les relations entre les coefficients de J, et ceux de .F.

5) Développement du pararnètre de chargement p.
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D.1. OBTENTION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS (EQ72) ET (EQ74)
j ' /

6) Etablissement des systèmes d'équations pour chaque nouvelle inconnue.

D.L.1- Relations entre les coefficients de ? et ceux de J, p,

Z et $
Pour obtenir les coefficients de ? en fonction des coefficients de J, P, F et,Sr, il

est nécessaire d'avoir les développàilents des variables Z' et lo grâce à:féq.r:#ion
(I I I .87s). Pour simplifier les notations, on rappelle ici que : E-r :.f . De plus, comme
la relation (111.872) est cubique nous la transformons sous une fîrme quadratique
en ajoutant cette nouvelle variable P1 - PJ. Par conséquent, (111.872) peut être
réécrite :

T-r: Ptt, avecPl - PJ, 4.L: !
Parce que (///.871) est linéaire, il est trivial d'obtenir:

\ : lno+!oo,

\ : !u r tTo,  pour  i>  L

(D.2) nous permet aussi d'écrire:
_ ph+,

(D.3)

(D.4)

L'équation

Tro

Tr,: Paf* rnl+ &' , 4u:
où go est introduit pour représenter les termes ne dépendant que des autres termes
aux ordres précédant I'ordre i. A présent, nous représentons pax 4(.) pour les tenseurs
et par ,?1.1 Pour les scalaires, les termes dépendants des autres'iermes aux ordres
précfients I'ordre i.
De la même manière, à partir de (D.22) et (D.\), on obtient:

PJo: PoJo, Pt. : Po| * P;Js I Rp,

r=i-1
RPr :  D PrJr - r ,  pour  i>L

l=1

F. f  - r .  f  -
- r â

r=d-1

&r: -4 
à L'L-,, i>L

De plus, à partir de (III.87s) nous pouvons déduire:

T-ro:4'€ro, Trr: -4'€r, +4.€ro +

et

r=i-1-

D Pt , f  ,  pour  i>L
r=1 --r

(D.2)

(D.5)

(D.6)

f ' .S -  ?>1
-  -u l - î

(D.7)

5', L-- -L.L.L* &,,

r=d-1
- ç

Z-t
r=1
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ANNEXE D. Application de Ia M.A.N. au modèle éIastoplastique J. C. Simo

Finalement, les relations entre les coefficients de I et ceux de J, P, E-et En peuvent
être établies en substituant les équations (D.4) * 1O.Z; dans l'équation @.S). nUes
s'expriment par:

\: PoJoStt + 4.910,

L: -Pro*1 
4+ +'Er,+ Pori[:+ 4Er,+ (D.8)

nJo** et,4i* ne,4+ 4 + &,o, i) L-

D.L.2 Relations entre les coefficients de,S' et ceux de,I, Cp-L
et E_

Comme l'équation (III.614) est une fonction complexe, nous la transformons sous
forme quadratique que l'on note:

E^ :  pJM EB, EB :  B -  f ,eCM, e:  C.B,
(D.e)

JM :  J-?,  Q* :  Q-t ,  E:  C-r

où quelques variables suplémentaires sont ajoutées I EB , ê, J* , Q* . La variable E. est
introduite pour noter plus facilement la variable Cp-r mais ce n'est pas une variable
supplémentaire. Les équations (D.9) étant quadratiques, nous obtenons:

9ro : PJY 4, 2r,: PAY Ë + 4'4) * 4ro,
r=i-I

- p >, JyË - i) L,,  __1
t = I

&-t"

,4+q

i )  t ,

4

(D.10)

(D.11)

- 1"04,4I
E?:- i@o{ +e;$)+4+ &r",

&- t t :  - à

es:Q:  \ ,  e i :%

r=i-1
n - D. gi%_,,

t= I

r=i- I

D
r=1

et
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OBTENTION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS

En ce qui concerne les développements des coefficients de JM de l'équation (D.ga),
nous utilisons la relation JiM : -3J* i. On a alors:

ru - r?  rM-ro-  : , to  -  t  r i '  :  -h# l r *  R1* t ,

d-1
Rtr* : -# ltt + *)Jy Ji-,, i ) L,

(D.13)

(D.16)

4:4.5',4:\.4.4,
Pl - L.4.4,4*: \.&"*.4

4, : L. e_",. 1, Ë_, o -- \. 8r,.4

4-[gnL i>r'

Pour la relation (D,9u), nous pouvons utiliser la même procédure que pour les
développements de 4-t en utilisant la relati on C.CM : -I. Par .ot réqrpot, les
développements de Q* peuvent s'écrire:

%,Q' : !, 4 :%', CY :q qq + !%*
r=i-1

4*:-q Eq,*-,,i)r,
(D.14)

Comme 8-: !.L, ses développements en fonction de ceux de F se déduisent direc-
tement:

%:4.\, q:4.L+ 1+ \+ &"
r=i- l  (D.15)

4: ,=D_ 4.4.-,, i ) r,
En introduisant successivement (D.11)-(D.lb) dans (D.10), nous obtenons:

€ro : Bt-?{.{4- !trace(g)L}.ry',

Eo, : ?08' ry .{"oZ - q, g)r=- *(g - l"o!)}.4,,
+Pryry {4 - ltrace(Bi)!}.ry,,

iPrY ry.{"rÇË - 4à - g, g,r=- R"r=}.ry,,
+ry.{pJy4, + 0h*(4- Lr"rL+ 4,)}.9,,

avec

pt-â(g+g'),
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ANNEXE D. Application de Ia M.A.N. au modèIe éIastoplastique J. C. Simo

D.I-.3 Développement des coefficients d. 9-t
Comme nous I'avons spécifié dans le paragraphe précédent, C-'est représenté

par le symbole B. Nous noterons dans ce pa.ragraphe, sa première dérivée pa,r rapport
au temps B. A partir des développements de B il est facile d'obtenir ceux de B:

(D.17)

On peut noter:

iZ: ^Q, avec Q : oL + bTL + cgM , Tt^ : $y_Y - * = r r r " : t )  |  " :  t  = n  ! D ! ,

(D.18)a : -fB, b :  - i  r f*,  c: -h-#,

Tr : iz, TB : .rFAlæ, T' : TLoo Q.

Pour obtenir les développements de B, nous devons au préalable déterminer les co

efficients de À et de Q. Nous devons Çalement développer les coefficients a, b, c, TI ,
TB. f  .  e t  de ?q- .

:L'

Développements de i

A partir de l'équation (III.71) nous pouvons exprimer les développements de E? à
I'aide de ceux de À:

1
4 =-{o est donné, 1 : 

-iÀr_r, 
i } L. (D.19)

En utilisant l'équation (III.65), la relation (o * €p)À - nA{ et (D.19), nous
obtenons:

Ao: k(a *el)", ,+: ff i  t  Ra,

i - 1
Ra : rt+il D-.(' - #)'4"i i-r-rt i > L'

(D.20)

&r5: ,à*-r't',,,-,' 
i> r'

De la même manière, à partir de (D.18e):

û: g!L,, %, É : T(T_o,

(D.21)

à partir de la relation (D.183), on obtient les développements de Zf,

TLo : !o;!o", Tr, : 1o'Tr, * !o,'Loo+ gq,

'q+Tor,,%)*h-,

i - 1
n*: TD

r=l
(TJ,,q),  i> L.
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p.1. OBTENTTON pES SYSTÈMES p'ÉQUATTONS (8Q72) ET (EQ74)

Pour les développements de TB , nous avons besoins de la relation (T* + r1lAz*)iB -
1-Ê2!c  ^  .

;T"r .  A lnsr ,  on a:

rF :,F*,,+zrro? : r#I T* R",,
Rv' : ffià(t 

- !)rri-,, i > L.

Finalement, on obtient pour les développements de i:

\,:##, \o:#Fi -Ar)+Ri,

d - l  .
l?i: ,h,à^"(-1" - A;-,) i> t.

Développements des coefficients de Q

(D.25)

(D.26)

Pour c:

En utilisant la même technique que dans le paragraphe précédent, nous pouvons
déterminer les développements de I en utilisant successivement les développements
de a, b, c, et TI.

Pour les développements de a, nous utilisons la relation (D.184), qui peut être
réécrite : aTB - -e. Ainsi, on a:

h: #,  oo:  # + Ro,

i -1
Ro- -+à a,r?-, ,  i> 1'

De la même manière, nous obtenons les coefficients de b, c et TI en utilisant
respectivement les équations (D.188_z).
Pour b:

bo : È#, uo: #Gr{ + bo4\ + ao,

i -1
Ru: -#àu,t!!,, i> L.

(D.23)

(D.24)

(D.27)

^: h#, ci: #Gof - coqr) t R.,

i - 1
R"- -#à c,4!, ,  i> L.

r,o: *, r{ : -frr[rf + fo,,
i - l

Rv,:-+Dr, , r" . r ,  i>1.,  ,o 
7E1

Pour 7r:
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ANNEXE D. Application de Ia M.A.N. au modèIe éIastoplastique J. C. Simo

Finalement, on obtient pour 8:

Pour calculer complètement $ avec r variant de 1 à i, nous avons encore besoin
d'utiliser la relation (III.76) dont les développements peuvent être exprimés par:

%'4:0, %'È'-o
.  d - l

%,4:+DU-ù9.,4_,,i>1.-  
r=1

(D.2e)

â:4r's-t, L-,
i - 1

&:à'L'ry-"
=iL.5'+ &,
i>L .

%: ooÊ-ro+ boToo+ 
"04 ,

9: oo1o, + q$o + bo'h,+ biTLo+

"rAl +o4 +&a,

i - 1

Eq: P..'-@,\o,-,tb,Tq^ +",4)  i>L.' - - U i - ?  ' - 4 , - l

On a alors directement les développements de B en tenant compte de l'équation
(D.17) :

%: \o%, L: I,dt,g,_,_, i2r. (D.30)

(D.31)

D.1.4 Relations entre les développements de J et ceux de F:
On sait que:

i -Jtrace(lr), tr- i tr-t (D.32)

où [ est le tenseur gradient de la vitesse.
Pour pouvoir obtenir les développements de J en fonction de ceux de .F', il nous

faut au préalable déterminer les développements de F, F-l et !. Nous 
"uo* 

déjà ef-
fectué les développements de F-l, nous présenterons donc uniquJment les développements
de F et {. Ainsi, en développ*, g par rapport au temps on a:

i t ^  -  F . .  i r .  .  -  F . .  i>  t .
- ,  : l '  - - l  : '

De la même manière, on obtient les relations entre J et i:

io:  Ju i ; - r . :  J i ,  i  > L.

A partir de l'équation (D.322) ou a:

(D.33)

(D.34)
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D.2. RELATIONS EXPRIVTÉPS DANS LA CONFIGURATIOII 9(O)

Des relations (D.et) et (D.33) on a pour J:

Js - det(L), J, - fJstrace(L_r) * Rt,

(D.36)
Rt : I J,trace(4_"_r), i > 1.

En introduisant (D.35) et (D.362), on a alors:

Jt : Jotra""(\.$\ + ftrace(E) + nr i > L. (D.37)

D.1.5 Développements du paramètre de chargement pt

En ce qui concerne le pararnètre p, il dépend du procédé de simulation et peut
être considéré comme une fonction du temps. Nous considérons alors p comme une
fonction du temps (ou d'un pseudo temps). Dans ce ca^s, ses développements peuvenr
être écrits comme suit:

Fo :  tO ,  l h :  I ,  Fz :0 r . . . ,  F i : 0 ,  i  >  l . (D.38)

Tous ces développements nous permettent alors dtobtenir les systèmes
(III.88) et (III.e0).

D.2 Relations exprimées dans la configuration CX0)

Pour le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff T, son tenseur trans-
formé correspond anl T* dans la configuratierl g(o) peut être écrit :

T* -  
I  

T  p t t
= 

"/(o) 
=' =o) '

où le symbole (o)* représente la variable correspondant dans la configuration O(0).
Par conséquent, les transformations des parties volumiqu s Tv et déviatorique Z,
peuvent facilement être exprimées :

i - 1

Comme T-n : P J F-rt : Pt t,4î, prnt être encore réécrit :

T! . :  
T  

r  .p ,  T* :  L  ,=v Jp,1 =v'{o) , =D J@,) =o'41r, ' (D.3e)

Tî:PJf,, PJ:#-PJ*,
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ANNEXE D. Application de la M.A.N. au modèle éIætoplastique J. C. Simo

r.--* 1 * _ F  ç
t  J  - A r n r ' J  t (D.40)

(D.43)

dans lesquelles Pj et J* sont les variables transformées dans la configuration 9(o) 6u
P1 et J, respectivement. f représente celle correspondant au gradient inverse de la
déformation /.

De la même manière, en prenant en compte la relation To: L. S_D, !i neut être
reformulé:

T-o:4- g; , E*:4 4ôi , 8*o: #a,r.€r.4b[
(D.41)

où 4* et g; sont respectivement, les variables transformées dans la configuration 0(0)
correspondant à E_et Eo.

De plus, en u-tilisatrîes relations:

^9 - -uJMEB EB :B - C* ,  e :C ;8 ,

JM:J -z /s  ,  C* :C- r ,  B :U- t , (D.42)

nous pouvons calculer ̂ 9i en utilisant toutes les variables exprimées dans la configu-
ration Cr(o). Nous obtenons :

g; :  p ,*  JM* 4_*  ,

JM* : t'rlf t* , E_.: 4ol. E_ . 1, , E*: 4ol . B_. 1o, ,

r213

Ql* : E,n,.QM.Fto), c* -46it. q 4ôï , F* : p"h
_\v,, _

ici, les variables J**, E"*, t, Q**, C* représentent les variables transformées dans
la configuration f,)(o) corresp-ondînt rÀpectivement à J*, E, B, Q*, C.

De plus, pour pouvoir estimer E. en utilisant les qu6tit6 exprimées dans la
configuratioo g(o) au point de départ des développements a.symptotiques, nous devons
transformer les relations suivantes :

E: À Q_,  avec Q- s  g-o+b Y_o+ "  { ,  TT:Tot .  To,

a=  - b-  - TB,1

F, ,-F-,

1
i "

1

EB* : ! * - :eCM* t  € :e  ,8 ,
ù -

3T I  2

iF'  
c=,i ,e

7,
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D.2. RELATIONS EXPRJUÉES DANS LA CONFIGURATIOITI 9(O)

et

Q:  B :0 . (D.45)

Puisque B* -- 
\rl. 2.401 .t 4(o) nr dépendent pas du temps, la dérivée par rapport

au temps de 4. peut être écrite È* :401. 8.4ïol. 
p* conséquent, nous obtenons:

il* : ) e* , e* : o* E*o+b. !o; + c* eM* ,

Te*-7* t  7*  f  : -  l= .  b* :  -3  L  -t _ D  -  = D .  + D '  -  
T B * '  "  _  -  

t  
_  l * t * ,

".:#-#,rI*:#,rB*:

\ (.". - A.) : -rl 
#

f* :igfi : Q* ,

A
J@'

A* : A *  A p
A n :  T.r(0)

, g: {01.8.4f01 ' (D.46)

et

9* , l :0, (D.47)

Nous pouvons en déduire les coefficients de E*, !1, J*, ej, {*, J**, !*, g*o,
T*p, PJ* , Ti, ry, f*, TB*, A*, Tr*, a*, b* , c* , e*, E-. d. la même manière que leurs
variables correspondantes dans la configuration-os. Ainsi on a:

Les développements de .F * : .F. .F^1,

Les développements du l.- : &ol. I,

{r :{ ' {0,:-{ , ,+4*

i -1

&jr*:-D4;, . . , .  l l ,  - , ,  i>L
t=I 

' \ ' /  :( t-r)

Les développements de l,

!1oy : {ir,' 41t-ry : i$,l+ &

4ôr:4, 4i,r:4', '4ôi , i) 1.

r"* + h"Ah)'
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i -1

4:I '%,t 'Lto-,) i>1'
r=1

Les développements de ,I* - #,

Jô) :1 ,  J i r l : ! t r  l ç - ry+ Rj  ,

r  i - l

R.r: ;  Dft t  tu I1;- t- , )  ,  i )  L .
r=I

Les développements de Q* : 46ït.q.q;i,

cln,: L.Qrr: 4r., + r1"1., + Rb ,-\",, - -\./, -\.,, -\.,,

r=1

Les développements de CM*:4,.,,. Q*. Ej^r,
_tv,,

4
i -1

:D4ii,.4i,-",, i lL.

g{oi = L, {o). : 
-9îr+ &L* ,

i - 1

&L*: -t  
Q,,.9{;n, i> L.

r=1

Les développements de JM* : J'lf J*,

Jff)* -- L , 4). - -?tt, + n*r, ,

R'r*: i î  h**)r$. r i ,- , t ,  i lL.' " '  34\ - '  i

Les développements de e,

e(o) :9ôr '  4ô, '  e$) :Srr '  4ôl +9ôr '  4,t+ &,

i-L

n": | ,e<,1 '  4,- ,1 ,  i l  L '
r=1
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Les développements de EB*:4r..,. 4. 1^r,-\v/

4..ror- P.rio) 4a,' ' Trç1: ptiol 
{,lt 

', Pùt 
{o,t 

* go, ,

,:ô:4ô, - |',r4 , q,;: -l (",,,e!r. + elry!) + Q,r + &L" ,

Eà':-âË"r,tf i ln, i>L'

Les développements du g; : 
t-4tol.€r. 40,,

giror - t* Jff). q;r, ÉLror: ,. (tff. $i*Jfr. q;r) *4lo ,

i - l

E_ro:r- f  4f EJ,\, t ,  i )  L .

Les développements 4s T*o: #T_r. ftoy

Trror: 4ôr' €l,r , 4101: {or' 316r + Airl' 8l'rol * lto ,

i - l

Uro: 
I{", 

8*o(r-,) ., i 2 t '

Les développements de Pi - fr,

P.rio) : P(o) , pt.çl: Pg Jft1+ Ptil /io) + Ri, ,

i -1

f fp, : IO",Jîo-, t ,  i> l .

Les développements d" Ti : 
#Tr. {ot,

i - 1

Ur,: I"rô,{o-", '  
,  i }L'
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