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O - NOTATIONS

. Nous réservons les lettres minuscules pour les variables locales et les lettres
majuscules pour les correspondants globaux ou macroscopiques.

. I: moyenne volumique d'une fonction f(x) est notée

f (D =<f(x)>=a [r(x) av
vt 

";

. Læs caractères gras sont utilisés pour les matrices représentant les renseurs
d'ordre l, 2 et 4. Leurs composantes sont exprimées par rapport à un
repère cartésien orthonormé direct (o; r, , ;, ;) fixe et norées avec le
même symbole (normal).

. I-e point "." et le,double point !" définissent les produits matriciels
suivants :

T .v  =+  T , i v i
T .E  =+  T ; iE ; r
T :E  =+  T ; iE ; t

La convention d'indice muet est employée.

. læ symbole "8" correspond au produit tensoriel

T@E+ T , jE ,n .

. La transposition est notée avec un exposant "t" présenté à gauche du
symbole de la matri., , 

'T.

. L'inverse est notée avec un exposant "-l" prÉsenté à droite du symbole de la
matrice: T'1.



' I-€s exposants (indices) suivants sont utilisés :
- "e" pour définir la partie élastique
- "p" pour définir la partie plastique
- "'hrr pour faire référence au réseau cristallin
- "o" pour faire appel au milieu de référence
- "sc" pour indiquer I'approximation auto-cohérente
- "eff' pour indiquer les propriétés effectives.

. I-es symboles suivants sont réservés pour :

â, âI l'opérateur de localisation du gradient de vitesse d'un

milieu de référence

A, At I'opérateur de localisation du gradient de vitesse

b les forces de volume

B, Bt I'opérateur de localisation du taux des contraintes
nominales

c et C les constantes élastiques

co I'opérateur de localisation d'une variable a

d et D le taux de déformation
D I'opérateur de localisation du taux de déformation

e et E la déformation d'Euler-Almansi
eo et Eo la déformation de Green-Lagrange
E module de Young
f et F le gradient de transformation
g et G le gradient de vitesse

ç I'oPérateur de Green

lfn et H*Eh les matrices d'écrouissage du monocristal

I matrice unité d'ordre 4
I et L les pseudo-modules tangents
m et M les modules tangents
n et N la contrainte nominale

rnn la dircction du glissement du système h

nn la normale au plan de glissement du système h
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h

P- la partie symétrique du facteur de Schmid
h

R- la partie antisymétrique du facteur de Schmid

Sh le facteur de Schmid
s et S les complaisances élastiques

I
s, s la contrainte interne
t et T les forces de contact
Îtt, ttt les opérateurs d'interactions entre les inclusions
v et V la viæsse
w et lV le taux de rotation
W I'opérateur de localisation du taux de rotation
x la position d'un point matériel à I'instant t
cr densité de dislocations

h
ct la quantité tensorielle exprimant la différence des taux

de la contrainte de Cauchy par rapport à la matière et Bar
. rapport au réseau

pn la quantité tensorielle décrivant le durcissement du réseau
h

T le glissement plastique sur le système h
I. I'opérateur de Green de déformation
0(x) la fonction caractéristique
I l'opérateur de transition

h

I" I'opérateur définissant la contrainte résiduelle apÈs un
cycle charge-décharge

h -
p l'opérateur définissant le taux de déformation plastique
v la normale extérieurc à la surface d'un solide
æ et II la contrainte de Piola-Kirchoff symétrique
o et E la contrainte de Cauchy

h
I la cission réduite sur le système h
t et T la contrainte de Kirchoff
g et 0 les parties non-locales de F
V et Y les parties locales de l.



I . INTRODUCTION

La détermination des propriétés effectives des matériaux micro-
hétérogènes et macrohomogènes à partir de la connaissance des propriétés des

constituants, du rôle des interfaces, et de la microstructure de I'agrégat
constitue un champ de recherches en plein développement du fait des
applications potentielles que I'on peut en attendre.

Une approche basée sur la transition d'échelles débouche sur une
meilleure description des lois de comportement des matériaux et constitue
simultanément un outil précieux pour l'élaboration de nouveaux matériaux. En

effet, dans une telle approche, la microstructure et le comportement local sont

traduits directement en termes de comportement global.
Concernant les propriétés linéaires, de nombreux modèles ont été

proposés par Voigt [1], Reuss [2J, Hill [3]. Le développement récent des
théories statistiques systématiques peut être considéré, au moins formellement,
comme étant la solution complète et définitive du problème des milieux

microhétérogènes à comportement linéaire, Krôner [4J, Dederichs & 7*ller

t5t.
La solution n'est pas aussi avancée en ce qui conceme les propriétés

inélastiques telles que l'élastoplasticité des métaux polycristallins. Jusqu'à une

date encore récente, les études de plasticité se sont limitées à des applications

des modèles simples de Taylor [6J, Sachs [7], statiques de Taouj [8]' ou à

d'éventuelles améliorations de ceux-ci, Lin [9J, Honneff & Mecking [l0l'
Kocks & Canova tl11. Sarrf pour les rotâtions, les modèles de Taylor, Lin,

Sachs, statiques, ne font aucune référence à la structure granulaire de

I'agrégat. Dans les modèles de type "Relaxed Constraints", or introduit la

notion de forme des grains pour relaxer les composantes appropriées du

tenseur de déformation. Ces approches étant relativement bien connues, nous

ne pésentons pas ici les détails de la modélisation.
Une voie nouvelle a été ouverte par Krôner [4], U2J au travers des

modèles auto-cohérents qui ont ensuite été développés par HiU [13], Budiansky

& Wu [4], Hutchinson [5], [16], Berveiller &Zaoui U7l, [18], [19] et autres

dans le cadre des petites déformations élastoplastiques. Ce type de modélisation

est basé sur un calcul fait par Eshelby [20J concernant des interactions entrc un

grain de forme ellipsoidale déformé plastiquement et ses voisins représentés

par une matrice infinie.



Une discussion de différents modèles a étê faite par Kocks [21] et Zaoui
[8] et plus récemment par canova 1221 et Ahzi I23l à propos de description
des textures cristallographiques. Ici I'attention est portée sur les contraintes
intemes (résiduelles) car notre modèle a la prétention, en plus de la texture, de
décrire ces contraintes d'ordre 2 avec une précision pennettant la comparaison
avec des mesures expérimentales

Dans'le cas du modèle de Krôner ll2l,lamatrice est supposée isotrope
dans son comportement élastique. Elle subit une déformation plastique
homogène Ep. En supposant que la déformation plastique tP est également
homogène dans I'inclusion, Krôner a obtenu pour les contraintes dans le grain
de forme sphérique

( I . l )  o , j=x i j  +2p(1  -p )  (E i ;  -  r? i )

oùF=@15(1 -v)

Ceffe formule ressemble à I'expression obtenues par Lin t9l

(r.2) o,j = E,j + 2lL (ri1 - eiil

mais elle conduit à des contraintes intemes presque deux fois plus petites que
celles prévues par Lin, grâce au cafficient I - F = 0,5. Ce résultat est dt au
fait que les incompatibilités plastiques chez Krôner sont accommodées par des
déformations élastiques additionnelles de la mafiice. Dans le modèle de Lin
[9J, la déformation totale est imposée. Ceci empêche toute accommodation
additionnelles dans la matrice.
En réalité la matrice s'accommode aux déformations incompatibles du grain
considéré, par une déformation élastoplastique additionnelle. Ce type de
raisonnement avait conduit Hil l t l3l à prendre un comportement
élastoplastique L pour la matrice. Il a obtenu alors pour le taux des contraintes
locales :

(r.3) ô,i = E,i*L;(El-el)

où L* est le "constraint" tenseur résultant du problème de I'inclusion dans une
matrice de comportement tangent défini par L. Ce modèle a été utilisé par
Hutchinson [161. tæs résultats numériques de Hutchinson ont démontré



I'importance de I'accommodation élastoplastique de la matrice sur le niveau de

la contrainte inteme. En effet, la composanteLpl2passe d'une valeur égale à

p à la limite d'élasticité à une valeur p/10 pour une déformation totale 4 à 5

fois plus grande.
Un raisonnement similaire a conduit Zaoui [8J à remplacer dans la

formule de Krôner (l) le module élastique p par le module sécant L défini

par un essai de traction simple. Ce module est donné par

(r.4)

(r.s)

I-es contraintes internes se calculent selon I'expression :

uL
"  -  

E  +  3  p  p  EP

oû=Ei j+2 lL ( l -P )
2 + 3  p  p  Eo

(et'; - tii)

L'expression (4) témoigne de l'évolution de Ï qui pour F.p = 0 est égal à p, et

pour En = 0,1 tombe à - P/tO.
Une généralisation de cette approche a été proposée par Berveiller & Zaoui

[17]. En supposant que la matrice obéit à un critère de plasticité anisotrope et à

une loi d'écoulemerrt plastique associée, ils ont démontré que, pour les

chargements radiaux,les contraintes intemei dans I'inclusion d'Eshelby sont :

(I.6) o,j = rij + zlLa (1 - Bl (eii - t?i)

avec

l+6p h
( I .7)  o =

I+2ph a (u î) '

et (î1-r représentant le module plastique moyen de 1a matrice.

Il est facile de remalquer que Pour :
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. h -r 0 (matrice élastique) c = I et la formule (6) se transfor-e en
relation (l) de Krôner.

. tr -+ ." (régirne de la plasticité parfaite) a -r 0 et la formule (6) se
transforme en modèle statique proposé par Zaoui [gJ

o,j = Eij

Dans tous les modèles présentés jusqu'ici le comportement élastique du
matériau a été supposé isotrope et homogène.
La forme des constituants a été choisie sphérique. Néanmoins, les résultats
obtenus par Hihi et al. [24) et Beradai et al. 125], en utilisant I'approche
proposée par Berveiller et Zaoui [l8], montrent I'intérêt d'une modélisation
basée sur la transition d'échelles.

En grandes transformations élastoplastiques, c'est tout l,êtat
microstructural et mécanique du polycristal qui change profondément avec la
déformation plastique. Globalement, on peut distinguer quatre familles de
paramètres physiques dont l'évolution avec la déformation doit être connue si
on veut déduire le comportement tang_ent actuel du matériau.

' A l'échelle intracristalline,la multiplication des dislocations et l'évolution de
leur répartition spatiale (création de cellules, parois, empilements...) sont
responsables de l'écrouissage intracristallin. Logiquement, il conviendrait de
relier l'état disloqué intragranulaire au comportement du monocristal. Ceci
constitue un domaine de recherche largement ouvert. Actuellement,
l'écrouissage intracristallin est plutôt décrit par I'intermédiaire d'une
matrice d'écrouissage, Franciosi et al. [26], Franciosi [27]. Cette matrice
permet de déterminer le taux de la cission critique sur un système de
glissement en fonction des taux de glissements plastiques sur tous les
systèmes actifs.
Des informations concemant cette matrice d'écrouissage peuvent être
déduites des mesurcs exp,érimentales de l'écrouissage latent, Franciosi et al.
[261. Là encore, la détermination précise et complète de cette matrice, et
surtout de son évolution avec les glissements plastiques, reste à effectuer.
Malgré les défauts évidents de cette approche, elle sera utilisée par la suite
pour décrire le comportement du monocristal.



A l'échelle des grains (échelle intercristalline), la désorientàtion relati'ùe des

réseaux cristallins constitue une source de contraintes internes par

I'intermédiaire des incompatibilités du champ de déformation plastique. Ces

contraintes internes jouent un rôle fondamental dans la plasticité des métaux.

Au cours de l'écoulement plastique, les contraintes internes se développent

du fait des incompatibilités plastiques, se relaxent (au moins partiellement)

grâce à I'accommodation élastoplastique et contribuent ainsi, de manièrc

significative, au comportement élastoplastique macroscopique, qui se

manifeste par un écrouissage anisotrope du matériau

A la même échelle, le mécanisme de glissement plastique induit une rotation

plastique qui, en relation avec les équations de compatibilité de Krôner [28J'

entraîne une rotation des réseaux cristallins. Ces rotations sont à I'origine

des textures de déformation, phénomène connu depuis longtemps et qui est,

pour une large part, responsable de I'anisotropie du comportement

èlastoplastique macroscopique. Seul le modèle de Taylor ,€t ses

modifications, a été largement utilisé pour la prévision des textures de

déformation. Il est basé sur I' hypothèse trop restrictive :

w c ] - w o .

Les prévisions théoriques vérifient d'une manière très approximative les

résultats expérimentaux, Canov a 1221. Une analyse critique et constructive

de I'influence des mécanismes élémentaires de déformation plastique à

I' intérieur d'un grain, des effets associés aux incompatibil i tés

intergranulaires, a été effectuée par Bemeiller 1291, La description de la

texture cristallographique pratiquée dans ce travail utilise pleinement ses

résultats.

A cette même échelle intercristalline, on doit prendre en compte le

changement morphologique des grains, qui se superpose aux hétérogénéités

plastiques intra- et intergranulaires. L'influence de la texture

morphologique sur la texture cristallographique a êtê démontrée par les

modèles du type "relaxed constraints" ( Honneff & Mecking [10J' Van

Houtte [30], etc. ) et par Tiem et al. [3lJ sur les contraintes internes' La

distribution spatiale des constituants, ou texture topologique du matériau,

joue également un rôle important sur les textures et le niveau deS contraintes

intemes.



Face à une telle complexité, il est nécessaire d'aborder le problème de la
détermination des lois de comportement élastoplastiques à partir de
simplifications "homogènes". Avant de présenter le plan de ce travail, nous
nous arrêtons pour commenter les modèles auto-cohérents en grandes
transformations.

La première tentative de détermination de la loi de comportement
élastoplastique en grandes transformations, et dans le cadre du modèle auto-
cohérent, a été présentée par Iwakuma & Nemat-Nasser [32]. En partant de la
loi de comportement du monocristal basée sur les travaux de Mandel [33J, Hill
[34]' Hill & Rice [35),7-arka [36], Asaro & Rice 1371,... ils ont généralisé
I'approche auto-cohérente développée par Hil l t38l aux grandes
transformations élastoplastiques. Finalement, ils appliquent leur théorie au cas
d'un élément représentatif bi-dimensionnel en se limitant, pour un CFC,
à quatre systèmes de glissement par grain. Dans ce modèle ils prennent en
compte les quatre familles de paramètres microscopiques évoqués plus haut,
mais réduites au cas plan. I-e principal problème lié à cette modélisation est la
perte de stabilité ou d''ellipticité du système. En effet, le tenseur des modules
tangents du monocristal, et en conséquence du comportement macroscopique,
n'est pas symétrique par rapport aux æuples d'indices

L;;11 * L11;.1

Dans Ie meilleur des cas présentés dans [32], la déformation totale en traction
ne dépasse pas 30 fois la déformation élastique en cisaillement ; c'est-à-dire
pour un matériau CFC tel que le cuivre, ell.e est de I'ordre de lSvo. Au-delà
I'opérateur de Lamé du problème perd son caractère elliptique et empêche le
calcul du tenseur de Green.
Nous démontrons dans la suite de ce travail, que cette asymétrie du tenseur L
est liée aux simplifications non-homogènes dans la construction du
comportement du monocristal (ptr exemple le taux de déformation est supposé
petit dans le calcul des rotations du réseau et important dans la loi du
comportement élastique ) .

Parallèlement au développement de notre approche, l'équipe de A.
Molinari (canova, Ahzi) du Laboratoire de Physique et Mécanique des
Matériaux de I'Université de Metz mettaii au point un modèle auto-cohérent en
grandes déformations viscoplastiques.
Dans cette modélisation, la déformation élastique du matériau est négligée,
voir Ahzi [23J. Ceci conduit à une mauvaise description des trajets de



chargement complexe. En outre, I'effet Bauschinger est complètement écrasé,

ainsi que .la prédiction des surfaces de plasticité après une prédéformation

quelconque. Tous ces phénomènes sont liés au manque de distorsion du réseau

cristallin, qui se manifeste par I'absence de contraintes résiduelles. La viscosité

est ici simplement une astuce mathématique permettant d'éviter le problème

d'ambiguité concernant le choix des systèmes actifs. En effet, dans cette

approche, tous les systèmes de glissement sont en permanence actifs. Un

critère arbitraire sert à classer un système en tant qu'actif ou non. Il est basé

sur les rapports des vitesses de glissement sur différents systèmes.
Une autre hypothèse simplificatrice concerne I'isotropie des propriétés

tangentes du matériau. Cette simplification permet de diminuer le temps de

calcul de manière très importante. D'ailleurs, la procédure de calcul du

paramètre scalaire de la matrice tangente ne se fait pas de manière auto-

cohérente, c'est-à-dire en tant que moyenne pondérée des paramètres locaux.

Un avantage essentiel de cette approche auto-cohérente viscoPlastique

réside dans la vitesse de traitement des données. Cette vitesse est obtenue grâce

à :
- I'hypothèse que tous les systèmes de glissement sont en permanence

actifs (pas de recherche d'une combinaison des systèmes réellement

actifs)
- I'hypothèse d'isotropie du tenseur des propriétés effectives.

Dernièrement, Nemat-Nasser & Obata [39] ont proposé une approche auto-

cohérente en élasto-viscoplasticité.Il s'agit d'une généralisation du modèle de

Iwakuma et Nemat-Nasser [32] par le biais du critère de Schmid viscoplastique

de type puissance (voir également Ahzi Ï23D. Les modules tangents du

monocristal restent, pour des même raisons que dans [32J, non-symétriques

par rapport aux couples d'indices. Ils ont appliqué leur modèle uniqement au

cas plan. I-e comportement global du polycristal est plus stable qu'en plasticité

classique mais aux frais d'une "rigidification" des interactions entre les

constituants et le milieu effectif.
Le cadre général des transitions d'échelles pour les grandeurs

microscopiques et macroscopiques a été discuté par Mandel t40l et Stolz [41].
Pour les grandes déformations élastoplastiques, Hitl [38] suggère I'emploi du

gradient de la vitesse et des taux des contraintes nominales. Ce choix ramène

les opérations d'homogénéisation à de simples opérations de moyenne

volumique comme dans le cas des déformations infînitésimales. [,e choix de la

description ainsi que les relations de transition d'échelles et de localisation sont

expliqués dans le chapitre tr . l-e but de ce chapitre est plutôt I'introduction et

l0



la systématisation des notations. Nous finissons ce chapitrè par une
démonstration générale permettant de calculer les propriétés effectives
tangentes du matériau en fonction des propriétés locales des monocristaux.

Le comportement intracristallin des grains est construit à partir de
variables cinématiques décrivant Ia vitesse de glissement plastiquè sur les
systèmes de glissement actifs : le glissement plastique obéit à la loi de Schmid
et I'écrouissage intracristallin est décrit par la matrice d'écrouiss age. La
construction de la loi de comportement élastoplastique pour le monocristal est
abordée dans le chapitre III. Nous donnons tout d'abord les bases physiques de
la plasticité à froid des métaux. Nous montrons les difficuttés liées à une telle
description. Ceci nous conduit à introduire la notion de matrice d'écrouissage.
Ensuite nous discutons la description du comportement élastique du
monocristal en grandes transformations. ce paragraphe est basé sur les
travaux de Mandet [42], Rice [43]. plus loin, nous abordons la construction du
comportement plastique du monocristal. Formulée en vitesse (ou taux), une
telle loi de comporremenr a été développée par MandelI44l, Hill & Rice [35J,
Asaro [46J, Nemat-Nasser [45J et discutée par stolz [al]. un cas particulier du
résultat général de Hill & Rice [35J est exposé, suivi par la construction des
modules tangents du monocristal. Nous démontrons la symétrie d'un tel
tenseur, par rapport aux couples d'indices, sous hypothèse de symétrie de Ia
matrice d'écrouissage du monocristal. Une comparaison avec le résultat de
Iwakuma & Nemat-Nasser [32] est donnée.

Dans le chapitre IV, nous abordons le problème de la localisation
cinématique en proposant une équation intégrale similaire à celle que
Dederichs &7*ller [5J ont démontrée dans le cas de l'élasticité. Cette équation
est construite dans le cas général du tenseur des propriétés tangentes non
symétriques. Une solution formelle de cette équation est présentée en vue d'en
déduire les lois d'évolution des variables microscopiques telles que :

- cissions critiques
- texture cristallographique
- contraintes internes et résiduelles.

Ces lois ont la forme de relations de localisation en fonction du gradient
de la vitesse macroscopique. Cette solution formelle, dans le cadre théorique
présenté, constitue le point de départ pour différents modèles en fonction des
approximations utilisées. L'approximation auto-cohérente semble aujourd'hui
la mieux adaptée pour décrire le comportement élastoplastique des
polycristaux, mais également la plus compliquée à mettre en Guvre. Nous
discutons cette approximation au chapitre v . L"e cas d'un matériau quelconque
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e* envisagé en premier lieu pour être adapté ensuite 8u cas des matériaux

granulaires. Des approximations à un site et à sites multiples sont développées.

Â t. fin du chapitre nous reprenons les lois d'évolution de la structure

microscopique pour un polycristal.
Le chapitre VI est consacré à la mise en algorithme de la méthode auto-

cohérente en élasticité et plasticité dans le cadre d'approximations à un site et

sites multiples.
Nous, poursuivons en expliquant la recherche d'une combinaison des

systèmes de glissement actifs et l'incrément de temps pendant lequel cette

combinaison reste valable. Dans le dernier paragraphe' nous discutons en

détail le problème de réactualisation des variables cinématiques et statiques.

Dans le chapitre VII, nous présentons un échantillon des résultats obtenus

avec le modèle auto-cohérent durant les cinq dernières années. Nous

commençons avec des résultats en élasticité afin d'illustrer I'anisotropie

élastique induite par la déformation plastique. Nous poursuivons par une

analyse des différents phénomènes (écrouissage, surface de plasticité'

contraintes résiduelles, énergie bloquée, texture...) pour des matériaux tlpe

CFC. Dans la dernière partie, nous présentons les simulations du

comportement des matériaux type CC. Une comparaison avec des résultats

expéiimentaux de l'équipe du Professeur Boehler [106] de Grenoble a pu être

effectuée.
Nous concluons par une analyse critique de la méthode ainsi que des

résultats obtenus.
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l l : cl{olx DE LA DEscRlPTloN. TRANstTtoNs
D'EGHELLES ET LOCALISATION

L'ambition de ce chapitrc n'est pas de présenter des idées ou des résultats
nouveaux mais plutôt d'introduire et de systématiser les notations utilisées dans
la suite de ce tnavail. ce chapitre est basé sur les travaux de Hill [3g], Mandel
[40]' Rice [43J, Krôner [47), Truesdell[4gJ, stolz [41], Nemat-Nasser [49],
Lipinski et Berveiller [50J, ...

s'il fallait définir le processus de déformation des matériaux
élastoplastiques en un seul mot, le nom qui conviendrait le mieux serait,
d'après nous, évolutlon. caractère non linéaire et incrémental du
comportement, mais surtout évolution de la structure interne du matériau
conduisant à I'anisotropie induite de ce dernier, sont les caractéristiques
principales de la plasticité. Une approche naturelle de la description d'un tel
comportement utilisant la vitesse est la description eulérienne par rapport à
la configuration actuelle du solide

l l.1 - Description du Mouvement

Le mouvement du solide déformable B peut être défini par une
transformation 1 (X,t), telle que la position ôourante x d'un point matèriel X à
I'instant t soit donnée par

(r.t) x=1(X , t )  XeB,  teR

En choisissant une configuration de référence Ko, ce mouvement peut être
exprimé en fonction du vecteur X, position des points matériels X dans cette
configuration de référcnce

(rr.2) x=Ko(X,b)

En effet, en supposant que ro'l existe, l'équation (l) s écrit :
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(rr.3) ,(,  = xtx" '  txl ,  t)  = X(x, t)

Iæ vecteur X, position du point matériel X dans la configuration tco, sera

souvent appelé, sans risque de confirsion, point matériel'

En un point donné X, on définit une application linéaire tangente f (X't)

appelée aussi gradient de la transformation entre la configuration de référcnce

Ko et la configuration actuelle 11

f (x,t)=3i=ry(rr.4)

(rr.6)

La construction de cette application (ainsi que ses propriétés) a été

discutée en détail dans plusieurs ouvrages [48], [51]' [4U'
Læ choix de la configuration de référence Ko est bien str libre, mais la

détermination du mouvement des solides déformables est plus ou moins

commode.en fonction de ce choix. Dans la description eulérienne, ce choix est

porté sur la configuration actuelle rt. Une pareille description est appelée

relative. Suivant Truesdell [48], on introduit une seconde configuration du

solide B à l'instant t + t. Soit ( le vecteur position du point matériel X à cet

instant:

(rr.5) |=X (X,  r )

Grâce à la définition du mouvement (1) et (3),la relation (5) devient :

1= X, [I,-t (X,t), rl = Xt(x , t)

Ceci définit une transformation relative par rapport à la configuration

actuelle (variable) 11.
On introduit, de manière analogue à (4), le gradient de la transformation

relative fr :

(rr.7) r, (x,r) = *=4#,1)

Dans la description eulérienne, on utilise une formulation en vitesse,

incontoumable d'ailleurs en mécanique non linéaire des solides déformables'

Cependant, l'emploi des méthodes numériques conduit toujours à une
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formulation incrémentale qui peut etrc facilement obtenue à pàrtir d'une
écrirure différentielle. c'est cette demièrc qui est choisie ici.

La dérivée instantanée du gradient de transformation rclative par rapport
au temps joue un rôle primordial dans la description de l'évolution dà la
structure inteme du matériau. son Incrément not'é g est défini par :

(II.8) I = ô, f, (x,t)

où ô, symbolise I'incrémentation selon le temps

ô ,a=a( t+d t ) -a ( t ) .

En introduisant

( I I .9 )  v=ô ,x (X , t )

on démontre que :

Gr.lo) * =ù#J)

Dans la suite, les incréments v et g seront souvent appelés rcspectivement
vitesse et gradient de vitesse.

En appliquant au gradient ft le théorème de la décomposition polaire de
Cauchy, on obtient :

( [ . l l )  f i  =  Rr  .  Ur  =  Vr .  Rr

ce qui signifie que la transformation correspondant à f1 s'obtient en effectuant
une rotation R, et trois déformations pures dans trois directions principales de
V, ou inversement.
L'incrément de la relation (11) par rapport au temps, par définition égale à g,
est :

(II. l2) g = ô' fs (x,t) lr=, = ôr(R,) : U1+ R,. ô. U, lr-,

Pour t= t  f r=1  +  U1=f , , ,= t

et (12) devient :
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(II. l3) I = ô, R, lr-, * ôt Ur l.-t= w + d

Grâce à l'unicité de la décomposition d'un tenseur en Parties symétrique
et antisymétrique, la relation (13) conduit à :

1
(II.14) d=;(g (x,t) + tg (x,t)) incrément (taux) de déformation

1
(II.15) * =ï(g (x,t) -'g (x,t)) incrément (taux) de rotation.

Finalement, l'application de la règle de dérivation d'une fonction composée à
la relation (6) permet d'établir le lien entre les descriptions eulérienne et
lagrangienne:

(rl.16) r trl =!lS$'tLo =%P W = rr . r

En dérivant par rapport à t et en posant T = t, la relation (16) devient :

ô r f (X , t )=g(x , t ) . fGJ)

ou encore

(II. l7) g (x,t) = ôt f (x,t) . fr 1X,t;

Ceci montre du même coup que le gradient de vitesse est indépendant de

la configuration de référence.
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ll.2 - Contraintes. Equation d'équllibre

Considérons, à un point courant x de la configuratio,n actuelle du soli&,
un élément de surface dSt de normalc unitaire extérieure v,. En notsnt dPr fu
force transmise par cette surface, le vecteur de contrainæs, ou de densité
surfacique des efforts, s'écrit :

(II.l8) tr = dPr / dSr
Le tenseur des contraintes de cauchy o est défini, dans cette

configuration actuelle, par la relation :

( I I . l 9 )  t r= to .v r=o .Vr

grâce à la symétrie du tenseur de Cauchy.
Imaginons deux transports fictifs de la force dPr dans une configuration

de référence (par exemple initiale), ils introduisent deux nouvelles forces:

(II.20) dPf = 6p, obtenue par le transport "direct"
et
(II.2l) dPo = fr . dPi obtenuë par le transport convectif

L'élément de surface considéré, dans la configuration de référence, étant
défini par dSo et son vecteur normal vo, deux nouvelles définitions des
vecteurs de contraintes apparaissent :

(11.22) t3= dP3/æ"
(II.23) to = dPo / dSo

conduisant aux deux tenseurs de contraintes :

R
(IL24) t-o = tn . uo

avec n - tenseur de Boussinesq ou de piola-Kirchoff I

(II.25) te = 16 . Vo = ?E . Vo.
avec n - tcnseur de Piola-Kirchoff 2

Iæ tenseur de Boussinesq, comme le gradient de transformation, est
détini sur les deux configurations (actuelle et de référcnce), il ntest pas
symétrlque. Le tenseur de Piola-Kirchoff 2 est purement lagrangien et,
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cornme le tenseur de Cauchy, symétrique. Pour établir les liens entre ces trcis
mesures de contraintes, on utilise la relation de Nanson :

(rr.26) vodSs = (dét f)'l f . vi dS1

Ceci conduit à :

( r r .27)  (dé t  f )  o  = f  'n  = f  '7c ' r f

Ces trois relations se simplifient quand on choisit la configuration actuelle
comme configuration de référence (f = 1) :

( I I .28 )  O=n=æ

mais les incréments (taux) de ces tenseurs restent différents et tels que :

(11 .29)  ô ,o  =ô ,n  +  g 'o  -o  hg
=ô t? t+g 'o+o ' tg -o t rg .

Les équations d'équilibrc pour des problèmes- quasistatiques s'écrivent :- 
- en fonctiôn du taux des contraintes de Cauchy

(IL3o) div (ôto)+ pô1b -  grad-(o):  g+p b t r1gl=g

- en fonction du taux des contraintes de Boussinesq et pour la
configuration de référence confondue avec la confÏguration
actuelle

(1131) div (ôo) + Pô,b = g

Dans ces deux expressions, ô,b est I'incrément (taux) de forces
volumiques et p la masse volumique du solide.

l8



ll.3 ' Le polycrlstal comme échantilton statlstlque

soit un solide- polycristallin_ avec un nombre N "quasi', infini decristallites suivant la-plus petite longueur L du solide. câ nombr" N 
"rtsupposé si grand que même la racine éarree de N est "presque,' infinie. Dansce cas le solide peut être divisé en macro-éléments' de ïolume v a àedimension "presque" infinitésimale par rapport à L. Le macro-élément vconstitue un objet -statistiquement sufhsanuirènt riche pour être r.p6r"niâtif

du comportement de tout macro-élément du polycristaf Il est ,uprÀre ôu" vest mecro-homogène, Krôner t6l. La présenie d'un nombre fiipàrtiiia"cristallites dans l'élément v, leurs dèsorientations crist.rroli.lrrfiurr,
morphologiques, différences de formes et de tailles, et souvent différentes
compositions chimiques, f9.nt que res propriétés de cer élément *pre*"i.iir
varient lYe.ll position et il doit etrc c'onsidéré comme .i..ô:r,etl-.ïiàr1."
- - Lbpjqctif étant I'obtention d'une loi de comportement effective,"fitiilu"
la djscription de l'évolution de la microstructure du macro-élément V,-ittitpréférable de choisir comme variables macroscopiques :

. les mesures eulériennes
' les variables qui peuvent être déterminées en fonction des données

sur Ia surface extérieure du macro_élément
' les variables macroscopiques se calculant par moyennes

volumiques non-pondéréeJ de ces homologues'microscôpiques
' les mesures qui sont conjuguées via I'expression des puiisances

virtuelles
' les variables telles. que la- puissance inteme macroscopique est la

moyenne volumique des puissances internes iocales ou
microscopigues. ceci  t raâui t  l 'hypothèse de macro-
homogénèité.

En se basant sur I'article de Hill [3g], Iwakuma et Nemat-Nasser [32] ontproposé :

. le gradient de vitesse G comme mesurc de déformation

. la contrainte nominale N et son taux ô1N, calculés par rapport à la
configuration actuelle, comme mesures de l'effort inteme.'

En effet, suivant Hill- [38J, si les conditions sur la frontière extérieure S, sont
du type cinématique (viteise v imposée telle que G est hoÀogène aùs vtl, on
a :

Q1.32) Vi = G1xk Vxe  S j
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Par contre, s'il s'agit des conditions aux limites statiques (l'incrément de

,o.tùn O,f imposé tellue ôN est homogène dans V1), on peut écrirc :

( I I .33) ô,Ti=ôN;iv5(x) VxeSt '

En partant de l'équation d'équilibre (31) et en négligeant les forces de volume

ô1b = 0, on obtient

0 ='  Jôpi i , i  x ldVi= J[ôOi i  x1] , ;dV1- Jô,ni l  x61dV1

v ,v , \

L'expression ci-dessus peut être réécrite sous la forme :

(IL34) I [ô, nii xr],i dVt = J ô, ng dV1
vt v,

[æ membre de gauche devient, grâce au t]réorème de la divergence :

J [ô, ni.i xt],i dVt = J ô1n;; x1 Vi dS1

\s ,
Mais, sur la surface extérieure, pour x € St :

ô1tt;3 V;= ôi N;; v.

alors :

J ô, n,i xt Vi dSt = ô, N,j J x1,; dVi = ôt Nri Vt

Mais, grâce à l'exPression (32)' on a :

v,

En introduisant ce résultat dans (34) on obtient :

(II.3s) ô,N = ! 1ô,n dvt
\u ,

[æ calcul de la moyenne volumique du gradient de vitesse donne :

# [r , ,dv,=l  f  u ' ,dv.=: Iv,v,ds,' rg ,  -  qJ , ' t t ' ' t  u 'J ,  I
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* lcn x1 v; dS1 =*Gn ôr; v, = Çuv.r ,  I  
-^

En résumant :

(rr.36) G=! Jg dv,
ï " ,

[æs deux mesures Tlc-rosc-opiques- apparaissent alors comme les moyennes
lolumjeu,es non pondérée.s dei vâriablêi microscopiques corespondantei.
lJans-la_description eulérienne la densité massiqu-e de la puissànce interne p1;y
se calcule par:

( I I .37 )  -R i l=E :D=N:G

Ce résultat, bien connu dans la description eulerienne, reste valable dans
la.description lagrangienne avec un choix approprié des mesures de
delormations et de contraintes, Hill [39J.

Pour démontrer..la v.alidité-de I'h-ypothèse de macro-homogénèité, onpasse par l'équation d'équilibre (31) et ies condirions aux timites (g"2jou è'3i:'
En notant q la moyenne volumique d,une quantité q soit:

q =<e>* loou
' t  v , '

nous avons :

g:  ô,n

g : ô 1 n

J g;; ô1n;i dVr
v,

I

v
I

= 
i"1 

[u' ôni']; ou'- 
f "1 

vi [ô'nii]; dv'

=-l- , vi ô,nji v.;dS1
\ r ,

Analysons tout d'abord le cas des conditions aux limites cinématiques (32)

= 
f I v; ôrn5i V; dS1= * O* J xr ô,nii v; dS1
t, S, Vt Sr

=*on J [xr ô,nrJ; dv,
' t \
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= o* (i 
ul 

t"* dvt + 
t *, 

xr (onir);)av,

gTp=Gi tô ,Nr i=G:ô ,N

La démonstration est semblable dans le cas des conditions aux limites statiques
(33)

t
g :  ô ,n =*  ,v ;ôrn; iv ;  dS1

tt s,

= ! t v; ô1N;i v5 dS1
\ r ,

=! ôNi i  Jv; ;dv1
\v ,

=Gi iô ' (N iJ=G:ô 'N

En résumant, et pour les deux types des conditions aux limites, nous

avons

( I I .38) i lTo =G:ô,N= g t  Ao

et par analogie :

g  t  
"  

=G:1 t l= l t î

grâce à l'équation d'équilibre

d ivn+Pb=0

et les conditions aux limites appropriées.
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ll.4 - Tenseurs dE locallsation. Transltlon d'échelles

La résolution du problème de comportement d,un matériau micro_hétérogène et macro-homogène . ptirùip.ir-rnt pou, objectif radétermination:

. du comportement effectif du matériau

. des champs locaux tels que champ de déformation et contrainte.

I-a procédure de résolution est constituée de plusieurs étapes :

. la construction de la loi de comportement local

. l'établissement des relations de ibcafisation

. I'homogénéisation.

La modélisation dévelopEg dans ra suite conceme re comportement desmatériaux métailiques,. rype crc et çc, à. froi{. Il esiluàicd; Ë;Ë";;;que.le principal mécanisme de la défôrmation ptastiquË âans ae tels matériaux
gs-t le- glis.ggment crisrallographique 16l,ls2l,t53l t,-:s;mbreux travaux de
Yqa:_t [44], Hill [34], Hin ei RËe rlsl, À"ii"i461,-H;;;r [54J, Franciosi eral- 1261,... constituent une ba-se_dedèpart pour tout développement de ra roi decomportement du monocrisral. Iwakuma. ei Nemat-N.rr", ig't;il fiùJ;;description qui a-été.reprise.par Lipiniki .t nr*"itt., 

-rJoi.

,rr^ 31T__l_r.,:l:pirtè suiïant, 
-une 

génératisation-au cas de grandes
oerormatlons etastiques et plastiques, donnée par Hill et Rice [35], est Ëppereeen détails.

Dans tous les travaux cités ci-dessus, la relation constitutive se met sous laforme 2

où l-représente le tenseur.des propriétés tangentes du monocristal.
La deuxième Çpqe mentionnéle plus haut c6nsiste à dJtermirær la solution duproblème aux limites suivant:

"soit un élément de volume représentatif, au sens de Hill et Mandel, ducomportement défini par (39)

ô1n= l :g

et vérifiant l'équation d,équilibre (3I)

(rr.39) ô,n= l :g

div (ô,n) = Q dans Vt
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sous I'action des sollicitations extérieures appliquées sur sa surfacé Sr soit du

type cinématique (32)

vi =Gij xj sur Si

soit du tyPe statique (33)

ô, (TJ = ô, (N.iù vl sur Sj.''

Il existe alors :

a) un champ de vitesses v(x) solution du problème tel que :

I (x) = grad v (x)

b) un tenseur de localisation du quatrième ordrc A tel que :

( I I .40 )  g (x )=A(x ) :G

c) un tenseur de localisation du quatrième ordre B tel que :

(II.4l) ô,n (x) = B (x): ô,N rr

L'existence de tels tenseuru a été dénrontrée, en élasticité, par Mandel [40]' et

Hill tl3l. Dans le chapitre IV une approche .PT l'é.quation intég,rale

cinémitique est développée conduisant au tenseur de localisation du gradlent

de vitesses A(x).

La connaissance de I'un des tenseurs de localisation pennet de retrouver
iùiai-."i i"J profétés effectives.du volume représentatif V. En effet,

supposons connu lé tenseur A; en utilisant la loi de comportement (39) et

I'opèration de localisation (40), on trouve :

ôn (x) = I (x) : g (x) = I (x) : A (x) : G

L'opération de moyenne volumique (35) appliquée au résultat ci-dessus

conduit à :

(rr.42) ôN = 5,It (-t = FT t G

L'hypothèse de macro-homogénéité (38) perme! de reconnaltre en (42) le

LniJut des propriétés effectivés tangentes du matériau macro-homogène :
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(r)  Ltr l - im-(-)

(II.43) ou

Q, Lttr=ffi
en ap_pl,iquant la définirion du matériau macro_homogène (3g)I-es deux définitions, sous les hypottriil éïô.ré;s plus haut, sonréquivalentés. 

v w vrsvv

Iæs tenseurs de localisation possèdent prusieurs propriétés, dont

(n .44)  A(x)  =J

( I I .4s )  B(x )  =1

En introduisant les tenseurs inverses des propriétés locales et macroscopiques
l'r G) et L''n = (L'rr)'r, 

"" 
alt"""irJrire.rnt que res tenseurs a et B sontliés par:

0 t .46 )  B  (x )= l (x ) :  A (x ) .1 ' c r r

Qr .47 ,  A  (x )= t ' l  ( x ) :  B  (x ) :Lur r

nTl P chapitre Itr nous développons la loi constitutive élastoplastique dumonocristal en nous appuyant sur re tràvait ae Hiu el-iiilJiisl.
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III . LOI DE COMPORTEMENT ELASTO-PLASTIQUE
POUR LE MONOCRISTAL

Parmi tous les mécanismes de déformation plastique possibles, tels que
glissement cristallographique, diffrrsion, maclage, changement-de phases, on
ietient le glissement ftastlque résultant du mouvement non thermiqyerye.nl
activé des àislocations. Cæ mécanisme correspond principalement à la plasticité
à froid des métaux. On suppose également que cette déformation a lieu sous la
forme du glissement multip-le hornogène, c'est-à-dirc que plusieurs systèmes de
glissemenl peuvent être actifs à unJéchelle large par rapport aux dislocations.
Ô'est le cadre de la ttréorie du glissement continu et homogène.

Plusieurs auteurs ont étudié la description d'une telle déformation
élastoplastique du monocristal. On cite ici les travaux ayant une influence
directe sur I'exposé présenté dans ce chapitre.

Taylgr et Elam [6J, [52J, [53] sont considérés comme précurseurs dans ce
domainé. La formulatiônengrandes transformations est due à Hill [34J, Rice
[43], Mandel [44], Hill et Rîce [35], Asaro F6).La démarche.présentée. ici
i'inipire des tràvaux de Hill et Rice [35] et Mqdgl [42] et-aboutit à une loi de
comportement semblable à celle proposée par Iwakuma et Nemat-Nasser [32] ;
elle est une généralisation dei rénrltais déjà présentés par Lipinski et
Berveiller [50], [55J...

Le point ientrât des grandes transformations élastoplastiques-se situe au
niveau de h décompositiôn du gradient de vitesse g en parties élastiçe.et
plastique. Cette décômposition, àinsi que les lois de -comportement pour les

iartiei élastique et plasiique, sont discritées dans ce chapitre.-Auparavant, les
Læ.r physiqries de ia plasiicité sont rappelées, ts qli permetde comp-rendrc et
de délinii tei limites dè I'approche purèment mécanique développée plus loin.
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lll.1 - Bases physiques de la plastlcité à frold des métaux

Il est maintenant bien admis que la plasticité des métaux est associée au
mouvement des dislocations sous I'effet des sollicitations statiques ou
cinématiçes imposées à la frontièrc du sotide.

Il paraît utile de rappeler quelques éléments du concept de dislocation oue
nous introduisons dans le cadre-de la théorie continûe de Krônei i561,
formu{.e en petites déformations. Soit rq une configuration de référence et i
Ia configuration actuelle du solide qui a subi en éhaque point x (x,t) une
transformation plastique pe (x,t) due à un mouvement de dislocations.

A cause de la non homogénéité du monocristal (distribution non uniforme
de défauts), Bo (x,9 est non compatible et a priori ne dérive pas d'un champ
6s dÉ.placement. c,.e qanque de compatibiùté doit être compensé par de's
transformations élastiques-. du réseau cristall in p.(x,t) telles'qu, i.
transformation totale dérive d'un champ de dépracemeni càntinu

(ilLl) p (x,o = 3T = F'(x,t) + pP 1x,t;

Puisque p'est mesurable par des techniques de métallurgie physique, il peut
être choisi comme variable d'état (contrairement à Po). Une quantité prirnaire
qui 9écrit localement l'état du réseau cristallin'peut êtré déduitil de la
ggndition_géométrique d'intégrabilité du champ ,i (x,t) par la relation de
Krôner [56]

(l) cr = Rot p'
@ 0, j=€n r9 ï ; , *

(rrr.2)

où c désigne Ie tenseur densité de dislocations introduit par Nye [57].
De la relation

Rotg radu=0

on peut déduirc que :

(rrr.3) cr = .Rot pP

I e cas particulier d'une dislocation unique s'obtient en choisissant un champ
pP tel que :

(rrr.4) ;  EC S9[' = - h Ju 
(x - Ë) vr ds
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où b désigne le vecteur de Burgers et S la surface délimitée par la dislocation.
La théorie continue des défauts permet de trouver le champ 9" (X,t) à partir
du champ :

Fi" (x,t) = J e o,nr ciin 6n;(x-x') crpr (x') dVt
V,

(rrr.5)

où c désigne le tenseur des constantes d'élasticité du matériau et Ç le tenseur
de Green du solide élastique infini. Il existe donc une relation claire entre les
distorsions élastiques et la densité de dislocations.

p' contient à la fois la déformation e" qui est reliée aux contraintes
o(x,t), qui sont auto-équilibréès, et les rotations du réseau cristallin.
L'application des contraintes E sur un élément de volume disloqué fait
apparaître des forces sur les dislocations qui s'écrivent selon la formule de
Peach et Koehler:

(rrr.6) F i=e imt r (E , , , r+o 'dh

Dans cette relation t désigne le vecteur tangent à la ligne de dislocation et
b son vecteur de Burgers. Lorsque la force F atteint une valeur critique F"r,
on admet que le segment unitaire peut subir un mouvement irréversible. On a
alors atteint la limite "microscopiqueLd'écoulement du matériau.

F., dépend de manière complexe de l'état disloqué du matériau de sorte
que le critère de plastification s'écrit :

(rrr.7) F.' (a (x)) = F

La plastification dépend donc de la densité de dislocations et non de Fo.
Des interactions à distance se traduisent par les contraintes o qui se

superposent aux contraintes macroscopiques E. Les interactions avec d'autres
défauts sont à considérer également. Dans le cas du polycristal, il faut encore
rajouter les interactions avec les joints de grains, qui se traduisent plus
particulièrement par des effets à grande distance. L'écoulement plastiqle
modifie I'arrangement spatial des dislocations et leur densité, de sorte que F",
évolue avec la déformation irréversible, ce qui constitue le phénomène
d'écrouissage.

Malheureusement, la théorie continue des dislocations n'est Pas
développée au stade où elle pourrait être appliquée pour la description du
monocristal. Les rares tentatives de modélisation du comportement du
monocristal dans le cadre de cette théorie demandent un équipement
informatique très important pour simuler la réaction d'une cellule de taille de
20x2Ox2O pm3. Néanrnoins, les demiers travaux de Kubin, Canova et al. [58J,
[59], témoignent de I'importance de ce type de modélisation, qui apporte de
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(
nouvelles explications concernant le comportement collectif des dislocations etleur tendance à s'auto-organiser.

A-ce jour, les transitlons d'échelles entrc les dislocations et le monocristalsonr effeduées de nlrnjè.te phénoménolgsleug, èeiie--oaeiirâti*-. e"ù,origine l'observation du fait qùe !a mobilité-dààirù..lio* est très grande surles surfaces ap_petées syst-èpôs de glissement et quasiment nulle en dehors.on esr arors amené à décriie te .o*portË'ninï-ou ;;il;;il;î';;,I'intermédiaire des relations entre les .irrio'nt .tiffis et Ies glissementsplastiques, sur les systèmes mentionnés plus rr"ui, p.ïË biais d,une matrice
-d'écrouissag.r Hltn qui est censée refléterde manièrc plus macroscopique resinteractions locares ei à distance contenues dans (6) et tii.

ceffe app-r9c.he- peut ehe considérée ;"-mni, lùriirie" dans re cas duglissement multiple hômogène, c'est-à-dire io;rqr; iàrrlgr,nenr sparial des
lillocalions nSinas trop irarqug. oT, r" 

"., "'ùtr.irrJ,rpproche proposéeest moins justifiée car le mode de déformation esi piutdt aù'type gf;d;;;imultiple ou simpre hérérogène. rr faut..ro* idiè_.or;i à déJair,,i'til^différentes conrme. cela a-éte ptopore dans [60J. concemant les transitionsd'échelles monocristal-polycristai, nory ... drâi", .àr, il peut apparaîtrequ'une microsrrucrure de àisrocations induite 
-fâ;i. 

ïl"*i"iir" ;ilrd;;présente un caractère. dhétéro généité ilt".gil;i.iir]-ùrreré le caractèreapproché de la modélisation ?écrite par îa suite, res résultats obtenusconcemant le comp.ortement global et l'éïolution de lâ Ài.rort*.ture intemesont confirmés par les observâtions expérimentatei toui.u rnoins dans le casoù les hyp-othèses retenues sont pr;èhes des oulr*"tions expérimentaresconcemant les mécanismes de déformation

Une deuxième conclusion que I'on peut tirer de cette discussion concemeIe rôle essenriel de l'érasticité dàns ra aËsciipii;; d" ;;ion"-un, prastique
du.monocristal (a = Rot.F') .et, plus particulièrement, iorsqu'il s,agit d,endéduire le comportement dir polycriital.
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t,ll.2 - Comportement élastlque du monocrlstal

D'après Rice [43], une décomposition additive de I'incrément de
déformation, par rapport à une configuration de référence ro, conduit à une
loi de comportement élastique qui, dans la description lagrangienne, prcnd la
forme :

(III.8) ô, e! = so : ô, æ

où : eo" est la partie élastique du tenseur de déformation de Grcen-
Lagrange
æ est le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff 2
so est le tenseur de complaisances élastiques.

La relation inverse, appelée loi de Hooke généralisée, s'écrit :

(III.9) ô1æ = co : ôj e!

où co, tenseur de modules d'élasticité, est I'inverse de so au sens so : co = J.

I-e transport convectif du tenseur eo' dans la configuration actuelle rq
noté ec' est le tenseur de déformationillastique d'Euler-Almansi

(m. lO)  ec  = t f r  . :  . f  t

Pour établir les relations entre les incréments des différentes mesures de
déformation, il est instnrctif de partir de la définition de ces déformations :

I

iG*. dy - dX . dY) = dX €o dY = dx e. dy

Les incréments sont alors liés par les relations :

1
ô, 1f 1ax . dy - dx . dY)) = dx .d . dy = dX ôteo dY =ôr (dx e. dy)

ce qui conduit à :

( [ I . l l )  d =, f r r  ô,  eo .  f  I

( I I I . I2 )  d  =ôre  * 'B .e  +e .  g

La décomposition additive de Rice [43J de I'incrément de déformation de
Green-Lagrange en partie élastique et plastique
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(III.I3) ôr €o = ô, ei + ô,e!

et la relation (l l) conduisent à :

(trI.14) do =rfr ôj e! . f I

-. -- D.'ry!te part, - le transport convectif du tenseur des complaisances
d'élasticité so dans la configunation actuelle s'écrit :

(il.ls) r,i*,= Çlqlqlql (so)pc,, dét (f)

Alors, la loi de comportement élastique (1) s'exprime dans cette configuration
actuelle sous la forme :

GI .16)  d "=s :ô1 ,o

gÈ^.ngur"_ un incrément du tenseur de contraintes de cauchy qui reste à
définir. C'est cette définition qui pose une difficulté résiâarit dans la
détermination des vitesses élastiques ïans la configuration actuelle. Mandel
133,421a introduit, pour résoudre ce problème, la n-otion du repère directeur,
onat et al. [61] la notion des variables structurales. Dafaiias t6z,6if ;
llstématisé l'appro-che aux g,randes transformations élastoplastiques'en
démontrant que les deux approches ne-sont pas contradictoires.

cette difficulté.ne, se pose pas dans le cas du monocristal, où le repère
directeur est introduit de manièrè naturelle, et on définit la "vitesse élastique
vc cornme étant celle du réseau atomique au cours du chargement", Manàel
t331.

Une approche générale de détermination de I'incrément de contraintes
conjugué à un incément de déformation choisi, a été proposée par Hill t641.
Elle est basée sur I'invariance du travail extérieur. Cetrc méttrodè, dans tè cas
où d* est choisi cornme incrément de déformation élastique du réseau,
conduit directement à :

( I I I . I7 )  ô ' r ,o  =ô ,o  -  g ' .o  -o . ,g '+  o  t r (g ' )

I'incrément de Truesdell du tenseur de contraintes de Cauchy ou l'incrément
des contraintes de Kirctùoff dans la configuration actuelle par rapport à un
référcntiel animé d'un mouvement élastique du réseau donné par g'.

Introduisant c tel que :

C ! S = f

la loi de comportement élastique du réseau peut êtrc mise sous la forme :
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( I I I .18 )  ô* r ro=c :d '

soit :

( I I I .19 )  ô to=c  :  d '+g ' .o+o . tg ' ' o t r (g ' )

ou encore, en utilisant la contrainte de Kirchhoff.

(III.2o) r = 
[o*J"

telle que, pour la configuration actuelle considérée cofirme configuration de
référence,

(III.2I) ô1t = ô,o + o tr (g')

cette loi élastique s'écrit :

(Ill.22) ô*1"1 = c' : d'

avec

( I I I .23 )  ô*y "T=ô ,1 -w* .1+T.w '

I'incrément objectif de Jaumann-7arcmba de la contrainte de Kirctùoff
p, - la masselvolumique dans la configuration de référence
b, - U masse volumique dans la confïguration actuelle

(IlI.24) c;5u = cijrr * | {O* t1 + ô;r r* * 6ir t51 + ô;t tir)

La loi de comportement(22) a été utilisée P9r l_ry4cuma et Nemat-Nasser [32J
et reprise par Lipinski et Berveiller [50]' [55]' [65].
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lll.3 - Comportement plastlque du monocrlstal

- -Le' pro!!ème du_ comportement élasto-plastique du rnonocristal a été
résolu par H_i! et Rice [351, pour un coïple àc variablrt 

"onJueoJ",quelconqu_e_s. Ici nous discutons. un cas particuliôr de ce résulrât géné;ÏeË HiU
et Rice [35]. En effet, nous utilisons la description relative du m-ouvem"nt tp.t
J1!?"_rt.l l" :o$iqyrtion actue[e), la roi dé comportement étastiùll6i;
Iesincrémentsdedéformationetdecontraintedeth,crespectivenient.
. cgrrye dans [35J, n-ous supposons _q]e 19 glissemcnt dïauogàfhiqu" rrtle seul mécanisme de déformàiion inélastiqle. En imaginaniîn';tËi;;;
:h.lqg 

- décharge, on peur écrire, grâce à la décompositiin additive du tauxde déformarion en parties élastique àt phstique:

(trr.25)

où

N.S.A.
dP=d-s:ôr, o =

h=l
d/

&y' est I'incrément du glissement plastique sur le système h
ph est un tenseur décrivant la cinéinatique de la déformation plastique
du système h, à déterminer
N.s.A. veut dire "Nombre des systèmes Actifs" dans le monocristal.

Multiplions la relation (25) par re tenseur des modules élastiques c

( I I I .26)  c :d-ô1,o= 
n f  

. :  phôy '=  
-È^  

[nô/
h-l tr . t

avec des relations évidentes

( r )  Ih=c :ph
(z )  l rh=s :Àh

(rrr.27)

L'un des buts de ce paragraphe est de définir p n 
1ou ), 

h; .
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Définition de la partie plastique du gradient q

ù
Soit g* le taux de déformation du réseau cristallin tel que :

(trI.28) g* = d* + wr

Taylor [7] a remarqué que le gradient de vitesse relatif au réseau
atomique est provoqué par le glissement cristallographique :

(r) s_s*=$'sho/
h- l

N.S.A. N.S.A.

(nr.zg) @ d-d*= I  {sn},ô/ = > P'ô/
ho l  h - l

ô/
N.S.A. N.S.A.

(3) w-w*=' t  {sh}"ô/= I  nn
h=l h-l

^ .r  N.S.A.
(4) ôr,6 - E, o= I on O/

h=l

où:

(III.30) Sh = mh @ nh

est le tenseur de Schmid du système h défini par les vecteurs unités
mh - direction de glissement
nh - normal au plan de glissement,

tous les deux exprimés dans la configuration actuelle,

(trI.31) Ph = {Shls = t tlnh 
" 

nh * nh 
" 

-h) est la partie symétrique de Sh

(trI.32) Rh = {Shl. = } trnh e oh - nh o mh) est la partie antisymétrique de Sh.

[æ tenseur crh, qui est symétrique, peut être déterminé à partir de la définition
(17) de la dérivée objective de Truesdell appliquée par rapport à la matière et
au réseau. Nous avons :

ô' r ro-ô i ro  = -  (g  -  g*) .  o-  o . (g  -  g*)  +  o t r (g  -  g*)
et finalement :

( I I I .33 )  ( r t=  -  Sh .  o  -o . t sh=  (o .  Rn-n t .o )  -  Ph .  o  -o .  Ph

car tr (g - g*)=O (mh J- nh)
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Pour compléter le -système d'équations, il est indispensable de définir le
comportement du réseau cristallin. En I'abænce de gfssements plastiques, le
réseau et la matière se déforment de la mêrie manière,'c,est:à-dire
élastiquement. Supposons pour le moment que les glissements plastiques
inlluencent Ie comportement élastique du réseau.
Dans un tel cas, ce comportement prend obligatoircment la forme :

( I I I .34) ôi ,o -c:  d*= Y'BnO/
h-l

qui est la loi proposée par Hill et Rice [35]. Le tenseur ph, également
symétrique, décrit le durciisernent éventuel du réseau.
I-a combinaison de la loi de comportement (26) avec la loi de comportement
du réseau (34) conduit à :

c :( d -d*) - (ôr, o -ôi, o;= Y',^t + ph) ô/
h= l

ou en exploitant les relations (29), (29ù et (272)

( r )  c :Ph-dh=?r t+Fn

(rrr.35)
e)  ph_s :g t r=ph+s :Bh

N.S.A. r
Le terme 

'îbt 
ô1n conespond au tenne d' introduit par Mandel [33J.

h- l

Dans ce travail le phénomène de durcissement du réseau par les glissements
plastique est négligé, c'est-à-dire que I'on suppose Ên = 0.
Sous cette hlpothèse, la définition (33) du tenseur cln pemret d'identifier les
tenseurs tn r, trn et, par là-même, la règle d'écou-lement plastique du
monocristal.

( l )  Àh  =  c  :  Ph  +  Rh.  o  -  o  .  Rh+ ph .  o  +  o  .  ph

(rr.36)
e)  ph=Ph+s  : (Rh  .o -o .Rh  +ph .o+o .ph)

on remarque, dans les. formules (35) et (36), que le taux de Ia déformation
plastique, définie par pn (25), est généralement différent de

N.S.A.

I  P'ô/
h-l

conclusion donnée également par Hill et Rice [351.
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Critèrc de déchargement

Pour un matériau qui vérifie la règle de normalité, c'est-à-dire un matéiiau
obéissant au principe du travail plastique maximal, le critère de déchargement
s'écrit :

(III.38) ôr,o : dP < 0

pour tout incrément de contraintes qui ne viole pas le critèrc de plasticité,
discuté plus bas.
En éliminant dP à I'aide de (25) et en sachant que ôf > 0, I'inégalité (38)
devient :

( I I I .39 )  pn :ô r ,o<0

La décharge étant élastique, d = d'= d*, nous avons également :

( I I I .40 )  l .h :d<0

I-es deux inégalités (39) et (40) définissent alors le critèrc de déchargement
élastique. Grâce à lldentité

Fh  =Ph -s :q , '

qui découle de (35) avec ph = 0, et la définition (17), nous obtenons :

( l )  Fh :  ô r ro  =Sh:  (ô l r t+o .  d  -d .o )  <  0

(rrr.4l)
a,  Fh  :ô r ,o=Sh :  (ô ,o+o t rg+o  .g -g .o )<O

où:

( l I I .42 )  6 l .T  =  ô ,o  +o  t rg  +o .  w  -n , .  o

est la dérivée corotationnelle de Jaumann de la contrainte de Kirctùoff.

Pour comprendre le sens physique de ce critèrc, analysons la vitesse de la
contrainte de cisaillement sur un système de glissement h. Cette contrainte t
est donnée par

(III.43) rh = Sh : o = Slo5i = Sltit = (nh . t) . mh

36



Iæ vecteur unité mh représente la direction du glissement. C'est un vecteur
matériel qui, à un instant donné, se déforme avcc le réseau cristallin. læ
vecteur unité nh doit rester constamment perpendiculaire au vecteur mh, il
appartient. donc à une base instantanée réciproque de la base matérielle du
vecteur ml La cinématique des bases réciproques est donnée par lcs rclations
suivantes :

(r) ô,mh = g. mh

a )  ô ,nn  = - t g .nn  
ou

ô,ml = $prnl
(trr.44)

ô,nl= - g'*tl

Ces expressions conduisent à :

ô,rh = ô,(r,n ni r.i,) = ml nl ô, r5i * ôr (*l) C o,,* D rh ô, (n|) o;,

ô, / = r,tni (ôso;i * oi i  grrr + ojk gri - gir ori)

Ce qui sEcrit en notation tensorielle :

( t )  ô1Th=  S .h :  ( ô ,o  +s  t r g  +o .  g  -  g .  o )(rrr.4s)
Q )  ô , T h  = S h :  ( ô l " T + o .  * - w .  g )

Alors, le iritère de déchargement du système h s'écrit sous la nouvelle forme :

(III.46) ô, rh < 0.

avec ô1rt défini par les relarions (41) ou (45).

Dans la dernièrepartie- d9 -ce. paragraphe, nous discutons une loi d'écrouissage
du monocristal. Cette loi doit décriré l'évolution de la cission critique sut Ës
systèmes actifs et non actifs en vérifiant les relations :

(l) ô rh = Fh : ôr, o = ô, tI pour ur système h actif(ur.47)
e, ô tr' = lrh : ôr, o < ô,4 pour un système h

qui se desactive.

où tl, représente la cission critique sur le système h. L'évolution de cette
cission, dans sa fonpe la plus simple, est décrite, dans la configuration
actuelle, par lbxpression :
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([I.48) ô, ,1, = 
Nf'gru 

Oy
8o l

où Hhs est la matrice d'écrouissage recherchée.
D'autre part, si les glissements plastiques ne modifient pas le comportement
élastique du réseau, les relations suivantes peuvent êne adoptées :

(r) ôjth = pn : ô},o =ùtl pourun systèmeh actif
(rrr.49)

a, ô, rh = pn : ôi, o < ô, tI pour un système h
qui se desactive..

où l'évolution de cission critique définie par la matrice H*'n, et discutée au
premier paragraphe de ce chapitre, est donnée par:

(I[.50) ô, t[ = ]' u*er'6y
g=l

Pour construire la matrice Hth aialysons, pour les systèmes actifs, la
différcnce entre les expressions (47r) et (50r) :

(ru.sl) Ft : (ôr,o - to)= 
nT' 

(Hsh
h . l

D'après (29a)

ôr,o-ôi,o="f 'otOY
8-l

et on déduit :

(III.52) Hsh = H*sh + pu : cn

- H*sh )ô/

Cette matrice d écrouissage n'étant pas exploitée ici, elle est laissée sous forme
non-développée. Une nouvelle forme peut être obtenue facilement à partir de
la relation (49), en effet :
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N.S.A.

I - '  H*rnôt '= 'p t ,ô i ,o  =ph :  c  :  d*  =X,h :  d*
8 ' l

La décomposition du taux de déformation d'après (29) prmet dEcrirc :

N.S.A. 4 - N.S.A.

8=l g-l

N.s.A. * - N.s.A.

I (H-gt'+Ih: nspt'= t 1g*rh+lh: Sr)ôf

À h : d =

(rrr.53)

À h : d =

ou encore :

(rrr.54)
N.S.A.

À h : d =
8=l

8=l

Ainsi, on retrouve la règle d'écrouissage proposée par Hill et Rice [35J
laquelle, d'après les auteurs, est invariante par-rappori aux changementi aé
mesures et de configurations. La nouvelle matrièe d'écrouissa-ge est une
combinaison linéaire de la matrice lftn , de la matrice d'élasticité et de l'état
de contrainte. En effet :

(m'ss) 
"'=;T,,.:1, ;::,+ (sh . 6 + o .,sh) : sr

= g*sh* r{, * rllt
avec

r{o = sli cu*, sf,

4'= (tl', r,, + oi, si,)si,

Grâce à I'invariance du terme Ih : d par rapport aux changements des
mesures ory'et des confÏgurations de référence leC facteurs Qlsoniinsensibles à
ce1ghge3-ments et gardent leurs valeurs dans toute description (Hill [38J, Hiu
et Rice[35])
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lll.4 - Constructlon des modutes tangents du monocrlstal

Les modules tangents du monocristal s'obtiennent à partir de la relation
(25) par élimination des glissements plastiques Ûy'.

Pour déterminer les glissements ôt', nous résolvons le système (54). Sous
I'hlpothèse que la r.tri.r d'écrouissag" t{nt est non singulière, ceci conduit à

N.S.A.

(rrr.56) ôf =
h= l

où tf-sh désigne l'inverse de la matrice d'écrouissage 9f8h.

En introduisant la relation (56) dans la loi de comportement (26)' on

obtient:

( I I I .5z)  ôr ,o=G-" i  
* i l , t  

@1t1 'nz l ,u)) :  d=m: d
h- l  B=l

La relation (57) définit les modules tangents élastoplastiQues mlrp

N.S.A. N.S.A.

(III.58) rrifrr = .ur, - 
-E 

E l'lj rfhs 1ir
h*l  g=l

Les modules mijkt possèdent toutes les symétries du tenseur des constantes

élastiques ciSrr si la matrice d'écrouissage H*8h, et en conséquence tfgh, est
symétiique. bans ce travail nous supposolrs qu9 cette symétrie-est-resryg!*.
I* 

" 
t de h matrice non.symétriquèà été envisagé par exemple dans [108J'

ttOel.

L'utilisation des variables conjuguées ôtn et g, justifiée au chapitre II,
demande une autre écriture de fu loi de comportement-élastoplastique. La
relation entre ôr,o et ô,n s'écrit (voir les expressions (II.29) et (17)) :

(III.59) ôr,o = ô,n - o. tg

et, grâce à la symétrie de mi;n pâr rapport aux indices k et l, nous Pouvons
écrire :

ô,n,j = mijkÉlr + o*8jr = (m'fir + oitô.iù 8rr
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(trI.60) ô,nû = li;rrgrr

ou

GI.6l) l;ig = mij5 + o1ô;r

On rgmarque que le tenseur I possède la symétrie par rapport au couple
d'indices (rj) et (kl). En effet

- l,jn - lrrij = lllijkr + Onôir - muû - O1;ôg = Q
alors

l;;r1 = lrri;

Cette symétrie garantit I'ellipticité de l'opérateur de Larné du problème (voir
le chapitre suivant) et en conséquence la stabilité du matériau.

Nous finissons ce paragraphe en détaillant I'expression des modules tangents
lijr.t

(III.62) lijrr = eju + oi1ô1 - 
ti nT't(ru*sfo 

+ sllo6 + oip sjl) r/'hg
h=l t- l

(.*.S1, + S[,o,r + o"Sf,)]
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l l l.5 - Commentaires

l l l .5.1 - Remarques sur la lol de comportement de
lwakuma et Nemat-Nasser

La loi de comportement élastoplastique du monocristal pésentée dans le
paragraphe précédent - formule (62) - a été proposée par Hill et Rice [35] sous
une forme plus générale mais moins explicite. Iwakuma et Nemat-Nasser [32J
ont repris leurs résultats, et conrme ici, ils ont négligé I'influence des
glissements plastiques sur le comportement élastique du réseau.

De même, ils ont négligé le taux de la déformation élastique dans la
description du comportement plastique du monocristal, en supPosant que cette
déformation est petite par rapport à la rotation du réseau , tout en la
préservant dans la loi de comportement élastique. Cette simplification
apparente conduit à une dissymétrie du tenseur de comportement
élastoplastique du monocristal. En effet, dans [32J ainsi que dans les travaux de
Lipinski et Berveiller [50J, t65]... les modules tangents sont tels que :

l;;p * lp;;.

Ce manque de symétrie peut conduire à un comportement instable du
matériau, observé par Nèmat-Nassér et lwakuma dans leurs simulations
numériques, mais aussi aux difficultés mathématiques liées à la détermination
du tensèur de localisation. Dans le chapitre IV ce tenseur est déterminé à
partir d'une équation intégrale obtenue pour un cas général du tenseur
des propriétés élastoplastiques non symétrique.

l l l.5.2 - Cas des petites déformations élastlques

Dans le cas des métaux, il est raisonnable de supposer que le taux de
déformations du éseau est négligeable par rapport au taux de rotation.

d*<<w*
c'est-à-dire:

* l

E =w*  =w"

Dans ce cas la formule (17) devient

( I I I .63)  ô ,o  -  wo.  o  +o .  w '=  ô l lo
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et la loi de,comportement élastique (18) se met sous la forme :

( t I I .64)  Ey"6=c :d"

Iæ-mê-me type de simplification appliqué au comportement plastique du
monocristal conduit:

. au critère de déchargement (38)

(III.65) ô*yso : dP < O

où:
ô ' r "o=ôO-w, ' .o+o"w '

et
Sh : (Oir t - dl. o + o. d*) = ôir o : Sh < 0

gui se traduit par

( I I I .66 )  Àh=c :Sh
et

GI.67) Fh = Sh

c'est-à-dire une définition habituelle de la déformation plastique due aux
glissements plastiques

N.S.A.

d P =
h- l

. à la loi de comportement élastoplastique (57)

([I.68) ôya6 = G - 
-i -i. 

: sh rrhsss : c) : o
h.l  !- l

avec

- l

( t r I .69) , {ht=(f f* tn +Sh: c:  Ss)
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. aux modules élastoplastiques l (62)

(ul.7o) lijn = ciju ' â 
(to"r, + ùiori - oriôu + o*1ôu) +

N.S.A. N.S.A. 2 .'Ët 'à 
(t'';*sl* Yrttsic'or)

avec, comme attendu, une symétrie du tenseur I par rapport aux couplcs
d'indices, si #h est symétrique.

l;11 = lrri;'

Si de plus, les contraintes peuvent être négligées par raPport aux modules
élastiques, on obtient :

(III.7I; li;rr = cir, - 
-i 

î' (.*rslo rrttsf.r,,*,)
h= l  B= l

relation qui est identique à ceilJ utilisée en petites transformations
élastoplastiques.
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IV. SOLUTION FORMELLE DU PROBLEME DES
TRANSFORMATTONS FINIES DES SOLIDES
HETEROGENES

lV.1 - EQuatlon Intégrafe clnématlque

Iæ problème de la détermination des champs mécaniques, tels que les
champs de contraintes et de déformations, dans un milieu non-homogène,
relève du domaine du calcul de structures et, en tant que tel, peut êtne abordé
en utilisant les techniques mathématiques développées dans ce cadre.

En effet, le matériau hétérogène peut êtrc considéré comme un milieu
continu à microstructure. Celle-ci est supposée connue dans l'état initial du
milieu, et son évolution au cours de la déformation du solide conditiorure la
réponse du matériau. La formulation d'un tel problème en élasticité @roblème
non évolutif) conduit à une équation intégrale [5] dont la solution approchée
est souvent obtenue dans le cadre du schéma auto-cohérent 1471,\ffi}

En élastoplasticité , Berveiller et Zaoui [7] ont forrnulé une équation
intégrale dans le cadre des petites défiorrnations. Ici, une démarche semblable
est utilisée pour résoudre ce problème en grandes transformations. Une
formulation en vitesse est indispensable pour le pnoblème d'évolution. D'apês
les conclusions du chapitre précédent, une description par rapport à la
configuration actuelle est souhaitable.

Supposons qu'à I'instant t le solide considéré occupe un volume V, de
surface extérieure S, et que I'action de I'extérieur sur ce solide se traduise par
une vitesse imposée sur sa surface, donnée par :

(ry.1) v;(x) = Gi.;(x) x.; sur S,.

En se limitant au cas quasi stationnaire et en négligeant lcs forces
volumiques, l'équilibre du corps s'exprime localernent par la relation suivante:

(rv.2) (ôoi).i (x) = 0.

C-es deux relations sont complétées par la loi de comportement locale

(rv.3) ô,n;; (x) = liirr (x) vr.r (x)
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Iæs équations (2) et (3) et les conditions aux limites (l) déffnissent le
problème dans le cas d'une approche cinématique (les relations de
compatibilité sont automatiquement vérifiées). l

En éliminant ùn de (2) à I'aide de (3), on obtient le système d'équations
aux dérivées partieles suivant :

(Iv.4) (liir(x) vp(x)),; = 0

Comme pour les milieux linéaires, on décompose le tenseur I en une partie
uniforme Lo et une déviation ôl(x) telles que :

(N.5) litrr(x) = I-ijn + ôl;is(x)

L'équation (4) s'écrit maintenant :

(IV.6) Ll5r,r vr,n(x) + [ôliir(x) v11(x)].; = Q

Iæ deuxième terme apparaît conrme des forces de volume ô,f dans l'équation
classique de Navier. En introduisant I'opérateur de Lamê Â, l'équation (6)
peut être réécrite sous la forme :

(IV.7) Â;1v1(x) + ô1f;(x) =-0
où :
(IV.8) Â1= I-i]u âr âi

(IV.9) ôfi(x) = [ôl',*r1x; vr,r(x)],i

Le problème est défini maintenant par l'équation (7) et les conditions aux
limites (l).

L'opérateur de Lamé À est non symétrique dans le cas où :

Li;s * Llri;.

Effectivement

Lllr ôr ô; =\r * Â;i=L[rr, 3* 3,

Définissons un opérateur Â* adjoint à Â et tel que
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(N.10) .J no v1 w; dV = J ^i v.; w1 dV,
Vj V,

ce qui, dags le cas de I'espace vectoriel réel, conduit à :

0 )  Â * = t Â
(IV.l l) ou

(2') Âil = Âr5 = Lirii ù âi

. L'équation (7) peut être transformée en équation intégrale en utilisant la
technique du tenseur de Green. En suivant le schéma uru.i d" cette méthode,
on suppose que I'action d'une force concentrée au point x définie par

(IV.l2) ô, f.; (x,) = ôj, ô (x' - x)

induit une vitesse au point x'égale à

0V.13) vr(x') = Çh (x' - x) ô, f, (x)

ces. deux. quantités doivent bien stl vérifier l'équation (7). En remplaçant
f(x') et v(x') dans (7) par (12) et (13) on obtient rtquriion pour ç(x,,i) 

'

. (IV.l4) Liu gr,,ri (x',x1+ ô;, ô (x' - x) = 0

Dans-cette expression, le tenseur de Green g(xr,x) apparaît en tant
qu'opérateur inverse de I'opérateur de Lamé ̂ . De ia même .'*ièr", on peut
introduirc le tenseur de Green ç'(*',*) associé à A* opérateur adoint de Â.

(N.15) t-firi gi,*i (x',x) + ô1" ô (x' - x) = 0

multipliant (6) par g;r*(x',x) et (ls) par vi(x'), on obtient par
différence

(IV.l6) ç,*, (x',x) Iajuvlri(x') + gi.(x',x) f;(x') - v;(x') Lftijfir,.ri(x,,x)

= vr(xt) ô (x' - x)
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Par ailleurs on démontrc que :

[ç,*'(r',*)tl3rrvr,r(x') 'vi(x') Lfiir6ï,*(x',x)J,r = gï',i(x',x)Li;nvp(x') +

+ çi,(x',x) Ll;nvr,n(x' ) - v;,i(x' ) Lfiii çi',t(x',x) - v(x' ) Lftij 9"'ri(x"x ) =

= gf,(x',x)Ll5uvr.ri(x') - v;(x') Liuçi","(*',x) t 9ï',i(x',x)Ll.;nvr,r(x')

- Çï'r(x',x) Lïiivi'i(x')

= E6*,(x',x) Liinvr,r,i(x') - v5(xt) Lïii9i',r,i(xt,x)

Ceci permet de réécrire l'équation (16) sous la forme :

(rv.17) [9ï.(x',x)Li;nvr,r(x') - v;(x') Lfiii 9*',r(x',x)J.i'+ gïn(x',x) ô, f(x')

= vr(x') ô(x' - x)

Par intégration sur le volume du solide V1 et en utilisant le théorème de

divergence on obtient :

(Iv.l8) v,(x) = 
J 

tOï't*',x)Ll;pv'r(x') - v;(x')Liri.; çi'.r(x',x)lvr as +

+ J çi,(*',*) ô3 f; (x') dv
V1

I-es deux termes sous l'intégrale de surface définissent deux types de

conditions aux limites:

a) cinématiques quand:

v5(x') = u1(*') alors çT'(x',x) = 0 V x'e St

b) statiques quand:

!(x') = Iilnv'r(x')vi(x') = tj{*') alors Lfii:9i'.r(x',x)vr(x') = 0 V x' e Sr
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Dans la suite de la démonstration, seul le cas des conditions aux limites
cinématiques est considéré. L'euation (lB) devient alors

(IV.l9)v,(x) = - ,,[vi(x')Li1;fi+,,1(x',x)v;(x') dS * J Ci,"fr',r) ô, fi(x') dV.s i  , l r - -

La demière intégrale sur le volume, d'après ra défînition (9), devient

J gi,(*',*) [ôt;;p(x')v1r(x')J,i dV
V1

= 
J gî,{*',x)ôl;i.(x')v1,1(x')v;(x,) ds- I gï,.i(x,,x)ô\p(x,)vr,1(xf ) dvq \h- "

=' I 9ï',i(x',x)ôl;;p(x')vp(x') dV
vr

grâce aux conditions aux limites (d(x',*) = 0 sur S,).

En introduisant ce résultat dans (19), le champ de vitesses dans le solide s'écrit
alors :

(IV.20) v,(x) = - 
Jv1(x')Lfi;5gi,.1(x',x)v;(xr) 

dS

- 
/ 

Çi",'ft',x)ôliirr(x')vp(x') dv.

-Ia nremière intégrale dans (20) représente le champ de vitesses dans un solide
homogène ayant la même géométrie et soumis âux mêmes conditions aux
limites que le solide considéié.

En notant cette vitesse Vro(x) on obtient :

(IV.2l) v,(r) = 4(*) - I çi^,r(r',x) ôl;;11(x,)v1j(x') dV
V1
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L'exprcssion (21) constitue la solution du problème, exprimée en fonction de
I'opérateur Ç*(x',x). Cet opérateur peut êtrc éliminé à I'aide d'une relation
entre lui-même et flxt,x). En effet, en choisissant:

v3(xt) = g5n(xt,xtt)

et

ô, f ; (xt)  = ôjnô(xt -  x")

et en utilisant I'expression (18) on a :

I t çi'(*',* )Liiu fr",(x',x " ) - ç5n(x',x " )Llrri çr*',r(x',x)l vi(x' ) ds
Sr

+ I gT,(*',*)ô5nô(x'-x") dv = frn(x,x")
V1

L'intégrale de surface s'annule quelles que soient les conditions aux limites et
on déduit de I'expression ci-dessus que

(IV.22) d,(*",*) = ç,n(x,x")

Cette propriété, dans le cas de l'offrateur de Lamé auto-adjoint, traduit la
symétrie du tenseur de Green.

En introduisant (22) dans (21), on obtient

(IV.23) v,(x) = Vi,(x) - IÇ.lr(*,x') ôl;.;p(x')vlr(x') dV
vt

L'expression (23) décrit le mouvement du solide hétérogène. En dérivant
celle-ci par rapport à la position x, le gradient de vitesse peut être calculé,
soit:

(Lv.24, g'n(x) = v',n(x) = Gi"(x) - J I'i,r"(*,x')ôl;ikr(x')grr(x') dV
Vg

où
G"(x) = lrad V"(x)

qui est l'équation intégrale recherchée.



Cgng équation intégraleest valable pour toute structure intcme actuelle, y
com-pris lorsque les hétérogénéités intra-constituantes sont prÉsentæ a*i'lÉ
solide.

. . -Ainsi qu'il a été signalé dans le chapitre précédent, le probtème ccntral &
la détermihation des p1op1iété9 effectivès dei milieux het3rogèneJ;;;iilJ
t's.gu{re un pro_blège de localisation c'est-à-dirc résoudrc lé{uationintegof"
(z+). p-ans_-cg chapitrc, une-approche formelle, proposée par'K'ro,nJt rtifi ;;iexploitée. Ellg_perrnet en m{n-e t"ryry de situer lès inoêbs sinrpleJaJ r.iii igiet de Taylor [6J par rapport à la soÉtion de l'équation (24).
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lV.2 - Solutlon formelle de l'équatlon Intéglale

Pour les milieux élastiques linéaircs, Krôner [66]-a proposé une apnrog[9
statisiique systémaiil"t; itilittnt laporoximation de Bom' çette -lPProctp
;;fiiiâ 

"n. 
.otutiài:à" itqu;iion (2a)ious forme de série infinie. Krôner ct

Ë;;h Ï6?l o"i-ôrtte que Ë .onnergtnte d'une telle série est assurée si les
propriétés locales ;;i h.tties aléat[irement dans- l'espace. Ici cette solution
il-d;d;".u ..r des narisformations finies élastoplastiques.--- - 

fr.I*raes claises de méthodes ou modèles ipi-ont été développéet d'Ts

t. p.rse i""t."rii"*é* ttat succinctement. Enèffet, négligeons I'intégrale

dans l'équation (24) c'est-à-dire posons :

(Iv.25) efl t*l = Gi"(x)

Puisque les sollicitations envisfgées se traduisent par des conditions aux

limites hômogènes, la solution Go-pour des milieux homogènes doit être

ffi;ê;. ff;ppiid;t la relation (Î13O à I'expression (25) on obtient :

( IV .26)  Ç  =4  g  (x )  >=  <Go>=Go

c'est-à-dire

(|v.27) gf] t*l = G'n

L'équariori (27) expime I'hypothèse de Lin t9l de. l'homogénéité .4t.9
#ffi;;;"îeÉairiO iài"r.. ôn voit que cette .approximation.néglige de fait
;il;ËË;"gèî,iia de comportemeqt etïe doit s'appliquer qualitativement que
pour les milieux faiblement hétérogènes'

Si, de plus, la partie élastique du taux de déformation d est négligée'

l'expressio n (27 ) devient

(Iv.28) gl," (x) * wTn (x) = G'n

et on aboutit à lhypothèse de Taylor [6J'

A partir de la solution de Lin (27) qui peut être. considérée comme une

aooroximation d'oidie z&o de la iolutiôn ôe l'équation (24),I'approximation

diiïffiË"iàir est obtenue en substituant au terme g(x) dans (24)

I'expression (27). On a alors :
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(1V.29) gtt'(*) = Go + J f 1x,x') : ôl (x') : Gu dV' =
V1

= [I + 
1[r {x,x,) : ôl (x,) dV'] : Go

où, pour simplifier l'écriturc, on introduit le tenseur :

(IV.30) I';;,n (x,xr) = gi,jn,(x,xt)

L'approximation du second ordre s'obtient en remplaçant g (x) dans (24) par
I'approximation du premier ordre (29)

E@(x) = t" * tJ,a(x,x') : ôl (x') dv'l : Go

(IV.3l) + [.J I'(x,x') : ôl (x,)I'(x,,x,') : ôl(x") dV" dV'J : Go
Yt

= [I  +_Jf(x,x,):ôl(x)dV'+ [F(x,x,):ôl(x ')v tv ,

:- f I.1x',xn ):ôl(x', )dv"dv'l: 6o
ï

E1 procédant de la même manièrc pour les ordres supérieurs, on obtient une
solution générale pour g (x) sous la forme d'une série-infînie.

g(x) = [I +.J.f(x,x,):ôl(x,; dV, + -f F1x,xi;:ô11x,):.1f(x,,x',):ôt(x") dV', dV' +
V1 V1 V;

(rv.32)

+.f-F(x,x'):ô11x,;:.f F(x,,x"):ôl(x"):.Jf(x',,x'r '):ôl(x"')dv'"dV',dv,+...1: Go
Yt Yt V1

La solution (32) peut êtrc réécrite sous la forme :

( IV .33)  g (x )=a(x ) :Go

I partir rle laquelle on peut déduire le tenseur de localisation (II.40). En effet,
I'application du théorème de la moyenne (u.36) au résultat (33) conduit à :

( IV .34)  Ç  =çg  (x )>  = (â  (x )> :  Go



qui permet d'exprimer Go

(IV.35) Go = < a (x) >'r: G.

L'introduction de (35) dans (33) donne :

( IV .36)  g  (x )=a(x ) :  <a(x )> - r :  G

La comparaison avec (tI.40) permet de définir le tenseur de locdisation

( IV .37)  A  (x )=a  (x ) :  <a  (x )  > ' r

avec

(w.38) a(x) = I +J f(x,x'):ôl(x')dV'+J f(x,x'):ôl(x'):J F(x',x"):ôl(x")dV"dV'+

-f F(x,x'):ôl(x'):.f f(x',x"):ôl(x"):rlf(x",x"'):ôl(1'rr)dV"'dV"dV' + "'
Vs V1 v1

L'équation (37) a été obtenue pour la première fgis pg Eimer [68J' [69] en
1967 dans ie cadre des probièrnes d;élasticité linéaire. Ceci constitue la
solution formelle de l'équation intégrale (24).

Par ailleurs, grâce à la relation (36), il est possible de formuler les lois
d'évolution de-la structure interne du milieu. Au paragraphe suivant, ces lois
sont développées pour le cas particulier d'un mécanisme de déformation
plastique , Ëgfissèment cristallographique multiple et homogène.
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lV.3 - Lois d'évolution des variables d'état

La solution de l'équation intégrale (24) permet de décrirc lEvolution de
la structure inteme du-solide. It eit éviàerit que les relations obtenues sont
étroitement liées à létat de connaissance (modélisation) des micro-mécanismes
de déformation plastique. si, par exemple, on se limite au mécanisme de
glissements cristallographiques, multiples et homogènes à l'intérieur d'un
constituant, les phénomènes tels que :

- création des stmctures de dislocations
- apparition des micro-bandes de cisaillement

n€ peuvent pas être décrits par une telle approche. Mais, si le modèle décrivant
le réar-rangement des dislocations existait, la solution (36) de l'équation
intégrale permettrait de simuler de tels phénomènes.
une prcmière qpn_r99he de ce problème très complexe a été proposée par
lerveiller et al. [60J et permet de retrouver des ious-domainès de grains,
siège d'une forte concentration de dislocations.
La structure dipolaire de ces sous-domaines ainsi que leurs formes et
orientations correspondent aux micro-bandes de cisaillemènt.

Donner les lois d'évolution des variables d'état revient à relier la
grandeur cr (x), décrivant une telle-variable au point x, au gradient de la
vitesse G, imposé à la frontière du iolide, sous û forme d'uni équation de
localisation:

(IV.39) A ttl = 6lo (x) : G.

Le tenseur c" (x) désigne formellement un opérateur de localisation
particulier à la variable a.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que Ie glissement plastique sur
les systèmes cristallographiques bien définis est le seul mécanisme de
déformation pennanente.

La structure inteme est définie par les paramètres suivants :

- cissions critiques sur les systèmes de glissement
- texture cristallographique
- contraintes intemes correspondant à la distortion du réseau
- texture morphologique, c'est-à-dire des formes et

orientations des constituants.
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1V.3.1 - Evolutlon des clsslons crltlques

L'augmentation (ou diminution) de la résistance au glissement sur un
système g provoquée par des glissements / sur tous les-systèmes^actifs peut
êire exprimée d'àprèJ Mandel [22] sous forme d'une fonction linéaire des
vitesseJ de glissement t'

(IV.40) ô* r"s1x; = ! H*eh(x) ô/t*t
h

Le comportement du monocristal est discuté en détail dans le-chapip q'
on rappelle ièi b résultat concemant la vitesse du glissement sur le système h
(expression Itr.s6)

ô/
N.S.A.

= > fi-hv 1,8: d
8=l

dans laquelle :

,{ 'hè=(H*rn+ ?rh : Sr)' l  = (11*sh* H:8 + Hlt l ' t
Ào  (x )  =  c  (x )  :  Sh  +  Sh .  o  +  o . rsh

Sn (r) = mh8 gh est le tenseur de Schmid du système h

c (x) est le tenseur des modules d'élasticité du monocristal.

Grâce à la symétrie du tenseur ?rh on peut réécrire la relation (III.49)
sous une nouvelle forme :

(IV.4l) ô/ = I e{h8 }\E i g

Utilisant la solution (36) de l'équation intégrale (24), on exprime a/t*t
sous forme d'une équation de localisation :

( rv .42)  ô/ (x)={{ t ) tc
où :

(rv.43) [4(rl]," =l rth9lxt tsitx) ci;u(x) + si,(x) o,r(x) +
I

* or,(x) Sf,(x)l Arr,n(x)
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En introduisant (43) dans (40) on obtient finalement la loi dévolution des
cissions critiques en tout point du solide :

(IV.44) ô* r"s1x) = 
ii "*'r'(Ctxl) 

t c = d{r) : G

où le tenseur de l'évolution des cissions critiques est donnée par :

(Iv.4s) [Ct*lJ,i = 
-ï'

f=l

N.S.A.

T
n=l

11'sî t1n (s'l<rl ciiu(x) + SL(x) o,r(x)

+ ok,(x) sll(x)) Arr,,n(x)

1V.3.2 - Evolution de la texture cristalfographlque

La création d'une texture cri.stallographlque lnduite par lécoulement plastique
modifie le.comporternent élastoplaitique du miliêu et le rend anisottoie.
Aujourdhui, le mécanisme de créàticm de la texture cristallographique indriite
est bien connu. Le glissement plastique ne modifie pas I'orieitaiion du réseau
cristallographique par rapport à un référentiel macroscopique. Ce sont les
conditions de compatibilité entre les constituants qui entraînènt des rotations
$e té99au à I'origine de la formation des textures crlstallographiques. En effet,
Ies glissements plastiques conduisent à des déformationJpËsti{ues qui sont,
dans la plupart des cas, incompatibles. Pour préserver h côntinuité du milieu,
une transforrnation supplémentaire élastique ou élastoplastique est
nécessaire. cette transformation (partie symétrique) provoqire une
distorsion du éseau tandis que sa parti; antisymétriqui inauii la roiation du
réseau. La solution de l'équation intégrale sous là forme de relation de
localisation (36) nous permet de déterminer la vitesse de rotation des réseaux
cristallins.

D'une part,-d'après (II.14) et (tl.ls), le gradient de vitesse se décompose
en partie symétrique et antisymétrique, ce qui donne le taux de rotation totale :

w (x) =Lk(x) - rg (x)) :

d'autrc part la décomposition (III.223) nous foumit la rotation du réseau dû
aux glissements cristallographiques
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N.S.A.

(Iv.46) w* (x) = w (x) - 
'> 

nn (x) d/
h - l

avec Rh - partie antisymétrique du tenseur de Schmid.
Introduisoïs une notàtion qùi nous pennette de simplifier l'écriture :

(r) ùjn=t teuo + A;id
tenseur de localisation du taux de déformation

(rv.47) 
I

(2) nûjyt= 7 (Ar:u - A;in)

tenseur de localisation du taux de rotation.

Le taux de rotation du réseau peut être écrit :

(Iv.48) w* (x) = il (x), G - 
ti 

nh (x) a/
h= l

Utilisons la relation (42) pour éliminer le glissement cristallographique dans
(48)

(rv.4e) w*(x) =l 'krt- l-  
i - j 'nn<*) 4(x)l :G=6:*(x): G

où I'on introduit un nouveau tenseur d'évolution de la texture
cristallographique c* (x) tel que :

(N.so) c*(x) = çl(x)-t Rh(x)elc(x):sh(x)+sh(x).o(x)+o(x)'tshl : A(x)

Si I'orientation cristallographique d'un constituant est définie par les trois
angles d'Euler gr,0, g2, intrôdùits par Bunge [70J, le taux de changement de
ces angles est donné par les relations usuelles :
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o,v' =ffi*'i, t*) ii*i, {*)
(IV.sl) ôr0 = - cosg2 wi3 (x) + sing2 o,i, t*)

&gz=c ,  
' f coso r  '  '  '  s i no r  '  l*01ffi wl3 (x) * ',fiT *lr (*)J* *i, {x)

.Fn posant le problème du mouvement des solides hétérogènes d'une
manière exacte, il est possible de déterminer les rotations du résàu cristallin
lorsque le iradient de vitesse est connu.
fa'équation (49) montre qu'il n'est pas justifié d'égaler la rstation du réseau à
I'opp.osé de la rotation plastique, comme il est habituellement pratiqué dans le
modèle de Taylor et ses dérivés [6J, t9J, U0]. ce problème a été'lareement
discuté par-Berveiller dans sa thèse [29J, où les conire-exemples ont été cités,
montrant I'importance du terme 'Il (x'): G sur les rotations du réseau.

1v.3.3 - Etat du réseau. contraintes lnternes et résiduelles

Une autre grandeur qui décrit l'état de la structure interne du matériau,
souvent.négli-gée par des modèles dits en grandes transformations plastiques,
est la distorsion du réseau cristallin ou encore les contraintes intèrnes.-Ces
distorsions sont effectivement faibles par rapport à des déformations
plastiques. Néanmoins, le niveau des contràintes internes, et surtout, leur rôle
dans.le comport_ement (élasto-) plastique .du matériau macro-homogène, est
tÈs important. Comme nous le venons ddns les applications, les co-ntraintes
internes sont présentes dans le matériau pratiq-riement dès le début du
processus de la transformation élastoplastique, et pour des chargements
complexes elles sont, en grande partie, responsablès de I'anisotrôpie du
matériau.

Pour trouver la loi d'évolution des distorsions du réseau cristallin, on
utilise la solution de l'équation intégrale sous la forme d'opération de
localisation (36) puis la décomposition du taux de déformation (trI.222) :

(rv.s2) d* (x) =L<e(x) +,s (x)) - 
*T'rn 

(x) dy'
h= l

où Ph (x) est Ia partie symétrique du tenseur de Schmid.

59



D'après (471) on a :

(Iv.s3) d* (x) = tD (x), C - 
*ÈoPt 

(*) a/
h-l

L'utilisation de I'expression (42) définissant la localisation du taux de
glissement sur un système h conduit à :

Gv.54) d* (x)= [o(x)  -" f 'nno { t r l l :  G= ca(x) :  G
h* l

où G (x) est le tenseur d'évolution des distorsions élastiques du réseau ayant la
forme :

0v.s5) a (x) = D (x) 
iÈl Ëbhvrhsolss(x):c(x)+S8(x).o+o.tSs(x)l 

: l(x)

Si on définit les contraintes internes s(x) comme différence entrc les
contraintes locales o(x) et les contraintes macroscopiques E, c'est-à-dire :

(IV.s6) s(x) = o(x) - E

on peut déterminer l'évolution de cestontraintes à partir de :
ô r , s (x )=ô t ro -ô r ,E '

La loi de comportement (III.50) permet d'écrire :

(tv.57) ôr, s(x) = m(x):g(x) - M:G = (m(x):A(x) - M):G = G(x):G

Cette relation définit le tenseur d'évolution des contraintes internes 4 (x)

(rv.s8) [C(x)]ri'on = [c,ju - iË: 

-i 
^î ,thsllJ ,"lAp,n - I-?.iî," * â, ôjr

n=l  g=l

Si, en particulier, le cycle de chargement envisagé est fermé, c'est-à-dirc
en partant de l'état de contraintes macroscopiques nul, on rcvient à cet état par
un themin arbitraire dans I'espace de contraintes mais tel qu'il conduit à une
déformation plastique ( voir schéma sur la figure I ), I'expression (56)
devient:

s (x )=o(x )

et ce champ des contraintes internes est appelé chamP de contraintes
résiduelles.
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t h = 1 [

Figure IV.l
Chemin de chargement dans I'espace des contraintes macroscopiques' conduisant à des contraintes résiduelles

I-eur rôle dans le comportement des structurcs de tout type est essentiel.
Dans les chapitres suivants, nous reviendrons souvent sur la notion des
contraintes intemes du second ordre et mettrons en évidence leur influence sur
le comportement macroscopique des matériaux polycristallins.
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lV.4 - Concluslons

En partant de la loi de comportement élastoplastique du monocristal ct
des rclatlons habituelles de la mécanique des milieux continus, nous avons
déterminé le mouvement d'un élément de volume micro-hétérogènc et macro-
homogène sous formc d'une équation intégrale. La sotglion formelle de cette
équatiôn prend la forme d'une ielation de localisation (36) pour le gradient de
vitesse

g(x )=A(x ) :G

Elle permet de suivre l'évolution des paramètres intemes (physiques) de
la structurc tels que :

- texture cristallograPhique
- contraintes intemes
- cissions critiques.

Toutes ces lois sont également des rclations de localisation. Comme la
forme des constituants n'a pas été définie, l'évolution de la texture
morphologique n'a pas été aborïée dans ce chapitre. Ce point sera traité plus
loin.

Finalement, les propriétés effecîives, ou plutôt leur évolution, peuvent
êtrc déterminées grâcè aux relations (II.48) et (36).
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V. APPROXIMATION AUTO-COHERENTE DE
L'EOUATION INTEG RALE EN ELASTO.
PLASTICITE DES POLYCRISTAUX

Par rapport aux différentes solutions approchées de l'équation intégrale
(IV-24) discutées dans le chapitre précédent, l'approche auto-cohérente
formulée pour la première fois par Krôner [66J, dans le cadre de l'élasticité
linéairc, constitue un compromis raisonnable entre les méthodes statistiques
systématiques et les approximations de champs uniformes de Taylor-Lin-Voigt
ou I'approche statique proposée par Taoui t8l. La solution formelle (IV-30)
est très difficile à mettre en application et pas nécessairement justifiée eu égard
aux simplifications faites pour décrire le monocristal (voir $ III.1).
L'approximation de Taylor-Lin-Voigt néglige systématiquement toute
hérérogénéité de déformation, y compris intergranulaire. Krôner [7U a
démontré que le comportement élastique linéaire des milieux parfaitement
désordonnés peut être reconstitué par une modélisation auto-cohérente. Par
ailleurs, une première approche du problème de plasticité, basée sur une
évaluation a priori des interactions intergranulaires U7l,l24l,l25J, a montré
que les prévisions obtenues à partir d'une telle formulation correspondent bien
aux observations expérimentales. Des simulations en petites déformations
élastoplastiques ont mis en évidence les avantages du schéma auto-cohérent
pour des chargements radiaux et non monotones [25J.
Dans les chapitres qui suivent, on considère le polycristal cornme un agrégat
constitué des grains d'orientations cristallographiques différentes,
éventuellement de structures cristallographiques différentes s'il s'agit d'un
matériau multiphasé.
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V.l - Bases statlstlques de la modéllsatlon auto-cohérente

Dans ce paragraphe nous formulons les restrictions et les hypothèses
nécessaires pôur ôbténir une approximation auto-cohércnte de l!équation
intégrale (I\l-24)

(rv.24)

En premier lieu nous supposons que le comportement du polycristal est locd.
Ceci permet décrire la loi de comportement sous la forme :

ôrN (x)  = lue i [ (x) :  G (x)

ô,N 1x1 = J L"t (x') : G (x') ô (x-x') dv
V,

Cette propriété, d'une part nous libère de I'influence de la forme du macro'
élément iur le comportement de ce demier, d'autre part nous autorise à
utiliser le tenseur de Green pour un milieu infini, comme cela a été démontré
par 7*,ller et Dederichs [SJ.-La loi de comportement sous sa forme intégTle'
(l; reste bien str valable au niveau frricroscopique. En introduisant le même
type d'opérateurs pour g(x) et Go(x), l'équation intégrale (I\l'24), pour un
milieu infini, peut se mettre sous la forme :

(V.2)  J t tô{*- r ' )+I - (x-x ' ) :  ô l (x ' ) l :  g(x ' )  dV'= JC"(*)ô (x-x ' )

\ v ,
dv'

En introduisant les notations habituelles pour le calcul des convolutions, celle-
ci devient :

(v.3) ( I+ I ' *ô l ) *g=  a ' r *8=Go

dont la solution en g (à comparer à la solution formelle IV.33) s'écrit :

B=a*Go

ou encore

(v.1)

(v.4)

avec

(v.5) a = (I + I'. ôl)'r
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En moyennant l'expression (4) sur le volume du milieu on aboutit à'

( V . 6 )  Ç = ç â ) r Ç o

qui conduit aux équivalents des relations (IV-37) et (tr-431)

(V .7 )  A=â* (â ) ' r

(V .8)  t rc r r=< l .  A  )  =  (  (L "+  ô l ) *  a  )  r  (a  ) ' l
= L o + < ô l * â ) r ( â ) ' l

Une propriété capitale du tenseur de Green de déformation f (x-x,) a été
démontrée par Dederichs et 7*,l1er[5|. En effet, ils ont trouvé que ce tenseur
peut etre décomposé en parties locale Y(x) et non locale O(x-x')telles que :

(V.9) F (x-x ' )=Y(x)ô (x-x ' )+ O (x-x ' )

Introduisant, d'après Dederichs et 7*ller[S], le tenseur de transition q tel que :

(V .10)  4=ô l *a

on obtient :

(V . l l )  a= f - I ' *T l

et I'expression (8) devient

(V .12)  L ' f r=  Lo+<ï l  >  *  < I  -F*  n> ' l

Parce que le choix du matériau homogène de référence est arbitraire, il
est possible alors de prendrc

(V.13) Lo = L"rr

On déduit immédiatement de lbxpression (12) que dans ce cas

(V .14)  < î>=<ô l râ )=0

et que

(V.15) A = a

Inboduisant (9) dans (ll) et le rÉsultat dans (10) on obtient :

(V.16) q = V. ( I  + O. V) ' t
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avec
(V .17)  V=ô l *  ( I+Y*  ô l ) ' t

qui peut être écrit aussi sous sa forme tensorielle

(v.18) v (x) = ôl (x) : (I + Y (x) : ôl (x))'t

car tous les opérateurs dans (17) sont locaux.
On obtient une solution approchée du problème de la loi de comportement
effective en remplaçant la éôndition < î >=0 Par son approximation

(V .19)  <V(x ) )=0

qui s'obtient en négligeant la partie non locale de f (x-x') pg fppPrt à Y(I)'
Ôette approximatio:n ést justifiée car la partie non locale de F (x-x') peut être
mise sous la fomte

O (x-x') = -!- I
I  x -x '  I

qui tend vers zéro comme x'3, tandis que Y(1) se co^mporte colnme x't [06].
Ii est alors possible de résoudre J'équation (19)- pour en déduire une
approximation auto-cohérente du tenseui instantané des propriétés effectives
du milieu macro-homogène Lo.

(V .20)  L*  =< l (x ) :  [ I+Y  (x ) :ô l  ( x ) ] ' t  > :  <  [ I+Y(x ) :  ô l  ( x ) l ' !  > ' t

Cette approximation a été proposée par Hershey p2l pour les matériaux à
symétrie'cubique et généraiiséè par Krôner [66]. Dans cet article Krôner a
d?montré qur irpproiimation autô-cohérente constitue une solution exacte du
problème âes -àietiaux parfaitement désordonnés. Dans de tels matériaux,
ieules les auto-corrélations sont pésentes.
ôans te cas général, l'expressiori (ZO) apparaît comme une solution approchée
àe l'équatioriintégrale (ÎV-Z+). Aucunè hyPlthèse concemant le gradientde
vitessé dans les cônstituants du milieu ni ia forme de ces constituants n'a été
faite. Dans le paragraphe suivant, la solution générale présentée ici est
particularisée four-dei matériaux granulaires. 

-D.t: 
ce cas' -l'approche

àéveloppée dans ce travail rejoint cefe proposée. par Krôner en élasticité et
par Hill't34J pour la plasticitâen petites ôéfôrmatiôns et basée sur la solution
àu problèmè à'inclusion de Eshelby t20l à ceci près qu'elle est formulée en
goitd"t transformations élasto-plasiiques avec piise en compte des rotations
des grains et de l'écrouissage intragranulairc.
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V.2 - Approrlmatlon auto-cohérente du comportement élasto-
plastique des polycristaux

Les résultats présentés dans ce paragraphe constituent un cas particulier
de ceux discutés dans la section précédente. En effet, aux hypothèses énoncées
précédemment, nous ajoutons deux approximations supplémentaircs:

l. Le, matériau modélisé est granulairc, et que la forme des grains peut êtrc
suffisamment bien approchée par un ellipsoide ;

2. l-e, module tangent l(x), qui définit le comportement instantané élasto-
plastique du matériau, ainsi que le gradient de la vitesse g(x), varient
faiblement à l'intérieur du constituant, de sorte que leurs valeurs moyennes
reflètent bien le comportement réel, ceci se traduit par

(V .21)  l ( x )=1 t  VxeV l

(v.22) sl g (x) dV,

où VrI désigne le volume actuel du grain modélisé par un ellipsoide I.

Des deux approxiniations formulées ôi-dessus, c'est sûrement la deuxième qui
risque d'être la plus contestable, car elle ignore toute hétérogênéité plastique
intragranulaire.
Néanmoins, pour les hétérogénéités dont le "rayon d'action" est inférieur au
diamètre du grain, la deuxième simplification semble suffisante. Le problème
se pose dans le cas où une conélation entre les hétérogénéités intra-granulaircs
se manifeste par la présence d'une structure supplémentaire se superposant à la
structure granulaire du polycristal. L'image typique d'une telle situation est
une microbande de cisaillement. Alors, I'approche proposée risque de s'avérer
insuffisante et un traitement spécifique est nécessaire, permettant une
description d'un tel phénomène. Une tentative de modélisation de ce problème
peut être trouvée dans [60J.

En acceptant les deux approximations, le champ du gradient de la vitesse
et le champ des modules tangents s'écrivent :

_ l  f-ui 
,1

(v.23)

(v.24)

N
g(x)=I

i= l
gt  e t ( * )

N

t (x)=E t I  er  (x)
i . l
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où:
- gt (r) est une fonction caractéristique telle que :

(v.25) e'1r1={1 VxeVf
t0  Vxe Vi

- N désigne le nombre des grains du polycristal.

De même, la déviation ôl (x) sEcrit ici

(v.26) ôt (x) = j att et (r)
i=l

avec évidemment

(v.27) ÂlI = l I  - Lo

constant dans le grain I.

En reportant (23) et (26) dans l'équation intégrale (IV-24), on obtient :

N

B (x) = G" - J r (x-x') :(Ë art : gr er (x-x'))av,
J= l

v,

La valeur moyenne du gradient de la vitesse dans le grain I se calcule alors par

(V .28)  B I=Go -  Ë  t "  :  Â l t  :  g r
J= l

où l'on a posé :

t -
(v.2s) t t t= i  I  { . (x-x ' )dv;  dv,

u 'ù ul

Pour des grains de forme ellipsoidale et pour I = J, le tenseur Tll est rclié
au tenseur S d'Eshelby par :

(V .30)  S-T t r :Lo
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Pour I * J, les tenseurs Tll décrivent les interactions entrc grains I et J. Ces
tenseurs ont été introduits p$ Berveiller et al. [73J, qui donnent également
une méthode de calcul de T" dans le cas d'inclusions ellipsoidales dans un
milieu anisotrope. Les tenseurs Tu peuvent être considérés comme connus.

V.2.1 - Approxlmatlon auto-cohérente à un slte
L'expression (28) constitue un système linéaire d'équations pour gI et

dont le rang est égal au nombre de grains considérés. Réécrivant ce système
d'une manière légèrement différente, on a :

N

(v.2e) gl = Go - TII : Âlt : gl -3, t" : Âlr : gr
J*I

Au lieu de résoudre directement un tel système, on peut choisir L" le plus
proche possible de Lttr, c'est-à-dire solution du probléme dans le cadrà de
I'approximation auto-cohérente. Notons cette approximation L*' Dans ce cas,
les contributions de termes tels que Tu : Âlr : gr pour I * J dans l'expression
(29) peuvent être légitimement négligées puisque leur effet sur g'a été pris en
compte au travers de l'interaction entre le grain I et le milieu homogène de
comportement proche de L"îî. Dans cette démarche, on reconnaît
I'approximation (19) discutée au paragraphe précédent et basée sur la
décomposition du tenseur F (x-x') en partie locale..et non locale, qui se
traduisent dans lbxpression (29), respectivement par T" et T".

I-e choix Lo = L* et la limitation des termes de la somme dans (29) à I=J
constituent la solution approchée auto-cohérente à un site de l'équation
intégrale (IV-24). Nous obtenons alors :

(V.30) gr = (I + Trl : Âlr;'r : G" = arl : Go

Grâce à I'application du théorème de la moyenne (II-36), on élimine Go de
lbxpression ci-dessus pour aboutir à :

(V .31)  g I=a l l  3  <a t t> ' l :  G=Al :  G

où

(v.32)

et

e l l= ( I+Tr r :Â l r ; - r
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(v.33) AI = âll : < atr >-r

sont respectivement le tenseur de.localisation de Go dans l'approche à un site
et le tenseur de localisation du gradient de la vitesse macroscopique G pour
I'inclusion ellipsoidale I. L'application du résultat (33) dans (20) produit

(V .34)  L*=< l I :  A I )= ( l I :  a I I> :  <a t t> ' t

constituant l'approximation auto-cohérente à un site des modules tangents du
polycristal. Pour un polycristal constitué de N grains ces rclations s'écrivent

(V.35) e)

d at t

d at t

I
où f désigne la fraction volumique des grains de la classe I.

Deux remarques concemant la méthode s'imposent. La simplification de la
relation (29) est due au choix très particulier du matériau de référence L".
Pour pouvoir négliger les tennes Tlr : ÂlJ : gr par rapport au terme
TIt : ÂlI : gI, ce choix a étê porté sur la solution de l'équation (29). Cette
solution est exprimée par la relation (34) qui, à cause de cette simplification, a
un caractère fortement implicitg. E{r effet, le tenseur a^ qui figure dans (34)
dépend de L'" par le biais de Âl'= l'- L".
La deuxième remarque concerne une amélioration éventuelle de
l'approximation auto-cohérente à un site. Cette amélioration conduit à la
méthode auto-cohérente à sites multiples. Elle constitue le sujet du paragraphe
suivant.

. " t t t = Ë
l=l

At=a " :Ë
I=l

(r)

N
( 3 )  L ' " = ) f I l I r  A I

I=t
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V.2.2 - Approxlmatlon auto-cohérente à sltes multlpies
Afin de déterminer le tenseur de localisation At de manière plus précise que
(32), en prenant en compte la taille et la position relatives des constituants, on
rctourne à la relation (29).

N

gr = Go - TrI : ÂlI : gI -rl tttt : Âlt : gt)
J*I

Il s'agit d'un système linéaire en gI dont la solution peut etre mise sous la
forme :

(V.36) gt = aI : Go'

En rcportant (36) dans (29) nous obtenons

(v .37)  Br=Go -T I t :Â l I :  g I -  
r l< t t ' :Â l r :  

a t1  :  Go
J*l

ce qui conduit à :

N

(v.38) gI = aII : (I - 
,1, 

ttt : Âlt : ar) : Go
J*I

Par comparaison avec (36), nous avons :

N

aI=art r (r - rl TD : Âlt : ar)
J*I

L'expression (39) définit le tenseur de localisation de Go dans la méthode
auto-cohérente à sites multiples. Malheureusement, cette relation est
doublement implicite. En effet, le tenseur âI dépend des tenseurs de
localisation de tous les autres constituants. Plusieurs solutions approchées de ce
pfoblème peuvent êtrc proposées, dont la plus naturelle consiste à choisir pour
a' son apprcximation à un site

aJ = aJJ

Une ælle approximation permet de réécrire la rclation (39) sous la forme :

(v.3e)
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(v.40)

N

at = arr r (I - 
,: 

Ttr : Âl' : arr)
J*I

Les relations (33) et (34) demeurent valables et constituent la solution du
problème en méthode auto-cohérente à site multiples.

Une autrc approximation de la solution de (Z9)peut être développée en
limitant la somme dans le système (29) aux premiers voisins de I'inclusion I et
en résolvant un système linéaire d'une taille numériquement raisonnable. Une
telle démarche a été adoptée par Fassi-Fehri et al. [74J dans le cas de
l'élasticité linéaire. Elle a permis de prendre en compte I'effet de la répartition
spatiale des renforts d'un composite biphasé sur les propriétés élastiques du
milieu. Cet effet, baptisé texture topologique, joue un rôle important pour les
matériaux composites. Son importance paraît moins justifiée dans le cas de la
plasticité des polycristaux à cause de I écrantage des actions inter-granulaires à
distance par les joints de gr-ains.

I-es tenseurs L" et AI dépendent de l'état actuel du chargement (E, ôrN
ou E,G ) et de la microstructure actuelle du polycristal. Il est donc
indispensable de pouvoir déterminer, pour un trajet de chargement
quelconque, la structure interne actuelle du matériau. Celle-ci peut être
considérée comme connue, lorsque les lois d'évolution des différents
paramètres décrivant cette micro-stru_cture sont établies. Dans la suite de ce
chapitre, les lois d'évolution obtenues dans la section (IV.3) sont
particularisées en fonction des résultats présentés dans ce paragraphe.
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V.3 - Evolutlon de la mlcrostructure

Dans le paragraphe IV.3, des lois d'évolution de la structure interne d'un
matériau ont été déduites de la solution formelle (IV-30) de l'équation
intégrale W-24).Ici, disposant de I'approximation auto-cohérente du tenseur
de localisation de gradient de la vitesse (expression (35) ou (40)), ces Ègles
sont précisées dans le contexte de I'approche choisie. Comme le tenseur de
localisation, les champs des variables structurales sont alors continus par
morceaux et concement plus pécisément les constituants du polycristal. On
s'arrête davantage sur la règle de l'évolution de la forme des grains, point qui
n'a pas êtê tnitê, au chapitre IV.

V.3.1 - Cissions crlt iques, texture crlstal lographique et
contraintes internes

Connaissant le tenseur de localisation du gradient de la vitesse pour tout
grain (inclusion) de l'élément de volume considéré, on peut proposer une
écriturc pour tout volume sous la forme :

(v.41) A (x) = Ë ,lt et (*)
l=l

avec At et 0I définis respectivement par (35) ou (40) et (25). Alors, toutes les
lois d'évolution proposées au chapitre IV sont directement applicables. En
particulier les expressions suivantes décrivent :

- l'évolution des glissements plastiques cristallographiques: expressions
(IV-37) et (IV-38)

- l'évolution des cissions critiques: expressions (IV-39) et (IV40) ;

- l'évolution de la texture cristallographique: expressions (IV-44),
(Iv-4s) et (IV-46) ;

- lévolution de la distorsion du réseau: expressions (IV-49) et (tV-50);

- l'évolution des contraintes intemes: expressions (IV-52) et (tV-53).

En pratique, on cherche à déterminer les tenseurs localisations pour
chaque cônstituant. Iæs propriétés de lâ fonction 0t (*) permettent d'écrire ces
champs sous forme d'une somme sur tous les grains. De manière générale,
nous avons :
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(v.42) ct" gt (r)

où c..l désigne formellement un tenseur localisation particulier qui relie la
variation de la variable structurale o,l dans un constituant I au gradient de la
vitesse sur la frontière du volume G.
GI est constant dans le grain, ce qui reste cohérent avec les approximations
(22) et (23) exprimant le comportement du polycristal constant par grain.
Nous précisons de tels tenseurs localisations pour les micro-variables citées
plus haut..
Ainsi, l'évolution du glissement plastique sur un système cristallographique du
grain I est décrite par :

(v.43) [4t],"= 
nT'rr,-tt 

lsrî "tio 
+ si", ol, + oL s,ï] ,qil,"

8= l

où, toujours pour le constituant I,

d est le tenseur de contraintes de Cauchy, moyennes sur le volume

, du grain
c' est le tenseur d'élasticité constant dans le grain, voir (22)
9{rtn est la matrice d'écrouissage élastoplastique définie par la relation

(m-55) et spécifiée pour le grain I.

AI est le tenseur localisation (35) ou (40). Iæ glissement plastique sur le
système h est alors homogène à l'intérieur du constituant I.

Compte tenu de (m48), l'évolution des cissions critiques sur le système
g est gouvemée par le tenseur localisation

(v.44)
È, "Ito" 

(sl ,'uo + sl, oL, + oL sil) Ail,"

Alors, les cissions critiques sont également homogènes dans le constituant.
Introduisant la partie symétrique et antisymétrique du tenseur de localisation
du gradient de la vitesse, nous pouvons définir l'état du réseau cristallin. En
effet, si :

(1) D,:L=| teil, + ej,*,)

(z) il,L=l <oh - ej,*r)

N

a(x)=I
I- l

f=l

(v.4s)
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les tenseurs localisations :
- de la rotation du éseau cristallin

(v.46) 4= wt- Y *t 
"qnt

-de la distorsion du réseau cristallin

(v.47) cu' = Dt - "T tn 
"C,nt

s'expriment en fonction du tenseur localisation des glissements plastiques (43),
où Ph, Rh sont les parties symétrique et antisymétrique du tenseur de Schmid.
Finalement, l'état des contraintes internes peut être calculé, grain par grain, à
partir de la définition (IV-51) de ces contraintes:

(V.48) sI = oI - E.

Le dernier aspect de la microstructure, relativement important en
grandes transformations élastoplastiques, est l'évolution de la forme des
constituants. [æ choix de la forme initiale ellipsoïdale et surtout lhomogénéité
du gradient g dans le constituant, facilitent la résolution du problème.
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V.3.2 - Evolution de la texture morphologlque
La forme et I'orientation des constituants sont strictement définies par les
gradients de transformation locaux. Connaissant le tenseur localisation A', il
Jst possible, par intégration, de déterminer le gradient de transformation d
pour chaque grain. Symboliquement, cette offration s'écrit

t

(v.49) fl= I At(r) : G (t) dr

où f,I est _le gradient de transformation du grain I entre sa configuration
initiale Ko'et sa configuration actuelle Kr'. Pour simplifier les considérations,
supposons que dans la configuration initiale les grains soient sphériques. Si ce
n'est pas le cas, il est toujours possible de trouver une configuration de
référence dans laquelle le grain considéré est sphérique.

Soit un grain sphérique de rayon R = 1 dans sa configuration initiale ou
de référence:

(V .50)  X .X=1

Le domaine sphérique occupé par le grain I se transforme pendant un
mouvement homogène caractérisé par le tenseur gradient f en un domaine
ellipsoïdal d'équation :

(V.s l )  x . ( f l  . , r l ) - r .  x= I

La parenthèse dans l'équation (51) est le tenseur de dilatation. La
décomposition polaire (tr-11) permet d'écrire

(v.s2) rl . ,r1= vl . vl= 1v)2

Notant ?rr, fu et I" les valeurs propres de (V,t)2 et n., n5 et nc ses directions
propres, flous.âvoDS

à= "m(v.s3) bl= ffi

.l= {iE
les demi-axes de l'ellipsoide dans la configuration
propres Da, nb et ru indiquent leurs orientations par
polycristal.

actuelle, les vecteurs
rapport au repère du
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En résumé, les exprcssions (53) basées sur la reclærche des valeurs et vecteurs
propres du tenseur de dilatation dans la configuration actuelle permettent de
réactualiser la géométrie des grains,du polycristal connaissant le tenseur
localisation du gradient de la vitesse A'.

V.4 - Concluslons

Un choix particulier du matériau de référence, Lo = L"fr, permet de
négliger la partie non locale du tenseur de Grcen modifié I- (x-x') au moins
pour des inatériaux parfaitement désordonnés. Ceci transforme l'équation
intégrale (IV-24) en équation algébrique implicite.

La modélisation du polycristal par un ensemble d'inclusions ellipsoidales
qui se transforment de manière homogène constitue un compromis raisonnable
entre les méthodes statistiques exactes et le modèle de Taylor-Lin-Voigt. Ces
deux approximations conduisent au modèle auto-cohérent à un site.

La solution du problème des interactions entre deux inclusions
ellipsoidales dans un milieu anisotrope permet une modélisation plus réaliste
du comportement des polycristaux. Un schéma auto-cohércnt à sites multiples,
prenant en compte les interactions entre les grains, est dégagé de telles
considérations. Alors la prise en compte de la texture topologique est possible
par cette approche à sites multiples, enrichissant la modélisation par la
répartition spatiale et la taille relative des sites .- 

Dans lès deux cas, le tenseur localisation du gradient de la vitesse du
constituant est déterminé. Il permet I'obtention des lois d'évolution de la
structure inteme du polycrisul. Ces lois prennent la forme des opérations de
localisatiort.
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VI - SCHEMA DE RESOLUTION NUMERIQUE

Le caractère implicite de l'équation (V.34) constitue la principale
diffïculté de la méthode auto-cohérente. La solution de cette équation peut être
obtenue de manière itérative en partant d'une meilleure apProximation du
comportement. Une telle approche est pratiquée pour résoudre le problème de
comportement des matériaux élastiques, linéaires en petites transformations

1731,1741.
En effet, le comportement du matériau étant indépendant du trajet et de

l'histoire de chargement, cette procédure permet de traiter des édifices
polycristallins comportant plusieurs milliers de grains pendant un temps
restant raisonnable, par exemple trois heures pour un polycristal de 6000
grains surune station de travail APOLLO 4500.

Par contre, cette méthode appliquée directement au problème de plasticité
conduit à un temps prohibitif lié à une répétition de calculs du tenseur Tu 1ou
Tt').

Ce tenseur, défini par la relation (V.29), ne peut être calculé
analytiquement que dans les cas simples d'inclusions sphériques dans des
milieux isotropes. Pour toute autre cônfiguration, une intégration numérique
doit être employée. La précision avec laquelle ce tenseur est évalué est
déterminante pour la précision de la modélisation du comportement. D'auhe
part, en plasticité, le calcul de ce tenseur est répétê, pour chaque grain, à cause
de l'évolution des propriétés mais aussi de la forme des grains.

Il est alors indispensable d'optimiser le calcul de ce tenseur en utilisant
des méthodes numériques efficaces et précises.
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Vl.l - Détermlnatlon du tenseur TIJ

[æ calcul des TII et Tu est basé sur les techniques de transformée de
Fourier du tenseur de Green. Cette méthode a été propoeée par Kneer [75J et
reprise par Mura [76] pour déterminer le tenseur TII. Fassi-Fehri I77l a
généralisé cette approche au cas du tenseur Tu pour le problème d'une'paire
d'inclusions ellipsoi'dales dans un milieu anisotrope çelconçe. Ici,l'attention
est concentrée sur les techniques numériçes.

Fartons de la définition (IV.l4) du tenseur de Green :

(VI.l) Li11 Çrm,ki (x',x) + ô5, ô (x'-x) = g

et appliquons la transfomrée de Fourier à Ç

(VI.2) Ç Çti g) = J ç,i (rt g-n.r dvr
V,

telle que sa transformée de Fourier inverse est :

(vr.3) gii (x) = 
# I riu o.t.'r*'*dv*

Vr
ce qui permet de réécrire l'équation (l) sous la forme :

(vI.4) L$kt 6r' (k) kr ki = ôj'

car la transformée de ô (x) est

ô (L )= t

Alors léquation (4) peut être résolue par rapportà ç

(vl.t 6n (k) = (rto,rr r.. k,)'t = f,r (k)

si Li" = L{ri;.

Si cette symétrie n'est pas respectée, il est nécessaire d'introduire la
transformée de Fourier du tenseur de Grcen adjoint 6'(f).Dans les deux cas
la prooédure de résolution reste identique.
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L'application de ces
donne

(vr.6)

Læs étapes suivantes, conduisant au ésultat

résultats à ta définition (V.29) du tenseur Tu nous

t, I J k' ki 6in e'ik'('''') dk dvr dvr
qv ;vk

(vr.7)

J J l ltû'n=;F q

di;=#{ j"

N M

i= I j=l

+ l  + l

t l
- l  - l

8  o -
dg J sin Q X^XjÉ Çt" f (0,9) d0.

ainsi que la définition de toutes les fonctions qui y figurent peuvent être
trouvéès dans la thèse de Fassi-Fehri [77]. Tous les calculs s'effectuent dans le
repère principal d'inertie de I'ellipsoïde I. Dans ce repère le vecteur k a pour
coordonnées

k i = k I i i  = 1.2.3

(vr.8) I r =s i n0cosg  I , z=s in0s inq  13=cos0

et la fonction f (0,g) dépend de la forme et de I'orientation relative des
ellipsoides I et J.
Le tenseur TIr donné par I'expression (7) ne peut êtfe déterminé
analytiquement que dans le cas de deux inclusions sphériques dans un milieu
isotrbpé. Ce résultat, se trouvant également dans la thèse de Fassi-Fehri [77],
nous pennet de valider la méthode numériçe employée pour déterminer T"
pour deux inclusions ellipsoidales quelconques dans un milieu anisotrope. - -' 

Pour déterminer ce tenseur nous avons mis au point un programme basé
sur la méthode d'intégration de Gauss. Soit une fonction f (0,9), son intégrale
pour -1 S 0,g < +l peut être approchée par une double soûIme

(vr.9) I -

o ù :

f (0,9) d0 dP - f (0;,p;) wi w;

N et M sont les nombres des points d'intégration respectivement selon
0e tg
el et ipl sont les positions des points d'intégration dépendantes de N et M
wi et ùj sont les poids d'intégration également dépendants de N et M.

Les valeurs des poids ainsi que les positions des points d'intégration solt
tabulées (voir par exemple t78l). Si les bomes d'intégration sont différcntes de
t 1, un changèment de variables approprié permet de ramener le calcul au cas
décrit plus haut.
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I-a précision avec laquelle I'intégrale est déterminée est fonction du
nombre de points d'intégration (avec N points on détermine de manière exacte
I'intégrale d'un polynôme de degré 2N-l). L'expérience montre qu'une
augmentation trop importante du nombre des points de Gauss (N et M > l0)
conduit à un temps de calcul trop long et une précision qui ne s'améliore pas
en proportion. Il est plutôt rccomrnandé de diviser le domaine d'intégration en
sous-domaines et dbmployer la méthode de Gauss dans chacun d'eux avec un
nombre d,g points réduit. Cette méthode a été utilisée pour déterminer le
tenseur T". I-e domaine d'intégration est divisé en trois sous-domaines dont
les bomes varient en fonction de la forme des ellipsoides. En tout, 9 points de
Gauss sont utilisés selon g et 15 points de Gauss selon 0 (3+9+3 par division).
Ce choix est un compromis entre la précision et le temps de calcul. Sur une
station de travail APOLLO DN4500, celui-ci conduit à un temps inférieur à
0,5 seconde et une précision (par rapport à la solution exacte mentionnée plus
haut) inférieure à 0,057o.Ia précision est moins bonne pour des inclusions &
forme non sphériques, et dans le cas le plus défavorable, approche l1o.l-e
temps de calcul varie insensiblement avec I'anisotropie du matériau. Le
trnr.u, TIJ 1ou TII) est indispensable pour déterminer le tenseur localisation
du gradient de vitesse. Ce dernier dépend également de Âll - déviation du
tenseur de comportement tangent du matériau.

Ce tenseur est inconnu car il est, dans le cadre de la méthode
autocohérente, fonction de L'tr. Dans le paragraphe suivant nous présentons
une méthode permettant I'obtention dhne approximation suffisamment précise
de Âl'.
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Vl.z - Calcul des modules tangents

Pour pouvoir appliquer la méthode auto-cohérente en plasticité des
métaux, il est indispensable de mettre en oeuvrc un algorithme contoumant le
caractère implicite de la méthode. Nous proposons alors une approximation
numérique qui consiste à choisir comme milieu de référence celui dont le
comportement élastoplastique a été calculé au pas de calcul précédent. I-es
modules initiaux sont bien sûr les modules élastiques qui peuvent être
déterminés selon une méthode itérative. On peut justifier cette approximation
par les résultats antérieurs de Hihi et al. U2l et de Beradal et al. [25] qui
obtenaient des réponses satisfaisantes à partir d'une évaluation a priori dl
tenseur Lo supposé constant et isotrope (hypothèse de l'accommodation
élastoplastique [78], t79l).La méthode proposée ici, que nous avons appelé
quasi auto-cohérente, peut être aussi proche de la méthode auto-cohércnte
qu'on le désire, en fonction de l'incrément du chargement choisi. Dans la suite
de ce paragraphe nous verrons I'influence de cet incrément sur le
comportement global élastoplastique en petites déformations. Pour I'instant
nous rappelons le principe d'une méthode itérative pour déterminer le
comportement élastique du matériau microhétérogène et macro-homogène.

V1.2.1 - Comportement élastique global
Le cadre théorique développé au chapitre V, qui s'applique également à la

prévision du comportement élastique du matériau micro-hétérogène et macrc-
homogène, permet de prendre en compte :

. le comportement local des constituants (matériaux mono ou multi
phasés)

. la tqxture cristallographique (orientation des rÉseaux cristallins)

. la texture morphologique (forme et orientation des grains)

. la texture topologique (position relative des constituants).

La procédure est forcément incrémentale à cause du caractère implicite
de l'équation (V.35) décrivant le comportement du matériau.

La première étape consiste à déterminer I'approximation d'ordre zéro du
comportement. Deux situations sont envisageables :

* première situation
il s'agit du démarrage de calcul ; alors cette approximation est obtenue à

partir du modèle de Voigt, c'est-à-dire :

(v l lo )  Co=i f= l r t . t
I=l
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* -dcuJrièlossilualian
il s'agit de la réactualisation du comportement élastique dont le

changement est induit par l'évolution de la structure interne du matériau, alors
Co est pris égale à C* de l'incrément précédent.

Dans les deux cas, nous disposons également de I'approximation du
tenseur de localisation af pour tous les constituants (I = 1,...,N). Soit Ci et a!
I'approximation des tenseurs d'élasticité et de localisation du gradient de
vitesse à l'itération "i". Pour trouver une meilleure approximation de ces
grandeurs, il convient de calculer pour tous les grains (voir I'organigramme
VI.l plus bas) :

lP les tenseurs Tfl, (expression 7) en prenant pour le comportement du
milieu de référence le tenseur d'élasticité déterminé à I'itération "i" ;

lP la déviation des propriétés Âcl*, par rapport au milieu de référence,
(v.27);

xP le tenseur de localisation alf,, ff.32) ;
rF le tenseur de localisation af*,. Ce tenseur est égal à afl, si le schéma

auto-cohérent à un site est utilisé, (V.32). Dans le cas de
I'approximation à sites multiples, l'expression (V.39) est appliquée.
Son caractère implicite, a'fonction de tous a' +a', impose
naturellement un traitement itératif cohérent avec I'estimation de
Tf{, et Â.1*,. En effet, pour déterminer al*, il convient de prendre
pour aI leurs approximations de I'itération "i".
Cette approche, comparée à la méthode utilisée par Fassi-Fehri et al.
[73], permet de réaliser des modélisations avec des nombres de
grains très importants car, contrairement aux autres algorithmes,
nous ne passons pas par la résolution des systèmes déquations pour
g-.

lP le tenseur de localisation du gradient de vitesse At, (V.33).
La différence entre Al et aI, 

-qui 
résulte de la distinction entre L'r et

L'", se manifeste par un tenne correctif * = (i d ,')'t. Ce terme
J

accélère la convergence de la méthode. Pour la même précision, le
nombre d'itérations est pratiquement deux fois plus grand dans
I'approche sans ce terme correctif.

83



[ , - r ï , rqt

^Ç| = 
" t 'c ,

l, = 0'd, tod,*, )t

" t  
= " [

i+l i+l "L,= 4r 'c'rï,fl ' aC , : d1)
J*l

!e
âE
r,.it

EË

Al,=a.fr 3 * ' t

Ci+r =Q*r +dcl: . {* ,

SCHEMA Vl.t - Algorlthme de la rréthode autocohérente en élastlclté



@ la nouvelle approximation des propriétés élastiques Ci*r, (V.34)

lIP la demière étape consiste à vérifier la convergence de la
solution. Le critère adapté ici est basé sur la comparaison des
nonnes de C dans deux itérations successives. Iæ processus
d'itération est arrêté quand

(u. l l )

où e représente une tolérance admise.

Quelques remarques s'imposent concemant cet organigramme. Tout
d'abord, il est unique pour les deux méthodes auto-cohérentes : à un site et à
des sites multiples. Dans les deux cas une précision de e = l.l0a est atteinte
après 3 ou 4 itérations dépendant de I'hétérogénéitê du matériau. Les
propriétés élastiques C", obtenues grâce à cette méthode, serviront comme
point de départ dans le calcul élastoplastique.

V1.2.2 - Modules tangents élastoplastiques macroscopiques
La procédure itérative exposée au paragraphe pÉcédent demeure valable

pour des calculs en élastoplasticité. Elle n'est pas directement appliquée pour
des raisons purement techniques. La loi de comportement élastoplastique
s'exprimant en taux des variables mécaniques, une approche incrémentale
s'avère indispensable. Deux algorithmes sont alors possibles :

. appliquer des incréments des variables importants et une procédure
itérative à I'intérieur de chaque pas ;

. utiliser des pas d'incrémentations suffisamment petits pour éliminer le
processus itératif.

L'avantage principal des méthodes basées sur la transition d'échelles est
qu'elles foumissent de précieuses informationb concernant l'évolution de la
structure inteme du matériau. Cette évolution est liée à la précision de la
description des mécanismes de la déformation plastique, ici activation et
désactivation des systèmes de glissement.

Ce souci impose alors des pas d'incrémentation très petits, au moins au
stade de mise en place des systèmes de glissement. Il est donc évident que le
deuxième algorithme est plus adapté au problème traité ici. D'autre part, la
rapide convergence de la méthode prouvée en élasticité permet d'espérer
qu'une seule itération soit suffisante pour déterminer les propriétés tangentes
macroscopiques du matériau avec une bonne précision. [æs résultats obtenus
par Hihi et al. t72l et Beradaï et al. l25l en petires déformations
élastoplastiques appuient cette thèse. En effet, une évaluation a priori du
tenseur élastoplastique L'", basée sur l'hypothèse de I'accommodation

<e
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élastoplastique de Berveiller - Taoui [17], supposé isotrope et en réalité tÈs
différent de L", a permis d'obtenir des résultats quantitativement très
valables. Dans notre cas, cette différence peut être négligeable grâce au choix
du pas d'incrémentation.

Avant d'analyser I'influence du pas d'incrémentation, nous présentons
I'organigramme de la méthode en élastoplasticité. Comme précédemment,
nous supposons connue I'approximation des modules tangents à I'instant initial
t=0 (ici t représente le paramètre de chargement croissant de manière
monotone avec le temps, par exemple le temps lui-même). Ce tenseur est
généralement égal, au débuf du chargement, au tenseur de propriétés élastiques
du matériau déterminé suivant le schéma algorithmique présenté plus haut.

Le calcul des propriétés élastoplastiques instantanées se déroule suivant
l'algorithme présenté sur le schéma Vl .2.- 

Connaiisant les modr.r,les tangents du matériau ainsi que l'état des
contraintes intemes, on détermine pour chaque grain :

lF le tenseur Tu à I'instant t (7) en fonction de L* obtenu à la fïn du pas
précédent, c'est-à-dire également à l'instant t. Ce tenseur est supposé
constant pendant I'incrément de temps imposé ;

lF les systèmés potentiellement actifs vérifiant le critère de Schmid
(Itr.43) pour un état de contraintes et du réseau cristallin donné ;

x3r la combinaison des systèmes actifs. la recherche de cette combinaison
est discutée au paragraphe suivant ;

@ les modules tangents du constituant (trI.62) ;
rF la partie déviation du comportement par rapport 1 1+ ff.27) ;
lF le tenseur de localisation a" (V.32) ;
uF suivant le schéma retenu, le tenseur aI qui est égal à all dans la

méthode auto-cohérente à un site ou défini par (V.39) dans la
méthode à sites multiples. Dans ce deuxième cas, le terme Al' 3 a- est
approché par sa valeur au pas précédent ;

ug l'événement suivant, c'est-à-dire I'activation d'un nouveau système
ou désactivation d'un des systèmes actifs. Si l'intervalle du temps
ainsi déterminé est inférieur à l'incrément de temps imposé, le
processus est répété, pour le constituant en cours de traitement,
âprès la réactualisation de son état. Dans le cas contraire, et toujours
après la réactualisation de l'état de ce demier, on Passe au grain
suivant;

lIP la éactualisation de l'état de l'agrégat. Cette opération s'effectue
apÈs le traitement de tous les grains. Ce problème, ainsi que la
réactualisation de l'état des constituants, est abordé dans le demier
paragraphe de ce chapitre ;

lF les modules tangents élastoplastiques du matériau à I'instant t+Ât,
(V.34). Le terme correctif rt permet de rattraper I'inexactitude de
I'estimation du L* à l'instant donné.
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L'approche numérique présentée ici ne respecte pas exactemeni le schéma
de résolution de la méthode auto-cohérente, car les modules tangents du
matériau de référence sont légèrement différents des modules auto-cohérents
L*. Nous proposons alors de I'appeler schéma quasi auto-cohêrent. La
différence entre les modules auto-cohérents et ceux du matériau de référcnce
dépend de I'incrément du temps choisi et des variations de ces derniers en
fonction du temps. Pour vérifier la convergence de cette approche, nous avons
effectué une série de calculs en petites transformations élastoplastiques, pour
un matériau dont le comportement élastique est isotrope et homogène.

Pour prendre en compte la variation de moins en moins rapide des
modules tangents en fonction de la déformation plastique cumulée, nous
proposons une règle géométrique d'augmentation de I'incément de temps

(VLl2) Âti = [it-r . .

c'est-à-dire que l'incrément de temps à l'instant i est égal à I'incrément de
temps à l'instant i-l multiplié par un facteur r > 1.0.

I-es figures VI.l et VI.2 présentent respectivement les variations de la
contrainte E11 et des modules Lmz et Lrrrr en fonction de la déformation
plastique équivalente (au sens de Von Mises) pour un essai de traction suivant
la direction 3. Différentes raisons r ont été utilisées. On constate que l'écart
entre les résultats diminue quand r tend vers l. A partir de r = 1.03 les
courbes sont tellement proches qu'il est difficile de les distinguer. Ces figures
prouvent la convergence de l'algorithme et en même temps permettent de
choisir I'incrémentation en temps en fonction de la pécision du calcul désiée.

Parmi les nombreux problèmes qui demandent à être résolus en mettant
au point un algorithme de la méthode auto-cohérente en grandes
transformations, les problèmes de réactualisation de l'état du matériau et de
recherche de la combinaison des systèmes actifs sont strement les plus
importants. I-a réactualisation de l'état du matériau est plus facile à établir, car
il existe des algorithmes bien connus développés en éléments finis [79], [80].
Nous reviendrons sur cette question au paragraphe VI.4.

Læ problème du choix d'une combinaison de systèmes actifs nous semble
moins connu.
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Vl.3 - Hecherche des systèmes actifs

Supposons que, dans le grain considéré, il y ait un certain nombrc de
systèmes vérifiant le critère de Schmid, discuté au chapitrre III, c'est-à-dire

(v I .13) '  . t i  s l=o; . ;  s l  ={ h = l,  2, . . . ,  N.S.P.A.

où N.S.P.A. veut dirc "Nombre de Systèmes Potentiellement Actifs".

Le problème qu'on se pose est de choisir, parmi ces systèmes, un sous-
ensemble de systèmes actifs. Une fausse idée, qui est une extrapolation non
justifiée des difficultés du modèle de Taylor, consiste à dirc qu'un tel choix est
ambigu, c'est-à-dire qu'il existe plusieurs combinaisons vérifiant toutes les
équations du problème. Très brièvement, nous rappelons que dans le cas du
modèle de Taylor, et de ses dérivés,les déformations élastiques sont négligées,
ce qui impose un nombre de systèmes actifs égal au nombre des composantes
indépendantes du tenseur de déformations plastiques (compatibilité des
déformations plastiques). I-e champ cinématiquement admissible ainsi construit
n'est pas suffisant. L'application du critère énergétique à un tel champ conduit
souvent à un choix non unique de ces cinq systèmes de glissement.

En élastoplasticité, la déformation totale doit êtrc compatible, ce qui nous
libère d'un nombre imposé de systèmes actifs. Dans le cas du modèle de
Taylor, le,nombre de combinaisons à_vérifier est

Crrro (combinaisons de 5 parmi NSPA).

Dans le cas du modèle élastoplastique auto-cohérent, ce nombre s'élève à :

2NsPA = $spr * 4rp.r * ... . CN:iî
où Çrpo = I conespond à la solution purement élastique du problème et

CN:lî = I à l'activation de tous les systèmes potentiellement actifs.

L'unicité de la solution a été démontrée par Hill [34] en petites
déformations et Hill et Rice [35] en grandes transformations élastoplastiques.
Nous donnons une démonstration semblable à celle de Hill et Rice [35] dans
I'annexe.

Un système h est actif si I'incrément de la cission réduite sur ce système
est égal à I'incrément de sa cission critique :

(vl.l4) ôl rn = q'4

Cætte écritu rc a êtêdéveloppée au chapitre ltr. Elle prcnd la forme :
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th: d = 
nÈni"*tn 

+ th: sB; qp = "torrt, o^rt
8=l B*l

En construisant les sous-ensembles de systèmes susceptibles d'être actifs, on
détermine les incréments des glissements plastiques

(vr.ls) ôf= o-rh 11h : d)

Le premier critère de sélection est :

(vI .16) &f=>o

Si I'un des ô1Êest négatif, la combinaison considérée est rejetée.
Toute cette procédure est basée sur l'hypothèse que yfh est défini positif,

ou encore gue tf'gh existe. Nous rappelons ici que le tenseur d'élasticité c est
défini positif et qu'il est prépondérant dans I'expression (III.55) définissant la
matrice dlécrouissaEe nfn.Il n'est pas possible de démontrer que 1l8h est
toujours défini positif car cette matrice dépend de l'état de contrainte du
monocristal et de la matrice H*eh. On remarque que la condition "lfh défini

positif' peut être vérifiée même quanq H*S ne I'est pas (voir I'annexe).
La connaissance des systèmes actifs à I'instant donné n'est pas suffisante pour
effectuer le calcul. Il faut également évaluer la période de temps pendant
laquelle ces systèmes restent actifs. Cette période est déterminée en fonction
des événements tels que : activation d'un nouveau système ou désactivation
d'un des systèmes actifs. Pour que cet événement se produise, il faut qu'un des
systèmes inactifs devienne potentiellement actif, c'est-à-dire qu'il vérifie le
critère de Schmid à I'instant (t + ôt)

Cf,*oO={C+00

sh : o (t) + ôth 1pr,, 4, ol = { ttl * an(*È^rrht of)

De là on déduit l'incrément de temps cherché :

(VL17) ôth =
r l ,< ,1  -Sh :o ( t )

- N.S.A.
p t : ô i , o - ,E r f heôTs

N.S.A.

8=l
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Cette opération doit êtrc effectuée pour tous les systèmes inactifs. L'incrément
de temps à appliquer est évidemment

(VI.18) ôt = min (ôth).

Les amplitudes des glissements plastiques étant déterminées, il est possible
alors de calculer les gradients de la vitesse plastique et de réactualiser toutes
les variables mécaniques et la structure inteme du polycristal. La fin de ce
chapitre est consacrée à la discussion du problème de I'incrémentation de la
solution dans le cadre de la description Lagrangienne réactualisée.

Vl.4 -  Réactual lsat lon des var iables mécanlques et
structurales

Dans ce paragraphe, le symbole ô1 représente un incrément fini d'une
variable entre le temps t et t+^t.

Nous allons définir cette procédure dans le cadre de la description
Lagrangienne réactualisée, c'est-à-dire en prenant comme configuration de
référence la configuration actuelle à I'instant t.

La connaissance des modules tangents L* (t) et de l'état du polycristal, au
moment considéré, permet de déterminer le gradient de la vitesse du grain I
(V.31) (méthode auto-cohérente)

g r ( t )=nr ( t ) : c ( t )

La partie plastique de ce gradient peut être calculée connaissant les systèmes
actifs du grain. Dans la suite nous omettons I'indice supérieur I dans toutes les
formules

N.S.A.

I
h- l

qrh + Rh) ô/

(vr.re) gP(t) = 
Nf ' t t '  

+s :  (Sh. o + o . ,sn)l  O/
h=l

On rappelle que I'expression (VI.lg) est obtenue en supposant que wc =
w*, c'est-à-dirc que le repère directeur de Mandel est attaché au réseau
cristallin du grain considéré.

La décomposition additive du gradient de la vitesse en partie élastique et
plastique

(vI.20) B(t) = g'(t) + gP(t)

gp(t) = dp(t) + wPlt; = dP(t) + (w(t)-w*1g; =
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permet de déterminer de manière stricte la partie élastique du niouvement.
Nous pouvons écrire grâce au schéma présenté ci-dessous:

(vt.23) f =# #=f . fo

Pour pouvoir réactualiser l'état du matériau, il faut déterminer les variations
de ces trois gradients en fonction du temps. La relation (II.17) nous donne
directement la variation du gradient de la transformation

(vl.2l) ô,f(t) = g(t) . f(t)

Alors ce gradient à I'instant t+^t est égal à

Nr.22) f(t+at) = f(t) + ô,f * lô,(ô,f) + ...

= r(t) + s(r) . f(t) + t o, tet,l . f(t)) +
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En se limitants au deuxième tenne nous avons:

(vr.24) f (t+^D =(t * s(t) + Irt,l . ertl'l. t<tl
\ - )

Cette approximation du deuxième ordrc permet d'utiliser des pas de temps
rclativement grands.

Pour définir des rclations analogues pour la partie élastique et plastique
du gradient de transformation, dérivons la relation (23) par rapport au temps:

ô,f = g(t) . f(t) = ù (f . ts) = ô,f . F + f . ô,fP

ceci conduit à

(VI.2s) g(t) = ô,f" . f'+ f . (ôt fp . flp) fl"

en comparant avec (19) on obtient :

(r) g"(t) = ôrf .re
(vr.26)

(2) gp(t) = f' . (ô,fp . rp) r'

Par analogie avec la formule (22) nous avons :

(vr .27) f  ( t+at)= ( t  +g.( t )+ |e"Al  
.g ' ( t ) ) . f ( t )

Pour déterminer,la partie plastique du gradient de transforrnation, nous
passons par la relation (21). En effet :

(vr.28) te (t+at) = f' (t+^t) . f (t+Ât)

La connaissance de ces trois grandeurs pennet de calculer tous les
tenseurs de déformation. En introduisant les rnesures habinrelles :

- dans la configuration initiale

( l )  
"o=L(r f . f - r )(vr.29)

I

(2) .3=âCf{.F-r)
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- dans Ia confïguration actuelle

(vr.30)

( l )
(vr.32)

(2)

"=r(l-rrr.fr)

"" 
=L(l  -  tre. rc)

"i=r(rf.t"-t)
.3= I (t - rP. sn1

€s = t fP. eip + en"

e=eo+rFce l . fe -

( l )

(2)

- dans la conliguration relâchée

( l )

(vr.3l)

(2)

Nous avons les décompositions suivantes :

Ainsi, la connaissance du gradient de vitesse et de sa partie élastique et
plastique à llinstant t permet de déterminer la cinématique de transformations
élastoplastiques.

Grâce à la loi de comportement (III.60) nous avons également :

'  ô,trt = lI: gt

Cet incrément est bien évidemment déterminé par rapport à la configuration
11, supposée immobile. Dans cette confrguration nous avons (voir (II.28)) :

n (t) = r(t) = 6111

La lettre au-dessus du symbole de contrainte spécifie, quand c'est
nécessairc, sa configuration de référence. Il est alors possible d'incrémenter la
contrainte de Piola-Kirchoff
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(r)

CvI .33)  ô ,æ=ô,n -d . ,9

(r) (r) 0)
r (t+^D = æ(t) + ô,r

Iæ résultai est obtenu dans la même configuration Kr. Iæ transport de cette
contrainte dans la configuratior Kr+ar s€crit I

(r+Âr) (r)
(vI.34) æ (t+Ât) = f (Ât) . r (t+Ât) tf (Ât) / dét (f (^r))

Dans cette expression f (^t) est le gradient de transformation rclatif entrc les
instants t et (t+^t), tel que (voir (II.16)) :

(v r .3s)  f  (  t )= f  ( t+Ât ) . f r (a t )

Dans la configuration Ks.,61 considérée comme configuration de référence,
toutes les mesures de contrainte sont égales :

o (t+Ât) j-i"t,*ao =tiio.,1,*o,l

Ç9ci ryprésente l'état de contrainte dans la nouvelle configuration actuelle.
L'application de I'expression (rr.27l nous donne sa repréientation dans la
confi guration initiale.

(o)

(vI.36) r (t+Â0 = dét (f (t+40) fr (t+lt). o (t+Ât).rfr (t+Ât)

I-es formules présentées ci-dessus, ainsi que les Ègles de réactualisation de la
microstructure (voir $ v.3) se déduisent du gradient de vitesse gl ou du taux
de contrainte nominale ô.n.

La rnême approche et les mêmes formules restent valables à l'échelle
macroscopique. En effet, dans le paragraphe II.3 nous avons démontré que

G=<g l )  ( I I .36 )
ct

ô 1 N = < n l >  ( I I . 3 5 )

Ce résultat permet, en appliquant les expressions de (23) à (35), de
réactualiser l'état de contrainte et de déformation macroscopique.
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Vl.s - Commentalres

L'approche discrète, proposée dans ce chapitrc, se distingue par plusicurs
solutions- originales, par-rapPort aux travaux, relativemcnt peu nombreux,
dans ce domaine. Nous soulignons ici le traitement individuel des grains. Cettc
approche, présentée au paragmphe 2 de ce chapitre, nous pemret de modéliser
lè 

-matériau 
composé d'un nombrc tÈs important de constituants' cat par

rapport aux méthodes employées dans d'autrcs travaux, nous n'inversons PAs
dej systèmes d'équations-dont le nombre est croissant avec le nombre des
graini. Cette méthode, apparcmment inexacte, s'avèrc très précise grâce .au
Ierme correctif employé- à U fin de chaque incrément du temps (voir lcs
organigrammes I ou 2).
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VII - APPLICATIONS

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus à partir de la
'formulation 

autocohércnte dévelopÉe précédemment. Ces résultats concement
les métaux à structures CFC et CC. Ils peuvent êtrc classés en deux grandes
parties.

La première concerne le comportement global du matériau tel qu'il

découle de la formulation proposée. Celui-ci peut êtrc traduit par :
' . le tenseur d'élasticité C

les courbes d'écrouissage
.les modules tângents
. les surfaces de plasticité.

Bien entendu, le comportement plastique dépend du trajet de chargement
et rcflète l'état interne actuel du matériau affecté par les mécanismes des
déformations plastiques actifs.

La seconde partie des résultats concerne l'évolution de la structure

inteme du polycristal pour un chargement donné. Par structure inteme nous
comprenons ici :

l'état du réseau cristallin : d'une part les contraintes résiduelles
du second ordre et l'énergie élastique bloquée associée, et
d'autre part I'orientation de ces réseaux c'est-à-dire la texture
cristallographique induite

. Ia forme des constituants (grains), c'est-à-dire la texture
morphologique du matériau

. I'intensité des cissions critiques sur les systèmes de glissement
qui reflète, de manière moyenne, les densités de dislocations sur
ces systèmes.

I-es données initiales d'un problème sont de deux types. En premier lieu,

il est indispensable de décrire la sollicitation et sa variation en fonction du

temps

G=G( t )  ou  ôN=ôN( t )
Cette variation permet de réaliser des simulations des sollicitations

- monotones ou non-monotones
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- radiales ou non-radiales.
Ensuite, il est nécessaire de définir l'état initial du polycristal. Ceci rcvient à
identifier

- la nature métallurgique et cristallographique des constituants
- la microstructure initiale du polycristal, c'est-à-dire la forme et

I'orientation des grains
- le comportement élastique des monocristaux
- les familles des systèmes de glissement plastique
- pour un polycristal pré-écroui, les contraintes résiduelles initiales et

les cissions critiques pour tout système de glissement.

Dans I'approche ainsi définie, le nombre de paramètres ou de variables
décrivant le matériau est très restreint. Ceux-ci sont entièrement définis, soit à
partir d'expériences sur des monocristaux, soit par une analyse micro-
structurale du polycristal.

Iæ choix des propriétés élastiques des monocristaux ne poSe pas de
problème. Un nombre important de résultats expérimentaux est disponible
[57], [81],... I-e problème est bien plus complexe en ce qui concerne le
comportement plastique. En effet, les essais simples type traction sur des
monocristaux peuvent foumir, après un dépouillement approprié, la valeur de
la cission critique initiale ri,. La définition de la matrice d'écrouissage
H*Ehreste néanmoins une tâche bien plus difficile. Une analyse des
"interactions" entre les systèmes de glissement (tétraèdre de Thompson)
permet de définir les classes d'interaction ainsi que la structure de la matrice

"*eh; 
la détermination des différents termes doit se faire de manière

expérimentale par essai d'écrouissage latent [26J. En première approximation,
nous supposons que cette matrice est constante (indépendante du niveau de
déformation). Cette hypothèse, sûrement très grossière pour des déformations
supérieures à lO%, est maintenue, par manque de données expérimentales,
dans tous les calculs présentés ici.

I-es observations métallographiques permettent de définir la forme et
I'orientation des grains, au moins de manière qualitative. Il reste alors la
description de la texture cristallographique. La détermination expérimentale
de la texture cristallographique d'un matériau est très fiable et largement
utilisée dans le monde industriel. Les ésultats, sous forme de figures de pôles
ou de fonctions de distribution des orientations (FDO), nécessitent d'être
discrétisés afin de décrire le polycristal par un nombre réduit de grains (ou
familles d'orientation) très souvent de I'ordre de 100 à I 000.
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Des remarques formulées ci-dessus témoignent que dans I'approche
utilisée, il n'y a en principe aucun "paramètre ajustable".

Dans les résultats présentés plus loin, nous n'avons pas cherché à étudier
de manière systématique l'influence de tel ou tel paramètre (par exempb tl, ou

H*8h sur les propriétés effectives et l'évolution de la microstructure. Nous
avons plutôt cherché à mettre en évidence les capacités du modèle à décrirc de
nombreux phénomènes physiques tels que :

- la formation des textures
- les diverses formes d'écrouissage
- les contraintes résiduelles
- l'énergie bloquée et sa restitution, etc...

Nous présentons d'abord quelques résultats en élasticité. Ensuite, nous
nous concentrons sur la modélisation du comportement élastoplastique d'un
matériau, de structure cristallographique CFC, de départ choisi isotrope (sans
texturc cristallographique ni morphologique) et rccuit (les cissions critiques
initiales identiques et sans contraintes internes).

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous montrons I'influence de
la texture cristallographique, initialement très marquée, sur le comportement
d'un polycristal CC recuit.

Tous les résultats présentés plus loin ont été obtenus dans le cadre de la
méthode auto-cohérente à un site.
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Vll.l - Anlsotropie élastlque Induite

La modélisation présentée dans les chapitres précédents s'applique, sans
modification, à la prédiction du comportement des matériaux élastiques
microhétérogènes tels que polycristaux ou certains composites [82], [83J. Nous
avons utilisé cette approche également pour déterminer les caractéristiqucs
thermo-élastiques des matériaux [84J, t851. Dernièrement, le domaine
d'application a êté, êlargi aux matériaux non-linéaires [83J, t86] et
viscoélastiques [87J.

Dans ce paragraphe, nous présentons un très bref aperçu des résultats
concernant I'anisotropie élastique liée à l'évolution de la texture
cristallographique des matériaux, induite par une déformation plastique, ici en
traction et compression [88J.

Supposons que la texture cristallographique du matériau étudié, et son
évolution avec la déformation plastique, soient connues. Nous disposons alors
d'une fonction d'orientations cristallographiques obtenue par des mesures ou
par des simulations numériques.

I-es données du problème en élasticité se réduisent à :
- un fichier d'orientations cristallographiques censé représenter la texture

du matériau
- les constantes élastiques du cristal constituant les grains
- la forme et I'orienktion des grains.

Dans cet exemple, la texture cristallographique provient des simulations
numériques discutées plus loin. Au départ, état initial du matériau, la texture
cristallographique quasi-isotrop€, est obtenue par une génération aléatoire de
cent triplés des angles d'Euler 9r,0, gz.La forme des inclusions est supposée
sphérique afin d'obtenir un comportement isotrope de l'élément de volume. Le
comportement du monocristal est anisotrope, de symétrie cubique. En prenant
comme référence le module d' Young de matériau isotrope E(o), nous avons
en notation de Voigt :

Cu = 1.353 E(o)
Crz = 1.091 E(o)

. Cu = 0.576 E(o).

Ces données correspondent au cas du cuivre.
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Il est instructif de calculer, pour un tel monocristal, la variation du
module d' Young selon les trois directions cristallographiques <100>, <1lO>
et <111>. Nous avons :

Erm = 0.515 E(o)
Erro = 1.007 E(o)
Errr = 1.477 E(o).

Une première simulation, avec une texture quasi-isotrope, conduit à un
module d' Young E(o) avec des variations en fonction des orientations, de
I'ordre de t 0,6Vo.

Trois configurations sont envisagées :

a) un matériau tlpe cuivre avec différents niveaux de prédéformation
en traction

b) un matériau type cuivre avec différents niveaux de prédéformation
en compression

c) un matériau type laiton avec différents niveaux de prédéformation
en traction.

Darts tous les cas, le module d' Young dans la direction de
pédéformation E(en) est déterminé en fonction de la prédéformation ep. [-es
résultats des simulations sont visualisés sur la figure VII.l.

La courbe (a) correspond à I'essai de traction sur un matériau type
cuivre. On observe une influence très faible de la prédéformation sur le
module d' Young dans la direction de traction (- 47o pour une prédéformation
de 9O%). L'explication peut être obtenue à partir de l'évolution de la texture
cristallographique d'un tel matériau. En effet, sa texture est caractérisée par
deux fibres prédominantes (voir figure VII.16) :

- la composante <ll l> dont le module d'Young est élevé
- la composante <100> dont le module d'Young est très faible.

I-eurs influences sur le module d'Young se compensent.
La courbe (b) correspond à l'évolution de la texture cristallographique d'un
matériau type cuivre en compression. Il est bien connu qu'une telle texture est
caractérisée par une composante prédominante de type <110> (voir figure
vrr. r7).
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Lc module d' Young qui lui correspond est proche du rnodule E(o).
Alors finfluence de la prédéformation doit rester égalcment faible. En cffct
nous avons obtenu, pour une prédéformation dc 90%, une augmentation de oe
module de (environ l4%).

Lc mbde de déformation plastique du monocristal dépend de plusieurs
facteurs dont les plus importants sont :

- la température d'essai
- l'énergie de faute d'empilement
- les éléments d'aclditions.

Si les textures discutées plus haut conespondent bien à la texture du
cuivrc pur ou de I'aluminium, on sait [89J que la textur du laitsn poseède rme
fibre <100> nettement plus intense que celle du cuivre. Fuisque Eroo < E(o)
pour les monocristaux correspondants, on peut donc stattendre à une
dimirnrtion du rapport E(ep) / E(o) pour ces rnatériaux.

La courbe (c) a été obtenue par I'intermédiaire des simulations en ne
retenant que les orientations cristallographiques pour lesquelles I'axe de
traction se rapproche de la fibre <100>. Cette approche surestime
partiellernent I'anisotropie ,induite. On observe, colmle prévu, une diminution
du module d'Young avec la déformation plastique, diminution qui aneint la
valeur significative de 35% pour ep = 0.9, ce qui est comparable à certaines
variations de E(en) attribuées à I'endommagement du mæériau.
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Vll.2 - Applicatlons eux métaux à ôtructure CFC

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus:à partir dc la
formulation autocohércnte précédente appliquée au cas des métaux à forte
énergie de faute d'empilement de structure CFC pour lesquels on peut
admettre que le mécanisme de glssement multiple homogène est prédominant.

Il convient donc, dans ce type d'approche du cornportement du
polycristal, de caractériser convenablement l'état inteme initial de I'agrégat à
partir de paramètres déduits des essais sur monocristaux et d'observations
micro- et macrostructurales. C'est I'objet du paragraphe VII.2.l.

Iæs résultats que nous avons obtenus sont classés en deux grandes parties:

Ja première conceme le comportement élastoplastique global du
polycristal tel qu'il découle de Ia formulation proposée et du
mode dechargement : chargement radial et monotone à un ou
plusieurc paramètres, chargement séquentiel (paragraph e YII.2.2)

- la seconde concerne l'évolution de la structure inteme du
polycristal pour un chargement donné. par structurc inteme,
nous nous limitons ici à l'état du réseau cristallin, c'est-à-dirc
d'une part aux contraintes-résiduelles du second ordrc et à
l'énergie élastique bloquée associée et, d'autre part à I'orientation
de ces réseaux, c'est-à-dire aux textures cristallographiques
induites (paragraphe VII.2.3).
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VL.2.1 - Données Initlales
L'état initial du polycristal est caractérisé par :

a) le comportement élastoplastique intracristallin
b) la microstructurc du polycristal.

a) Comportement élastoplastique du monocristal

La structure du monocristal étant du type CFC, nous supposons que les
systèmes de glissement sont du type (l I l) <l l0> et nous distinguons les deux
sens de glissement, ce qui conduit à I'existence de 24 systèmes de glissement.

Sauf prÉcision contraire, l'élasticité du monocristal est supposée isotrope,
de module de l-amé [r et de rapport de Poisson v. La cission critique initiale to
est choisie identique sur tous les systèmes de glissement d'un grain mais
également d'un grain à I'autre.

La matrice d'écrouissage définie par Franciosi et al. ï261 ne fait
intervenir que les interactions fortes et faibles entre les systèmes de
glissement.

Le terme H1 décrivant I'autoCcrouissage est pris égal à ltl250 et
correspond à la pente du stade II d'un essai de traction sur monocristal. Nous
avons choisi cette valeur du fait que le stade I est pratiquement absent dans les
grains du polycristal en liaison avec le développement rapide des contraintes
internes d'incompatibilités intergranulaires.

I-e terme H2 est choisi proportionnel à H1 (Hz = AHr), le ccfficient
d'anisotropie A décrivant l'écrouissage latent du monocristal. H1 et A sont
supposés constants en fonction de la déformation plastique.
Toutes ces données sont rappelées dans le tableau VII.I et leurs valeurs
numériques rappelées pour tous les résultats obtenus. Ils correspondent
globalement à un matériau tel que le cuivre ou I'aluminium pur. La forme de
la matrice H*8h est visualisée par le tableau VII.2.
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Elasticité module de cisaillement m et mpport de Poisson v
dans le cas anisotope ou Cll, Ctz et C44

Plasticité 24 systèmes de glissement (11 l) < 110 >
cission critique initiale to
mahice d'écrouissage Ht =ml250,HZ = AHt

Microstructure 100 à l0 000 grains
de I'agrégat texture isohope ou initiale

forme initiale : sphère ou ellipsoide identique pour
tous les grains

Tableau VII.1 :Etat initial du polycristal et comporrement élasoplastiquc
du monocristal.

b) Microstructure du pol),cristal

Pour limiter les temps de calcul sans perdre d'information statistique, il
convient de choisir un nombre limité mais suffisant de grains pour décrire
l'édifice polycristallin. Pour un matériau dont la texture initiale n'est pas tês
marquée, différents tests ont permis de limiter le nombre de grains à une ou
deux centaines.

Dans l'état initial, ils possèdent tous la même forme (sphérique ou
ellipsoïdale) et leur orientation cristallographique est choisie de manière
aléatoire (Figure Vtr.2). Cette condition n'est pas évidement indisponsable.
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D 6 + x x x x o o x x x x o o x x x x o o o o o o o o

x x x x o o x x x x o o x x x x o o o o o o o o

x - interactions fortes o - interactions faibles

PLAI . IS :  ( l l l ) ;  A :  (T l l ) ;  B :  (1 i l ) ;  C :  (TTr ) ;  D :  ( rTr )
DIRECTIONS <OII>
I  :Ê<01  l >  ; 2 : t < {T l>  ;  3  : t < l 0 l> ;  4  : t cTo l> ;  5  : t <T l0> ;  6  :  t c l t 0>

Tablcau VII.2 : - Systèmcs dc glissements et maticc d'écrouissagc pour les méoux CFC
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Vll.2.2 - Gomportement élastoplastique global

V 11.2.2.1 - Chargements monotones

La figure VII.3 présente les résultats obtenus pour des chargements en
traction simple pour différentes formes de grains initiales caractérisées par
les paramètres de formes a, b, c. Dans tous les cas, I'axe de traction est
parallèle à I'axe c des grains.

Pour des grains de forme sphérique, on retrouve bien I'allure
expérimentale de la courbe de traction [81] :

- un régime à allure parabolique jusque vers 2% de déformation
plastique

- un stade quasi-linéaire de pente voisine de E/100 où E est le module
d'Young du polycristal.

Pour les grains initialement non équiaxes, on observe par rapport à la
courbe concernant les grains sphériques, un durcissement ou adoucissement
correspondant à des contraintes internes différentes selon la forme des grains.

La figure VII.4 décrit l'évolution des modules tangents effectifs du poly-
cristal en fonction de la déformation plastique macroscopique. Concernant les
modules de cisaillements élastoplastiques, on constate comme prévu une
décroissance rapide entre O et l%otuivie d'une évolution lente autour de
p/100. Ce résultat conforte I'analyse effectuée par Berveiller et Zaoui [7]
pour proposer un modèle autocohérent simplifié en introduisant le facteur
d'accommodation élastoplastique constant.

La figure VII.S décrit l'évolution de la limite d'écoulement pour des
chargements monotones biaxés, limite définie par l'état de contrainte pour une
déformation plastique équivalente au sens de Von Mises (notée E.) donnée.
Comme prévu, on observe une surface de plasticité initiale correspondant au
critère de Tresca, surface qui évolue, avec le seuil utilisé pour définir la limite
élastique, vers le critère de Von Mises (8" = 0,027o à 0,2Vo). Ce ésultat est dt
également aux contraintes intemes intragranulaires puisqu'il est pratiquement
indépendant de l'écrouissage intracristallin. Pour les déformations plastiques
envisagées jusqu'ici (Ee - lOVo),les évolutions de l'état inteme du matériau ne
concernent pratiquement que les contraintes internes et l'écrouissage
(anisotrope) intracristallin. L'effet de la texture induite est peu sensible. Par
contre, pour des déformations plastiques plus importantes, cet effet s'ajoute
aux précédents et a pour principal résultat d'induire une anisotropie
mécanique prononcée observable directement lors de chargements séquentiels.
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V1!.2.2.2 - Chargements séquentiels

La figure VII.6 décrit l'évolution des surfaces d'écoulement plastique,
toujours définies par l'état de contrainte biaxé associée à une déformation
plastique équivalente (donnée), après un péchargement de traction dans la
direction (l) de 0,57o.

On constate un effet très sensible du seuil choisi sur la forme de la
surface d'écoulement. En particulier, le taux d'écrouissage est nettement
supérieur dans des directions de chargement non parallèles au préchargement
par rapport aux valeurs observées dans la direction du préchargement.

Cet effet est dt aux contraintes résiduelles intragranulaires créées par la
prédéformation. Le champ des contraintes résiduelles peut être profondément
modifié pour des déformations plastiques de I'ordre de grandeur des
déformations élastiques. C'est ce qui se passe lorsque ÙVo < Evr, ( 0,2Vo.

Pour les résultats suivants, nous avons reporté l'évolution des surfaces de
plasticité définies par une déformation plastique équivalente de 0,2Vo,
évolution associée à I'intensité et à la nature du préchargement.

La figure VII.7 concerne un préchargement de traction dans la direction
(l), les surfaces correspondant à une prédéformation de l7o, 107o,20Vo,607o.

Les figures VII.8 et VII.9 correspondent aux mêmes prédéformations
mais les trajets de chargements diffèr6nt :

- chargement équibiaxé (tr = E2) pour la figure VII.8
- chargement en traction compression (Er ) 0, Ez = - Er) sur la figure

VII.9.

Pour les figures VII.IO et VII.Il, I'espace de chargement correspond à
une sollicitation en traction-torsion. La figure VII.l0 décrit l'évolution de la
surface de plasticité pour un préchargement en traction alors que dans le cas
de la figure Vtr.ll le préchargement correspond à la torsion.
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Globalement, les évolutions calculées des surfaces d'é'coulement
présentent les différcntes caractéristiques observées expérimentalement :

a) formation d'un point conique plus ou moins prononcé dans la direction
de chargement selon la nature du trajet. Ce point conique est pratiquement
absent dans Ie cas d'un chargement en traction-comprcssion. Il est relativement
prononcé dans le cas d'un chargement en traction (Figurc vII.7), en torsion
(Figure VII.l0) et pour un chargement équibiaxé (Figure Vtr.8).

b) Concernant la forme moyenne des surfaces d'écoulement, on constate
trois grandes tendances :

- pour des chargements équibiaxés, l'écrouissage est très prononcé
dans la direction de chargement et faible dans toutes les autrcs dircctions

- pour les chargements en traction et en torsion, l'écrouissage est
relativement isotrope

- pour un chargement de traction-compression (Figurc VII.9),
l'écrouissage est pratiquement identique dans toute direction, faisant un angle
compris entre - nD et + æ12 par rapport à la direction de chargement. Pour
les autres directions, I écrouissage est faible.

c) Dans tous les cas, on constat; l'existence d'un effet Bauschinger dont
l'évolution est complexe au début du chargement pour des petites
prédéformations.

Pour des préchargements plus intenses, le seuil d'écoulement dans la
direction opposée au préchargement augmente également (valeur absolue),
mais moins rapidement que le seuil dans la direction de chargement.

Toutes ces évolutions sont conformes aux observations expérimentales de
Shiratori et al. [90], Bui [9U et les autres données de la littérature.

La figure VII.l2 décrit l'évolution des modules tangents élastoplastiques
effectifs pour les chargements séquentiels suivants :

- traction dans la direction 1 jusqu'à une déformation plastique de 0,4%
- traction dans la direction 2.
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Les modules sont toujours exprimés dans le même repère du matériau.
Pour des prédéformations aussi faibles, les modules élastoplastiques ne
diffèrent qu'au tout premier stade de l'écoulement plastique (effet des
contraintes intemes).

Toutes les modifications du comportement élastoplastique macroscopique
résultent de l'évolution de l'état interne du matériau. Dans le paragraphe
suivant, les modifications de l'état du réseau cristallin (contraintes internes,
orientations cristallographiques) sont décrites pour plusieurs trajets de
chargement.

V!1.2.3 - Evolutlon de la structure Interne

V|1.2.3.1 - Evolutions des contraintes intemes intragranulaires ou contraintes du
second ordre. Energie bloquée

La configuration de référence choisie corncidant avec la configuration
actuelle, lès contraintes nominales locales ou macroscopiques coïncident avec
les contraintes de Cauchy correspondantes.

Par contrc, du fait des contraintJs intemes associées aux incompatibilités
de la déformation plastique et à I'hétérogénéité élastique, les contraintes
locales sont différentes des contraintes macroscopiques.

Ainsi, lors d'une décharge complète après un trajet de chargement ayant
conduit à des déformations plastiques, il subsiste un champ de contraintes
intemes oi;(r) en équilibre (oi.ij = 0 dans V) appelées contraintes résiduelles.

Pour déterminer ce champ de contraintes résiduelles, il est nécessaire
d'envisager un écoulement plastique éventuel lors de la décharge, associé
précisément aux contraintes résiduelles. Puisque la formulation proposée est
applicable à n'importe quel trajet de chargement, le calcul des contraintes
résiduelles se ramène au calcul des conhaintes locales pour un cycle

fI = 0 + [I donné + fI = 0 (voir également la figure IV.l)

Dans le cas où il n'y a pas d'écoulement plastique à la décharge et pour un
polycristal dont les grains ont un comportement élastique isofiope, le champ
(constant par morceaux) des contraintes résiduelles s'écrit :

('1,),*= ({,)" - nri(vu-l)
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Comme on le verra dans les applications, æs contraintes résid'uelles sont
loin dEtrc négligeables et correspondent, pour un polycristal rnonophasé CFC,
à envimn un tiers des contraintes appliquées.

Par ailleursr poùr un matériau plus hétérogène, elles sont nettement plus
importantes [84].

Dans les bilans énergétiques du processus de déformation plastique, uræ
partie du travail de déformation plastique W" est transformée en énergie
bloquéc Uf aans le polycristal sous forme de contraintes intemes du second

ordre. Une autre pafiie (bloquée également) Ul .st associée à l'augmentation
de la densité de dislocations (dislocations "statistiques" associées à I écrouissage
inhagranulaire). La partie complémentaire Q est dissipée.

D'après le premier principe, on a :

(vII-2) wa=a+(q+ ui)

On définit alors la fraction d'énergie bloquée F par le rapport :

ui + Udu(vII-3) r= -iâ-

dont la mesure peut etre effectuée par différentes méthodes [92] t93l t941.
Le terme Ud6 contient également une part d'énergie associée aux

contraintes internes du Jèmc ordre.
De nombreux modèles t95l 196l ont été proposés pour évaluer le terme

Uf a partir de la densité de dislocations et de leur répartition. Si on reprend le
modèle de Bailey et Hirsch [95] et qu'on l'adapte à la situation de glissement

multiple qui prédomine dans le polycristal, on constate [96] que le terme Uf

rcste prédominant par rapport ru t"ttnt Ut.
Dans ce qui suit, nous négligeons la contribution de Uuo a l'énergie

bloquée et nous admettons par conséquent que :

(Vtr-4) F =
ui
w.
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Le terme Uf s'obtient alors, pour un cycle charge-décharge conduisant à
une déformation plastique donnée En par I'intégrale :

(vr-s)

soit sous forme de la somme (pour un volume unité) :

(vrr-6) n olr.;ei;

I-e travail fourni lV" s'obtient à partir de :

(vrr-7)

L'examen des prévisions des modèles concemant l'énergie bloquée par une
déformation plastique doit permettre, par comparaison avec les mesures
expérimentales, de valider les bases théoriques. Ceci nous semble
particulièrement important en ce qui conceme l'énergie élastique bloquée et
les contraintes résiduelles.

Contraintes intemes résiduelles

Pour un trajet de chargement qui engendre des déformations plastiques,
l'état de contrainte dans les grains n'est pas identique à la contrainte
macroscopique appliquée du fait des incompatibilités de la déformation
plastique. Ici, nous calculons les contraintes résiduelles après un chargement
donné et après décharge (élastique ou élastoplastique).

La figure VII.13 présente pour six grains d'orientation initiale repérés
par les lettres A, B, C, D, E, F, l'évolution des contraintes résiduelles
(composantes o11,6zzet org) en fonction de I'amplitude de la déformation
plastique selon l'axe de traction (3).

q=l 
Jo,5eï;av

ui=+ È- I=l

t

w,=J Ei ;D| id t
o
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On constate unc évolution rapide jusque vers 3% de déformation
rnacnoscopique suivie d'une progrcssion plus lente au-delà dc 3%. En mêrne
tÊrrpsr certeins grains ont des contraintcs résiduelles négatives alors que
d'autres composantes sont positives, conforrnément aux relations d'équilibre

! r to tu=6.
I

Par rapport à la limite d'écoulement macroscopique, ces contraintes
correspondent globalement à 30% de la limite d'écoulement, ce qui est
significatif.

I-a distribution des contraintes résiduelles dans l'espace des orientations
cristallographiques n'est pas aléatoire. En effet, la figure VII.I4 représente
l'évolution des orientations cristallographiques des grains en fonction de
Iamplitude de la déformation plastique de traction imposée au polycristal.

En même temps, chaque chiffre repérant I'orientation d'un grain décrit
selon la grille indiquée sur la figure, I'intensité de la composante o33 (3 = axe
de traction) des contraintes résiduelles. On observe que les grains dont
lbrientation de I'axe (lll) tend à êtrc parallèle à I'axe de traction sont soumis
à des contraintes résiduelles positives, alors que pour ceux dont l'axe (l@) se
rapproche de la direction de traction, la contrainte résiduelle o33 est négative.

Très qualitativement, ce réEultat est conforme aux essais sur
monocristaux qui présentent un durcissement plus important si leur orientation
initiale est parallèle à (lll) par rapport à ceux pour lesquels I'axe de traction
est proche de (100).
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Energie bloquée

Une évaluation plus globale des contraintes internes consiste à calculer
I énergie élastique bloquée U[ qui leur est associée et de la comparcr au travail

mécanique W. foumi au solide pour réaliser la déformation inélastique.
La fraction d'énergie bloquée f = UT/V/. sous forme de contraintes

résiduelles du second ordre est portée sur la fïgure VII.15 en fonction de la

déformation plastique Ep correspondant à un essai de traction. La courbe

F(E1 croît très rapidement au début de la déformation plastique, passe par un

maximum de I'ordrc de quelques %, puis décroît progressivement.
Ce type d'évolution est conforme aux observations expérimentales [92J,

[93], [94].
Pour un chargement séquentiel (traction jusque Ep = 22% suivie d'une

compression), on observe un stockage d'énergie pendant la première phase
suivi d'une restitution d'énergie au tout début de I'essai de compression et, à
nouveau une croissance de l'énergie élastique bloquée (Figurc Vtr.16). Une
telle évolution a également été observée exffrimentalement [93].
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V||.2,3.2 - Texlures crlstallographlques Induites

Il est bien connu quc l'évolution des orientations cristallographiques des
grains n'est pas aléatoire lors des processus qui induisent une déformation
plastique. Cette évolution entralne la formation de texturcs de défornration.
Ces textures dépendent du trajet de déformation, de la nature du matériau et
de la temffrahre de I'essai t70l I97l t981.

La figure VII.I7 décrit l'évolution des orientations cristallines en
fonction de I'amplitude de la déformation de traction imposée au polycristal.
L'analyse de ces fïgures montre que la texture formée est du type <1ll> +
<lCX> et qu'elle devient plus accentuée lorsque la déformation progrcsse. Ce
Ésultat corrcspond bien [97] [98J aux mesures expérimentales effectuées sur
des matériaux tels que le cuivre ou I'aluminium.

Pour le cas de la comprcssion, on constate la formation d'une texture de
fibre (ll0) (Figure VII.I8), également en accord avec les observations
expérimentales pour la classe des matériaux à forte énergie de faute
d'empilement.

Pour une déformation en compression plane (simulant le laminage), la
représentation utilisée pour décrire les textures correspond à des figures de
pôles directes (lll), (200) et (220). [æs figures VII.19 et VII.20 présentent
les résultats calculés et les figures de !ôles expérimentales obtenues par Bunge

[701. Là encore, I'accord entre les prévisions théoriques et les mesures
exffrimentales est plus que satisfaisant.
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FtGtrRE Vtr.20 - Comparaison dcs tcxturÊs caclulécs ctcx$rirncnales (figurcs dc pôles 200
â2æ) potr le laminegc dcs rnéuux CFC.
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Vlt.3 - Appllcatlons au cas des polycrlstaux CC Inltlelemont
lsotropes

Vll.3.1 - Mécanlsmes de déformatlon des métaux CC

Il est généralement bien accepté que pour les métaux CFC, les
mécanismes de déformation sont, selon la température et la pureté du métal

- le glissement plastique cristallographique sur les plans (1ll) dans les
direct ions<l l0>

- le maclage mécanique (1ll) < ll2>.
Dans de rares cas, on a observé d'autres systèmes de glissement. I-a

situation est moins claire pour les métaux cubiques centrés. Alors que la
direction de glissement est toujours du type <l l l>, on observe des plans du
type (l l0) 0e plus couramment), mais aussi des plans du type (l l2), (123), en
qui conduit à des lignes de glissement d'apparence sinueuse ("pencil glide").
Christian [99] et J. Gill Sevillano, P. van Houtte, E. Aernoudt [100] ont
cependant indiqué, par des arguments géométriques et cristdlographiques, que
les plans du type <123> sont relativement improbables.

Nous avons donc supposé que les mécanismes de glissement des métaux
CC peuvent être décrits par les directions <11l> et par deux familles de plans
(110) et (112). Puisque nous distinguons le sens du glissement, ceci conduit à
24 + 24 systèmes de glissement énumérés dans le tableau VII.3.

Pour ces mécanismes, il convient maintenant d'évaluer les cissions
critiques initiales, l'écrouissage et les interactions entre les systèmes de
glissement.

Il est bien connu que le glissement le long des plans (l 12) présente une
asymétrie (Christian [99J), ce qui nécessite I'introduction de 3 cissions
critiques (initiales)

t1 pour les systèmes <11l> (110)
12 pour les systèmes <11l> (l l2)
13 pour les systèmes <l ll> (112) (direction de maclage).

L'écrouissage "moyen" des monocristaux CC préSente également trois
stades, comme pour les métaux CFC, mais ceux-ci sont moins nets et
l'écrouissage du stade II est nettement plus faible que celui du stade II des
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métaux CFC (p/250). On peut admettre une pente moyenne pour le stade II
des courbes (r -1) des monocristaux CC de l'ordrc de (tV500).

Les interactions entre les systèmes de glissement des métaux CC sont plus
complexes du fait de la plus grande multiplicité des systèmes possibles.
D'après Franciosi [101], il est raisonnable en prcmière approximation de
classer les interactions selon deux tlpes :

- les interactions faibles
- les interactions fortes.
Cette classification conduit à une matrice d'écrouissage de la forme

donnée dans le tableau VII.3.
Finalement, les paramètres à déterminer sont au nombre de 4. En posant

trt = I i Tt= d-tr i T3= Q,*'ç,

Hz = AHr
111 = p/500

on doit définir T, c-, c[+ et A.
La cission critique initiale t1 (sur les systèmes principaux) peut s'obtenir

par l'analyse de la courbe de traction du polycristal. La détermination de q,-,
c+ et A nécessiterait des essais sur monocristaux, essais qui ne rentrent pas
dans le cadre de cette étude. Nous avons donc cherché à évaluer les valeurs
optimales de o., c+ et A à partir d'un problème inverse : quelles sont les
meilleures valeurs de c-, c[+ et A permettant d'obtenir des simulations sur
polycristal proches des observations expérimentales (textures) ?.Le, paragraphe
suivant présente les résultats obtenus en traction, et dans le paragraphe 3 on
présente les texturcs de laminage pour un polycristal initialement isotrope. En
même temps, nous avons cherché à analyser les effets du glissement sur 48
systèmes par rapport au glissement cristallographique pv (24 systèmes).
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PLAl.rS (l12):

DIRECTIONS <III>:

Tableau VII.3 - Sysênrcs dc glisscment ct matice d'écrouissagc pourdcs méaux CC
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Vll.3.2 - Résultats pour un chargement en tractlon slmple
La figure VII.21 présente l'évolution des figures de pôles 200 et 110 en
fonction de la déformation plastique imposée au polycristal et pour un
monocristal avec 24 systèmes de glissement, ainsi que les figurês de pôles
expérimentales correspondantes obtenues par le LMPC de Metz [02] sur un
acier XC63 tréfilé à froid de 95Vo. On observe la formation d'une texture de
fîbre <1 10> conformément aux observations expérimentales.

Dans la figure VII.22 on a représenté les mêmes résultats, mais obtenus
avec 48 systèmes de glissement (cr- = cr+ = l). A part une dispersion plus
importante due à l'anisotropie des interactions entre systèmes de glissement
(A = 3), les résultats sont identiques aux précédents. C'est seulement pour des
valeurs extrêmes de A (A = 100) que Ia texture calculée est différente de la
texture expérimentale. Cependant, de telles valeurs de A (supérieures à
quelques unités) n'ont pas de réalité physique pour les métaux cubiques.
L'effet d'une texture morphologique initiale sur la formation des textures de
traction est représenté dans la figure VlI.23. Lorsque les grains sont allongés
dans la direction de traction, I'effet d'une anisotropie de forme est peu
important (sauf en ce qui conceme Ia dispersion des orientations idéales). Par
contre, u4e traction sur un polycristaT dans une direction orthogonale à l'axe
allongé des grains (a = l, b = 10, c = l) conduit à la formation d'une texture
tout à fait différente. Un tel effet est cependant peu probable car il nécessite
une texture morphologique très prononcée, difficile à obtenir par un
écoulement plastique du polycristal.

De cette première analyse, on peut conclure que les textures de traction
sont bien reproduites par les paramètres suivants:

- [= l . l  , 61*=O-=1 ,
- 24 ou 48 systèmes de glissement.
De plus, les effets de la texture morphologique semblent peu importants.

Ces valeurs ont été reprises pour simuler les textures de laminage des métaux
cc.

Ces conclusions sont conformes à I'allure des courbes de traction
calculées pour les différentes valeurs des paramètres physiques et reportées
sur les figures VII.23 à Vtr.26.
On observe une faible inlluence du nombre de systèmes de glissement sur le
taux d'écrouissage (plus le nombre de systèmes de glissement est important,
plus faible est la limite d'écoulemen|. A part la valeur A = 100 (qui n'a pas de
justification physique), I'anisotropie intracristalline due aux interactions entrc
systèmes de glissement a peu dbffets sur la Éponse macroscopique.
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FIGURE VII.2I - Evolution de la texrure du CC en fonction de la déformation plastique
entraction suivant DL. Comparaison avec les mesuræ cxfrimentalcs du LMPC-Metz [04] sur
un acicrXC63 déformé à95%.
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HçfrRE VII.22 - Mêmc figurc quc VII.2I mais avcc 48 systèmes dc gfisscment et facteur
d'anisotopic A- 3.
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FIGLTRE Vn.23 - Influence dc la texture morpbologlque initialc ( paramètrcs a,b,c). Traction
suivant DLde90%.
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Glisscment cristallographique pur (24 systèms)

1 6

48 systèmes dc glissemcnt

FIG|TRE VII.25 - lnfluence du factcur d'anisoropie d'intéraction enbe systètnes de glissenænt
dbn polycrisul CC. Tcxturc initialemcnt isorope.
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Pour A = 1.1, on obtient un taux d'écrouissage d>/dEP - 150 daN/mmr
c'est-à-dire de I'ordre de Vl30 où E est le module d'Young en traction. L€s
mesures expérimentales donnent des valeurs comprises entre 100 et 200
daN/rnmz selon la pureté de I'acier.

La figure VII.26 montre l'influence de la texturc morphologiquc sur la
courbe de traction. Cette influence, pour les rapports de forme raisonnable,
est également faible.

Vll.3.3 - Prévision des tertures de lamlnage
La figure Vn.27 représente l'évolution des figures de pôles 200 et 110 en

fonction de la déformation plastique de laminage ainsi que les figures de pôles
expérimentales obtenues par l'Irsid [03J sur un fer pur laminé à froid de
75%.

On constate que, dans ce cas, les textures calculées ne conespondent que
partieUement aux mesures expérimentales et que la composante H (gr = 0, O =
0, gz = 45 ou gr = 45, O =0, gz = 0) est pratiquement absente des prévisions
théoriques.

Nous avons donc recherché parmi d'autres textures de laminage des
métaux CC si, comme pour les métaux CFC, la texture pouvait dépendre
d'autres phénomènes que le glissement multiple homogène. La figure VII.28
présente, en même temps que les calculs théoriques, les résultats obtenus par
V/illiams sur une tôle de Fe-llVo Cr laminé ù957o t1041. On constate que dans
ce cas, les prévisions théoriques correspondent aux mesurcs expérimentales.
La composante H, qui est absente de nos calculs autocohérents, correspond à
un mécanisme de glissement hétérogène décrit par ailleurs [60].

On constate qup la texturc de Williams-Vadon est bien décrite par les
résultats du modèle autocohérent, alors que pour les résultats de Donadelle
[03J, il convient de décrire la texture globale par un mélange de textures
déduites du modèle autocohérent et du modèle proposé dans [60J.

Nous avons également cherché à savoir si la modification des paramètres
morphologiques (effet de forme des grains), cristallographiques (nombre de
systèmes de glissement) ou physiques (anisotropie A) permettrait de rctrouver
une texture complète (autocohérente comprenant la composante H). Les
résultats obtenus, non présentés ici, indiquent bien que la composante H ne
peut être obtenue par I'intermédiaire des paramètres physiques évoqués
préédemment. Celle-ci correspond donc bien à un mécanisme de déformation
différent du glissement multiple homogène. Un tel phénomène a déjà été mis
en évidence pour les métaux CFC et a permis d'interpréter les textures de
transition (Cu -+ Laiton) et la formation des microbandes de cisaillement.
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HctnB Vll.27 - Evolution dc la æxturr cn fonction du taux dc laminage du polycristal
C€.Conrpanison de ta æxturc finalc rvcc les mcsurcE cxpérimcnulcs sur En fcr pur laminé à
froid de 7s* Gnsrp E9)tl03l.
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P0les 200

P0les lll

FIGLTRE VII.28 - Comparaison dc la texturÊ de laminagc d'un polycrisul CE avec dcsrnesures
cxpérimcnules sur du 1e-17%ù laminé à 95% (Wi[iams-Vadon [04] LMPC - Metz).
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Vll.3.4 - Concluslons partlelles
L'application du modèle développé dans les chapitrcs trI à VI aux métaux

CC conduit à des résultats satisfaisants tant pour le laminage que pour la
traction, sous réserve que le mécanisme de déformation local soit bien le
glissement multiple homogène. La faible influence des paramètres
géomériques (forme des grains), cristallographiques (nombre de systèmes de
glissement) et physiques (facteur d'anisotropie A) sera d'ailleurs confirmée
par les Ésultats obtenus dans le cas des tôles initialement anisotropes.

Pour étudier le comportement de celles-ci, nous avons limité I'analyse de
l'influence des différents paramètres aux cas suivants :

Nombrc dè systèmes de glissement

Cission critique initiale

Facteur d'anisotropie

Facteur de forme des grains
(indications déduites des
données de Penelle)

u <n 1> (110)
ou 48  < l l1>  ( l l 0 )+< l l l> ( l12 )

identiçe sur tous les systèmes de
glissement 0* = 6g. = I

A=1 .1

a=b=c+tô lesA

a=3 b=2  c= l  tô lesB.

Les tôles A et B posséàant une texture cristallographique initiale
(pratiquement identique), nous avons testé plusieurs méthodes permettant leur
description à partir d'un nombre fini (100 à 2 000) d'orientations
cristallographiques.
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vll-.4 - Application au cas des métaux cc Inlf ialement
anisotropes

Vll.4.1 - Cholx des paramètres
Iæs tôles A et.B qui ont été étudiées par penelle et Bæhler [105J, [106J,

ont été laminées puis recuiæs.
. Elles pnésentent la même texturc cristallographique, la tôle A possédant
des.grains_sphériques, alors_que les rapports dJfoime-rnoyens pouries grains
de la tô le  B  sonta  =  3  b  =2  c=  l .

Dans le paragraphe précédent, nous avons recensé les différents
paramètres physiques dont dépendent les propriétés des métaux CC, et les
simulations qui ont été effectuées ont permis ôEvaluer un certain nombrc de
gel.partmètres. Il resre c:p-gndant à décrire la rexturc cristallographique
initiale des tôles A et B. Célle-ci a été mesurée par Penelle et déËriis sôus
forme de fonction de distribution des orientations-(FDO). Cene fonction des
trois angles d'Euler gr, o, g2, nécessite d'être discrétisée afïn de décrire le
polycristal par des grains (ou famille d'orientation) dans le modèle
autocohérent. Afin de limiter les temps de calculs sans perdre trop
d'informations sur l'état du polycristal, et âonc sur son comport;ment, il est
nécessaire de choisir une famille de N orientations discrètei de poids N(g).
Des essais antérieurs ont montré qu'avec N = 100 orientations, on obtient'in
bon compromis entre représentation de la texture et temps de calcul. Dans le
cas d'un polycristal, initialement isotrope, les 100 orientaiions sont choisies de
manière aléatoire. Dans le cas d'un polycristal initialement anisotrope, ce
choix ne convient pas car la pqtie isotrope de la tèxture est sur-repréientée
p-ar rapport aux orientations idéales, même si on tient compte du poids de
chaque famille.
La-figure VII.29 représente la texture initiale sous forme de fîgures de pôles,
telle qu'elle découle des mesures de Penelle et du calcul de 

-la 
fonctiôn de

distribution des orientations données sous la forme d'un fichier de 695g
tripl"{: d'angle d'Euler avec le poids respectif de chaque orientation.

Plusieurs méthodes ont été testées poui décrire cette texture par
I'intermédiaire de 100 grains.

La méthode qui a été utilisée consiste à discrétiser la sphère de la
projection.en .100-cases -(po,ur l/8 de la sphère à cause de ia symétrie
macroscopique) et à prendre la valeur de la FDO au centre de chaque case.
Ceci élimine la redondance car I'espace (gr, O, gz) n'est pas-l'espace
minimum de représentation.
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FtcURE VII.29 - Figures dc pôlcs expérimenulcs décrites par l'inrcrmédiaire de 6859
oricntations.
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L'anisotropie plane peut être caractérisée par I'intermédiaire de
différents chargements en traction simple sur des éprouvettes prélevées selon
un angle 0 par rapport à la dircction de laminage. La figureVll.30 présente les
résultats obtenus en fonction de la forme initiale des grains (a, b, c) et du
nombre de systèmes de glissement possibles (24 ou 48). On constate que :

- I'anisotropie initiale 1EP< 0,2%) est très faible, voire inexistante et
pratiquement indépendante de la texture morphologique ct du nombre de
systèmes de glissement

- lorsque la déformation plastique augmente, l'anisotropie de la limite
d'écoulement reste faible jusqu'à une déformation de 2% (mais aussi pour une
déformation de 22%

- l'effet des paramètres de stnrcture (nombrc de systèmes de glissement)
et géométriques (forme des grains) est très faible. Ceux-ci semblent avoir un
effet secondaire par rapport à I'effet de la tcxture cristallographique initiale

- la présence d'un plus grand nombrc de systèmes de glissement "adoucit"
le matériau

- lbffet de la texture morphologique est plus important poar 24 systèmes
de glissement que pour 48 systèmes.

La faible anisotropie plane de ces matériaux provient presque
exclusivement de la texture cristallographique initiale. Dans le paragraphe 3,
une prédéformation de traction d'anrplitude variable (6, 12 et 2l%o) modifie
de façon significative cette anisotropie.
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Vll.4.3 - Anisotrople induite par un préchargement dans la
dlrection de laminage

Un préchargement dans une direction donnée (ici direction de laminage)
a pour effets

- de modifier les textures cristallognaphiques et morphologiques initialcs
- de modifier les cissions critiques sur les systèmes de glissement
- d'induire un champ de contraintes résiduelles du second ordre associé

aux incompatibilités intergranulaires de la déformation plastiçe.

Les deux premiers effets sont croissants, avec I'amplitude de la
prédéformation, alors que le troisième présente une saturation.

La figure VII.3I indique les différentes courbes de traction obtenues en
fonction

- de I'angle 0 de l'éprouvette secondaire par rapport à la direction du
laminage (direction de prédéformation)
pour la tôle B (texture morphologique) après une prédéformation de 12,8%
selon DL.

L'analyse des résultats complets indique que
- I'anisotropie induite par la prédéformation est plus grande que

l'anisotropie initiale et croît avec I'arnplitude de la prédéformation. Cet effet
est dû aux textures cristallographiques induites (voir plus loin)

- I'anisotropie induite est supérieure dans le cas des grains équiaxes à
celle développée dans le cas d'une texture morphologique initiale

- I'effet du nombre de systèmes de glissement sur I'amplitude de
l'anisotropie semble faible.

Alors que le taux d'écrouissage (dVaft)évoluait de manière similairc en

fonction de EP pour les différents essais sur un matériau non prédéformé, on
observe sur les essais secondaires effectués sur les éprouvettes prédéformées,
une évolution beaucoup plus complexe, déjà rencontrée sur les métaux CFC
(Figure VII.6).

Quelle que soit l'amplirude de la prédéformation, la forme des grains et
le nombre de systèmes possibles, on observe que

- la limite élastique vraie (EP- 07o) diminue lorsque I'orientation de
léprouvette secondaire par rapport à l'axe du chargement primaire augmente

- la limite élastique vraie est suivie d'un stade (usque vers Ep- l%) où le
taux de consolidation varie fortement avec I'orientation relative de
l'éprouvette et I'amplitude de la déformation plastique
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- au-delà de lvo de déformation plastique (et jusque verc Zg|),les tâux
d'écrouissage semblent constants, indépendants de É déformation piastique et
de l'orientation rclative des chargemenis primaires et secondaires. 

'

I-es évolutions rapides de la limite d'écoulement et la position de la limite
élastique initiale sont à attribuer aux contraintes intemés du second ordre
ihtroduites par Ia prédéformation.

- . Les fieules yrr.?z et vII.33 présentent la limite élastique de la tôlc
prédéformée dans la direction de prédeformation en fonction dè I'angle entre
I'axe-de l'éprouvette secondairc ef la direction de laminage. commJindiqué
préédemment, ces courbes dépendent beaucoup de la défrnition retenue pôur
apprécier la limite élastique. Nous avons retenu ici Ep = O.OSVo.

- ^ _Ft figures. VII.34 et V!I.35 représentent l'évolurion de la limite élastique
à 0.5Vo en fonction de la prédéformàtion pour les tôles A et B respectivemerit.

- .9n observe que I'effet essentiel sui ces courbes est l'écrou-issage par la
p.redqro*ation qui modifTe, de façon sensible, I'anisotropie. pour ds eisais,
c'est la direction à 45" p9-r rapport à la direction de préchârgement qui a étê la
plus.écrouie pa-r la prédéformation. I-es différents paramèIres phyiiques ont
une influence du second ordre. Les mêmes observâtions peunèni Ctie faites
pour des prédéformations plus importantes.

Si les premiers stades de déformation plastique (Ep- lVo) sont contrôlés
par- les contraintes internes introduites par le préchargement, au-delà du
régime transitoire les courbes de traction possèdent un- taux d'écrouissage
pratiquement constant et qui dépend fortement de la texture résultait
simultanément de la texture' initiale et de la texture induite par le
péghargemgnt. La texture ésultante a été calculée pour plusieurs niveaux de
prédéformation (10, 20, 40, 60vo) en faisant varier-les pâramètres physiques
(nombre de systèmes, forme des grains).

on constate à nouveau que les paramètres physiques ont peu d'influence
sur l'évolution des textures. Celles-ci évoluent progressivement de la texture
initiale vers une texture de fibre qui possède quelques similitudes avec la
texture de traction d'un polycristal initialement isotrope. Cependant, certaines
orientations particulières des fibres sont renforcées-alors 

-que 
d'autres sont

atténuées par rapport à la répartition uniforme observée dans le cas d'un
polycristal initialement isotrope. Cette différence ne semble pas s'atténuer avec
ta {éfgrrytion plastique, ce qui indique la persistance d'une texture initiale
(voir figures VII.36 et Vtr.37).
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Poles 111

Poles 110 Poles 112

FIGURE VII.36 - Tôle A. Texturc après 60% de traction suivant DL. 48 systèmes de
glisscment.
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Poles 111

Poles 112

Tôle B. Texture après 60% de uaction suivant DL. 48 systèmes deFIGURE VII.37
glissemcnt
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Pour un préchargement dans la dircction de laminage, nous avons
également cherché à évaluer I'effet du nombre de grains choisi pour décrire Ja
rcxture initiale. La comparaison des textures obtenues avec 100 et 1000
orientations conduit aux conclusions :

- les composantes principales sont quasiment identiques
- seuls quelques détails apparaissent différents (dispersion des pics...),

mais ceux-ci sont en partie dus à la discrétisation des courbes de niveaux de la
fonction densité des pôles. Par rapport aux résultats expérimentaux de Penelle
[05], on'peut considérer que les figures VII.36 et Vll.37 représentent une
ter(ture proche de la texture réelle du matériau.
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VIII . CONCLUSIONS

Dans ce travail, de nouveaux résultats concernant la modélisation du
9or-nPortement des métaux polycristallins en transformations élastoplastiques
finies, sont présentés.

I - U4e équation intégrale, valable pour des matériaux dont les modules
tangents ne posgè{ent pas de symétries par rapport aux couples
d'indices, est dérivée. cette équation sert cômme irne base de délart
pour toute modélisation du comportement des matériaux mièro-
hétérogènes et macro-homogènes.

2 - ?"! opérateurs de localisation permettant la description de l'évolution
de la structure interne du polycristal sont déduits de cette équation.

3 - L'approche auto-cohérente classique est ensuite obtenue en introduisant
les hypothèses simplificatrices appropriées.

4 - Un schéma de résolution numérique-original, valable dans l'approche à
un site ou sites multiples, est proposé et mis en oeuvre. Il pérmet de
traiter les édifices polycristallins de plusieurs milliers àe grains
(aujourd'hui les calculs avec l0 0oo grains sont pratlqués
couramment).

5 - Pour les matériaux cFC à forte énergie de faute d'empilement, on peut
considérer que les résultats obtenris sont en très Ëon accord âvec
I'ensemble des observations expérimentales concemant à la fois les
surfaces de plasticité, l'énergie bloquée et les textures de déformations.
cet accord justifie a postériori l'emploi d'une approximation auto-
cohérente à un site pour résoudre léquation intégràlè du problème par
rapport aux développements à sites multiples ou aux méthodes
statistiques systématiques.

6 - Dans les cas des métaux CC, les résultats obtenus sont confonnes aux
observations exffrimentales, à part la composante H de la texture qui
semble provenir d'un autre mécanisme de déformation que celui pris
en compte dans ce travail. De même, pour un polycristal possédant une
texture initiale , la confrontation des pévisions théoriquei aux mesur€s
expérimentales de Boehler [106J et Penelle [105] indique un accord
satisfaisant.

L'anisotropie de structure du matériau associée à la formation des
textures est rcsponsable, en même temps que les contraintes intemes et létat
d'écrouissage des systèmes de glissement, de I'anisotropie mécanique du
comportement observé lors des chargements séquentiels (Figures 32 à 35 ). La
coryplexité et Ia diversité des évolutions de textures constatées expliquent la
difficulté qu'ont les théories phénoménologiques à décrire le comportement
élastoplastique en grandes déformations.

Evidemment, pour certaines classes de matériaux microhétérogènes
(métaux polyphasés, métaux à faible énergie de faute d'empilement...),
l'approche proposée se révéle insuffisante. I-es limites de cette approximation
peuvent être regroupées en deux classes :

166



I - Lâ première limitation est directement liée aux hypothèses de la
méthode auto-cohérente qui est une approximation de l'équation
intégrale , solution exacte du problème aux limites pour les matériaux
microhétérogènes. Dans le cadre de cette solution d'autres
approximations peuvent être développées pour prendre en compte les
microstructures spécifiques. Par exemple, pour les matériaux biphasés
fortement hétérogènes, I'approche à sites multiples développée Par
Fassi-Fehri et al [73] ou le modèle à trois phases proposé par Hervé et
Taoui [107J sont surement plus adaptés.
Dans le cas usuel du polycristal monophasé les limitations de
I'approche auto-cohérente sont liées à la présence d'une microstructurc
intragranulaire induite par les déformations plastiques plus ou moins
importantes.

2 - L'hlpothèse de la déformation plastique (taux) homogène dans le grain
efface la possibilité de modélisation de toute microstructure
intragranulaire induite. Cette demière est l'image de I'hétérogénéité de
densité de dislocations. De ce point de vue, les intéractions entre les
systèmes de glissement et le joint de grain, correspondent plutôt aux
dislocations surfaciques.
Les observations expérimentales telles que l'empilement des
dislocations sont pratiquement entièrement négligées dans cette

modélisation (la matrice d'écrouissage H*eh les décrit de manière très
"homogénéisée"). Alors lel phénomènes bien connus, comme
l'influence de la taille de grains sur le comportement plastique des
matériaux, sont absents dans nos résultats. Ceci explique également
pourquoi les résultats obtenus sont plus corrects pour les matériaux à
forte énergie de faute d'empilement, où le mécanisme de glissement
plastique multiple est bien observé.

Dans les cas cités ci-dessus, il est nécessaire de revoir les fondements
mêmes d'une telle approche en incluant les mécanismes spécifiques à de tels
matériaux (glissements hétérogènes, formation de microbandes etc...).
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ANNEXE: UNICITE DE LA SOLUTION EN
METHODE AUTO.COHERENTE

Pour démontrcr I'unicité de la solution en approche auto-cohércnte, il est
commode de partir de la forme incrémentale du théorème des travaux
virtuels, exprimé par rapport à la configuration actuelle considérée comme
configuration de référcnce.

(At)  Jô,n:sdv= JO,u.vdv+ J(Ol . .v) .vds
v . \s r

En absence des efforts massiques et en prenant en compte les conditions aux
limites sur la surface 51, nous obtenons

(A2) Jô,n : g dV = G : ôN
v,

Supposons maintenant, cornme c'est usuel en méthode auto-cohércnte, que :

ô,n (x)  :  g (x)  = 
T 

nt  :  gt0 (x)

alors l'équation (2) devient

(A3)  !n t :8 r=G:ôrN
I

La solution du problème correspond au minimum de la fonctionnelle (3) par
rapport au champ de vitesse v (x), c'est-à-dire que, pour le gradient G imposé
sur la surface Sr, nous avons la condition

/ \
(A4)  min  l l  n I  :  8 '  l= . in  I  (g I  ;  1 t  ;  g t )

\ r  I  r

Dans le cas où

l|s = dri5 (voir III-62)
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cette condition est à appliquer grain par grain (inclusion par inclusion), car
tout terme gl I lt: 8l est Positif.
Alon, nous avons :

min (gt : lt : gI) = min (dt : mt : dt)

ou encorc

(A5) min (dt : ô1' 6r)

D'après ta loi de comportement (m-26), on peut écrirc :

min (dr : ô1, or) = min {4, , f., : d' -f 
n'I'o' 

rt ôTt)l }
r  L  \  h * l  ) r ,

où N.S.P.A. veut dirc "Nombre des Systèmes Potentiellement Actifs".

Dans la rnéthode auto-cohérente, le taux de déformation dl est imposé par la
loi de localisation

dr=dzG

Alors le problème de minimisation seramène ici à :

(A6) 
"p.f l .  

[dr:  1cr:  dI  -  ôr,  o, l ]  =". l l lo (  
-à^ 

dr :  À'  ôïn)

avec:

C.S.P.A. qui correspond aux "Combinaisons des Systèmes Potentiellement
Actifs".
En utilisant (III.54), nous pouvons énoncer: la solution du problème de
rccherche des-systèmes actifs correspond à la techerche du minimum de la
forme quadratique :

avec les contraintes :

(A8) 'ô1ô < 0.

Il cst facile de démontrer que, si #th est définie positive, cette solution est
uniquc pour un dt imPosé. La démonstration se trouve dans [34] pour les

(Az) .3.i|^.( "p,^ ''F;^ 
6ys t{'n ôT')
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petites transformations ou dans [35] pour lss .grandas déformations
élastoplastiques.

Analysons la structurc de la matrice 9{sn

(A9)  ,& r=  11*8h+ Sg :  c :  Sh  + (Ss .oç t (Ss .o ) ) :S r r

Elle est symétrique : fiEh =tfhgsi la matrice H*gh est symétrique

Cette matrice est une combinaison linéaire de la matrice d'écrouissage du
monocristal H*sh, du tenseur d'élasticité c et du tenseur de contrainte o.
I-e tenseur d'élasticité c est défini positif, voir $ IIJ,.2. La matrice projection
du tenseur d'élasticité sur les systèmes g et h est prépondérante par rapport
aux autres termes. En effet :

(AlO) Ss: c : Sr, i
. -Ë-lH8h -ifu t-;; 

I pour des métaux.
(Sc.o):  St '  - f f i  L

Ainsi, même si la matrice d'écrouissage H*gt' est singulière, il est pratiquement
improbable que la matrice ,{Eh le soit . Il est difficile de prouver que cette
matrice est définie positive dans le cas général. Néanmoins, dans tous les
calculs effecrués depuis cinq ans, le cas de dét (9fso) = 0 ne s'est jamais
produit.

I-e problème d'ambiguiÏé de la solution ne se pose pas. L'état de contrainte et
les rotations du éseau sont alors uniques. L'ambiguilé de cette solution dans le
cas de modèle de Taylor provient de I'hypothèse que cinq systèmes sont
supposés actifs en pennanence et que la déformation élastique du monocristal
est négligée.
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