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Introduction

Les vibrations structurales sont trés indésirables puisqu’elles peuvent causer des problemes
tels que la fatigue structurale, la transmission des vibrations a d’autres systemes, le bruit
interne ou externe di au rayonnement acoustique, etc. Néanmoins, il est possible de li-
miter leurs effets grace, fondamentalement, a trois types de techniques de réduction de
vibrations. La premiére est la technique d’annulation (ou suppression), utilisée surtout
pour éliminer le bruit engendré par la vibration et non la vibration elle-méme. Elle se fait
par la production d’une source de bruit secondaire émettant le négatif du bruit primaire
afin d’aboutir & une annulation des deux sources. La seconde est I’isolation qui consiste a
éviter la transmission des vibrations d’un systéme a un autre sans pour autant éliminer
les vibrations du systeme émetteur. Finalement, le troisieme groupe de techniques, dit
d’atténuation, est utilisé pour diminuer 'amplitude des vibrations d’un systéme en cas
d’échec ou d’impossibilité de son isolation ou pour réduire le rayonnement acoustique en
cas d’impossibilité de production ou d’inefficacité d’une source secondaire d’anti-bruit.
Les techniques d’atténuation consistent a diminuer 'amplitude des vibrations structu-
rales dont les fréquences sont dans le voisinage des fréquences propres de la structure. Par
conséquent, ces techniques permettent d’atténuer, ou méme d’éliminer, les résonances de
la structure. En général, elles peuvent étre classées en trois catégories : techniques dites
passives, actives ou hybrides.

Les techniques passives d’amortissement des vibrations structurales utilisent I’intégration
ou l'ajout de matériaux ou systemes, possédant des propriétés amortissantes, couplés a la
structure de telle fagon que les vibrations de la structure sont amorties passivement, c’est-
a~dire, sans aucune intervention extérieure supplémentaire. Les structures sandwichs avec
un coeur en matériaux polymeres viscoélastiques Fig.1.a constituent des traitements tres
efficaces pour réduire les amplitudes de résonance de structures vibrantes. Les matériaux

viscoélastiques ont la propriété de passer d’un état peu rigide (caoutchouteux), pour des



2 Introduction

Source de
tension

.I.;A*'i'

Contréle

Couches
piézo

Sandwich & ame viscoélastique Amortissement shunt

FiG. 1 — Dispositifs d’amortissement passif

températures élevées et des fréquences de vibration basses, & un autre rigidifié (vitreux),
pour la situation opposée. De plus, dans la région de transition entre ces deux états, ou
leurs propriétés élastiques varient rapidement, ces matériaux sont capables de transfor-
mer ’énergie de déformation en énergie thermique, dissipant ainsi, sous forme de chaleur,
I’énergie vibratoire de la structure.

Cependant ces techniques présentent certaines limitations : en effet leurs performances
sont limitées dans le domaine des basses fréquences, I’encombrement peut étre impor-
tant et surtout le coefficient d’amortissement est dépendant de la température et de
la fréquence. Au début des années 1980 et plus précisément suite aux travaux de For-
ward [36] on a vu apparaitre un autre type d’amortissement passif ne faisant interve-
nir aucune source d’énergie extérieure. Il s’agit ici de la mise en oeuvre d’amortisse-
ment de type électro-actif offrant des solutions aux limitations des solutions & base de
matériaux viscoélastiques. Parce qu’ils possedent de tres bonnes caractéristiques de cou-
plage électromécanique, les matériaux piézoélectriques sont souvent utilisés dans ce type
de dispositif. L’élément piézoélectrique convertit en énergie électrique une part de I’énergie
mécanique, puis cette méme énergie électrique est dissipée a travers un dispositif résisitif
Fig.1.b.

Les techniques actives permettent, quant a elles, de controler les vibrations a chaque ins-
tant par des actionneurs qui agissent sur la structure selon une loi de commande congue
pour minimiser I'intensité des vibrations indésirables. C’est le principe du Controle Actif

(CA) des vibrations. Ces mesures sont, soit basées sur une référence, soit fournies par des



Introduction 3

capteurs plus ou moins intégrés dans la structure. Dans le premier cas, le systeme est dit
" feedforward” (par anticipation) et, dans 'autre, ” feedback” (rétroactif). Ce dernier étant
du a la rétroaction des mesures effectuées sous forme d’action de controle des vibrations

Fig.2. Une structure contenant des actionneurs et capteurs collés ou intégrés et couplés

signal de
STRUCTURE (éférence +
source CONTROLEUR STRUCTURE
secondairg .

signal de
référence

CONTROLEUR

signal d'erreur signal dereur
Controle par anticipation Controle par rétroaction

F1G. 2 — Représentation schématique des classes de controle

7. En effet, les mesures

par un systeme de controle est dite ” intelligente ou adaptative
fournies par le capteur sont traitées par un systeme de contréle approprié, qui envoie
ensuite a ’actionneur un signal capable de modifier le comportement de la structure,
l'adaptant & un comportement requis.

Il est bien établi que les dispositifs actifs sont tres efficaces en basses fréquences, mais
ces dispositifs sont principalement limités par la puissance de la source externe. De plus,
le couplage électromécanique rend difficile la mise en oeuvre des algorithmes classiques
de recherche de modes de vibrations. En effet la connaissance des modes et fréquences
propres permet de quantifier d’une part les propriétés amortissantes du systéeme de cou-
plage (fréquence, amortissement), et d’autrepart elle permet d’effectuer des analyses mo-
dales.

Les besoins industriels actuels, a savoir des systemes de contrdle fiables et robustes, ont
conduit au développement de systemes de controle "hybride” actif-passif, utilisant dans
le méme traitement les matériaux viscoélastique (passif) et piézoélectrique (actif). Le
premier assure la fiabilité et la robustesse du systéme puisqu’en cas de défaillance du
controle actif, le systéme reste amorti. Le second améliore les performances du systeme
pour les basses fréquences. Les deux méthodes de contrdles, passif et actif sont donc
complémentaires et leur association permettrait d’atténuer I’amplitude d’un grand nombre
de modes de vibrations.

Le couplage passif-actif pour amortir les vibrations est une technique somme toute as-
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sez récente dont le développement est lié aux nombreux progres dans le domaine des
matériaux dits intelligents. Les structures a amortissement hybride sont généralement des
multicouches composés de couches élastiques, viscoélastiques et de patchs piézoélectriques.
Cette these est une contribution a la modélisation de I’amortissement actif-passif des struc-
tures sandwichs viscoélastiques et piézoélectriques. Le manuscrit sera structuré en cing

chapitres comme suit :

Au chapitre 1, nous passons en revue I’ensemble des travaux de recherche du domaine
de 'amortissement passif, actif et hybride des vibrations. Parallelement, un rappel est fait

sur les méthodes numériques de résolution des problemes aux valeurs propres non linéaires.

Au chapitre 2, la modélisation de 'amortissement hybride est abordé au moyen d’une
étude analytique des poutres sandwichs composées de couches élastiques, viscoélastiques
et piézoélectriques. Nous proposons une approche modale pour obtenir la fréquence propre
complexe des vibrations. Elle permet d’étudier le couplage de ’amortissement actif et pas-

sif introduit par ces structures.

Au chapitre 3, un élément fini sandwich de type coque est proposé. Sa formulation
utilise les hypotheses classiques de la théorie des structures laminés et les cinématiques
de type Kirchhoff pour les couches dures et de Mindlin pour le coeur viscoélastique. En
respectant les conditions de raccord aux interfaces, le nombre de degré de liberté (ddl) par
noeud est de 10 : 8 déplacements et 2 ddl électriques. Les résultats numériques obtenus
par cet élément sont validés a travers des comparaisons avec des résultats analytiques du

chapitre 2 et ceux obtenus en utilisant le code commercial Abaqus.

Au chapitre 4, nous proposons une méthode numérique pour le calcul direct des vi-
brations libres des sandwichs viscoélastiques et piézoélectriques. Basée sur la technique
d’homotopie et sur la méthode de perturbation, elle permet de résoudre le probleme aux

valeurs propres complexes non linéaires.

Au chapitre 5, la modélisation de ’amortissement passif & base de matériaux piézoélectriques

est abordée au moyen d’une étude analytique des poutres sandwich avec un coeur piézoélectrique.
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La formulation analytique obtenue est tout d’abord validée au moyen d’un modele élément
fini réalisée sur le code commercial Abaqus. Puis une étude paramétrique est menée pour

évaluer les performances de telle structure.

Le travail de these que nous présentons dans ce document a été réalisé dans le cadre du
projet Européen CASSEM (NMP3-CT-2005-013517) et d’une collaboration entre le Labo-
ratoire de Physique et Mécanique des Matériaux (LPMM) de ’Université Paul Verlaine-
Metz et le Laboratoire de Technologies Industrielles (LTI) du Centre de Recherche Public
Henri Tudor (CRP). Cette these a été financée par le Ministere de la Recherche Luxem-
bourgeois (BFR n°04/079).



LISTE DES TABLEAUX




Chapitre 1

Etude Bibliographique

Dans ce chapitre, nous passons en revue les travaux de recherche dans le domaine de

Pamortissement des vibrations.

1.1 Solutions passives

Parmi les solutions passives les plus répandues, on trouve les structures sandwich a
coeur viscoélastique. Celles-ci sont généralement constituées d’une couche viscoélastique
fine intercalée entre deux couches élastiques. Cet assemblage permet d’avoir un amortisse-
ment maximum. Celui-ci étant di aux déformations de cisaillement de la couche centrale.
La premiere étude sur les propriétés vibratoires de poutres sandwichs a coeur viscoélastique
a été présentée par Kerwin [49], vers la fin des années 50. Il a considéré des poutres sand-
wichs simplement appuyées, dont les peaux élastiques étaient beaucoup plus rigides que
le coeur et dont la rigidité en flexion de la couche de précontrainte était négligeable
par rapport & celle de la structure de base. Ainsi, le coeur est supposé ne se déformant
qu’en cisaillement transverse et la rigidité en flexion de la poutre sandwich est celle de
la structure de base. DiTaranto [29] a étendu les travaux de Kerwin pour traiter les
vibrations libres des poutres sandwichs avec des conditions aux limites arbitraires. En-
suite, tout en gardant les hypotheses de Kerwin, un autre modele de poutre sandwich
a été développé par Mead et Markus [61] pour étudier les vibrations forcées pour plu-
sieurs conditions aux limites. Ensuite d’autres développements analytiques Markus [61] ;
Rao [70] ont été réalisés pour le calcul de amortissement et des fréquences amorties des

structures sandwichs viscoélastiques a géométries simples. La plupart des ces travaux uti-

7
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lisent le concept du module complexe constant pour modéliser le matériau viscoélastique.
L’emploi du concept du module complexe permet d’éliminer une autre difficulté a savoir
la modélisation du comportement viscoélastique qui dépend de facon non linéaire de la
fréquence et de la température. Les propriétés élastiques et dissipatives des matériaux
viscoélastiques dépendent, généralement, des fréquences, amplitude et de la température.
Le besoin de modeles d’amortissement viscoélastique capables de représenter la réalité
physique de ces propriétés a motivé une grande quantité d’études dans les années 80. A
cette époque-la, 'approche des modules complexes était déja largement utilisée. Cepen-
dant, la construction des modeles a matrices complexes rendait les analyses impraticables.
Par conséquent, Johnson et al. [47] ont proposé une méthode, dite des énergies modales
(Modal Strain Energy, MSE), consistant a estimer les amortissements modaux a tra-
vers une relation entre les facteurs de perte et les énergies modales de déformation de la
structure et du matériau viscoélastique. Néanmoins, il a été considéré que les propriétés
du matériau viscoélastique restent constantes pour toute condition de chargement, ce
qui éloigne cette approche de la réalité. Pour pouvoir tenir compte de la dépendance
en fréquence des propriétés des Matériaux Viscoélastiques (MV), cette méthode doit
étre considérée dans une version itérative. Le comportement rhéologique du matériau
viscoélastique doit alors étre connu de maniere précise dans le domaine fréquentiel concerné
et pour ce faire de nombreux auteurs ont caractérisé cette dépendance a ’aide de modele
plus ou moins complexe.Pour permettre une représentation temporelle plus fine du com-
portement du MV Plouin et Balmes [66] ont proposé une méthode basée sur des dérivées
fractionnaires efficace pour des analyses dans le domaine fréquentiel mais aboutissant,
dans le domaine temporel, & des équations différentielles d’ordre fractionnaire assez com-
plexes a résoudre. D’autres méthodes temporelles ont, ainsi, été proposées aboutissant
a des équations différentielles ordinaires. Lesieutre [56] a proposé un modele nommé
Augmenting Thermodynamic Fields (ATF), basé sur 'introduction de variables internes
(dissipatives), similaires aux variables cachées introduites par Biot [16] dans sa théorie
linéaire de la thermodynamique irréversible. Limité aux cas unidimensionnels, ce modele
a été ensuite étendu aux cas tridimensionnels par Lesieutre et son équipe [53] grace a
un nouveau modele nommé Anelastic Displacement Fields (ADF). En parallele, Dovs-
tam [31] a présenté une étude analogue, bien que dans ce cas-ci, seule une analyse dans

le domaine fréquentiel a été réalisée. Hughes et son équipe [45] ont aussi développé un
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modele, dit Golla-Hughes-McTavish (GHM), basé sur 'introduction de variables dissipa-
tives, tout comme le modele ADF. Les modeles ATF/ADF et GHM sont assez similaires
vu qu’ils utilisent tous des variables additionnelles pour bien modéliser les relaxations du
matériau viscoélastique. Néanmoins, on peut distinguer quelques différences entre eux. Le
modele GHM utilise une formulation dans le domaine de Laplace devant étre transformée
pour des analyses dans le domaine temporel. Par ailleurs, il aboutit & une équation du
second ordre compatible avec les équations provenant du modele éléments finis. Tandis
que le modele ATF/ADF aboutit a des équations du premier ordre de telle fagon que
la compatibilité entre ces équations et celles provenant du modele éléments finis n’est
obtenue qu’en construisant un systeme couplé sous la forme d’équations d’état. D’autre
part, méme si les modeles GHM et ADF utilisent différents parametres ayant différentes
significations physiques, les modeles éléments finis construits en les utilisant présentent
des réponses similaires. D’autres méthodes basées aussi sur ’addition de variables internes
peuvent étre trouvées dans la littérature [12]. Ces modeles représentent bien la variation
des propriétés des matériaux viscoélastiques avec la fréquence, mais pour une température
constante donnée. Afin de permettre la représentation de la dépendance en température
des propriétés et I’échauffement du matériau, Lesieutre et son groupe [54] ont étendu le
modele ADF pour ces cas, aboutissant, néanmoins, & des équations non linéaires.

D’un point de vue cinématique les sandwichs viscoélastiques peuvent difficilement étre
modélisés suivant les hypotheses de Kirchhoff-Love ou de Reissner-Mindlin, qui supposent
un déplacement linéaire dans I’épaisseur. En effet ces hypotheses conduisent a la théorie
des stratifiés classiques, qui définit des tenseurs de rigidité équivalente en flexion et mem-
brane. Mais cette théorie ne fonctionne pas bien lorsque I’ame du sandwich est tres molle,
ce qui est le cas des sandwichs a ame molle ou des toles sandwichs avec une couche de
polymere amortissant. Pour les sandwichs a ame molle, il faut donc enrichir la description
des champs a travers 1’épaisseur. Divers modeles ont été proposés, les plus connus étant
I’hypothése d’une variation cubique dans I’épaisseur (Reddy, Soldatos...), d’une variation
sinusoidale (Touratier) ou d’une variation en Zigzag (Mead, Rao...) ou d’autres encore
Fig. 1.1. Nous pouvons classer ’ensemble des modeles en deux catégories, les modeles
zig-zag et les modeles non zig-zag. La différence essentielle entre ces deux descriptions est
au niveau de la continuité ou de la non continuité du champ de déplacement a l'inter-

face coeur-peaux. Le plus connu et le plus simple des modeles est celui proposé par Love



10 Chap 1. Etude Bibliographique

(1927) connu sous le nom de Kirchoff-Love. Dans ce modele, le champ de déplacement
est linéaire par rapport a z et la déformation transversale est nulle. Vu I'importance de
la, déformation transversale du coeur dans la modélisation d’une structure sandwich, le
modele de Kirchhoff-love est inadapté a la modélisation du coeur par contre il pourra étre
retenu pour la modélisation des faces. L’autre modele linéaire, souvent utilisé, est celui de
Mindlin (Mindlin, 1951). Contrairement au modele de Kirchhoff-love, ce modele permet
de décrire une déformation de cisaillement non nulle au niveau du coeur. Le modele de
Mindlin au coeur combiné avec un modele de Kirchhoff-love aux faces est un modeéle de
type zig-zag Fig. 1.1.b. Une étude plus approfondie par Hu et al [46] a permis de comparer
les différents modeles existant et apporte des éléments de réponse quant aux choix de la
description cinématique des sandwichs.

Aussi d’autres modeles et méthodes numériques ont été développés pour faciliter la
modélisation numérique des structures sandwichs a coeur viscoélastique [25], [68] et [28].
Nous rappellerons les méthodes permettant le calcul des propriétés amortissantes de ces

sandwichs a la fin de ce chapitre.
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F1a. 1.1 — Représentation des modeles cinématiques multicouches [17]

L’amortissement passif des vibrations peut aussi étre obtenu a 1’aide matériaux intelli-
gents tels que les matériaux piézoélectrique shuntés par des circuits adaptés. La premiere

mise en oeuvre de telles solutions apparait en 1980 avec les travaux de Forward [36].
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Ce dernier a mis en évidence que ’ajout d’un circuit shunt a des patchs piézoélectriques
permet d’obtenir un amortissement passif. Cet amortissement est engendré par la dissipa-
tion d’une partie de I’énergie vibratoire, transformée en énergie électrique, dans le circuit
électrique. En 1991, Hagood et Von Flotow [40] ont proposé les premiers modeles analy-
tiques quantitatifs couplant le patch piézoélectrique soit a une résistance en série soit a
un circuit RL (résistance et inductance en série) et déterminent ainsi les valeurs du cir-
cuit optimales pour la dissipation maximale. Depuis une quinzaine d’année de nombreux
travaux sont menés sur ce nouveau type d’amortissement passif. Edberg et al [34] ont
montré qu’il était possible d’atténuer simultanément deux modes de vibrations a 'aide
des circuits accordés multiples. Wu et Bicos [79] ont implantés des controles multimodes
sur des plaques composites. Davis et Lesieutre [26] ont amélioré ’amortissement par rap-
port au shunt passif avec un systeme activement accordé. Une revue plus exhaustive sur le
controle passif par ”shunt” est donnée par Moheimani [63]. Ce dernier explicite comment
obtenir un modele de controle passif par shunt efficace et les méthodes expérimentales
permettant de contourner les limitations techniques tel que le besoin d’inductances tres
élevées (L > 60H) pour le controle des modes & tres basses fréquences.

L’apport du controle passif de type shunt est indéniable et présente l'avantage d’étre
simple a mettre en oeuvre et de ne jamais déstabiliser le systeme. Cependant les perfor-
mances obtenues par ce type de controle demeurent faibles et ne concernent que quelques

modes visées.

1.2 Solutions actives

Le concept de controle actif date du milieu des années 50 (Olsen, 1956). Toutefois,
la non-existence d’actionneurs assez puissants pour controler les vibrations a limité les
recherches. Forward et Liu [36] ont été parmi les premiers a utiliser des capteurs et ac-
tionneurs piézoélectriques afin de contréler les vibrations de structures flexibles. Leurs
travaux consistaient en 'utilisation d’un actionneur piézoélectrique attaché a la surface
de la structure couplé a une jauge de contrainte piézoélectrique. Par la suite, Bailey et
Hubbard [5] ont utilisé un film de polymere piézoélectrique (PV F3) afin de controler les
vibrations d’une poutre de type encastrée-libre. Beaucoup d’autres travaux ont été ef-
fectués afin de modéliser le comportement des actionneurs piézoélectriques. Crawley et

de Luis [24] ainsi que Crawley et Anderson [23] ont présenté des modeles détaillés pour
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I'utilisation d’actionneurs piézoélectriques afin de controler I’amplitude vibratoire d’une
poutre soumise a une excitation. Hagood et al. [39] ont, par la suite, modélisé le couplage
se produisant entre le piézoélectrique et la structure a controler. Par la suite, Dosch et al.
[30] et Hagood et Anderson [4] ont démontré la possibilité d’utiliser un piézoélectrique a la
fois comme capteur et comme actionneur. Les actionneurs et capteurs mis en oeuvre dans
les modeles sont généralement, soit des pastilles céramiques piézoélectrique (ou polymere)
soit des ”couches” piézoélectriques. Du fait des problemes de fabrications et de poids, de
nombreux auteurs se sont attachés a étudier 'utilisation de capteurs et actionneurs en
couches fines ou discrets localisés. Ceux-ci peuvent alors, soit recouvrir la surface comme
dans les travaux de Veley et Rao [77], soit étre incorporés dans la structure [15]. Le pre-
mier type de capteur en surface utilise le mécanisme par extension Fig. 1.2.a, le deuxieme

utilise le mécanisme par cisaillement Fig. 1.2.b.
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Configuration non-déformé d’action par cisaillement Poutre déformée par le cisaillement de 1" actionneur

b} mecanisme d’action par cisaillement

F1G. 1.2 — Représentation schématique des mécanismes d’action par extension et cisaille-
ment

Le mécanisme par extension a été le premier, et est encore trés étudié. Pour ne citer
qu’eux Saravanos et Heyliger [42]; Gopinathan et al [38]; Benjeddou et Deti [13] ont
modélisé, pour leur part, des sandwichs utilisant ce mode d’action au niveau de la couche
piézoélectrique. 11 s’agissait d’utiliser bien souvent un piézo-polymere tel que le PVDF
(ou un piézo-céramique) qui, soumit & un champ transversal parallele a sa polarisation,
produit une déformation par extension de la couche. Avec la généralisation de I'utilisation
de piézo-céramique, telle que le PZT, matériau pour lequel le coefficient d’interaction
électrique mécanique le plus élevé n’est pas forcément celui provoquant une déformation
par extension, ont voit de plus en plus de travaux étudiant le comportement des couches

piézoélectriques par activation du mécanisme par cisaillement. Benjeddou [15] a pour



1.2. Solutions actives 13

sa part comparé les deux mécanismes et mis en place des modeles pour différent cas
d’utilisation en cisaillement du piézo. Qu’il s’agisse d’'un piézo travaillant en extension ou
en cisaillement un élément d’étude important est la localisation des patchs. La aussi, de
nombreux travaux ont permis de fixer les positions optimales des capteurs et actionneurs
dans le but de réduire les vibrations dans une plage de fréquence donnée. Hiramoto et al.
[43] ont quant & eux développé une méthode permettant d’obtenir une localisation idéale
pour le contrdle en boucle fermée. Batra et al. [8] ont utilisé les séries de Fourier pour
I’analyse de la vibration harmonique en flexion d’une plaque élastique avec des capteurs
piézoélectrique collés aux extrémités des surfaces. Dans les cas ot les patchs sont remplacés
par des couches, la modélisation des sandwichs élastique/piézoélectrique progresse suivant
deux voies :
— une meilleure représentation du comportement mécanique,
— une meilleure modélisation du comportement électrique.

Les travaux fondamentaux de Tiersten [74] ont donné la base théorique du compor-
tement d’une plaque piézo. Puis suite aux travaux de Lee [51], une simplification du
modele a été obtenue en utilisant les hypotheses de Kirchhoff dans le cas des plaques.
Des lors, de nombreux chercheurs ont utilisé le modele CLPT (Classical Laminate Plate
Theory) dans des modélisations analytiques et numériques de plaques piézo. Heyliger
[41] a montré les limites de ce modele dans le cas ou le rapport longueur sur hau-
teur et faible. Quoiqu’il en soit, la plupart des modeles 2D sont basés sur la CLPT
(champs de déplacements linéaires dans 1’épaisseur) et considérent le champ électrique
comme constant dans I’épaisseur. Des modeles plus précis tel que la ”théorie des couches
discretes” de Mitchell et Reddy [62] et la théorie multicouche de Saravanos et al [71] ont
été développé pour une meilleure représentation du comportement électromécanique du
matériau. Le dernier modele présente quant a lui de bien meilleurs résultats que la CLPT

ou le modele FSDT de Gopinathan et al [38].

1.2.1 Théorie du controle

Il existe deux approches radicalement différentes pour controler activement une struc-
ture. La premiere est 'approche dite ”Feedforward Control” qui consiste en un controle
de type prédictif, appelé aussi ”a priori”. Dans le cas du contrdle par anticipation, les

régulateurs travaillent sur la base de mesures alimentant un modele mathématique et/ou
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logique plus ou moins complexe décrivant le comportement du processus. C’est alors le
modele qui élabore la grandeur de pilotage. Ce type de controle suppose que la perturba-
tion du systeme est prévisible, c’est notamment le cas lorsque :

— Le controle concerne des applications liées aux machines tournantes ; la perturbation

tend alors a étre harmonique.
— La perturbation se propage a travers le systeme de telle sorte qu’elle est, en tout
point de la structure, fonction de sa valeur en amont.

En raison de sa simplicité d’utilisation, la forme la plus courante d’algorithme adaptatif est
celle utilisant I’algorithme LMS (Least Mean Square). La seconde approche dite ” Feedback
Control” est la plus classique et la plus applicable, cela est du & la simplicité du principe,
ce type de controle consiste en une régulation par un systéme et/ou logiciel ayant en
charge de faire respecter une consigne de grandeur par rapport aux mesures entrantes en
fournissant une grandeur de pilotage aux actionneurs agissant sur le processus. Il existe
plusieurs méthodes de controle actif par rétroaction :

— Le controle optimal,

— Le controle actif dit classique.
Le controle optimal consiste en la minimisation d’un indice de performance défini au
moyen des matrices pondérant les états et les commandes du systeme. Le controleur actif
classique est généralement robuste. Les régulateurs sont alors le plus souvent de type PI
(Proportionnelle - Intégrale) ou PID (Proportionnelle - Intégrale - Dérivée)
Dans le cadre de notre étude nous nous concentrerons sur l’approche dite ”Feedback
Control” car elle offre ’assurance de la stabilité lorsque 'actionneur et le capteur sont
co-localisés [69] ; de plus cette approche est efficace pour la bande de fréquence proche des
pics de résonnances. Nous considererons par la suite uniquement deux lois de types clas-
siques simples a savoir : la loi rétroactive proportionnelle et directe (Direct proportional
feedback) et la loi rétroactive en vitesse avec gain constant négatif (Constant gain negative
velocity feedback). Ces lois font partie de la famille des controleurs dits a basse autorité

et utilisent de préférence des configurations d’actuateurs et de senseurs co-localisées.

Loi rétroactive proportionnelle et directe

Comme son nom lindique, utiliser cette loi revient a appliquer a l’actionneur, un

potentiel ¢,(t) directement proportionnel au potentiel de sortie du capteur ¢4(t). Ce
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potentiel s’écrit :

{¢a(t)} = ga{0s(t)} (1.1)

ol g4 représente le gain de controle.

Cette loi de controle a été utilisée entre autre par Liu et al [52] et Wang et al [78].

Loi rétroactive en vitesse avec gain constant négatif

Cette loi présente un amortissement large-bande qui dépend de la localisation des
actuateurs et des senseurs, ainsi que du gain de la boucle. La loi est telle que le potentiel
appliqué a ’actionneur est égal a 'opposé de la dérivée du potentiel de sortie multiplié

par le gain de la boucle g, ce qui donne

{8a0)} = g0 {0 ()} (1.2)

Cette loi de controle a été utilisée entre autre par Huang et Sun [44].

Controéle optimal

Le controle optimal ou encore la méthode LQR (Linear Quadratic Regulator) est une
méthode de controle pour laquelle on considere que I'état du systeme peut étre connu de
maniére exacte. Cette approche est tres optimiste (pas de perturbations, état du systéme
parfaitement connu), elle permet d’obtenir la meilleure performance pour le contréle du
systéme. De maniere plus réaliste on introduit la méthode LQG (Linear Quadratic Gaus-
sian) qui remplace la méthode LQR lorsqu’il y a nécessité d’estimer I’état du systeme. En
effet en présence de perturbations extérieures, ’état du systéme ne peut alors plus étre
connu de maniere exacte et il faut donc dans un premier temps ’estimer avant de pouvoir
l'utiliser pour déterminer le controle. Cette opération d’estimation peut étre réalisée par
un filtre de Kalman. Pour plus de détails concernant ces méthodes, une revue bibliogra-

phique peut étre obtenue dans la thése de Trindade [75].

1.3 Solutions hybrides

Le succes des traitements passifs, combiné aux progres obtenus dans le domaine des

matériaux intelligents, a motivé le développement de traitements actif-passif par l’as-
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sociation de couches viscoélastiques et piézoélectriques Fig. 1.3. Leurs principaux avan-
tages résident dans leur capacité d’augmenter activement le cisaillement du matériau
viscoélastique a travers I’actionneur piézoélectrique, améliorant la dissipation d’énergie ; la
combinaison des performances aux fréquences plus élevées, des matériaux viscoélastiques,
aux tres basses fréquences, des actionneurs piézoélectriques; et enfin I’'augmentation de
la robustesse du controle actif, dans la mesure ou, en cas de mauvais fonctionnement, le

systeme reste amorti Fig.1.3. Depuis le début des années 90, plusieurs configurations de

Piézoélectrique

= & Couche active

[
—I»’ « Couche passive
élastique le—— Structure

Viscoélastique

FiG. 1.3 — Traitement hybride pour le controle des vibrations

traitement ont été présentées dans la littérature. Celle proposée par Plump et Hubbard
[67] a été retenue par la majorité des chercheurs. Néanmoins, une multitude de systémes
ont été proposés selon les positions et types des capteurs/actionneurs. Ainsi, Agnes et
Napolitano [3], Huang et al. [44] et Yellin et Shen [80] ont supposé des actionneurs auto-
capteurs dans le revétement contraint actif (RCA), tandis que Shen [72] et Liao et Wang
[57] ont utilisé des capteurs optiques pour mesurer la fleche du bout de la poutre. Varadan
et al. [76] ont considéré un capteur piézoélectrique collé a coté du traitement hybride. Le-
sieutre et Lee [55] ont proposé de segmenter le traitement afin d’augmenter sa robustesse,
bien que les performances pour les fréquences plus élevées ont été diminuées. Dans ce cas,
les déformations de la surface opposée de la poutre sont mesurées. Cette configuration a
aussi été étendue par Baz [10] en considérant deux traitements collés symétriquement sur

les surfaces d’une poutre, mais seuls les déplacements longitudinaux ont été considérés
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afin d’étudier le mécanisme d’amélioration du cisaillement de la couche viscoélastique.

Au niveau de la modélisation, Agnes et Napolitano [3] ont utilisé la théorie de Kerwin, en
considérant 'effet de 'actionneur piézoélectrique comme une augmentation de la rigidité
de la couche de précontrainte. D’autre part, Baz et Ro [9] sont partis de I’équation de Mead
et Markus [61] pour étudier, par la méthode des ondes progressives, une poutre encastrée-
libre partiellement traitée par le RCA, bien que dans leur cas, une couche piézoélectrique,
servant de capteur, soit placée entre le matériau viscoélastique et la poutre. Ils ont sup-
posé que le capteur et la poutre forment une seule couche dont la rigidité est équivalente a
la somme de celles des deux couches. Dans ce cas, 'action piézoélectrique a été approchée
par une déformation imposée. Cela a aussi été supposé par Shen [72] afin de dériver les
équations de mouvement d’une poutre totalement couverte par un traitement hybride,
qu’il a analysé ensuite a travers I’approche des fonctions de transfert. De méme, van Nos-
trand et Inman [65] ont utilisé ces hypotheses pour développer leur modele éléments finis
(EF) avec quatre degrés de liberté (ddls) par noeud, pour lequel, tout comme Baz [9] et
Huang et al. [44] , ils ont supposé les mémes hypotheses que celles introduites par Baz
et Ro [11] pour leur configuration de RCA, mais en tenant compte aussi des extensions
et flexion de la couche viscoélastique. Ensuite, Lesieutre et Lee [55] ont développé un
modele EF a 9 ddls par élément avec des interpolations quadratiques pour le déplacement
longitudinal et I'angle de cisaillement. Les effets des inerties de rotation ont été pris en
compte pour les trois couches. Par ailleurs, des éléments finis isoparamétriques ont été
utilisés pour étudier des traitements hybrides par Varadan et al. [76]. Dans les deux cas,
des ddls électriques ont été utilisés pour modéliser ’action piézoélectrique. D’autre part,
la méthode de Rayleigh-Ritz a aussi été utilisée par Baz et Ro [11] et Liao et Wang [57]
pour discrétiser les équations de mouvement, o1 'inertie de rotation a été négligée mais les
déformations axiales de la couche viscoélastique ont été considérées. Le dernier modele a
été utilisé par les mémes auteurs pour étudier l'effet des éléments aux bords. Ces derniers
étant modélisés par des ressorts reliant I’actionneur a la poutre. Tout récemment Galucio
et al. [37] se sont intéressés au traitement hybride en dynamique transitoire et ont donné

des modeles simples a base de dérivées fractionnaires.
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1.4 Méthodes numériques pour problemes aux valeurs propres

complexes

Comme nous 'avons déja mentionné, le comportement des matériaux viscoélastiques
dépend de la fréquence des vibrations. Ceci conduit a une matrice de rigidité complexe et
dépendante non linéairement de la fréquence. Cette non linéarité rend difficile la résolution
des problemes de vibrations libre des sandwichs viscoélastiques que 1’on peut écrire sous

la forme discrétisée suivante :

([K ()] - w? [M]) {U} = {0} (1.3)

ou [K(w)] est la matrice de rigidité dépendant de la fréquence. [M] est la matrice de
masse, considérée constante. {U} est le vecteur discrétisé représentant les modes propres
nodaux complexes. La résolution directe du probleme (équation 1.3) permet de déterminer
les propriétés modales (2 fréquence amortie et 7 le facteur de perte) a ’aide de la formule

suivante :

w? = Q*(1 +in) (1.4)

Cependant plusieurs méthodes [73], [6], [19], [59], [27] et [32] ont été développées pour le
calcul de ces propriétés modales. Ces méthodes peuvent étre classés selon deux types :

soit des méthodes dites ”approchées” soit des méthodes dites ”exactes”.

1.4.1 Meéthodes approchées

Parmi les méthodes approchées on trouve la méthode dite d’énergie de déformation
modale (M.S.E) [73]. L’amortissement structurel dans la M.S.E. est défini comme la
somme des énergies de déformation modales des sous systémes, dans la base du systeme
non-amorti, pondérées de leur amortissement matériau respectif, divisée par la somme
des énergies de déformation. En fonction de la précision désirée, il y a deux manieres
d’appliquer cette méthode, a savoir en utilisant le mode réel ou le mode complexe. Dans
le premier cas on suppose que le mode propre du sandwich est proportionnel au mode

propre de la structure non amortie U,, qui vérifie le probleme aux valeurs propres réelles :

([ (0)] - wi [M]) {U;} = {0} (1.5)
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ou [K(0)] est la matrice de rigidité construite en considérant seulement 1’élasticité retardée

du matériau viscoélastique. Le probléme aux valeurs propres complexes (1.3) s’écrit alors :
([K(w)] —w?* M) {U,} =0 (1.6)

On approxime ensuite, [K(w)] par [K(wp)]. On obtient ainsi une approximation de la

fréquence 2 et de 'amortissement 7 a ’aide du rapport :

t w A .

L’amortissement 7 est pour sa part défini par le rapport suivant :

_ énérgie dissipée 1
n= énérgie de déformation stockée ( 8)

Cette méthode permet d’estimer 'amortissement en ne calculant que des modes réels, elle
a donc un cott numérique faible mais elle ne demeure précise que pour des structures
faiblement amorties [28]. On peut améliorer 'estimation de et 7 en utilisant la méme
technique en remplagant U par une autre approximation du mode complexe U.. 1l s’agit

ici de la M.S.E. complexe (MSEC). On résout le probleme linéaire suivant :
([K (wo)] = wo® [M]) {Uc} = {F} (1.9)

ou {F'} est le vecteur des amplitudes des forces sinusoidales imposées. Dans ce cas, (2 et

1 sont donnés par :
02 — {Ue} ' [K " (wo) [{U}

(U [MI{U:}
~ AUY KT (wo){U} (1.10)

- AU KR (wo){U}

ou [XR] et [XI] désigne respectivement la parie réelle et imaginaire de [X]. Cette
méthode donne de tres bonne estimations [73] dans le cas ou la matrice de rigidité [K (w)]
est constante. Cependant, I’approximation du mode {U} par {U.} peut étre insuffisante
lorsque [K(w)] dépend de w.

Une autre méthode approchée souvent utilisée est la méthode directe de réponse en

fréquence. Celle ci considere 'analyse de la réponse du systéme en régime harmonique.
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Dans ce cas, I’équation du probleme est donnée par :
([K(w)] —w? M) {U} = {F} (1.11)

ou {F} est le vecteur des amplitudes des forces sinusoidales imposées habituellement
prises comme réelles et définie de maniere a exciter le mode correspondant ; ’excitation
de I’ensemble des modes s’obtenant en imposant toutes les composantes de { F'} non nulles.
On cherche ensuite la solution {U(w)} (courbes de réponses), ce qui impose ’assemblage,
la décomposition et l'inversion de la matrice de rigidité dynamique complexe ([K(w)] —
w? [M]) pour chaque pulsation w. A partir des courbes de réponses en fréquence, des pics
de résonance sont mis en évidence. Ainsi, le calcul des facteurs de perte de la structure
peut se faire a ’aide de la méthode des bandes passantes a 3 dB Fig. 1.4 et le facteur de

perte a pour expression (1.12)
Déplacement

Maxi [ ______

Maxi/N2 | __________ ] __

B e

Fréquence

()] 1 (qn ()] f

FiGc. 1.4 — Calcul d’amortissement par la méthode des bandes passantes.

n= ot (1.12)
Wm

avec wy, la pulsation correspondant au déplacement maximal, wy et w; les pulsations

correspondant au deplaeemel\% mazimal o vec w; < wy. Cette méthode est avant tout une

méthode permettant d’estimer ’amortissement a partir de résultats expérimentaux et
présente par ailleurs quelques inconvénients si elle est appliquée avec un grand nombre
de degré de liberté. En effet, 'obtention de la courbe de réponse U(w), Fig. 1.4, est tres

colteuse quand une solution complete est exigée et de plus ’évaluation du facteur de perte
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n’est valide que pour un amortissement petit et pour des fréquences propres suffisamment

séparées.

1.4.2 Méthodes dites exactes

Parmi les méthodes exactes, la plus connue est la méthode QR. Cette méthode permet
de calculer les valeurs propres d’une matrice complexe constante [6]. Le principe de base

de l'itération QR est de décomposer la matrice complexe A sous la forme :

[A] = [Q[R] (1.13)

Avec [Q] matrice orthogonale et [R] matrice triangulaire supérieure. Une fois [Q] [R] ob-
tenue, la matrice [R] [@Q] est formée. On itere ce calcul sur la matrice obtenue. Lorsque la
suite matricielle est convergente, elle tend vers une matrice triangulaire supérieure sem-
blable a [A], dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres A de [A]. Pour obtenir
les vecteurs propres de [A], il suffit de résoudre le systeme : ([A] — A[I]) {z} = {0}, ou [{]
est la matrice identité. Pour plus de détails sur cette méthode nous invitons le lecteur a
se reporter a la these de Duigou [33].

. Bien que la méthode QR permette de déterminer précisément toutes les valeurs propres,
elle présente deux limitations majeures. En effet, elle ne peut pas étre utilisée si la matrice
de rigidité dépend de la fréquence et surtout elle n’est efficace que pour des structures a
faible nombre de degrés de liberté.

Depuis une vingtaine d’années de nouvelles méthodes permettant de résoudre directement
le probléme non linéaire aux valeurs propres complexes (équation 1.3) ont été développées.
Chen et al [19] ont proposé une méthode d’itération-réduction en deux pas. Le premier
consiste & obtenir une solution de perturbation au premier ordre. Le deuxiéme pas est une
technique itérative pour trouver les valeurs propres complexes. Cette derniere est couplée
avec un algorithme de Lanczos et une base réduite. La méthode d’itération réduction est
une sorte d’algorithme de Newton. Elle demande souvent beaucoup d’itérations, ce qui
augmente le temps de calcul pour des problemes a grand nombre de degrés de liberté .
Ma et He [59] ont proposé une méthode asymptotique qui n’a été appliqué qu’au cas ou
la matrice de rigidité [K (w)] est constante et s’écrit sous la forme [K1]4+[K3] (1+i8) ou 3
représente le facteur de perte de la couche viscoélastique et les matrices [K;] et [K2] sont

constantes. Les modes propres, les fréquences propres et ’amortissement sont exprimés
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dans ce cas sous forme de séries entieres en (3 :

{U} = {Uo} + p{U} + p? {Us} + p° {Us} + p* {Us} + ...

02 = D2+ p2Q% + 02
0 T MR TRy (1.14)

in = un + pdns + pdns

p=1i3

Les nouvelles expressions sont alors injectées dans ’équation (1.3). Une suite de probléeme
récurrents est obtenue et résolue en utilisant la normalisation des modes complexes :
(U} [M]{U}=1.

Les fréquences propres et les facteurs de perte modale sont ainsi calculés & 1’aide des
formules (1.14) en se limitant a l'ordre 5. L’approximation résultante a été améliorée en
utilisant les approximants de Padé [35]. Technique qui améliore le rayon de convergence des
séries. Cependant cette méthode ne peut étre appliquée aux cas de grand amortissements
et aux probléemes dont la matrice de rigidité est dépendante de la fréquence. Il faut dans
ce cas, un nouveau parametre de développement. En effet, dans ces cas, les séries ne
convergent généralement pas et une méthode de continuation est nécessaire. Partant de
ce constat Daya et Potier-Ferry [27] ont proposée une méthode couplant la technique
d’homotopie et la technique de perturbation pour résoudre le probleme (?7). Il s’agit
d’une méthode asymptotique pour laquelle une procédure de continuation est proposée.
A partir des modes propres non amortis, les modes complexes sont déduits par la technique
de perturbation. La méthode précédente utilise des pas de continuation pour lesquels il
faut décomposer une matrice complexe ce qui double le nombre de degrés de libertés. Afin
d’éviter la décomposition de matrices complexes, des algorithmes itératifs d’ordre élevés
ont été développés par Duigou et al. [32]. Ils sont basés sur les mémes techniques que la
méthode de continuation avec cependant des pas qui ne nécessitent que l'inversion d’une

matrice réelle.

1.5 Conclusions et propositions

D’apres cette revue bibliographique, peu de travaux ont été dédiés au calcul des pro-
priétés amortissantes des structures hybrides constituées de matériaux piézoélectriques

et viscoélastiques. Ce genre de structures pose deux types de problemes. Le premier est
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lié au modele qui doit prendre en compte le cisaillement de la couche visqueuse et le
couplage électromécanique avec un cotiit de calcul raisonnable. Le deuxieme probleme est
d’ordre numérique et est lié a la matrice de rigidité qui est complexe et dépendante de la
fréquence et du controle. Cette dépendance rend difficile la mise en oeuvre des méthodes
classiques de recherche des modes propres, de calcul de réponses et d’analyse des vi-
brations non linéaires. Dans ce travail nous proposons d’établir des modeles analytiques
et numériques pour caractériser les propriétés amortissantes des sandwichs a 5 couches
piézoélectrique/ élastique/ viscoélastique/ élastique/ piézoélectrique. Les modeles analy-
tiques concernent des sandwichs de type poutre et conduisent & une approche modale
simplifiée des fréquences et des amortissements. Les modeles numériques engendrent le
développement d’une classe d’éléments finis sandwich de type coque et d’un algorithme
numérique pour le calcul des vibrations libres de ces sandwichs. Enfin, une approche ana-
lytique et modale est proposée pour I’étude de I'amortissement passif a base de matériaux
piézoélectriques. Cette étude analytique est menée dans le cas d’une poutre sandwich a

coeur piézoélectrique.



24

Chap 1. Etude Bibliographique




Chapitre 2

Modele analytique de poutre

sandwich a amortissement hybride

2.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre, la formulation théorique d’une poutre présentant un
amortissement a caractere actif/passif. La géométrie du sandwich & 5 couches est décrite
dans la Fig. 2.1. Le modele est choisi de la maniere la plus simple possible incluant une
cinématique de type Euler-Bernoulli et de type Timoshenko ainsi que I'’hypothése d’un
champ électrique purement transverse. Différent niveaux d’approximations sont considérés
et le traitement du probleme électrostatique dans le capteur est discuté. Cette analyse
est une extension des travaux effectués par Duigou et al [33] pour les laminés & trois
couches : piézoélectrique/ élastique/ piézoélectrique. L’analyse conduit & une approche
modale simplifiée permettant le calcul des propriétés amortissantes de ces structures. Les
résultats obtenus sont comparés a ceux obtenus a l'aide de la modélisation par éléments

finis 2D en utilisant le code de calcul Abaqus.

2.2 Modele cinématique et lois de comportement

Pour décrire les propriétés de la poutre sandwich en question, nous considérons une
cinématique de type Euler-Bernoulli pour les différentes couches dures (piézoélectriques et
élastiques) et une cinématique de type Timoshenko pour la partie centrale viscoélastique.

Les couches supérieure et inférieure jouent respectivement les réles de capteur et action-

25
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z(3)
O ’.’ - S Q’S’ - hs
T~ T T T oo ’.’ ’C’ ””””””””””””””””””””””””” Q’e’]: he
OfF-----"----"----- ’.’ ’Ij ””””””””””””””””””””””” Q’V’ --r h;, ”””” > X (1)
B ’.’ ’E’ ””””””””””””””””””””””” Q’e’z’ he
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L

F1a. 2.1 — Notations pour le sandwich piezo/elast/visco/elast/piezo

neur et sont reliées par une loi de controle en boucle de rétroaction. Les déformations de
cisaillement résultent de la différence de déplacement dans le plan des couches élastiques

(e1,e2), Fig. 2.1. Nous considérons les hypotheses classiques [25], [59] et [70] suivantes :

— Il n’y a pas de glissement entre les différentes couches du sandwich.

— Tous les points d’'une méme normale a ’axe de la poutre ont le méme déplacement
transverse.

— Les matériaux sont supposés homogenes, linéaires et isotropes (hormis pour le
piézoélectrique qui est orthotrope).

— La théorie zig-zag est utilisée.

— Les couches piézoélectriques sont supposées fines et agissant suivant le mode d’ex-
tension. (Annexe B)

— Le champ électrique ne dépend, dans ’espace, que de la variable x.

— Le coeur est conducteur avec un potentiel uniforme fixé a zéro.

— La fleche w est la méme dans les 5 couches.

— Les déplacements et les déformations sont petits.

En considérant que l'origine de ’axe z est le plan médian, les déplacements axiaux dans

les couches peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Ui(z,2) = uij(x) — (z — z))w'(x)  i=s,e1,e3,a
(2.1)
Uy(z, 2) = u(x) + 26(x)
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ou z; est 'ordonnée de ’axe médian de la ieme couche :
2s = —2q = (hy + 2he + hp) /2, 2¢1 = —2e2 = (hy + he) /2 (2.2)

p=s ou a, u; représente le déplacement de l'axe de la couche 4, u celui de la couche
viscoélastique et 3 la rotation de la normale du plan médian de cette couche. Les conditions

de raccords cinématiques aux points B,C,D,E définis a la figure Fig. 2.1 peuvent s’écrire

Us(Zp) = Ue1(ZB)
Uer(Zc) = Un(Ze) (2.3)
Uy(Zp) = Uea(Zp)
Ue2(Zg) = Ud(ZE)

A Taide des conditions de raccords précédemment définis (2.3) le nombre de variables
est réduit a 3 : le déplacement axial de la couche centrale viscoélastique, la rotation (8
de la normale au plan moyen dans cette couche et la fleche commune aux 5 couches.
Les déplacements et les déformations axiales dans les différentes couches peuvent s’écrire

uniquement en fonction de u, 3, w, comme suit

us:u—l—@ﬂ—Hw’
ey =+ b — e

Uep = u — LB+ Heoyf

Ug = U — 7” B+ Hu'
ol H = = + he. Les déformations axiales s’écrivent ainsi sous la forme

)
c1s = u + %”ﬂ’ — Huw" — (z — z5)w"

Ele1 = U + %”ﬁ' — %w" — (2= ze1)w"

e1p =u + 2 (2.5)

Elea = U — %’Jﬂ’ + %w” — (2 — ze2)w"

el =t — BB + Hu" — (2 — z,)w"
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2.2.1 Equations constitutives généralisées

Nous considérons ici que les matériaux élastiques et viscoélastiques sont linéaires,
homogenes et isotropes. En accord avec la loi de Hooke et les relations cinématiques
définies par les équations (2.1) et (2.2), on définit l'effort axial N, le moment fléchissant
M des couches élastiques et viscoélastiques ainsi que 'effort tranchant du coeur T comme

suit :

Ney = EcSe(u/ + g/ — Lew) M, = B, w"

Ne, = ESe(u/ — %8 + Lew”) My = EeIe,uw" 26)
N, = S,E, 1/ M, =1,Y x 3

T = ﬁy « (W' + )

ot * représente le produit de convolution, A désigne la dérivée temporelle de A, Y est la
fonction de relaxation, E; le module d’Young, v; le coefficient de Poisson, I; le moment
quadratique et S; Iaire de la section transverse de la i®™® couche.

Les équations constitutives peuvent se réduire dans notre cas comme présenté en annexe

Ba:

o1 c, —ek €1
11 31 (2.7)

D3 62‘;)1 633 E3

ou

* €35
633 — €33 + @

g _ as
€31 = €31 — ;3,633

* Cfs
€11 =6~ gy

La relation champ électrique/potentiel électrique peut s’écrire sous la forme suivante :

Es = —gf (2.8)

Dans cette analyse, on considere que la couche centrale est conductrice avec un potentiel
uniforme fixé & zéro [38]. Souvent dans la littérature, le champ électrique est supposé
variant linéairement a travers 1’épaisseur, en accord avec la méme variation de contrainte

et de déformation [48] [60] [58]. Ici on consideére des couches fines ce qui nous permet de
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considérer un champ électrique constant a travers 1’épaisseur de chaque couche :

Ey=— (2.9)

4
h
ou ¢ représente le potentiel a la surface, h est ’épaisseur de la couche piézoélectrique.

A partir de lexpression (équation (2.5)), on définit les forces axial N et le moment

fléchissant M dans les couches piézoélectrique comme suit :

N, = c;1Sp(u + 5" — Huw') + 5, %gbs M, = ¢ Iw"”
Ny = ¢;1Sp(u/ = "3 + Hu") — e5,72 6, M, = ¢t I (2.10)
oi Iy = [¢(z — 2)%dS i=s,a

2.2.2 Lois électromécaniques équivalentes

En accord avec la cinématique zig-zag, la contrainte dans la poutre sandwich peut étre
représentée par une force normale globale N, un moment global Mg et M, et par une
force de cisaillement, de tel maniére que le principe de d’Alembert s’écrit, en négligeant

les inerties de rotation :

JEANGU + Myow” + Mg + T (65 + 5w') + (pS)eq(Zou + L w)kda = 0

(2.11)
You, ow, 60
ou
(pS)eq = PsSs + pe1Ser + puSy + peaSez + paSa (2.12)
et N, Mg, M,, et T sont définis ainsi
N:NS+N€1+N’U+N€2+NG7
Mg = (N, — N.,) + M, + 2(N; - N,), (213)

My = Mg+ M., + M., + M, — 2 (N., — N,,) — H(N; — N,)
T = gt Y * (&' +5)

On considére que le coeur viscoélastique est fin et mou si bien que les résultantes M,
et N, peuvent étre négligées [70]. En combinant les équations (2.13), (2.6) et (2.10), on

déduit les équations global constitutives du laminés :
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N = (ES)mecu/ + 6;1%(¢3 — gba)
Mg = (ED)gB + yuw” + €, 5 32 (95 + ¢a)

(2.14)
M = 'Ywﬁ/ + (EI>mecw// - 6§1H%(¢5 + ¢a)
T= 2(1+ )Y*(w —|—ﬂ)
avec
)
(ES)mee = 2E.S. + 2¢, S,
2
(EDmee = Ee(le1r + Lo + "£S50) + ¢4 (I, + Is + 2H2S),) (2.15)

Yo = — 2 (heSe Ee + 2651 SpH)
2
(EI)@’ = %(Eese + CTlsp)

On peut remarquer ici qu’il n’y a pas de termes de couplages entre membrane et courbure

du fait de la configuration symétrique du sandwich.

2.3 Condensation du potentiel électrique

Afin de réduire le nombre de variables généralisées on peut éliminer le potentiel
électrique du capteur suivant deux cas :
- Dans le premier cas nous considérons le capteur libre de charge en surface.

- Dans le deuxieme cas nous considérons la présence d’électrodes.

2.3.1 Cas 1 : Capteur libre de charge

Nous supposons qu’il n’y a pas de déplacement électrique dans le capteur piézoélectrique,

celui ci est libre de charges

Zs“r*
/ / Ds(zs)dx)dz = S / €51 * €15(25) — €33 % z )dx =0 (2.16)

P

Le potentiel du capteur ¢ est obtenu comme une fonction des variables cinématiques :

hy
s = 631h ot + 56— Hu') (2.17)
33
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Si 'on considere la relation (équation (2.17)) on peut éliminer le potentiel électrique du

capteur dans I’équation (2.14). Ce qui nous conduit & la loi constitutive modifiée :

N = (ES)equ + a2 8 — aHw" — % %d’a
Mg = a%u’ + (ET) gegB" + Ywequw” + €§1%%¢“ (2.18)
Mw = —aHvu + ’}/weq/B/ + (EI)eqw// - e;lH%gba
avec
(ES)eq — (Es)mec +
o 2
(El)eq = (ED)mec +aH o= egl*sp (2.19)

h €33 %
Yweq = Yw — TUHCV 33

(El)ﬁeq = (EI)/B + (%)204

\
Deux termes de couplages apparaissent dans les équations (2.18) et (2.19). Les termes «
dans 7yeq représente le terme de couplage flexion/rotation d’origine électrique. Le terme
de couplage membrane/flexion (-aH dans N et M,,) est du & la condensation du potentiel
électrique dans le capteur.

Les formules (équation (2.18)) peuvent s’exprimer sous la forme matricielle suivante :

N u'
. S
Mg | = Cl| g |+ 631f¢a[va] (2.20)
Mw w// P
avec
(BS)eq oz —aH -1
[Cl=1 ol (EDgeq uweq et Vol=| & (2.21)
—aH Yweq (EI)eq —-H

La matrice [C] est réelle et symétrique. On peut y voir le terme de couplage mem-

brane/flexion du a la condensation de I’équation électrostatique dans le capteur.

2.3.2 Cas 2 : Application d’électrodes

Nous supposons cette fois-ci comme précédemment qu’il n’y a pas de déplacement
électrique dans le capteur piézoélectrique et qu’une électrode recouvre la couche piézo.

Ceci nous conduit a prendre en compte une nouvelle condition caractérisant I’équipotentialité
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au niveau du capteur (¢s constante suivant la direction x)

Zs"‘th L L * * ¢s
fzs—%” (Jo Ds(zs)dx)dz = Ss [y (€3 * e15(2s) — €53 % 72 )dx =0 (2.22)

Dby _
B =0

Le potentiel du capteur ¢, est obtenu comme une fonction des variables cinématiques :

ex L hv
bs = fjlhp/ (u' + =23 — Hw")dx (2.23)
€33 Jo 2

Si l'on considere la relation (2.23), on peut éliminer le potentiel électrique du capteur
dans I’équation (2.14). Ce qui meéne & une loi constitutive modifiée légerement différente

de celle ne prenant pas en compte I’équipotentialité :

N = (BS)mect +a [y (u/ + 50 = Hu'")dw — e}k,l%%

Mg = aly foL(u, + g — Hw")dz + (EI)gf + ypw” + 631%%% (2.24)
; S

My = —al fO (ul + %/8/ - Hw”)d.f + ﬁ)’wﬁ/ + (EI)mec’LU” — engTi¢a

2
631* S
€gz* P

avec icl aussi o =

2.4 Prise en compte du controle

Nous considérerons deux type de lois de controle en rétroaction. Dans un premier
temps, on ne tient pas compte de ’électrode et une loi de contréle proportionnelle direct

est utilisée :

Pa = gaPs (2.25)

ol gq est le gain direct de contrdle. Si 'on utilise cette loi de contréle on obtient la forme

suivante pour la loi constitutive :

Mg | = ([C] + gaa[Va]. Vi) | 5 (2.26)
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1
Vil=| m (2.27)
—H

La seconde loi de contréle est une loi rétroactive en vitesse avec un gain constant négatif

¢a = _gv¢'s (2.28)

ou g, est le gain en vitesse. A partir de I’équation (2.17)) la loi de controle transforme la

loi constitutive de la maniere suivante

N u’ o
Mg | =[C1| B | —goalVa].V]" | p (2.29)
M, w' w"

Finalement, des modeles constitutifs de poutre (équations (2.26) et (2.29)) sont obtenus,
qui prennent compte tout a la fois le probléeme électrique dans la couche du capteur
et la loi de controle dans l'actionneur. La premiere équation (2.26) est une sorte de loi
élastique, mais sans aucune symétrie de la matrice vu que V, est différent de V5. Ce
manque de symétrie est du au caractére non conservative de la loi de controle (équation
(2.25)). L’équation (2.29) est similaire a une loi viscoélastique de type Kelvin. Néanmoins,
la matrice d’amortissement [V, ][Vs]! n’a pas un signe définis, le probléeme dynamique peut
ne pas étre bien posé comme dans [33]. La derniére conséquence ne doit pas constituer un
frein pour I'analyse des lois de type fréquence.

Si 'on considere ici la présence d’électrodes les modeles sont modifiés et 'on obtient alors

pour la loi de controle proportionnelle directe :

N u’

L hv
Mﬁ = [Celastique] /B/ + Ol[v:aqui] / (U, + ?,B, — Hw/,)d-f (230)
M, w" 0
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avec
(ES)eq 0 0 1—gq4
[Celastique] = 0 (El)ﬁ Yw et [Vveqm‘] = 14 g4 (231)
0 Yw (EI)mec -1 - gdad

et pour la loi de controle en vitesse

N u
L hv L hv .
M/@ = [Celastique] ﬁ/ + [A] / (u/ + ?ﬁ/ - Hw”)dx + [F] / ('&/ + ?/Bl - Hu’/’)dx
M o 0 0
(2.32)
avec
1 —1
Al=a| 1 et Tl=ag, | 1 (2.33)
—1 -1

2.5 Approche modale simplifiée

Afin de définir les propriétés amortissantes de la poutre sandwich nous considérons
les vibrations harmoniques libres. Les inconnus u, w, 3, N, Mg, M, et T sont supposés

sous forme harmonique (w est la fréquence et peut étre complexe) :

u = uezu.)t7 w = welwt, ﬁ — 56“‘”‘/

| A | . (2.34)
N =Ne®t M, =My,  Mg= Mg, T =Te"!

Dans le cas présent, les équations constitutives du matériau peuvent étre définis, comme
explicité dans ’annexe A par un module d’Young complexe E,(w), qui est dépendant de

la fréquence. Ainsi, la force de cisaillement T' s’écrit sous la forme suivante :

T = Gy(w)Sy(w' + ) (2.35)

ou Gy(w) = Qﬁ“i‘:z) est le module de cisaillement complexe qui dépend de w. le probleme

modale défini a partir de ’équation 2.11 devient :
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ou’

BN My My ]| 68 | +T(0+0w) — (p8)eq?(udu + wiw)dir = 0 0

5wl/

You, dw, 4

A partir de ’expression 2.36 et apres intégrations par parties, les équations locales d’équilibres

sont obtenues sous la forme :

N' = pSw?u
My —T=0 (2.37)
M —T'" = pSw?w

Pour faciliter cette étude analytique, nous éliminons le déplacement axial par condensation
statique et négligeons les termes d’inertie membranaire par rapport a ceux en flexion
(N’ =~ 0). En utilisant ’équation (2.37.b) et apres condensation de u, w devient 'unique
déplacement du probleme. Par ailleurs, le facteur de perte modale 7 et la fréquence €2

peuvent étre obtenus sous forme classique [70] :
2 _ 02 :
w = Q1 +1n) (2.38)

Pour étudier analytiquement 1’effet du couplage hybride sur les propriétés amortissantes,
on considere ici une poutre en appui simple (N = 0, w = 0, M,, = 0 et Mg=0) aux

extrémités. Dans ce cas les solutions prennent les formes suivantes :

nm

w = Wsin(kz) B = Beos(kx) u = Ucos(kx) k= T (2.39)

ou W, B, U sont les amplitudes complexes inconnues et k est le nombre du mode (n=1,2,....).

2.5.1 Analyse modale avec un contrdle proportionnel direct

Si'on considere la loi de contréle proportionnel direct (équation (2.25)), la loi consti-

tutive (équation (2.26)) devient :



36 Chap 2. Modele analytique de poutre sandwich & amortissement hybride

N U
Mg | = ([Cl+gaalVal V') | B | (=ksin(kz)) (2.40)
M, KW

En insérant les équations (2.14b), (2.14c), (2.14d) et (2.35) dans les équations (2.37.a) et
(2.37.b), on obtient les équations suivantes dans lesquelles les inconnues se réduisent aux

amplitudes U,B et W.

[(ES)eq — agalU + 2a(1 — gg)B = Ha(l — ga)kW (a)
he o (1 4 ga)k*U — {[(ET) geg + aga("2)?k? + Gy(w) Sy} B = (2.41)
{ [Go(w) Sy + (Yweq — ga’y H) K2 KW (b)

De I’équation (2.41), les amplitudes U, B et W peuvent s’exprimer seulement en fonction

de W :

U
B | = [Rinode] kW (2.42)
kW
avec
Unmode
[Rimode) = | Bmode (2.43)
1
ou
v 2/ {[(BD)geq + aga("3)?] K2 + Gy (w) Sy } + Gu(w)Sy + ('yweq gy H) k2
% [(ET)peq +a9d(@)2] K+ Gu(w)Su} — Fra(l+ ga)k”
—Gy(w) S, + {(%)2 (ﬁ - agd> - (EI)BEQ} k2

(2.44)
Comme le module de cisaillement G, (w) apparait dans 'expression 2.44, [R;,0q4¢] est alors

complexe et dépend de w.
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Valeurs propres complexes

Pour obtenir les valeurs propres w?, la forme variationnelle de I’équation (2.36) est

utilisé avec la condensation de u et 3. les déplacements virtuels suivants sont considérés :
Su=1u=Ucos(kx) , dw=1w=Wsin(kx) , 68 == Bcos(kx) (2.45)

ou X est le complexe conjugué de X.
Ainsi en introduisant les équations (2.42), (2.43), (2.35) et (2.45) dans 1’équation (2.36),

cela nous donne ’expression suivante :

. k' [Rinode)’ ([C] + agalVal-[Vi]") [Rmode] + k*SuGo(w)|Bmode + 117 (2.46)

(Ps)eq

Approximation de la fréquence complexe

L’équation (2.46) ne fournit pas une expression explicite de la fréquence propre car
[Rimode) et le module de cisaillement dépendent de w. Pour simplifier I’expression, nous
considérons le concept de module complexe constant. Ce dernier permet d’écrire le module

de cisaillement G,(w) sous la forme
Gy(w) = G (1 +iny) (2.47)

oi1 1, est le facteur de perte de la couche viscoélastique et G la partie réelle du module
qui représente 1’élasticité retardée.

Une autre approximation peut étre effectuée en négligeant I'influence de ’amortissement
du matériau 7, dans expression du vecteur [R,,,4e], ¢’est & dire en remplagant G, (w) par
G, dans les équations (2.43) et (2.44) ce qui nous ameéne & une analyse modale réelle et

I'on obtient les estimations suivantes de la pulsation propre et du facteur de perte

k* [Rmode]t ([C] + agd[va]-[v;]t) [Rmode] + kQSvaR|Bmode + 1|2
(PS)eq (2.48)

02 —

n o _ k:2SUGﬁ(l""-Bmode)2

o 02 (pS) eq
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On peut remarquer ici que I'amortissement modale est proportionnel a I’amortissement
viscoélastique et que le gain g; de controle peut modifier cet amortissement a travers
Pamplitude B,,04e €t la pulsation 2. Par la suite nous ne considérerons plus que ’analyse

modale complexe ([R,0de] complexe).

2.5.2 Analyse avec un controle dérivatif en vitesse

Si T'on considere la loi de controle dérivative, (équation 2.28), la loi constitutive

(équation 2.29) devient :

N U
Mg | = ([C} — wagy [Va].[Vs]t) B | (—ksin(kz)) (2.49)
M, kW

En procédant de maniere similaire que précédemment, nous obtenons les expressions sui-

vantes des amplitudes U,,ode, Bmode :

U 2% {[(ED)peq — iwagv(%)ﬂ k2 + Go(w) Sy} + Go(w) Sy + (Vuweq + iwagv%H) k2
mode —
2050t {[(BT) ey = iwage()°] K2 + Go(w) S0} = B (a1 — iwoga )R
a2 (1—iw)ge .
B GU(W)SU + {'Yweq + %H (% + Zwagvﬂ k2
mode — 2 [ a2(1—iwgs .
—Gy(w)Sy + [(%) <(%Tqu) - zwagv> - (EI)/geq} k2
(2.50)
ainsi que pour les valeurs propres
2 Kt [Rmode]t ([C} — wagy [Va][‘/s]t) [Rmode] + kQSUG’U (w)|Bmode + 1|2
W2 = (2.51)

(pS )eq

Trois effets structuraux majeurs peuvent étre observés

- Leffet élastique est défini principalement par le terme : [Ry0de]? ([C]) [Rinode)

- L’amortissement passif introduit par la couche viscoélastique s’exprime par la partie
imaginaire de : S,Gy(w)|Bmode + 1|%

- L’amortissement acif s’exprime par le terme [Riode]’ (wago[Va].[Vs]') [Rmode)-

Pour de faibles valeurs du facteur de perte et du gain de contréle, 'amortissement total

est la somme de I’amortissement actif et passif.
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2.5.3 Analyse avec prise en compte des électrodes

A ce stade de 'analyse, la condition d’équipotentialité est considérée. Nous procédons
de la méme maniere que précédemment pour déterminer les valeurs propres complexes.

Dans le cas de la loi de controle proportionnel la loi constitutive s’écrit :

N U
Mﬁ = [Celastique] B (—ksm(kx)) + a[Vequi](I) (2.52)
M, kW
avec
d— (U + %B —HEW)(=1)" — 1) (2.53)

Les amplitudes U, ,ode, Bmode SOnt pour le cas présent

Unmode = bf—ec
Z?:bjc (2.54)
Bmode =~ bd—ae
avec
1—gg)a((=1)"—1)2
a:%LkQ(ES)mec+( 9d) ((L ) )
p = hol=ga)a((=1)"—1)?
2L
¢ = —H(=ga)a((=1)"=1)?
L (2.55)
g — h(tgga((=1)"-1)> '
2L
e = LL(R(ED)s + G,8,) + Melrgaal=1" =1
al(—1)"— 2
f _ %L(k'z")/w 4 G'I'S”U> _ Hhv(1+gd)2[€( Hr-1)
Les valeurs propres quant a elles s’expriment sous la forme
2k2 Umo e+ tho et {
o2 = 2 (gUmoa e + i) (2.56)
(pS)eqL
ol
_ —H(l+ga)a((=1)"~1)*
g L
h = 3L(k2y + G.S,) — Hheltoaa((=1)"=1)" (2.57)

i = 3L (EDmec + GrSy) + oUH022(C0" )7
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Dans le cas de la deuxieme loi de controle on obtient ’expression suivante pour la loi

constitutive :

N U
Mﬁ - [Celastique] B <_k82n(kx)) + [A] o + [F] Q) (258)
M, kW

Les amplitudes Upode;s Bmode S’expriment comme précédemment (voir équation 2.54) avec

cette fois-ci

iwgy)a((—=1)"—1)2
0 = LLE2(ES)pec + LHeonlolZ0" 21
b= ho (14+iwgy )a((—=1)"—1)2
2L

— H(14iwg, )a((~1)" ~1)2
L

d— ho (1—iwgy)a((—1)"—1)2 (259)
- 2L
h2 (1—iwgy)a((=1)"—1)?
—iwgy)a((—1)"—1)2
\ f — %L(kZ,Yw + GTS'U) _ Hhy(1 gZ)L(( Hr-1)
Les valeurs propres s’expriment comme en (2.56) avec
_ —H(1—iwgy)a((—=1)"—1)2
L
h =1Ly + G,.8,) — Hhell=iegy)al(Z)"—1)7 (2.60)

i = LL(K2(ED)mec + Gy S,) + To0=t0)a ()" 217

D’apres les expressions obtenues, lorsque ’on prend en compte ’équipotentialité, il n’y a
pas d’effets électriques pour les modes paire car approximation modale (2.39) conduit a

un potentiel nul d’apres (2.24)

2.6 Applications et commentaires

Dans ce paragraphe, les modeles analytiques développés dans ce chapitre sont ap-
pliqués dans le cas d’une poutre sandwich symétrique & 5 couches piézo/ ela/ visco/ ela/
piézo. Les données géométriques et matérielles des couches élastiques et viscoélastique
sont définis dans les tableaux 2.1 et 2.2. Les couches piézoélectriques sont constituées de

PZT4 dont le comportement est rappelé en annexe B et pour lequel les coefficients valent
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C11 = Cy = 139.0 GPa; C33 = 115.3 GPa

C13 = Cy3 = 74.3 GPa; Cyy = 77.8 GPa

Cyy = Cs5 = 25.6 GPa; Cgs = 30.6 GPa (2.61)
e31 = ez2 = —5.21C/m?; e33 = 15.1C/m?; e15 = eqq = 12.7C//m?

€11 = €92 = 1.31e 8 Farad/m; es3 = 1.15¢ 8 Farad/m

Elastique G.=25GPa r=0.33
Viscoélastique | G,= GT,(147,) | v=0.45

TaAB. 2.1 — Propriétés mécaniques

Poutre L=50h h=10 mm

Elastique he= 6h/15 p = 2040 (kg/m?>)
Viscoélastique  h,= h/15 p = 1200 (kg/m?)
Piezoélectrique h,= h/15  p = 7500 (kg/m?)

TaB. 2.2 — Dimensions des couches pour la poutre

2.6.1 Validations numériques

Afin de valider le modele analytique pour les poutres sandwichs & 5 couches présenté
dans ce chapitre, nous comparons les résultats obtenus par cette approche a ceux obte-
nus en utilisant un modele élément finis 2D avec le code de calcul Abaqus. La poutre
sandwich est soumise a une loi de controle proportionnelle direct. Le maillage éléments
finis, Fig. 2.2, du sandwich est composé de 240 éléments a 8 noeuds de type déformation
plane a intégration réduite. Une procédure de type ” steady-state linear dynamic analysis”
[2] est utilisée pour obtenir la réponse linéaire de la structure soumise & une excitation
continue de type harmonique. Les propriétés modales (fréquence f et amortissement 7))
sont extraites des courbes de réponse a ’aide de la méthode de la bande passante a -3dB
présentée au chapitre 1.

Le tableau (2.3) présente les valeurs de la fréquence et du facteur de perte obtenus au
moyen du modele EF et les valeurs obtenus en utilisant [R,,,qc] complexe (équation (2.46))
pour différentes valeurs du gain gg et de module de cisaillement G,,. Dans le tableau (2.4)

sont présentés les mémes résultats incluant cette fois-ci la condition d’équipotentialité.
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Fic. 2.2 — maillage du sandwich 5 couches sous Abaqus

Dans les deux situations analysés, les résultats obtenus analytiquement (équation (2.46))

et numériquement sont tres proches.

9d Gy f (Hz) f (Hz) n n
(MP,) | analytique | numérique | analytique | numérique
2.5 67.2 67.2 0.171 0.171
1 25 86.4 86.5 0.038 0.038
2500 90.2 90.3 0.00043 0.00042
2.5 66.2 66.1 0.169 0.169
0 25 84.8 84.7 0.038 0.039
2500 88.2 88.1 0.00042 0.00045
2.5 65.1 65 0.167 0.168
-1 25 82.9 82.9 0.037 0.037
2500 86.2 86.2 0.00041 0.00043

TAB. 2.3 — Comparaison entre le modele analytique et le modele EF (numérique). 1,=0.5
controle proportionnel direct. Trois premier modes de flexion.

2.6.2 Analyse des modeles analytiques avec différents gains de controle

direct

Dans cette partie le module de cisaillement du coeur (G,=2.5 MP,) et des couches
élastiques (G.=25 GP,) sont fixés. Ces valeurs de module de cisaillement sont plus ou

moins représentatives de matériaux réels. A partir des figures 2.3 2.4, on peut remarquer
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ga | Go f (Hz) f (Hz) U U
(MP,) | analytique | numérique | analytique | numérique
2.5 66.9 66.8 0.170 0.176
1 25 85.9 85.9 0.038 0.038
2500 89.5 89.6 0.00043 0.00042
2.5 66.0 66.0 0.169 0.172
0 25 84.4 84.5 0.037 0.037
2500 87.9 87.8 0.00042 0.00045
2.5 65.1 65.1 0.167 0.168
-1 25 83.0 83.0 0.037 0.037
2500 86.3 86.2 0.00041 0.00042

TAB. 2.4 — Comparaison entre le modele analytique et le modele EF (numérique). 7,=0.5.
controéle proportionnel direct et prise en compte de I’équipotentialité. Trois premier modes
de flexion

que la pulsation € et que l'inverse du facteur de perte modale % varient plus ou moins
linéairement pour un gain de controle dans la zone -10 < gq < 40. En effet, cette loi de
controle ressemble & une loi de type élastique. Elle modifie la rigidité de la structure et par
conséquent ses valeurs propres. Le facteur de perte modale dépend du controle seulement
a travers le changement de fréquence. La prise en compte de la condition d’équipotentialité
a été testé pour trois valeurs de facteur de pertes (17,=0.1, 0.5, 1). Globalement l'effet de
lélectrode est faible si l'on consideére des valeurs de gain de controle dans une zone [-10,2],
Fig. 2.5. Pour des valeurs hors de cette zone on a un effet plus notable sur la fréquence

et sur le comportement comme on peut le voir sur la figure 2.5.

2.6.3 Analyse des modeles analytiques avec un gain de controéle en vi-

tesse

Les figures 2.6 et 2.7 montre que la loi de controle influe de maniere significative sur
I’amortissement de la structure, mais pas sur les valeurs des fréquences propres. Dans la
zone considérée , 0 < g, < 0.025, le facteur de perte croit linéairement avec le gain de
controle. Par ailleurs, on peut voir sur la figure 2.7 que les courbes sont plus ou moins
paralleles, ce qui sous entend que les contributions de ’amortissement actif et passif sont
additives.

La prise en compte de la condition d’équipotentialité a été testé pour différentes valeurs
du facteur de perte (1,=0.1, 0.5, 1). Nous avons observé que quelque soit le cas testé le

systeme devenait instable.
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900

800

700

600

500

400

s00f =~

200 I I I I I I
-20 -10 0 10 20 30 40 50

Fi1G. 2.3 — Premiére pulsation propre €2 fonction du gain de controle proportionnel direct
g. G,=2.5 MPa, G.=25 GPa.
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FiG. 2.4 — Amortissement 1 du premier mode en fonction du gain de contréle proportionnel
g. G,=2.5 MPa, G.=25 GPa.
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fen
Hz
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= < = Résultats du modele sans conditions
d'équipotentialité

Résultats du modele avec conditions
d'équipotentialité

20 40

FiG. 2.5 — Variation de fréquence avec et sans condition d’équipotentialité n=0.5 controle
proportionnel direct g variant. G,=2.5 MPa, G.=25 GPa.
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F1G. 2.6 — Premiere
MPa, G.=25 GPa.
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pulsation propre §2 fonction du gain de controle en vitesse g. G,=2.5
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Fia. 2.7 — Amortissement 7 du premier mode en fonction du gain de controle en vitesse
g. G,=2.5 MPa, G.=25 GPa.

2.6.4 Modeles analytiques simplifiés

Nous avons jusqu’ici établis des modeles analytiques basés sur la forme de ’ampli-
tude du mode [R;04c|. Celle ci peut étre réelle (équation (2.48)) ou complexe (équation
(2.46)). La prise en compte de la deuxiéme approximation (équation (2.46)) engendre des
difficultés de résolution particulierement quand le module du coeur dépend de facon non
linéaire de la fréquence. Pour celd, nous comparons les résultats obtenus par les deux ap-
proximations quand I'amortissement est de type passif (g4=0). Les résultats obtenus sont
présentés dans le tableau (2.5) pour différentes valeurs de G et n,. D’apres les résultats
obtenus, I’hypothése des modes réels est une bonne approximation pour Gf /Ge <1074
et 1, < 0.5. C’est a dire pour un coeur mou et moyennement amorti.

La méme comparaison a été effectuée quand le gain de controle g4 est différent de zéro en
utilisant les cas présentés auparavant. Elle montre que 'utilisation de la partie réelle de
[Rimode) entraine au plus une erreur de 2%, dans la zone de gain proportionnel -20 < g4 <

50. Hors de cette zone, le systeme devient instable.
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ne | GE | f (Hz) with f (Hz) with n with n with
(MP,) | [Rimnode) r€al | [Rpmode] complex | [Rpode] Teal | [Riode] complex

0.25 44.0 43.9 (0.2%) 0.108 0.107 (0.9%)

0.5 25 65.0 66.1 (1.7%) 0.167 0.169 (1.2%)
25 84.1 84.8 (0.8%) 0.032 0.038 (15.8%)
0.25 43.9 442 (0.7%) 0.214 0.212 (0.9%)

1.0 25 65.6 69.1 (5.1%) 0.26 0.273 (4.8%)
25 84.8 85.9 (1.3%) 0.028 0.049 (42.9%)

TAB. 2.5 — Amortissement purement passif (g4=g,=0). Influence de I’hypothese des modes
supposés réels sur la premiere fréquence propre et amortissement modale associé.

2.7 Conclusions

Dans cette partie nous avons proposés des modeles analytiques donnant ’expression
des propriétés amortissantes des poutres sandwichs de type piézoélectrique/ élastique/
viscoélastique/ élastique/ piézoélectrique. La loi de contrdle de type proportionnelle di-
recte ainsi que la loi en vitesse ont été considérées et les équations constitutives pour le
modele électromécanique global du sandwich ont été établies. L’effet des électrodes sur
la poutre a été modélisé et son impact sur les propriétés amortissantes a été étudié. Les
fréquences propres et le facteur de perte ont été obtenus définissant ainsi I’amortissement
hybride. Les résultats obtenus montrent que le controle proportionnelle directe modifie la
rigidité et les fréquences propres alors que le controle de type vitesse modifie principale-
ment I’amortissement. Les modeles ont été validés par comparaison a un calcul éléments
finis 2D avec le code Abaqus.

Afin de généraliser ces modeles analytiques pour 'analyse d’autres types de structures
(plaques, coques...) et d’autres conditions aux limites, nous présentons dans le chapitre
suivant un élément fini de type coque pour modéliser les plaques et coques sandwich a 5

couches piézo/ élast/ visco/ élast/ piézo.
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Chapitre 3

Eléments finis pour les coques

sandwich a 5 couches

3.1 Introduction

Afin de modéliser les structures sandwichs & 5 couches piézo/ elast/ visco/ elast/
piézo de forme quelconque, nous présentons dans ce chapitre un élément fini sandwich
de type coque. Sa formulation utilise les hypotheses classiques de calcul des sandwichs et
les théories de coques de Kirchhoff et de Mindlin. Il résulte de ’assemblage des éléments
de coques suivant ’épaisseur. A 'aide des conditions de raccord aux interfaces le nombre
de ddl par noeud est réduit a 10 ddl : 8 déplacements et 2 ddl électriques. L’élément
fini sera validé au moyen de comparaisons avec des résultats obtenus analytiquement et

numériquement en utilisant le code commercial Abaqus.

3.2 Champs de déplacements et de déformations

3.2.1 Hypotheses de calcul

Pour décrire les propriétés du sandwich piézo/elast/visco/elast/piézo nous considérons
un comportement de type plaque de Love/Kirchhoff dans les différentes couches dures
(piézoélectriques et élastiques), ainsi qu'un modele de type plaque de Reissner/Mindlin
pour la partie centrale. Les couches supérieures et inférieures jouent, respectivement,
les roles de capteur et actionneur et sont reliées par une loi de controle en boucle de

rétroaction. Les déformations de cisaillement de la couche viscoélastique résultent de la

49
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différence de déplacement dans le plan des couches élastiques (ej,ez), Fig. 2.1 et Fig. 3.1.
Nous utilisons les mémes hypotheses classiques [70] que pour les modeles analytiques a
savoir :

— Il n’y a pas de glissement entre les différentes couches du sandwich.

— Tous les points d’'une méme normale a I’axe x ont le méme déplacement transverse.

Les matériaux sont supposés homogenes, linéaires et isotrope.

La théorie zig-zag est utilisée.
— Les couches piézo-électriques sont supposées fines et agissant en extension.

— Le champ électrique ne dépend dans I’espace que des variables x,y.

Le coeur est conducteur avec un potentiel uniforme fixé a zéro.

La fleche w est la méme dans les 5 couches.

— La rotation de la normale est 1a méme dans les couches élastiques et piézoélectriques.

= = capteur

I N élastique

k ................................... .3 Viscoé|astique
élastique

actionneur

F1G. 3.1 — Définition du sandwich

3.2.2 Déplacements

En accord avec les hypotheses précédentes, les déplacements dans les couches élastiques

et piézoélectriques sont de la forme :

Ul(z,y, z,t) = ul(z,y,t) + (2 — 2;) Re(x, 9, 1)

Vi(x,y,2,t) = vi(z,y,t) + (z — zi) Ry (z,y,1) (3.1)

Wi(z,y,2,t) = w(x,y,t) i=s,e1,e2,a
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ou z est la coordonnée z de chaque plan moyen des couches, u’(z,y,t), vi(x,y,t) et
w'(z,y,t) sont les composantes du déplacement du plan moyen de la i éme couche et
R,,R,, R, sont les rotations de la normale au plan moyen des couches élastiques et
piézoélectriques. Le déplacement de la couche centrale viscoélastique peut s’écrire sous

la forme suivante :

(

U(x,y,2,t) = u(x,y,t) + 2R5(x,y,1)

Ve(x,y,2,t) = v%(x,y,t) + 2RS (2, y, 1) (32)

We(z,y,2,t) = w(z,y,t)

Les conditions de raccords cinématiques aux interfaces nous permettent d’obtenir les
expressions du déplacement dans les couches viscoélastique et piézoélectriques sous les

formes suivantes :

UC(JI,’ y’ Z, t) — ufl (x,y,t)—;—ueZ(@y,t) + Z(uel (x7y7t)_u62 (I,y,t) — %Rx('f, y, t))

c

Ve(a,y, 2 t) = vel(m,y,t);v”(fc,y,t) + Z(vel(fcay,t)h—veQ(%%t) _ %Ry(x,y,t)) (3.3)

(&

Weé(z,y, z,t) = w(z,y,t)

Us(x,y,z,t) = u(x,y,t) + (2 — %)Rx(az, y,t)
Ve(,y,2,t) = v (z,y,t) + (2 — BFle) Ry (2, y, 1) (3.4)
We(z,y,2,t) = w(z,y,t)

U(,y,2,t) = u?(2,y,t) + (2 + "fhe) Ro(x, y, 1)
Va(xa Y, Zat) = vez(xvyvt) + (Z + %)Ry(m»y,t) (35)
Wa(‘r7 y7 Z? t) = w(x7 y7 t)

Le nombre de déplacements généralisés est réduit a 7, a savoir u, v ,u® v w,R;, Ry.

3.2.3 Déformations

En utilisant les expressions précédentes pour les déplacements et en considérant 1'hy-

pothese des petites perturbations, les déformations dans les couches peuvent aussi s’écrire,
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en utilisant les 7 déplacements généralisés précédents, de la maniere suivante :

o o Jo o Fo

o

o o o o o

0 0 (z—zi)a%
0 0 0
0 0 (z—zi)a%
0 & 1
0 £ 0

pour les couches élastiques et avec i = eq, e

S
Yz

o o Jo o Yo

o o Fo o o

o o o o o

o o o o o

0 (2 beghe) D
0 0
0 (- bt
2 1
5> 0

pour la couche réalisant la fonction capteur

o o o o o

o o o o o

o o o o Fo

0 VH’%)%
0 0
0 (z—i—%)a%
2 1
5 0

. ]
(z—2)%
(2 —2) 2%
0
1 n
0
(o gty
(2 — hephe) 2
0
1
0
(2 + beghe) B
(2 + lethe)0
0
1

(3.6)

(3.8)
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pour la couche réalisant la fonction actionneur

(<. ] [G+o& o G-p& 0 0 =g o]
Gl 0 GoRg 0 0 —dd
Yo (T GFESG GHEE G-2)8% G-2)& 0 —2ph g
vE, e 0 - 0 0 —1—1f= 0

(%) L0 e 0 00 1)

(3.9)

pour le coeur viscoélastique.

3.3 Relation électroélastique pour les couches piézoélectriques

Dans cette partie, nous rappelons les lois de comportement et les relations électriques

des couches piézoélectriques fines.

3.3.1 Loi linéaire piézoélectrique

Les équations linéaires piézoélectriques couplant les champs élastiques et électriques

peuvent s’écrire en considérant 'effet direct et I'effet inverse sous la forme suivante :

oij = Cijkicrl — ekij B
(3.10)

Dy, = epijeij + enky

ou 0;; et ;5 sont respectivement les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy et
du tenseur des déplacements, Dy, les composantes du vecteur de déplacements électriques
et F; le champ électrique. Ciji1, eri; et €x; représentent les constantes élastiques qui sont
mesurées a champ électrique constant, les composantes piézoélectriques et les composantes
de la permittivité diélectrique qui sont mesurées a déformation constante. Les matériaux
piézoélectriques sont considérés comme orthotropes et on considere le mécanisme d’ex-

tension (voir annexe B).
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3.3.2 Propriétés électriques

La relation couplant le champ électrique au potentiel est la suivante :
E; = ~(V ¢); (3.11)

Dans cette analyse, nous considérons que les couches viscoélastiques et élastiques sont
conductrices avec un potentiel uniforme fixé a zéro [38]. Souvent dans la littérature, le
champ électrique est considéré comme variant linéairement dans 1’épaisseur, en accord avec
la méme variation pour la contrainte et la déformation [48], [58], [60]. Nous supposons que
les couches piézoélectriques sont fines. Cela nous amene a considérer un champ électrique

constant suivant I’épaisseur de chaque couche piézoélectrique.
(3.12)

ou A¢(x,y) représente la différence de potentiel entre les faces de la couche piézoélectrique

et h, est sont épaisseur.

3.4 Formulation théorique

Dans cette partie, nous présentons la forme des matrices élémentaires de rigidité et
de masse de I’élément sandwich a 5 couches. Pour cela nous établissons par la suite la

formulation variationnelle du probleme dynamique du sandwich a 5 couches.

3.4.1 Formulation variationnelle

En l’absence de charge électrique volumique dans les couches piézoélectrique, les

équations d’équilibres et électrostatique peuvent s’écrire :

Tijj + Joi = piis,

D;; = 0.

(3.13)

ou fp; et p sont respectivement les composantes des forces volumiques appliquées et la

masse volumique. Les équations dynamiques du sandwich s’écrivent en utilisant le principe
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d’Hamilton :
t1

SLdt =0 (3.14)

to
ou 'opérateur  indique la variation de premier ordre et ¢y et ¢; définissent le temps. Les
variations s’annulent a t = ¢y et t = t1. Le lagrangien L est définie par I’énergie disponible

dans les 5 couches :

L=W+E.— E, (3.15)

ol E, est I'énergie cinétique, E} est I’énergie électromécanique, et W ’énergie due aux
excitations mécaniques et électriques extérieures. Considérant qu’il n’y ait aucune charge

électrique extérieure, les énergies se réduisent a :

E. =3 [ pii*dQ
Eh = %fQ(O'ijqj — EZDl)dQ (316)
W = fQ uszde + fo szslds + Zuzfcl

Ici © est le volume du sandwich, fs, sont les forces surfaciques, f., les forces ponc-
tuelles concentrées et Sy le région ou les forces de surface s’appliquent. L’introduction
des équations (3.10) dans le principe d’Hamilton (3.14), nous conduit a la stationnarité

de la fonctionnelle Lagrangienne pour des du; et d¢; admissibles.

SW + 0E, — 6E, =0 (3.17)

3.4.2 Formulation élément finis

Rappelons que le nombre de déplacements généralisés avaient été réduit a 7 (3.3, 3.4
et 3.5). Cependant lorsqu’on considére des éléments coques on se doit d’introduire une
rotation fictive R, [7], afin de connecter les vecteurs de rotation entre des éléments voisins.

Les déplacements et les potentiels électriques de 1’élément peuvent étre définis dans chaque
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couche en fonction des variables nodales, précédemment décrites, comme suit :

{ b }t:{ Ui vVi,we }
0 = | { e
ol 1)
}t - {ueljvvelﬁue2j’ve2j7wj’ij7Ryj’sz}
b = {00j:04,}

1=s,e1,ce9,6a k=s,a and j=1.NE

(3.18)

e

IS

¢€

{
{
{
{

ol NE est le nombre de noeuds, {(7 Z} est le vecteur déplacement dans chaque couche ?,
[Nui] et [NJ] sont les fonctions d’interpolations pour les variables de {(7 Z} et {<I>’} On
souligne ici que les fonctions de formes linéaires utilisées pour le potentiel {<I>Z} sont iden-
tiques a celles utilisées pour les vecteurs de déplacements {(7 ’} En injectant la relation
déformation-déplacement, en terme de déplacement nodaux, dans chaque couche ¢ nous

obtenons une formulation discrétisée de la déformation mécanique :
{5'} = [B.'] {u"} (3.19)

ou [Buﬂ est le produit de la matice de I'opérateur différentiel reliant {SZ} a la ma-
trice des fonctions de formes [Nul] De la méme manieére nous avons dans chaque couche

piézoélectrique :
{B) = —v {ot} = v [N*]{o} = - [B,] (0} (3.20)

ou [By] réalise le produit de la matrice de I'opérateur différentiel V avec la matrice de
fonctions de formes [N¢k].

En substituant les équations (3.10), (3.19), (3.20) et (3.16) dans les équations (3.17) et
en assemblant les équations de 1’élément, on obtient la forme discrétisée du probleme de

dynamique du sandwich :

[Kuu] {u} + [Kug] {6} + [Muu] {ii} = {Fu}

(3.21)
(K]} + (K] {0} = {0}
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ou [Kuyy), [Myul, [Kug| et [Kgg) sont respectivement les matrices de rigidité, de masse,
piézoélectrique et de permittivité. { F}, } est le vecteur de forces appliquées. Ils sont donnés

par les formes élémentaires suivantes :

[Myu)® = Z / e p[N]' [N, dore

(Kl =Y [ B[] [B] dse

i 7Y

[K5¢]e = Zk: /1)5 [Bukr[e]t [BJ] Qe i=e1,e2,8,a,C (3.22)
k

L] =Y [ BB ks
kE 7V
{F.} = Z(/J [N fo,d2° + /se [N fodSC + [N]' fo)

2

Ainsi une classe d’éléments finis sandwich est développée. Celle ci a 10 d.d.l. par noeud :
les déplacements longitudinaux dans les couches élastiques, la fleche commune, les rota-
tions dans les couches élastiques et les d.d.l. électriques ¢%, ¢°. Pour obtenir un élément
sandwich il suffi de choisir un type d’élément pour les couches élastiques. Dans ce travail,
nous avons mis en place un élément sandwich triangulaire a 3 noeuds de type DKT 18

(Discrete Kirchhoff Theory) [7].

3.4.3 Prise en compte du controle

Lorsque une structure vibre, la couche capteur génére une tension de sortie qui est
amplifiée et réintroduite via, une loi directe proportionnelle, ou une loi controle en vitesse,
dans la couche actionneur. Le controle peut s’exprimer de maniere généralisée sous la

forme suivante (loi PD : proportionnel dérivatif) :

(6"} = 9al6"y +9.{ 4} (3.23)

gaq et g, sont, respectivement, la constante du gain en déplacement et la constante du gain

en vitesse de controle.
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3.4.4 Analyse de la réponse fréquentielle et calcul des propriétés amor-

tissantes

Pour utiliser la classe d’éléments sandwich développés, nous considérons ’analyse de
la réponse fréquentielle d’une structure 5 couches assujettie & une force harmonique. La
force appliquée, les déplacements et potentiels électriques peuvent alors s’exprimer comme

des fonctions harmoniques en temps sous les formes suivantes.

{Fu(z,y,2,t)} = {Fu(z,y,2)} !
{u(z,y, z,t)} = {U(x,y,2)} et (3.24)
{6z, y,2,0)} = {®(x,y, 2)} e

ou w est la pulsation d’excitation et i = \/—1. Par substitution de ’équation (3.24) dans

I’équation (3.21), les équations globales de la dynamique de I’élément fini peuvent se

réécrire :
Kuu(w) Kup, Kug, My 0 0 U F,
(| Kpu, Koo, 0 | =] 0 00])g @ p=4 0 (3.25)
Kou, 0 Ky, 0 00 o, 0

Le potentiel généré au niveau du capteur peut se réduire a :

{5} = [Kool, ™ [Koul {U} (3.26)

de I’équation (3.23) nous obtenons

{Qa} = (92 + iwgo) [Kosl, ' [Ksul, {U} (3.27)

Par substitution des équations (3.26) et (3.27) dans I’équation (3.25) nous obtenons les
équations dynamiques réduites de la loi de controles apres condensation des degrés de

liberté électriques.

([K(@)] +i[C(w)] = o [Mua]) {U} = {Fu} (3.28)
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ol

(K ()] = RAEK ()]} + (Kugl, + 9alKus]) [ Kool [Koul,

[C(0)] = S{[Kuu(@)]} + wgo[Kugly (Kool K sul,
R(a) et I(a) désigne respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de a. Ky, (w)]
est la matrice de rigidité complexe dont la partie imaginaire dépend de la fréquence. Cette
partie imaginaire caractérise le comportement dissipatif due a la couche viscoélastique de
la structure.
Pour déterminer les propriétés amortissantes du sandwich, nous utilisons la méthode de
I’énergie de déformation modale complexe, introduite au chapitre bibliographie. Nous

décrivons ici ’application de cette méthode qui se fait selon les étapes suivantes :

— Nous déterminons tout d’abord les modes propres réels de la structure sandwich

non amortie U, qui vérifient le probléme au valeurs propres réelles :

ot [K .y (0)] a été défini précédemment et ne prend en compte que la partie élasticité
retardée pour le coeur viscoélastique.

— On approche ensuite le mode complexe en résolvant le probléme linéaire :
(K (wo)] + i [C(wo)] — wo? [Myu]) {Ue} = {F} (3.30)
ou {F} est le vecteur des amplitudes des forces sinusoidales imposées et

[C(wo)] = S {[Kuu(wo)]} +wogo[Kugl, Kool Kpul,

La partie imaginaire illustre & la fois la dissipation dans le matériau viscoélastique
ainsi que celle due a la loi de controle en vitesse entre les deux couches piézoélectriques.
— On obtient finalement une approximation de la pulsation et de ’amortissement

donnée par :

2 _ {U [Kuu(wo){Ue} _ ()2 -
S A LT A LA G (3.31)
p = el [Cleo)l{Ue)
{Ue} Kuu(O{Uc}

ol w est la pulsation amortie et 1 représente la part d’énergie dissipée sur la part
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d’énergie de déformation stockée.

3.5 Tests de validations

Nous proposons ici une validation de I’élément fini par :
— une comparaison avec les modeles analytiques dans le cas poutre,

— une comparaison avec le code Abaqus dans le cas plaque.

3.5.1 Propriétés des structures étudiées

Les propriétés matérielles des couches viscoélastiques, élastiques et piézoélectriques

sont données dans le tableau 3.1. Les équations constitutives des couches piézoélectriques

Elastique E.=45.54 GPa | v=0.33
Viscoélastique | E,= 7.25 Mpa | v=0.45

TAB. 3.1 — Propriétés mécaniques

peuvent étre résumées sous la forme matricielle explicitée dans ’annexe B avec les valeurs

suivantes pour les différents coefficients

Ci1 = Oy = 139.0 GPa; C33 = 115.3 GPa

Ci3 = Cog = T4.3 GPa: Cpy = T7.8 GPa

Cua = Cs5 = Ce6 = 25.6 GPa

e31 = e3p = —5.210/m?; e33 = 15.1C0/m?; e15 = eaq = 12.7C/m?

€11 = €22 = 1.31e 8 Farad/m; es3 = 1.15e 8 Farad/m

Poutre L=50h h=10 mm

Elastique he= 69h/150 p = 2040 (kg/m?)
Viscoélastique  h,= h/15 p = 1200 (kg/m3)
Piezoélectrique  hp= h/150 p = 7500 (kg/m?>)

TAB. 3.2 — Dimensions des couches pour la poutre

3.5.2 Tests de poutre

Nous considérons ici une poutre simplement appuyée dont les dimensions sont définies

dans le tableau 3.2. Nous analysons tout d’abord le cas d’un contréle proportionnel direct
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(g»=0). Différentes valeurs du gain proportionnel g4 et du facteur de perte sont considérées
(tableaux 3.3, 3.4 et 3.5). Nous comparons, dans les tableaux 3.3, 3.4 et 3.5, les trois
premieres propriétés modales (fréquence et amortissement) obtenus avec 1’élément proposé
et la MSEC, avec le modele analytique présenté au chapitre précédent. Si 'on considere
de petites valeurs pour le gain de controle proportionnel direct (tableaux 3.3, 3.4) nous
obtenons une tres bonne corrélation entre les valeurs modales analytiques et numériques.
Les fréquences different de moins de 2% et 'amortissement de moins de 3%. Comme pour
le modele analytique, la valeurs de g produit principalement un décalage fréquentiel et
ne modifie pas 'amortissement (tableau 3.5). On consideére maintenant le cas d’un gain de
controle en vitesse constant (pas de gain proportionnel direct g4=0). Différentes valeurs

du gain de controle en vitesse g, et du facteur de perte sont étudiés.

e f1 in (Hz) n1 foin (Hz) | nm2 | fsin (Hz) | ms
anal 95,2 0 298,9 0 612,5 0
0 num 96,5 0 303,1 0 622,2 0
différence(%) 1,33 0,00 141 0,00 1,55 0,00
anal 95,5 0,0740 299,1 0,057 612,6 0,035
0.2 num 96,3 0,0741 303,5 0,057 622,6 0,035
différence(%) 1,31 0,13 1,45 0,00 1,61 0,00
anal 96,2 0,144 299,7 0,113 613 0,07
0.4 num 97,5 0,144 304,6 0,114 623,9 0,07
différence(%) 1,30 0,00 0,77 0,00 1,75 0,43 (3.32)
anal 97,4 0,205 300,7 0,168 613,6 0,105
0.6 num 98,7 0,206 306,6 0,169 626,1 0,105
différence (%) 1,30 0,49 1,03 0,59 2,00 0,00
anal 99,0 0,256 302,2 0,221 6145 0,14
0.8 num 100,2 0,258 309,5 0,223 629,2 0,139
différence(%) 1,23 0,78 2,36 0,90 2,34 0,72
anal 100,8 0,296 304,0 0,272 615,6 0,174
1 num 102,0 0,299 313,4 0,275 633,4 0,173
différence(%) 1,22 1,00 3,00 1,09 2,81 0,58

TaB. 3.3 — Trois premieres propriétés modales obtenues de maniere analytique et
numérique pour différentes valeurs du facteur de perte 7,.( avec un gain de controle
proportionnel gz=-1, et pas de gain de controle en vitesse g,=0 )

Nous comparons dans les tableaux 3.6, 3.7 et 3.8 les trois premieres propriétés modales
(fréquence et amortissement correspondant) obtenues avec ’élément proposé et avec le
modele analytique présenté au chapitre 2. Si 'on considere de faibles valeurs du gain de
controle en vitesse et le premier mode (tableaux 3.6 et 3.7) nous obtenons des résultats
en adéquation avec les résultats analytiques. Les fréquences different de moins de 2% et
I’amortissement de moins de 3%. Pour les modes d’ordres plus élevés et pour des valeurs
du facteur de perte viscoélastique plus importantes 1’écart entre les résultats obtenus

analytiquement et numériquement est plus important. Ceci est principalement du a la
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o f1 en (Hz) m foen (Hz) | m2 | fsen(Hz) | mn3
anal 39,8 0 280,83 0 573,4 0
0 num 91,0 0 284,8 0 582,6 0
différence (%) 1,34 0,00 1,40 0,00 1,58 0,00
anal 90,1 0,0740 281,0 0,059 573,5 0,037
0.2 num 91,3 0,0741 285,2 0,059 583,0 0,037
différence (%) 1,33 0,00 1,47 0,34 1,64 0,65
anal 90,8 0,143 281,6 0,117 573,9 0,074
0.4 num 92,0 0,144 236,35 0,117 584,4 0,074
différence (%) 1,30 0,42 1,66 0,00 1,80 0,14 (3.33)
anal 91,9 0,204 282,7 0,173 574,6 0,11
0.6 num 93,1 0,205 288,3 0,174 536,6 0,11
différence (%) 1,28 0,49 1,94 0,57 2,05 0,27
anal 93,4 0,254 284,1 0,227 575,5 0,146
0.8 num 94,6 0,256 291,2 0,230 589,8 0,145
différence (%) 1,26 0,78 2,44 1,18 2,42 0,69
anal 95,1 0,293 286,0 0,279 576,6 0,181
1 num 96,3 0,296 295,2 0,282 594,1 0,18
différence (%) 1,23 1,01 3,00 1,09 2,94 0,56
TAB. 3.4 — Trois premieres propriétés modales déterminées analytiquement et

numériquement pour différentes valeurs du facteur de perte viscoélastique 7,.( controle
proportionnel de gain g4=-20, pas de controle en vitesse g,=0 )

v ga=-1 ga=-20 ga=-150
f1 en (Hz) N1 f1 en (Hz) m f1 en (Hz) 1
anal 95,2 0 89,8 0 44.8 0
0 num 96,5 0 91,0 0 55 0
différence (%) 1,33 0,00 1,34 0,00 1,58 0,00
anal 95,5 0,0740 90,1 0,074 45,1 0,12
0.2 num 96,8 0,0741 91,3 0,0741 45,8 0,12
différence (%) 1,31 0,13 1,33 0,13 1,53 0,00
anal 96,2 0,144 90,8 0,143 15,8 0,23
0.4 num 97,5 0,144 92,0 0,144 46,5 0,23
différence (%) 1,30 0,00 1,30 0,42 1,53 1,29
anal 97,4 0,205 91,9 0,204 46,8 0,32
0.6 num 98,7 0,206 93,1 0,205 47,6 0,31
différence (%) 1,30 0,49 1,28 0,49 1,66 1,32
anal 99,0 0,256 93,4 0,254 48,1 0,38
0.8 num 100,2 0,258 94,6 0,256 29,0 0,39
différence (%) 1,23 0,78 1,26 0,68 1,86 2,56
anal 100,8 0,296 95,1 0,279 49,6 0,42
1 num 102,0 0,299 96,3 0,282 51,3 0,41
différence (%) 1,22 1,23 1,23 1,01 3,26 2,20

(3.34)

TaB. 3.5 — Premiere propriété modale déterminée analytiquement et numériquement pour
différentes valeurs du facteur de perte viscoélastique 7, et différents gains de controle
proportionnel direct g4, pas de controle en vitesse g, =0
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N f1 en (Hz) m f2 en (Hz) M2 f3 en (Hz) n3
anal 95,5 0 299,8 0 614,5 0
0 num 96,8 0 304,1 0 624,2 0
différence (%) 1,33 0,00 1,41 0,00 1,55 0,00
anal 95,8 0,074 300,0 0,057 614,6 0,035
0.2 num 97,0 0,074 304,6 0,057 624,6 0,035
différence (%) 1,31 0,00 1,51 0,0 1,60 0,0
anal 96,5 0,144 300,6 0,113 615,0 0,07
0.4 num 97,8 0,144 306,4 0,113 625,9 0,07
différence (%) 1,29 0,0 1,89 0,00 1,74 0,0 (3.35)
anal 97,8 0,205 301,7 0,168 615,6 0,105
0.6 num 99,0 0,206 309,4 0,167 628,1 0,105
différence (%) 1,26 0,49 2,49 0,60 1,99 0,0
anal 99,3 0,256 303,1 0,221 616,5 0,140
0.8 num 100,5 0,258 313,7 0,217 631,2 0,139
différence (%) 1,23 0,78 3,38 1,84 2,33 0,72
anal 101,1 0,296 304,9 0,271 617,6 0,174
1 num 102,3 0,299 319,6 0,264 635,4 0,173
différence (%) 1,17 1,0 4,60 2,84 2,80 0,58
TAB. 3.6 — Trois premieres propriétés modales déterminées analytiquement et

numériquement pour différentes valeurs du facteur de perte viscoélastique n,.(gain de
controle en vitesse g,=0, pas de contrdle proportionnel direct gz=0)

méthode de résolution numérique utilisée, a savoir la méthode d’énergie de déformation

complexe (MSEC) qui reste une approximation.

3.5.3 Test de plaque

Le test de plaque concerne la plaque de la figure 3.2, encastrée a un bord et libre a
l'autre. Les dimensions de cette plaque sont définies dans le tableau 3.9 et les propriétés
des couches dans le tableau 3.1. Sachant qu’on ne peut pas modéliser le controle et ’amor-
tissement actif sur Abaqus a ’aide des éléments tridimensionnels, nous nous limitons & une
comparaison des modes propres de la plaque non-amortie obtenus par un modele E.F. 3D
avec le code de calcul Abaqus et a ’aide de notre élément sandwich. Le maillage sur Aba-
qus comprend, 420 éléments 3D a intégration réduite de type C3D20R, avec 5 éléments
dans I’épaisseur. Le calcul a I'aide de I’élément sandwich utilise 168 éléments. Les résultats
obtenus sont présentés dans le tableau 3.10 ou l'on peut observer un bon accord entre ces
résultats. Ensuite, les propriétés amortissantes de la plaque ont été calculées a l'aide de
I’élément sandwich en utilisant la MSEC. Les résultats obtenus sont présentés dans les
tableaux 3.11 et 3.12 pour différentes valeurs du gain de controle et du facteur de perte.
Notons que ces résultats ne sont pas validés a ce stade en terme de calcul d’amortisse-
ment car ce genre de modele hybride n’a pas été traité dans la littérature. Cependant, ces

résultats seront confortés par comparaison a des résultats obtenus a ’aide d’un algorithme
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Mo fiin(Hz) | m foin(Hz) | m2 | fsin(Hz) | n3

anal 95,5 0.036 299,5 0,117 610,2 0,2

0 num 96,8 0.036 305,5 0,119 642,0 0,286

différence (%) 1,31 0,0 1,96 1,68 4,95 2,1

anal 95,6 0,11 298,4 0,175 608,7 0,30

0.2 num 96,9 0,11 306,7 0,179 643,5 0,31

différence (%) 1,34 0,0 2,71 2,23 5,41 4,22

anal 96,1 0,18 297,8 0,233 605,7 0,33

0.4 num 97,5 0,181 309,1 0,241 6474 0,355
différence (%) 1,44 0,55 3,66 3,32 6,44 7,04 (3.36)

anal 97,1 0,243 297,5 0,291 603,0 0,37

0.6 num 98,5 0,243 312,8 0,302 652,3 0,404

différence (%) 1,42 0,00 4,89 3,64 7,56 8,42

anal 98,5 0,295 2977 0,347 600,5 0,412

0.8 num 100 0,296 318,0 0,36 658,3 0,455

différence (%) 1,50 0,34 6,38 3,61 8,78 9,45

anal 100,1 0,337 298,0 0,402 598,0 0,45

1 num 101,7 0,338 325,0 0,422 665,7 0,51

différence (%) 1,52 0,30 8,31 4,74 10,17 11,76
TAB. 3.7 — Trois premieres propriétés modales déterminées analytiquement et

numériquement pour différentes valeurs du facteur de perte viscoélastique 7,.(gain de

controle en vitesse g,=-0.01, pas de controle proportionnel direct g4=0)

o G,=0 9u—=-0.01 9u—-0.05
f1 in (Hz) 1 f1 in (Hz) 1 /1 in (Hz) m
anal 95,5 0 95,5 0.036 95,2 0,180
0 num 96,3 0 96,3 0.036 96,5 0,181
différence (%) 1,33 0,00 1,34 0,0 1,37 0,55
anal 95,8 0,074 95,6 0,11 94,6 0,258
0.2 num 97,0 0,074 96,0 0,11 96,1 0,258
différence (%) 1,31 0,00 1,34 0,0 1,61 0,0
anal 96,5 0,144 96,1 0,18 94,2 0,334
0.4 num 97,8 0,144 97,5 0,185 96,1 0,332
différence (%) 1,29 0,0 1,44 0,55 1,08 0,60
anal 97,8 0,205 97,1 0,243 94,5 0,404
0.6 num 99,0 0,206 98,5 0,243 96,6 0,4
différence (%) 1,26 0,49 1,42 0,00 2,17 1,00
anal 99,3 0,256 98,5 0,295 95,2 0,464
0.8 num 100,5 0,258 100 0,296 97,6 0,458
différence (%) 1,23 0,78 1,50 0,34 2,46 1,31
anal 101,1 0,296 100,1 0,337 96,2 0,514
1 num 102,3 0,299 101,7 0,338 98,8 0,505
différence (%) 1,17 1,0 1,52 0,30 2,63 1,78

(3.37)

TaAB. 3.8 — Quantités modales (fréquence et amortissement) pour différentes valeurs du
facteur de perte viscoélastique 7, et différent gain de controle en vitesse g,,, pas de controle
proportionnel direct gz=0
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de recherche de valeurs propres complexes présenté dans le chapitre suivant.

Fia. 3.2 — Maillage de la plaque

Plaque L=3I=60h; h=5 mm

Elastique he= 22h/150 p = 2040 (kg/m?)
Viscoélastique  h,= 4h/50  p = 1200 (kg/m?)
Piezoélectrique  hp= h/50 p = 7500 (kg/m?)

TAB. 3.9 — Dimensions des couches pour la plaque

0.005m

0.1m

Mode Fréquence en (Hz) Fréquence en (Hz) différence
avec I’élément coque | avec E.F. 3 D d’Abaqus | relative (%)
1 39,26 38,73 1,35
2 165,66 164,4 0,76
3 185,25 181,32 2,12

TaB. 3.10 — Trois premieres fréquences propres de la plaque non amortie obtenues avec
I’élément coque et avec le modele 3 D du code Abaqus
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M | ga | fi en (Hz) N1
0 39,65 0,019
0.1 [20 33,29 0,017
-50 23,6 0,019
0 95.6 011
0.5 | -20 40,16 0,082
750 93,04 | 0,081
0 41,26 0,12
1.0 | -20 34,58 0,11
50 24,62 0,114

TaB. 3.11 — Premiere caractéristique modale de la plaques avec différentes valeurs du
facteur de perte et trois valeurs différentes du gain de contréle proportionnel direct

Mo v f1 en (Hz) m
0 39,65 0,019
0 [-0,01 39,61 0,050
-0,05 39,17 0,225

0 95.6 011
0.5 | -0,01 40,16 0,082
0,06 | 40,04 | 0,123
0 393 0,206
1.0 | -0,01 41,09 0,163
0,05 20,1 0,344

TAB. 3.12 — Premiere caractéristique modale de la plaques avec différentes valeurs du
facteur de perte et trois valeurs différentes du gain de controle en vitesse

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre un élément fini sandwich de type coque a été développé. Il permet de
modéliser les sandwichs a amortissement hybride. Les propriétés amortissantes, a 'aide
de cet élément, ont été obtenues dans le cas de poutre et de plaque. Ces résultats consti-
tuent une premiere validation de cet élément sandwich, cependant le calcul des propriétés
amortissantes a été effectué a ’aide de la MSEC qui induit des erreurs relativement im-
portantes pour les structures fortement amorties. Pour remédier a ces limitations, nous
proposons un algorithme qui permet d’obtenir les valeurs exactes de la fréquence et de

l’amortissement en résolvant le pobleme des vibrations libres.



Chapitre 4

Méthode numérique pour le calcul
des modes complexes des

sandwichs a amortissement

hybride

4.1 Introduction

Comme nous ’avons mentionné au chapitre 1, dans le cas des sandwichs a 5 couches, la
détermination numérique des propriétés amortissantes, a savoir le facteur de perte (amor-
tissement) et la fréquence amortie, pose probléme car la matrice de rigidité de ces struc-
tures (equation 3.28) est complexe et dépendante de la fréquence et de la température.
Cette dépendance implique que le probléme des vibrations libres se rameéne & un probléeme
aux valeurs propres non linéaire, ce qui rend difficile la recherche des modes et fréquences
propres et I’analyse des vibrations non linéaires.

Pour déterminer les propriétés amortissantes de ces structures, nous avons traité le probleme
de maniere approché en utilisant la MSEC. Ici, nous proposons le développement d’un
algorithme numérique pour résoudre de maniere précise et directe le probleme aux valeurs
propres non linéaires. Cet algorithme utilise les techniques usuelles de la méthode asymp-
totique numérique (MAN) [32], qui sont I’association des techniques d’homotopie et de

perturbation, couplé si besoin aux approximants de Padé [35] pour améliorer le domaine

67
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de validité des séries. Le principe général de la méthode est : a partir des modes propres
non amorties nous déduisons les modes complexes a ’aide d’'une méthode de perturbation.
Avant de présenter I'algorithme de recherche des modes propres des structures sandwichs
a b couches nous rappelons la formulation par élément finis du probleme des vibrations

libres de ces structures.

4.2 Formulation élément finis du probleme des vibrations
propres
Dans le chapitre précédent, nous avions établi que les équations de mouvement régissant

le comportement dynamique du sandwich a 5 couches peuvent s’écrire apres discrétisation

sous la forme matricielle suivante :

[Kuu] {u} + [Kugl {&} + [Muu] {ii} = {Fu}
Kol {u} + [Kpo] {0} = {0}

ol [Kyul, [Muu], [Kus] et [Kge] sont respectivement les matrices de rigidités, de masse,

(4.1)

piézoélectrique et de permittivité électrique. {F,} est le vecteur force appliqué. Ces
différentes matrices s’écrivent de maniere plus explicite telle que décrit par 1’équation
(3.22) du chapitre 3. Le coeur de la structure est composée d’une couche viscoélastique,
nous avons donc ici une matrice de rigidité [K,,,| complexe et dépendante non linéairement
de la fréquence. Si I'on réalise la condensation des potentiels électriques le problemes des
vibrations libres ({F,} = 0) se rameéne au probleme de valeurs propres complexes non-

linéaires suivant :

([K ()] +i[Cw)] = [Mu]) {U} = 0 (4.2)

ol

5 ()] = RA{EKuu ()]} + (Kugl, + galKug)), (Kool [Koul,

[C(0)] = S{[Kuu(@)]} + wgo[Kugl, (Kool [Ksul,
({U},w) sont les éléments propres : {U} modes propres, w pulsations propres et R(a)
et (a) désigne respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de a. Dans le
cas de systemes a nombre de degrés de libertés réduit le systéme est parfois résolu de

maniere exacte a l'aide d'une méthode QR telle que décrite au chapitre bibliographie,
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mais cette méthode est limité aux systemes a petit nombre de degrés de libertés. La
détermination de {U} et w se fait souvent comme nous I'avons fait au chapitre 3 au
moyen de méthodes approchées telles que : la méthode d’énergie de déformation modale
utilisant soit le mode réel soit le mode complexe ou encore par le calcul direct de la
réponse en fréquence. Nous proposons donc un algorithme pour résoudre (4.2) de maniere
directe. Cet algorithme est similaire & celui développé par Daya et Potier-Ferry [27] pour
les toles sandwich viscoélastiques. Par soucis de simplicité, les étapes de notre algorithme,
sont présentées dans le cas ou le comportement du matériau viscoélastique est modélisé
par B, = EE(1+in,) constant. Ceci signifie que [K,,] ne dépend pas de w et s’écrit sous

la forme [K,,] = [K} ] +i[K],].

4.3 Technique d’homotopie

Cette premiere étape nous permet de transformer le probleme aux valeurs propres non
linéaires (equation (4.2)) en utilisant la technique d’homotopie. En introduisant un pa-

rametre artificiel € de la maniére suivante :

[Kreer(€)] + ic [Kcomp(‘f)] - w? [My]){U} =0

( (4.3)
0<e<1

[Kreat(e)] = [KfL] + ([Kugl, +egalKug)) Kol Kol

[Keomp(e)] = [Kiu} + wg[Ky, }G[KM]S_I[K@]S
de telle sorte que lorsque e=0 on se retrouve face au probleme aux valeurs propres réelles
(équation(4.4)) que l'on résous par une méthode classique; d’itération de sous espace
ou par une méthode de Lanczos et dont le couple solutions est noté (Up,wp) vérifient le

probleme suivant :

(] + [Kusl Kol K gl — o [Mua]) {Uo} = 0 (4.4)

Lorsque e=1 on se rameéne au probleme défini dans ’annexe (B.6). A partir de la solution
(Up,wp), nous déduisons la solution de (4.3) par la transformation d’homotopie. Cepen-

dant, le vecteur solution {U} de I’ équation (4.3) est définit & une constante multiplicative
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pres. Nous introduisons donc ici une condition de normalisation sous la forme :

{Uo} ({U} —{Uo}) =0 (4.5)

ou {Up} est le mode non amorti. Les équations (4.3) et (4.5) définissent alors un probléme

bien posé tel que :

e —{U(e),w(e)} (4.6)

Ce probleme peut étre résolu par les méthodes incrémentales classiques telle que la
méthode de Newton-Raphson par exemple. Le probleme sera résolu ici par la méthode
asymptotique numérique (MAN). Cette derniére a permis la résolution de nombreux
problemes de mécanique non linéaire (non linéarités géométrique, matériaux et contact)

[22] dont le principe général est décrit dans I'annexe C.

4.4 Technique de perturbation

Dans cette étape, on cherche les inconnues du probleme (4.3), {U} et w sous formes

de séries entieres par rapport au parametre €.

N .
U= U3}
N
w= Z@Jpj
§=0

N

2 _ i,

w”=» €&}
J=0

0<e<1

(4.7)

ou N est 'ordre de troncature des séries et w la fréquence propre complexe. Apres inser-
tion des séries (4.7) dans I"équation (4.3) et par identification des puissances en &, nous

obtenons une série de problemes linéaires récurrents :
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Probléme a l'ordre 1 :

[A]{Uo} =0
[A] = ([Kfu] + [Ksenseur] - C'0 [Muu]) {UD} (48)
C() = W()2

ol [Ksenseur} = [Kugb] s [K¢¢] s - [chu] s et [Kactionneur] = [Ku ] a [Kd)d)] s - [K¢u] s représente

respectivement les rigidités statiques adjointes dues au capteur et a 'actionneur.

Probléme a 'ordre 2 :

[AJ{U1} = {F1}

(4.9)
{Fl} = _(gd [Kactionneur] - ([K,iu] +P09v [Kactionneur]) + Cl [Muu]) {UO}
Probleme a lordre (j+1) :
[AJ{U;} = {Fj}
k=j
{‘FJ} = Z Cr [Myu] {Ujfk} — (i [Kziu] + 9a [Kactionneur)) {Uj—l} (4.10)
k=1

_igv Z:z%il Pk [Kactionneur] {Uj—kz—l}

On remarque que le probléeme a 'ordre 1 correspond au probleme au valeurs propres
réelles c’est a dire le probleme des vibrations propres du sandwich non amorti. Nous
résolvons ce systeme a ’aide d’'une méthode d’itération sur les sous espaces. Pour les
autres ordres les problemes sont linéaires non homogenes mais possedant tous la méme
matrice tangente [A]. Nous pouvons calculer les termes des séries en inversant seulement
une matrice par fréquence propre. Cependant cette matrice [A] est singuliére et son noyau
est généré par le mode non amorti [Up]. Une condition supplémentaire est nécessaire pour

calculer ces solutions. Celle-ci est la condition de solvabilité suivante :
{F;}' {Uo} =0 (4.11)

Elle permet de calculer les constantes C; de la série définis précédemment (équation

(4.7)) :
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Cy = {Uo}t(gd[Kactionneur}t‘H([Kiu]+p09v[Kactionneur}z)){UO}
1= o {Uo}' [Muu]{Uo}
(=2t C{Uj i} M) + iH{U; 1Y ([KL,] + galKactionneur]')+
_ {Uo}t [Muu] {UO} (4'12)
igv{Uj,k,ﬂ}t Zizjo_lpk[KactianneuT]t){UO}
{Uo}' [Muu]{Uo}

C; =

j=2,3,...

Le nombre C; dépend uniquement des vecteurs {U,} et des C, calculés aux ordres
précédents. Nous pouvons donc ici calculer Cy en résolvant (équation (4.12)) puis {U;}
au moyen de (équation(4.9)), puis Cy en résolvant a nouveau (équation (4.12)) puis {Uz}
au moyen de (équation(4.10)) et ainsi de suite. De maniére récurrente nous déterminons
les termes py, définis précédemment par ’équation (4.7) et fonction uniquement des termes

C}. de méme ordre et des termes p; d’ordre inférieur a savoir

4
Co = po?
C1 = pop1 + p1po
(4.13)

=k
Cr = 220 Pk—jP;
j=23,..

Si I'équation de solvabilité est satisfaite, alors les équations linéaires (4.9) et (4.10) sont
bien posées. Ces équations ont une solution unique si la condition supplémentaire de

normalisation (équation (4.5)) est satisfaite :
{Uo}' {U;} =0 j=1,...N (4.14)

Le systeme d’équations (4.10 et 4.14) est réarrangé en introduisant un multiplicateur de
Lagrange k. Ceci permet d’obtenir le systéme matriciel suivant :

[A]  {Uo} Wik | _ | | (4.15)

U} 0 k 0
La matrice [A] dans I’équation (4.15) est réelle et inversible. Nous pouvons donc la facto-
riser par la méthode de Crout. Ceci nous permet de résoudre tous les probleme linéaires

avec une seule factorisation matricielle. Nous obtenons ainsi les solutions du probleme
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perturbé (équation (4.3)) sous la forme :

N
{U@)}y =) & {Us}
=0 (4.16)

Ceci constitue une estimation de la solution de ’équation (4.3), puisque l'ordre de tron-
cature est nécessairement fini (généralement on prend N=20). Cependant, la solution
recherchée correspond a e=1, ce qui implique que le rayon de convergence des séries doit
étre supérieur ou égal a 1. Si 'estimation est suffisamment bonne, c’est a dire si le résidu
relatif (équation (4.17)) est plus petit qu'une tolérance donnée ( 1078..107°) la solution

du probleme est obtenue en prenant e=1 dans I’équation (4.16).

(K eet(@ i K eomp @)~ Man U]
R(e) = KB T Komeen VUG

N
() =3 ) i

Lorsque ce n’est pas le cas et que le rayon de convergence est inférieur & 1, nous avons
mis en place une formulation a partir des approximants de Padé qui nous permet de
remplacer I'approximation polynomiale par une approximation rationnelle. L’avantage de
cette technique réside dans le fait que le rayon de convergence est plus important. Plus
de détails sur la mise en oeuvre des approximants de Padé peuvent étre trouvé dans les
travaux de Cochelin et al [21] et Elhage-Hussein et al [35]. Si le résidu relatif & e=1 n’est

toujours pas satisfaisant, on procede a une méthode de continuation.

4.5 Méthode de continuation

Il faut déterminer l'intervalle de validité des séries (4.7) [0, Emaqz)- En utilisant la MAN,

il existe une formule simple pour évaluer cet intervalle qui suggere que le dernier terme
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{Un} doit étre tres petit devant {U;} [20].

U]
|TUn||

1
Emaz = (§ ) NI (4.18)
ot £=10"% en général. Cette formule permet d’éviter de calculer plusieurs résidus relatifs
(cout tres élevé) pour évaluer £,,4,. On évalue ainsi un nouveau point de départ a laide
de (4.7) défini par {Upaz} = {U(Emaz)} €t Wmaz = W(Emaz)- Le probleme perturbé (4.3)

devient a ce stade

([Kreel<€max + Af‘:)] + Z‘(5mout + AE) [Kcomp(gmaac + A{;‘)] - w2 [Muu]) {U} =0

0<e=¢epmar+Ac<1
(4.19)

puis on applique la procédure de perturbation en cherchant les inconnues sous forme de

séries entieres en Ac :

N
{U} = {Unas} + Z(Af)j {U;}
v (4.20)
W = Wmaz + Z(Ae)jwj
j=1
Les séries sont injectées dans (4.19) ce qui donne une série de probleme linéaires similaires

a 4.8, 4.9 et 4.10 ayant une méme matrice [A] = [Kyeei(€maz)] + €maz [Kcomp(Emaz)] —

2

wma:c

[Myy] qui est ici complexe et double ainsi le nombre des ddl. Si le nouveau rayon de
convergence des séries (4.20) est encore inférieur a 1, on procede de la méme maniere que
I’étape précédente au moyen des approximants de Padé et si besoin on refait un pas de

continuation.

4.6 Reésultats numériques

Dans ce paragraphe, nous proposons des tests de validation de ’algorithme MAN
présenté pour le calcul des vibrations libres des sandwichs viscoélastiques et piézoélectriques.
Pour cela, deux types de calculs sont proposés : un calcul de poutre et un calcul de plaque.
Les parametres d’utilisations de 'algorithme MAN ont été choisis comme suit : N nombre

de troncature des séries égal & 19, £=10"%, R(e) < 1074
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4.6.1 Calcul de poutres

Pour valider nos développements, nous considérons une poutre a 5 couches en appui
simple a ses extrémités. Ses caractéristiques géométriques et matérielles sont données
dans les tableaux 3.1 et 3.2. Les propriétés électromécanique des couches piézoélectriques
sont les mémes que celles présentées dans le chapitre précédent. Les résultats obtenus en
utilisant la MAN sont comparés a ceux obtenus en utilisant la MSEC et a ceux déterminé
analytiquement. Deux lois de controles, a savoir un controle proportionnel et un controle

en vitesse, ont été utilisées.

Controle proportionnel

Pour la premiere loi de contréle les comparaisons obtenues sont présentées dans les
tableaux (4.1), (4.2) et (4.3) pour différentes valeurs du facteur de perte 7, et du gain de
controle gq. Il y a un bon accord ente les résultats de la MAN et ceux du modele analytique
et de la MSEC. Cependant lorsque 'amortissement du coeur devient plus important ou
lorsque le gain de controle augmente les valeurs obtenues avec la MAN sont en adéquation
avec les valeurs analytiques alors que celles obtenues avec la MSEC tendent a s’éloigner

des valeurs analytiques.

Controle en vitesse

Pour la deuxieme loi les résultats sont aussi présentés dans les tables (4.4), (4.5) et
(4.6) pour différentes valeurs du facteur de perte 7, et du gain de controle G,. Dans
les différents cas on obtient de meilleurs résultats lorsqu’on utilise la MAN, plus parti-
culierement lorsque ’amortissement du coeur devient plus important et ou lorsque le gain

de contréle devient plus important.

4.6.2 Calcul de plaque

Nous reprenons ici le cas de la plaque encastrée libre décrite au chapitre précédent,
figure 3.2, dont les dimensions sont définies dans le tableau 3.9. Nous comparons ici les
propriétés modales du sandwich 5 couches non-amorti, obtenues avec 1’élément sandwich
et la MSEC ou la MAN, avec les résultats obtenus avec le code Abaqus. La procédure
utilisée sous Abaqus est la méme que celle décrite au chapitre 3. Les propriétés modales de

la plaque considérée, obtenues par notre élément finis coque et avec Abaqus sont présentées
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7 (@) m [ fm ()] m [fmH)]
anal 95,2 0 2989 0 612,5 0
0 | MSEC 96,5 0 303,1 0 622,2 0
MAN 96,5 0 303,1 0 622,2 0
anal 95,5 0,0740 299,1 0,057 612,6 0,035

0.2 [ MSEC 96,8 0,0741 | 3035 | 0,067 | 622,6 | 0,035
MAN 96,8 0,074 303,3 | 0,067 | 622,3 | 0,035

anal 96,2 0,144 2997 | 0,113 613 0,07
0.4 [ MSEC 97,5 0,144 3046 | 0,114 | 6239 0,07
MAN 97.5 0,144 3040 | 0,114 | 622,3 0,07
anal 97,4 0,205 300,7 | 0,168 | 613,6 | 0,105

0.6 | MSEC 98,7 0,206 306,6 | 0,169 | 626, | 0,105
MAN 98,7 0,205 3055 | 0,168 | 623,3 | 0,105

anal 99,0 0,256 302,2 ] 0,221 | 6145 0,14
0.8 [ MSEC | 100,2 0,258 3095 | 0,223 6292 | 0,139
MAN 100,3 0,256 306,5 | 0,221 | 6242 0,14
anal 100,8 0,296 3040 |0272| 6156 | 0,174
1 [MSEC | 102,0 0,299 313,4 | 0,275| 6334 |0,173
MAN 102,1 0,296 308,4 | 0,275 | 6254 | 0,174

TaB. 4.1 — Comparaison des trois premieres valeurs modales obtenues en utilisant le
calcul analytique, la MSEC et la MAN pour différentes valeurs de 7),.(controle direct
proportionnel gg=-1, g,=0)
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" ()| m [ fw(g)] m [SnE)] n
anal 89,8 0 280,8 0 573,4 0
0 | MSEC 91,0 0 284.,8 0 582,6 0
MAN 91,0 0 284,8 0 582,6 0

anal 90,1 0,0740 281,0 0,059 573,5 0,037

0.2 [ MSEC 91,3 0,0741 | 285,2 | 0,059 | 583,0 | 0,037
MAN 91,3 0,074 2851 | 0,050 | 582,8 | 0,037
anal 90,8 0,143 21,6 | 0,117 | 5739 | 0,074
0.4 [ MSEC 92,0 0,144 | 286,35 | 0,117 | 5844 | 0,074
MAN 92,0 0,143 2857 | 0,117 | 583,2 | 0,074

anal 91,9 0,204 2827 | 0,173 | 574,6 0,11
0.6 | MSEC 93,1 0,205 288.3 | 0,174 | 586,6 0,11
MAN 93,1 0,204 286,8 | 0,174 | 583,83 0,11
anal 93,4 0,254 284,1 | 0,227 | 5755 | 0,146

0.8 [ MSEC 94,6 0,256 291,2 | 0,230 | 589,8 | 0,145
MAN 94,7 0,254 2882 | 0,227 | 584,7 | 0,146

anal 95,1 0,293 286,0 0,279 276,6 0,181
1 | MSEC 96,3 0,296 295,2 0,282 594,1 0,18
MAN 96,4 0,293 290,1 0,279 985,9 0,181

TaB. 4.2 — Comparaison des trois premieres valeurs modales obtenues en utilisant le
calcul analytique, la MSEC et la MAN pour différentes valeurs de 7,.( contrdle direct
proportionnel g4=-20, ¢g,=0 )
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Mo ga=-1 9a=-20 9a=-150
f1 in (Hz) m f1 in (Hz) m f1 in (Hz) m
anal 95,2 0 89,8 0 44.8 0
0 | MSEC 96,5 0 91,0 0 45,5 0
MAN 96,5 0 91,0 0 45,6 0
anal 95,5 0,0740 90,1 0,074 45,1 0,12
0.2 | MSEC 96,8 0,0741 91,3 0,0741 45,8 0,12
MAN 96,8 0,074 91,3 0,074 45,8 0,119
anal 96,2 0,144 90,8 0,143 45,8 0,23
0.4 | MSEC 97,5 0,144 92,0 0,144 46,5 0,23
MAN 97,5 0,144 92,0 0,143 46,5 0,23
anal 974 0,205 91,9 0,204 46,8 0,32

0.6 | MSEC 98,7 0,206 93,1 0,205 47,6 0,31
MAN 98,7 0,205 93,2 0,204 47,6 0,31

anal 99,0 0,256 93,4 0,254 48,1 0,38
0.8 [ MSEC | 100,2 0,258 94,6 0,256 49,0 0,39
MAN 100,3 0,256 94,7 0,254 48,9 0,376
anal 100,8 0,296 95,1 0,279 49,6 0,42
1 [MSEC | 102,0 0,299 96,3 0,282 51,3 0,41
MAN 102,1 0,296 96,4 0,279 50,4 0,42

TAB. 4.3 — Premiere valeur modale obtenue par le calcul analytique, la MSEC et la MAN
pour différent gain de contréle proportionnel direct et différentes valeurs de 7,.(g,=0)
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Mo fiin(Hz) | m | foin(Hz) | ny | fsin (Hz) | ns
anal 95,5 0 299.8 0 614,5 0

0 [MSEC | 968 0 304,1 0 624,2 0
MAN 96,8 0 304,1 0 624,2 0
anal 95,8 0,074 300,0 0,057 614,6 0,035

0.2 [ MSEC 97,0 0,074 | 3046 | 0,057 | 624,6 | 0,035
MAN 97.1 0,074 | 3043 |0,057 | 6243 | 0,035
anal 96,5 0,144 | 300,6 | 0,113 615,0 0,07
0.4 [ MSEC 97.8 0,144 | 3064 |0,113| 6259 0,07
MAN 97,8 0,144 | 3049 |0,113| 624,7 | 0,07

anal 97.8 0,205 | 3017 0,168 6156 | 0,105
0.6 | MSEC 99,0 0,206 | 3094 |0,167| 6281 | 0,105
MAN 99,0 0,205 | 306,0 |0,168| 6254 | 0,105
anal 99,3 0,256 | 303,1 |0,221| 616,5 | 0,140
0.8 [MSEC | 100,5 | 0,258 | 313,7 |0.217| 63,2 | 0,139
MAN 100,6 | 0,256 | 307,4 | 0,221 | 6262 |0,139
anal 101,1 | 0,296 | 3049 |0271] 6176 |0,174
1 [MSEC | 102,3 |0299| 3196 |0,264| 6354 |0,173
MAN 102,4 | 0,296 | 309,3 |0,271| 6274 |0,173

TAB. 4.4 — Comparaison des trois premieres valeurs modales obtenues en utilisant le calcul
analytique, la MSEC et la MAN pour différentes valeurs de 7,.(controle en vitesse g,=0,

94=0)
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Mo f1 in (HZ) m fg in (HZ) 2 fg n (HZ) 3
anal 95,5 0.036 299,5 0,117 610,2 0,28

0 | MSEC 96,8 0.036 305.,5 0,119 642,0 0,286
MAN 96,8 0.036 302,9 0,119 612,1 0,278

anal 95,6 0,11 2984 | 0,175 | 608,7 | 0,30
0.2 [ MSEC 96,9 0,11 306,7 | 0,179 | 6435 0,31
MAN 96,8 0,11 3018 | 0,176 | 610,5 0,30
anal 96,1 0,18 2978 10,233 6057 | 0,33

0.4 | MSEC 97,5 0,181 309,1 0,241 647,4 0,355
MAN 97,4 0,18 301,1 0,234 607,6 0,33

anal 97.1 0,243 | 2975 0,291 | 603,0 0,37
0.6 | MSEC 98,5 0,243 | 3128 0,302 | 652,3 | 0,404
MAN 98,4 0,243 | 300,9 0,292 6049 | 0,373
anal 98,5 0,295 | 2977 0,347 600,5 | 0,412
0.8 [ MSEC 100 0,296 | 318,0 0,36 658,3 | 0,455
MAN 99.8 0,296 | 3011 | 0,348 | 602,5 | 0412
anal 100,L 0,337 ] 2980 |0,402| 598,0 0,45
1 [MSEC | 101,7 |0338| 3250 0,422 6657 | 0,51
MAN 10,5 | 0,337 | 301,7 |0402| 6004 0,45

TaB. 4.5 — Comparaison des trois premieres valeurs modales obtenues en utilisant le
calcul analytique, la MSEC et la MAN pour différentes valeurs de 7,.( contrdle en vitesse
9u=-0.01, g4=0)
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Ny gu=0 g,=-0.01 Go=-0.05
f1 in (Hz) m f1 in (Hz) m f1 in (Hz) m
anal 95,5 0 95,5 0.036 95,2 0,180
0 | MSEC 96,8 0 96,8 0.036 96,5 0,181
MAN 96,8 0 96,8 0.036 95,8 0,18
anal 95,8 0,074 95,6 0,11 94,6 0,258
0.2 | MSEC 97,0 0,074 96,9 0,11 96,1 0,258
MAN 97,0 0,074 96,8 0,11 95,1 0,258
anal 96,5 0,144 96,1 0,18 94,2 0,334

0.4 [ MSEC 97.8 0,144 97,5 0,185 96,1 0,332
MAN 97,8 0,144 97,4 0,181 94,9 0,333

anal 97.8 0,205 97.1 0,243 94,5 0,404
0.6 | MSEC 99,0 0,206 98,5 0,243 96,6 0,4

MAN 99,0 0,205 98,4 0,243 95,2 0,401

anal 99,3 0,256 98,5 0,295 95,2 0,464

0.8 | MSEC 100,5 0,258 100 0,296 97,6 0,458
MAN 100,6 0,256 99,8 0,296 95,8 0,461
anal 101,1 0,296 100,1 0,337 96,2 0,514
1 | MSEC 102,3 0,299 101,7 0,338 98,8 0,505
MAN 102,4 0,296 101,5 0,337 96,9 0,51

TAB. 4.6 — Premiere valeur modale obtenue par le calcul analytique, la MSEC et la MAN
pour différent gain de controle proportionnel direct et différentes valeurs de ,.(gq=0)
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dans le tableau 4.7. Les résultats obtenus avec notre élément et le nouvel algorithme sont
identique & ceux obtenues avec la MSEC et proches de ceux obtenus avec le code Abaqus.
Dans les tabeaux 4.8 et 4.9 sont présentées, les propriétés modales obtenues, avec les deux
méthodes de résolution, pour différents facteurs de perte et différents gains de controle.

Nous observons une bonne corrélation entre les résultats obtenus avec les deux méthodes.

Mode | Fréquence en (Hz) avec | Fréquence en (Hz) avec | Fréquence en (Hz) avec
I’élément coque MSEC I’élément coque MAN E.F. 3 D d’Abaqus
1 39,26 39,26 38,73
2 165,66 165,65 164.4
3 185,25 185,25 181,32

TAB. 4.7 — Trois premieres fréquences propres de la plaque non amortie obtenues, avec
I’élément coque muni de la MSEC ou de la MAN, ainsi qu’avec le modele 3 D du code
Abaqus

v ga | f1 en (Hz) MSEC | f1 en (Hz) MAN | 71 MSEC | 71 MAN
0 39,7 39,7 0,019 0,019
0.1 [20 333 33,3 0,017 0,019
-50 23,6 23,6 0,019 0,019
0 95,6 95,6 0,11 0,11
0.5 | -20 40,2 40,2 0,082 0,082
-50 23,9 23,9 0,081 0,081
0 11,3 11,3 0,12 0,12
1.0 [20 34,6 34,5 0,11 0,11
50 24,6 243 0,11 0,12

TAB. 4.8 — Premiére caractéristique modale de la plaques avec différentes valeurs du

facteur de perte et trois valeurs différentes du gain de controle proportionnel direct avec
la MSEC et la MAN

Mo Jv f1 en (Hz) MSEC | fi en (Hz) MAN | n; MSEC | n1 MAN
0 39,7 39,7 0,019 0,019
0 | -0,01 39,6 39,6 0,059 0,059
-0,05 39,2 39,2 0,225 0,228
0 95.6 95.6 0,11 0,11
0.5 | -0,01 40,2 40,2 0,082 0,082
-0,05 40 40 0,123 0,123
0 39,3 39,2 0,296 0,296
1.0 [-0,01 11,1 11,0 0,163 0,162
-0,05 40,1 39,8 0,344 0,340

TAB. 4.9 — Premiere caractéristique modale de la plaques avec différentes valeurs du
facteur de perte et trois valeurs différentes du gain de controle en vitesse avec la MSEC
et la MAN
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4.7 Conclusions

Un algorithme numérique pour la résolution des problemes aux valeurs propres non
linéaires des sandwichs coques a amortissement hybride 5 couches est présenté. Cet al-
gorithme est basé sur la méthode asymptotique numérique (MAN) qui permet le calcul
direct des quantités modales. Les résultats sont validés par comparaison a un modele ana-
lytique et & ceux obtenus en utilisant la méthode des énergies modale complexe (MSEC).
Comme conclusion la MAN est bien plus efficace que la MSEC particulierement pour des
grandes valeurs de 7, et du gain de controle. De plus les résultats présentés ici ont nécessité
uniquement un pas et une seule utilisation des approximants de Padé. La méthode MAN
développée est encore plus efficace pour les modes d’ordres élevés dont les résultats ne

sont pas rapportés ici.
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Chapitre 5

Vers la modélisation de
I’amortissement passif a base de

matériaux piézoélectriques

5.1 Introduction

Il est bien établi que les piézocéramiques utilisant le mode de cisaillement ont un co-
efficient de déformation en cisaillement piézoélectrique élevés [14]. Partant de ce constat
on se demande ici s’il pourrait étre intéressant de remplacer I’amortissement passif de
type viscoélastique par un amortissement passif de type shunt. On remplace dans ce cas
la couche viscoélastique par un matériau piézoélectrique se déformant en cisaillement
et on lui adjoint un circuit de dissipation de type RL. Les performances en amortisse-
ment ”shunt” sont gouvernées par le coefficient de couplage électromécanique (EMMC)
qui donne une estimation rapide du maximum d’amortissement shunt disponible. Par
définition 'EMCC, ou plus précisément sa racine est la mesure de 1’énergie mécanique
convertie en énergie électrique et vice versa [1]. Il est déterminé habituellement au moyen
des résonnances et anti-résonnances des courbes d’admittance/impédance [64]. Pour une
structure adaptative piézoélectrique 'EMCC effectif global peut étre obtenu au moyen de
I’énergie statique ou de déformation modale des patchs en court circuit et a circuit ouvert
[18]. Dans le chapitre suivant nous présentons une analyse analytique du coefficient de cou-

plage électromécanique et ce dans le cas d’une poutre sandwich élastique/ piézoélectrique/
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élastique en appui simple. La formulation analytique obtenue pour PEMCC est validée
au moyen d’une analyse élément fini réalisée avec un code commercial, Abaqus 2D (en
déformation plane) ainsi qu’en 3D. Les résultats obtenus analytiquement sont comparés a
ceux obtenus numériquement et valide ainsi le modele présenté. Dans un second temps une
étude paramétrique est menée et ’on évalue les performances de la structure au travers
de caractéristiques géométriques telles que le ratio longueur sur épaisseur de la poutre,

ou encore épaisseur des faces sur épaisseur du coeur.

FiG. 5.1 — Cinématique de la poutre sandwich

Az 3, W,E
he i elastic — _ _ _ _ ______ | Z1
h he — — — shearprT — — " —-Px 1,uP
he 1----=----- Slaste—----------- - 42

(b) x-z deformation state

FiG. 5.2 — Cinématique de la poutre sandwich
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5.2

Formulation théorique

Afin d’obtenir une formulation analytique de la solution nous avons considéré les

hypotheses suivantes :

Les faces sont supposées suffisamment fines pour que ’on puisse considérer le ci-
saillement transverse négligeable, alors que le coeur est supposé relativement épais.
La flexion transverse est supposée constante, et I’on considere le déplacement axial
suivant la théorie classique des stratifiés.

Le sandwich est symétrique et on néglige I'inertie de rotation et les contraintes
normales transverses.

Le potentiel électrique au coeur et les déplacements sont supposés respectivement,
linéaire et constant a travers I’épaisseur, mais tout deux sont supposé uniforme dans
le plan.

Les faces sont composées d’un matériau orthotrope et le coeur est en piézocéramique,
la polarisation de ce dernier est suivant I’axe principale et ses surfaces inférieurs et
supérieurs sont supposées totalement électrodées. Toutes les couches ont leurs axes

de symétrie coincidant avec celui du repere cartésien.

5.2.1 Equations caractéristiques

Nous présentons ici les différentes équations caractéristiques du sandwich a coeur

piézoélectrique, c’est a dire, les déplacements et déformations mécaniques, le potentiel et

le champ électrique, les équations piézoélectriques réduites et la formulation variationnelle

des équations.

Déplacements et déformations

En accord avec les hypotheses formulées précédemment, les déplacements axiaux

peuvent s’écrire sous la forme suivante dans les couches élastiques (i=1,2) et dans le

coeur piézocéramique (p) :

(5.1)
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ou ( est la rotation de la normale du plan médian de la couche centrale et z; est ’ordonnée

de 'axe médian de la ™€ couche :

21 = —29 = (hp + he)/Q (52)

Les conditions de raccords cinématiques aux niveaux des interfaces du sandwich sont de
la forme :

hy, h h hy

Ur(z, 2) = Up(z, 2), Us(, —?p) = Up(z, — (5.3)

Ces conditions permettent d’écrire les déplacements dans les différentes couches unique-

ment en fonction des déplacements généralisés du coeur :

h
u = u(z) + 6 - b’ (5.4)
hp he / ’

on note ici, que si le déplacement axial u(x) au coeur est négligé, celui au niveau des faces
devient opposé (termes restant de (5.4)), ua=-u;.
Les relations linéaires déformations/déplacements classiques, combinés aux équations (5.1)

t (5.4) donnent les déformations axiales dans les différentes couches :

gi(z, 2) = ei(x) + (2 — zi) xe(x) (5.5)
ep(2,2) = ep(x) + 2xp()
ou, e(x) et x(x) sont respectivement les déformations en membranes et les courbures

(flexion) généralisées définies pour le coeur et les faces comme suit

(5.6)

La aussi si on néglige la déformation en membrane du coeur celle des faces devient opposée
(voir(5.4)), ea=—ey.

Le cisaillement transverse dans le coeur piézocéramique s’exprime par :

(2, ) = B(z) + w'(z) (5.7)
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Potentiel électrique et champ électrique dans le coeur piézocéramique

En respectant les hypotheses formulées auparavant, le potentiel électrique dans le
coeur piézocéramique s’écrit en fonction des potentiels électriques en surface (supérieur

¢ et inférieur ¢~) comme

_ ¢_ + ¢+ + Z¢+ B ¢_ (58)

o(z) = “— >

Pour un probleme en flexion pure, les potentiels supérieur et inférieur sont opposés de
maniere a ce que

ot =—¢" =0 (5.9)

a partir des relations usuelles liant champ et potentiel électriques ainsi qu’au moyen des
équations (5.8) et (5.9), la seule valeur non nulle des composantes du champ électrique

est :

(5.10)

Pour le coeur avec des électrodes en Court Circuit (CC), cette condition implique que
=20 (5.11)

Cependant, pour le coeur avec des électrodes en Circuit Ouvert (CO) le potentiel ¢ est
inconnu. Dans ce cas le coeur est libre de charges électriques en surface, ce qui se traduit

par la formulation intégrale suivante :

/L Dg(i%)dsg —0 (5.12)
0

ou Ds est le déplacement électrique. Cette condition se simplifie si ’'on considere la 4°™e

hypothése (uniformité du déplacement électrique dans le plan) soit

D3(+-2) =0 (5.13)
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Equations constitutives réduites

Pour un sandwich & faces élastiques symétrique, seul la contrainte axiale est non nulle :
0 = Qu&; (5.14)

ol (Y11 est la contrainte normale et qui s’exprime comme

2
Cis

Qi1 =Cn — s

(5.15)

avec C11, C13 et Cs3 les constantes élastiques qui peuvent étre définies, si ’on considere
les hypotheses de contraintes-planes, en fonction des modules d’Young longitudinaux et
transversaux (Y7,,Yr) et des coefficients de Poisson (vrr, vrr) :

Y Yr

_— = — 5.16
[y (5.16)

Qll =

On peut noter ici que pour un matériau élastique isotrope homogene, Y;=Yr=E et
vir=vrr=vrr=v. On a alors Q11:$ si ’on considere 'hypothese de contraintes plane
et v =0, Q11=E dans ’hypothese des déformations planes.

Pour le coeur piézocéramique travaillant en mode de cisaillement, les équations constitu-

tives réduites peuvent s’exprimer comme dans [15]

op Q?% 0 0 €p
o= | 0 QF -—ess Yp (5.17)
D3 0 €15 6‘;1 E3

o, elb et €7, sont respectivement les constantes piézoélectrique et diélectrique a déformation

constante. Q3E3 et Q5E5 sont définis pour les couches élastiques par :

CQ
QF, = C33 — cfi QL =Lk = GF (5.18)

Formulation variationnelle

Au moyen du principe de Hamilton étendu aux matériaux piézoélectriques, la formu-

lation variationnelle du sandwich, en ’absence de travaux extérieurs peut s’écrire comme
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dans [15] :
to
0 (T — H)dt =0; You, dw, dw', 63 (5.19)

t1

pour des déplacements virtuels du, dw, dw’, §3 s’annulant au temps t; et to et avec

0T = 332, [y, pe(SUT; + Sinb)dV + [y, py(SU, U, + Siir)dV

(5.20)

ou, pe, pp sont les densités massiques des faces élastiques et du coeur piézocéramique.

Comme on ne considere que les vibrations libres, le terme 6 E3 D3 est nul. Cela est du au
fait que dans le cas CC §F3=0 et que dans le cas CO D3 = 0. L’hypothese que D3 est
constant et nul au niveau des électrodes entraine D3 nul dans tout le coeur. Cependant,

les équations constitutives définies en (5.17) doivent étre utilisées comme suit :

— Pour 'analyse en vibration libre avec des électrodes en CC,

E
o 0 €
vl | 9 P (5.21)
Tp 0 Q]555 Tp
— Pour 'analyse en vibration libre avec des électrodes en CO,
o £ 0 €
p L) 8 (5.22)
Tp 0 Q5D5 Tp
ou
E
D Q55
= 5.23
et avec
k2 6%5 T 6?1 (5 24)
5= 7 AE> 11— .
eh Q% 1 —kis

La relation (5.23) vient de la condensation de la derniere ligne dans (5.17) de manieére a
ce que

e
By = - (5.25)

€11
Puis on substitue cette relation avec (5.24) dans la deuxieéme ligne de (5.17).

Prenant en compte ces différentes considérations,  H est réduit a

2
0H = Z . de;o;dV + /V (0epop + 6vypTp)dV (5.26)

P
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ou les contraintes obéissent aux relations d’élasticité (5.14), ((5.22) avec kj5=0) pour le
piézo en CC ainsi que (5.22) pour le piézo en CO. Les déformations et leurs contreparties

virtuelles sont celles données dans (5.5-5.7).

5.3 Equations généralisées du modele

Afin de réduire les équations variationelles 3D (5.19) & une formulation poutre 1D,
on sépare l'intégration a travers I’épaisseur et suivant ’axe principale. On obtient ainsi,
au moyen de (5.4) et en négligeant les termes d’inerties conformément a la troisieme

hypothese, ’énergie virtuelle cinétique du sandwich
L
0T = / m(dui + dww)dz (5.27)
0

ou, L est la longueur de la poutre, m la masse par unité de longueur, cette derniere se
défini en fonction des sections droites de chacune des couches, élastiques (S.=bh.) et

piézocéramique (S,=bh,) comme
m = 2peSe + ppSp (528)

Pour ce qui est de réduire 'expression de dH, on substitue (5.5) dans ’équation (5.26)

et 'on obtient les efforts normaux, tranchants et moments résultants dans les différentes

couches
N; = |o 0;dS, N, = o,dS, T, = TpdS
fsz P fsp P P fsp P (5.29)
MZ' = fSi(Z — Zi)JZ‘dS, Mp = fSp ZO'pdS
Avec ces différentes définitions 'expression de 0 H se réduit &
2 L L
0H = Z/ (0eiN; + dxeM;)dz + / (0epNp + 0xp My + 67pTp)d (5.30)
=1 0 0

En introduisant les expressions homogénéisées des efforts normaux et moments résultants

on obtient :

N =N;+ Ny + Np
Mp ="2(Ny — Na) + M, (5.31)
M,y =" (Ny — Na) + My + M,
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L’équation (5.30) se simplifie comme suit

L
0H = / (depN + dxe My + OxpMp + 07yp7p)dx (5.32)
0

5.3.1 Equations généralisées constitutives

Afin d’écrire les efforts normaux, tranchants et moments résultants (5.31) en fonction
des déformations correspondantes comme dans (5.32), on substitue (5.14,5.21,5.22) dans

(5.29) et on obtient

N = Aﬁep
Mg = D¥ xp + Di2Xe, My = Di12Xp + DaoXe (5.33)
T, = A?E)'Yp

avec

Af) =2Q11S. + Q%S,
Df| = @QnSe +QEI,, D= %heQHSe (5.34)
AL = QBSy, Doy =2Qul. + LEQQHSe

ou dans le cas de sections rectangulaires des faces et du coeur on a

3
=Y =% (5.35)

Les équations caractéristiques du moment fléchissant (équations ligne 2 de (5.33)) peuvent

se mettre sous la forme matricielle suivante

M
Cp=re T o=
M,y Xe D12 Do

(5.36)

Equations généralisées du mouvement

I'intégration par partie de (5.19), qui prend en compte (5.27,5.32), nous donne les

équations suivantes, correspondant respectivement aux variations du, dw, dw’ et 63

N'=mii, T,=mw

M,L,U/ZO, Mé*TpZO

(5.37)
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Les conditions aux limites mécaniques correspondant a ’équation (5.37) sont

N=0 ouu=0ax=0, L
T,=0 ouw=0az=0, L
My =0 ouw =0az=0, L
Mg=0 oupB=0ax=0,L

(5.38)

Les conditions aux limites classiques de type appui-simple, encastré, libre et rotule peuvent

étre déduites de (5.38) respectivement comme

N=0,w=0, Myy =Mg=0
u=0, w=w=0,6=0
N=0,T,=0, My =Mz=0
u=w=0, My =Mg=0

(5.39)

On peut noter ici a partir des équations (5.37) que le comportement en membrane
est découplé du comportement en cisaillement flexion. On peut ainsi résoudre ces deux
problemes séparément. Ici on s’intéresse aux réponses harmoniques du probleme de vibra-
tions libres pour la partie cisaillement flexion. Ces réponses harmoniques peuvent s’obtenir

en résolvant le probléeme suivant
T) + w*mw =0, M/, =0, M} —T, =0 (5.40)

La derniére équation de (5.40) est utilisée pour obtenir une relation entre la rotation 3
et la flexion transverse w au moyen de la deuxieme et derniere équation constitutive de
(5.33)

AP B — DEpB’ = —ADw' — Digw™ (5.41)

5.4 Solutions de type Navier
La formulation variationnelle faible correspondant au probleme (5.40) est

fOL [—6w” My + 88" Mg + (68 + 6w')T,) dx — w? fOL Swmwdz = 0; Yow,dw', 63
(5.42)
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(5.33) et (5.36) combinées a (5.6) permet d’écrire

JH(< o8 —ouw" > [DP) + <68 —duw > AR )dz

= w? fOL dwmwdzx
(5.43)

Une solution possible & I’équation (5.43) qui remplit les conditions aux limites en appui

simple s’écrit sous la forme :

w(z) = Wysin(Anz), SB(x) = Bpcos(Anx) (5.44)

ol, A\, = 7 est la nieme Jongueur d’onde modale et W,,, B, sont les amplitudes reliées

entre elles par la relation (5.41) qui devient

2D1a—AD

On constate que le coefficient de proportionnalité entre les deux amplitudes dépend uni-
quement des conditions aux limites électriques et de la longueur d’onde modale A,. C’est
pour cela que le probleme aux vibrations libres se réduit a un probléme & une inconnue
Wy,. Si l'on considere les équations (5.45) et (5.44) dans la formulation variationnelle
(5.43) et en intégrant analytiquement nous obtenons la formule suivante pour la ni¢™me

valeur propre :
w2 =28 [N2[DE(CP)? — 2D15CP + Dap] + AR (CP +1)2} (5.46)

Cette expression permet d’évaluer analytiquement les pulsations en CO et CC notées
respectivement wS© et wCC.
Cela conduit au calcul analytique du coefficient de couplage électromécanique (EMCC) a

partir de (5.46) et en utilisant sa définition donnée dans [64]

(wCO)Qf wCC)Q
n

ou K? traduit le rapport entre I’énergie transformée sur 1’énergie fournie suivant un

mode. En introduisant (5.46) dans (5.47), pour les deux types de conditions aux limites



Chap 5. Vers la modélisation de ’amortissement passif a base de matériaux
96 piézoélectriques

électriques CC et CO, on obtient la formule suivante définissant 'EMCC pour la poutre

sandwich :

K2 — MO =CP)DE (CR+CF)=2D1a]+[AG (CR+1)? = AF (C +1)?] (5.48)

AZ[DE (CF)2—2D12CF + Do)+ AL (CFE+1)2
oit CF a la méme expression que dans (5.45) mais en remplacant le terme Ag% par le
terme A5E5. On remarque que 'EMCC est indépendant de la masse et que la longueur de

la poutre affecte 'EMCC & travers l’expression de A\2.

5.5 Résultats et analyses

Cette section & pour but d’évaluer la formule donnée par (5.48) au moyen de compa-
raisons avec des résultats obtenus en utilisant le code commercial Abaqus. La formulation
analytique est aussi utilisée pour évaluer 'TEMCC en cisaillement au moyen d’une analyse
paramétrique faisant varier quelques ratios géométriques a savoir les ratios longueur sur
épaisseur et épaisseur des faces sur épaisseur du coeur ainsi que des ratios matériaux a

savoir le module d’Young des faces sur le module d”Young du coeur.

5.5.1 Validation du modéle a ’aide des éléments finis

On considere ici une poutre sandwich de longueur 110 mm, de largeur 25 mm et
d’épaisseur 5 mm. Ces faces sont composées d’aluminium de densité 2790 Kg/m?, de
module d’Young 73 GPa de coefficient de poisson v = 0.3. Le coeur piézocéramique est

un PZT5A de densité 7700 Kg/m? at ayant les propriétés suivantes

CE =CE =99.2 GPa, C% =86.9GPa

CE =CE =508 GPa, CF =54.0GPa

CE =CE =21.1GPa, Ck =22.6GPa

e31 = ez = —7.21C/m?, ek = 15.120/m?

e15 = egq = 12.32 C/m?

€11 = €59 =1.53e =8 F/m, ¢33 =15e—8F/m

(5.49)

Les résultats obtenus analytiquement et ceux obtenus a l'aide de modeles en 3D et 2D
en déformations planes en utilisant le code Abaqus standard sont donnés dans le tableau

(5.1). On observe que les résultats obtenus par Abaqus en 3D et en déformations planes
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sont similaires a ceux obtenus par le modele analytique.

Solution Mode 1 2 3 4 5
fCC (Hz) 882.73 | 3524 | 7904 | 13988 | 21734
Analytique | f9Y(Hz) 882.92 | 3527 | 7919 | 14034 | 21845
(5.48) K%2(%) 0.04 | 017 | 038 | 0.66 | 1.02
fCC(Hz), 2D | 881.56 | 3495 | 7752 | 13519 | 20639
EF fCO(Hz), 2D | 881.73 | 3498 | 7765 | 13559 | 20729
(5.47) K%(%),2D | 0.04 [ 0.16 | 0.35 | 0.60 | 0.88
K?(%),3D | 0.04 [0.16 [ 0.35 | 0.59 | 0.88

TAB. 5.1 — Fréquences et EMCC pour les cing premiers modes. Comparaisons EF et
modele analytique

on peut remarquer ici que les valeurs ’EMCC obtenues sont faibles. En fait si I'on
considere les conditions d’équipotentialités pour le cas CO on obtient un EMCC nul dans
le cas appui simple présenté ici. Cependant des simulations avec des poutres encastré-libre

donnent des valeurs non nul pour ’TEMCC.

5.6 Analyse paramétrique

Afin de juger des performances de TEMCC en mode cisaillement défini par 1’équation
(5.48), la poutre utilisée précédemment est étudiée analytiquement (MAPLE) en faisant
varier les trois parametres caractéristiques : le ratio longueur de poutre sur épaisseur
Ry, = L/h, le ratio épaisseur des faces sur épaisseur du coeur Rj, = he/h,, et le rapport
des modules d’Young, Ry = Y. /Y. Pour ces différentes variations on a fixé h,=0.5mm et
Y,=69.5GPa. Les résultats correspondant sont présentés respectivement sur les figures 5.3
et 5.4 pour le premier mode et les figures 5.5 et 5.6 pour le quatrieme mode. Ces résultats
confirment que P'EMCC est tres faible pour la configuration présentée ici. Cependant,
il apparait qu'un sandwich court, avec des faces plus rigides que le coeur, et avec une
épaisseur de couche centrale similaire a ’épaisseur des faces, donnerait une configuration
optimale pour TEMCC en cisaillement.

On considere a présent une poutre de longueur et d’épaisseur totale telles que celle
décrite dans la section précédente (L=110mm, b=25mm, h=5mm). L’EMCC est évalué
analytiquement pour les dix premiers modes et pour une épaisseur de coeur piézocéramique
variable. Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau (5.2) et illustrés graphique-

ment Fig. 5.7. Comme prévu, 'TEMCC est plus important pour des sandwichs avec des
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0.2

0.15

Fig. 5.3 — Variation de PTEMCC pour le premier mode, en fonction de R;, R. et
E,=69.5GPa fixé
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0.5

0.4\ E

F1G. 5.4 — Variation de "TEMCC pour le premier mode, en fonction de R;, Rj, et h,=0.5mm
fixé
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Fig. 5.5 — Variation de TEMCC pour le quatrieme mode, en fonction de R;, R. et
E,=69.5GPa fixé
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Fic. 5.6 — Variation de PEMCC pour le quatrieme mode, en fonction de R;, Rp et
hp=0.5mm fixé
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F1G. 5.7 — Variation de 'EMCC pour les n premiers modes en fonction de h,

coeurs épais et pour les modes d’ordre élevés vu que ces situations sont favorables a
la présence de cisaillement. Cependant les résultats obtenus doivent étre considérés avec
précautions pour les piézocéramiques de longueur supérieur a 25mm. En effet les longueurs

des patchs sont limitées a cette longueur (PI Ceramics).

hy (mm) | mode 1 | mode 2 | mode 3 | mode 4 | mode 5
0.25 0.02 0.09 0.19 0.34 0.52
0.50 0.04 0.17 0.38 0.66 1.02
1.00 0.08 0.33 0.73 1.27 1.95
1.50 0.12 0.47 1.04 1.81 2.75
2.00 0.15 0.59 1.30 2.25 3.41

TaB. 5.2 — EMCC K?(%) pour différentes épaisseurs du coeur

5.7 Conclusions

Une formulation analytique évaluant le coefficient de couplage électromécanique d’une

poutre sandwich symétrique a été proposée. Cette derniére est constituée de face élastique
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et d’un coeur en piézocéramique agissant en mode de cisaillement. La poutre sandwich est
soumises a des conditions aux limites de type appui simple. Le modele analytique obtenu
a été dans un premier temps validé par comparaison a un modele élément finis 2D en
déformations planes et a un modele EF développé sous Abaqus. Une étude paramétrique
s’attachant a étudier 'effet des caractéristiques géométriques et matérielles a été conduite
sur les premiers modes. Les résultats obtenus sont conformes & ceux attendus avec cepen-
dant des valeurs d’EMCC faible.

Le modele présenté demeure cependant limité a des structures poutres sandwichs avec un
coeur entierement piézoélectrique et avec des conditions aux limites de type appui simple.
Par ailleurs l'effet d’équipotentialité n’a pas été pris en compte lors de 'analyse en CO
(circuit ouvert). Toutefois, optimiser la position et la longueur des patchs ot prendre en
compte des conditions aux limites différentes et numériquement possible.

Néanmoins on peut apporter quelques améliorations au modele présenté ici en considérant
par exemple, un ordre plus élevé pour 'approximation du potentiel électrique (quadra-
tique ou cubique) ou prendre en compte l'effet des électrodes (utilisation de 5.12 au lieu
de 5.13). Par ailleurs une configuration plus pratique avec des patchs peut étre étudiée

au moyen des fonctions d’Heaviside.
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Conclusion

L’objectif de ce travail de these a été de proposer des formulations analytiques et
élément finis pour la modélisation simple du comportement modale des structures sand-
wich & amortissement actif-passif. La structure étudiée se compose d’un coeur viscoélastique
intercalé entre deux couches élastiques sur lesquels on adjoint deux couches piézoélectriques
réalisant respectivement les fonctions de capteur et actionneur et pour lesquelles deux lois
de controle, a savoir la loi de controle proportionnel direct et la loi de controle en vitesse,
ont été appliqué. Afin de répondre au mieux aux différentes problématiques auxquelles
nous étions confrontés nous avons développé notre recherche autour de trois axes majeurs :

Apres un bref état de ’art concernant les méthodes d’amortissement passives et ac-
tives, nous avons développé un modele analytique de type poutre pour les structures
de type sandwichs piézoélectrique/ élastique/ viscoélastique/ élastique/ piézoélectrique.
Deux lois de controle, proportionnelle direct et en vitesse ont été considérées et différents
niveaux d’approximations sont considérés et discutés ainsi que le traitement du probleme
électrostatique dans le capteur. La prise en compte de conditions d’équipotentialités, afin
de modéliser la réalité physique dans le cas ou I’on applique des électrodes sur les couches
piézoélectriques, a aussi été discutée. Pour I’ensemble des différents modeles obtenus nous
avons validé ceux ci par comparaison a des modeles éléments finis obtenus au moyen de
code commerciaux lorsque cela était possible. Nous avons par ailleurs observés 'effet des
deux types d’amortissements sur les propriétés modales des structures et ce en prenant
en compte ou non 'effet des électrodes.

Au chapitre 3, nous avons considéré une extension du modele analytique et avons
développé un élément finis de type coque a 3 noeuds. Sa formulation utilise les hypotheses
classiques de calcul des sandwichs et les théories de coques de Kirchhoff et de Mindlin. Ce
dernier résulte de I'assemblage des éléments de coques suivant 1'épaisseur. L’utilisation

des conditions de continuité du champ de déplacement aux interfaces réduit le nombre

105



106 Conclusion

de degrés de libertés a 8 en déplacement et 2 degrés électriques qui ont été condensés. Le
comportement en poutre de cet élément a été validé en le comparant au modele analytique
développé au chapitre 2. Dans le cas des plaques nous avons donné les propriétés modales

obtenues avec les deux lois de controles et pour différents coeurs viscoélastiques.

Au chapitre 4, nous avons proposé le développement d’un algorithme numérique pour
résoudre de maniere précise et directe le probleme aux valeurs propres non linéaires aux-
quelles nous étions confrontés dans le chapitre 3. Cet algorithme utilise les techniques
usuelles de la méthode asymptotique numérique (MAN) a savoir I’association des tech-
niques d’homotopie et de perturbation, couplé si besoin aux approximants de Padé pour

améliorer le domaine de validité des séries.

Enfin au chapitre 5, nous avons développé un modele analytique permettant de ca-
ractériser le coefficient de couplage électromécanique d’un matériau piézoélectrique se
déformant en cisaillement. Ce modeéle nous a permis de quantifier la dissipation maxi-
male que 'on pouvait obtenir en remplacant le coeur viscoélastique par un matériau

piézoélectrique sollicité en cisaillement.

Les travaux que nous avons menés ouvrent la voie a de nombreux axes de recherches :

— concernant la modélisation de I’amortissement des structures sandwich hybride il
serait intéressant de modéliser non plus des couches piézoélectriques mais des patchs
et de pouvoir ainsi a 'aide d’un modele analytique déterminer la position optimale

de ces derniers,

— pour la classe d’élément fini coque développé il serait judicieux de considérer un
élément quadrangle qui prend en compte 'effet de membrane et permettrait de ga-

gner en temps de calcul et en précision,

— d’un point de vue algorithme, la méthode de résolution qui a été développé dans
ce document peut étre efficacement utilisée pour la prise en compte des conditions

d’équipotentialité dues a la présence d’électrodes.

— les outils théoriques et numériques développés dans cette thése peuvent étre étendus

a la modélisation de ’amortissement dans le cas des vibrations non linéaires.
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Annexe A

Caractérisation des matériaux

viscoélastiques

On considere ici la viscoélasticité linéaire appliquée aux matériaux homogenes iso-
tropes pour introduire les modeles rhéologiques couramment utilisés ainsi que le modele
de Maxwell généralisé qui est utilisé dans les chapitres 2 et 3 de ce document. Selon le
principe de Boltzman, ’état de contrainte ou de déformation d’un corps viscoélastique est
fonction de toutes les sollicitations appliquées au matériau. Chaque nouvelle sollicitation

contribue de maniere indépendante a I’état final (figure(A.1)). De maniere usuelle cela im-

S A
B
t
€ A
-
t

Fi1G. A.1 — Principe de superposition de Boltzman
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plique que le matériau viscoélastique possede une loi de comportement qui est dépendante
du temps : la contrainte dépend de la vitesse de déformation ou sous une autre forme la
déformation est dépendante de la vitesse de variation de la contrainte. L’hypothése com-
mune faite pour les matériaux viscoélastiques linéaires est que la contrainte ¢ a l'instant
t est une fonction linéaire de I’historique des déformations € ce qui peut se traduire par

I'existence d’une fonction de relaxation h définit telle que

o(t) = /000 e(t —7)h(r)dr (A.1)

ou 7 est la variable d’intégration temporelle. Par utilisation de la transformée de Laplace,
I’équation précédente est équivalente a ’existence d’un module complexe H qui n’est autre

que la transformée de Laplace de la fonction de relaxation h et tel que

o(w) = H(w)e(w) (A.2)

Résoudre un probleme de viscoélasticité revient ici a résoudre un probleme d’élasticité
linéaire ou les propriétés du matériau sont complexes et dépendantes de la fréquence w.
Il s’agit ici du principe d’équivalence élastique/viscoélastique. Pour les matériaux iso-
tropes et homogenes, H est fonction du module Young E* et du coefficient de Poisson
v* complexes. Lors de la modélisation des structures sandwich, le coefficient de Poisson
est souvent supposé constant et réel. La loi de comportement du matériau viscoélastique

isotrope linéaire non vieillissant en sollicitations harmoniques s’écrit ainsi :
o(w) = (ERw) +iF (w))e(w) (ER ET) e ®? (A.3)

ou Ef et ET représentent respectivement les modules de stockage et les modules de perte.
Les composantes de ces modules sont définies directement dans le domaine des fréquences
et leur détermination se fait expérimentalement pour chaque matériau. Afin de définir les
modules de stockage et de perte, des modeles rhéologiques simples composés de ressort et

d’amortisseur ont été établis.
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A.1 Modeles rhéologiques de la viscoélasticité linéaire

Pour un corps idéalement élastique, la réversibilité entre contrainte et déformation est
parfaite et se fait instantanément (pas de décalage temporel au niveau de la réponse). Ce

modele correspond a une relation de type

o= ke (A.4)

Le matériau se modélise mécaniquement par un ressort vu qu’il n’y a pas de dissipation
d’énergie.
Pour un corps idéalement visqueux, I’énergie est totalement dissipée sous forme de chaleur.

Ce modele correspond a une relation de type

de

ou 7 est la viscosité. Le matériau se modélise ici classiquement par un amortisseur (piston).

Modele de Maxwell et Voigt

Le modele de Maxwell est composé d’un ressort et d’un amortisseur disposé en série
(Figure (A.2)). Il correspond & un comportement de fluage pour lequel la loi de compor-
tement peut s’écrire :

o+ 716 =kté (A.6)

ou 7 est le temps de relaxation et k la rigidité du ressort. Le modele de Voigt est pour
sa part composé d’un ressort et d'un amortisseur disposé en parallele (Figure (A.2)). 11
correspond qualitativement a un comportement élastique retardé pour lequel la loi de
comportement peut s’écrire :

o = koe + kté (A.?)

ou 7 est le temps de relaxation et kg la rigidité a vide du ressort.

Modele de Maxwell généralisé

Afin de caractériser finement le comportement d’un matériau viscoélastique et de tenir

compte de la dépendance en fréquence température nous allons par la suite utiliser une
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% DE (n
(n
h

a. Maxwell . Voigt

Fig. A.2 — Modele de Maxwell et Voigt

combinaison en parallele de modeles de Maxwell et de Voigt (figure A.3). Le module

opérationnel de ce modele s’écrit :

Nmax

H(w) = ko + noiw + Z

W
w 1
j=1 (k? n?)

(A.8)

ot les coefficients k; et n; sont obtenus comme décrit dans [50] & partir de tests expérimentaux

sur un polymere.

A

Ky Ky Kimax

Ko

Fi1g. A.3 — Modele de Maxwell généralisé



Annexe B

Principales caractéristiques des

matériaux piézoélectriques

Certains cristaux naturels (quartz, cristaux a base de bismuth...) ou synthétiques
(zirconium titanate de plomb (P.Z.T.), polyfluorure de vinilydene floride (P.V.D.F.)....)
ont la particularité de se polariser sous l’effet d’'une contrainte mécanique et de produire
ainsi une charge électrique qui soit fonction de cette contrainte. C’est ce que ’on nomme
leffet piézoélectrique direct qui permet d’utiliser ces matériaux comme capteurs. L’effet
piézoélectrique étant réversible, 'orque ’on soumet ces cristaux a un champ électrique
ils se déforment ; c’est Deffet piézoélectrique inverse qui permet de les utiliser comme
actionneurs. En fonction de la direction de polarisation P et du champ électrique E, le

mode de déformation peut étre différent comme on peut le voir figure B

Mode de cisaillement

Mode transverse

’%77%
E

Mode longitudinale

FiGc. B.1 — Modes de déformations
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La polarisation est une fonction non linéaire du champ électrique, en effet pour
une valeur importante du champ on a saturation de la polarisation et le comportement
ferroélectrique est décrit alors par un cycle d’hystérésis. Si ’on considere la piézoélectricité
linéaire, les équations de I'élasticité linéaire sont couplées aux équations de I’électrostatique
par I'intermédiaire des coefficients piézoélectriques :

oc=ce—e'E

(B.1)
D=es+cE

ou o, e, D, E sont respectivement les tenseurs de contrainte et déformation, le déplacement
et le champ électrique. c, e, ¢ sont la matrice d’élasticité, la matrice piézoélectrique
et la permittivité diélectrique. Les coefficients de la matrice d’élasticité sont mesurés
a champ électrique constant les composants de la matrice de permittivité sont mesurés a

déformations constantes.

Le vecteur du champ électrique se dérive du potentiel électrique par :

E=-V¢ (B.2)

et le vecteur de déplacement électrique D satisfait le théoreme de Gauss (pas de charges

électriques libres) dans un matériau isolant :

divD = 0 (B.3)

Pour caractériser les matériaux piézoélectriques on utilise un coefficient dit coefficient de
couplage électromécanique K. Celui-ci mesure la capacité, suivant un mode de déformation,
d’un matériau piézoélectrique de transformer 1’énergie électrique en énergie mécanique et

inversement.

__ énergie transformée B.4
K= énergie fournie ( ’ )

Si I’on considere des couches piézoélectriques utilisant le mécanisme d’extension et pola-
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risées dans la direction de I’épaisseur, la loi de comportement s’écrit :

o1 [ Ci1 Ci2 Ci3 O 0 0 0 0 —es1 ] €1

o9 Cia Cy Cy3 0 0 0 0 0 —e39 €9

o3 Ciz3 Cy3 C33 O 0 0 0 0 —es3 €3

o4 0 0 0 Cyu O 0 0 —eu O o3

o = 0 0 0 0 Cs5 0 |—es O 0 Y13 (B.5)
o6 0 0 0 0 0 Ce| O 0 0 Y12

Dy 0 0 0 0 es O €11 0 0 Eq

Dy 0 0 0 ey O 0 0 €22 0 Es

Ds es1 ez es33 O 0 0 0 0 €33 E3

si les couches sont supposées fines (723 = 713 = 0) et que I'on considere des conditions de

contraintes planes (o3 = 0) on obtient alors une loi de comportement simplifiée

e *
Ul B Cll _631 51

Ds €51 €33 By

ou
* 633
€33 = €33 T 5

* _ ci3
€31 = €31 a4 €33
2
o _ 4s
C11 = C11 — &
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Annexe C

La Méthode Asymptotique
Numérique (MAN)

De nombreux problemes issus de la physique se ramenent a la résolution de problémes

non linéaires dépendant d’un parametre réel ©. ils peuvent s’écrire sous la forme,

R(U,©) = 0. (C.1)

beRe )]

ou U € R™ est le vecteur inconnu et R € R™, est un vecteur rassemblant "n” équations et
qui est supposé étre une fonction ”suffisamment réguliere” de ses arguments U et O.

L’idée principal de la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) est de tracer numériquement
la branche de solutions de Eq(C.1) en générant non pas une séquence de points mais
une séquence de "morceaux” de branches : branche!, branche?, branche?® ...branche’,

branche/*! ... (voir figure C.1) Principe de la MAN : on génére une succession de morceau

Morceau de branche j

\ UJ:1®J*1
6{0;;1

Fig. C.1 — Schéma descriptif de la MAN
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de branche, chaque nouveau morceau de branche est déterminé par une représentation en

série a partir d’un point de départ.

C.1 Technique de perturbation

Partant d’un point solution connu (U7, ©7), on génére un nouveau morceau de branche

en cherchant sa représentation en série entiére par rapport a un parametre de chemin a :

Ula) = U7+ Y22 aPU, = U7 + alUy + a*Up + ...
@(a) =07+ z;il ap@p =07+ a©1 —|—a2®2 + ...
Cette branche Eq(C.2) doit étre solution de ’équation Eq(C.1), ce qui se traduit par :

0 = RU+aU, +a*Us+...,07 + a0 +a?6y +...)

. . OR OR
= R(Uj,@])+%Jj(aU1+a2U2+...)—l—% i(aO1 +a*0s +..)

19%°R

iwjj(aU1+a2Ug+...)(aU1+a2U2+...)+... (0.3)

En utilisant le fait que R(U7,67) = 0, et en ordonnant les termes suivant les puissances
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croissants de a, I’équation précédente se réécrit,

OR OR
0 = {aUJ Uit el @1}

= a aRJU+aRJ@+182JUU+182J@2 s ———];0,U

- ou172 T ge i T g iV T 5502 P T Gpg it

+ {ggj Uz + ggj O3 + termes dépendants de Uy, Us, O1, @2}

» OR ,
+ a J]U + 8@J O, + termes dépendants de U; ...Up—1,01...0,
F

_|_

Ou bien sous forme condensée,
R(U(a),0(a)) = aRy +a*Ry+...=0 (C.4)

Cette relation devenant étre vérifiée pour toute valeur de a, on en déduit une infinité

d’équations qui vont permettre de définir successivement les termes de la série Eq(C.2) :
R,=0pourp>1 (C.5)

)z . - . o C s
A chaque ordre p, I'équation R, = 0 est un systeme linéaire en Uy, ©, qui s’écrit sous

la forme,

OR 8R

plzal iOp=F (C.6)

et ou le seconde membre F;Ll ne dépend que des termes aux ordres précédents.

C.2 Définition du parametre de chemin

En faite, I"équation Eq (C.6) n’est pas bien posée puisque’il y a n équation et n+ 1 in-

connus. Comme dans les méthodes prédictions-corrections, il faut une condition complémentaire
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a chaque ordre. Cette condition n’est autre que la définition du parametre de chemin a

qui intervient dans Eq(C.2). On va utiliser ici encore la pseudo-Longueur d’arc :
a=(U-UNU, + (0 - 696, (C.7)

qui correspond & la projection de I'incrément sur la direction tangente (Uy,©1). En re-
portant les séries Eq(C.2) dans Eq(C.7), on obtient la condition supplémentaire cherché

a chaque ordre :

U] + 0% = 1
(C.8)
U,U1 + 0,01 =0

En résumé, le calcul de la branche’ demande le calcul de N, g4y secondes membres F;Ll
et la résolution de N4 problemes linéaires Eq(C.6) et Eq(C.8). A la différence des
méthodes prédictions-corrections, une seule matrice g—gj j doit étre calculée et inversée
pour résoudre tous les problémes Eq(C.6). Ceci est trés avantageux du point de vue du
temps de calcul puisque le traitement d’un second membre est faible devant le traitement
d’une matrice jacobienne. Le point crucial dans le calcul des séries de la MAN est le calcul

secondes membre F;l.
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