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Introduction

Le cadre de ce travail est celui des f-extensions abéliennes d’un corps de nombres
K, ou (¢ désigne un nombre premier fixé, et de leur groupe de Galois. La Z,-
extension cyclotomique K¢ de K y joue un role essentiel.

En 1994, dans [5], Jean-Frangois Jaulent donne une formule explicite pour le calcul
des ¢-symboles de Hilbert construits sur les racines ¢"-iémes de I'unité contenues
dans K. Cette formule se présente sous la forme

GTY _ e
(p> <

ol I'exposant 0(z) est un élément de Z, défini a I'aide du logarithme ¢-adique de
|z|,. L’application o, ainsi obtenue est 'analogue d'une valuation et ouvre donc la
voie a une théorie arithmétique, dite des diviseurs logarithmiques qui s’apparente
a la théorie classique des diviseurs ou a celle des idéaux de K.

Les groupes de diviseurs et de classes provenant de cette arithmétique donnent ac-
cés au calcul numérique de certains groupes de la K-théorie des corps de nombres,
et se présentent d’autre part, via la théorie ¢-adique du corps de classe, comme
des groupes de Galois de f-extensions abéliennes de K ou de K°.

Les définitions et propriétés de base des objets de 'arithmétique logarithmique
sont détaillées dans une premiére partie.

On étudie ensuite des questions de capitulation des classes logarithmiques d’un
corps K dans un surcorps L, le degré de L/ K étant une puissance de ¢. On établit
notamment un théoréme analogue au théoréme 94 de Hilbert.

Ces questions conduisent naturellement & envisager une tour de f-extensions de
K, analogue de la tour de Hilbert de K. Bien qu’on ne dispose pas d’un théoreme
de lidéal principal pour le groupe des classes logarithmiques, la tour localement
cyclotomique construite par Jean-Francois Jaulent et Florence Soriano-Gafiuk,
permet, comme la tour de Hilbert, de répondre a la question du plongement de
K dans un corps logarithmiquement principal. On démontre, dans cette troisiéme
partie, des conditions de finitude et surtout d’infinitude de cette tour. On obtient
notamment un critére d’infinitude de la tour pour une extension L d’un corps K
possédant lui une tour finie.
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Il s’agit dans la derniére partie de construire une tour analogue a la tour locale-
ment cyclotomique, et ceci en imposant la décomposition compléte pour les places
de K appartenant & un ensemble fini donné. On donne une interprétation simple
de la finitude ou de I'infinitude de cette tour.



Index des principales notations

Pour 'essentiel, on utilise les notations de [6] ainsi que de [7]. Elles sont définies
dans le texte au fur et a mesure de leur apparition, mais ne sont en principe pas
redéfinies dans chaque chapitre. On pourra se reporter a la liste qui suit.

On note :

¢, p,q, des nombres premiers,

K, L, des corps de nombres,

p, une place de K,

P, une place de L,

K,, le complété de K en p,

P Tensemble des places finies de K,

P, I'ensemble des places infinies de K,

0y, la valuation logarithmique attachée a la place p,

€p, I'indice de ramification logarithmique de la place p dans K,

fp, le degré résiduel logarithmique de la place p dans K,

€Ly /K, l'indice de ramification logarithmique de la place p dans I'extension
L/K (avec Blp),

fLm /K, » le degré résiduel logarithmique de la place p dans l'extension L/K,
dy(L/K), I'indice de ramification de la place infinie p dans l'extension L/K,
Rx =74y @z K*, le compactifié (-adique de K™,

K¢, la Z-extension cyclotomique de K,

K'¢ la Z-extension localement cyclotomique de K, i.e. 'extension abélienne
de K totalement décomposée sur K¢, maximale,

K, le compositum de K, et de K¢,

[A(;, le compositum de K, et de @;,

Dl = @ Zy p, le groupe des diviseurs logarithmiques de K,
pePY

div K, le morphisme naturel de Ry dans Dly,

Plg, le groupe des diviseurs logarithmiques principaux de K,

deg(a), le degré f-adique du diviseur logarithmique a,
Clix = Dl /Plg, le groupe des classes logarithmiques de K (non nécessairement
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de degré nul),

DI K Pl K Cl K, les groupes correspondants formés des diviseurs, diviseurs prin-
cipaux, et classes logarithmiques de degré nul (Plx = Plk et Clyx = DIk /Plk),
Fk, le groupe des unités logarithmiques de K, i.e. le noyau de ’homomorphisme
RK — Pl K N N

z/',j et 7, les morphismes d’extension de Dl dans Dly, de Dilg dans Dy, et de
Clg dans Clj, respectivement,

capy, /ic» le £-groupe de capitulation logarithmique de I'extension L /K,

S, un ensemble fini de places non archimédiennes de K,

K, Textension abélienne maximale de K qui est non logarithmiquement rami-
fiee et S-décomposée.



Chapitre 1

A propos des classes logarithmiques

Les aspects développés ci-dessous de la théorie des classes logarithmiques corres-
pondent aux besoins des chapitres qui suivent. Pour davantage de détails et une
présentation plus pédagogique, nous renvoyons le lecteur a [6].

1.1 Ramification logarithmique d’une place dans
une extension

Dans cette section, on désigne par K un corps de nombres, p un nombre premier
de Q, et p une place de K au dessus de p.

1.1.1 Deéfinitions

, . AC . . .
Désignant par Qj le compositum des Z -extensions cyclotomiques de Q, pour tous
les nombres premiers ¢, on introduit les notions qui suivent.

Définition 1.1.1 On appelle indice de ramification logarithmique (absolu) de la
place p le degré de lextension K,/ K, N Q.

L’indice de ramification logarithmique de p mesure donc le « défaut de cycloto-
micité » du complété K, de K.

Définition 1.1.2 On appelle degré résiduel logarithmique (absolu) de la place p
le degré de lextension K, N Q5 /Q,.
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La place p est non logarithmiquement ramifiée dans K lorsque €, = 1, ce qui
équivaut a l'inclusion K, C Q.

1.1.2 Cas d’une /-extension de Q)

On suppose a présent que le corps de nombres K est une (-extension de Q, c’est-
a-dire qu’il existe un entier n > 0 tel que [L : Q] = (. L’extension Q;/Q; ne
contient que des sous-extensions dont le degré est étranger a £. Par conséquent le
degré [Q5 N K, : Q5 N K| est étranger a /£, et comme il divise £, il est égal a 1.
L’égalité @; N K, = QN K, qui en résulte entraine la caractérisation suivante de
la non-ramification logarithmique :

ep=1 < K, CQ,.

De méme

fi=1 = K,NQ,=Q,.

L’extension Q5/Q, étant galoisienne, la condition K, N Q) = Q, signifie que les
extensions K, et Q sont linéairement disjointes sur Q.
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[z
¢ a7t Nc oc
Q; Q K¢

b c ~ 2
Q——QNEK=—QnK,——K

Q “ K

1.1.3 Cas d’une extension relative

Soit L une extension (de degré fini) de K. On note B une place de L au dessus
de p. On définit l'indice de ramification logarithmique relatif €y, /x, et le degré

résiduel logarithmique relatif fL,_B /i, (notés parfois én(L/K) et fu(L/K)) par les

formules suivantes : R
éLgp/Kp = [Lm . Lq3 N K;L

quB Ky = [Lyp N K 2 Ky,

ou K désigne le compositum des corps K et Q7. On a donc le schéma suivant :

L

€Ly /Kp

~

Lpn Qe —— LyN K¢

Iy - -
frg /5y frg /5y

pr%f(pﬂ@;%f(p

p €p
ainsi que les relations

€p = CrLy/K,€p €U Sy = fLy/K, fp-
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Comme dans le cas absolu, on a les caractérisations :
€Ly /K, =1 <= Ly C K,

fLsp/Kp =1 < Lg‘pﬂf?g = Kp,

ol [A(; peut étre remplacé par K lorsque le degré de L/K est une puissance du
nombre premier /.

1.1.4 Relation avec les indices au sens classique

On remarque que les définitions précédentes entrainent les égalités
Epfy = Ky - Qp] = epfy,

ep et f, désignant l'indice de ramification et le degré résiduel de la place p dans
I'extension K /Q, au sens habituel. Plus précisément, on montre que si p ne divise
pas [K, : Qp], alors e, = €, et f, = fp. Et ces propriétés s’étendent naturellement
aux indices relatifs. Par conséquent, si L/K est une (-extension, la ramification
logarithmique ne différe de la ramification classique que pour les places au-dessus

de /.

1.2 Diviseurs et classes logarithmiques

On fixe un nombre premier ¢ et un corps de nombres K.

1.2.1 Le /-groupe des diviseurs logarithmiques d’un corps
de nombres

Un diviseur logarithmique de K est une somme formelle
> .

pePY

indexée sur I’ensemble des places finies de K et ou les coefficients a, sont des
entiers f-adiques. C’est donc un élément du Z,-module construit sur les places

finies de K :
Dix = P Zp.

pePY
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1.2.2 Le degré d’un diviseur logarithmique

On définit sur PY I'application degré de la maniére suivante :

deg(p) = fpdegp,

le degré (¢-adique) du nombre premier p étant défini par

e sip # (, alors deg p = Log,,,p,

e si/ # 2, alors degl =/,

o deg2 =4,

ou Log;, est le logarithme d’Iwasawa défini sur Z,. Cette fonction est donc a
valeurs dans Z,. Elle induit naturellement, par linéarité, un morphisme degré sur
Dl , encore noté deg :

deg Z apgp | = Z ap deg(p).

pePY pePd.

En particulier si L/K est une extension de corps de nombres, p une place de K
et P une place de L au dessus de p, on a

degP = fr,/x, degp.

Le noyau de ce morphisme est un sous Z,-module de Dl qu’on note DI Kk et qu’on
appelle le groupe des diviseurs logarithmiques de degré nul de K.

1.2.3 Diviseurs logarithmiques principaux

On note Ry le produit tensoriel du groupe multiplicatif de K par 'anneau des
entiers /-adiques :

RK = Ze KRz K*.
De méme qu’un élément du groupe K* est de maniére unique et a une unité prés
un produit (fini) H p™ ol x, € Z, on peut voir un ¢élément de Rx comme un
pePY
produit (fini) H p®* ot les o, sont dans Z, (tous nuls sauf un nombre fini d’entre

pePY
cux). Il en résulte un morphisme naturel

%Ki RK — DZK
T o= ) aph.

pePY
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L’image de ce morphisme est un sous Z,-module de Dl qu’on note Pl x et qu’on
appelle le groupe des diviseurs logarithmiques principaux de K. On montre que
tout diviseur logarithmique principal est de degré nul. Autrement dit :

/ﬁ/l[( C Z/S/ZK

On définit enfin la valuation logarithmique v, : Dlx — Z, par

pePY

L’application induite par v, via 'application divg, de Rx dans Z, sera encore
notée vy.

1.3 Le groupe des classes logarithmiques

Le quotient Dl K/ ﬁ/lK se note &K et est appelé le groupe des classes logarith-
miques de degré nul de K. On a donc la suite exacte

0—>15lK—>lA?JlK—>EJVlK—>O

Selon la théorie f-adique du corps de classe (voir [6]), ce groupe est isomorphe au
groupe de Galois de Pextension K'/K¢, ot K¢ désigne la Z-extension cycloto-
mique de K et K' la Z-extension localement cyclotomique de K. La conjecture
de Gross généralisée affirme que le groupe Clg est fini (voir [16]).



Chapitre 2

Capitulation des classes
logarithmiques

Le probléme de la capitulation des idéaux dans une extension L/K de corps de
nombres est étudié depuis Hilbert. On dit d’un idéal I de I’anneau des entiers de
K qu'il capitule dans L lorsqu’il engendre un idéal principal dans 'anneau des
entiers de L. Le théoréme 94 de Hilbert affirme que si 'extension L/ K est cyclique
et non ramifiée, il y a au moins un idéal non principal dans K qui « devient »
principal dans L. Nous transposons ici le probléme de la capitulation dans le cadre
de I'arithmétique des classes logarithmiques. On établit notamment un résultat
analogue au théoreme 94. L’hypothése de non-ramification est alors a prendre au
sens logarithmique. Deux démonstrations différentes de ce théoréme sont données.
Son utilisation est testée dans le cas d’une extension totalement imaginaire d’un
corps quadratique réel. Enfin, on donne un algorithme de calcul du groupe de
capitulation logarithmique.
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2.1 Le groupe capy,x

Dans cette section, on considére une extension L/K de corps de nombres.

2.1.1 Extension des diviseurs et des classes logarithmiques

Soit ax un diviseur logarithmique de K :

ag = Z 1~}p (CLK)p

pePy

A chaque place finie p de K, on associe le diviseur logarithmique de L construit
sur les places de L au dessus de p :

i(p) =Y &P,

Blp

ou ey désigne, pour simplifier, I'indice de ramification logarithmique relatif de la
place P dans l'extension L/K. Il s’ensuit, par linéarité, une application naturelle
de Dl dans Dlj, définie par

ila) =) Tplar) Y éxP,

pePy Plp

si bien que

ilak) = Y Ty (ax) éxP,
PeP?
et finalement
g (iak)) = vy (ax) exp.
Il est clair que ¢ est un homomorphisme de groupe. On I'appelle le morphisme
d’extension de Dl a Dl
Supposons que Oy (i(ax)) = 0 pour toute place finie B de L. Puisque les indices de
ramifications logarithmiques sont des entiers strictement positifs, on a 0,(a K)~: 0
pour toute place finie p de K. On voit ainsi que 7 est injectif. On note ¢ sa
restriction au groupe Dfg des diviseurs logarithmiques de degré nul de K. Les
égalités
degi(p) = > éqpdegP = épfpdegp = [L: K]degp,
Plp Plp

montrent que le degré de i(ag) est nul si et seulement si celui de ax 'est. Nous
pouvons résumer tout ceci par la proposition qui suit.
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Proposition 2.1.1 Le morphisme d’extension ¢ : Dl — DIy, est injectif. Sa
restriction i est un morphisme de Dl dans Dly,.

Considérons a présent le cas particulier ol ax est logarithmiquement principal :
ag = C/ﬁ_’l/}K(iL'), x € RK

On a alors

ilax) = Y dplax)PB =) op(x)B.

Pepr? Pep)

L’inclusion évidente de Ry dans Ry, montre alors que i (ax) est principal. Puisque
5(./5[ k) C Pl 1, le morphisme ¢ induit, par passage au quotient, un homomorphisme
de groupes : . .

3 - Cl K — Cl L

conformément au diagramme commutatif suivant :

ble#)bvlL

.

/C'vlkij>avl];

2.1.2 Capitulation des diviseurs et des classes logarith-
miques
L’homomorphisme j, défini ci-dessus pour une extension L/K de corps de

nombres, n’est pas nécessairement injectif. Son noyau se nomme le groupe de
capitulation logarithmique de l'extension L/K. Il est noté :

On dit ainsi d’une classe logarithmique de K appartenant & cap; /i quelle ca-
pitule dans L. On emploie le méme vocabulaire pour un diviseur logarithmique
appartenant a une telle classe (c’est-a~dire devenant principal dans L).

2.1.3 Exemple

Soit K un corps de nombres satisfaisant a la conjecture de Gross, et ax un divi-
seur logarithmique de K. On va exhiber une extension L de K dans laquelle ax
capitule. Notons n l'ordre de la classe de ax dans Clg. Si x est un élément de R



16 Capitulation des classes logarithmiques

tel que nayg = div i (), il existe des entiers ¢-adiques u; et des éléments t; de K*

tels que
i=1

On désigne alors par y; une racine n-iéme de ¢; dans C (pour chaque entier i) et
on pose : L = K(y1,...,yy,). Il vient :
nayg = div k()

nag = de(:v)

nag = de 1_[uZ ®t;)

nag = Z%L(Ul &® yf)

i=1

nag = Z CZZVUL(UZ ® ;)"

i=1
nag = nZ%L(u, ® Y;)
i=1

On a donc s
aKg = de(u®y)

Donc ax capitule dans L. Bien entendu, la problématique est en général inverse,
c’est-a-dire qu’on a une extension L/K et qu’on veut connaitre les diviseurs loga-
rithmiques de K qui capitulent dans L.

2.1.4 Quelques résultats sur capy

On considére une extension L/K de corps de nombres et on note n son degreé.

Proposition 2.1.2 Le groupe cap; /i €st un L-groupe d’exposant un diviseur de
n.

DEMONSTRATION. Le fait que cap; j soit un (-groupe est évident car c’est un

sous-groupe du ¢-groupe Cl k- Pour la deuxiéme assertion on utilise l'inclusion :
ker j C ker N o J.

Sachant que N oj est le produit par n dans Cl K, Capy /1 est donc formé d’éléments
dont l'ordre divise n. 0]
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Corollaire 2.1.3 Si l’ordre du groupe 6’2[{ est étranger a n, alors c/d})L/K =1.

DEMONSTRATION. L’ordre dun élément de capy ;e est une puissance de £ et
divise n, donc c’est 1. O

Corollaire 2.1.4 Si Cly est cyclique et égal a capy,y, alors \&K| divise n (et
done |Clg| < n).

DEMONSTRATION. Tout élément de capy - est d’ordre diviseur de n, en particu-

lier un générateur de capy, i qui est d’ordre |52 K| O
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2.2 Une version logarithmique du théoréme 94 de
Hilbert

2.2.1 Diviseurs logarithmiques ambiges

On suppose que I'extension L/ K est galoisienne et on note G son groupe de Galois.
Un diviseur logarithmique a de L est dit ambige lorsque

Vo € G,o(a) = a.

Proposition 2.2.1 Les éléments de Imi sont des diviseurs logarithmiques am-
biges.

DEMONSTRATION. Soit ax un diviseur logarithmique ambige de K et o un élé-
ment de G. On a :

o(ifag))=c |i| D tplan)p | | =D Bplax)o(i(p))).

pePy pePIY,

De plus
o (i(p) =) épP°.
PBlp

Enfin, I'extension étant galoisienne, ég ne dépend que de p et o permute les places
au dessus de p, de sorte que

Et ainsi

OJ

Proposition 2.2.2 Si extension galoisienne L/K est non logarithmiquement
ramifiée, alors Imi contient tous les diviseurs logarithmiques ambiges. Autrement

~ —~G

DEMONSTRATION. Soit ay un diviseur logarithmique ambige de L. On a, pour
tout élément o de G :

arp = O'(CLL),
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ce que 'on peut écrire

> ipla) P= > iy lar) P

PeP? BePy

Cette décomposition étant unique, on peut identifier les coefficients de P7 des
deux membres :

173]30 (CLL) = 171; (CLL) .
On note alors S un systéme maximal de diviseurs deux a deux non conjugués de
ar. Les termes de la somme ci-dessus peuvent se réorganiser comme suit :

ar = Zf)qs (ar) Z B

PBesS TEqu

ou Gy désigne un systéme de représentants des classes de G modulo le groupe
de décomposition Dy de la place B. L’extension étant logarithmiquement non
ramifiée, on a :

ou p est la place de K au dessous de PB. Ce qui montre que

ar € Imi.

2.2.2 Le théoréme 94 "logarithmique"

On suppose ici que l'extension L/K est cyclique. On note G son groupe de Galois
et o un générateur de G. Soit ax un diviseur logarithmique de K qui capitule
dans L :

ilag) = %L(QJ), r € Ry
La proposition 2.2.1 nous donne

o (%ﬂx}) = divg(x).

Mais il est clair que

—~

o (%dx)) = divg, (o(x)),

de sorte que . .
divy(x) = divg (o(x)) .
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Il en résulte que pour toute place finie P de L,

Up(2) = O (0(2)) -

L’élément 2179 est donc une unité logarithmique de L. D’autre part, il est immé-
diat que Nk ('77) = 1. On a donc :

= E7,

ol Ez désigne le groupe des unités logarithmiques de norme 1 de L. Enfin, si
divy(x) = divg(y), on a pour toute place finie B de L,

ou encore

L
T

Par suite, en notant u cette unité logarithmique de L,
yl—a' — ul—axl—cr'
On peut donc considérer I’homomorphisme de groupes

¢ lag] — 277 mod Ei°,

de capy,/ sur E;/EL7. Ici, [ak] désigne la classe de ax modulo Ply. Vérifions
que le morphisme ¢ est bien défini. L’égalité

lar] = [bK]

entraine
bk = ag + divK(Z), 2z € Ry,

de sorte que

i(bg) = divg (z) + divy(2) = divy (22).
Enfin, puisque z € R, on a

(z2)'77 = (z)'7.

Le fait que ¢ est un homomorphisme de groupes est immédiat. Le résultat suivant
constitue un analogue logarithmique du théoréeme 94 de Hilbert.
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Théoréme 2.2.3 Soit L/K une extension cyclique, non logarithmiquement ra-
mifiée en les places finies. Le morphisme

¢:[ak] — '™ mod E}=°,

du groupe de capitulation logarithmique de L/K dans le quotient du groupe des
unités logarithmiques de norme 1 de L par son sous-groupe des unités de la forme

t . .
> est un isomorphisme de groupes.

DEMONSTRATION. On montre successivement 'injectivité et la surjectivité de ¢.
Seule cette derniere utilise I’hypothése de non-ramification.
e Injectivité de ¢ :

soit [ak| un élément de kery. On a

ilag) = ciz'va(x), r € RyL
et _
' e B0,

Il existe donc une unité logarithmique u de L telle que

Posant £ =, on a donc ¢ € Rk. Si bien que

divr(z) = divy(u) + divg(t),

mais, -
divy(u) =0,

et, d’aprés [6] (point (i) de la preuve de la proposition 2.4),
divy (t) = divg(t).

Ainsi, ax est un diviseur logarithmique principal de K et donc sa classe [ak]
dans CI x est Pélément neutre de kerj.

e Surjectivité de  :
soit u € E}. D’apres le théoréme 90 de Hilbert (L/K étant cyclique), il existe

I

un élément z de Ry, tel que uw = 2'~7. On considére alors le diviseur divy () :
divi(z) = divg,(z7u) = divg(2°) = o (&E;L(a;)) .
div () est donc un diviseur logarithmique ambige de L ; ce qui signifie, d’aprés

la, proposition 2.2.2 que ciszL(x) = cizva(m) La classe de divg(x) dans Clg est
donc un antécédent de u mod E; . 0
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Corollaire 2.2.4 Lorsque la (-extension L/ K est cyclique et non logarithmique-
ment ramifiée en les places finies, alors

B ()
b I[ dp(L/K)

pePye

DEMONSTRATION. En effet le quotient de Herbrand est défini par :

B (7))
CER

Q(EL) =

D’autre part (voir [6], corollaire 3.7), il est connu que :

a(Br) = ] do(L/K).

pePse

Le théoréme est alors une conséquence de 'isomorphisme obtenu au théoréme
précédent. O

Corollaire 2.2.5 Si la (-extension L/K est non logarithmiquement ramifiée en
les places finies et infinies, alors :

‘C/C\L-j)L/K| = |:EK : NL/K (EL)] .
DEMONSTRATION. On a en effet dans ce cas :

IT do(z/K) =1.

pePgE

O

L’importance du théoréme 2.2.3 réside notamment dans le fait suivant. On peut
considérer que I'hypothése de non-ramification pour une extension L/K est bien
moins forte au sens logarithmique qu’au sens classique. En effet cette derniére
notion signifie que L est inclus dans le corps de classe de Hilbert Hg, qui est
une extension de degré fini de K. Alors que 'extension abélienne non logarithmi-
quement ramifiée maximale de K est de degré infini comme on le verra dans le
théoreme 3.1.5.
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2.3 Démonstration cohomologique du théoréme 94
"logarithmique"

On a tout d’abord, dans le cas d’une extension galoisienne logarithmiquement
non ramifiée, une interprétation cohomologique du groupe de capitulation qui fait
I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1 Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, de
groupe de Galois G. Si L/ K est non logarithmiquement ramifiée, alors

capyr e = H* <G, EL> :
DEMONSTRATION. On part de la suite exacte de G-modules
1—>EL—>RL—>ﬁL—>1.
L’action de G nous fournit alors la suite exacte de cohomologie suivante :
1 —>Eg —>Rg—>ﬁ/l§ — H! (G,EL> — H' (G, Ry) .
Mais d’apres le théoréeme 90 de Hilbert,
H'(G,Rp) = 1.

Compte tenu des égalités . B
Ef = Ex, R = Ry,

on en déduit I'isomorphisme
H (G, Ey) ~ Pl (Ric/Ex).
Cependant, on a l'isomorphisme
Rg/ By ~ Pl K-

On en déduit _ o
g <G, EL> ~ Pl | Ply.

On consideére a présent le diagramme commutatif suivant

0 Pl Dl Cly 0

[l

0 P bie i’ ' (G, PLy )
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Tenant compte de I'injectivité de 7 et de sa restriction a Pl K, le lemme du serpent
nous donne la suite exacte

0 — kerj — ﬁf/i <15lK) — E/lf/i (ﬁK> .

Mais, puisque I'extension L/K est non logarithmiquement ramifiée, la proposition
2.2.2 nous donne

Y~ ~a

7 (DZK> — DI,
On a donc ) e

ker j ~ (PZL> /i <PZK> ,
c’est-a-dire, d’apreés le raisonnement précédent,
ker j ~ H* (G,EL> ,
ou encore B
Gapy e ~ H' (G, EL> .
O

On en déduit immédiatement le théoréme 94 « logarithmique », puisque, lorsque
G est cyclique,

H (G,EL> ~ Bt /B0
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2.4 Etude d’une famille d’exemples

On va appliquer le théoréme précédent pour étudier la capitulation logarithmique
de certaines extensions L/K ou K = Q (\/E) , d étant un entier supérieur ou égal

a 2 sans facteur carré, et L = K (i). On suppose donc que ¢ = 2.

Q(7) L
Q——K
2.4.1 Ramification logarithmique dans L/K

L’extension de Kummer L/K est de degré 2, donc elle est non ramifiée en dehors
des places qui divisent 2. Il en va de méme pour la ramification logarithmique
puisque ¢ = 2 ([6] th.1.4). Il reste a examiner le cas des places paires. On considére
une place p de K au dessus de 2 et une place ¥ de L au dessus de p. On a donc :

Cr i = | Lt Lys N Q5K

On s’intéresse au cas non logarithmiquement ramifiée pour pouvoir appliquer la
version logarithmique du théoréme 94 de Hilbert :

ery i, = 1 & Ly C Q5K
Et comme Ly = K,(7), on a 'équivalence
Cry/k, =1 i€ Q5K,,
ou encore, puisque Qy C @gKP :
Ery /i, = 1 & Qoli) C QK.

Le corps Qng est la composée de toutes les Z,-extensions cyclotomiques de K,
ou ¢ décrit I’ensemble des nombres premiers. Elles sont linéairement disjointes sur
K, de groupe de Galois Z,. Seul Z, posséde un quotient isomorphe a Z /27 (qui
est le groupe de Galois de Q2(i)/Q2), de sorte que la non-ramification (au sens
logarithmique) en 2 se traduit plus simplement par

Qa(i) € Q3K
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L’extension Q5/Qs étant cyclique, on peut méme se limiter au premier étage de
la tour définissant S, et la condition devient :

Qa(i) C Qz(\/ﬁ)Kp-
Ou encore, puisque K, = Q2(Vd) :
Qa(i) € Qa(V2)Q2(Vd).

Le compositum Q,(v/2)Q2(v/d) est une extension au plus biquadratique de Q; :
elle contient au plus trois extensions quadratiques :

Q2(i>7 QZ(\/E)v Q2(\/ZZ>

En général pour un corps M et deux éléments a,b de M *, nous avons

M(Va) = M(Vb) & % e M*%

On en déduit les équivalences suivantes

i) = Q(V2) & —2€ Q)
i) = Q(Vd) & —d € Q37
Q2(i) = Q(vV2d) & —2d € QQXQ

Il est connu (voir par exemple [18]) que les carrés de Q2 sont les 2™u, o u est une
unité 2-adique congrue & 1 modulo 8, et n est un entier rationnel pair. Ainsi

Qa(i) # Q2(V2),
(i) = Qu(Vd) & d=—-1 mod 8,
Q2(i) = Qa(v2d) & d= -2 mod 16.

En résumé, la version logarithmique du théoreme 94 de Hilbert s’applique a 'ex-
tension L/K uniquement dans les cas suivants :

d=-1 mod8 d=-2 mod 16.
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2.4.2 Lecasd=-1 mod8

On a ici
Qa(i) = Qu(Vd),
donc
Q2(ia \/a) : QZ = 27
c’est-a-dire

[Lsr, . QQ] = 2.

On en déduit le nombre go de places de L au dessus de 2 :
292 = [L : Q] )

g2:2.

De méme, puisque [K,: Q2] = [K : Q], le corps K posséde une seule place au
dessus de 2.
On considere les groupes des unités logarithmiques de K :

EK:MKX <up7uK >,
et de L :
Ep = ppx <wugp,ug >,

ol ug (resp. ur) désigne l'unité fondamentale de K (resp. L), px (resp. pr) le
groupe des racines de 'unité de K (resp. L), et u,, (resp. ug) est une p-unité de
K (resp. P-unité de L).

On a
P =< —1>, pup =<1 >,
donc
NL/K (ILLL) =<1>.
On a aussi

Nk (B) = p.

D’autre part, d’aprés [1], les unités fondamentales uy, et ux vérifient

ur, € {UK, vV ZUK}

Envisageons ces deux cas.
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e Supposons que uy, = ug. On a alors :
NL/K (UL) = u% = U%(,

et donc
(B N (B2)] =4

L/K étant une CM-extension, on a

I] do(r/K) =4

pePge

La version logarithmique du théoréeme 94 de Hibert nous donne alors

’ C/C\@L/K |: L

e Supposons que uy, = v/iug. On a cette fois

NL/K (UL) = vz'uK \/iuK = Uk,

ce qui nous donne

C’est impossible puisque la ramification a l'infini conduit & un dénominateur
égal & 4 dans la formule donnant | capy, /f |- O

2.4.3 Lecasd=-2 mod 16

La 2-valuation vs(d) est alors impaire, donc l'entier d n’est pas un carré de Q.

Par conséquent :
[Q2 (i, \/E) : Q2} =4,

c’est-a-dire
[Ly: Qo] = [L: Q]

Cela entraine que B est la seule place de L au dessus de 2 (et donc p est la seule
place de K au dessus de 2). On a alors comme dans le cas précédent

EK:,UKX <Pp,ug >, EL:MLX <PB,ur > .

et toujours les deux cas :
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e Siu; =ug. Alors
NL/K (UL) = U%7
Npx (1+1) =2,
NL/K (,LLL) =<1>.
D’ou B B
[EK : NL/K (EL>:| == 4,
et la encore,
’ C/EL_:Z)L/K |: L.

e Siuyp = +v/iug. Le seul changement est
NL/K (UL> = UK.
D’ou B _

On aboutit encore & une impossibilité compte tenu de la complexification de
L/K. O

2.4.4 Conclusion
On peut récapituler les résultat de cette étude dans le théoréme qui suit.

Théoréme 2.4.1 Si d est un entier supérieur a 2, sans facteur carré, et congru
a -1,7 ou -2 modulo 16, alors aucune classe logarithmique ne capitule dans

(i) ra (3.

Remarque 2.4.2
On voit que dans les deux cas étudiés, on a uy, = ug. La preuve de ce résultat est
ici indirecte.

2.4.5 Confrontation avec des résultats numériques connus

Dans [15], Florence Soriano donne la liste des extensions quadratiques 2-
logarithmiquement principale (i.e. dont le 2-groupe des classes logarithmiques
est trivial) de Q. Lorsque le corps K appartient a cette liste, on a trivialement
capr e = 0. C'est le cas pour certains des entiers d du théoréme 2.4.1 (pour ceux-
ci, ce résultat n’apporte rien), et il peut étre intéressant de mettre en évidence le
caractére non-trivial de ce théoréme. Commencons par rappeler en substance les
résultats de [15].
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Théoréme 2.4.3 Les extensions quadratiques réelles 2-logarithmiquement prin-
cipales de @ sont les extensions Q(\/;Z) ou Uentier d vérifie 'une des conditions
ci-dessous (les lettres p,q,r désignant des nombres premiers).

o d=2;

o de{p,2p}, avecp£1 mod 16 ;

e de{p,2p}, avecp=1 mod 16 et -1 est la norme d’un élément “*U‘/g de Q(+/d)
tel que [’entier u soit congru respectivement a =7 mod 16, =1 mod 16, +3
mod 8 selon que d est congru a 1,17 ou 2 modulo 32.

e d=pqoud=2pq, avec (p = —1 mod 16, ¢ = —9 mod 16) ou (p = £3
mod 8, ¢ # 1 mod 8);

e d=npqr oud=2pqgr, avecp=1 mod 8 g=5 mod &8, r=—1 mod 8.

On observe en particulier le fait suivant : si d est congru a -1,7 ou -2 modulo 16 et
si de plus d est de I'une des formes pq, 2pq, pqr, 2pqr, ou p, q et r sont des nombres
premiers, alors Cly est non trivial cependant que cap;, /i = 0 lest.
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2.5 Approche algorithmique

Le groupe cap;, /i est accessible au calcul numérique. L’algorithme qui suit utilise
les fonctions suivantes :
e (Calcul du groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres ;

e calcul de «I’étendu » Z €Ly /K, P & Cl r d’'un diviseur logarithmique premier

Plp
p de K a l'aide de l'algorithme du logarithme discret ;

e calcul du noyau entier d'une matrice rectangulaire.

Les deux premiéres fonctions, implémentées notamment dans le logiciel Magma,
ont été développées par F. Diaz y Diaz, J.F. Jaulent, S. Pauli, M. Pohst et F.
Soriano-Gafiuk.

2.5.1 Le calcul des groupes de classes logarithmiques

Les auteurs de [2| ont développé un algorithme qui fournit, pour un corps de
nombres K, une famille de générateurs ([a;|x)1<i<n du groupe Cl x (a; désigne un
diviseur logarithmique de degré nul de K et [a;]x est sa classe modulo Pl K), ainsi
que leur ordre ¢™ (c’est une puissance de ¢ puisque b?K est un (-groupe). On
obtient donc la décomposition de Cl x en somme directe de groupes cycliques :

Clx ~ P Z/0" Z]ai)x.
i=1
Et on fait de méme pour une extension finie L de K :

Cly ~ P z/t™ Zb,)1.
j=1

2.5.2 Extension a L des générateurs de fC’le

Notant j comme en 2.1.1, le morphisme d’extension de Cl x dans Cl L, on écrit :

J (lai]x) = [ad-
Pour chaque entier i compris entre 1 et n, 'élément [a;];, de Cl 1, s’exprime alors
a l'aide des générateurs de Cly, :

ai]r = Z a;j[bs]r,

ol a,; est un entier compris entre 0 et £™ — 1.
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2.5.3 Condition d’appartenance a capy

On consideére la classe [a] g d’un diviseur logarithmique de degré nul de K. Exprimé
en fonction des générateurs de Clg, il s’écrit

la]x = Z o;ilas) k.

On en tire I'expression de son étendu a L :

la]r, = Zoéi il

la]r = Zai (Z i [bj]L>

Pour que [a]x appartienne & capy ., il faut et il suffit successivement que :
la]z = [0],

Vie{l,...,m}, Zai,j a; =0 mod M,

i=1

VJ S {1,...,m}, El/\J S Z, Zam o = )\jgmj,

i=1

oy
: a1 ... Qpj1 m
o
El()‘la 7)\m) € Zm7 ;\l € ker )
—Al
. AQ1m -+ Qpm g
_)\m

ou le noyau considéré est le "noyau entier", c¢’est-a-dire 'intersection du noyau
habituel avec Z™*". On note A la matrice de terme général a; ;, de sorte que la
condition nécessaire et suffisante d’appartenance & capy /- est

E'()\l,. . ;)\m) ez, t(Oél, ey Oy — A, ,—)\m) S [tA|d1ag(€m1, .. "gmn)} ,

ou [A|diag(¢™, ... ™ )] est la concaténation de la matrice A et de la matrice
diagonale diag(¢™,...,¢™ ). En ne gardant que les n premiéres coordonnées de
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chaque générateur du noyau ci-dessus, on obtient un systéme de générateurs de
caprx que 'on note {[g1]x, - - -, [9-]K }, avec

Vi € {1, - T‘}, [gi][( = Zgi,j[aj]l(-

Le calcul du groupe cap; /i est ainsi achevé pour autant que les générateurs ob-
tenus soient calculables. Le but cherché étant plutot la détermination de capy,x
en tant que groupe abstrait, il convient a présent de calculer un systéme complet
de relations liant les générateurs. C’est 'objet du paragraphe qui suit.

2.5.4 Relations entre les [¢;]x

On a donc capr,x =< [gi]k,---,[9- ]k > et si {z1,...,2,} € 77, la relation

E x;[9i|k = [0k équivaut successivement aux suivantes :
i=1

Y@ ) giglasle = [0k,

i=1  j=1

Z <Z $i9m‘> lajlx = [0]k,

j=1 \i=1

Vie{l,...,n}, ingm =0 mod ¢,

i=1

Vj S {17 s ,n}, Eluj S Z7 Z‘rzgz,j = :ujgnja
i=1

Ty
g11 --- Gr1 m
Ly .
pay .oy i) €27, € ker : _
. 9in .- gr,n (mm

Un systéme complet de relations entre les [g;] x nous est donc fourni par le noyau
(entier) de la matrice ['G|diag(¢™, ..., ¢")], ou G est la matrice de terme général

Gij-
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Chapitre 3

Tours localement cyclotomiques

Les classes logarithmiques ont été introduites en 1994 dans [6] pour I’étude des
l-extensions abéliennes d’un corps de nombres en liaison avec la K-théorie. Jean-
Francois Jaulent montre dans cet article, via la théorie f-adique du corps de classes,
que le groupe de Galois de la f-extension K'¢/K¢ s’identifie au groupe Clg des
classes logarithmiques du corps de nombre K. Ce groupe est accessible au calcul
numérique (cf. [2]), et la conjecture de Gross généralisée affirme qu’il est toujours
fini (cf. [4]). Lorsqu'il est trivial, le corps K est dit logarithmiquement principal.
Dans le cas contraire, la question du plongement d’un corps K dans une telle ex-
tension a été posée dans [8]. Pour les groupes de classes au sens usuel, le probléme,
classique, est celui de la finitude de la tour de Hilbert sur K (cf. [3] et [14]). Une
transposition, dans le cadre de I'arithmétique des classes logarithmiques a permis
a Jean-Francois Jaulent et Florence Soriano-Gafiuk de construire, canoniquement,
une tour (K, ),en d’extensions de K. Si cette tour est finie, on dispose d’une ex-
tension K, de K dont le groupe des classes logarithmiques est trivial.

La construction de la tour repose sur la notion de pro-f-extension localement cy-
clotomique d’un corps de nombres, dont nous donnons une caractérisation. Les
auteurs de [8] ont obtenu des conditions nécessaires et suffisantes de finitude de
cette tour, ainsi qu'une condition suffisante d’infinitude. Dans cette partie, nous
proposons une version relative de ces résultats dans le sens ot nous nous attachons
a préciser les conditions de finitude de la tour sur une extension L d’un corps K
ayant lui une tour finie. Parce que le role de la ramification logarithmique dans
L/K s’avére crucial dans la propagation de la finitude de K a L, nous sommes
conduits a chercher les corps L ayant une tour infinie parmi les extensions notable-
ment ramifiées (au sens logarithmique) de K. Un critére d’infinitude allant dans
ce sens est obtenu dans la derniére partie. Son effectivité est testée sur plusieurs
exemples.

Nous rappelons ci-dessous les notations plus particuliérement utilisées dans ce
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chapitre.
Un nombre premier ¢ est fixé une fois pour toutes. Pour chaque corps de nombres
K on note :

PY., Pensemble des places finies de K,

Rx =74 ®z K*, le compactifié (-adique de K™,

K¢, la Z-extension cyclotomique de K,

K'e, la Z-extension localement cyclotomique de K, i.e. 'extension abélienne
de K totalement décomposée sur K¢, maximale,

Dl = @ Zy p, le groupe des diviseurs logarithmiques de K,

pePY

e Plg, le groupe des diviseurs logarithmiques principaux de K,
e Clix = DIk /Plg, le groupe des classes logarithmiques de K (non nécessairement

de degré nul),

DI K Pl K Cl K, les groupes correspondants formés des diviseurs, diviseurs prin-
cipaux, et classes logarithmiques de degré nul (Pl = Pl et Cly = Dlg/Plg),
Ex,le groupe des unités logarithmiques de K, i.e. le noyau de ’homomorphisme
RK — Pl K-

D’autre part, on travaille sous la conjecture de Gross généralisée ou, ce qui revient
au méme, on suppose que pour tous les corps de nombres considérés, le groupe
des classes logarithmiques est fini.
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3.1 La /-extension localement cyclotomique d’un
corps de nombres

On note K la Z-extension cyclotomique de K. Il existe donc une suite croissante
(Ky)nen de corps de nombres telle que

K¢ = U K,,.

nelN

Pour chaque entier n, désignons par K Pextension abélienne maximale de K qui
est totalement décomposée sur K,,. La suite (K'),cn est croissante et sa réunion
est une (-extension de degré infini de K, qu’on appelle la Z~-extension localement
cyclotomique de K. On la note K. Bien entendu, K% est une extension de K¢,
et on dira simplement que K’ est I’extension abélienne maximale de K qui est
totalement décomposée sur K°.

Considérons une place finie p de K et notons encore, pour toute extension finie L
de K, Ly le complété de L en une place de L au dessus de p. Ce qui précede peut
alors s’exprimer par 1’égalité

(Krlf)p = (Kﬁ)p,

valable pour tout entier n. Pour cette raison, on dira que K¢ est I’extension
abélienne maximale de K dont la complétion en toute place p coincide avec la
complétion correspondante de K€ :

le c
Kl = K¢,

Remarquons que K est le compositum des extensions K et K, (on a ici suivi
[11] pour les questions de décomposition dans une extension de degré infini).

On sait, via la théorie f-adique du corps de classe ([6] ou [7]), que le groupe de
Galois de I'extension K¢/ K¢ est isomorphe au /-groupe des classes logarithmiques

Cly de K. Le résultat de croissance suivant nous sera utile.

Proposition 3.1.1 Si L/K est une extension de corps de nombres, alors K' C
L.

DEMONSTRATION. La démonstration utilise le lemme qui suit.

Lemme 3.1.2 Soit A un corps, B une extension de A, C une extension finie de
A, et D = BC. Si lextension B/A est totalement décomposée, alors l'extension
D/C est totalement décomposée.
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DEMONSTRATION DU LEMME. C’est une conséquence immédiate de [11] (p.40,
SC2), qui affirme que si p est une place de A totalement décomposée dans B,
alors une place 8 de C' au dessus de p est totalement décomposée dans D. U

On applique le lemme au schéma suivant :

Llc Lcch

K¢ ch

L’extension K'/K¢ est totalement décomposée et puisque [L¢: K¢ < [L : K],
L¢ est de degré fini sur K¢. Il en résulte que lextension LCK'/L¢ est totalement
décomposée. (i)
D’autre part, le caractére abélien de 'extension K'°/K se transmet & K'“L/KL.
Les égalités évidentes KL = L et KL = K'L° permettent de montrer que
Iextension L¢K'/L est abélienne. (ii)
Le caractére maximal de L'¢ pour les propriétés satisfaites par LK en (i) et (ii)
conduit alors & 'inclusion :

K'Lec L

La proposition en découle immédiatement. O

Corollaire 3.1.3 Pour deux corps de nombres K et L, on a
KL’ C (KL)*.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer la proposition avec les inclusions K C KL
et L C KL. O

Remarque 3.1.4

On peut remarquer que pour deux corps de nombres K et L, 'inclusion K¢ C L¢
n’entraine pas K'* C L. En effet, si tel était le cas, I'égalité K¢ = L¢ des Z,-
extensions cyclotomiques entrainerait celle, K¢ = L, des Z-extensions loca-
lement cyclotomiques correspondantes. En particulier les étages K, de la tour
cyclotomique K°¢/K d’un corps de nombres auraient tous la méme extension lo-
calement cyclotomique, et donc le méme groupe des classes logarithmiques. Or on
dispose d’exemples ou l'ordre du groupe Clg, tend vers l'infini avec n (voir [9],

th.2.1 par exemple). Dans cet ordre d’idée, on dispose pour le groupe Clg, d'un
analogue du théoreme d’Iwasawa : il existe des entiers positifs A, u, v et un rang
N a partir duquel 'ordre de Cly, est (" +Antv,
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Le théoréme suivant caractérise I’extension K' en termes de ramification loga-
rithmique.

Théoréme 3.1.5 Si K est un corps de nombres, K'° est la (-extension abélienne,
non ramifiée logarithmiquement, mazimale de K.

DEMONSTRATION. La définition de K¢ entraine, pour toute place p de K :
le c
K, =K.

Il s’ensuit que 'indice de ramification logarithmique [Kff ; Kff N K;] est égal a
1. Inversement, soit L une {-extension abélienne, non ramifiée logarithmiquement
de K. On a donc pour toute place p de K et toute place 3 de L au dessus de p,

Lm C K;
Ainsi le compositum LK vérifie :
le le c
(LE"), = LK = K.

Autrement dit, I'extension LK/ K¢ est totalement décomposée. Par ailleurs I'ex-
tension LK'©/K est abélienne, comme composée de deux extensions abéliennes.
Le caractére maximal de K' pour les deux propriétés précédentes nous donne
alors l'inclusion :

Lch C ch’

et par suite :
L C K"
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3.2 La /-tour localement cyclotomique d’un corps
de nombres

Dans [8], Florence Soriano-Gafiuk et Jean-Frangois Jaulent ont construit canoni-
quement, pour un corps de nombre K, une tour (K,),en d’extensions de K de
facon qu’a chaque étage n, on ait :

le c
K=K ,.

L’extension K,,1/K,, est abélienne, de groupe de Galois isomorphe au produit
alen X Z.]e 7., ou e, est I'exposant du groupe &Kn Sous I’hypothése de Gross
généralisée (relativement au premier £), les corps K, existent et sont des extensions
finies du corps K. On pose alors :

K., = U K,
nelN
On a donc le schéma suivant :
Ke—— Kf K3 K&,
K—K; K, K

Il importe de préciser que les corps K,41 et K ne sont, en général, pas linéai-
rement disjoints sur K,,. En effet, K, 1 est le compositum de tous les corps F
vérifiant

FNK: =K,
FK¢ = Kl

Pour cette tour (K, )nen, dite tour localement cyclotomique de K, deux cas
peuvent se présenter :
e Soit [K @ K] < +00. Dans ce cas, la suite (K, ),en est stationnaire :

g €N /| Koo = Koy,

avec
l
K. =K, .
On dit alors que la tour localement cyclotomique sur K est finie et on note
T(K) < 4o0.

e Soit [K : K| = +00. Dans ce cas, la tour localement cyclotomique sur K est
infinie et on note T'(K) = +o0.
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3.3 Finitude de la /-tour localement cyclotomique

3.3.1 Quelques critéres

Lorsque T(K) < 400, le corps K est une extension de K pour laquelle K¢ =
K¢ . Ce cas donne lieu a la définition qui suit.

Définition 3.3.1 On dit d’un corps de nombre L qu’il est logarithmiquement
principal lorsque L' = L¢ (i.e. lorsque Cly = 0).

Inversement, si K posséde une extension L vérifiant L' = L¢, on peut montrer
que T(K) < +oo. Cest le critére de finitude donné dans [8] et qui fait 'objet du
théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 On a T(K) < +oo si et seulement s’il existe une extension
finie L de K qui est logarithmiquement principale.

En raison de cette caractérisation, la qualification de quasi-logarithmiquement
principal a été proposée dans [8] pour un tel corps K.
Ce théoréme entraine immédiatement la conséquence suivante :

Corollaire 3.3.3 Si T(K) < +oo, et si k est une sous-extension de K, alors
T(k) < +o0.

DEMONSTRATION. En effet £ C K C K et le corps K, est logarithmiquement
principal. U

Un second critére fait appel a la pro-f-extension complétement décomposée maxi-
male de K¢, que 'on notera (K¢)™.

Théoréme 3.3.4 L’extension K. /K est finie si et seulement si le groupe de
Galois de (K°)* sur K¢ est fini.

3.3.2 Cas d’un compositum de deux corps

On peut se demander si la finitude de tour localement localement cyclotomique est
une propriété stable par composition de corps. L’exemple qui suit montre que ce
n’est pas le cas. On suppose que ¢ = 2. D’une part, selon [8], le corps quadratique
Q (\/ 255255) posséde une tour localement cyclotomique infinie. D’autre part, se-

lon [15] (Théoréme 6.1.2), les corps Q (\/E) oud € {3,5,11,13,119} sont loga-

rithmiquement principaux (dans les quatre premiers cas, d est un nombre premier
congru & +3 modulo 8; et 119 est le produit de deux nombres premiers, I'un congru
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a -1, Pautre 4 -9 modulo 16). Il s’ensuit que leur tour localement cyclotomique est
triviale. On note €2 le compositum de ces cing corps. Comme Q (\/ 255255) C Q,
le corollaire 3.3.3 permet d’affirmer que T'(2) = +o0o0 . Considérons ’ensemble %

formé des cinq corps Q (\/5) ,Q (\/5) ,Q (\/11) , Q (\/ 13) ,Q (\/119) et des com-
posés d’au plus quatre de ces corps. Ce qui précéde montre qu’il existe deux corps
K et L appartenant a X tels que :

T(K) < 400, T(L) <400, et T(KL)=+oo.

Pour ces deux corps, on a également le fait suivant :

KL = KELE = (KaoLno)” # (KuoLoo) .
Il existe donc deux corps de nombres M et N pour lesquels

Mlchc g (MN)ZC

3.3.3 Relation avec la ramification logarithmique
Commencons par compléter les critéres de finitude précédents.

Théoréme 3.3.5 Si K est un corps de nombres dont la tour localement cycloto-
mique est finie, alors quel que soit le corps de nombres L vérifiant L C K¢, la
tour localement cyclotomique sur L est également finie.

DEMONSTRATION. L’hypothese L C K montre que les corps K, et LK, sont
surcirculairement équivalents :

(LK) = L°KS, C K¢,
I'inclusion inverse étant évidente, on a bien :
(LK) = KS,.

Selon [8] (scolie 6), deux corps de nombres surcirculairement équivalents sont
simultanément logarithmiquement principaux ou pas. Par hypothése, K, est lo-
garithmiquement principal, si bien que LK, 'est aussi. Le corps LK., est une
extension finie et logarithmiquement principale de L. On en déduit, avec 3.3.3,
que L a une tour localement cyclotomique finie. 0

Remarque 3.3.6

Avec la terminologie introduite précédemment, le théoréme précédent peut encore
se formuler ainsi :

les corps de nombres contenus dans un corps surcirculaire strictement ¢-principal
sont quasi-logarithmiquement principaux.
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Dans le théoréeme précédent, on ne suppose pas que L est une extension de K.
Cependant le cas de figure K C L est susceptible de la réciproque qui suit.

Théoréme 3.3.7 Soit K un corps de nombres dont la tour localement cycloto-
mique est finie. Si L/ K est une (-extension finie, non ramifiée logarithmiquement,
alors L C K¢,.

DEMONSTRATION. Une /-extension étant résoluble, il existe une suite de groupes :
G,=1CG,1C...CGy=Gal(L/K),

telle que les quotients G; /G, soient abéliens. En conséquence, il existe une tour
d’extensions de K :

K—KW®W_Kg®_  _—KM™M=p,

telle que pour chaque indice i, ’extension K+ /K® soit abélienne.
Afin de montrer que chacun des étages de cette tour (et donc L) est inclus dans
K on raisonne par récurrence sur I'étage i de la tour. On suppose donc que :

K9 c K¢,

Puisque K@ est de degré fini sur K, l'inclusion précédente permet d’affirmer
que K@ est inclus dans un étage K™ de la tour cyclotomique sur Ko,. L’égalité
évidente

(KL) = K,
signifie que K2 et K sont surcirculairement équivalents; ce qui, d’apres (8],
scolie 6, entraine que K est logarithmiquement principal :

(KL= (KL)".

Le théoréme 3.1.5 appliqué a I'extension (abélienne non ramifiée logarithmique-
ment) KD /K® nous donne alors I'inclusion

le

KO+ ~ (K(i))
Ainsi, compte tenu de la proposition 3.1.1,
KO € (KLY = (KL)° = (Koo)'
ce qui achéve la récurrence. 0

Corollaire 3.3.8 Si K est un corps de nombres tel que T(K) < +oo, et si L est
une (-extension finie, non ramifiée logarithmiquement de K, alors T(L) < +oc.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent
compte tenu de 3.3.5 0
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3.3.4 Relation avec les groupes des classes logarithmiques
des étages de K°

Notons E,, n € IN* les étages de la Z,-extension cyclotomique K de K et, pour
chaque n, Cl,, le groupe des classes logarithmiques de F,,. Les corps £, ont la
méme Zg-extension cyclotomique K¢, alors que l'inclusion F,, C E,,; entraine
celle des extensions localement cyclotomiques correspondantes :

Ey C By

Par conséquent &n est un quotient de valnH et en particulier la suite des ordres

(|an|> est croissante. Le résultat qui suit établit un lien avec le cas de
n

*

finitude de la tour localement cyclotomique de K.

Proposition 3.3.9 Si T(K) < 400, alors la suite <|67n]> est stationnaire.

nelN*

DEMONSTRATION. Pour n fixé le corps E' est une extension abélienne et tota-
lement décomposée de K¢, donc E'* C K¢, mais K¢ /K est une extension finie,
donc E/K est finie également. O

En particulier 'hypothése T(K) < 400 entraine que les entiers Ag et px attachés
au module d’Iwasawa Gal(KS /K) sont nuls.
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3.4 Critéres d’infinitude

On considére une f-extension L/K de corps de nombres. Le théoréme 11 de [§|
énonce la condition suffisante ci-dessous pour que la (-tour localement cycloto-
mique sur L soit infinie :

rge Cly 2 14 2\/rp +cp + 6, +1 = T(L) = +oo0,

ou ry, et 2¢y, sont respectivement le nombre de places réelles et complexes du corps
L, et ou 0y, est égal a 1 ou 0 selon que L contient ou non les racines /-éme de
I'uniteé.

Par ailleurs, on a vu que si T(K) = 4o0, alors T(L) = +oo. Par contre, si
T(K) < 400 tout est possible pour T'(L) et on souhaite relier le cas d’infinitude
de la tour sur L a des invariants liés a l'extension L/K. Dans cette direction,
Jean-Francois Jaulent et Christian Maire ont obtenu le résultat qui fait 'objet
du théoréme 3.4.1 et dont nous détaillons la preuve. Nous démontrons ensuite un
résultat un peu plus général.

3.4.1 Un théoréme de Jaulent et Maire

Théoréme 3.4.1 Soit L/K une extension cyclique de degré £. On note pr/k la
somme du nombre de places réelles de K se complexifiant dans L et du nombre
de places finies logarithmiquement ramifiées de K. Alors l'inégalité

pL/K 2+2\/TL+CL+§L+1+T96EK
entraine T'(L) = +oo0.

Nous donnons ci-dessous la preuve de ce théoréme. Elle utilise un résultat de
théorie logarithmique des genres. Par ¢-corps des genres logarithmiques attaché
a lextension L'°/K, on entend la plus grande sous-extension M de L' qui est
abélienne sur K. Le résultat en question, pour lequel nous renvoyons a [9], consiste
en 'exactitude de la suite

1 — Ex/(Ex N Ni%x) — @D Do(M/E) @ 1(M/K) — Gal(M/K') — 1

pePR? peP?

x

ot Dy(M/K) est le groupe de décomposition de la place p de K, I,(M/K) est son
sous-groupe d’inertie logarithmique dans I’extension abélienne M/ K et E KﬂNlLO/CK
est le groupe des unités logarithmiques de K qui sont normes locales partout
dans L/K. D’autre part, on a besoin du lemme qui suit.
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Lemme 3.4.2 Etant donnée une suite exacte

0 —— A"+ B "5 (C —0

de Zy-modules, on a l'inégalité
rge B<rg A+rg, C.

DEMONSTRATION DU LEMME. En tensorisant par py, la suite exacte de I’hypo-
thése donne lieu a la suite exacte de IFy-espaces vectoriels :

e @ A SN e @ B v e @ C —— 0

(Voir [10], XVI, §2.6). Le théoréme du rang nous donne :
dimp, 1y ® B = dimp, Imv + dimpg, ker v.
Mais ker v = Imu et Imv = p, ® C, donc
dimp, py ® B = dimpg, Ima + dimp, 1, @ C.

La majoration évidente dimp, Im@ < dimpg, p1y ® A conduit alors a I'inégalité :

dimp, 1y ® B < dimp, ptp ® A + dimp, pp @ C.
C’est bien le lemme. O

Revenons a présent au théoréme 3.4.1.

DEMONSTRATION. On considére le schéma suivant :

ch M Llc
Clk Cly,

Ke MNLe L

K—MnNL——1L

Le groupe de Galois de l'extension L¢/K¢ est isomorphe a celui de I'extension
L/L N Ke°. Linclusion Gal(L/L N K°) C Gal(L/K) nous donne alors I'inégalité
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rgeGal(L/K) = rgGal(L°/K¢) > rg,Gal(M N L/ K°).

D’autre part les isomorphismes

Gal(M/K®) ~ Gal(M/M N L°) x Gal(M N L°/K®) ~ Cl;, x Gal(M N L/ K®)
imposent la seconde inégalité

rgiGal(M/K°) < rg.Cly, + rgeGal(M N L/ K°).
On en déduit

rg:Cl, > rgiGal(M/K®) — rg,Gal(L/K).

Le lemme 3.4.2 appliqué a la suite exacte précédente montre que

rgiGal(M/K®) + rgiEx [(Ex N Ni%i) = rge €D Dp(M/K) @ I,(M/K).

pePR® pePY

Le f-rang du groupe @pePf{O D,(M/K) eapeP})( I,(M/K) n’est autre que pr/k,
alors que celui du groupe Eg/ (EK NN ZL"/CK) est majoré par celui de Fy. Enfin,

I'extension L/K étant cyclique, on a rg,Gal(L/K) = 1. Finalement on obtient la
minoration

’I“ggClL = PL/K — ngEK — 1.

On peut alors conclure avec le critére du théoréme 11 de [8] rappelé plus haut. O

3.4.2 Un autre critére d’infinitude "relatif"

Le théoréme principal de cette partie donne, dans le cas ot GG est cyclique, une
minoration du f-rang de Cly en termes d’invariants liés & K et de ramification
logarithmique dans L/K. Compte tenu du critére de [8] rappelé ci-dessus, on en
déduira une nouvelle condition suffisante pour que T(L) = 4+o00. C’est 'objet du
corollaire 3.4.5. Les notations sont les mémes que précédemment.

Théoréme 3.4.3 Soit L/ K une (-extension galoisienne de corps de nombres. On
note G' son groupe de Galois et t le nombre de places logarithmiquement ramifiées

dans L/ K. Alors :
rqe C’ZL t—1—rg 1(G7 Ep).
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DEMONSTRATION. On applique le lemme 3.4.2 a la suite exacte

Deg

0 Cl, Cly 7y 0,

ou Cly, est le groupe des diviseurs logarithmiques de L et Cl 1, celui des diviseurs
logarithmiques de degré nul, c’est-a-dire le noyau de l'application deg a valeur
dans Z,. Il vient

rge Cly, < rge Cly, + 1.

Tenant compte de I'inclusion C1¥ C Cly, nous obtenons
rge Clp > rgy CI — 1. (3.1)

On considére & présent la suite exacte déja rencontrée :

0 Piy, Diy, Cly, 0,

ou Pl;, = ﬁL comme on ’a vu dans la partie 1.
L’action de G nous fournit alors la suite exacte de cohomologie suivante :

0 —— PI¥ —— DI§ clé HY(G, Pl)) —— HY(G, Dly),

le dernier terme étant nul d’aprés le théoréme 90 de Hilbert. Cette suite, jointe

a la suite exacte de K, conduit au diagramme commutatif suivant :

0 — Py — Dy — Clpy — 0

i1 ] iz ] i3 ]

0o — P % D¢ & o — H'(GPlL) — 0
C’est I'analogue de celui utilisé dans la partie 1, mais on ne se limite plus aux
diviseurs logarithmiques de degré nul. Le lemme du serpent nous fournit la suite
exacte suivante :

0 — keri, — keriy — kerig — PIY /iy (Plx) — DI /iy(Dlg)

— C19/is(Clg) — HY(G,Ply) — 0
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L’extension des diviseurs logarithmiques étant injective, la suite précédente de-
vient :

0 — capy — PIE [ir(Plic) = DIS [in(Dli) = CI [ia(Cli)
— HY(G,Pl;) — 0

otl les morphismes @ et 1) sont induits par ¢ et 1 respectivement. Compte tenu
du diagramme commutatif

DI¢ e Cci¢

l l

DIf fia(Dlic) —— CIf [is(Cli)

les générateurs de Imp sont les images des générateurs de Imgp par la surjection
canonique C1§ — CI¢ /iz(CI¥). 1 ’ensuit la minoration

rge Imp < rgy Imep.
Et puisque Imyp C CI¢, on a finalement :
rge Imp < rgp CIS. (3.2)

On acheéve la preuve du théoréme en minorant rg, Imp. Dans ce but, on utilise &
nouveau le lemme 3.4.2 avec la suite exacte suivante :

0 — ker @ — DIS /iy(Dl) 2 Impg — 0.

Il vient :
rge Im@ > rge DI [is(Dlg) —rg, ker @.

On a vu au chapitre 2 que I'absence de ramification logarithmique dans L/K
entraine I'égalité des groupes DIY et iy(Dlg). Plus généralement, en présence
éventuelle de ramification logarithmique, le quotient DI¢ /iy(Dly) posséde une
interprétation simple qui fait 'objet du lemme qui suit.

Lemme 3.4.4 Soit L/K wune (-extension galoisienne de corps de mombres, de
groupe de Galois G. Le nombre t de places logarithmiquement ramifiées dans L/ K
est donné par :

t= ’T‘gngg/ZQ(DlK)
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DEMONSTRATION DU LEMME. Si a = »  ap¥ est un diviseur logarithmique

Pe P}
ambige de L, on a pour tout élément o de G :

g
> ¥ | = 3 ayP= ) agp P
Pe Py PeP? Pe PY

Par conséquent, (ggo—1 = Qg pour tout o de G. L’action de G sur 'ensemble des
places de L au dessus d’'une place p de K étant simplement transitive, il vient

a= Z apZ‘B.

peP)  Plp

Inversement, il est clair qu’un diviseur logarithmique de L de la forme précédente
est G-invariant. On en déduit la description du groupe des diviseurs logarithmiques
ambiges de L :

DIf =P (D B Z.

pePly \ Blp

On dispose également de la décomposition suivante du Z,-module G-invariant
Dl K -

Dix =P Zw = P &(L/K) | D B | Z.
pePY pePY Elp
On en déduit la structure du quotient :

DI /Dl = €P Z/é,(L/K)Z,.

pePY

Le (-rang du second membre est le nombre de quotients Z,/é,(L/K)Z,; non tri-
viaux. C’est bien le nombre de places logarithmiquement ramifiées dans I’extension
L/K. O

Revenons a la preuve du théoréme 3.4.3.
Notant ¢ le nombre de places logarithmiquement ramifiées dans L/K, et revenant

a la suite exacte (2), on voit que ker ¢ n’est autre que Im1), lequel est inclus dans
PI% /iy(Plg). Enfin l'isomorphisme

HYG,E.) ~ PIS /Pl

vu dans le paragraphe 2.3 donne finalement :
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rge Img >t —rg, HY(G, EL). (3.3)

Le théoréme 3.4.3 est alors une conséquence immeédiate des inégalités 3.1, 3.2, et
3.3. O

Corollaire 3.4.5 Si la (-extension L/K est cyclique de degré (™ et si le nombre
t de places de K logarithmiquement ramifiées dans L]/ K vérifie :

t>nlrg +ex +0K)+2+2\rp +ep+ 6L + 1,

alors T(L) = 4o0.

DEMONSTRATION. Il s’agit de majorer le (-rang p du groupe H'(G, EL) Les
facteurs directs de ce groupe sont d’ordre au moins ¢ de sorte que

¢ < |HY(G, EL)|.

D’autre part, on sait que, lorsque G est cyclique, les ordres des deux premiers
groupes de cohomologie de Ey, sont liés par la relation

|HY(G, EL)| =~
—|H1(G, EL)| = Q(EL>7

ot le quotient de Herbrand q(E 1) est tel que

q(Er) = [] do(L/EK).

pePP

(voir [6], corollaire 3.7). I découle de ceci que

* < |H*(G, EL)|.

Par ailleurs 1'égalité des groupes H?(G, E’L) et EK/NL/K(EL) ainsi que l'inclusion
de (Ex)" dans Np,x(FEr) nous donnent I'inégalité

|H*(G,EL)| < [Ex : (Ex)"].
Compte tenu de la structure du Z,-module E K, il vient
0P < (£n>7'K+CK+5K’

puis
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p < n(rg +cx + k).

Le théoréme 3.4.3 entraine alors :
rge Clp, >t —1 —n(rg + cx + 0x).
Le corollaire découle finalement de la condition suffisante de [§]. 4

On dispose ainsi d’un critére simple pour que la /-tour localement cyclotomique
d’un corps L soit infinie. Ce critére est de méme nature que celui du théoréme
3.4.1, mais il est valable pour toute f-extension cyclique L/K.
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3.5 Etude de quelques exemples

Dans les trois premiers exemples, on prend K = @Q et n = 1. La borne du corollaire

3.4.5 est alors 4 + 2+/rp + ¢, + 2.

3.5.1 Une extension quadratique réelle de @)

Soit L = Q(v/d) un corps quadratique réel, out d est un entier strictement supérieur
& 1 et sans facteur carré. On choisit donc ¢ = 2. La borne du corollaire 3.4.5 est
ici donnée par :

4+2vV2+2=8.

Les nombres premiers impairs p;, 1 < ¢ < n qui divisent d sont ramifiés dans
L/Q. Puisque les p; sont étrangers a ¢, ils sont aussi logarithmiquement ramifiés.
Dés que n > 9, la 2-tour localement cyclotomique sur L est infinie.

3.5.2 Une extension quadratique imaginaire de Q

Soit L = Q(+v/—d) un corps quadratique imaginaire, ol d est un entier supérieur
a 1 et sans facteur carré. On choisit encore ¢ = 2. La borne du corollaire 3.4.5 est
ici 4 +2v/3. Par conséquent, 8 diviseurs premiers impairs de d suffisent pour avoir
T(L) = +o0.

3.5.3 Un corps cubique

Soit ¢ un entier. On note L le corps cubique cyclique Q(#), ou 6 est une racine du
polynéme X3 —tX? — (t + 3)X — 1 (polynéme de Shanks). On se place ici dans
le cas ot ¢ = 3. Soit p un nombre premier différent de 3. Il est connu (voir [19])
que p est ramifi¢ dans L/Q si et seulement si p[t? + 3t +9 et p3 1t + 3t +9. On
pose N = t2 4 3t +9. Les plus petits nombre premiers qui peuvent diviser N sont,
en dehors de 3, les entiers 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73. Plus précisément, on
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trouve :

T2 +3t+9<t=5,6 mod 7,
132 4+3t+9<t=1,9  mod 13,
192 +3t+9<t=2,14  mod 19,
31|t +3t+9<t=13,15  mod 31,
372 +3t+9<t=4,30  mod 37,
43 [ +3t+9<1=18,22  mod 43,
61 [t*+3t+9<t=19,39  mod 61,
67 |t* +3t+9<t=20,44  mod 67,
T3|t*4+3t+9<t=24,46  mod 73.

On voit ainsi qu’a l'aide du théoréme chinois, et en choisissant ¢ convenablement,
on peut rendre arbitrairement grand le nombre de diviseurs premiers de t2 43t +9.
Afin qu’ils soient non ramifiés dans L/Q, il faut encore obtenir que les cubes de
ces nombres premiers ne divisent pas t? + 3t + 9. A aide du logiciel PARI, on
obtient la valeur de t suivante : 25 285 696 305 728. L’entier N correspondant est
tel que :

N = 639 366 437 665 582 483 934 527 177
N =7x13 x19 x 31 x 37 x 43 x 61 x 67 x 73 x 25 130 172 544 303.

L’entier N est donc le produit de 10 nombres premiers distincts. Ils sont ramifiés
dans L/Q et puisqu’ils sont étrangers a ¢, ils sont également logarithmiquement
ramifiés. La borne du corollaire 3.4.5 est ici 4 + 2v/5 de sorte que 9 nombres
premiers logarithmiquement ramifiés suffisent pour avoir T'(L) = +oo. Clest le
cas pour l'entier ¢ considéré.

3.5.4 Une extension de Kummer de Q

Cet exemple généralise 'exemple 1. Soit K = Q(u¢), p1,p2, ..., ps des nombres
premiers deux & deux distincts et distincts de ¢, a leur produit, et L I'extension

de Kummer K(y/a). On aici rg =rp =0, cx = [_Tl, cr = M;l), de sorte que la

borne du corollaire 3.4.5 ne dépend que de ¢. D’autre part les p; sont logarithmi-
L(0—1) +9

\/ 5 :

quement ramifiés, et donc T'(L) = +o0o dés que s > S +3+2



Chapitre 4

Tour non logarithmiquement
ramifiée, S-décomposée

Dans ce qui suit, on désigne par K un corps de nombres et ¢ un nombre premier. Le
théoréme 3.1.5 du chapitre précédent donne une caractérisation de la f-extension
K'* de K : c’est 'extension abélienne maximale de K qui est non logarithmi-
quement ramifiée. Le fait de considérer la ramification logarithmique au lieu de
la ramification au sens classique, et bien que la différence entre les deux notions
n’ait lieu que pour les places au dessus de ¢, a pour conséquence de donner une
extension de degré infini de K. Elle contient en effet la Z,-extension cyclotomique
K¢ de K. On fixe a présent un ensemble non vide S de places non archimédiennes
de K et on note K I'extension abélienne maximale de K qui est non logarithmi-
quement ramifiée et S-décomposée. C’est donc une sous-extension de K. Nous
allons établir que, sous la conjecture de Gross généralisée (relativement au nombre
premier /), il s’agit d’une extension finie de K, puis nous définirons et étudierons
une tour de corps de nombres au dessus du corps K.
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4.1 Etude de ’extension K%/K

4.1.1 Finitude de I’extension K¥/K

Introduisons les /-extensions suivantes du corps K :

Mg =K&n K
Ls = KEK°.

L’extension Lg/K est abélienne et non logarithmiquement ramifiée en tant que
composée de deux telles extensions, de sorte qu’on a l'inclusion

Ls C K*.
Le schéma de corps en jeu est donc le suivant :
Kc LS ch
Mg Kk
K

On va en déduire le résultat qui suit.

Proposition 4.1.1 Sous la conjecture de Gross généralisée, 'extension K% /K
est de degré fina.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que les extensions K%/Mg et Mg/K sont

de degré fini.

e Le corps Lg est une sous-extension de K'/K¢ qui est finie sous la conjecture
de Gross, donc [Lg : K¢] < +00. Une conséquence immédiate de la définition
des corps Lg et Mg (les extensions Ké‘: et K¢ étant linéairement disjointes sur
Myg) est alors 'égalité des degrés

[Ls: K = [KY : Mg]

et en particulier la finitude de 'extension K¥/Msg.

e Par ailleurs Mg C K€ et le seul sous corps de K¢ qui est de degré infini sur
K est K¢ lui-méme. On ne peut avoir Mg = K¢ puisque au moins une place
de K est totalement décomposée dans Mg (S est non vide) alors que, selon
la théorie du corps de classe, aucune place n’est totalement décomposée dans
K¢/K. Par suite, l'extension Mg/K est de degré fini. Ceci achéve la preuve de
la proposition.

O
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4.1.2 Le groupe de Galois de I’extension K%/K

On consideére la ¢-extension maximale Ng de K, qui est abélienne et S-décomposée.
La définition de K signifie que K% = K'*N Ns.

ch

K¢ —— Ng

e

K
On va en déduire le résultat suivant.

Proposition 4.1.2 Le groupe de Galois de ’extension K% /K s’identifie au quo-
tient Cly /Clg (S) du £-groupe des classes logarithmiques de K par son sous-groupe
engendré par les diviseurs logarithmiques construits sur les places de S.

DEMONSTRATION. Notons X, le groupe des normes associé a une (-extension
abélienne L/K par la théorie (-adique du corps de classe ([4], |7]). Nous avons
d’une part

Xns = R [ [ Res
pes
et d’autre part

Xgie = T Rg.
Et puisque K% = K'*N Ng, il vient

%Kéc = .'szcst,

c’est-a-dire
X =T [ RoBx.
pes

Le groupe de Galois de I'extension K¥/K est donc donné par

Gal(K§/K)=J/T" || ReRx.

pes

Le quotient J/J* Rk n’est autre que le groupe Clg des diviseurs logarithmiques
de K et si on note Clk(S) le groupe des diviseurs logarithmiques construits sur
les places au dessus de ¢, on a

Clie(S) = [[Ro/ (T Ric) N[ Ry

pesS pesS
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de sorte que le quotient Clg /Clk(S) s’identifie au groupe de Galois de 'extension
K% comme annoncé. U

On note C1%. le groupe quotient Clg /Cly(S). On a donc
Gal(K§/K) = Cl = (Dlg/Plk),/ (Dlk(S)/ Pl (S)) = Dl /Dl (S)Plg.

Il est intéressant de remarquer qu’on peut prouver directement la finitude du
groupe CI3-. C’est I'objet des deux lemmes qui suivent. Ceci nous fournit une autre
preuve de la proposition 4.1.1. Introduisons un diviseur logarithmique primitif pg
de K, c’est-a-dire tel que degpy engendre le sous-groupe deg(Dly) de Z; :

deg(DlK) = dengZg.
On a d’une part le fait suivant.

Lemme 4.1.3 Le (-rang du groupe Cly vérifie
rgClg <1+ ngaK.

DEMONSTRATION. Si ag € Dlg, il existe un entier f-adique « tel que degayx =
adegpg, de sorte que le diviseur ax — apg est de degré nul. La classe [ax — apo

de ce dernier modulo Plk est donc un élément de Clg qui est de type fini (et est
méme fini sous la conjecture de Gross). Par conséquent, notant ([ay],. .., [as]) un
systéme minimal de générateurs de Clg, on a

S

lax — apo] = Z Ailag],

=1

ce qui montre que [ax] est combinaison Z,-linéaire d’au plus s 4+ 1 éléments fixés

de Clk. 0J

Un second résultat, plus spécifique a Cl%, permet de conclure.

Lemme 4.1.4 Le diviseur logarithmique primitif po est d’ordre fini dans C13..

DEMONSTRATION. Soit ag un diviseur logarithmique de K construit sur les places
de S :
as € DZK(S>

On peut supposer que degag # 0. Il existe donc un entier -adique non nul ~ tel
que degag = ydegpg, et donc

as —ypo € Dl
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La classe [ag—7po] de ce dernier modulo Pl (rappelons que Plx = Pl k) est donc
un élément [ax] de Clg. Il en résulte 1'égalité des classes modulo Dig(S)Plk :

{=po} = {ax}

ot le second membre est d’ordre fini dans Cl3- puisque [ax] est d’ordre fini dans
Clg. Il en va de méme pour py puisque v est non nul. O

On a prouvé que les générateurs de CI%- sont en nombre fini et sont d’ordre fini.
D’ou le résultat.
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4.2 La tour d’extensions S-décomposées et non lo-
garithmiquement ramifiées de K

Le procédé de construction de I'extension K% d’un corps de nombres K, pour un
nombre premier ¢ et un ensemble fini S de places non archimédiennes de K, est
susceptible d’étre itéré. On construit ainsi une suite (Kg),en de (-extensions de
K de la fagon suivante :

K§ =K,
VneN, Ki = (K3)§,

ou S5, désigne 'ensemble des places de K§g situées au-dessus de celles de 5.
I est immeédiat que pour tout entier naturel n, l'extension K%/K est non loga-
rithmiquement ramifiée et S-décomposée. On a en outre le fait suivant :

Proposition 4.2.1 Pour tout entier naturel n, Ueztension K¢ /K est galoisienne.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur ’entier n. Le résultat est clair
pour n = 1 puisque K{/K est abélienne. Considérons un entier n > 1 tel que
lextension K2/K soit galoisienne. Soit alors o un K-isomorphisme de K§t! sur
un sous-corps de C. La restriction de o a K§g est un K-isomorphisme de Kg sur
un sous-corps de C, donc, par hypothése de récurrence, un K-automorphisme de
K.

Ky oK)

Ks

o(K3)

Le corps o(K™") est une extension abélienne, non logarithmiquent ramifiée et
p S I q

S,-décomposée de o(KZ), c’est-a-dire de K%. Mais Ko™ est I'extension abé-
lienne maximale de K§ qui est non logarithmiquent ramifiée et S,-décomposée.
Par conséquent, o(K7%™) ¢ K2 et donc, pour des raisons évidentes de degré

) S S ) )
o(Kith) = K&t Ainsi, o est un K-automorphisme de K2, et donc 'extension
Kg“ /K est galoisienne, ce qui achéve la récurrence. O

Remarque 4.2.2
L’extension K¢/K n’est pas abélienne pour n > 1 en dehors du cas ou la suite
(KZ)new est constante a partir du rang 1.
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4.3 La pro-/-extension non logarithmiquement ra-
mifiée, S-décomposée, maximale de K

On considére le corps défini par

Ky = | Kg.

nelN

Selon que K& est une extension de degré fini de K ou non, on dira que la tour
d’extensions S-décomposées et non logarithmiquement ramifiées de K est finie ou
infinie. On va établir que Kg° est la pro-f-extension (galoisienne) non logarithmi-
quement ramifiée, S-décomposée, maximale de K. Le caractére galoisien de cette
extension est acquis en raison de sa maximalité pour des propriétés stables par
conjugaison (c’est le méme argument que dans la preuve de 4.2.1).

Proposition 4.3.1 Si L est une {-extension galoisienne non logarithmiquement
ramifiée, S-décomposée et de degré fini de K, alors L C K.

DEMONSTRATION. Le groupe de Galois G de l'extension L/K est résoluble (en
tant que ¢-groupe) : il existe une suite de groupes

G,=1CG,1C...CGy=Ga(L/K),

telle que les quotients G;/G; 41 soient abéliens. En conséquence, il existe une suite
d’extensions intermédiaires entre K et L :

K-—K —Ky—...— K, =1,

telle que pour chaque indice i, 'extension K, ;/K; soit abélienne.

On va montrer par récurrence sur l'entier ¢ que pour 1 < 7 < n, l'extension
K; est incluse dans 1'étage K% de la tour non logarithmiquement ramifiée et S-
décomposée de K. Ce qui démontrera l'inclusion de L dans Kg°. La récurrence
portera sur le résultat plus fort suivant :

«pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, K; C K} et les étages de la tour
Kz‘ E— KZKé E— KZKE' KZK:% = ng sont abéliens.»

Le résultat est clair pour ¢ = 1 et on le suppose vrai a présent pour un entier
i compris entre 1 et n — 1. L’extension K, ;/K; est abélienne, ainsi que ’ex-
tension K;Ki/K; (hypothése de récurrence) ; donc leur compositum également :
K; 1 K%/ K; est abélienne. Par suite Uextension K;,1K%/K;,; est abélienne comme
recherché. C’est donc aussi le cas de 'extension K, K&/K;KZ, ce qui permet
d’itérer le raisonnement qui précéde et d’obtenir de proche en proche le caractére
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abélien des étages de la tour K, 1 —— K; (1 K§—— K; 1 K3 K; 1 K} ainsi
que de l'extension K;1K§/Kg. Cette derniére est donc une sous-extension de
extension K5 /K%, ce qui achéve la récurrence.

Kt
Ky —— Kin1 K
K RKD KK
K KyK2 KK2——— Ky K2
Kl KKL— KK} KK, — Ky KL
K K K, K3 K, ——— K1

O

La caractérisation du corps Kg° comme extension non logarithmiquement ramifiée,
S-décomposée maximale de K, qui résulte de la proposition précédente, permet
d’énoncer le critére suivant d’infinitude de la tour (K%),en.

Corollaire 4.3.2 Pour que la tour (K&),ew soit infinie, il faut et il suffit que
K posséde une (-extension non logarithmiquement ramifiée, S-décomposée, et de
degré infini.
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