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Résumé

Dans cette thése, on commence par démontrer une version généralisée du théo-
réme de Bochner. Ce résultat concerne les paires sphériques d’Olshanski (Goo, Koo)
qui sont définies comme limites inductives de suites croissantes de paires de Guel-
fand (G, K,)n. En utilisant la théorie de la représentation intégrale de Choquet
dans les cones convexes, on établit une représentation de type Bochner pour toute
fonction ¢ de I’ensemble P¥(G) des fonctions continues, K..-biinvariantes et de
type positif sur G,. Cette représentation est donnée via une unique mesure posi-
tive et bornée p par : ¢(g) = [qw(g) dw. Ici Q désigne I'ensemble des fonctions
sphériques de type positif sur Go.

Ensuite, on considére la paire sphérique (U(o0) x U(00), (U(00) x U(00)) X Vi)
ol Voo = M (00, C) est I'espace des matrices complexes carrées de dimension infinie
n’ayant qu’un nombre fini de coefficients non nuls, et U(o0) est le groupe unitaire
de dimension infinie. En utilisant un résultat di & G. Olshanski et A. Vershik, on
détermine I'ensemble 2 pour la paire sphérique considérée. Ce qui nous permet de
trouver une version paramétrée du théoréme de Bochner généralisé qu’on utilise
pour établir une représentation intégrale des fonctions continues de type négatif
dans le cas de cette paire.

Mots-clés : Paire de Guelfand, théoréme de Bochner-Godement, fonction de
type positif, fonction de type négatif, fonction sphérique, paire sphérique, limite
inductive, théoreme de Bochner généralisé.

Abstract

In this Thesis, we first prove a generalisation of Bochner theorem. This result
deals with Olshanski spherical pairs (G, Koo ) which are defined as inductive limits
of increasing sequences of Gelfand pairs (G, K, ),. By using Choquet’s theorem,
we establish a Bochner type representation of any element ¢ in the set PH(GOO) of
K o-biinvariant continuous functions of positive type on G . Such representation
is given via a unique, positive and bounded measure p by : ¢(g) = [qw(g) dw.
Here 2 is the set of spherical functions of positive type on G.

Then we consider the spherical pair (U(oc) x U(c0), (U(c0) x U(o0)) X Vi)
where Vo, = M (00, C) is the infinite dimensional space of square complex matrices
with only finite non zero coefficients, and U(o0) is the infinite dimensional unitary
group. By using a result of G. Olshanski and A. Vershik, we determine the set {2 of
spherical functions of positive type for the considered spherical pair. This enables
us to find a parameterized version of the generalized Bochner theorem which we
use to establish an integral representation of continuous functions of negative type
in this case.

Keywords : Gelfand Pair, Bochner-Godement theorem, function of positive
type, function of negative type, spherical function, spherical pair, inductive limit,
generalized Bochner theorem.
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0.1 INTRODUCTION GENERALE

La théorie des groupes topologiques constitue une branche importante
de mathématiques; elle englobe des théorie comme : la mesure de Haar,
la théorie du produit de composition, les séries et intégrales de Fourier, les
fonctions presque-périodiques, les groupes d’opérateurs unitaires, et en partie,
la théorie du potentiel, la théorie ergodique et la topologie algébrique.

On connait les principales étapes de son développement : ’extension de
la théorie des séries de Fourier aux groupes de Lie compacts par F. Peter
et H. Weyl; la démonstration de I'existence d’une mesure invariante par A.
Haar ; la théorie des fonctions presque périodiques due a J. von Neumann ; la
théorie de la dualité pour les groupes abéliens par L. Pontrjagin et A. R van
Kampen ; enfin 'année 1940 vit apparaitre le traité fondamental d’ André Weil
qui, outre une systématisation a peu prés parfaite des résultats antérieurs,
apportait une construction compléte de I'analyse harmonique sur les groupes
abéliens.

A partir de cette date, c¢’est avant tout a ’école de Moscou, représentée
particuliérement, par D. Raikov, I. Gelfand, et M. Neumark, que 'on doit
les progrés les plus considérables. Alors que jusqu’en 1940 tous les travaux
concernaient les représentations unitaires de dimension finie, Gelfand et Rai-
kov, dans un mémoire paru en 1943, étudient systématiquement les représen-
tations unitaires de dimension quelconque et prouvent l'existence, sur tout
groupe localement compact, d'un systéme complet de représentations uni-
taires irréductibles, résultat qui contient tous ceux connus jusqu’alors dans
cette ordre d’idées et qui, au surplus, n’avait jamais été démontré méme dans
les cas classiques.

L’école francaise représentée particuliérement par R. Godement et J. Dix-
mier a aussi largement contribué au développement de cette branche de ma-
thématiques. R. Godement dans sa thése, soutenue en 1946, a étudié les fonc-
tions de type positif. Ce sujet concerne ’analyse harmonique sur les groupes
abéliens localement compacts, domaine ott Godement a obtenu des résultats
majeurs. Ce travail est paralléle mais indépendant des recherches similaires
menées par ’école de Moscou (par Guelfand et Raikov). Son travail sur la
théorie des fonctions sphériques en 1952 a eu beaucoup d’influence par la
suite, particulierement sur Harish-Chandra qui, entre 1950 et 1963, a mené
de trés importantes recherches sur la représentation des groupes semi-simples.
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A partir des années 80, G.I. Olshanski dans une série remarquable de tra-
vaux (voir par exemple [39], [40], [41]), a étudié les représentations unitaires
de dimension infinie relativement aux paires (G, K ) qui sont des limites
inductives de paires de Gueldand (G,,, K,,) :

=G K=K
n=1 n=1

Ces études ont conduit a introduire la notion de paire sphérique qui gé-
néralise celle de paire de Guelfand. Olshanski montre en effet que la limite
inductive d’une suite croissante de paires de Guelfand est une paire sphérique
et donne une caractérisation des fonctions sphériques de type positif relative-
ment a ces paires : une fonction ¢ continue de type positif K -biinvariante
sur G, et normalisée par p(e) = 1 est sphérique si et seulement si elle vérifie
la relation fonctionnelle suivante :

dm | leky)dk = e(z)ely),
ou dk est la mesure de Haar normalisée du groupe K,,.

Cette thése est une contribution & I’étude de ces paires. Nous y démon-
trons une représentation intégrale des fonctions continues de type positif K-
biinvariantes sur un groupe G, limite inductive d’une suite croissante (G,,),
de groupes topologiques localement compacts séparables, le sous-groupe K,
étant de méme type. C’est une généralisation du théoréme de Bochner clas-
sique qui concerne le groupe G = R et s’énonce comme suit : soit ¢ une
fonction continue de type positif sur R. Il existe une mesure positive bornée
uosur R telle que :

¢@=14a“uum.

Une version plus générale, démontrée par R. Godement, s’étend au cas
d’une paire de Guelfand (G, K). C’est le théoréme de Bochner-Godement qui
donne une représentation intégrale des fonctions continues K-biinvariantes
de type positif sur G via une unique mesure positive et bornée p définie sur
I’ensemble €2 des fonctions sphériques de type positif sur le groupe G par :

o) = [ wlan(do)

Le résultat principal de cette thése, qui a fait 'objet d’une publication
aux annales de l'institut Fourier (voir [44]), est la généralisation du théoréme
de Bochner aux limites inductives de paires de Guelfand séparables.
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Il est obtenu en utilisant la théorie de la représentation intégrale de Choquet
dans les cones convexes. La méthode adoptée dans la preuve de ce résultat
constitue une généralisation de celle de Thoma pour un groupe discret dé-
nombrable [49], avec des modifications inspirées du travail de G. Olshanski
sur l'espace des matrices hermitiennes de dimension infinie [40]. Notre résul-
tat s’énonce comme suit :

Théoréme A  Soit ¢ une fonction continue de type positif K.-bitnvariante
sur Goo. Alors il existe, sur ['ensemble Q) des fonctions sphériques de type
positif sur G, une unique mesure p positive et bornée telle que :

©(g) = /Qw(g)u(dw)-

Nous considérons ensuite l'espace limite inductive Vo, = M (oo, C) des
matrices complexes carrées de dimension infinie n’ayant qu’un nombre fini de
coefficients non nuls. Nous étudions ’analyse de Fourier sur I’espace dual V'*>°
des matrices carrées de dimension infinie & coefficients dans C. La transfor-
mée de Fourier d'une mesure de probabilité sur V> est une fonction continue
de type positif sur I'espace V., qui est muni de la topologie de limite induc-
tive. Sur les espaces V> et V., nous considérons l'action par conjugaison du
groupe K, = U(o0) x U(o0). L’ensemble M des mesures de probabilité K .-
invariantes sur V> est un convexe dont les points extrémaux sont les mesures
ergodiques relativement a ’action de K. D’autre part, les points extrémaux
de I'ensemble P des fonctions continues, de type positif, K -invariantes sur
V., et normalisées par la constante 1 a 'origine sont les fonctions sphériques
de type positif relativement a la paire sphérique (K, X Voo, K ). La transfor-
mation de Fourier établit une bijection de 91 sur ‘B, et par suite de I’ensemble
des mesures ergodiques sur VV*° sur I’ensemble des fonctions sphériques de
type positif sur V.

Nous utilisons la méthode de Olshanski et Vershik. Son point de départ
est le résultat de Vershik : une mesure ergodique est limite d’une suite de me-
sures orbitales (™ relativement au groupe compact K,,. Etant donnée qu’une
fonction sphérique ™ de type positif relativement & la paire (G,,, K,,) est
la transformée de Fourier d’une telle mesure orbitale (™, nous développons
Iexpression explicite de ces fonctions en séries de polyndémes de Schur. Nous
parvenons ainsi & déterminer le comportement asymptotique de 'intégrale

S (E) = / 6 0 (1)
1%

:/ / e o, (du)a (dv),
U(n) JU(n)
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ot W = diag(agn), e ,a%n), 0,...) et ay, est la mesure de Haar normalisée

du groupe unitaire U(n). Ainsi le deuxiéme résultat de cette thése est :

Théoréme B La transformée de Fourier d’une mesure ergodique de 9N est
une fonction sur Vo qui est invariante par K., et dont la restriction au
sous-ensemble des matrices diagonales est donnée par :

o(diag(&r, .., &, 0,..)) =T1(&) .. . TI(&),

ou
S |
M(\) = e
W=l
avec

oo
yeR,, a € R+,Zak < 00.
k=1

Enfin, on établit une version paramétrée du théoréme de Bochner géné-
ralisé (Théoréme A) qui, combinée avec une méthode de C. Berg qui a été
développée par M. Bouali dans [8], nous permet d’établir une représenta-
tion intégrale des fonctions continues de type négatif relativement a la paire
sphérique considérée.

Plan de la thése. Cette thése est constituée de quatre chapitres :

— Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et pro-
priétés liées aux représentations unitaires des groupes topologiques.
On y rappelle en particulier les notions suivantes : Lemme de Schur,
mesures de Haar, noyaux de type positif, fonctions de type positif et
construction G.N.S.

— Nous utilisons, dans le deuxiéme chapitre, la théorie de Choquet pour
la représentation intégrale dans les cones convexes pour démontrer le
théoréme de Bochner-Godement dans le cas d’une paire de Guelfand
(G,K) ou G est un groupe localement compact séparable et K un
sous-groupe compact de G.

— Le troisiéme chapitre est consacré a la preuve du résultat principal
de cette thése, a savoir le théoréme de Bochner généralisé aux limites
inductives de suites croissantes de paires de Guelfand séparables.

— Au quatriéme chapitre, nous donnons une expression explicite des fonc-
tions sphériques de type positif dans le cas de la paire (Goo, Ko) 0l
Goo = Ky X Vi, avec Ko = U(oo) X U(0) et Voo = M(00,C). On
trouve alors une version paramétrée du théoréeme de Bochner généra-
lisé qu’on utilise pour établir une représentation intégrale des fonctions
continues de type négatif dans le cas de cette paire.



Chapitre 1

(Généralités sur les
représentations unitaires et les
fonctions de type positif

1.1 Introduction

Ce chapitre comporte trois sections. Aprés cette premiére section d’intro-
duction, on présente, dans la deuxiéme section, des résultats de base sur les
représentations unitaires d’un groupe topologique dans un espace de Hilbert.
On appelle groupe topologique tout groupe G muni d’une topologie qui rend
I'application (z,y) — xy~! continue de G x G dans G. Une représentation
d’'un groupe topologique G dans un espace vectoriel V' est définie comme
étant un homomorphisme de G sur le groupe des automorphismes de V. Les
espaces de Hilbert sont supposés complexes, et les groupes topologiques sont
toujours supposés séparés (de Hausdorff). Parmi les éléments les plus impor-
tants dans la théorie des représentations unitaires des groupes, on trouve la
notion de fonction de type positif. Ainsi, la troisiéme section de ce chapitre
sera consacrée a ce sujet. On commence par introduir la notion de noyau
de type positif sur un espace topologique X. Puis, pour un noyau de type
positif, on montre lexistence de la construction G.N.S. (Guelfand, Naimark,
Segal). Cette construction montre que les noyaux de type positif peuvent
étre représentés par des applications de X dans un espace de Hilbert. Une
fonction ¢ définie sur un groupe topologique séparé GG est de type positif si le
noyau associé a ¢, qui est défini par (g,h) — @(g~1h), est de type positif.
Les fonctions de type positif forment un outil important pour prouver des
résultats fondamentaux de la théorie générale des représentations.

15
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1.2 Généralités sur les représentations unitaires
des groupes

1.2.1 Représentations unitaires

Le produit scalaire de deux vecteurs v; et v9 d’'un espace de Hilbert H est
noté (vq, va).On note par L(H;, Hz) I'espace vectoriel de tous les opérateurs
linéaires continus d’un espace de Hilbert H; dans un autre espace de Hilbert
Hs. Un opérateur T dans L£(H;,Hz) admet un adjoint T* dans L£L(Hs, H1).
L’espace L(H) := L(H,H) est une algébre involutive unitaire, 'unité étant
Iopérateur identité de H, qu’on note I. Un opérateur U : H — H est dit
unitaire, si UU* = U*U = I. D’une fagon équivalente, U est unitaire s’il est
une isométrie surjective. Le groupe unitaire U(H) est le groupe de tous les
opérateurs unitaires de L£(H).

Définition 1.2.1 Une représentation unitaire d’un groupe topologique G
dans un espace de Hilbert H est un homomorphisme de groupe 7, défini de
G dans U(H), qui vérifie :

(1) m(e) = Iy avec e I'élément neutre de G,

(2) 7(g192) = 7(g1)7(g2) pour tous g1 , g2 € G,

(3) Papplication G — H, g — 7(g)v est continue, pour tout v € H.

On désigne une représentation unitaire 7 : G — U(H) par le couple
(m, H). Il est claire que, pour tout g € G, w(g)w(¢g~") = w(e) = Iy. Donc,
pour tout g, opérateur 7(g) est inversible. Par suite, toute représentation
unitaire peut étre vue comme un homomorphisme de G dans le groupe des
transformations linéaires inversibles de H.

Définition 1.2.2 Un sous-espace vectoriel I de H est dit invariant ou G-
invariant, relativement a une représentation (7, H) de G, si K est invariant
par opérateur 7(g) pour tout g € G ; ¢’est-a~dire, pour tout v € K et tout
g€ G, m(g)v e K.

Un vecteur v € H est dit cyclique ou totaliseur si le plus petit sous-espace
fermé et invariant le contenant est H lui méme. Autrement dit, le sous-espace
vectoriel engendré par la famille 7 = {w(g)v , g € G}, qu’on note Vect F,
est dense dans H.
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Soit (m,H) une représentation unitaire de G, et considérons un sous-
espace vectoriel fermé et G-invariant K. Si on note, pour tout g € G,

WK(g) K — IC7

la restriction de l'opérateur m(g) & K, on obtient alors une représentation
unitaire 7°(g) de G dans K. On dit que 7* est une sous-représentation de 7.

Proposition 1.2.1 Soient (7, H) une représentation unitaire de G, K un
sous-espace fermé et invariant de H. Alors, K+ le complémentaire orthogonal
de IC dans 'H est aussi invariant.

Preuve. On a

(m(9)& ) = (& m(9) n)n = (& m(g™ ) =0

pour tous g € G, £ € Kt et n € K. O

Définition 1.2.3 On appelle opérateur d’entrelacement entre deux représen-
tations unitaires (my,H;) et (ma, He) de G, tout opérateur linéaire continu
T :Hy — Hsy tel que :

Tmi(g) = m(9)T (9€G).

Les représentations m; et 7o sont dites équivalentes (m; ~ my), 8'il existe un
opérateur d’entrelacement 7' € L(H1, H2) qui est isométrique et surjectif.

Dans ce qui suit on va donner une autre caractérisation concernant ’équi-
valence entre deux représentations unitaires.

Un opérateur U d’un espace de Hilbert H; dans un espace de Hilbert
Ho est appelé isométrie partielle, s’il existe un sous-espace fermé M de
H; tel que la restriction de U & M est une isométrie (c¢’est-a-dire vérifiant
|UE||n, = ||€]|n, pour tout € € M), et U = 0 sur M*. En particulier, 1es-
pace M = (Ker U)* est appelé espace initial et U(M) est appelé espace final
de I'isométrie partielle U. Soit T' un opérateur continu de H; dans Hs et po-
sons |T| = (T*T)z. Comme |||T|¢][3,, = (T*T€, )p, = ||TE||3,, Vapplication
|T|& — T¢ se prolonge en une isométrie U de |T|(H;) sur T'(H;). On peut
aussi prolonger U linéairement & H; en posant U = 0 sur |T|(Hy)" = Ker T.
Ainsi, U sera une isométrie partielle avec espace initial (Ker T)* et espace

final T(H,), et T = U|T|. C’est la décomposition polaire de 7' (Pour plus de
détails voir |28], probléme 5).
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Proposition 1.2.2 Soient (11, H1) et (w2, Ha) deux représentations unitaires
de G. Soit T € L(Hi1,Hz2) un opérateur d’entrelacement entre m el .
Posons My = (Ker T)* et My = T(H,). Alors, My et My sont deuzx
sous-espaces fermés et invariants de Hy et Ho respectivement, et la sous-
représentation de my définie sur My est équivalente a la sous-représentation

de Ty définie sur Ms.

Preuve. T* € L(Hs, H;) est un opérateur d’entrelacement entre my et 7.
En effet, pour tout g € G,

T*my(g) = (ma(g™)T)" = (Tmi(g™"))" = m(g9)T".

Alors, pour tout g € G,
T*Tﬂ'l(g) = Tl(g)T*T

Comme |T| = (T*T)z est limite (pour la topologie forte des opérateurs) de
polynomes en T*T" (Voir [28], probléme 95), |T'| vérifie aussi

T|m1(g) = m(9)|T| (g9 €G).

Soit T = U|T| la décomposition polaire de 1. Alors, Ker U = Ker T et la
restriction de U a M est une isométrie surjective sur Ms. Il reste alors a
vérifier que U est un opérateur d’entrelacement entre m, et mo. En effet, pour
g € G, £ € Hy, onadune part :

ma(g)U|T|§ = ma(9)TE = Tmi(g9)€ = UlT|m(9)€ = Umi(g)|T|¢.

Do, m(g)U et Uy (g) coincident sur |T'|(H;). Par suite, ils coincident aussi
sur sa fermeture |T|(H;) = (Ker T)* = M,. D’autre part, U = 0 sur Ker T
qui est fermé et invariant relativement a ;. Ainsi, mo(g)U = Umy(g) sur H;.

OJ

Définition 1.2.4 Une représentation unitaire p de G est dite contenue dans
une autre représentation m de GG, ce qu’on note par p < 7, si p est équivalente
A une sous-représentation de .

Un des principaux problémes de I’analyse harmonique est de décomposer une
représentation unitaire 7 d’un groupe a ’'aide des représentations unitaires
les plus simples qui sont contenues dans 7. On les nomme les représentations
unitaires irréductibles.
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Définition 1.2.5 Une représentation unitaire (7, H) de G est dite irréduc-
tible si, les seuls sous-espaces vectoriels invariants et fermés de H sont les
triviaux ; c’est-a-dire {e} et H.

Proposition 1.2.3 Une représentation (m,H) de G est irréductible si, et
seulement si, tout vecteur non nul de H est cyclique.

Preuve. La preuve est évidente d’apreés la définition précédente et celle du
vecteur cyclique. 0

1.2.2 Lemme de Schur

Pour une représentation (7, H) de G, ’ensemble des opérateurs T' € L(H)
qui commutent avec 7 (c’est-a-dire vérifiant T'w(g) = 7w(g)T pour tout g € G),
est appelé le commutant de 7(G). On le note 7(G)'.

7(G)" est une sous-algébre de £(H) qui est fermée pour la topologie faible
des opérateurs. De plus, TF(G), est auto-adjointe, puisque pour tout 17" €

7(G) :
T*m(g) = (n(g)T)* = (Tm(g™")) = 7(g)T* (9 € G).

Proposition 1.2.4 Soient (7, H) une représentation unitaire de G et K un
sous-espace vectoriel fermé de H. Alors, K est invariant si et seulement si la
projection orthogonale sur K, notée P, appartient a W(G)l.

Preuve. Posons () = Iy — P. L’opérateur @) est le projecteur orthogonal
sur K+, Alors, pour £ € H, g € G on a :

m(9)§ = m(g) P& + m(g9) Q. (L.1)

Si K est invariant, par la proposition 1.2.1, ' est aussi invariant. Donc,
m(g)P¢ € K et w(g)Q¢ € K+. Par suite, (1.1) donne la décomposition or-
thogonale du vecteur m(g)¢ sur H = K @ K. Ainsi, n(g)P¢ = Pr(g)&, pour
tout € € 'H.

Inversement, supposons que 7(g)P = P7(g) pour tout g € G. Alors, pour
tout g € G et tout £ € IC,

m(9)§ = n(g9)P§ = Pr(g9)§ € K,

ce qui montre 'invariance de /. 0
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Remarque 1.2.1 (voir [46], 12.24) Pour un opérateur 7' € L(H), on rap-
pelle que le spectre o(T") de T est 1'ensemble des A € C tels que 7' — A\I
n’est pas inversible. C’est une partie non vide et compacte de C. Si de plus T’
est auto-adjoint, alors o(7) C R. On peut associer a une fonction mesurable
bornée f, Vopérateur f(T) € L(H) de telle sorte que les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) L’application A : f — f(T) est un isomorphisme entre B(c (7)) et
W*(T) ou B(o(T)) est la x-algébre de toutes les fonctions mesurables bornées
a valeurs complexes sur o(7"), et W*(T') est la fermeture dans £(H), pour la
topologie forte des opérateurs, de la x-algébre :

{ZajTj : n>0,ag,...,a, € C}.
=0

(i) o(f(T)) = F(o(T)), pour tout f € B(o(T)).

(iii) Pour tout f € B(o(T)), f(T) commute avec tout opérateur continu
sur ‘H et commutant avec 7.

Théoréme 1.2.1 (Lemme de Schur) Une représentation unitaire (w,H) de
G est irréductible si, et seulement si, l'algébre 7(G)' est constituée des mul-
tiples scalaires de Iyy.

Preuve. Supposons que W(G)/ est constituée des multiples scalaires de
Iidentité Iy. Soit K un sous-espace invariant de H, avec P l'opérateur
de projection orthogonale correspondant. La proposition 1.2.4 montre que
Pcn(G). Do, P=M , A€ C. Comme P2=P,ona\=0o0u\=1.
C’est-a-dire K = {e} ou K = H. Ainsi, 7 est irréductible.

Inversement, supposons que 7 est irréductible et fixons T € 7(G)". Posons
Ty =(T+T")2etTy=(T—T%*)/2.0naT =T, +ily avec T}, T, € ©(G)".
Comme T et T5 sont auto-adjoints on peut supposer que 1" I'est aussi. Fixons
alors Ao dans o(T}) et soit f la fonction caractéristique de Ag. Notons par
f(T7) Popérateur défini dans la remarque précédente.

Par (ii) de la remarque précédente, f(T)? = f(T) = f(T)*. Ainsi, f(T) est
une projection orthogonale. Aussi, f(T) € 7(G). Comme 7 est irréductible,
d’aprés la proposition 1.2.4, f(T) = 0 ou f(T) = I;. Comme f # 0, on a
f(T) = Iy. Donc, o(T) = { Ao} et T = AoIx. O
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1.2.3 Mesure de Haar

Un groupe topologique est localement compact si et seulement si il existe
un voisinage compact de 1’élément neutre e de (. Cette classe de groupes
contient tous les groupes discrets (c’est-a-dire les groupes munis d’une to-
pologie discréte), tous les groupes compacts et tous les groupes de Lie de
dimension finie. Une des propriétés qui distinguent les groupes localements
compacts des autres groupes topologiques est ’existence d’une mesure ap-
pelée mesure de Haar. On donne dans ce qui suit quelques notions liées a la
théorie des mesures sur les espaces localement compacts (Pour plus de détails
voir |10], [11], [29], [47]).

Soit X un espace localement compact. Une mesure borélienne sur X est
une mesure (non nécessairement finie) positive sur la o-algébre B(X) de tous
les sous-ensembles boréliens de X (c’est la plus petite o-algébre contenant
tous les ouverts). Une mesure borélienne p sur X est dite réguliére si toutes
les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) w(B) = inf{u(V) : V ouvert et B C V'} pour tout borélien B de X.
(2) p(U) = sup{p(K) : K compact et K C U} pour tout ouvert U de X.
(3) pu(K) < 400 pour tout compact K de X.

En général, une mesure borélienne réguliére ne vérifie pas la propriété
(2) précédente pour tout ensemble borélien, mais si tout ouvert de X est
o-compact (c¢’est-a-dire réunion dénombrable de sous-ensembles compacts),
alors la propriété (3) implique (2) ainsi que (1), (voir [47], chapitre 2, exercice
17 et théoréme 2.18).

Notons par C.(X) 'espace des fonctions continues sur X a support com-
pact. Une forme linéaire ¢ : C.(X) — C est dite positive si ¢(f) > 0 pour
toute fonction réelle positive de C.(X). Une telle forme linéaire est appelée
une mesure de Radon sur X. Une mesure réguliére p définit une mesure de
Radon sur X, notée encore p, de la facon suivante :

u(f) = /X F(@)uldz) (f € C(X)).

Inversement, toute mesure de Radon sur X admet une telle représenta-
tion via une unique mesure borélienne réguliére sur X. C’est le théoréme de
représentation de Riesz qui assure cette identification ([47], théoréme 2.14).
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Soit G un groupe localement compact. Il existe une mesure borélienne
réguliére p # 0 sur G et invariante a gauche, c’est-a-dire vérifiant, pour tout
B e B(G) :

u(gB) = u(B) (g €G).

Ou d’une fagon équivalente, pour tout f € C.(G) :

/fglar (dz) /f u(dz) (g € Q).

On montre que p est unique & une constante multiplicative prés, c’est-
a-dire si, ;' est une autre mesure borélienne réguliére invariante a gauche,
alors ;i = cp avec ¢ > 0. La mesure y est appelée mesure de Haar a gauche
sur G (voir [30], chapitre 16).

Le support d’une mesure de Haar sur GG est G lui méme. On donne une
preuve de cette propriété dans la proposition suivante. On rappelle que le
support d’une mesure borélienne réguliére p sur un espace localement com-
pact X est le plus petit sous-ensemble fermé F' de X tel que u(X \ F) = 0.

Proposition 1.2.5 Soit y une mesure de Haar a gauche sur G. Alors, pour
tout sous ensemble ouvert non vide U de G on a u(U) > 0, et de plus,

/G f(@)u(dz) > 0,

pour toute fonction non négative et non identiquement nulle f € C.(G).

Preuve. Supposons que pu(U) = 0. Alors u(gU) = 0 pour tout g € G. Or,
pour tout compact K de G, il existe g1, g2, ..., gn € G telsque K C |J;, ;U
Ainsi, p(K) = 0 pour tout compact de G. Comme p est réguliére, ceci im-
plique que = 0; ce qui est absurde.

Soit f € C.(G) une fonction positive non identiquement nulle. Par conti-
nuité, il existe € > 0 et un ouvert non vide U, de G, tel qu” on a f > € sur
U.. Ainsi

/f p(dx) > eu(Ue) > 0. O
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Considérons, pour tout g € G, la mesure borélienne p, définie, pour tout
B € B(G), par : py(B) = pu(Bg). C’est une mesure réguliére positive non
nulle qui est aussi invariante a gauche. Ainsi, pu, = Ag(g)p avec Ag(g) > 0,
et alors

/fxg (dr) = Ac(g /f (f €CAG), g€ Q)

La fonction Ag est appelée fonction module de G.

Lemme 1.2.1 Pour toute fonction f € C.(G),
[ s utde) = [ Aot f@)n(d)
G a
Preuve. La forme linéaire

f— / faYu(dz) (f € C(G)),
G

définit une mesure de Haar invariante a droite sur GG ; ce qui est le cas aussi,
par conséquence de la définition de Ag, pour la forme linéaire

Fr— | Acta™) ()
Ainsi, par unicité, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout f € C.(G),
[ 1) = [ Acta™) faptas). (12
Si on remplace dans (1.2) f par f, ot f(z) = f(z~'), on aura :

/ f(@)ulde) = ¢ / Ac(a ) flrYuldz) (F € C(G)).
G G

D’autre part, (1.2) implique que :

/G Ace ) f ulds) = / F(@)u(da)

Ainsi, ¢ = 1 et alors ¢ = 1. U
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Il est clair qu'une mesure de Haar a gauche sur GG est aussi invariante a droite
si et seulement si Ag = 1. Dans ce cas GG est dit unimodulaire.

Notons par M,(G) Pensemble des mesures complexes bornées sur G, par
L'(G) T'ensemble des fonctions intégrables sur G' par rapport a la mesure
de Haar & gauche p définie sur G, et par L*°(G) l'ensemble des fonctions
localement mesurables qui sont bornées localement presque partout. La défi-
nition précédente de L>°(G) est due au fait que G, tout en étant localement
compact, n’est pas nécessairement o-fini. Ainsi, on est obligé d’adopter les
définitions suivantes :

(i) Une partie A de G est localement mesurable si A N B est mesurable
pour toute partie mesurable B vérifiant u(B) < +oc.

(ii) La partie A est dite localement négligeable si (AN B) = 0 pour toute
partie mesurable B de G avec u(B) < +oc.

(iii) Une fonction f : G — C est dite localement mesurable si I'image
réciproque par f de toute partie mesurable F de C, a savoir f~!(E), est
localement mesurable.

(iv) Une propriété est dite vérifiee localement presque partout sur G, si
elle est satisfaite sur le complémentaire d’une partie localement négligeable.

Ainsi, on dira que deux fonctions f , g € L>°(G) coincident si elles sont
égales localement presque partout. De plus, avec cette définition, on peut
identifier L>°(G) au dual topologique de L'(G) au moyen de la forme linéaire

o(f) = /G f@)e@n(dz) (o € L(G), f € ING)).

Par suite, on peut munir L>(G) de la topologie initiale par rapport a la
famille de toutes les applications ¢ —— o(f) avec f fixé dans L'(G). Une
base de cette topologie est donnée pour p € L=¥(G), {f1 ,..., fu} € LY(G)
et € > 0 par la famille

U((,O, fla"'afn;e) = {w € LOO(G> : |¢(f/€) —@(fk)’ < E>k: 17"'777’}'

Cette topologie fait de L*°(G) un espace vectoriel topologique localement
convexe. On I'appelle la topologie *-faible o(L>°(G), L}(G)) sur L>°(G). C’est
la topologie la plus faible rendant continue 'application ¢ — ¢( f) pour tout
f fixé de L'(G). On note cette topologie *-faible sur L>(G) par 7*(L*°(Q)),
(pour plus de détails voir [10], chapitre 5, section 5).

On peut définir sur L'(G) un produit de convolution :
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Définition 1.2.6 Soient f, g € C.(G) et dy la mesure de Haar a gauche sur
G. On définit le produit de convolution par :

fxg( /f g(y 1:lﬁ)dy=/GJ”(:L"y)g(y1)dy-

Soient u, v € My(G). On définit le produit de convolution de ces deux
mesures par :

. //f:cy (dz)v(dy) (f € My(G)).

Soient f € C.(G), p € My(G). On définit aussi les produits de convolution
f*pet puxf par:

_ / Flay AW uldy),

= / fly ) u(dy),
G

ol dy est une mesure de Haar a gauche sur G.

Sur M,(G), on définit une involution par la relation p*(dz) = pu(dx=1),
ol dz est une mesure de Haar a gauche sur G. On vérifie que M,(G) devient

au moyen de cette involution, une x-algébre de Banach involutive.
Si, & tout f € L'(G), on associe la mesure p(dr) = f(z)dz € M,(G),
on obtient un morphisme isométrique ® de L'(G) dans M,(G). En posant,

f*(x) = f(x=Y)A(xz™1), on montre que pu*(dz) = f*(x)dz. Donc, f — f*
est une involution isométrique sur L'(G). Ce dernier, équipé de cette involu-
tion et du produit de convolution défini ci-dessus, devient une *-algébre de
Banach. Pour f mesurable bornée et u € M,(G), on pose

_ /G f(x)u(da

Remarque 1.2.2 Pour tous p, v € My(G) et tout ¢ mesurable bornée,

% (g // (v~ ) (dy)v(d=)
// 2~y o(dz)pu(dy)

= v xpu(p)

En particulier cette propriété reste vraie pour f et g dans L'(G) puisque,
au moyen de l'isométrie @, on peut identifier L'(G) au sous-ensemble des
mesures a densité de My(G).
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Remarque 1.2.3 En considérant une représentation unitaire (m,H) d'un
groupe topologique localement compact GG, ayant dg comme mesure de Haar,
on peut associer a toute mesure u € My(G) Popérateur m(u) défini par

() = /G m(g)u(dg).

Plus précisement, pour tous v, w € H, la fonction g — (m(g)v, w)s est
continue et bornée par ||v||y ||w||x, chose qui résulte du fait que 7(g) est
unitaire continue pour tout g € G. Ainsi, 'application

(0, ) — /G (n(g)v, w)wpu(dg)

est bilinéaire et continue. Le théoréme de Riesz assure alors 'existence d’un
opérateur continu noté () tel que :

(rlp)o ) = [ (r(a)o, bl
De plus, on montre que, pour tous p,v € M,(G),

*

m(prv) =m(wr(v) et w(p") =m(u)"

Notons que ces résultats résultats restent vrais si G n’est pas localement
compact et si on considére des mesures a support fini sur G.

1.3 Généralités sur les fonctions de type positif

Dans cette section, on présente quelques résultats classiques liés aux fonc-
tions de type positif. Pour plus de détails, on suggére la lecture des travaux
de R. Godement [25], |26] et [27], et ceux de M. G. Krein 34|, [35] et |36].

1.3.1 Noyau de type positif

Soit X un espace topologique.

Définition 1.3.1 Un noyau de type positif sur X est une fonction continue
¢ : X x X — C telle que, pour tout n € N, tous z1,xs,...,2, € X et tous
C1,Coy...,cn €C,:

z": z": ciCip(ws, x5) > 0

i=1 j=1
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Proposition 1.3.1 Soit ¢ un noyau de type positif sur X. Alors, pour tous
r,y € X,

(i) o(z,y) =9y, ).
(ii) |p(z,y)|* < d(z, 2)d(y, y).

Preuve. Pourn =2, x; =z, x5 =y, I'inégalité de la définition (1.3.1)
s’écrit sous la forme (AE | &)c2 > 0 ou

Ainsi, la matrice A est positive. D’autre part

0< <A£ ) §>(C2 - <§ ’ A*€>(C2 - <A*€ ’ §>(C2 - <A*§ ) §>(C2'

Par Iidentité de polarisation, on montre que, pour tous &, n € C2,

<A£ ) 77>(C2 = <A*£ ) 77>(C2-

Donc, A = A* et alors A est hermitienne avec des éléments diagonaux positifs.
Ce qui donne ¢(x,z) > 0, ¢(y,y) > 0 et ¢(z,y) = ¢(y, x). De plus, le spectre
de A est dans RT, par suite det(A) > 0, ce qui s’écrit encore

oz, 2)o(y,y) — oy, v)p(x,y) > 0. O

Proposition 1.3.2 Soit ¢ un noyau de type positif sur un espace topolo-
gique X. Alors, il existe un espace de Hilbert (H, ¢, (.,.)s) et une application
continue f: X — H qui vérifie les propriétés suvantes :

(1) o(z,y) = (f(2), [(y))g, pour tous z,y € X.

(2) Le sous-espace vectoriel engendré par la famille F = {f(x), v € X} est
dense dans H.

De plus, la paire (f, H) est unique & un isomorphisme prés, c’est-a-dire si
(9, K) est une autre paire vérifiant (1) et (2), alors il existe un isomorphisme
unitaire unique T : H — IC tel que g =T o f.
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Preuve. Pour tout z € X, on note ¢, la fonction continue sur X définie
par ¢,(y) = ¢(z,y), (y € X). Posons V,, = Vect{¢, , * € X}, c’est un
sous-espace vectoriel de espace C(X) des fonctions continues sur X. Soient
=D i, v =0 by, deux éléments de Vi, On définit sur Vj la

forme hermitienne suivante :

90 @b ¢_Zza’z j¢ $l7x]

=1 j5=1

On remarque que

n

> aib(xiz)) Zb_jéﬁ(%’) = ap(x),

i=1 j=1 =1

et

(pt)e = D> aibjd(wi,x))

i=1 j=1

= Z Z bja;ip(xj, ;)

7j=1 i=1
= <¢7 90>¢>

Ainsi, la valeur commune de ces sommes ne dépend pas de la représentation
de ¢ (respectivement ) dans Vj,. Par suite, 'application (p, 1) — (@, 1),
de V;xVy — C est bien définie et constitue une forme hermitienne positive
sur V. Cette forme est de plus définie. En effet, pour tout ¢ € Vj,

(¢, Pz)p = p(2),

I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors, pour tout x € X,

lp(@)]* < d(x,2){p, ) (1.3)

Ainsi, si (p,¢)s =0, on a ¢(z) = 0 pour tout z € X, c’est-a-dire ¢ = 0.
Par suite (.,.), définit un produit scalaire sur V. Donc (Vy, (., .)s) est un es-
pace préhilbertien. Soit (H, (.,.),) son complété hilbertien. L’espace H peut
étre réalisé comme un espace de fonctions sur X. En effet, si (¢,,), est une
suite de Cauchy dans Vj, pour la norme |[|.||, qui est induite par le produit
scalaire défini sur Vj, alors (1.3) implique que (¢, (z)), converge pour tout
x € X. Ainsi, 'espace de Hilbert H est un sous-espace de 'espace des fonc-
tions ¢ sur X qui sont limites simples de suites de Cauchy dans (Vj, ||.||4)-
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Posons f: X — V,,, +— ¢,. Alors,

(f(@), f(Y))o = (¢o, Dy)s = Dl ).

D’autre part,

If(@) = FWlle® = (flx) = f(y), f(2) = F¥)s

= ¢(x,7) = 2R(o(2,9)) + o(y,y).

Comme ¢ est continue, la relation précédente montre que f est aussi
continue, et comme par construction V, est dense dans H, il est évident que
le sous-espace engendré par la famille 7 = {f(z) , v € X} = {¢, , v € X}
est dense dans H. Ceci prouve les assertions (1) et (2) de la proposition.

Considérons maintenant une autre paire (g, KC) vérifiant (1) et (2). On a

5= ) amd(v, )

i=1 j=1

= D) adi(g(a), g(z)))x

i=1 j=1

= 1D aig(=)|[}-
i=1
Ceci montre que I'application Vy — K,
i=1 i=1

est bien définie, et puisque Vy est dense dans H, elle se prolonge par conti-
nuité en un isomorphisme unitaire 7' : H — K.

n
=1

Comme T'(V}) coincide avec le sous-espace vectoriel engendré par la fa-
mille G = {g(z) , = € X} et que ce dernier est dense dans /C, on peut en
déduire que T est surjective. Ainsi, T" est un isomorphisme de H — K vé-
rifiant T o f = ¢; une relation qui définit 7" d’une fagon unique. 0

On présente dans ce qui suit des propriétés classiques liées aux noyaux
de type positifs.
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Proposition 1.3.3 Soient ¢ et ¢ deux noyaux de type positif sur X. Alors
les noyauzr suivant sont aussi de type positif :

(1) ¢: (z,y) — o(x,y).

(2) t: (z,y) — o(z,y), t 2 0.

B) ¢+ v (z,y) — o(z,y) +¥(z,y).
4) ov: (z,y) — oz, y)¢(2,y).

(5) Soit (p¢)ea une famille de noyaux de type positif sur X qui converge
simplement sur X x X wers une fonction continue ¢ : X x X — R. Alors
¢ est aussi de type positif.

Preuve. (1), (2), (3), (5) sont obtenus immédiatement en utilisant la défi-
nition d’un noyau de type positif. Montrons (4).

Soit f: X — Het g: X — K les applications obtenues a partir de la
proposition précédente. Soit H ® IC 'espace de Hilbert produit tensoriel des
espaces de Hilbert H et IC, et posons h: X — HQ K , z+— f(z) ® g(z).
Alors

oY(x,y)

<

(z, y)(z,y)

f(@), F(y))elg(@), g(y))y
f@g(x), f@gy))nex
h(z), h(y)) Hox-

o~ o~

Ainsi, pour tous x1, Zo,..., T, € X et tous ¢, ca,..., ¢, € C,

S e pv(mia) = )Y arg(h(i), h(x;))wex

i=1 j=1 i=1 j=1

= <Zcih(93i)azcih(93i)>H®ic > 0. 0J

Cette derniére proposition nous affirme que ’ensemble des noyaux de type
positif sur X est un cone convexe stable par conjugaison et produit.
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1.3.2 Fonctions de type positif

Soit G un groupe topologique de Hausdorff d’élément neutre {e}, et K
un sous-groupe fermé de G.

Définition 1.3.2 Une fonction de type positif sur G est une fonction conti-
nue ¢ : G — G telle que le noyau défini sur G x G par : (g1, g2) — ©(g5 ' g1)
est de type positif. C’est-a-dire que, pour tous ¢i,¢s2,...,9, € G et tous
C1,Co, ..., Cp € C,

YD ccielgta) =0,

i=1 j=1

On donne dans ce qui suit quelques propriétés liées aux fonctions de type
positif.

Proposition 1.3.4 Soit ¢ une fonction de type positif sur G. Alors, ¢ est
hermitienne, c’est-a-dire, pour tout g € G, p(g9) = ©(g7'). De plus, elle

vérifie |p(g)| < p(e).

Preuve. Les propriétés données sont des conséquences immédiates de la
proposition 1.3.1. Il suffit de prendre ¢(z,y) = p(y 'x) avec x = e et y = g.

Définition 1.3.3 Une fonction ¢ définie sur G est dite K -biinvariante si elle
vérifie p(ki1gks) = ©(g), pour tous ki, ko € K et g € G.

Pour une représentation unitaire (7, H), on note Hg le sous-espace des
vecteurs K-invariants de H, c’est-a-dire les vecteurs £ tels que w(k)¢ = &
pour tout k € K.

Proposition 1.3.5 Soit (7, H) une représentation unitaire de G et £ un
vecteur de Hy. Alors, la fonction ¢ : G — C | g — (w(9)€, &)y est K-
biinvariante de type positif.
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Preuve. Il suffit de montrer que le noyau ¢(g1, g2) = ©(g5 'g1) est de type
positif. En effet

chic_jw(gj_lgi) = ZZCZCJ g] gz 5 §>

i=1 j=1 i=1 j=1
= ZZQ@(W(QJ 1)77-(92)575)7'{

i=1 j=1
= ZZCZCJ gz 67 ( )€>H

i=1 j=1

= <Z cim(9:)S, Zcﬂ(gi)@ﬁr > 0.
i=1 i=1
De plus,

p(kigks) = (m(kighka)§, §)n
= (m(k1)7m(g)m(k2)&, E)n
= (m(9)¢, 7k ) =¢(g). O

En utilisant la proposition 1.3.2, on peut montrer que toute fonction K-
biinvariante de type positif sur G peut étre représentée, a un isomorphisme
prés, au moyen d’une représentation unitaire et cyclique de G. Clest la
construction G. N. S. (Guelfand, Naimark, Segal) :

Théoréme 1.3.1 (Construction G. N. S.) Soit ¢ une fonction K -bitnvariante
de type positif sur G. Il existe un triplet (m%, H?,£%) qui consiste en une re-
présentation unitaire cyclique % dans un espace de Hilbert H? et un vecteur
cyclique €% dans Hy, tels que, pour tout g € G,

©(g) = (T?(9)€%, €% )

De plus, ce triplet est unique dans le sens suivant : si (7, H,&) est un autre
triplet, alors il existe un isomorphisme d’entrelacement T entre n¥ et w, défini
de H? sur 'H et vérifiant TEY = £.

Preuve. Soit ¢ le noyau de type positif sur G associé a ¢. D’aprés la
proposition 1.3.2, il existe un espace de Hilbert H¥ muni d’un produit scalaire
(.,.), et une application continue f : G — H¥ tels que, pour tous z,y € G,

(f(@), f()e = d(z,y) = (y ).
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D’autre part, pour tout g € G,

(flg2), flgy)p = dlgz, 9y) = o(y g gz) = d(,y).

Par unicité de la représentation (voir proposition 1.3.2), il existe un opérateur
unitaire 7%(g) sur H? tel que, pour tout z € G,

m(9)f(x) = flg~ ).

Donc, pour tous gi, g € G,

™ (q192)f(z) = [f(g1927)
= 77(g1)f(g27)
= 7°(g1)7%(g2) f ().

Puisque le sous-espace vectoriel engendré par la famille F = {f(z) , = € G}
est dense dans H¥, on obtient, pour tous g1, ¢> € G,

7(9192) = 7 (91)7%(92)

De plus, comme f est continue, 'application g — 7%(g)¢ est continue pour
tout & € ‘H¥. Ainsi, 7% est une représentation unitaire de G. Posons mainte-
nant £¥ = f(e). Alors, 7%(g)£% = 7¥(g) f(e) = f(g), et puisque F est dense
dans H?, il est immédiat que £¥ est un vecteur cyclique de ‘H¥. Comme ¢
est K-biinvariante, pour tout £ € K et tout g € G,

(f(k), F(9))e = (g7 k) = 0(g7") = (f(e), f(9))e-
D’ou
(f(k) = f(e), f(g))y = 0.

Comme le sous-espace F est dense dans H¥, pour tout k € K, f(k) = f(e).
Ainsi
T (k)§? = 77(k)f(e) = f(k) = f(e) = &7,

ce qui prouve que £¥ € HY..

De plus, pour tout g € G,
p(9) = wleg) = (f(9), f(e))y = (19(9)%,€%),-

Finalement, si (m,H, ) est un autre triplet avec les méme propriétés que
(m%, H?,£7), alors

d(91,92) = (7(91)&, 7(92)€) w-
En utilisant encore 'unicité de la proposition 1.3.2, il existe un isomorphisme
T : H? — H tel que Tn%(9)£¥ = w(g9)€ pour tout ¢ € G. Comme &

est un vecteur cyclique, il est alors immédiat que, pour tout ¢ € G, on a
Tr?(g)T~' = n(g) avec TEP = €. O
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G étant toujours un groupe topologique de Hausdorff et K un sous-groupe
fermé de G, notons P(G) (respectivement P*(G)) I'ensemble des fonctions
de type positif sur G (respectivement ’ensemble des éléments K-biinvariants

de P(Q)).

Proposition 1.3.6 Soient ¢y, s € P*(G) et posons p = @1 + py. Alors,
w1 est contenue dans w¥. De plus, si 7% est irréductible, alors il existe t > 0
tel que p1 = tp.

Preuve. Comme ¢y = ¢ — (; est une fonction continue de type positif,
pour tous ¢q,...,9, € G et tous A\q,..., \, € C,

| Z N (g )2, = Z Z Aidj 1 (95 9i)
i=1

i=1 j=1

< DY Ahely e

=1 j=1
I Al
=1
Ainsi, 'application
i Aim#(g;)§7 — i At (i) €7
=1 =1

est bien définie. Elle est aussi prolongeable par continuité en un opérateur
continu T : ‘H¥Y — H¥!. On remarque que 1" est un opérateur d’entrela-
cement entre 7% et 7% et que T(H¥) est dense dans H*'. Ainsi, d’aprés la
proposition 1.2.2, la sous-représentation de 7% définie sur (KerT)® est équi-
valente a 7%'. Donc 7¥' est contenue dans 7%.

Supposons que 7% est irréductible. Comme T*T € 7%(G)’, d’aprés le

lemme de Schur (Théoréme 1.2.1), il existe t > 0 tel que T*T" = tI.. Ainsi,
pour tout g € G,

p1(g) = (T7?(9)€%, TEP ), = (T"T7*(9)§7, %) = tp(9). O
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Définition 1.3.4 Soit ¢ € P*(G).

(1) ¢ est dite pure si la représentation unitaire qui lui est associée par la
construction G.N.S. est irréductible.

(2) ¢ est dite extrémale si, lorsque @ = 1 + @y avec o1, s € PH(G), alors les
fonctions ¢; et ¢o sont proportionnelles & ¢ ; ou d’une maniére équivalente
si, lorsque o = tp1 +(1—1)pa, avec 1, 2 € PHG) et 0 <t < 1, alors ¢ =
ou @ = .

Pour un ensemble convexe E, on note ext(E) l'ensemble de ses points
extrémaux. Par Phgl(G) (respectivement P(G)), on désigne I'ensemble des
fonctions ¢ € PHG) vérifiant ¢(e) < 1 (respectivement ¢(e) = 1).

Lemme 1.3.1 ext(Pugl(G)) — ext(PH@)) U {0}.

Preuve. (a) Montrons que 0 € ext(Pil(G)). Soient 1,y € Phgl(G) et
0 <t <1 tels que tp; + (1 — t)ps = 0. Alors p1(e) = 0 ou pa(e) = 0. Ou
encore 1 = 0 ou @9 = 0.

(b) Montrons que ext(P!(G)) C ext(PL,(G)). Soient ¢ € ext(P(QG)),
Q1.0 € PLU(G) et 0 < ¢ < 1 tels que to; + (1 — t)gy = @. On sait
que tpi(e) + (1 — t)pa(e) = @(e) = 1. Donc, @i(e) = py(e) = 1. Ainsi,
01,02 € PYQ). Par suite p € ext(Pil(G)).

(c) Montrons que ext(Phgl(G)) C ext(PHG)) U {0}. Considérons une
fonction ¢ € Phg(G) \ (PHG) U {0}) et posons t = p(e). Alors, 0 < t < 1,
£ € PHG) et o =t(£) + (1 —t) x 0. Par suite ¢ ¢ ext(PL,(G)). O

On donne dans ce qui suit une caractérisation des points extrémaux de

PUG).

Théoréme 1.3.2 Soit p € PHG). Alors, ¢ € ext(PHG)) si et seulement si
© est pure.
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Preuve. Supposons que @ n’est pas pure, ¢’est-a-dire que 7% n’est pas irré-
ductible. L’espace hilbertien associé H?, peut étre décomposé sous la forme
H? = K ® K+, ot K est un sous-espace fermé invariant et non trivial de H?.
Ainsi, le vecteur cyclique £¥ € H¥ s’écrit £ = &+ & avec & € K et & € K+
Comme £% est cyclique, €9 ¢ K et €2 ¢ KL, Ainsi, & # 0 et & # 0.

Posons s = ||§1]|i et t = ||§2||?O.
On remarque que s +t = [[£?[|2 = ¢(e) = 1 et les fonctions
1, 1 1o
p1(g) = (77(9)s7 281,57 281)¢,  pa(g) = (T7(9)17 262, 17282y,
sont des ¢léments de PHG).

De plus, comme K est invariant

olg) = (°(9)€%, &%),
= (7°(9)1,61) + (17(9)62,62)
= sp1(g) +twa(g).

On va montrer que ¢, # @ et @y # ¢, Cest-a-dire ¢ ¢ ext(P?(G)). En effet,
si ¢ = ¢y alors, pour tout g € G,

(m?(9)67,£%)p = 5_1<7T90(9)51751>so~

Donc, pour tous ¢q,...,9, € Get A,..., A\, € C,
<Z Aim?(9:)€%,6%) = 3_1<Z Aim?(9i)&1, &)y
i=1 =1
= S_1<Z AT (9:)€%, &)
i=1

Comme &% est un vecteur cyclique, (n,£?), = s~ 1(n, &), pour tout n € H?.
Donc & = s&%, ce qui contredit le fait que & # 0. Par suite, ¢ ¢ ext(Pf(G)).

Inversement, supposons que ¢ est pure, c’est-a-dire 7% est irréductible.
Si @ = 1 + 2 Pour @i, s € Pf(G). D’aprés la proposition 1.3.6, il existe
t > 0 tel que ¢; = t. Done, ¢ € ext(PHQ)). O
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Remarque 1.3.1 Sion reprend la preuve de la proposition 1.3.2 avec ¢(z, y) =
¢(y~tx) ot  une fonction continue de type positif K-biinvariante, on peut
la refaire en faisant intervenir ’espace des mesures a support fini

m

MO(G) :={u= Zaidm

i=1

(ai)i<icm C C, (zi)i1<icm C G}

Commencons par introduire quelques notions :

Soit x € G et f une fonction mesurable bornée. Posons

=Lﬂwwm>

Soit o = Y10, a;05, € M°(G). On peut définir une forme linéaire continue
sur ’espace des fonctions mesurable bornées par

L:f (fn) /f (g

En effet .
(fo) = /G Fointe) = 3 )
et
()] < 1 ol
ol

flloe = sup[f(g)], ull = sup [(f,p)]
geG

[flloo<1

On définit aussi la convolution de deux mesures u, v € 9IM°(G) par :

(fp*v) = //fxydu )dv(y ZZabeij

=1 j=1

ce qui donne

¥ v = i i ;ibj0z,z;-

i=1 j=1

On pose aussi (f,71) = (f,p) et (f,u*) = (f*, 1) ou f*(g) = f(g~!) pour
tout g € G.
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On a alors . .
=Y T, et =Y @b,
i=1 i=1
Par suite,
(f,v" 5 1) / / ) dn(@)duly) = S5 basf @y,
7=1 =1

On a aussi

n m

(p, V" * p) Z Z bjaip(z; 12) Z Z biaip(z; ' xy) = (o, i x v).

Jj=1 =1 7j=1 =1

On peut aussi définir la fonction

m

px () Z/Gw(y "2)dp(y) = ap(;

=1
qui est une combinaison des translatées & gauche de la fonction ¢. La fonc-

tion p *  est continue et invariante a droite par K.

Avec les données précédentes on peut reformuler la démonstration de la
proposition 3.1.2 comme suit :

Pour une fonction continue de type positif ¢ on pose ¢(z,y) = ¢(y~'x).
L’espace vectoriel V,, est défini par

V¢ = {Z i Py,

=1

(a;)1<icm C C, ()1<i<m C G},

ol ., (y) = o(y ;) pour tout y € G. D’autre part, Y ;" a;p, = p* P avec
=" a0, et p(x) = p(xz~'). Ainsi, l'espace Vj peut étre défini par
Vo=V ={¢"=pxp, n€M(G)}.

Soit ¢*, " € V,,, on définit 'application (u,v) — (¢, ¢"), par :
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m n

(@) = D0 D aibsplasm) = (o0 < p)

i=1 j=1
C’est une forme hermitienne positive sur V, qui est de plus définie puisqu’elle
vérifie, pour tout x € G,

(@) = | * p(2) P < p(e)(¢”, ¢")p-
Cette derniére inégalité prouve que (V,, (.,.),) est un espace préhilbertien.
Soit (H?,(.,.),) le complété hilbertien de V,,. Soit f : G — V,,, © — ¢,.
Pour tout y € G,

ex(y) = oy~ 'x) = 00 % @y) = ™ (1)

Ainsi, f(x) = %, et

(F@), fW))e = (™, ™)y = oy 'z).

D’autre part, pour tout g € G,

(f(g2), Fgy)e = ¢((gy)~g2) = o(y ).

Donc, par unicité de la paire (H?, f) (voir la preuve de la proposition 1.3.2),
il existe un opérateur unitaire 7%(g) tel que 7¥(g)f(x) = f(gz), pour tout
x € (. Ce qui s’écrit encore

En particulier,
T (g)p’ = ™.

Ainsi, 7% est une représentation unitaire continue et cyclique de G' dans H¥
avec £¥ = f(e) = ¢% comme vecteur cyclique. Ainsi, on peut exprimer ¢ en
tout point g € G par

p(g) = (T9(9)€7,€%) = (™, 0").
Enfin, on remarque que pour tout pu € M°(G),

m m

== a0y x @) =D aip =Y am(g:)E?,
=1

i=1 =1

ce qui prouve que V,, = Vect{n¥(g)¥ , g € G}.






Chapitre 2

Théoréme de Bochner-Godement

2.1 Introduction

Ce chapitre est constitué de trois sections. On commence par définir la
notion de cone réticulé. Soit I' un cone convexe dans un espace vectoriel
topologique E. Ce cone est équipé de son ordre propre: v; <K Yo 8i yo—7y; € I
Le cone T est dit réticulé, si pour deux éléments 7y et v de T, il existe (pour
I'ordre propre du cone) un plus petit majorant, noté v; V7o, et un plus grand
minorant, noté v; A . Pour 7y € I', on note ' la face du cone I' définie
par :

[M={yel|3IA>0; v< I}

L’ordre propre de I'" coincide avec 'ordre induit par I'. Le cone I' est réti-
culé si et seulement si pour tout vy le cone I'° est, réticulé.

Nous nous intéressons dans la deuxiéme section a I' = P4(G) qui est le
sous-cone de P(G) constitué par les éléments K-biinvariants. L’ordre propre
de ce cone convexe, ainsi que celui de Pugl(G), est donné par :

f< g sietseulementsi g— fePHG) (f,g€ PIG)).

En démontrant une condition nécessaire et suffisante pour que le cone
PH(G) soit réticulé, on donne, dans la troisiéme section de ce chapitre, une
nouvelle preuve du théoréme de Bochner-Godement dans le cas d’une paire
de Guelfand (G, K) ou G est un groupe localement compact séparable et K
un sous-groupe compact de G. La méthode d’analyse que nous présentons
utilise la théorie de Choquet pour la représentation intégrale dans les cones
convexes.

41
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2.2 Propriétés algébriques de P*(G)

D’aprés la construction G. N. S. du théoréme 1.3.1, & toute fonction
¢ € PYG), il est associé un triplet (7%, H® £%). On note A = 7¢(G)" le
commutant de 7¢(G). C’est une sous-algébre auto-adjointe de L(H¥). On va
montrer que chaque face

I?={p cPY(G)|IN>0; ¢ < \p}
du cone convexe P*(G) est lindairement isomorphe au cone
={T'e A|YveH” (Tv,v), >0}

des opérateurs positifs de A. Le cone A est équipé d’un ordre, noté (<), défini
pour tout v € H¥ et tous P, Q € A" par :

P <@ sietseulement si (Pv,v), < (Qu,v),.

Théoréme 2.2.1 Pour tout ¢ € PYG) la face T¥ est linéairement iso-
morphe au cone A des opérateurs positifs de Ualgébre A = 7%(G)". Celle
correspondence bijective identifie un élément 1 de I'? a un élément T de AT
par :

U(g) = (Tr?(9)E%, &%), (g € G). (2.1)

Preuve. Soit T € A*. L'opérateur T2 existe et appartient, lui aussi, a A*
(|17], page 430, 11.17). Ainsi, pour tout g € G,

P(g) = (T'77(9)§%, §%)p = (T2T277(9)8%,£%), = (I27%(g)€%, (T2)°E%),
= (7P(g)T2¢7, T2¢%),.

1 est alors de type positif, d’aprés la proposition 1.3.5. Elle est de plus

continue, puisque 'application & —— 7¥(g)¢ est continue pour tout g € G.

Montrons que 1 est K-biinvariante. En effet, comme ¥ € HY., pour tous
ki, ke € K et tout g € G,

¢(lﬁgk’2) = <7T“0(/f19k2)T25¢ T2f¢>

(7% (kg)m? (ko) T 267, T2E%),,

= (7% (ky)7?(g)T2 7% (ky)€¥, T2€%),,
(m(g)T2¢%, m(ky )T2E%),
(?(g)T2€6%, Tam* (ky 1)E¥), = ¥(g).
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Ainsi, ¢ € PYG). Si on pose \g = ||T||, (ot1 ||.|| est la norme d’opérateur
usuelle définie sur £(H?)), alors Aoy — 1 € PHG). En effet,

o —=)(g) = |[T[[(7*(9)€%,€%)p — (7¥(9)TE7, £%)o
= (@ (T = T)E?, %)

Comme T est auto-adjoint, 'opérateur C' = ||T'||I — T lest aussi. 1l est de
plus positif, puisque pour tout v € H?, 0 < (Tv,v), < ||T|[(v,v),. Aussi, C
est un élément de AT. Ainsi, C = D? avec D € A et alors

(Ao — ¥)(g) = (1(9) D?¢?,£%), = (n¥(g) DE?, DEF),,

ce qui prouve, d’aprés la proposition 1.3.5, que gy — ¢ est de type positif.
Elle est aussi continue et K-biinvariante puisque ¢ et 1 le sont. Donc, la
fonction \gp — ¢ appartient & P(G).

Remarquons que ¢ détermine 7" d’une facon unique. En effet, pour tous
g,h € G,

P(h7g) = (17 (W1 g)T€%, £%) = (T (9)€%, 7 (h)E¥),-
Si T est un autre opérateur de A" vérifiant (2.1), alors pour tous g, h € G,

(7P (g)(T = T)&?, w#(h)E¥), = 0,

Comme V' = {0}, (puisque V,, = Vect{n?(g)£¥ , g € G} est dense dans
H¥), pour tout g € G,
T (g) (T = T)&% =0,

ou encore,

(T = T)r#(g)¢? = 0.

La densité de V,, dans ‘H¥ assure alors que 1" — T = 0, c’est-a-dire T' = T.
Il reste alors & montrer que, pour tout ¢ € I'?, il existe T' € AT vérifiant
(2.1). Soit ¢ € I'?. Tl existe Ao > 0 tel que

Xop — ¥ € PYG).
Ainsi, par la remarque 1.3.1, pour tout u € IM°(G),

(Ao — b, " p) = 0 ou encore (1, u* * p) < Xo(ip, 1" * ).

D’ou,
<¢M7 ¢M>¢ S )‘0<90M7 @M><,0'
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Par suite, on peut définir sur V,, x V,, une forme hermitienne w donnée, pour
tous p, v € M°(G) par :

w(90#7 (py) = (¢7 S M) = <¢H7 77Z)V>1l)
En effet, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

W, )P = (0, "« )P = [, 9")y]?
< (WY)W Y
< A, (@ @)
= Nl lZ1e"]12.

De plus,

wl", ") = (Vv x p) = (, p* xv) = w(e”, o).
Ainsi, w est une forme hermitienne bien définie et continue sur V,, x V,,. Elle
est de plus positive, puisque pour tout u € IM°(G),

w(h, @) = (1, W * p) > 0.

Comme V,, est dense dans H¥, w est prolongeable en une forme her-
mitienne continue positive sur H¥ x H¥. Ainsi, par le théoréme de Riesz,
il existe un opérateur hermitien positif unique 7' € L(H?) tel que, pour
tous vy, vy € H?, (T'vy,v2), = w(v1,v2). En particulier, pour ¢*, ¢” € V,
(T, @)y = w(ph,¢”) = (Y, v* * ). Par suite, pour o =6, , g € G et
Vo = 567

(Th, 97)p = (T, %) = (1,8} % 05) = 1(g).

Or, % = 1%(g)¢ et ¢’ = &7. Done, ¥(g) = (T7#(g)€%, &%), ce qui prouve
que la fonction ¢ est lice a T" par (2.1).
L’opérateur T est aussi auto-adjoint positif. En effet, comme 1 est de

type positif, pour tous g, h € G, (g 'h) = ¥ (h~'g), ce qui donne que

(T?(h)E7, m7(9)E%) e = (T7%(9), 7 (h)E¥)p.

Ou encore,
(m?(h)€7, T"m?(9)€%), = (m7(R)E€7, T (g))s-

Comme Vsj = {0}, pour tout g € G, (T'— T*)n%¥(g)£¥ = 0, et puisque V,
est dense dans H?, T'= T* sur L(H?). Pour la positivité de T, on a montré
que w est une forme positive sur V,,. Ainsi, pour tout n € V,,, (Tn,n), > 0,
ce qui traduit la positivité de 7. La densité de ce dernier dans ‘H¥ implique
alors que T' est un opérateur positif sur H?.
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Il reste & montrer que 7" commute avec 7%(g) pour tout g € G. En effet,
pour tous g, hy, hy € G,

(T (g)m?(h1)E7, 79 (h2)€¥) = (T7?(gh1)&7, 77 (h2)€7)
= (T’ o),
= Y(hy'gh)
= P((g7" ha) " )
= (Tr¥(h)&%, 7%(9™  ha) %)y
= (m?(g)T7?(h1)E7, 7% (h2)§%) -

La densité de V, dans H¥ implique alors que Tn¥(g) = 7¥(g)T pour tout
geq. O

On va donner dans ce qui suit une condition nécessaire et suffisante pour
que le cone P*(G) soit réticulé.

Lemme 2.2.1 (voir [20]) Le cone AT est réticulé si et seulement si l’algébre
A est commutative.

Preuve. Supposons A commutative. Alors A est une C*-algébre commu-
tative, donc isomorphe a I'espace des fonctions continues sur son spectre. On
note cet espace par C(o) ou o est le spectre de A qui est compact. D’autre
part, le cone A™ est linéairement isomorphe au cone des fonctions positives
de C(0) qui est réticulé, donc AT est réticulé.

Inversement, supposons que le cone AT soit réticulé. L’algébre A étant
auto-adjointe, elle est engendrée par ses opérateurs auto-adjoints. D’aprés
le théoréme spectral, un opérateur auto-adjoint est une intégrale de projec-
teurs orthogonaux. Donc, A est engendrée par ses projecteurs orthogonaux.
Par conséquent, pour montrer que I'algébre A est commutative, il suffit de
montrer que deux projecteurs orthogonaux P et () de A commutent. Pour
cela, posons T'= P A @ le plus grand minorant relativement a I'ordre défini
par AT, qui existe puisque A" est réticulé, et soit R le projecteur orthogo-
nal sur T(H?). Alors, R € A", et, puisque T(H¥)*=KerT, on aura T < R.
De plus, R < P et R < @, donc T' = R. Posons maintenant P, = P — R,
Q1 =0Q —R,alors PLANQ; =0et donc PLVQ, =P, +Q; <1, et donc
P, < I — @Qy. Ceci montre que P; et () sont deux projecteurs orthogonaux
sur des sous-espaces orthogonaux. En particulier, on a P;(); = Q1 Py, c’est a
dire que (P — R)(Q — R) = (Q — R)(P — R). En développant et en utilisant
le fait que PR = RP et que QR = R(Q on obtient : PQ = QP. L’algébre A
est par suite commutative. [
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En utilisant le théoréme 2.2.1 et ce dernier lemme, on montre le théoréme
suivant :

Théoréme 2.2.2 Le cone P(G) est réticulé si et seulement si, pour toute
fonction ¢ de ce cone, lalgebre A = W‘P(G)' est commutative.

Preuve. Du théoréme 2.2.1, on déduit que, pour toute fonction ¢ de P4(G),
la face I'? est linéairement isomorphe au cone A™, qui est réticulé si et seule-
ment si A est commutative. D’oi, pour toute fonction ¢ de P%(G), I'¥ est
réticulé si et seulement si A est commutative. U

2.3 Théoréme de Bochner-Godement

2.3.1 Commutativité de 7%(G)’

Définition 2.3.1 Une paire (G, K), ou G est un groupe localement compact
et K un sous-groupe compact de G, est dite paire de Guelfand, si 'algébre
de convolution des fonctions intégrables, K-biinvariantes sur G, est commu-
tative.

Remarque 2.3.1 Si (G, K) est une paire de Guelfand, alors le groupe G est
unimodulaire (voir [18], proposition 1.1).

Soit (G, K) est une paire de Guelfand. En utilisant quelques éléments
de la théorie des algébres de von Neumann, nous allons montrer que, dans
le cas d’une paire de Guelfand, I'algébre 7%(G)" est commutative pour tout
¢ € PHG).

Posons [A,B] = AB — BA pour tous A et B de L(H). On définit le
commutant d’un sous-ensemble M de L(H) par

M ={Ae L(H)|VBe M [A B] =0}

L’ensemble M" = (M") est appellé le bicommutant de M. Une sous-algébre
auto-adjointe M de L(H), est dite algébre de von Neumann si l'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(a) Iy € M et M est fermé pour la topologie faible d’opérateur.

(b) Iy € M et M est fermé pour la topologie forte d’opérateur.

(c) M est égale a son bicommutant : M = M".
Ces équivalences constituent le théoréme du bicommutant ([15], théoréme 2
et corollaire 1, page 45). En particulier, pour tout sous-ensemble auto-adjoint
M de L(H), M et M" sont des algébres de von Neumann.
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Pour une fonction ¢ de P%(G), il existe deux algébres de von Neumann
associées a la représentation 7% : le commutant de 7%, qui est ’algébre W“”(G)/,
et le bicommutant 7%(G)", qui est 'algébre de von Neumann engendrée par
7(@G). Le commutant de I’algébre engendrée par 7%(G), a savoir 7% (IM°(G))’,
coincide avec 7#(G)". Comme 7¢(91°(G)) est une sous-algébre auto-adjointe
contenant I'identité de £(H), les équivalences précédentes montrent alors que
T (OM°(G)) est dense dans 7¢(G)" pour la topologie forte d’opérateur.

Proposition 2.3.1 Soit P la projection orthogonale sur HY. définie par

P =7%) = /Kﬂw(k) a(dk),

o, a est la mesure de Haar normalisée du sous-groupe K. Alors P est un

"

élément de 7% (G)", et lalgebre Pr?(G)" P est commutative.

Preuve. Pour toute mesure p sur G, 7%(u) appartient a 7¢(G)”, en parti-
culier, la projection P appartient a 7%(G)". En effet, pour tout 7' € 7#(G)’,
et tous v, w € H?,

(m?(pu)Tv,w) = / (m?(k)Tv,w) u(dk)
K
~ [ rrowe.w) )
K
= [ w00 7w )
K
= (7 (pv, T"w).
Alinsi, pour tout v de H¥, PTv = T Pv, et alors P commute avec les éléments
de 7¢(G)". Par suite, P € 7%(G)".

Comme (G, K) est une paire de Guelfand, pour tous u, v € IM°(G), les
mesures K -biinvariantes

axpu*a et axv*o
commutent. Ainsi, pour tous u, v € M°(G),
Pr¥(p)Pr¥(v)P = Pr¥(v)Prm¥ () P.

Comme 7#(9M°(G)) est dense dans 7¢(G)" pour la topologie forte d’opéra-
teur, pour tous A, B € 1%(G)",

PAPBP = PBPAP.
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Posons S = PAP et T = PBP. S et T sont deux éléments arbitraires de
I'algébre Pr¥(G)" P qui vérifient

ST = PAPPBP = PAPBP = PBPAP =TS.

Par suite, 'algébre P7¢(G)" P est commutative. O

Pour tout opérateur A de I'algébre de von Neumann 7¢(G)’, notons Ap la
restriction de l'opérateur PA a ‘H%. Posons [19(G)']p = {Ap, A € 7¥(G)'}.
Par ([15], proposition 1, page 18), les algébres [7¢(G)]p et [7%(G)"]p sont
des algébres de von Neumann et vérifient

1" ’ /

([**(G) ]p) = [**(G) ]p.

Comme &% est un vecteur K-invariant cyclique pour I'algébre 7% (9°(G)),
par (|16], Appendice A, A14), il est séparateur pour 'algébre de von Neumann
(M°(G)) = 79(G)". Ainsi, il est aussi séparateur pour 1’algébre de von
Neumann [7%(G)’]p. On conclut alors qu’il est cyclique pour 'algébre de von
Neumann [7%(G)"]p.

En utilisant le fait que toute algébre de von Neumann commutative M,
qui posséde un vecteur cyclique, vérifie M" = M (voir [15], corollaire 2, page
89), et en remarquant que I'algébre [79(G)"]p n’est autre que Pr¢(G)" P, on
obtient

([7*(G)]p) = [7*(G)"]p.
D’on,

"

[79(G)]p = [7(G)"]p.
Ainsi, pour aboutir a la commutativité de 7%(G)’, il suffit de prouver la
proposition suivante

Proposition 2.3.2 Le commutant 7%(G)’, vu comme algébre de von Neu-
mann, est isomorphe & Ualgébre [7%(G)']p.

Preuve. Soit ¥ 'application de 7%(G)" dans [7%(G)']p, A — Ap. Elle est
bien définie. C’est de plus un homomorphisme d’algébre, puisque pour tous
S, T € m(G),

U(ST) = [ST]p = PSTP = PSPPTP = SpTp = W(S)¥(T),

et
\IJ(T*) = PT*P = P*T*P* = (PTP)* = (Tp)* = \IJ(T)*
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Il est clair que par construction W est surjective. Montrons alors qu’elle est
injective. Soit S € 7%(G)" tel que W(S) = 0. Alors,

U(S)=0= PSE» =0 = SPE® =0 = SE° =0,

Ainsi, pour tout g € G, S7¥¢(g)£¥ = 7¥(g)SE? = 0, et comme £ est cyclique
pour 7%, il en résulte que S = 0. Donc, ¥ est injective. U

Théoréme 2.3.1 Soient (G, K) une paire de Guelfand et ¢ une fonction
continue sur G, de lype positif et K -biinvariante. Alors, I'algébre 7%(G)" est
commutative.

Preuve. D’aprés la proposition précédente 7#(G) est isomporphe a [7%(G) ] p.
D’autre part, on sait que [79(G)]p = [79(G)"]p = Pr?(G)"P. Le résultat
est alors immédiat puisque 1’algébre PW‘P(G)”P est commutative. 0

Corollaire 2.3.1 Soit (G, K) une paire de Guelfand. Alors, le cone P(Q)
est réticulé.

Preuve. D’aprés le théoréme 2.2.2, P¥(G) est réticulé si et seulement si
pour tout élément ¢ de ce cone, I'algébre 7¢(G)" est commutative. Or, ceci
est acquis par le théoréme précédent. Donc, PH(G) est réticulé. O

2.3.2  Compacité de P, (G)

Pour toute fonction ¢ de P(G), on a |¢(g)| < ¢(e). Ainsi, toute fonction
de type positif est bornée. Comme, G est un groupe topologique localement
compact, on peut voir P(G) comme un sous ensemble de L*°(G) pour une
mesure de Haar sur G. Dans cette partie, on ajoute la condition que G est
séparable, ce qui nous permet de montrer que Pil(G) est métrisable (voir
lemme 2.3.2 ci-dessous). -

Lemme 2.3.1 (voir ([16], proposition 13.4.4, page 256)) Pour une fonction
¢ de L®(G) les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) ¢ est égale localement presque partout sur G a une fonction continue de
type positif.
(2) Pour toute fonction f de L'(G), o(f** f) > 0. Ce qui s’écril encore :

| [ et 7w sz > o
GJG
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D’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, la boule unité de L>*(G) est
compacte pour la topologie *-faible 7*(L>(G)).

Lemme 2.3.2 L’ensemble Phgl(G), considéré comme partie de L>*(G), est
convexe compact et métrisable pour la topologie x-faible (L (G)).

Preuve. Comme P2, (@) est contenu dans la boule unité de L®(G) qui
est compacte, il suffit de prouver que Pil(G) est fermé dans L*°(G) pour la
topologie 7*(L>(G)). Pour démontrer ce fait, on utilise le lemme précedent
(voir [18], corollaire I1.5, page 330). Pour montrer la métrisabilité de P2, (G),
on a besoin du résultat suivant qu’on trouve dans [46], théoréme 3.16, page
68.

Théoréme. Soient X un espace vectoriel topologique séparable et K une
partie de X*, le dual topologique de X . Alors, si K est compact dans X* pour
la topologie x-faible o(X*, X), alors K est métrisable pour cette topologie.

Comme G est séparable, L'(G) 'est aussi (voir [16], page 252). Ainsi, en
appliquant ce dernier théoréme a X = L(G), X* = L®(G) et K = Pil(G%
on obtient que Pil(G) est métrisable. O

Le théoréeme de représentation intégrale de Choquet est I'outil clé pour
démontrer le théoréme de Bochner-Godement pour la paire de Guelfand que
nous considérons.

Théoréme 2.3.2 (Théoréme de Choquet) SoitU un sous-ensemble conveze
d’un espace vectoriel topologique localement convexe E. Si U est compact et
métrisable, alors :

(i) extU) est un sous-ensemble borélien de U.

(i) Pour tout a € U, il existe une mesure de probabilité . sur ext(U), telle
que pour toute forme linéaire continue L sur E on a :

L(a) = /beext(l/[) L(b)p(db).

(iii) La mesure p est unique si et seulement si le cone engendré par U est
réticulé.

Preuve. Pour (i) voir [43], proposition 1.3. Pour (ii) et (iii) voir [43], sec-
tions 3 et 10. U
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2.3.3 Preuve du théoréme de Bochner-Godement

D’apreés le lemme 2.3.2, ’ensemble Pil(G) est convexe compact et métri-
sable dans I’espace vectoriel topologique L>®(G) qui est localement convexe
pour la topologie x-faible 7*(L>°((G)). Ainsi, d’aprés le théoréme de Choquet
ci-dessus, toute fonction ¢ de Pil(G) admet une représentation intégrale via
une mesure de probabilité p sur ext(P%,(G)) :

o= [ Lwlds)
ext(P2,(G))
Prenons pour L, la forme linéaire

wH%%ﬂzlwWﬂMMM%

ou f € L'(G) et a est une mesure de Haar a gauche de G. Considérons, une
approximation de g € G, (fx) : fr € LY(G), fr >0,

/ﬁ@MMM=L
G

et pour toute fonction v continue bornée :

k—oo

m{LM@hWMM@zw@)

En utilisant le théoréme de convergence dominée, on montre que, pour tout
g €G,
plg) = / w(g) p(dw).
ext(PL, (@)

Posons 2 = ext(P¥(G)). Comme 1 est une mesure de probabilité sur ext(Pil(G)),
on peut écrire

wm=LWJMMMn:/w@mmy

Q

On peut alors aboutir au théoréme suivant :

Théoréme 2.3.3 Soit p une fonction de P*(G). Il existe une unique mesure
positive et bornée p sur Q = ext(P(Q)), telle que :

ﬂm:Aw@mm»
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Preuve. Soit ¢ dans P#(G). Si p(e) = 0, alors ¢ = 0 puisque, pour tout g
de G, |e(g)] < p(e) . Doit u = 0 convient.

Si, p(e) # 0 alors, pour tout g de G, on a ¢(g) = ¢(e) ( )/p(e). En

= 1. Ainsi, il existe

posant $(g) = (V@()Oﬂa5€¢ﬁdG)pmmmwﬁ)
une mesure de probabilité i telle que :

Blg) = / w(g)7ildw).

La mesure [ est unique. En effet, le cone P¥(G) engendré par P2, (G) est
réticulé par le corollaire 2.3.1. Ainsi, d’aprés (iii) du théoréme de Choquet,
la mesure 1 est unique. Par suite, la fonction ¢ est représentée par la mesure
i = @(e) qui est une mesure positive bornée et déterminée de fagon unique :

széw@mm) O

Remarque 2.3.2 C’est dans un article de H. Cartan et R. Godement (voir
|12]) que la théorie de la représentation intégrale dans les ensembles convexes
est pour la premiére fois utilisée pour établir une représentation intégrale de
type Bochner. Cependant, la preuve classique, qu’on trouve dans la littérature
concernant 'unicité de cette mesure, utilise le théoréme de Stone-Weierstrass
et se base sur le fait que le groupe G est localement compact ce qui assure
I'existence de la mesure de Haar (voir par exemple [18]). Le point de départ
de notre preuve est le théoréme 2.2.2 qui donne une caractérisation algébrique
du cone P#(Q) valable dans le cas d'un groupe topologique de Hausdorff quel-
conque. Cette caractérisation nous permettra dans le chapitre 3 de surmonter
une difficulté topologique qui vient du fait que le groupe limite inductive n’est
généralement pas localement compact. L’idée d’utiliser les cones réticulés a
été introduite par E. Thoma dans le cas d’un groupe discret dénombrable
(voir [49]). En généralisant cette méthode et en utilisant des éléments de la
théorie des algeébres de von Neumann, nous avons présenté dans ce chapitre
une preuve alternative de I'unicité de la mesure représentative pu.



Chapitre 3

(énéralisation du théoréme de
Bochner-Godement aux limites
inductives de paires de Guelfand

3.1 Introduction

De nombreuses extensions du théoréme de Bochner ont été établies dans
le cadre de ’analyse harmonique en dimension infinie sur les groupes du type

Goo: GG’M

n=1
ol (¢, est une suite de groupes classiques, avec un sous-groupe K., de méme
type
o0

n=1

On peut citer, par exemple, les résultats de Thoma en 1964 (voir [50]), Ke-
rov, Olshanski et Vershik en 2004 (voir [33]), qui traitent le cas du groupe
symétrique infini G, = & :

G = | Bn, K = diag (6, x 6x) ~ G

n=1

Il y’ a aussi les résultats de Voiculescu en 1976 (voir [51]), et Olshanski en
2003 (voir [41]) concernant la paire

Goo = U(o0) x U(0), Ky = diag (U(oo) x U(o0)) >~ U(o0),

53
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U(oo) = | J U(n)

est le groupe unitaire de dimension infinie. Les remarquables résultats d’Ol-
shanski et Vershik en 1996 sur I'espace

o0
H(o0) = U Herm(n,C)
n=1
des matrices hermitiennes de dimension infinie constituent une référence fon-
damentale sur le sujet (voir [40]).

Les exemples cités font partie de la théorie d’Olshanski des paires sphé-
riques qui a été développée en 1990 (voir [39]). Cependant, une généralisation
de type Bochner qui englobe les limites inductives de paires de Guelfand n’a
pas encore été établie. Ce chapitre, qui a fait 'objet d’une publication aux
annales de l'institut Fourier (voir [44]), est consacré a la preuve d’une telle
généralisation dans la cas d’une limite inductive de paires de Guelfand sépa-
rables. Il est composé de trois sections : aprés cette section d’introduction,
la deuxiéme contient les définitions et les résultats de base qui sont dus a
G. Olshanski. Dans la troisiéme section, on démontre le résultat principal de
cette these, a savoir le théoréme de Bochner généralisé. La méthode adoptée
pour la démonstration constitue une généralisation de celle de Thoma pour
un groupe discret dénombrable (voir [49]), avec des modifications inspirées du
travail de G. Olshanski sur 'espace des matrices hermitiennes de dimension
infinie (voir [40]).

3.2 Paires de Guelfand généralisées

3.2.1 Paires sphériques

Soit H un groupe topologique de Hausdorff et L un sous-groupe fermé de
H. On sait que, pour toute fonction ¢ de PE(H), il existe une représentation
unitaire 7% de H sur un espace de Hilbert H¥, et un vecteur unitaire L-
invariant et cyclique £% tels que

p(h) = (7?(h)§?, &%), (h € H).
On a montré dans le théoréme 1.3.2 que les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1) ¢ est un point extrémal de PH(H).
(2) la représentation correspondante 7% est irréductible.
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Définition 3.2.1 On dit que (H, L) est une paire sphérique si pour toute re-
présentation unitaire continue irréductible m de H dans un espace de Hilbert
‘H, la dimension du sous-espace Hj, des vecteurs L-invariants est inférieure
ou égale a un. Si H est localement compact et L compact, la paire (H, L) est
sphérique si et seulement si elle est une paire de Guelfand.

Si la dimension du sous-espace Hj, est égale a un, la représentation irré-
ductible 7 est dite sphérique. Une fonction ¢ sur H est dite sphérique si elle
peut s’écrire

p(h) = (m(h)u, u)n,

ou 7 est une représentation sphérique et u € Hy, avec ||u|[x = 1. On peut ainsi
conclure que les fonctions sphériques sont les points extrémaux de I’ensemble
convexe PH(H).

3.2.2 Limites inductives de paires de Guelfand

Considérons maintenant une famille de paire de Guelfand (Gn, Kn)n>1'
On suppose que G, est un sous-groupe fermé de G, 1 et que K, est un sous
groupe fermé de K, .1 avec K,, = K,,.1 N G,,.

Définition 3.2.2 Un systéme dénombrable inductif de groupes topologiques
est la donnée :

(i) d’une famille dénombrable de groupes topologiques (H,,, 7)., n € N*, ou
T, est la topologie définie sur H,,.

(i) d’un systéme d’homomorphismes continus ¢,, ., : H, — H,, pour n,m €
N* avec n < m, et satisfaisant la condition de consistance suivante : ¢y, ©
¢m,n:¢k,nvn§m§k

Pour un tel systéme inductif on peut définir le groupe limite inductive de
la famille (Hn)neN* :

Hy :=1lmH,.

En effet, H est défini en considérant une réunion disjointe S = [ [, .. Hy
et en définissant la relation d’équivalence ~ de la facon suivante :

h, ~ h,, pour h, € H, et h,, € H,, si et seulement si, il existe k € N*
telque : ¢ppn(hn) = Grm(him). Par suite Hy est le quotient S)..
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Dans le cas ol tous les homomorphismes ¢, , sont injectifs, par identi-
fication au moyen de ¢,,,, on peut considérer des inclusions, H, C H,,, et
donc on peut écrire :

%:Umr

neN*

Soit ¢, l'injection canonique de H,, dans H. Alors ¢,, 0 ¢y, = ¢p, pour
tout n < m, et la topologie définie sur H, est la topologie limite inductive,
notée 7;,4. C’est la topologie la plus fine rendant continues toutes les ¢,,. Une
partic A C H,, est ouverte pour T;,q si et seulement si ¢ 1(A) C H, est
ouverte pour la topologie 7, et ceci pour tout n € N*,

La famille des paires de Guelfand (GmKn)n>1 qu’on considére, munie
du systéme d’injections canoniques tp,, : G, — Gy, n,m € N*, n < m,

constitue un systéme dénombrable inductif de groupes topologiques (voir
[9]). Ainsi, on peut définir les deux groupes limites inductives

%:Q@J%:Qm

La topologie définie sur G, est la topologie limite inductive.

Olshanski montre que la paire (G, K ) est une paire sphérique (voir
[19], [39]) :

Théoréme 3.2.1

(1) La paire (G, Ks) est une paire sphérique.

(i) Soit ¢ € Pf(GOO). La fonction ¢ est sphérique si et seulement si

lim o(zky)an,(dk) = o(z)p(y),

n—oo K’n
ot v, (dk) est la mesure de Haar normalisée du groupe K,,.
Preuve. (a) Considérons une représentation unitaire irréductible (7, H) de

G dans un espace de Hilbert H avec Hg # {0}. On va montrer que dim
Hk., = 1. La projection orthogonale P, sur H, est donnée par

Rf:/?w@y%um.
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Comme K, C K, 1, alors Hkg, ., C Hkg,, et donc
Pn—i—l = PnPn—H = Pn+1Pn
et d’'une maniére générale on a pour tous n,m > 1
Pn+m - Pn—i—mpn - PnPn+m
La projection P, converge fortement vers la projection P sur
(0.@)
Mico = [ M-
n=1
Pour ny fixé, on sait que la paire (G,,, K,,) est une paire de Guelfand. Ainsi,
pour tous z,y € Gy, les mesures K, -biinvariantes suivantes
Qi % Oy ¥ iy €6 0y % 0y *
commutent. Par suite, pour tout n > ng,
P,r(z)Pyr(y) P, = Pyr(y)Pyr(x) Py,
Ol encore, pour tous m, m', n > no,
Poymm(x)Pym(y) P,y = Pogmm(y) Pam(2) P, 0.
En faisant tendre m, m’ vers l'infini, on obtient
Pr(z)P,m(y)P = Pr(y)P,n(x)P.
Enfin, en faisant tendre n vers 'infini, on aboutit a
Pr(x)Prn(y)P = Pr(y)Pn(x)P. (3.1)

Soit A I’algébre engendrée par les opérateurs Pr(z) P, ou x € Go,. La relation
(3.1) montre que A est commutative. Il est aussi évident que le sous-espace
Hy. est A-invariant. D’autre part, une représentation irréductible d’une
algébre de Banach commutative est de dimension égale a un.

Ainsi, pour montrer que dim Hg_ = 1, il suffit de montrer que le sous-
espace Hg__ est irréductible. Supposons que Hy_ s’écrit comme

Hk., = Hi @ Ha,

ot Hy et Hy sont deux sous-espaces orthogonaux et A-invariants de Hg__.
Soit u; € Hq, uq 7£ 0. Pour us € Hy et x € GOO,

(Pr(x)Puy,ug)y = 0.
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Ce qui montre que pour tout z € G,
(m(x)ug, ug)y = 0.
Comme 7 est irréductible, il est évident que uy = 0. Ainsi, Hy = {0}.

(b) Soit ¢ une fonction sphérique : p(g) = (m(g)u,u)y, ol 7 est une
représentation unitaire irréductible et v € Hg_ avec ||u|ly = 1. Pour v € H,

<P7T(g)Pu7U>H = (W(g)u,Pv)H,
et, comme Pv = (v, u)yu, le deuxiéme membre vaut (u, v)y (m(g)u, u)s. Ainsi

Pr(g)Pu = ¢(g)u,
Pr(z)Pr(y)Pu = o(x)p(y)u,
(m(2)Pr(y)u,u)y = ()

Comme P, converge fortement vers P,

p(@)p(y) = lim (7(x) P (y)u, u)y

n—oo

= lim o(xky)ay, (dk).

n—oo K.
n

(c) Soit ¢ € PH(Gs) et supposons que

lim p(rky)an(dk) = p(z)p(y).

n—oo K
n

La fonction ¢ peut étre écrite sous la forme ¢(g) = (1%(9)£¥,£%),, on
¥ est une représentation unitaire de G, dans un espace de Hilbert H et le
vecteur £¥ est K -invariant et cyclique.

Montrons que Hy = C£¥, ce qui implique que 7% est irréductible. Par
hypothése

p(@)ply) = lim /K p(ky)an(dk)
= lim (x(0) P ()67, 6%), = (x¥(2) Pre ()67, 69),.
On peut alors écrire

(Pr?(y)€?, w2 (x71)E%), = 0(y) (€%, T (x71)EP),.

Comme &7 est cyclique, on a Pr?(y)&¥ = p(y)&%. O
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3.3 Généralisation du théoréme de Bochner

3.3.1 Au sujet de la compacité de Pil(Goo)

Le groupe G, équipé de la topologie limite inductive est un groupe to-
pologique de Hausdorff. Mais, cette topologie, en général, ne fait pas de G,
un groupe localement compact. Ainsi, on ne peut pas appliquer directement
a Pil(Goo), qui n’est pas généralement compact dans ce cas, la théorie de la
représentation intégrale de Choquet.

Pour surmonter cette difficulté, nous utilisons une idée due a G. Olshanski
(voir [40], [39]). Elle consiste a plonger P%(G,) dans le cone des systémes
sous-projectifs :

Q = {90 = (80(1)7@(2)7 ) € HPH(GH) ’ Resz—'—l (SO(TH_I)) < QO(H) n= ]-7 27 } )
n=1

Res'™ étant I'opérateur de restriction de P%(G,41) & PH(Gy), qui & toute
fonction ™+ de PH(G,,,1) associe sa restriction de G411 & G,. La théorie
de la représentation intégrale de Choquet appliquée a Q donnera ’analogue
du théoréme de Bochner pour la paire sphérique (G, K ). Notons Res,
Popérateur de restriction de P*(G) & P*(G,,), et posons P =[], P Gy)
oit 1 <m < n < oco. En particulier P = []2, P(Gy).

Remarque 3.3.1 Si G; C Gy sont deux groupes localement compacts, I’en-
semble {(¢,v) € P(Gy) x P(G2) | Res(y)) = ¢}, ot Res est la restriction a
GG1 d’une fonction sur G9, n’est pas fermé en générale. Mais on montre que
dans certains cas, par exemple pour Gy = L X R" et G; = L, il est dense

dans {(p,®) € P(G1) x P(G3) | Res(v) < ¢}.

Nous allons montrer que I’ensemble Q est fermé dans P pour la topologie
produit

=TI (=(G).
n=1
Pour établir ceci, il suffit de montrer que I’ensemble
R = {(0"™, ") € PIH | Res, ™ (") < ™}

est fermé pour la topologie produit 7%(L>®(G,,)) X 7*(L®(Gpi1))-

Soit (H, L) une paire de Guelfand et « la mesure de Haar de H.
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Lemme 3.3.1 Soient o € PH(H), f € L*(H), ||f|l, < 1. Alors

[frox*x <o

Preuve. Soit (7%, H¥) la représentation unitaire associée a ¢ :

p(h) = (m*(h)§?,€%), ,  (h € H).

L’opérateur 7#(f) commute a la représentation 7%, et

[ xpx f(h) = (@2 (R)m?(f)E7, T ()€ )e-
Par suite,
N

N
S frrex f(hihee = || ant(h)m?(£)E?

ij=1 i=1
= |[7*(f ZCW“’ DER%

< = (NI HZCW“” D€

N
< IIZ%O 3|
N
= ng hithy)eic;. O
2,7=1

En utilisant ce dernier lemme on montre la propriété suivante :

Lemme 3.3.2 Soit i une mesure bornée sur H. La forme linéaire A définie
par

A(p) = /H Hw(y‘lx)u(dx)m

est semi-continue inférieurement sur P*(H) pour la topologie x-faible 7*(L>°(H)).
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Preuve. Commencons par remarquer que A prend des valeurs positives sur
PH(H) et que si g = 4, alors A(p) = ¢(e). On va montrer que, pour toute
constante C' > 0, 'ensemble

{p e PH(H) | Ap) < C}
est fermé.

Soit (¢,) une suite de P*(H) qui converge vers ¢, c’est-a-dire que, pour
tout f € L'(H),

lim [ (1) (k)a(dh) = /H (1) F(R)(dh).

n—oo

On suppose que, pour tout n, A(p,) < C. Régularisons la mesure y : pour
feLYH), f*pe LY(H). Supposons ||f||; < 1. Par hypothése, pour tout
n7

p* % x p(e) < C.
Par suite, d’apres le lemme 3.3.1,

pr o [ x frp(e) < C,

et puisque
T}LTQOM**f**SDn*f*M(B):ﬂ**f**w*f*ﬂ(e)y

il en résulte que
o frx o frop(e) <O
En considérant une approximation de I'identité (f3.) : fr € LY(H)?, fi >0,

/H fe(R)a(dh) =1,

et pour toute fonction ¢ continue bornée :

k—oo

lim /H () fu(h)a(dh) = b(e),

on en déduit que
Wk o p(e) < C. OJ
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Soit M un sous-groupe fermé de H. On suppose M unimodulaire. On
note ;s la mesure de Haar de M, et Res 'application qui & une fonction
sur H associe sa restriction & M. On note P?(M) Pensemble des fonctions
continues de type positif sur M et biinvariantes par M N L.

Proposition 3.3.1 L’ensemble
{(¢,9) € P(H) x PA(M) | Res(¢) < ¢}

est fermé.

Preuve. Soient (¢,,1,) une suite de P*(H) x P M) qui converge vers
(¢,7). On suppose que, pour tout n et pour toute fonction f € L'(M),

/M ™) f@ T (dy) < / buly ) F(@) T (de)aras (dy).

MxM

Soit

> / el @ Was(ds)a(d)

Il existe ng tel que, si n > ny,

/M Mw"(y_la")f(x)mO‘M(dI)@M(dy) < C,

et donc

/M oty ) (@) Flp)en(de)an (dy) < C.

D’aprés le lemme 3.3.2 appliqué dans le cas de la paire de Guelfand (H, L) a
la mesure u(dz) = f(x)ay(dr),

/M MQb(y’lx)f(x)maM(dx)aM(dy) <C.

Ceci étant vrai pour toute constante C' pour laquelle

¢ /M o Oy~ ) f(2) fy)an(de)an (dy),

on en déduit que

/N o @) T (e (dy) < /M U ) o dr)aw(dy).
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Ceci montre que Res(¢) < 1, ¢’est-a-dire que 1’ensemble
{(¢.4) € PH(H) x PY(M) | Res(¢) < v}

est fermeé. OJ

En appliquant cette derniére proposition dans le cas ou H = G4 et
M = G,, on prouve que I'ensemble R,, est fermé, pour tout n. Ainsi, Q est
fermé dans Py°. Par suite, I'ensemble convexe QO défini par

Q= {so = (e, 0, .) e [[ PLi(Gn) | Resy™ (") < ™ n =1,2, } ,
n=1

est un compact de Q. En supposant que les groupes G, sont séparables, I’en-
semble Q< devient métrisable. Il reste & montrer que le cone Q est réticulé
pour pouvoir lui appliquer le théoréme de la représentation intégrale de Cho-
quet.

3.3.2 Propriétés algébriques de Q

Le groupe limite inductive G, étant un groupe topologique de Hausdorff,
on peut associer, par la construction G.N.S., un triplet (7%, H¥ £¥) a toute
fonction ¢ de P%(G). On se propose de montrer que I'algébre 7%(Gy)  est
commutative. Comme, pour tout n € N* (G, est un sous-groupe de G, la
représentation 7% de G, est encore une représentation unitaire continue de
G, dans H?. Posons HY = Vect{n¥(g)£¥ , g € G,}, c’est un sous-espace hil-
bertien G,-invariant de H?. Par suite, on peut restreindre, pour tout g € G,,
I'opérateur 7% (g) & H¥. On obtient alors une représentation unitaire continue
de G,, dans ‘H¥, qu’on notera 77, ayant aussi £ pour vecteur cyclique.

En notant P, la projection orthogonale de H¥ sur H¢, on montre :

Lemme 3.3.3

e}

(i) U HY est dense dans H?.

n=1

(ii) L’opérateur de projection P, converge fortement vers lidentité I de H?.
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Preuve. On a |J~, Hi C H?. Il reste alors & montrer 'inclusion inverse.
On sait déja que H¥Y = Vect{n¥(g)¢¥ , g € G }. Or,

o

{th(g)ftp » 9 € GOO} = U{ﬂ.w(g)gg} ) € Gn}7

n=1

et, pour tout n > 1,
{m?(9)¢” , g € Go} CHY.

Comme H? est un espace vectoriel fermé,

HY C GHﬁ,

n=1

ce qui prouve l'inclusion inverse.

La deuxiéme assertion découle de la premiére. Soit v € H¥. Comme
Uo—, HY est dense dans H?, il existe une suite (v;); C |Joo, HE telle que
lim; o ||v — v1|]3» = 0. Comme les sous-espaces hilbertiens (H?),, forment
une suite croissante, pour tout [ € N*, il existe n; € N* tel que, pour tout
n>mn;, v € HY.

Fixons n tel que n; < n <[. Comme v; € HY, on aura que P,v; = v;. Par
suite,

[|Pov — vllre = ||Pov — Povy + v — v||e
< 1Pwv = Pavl e + [|v — vl [ne
< (Pl + Dllv = villwe < 2[Jo = w3

Or, si n — 400, | — +o00. Ainsi, par cette derniére inégalité, pour tout
v E H?,
lim ||P,v — v||ne = 0. O

n—-4oo

Proposition 3.3.2 Pour toute fonction ¢ de P*(G), le commutant A =
W“”(Goo)/ de la représentation ©° qui est associée & @ par la construction
G.N.S., est commutatif.
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Preuve. Soit B € A. Pour tout g € G, l'opérateur B commute avec
7%(g). En particulier, ceci est vrai pour tout g € G,,. D’autre part, pour tout
n € N*, P,BP, qui est un opérateur de L(H¢) commute avec la représenta-
tion ¥ de G,, dans ‘HY. Comme HY est G,-invariant, pour tout g € G, la
projection P, commute avec 7% (g). Par conséquent, pour tout g € G,,,

P,BP,m?(g) = P,Brn?(g9)P, = P,x?(9)BP, = n¢(g)P,BPF,.

D’apres le théoréme 2.3.1, I'algébre w,f(Gn)' est commutative. Par suite, pour
deux opérateurs B et By de 7%(Gy)’, et pour tout n € N*,

PnBIPnPnBQPn - PnBQPnPnBIP’ru

PnBlpnBQPn = PnBQPnBlpn

Puisque K,, C K,,11, alors Hk, ., C Hg, , et donc

et
Poy1 = PoPui1 = Poi1 Po.
On a aussi, pour tout n,m > 1,
Poim = Posm Py = PPy,
Par suite, pour tout m,m’,n > 1,
PoinB1P,BoPy iy = Py BoPyB1 Py

En utilisant le fait que P, converge fortement vers I et en faisant tendre m,
m’ vers oo, on obtient

ByP,By = B3P, B;.

Enfin, en faisant tendre n vers oo, on conclut que

BlBQ - BzBl. |:|

Au moyen de cette derniére proposition, on montre que le cone PHGy)
est réticulé. Cela fait 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 Pour la paire sphérique (Go, Ko, le cone P (Gy) est
réticulé.
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Preuve. Montrer que P*(G4) est réticulé revient a montrer, d’aprés le
théoréme 2.2.2, que l'algébre A = 7¥(G4) est commutative, ce qui est
évident d’apreés la proposition précédente. O

On va dans ce qui suit prouver que le cone Q est réticulé.

Lemme 3.3.4 Soient H un groupe topologique localement compact d’élément
neutre ey, L un sous-groupe fer