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Résumé

Dans cette thèse, on commence par démontrer une version généralisée du théo-
rème de Bochner. Ce résultat concerne les paires sphériques d'Olshanski (G∞,K∞)
qui sont dé�nies comme limites inductives de suites croissantes de paires de Guel-
fand (Gn,Kn)n. En utilisant la théorie de la représentation intégrale de Choquet
dans les cônes convexes, on établit une représentation de type Bochner pour toute
fonction ϕ de l'ensemble P\(G∞) des fonctions continues, K∞-biinvariantes et de
type positif sur G∞. Cette représentation est donnée via une unique mesure posi-
tive et bornée µ par : ϕ(g) =

∫
Ω ω(g) dω. Ici Ω désigne l'ensemble des fonctions

sphériques de type positif sur G∞.
Ensuite, on considère la paire sphérique (U(∞)×U(∞), (U(∞)×U(∞))nV∞)

où V∞ = M(∞,C) est l'espace des matrices complexes carrées de dimension in�nie
n'ayant qu'un nombre �ni de coe�cients non nuls, et U(∞) est le groupe unitaire
de dimension in�nie. En utilisant un résultat dû à G. Olshanski et A. Vershik, on
détermine l'ensemble Ω pour la paire sphérique considérée. Ce qui nous permet de
trouver une version paramétrée du théorème de Bochner généralisé qu'on utilise
pour établir une représentation intégrale des fonctions continues de type négatif
dans le cas de cette paire.

Mots-clés : Paire de Guelfand, théorème de Bochner-Godement, fonction de
type positif, fonction de type négatif, fonction sphérique, paire sphérique, limite
inductive, théorème de Bochner généralisé.

Abstract

In this Thesis, we �rst prove a generalisation of Bochner theorem. This result
deals with Olshanski spherical pairs (G∞,K∞) which are de�ned as inductive limits
of increasing sequences of Gelfand pairs (Gn,Kn)n. By using Choquet's theorem,
we establish a Bochner type representation of any element ϕ in the set P\(G∞) of
K∞-biinvariant continuous functions of positive type on G∞. Such representation
is given via a unique, positive and bounded measure µ by : ϕ(g) =

∫
Ω ω(g) dω.

Here Ω is the set of spherical functions of positive type on G∞.
Then we consider the spherical pair (U(∞) × U(∞), (U(∞) × U(∞)) n V∞)

where V∞ = M(∞,C) is the in�nite dimensional space of square complex matrices
with only �nite non zero coe�cients, and U(∞) is the in�nite dimensional unitary
group. By using a result of G. Olshanski and A. Vershik, we determine the set Ω of
spherical functions of positive type for the considered spherical pair. This enables
us to �nd a parameterized version of the generalized Bochner theorem which we
use to establish an integral representation of continuous functions of negative type
in this case.

Keywords : Gelfand Pair, Bochner-Godement theorem, function of positive
type, function of negative type, spherical function, spherical pair, inductive limit,
generalized Bochner theorem.
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0.1 INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie des groupes topologiques constitue une branche importante
de mathématiques ; elle englobe des théorie comme : la mesure de Haar,
la théorie du produit de composition, les séries et intégrales de Fourier, les
fonctions presque-périodiques, les groupes d'opérateurs unitaires, et en partie,
la théorie du potentiel, la théorie ergodique et la topologie algébrique.

On connait les principales étapes de son développement : l'extension de
la théorie des séries de Fourier aux groupes de Lie compacts par F. Peter
et H. Weyl ; la démonstration de l'existence d'une mesure invariante par A.
Haar ; la théorie des fonctions presque périodiques due à J. von Neumann ; la
théorie de la dualité pour les groupes abéliens par L. Pontrjagin et A. R van
Kampen ; en�n l'année 1940 vit apparaître le traité fondamental d'AndréWeil
qui, outre une systématisation à peu près parfaite des résultats antérieurs,
apportait une construction complète de l'analyse harmonique sur les groupes
abéliens.

A partir de cette date, c'est avant tout à l'école de Moscou, représentée
particulièrement, par D. Raïkov, I. Gelfand, et M. Neumark, que l'on doit
les progrès les plus considérables. Alors que jusqu'en 1940 tous les travaux
concernaient les représentations unitaires de dimension �nie, Gelfand et Raï-
kov, dans un mémoire paru en 1943, étudient systématiquement les représen-
tations unitaires de dimension quelconque et prouvent l'existence, sur tout
groupe localement compact, d'un système complet de représentations uni-
taires irréductibles, résultat qui contient tous ceux connus jusqu'alors dans
cette ordre d'idées et qui, au surplus, n'avait jamais été démontré même dans
les cas classiques.

L'école française représentée particulièrement par R. Godement et J. Dix-
mier a aussi largement contribué au développement de cette branche de ma-
thématiques. R. Godement dans sa thèse, soutenue en 1946, a étudié les fonc-
tions de type positif. Ce sujet concerne l'analyse harmonique sur les groupes
abéliens localement compacts, domaine où Godement a obtenu des résultats
majeurs. Ce travail est parallèle mais indépendant des recherches similaires
menées par l'école de Moscou (par Guelfand et Raikov). Son travail sur la
théorie des fonctions sphériques en 1952 a eu beaucoup d'in�uence par la
suite, particulièrement sur Harish-Chandra qui, entre 1950 et 1963, a mené
de très importantes recherches sur la représentation des groupes semi-simples.



INTRODUCTION GÉNÉRALE 12

A partir des années 80, G.I. Olshanski dans une série remarquable de tra-
vaux (voir par exemple [39], [40], [41]), a étudié les représentations unitaires
de dimension in�nie relativement aux paires (G∞, K∞) qui sont des limites
inductives de paires de Gueldand (Gn, Kn) :

G∞ =
∞⋃
n=1

Gn, K∞ =
∞⋃
n=1

Kn.

Ces études ont conduit à introduire la notion de paire sphérique qui gé-
néralise celle de paire de Guelfand. Olshanski montre en e�et que la limite
inductive d'une suite croissante de paires de Guelfand est une paire sphérique
et donne une caractérisation des fonctions sphériques de type positif relative-
ment à ces paires : une fonction ϕ continue de type positif K∞-biinvariante
sur G∞ et normalisée par ϕ(e) = 1 est sphérique si et seulement si elle véri�e
la relation fonctionnelle suivante :

lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)dk = ϕ(x)ϕ(y),

où dk est la mesure de Haar normalisée du groupe Kn.
Cette thèse est une contribution à l'étude de ces paires. Nous y démon-

trons une représentation intégrale des fonctions continues de type positifK∞-
biinvariantes sur un groupe G∞ limite inductive d'une suite croissante (Gn)n
de groupes topologiques localement compacts séparables, le sous-groupe K∞
étant de même type. C'est une généralisation du théorème de Bochner clas-
sique qui concerne le groupe G = R et s'énonce comme suit : soit ϕ une
fonction continue de type positif sur R. Il existe une mesure positive bornée
µ sur R telle que :

ϕ(x) =

∫
R
eiλxµ(dλ).

Une version plus générale, démontrée par R. Godement, s'étend au cas
d'une paire de Guelfand (G,K). C'est le théorème de Bochner-Godement qui
donne une représentation intégrale des fonctions continues K-biinvariantes
de type positif sur G via une unique mesure positive et bornée µ dé�nie sur
l'ensemble Ω des fonctions sphériques de type positif sur le groupe G par :

ϕ(x) =

∫
Ω

ω(x)µ(dω).

Le résultat principal de cette thèse, qui a fait l'objet d'une publication
aux annales de l'institut Fourier (voir [44]), est la généralisation du théorème
de Bochner aux limites inductives de paires de Guelfand séparables.



INTRODUCTION GÉNÉRALE 13

Il est obtenu en utilisant la théorie de la représentation intégrale de Choquet
dans les cônes convexes. La méthode adoptée dans la preuve de ce résultat
constitue une généralisation de celle de Thoma pour un groupe discret dé-
nombrable [49], avec des modi�cations inspirées du travail de G. Olshanski
sur l'espace des matrices hermitiennes de dimension in�nie [40]. Notre résul-
tat s'énonce comme suit :

Théorème A Soit ϕ une fonction continue de type positif K∞-biinvariante
sur G∞. Alors il existe, sur l'ensemble Ω des fonctions sphériques de type
positif sur G∞, une unique mesure µ positive et bornée telle que :

ϕ(g) =

∫
Ω

ω(g)µ(dω).

Nous considérons ensuite l'espace limite inductive V∞ = M(∞,C) des
matrices complexes carrées de dimension in�nie n'ayant qu'un nombre �ni de
coe�cients non nuls. Nous étudions l'analyse de Fourier sur l'espace dual V ∞

des matrices carrées de dimension in�nie à coe�cients dans C. La transfor-
mée de Fourier d'une mesure de probabilité sur V ∞ est une fonction continue
de type positif sur l'espace V∞ qui est muni de la topologie de limite induc-
tive. Sur les espaces V ∞ et V∞ nous considérons l'action par conjugaison du
groupe K∞ = U(∞)×U(∞). L'ensemble M des mesures de probabilité K∞-
invariantes sur V ∞ est un convexe dont les points extrémaux sont les mesures
ergodiques relativement à l'action de K∞. D'autre part, les points extrémaux
de l'ensemble P des fonctions continues, de type positif, K∞-invariantes sur
V∞, et normalisées par la constante 1 à l'origine sont les fonctions sphériques
de type positif relativement à la paire sphérique (K∞nV∞, K∞). La transfor-
mation de Fourier établit une bijection de M sur P, et par suite de l'ensemble
des mesures ergodiques sur V ∞ sur l'ensemble des fonctions sphériques de
type positif sur V∞.

Nous utilisons la méthode de Olshanski et Vershik. Son point de départ
est le résultat de Vershik : une mesure ergodique est limite d'une suite de me-
sures orbitales ν(n) relativement au groupe compactKn. Etant donnée qu'une
fonction sphérique ϕ(n) de type positif relativement à la paire (Gn, Kn) est
la transformée de Fourier d'une telle mesure orbitale ν(n), nous développons
l'expression explicite de ces fonctions en séries de polynômes de Schur. Nous
parvenons ainsi à déterminer le comportement asymptotique de l'intégrale

ϕ(n)(ξ) =

∫
V∞

ei〈ξ,x
(n)〉ν(n)(dx)

=

∫
U(n)

∫
U(n)

eiRe tr(ξux(n)v∗)αn(du)αn(dv),
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où x(n) = diag(a
(n)
1 , . . . , a

(n)
n , 0, . . . ) et αn est la mesure de Haar normalisée

du groupe unitaire U(n). Ainsi le deuxième résultat de cette thèse est :

Théorème B La transformée de Fourier d'une mesure ergodique de M est
une fonction sur V∞ qui est invariante par K∞, et dont la restriction au
sous-ensemble des matrices diagonales est donnée par :

ϕ
(
diag(ξ1, . . . , ξk, 0, . . .)

)
= Π(ξ1) . . .Π(ξk),

où

Π(λ) = e−γλ
2
∞∏
k=1

1

1 + αkλ2
,

avec

γ ∈ R+, αk ∈ R+,

∞∑
k=1

αk <∞.

En�n, on établit une version paramétrée du théorème de Bochner géné-
ralisé (Théorème A) qui, combinée avec une méthode de C. Berg qui a été
développée par M. Bouali dans [8], nous permet d'établir une représenta-
tion intégrale des fonctions continues de type négatif relativement à la paire
sphérique considérée.

Plan de la thèse. Cette thèse est constituée de quatre chapitres :
� Dans le premier chapitre, on rappelle les principales dé�nitions et pro-
priétés liées aux représentations unitaires des groupes topologiques.
On y rappelle en particulier les notions suivantes : Lemme de Schur,
mesures de Haar, noyaux de type positif, fonctions de type positif et
construction G.N.S.

� Nous utilisons, dans le deuxième chapitre, la théorie de Choquet pour
la représentation intégrale dans les cônes convexes pour démontrer le
théorème de Bochner-Godement dans le cas d'une paire de Guelfand
(G,K) où G est un groupe localement compact séparable et K un
sous-groupe compact de G.

� Le troisième chapitre est consacré à la preuve du résultat principal
de cette thèse, à savoir le théorème de Bochner généralisé aux limites
inductives de suites croissantes de paires de Guelfand séparables.

� Au quatrième chapitre, nous donnons une expression explicite des fonc-
tions sphériques de type positif dans le cas de la paire (G∞, K∞) où
G∞ = K∞ n V∞, avec K∞ = U(∞) × U(∞) et V∞ = M(∞,C). On
trouve alors une version paramétrée du théorème de Bochner généra-
lisé qu'on utilise pour établir une représentation intégrale des fonctions
continues de type négatif dans le cas de cette paire.



Chapitre 1

Généralités sur les

représentations unitaires et les

fonctions de type positif

1.1 Introduction

Ce chapitre comporte trois sections. Après cette première section d'intro-
duction, on présente, dans la deuxième section, des résultats de base sur les
représentations unitaires d'un groupe topologique dans un espace de Hilbert.
On appelle groupe topologique tout groupe G muni d'une topologie qui rend
l'application (x, y) 7−→ xy−1 continue de G×G dans G. Une représentation
d'un groupe topologique G dans un espace vectoriel V est dé�nie comme
étant un homomorphisme de G sur le groupe des automorphismes de V . Les
espaces de Hilbert sont supposés complexes, et les groupes topologiques sont
toujours supposés séparés (de Hausdor�). Parmi les éléments les plus impor-
tants dans la théorie des représentations unitaires des groupes, on trouve la
notion de fonction de type positif. Ainsi, la troisième section de ce chapitre
sera consacrée à ce sujet. On commence par introduir la notion de noyau
de type positif sur un espace topologique X. Puis, pour un noyau de type
positif, on montre l'existence de la construction G.N.S. (Guelfand, Naimark,
Segal). Cette construction montre que les noyaux de type positif peuvent
être représentés par des applications de X dans un espace de Hilbert. Une
fonction ϕ dé�nie sur un groupe topologique séparé G est de type positif si le
noyau associé à ϕ, qui est dé�ni par (g, h) 7−→ ϕ(g−1h), est de type positif.
Les fonctions de type positif forment un outil important pour prouver des
résultats fondamentaux de la théorie générale des représentations.

15
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1.2 Généralités sur les représentations unitaires
des groupes

1.2.1 Représentations unitaires

Le produit scalaire de deux vecteurs v1 et v2 d'un espace de Hilbert H est
noté 〈v1, v2〉H.On note par L(H1,H2) l'espace vectoriel de tous les opérateurs
linéaires continus d'un espace de Hilbert H1 dans un autre espace de Hilbert
H2. Un opérateur T dans L(H1,H2) admet un adjoint T ∗ dans L(H2,H1).
L'espace L(H) := L(H,H) est une algèbre involutive unitaire, l'unité étant
l'opérateur identité de H, qu'on note IH. Un opérateur U : H −→ H est dit
unitaire, si UU∗ = U∗U = IH. D'une façon équivalente, U est unitaire s'il est
une isométrie surjective. Le groupe unitaire U(H) est le groupe de tous les
opérateurs unitaires de L(H).

Dé�nition 1.2.1 Une représentation unitaire d'un groupe topologique G
dans un espace de Hilbert H est un homomorphisme de groupe π, dé�ni de
G dans U(H), qui véri�e :

(1) π(e) = IH avec e l'élément neutre de G,

(2) π(g1g2) = π(g1)π(g2) pour tous g1 , g2 ∈ G,

(3) l'application G −→ H, g 7−→ π(g)v est continue, pour tout v ∈ H.

On désigne une représentation unitaire π : G −→ U(H) par le couple
(π,H). Il est claire que, pour tout g ∈ G, π(g)π(g−1) = π(e) = IH. Donc,
pour tout g, l'opérateur π(g) est inversible. Par suite, toute représentation
unitaire peut être vue comme un homomorphisme de G dans le groupe des
transformations linéaires inversibles de H.

Dé�nition 1.2.2 Un sous-espace vectoriel K de H est dit invariant ou G-
invariant, relativement à une représentation (π,H) de G, si K est invariant
par l'opérateur π(g) pour tout g ∈ G ; c'est-à-dire, pour tout v ∈ K et tout
g ∈ G, π(g)v ∈ K.

Un vecteur v ∈ H est dit cyclique ou totaliseur si le plus petit sous-espace
fermé et invariant le contenant est H lui même. Autrement dit, le sous-espace
vectoriel engendré par la famille F = {π(g)v , g ∈ G}, qu'on note V ect F ,
est dense dans H.
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Soit (π,H) une représentation unitaire de G, et considérons un sous-
espace vectoriel fermé et G-invariant K. Si on note, pour tout g ∈ G,

πK(g) : K −→ K,

la restriction de l'opérateur π(g) à K, on obtient alors une représentation
unitaire πK(g) de G dans K. On dit que πK est une sous-représentation de π.

Proposition 1.2.1 Soient (π,H) une représentation unitaire de G, K un
sous-espace fermé et invariant de H. Alors, K⊥ le complémentaire orthogonal
de K dans H est aussi invariant.

Preuve. On a

〈π(g)ξ, η〉H = 〈ξ, π(g)∗η〉H = 〈ξ, π(g−1)η〉H = 0

pour tous g ∈ G, ξ ∈ K⊥ et η ∈ K. �

Dé�nition 1.2.3 On appelle opérateur d'entrelacement entre deux représen-
tations unitaires (π1,H1) et (π2,H2) de G, tout opérateur linéaire continu
T : H1 −→ H2 tel que :

Tπ1(g) = π2(g)T (g ∈ G).

Les représentations π1 et π2 sont dites équivalentes (π1 ∼ π2), s'il existe un
opérateur d'entrelacement T ∈ L(H1,H2) qui est isométrique et surjectif.

Dans ce qui suit on va donner une autre caractérisation conçernant l'équi-
valence entre deux représentations unitaires.

Un opérateur U d'un espace de Hilbert H1 dans un espace de Hilbert
H2 est appelé isométrie partielle, s'il existe un sous-espace fermé M de
H1 tel que la restriction de U à M est une isométrie (c'est-à-dire véri�ant
||Uξ||H2 = ||ξ||H1 pour tout ξ ∈ M), et U = 0 surM⊥. En particulier, l'es-
paceM = (Ker U)⊥ est appelé espace initial et U(M) est appelé espace �nal
de l'isométrie partielle U . Soit T un opérateur continu de H1 dans H2 et po-
sons |T | = (T ∗T )

1
2 . Comme |||T |ξ||2H1

= 〈T ∗Tξ, ξ〉H1 = ||Tξ||2H2
, l'application

|T |ξ 7−→ Tξ se prolonge en une isométrie U de |T |(H1) sur T (H1). On peut
aussi prolonger U linéairement à H1 en posant U = 0 sur |T |(H1)⊥ = Ker T .
Ainsi, U sera une isométrie partielle avec espace initial (Ker T )⊥ et espace
�nal T (H1), et T = U |T |. C'est la décomposition polaire de T (Pour plus de
détails voir [28], problème 5).
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Proposition 1.2.2 Soient (π1,H1) et (π2,H2) deux représentations unitaires
de G. Soit T ∈ L(H1,H2) un opérateur d'entrelacement entre π1 et π2.
Posons M1 = (Ker T )⊥ et M2 = T (H1). Alors, M1 et M2 sont deux
sous-espaces fermés et invariants de H1 et H2 respectivement, et la sous-
représentation de π1 dé�nie surM1 est équivalente à la sous-représentation
de π2 dé�nie surM2.

Preuve. T ∗ ∈ L(H2,H1) est un opérateur d'entrelacement entre π2 et π1.
En e�et, pour tout g ∈ G,

T ∗π2(g) = (π2(g−1)T )∗ = (Tπ1(g−1))∗ = π1(g)T ∗.

Alors, pour tout g ∈ G,

T ∗Tπ1(g) = π1(g)T ∗T.

Comme |T | = (T ∗T )
1
2 est limite (pour la topologie forte des opérateurs) de

polynômes en T ∗T (Voir [28], problème 95), |T | véri�e aussi

|T |π1(g) = π1(g)|T | (g ∈ G).

Soit T = U |T | la décomposition polaire de T . Alors, Ker U = Ker T et la
restriction de U à M1 est une isométrie surjective sur M2. Il reste alors à
véri�er que U est un opérateur d'entrelacement entre π1 et π2. En e�et, pour
g ∈ G, ξ ∈ H1, on a d'une part :

π2(g)U |T |ξ = π2(g)Tξ = Tπ1(g)ξ = U |T |π1(g)ξ = Uπ1(g)|T |ξ.

D'où, π2(g)U et Uπ1(g) coïncident sur |T |(H1). Par suite, ils coïncident aussi
sur sa fermeture |T |(H1) = (Ker T )⊥ =M1. D'autre part, U = 0 sur Ker T
qui est fermé et invariant relativement à π1. Ainsi, π2(g)U = Uπ1(g) sur H1.
�

Dé�nition 1.2.4 Une représentation unitaire ρ de G est dite contenue dans
une autre représentation π de G, ce qu'on note par ρ ≤ π, si ρ est équivalente
à une sous-représentation de π.

Un des principaux problèmes de l'analyse harmonique est de décomposer une
représentation unitaire π d'un groupe à l'aide des représentations unitaires
les plus simples qui sont contenues dans π. On les nomme les représentations
unitaires irréductibles.
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Dé�nition 1.2.5 Une représentation unitaire (π,H) de G est dite irréduc-
tible si, les seuls sous-espaces vectoriels invariants et fermés de H sont les
triviaux ; c'est-à-dire {e} et H.

Proposition 1.2.3 Une représentation (π,H) de G est irréductible si, et
seulement si, tout vecteur non nul de H est cyclique.

Preuve. La preuve est évidente d'après la dé�nition précédente et celle du
vecteur cyclique. �

1.2.2 Lemme de Schur

Pour une représentation (π,H) de G, l'ensemble des opérateurs T ∈ L(H)
qui commutent avec π (c'est-à-dire véri�ant Tπ(g) = π(g)T pour tout g ∈ G),
est appelé le commutant de π(G). On le note π(G)

′
.

π(G)
′
est une sous-algèbre de L(H) qui est fermée pour la topologie faible

des opérateurs. De plus, π(G)
′
est auto-adjointe, puisque pour tout T ∈

π(G) :

T ∗π(g) = (π(g−1)T )∗ = (Tπ(g−1))∗ = π(g)T ∗ (g ∈ G).

Proposition 1.2.4 Soient (π,H) une représentation unitaire de G et K un
sous-espace vectoriel fermé de H. Alors, K est invariant si et seulement si la
projection orthogonale sur K, notée P , appartient à π(G)

′
.

Preuve. Posons Q = IH − P . L'opérateur Q est le projecteur orthogonal
sur K⊥. Alors, pour ξ ∈ H, g ∈ G on a :

π(g)ξ = π(g)Pξ + π(g)Qξ. (1.1)

Si K est invariant, par la proposition 1.2.1, K⊥ est aussi invariant. Donc,
π(g)Pξ ∈ K et π(g)Qξ ∈ K⊥. Par suite, (1.1) donne la décomposition or-
thogonale du vecteur π(g)ξ sur H = K⊕K⊥. Ainsi, π(g)Pξ = Pπ(g)ξ, pour
tout ξ ∈ H.

Inversement, supposons que π(g)P = Pπ(g) pour tout g ∈ G. Alors, pour
tout g ∈ G et tout ξ ∈ K,

π(g)ξ = π(g)Pξ = Pπ(g)ξ ∈ K,

ce qui montre l'invariance de K. �
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Remarque 1.2.1 (voir [46], 12.24) Pour un opérateur T ∈ L(H), on rap-
pelle que le spectre σ(T ) de T est l'ensemble des λ ∈ C tels que T − λI
n'est pas inversible. C'est une partie non vide et compacte de C. Si de plus T
est auto-adjoint, alors σ(T ) ⊆ R. On peut associer à une fonction mesurable
bornée f , l'opérateur f(T ) ∈ L(H) de telle sorte que les propriétés suivantes
sont véri�ées :

(i) L'application Λ : f 7−→ f(T ) est un isomorphisme entre B(σ(T )) et
W ∗(T ) où B(σ(T )) est la ∗-algèbre de toutes les fonctions mesurables bornées
à valeurs complexes sur σ(T ), et W ∗(T ) est la fermeture dans L(H), pour la
topologie forte des opérateurs, de la ∗-algèbre :

{
n∑
j=0

ajT
j : n ≥ 0, a0, . . . , an ∈ C}.

(ii) σ(f(T )) = f(σ(T )), pour tout f ∈ B(σ(T )).

(iii) Pour tout f ∈ B(σ(T )), f(T ) commute avec tout opérateur continu
sur H et commutant avec T .

Théorème 1.2.1 (Lemme de Schur) Une représentation unitaire (π,H) de
G est irréductible si, et seulement si, l'algèbre π(G)

′
est constituée des mul-

tiples scalaires de IH.

Preuve. Supposons que π(G)
′
est constituée des multiples scalaires de

l'identité IH. Soit K un sous-espace invariant de H, avec P l'opérateur
de projection orthogonale correspondant. La proposition 1.2.4 montre que
P ∈ π(G)

′
. D'où, P = λI , λ ∈ C. Comme P 2 = P , on a λ = 0 ou λ = 1.

C'est-à-dire K = {e} ou K = H. Ainsi, π est irréductible.

Inversement, supposons que π est irréductible et �xons T ∈ π(G)
′
. Posons

T1 = (T +T ∗)/2 et T2 = (T −T ∗)/2i. On a T = T1 + iT2 avec T1, T2 ∈ π(G)
′
.

Comme T1 et T2 sont auto-adjoints on peut supposer que T l'est aussi. Fixons
alors λ0 dans σ(T1) et soit f la fonction caractéristique de λ0. Notons par
f(T1) l'opérateur dé�ni dans la remarque précédente.

Par (ii) de la remarque précédente, f(T )2 = f(T ) = f(T )∗. Ainsi, f(T ) est
une projection orthogonale. Aussi, f(T ) ∈ π(G)

′
. Comme π est irréductible,

d'après la proposition 1.2.4, f(T ) = 0 ou f(T ) = IH. Comme f 6= 0, on a
f(T ) = IH. Donc, σ(T ) = {λ0} et T = λ0IH. �
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1.2.3 Mesure de Haar

Un groupe topologique est localement compact si et seulement si il existe
un voisinage compact de l'élément neutre e de G. Cette classe de groupes
contient tous les groupes discrets (c'est-à-dire les groupes munis d'une to-
pologie discrète), tous les groupes compacts et tous les groupes de Lie de
dimension �nie. Une des propriétés qui distinguent les groupes localements
compacts des autres groupes topologiques est l'existence d'une mesure ap-
pelée mesure de Haar. On donne dans ce qui suit quelques notions liées à la
théorie des mesures sur les espaces localement compacts (Pour plus de détails
voir [10], [11], [29], [47]).

Soit X un espace localement compact. Une mesure borélienne sur X est
une mesure (non nécessairement �nie) positive sur la σ-algèbre B(X) de tous
les sous-ensembles boréliens de X (c'est la plus petite σ-algèbre contenant
tous les ouverts). Une mesure borélienne µ sur X est dite régulière si toutes
les propriétés suivantes sont véri�ées :

(1) µ(B) = inf{µ(V ) : V ouvert et B ⊆ V } pour tout borélien B de X.

(2) µ(U) = sup{µ(K) : K compact et K ⊆ U} pour tout ouvert U de X.

(3) µ(K) < +∞ pour tout compact K de X.

En général, une mesure borélienne régulière ne véri�e pas la propriété
(2) précédente pour tout ensemble borélien, mais si tout ouvert de X est
σ-compact (c'est-à-dire réunion dénombrable de sous-ensembles compacts),
alors la propriété (3) implique (2) ainsi que (1), (voir [47], chapitre 2, exercice
17 et théorème 2.18).

Notons par Cc(X) l'espace des fonctions continues sur X à support com-
pact. Une forme linéaire ϕ : Cc(X) −→ C est dite positive si ϕ(f) ≥ 0 pour
toute fonction réelle positive de Cc(X). Une telle forme linéaire est appelée
une mesure de Radon sur X. Une mesure régulière µ dé�nit une mesure de
Radon sur X, notée encore µ, de la façon suivante :

µ(f) =

∫
X

f(x)µ(dx) (f ∈ Cc(X)).

Inversement, toute mesure de Radon sur X admet une telle représenta-
tion via une unique mesure borélienne régulière sur X. C'est le théorème de
représentation de Riesz qui assure cette identi�cation ([47], théorème 2.14).
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Soit G un groupe localement compact. Il existe une mesure borélienne
régulière µ 6= 0 sur G et invariante à gauche, c'est-à-dire véri�ant, pour tout
B ∈ B(G) :

µ(gB) = µ(B) (g ∈ G).

Ou d'une façon équivalente, pour tout f ∈ Cc(G) :∫
G

f(g−1x)µ(dx) =

∫
G

f(x)µ(dx) (g ∈ G).

On montre que µ est unique à une constante multiplicative près, c'est-
à-dire si, µ

′
est une autre mesure borélienne régulière invariante à gauche,

alors µ
′

= cµ avec c > 0. La mesure µ est appelée mesure de Haar à gauche
sur G (voir [30], chapitre 16).

Le support d'une mesure de Haar sur G est G lui même. On donne une
preuve de cette propriété dans la proposition suivante. On rappelle que le
support d'une mesure borélienne régulière µ sur un espace localement com-
pact X est le plus petit sous-ensemble fermé F de X tel que µ(X \ F ) = 0.

Proposition 1.2.5 Soit µ une mesure de Haar à gauche sur G. Alors, pour
tout sous ensemble ouvert non vide U de G on a µ(U) > 0, et de plus,∫

G

f(x)µ(dx) > 0,

pour toute fonction non négative et non identiquement nulle f ∈ Cc(G).

Preuve. Supposons que µ(U) = 0. Alors µ(gU) = 0 pour tout g ∈ G. Or,
pour tout compactK de G, il existe g1, g2, . . . , gn ∈ G tels queK ⊆

⋃n
i=1 giU .

Ainsi, µ(K) = 0 pour tout compact de G. Comme µ est régulière, ceci im-
plique que µ = 0 ; ce qui est absurde.

Soit f ∈ Cc(G) une fonction positive non identiquement nulle. Par conti-
nuité, il existe ε > 0 et un ouvert non vide Uε de G, tel qu' on a f ≥ ε sur
Uε. Ainsi ∫

G

f(x)µ(dx) ≥ εµ(Uε) > 0. �
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Considérons, pour tout g ∈ G, la mesure borélienne µg dé�nie, pour tout
B ∈ B(G), par : µg(B) = µ(Bg). C'est une mesure régulière positive non
nulle qui est aussi invariante à gauche. Ainsi, µg = ∆G(g)µ avec ∆G(g) > 0,
et alors∫

G

f(xg−1)µ(dx) = ∆G(g)

∫
G

f(x)µ(dx) (f ∈ Cc(G), g ∈ G).

La fonction ∆G est appelée fonction module de G.

Lemme 1.2.1 Pour toute fonction f ∈ Cc(G),∫
G

f(x−1)µ(dx) =

∫
G

∆G(x−1)f(x)µ(dx).

Preuve. La forme linéaire

f 7−→
∫
G

f(x−1)µ(dx) (f ∈ Cc(G)),

dé�nit une mesure de Haar invariante à droite sur G ; ce qui est le cas aussi,
par conséquence de la dé�nition de ∆G, pour la forme linéaire

f 7−→
∫
G

∆G(x−1)f(x)µ(dx).

Ainsi, par unicité, il existe une constante c > 0 telle que, pour tout f ∈ Cc(G),∫
G

f(x−1)µ(dx) = c

∫
G

∆G(x−1)f(x)µ(dx). (1.2)

Si on remplace dans (1.2) f par f̌ , où f̌(x) = f(x−1), on aura :∫
G

f(x)µ(dx) = c

∫
G

∆G(x−1)f(x−1)µ(dx) (f ∈ Cc(G)).

D'autre part, (1.2) implique que :∫
G

∆G(x−1)f(x−1)µ(dx) = c

∫
G

f(x)µ(dx).

Ainsi, c2 = 1 et alors c = 1. �
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Il est clair qu'une mesure de Haar à gauche sur G est aussi invariante à droite
si et seulement si ∆G = 1. Dans ce cas G est dit unimodulaire.

Notons par Mb(G) l'ensemble des mesures complexes bornées sur G, par
L1(G) l'ensemble des fonctions intégrables sur G par rapport à la mesure
de Haar à gauche µ dé�nie sur G, et par L∞(G) l'ensemble des fonctions
localement mesurables qui sont bornées localement presque partout. La dé�-
nition précédente de L∞(G) est due au fait que G, tout en étant localement
compact, n'est pas nécessairement σ-�ni. Ainsi, on est obligé d'adopter les
dé�nitions suivantes :

(i) Une partie A de G est localement mesurable si A ∩ B est mesurable
pour toute partie mesurable B véri�ant µ(B) < +∞.

(ii) La partie A est dite localement négligeable si µ(A∩B) = 0 pour toute
partie mesurable B de G avec µ(B) < +∞.

(iii) Une fonction f : G −→ C est dite localement mesurable si l'image
réciproque par f de toute partie mesurable E de C, à savoir f−1(E), est
localement mesurable.

(iv) Une propriété est dite véri�ée localement presque partout sur G, si
elle est satisfaite sur le complémentaire d'une partie localement négligeable.

Ainsi, on dira que deux fonctions f , g ∈ L∞(G) coïncident si elles sont
égales localement presque partout. De plus, avec cette dé�nition, on peut
identi�er L∞(G) au dual topologique de L1(G) au moyen de la forme linéaire

ϕ(f) =

∫
G

f(x)ϕ(x)µ(dx) (ϕ ∈ L∞(G), f ∈ L1(G)).

Par suite, on peut munir L∞(G) de la topologie initiale par rapport à la
famille de toutes les applications ϕ 7−→ ϕ(f) avec f �xé dans L1(G). Une
base de cette topologie est donnée pour ϕ ∈ L∞(G), {f1 , . . . , fn} ⊆ L1(G)
et ε > 0 par la famille

U(ϕ; f1, . . . , fn; ε) = {ψ ∈ L∞(G) : |ψ(fk)− ϕ(fk)| < ε, k = 1, . . . , n}.

Cette topologie fait de L∞(G) un espace vectoriel topologique localement
convexe. On l'appelle la topologie ∗-faible σ(L∞(G), L1(G)) sur L∞(G). C'est
la topologie la plus faible rendant continue l'application ϕ 7−→ ϕ(f) pour tout
f �xé de L1(G). On note cette topologie ∗-faible sur L∞(G) par τ ∗(L∞(G)),
(pour plus de détails voir [10], chapitre 5, section 5).

On peut dé�nir sur L1(G) un produit de convolution :
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Dé�nition 1.2.6 Soient f , g ∈ Cc(G) et dy la mesure de Haar à gauche sur
G. On dé�nit le produit de convolution par :

f ∗ g(x) =

∫
G

f(y)g(y−1x)dy =

∫
G

f(xy)g(y−1)dy.

Soient µ, ν ∈ Mb(G). On dé�nit le produit de convolution de ces deux
mesures par :

µ ∗ ν(f) =

∫
G

∫
G

f(xy)µ(dx)ν(dy) (f ∈Mb(G)).

Soient f ∈ Cc(G), µ ∈Mb(G). On dé�nit aussi les produits de convolution
f ∗ µ et µ ∗ f par :

f ∗ µ(x) =

∫
G

f(xy−1)∆(y−1)µ(dy),

µ ∗ f(x) =

∫
G

f(y−1x)µ(dy),

où dy est une mesure de Haar à gauche sur G.

Sur Mb(G), on dé�nit une involution par la relation µ∗(dx) = µ(dx−1),
où dx est une mesure de Haar à gauche sur G. On véri�e que Mb(G) devient
au moyen de cette involution, une ∗-algèbre de Banach involutive.

Si, à tout f ∈ L1(G), on associe la mesure µ(dx) = f(x)dx ∈ Mb(G),
on obtient un morphisme isométrique Φ de L1(G) dans Mb(G). En posant,
f ∗(x) = f(x−1)∆(x−1), on montre que µ∗(dx) = f ∗(x)dx. Donc, f 7−→ f ∗

est une involution isométrique sur L1(G). Ce dernier, équipé de cette involu-
tion et du produit de convolution dé�ni ci-dessus, devient une ∗-algèbre de
Banach. Pour f mesurable bornée et µ ∈Mb(G), on pose

µ(f) =

∫
G

f(x)µ(dx).

Remarque 1.2.2 Pour tous µ , ν ∈Mb(G) et tout ϕ mesurable bornée,

µ∗ ∗ ν(ϕ) =

∫
G

∫
G

ϕ(y−1z)µ(dy)ν(dz)

=

∫
G

∫
G

ϕ(z−1y)ν(dz)µ(dy)

= ν∗ ∗ µ(ϕ).

En particulier cette propriété reste vraie pour f et g dans L1(G) puisque,
au moyen de l'isométrie Φ, on peut identi�er L1(G) au sous-ensemble des
mesures à densité de Mb(G).
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Remarque 1.2.3 En considérant une représentation unitaire (π,H) d'un
groupe topologique localement compact G, ayant dg comme mesure de Haar,
on peut associer à toute mesure µ ∈Mb(G) l'opérateur π(µ) dé�ni par

π(µ) =

∫
G

π(g)µ(dg).

Plus précisement, pour tous v, w ∈ H, la fonction g 7−→ 〈π(g)v, w〉H est
continue et bornée par ||v||H ||w||H, chose qui résulte du fait que π(g) est
unitaire continue pour tout g ∈ G. Ainsi, l'application

(v, w) 7−→
∫
G

〈π(g)v, w〉Hµ(dg)

est bilinéaire et continue. Le théorème de Riesz assure alors l'existence d'un
opérateur continu noté π(µ) tel que :

〈π(µ)v, w〉H =

∫
G

〈π(g)v, w〉Hµ(dg).

De plus, on montre que, pour tous µ, ν ∈Mb(G),

π(µ ∗ ν) = π(µ)π(ν) et π(µ∗) = π(µ)∗.

Notons que ces résultats résultats restent vrais si G n'est pas localement
compact et si on considère des mesures à support �ni sur G.

1.3 Généralités sur les fonctions de type positif

Dans cette section, on présente quelques résultats classiques liés aux fonc-
tions de type positif. Pour plus de détails, on suggère la lecture des travaux
de R. Godement [25], [26] et [27], et ceux de M. G. Krein [34], [35] et [36].

1.3.1 Noyau de type positif

Soit X un espace topologique.

Dé�nition 1.3.1 Un noyau de type positif sur X est une fonction continue
φ : X ×X → C telle que, pour tout n ∈ N, tous x1, x2, . . . , xn ∈ X et tous
c1, c2, . . . , cn ∈ C, :

n∑
i=1

n∑
j=1

cicjφ(xi, xj) ≥ 0
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Proposition 1.3.1 Soit φ un noyau de type positif sur X. Alors, pour tous
x, y ∈ X,

(i) φ(x, y) = φ(y, x).

(ii) |φ(x, y)|2 ≤ φ(x, x)φ(y, y).

Preuve. Pour n = 2 , x1 = x , x2 = y, l'inégalité de la dé�nition (1.3.1)
s'écrit sous la forme 〈Aξ , ξ〉C2 ≥ 0 où

A =

(
φ(x, x) φ(x, y)
φ(y, x) φ(y, y)

)
, ξ = (c1, c2) ∈ C2.

Ainsi, la matrice A est positive. D'autre part

0 ≤ 〈Aξ , ξ〉C2 = 〈ξ , A∗ξ〉C2 = 〈A∗ξ , ξ〉C2 = 〈A∗ξ , ξ〉C2 .

Par l'identité de polarisation, on montre que, pour tous ξ, η ∈ C2,

〈Aξ , η〉C2 = 〈A∗ξ , η〉C2 .

Donc, A = A∗ et alors A est hermitienne avec des éléments diagonaux positifs.
Ce qui donne φ(x, x) ≥ 0, φ(y, y) ≥ 0 et φ(x, y) = φ(y, x). De plus, le spectre
de A est dans R+, par suite det(A) ≥ 0, ce qui s'écrit encore

φ(x, x)φ(y, y)− φ(y, x)φ(x, y) ≥ 0. �

Proposition 1.3.2 Soit φ un noyau de type positif sur un espace topolo-
gique X. Alors, il existe un espace de Hilbert (H, φ, 〈., .〉φ) et une application
continue f : X −→ H qui véri�e les propriétés suivantes :

(1) φ(x, y) = 〈f(x), f(y)〉φ, pour tous x, y ∈ X.

(2) Le sous-espace vectoriel engendré par la famille F = {f(x), x ∈ X} est
dense dans H.

De plus, la paire (f,H) est unique à un isomorphisme près, c'est-à-dire si
(g,K) est une autre paire véri�ant (1) et (2), alors il existe un isomorphisme
unitaire unique T : H −→ K tel que g = T ◦ f .
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Preuve. Pour tout x ∈ X, on note φx la fonction continue sur X dé�nie
par φx(y) = φ(x, y), (y ∈ X). Posons Vφ = V ect{φx , x ∈ X}, c'est un
sous-espace vectoriel de l'espace C(X) des fonctions continues sur X. Soient
ϕ =

∑m
i=1 aiφxi , ψ =

∑n
j=1 bjψxj deux éléments de Vφ. On dé�nit sur Vφ la

forme hermitienne suivante :

〈ϕ, ψ〉φ =
m∑
i=1

n∑
j=1

aibjφ(xi, xj).

On remarque que

m∑
i=1

n∑
j=1

aibjφ(xi, xj) =
n∑
j=1

bjϕ(xj) =
m∑
i=1

aiψ(xi),

et

〈ϕ, ψ〉φ =
m∑
i=1

n∑
j=1

aibjφ(xi, xj)

=
n∑
j=1

m∑
i=1

bjaiφ(xj, xi)

= 〈ψ, ϕ〉φ.

Ainsi, la valeur commune de ces sommes ne dépend pas de la représentation
de ϕ (respectivement ψ) dans Vφ. Par suite, l'application (ϕ, ψ) 7−→ 〈ϕ, ψ〉φ
de Vφ×Vφ −→ C est bien dé�nie et constitue une forme hermitienne positive
sur Vφ. Cette forme est de plus dé�nie. En e�et, pour tout ϕ ∈ Vφ,

〈ϕ, φx〉φ = ϕ(x),

l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors, pour tout x ∈ X,

|ϕ(x)|2 ≤ φ(x, x)〈ϕ, ϕ〉φ. (1.3)

Ainsi, si 〈ϕ, ϕ〉φ = 0, on a ϕ(x) = 0 pour tout x ∈ X, c'est-à-dire ϕ = 0.
Par suite 〈., .〉φ dé�nit un produit scalaire sur Vφ. Donc (Vφ, 〈., .〉φ) est un es-
pace préhilbertien. Soit (H, 〈., .〉φ) son complété hilbertien. L'espace H peut
être réalisé comme un espace de fonctions sur X. En e�et, si (ϕn)n est une
suite de Cauchy dans Vφ pour la norme ||.||φ qui est induite par le produit
scalaire dé�ni sur Vφ, alors (1.3) implique que (ϕn(x))n converge pour tout
x ∈ X. Ainsi, l'espace de Hilbert H est un sous-espace de l'espace des fonc-
tions ϕ sur X qui sont limites simples de suites de Cauchy dans (Vφ, ||.||φ).
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Posons f : X −→ Vφ, x 7−→ φx. Alors,

〈f(x), f(y)〉φ = 〈φx, φy〉φ = φ(x, y).

D'autre part,

||f(x)− f(y)||φ2 = 〈f(x)− f(y), f(x)− f(y)〉φ
= φ(x, x)− 2<(φ(x, y)) + φ(y, y).

Comme φ est continue, la relation précédente montre que f est aussi
continue, et comme par construction Vφ est dense dans H, il est évident que
le sous-espace engendré par la famille F = {f(x) , x ∈ X} = {φx , x ∈ X}
est dense dans H. Ceci prouve les assertions (1) et (2) de la proposition.

Considérons maintenant une autre paire (g,K) véri�ant (1) et (2). On a

||
n∑
i=1

aiφxi||2φ =
n∑
i=1

n∑
j=1

aiajφ(xi, xj)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aiaj〈g(xi), g(xj)〉K

= ||
n∑
i=1

aig(xi)||2K.

Ceci montre que l'application Vφ −→ K,

(
n∑
i=1

aiφxi) 7−→
n∑
i=1

aig(xi)

est bien dé�nie, et puisque Vφ est dense dans H, elle se prolonge par conti-
nuité en un isomorphisme unitaire T : H −→ K.

Comme T (Vφ) coïncide avec le sous-espace vectoriel engendré par la fa-
mille G = {g(x) , x ∈ X} et que ce dernier est dense dans K, on peut en
déduire que T est surjective. Ainsi, T est un isomorphisme de H −→ K vé-
ri�ant T ◦ f = g ; une relation qui dé�nit T d'une façon unique. �

On présente dans ce qui suit des propriétés classiques liées aux noyaux
de type positifs.
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Proposition 1.3.3 Soient φ et ψ deux noyaux de type positif sur X. Alors
les noyaux suivant sont aussi de type positif :

(1) φ : (x, y) 7−→ φ(x, y).

(2) tφ : (x, y) 7−→ φ(x, y), t ≥ 0.

(3) φ+ ψ : (x, y) 7−→ φ(x, y) + ψ(x, y).

(4) φψ : (x, y) 7−→ φ(x, y)ψ(x, y).

(5) Soit (φt)t∈A une famille de noyaux de type positif sur X qui converge
simplement sur X ×X vers une fonction continue φ : X ×X −→ R. Alors
φ est aussi de type positif.

Preuve. (1), (2), (3), (5) sont obtenus immédiatement en utilisant la dé�-
nition d'un noyau de type positif. Montrons (4).

Soit f : X −→ H et g : X −→ K les applications obtenues à partir de la
proposition précédente. Soit H⊗K l'espace de Hilbert produit tensoriel des
espaces de Hilbert H et K, et posons h : X −→ H⊗K , x 7−→ f(x)⊗ g(x).
Alors

φψ(x, y) = φ(x, y)ψ(x, y)

= 〈f(x), f(y)〉φ〈g(x), g(y)〉ψ
= 〈f ⊗ g(x), f ⊗ g(y)〉H⊗K
= 〈h(x), h(y)〉H⊗K.

Ainsi, pour tous x1, x2, . . . , xn ∈ X et tous c1, c2, . . . , cn ∈ C,

n∑
i=1

n∑
j=1

cicj φψ(xi, xj) =
n∑
i=1

n∑
j=1

cicj〈h(xi), h(xj)〉H⊗K

= 〈
n∑
i=1

cih(xi),
n∑
i=1

cih(xi)〉H⊗K ≥ 0. �

Cette dernière proposition nous a�rme que l'ensemble des noyaux de type
positif sur X est un cône convexe stable par conjugaison et produit.
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1.3.2 Fonctions de type positif

Soit G un groupe topologique de Hausdor� d'élément neutre {e}, et K
un sous-groupe fermé de G.

Dé�nition 1.3.2 Une fonction de type positif sur G est une fonction conti-
nue ϕ : G −→ G telle que le noyau dé�ni sur G×G par : (g1, g2) 7−→ ϕ(g−1

2 g1)
est de type positif. C'est-à-dire que, pour tous g1, g2, . . . , gn ∈ G et tous
c1, c2, . . . , cn ∈ C,

n∑
i=1

n∑
j=1

cicjϕ(g−1
j gi) ≥ 0.

On donne dans ce qui suit quelques propriétés liées aux fonctions de type
positif.

Proposition 1.3.4 Soit ϕ une fonction de type positif sur G. Alors, ϕ est
hermitienne, c'est-à-dire, pour tout g ∈ G, ϕ(g) = ϕ(g−1). De plus, elle
véri�e |ϕ(g)| ≤ ϕ(e).

Preuve. Les propriétés données sont des conséquences immédiates de la
proposition 1.3.1. Il su�t de prendre φ(x, y) = ϕ(y−1x) avec x = e et y = g.

Dé�nition 1.3.3 Une fonction ϕ dé�nie sur G est dite K-biinvariante si elle
véri�e ϕ(k1gk2) = ϕ(g), pour tous k1, k2 ∈ K et g ∈ G.

Pour une représentation unitaire (π,H), on note HK le sous-espace des
vecteurs K-invariants de H, c'est-à-dire les vecteurs ξ tels que π(k)ξ = ξ
pour tout k ∈ K.

Proposition 1.3.5 Soit (π,H) une représentation unitaire de G et ξ un
vecteur de HK. Alors, la fonction ϕ : G −→ C , g 7−→ 〈π(g)ξ, ξ〉H est K-
biinvariante de type positif.
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Preuve. Il su�t de montrer que le noyau φ(g1, g2) = ϕ(g−1
2 g1) est de type

positif. En e�et

n∑
i=1

n∑
j=1

cicjϕ(g−1
j gi) =

n∑
i=1

n∑
j=1

cicj〈π(g−1
j gi)ξ, ξ〉H

=
n∑
i=1

n∑
j=1

cicj〈π(g−1
j )π(gi)ξ, ξ〉H

=
n∑
i=1

n∑
j=1

cicj〈π(gi)ξ, π(gj)ξ〉H

= 〈
n∑
i=1

ciπ(gi)ξ,
n∑
i=1

ciπ(gi)ξ〉H ≥ 0.

De plus,

ϕ(k1gk2) = 〈π(k1gk2)ξ, ξ〉H
= 〈π(k1)π(g)π(k2)ξ, ξ〉H
= 〈π(g)ξ, π(k−1

1 )ξ 〉H = ϕ(g). �

En utilisant la proposition 1.3.2, on peut montrer que toute fonction K-
biinvariante de type positif sur G peut être représentée, à un isomorphisme
près, au moyen d'une représentation unitaire et cyclique de G. C'est la
construction G. N. S. (Guelfand, Naimark, Segal) :

Théorème 1.3.1 (Construction G. N. S.) Soit ϕ une fonctionK-biinvariante
de type positif sur G. Il existe un triplet (πϕ,Hϕ, ξϕ) qui consiste en une re-
présentation unitaire cyclique πϕ dans un espace de Hilbert Hϕ et un vecteur
cyclique ξϕ dans Hϕ

K tels que, pour tout g ∈ G,

ϕ(g) = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ.

De plus, ce triplet est unique dans le sens suivant : si (π,H, ξ) est un autre
triplet, alors il existe un isomorphisme d'entrelacement T entre πϕ et π, dé�ni
de Hϕ sur H et véri�ant Tξϕ = ξ.

Preuve. Soit φ le noyau de type positif sur G associé à ϕ. D'après la
proposition 1.3.2, il existe un espace de HilbertHϕ muni d'un produit scalaire
〈., .〉ϕ et une application continue f : G −→ Hϕ tels que, pour tous x, y ∈ G,

〈f(x), f(y)〉ϕ = φ(x, y) = ϕ(y−1x).
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D'autre part, pour tout g ∈ G,

〈f(gx), f(gy)〉ϕ = φ(gx, gy) = ϕ(y−1g−1gx) = φ(x, y).

Par unicité de la représentation (voir proposition 1.3.2), il existe un opérateur
unitaire πϕ(g) sur Hϕ tel que, pour tout x ∈ G,

πϕ(g)f(x) = f(g−1x).

Donc, pour tous g1, g2 ∈ G,

πϕ(g1g2)f(x) = f(g1g2x)

= πϕ(g1)f(g2x)

= πϕ(g1)πϕ(g2)f(x).

Puisque le sous-espace vectoriel engendré par la famille F = {f(x) , x ∈ G}
est dense dans Hϕ, on obtient, pour tous g1, g2 ∈ G,

πϕ(g1g2) = πϕ(g1)πϕ(g2)

De plus, comme f est continue, l'application g 7−→ πϕ(g)ξ est continue pour
tout ξ ∈ Hϕ. Ainsi, πϕ est une représentation unitaire de G. Posons mainte-
nant ξϕ = f(e). Alors, πϕ(g)ξϕ = πϕ(g)f(e) = f(g), et puisque F est dense
dans Hϕ, il est immédiat que ξϕ est un vecteur cyclique de Hϕ. Comme ϕ
est K-biinvariante, pour tout k ∈ K et tout g ∈ G,

〈f(k), f(g)〉ϕ = ϕ(g−1k) = ϕ(g−1) = 〈f(e), f(g)〉ϕ.

D'où
〈f(k)− f(e), f(g)〉ϕ = 0.

Comme le sous-espace F est dense dans Hϕ, pour tout k ∈ K, f(k) = f(e).
Ainsi

πϕ(k)ξϕ = πϕ(k)f(e) = f(k) = f(e) = ξϕ,

ce qui prouve que ξϕ ∈ Hϕ
K .

De plus, pour tout g ∈ G,

ϕ(g) = ϕ(e−1g) = 〈f(g), f(e)〉ϕ = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ.

Finalement, si (π,H, ξ) est un autre triplet avec les même propriétés que
(πϕ,Hϕ, ξϕ), alors

φ(g1, g2) = 〈π(g1)ξ, π(g2)ξ〉H.
En utilisant encore l'unicité de la proposition 1.3.2, il existe un isomorphisme
T : Hϕ −→ H tel que Tπϕ(g)ξϕ = π(g)ξ pour tout g ∈ G. Comme ξϕ

est un vecteur cyclique, il est alors immédiat que, pour tout g ∈ G, on a
Tπϕ(g)T−1 = π(g) avec Tξϕ = ξ. �
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G étant toujours un groupe topologique de Hausdor� etK un sous-groupe
fermé de G, notons P(G) (respectivement P\(G)) l'ensemble des fonctions
de type positif sur G (respectivement l'ensemble des éléments K-biinvariants
de P(G)).

Proposition 1.3.6 Soient ϕ1, ϕ2 ∈ P\(G) et posons ϕ = ϕ1 + ϕ2. Alors,
πϕ1 est contenue dans πϕ. De plus, si πϕ est irréductible, alors il existe t ≥ 0
tel que ϕ1 = tϕ.

Preuve. Comme ϕ2 = ϕ − ϕ1 est une fonction continue de type positif,
pour tous g1, . . . , gn ∈ G et tous λ1, . . . , λn ∈ C,

||
n∑
i=1

λiπ
ϕ1(gi)ξ

ϕ1||2ϕ1
=

n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjϕ1(g−1
j gi)

≤
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjϕ(g−1
j gi)

= ||
n∑
i=1

λiπ
ϕ(gi)ξ

ϕ||2ϕ.

Ainsi, l'application
n∑
i=1

λiπ
ϕ(gi)ξ

ϕ 7−→
n∑
i=1

λiπ
ϕ1(gi)ξ

ϕ1

est bien dé�nie. Elle est aussi prolongeable par continuité en un opérateur
continu T : Hϕ −→ Hϕ1 . On remarque que T est un opérateur d'entrela-
cement entre πϕ et πϕ1 et que T (Hϕ) est dense dans Hϕ1 . Ainsi, d'après la
proposition 1.2.2, la sous-représentation de πϕ dé�nie sur (KerT )⊥ est équi-
valente à πϕ1 . Donc πϕ1 est contenue dans πϕ.

Supposons que πϕ est irréductible. Comme T ∗T ∈ πϕ(G)′, d'après le
lemme de Schur (Théorème 1.2.1), il existe t ≥ 0 tel que T ∗T = tIHϕ . Ainsi,
pour tout g ∈ G,

ϕ1(g) = 〈Tπϕ(g)ξϕ, T ξϕ〉ϕ1 = 〈T ∗Tπϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ1 = tϕ(g). �
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Dé�nition 1.3.4 Soit ϕ ∈ P\(G).

(1) ϕ est dite pure si la représentation unitaire qui lui est associée par la
construction G.N.S. est irréductible.

(2) ϕ est dite extrémale si, lorsque ϕ = ϕ1 +ϕ2 avec ϕ1, ϕ2 ∈ P\(G), alors les
fonctions ϕ1 et ϕ2 sont proportionnelles à ϕ ; ou d'une manière équivalente
si, lorsque ϕ = tϕ1 +(1−t)ϕ2, avec ϕ1, ϕ2 ∈ P\(G) et 0 ≤ t ≤ 1, alors ϕ = ϕ1

ou ϕ = ϕ2.

Pour un ensemble convexe E, on note ext(E) l'ensemble de ses points
extrémaux. Par P\≤1(G) (respectivement P\1(G)), on désigne l'ensemble des
fonctions ϕ ∈ P\(G) véri�ant ϕ(e) ≤ 1 (respectivement ϕ(e) = 1).

Lemme 1.3.1 ext(P\≤1(G)) = ext(P\1(G)) ∪ {0}.

Preuve. (a) Montrons que 0 ∈ ext(P\≤1(G)). Soient ϕ1, ϕ2 ∈ P\≤1(G) et
0 ≤ t ≤ 1 tels que tϕ1 + (1 − t)ϕ2 = 0. Alors ϕ1(e) = 0 ou ϕ2(e) = 0. Ou
encore ϕ1 = 0 ou ϕ2 = 0.

(b) Montrons que ext(P\1(G)) ⊂ ext(P\≤1(G)). Soient ϕ ∈ ext(P\1(G)),

ϕ1, ϕ2 ∈ P\≤1(G) et 0 ≤ t ≤ 1 tels que tϕ1 + (1 − t)ϕ2 = ϕ. On sait
que tϕ1(e) + (1 − t)ϕ2(e) = ϕ(e) = 1. Donc, ϕ1(e) = ϕ2(e) = 1. Ainsi,
ϕ1, ϕ2 ∈ P\1(G). Par suite ϕ ∈ ext(P\≤1(G)).

(c) Montrons que ext(P\≤1(G)) ⊂ ext(P\1(G)) ∪ {0}. Considérons une

fonction ϕ ∈ P\≤1(G) \ (P\1(G) ∪ {0}) et posons t = ϕ(e). Alors, 0 < t < 1,
ϕ
t
∈ P\1(G) et ϕ = t(ϕ

t
) + (1− t)× 0. Par suite ϕ /∈ ext(P\≤1(G)). �

On donne dans ce qui suit une caractérisation des points extrémaux de
P\1(G).

Théorème 1.3.2 Soit ϕ ∈ P\1(G). Alors, ϕ ∈ ext(P\1(G)) si et seulement si
ϕ est pure.
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Preuve. Supposons que ϕ n'est pas pure, c'est-à-dire que πϕ n'est pas irré-
ductible. L'espace hilbertien associé Hϕ, peut être décomposé sous la forme
Hϕ = K⊕K⊥, où K est un sous-espace fermé invariant et non trivial de Hϕ.
Ainsi, le vecteur cyclique ξϕ ∈ Hϕ s'écrit ξϕ = ξ1 +ξ2 avec ξ1 ∈ K et ξ2 ∈ K⊥.
Comme ξϕ est cyclique, ξϕ /∈ K et ξϕ /∈ K⊥. Ainsi, ξ1 6= 0 et ξ2 6= 0.

Posons s = ||ξ1||2ϕ et t = ||ξ2||2ϕ.

On remarque que s+ t = ||ξϕ||2ϕ = ϕ(e) = 1 et les fonctions

ϕ1(g) = 〈πϕ(g)s−
1
2 ξ1, s

− 1
2 ξ1〉ϕ, ϕ2(g) = 〈πϕ(g)t−

1
2 ξ2, t

− 1
2 ξ2〉ϕ,

sont des éléments de P\1(G).

De plus, comme K est invariant

ϕ(g) = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ
= 〈πϕ(g)ξ1, ξ1〉ϕ + 〈πϕ(g)ξ2, ξ2〉ϕ
= sϕ1(g) + tϕ2(g).

On va montrer que ϕ1 6= ϕ et ϕ2 6= ϕ, c'est-à-dire ϕ /∈ ext(P\1(G)). En e�et,
si ϕ = ϕ1 alors, pour tout g ∈ G,

〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ = s−1〈πϕ(g)ξ1, ξ1〉ϕ.

Donc, pour tous g1, . . . , gn ∈ G et λ1, . . . , λn ∈ C,

〈
n∑
i=1

λiπ
ϕ(gi)ξ

ϕ, ξϕ〉ϕ = s−1〈
n∑
i=1

λiπ
ϕ(gi)ξ1, ξ1〉ϕ

= s−1〈
n∑
i=1

λiπ
ϕ(gi)ξ

ϕ, ξ1〉ϕ

Comme ξϕ est un vecteur cyclique, 〈η, ξϕ〉ϕ = s−1〈η, ξ1〉ϕ pour tout η ∈ Hϕ.
Donc ξ1 = sξϕ, ce qui contredit le fait que ξ2 6= 0. Par suite, ϕ /∈ ext(P\1(G)).

Inversement, supposons que ϕ est pure, c'est-à-dire πϕ est irréductible.
Si ϕ = ϕ1 + ϕ2 pour ϕ1, ϕ2 ∈ P\1(G). D'après la proposition 1.3.6, il existe
t ≥ 0 tel que ϕ1 = tϕ. Donc, ϕ ∈ ext(P\1(G)). �
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Remarque 1.3.1 Si on reprend la preuve de la proposition 1.3.2 avec φ(x, y) =
ϕ(y−1x) où ϕ une fonction continue de type positif K-biinvariante, on peut
la refaire en faisant intervenir l'espace des mesures à support �ni

M0(G) := {µ =
m∑
i=1

aiδxi | (ai)1≤i≤m ⊂ C , (xi)1≤i≤m ⊂ G}.

Commençons par introduire quelques notions :

Soit x ∈ G et f une fonction mesurable bornée. Posons

f(x) =

∫
G

f(g)dδx(g).

Soit µ =
∑m

i=1 aiδxi ∈M0(G). On peut dé�nir une forme linéaire continue
sur l'espace des fonctions mesurable bornées par

L : f 7−→ (f, µ) =

∫
G

f(g)dµ(g).

En e�et

(f, µ) =

∫
G

f(g)dµ(g) =
m∑
i=1

aif(xi),

et
|(f, µ)| ≤ ||f ||∞||µ||,

où
||f ||∞ = sup

g∈G
|f(g)|, ||µ|| = sup

||f ||∞≤1

|(f, µ)|.

On dé�nit aussi la convolution de deux mesures µ, ν ∈M0(G) par :

(f, µ ∗ ν) =

∫
G

∫
G

f(xy)dµ(x)dν(y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aibjf(xixj),

ce qui donne

µ ∗ ν =
m∑
i=1

n∑
j=1

aibjδxixj .

On pose aussi (f, µ) = (f, µ) et (f, µ∗) = (f ∗, µ) où f ∗(g) = f(g−1) pour
tout g ∈ G.
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On a alors

µ∗ =
m∑
i=1

aiδx−1
i

et µ =
m∑
i=1

aiδxi .

Par suite,

(f, ν∗ ∗ µ) =

∫
G

∫
G

f(x−1y)dν(x)dµ(y) =
n∑
j=1

m∑
i=1

bjaif(xj
−1xi).

En particulier pour une fonction continue de type positif

(ϕ, µ∗ ∗ µ) =
m∑
j=1

m∑
i=1

ajaiϕ(x−1
j xi) ≥ 0.

On a aussi

(ϕ, ν∗ ∗ µ) =
n∑
j=1

m∑
i=1

bjaiϕ(x−1
j xi) =

m∑
j=1

m∑
i=1

bjaiϕ(x−1
i xj) = (ϕ, µ∗ ∗ ν).

On peut aussi dé�nir la fonction

µ ∗ ϕ(x) =

∫
G

ϕ(y−1x)dµ(y) =
m∑
i=1

aiϕ(x−1
i x),

qui est une combinaison des translatées à gauche de la fonction ϕ. La fonc-
tion µ ∗ ϕ est continue et invariante à droite par K.

Avec les données précédentes on peut reformuler la démonstration de la
proposition 3.1.2 comme suit :

Pour une fonction continue de type positif ϕ on pose φ(x, y) = ϕ(y−1x).
L'espace vectoriel Vφ est dé�ni par

Vφ = {
m∑
i=1

aiϕxi| (ai)1≤i≤m ⊂ C , (xi)1≤i≤m ⊂ G},

où ϕxi(y) = ϕ(y−1xi) pour tout y ∈ G. D'autre part,
∑m

i=1 aiϕxi = µ∗ ϕ̌ avec
µ =

∑m
i=1 aiδxi et ϕ̌(x) = ϕ(x−1). Ainsi, l'espace Vφ peut être dé�ni par

Vφ := Vϕ = {ϕµ = µ ∗ ϕ̌ , µ ∈M0(G)}.

Soit ϕµ, ϕν ∈ Vϕ, on dé�nit l'application (µ, ν) 7−→ 〈ϕµ, ϕν〉ϕ par :
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〈ϕµ, ϕν〉ϕ =
m∑
i=1

n∑
j=1

aibjϕ(x−1
j xi) = (ϕ, ν∗ ∗ µ).

C'est une forme hermitienne positive sur Vϕ qui est de plus dé�nie puisqu'elle
véri�e, pour tout x ∈ G,

|ϕµ(x)|2 = |µ ∗ ϕ(x)|2 ≤ ϕ(e)〈ϕµ, ϕµ〉ϕ.

Cette dernière inégalité prouve que (Vϕ, 〈., .〉ϕ) est un espace préhilbertien.
Soit (Hϕ, 〈., .〉ϕ) le complété hilbertien de Vϕ. Soit f : G −→ Vϕ, x 7−→ ϕx.
Pour tout y ∈ G,

ϕx(y) = ϕ(y−1x) = δx ∗ ϕ̌(y) = ϕδx(y).

Ainsi, f(x) = ϕδx , et

〈f(x), f(y)〉ϕ = 〈ϕδx , ϕδy〉ϕ = ϕ(y−1x).

D'autre part, pour tout g ∈ G,

〈f(gx), f(gy)〉ϕ = ϕ((gy)−1gx) = ϕ(y−1x).

Donc, par unicité de la paire (Hϕ, f) (voir la preuve de la proposition 1.3.2),
il existe un opérateur unitaire πϕ(g) tel que πϕ(g)f(x) = f(gx), pour tout
x ∈ G. Ce qui s'écrit encore

πϕ(g)ϕδx = ϕδgx .

En particulier,
πϕ(g)ϕδe = ϕδg .

Ainsi, πϕ est une représentation unitaire continue et cyclique de G dans Hϕ

avec ξϕ = f(e) = ϕδe comme vecteur cyclique. Ainsi, on peut exprimer ϕ en
tout point g ∈ G par

ϕ(g) = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈ϕδe , ϕδg〉ϕ.

En�n, on remarque que pour tout µ ∈M0(G),

ϕµ = µ ∗ ϕ̌ =
m∑
i=1

ai(δgi ∗ ϕ̌) =
m∑
i=1

aiϕ
δgi =

m∑
i=1

aiπ
ϕ(gi)ξ

ϕ,

ce qui prouve que Vϕ = V ect{πϕ(g)ξϕ , g ∈ G}.





Chapitre 2

Théorème de Bochner-Godement

2.1 Introduction

Ce chapitre est constitué de trois sections. On commence par dé�nir la
notion de cône réticulé. Soit Γ un cône convexe dans un espace vectoriel
topologique E. Ce cône est équipé de son ordre propre : γ1 � γ2 si γ2−γ1 ∈ Γ.
Le cône Γ est dit réticulé, si pour deux éléments γ1 et γ2 de Γ, il existe (pour
l'ordre propre du cône) un plus petit majorant, noté γ1∨γ2, et un plus grand
minorant, noté γ1 ∧ γ2. Pour γ0 ∈ Γ, on note Γγ0 la face du cône Γ dé�nie
par :

Γγ0 = {γ ∈ Γ | ∃ λ ≥ 0 ; γ � λγ0}.

L'ordre propre de Γγ0 coïncide avec l'ordre induit par Γ. Le cône Γ est réti-
culé si et seulement si pour tout γ0 le cône Γγ0 est réticulé.

Nous nous intéressons dans la deuxième section à Γ = P\(G) qui est le
sous-cône de P(G) constitué par les éléments K-biinvariants. L'ordre propre
de ce cône convexe, ainsi que celui de P\≤1(G), est donné par :

f � g si et seulement si g − f ∈ P\(G) (f, g ∈ P\(G)).

En démontrant une condition nécessaire et su�sante pour que le cône
P\(G) soit réticulé, on donne, dans la troisième section de ce chapitre, une
nouvelle preuve du théorème de Bochner-Godement dans le cas d'une paire
de Guelfand (G,K) où G est un groupe localement compact séparable et K
un sous-groupe compact de G. La méthode d'analyse que nous présentons
utilise la théorie de Choquet pour la représentation intégrale dans les cônes
convexes.

41
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2.2 Propriétés algébriques de P \(G)

D'après la construction G. N. S. du théorème 1.3.1, à toute fonction
ϕ ∈ P\(G), il est associé un triplet (πϕ,Hϕ, ξϕ). On note A = πϕ(G)

′
le

commutant de πϕ(G). C'est une sous-algèbre auto-adjointe de L(Hϕ). On va
montrer que chaque face

Γϕ = {ψ ∈ P\(G) | ∃ λ ≥ 0 ; ψ � λϕ}

du cône convexe P\(G) est linéairement isomorphe au cône

A+ = {T ∈ A | ∀v ∈ Hϕ 〈Tv, v〉ϕ ≥ 0}

des opérateurs positifs de A. Le cône A est équipé d'un ordre, noté (≺), dé�ni
pour tout v ∈ Hϕ et tous P , Q ∈ A+ par :

P ≺ Q si et seulement si 〈Pv, v〉ϕ ≤ 〈Qv, v〉ϕ.

Théorème 2.2.1 Pour tout ϕ ∈ P\(G) la face Γϕ est linéairement iso-
morphe au cône A+ des opérateurs positifs de l'algèbre A = πϕ(G)

′
. Cette

correspondence bijective identi�e un élément ψ de Γϕ à un élément T de A+

par :
ψ(g) = 〈Tπϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ (g ∈ G). (2.1)

Preuve. Soit T ∈ A+. L'opérateur T
1
2 existe et appartient, lui aussi, à A+

([17], page 430, 11.17). Ainsi, pour tout g ∈ G,

ψ(g) = 〈Tπϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈T
1
2T

1
2πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈T

1
2πϕ(g)ξϕ, (T

1
2 )∗ξϕ〉ϕ

= 〈πϕ(g)T
1
2 ξϕ, T

1
2 ξϕ〉ϕ.

ψ est alors de type positif, d'après la proposition 1.3.5. Elle est de plus
continue, puisque l'application ξ 7−→ πϕ(g)ξ est continue pour tout g ∈ G.
Montrons que ψ est K-biinvariante. En e�et, comme ξϕ ∈ Hϕ

K , pour tous
k1, k2 ∈ K et tout g ∈ G,

ψ(k1gk2) = 〈πϕ(k1gk2)T
1
2 ξϕ, T

1
2 ξϕ〉ϕ

= 〈πϕ(k1g)πϕ(k2)T
1
2 ξϕ, T

1
2 ξϕ〉ϕ

= 〈πϕ(k1)πϕ(g)T
1
2πϕ(k2)ξϕ, T

1
2 ξϕ〉ϕ

= 〈πϕ(g)T
1
2 ξϕ, πϕ(k−1

1 )T
1
2 ξϕ〉ϕ

= 〈πϕ(g)T
1
2 ξϕ, T

1
2πϕ(k−1

1 )ξϕ〉ϕ = ψ(g).
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Ainsi, ψ ∈ P\(G). Si on pose λ0 = ||T ||, (où ||.|| est la norme d'opérateur
usuelle dé�nie sur L(Hϕ)), alors λ0ϕ− ψ ∈ P\(G). En e�et,

(λ0ϕ− ψ)(g) = ||T ||〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ − 〈πϕ(g)Tξϕ, ξϕ〉ϕ
= 〈πϕ(g)(||T ||I − T )ξϕ, ξϕ〉ϕ.

Comme T est auto-adjoint, l'opérateur C = ||T ||I − T l'est aussi. Il est de
plus positif, puisque pour tout v ∈ Hϕ, 0 ≤ 〈Tv, v〉ϕ ≤ ||T ||〈v, v〉ϕ. Aussi, C
est un élément de A+. Ainsi, C = D2 avec D ∈ A et alors

(λ0ϕ− ψ)(g) = 〈πϕ(g)D2ξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈πϕ(g)Dξϕ, Dξϕ〉ϕ,

ce qui prouve, d'après la proposition 1.3.5, que λ0ϕ − ψ est de type positif.
Elle est aussi continue et K-biinvariante puisque ϕ et ψ le sont. Donc, la
fonction λ0ϕ− ψ appartient à P\(G).

Remarquons que ψ détermine T d'une façon unique. En e�et, pour tous
g, h ∈ G,

ψ(h−1g) = 〈πϕ(h−1g)Tξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈Tπϕ(g)ξϕ, πϕ(h)ξϕ〉ϕ.

Si T̃ est un autre opérateur de A+ véri�ant (2.1), alors pour tous g, h ∈ G,

〈πϕ(g)(T − T̃ )ξϕ, πϕ(h)ξϕ〉ϕ = 0.

Comme V ⊥ϕ = {0}, (puisque Vϕ = V ect{πϕ(g)ξϕ , g ∈ G} est dense dans
Hϕ), pour tout g ∈ G,

πϕ(g)(T − T̃ )ξϕ = 0,

ou encore,
(T − T̃ )πϕ(g)ξϕ = 0.

La densité de Vϕ dans Hϕ assure alors que T − T̃ ≡ 0, c'est-à-dire T = T̃ .
Il reste alors à montrer que, pour tout ψ ∈ Γϕ, il existe T ∈ A+ véri�ant

(2.1). Soit ψ ∈ Γϕ. Il existe λ0 ≥ 0 tel que

λ0ϕ− ψ ∈ P\(G).

Ainsi, par la remarque 1.3.1, pour tout µ ∈M0(G),

(λ0ϕ− ψ, µ∗ ∗ µ) ≥ 0 ou encore (ψ, µ∗ ∗ µ) ≤ λ0(ϕ, µ∗ ∗ µ).

D'où,
〈ψµ, ψµ〉ψ ≤ λ0〈ϕµ, ϕµ〉ϕ.
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Par suite, on peut dé�nir sur Vϕ×Vϕ une forme hermitienne ω donnée, pour
tous µ, ν ∈M0(G) par :

ω(ϕµ, ϕν) = (ψ, ν∗ ∗ µ) = 〈ψµ, ψν〉ψ.

En e�et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|ω(ϕµ, ϕν)|2 = |(ψ, ν∗ ∗ µ)|2 = |〈ψµ, ψν〉ψ|2

≤ 〈ψµ, ψµ〉ψ〈ψν , ψν〉ψ
≤ λ2

0〈ϕµ, ϕµ〉ϕ〈ϕν , ϕν〉ϕ
= λ2

0||ϕµ||2ϕ||ϕν ||2ϕ.

De plus,
ω(ϕµ, ϕν) = (ψ, ν∗ ∗ µ) = (ψ, µ∗ ∗ ν) = ω(ϕν , ϕµ).

Ainsi, ω est une forme hermitienne bien dé�nie et continue sur Vϕ× Vϕ. Elle
est de plus positive, puisque pour tout µ ∈M0(G),

ω(ϕµ, ϕµ) = (ψ, µ∗ ∗ µ) ≥ 0.

Comme Vϕ est dense dans Hϕ, ω est prolongeable en une forme her-
mitienne continue positive sur Hϕ × Hϕ. Ainsi, par le théorème de Riesz,
il existe un opérateur hermitien positif unique T ∈ L(Hϕ) tel que, pour
tous v1, v2 ∈ Hϕ, 〈Tv1, v2〉ϕ = ω(v1, v2). En particulier, pour ϕµ, ϕν ∈ Vϕ,
〈Tϕµ, ϕν〉ϕ = ω(ϕµ, ϕν) = (ψ, ν∗ ∗ µ). Par suite, pour µ0 = δg , g ∈ G et
ν0 = δe,

〈Tϕµ0 , ϕν0〉ϕ = 〈Tϕδg , ϕδe〉ϕ = (ψ, δ∗e ∗ δg) = ψ(g).

Or, ϕδg = πϕ(g)ξϕ et ϕδe = ξϕ. Donc, ψ(g) = 〈Tπϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ, ce qui prouve
que la fonction ψ est liée à T par (2.1).

L'opérateur T est aussi auto-adjoint positif. En e�et, comme ψ est de
type positif, pour tous g, h ∈ G, ψ(g−1h) = ψ(h−1g), ce qui donne que

〈Tπϕ(h)ξϕ, πϕ(g)ξϕ〉ϕ = 〈Tπϕ(g), πϕ(h)ξϕ〉ϕ.

Ou encore,

〈πϕ(h)ξϕ, T ∗πϕ(g)ξϕ〉ϕ = 〈πϕ(h)ξϕ, Tπϕ(g)〉ϕ.

Comme V ⊥ϕ = {0}, pour tout g ∈ G, (T − T ∗)πϕ(g)ξϕ = 0, et puisque Vϕ
est dense dans Hϕ, T ≡ T ∗ sur L(Hϕ). Pour la positivité de T , on a montré
que ω est une forme positive sur Vϕ. Ainsi, pour tout η ∈ Vϕ, 〈Tη, η〉ϕ ≥ 0,
ce qui traduit la positivité de T . La densité de ce dernier dans Hϕ implique
alors que T est un opérateur positif sur Hϕ.
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Il reste à montrer que T commute avec πϕ(g) pour tout g ∈ G. En e�et,
pour tous g, h1, h2 ∈ G,

〈Tπϕ(g)πϕ(h1)ξϕ, πϕ(h2)ξϕ〉ϕ = 〈Tπϕ(gh1)ξϕ, πϕ(h2)ξϕ〉ϕ
= 〈Tϕδgh1 , ϕδh2 〉ϕ
= ψ(h−1

2 gh1)

= ψ((g−1h2)−1h1)

= 〈Tπϕ(h1)ξϕ, πϕ(g−1h2)ξϕ〉ϕ
= 〈πϕ(g)Tπϕ(h1)ξϕ, πϕ(h2)ξϕ〉ϕ.

La densité de Vϕ dans Hϕ implique alors que Tπϕ(g) = πϕ(g)T pour tout
g ∈ G. �

On va donner dans ce qui suit une condition nécessaire et su�sante pour
que le cône P\(G) soit réticulé.

Lemme 2.2.1 (voir [20]) Le cône A+ est réticulé si et seulement si l'algèbre
A est commutative.

Preuve. Supposons A commutative. Alors A est une C∗-algèbre commu-
tative, donc isomorphe à l'espace des fonctions continues sur son spectre. On
note cet espace par C(σ) où σ est le spectre de A qui est compact. D'autre
part, le cône A+ est linéairement isomorphe au cône des fonctions positives
de C(σ) qui est réticulé, donc A+ est réticulé.

Inversement, supposons que le cône A+ soit réticulé. L'algèbre A étant
auto-adjointe, elle est engendrée par ses opérateurs auto-adjoints. D'après
le théorème spectral, un opérateur auto-adjoint est une intégrale de projec-
teurs orthogonaux. Donc, A est engendrée par ses projecteurs orthogonaux.
Par conséquent, pour montrer que l'algèbre A est commutative, il su�t de
montrer que deux projecteurs orthogonaux P et Q de A commutent. Pour
cela, posons T = P ∧Q le plus grand minorant relativement à l'ordre dé�ni
par A+, qui existe puisque A+ est réticulé, et soit R le projecteur orthogo-
nal sur T (Hϕ). Alors, R ∈ A+, et, puisque T (Hϕ)⊥=KerT , on aura T ≺ R.
De plus, R ≺ P et R ≺ Q, donc T = R. Posons maintenant P1 = P − R,
Q1 = Q − R, alors P1 ∧ Q1 = 0 et donc P1 ∨ Q1 = P1 + Q1 ≺ I, et donc
P1 ≺ I − Q1. Ceci montre que P1 et Q1 sont deux projecteurs orthogonaux
sur des sous-espaces orthogonaux. En particulier, on a P1Q1 = Q1P1, c'est à
dire que (P −R)(Q−R) = (Q−R)(P −R). En développant et en utilisant
le fait que PR = RP et que QR = RQ on obtient : PQ = QP . L'algèbre A
est par suite commutative. �
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En utilisant le théorème 2.2.1 et ce dernier lemme, on montre le théorème
suivant :

Théorème 2.2.2 Le cône P\(G) est réticulé si et seulement si, pour toute
fonction ϕ de ce cône, l'algèbre A = πϕ(G)

′
est commutative.

Preuve. Du théorème 2.2.1, on déduit que, pour toute fonction ϕ de P\(G),
la face Γϕ est linéairement isomorphe au cône A+, qui est réticulé si et seule-
ment si A est commutative. D'où, pour toute fonction ϕ de P\(G), Γϕ est
réticulé si et seulement si A est commutative. �

2.3 Théorème de Bochner-Godement

2.3.1 Commutativité de πϕ(G)
′

Dé�nition 2.3.1 Une paire (G,K), où G est un groupe localement compact
et K un sous-groupe compact de G, est dite paire de Guelfand, si l'algèbre
de convolution des fonctions intégrables, K-biinvariantes sur G, est commu-
tative.

Remarque 2.3.1 Si (G,K) est une paire de Guelfand, alors le groupe G est
unimodulaire (voir [18], proposition I.1).

Soit (G,K) est une paire de Guelfand. En utilisant quelques éléments
de la théorie des algèbres de von Neumann, nous allons montrer que, dans
le cas d'une paire de Guelfand, l'algèbre πϕ(G)

′
est commutative pour tout

ϕ ∈ P\(G).
Posons [A,B] = AB − BA pour tous A et B de L(H). On dé�nit le

commutant d'un sous-ensembleM de L(H) par

M′
= {A ∈ L(H) | ∀B ∈M [A,B] = 0}.

L'ensembleM′′
= (M′

)
′
est appellé le bicommutant deM. Une sous-algèbre

auto-adjointe M de L(H), est dite algèbre de von Neumann si l'une des
conditions équivalentes suivantes est véri�ée :

(a) IH ∈M etM est fermé pour la topologie faible d'opérateur.
(b) IH ∈M etM est fermé pour la topologie forte d'opérateur.
(c)M est égale à son bicommutant :M =M′′

.
Ces équivalences constituent le théorème du bicommutant ([15], théorème 2
et corollaire 1, page 45). En particulier, pour tout sous-ensemble auto-adjoint
M de L(H),M′

etM′′
sont des algèbres de von Neumann.
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Pour une fonction ϕ de P\(G), il existe deux algèbres de von Neumann
associées à la représentation πϕ : le commutant de πϕ, qui est l'algèbre πϕ(G)

′
,

et le bicommutant πϕ(G)
′′
, qui est l'algèbre de von Neumann engendrée par

πϕ(G). Le commutant de l'algèbre engendrée par πϕ(G), à savoir πϕ(M0(G))
′
,

coïncide avec πϕ(G)
′
. Comme πϕ(M0(G)) est une sous-algèbre auto-adjointe

contenant l'identité de L(H), les équivalences précédentes montrent alors que
πϕ(M0(G)) est dense dans πϕ(G)

′′
pour la topologie forte d'opérateur.

Proposition 2.3.1 Soit P la projection orthogonale sur Hϕ
K dé�nie par

P = πϕ(α) =

∫
K

πϕ(k) α(dk),

où, α est la mesure de Haar normalisée du sous-groupe K. Alors P est un
élément de πϕ(G)

′′
, et l'algèbre Pπϕ(G)

′′
P est commutative.

Preuve. Pour toute mesure µ sur G, πϕ(µ) appartient à πϕ(G)
′′
, en parti-

culier, la projection P appartient à πϕ(G)
′′
. En e�et, pour tout T ∈ πϕ(G)

′
,

et tous v, w ∈ Hϕ,

〈πϕ(µ)Tv, w〉 =

∫
K

〈πϕ(k)Tv, w〉 µ(dk)

=

∫
K

〈Tπϕ(k)v, w〉 µ(dk)

=

∫
K

〈πϕ(k)v, T ∗w〉 µ(dk)

= 〈πϕ(µ)v, T ∗w〉.

Ainsi, pour tout v de Hϕ, PTv = TPv, et alors P commute avec les éléments
de πϕ(G)

′
. Par suite, P ∈ πϕ(G)

′′
.

Comme (G,K) est une paire de Guelfand, pour tous µ, ν ∈ M0(G), les
mesures K-biinvariantes

α ∗ µ ∗ α et α ∗ ν ∗ α

commutent. Ainsi, pour tous µ, ν ∈M0(G),

Pπϕ(µ)Pπϕ(ν)P = Pπϕ(ν)Pπϕ(µ)P.

Comme πϕ(M0(G)) est dense dans πϕ(G)
′′
pour la topologie forte d'opéra-

teur, pour tous A, B ∈ πϕ(G)
′′
,

PAPBP = PBPAP.
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Posons S = PAP et T = PBP . S et T sont deux éléments arbitraires de
l'algèbre Pπϕ(G)

′′
P qui véri�ent

ST = PAPPBP = PAPBP = PBPAP = TS.

Par suite, l'algèbre Pπϕ(G)
′′
P est commutative. �

Pour tout opérateur A de l'algèbre de von Neumann πϕ(G)
′
, notons AP la

restriction de l'opérateur PA à Hϕ
K . Posons [πϕ(G)

′
]P = {AP , A ∈ πϕ(G)

′}.
Par ([15], proposition 1, page 18), les algèbres [πϕ(G)

′
]P et [πϕ(G)

′′
]P sont

des algèbres de von Neumann et véri�ent

([πϕ(G)
′′
]P )

′
= [πϕ(G)

′
]P .

Comme ξϕ est un vecteur K-invariant cyclique pour l'algèbre πϕ(M0(G)),
par ([16], Appendice A, A14), il est séparateur pour l'algèbre de von Neumann
πϕ(M0(G))

′
= πϕ(G)

′
. Ainsi, il est aussi séparateur pour l'algèbre de von

Neumann [πϕ(G)
′
]P . On conclut alors qu'il est cyclique pour l'algèbre de von

Neumann [πϕ(G)
′′
]P .

En utilisant le fait que toute algèbre de von Neumann commutativeM,
qui possède un vecteur cyclique, véri�eM′

=M (voir [15], corollaire 2, page
89), et en remarquant que l'algèbre [πϕ(G)

′′
]P n'est autre que Pπϕ(G)

′′
P , on

obtient
([πϕ(G)

′′
]P )

′
= [πϕ(G)

′′
]P .

D'où,
[πϕ(G)

′
]P = [πϕ(G)

′′
]P .

Ainsi, pour aboutir à la commutativité de πϕ(G)
′
, il su�t de prouver la

proposition suivante

Proposition 2.3.2 Le commutant πϕ(G)
′
, vu comme algèbre de von Neu-

mann, est isomorphe à l'algèbre [πϕ(G)
′
]P .

Preuve. Soit Ψ l'application de πϕ(G)
′
dans [πϕ(G)

′
]P , A 7−→ AP . Elle est

bien dé�nie. C'est de plus un homomorphisme d'algèbre, puisque pour tous
S, T ∈ πϕ(G)

′
,

Ψ(ST ) = [ST ]P = PSTP = PSPPTP = SPTP = Ψ(S)Ψ(T ),

et
Ψ(T ∗) = PT ∗P = P ∗T ∗P ∗ = (PTP )∗ = (TP )∗ = Ψ(T )∗.
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Il est clair que par construction Ψ est surjective. Montrons alors qu'elle est
injective. Soit S ∈ πϕ(G)

′
tel que Ψ(S) = 0. Alors,

Ψ(S) = 0⇒ PSξϕ = 0⇒ SPξϕ = 0⇒ Sξϕ = 0.

Ainsi, pour tout g ∈ G, Sπϕ(g)ξϕ = πϕ(g)Sξϕ = 0, et comme ξϕ est cyclique
pour πϕ, il en résulte que S = 0. Donc, Ψ est injective. �

Théorème 2.3.1 Soient (G,K) une paire de Guelfand et ϕ une fonction
continue sur G, de type positif et K-biinvariante. Alors, l'algèbre πϕ(G)

′
est

commutative.

Preuve. D'après la proposition précédente πϕ(G)
′
est isomporphe à [πϕ(G)

′
]P .

D'autre part, on sait que [πϕ(G)
′
]P = [πϕ(G)

′′
]P = Pπϕ(G)

′′
P. Le résultat

est alors immédiat puisque l'algèbre Pπϕ(G)
′′
P est commutative. �

Corollaire 2.3.1 Soit (G,K) une paire de Guelfand. Alors, le cône P\(G)
est réticulé.

Preuve. D'après le théorème 2.2.2, P\(G) est réticulé si et seulement si
pour tout élément ϕ de ce cône, l'algèbre πϕ(G)

′
est commutative. Or, ceci

est acquis par le théorème précédent. Donc, P\(G) est réticulé. �

2.3.2 Compacité de P \≤1(G)

Pour toute fonction ϕ de P(G), on a |ϕ(g)| ≤ ϕ(e). Ainsi, toute fonction
de type positif est bornée. Comme, G est un groupe topologique localement
compact, on peut voir P(G) comme un sous ensemble de L∞(G) pour une
mesure de Haar sur G. Dans cette partie, on ajoute la condition que G est
séparable, ce qui nous permet de montrer que P\≤1(G) est métrisable (voir
lemme 2.3.2 ci-dessous).

Lemme 2.3.1 (voir ([16], proposition 13.4.4, page 256)) Pour une fonction
ϕ de L∞(G) les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) ϕ est égale localement presque partout sur G à une fonction continue de
type positif.

(2) Pour toute fonction f de L1(G), ϕ(f ∗ ∗ f) ≥ 0. Ce qui s'écrit encore :∫
G

∫
G

ϕ(y−1z)f(y)f(z)dydz ≥ 0.
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D'après le théorème de Banach-Alaoglu, la boule unité de L∞(G) est
compacte pour la topologie ∗-faible τ ∗(L∞(G)).

Lemme 2.3.2 L'ensemble P\≤1(G), considéré comme partie de L∞(G), est
convexe compact et métrisable pour la topologie ∗-faible τ ∗(L∞(G)).

Preuve. Comme P\≤1(G) est contenu dans la boule unité de L∞(G) qui

est compacte, il su�t de prouver que P\≤1(G) est fermé dans L∞(G) pour la
topologie τ ∗(L∞(G)). Pour démontrer ce fait, on utilise le lemme précedent
(voir [18], corollaire II.5, page 330). Pour montrer la métrisabilité de P\≤1(G),
on a besoin du résultat suivant qu'on trouve dans [46], théorème 3.16, page
68.

Théorème. Soient X un espace vectoriel topologique séparable et K une
partie de X∗, le dual topologique de X. Alors, si K est compact dans X∗ pour
la topologie ∗-faible σ(X∗, X), alors K est métrisable pour cette topologie.

Comme G est séparable, L1(G) l'est aussi (voir [16], page 252). Ainsi, en
appliquant ce dernier théorème à X = L1(G), X∗ = L∞(G) et K = P\≤1(G),

on obtient que P\≤1(G) est métrisable. �

Le théorème de représentation intégrale de Choquet est l'outil clé pour
démontrer le théorème de Bochner-Godement pour la paire de Guelfand que
nous considérons.

Théorème 2.3.2 (Théorème de Choquet) Soit U un sous-ensemble convexe
d'un espace vectoriel topologique localement convexe E. Si U est compact et
métrisable, alors :

(i) ext(U) est un sous-ensemble borélien de U .
(ii) Pour tout a ∈ U , il existe une mesure de probabilité µ sur ext(U), telle
que pour toute forme linéaire continue L sur E on a :

L(a) =

∫
b∈ext(U)

L(b)µ(db).

(iii) La mesure µ est unique si et seulement si le cône engendré par U est
réticulé.

Preuve. Pour (i) voir [43], proposition 1.3. Pour (ii) et (iii) voir [43], sec-
tions 3 et 10. �
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2.3.3 Preuve du théorème de Bochner-Godement

D'après le lemme 2.3.2, l'ensemble P\≤1(G) est convexe compact et métri-
sable dans l'espace vectoriel topologique L∞(G) qui est localement convexe
pour la topologie ∗-faible τ ∗(L∞(G)). Ainsi, d'après le théorème de Choquet
ci-dessus, toute fonction ϕ de P\≤1(G) admet une représentation intégrale via

une mesure de probabilité µ sur ext(P\≤1(G)) :

L(ϕ) =

∫
ext(P\≤1(G))

L(ω)µ(dω).

Prenons pour L, la forme linéaire

ϕ 7→ (ϕ, f) =

∫
G

ϕ(h)f(h)α(dh),

où f ∈ L1(G) et α est une mesure de Haar à gauche de G. Considérons, une
approximation de g ∈ G, (fk) : fk ∈ L1(G), fk ≥ 0,∫

G

fk(h)α(dh) = 1,

et pour toute fonction ψ continue bornée :

lim
k→∞

∫
G

ψ(h)fk(h)α(dh) = ψ(g).

En utilisant le théorème de convergence dominée, on montre que, pour tout
g ∈ G,

ϕ(g) =

∫
ext(P\≤1(G))

ω(g)µ(dω).

Posons Ω = ext(P\1(G)). Comme µ est une mesure de probabilité sur ext(P\≤1(G)),
on peut écrire

ϕ(g) =

∫
Ω∪{0}

ω(g)µ(dω) =

∫
Ω

ω(g)µ(dω).

On peut alors aboutir au théorème suivant :

Théorème 2.3.3 Soit ϕ une fonction de P\(G). Il existe une unique mesure
positive et bornée µ sur Ω = ext(P\1(G)), telle que :

ϕ(g) =

∫
Ω

ω(g)µ(dω).
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Preuve. Soit ϕ dans P\(G). Si ϕ(e) = 0, alors ϕ = 0 puisque, pour tout g
de G, |ϕ(g)| ≤ ϕ(e) . D'où µ = 0 convient.

Si, ϕ(e) 6= 0 alors, pour tout g de G, on a ϕ(g) = ϕ(e) ϕ(g)/ϕ(e). En
posant ϕ̃(g) = ϕ(g)/ϕ(e), on a ϕ̃ ∈ P\≤1(G), puisque ϕ̃(e) = 1. Ainsi, il existe
une mesure de probabilité µ̃ telle que :

ϕ̃(g) =

∫
Ω

ω(g)µ̃(dω).

La mesure µ̃ est unique. En e�et, le cône P\(G) engendré par P\≤1(G) est
réticulé par le corollaire 2.3.1. Ainsi, d'après (iii) du théorème de Choquet,
la mesure µ est unique. Par suite, la fonction ϕ est représentée par la mesure
µ = ϕ(e)µ̃ qui est une mesure positive bornée et déterminée de façon unique :

ϕ(g) =

∫
Ω

ω(g)µ(dω). �

Remarque 2.3.2 C'est dans un article de H. Cartan et R. Godement (voir
[12]) que la théorie de la représentation intégrale dans les ensembles convexes
est pour la première fois utilisée pour établir une représentation intégrale de
type Bochner. Cependant, la preuve classique, qu'on trouve dans la littérature
concernant l'unicité de cette mesure, utilise le théorème de Stone-Weierstrass
et se base sur le fait que le groupe G est localement compact ce qui assure
l'existence de la mesure de Haar (voir par exemple [18]). Le point de départ
de notre preuve est le théorème 2.2.2 qui donne une caractérisation algébrique
du cône P\(G) valable dans le cas d'un groupe topologique de Hausdor� quel-
conque. Cette caractérisation nous permettra dans le chapitre 3 de surmonter
une di�culté topologique qui vient du fait que le groupe limite inductive n'est
généralement pas localement compact. L'idée d'utiliser les cônes réticulés a
été introduite par E. Thoma dans le cas d'un groupe discret dénombrable
(voir [49]). En généralisant cette méthode et en utilisant des éléments de la
théorie des algèbres de von Neumann, nous avons présenté dans ce chapitre
une preuve alternative de l'unicité de la mesure représentative µ.



Chapitre 3

Généralisation du théorème de

Bochner-Godement aux limites

inductives de paires de Guelfand

3.1 Introduction

De nombreuses extensions du théorème de Bochner ont été établies dans
le cadre de l'analyse harmonique en dimension in�nie sur les groupes du type

G∞ =
∞⋃
n=1

Gn,

où Gn est une suite de groupes classiques, avec un sous-groupe K∞ de même
type

K∞ =
∞⋃
n=1

Kn, Kn ⊂ Gn.

On peut citer, par exemple, les résultats de Thoma en 1964 (voir [50]), Ke-
rov, Olshanski et Vershik en 2004 (voir [33]), qui traitent le cas du groupe
symétrique in�ni G∞ = S∞ :

S∞ =
∞⋃
n=1

Sn, K∞ = diag (S∞ ×S∞) ' S∞.

Il y' a aussi les résultats de Voiculescu en 1976 (voir [51]), et Olshanski en
2003 (voir [41]) concernant la paire

G∞ = U(∞)× U(∞), K∞ = diag (U(∞)× U(∞)) ' U(∞),

53
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où

U(∞) =
∞⋃
n=1

U(n)

est le groupe unitaire de dimension in�nie. Les remarquables résultats d'Ol-
shanski et Vershik en 1996 sur l'espace

H(∞) =
∞⋃
n=1

Herm(n,C)

des matrices hermitiennes de dimension in�nie constituent une référence fon-
damentale sur le sujet (voir [40]).

Les exemples cités font partie de la théorie d'Olshanski des paires sphé-
riques qui a été développée en 1990 (voir [39]). Cependant, une généralisation
de type Bochner qui englobe les limites inductives de paires de Guelfand n'a
pas encore été établie. Ce chapitre, qui a fait l'objet d'une publication aux
annales de l'institut Fourier (voir [44]), est consacré à la preuve d'une telle
généralisation dans la cas d'une limite inductive de paires de Guelfand sépa-
rables. Il est composé de trois sections : après cette section d'introduction,
la deuxième contient les dé�nitions et les résultats de base qui sont dus à
G. Olshanski. Dans la troisième section, on démontre le résultat principal de
cette thèse, à savoir le théorème de Bochner généralisé. La méthode adoptée
pour la démonstration constitue une généralisation de celle de Thoma pour
un groupe discret dénombrable (voir [49]), avec des modi�cations inspirées du
travail de G. Olshanski sur l'espace des matrices hermitiennes de dimension
in�nie (voir [40]).

3.2 Paires de Guelfand généralisées

3.2.1 Paires sphériques

Soit H un groupe topologique de Hausdor� et L un sous-groupe fermé de
H. On sait que, pour toute fonction ϕ de P\1(H), il existe une représentation
unitaire πϕ de H sur un espace de Hilbert Hϕ, et un vecteur unitaire L-
invariant et cyclique ξϕ tels que

ϕ(h) = 〈πϕ(h)ξϕ, ξϕ〉ϕ (h ∈ H).

On a montré dans le théorème 1.3.2 que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) ϕ est un point extrémal de P\1(H).
(2) la représentation correspondante πϕ est irréductible.
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Dé�nition 3.2.1 On dit que (H,L) est une paire sphérique si pour toute re-
présentation unitaire continue irréductible π de H dans un espace de Hilbert
H, la dimension du sous-espace HL des vecteurs L-invariants est inférieure
ou égale à un. Si H est localement compact et L compact, la paire (H,L) est
sphérique si et seulement si elle est une paire de Guelfand.

Si la dimension du sous-espace HL est égale à un, la représentation irré-
ductible π est dite sphérique. Une fonction ϕ sur H est dite sphérique si elle
peut s'écrire

ϕ(h) = 〈π(h)u, u〉H,

où π est une représentation sphérique et u ∈ HL avec ||u||H = 1. On peut ainsi
conclure que les fonctions sphériques sont les points extrémaux de l'ensemble
convexe P\1(H).

3.2.2 Limites inductives de paires de Guelfand

Considérons maintenant une famille de paire de Guelfand
(
Gn, Kn

)
n≥1

.
On suppose que Gn est un sous-groupe fermé de Gn+1 et que Kn est un sous
groupe fermé de Kn+1 avec Kn = Kn+1 ∩Gn.

Dé�nition 3.2.2 Un système dénombrable inductif de groupes topologiques
est la donnée :

(i) d'une famille dénombrable de groupes topologiques (Hn, τn)n, n ∈ N∗, où
τn est la topologie dé�nie sur Hn.

(ii) d'un système d'homomorphismes continus φm,n : Hn → Hm pour n,m ∈
N∗ avec n ≤ m, et satisfaisant la condition de consistance suivante : φk,m ◦
φm,n = φk,n ∀ n ≤ m ≤ k.

Pour un tel système inductif on peut dé�nir le groupe limite inductive de
la famille

(
Hn

)
n∈N∗ :

H∞ := lim
→
Hn.

En e�et,H∞ est dé�ni en considérant une réunion disjointe S =
∐

n∈N∗ Hn

et en dé�nissant la relation d'équivalence ∼ de la façon suivante :

hn ∼ hm pour hn ∈ Hn et hm ∈ Hm si et seulement si, il existe k ∈ N∗
telque : φk,n(hn) = φk,m(hm). Par suite H∞ est le quotient S/∼.
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Dans le cas où tous les homomorphismes φm,n sont injectifs, par identi-
�cation au moyen de φm,n, on peut considérer des inclusions, Hn ⊂ Hm, et
donc on peut écrire :

H∞ =
⋃
n∈N∗

Hn.

Soit φn l'injection canonique de Hn dans H∞. Alors φm ◦φm,n = φn, pour
tout n ≤ m, et la topologie dé�nie sur H∞ est la topologie limite inductive,
notée τind. C'est la topologie la plus �ne rendant continues toutes les φn. Une
partie A ⊂ H∞ est ouverte pour τind si et seulement si φ−1

n (A) ⊂ Hn est
ouverte pour la topologie τn et ceci pour tout n ∈ N∗.

La famille des paires de Guelfand
(
Gn, Kn

)
n≥1

qu'on considère, munie
du système d'injections canoniques ιm,n : Gn → Gm, n,m ∈ N∗, n ≤ m,
constitue un système dénombrable inductif de groupes topologiques (voir
[9]). Ainsi, on peut dé�nir les deux groupes limites inductives

G∞ =
∞⋃
n=1

Gn, K∞ =
∞⋃
n=1

Kn.

La topologie dé�nie sur G∞ est la topologie limite inductive.

Olshanski montre que la paire (G∞, K∞) est une paire sphérique (voir
[19], [39]) :

Théorème 3.2.1

(i) La paire (G∞, K∞) est une paire sphérique.

(ii) Soit ϕ ∈ P\1(G∞). La fonction ϕ est sphérique si et seulement si

lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)αn(dk) = ϕ(x)ϕ(y),

où αn(dk) est la mesure de Haar normalisée du groupe Kn.

Preuve. (a) Considérons une représentation unitaire irréductible (π,H) de
G∞ dans un espace de Hilbert H avec HK∞ 6= {0}. On va montrer que dim
HK∞ = 1. La projection orthogonale Pn sur HKn est donnée par

Pn =

∫
Kn

π(k)αn(dk).
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Comme Kn ⊂ Kn+1, alors HKn+1 ⊂ HKn , et donc

Pn+1 = PnPn+1 = Pn+1Pn

et d'une manière générale on a pour tous n,m ≥ 1

Pn+m = Pn+mPn = PnPn+m.

La projection Pn converge fortement vers la projection P sur

HK∞ =
∞⋂
n=1

HKn .

Pour n0 �xé, on sait que la paire (Gn0 , Kn0) est une paire de Guelfand. Ainsi,
pour tous x, y ∈ Gn0 , les mesures Kn0-biinvariantes suivantes

αn ∗ δx ∗ αn et αn ∗ δy ∗ αn

commutent. Par suite, pour tout n ≥ n0,

Pnπ(x)Pnπ(y)Pn = Pnπ(y)Pnπ(x)Pn,

ou encore, pour tous m,m
′
, n ≥ n0,

Pn+mπ(x)Pnπ(y)Pn+m′ = Pn+mπ(y)Pnπ(x)Pn+m′ .

En faisant tendre m, m
′
vers l'in�ni, on obtient

Pπ(x)Pnπ(y)P = Pπ(y)Pnπ(x)P.

En�n, en faisant tendre n vers l'in�ni, on aboutit à

Pπ(x)Pπ(y)P = Pπ(y)Pπ(x)P. (3.1)

SoitA l'algèbre engendrée par les opérateurs Pπ(x)P , où x ∈ G∞. La relation
(3.1) montre que A est commutative. Il est aussi évident que le sous-espace
HK∞ est A-invariant. D'autre part, une représentation irréductible d'une
algèbre de Banach commutative est de dimension égale à un.

Ainsi, pour montrer que dim HK∞ = 1, il su�t de montrer que le sous-
espace HK∞ est irréductible. Supposons que HK∞ s'écrit comme

HK∞ = H1 ⊕H2,

où H1 et H2 sont deux sous-espaces orthogonaux et A-invariants de HK∞ .
Soit u1 ∈ H1, u1 6= 0. Pour u2 ∈ H2 et x ∈ G∞,

〈Pπ(x)Pu1, u2〉H = 0.
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Ce qui montre que pour tout x ∈ G∞,

〈π(x)u1, u2〉H = 0.

Comme π est irréductible, il est évident que u2 = 0. Ainsi, H2 = {0}.

(b) Soit ϕ une fonction sphérique : ϕ(g) = 〈π(g)u, u〉H, où π est une
représentation unitaire irréductible et u ∈ HK∞ avec ||u||H = 1. Pour v ∈ H,

〈Pπ(g)Pu, v〉H = 〈π(g)u, Pv〉H,

et, comme Pv = 〈v, u〉Hu, le deuxième membre vaut 〈u, v〉H〈π(g)u, u〉H. Ainsi

Pπ(g)Pu = ϕ(g)u,

Pπ(x)Pπ(y)Pu = ϕ(x)ϕ(y)u,

〈π(x)Pπ(y)u, u〉H = ϕ(x)ϕ(y).

Comme Pn converge fortement vers P ,

ϕ(x)ϕ(y) = lim
n→∞
〈π(x)Pnπ(y)u, u〉H

= lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)αn(dk).

(c) Soit ϕ ∈ P\1(G∞) et supposons que

lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)αn(dk) = ϕ(x)ϕ(y).

La fonction ϕ peut être écrite sous la forme ϕ(g) = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉ϕ, où
πϕ est une représentation unitaire de G∞ dans un espace de Hilbert H et le
vecteur ξϕ est K∞-invariant et cyclique.

Montrons que HK∞ = Cξϕ, ce qui implique que πϕ est irréductible. Par
hypothèse

ϕ(x)ϕ(y) = lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)αn(dk)

= lim
n→∞
〈πϕ(x)Pnπ

ϕ(y)ξϕ, ξϕ〉ϕ = 〈πϕ(x)Pπϕ(y)ξϕ, ξϕ〉ϕ.

On peut alors écrire

〈Pπϕ(y)ξϕ, πϕ(x−1)ξϕ〉ϕ = ϕ(y)〈ξϕ, πϕ(x−1)ξϕ〉ϕ.

Comme ξϕ est cyclique, on a Pπϕ(y)ξϕ = ϕ(y)ξϕ. �
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3.3 Généralisation du théorème de Bochner

3.3.1 Au sujet de la compacité de P \≤1(G∞)

Le groupe G∞ équipé de la topologie limite inductive est un groupe to-
pologique de Hausdor�. Mais, cette topologie, en général, ne fait pas de G∞
un groupe localement compact. Ainsi, on ne peut pas appliquer directement
à P\≤1(G∞), qui n'est pas généralement compact dans ce cas, la théorie de la
représentation intégrale de Choquet.

Pour surmonter cette di�culté, nous utilisons une idée due à G. Olshanski
(voir [40], [39]). Elle consiste à plonger P\(G∞) dans le cône des systèmes
sous-projectifs :

Q :=

{
ϕ = (ϕ(1), ϕ(2), ...) ∈

∞∏
n=1

P\(Gn) | Resn+1
n

(
ϕ(n+1)

)
� ϕ(n) n = 1, 2, ...

}
,

Res
n+1
n étant l'opérateur de restriction de P\(Gn+1) à P\(Gn), qui à toute

fonction ϕ(n+1) de P\(Gn+1) associe sa restriction de Gn+1 à Gn. La théorie
de la représentation intégrale de Choquet appliquée à Q donnera l'analogue
du théorème de Bochner pour la paire sphérique (G∞, K∞). Notons Resn
l'opérateur de restriction de P\(G∞) à P\(Gn), et posons Pnm =

∏n
k=mP\(Gk)

où 1 ≤ m ≤ n ≤ ∞. En particulier P∞1 =
∏∞

k=1P\(Gk).

Remarque 3.3.1 Si G1 ⊂ G2 sont deux groupes localement compacts, l'en-
semble {(ϕ, ψ) ∈ P(G1)× P(G2) | Res(ψ) = ϕ}, où Res est la restriction à
G1 d'une fonction sur G2, n'est pas fermé en générale. Mais on montre que
dans certains cas, par exemple pour G2 = L n Rn et G1 = L, il est dense
dans {(ϕ, ψ) ∈ P(G1)× P(G2) | Res(ψ)� ϕ}.

Nous allons montrer que l'ensembleQ est fermé dans P∞1 pour la topologie
produit

τ ∗ =
∞∏
n=1

τ ∗(L∞(Gn)).

Pour établir ceci, il su�t de montrer que l'ensemble

Rn =
{

(ϕ(n), ϕ(n+1)) ∈ Pn+1
n | Resn+1

n (ϕ(n+1))� ϕ(n)
}

est fermé pour la topologie produit τ ∗(L∞(Gn))× τ ∗(L∞(Gn+1)).

Soit (H,L) une paire de Guelfand et α la mesure de Haar de H.
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Lemme 3.3.1 Soient ϕ ∈ P\(H), f ∈ L1(H)\, ||f ||1 ≤ 1. Alors

f ∗ ∗ ϕ ∗ f � ϕ.

Preuve. Soit (πϕ,Hϕ) la représentation unitaire associée à ϕ :

ϕ(h) = 〈πϕ(h)ξϕ, ξϕ〉ϕ , (h ∈ H).

L'opérateur πϕ(f) commute à la représentation πϕ, et

f ∗ ∗ ϕ ∗ f(h) = 〈πϕ(h)πϕ(f)ξϕ, πϕ(f)ξϕ〉ϕ.

Par suite,

N∑
i,j=1

f ∗ ∗ ϕ ∗ f(h−1
j hi)cicj = ||

N∑
i=1

ciπ
ϕ(hi)π

ϕ(f)ξϕ||2ϕ

= ||πϕ(f)
N∑
i=1

ciπ
ϕ(hi)ξ

ϕ||2ϕ

≤ ||πϕ(f)||2||
N∑
i=1

ciπ
ϕ(hi)ξ

ϕ||2ϕ

≤ ||
N∑
i=1

ciϕ(hi)ξ
ϕ||2ϕ

=
N∑

i,j=1

ϕ(h−1
j hi)cicj. �

En utilisant ce dernier lemme on montre la propriété suivante :

Lemme 3.3.2 Soit µ une mesure bornée sur H. La forme linéaire Λ dé�nie
par

Λ(ϕ) =

∫
H×H

ϕ(y−1x)µ(dx)µ(dy)

est semi-continue inférieurement sur P\(H) pour la topologie ∗-faible τ ∗(L∞(H)).
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Preuve. Commençons par remarquer que Λ prend des valeurs positives sur
P\(H) et que si µ = δ, alors Λ(ϕ) = ϕ(e). On va montrer que, pour toute
constante C ≥ 0, l'ensemble

{ϕ ∈ P\(H) | Λ(ϕ) ≤ C}

est fermé.

Soit (ϕn) une suite de P\(H) qui converge vers ϕ, c'est-à-dire que, pour
tout f ∈ L1(H),

lim
n→∞

∫
H

ϕn(h)f(h)α(dh) =

∫
H

ϕ(h)f(h)α(dh).

On suppose que, pour tout n, Λ(ϕn) ≤ C. Régularisons la mesure µ : pour
f ∈ L1(H)\, f ∗ µ ∈ L1(H). Supposons ||f ||1 ≤ 1. Par hypothèse, pour tout
n,

µ∗ ∗ ϕn ∗ µ(e) ≤ C.

Par suite, d'après le lemme 3.3.1,

µ∗ ∗ f ∗ ∗ ϕn ∗ f ∗ µ(e) ≤ C,

et puisque

lim
n→∞

µ∗ ∗ f ∗ ∗ ϕn ∗ f ∗ µ(e) = µ∗ ∗ f ∗ ∗ ϕ ∗ f ∗ µ(e),

il en résulte que
µ∗ ∗ f ∗ ∗ ϕ ∗ f ∗ µ(e) ≤ C.

En considérant une approximation de l'identité (fk) : fk ∈ L1(H)\, fk ≥ 0,∫
H

fk(h)α(dh) = 1,

et pour toute fonction ψ continue bornée :

lim
k→∞

∫
H

ψ(h)fk(h)α(dh) = ψ(e),

on en déduit que
µ∗ ∗ ϕ ∗ µ(e) ≤ C. �
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Soit M un sous-groupe fermé de H. On suppose M unimodulaire. On
note αM la mesure de Haar de M , et Res l'application qui à une fonction
sur H associe sa restriction à M . On note P\(M) l'ensemble des fonctions
continues de type positif sur M et biinvariantes par M ∩ L.

Proposition 3.3.1 L'ensemble

{(φ, ψ) ∈ P\(H)× P\(M) | Res(φ)� ψ}

est fermé.

Preuve. Soient (φn, ψn) une suite de P\(H) × P\(M) qui converge vers
(φ, ψ). On suppose que, pour tout n et pour toute fonction f ∈ L1(M),∫
M×M

φn(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy) ≤
∫
M×M

ψn(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy).

Soit

C >

∫
M×M

ψ(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy).

Il existe n0 tel que, si n ≥ n0,∫
M×M

ψn(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy) ≤ C,

et donc ∫
M×M

φn(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy) ≤ C.

D'après le lemme 3.3.2 appliqué dans le cas de la paire de Guelfand (H,L) à
la mesure µ(dx) = f(x)αM(dx),∫

M×M
φ(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy) ≤ C.

Ceci étant vrai pour toute constante C pour laquelle

C >

∫
M×M

ψ(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy),

on en déduit que∫
M×M

φ(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy) ≤
∫
M×M

ψ(y−1x)f(x)f(y)αM(dx)αM(dy).



GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE BOCHNER 63

Ceci montre que Res(φ)� ψ, c'est-à-dire que l'ensemble

{(φ, ψ) ∈ P\(H)× P\(M) | Res(φ)� ψ}

est fermé. �

En appliquant cette dernière proposition dans le cas où H = Gn+1 et
M = Gn, on prouve que l'ensemble Rn est fermé, pour tout n. Ainsi, Q est
fermé dans P∞1 . Par suite, l'ensemble convexe Q≤1 dé�ni par

Q≤1 :=

{
ϕ = (ϕ(1), ϕ(2), ...) ∈

∞∏
n=1

P\≤1(Gn) | Resn+1
n

(
ϕ(n+1)

)
� ϕ(n) n = 1, 2, ...

}
,

est un compact de Q. En supposant que les groupes Gn sont séparables, l'en-
semble Q≤1 devient métrisable. Il reste à montrer que le cône Q est réticulé
pour pouvoir lui appliquer le théorème de la représentation intégrale de Cho-
quet.

3.3.2 Propriétés algébriques de Q
Le groupe limite inductive G∞ étant un groupe topologique de Hausdor�,

on peut associer, par la construction G.N.S., un triplet (πϕ,Hϕ, ξϕ) à toute
fonction ϕ de P\(G∞). On se propose de montrer que l'algèbre πϕ(G∞)

′
est

commutative. Comme, pour tout n ∈ N∗, Gn est un sous-groupe de G∞, la
représentation πϕ de G∞ est encore une représentation unitaire continue de
Gn dans Hϕ. Posons Hϕ

n = V ect{πϕ(g)ξϕ , g ∈ Gn}, c'est un sous-espace hil-
bertien Gn-invariant de Hϕ

n . Par suite, on peut restreindre, pour tout g ∈ Gn,
l'opérateur πϕ(g) àHϕ

n . On obtient alors une représentation unitaire continue
de Gn dans Hϕ

n , qu'on notera πϕn , ayant aussi ξ
ϕ pour vecteur cyclique.

En notant Pn la projection orthogonale de Hϕ sur Hϕ
n , on montre :

Lemme 3.3.3

(i)
∞⋃
n=1

Hϕ
n est dense dans Hϕ.

(ii) L'opérateur de projection Pn converge fortement vers l'identité I de Hϕ.
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Preuve. On a
⋃∞
n=1H

ϕ
n ⊆ Hϕ. Il reste alors à montrer l'inclusion inverse.

On sait déja que Hϕ = V ect{πϕ(g)ξϕ , g ∈ G∞}. Or,

{πϕ(g)ξϕ , g ∈ G∞} =
∞⋃
n=1

{πϕ(g)ξϕ , g ∈ Gn},

et, pour tout n ≥ 1,
{πϕ(g)ξϕ , g ∈ Gn} ⊂ Hϕ

n .

Comme Hϕ
n est un espace vectoriel fermé,

Hϕ ⊂
∞⋃
n=1

Hϕ
n ,

ce qui prouve l'inclusion inverse.

La deuxième assertion découle de la première. Soit v ∈ Hϕ. Comme⋃∞
n=1Hϕ

n est dense dans Hϕ, il existe une suite (vl)l ⊂
⋃∞
n=1Hϕ

n telle que
liml→+∞ ||v − vl||Hϕ = 0. Comme les sous-espaces hilbertiens (Hϕ

n)n forment
une suite croissante, pour tout l ∈ N∗, il existe nl ∈ N∗ tel que, pour tout
n ≥ nl, vl ∈ Hϕ

n .
Fixons n tel que nl ≤ n ≤ l. Comme vl ∈ Hϕ

n , on aura que Pnvl = vl. Par
suite,

||Pnv − v||Hϕ = ||Pnv − Pnvl + vl − v||Hϕ
≤ ||Pnv − Pnvl||Hϕ + ||v − vl||Hϕ
≤ (||Pn||+ 1)||v − vl||Hϕ ≤ 2||v − vl||Hϕ .

Or, si n → +∞, l → +∞. Ainsi, par cette dernière inégalité, pour tout
v ∈ Hϕ,

lim
n→+∞

||Pnv − v||Hϕ = 0. �

Proposition 3.3.2 Pour toute fonction ϕ de P\(G∞), le commutant A =
πϕ(G∞)

′
de la représentation πϕ qui est associée à ϕ par la construction

G.N.S., est commutatif.
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Preuve. Soit B ∈ A. Pour tout g ∈ G∞, l'opérateur B commute avec
πϕ(g). En particulier, ceci est vrai pour tout g ∈ Gn. D'autre part, pour tout
n ∈ N∗, PnBPn qui est un opérateur de L(Hϕ

n) commute avec la représenta-
tion πϕn de Gn dans Hϕ

n . Comme Hϕ
n est Gn-invariant, pour tout g ∈ Gn, la

projection Pn commute avec πϕ(g). Par conséquent, pour tout g ∈ Gn,

PnBPnπ
ϕ
n(g) = PnBπ

ϕ
n(g)Pn = Pnπ

ϕ
n(g)BPn = πϕn(g)PnBPn.

D'après le théorème 2.3.1, l'algèbre πϕn(Gn)
′
est commutative. Par suite, pour

deux opérateurs B1 et B2 de πϕ(G∞)
′
, et pour tout n ∈ N∗,

PnB1PnPnB2Pn = PnB2PnPnB1Pn,

PnB1PnB2Pn = PnB2PnB1Pn.

Puisque Kn ⊂ Kn+1, alors HKn+1 ⊂ HKn , et donc

Pn+1 = PnPn+1 = Pn+1Pn.

On a aussi, pour tout n,m ≥ 1,

Pn+m = Pn+mPn = PnPn+m.

Par suite, pour tout m,m′, n ≥ 1,

Pn+mB1PnB2Pn+m′ = Pn+mB2PnB1Pn+m′ .

En utilisant le fait que Pn converge fortement vers I et en faisant tendre m,
m′ vers ∞, on obtient

B1PnB2 = B2PnB1.

En�n, en faisant tendre n vers ∞, on conclut que

B1B2 = B2B1. �

Au moyen de cette dernière proposition, on montre que le cône P\(G∞)
est réticulé. Cela fait l'objet du théorème suivant :

Théorème 3.3.1 Pour la paire sphérique (G∞, K∞), le cône P\(G∞) est
réticulé.
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Preuve. Montrer que P\(G∞) est réticulé revient à montrer, d'après le
théorème 2.2.2, que l'algèbre A = πϕ(G∞)

′
est commutative, ce qui est

évident d'après la proposition précédente. �

On va dans ce qui suit prouver que le cône Q est réticulé.

Lemme 3.3.4 Soient H un groupe topologique localement compact d'élément
neutre eH , L un sous-groupe fermé de H et (un)n une suite de fonctions conti-
nues de type positif L-biinvariantes sur H.

(a) Si
∞∑
n=1

un(eH) <∞,

alors la série
∑∞

n=1 un converge uniformément sur H et sa somme est une
fonction continue de type positif L-biinvariante.

(b) Si, pour n ≥ 1,
n∑
k=1

uk � ϕ,

où ϕ est une fonction continue de type positif L-biinvariante, alors

∞∑
n=1

un � ϕ.

(c) Si (vn)n est une autre suite telle que vn � un pour tout n, alors

∞∑
n=1

vn �
∞∑
n=1

un.

Preuve. (a) Posons, pour tout n ≥ 1, Sn =
∑n−1

i=1 ui. Par la convergence
de la série

∑
n un(eH), il existe une constante positive c telle que

sup
n≥1

Sn(eH) ≤ c.

En posant d = supn≥1 Sn(eH), pour tout ε ≥ 0, il existe n0 ≥ 1 tel que

d− ε < Sn0(eH) ≤ d.

Ainsi, pour tous l ≥ m ≥ n0, m, l ∈ N∗,

Sl(eH) ≤ d et Sm(eH) ≥ d− ε.
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Par suite,
(Sl − Sm)(eH) ≤ ε.

Ce qui montre que la suite {Sn(eH)}n≥1 est une suite de Cauchy de R. Par
conséquence, la suite {Sn}n≥1 est une suite de Cauchy de P\(H) pour la
topologie de la convergence uniforme sur H. En e�et, pour tout ε ≥ 0, tout
l ≥ m ≥ n0,

|(Sl − Sm)(h)| ≤ ||Sl − Sm||∞ = (Sl − Sm)(eH) ≤ ε.

P(H) étant complet pour la topologie de la convergence uniforme sur H,
la suite de Cauchy {Sn}n≥1 converge pour cette topologie dans P(H) vers
u =

∑∞
n=1 un. Puisque la convergence uniforme surH implique la convergence

simple, pour tous s1, s2 ∈ L,

u(s1hs2) = lim
n→+∞

Sn(s1hs2) = lim
n→+∞

Sn(h) = u(h).

Donc, u est biinvariante par L et est ainsi un élément de P\(H).

(b) Par hypothèse, pour tout n ≥ 1, Sn � u. Ainsi, Sn(eH) ≤ u(eH).
Aussi, on a Sn+1−Sn = un � 0. Donc, pour tout n ≥ 1, Sn+1(eH) ≥ Sn(eH).
Par suite, {Sn(eH)}n≥1 forme une suite croissante et majorée de R+. Donc,∑∞

j=0 un(eH) <∞, et par (a), la série
∑∞

j=0 un converge dans P\(H) unifor-
mément sur H.

(c) La suite Tn =
∑n−1

j=0 vj est uniformément majorée par u =
∑

n un, qui
est un élément de P\(H). Ainsi, d'après (b), la série

∑
n vn converge dans

P\(H) uniformément sur H. �

La proposition suivante est indispensable pour démontrer le fait que le
cône Q est réticulé. Elle généralise celle qui est indiquée par G. Olshanski
dans le cas particulier des matrices hermitiennes de dimension in�nie (voir
[40]).

Proposition 3.3.3 Pour tout système sous-projectif ϕ = {ϕ(k)}k de Q, il
existe un système projectif Φ = {Φ(k)}k et des fonctions ψ(k) ∈ P\(Gk) tels
que, pour tout k,

ϕ(k) = Φ(k) +
∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ(k+j)). (3.2)

Les fonctions Φ(k) et ψ(k) sont déterminées de manière unique.
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Preuve. Soit ϕ ∈ Q. Posons, pour tout k ≥ 1,

ψ(k) = ϕ(k) −Resk+1
k (ϕ(k+1)). (3.3)

D'après la dé�nition de Q, pour tout k ≥ 1, ψ(k) est une fonction de type
positif sur Gk. Par itération, l'égalité (3.3) nous permet aussi d'avoir, pour
tout k ≥ 1,

ϕ(k) = ψ(k) + Res
k+1
k (ψ(k+1)) + · · ·+ Res

k+n−1
k (ψ(k+n−1)) + Res

k+n
k (ϕ(k+n)).

En posant Ψ(k,n) =
∑n−1

j=0 Res
k+j
k (ψ(k+j)), pour tout k ≥ 1,

ϕ(k) = Ψ(k,n) + Res
k+n
k (ϕ(k+n)).

On remarque alors que, pour tout n ≥ 1, Ψ(k,n) � ϕ(k), ce qui implique,
d'après (b) du lemme 3.3.4, que la suite {Ψ(k,n)}n converge uniformément
sur Gk vers la fonction Ψ(k) de P\(Gk) qui est donnée par

Ψ(k) =
∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ(k+j)).

Ainsi la suite Resk+n
k (ϕ(k+n)) converge uniformément sur Gk. Notons Φ(k)

sa limite. Comme l'application de restriction Res
k+1
k est continue pour la

topologie de la convergence uniforme sur Gk,

Φ(k) = lim
n→+∞

Res
k+n
k (ϕ(k+n)) = lim

n→+∞
Res

k+1+n
k (ϕ(k+1+n))

= lim
n→+∞

(Resk+1
k ◦Resk+1+n

k+1 )(ϕ(k+1+n))

= Res
k+1
k

(
lim

n→+∞
Res

k+1+n
k+1 (ϕ(k+1+n))

)
= Res

k+1
k (Φ(k+1)).

Le système {Φ(k)}k≥1 est alors un système projectif. Pour démontrer l'uni-
cité, supposons que, pour tout k ≥ 1, ϕ(k) admet une autre décomposition :

ϕ(k) = Φ
(k)
1 +

∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ

(k+j)
1 ).



GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE BOCHNER 69

Alors

ψ(k) = ϕ(k) −Resk+1
k (ϕ(k+1))

= Φ
(k)
1 +

∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ

(k+j)
1 )

− Res
k+1
k

(
Φ

(k+1)
1 +

∞∑
j=0

Res
k+1+j
k+1 (ψ

(k+1+j)
1 )

)

= Φ
(k)
1 −Resk+1

k (Φ
(k+1)
1 ) +

∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ

(k+j)
1 )

−
∞∑
j=0

Res
k+1
k

(
Res

k+1+j
k+1 (ψ

(k+1+j)
1 )

)
=

∞∑
j=0

Res
k+j
k (ψ

(k+j)
1 )−

∞∑
j=1

Res
k+j
k (ψ

(k+j)
1 )

= ψ
(k)
1 . �

Corollaire 3.3.1 Soient ϕ1 = {ϕ(n)
1 }n et ϕ2 = {ϕ(n)

2 }n deux systèmes sous-
projectifs de Q tels que ϕ1 ≪ ϕ2, dans le sens que, pour tout n, ϕ

(n)
1 � ϕ

(n)
2 .

Alors, pour tout n, Φ
(n)
1 � Φ

(n)
2 et ψ(n)

1 � ψ
(n)
2 .

Preuve. On pose
ϕ2 = ϕ1 + ϕ0.

En raison de l'unicité de la décomposition donnée par la formule (3.2),

Φ2 = Φ1 + Φ0,

et pour tout n,
ψ

(n)
2 = ψ

(n)
1 + ψ

(n)
0 .

Comme les fonctions Φ
(n)
0 et ψ(n)

0 appartiennent à P\(G(n)), il en découle
que, pour tout n, Φ

(n)
1 � Φ

(n)
2 et ψ(n)

1 � ψ
(n)
2 . �

D'après le corollaire 2.3.1, pour tout n ≥ 1, le cône P\(Gn) est réticulé.
Aussi, d'après le théorème 3.3.1, le cône P\(G∞) est réticulé. En utilisant la
décomposition de la proposition 3.3.3, on montre que :

Proposition 3.3.4 Le cône Q est réticulé.
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Preuve. Soient ϕ1 = {ϕ(n)
1 }n et ϕ2 = {ϕ(n)

2 }n deux systèmes sous-projectifs
de Q. D'après la proposition 3.3.3,

ϕ
(n)
1 = Φ

(n)
1 +

∞∑
j=0

Res
n+j
n (ψ

(n+j)
1 ),

ϕ
(n)
2 = Φ

(n)
2 +

∞∑
j=0

Res
n+j
n (ψ

(n+j)
2 ).

Posons, pour tout n,
Φ

(n)
Min = Φ

(n)
1 ∧ Φ

(n)
2 ,

ψ
(n)
Min = ψ

(n)
1 ∧ ψ

(n)
2 .

Soit ϕ ∈ Q. Si ϕ ≪ ϕ1 et ϕ ≪ ϕ2, d'après le corollaire 3.3.1, pour
tout n, Φ(n) � Φ

(n)
1 , Φ(n) � Φ

(n)
2 , et donc Φ(n) � Φ

(n)
Min. D'autre part,

pour tout n, ψ(n) � ψ
(n)
1 , ψ(n) � ψ

(n)
2 , et donc ψ(n) � ψ

(n)
Min. Comme on

a ψ
(n)
Min � ψ

(n)
1 , d'après (c) du lemme 3.3.4, la série

∑∞
j=0 Res

n+j
n (ψ

(n+j)
Min )

converge dans P\(Gn) uniformément sur Gn. On pose alors, pour tout n,

ϕ
(n)
Min = Φ

(n)
Min +

∞∑
j=0

Res
n+j
n (ψ

(n+j)
Min ).

On a, pour tout n, ϕ(n) � ϕ
(n)
Min, et alors le couple (ϕ1, ϕ2) possède un plus

grand minorant ϕMin = {ϕ(n)
Min}n. Posons maintenant, pour tout n,

Φ
(n)
Max = Φ

(n)
1 ∨ Φ

(n)
2 ,

ψ
(n)
Max = ψ

(n)
1 ∨ ψ

(n)
2 .

Soit ϕ ∈ Q. Si ϕ1 ≪ ϕ et ϕ2 ≪ ϕ, d'après le corollaire 3.3.1, pour tout
n, Φ

(n)
1 � Φ(n), Φ

(n)
2 � Φ(n), et donc Φ

(n)
Max � Φ(n). Aussi, pour tout n,

ψ
(n)
1 � ψ(n), ψ(n)

2 � ψ(n), et donc ψ(n)
Max � ψ(n). Comme, pour tout n,

ψ
(n)
Max � ψ

(n)
1 +ψ

(n)
2 , d'après (c) du lemme 3.3.4, la série

∑∞
j=0 Res

n+j
k (ψ

(n+j)
Max )

converge dans P\(Gn) uniformément sur Gn. On pose alors, pour tout n,

ϕ
(n)
Max = Φ

(n)
Max +

∞∑
j=0

Res
n+j
n (ψ

(n+j)
Max ).

On a, pour tout n, ϕ(n)
Max � ϕ(n), et ainsi le couple (ϕ1, ϕ2) possède un plus

petit majorant ϕMax = {ϕ(n)
Max}n. Par suite, le cône Q est réticulé. �
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3.3.3 Énoncé et preuve du théorème de Bochner-Godement
généralisé

On commence par déterminer les points extrémaux de l'ensemble Q≤1.
Pour cela on a besoin de considérer, pour n ∈ N ∪ {∞}, les sous-ensembles
suivant de Q≤1 :

Pn = {ϕ ∈
∞∏
m=1

P\≤1(Gm) | ϕ(m) = Res
n
m

(
ϕ(n)

)
pour m = 1, . . . , n

ϕ(m) = 0 pour m = n+ 1, . . .},

où pour tout m = 1, . . . , n− 1, Resnm = Res
m+1
m ◦Resm+2

m+1 ◦ · · · ◦Resnn−1.
Les Pn, avec n �ni, sont des systèmes sous-projectifs d'ordre �ni n, et

l'application
ι : P\≤1(Gn)→ Pn

ϕ(n) 7−→ (Resn1 (ϕ(n)),Resn2 (ϕ(n)), . . . ,Resnn−1(ϕ(n)), ϕ(n), 0, . . . )

dé�nit un isomorphisme linéaire.
De plus, comme Res

n+1
n (P\≤1(Gn+1)) ⊂ P\≤1(Gn), l'ensemble P\≤1(G∞)

peut être identi�é à la limite projective de la famille {P\≤1(Gn)}n≥1, c'est-

à-dire P\≤1(G∞) = P∞ et un élément ϕ ∈ P\≤1(G∞) détermine un système

projectif {ϕ(n)}n, ϕ(n) ∈ P\≤1(Gn) avec ϕ(n) = Resn(ϕ).
Soit E∞ l'ensemble des points extrémaux non nuls de P∞. Il est identi�é

à l'ensemble ext(P\1(G∞)) des points extrémaux non nuls de P\≤1(G∞). Soit
En l'ensemble des points extrémaux de Pn. Un élément ϕ ∈ En est l'image
par l'isomorphisme ι d'un élément ϕ(n) ∈ ext(P\1(Gn)).

Le théorème suivant donne les points extrémaux de l'ensemble Q≤1.

Théorème 3.3.2 Les points extrémaux de l'ensemble Q≤1 sont composées
d'éléments des types suivant :

E∞ : type ∞ : ext(P\1(G∞)),

En : type n : ext(Pn),

et on a

ext(Q≤1) = {0} ∪ E∞ ∪
( ∞⋃
n=1

En
)
. (3.4)

Les ensembles E∞, En (n ≥ 1) sont disjoints.
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Preuve. (a) Montrons que ϕ ∈ En est extrémal. On suppose ϕ = ϕ1 + ϕ2,
ϕ1, ϕ2 ∈ Q≤1. Donc, pour tout n,

ϕ(n) = ϕ
(n)
1 + ϕ

(n)
2 .

Ainsi ϕ(n)
1 et ϕ(n)

2 sont proportionnels à ϕ(n) :

ϕ
(n)
1 = λ1ϕ

(n), ϕ
(n)
2 = λ2ϕ

(n).

D'autre part,

ϕ(n−1) = Res
n
n−1ϕ

(n) = ϕ
(n−1)
1 +ϕ

(n−1)
2 � λ1Res

n
n−1ϕ

(n)+λ2Res
n
n−1ϕ

(n) = Res
n
n−1ϕ

(n).

Par suite,

ϕ
(n−1)
1 = λ1Res

n
n−1ϕ

(n), ϕ
(n−1)
2 = λ2Res

n
n−1ϕ

(n),

et alors
ϕ1 = λ1ϕ, ϕ2 = λ2ϕ.

(b) Montrons que ϕ ∈ E∞ est extrémal. Supposons que ϕ = ϕ1 + ϕ2 avec
ϕ1, ϕ2 ∈ Q≤1. Comme ϕ est un système projectif, pour tout m, ψ(m) = 0.
Donc, ψ(m)

1 = 0, ψ(m)
2 = 0, et alors ϕ1, ϕ2 ∈ P\1(G∞). Par suite

ϕ1 = λ1ϕ, ϕ2 = λ2ϕ.

(c) Soit ϕ un élément extrémal non nul de Q≤1, on écrit

ϕ(n) = Φ(n) +
∞∑
j=0

Res
n+j
n (ψ(n+j)),

c'est une décomposition en somme de deux éléments de Q≤1 :

Premier cas : ψ(m) = 0, pour tout m, et alors ϕ ∈ E∞.

Deuxième cas : Φ(n) = 0, pour tout n, et alors

ϕ = Ψ1 + Ψ2 + . . . ,

où

Ψ(j)
n = Res

n
j (ψ(n)) si j ≤ n,

= 0 si j > n.

Ainsi, il existe n0 tel que ϕ = Ψn0 , avec ψ
(n0) ∈ ext(P\1(Gn0)). On peut alors

conclure que ϕ ∈ En0 . �
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On est maintenant en mesure d'énoncer la généralisation du théorème de
Bochner-Godement aux limites inductives de paires de Guelfand sous l'hy-
pothèse que tous les Gn sont séparables.

Théorème 3.3.3 Soit (G∞, K∞) une limite inductive d'une suite croissante
de paires de Guelfand (Gn, Kn)n avec l'hypothèse que tous les Gn sont sépa-
rables. Alors pour toute fonction ϕ de P\(G∞), il existe sur le borélien Ω =
ext(P\1(G∞)), une unique mesure µ positive et bornée telle que :

ϕ(g) =

∫
Ω

ω(g)µ(dω).

Preuve. L'ensemble Q≤1 étant convexe, compact et métrisable, il satisfait
les hypothèses du théorème de Choquet. Ainsi, ext(Q≤1) est un borélien et
un de ses éléments q est représentable au moyen d'une mesure de probabilté
ν sur ext(Q≤1), tel qu'on a pour toute forme linéaire continue L

L(q) =

∫
ext(Q≤1)

L(p)ν(dp) (q ∈ Q≤1). (3.5)

De plus, le fait que le côneQ est réticulé (Proposition 3.3.4) implique, d'après
(iii) du théorème de Choquet que la mesure ν est unique. D'autre part, on
déduit de la formule (3.4) que

Ω = ext(P\1(G∞)) = ext(Q≤1) \
( ∞⋃
n=1

En ∪ {0}
)
.

Ainsi, Ω est borélien car di�érence entre ext(Q≤1), qui est un borélien, et
une réunion dénombrable de boréliens.

Soit ϕ un élément de P\≤1(G∞). On sait que ϕ détermine une suite {ϕ(n)}n≥1

où ϕ(n) = Resn(ϕ). Prenons pour L, dans (3.5), la forme linéaire

ϕ(n) 7→ (ϕ(n), f) =

∫
Gn

ϕ(n)(h)f(h)αn(dh),

où f ∈ L1(Gn) et αn est la mesure de Haar de Gn. En considérant, pour tout
n, une approximation de g ∈ Gn, (fk) : fk ∈ L1(Gn), fk ≥ 0,∫

Gn

fk(h)αn(dh) = 1,

et pour toute fonction ψ continue bornée :

lim
k→∞

∫
Gn

ψ(h)fk(h)αn(dh) = ψ(g),
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on déduit que, pour tout n ≥ 1,

ϕ(n)(g) =

∫
ext(Ω)

ω(g) ν(∞)(dω) +
∞∑
k=n

∫
En
ω(g) ν(k)(dω),

où ν(∞) (respectivement {ν(k)}k≥n) sont les restrictions de la mesure ν à
ext(Ω) (respectivement {Ek}k≥n). Ainsi, on obtient

ϕ(n) −Resn+1
n (ϕ(n+1)) =

∫
En
ω(g) ν(n)(dω).

Comme la suite {ϕ(n)}n≥1 forme un système projectif, pour tout g ∈ Gn et
tout n ≥ 1, ∫

En
ω(g) ν(n)(dω) = 0.

Puisque ω(e) = 1, pour tout n ≥ 1,

ν(n)(En) = 0.

Ainsi, la mesure ν ne charge pas les sous-ensembles {En}n≥1, et elle est donc
concentrée sur E∞ = Ω. Par suite, tout élément ϕ de P\≤1(G∞) admet, pour
tout g ∈ G∞, la représentation intégrale suivante

ϕ(g) =

∫
Ω

ω(g)ν(∞)(dω).

En�n, tout ϕ ∈ P \(G∞) s'écrit de manière unique comme ϕ(g) = λϕ0(g)
avec ϕ0 ∈ P \≤1(G∞) et λ = ϕ(e) ≥ 0. Ainsi, ϕ est représentable via une

mesure µ égale à λν(∞)
0 . Où, ν(∞)

0 véri�e

ϕ0(g) =

∫
Ω

ω(g)ν
(∞)
0 (dω). �

Remarque 3.3.2 On ne connait pas de topologie rendant P\≤1(G∞) com-
pact et permettant par conséquence une application directe du théorème de
Choquet sans l'utilisation de Q. T. Hirai et E. Hirai ont étudié ce problème
dans [31].

Remarque 3.3.3 Étant donnée une paire de Guelfand généralisée, i.e. une
paire sphérique d'Olshanski, un des problèmes intéressants est de déterminer
explicitement l'ensemble des points extrémaux Ω. Ceci est connu dans de
nombreuses situations (voir par exemple [19], [39], [40], [38] et [51]). Un
autre problème est, étant donnée une fonction ϕ ∈ P\(G∞), de déterminer
la mesure µ sur Ω qui représente ϕ (voir par exemple [41]).



Chapitre 4

Analyse harmonique sur l'espace

des matrices complexes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous déterminons les points extrémaux de l'ensemble
convexe P dans le cas de la limite inductive (G∞, K∞) constituée par la suite
des groupes de déplacements Gn = KnnVn, où Vn = M(n,C) est l'espace des
matrices complexes carrées n×n etKn = U(n)×U(n) agissant sur Vn comme
suit : k.x = uxv∗ (k = (u, v) ∈ Kn, x ∈ Vn). Notons que G∞ = K∞nV∞, où

V∞ =
∞⋃
n=1

Vn.

La loi du groupe limite inductive sur G∞ = K∞ n V∞ est donnée par

(u, x)(v, y) =
(
(u1v1, u2v2), x+ u1yu

∗
2

)
,

où
u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ K∞ et x, y ∈ V∞.

Une fonction ϕ sur G∞ qui est invariante à droite par K∞ ne dépend
pas de la variable u ∈ K∞, et il est ainsi possible de la voir comme une
fonction sur V∞ : ϕ(g) = ϕ

(
(u, x)

)
= ϕ0(x). Si de plus la fonction ϕ est

K∞-biinvariante, alors la fonction ϕ0 dé�nie sur V∞ est K∞-invariante. De
plus, la fonction ϕ est de type positif sur G∞ si et seulement si la fonction
ϕ0 est de type positif.

75
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Notons D∞ le sous-ensemble des matrices diagonales de V∞. Un élément
de D∞ s'écrit comme diag(a1, a2, . . . ), avec a1, a2, · · · ∈ R+ et aj = 0 pour j
assez grand. Toute matrice x ∈ V∞ peut être diagonalisée sous la forme

x = u diag(a1, a2, . . . ) v
(
u, v ∈ U(∞)

)
.

Par suite, toute fonction K∞-invariante sur V∞ est déterminée de façon
unique par sa restriction au sous-ensemble D∞.

Dans de nombreux cas, les fonctions sphériques de type positif (les points
extrémaux de P) ont été déterminées. On peut citer, par exemple les travaux
de Schoenberg [48] sur R(∞) et ceux de G. Olshanski, A. Vershik [40] et M.
Bouali [7] sur l'espace Herm(∞; C) des matrices hermitiennes de dimension
in�nie. Après cette première section introductive, nous déterminons, dans la
deuxième section, les fonctions sphériques de type positif relativement à la
paire (Gn, Kn). La troisième section est consacrée à la détermination des fonc-
tions sphériques de type positif relativement à la paire (G∞, K∞). De plus,
en s'inspirant du travail de M. Bouali (voir [8]), et en utilisant le théorème
de Bochner généralisé (Théorème 4.3.5), nous y démontrons une formule de
type Lévy-Khinchine pour les fonctions de type négatif sur G∞.

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème Les fonctions sphériques de type positif ϕ sur V∞ sont données
par :

ϕ
(
diag(ξ1, . . . , ξn, 0, . . . )

)
= Πω(ξ1) . . .Πω(ξn),

où

Πω(λ) := Π(λ;α, γ) = e−γλ
2
∞∏
k=1

1

1 + αkλ2
,

avec

γ ∈ R+, αk ∈ R+ et
∞∑
k=1

αk <∞.
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4.2 Détermination des fonctions sphériques de
type positif sur (Gn, Kn)

4.2.1 Partie radiale du laplacien sur Vn

Dans ce paragraphe, on va déterminer les fonctions sphériques de type
positif relativement à la paire (Gn, Kn). Une formule explicite de ces fonc-
tions a été annoncé pour la première fois dans [2]. Elle a aussi été démon-
trée dans [37] par une méthode liée à l'inverse de la transformée d'Abel
pour le groupe SU(n, n). Elle a aussi été déterminée dans [1], au moyen
d'une contraction, à partir des fonctions sphériques sur l'espace homogène
SU(n, n)/S (U(n)× U(n)). Nous présentons ici une méthode analogue à celle
utilisée par J. Faraut dans le cas des matrices hermitiennes (voir [23]) pour
donner une nouvelle preuve simple et directe du résultat.

Nous considérons l'espace Vn des matrices carrées complexes, sur lequel
opère le groupe Kn par les transformations

T (k) : x 7→ k.x = uxv∗ (k = (u, v) ∈ U(n)× U(n)).

Toute matrice x ∈ Vn admet une décomposition polaire

x = u diag(λ1, . . . , λn) v , u, v ∈ U(n), λj ≥ 0.

Ainsi toute fonction f qui est Kn-invariante sur Vn ne dépend que de
λ = diag(λ1, . . . , λn),

f(x) = F (λ1, . . . , λn),

où F est une fonction dé�nie sur Rn
+ et invariante par Sn n {−1, 1}n.

Considérons sur Vn la structure euclidienne dé�nie par 〈x|y〉 = Re tr(xy∗).
Le laplacien associé à cette structure s'écrit,

∆ =
n∑
j=1

( ∂2

∂(Re xjj)
2 +

∂2

∂(Im xjj)
2

)
+

n∑
j<k

( ∂2

∂(Re xjk)
2 +

∂2

∂(Re xkj)
2

)
+

n∑
j<k

( ∂2

∂(Im xjk)
2 +

∂2

∂(Im xkj)
2

)
.

Le laplacien est invariant par le groupe Kn dans le sens suivant : si f est
une fonction de classe C 2,

∆f
(
T (k)

)
= ∆

(
f
(
T (k)

))
(k ∈ Kn).
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Soit f une fonction de classe C 2 sur Vn et invariante par le groupe Kn :

f(uxv∗) = f(x) (k = (u, v) ∈ Kn).

La fonction ∆f est aussi invariante par le groupe Kn, ce qui conduit à intro-
duire l'opérateur L dé�ni par :

∆f(x) = LF (λ1, . . . , λn).

L'opérateur L est appelé partie radiale du laplacien.

Proposition 4.2.1

(i) Soit f une fonction de classe C 2 invariante par Kn. Alors

∆f(x) = LF (λ1, . . . , λn),

où

LF =
n∑
i=1

(∂2F

∂λi
2 +

1

λi

∂F

∂λi

)
+ 2

∑
i<j

1

λi − λj

(∂F
∂λi
− ∂F

∂λj

)
+ 2

∑
i<j

1

λi + λj

(∂F
∂λi

+
∂F

∂λj

)
.

(ii) La formule précédente s'écrit aussi

LF =
1

D(λ)

n∑
i=1

( ∂2

∂λi
2 +

1

λi

∂

∂λi

)(
D(λ)F (λ)

)
,

où D est donné par
D(λ) =

∏
i<j

(λ2
i − λ2

j).

Pour la preuve de la proposition 4.2.1, nous allons utiliser le lemme IX-2.2
de [23] dont l'énoncé est :

Soit f une fonction de classe C 2 dans un ouvert U d'un espace vectoriel
V de dimension �nie. Soient A un endomorphisme de V , a ∈ V . Soit ε > 0
tel que, pour |t| < ε, exp tA . a ∈ U . On suppose que, pour |t| < ε,

f(exp tA . a) = f(a).

Alors

(Df)a (A . a) = 0,

(D2f)a (A . a, A . a) + (Df)a (A 2. a) = 0.
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Preuve de la proposition 4.2.1. Soit U un ouvert de Vn et A l'endo-
morphisme de Vn dé�ni par : A . a = Xa+aY ∗ où X, Y ∈ Vn. Si les matrices
X, Y sont antihermitiennes, alors pour tout t ∈ R, les matrices exp tX,
exp tY sont unitaires et, pour tout a ∈ U ,

f(exp tXa exp tY ∗) = f(a).

Du lemme IX-2.2 précédent nous déduisons que

(Df)a (Xa+ aY ∗) = 0,(
D2f

)
a

(Xa+ aY ∗, Xa+ aY ∗) + (Df)a
(
X2a+ 2XaY ∗ + a (Y ∗)2) = 0.

(a) Prenons X = Y = Ejk − Ekj (j 6= k), a = diag(a1, . . . , an). Nous
obtenons

Xa+ aY ∗ = (ak − aj) (Ejk + Ekj) ,

X2a+ 2XaY ∗ + a (Y ∗)2 = 2 (ak − aj) (Ejj − Ekk) ,

et donc

(ak − aj)2 (D2f
)
a

(Ejk + Ekj, Ejk + Ekj)+2 (ak − aj) (Df)a (Ejj − Ekk) = 0,

ou

∂2f

∂(Re xjk)
2 (a)+

∂2f

∂(Re xkj)
2 (a) =

2

(aj − ak)

(
∂f

∂(Re xjj)
(a)− ∂f

∂(Re xkk)
(a)

)
.

(b) Prenons X = i (Ejk + Ekj) et Y = −X. Nous obtenons

Xa+ aY ∗ = (aj + ak) (iEjk + iEkj) ,

X2a+ 2XaY ∗ + a (Y ∗)2 = −2 (aj + ak) (Ejj + Ekk) ,

et donc

(aj + ak)
2 (D2f

)
a

(iEjk + iEkj, iEjk + iEkj)−2 (aj + ak) (Df)a (Ejj + Ekk) = 0,

ou

∂2f

∂(Im xjk)
2 (a)+

∂2f

∂(Im xkj)
2 (a) =

2

(aj + ak)

(
∂f

∂(Re xjj)
(a) +

∂f

∂(Re xkk)
(a)

)
.
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(c) Prenons X = iEjj et Y = −X. Nous obtenons

Xa+ aY ∗ = i 2ajEjj,

X2a+ 2XaY ∗ + a (Y ∗)2 = −4ajEjj,

et donc
4a2

j

(
D2f

)
a

(iEjj, iEjj)− 4aj (Df)a (Ejj) = 0,

ou
∂2f

∂(Im xjj)
2 (a) =

1

aj

∂f

∂(Re xjj)
(a).

Finalement,

∂2f

∂(Re xjj)
2 (a) =

∂2F

∂λj
2 ,

∂2f

∂(Im xjj)
2 (a) =

1

λj

∂F

∂λj
,

∂2f

∂(Re xjk)
2 (a) +

∂2f

∂(Re xkj)
2 (a) =

2

(λj − λk)

(
∂F

∂λj
(a)− ∂F

∂λk
(a)

)
,

∂2f

∂(Im xjk)
2 (a) +

∂2f

∂(Im xkj)
2 (a) =

2

(λj + λk)

(
∂F

∂λj
(a) +

∂F

∂λk
(a)

)
.

Pour montrer (ii), on utilise la formule :

∆0(DF ) = ∆0F + 2(∇0D|∇0F ) + ∆(D),

où ∆0 désigne le laplacien et ∇0 le gradient sur Rn. Le polynôme D est
harmonique et véri�e aussi

n∑
j=1

1

λj

∂D

∂λj
= 0.

On peut alors conclure que

1

D
∆0(DF ) +

1

D

n∑
j=1

1

λj

∂(DF )

∂λj
= ∆0F + 2

1

D
(∇0D|∇0F ) +

n∑
j=1

1

λj

∂F

∂λj
.

Comme
1

D
∇0D = ∇0 log |D| =

∑
j<k

1

λj − λk
(ej − ek) +

∑
j<k

1

λj + λk
(ej + ek),

où (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn, nous obtenons

1

D
(∇0D|∇0F ) =

∑
j<k

1

λj − λk

(
∂F

∂λj
− ∂F

∂λk

)
+
∑
j<k

1

λj + λk

(
∂F

∂λj
+
∂F

∂λk

)
. �
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4.2.2 Équation de la chaleur, intégrales orbitales et fonc-
tions sphériques sur Vn

Dans la décomposition polaire précédente la mesure euclidienne m s'écrit

α(du)α(dv)
∏
j<k

(
λ2
j − λ2

k

)2
n∏
j=1

λj dλj,

où α est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire U(n). De plus, on
a la formule d'intégration suivante ([21], Proposition X.3.4)

Proposition 4.2.2 (Formule d'intégration de Weyl) Pour toute fonction f
intégrable sur Vn∫
Vn

f(x)m(dx) = cn

∫
U(n)×U(n)

∫
Rn+
f(uλv) α(du)α(dv)

∏
j<k

(
λ2
j−λ2

k

)2
n∏
j=1

λj dλj,

où cn est une constante :

cn =
2nπn

2

n!
(∏n−1

j=1 j!
)2 .

En utilisant les données précédentes, la résolution du problème de Cau-
chy pour l'équation de la chaleur sur Vn conduit à l'évaluation de l'intégrale
orbitale I (x, y), qui est dé�nie pour tous x, y ∈ Vn, par :

I (x, y) =

∫
U(n)

∫
U(n)

eRe tr(xuyv∗)α(du)α(dv).

Remarquons que la fonction I (x, y) est déterminée par sa restriction au
sous-ensemble des matrices diagonales puisqu'elle est invariante par Kn agis-
sant sur x ou sur y :

I (uxv∗, y) = I (x, uyv∗) = I (x, y) (u, v ∈ U(n)).

Le problème de Cauchy pour l'équation de la chaleur

∂U

∂t
= ∆U,

U(0, x) = f(x),
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où f est une fonction continue bornée sur Vn, admet une solution unique qui
est donnée par

U(t, x) =
1

(4πt)
N
2

∫
Vn

e−
1
4t
|||x−y|||2f(y) m(dy) (t > 0, x ∈ Vn),

où N = 2n2 est la dimension de Vn, |||.||| est la norme de Hilbert-Schmidt
sur Vn et m est la mesure euclidienne.

Supposons que la fonction f soit invariante par le groupe Kn. Alors il en
est de même de la solution U . Nous pouvons ainsi écrire

f(x) = f0(λ), U(t, x) = U0(t, λ).

En utilisant la formule d'intégration de Weyl (Proposition 4.2.2), la solution
U0(t, λ) est donnée par :

U0(t, λ) =

∫
Rn+
H0(t, λ, θ)f0(θ)D(θ)

n∏
j=1

θj dθj,

avec

H0(t, λ, θ) = cn
1

(4πt)
N
2

∫
U(n)

∫
U(n)

e−
1
4t
|||λ−uθv∗|||2f(y) α(du)α(dv)

= cn
1

(4πt)
N
2

e−
1
4t

(||λ||2+||θ||2)

∫
U(n)

∫
U(n)

e
1
2t

Re tr(λuθv∗)α(du)α(dv)

= cn
1

(4πt)
N
2

e−
1
4t

(||λ||2+||θ||2)I (
1

2t
λ, θ).

Théorème 4.2.1 Si λ = diag(λ1, . . . , λn) et θ = diag(θ1, . . . , θn),

I (λ, θ) = 2n(n−1)
[
1!2!× · · · × (n− 1)!

]2 1

D(λ)D(θ)
det
((
I0(λiθj)

)
1≤i,j≤n

)
,

où I0 est la fonction de Bessel modi�ée :

I0(z) =
∞∑
k=0

1

22k(k!)2
z2k (z ∈ C).
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Preuve. De la formule donnant la partie radiale du laplacien (Proposition
4.2.1) on déduit que la fonction U0 est solution de l'équation

∂2U0

∂t2
=

1

D(λ)

n∑
i=1

( ∂2

∂λi
2 +

1

λi

∂

∂λi

)(
D(λ)F (λ)

)
.

Nous posons par suite

V (t, λ) = D(λ)U0(t, λ), g(λ) = D(λ)f0(λ).

La fonction V est alors solution du problème

∂2V

∂t2
=

n∑
i=1

(∂2V

∂λi
2 +

1

λi

∂V

∂λi

)
,

V (0, λ) = g(λ).

Supposons que la donnée initiale f appartienne à l'espace de Schwartz S (Vn).
D'après un résultat semblable à ([23], Lemme X-3.1) on montre que, pour
tout T > 0, la fonction V est bornée sur [0, T ] × Rn

+. D'autre part, pour
n = 1, le problème ci-dessus est équivalent, en coordonnées cylindriques, au
problème de Cauchy pour l'équation de la chaleur sur R2 avec une donnée
initiale radiale. La solution d'un tel problème est exprimée au moyen de
la fonction de Bessel modi�ée I0 et est donnée par (voir [23], Chapitre IX,
exercice 3)

1

2t

∫ ∞
0

e−
r2+ρ2

4t g(ρ) I0

(rρ
2t

)
ρ dρ.

On peut alors conclure que la solution de notre problème pour n quelconque
est donnée par

V (t, λ) =
1

(2t)n

∫
Rn+
e−

1
4t

(||λ||2+||θ||2)g(θ)
n∏
i=1

I0

(λiθi
2t

)
θi dθi.

La fonction g étant antisymétrique cette relation peut s'écrire

V (t, λ) =
1

(2t)n

∫
Rn+
e−

1
4t

(||λ||2+||θ||2)g(θ)
1

n!

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

I0

(λiθσ(i)

2t

)
θi dθi.

Ainsi, pour toute fonction g(θ) = D(θ)f0(θ), où f0 est une fonction symé-
trique de l'espace de Schwartz S (Rn

+),∫
Rn+
H0(t, λ, θ)g(θ)

n∏
i=1

θi dθi

=
1

n!(2t)n

∫
Rn+
e−

1
4t

(||λ||2+||θ||2)g(θ) det

((
I0

(λiθj
2t

))
1≤i,j≤n

) n∏
i=1

θi dθi.
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Ceci démontre que le noyau H0 dé�ni précédement est égal à

H0(t, λ, θ) =
1

n!(2t)n
1

D(λ)D(θ)
e−

1
4t

(||λ||2+||θ||2) det

((
I0

(λiθj
2t

))
1≤i,j≤n

)
.

Le résultat en découle en comparant, pour t = 1
2
, les deux expressions obte-

nues de H0. �

Pour x ∈ Vn la mesure orbitale µx est dé�nie sur Vn par∫
Vn

f(y) µx(dy) =

∫
U(n)

∫
U(n)

f(uxv∗) α(du)α(dv),

où α est la mesure de Haar normalisée de U(n) et f est une fonction continue
sur Vn. La transformée de Fourier de la mesure µx est la fonction µ̂x suivante :

µ̂x(ξ) =

∫
Vn

ei〈ξ,y〉µx(dy)

=

∫
U(n)

∫
U(n)

eiRe tr(ξuxv∗)α(du)α(dv)

= I (x, iξ).

En adoptant la notation multi-indicielle :

δ = (δ1, δ2, . . . , δn) := (n− 1, n− 2, . . . , 0),

les fonctions sphériques de type positif ϕx, relativement à la paire (Gn, Kn),
sont les transformées de Fourier des mesures orbitales sur Vn :

Corollaire 4.2.1 Si x = diag(x1, . . . , xn) et ξ = diag(ξ1, . . . , ξn),

ϕx(ξ) := µ̂x(ξ) =
(
δ!
)2 (−4)

n(n−1)
2

D(x)D(ξ)
det
((
J0(xjξk)

)
1≤j,k≤n

)
,

où
δ! = δ1!× · · · × δn!,

J0 étant la fonction de Bessel classique.
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4.3 Détermination des fonctions sphériques de
type positif sur (G∞, K∞)

4.3.1 Propriété de multiplicativité des fonctions sphé-
riques

Une fonction sphérique est une fonction continue ϕ sur G∞ véri�ant

lim
n→∞

∫
Kn

ϕ(xky)dk = ϕ(x)ϕ(y),

où dk est la mesure de Haar normalisée du groupe produit Kn = U(n)×U(n)
(Théorème 3.2.1).

Dans notre cas, la fonction ϕ peut être vue comme une fonction sur V∞
et ainsi on obtient :

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

ϕ(x+ k1yk
∗
2)αn(dk1)αn(dk2) = ϕ(x)ϕ(y),

où αn est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire U(n).

Théorème 4.3.1 (Propriété de multiplicativité) Soit ϕ ∈ P. La fonction
ϕ est sphérique, si et seulement si, il existe une fonction continue Φ sur R,
avec Φ(0) = 1 telle que

ϕ
(
diag(a1, . . . , an, 0, . . . )

)
= Φ(a1) . . .Φ(an).

Posons, pour m ≤ n,

Km(n) =

{(
Im 0
0 v

) ∣∣∣ v ∈ U(n−m)

}
' U(n−m),

et

Km(∞) =
∞⋃
n=1

Km(n) ⊂ U(∞).

Posons aussi

K(m,n) =

{(
u 0
0 v

) ∣∣∣ u ∈ U(m), v ∈ U(n−m)

}
⊂ U(n).
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On introduit aussi, pour n ≥ 2m, un sous-groupe de Cartan pour la paire
symétrique

(
U(n), K(m,n)

)
:

a(θ) =



cos θ1 − sin θ1

. . . . . .
cos θm − sin θm

sin θ1 cos θ1

. . . . . .
sin θm cos θm

In−2m


.

Ainsi, pour tout k ∈ K(n),

k = h1a(θ)h2,

avec h = (h1, h2) ∈ K(m,n)×K(m,n) =: K2(m,n), et la formule d'intégra-
tion de Weyl qui correspond à cette dernière décomposition est donnée, pour
toute fonction f intégrable sur U(n)× U(n), par :∫
U(n)×U(n)

f(k1, k2) αn(dk1)αn(dk2)

=

∫
[0,π]m×[0,π]m

∫
K2(m,n)

∫
K2(m,n)

f
(
h1a(θ)h2, g1a(ζ)g2

)
κ(dh)κ(dg)Dm,n(θ)Dm,n(ζ) dθ dζ,

où κ = β ⊗ β et β est la mesure de Haar normalisée de K(m,n), et

Dm,n(θ) = cm,n

∣∣∣ ∏
1≤i<j≤m

(
sin(θi+θj)

)2(
sin(θi−θj)

)2
m∏
i=1

(
sin 2θi

)(
sin θi

)2(n−2m)
∣∣∣,

où cm,n est une constante telle que∫
[0,π]m

Dm,n(θ) dθ1 . . . θm = 1.

Proposition 4.3.1 Soit f une fonction continue sur K∞ qui est Km(∞)×
Km(∞)-invariante. Alors

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

f(k1, k2) αn(dk1)αn(dk2)

=

∫
K2
m

∫
K2
m

f(h1wmh2, g1wmg2) αm(dh1)αm(dh2)αm(dg1)αm(dg2),
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où

wm = a(
π

2
, . . . ,

π

2
) =

 0 −Im 0
Im 0 0
0 0 I

 .

Lemme 4.3.1 Soit X un espace topologique compact et µ une mesure posi-
tive sur X tels que tout ensemble ouvert non vide soit de mesure positive. Soit
δ une fonction continue à valeurs positives sur X, qui atteint son maximum
en un seul point x0. Posons

1

cn
=

∫
X

δ(x)n µ(dx).

Alors, si f est une fonction continue sur X ×X,

lim
n→∞

c2
n

∫
X×X

f(x, y)δ(x)nδ(y)n µ(dx)µ(dy) = f(x0, x0).

Preuve. On applique le lemme 5.4 de [19] pour la fonction δ(x, y) =
δ(x)δ(y). �

Par le lemme 4.3.1, pour tout m �xé, et pour toute fonction f continue
sur [0, π]m × [0, π]m,

lim
n→∞

∫
[0,π]m×[0,π]m

f(θ, ζ)Dm,n(θ)Dm,n(ζ) dθ dζ = f
(π

2
, . . . ,

π

2
;
π

2
, . . . ,

π

2

)
.

Preuve de la proposition 4.3.1.
En utilisant la formule d'intégration et l'invariance par Km(∞)×Km(∞),

on obtient∫
U(n)×U(n)

f(k1, k2) αn(dk1)αn(dk2) =

∫
[0,π]m×[0,π]m

F (θ, ζ)Dm,n(θ)Dm,n(ζ) dθ dζ,

avec

F (θ, ζ) =

∫
K2
m

∫
K2
m

f
(
h1a(θ)h2, g1a(ζ)g2

)
αm(dh1)αm(dh2)αm(dg1)αm(dg2).

Par suite, le lemme 4.3.1 nous donne

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

f(k1, k2) αn(dk1)αn(dk2)

=

∫
K2
m

∫
K2
m

f(h1wmh2, g1wmg2) αm(dh1)αm(dh2)αm(dg1)αm(dg2).

�
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Corollaire 4.3.1 Soit ϕ une fonction continue sur V∞ et K∞-invariante.
Alors, pour x = diag(a1, . . . , am, 0, . . . ), y = diag(b1, . . . , bm, 0, . . . ),

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

ϕ(x+k1yk
∗
2) αn(dk1)αn(dk2) = ϕ

(
diag(a1, . . . , am, b1, . . . , bm, 0 . . . )

)
.

Preuve. La fonction (k1, k2) 7→ ϕ(x + k1yk
∗
2) est Km(∞) × Km(∞)-

invariante. Ainsi, on peut appliquer la proposition 4.3.1 :

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

ϕ(x+ k1yk
∗
2) αn(dk1)αn(dk2)

=

∫
K2
m

∫
K2
m

ϕ(x+ h1wmh2yg
∗
2w
−1
m g∗1) αm(dh1)αm(dh2)αm(dg1)αm(dg2).

Le résultat découle du fait que

x+ h1wmh2yg
∗
2w
−1
m g∗1 ∈ U(∞)diag(a1, . . . , am, b1, . . . , bm)U(∞).

�

Preuve du théorème 4.3.1. Soit ϕ ∈ P. Si ϕ est sphérique alors, pour

x = diag(a1, . . . , am, 0, . . . ), y = diag(b1, . . . , bm, 0, . . . ),

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

ϕ(x+ k1yk
∗
2) αn(dk1)αn(dk2) = ϕ(x)ϕ(y).

Par le corollaire 4.3.1, il s'en suit que

ϕ
(
diag(a1, . . . , am, 0, . . . )

)(
diag(b1, . . . , bm, 0, . . . )

)
= ϕ

(
diag(a1, . . . , am, b1, . . . , bm, 0, . . . )

)
.

En réappliquant le corollaire 4.3.1 , on obtient

ϕ
(
diag(a1, . . . , an, 0, . . . )

)
= Φ(a1) . . .Φ(an),

où
Φ(λ) = ϕ

(
diag(λ, 0, . . . )

)
.

Inversement, supposons qu'il existe une fonction continue Φ sur R telle
que

ϕ
(
diag(a1, . . . , an, 0, . . . )

)
= Φ(a1) . . .Φ(an).

Alors, par le corollaire 4.3.1,

lim
n→∞

∫
U(n)×U(n)

ϕ(x+ k1yk
∗
2) αn(dk1)αn(dk2) = ϕ(x)ϕ(y),

ce qui revient à dire que le fonction ϕ est sphérique. �
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4.3.2 Fonction de Pólya modi�ée : dé�nition et conver-
gence

Dé�nition 4.3.1 La fonction de Pólya modi�ée est dé�nie sur R par :

Π(λ;α, γ) := e−γλ
2
∞∏
j=1

1

1 + αjλ2
,

où α = (αj)j≥1 ∈ `1(N), αj ∈ R+ et γ ∈ R+.

Au couple (α, γ) on associe la mesure positive bornée σ dé�nie, pour toute
fonction f continue bornée sur R (noté f ∈ Cb(R)), par :∫

R
f(t)σ(dt) =

∞∑
j=1

αjf(αj) + γf(0).

On obtient ainsi un ensemble Ω de mesures que l'on munit de la topologie
de la convergence étroite. Les fonctions de Pólya modi�ées sont ainsi para-
métrées par cet ensemble.

Remarquons que les moments de la mesure σ sont donnés par

M0(σ) =

∫
R
σ(dt) = γ +

∞∑
j=1

αj = γ + p1(α),

et pour m ≥ 1,

Mm(σ) =

∫
R
tmσ(dt) =

∞∑
j=1

αm+1
j = pm+1(α),

où pm est la mième somme de Newton dé�nie, pour x = (x1, x2, . . .) ∈ `1(N)
et m ≥ 1, par :

pm(x) =
∞∑
k=1

xmk .

La dérivée logarithmique de la fonction de Pólya modi�ée Πω(λ) = Π(λ;α, γ)
est :

Π
′
ω(λ)

Πω(λ)
= −2(γ + p1(α))λ+

∞∑
m=2

pm(−α)λ2m−1.

Lemme 4.3.2 L'ensemble Ω est fermé pour la topologie de la convergence
étroite.
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Preuve. Soit σ(n) une suite de mesures de Ω qui converge étroitement vers
une mesure σ : ∫

R
f(t) σ(n)(dt) =

∞∑
k=1

α
(n)
k f(α

(n)
k ) + γ(n)f(0),

lim
n→∞

∫
R
f(t) σ(n)(dt) =

∫
R
f(t) σ(dt) (f ∈ Cb(R)). (4.1)

Posons

P (n)(t) =
n∏
k=1

(1 + α
(n)
k t).

Comme α(n)
k tend vers 0 quand k tend vers∞, la suite P (n)(t) converge dans

un voisinage de 0 vers une fonction Ψ. D'après ([32], Theorem 2.1, page 336),
la fonction Ψ admet un prolongement analytique sur C, et elle est donnée
par

Ψ(z) = eγ
′′
z

∞∏
k=1

(1 + αkz),

avec

γ
′′ ∈ R+, αk ∈ R+ et

∞∑
k=1

αk <∞.

La dérivée logarithmique de P (n) converge vers celle de Ψ dans un voisinage
de 0. Ainsi, en considérant les développements en série entière en 0 de ces
dérivées logarithmiques, on en déduit que

lim
n→∞

n∑
k=1

α
(n)
k = γ

′′
+
∞∑
k=1

αk,

et pour tout k ≥ 2,
lim
n→∞

pk(α
(n)) = pk(α).

En prenant f = 1 dans (4.1), on en déduit que la suite γ(n) +
∑n

k=1 α
(n)
k

converge. Donc, la suite γ(n) possède une limite, qu'on note γ
′ ≥ 0. Finale-

ment, la mesure σ appartient à Ω :∫
R
f(t)σ(dt) =

∞∑
k=1

αkf(αk) + γf(0),

où
γ = γ

′
+ γ

′′
.



ANALYSE HARMONIQUE SUR L'ESPACE DES MATRICES
COMPLEXES 91

Posons pour toute fonction de Pólya modi�ée de paramètre ω = (α, γ),

||ω|| = p1(α) + γ,

et, pour tout R ≥ 0,

ΩR = {ω ∈ Ω |−Π
′′
ω(0)

2
= ||ω|| ≤ R}.

Lemme 4.3.3 L'ensemble ΩR est compact.

Preuve. Comme la fonction de Pólya modi�ée est une transformée de Fou-
rier d'une mesure de probabilité µ,

−Π
′′

ω(0) =

∫
R
t2µ(dt).

D'autre part, l'ensemble des mesures de probabilité telles que
∫

R t
2µ(dt) ≤ 2R

est relativement compact. On peut alors conclure, d'après le lemme 4.3.2, que
l'ensemble ΩR est relativement compact dans Ω.

De plus, la convergence dans Ω d'une suite ω(n) vers ω pour la topologie de
Ω implique que la suite ||ω(n)|| converge dans R vers ||ω||. Ainsi, l'application
ω 7→ ||ω|| est continue. Par suite, l'ensemble ΩR est un fermé relativement
compact, il est donc compact. �

Proposition 4.3.2 L'application dé�nie sur Ω par :

ω = (α, γ) 7→ Πω := Π(.;α, γ)

est injective.

La transformation de Fourier classique permet d'étudier les mesures de
probabilité sur R et Rn, et leur convergence. Rappelons ici les résultats que
nous utiliserons dans la suite. Soit ν une mesure de probabilité sur R et ψ sa
transformée de Fourier :

ψ(x) =

∫
R
eixuν(du).
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Proposition 4.3.3 (voir [19], Lemma 6.5) On suppose que la fonction ψ est
développable en série de Taylor à l'origine : pour |x| < R,

ψ(x) =
∞∑
m=0

cmx
m.

Alors la fonction ψ admet un prolongement holomorphe à la bande

ΣR = {z = x+ iy | |y| < R}.

De plus, pour |y| < R, ∫
R
eyuν(du) <∞,

et, pour z ∈ ΣR, le prolongement ψ̃ de ψ est donné par

ψ̃(z) =

∫
R
eizuν(du).

Considérons une suite ν(n) de mesures de probabilité sur R et notons par ψ(n)

la transformée de Fourier de ν(n) :

ψ(n)(x) =

∫
R
eixuν(n)(du).

Proposition 4.3.4 (voir [19], Lemma 6.6)

(i) On suppose que chacune des fonctions ψ(n) soit développable en série de
Taylor dans le disque ouvert D(0, R) : pour |z| < R,

ψ(n)(z) =
∞∑
m=0

c(n)
m zm,

et que la suite des fonctions ψ(n) converge uniformément sur le disque fermé
D(0, r), pour tout r < R. Alors la suite des mesures ν(n) converge étroitement
vers une mesure de probabilité ν. Notons ψ la transformée de Fourier de ν.
Les fonctions ψ(n) et ψ admettent des prolongement holomorphes à ΣR, et la
suite ψ(n) converge vers ψ uniformément sur tout compact de ΣR.

(ii) On suppose que, pour tout m, lim
n→∞

c(n)
m = cm et qu'il existe une suite am ≥

0 telle que, pour tout r < R,
∞∑
m=0

amr
m <∞ et, pour tous m,n, |c(n)

m | ≤ am.

Alors, les hypothèses de (i) sont véri�ées.
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Théorème 4.3.2 Une suite de points ω(n) = (α(n), γ(n)) de Ω converge vers
ω = (α, γ) si et seulement si les fonctions de Pólya modi�ées correspondantes
Πω(n)(λ) = Π(λ;α(n), γ(n)) convergent uniformément sur tout compact de R
vers Πω(λ) = Π(λ;α, γ).

Preuve. Condition nécessaire : supposons que ω(n) converge vers ω pour
la topologie de Ω. Remarquons que les fonctions des Pólya modi�ées Π(n) et

Π sont holomorphes dans le disque D(0, R) où
1

R
= sup

m,n

∣∣α(n)
m

∣∣. Donc, pour
tout λ ∈ D(0, R), leurs dérivées logarithmiques sont données par

Πω(n)
′(λ)

Πω(n)(λ)
= −2||ω(n)||λ+

∞∑
m=2

pm(−α(n))λ2m−1,

Π
′
ω(λ)

Πω(λ)
= −2||ω||λ+

∞∑
m=2

pm(−α)λ2m−1.

Pour toute fonction f continue bornée sur R

lim
n→∞

∫
R
f(t)σ(n)(dt) =

∫
R
f(t)σ(dt),

où σ(n) est la mesure positive bornée sur R associée au couple (α(n), γ(n)).
Donc, si f = 1, on en déduit que la suite p1(α(n)) + γ(n) converge. Par suite,
il existe une constante A > 0 telle que, pour tout n,

0 ≤ ||ω(n)|| ≤ A.

Donc, la suite {α(n)
m } est bornée par A pour tout m et tout n.

D'où,
supp(σ(n)) ⊂ [−A,A] et supp(σ) ⊂ [−A,A].

Ainsi, la suite des mesures σ(n) converge vers σ pour toute fonction continue
sur R. On en déduit que, pour tout m ≥ 2,

lim
n→∞

pm(α(n)) = lim
n→∞

∫
R
tmσ(n)(dt)

=

∫
R
tmσ(dt) = pm(α),
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et
pm(α(n)) ≤

(
p1(α(n))

)m ≤ Am.

D'autre part, on a
lim
n→∞

||ω(n)|| = ||ω||.

On en déduit que

lim
n→∞

Πω(n)
′(λ)

Πω(n)(λ)
=

Π
′
ω(λ)

Πω(λ)
,

la convergence étant uniforme sur tout compact du disque D(0, R). Par suite,

lim
n→∞

Πω(n)(λ) = Πω(λ),

puisque Πω(n)(0) = 1 et Πω(0) = 1.

Les fonctions Πω(n) et Πω étant de type positif, d'après la proposition
4.3.4, Πω(n) converge uniformément sur tout compact de ΣR vers Πω. Ceci
implique la convergence uniforme de Πω(n) vers Πω sur tout compact de R.

Condition su�sante : supposons que Πω(n) converge uniformément sur
tout compact de R vers Πω0 = Π(.;α0, γ0). Soit λ0 > 0 �xé. Comme la
fonction de Pólya modifée Πω0 est continue, ne s'annule pas sur R et véri�e
Πω0(0) = 1, il existe M > 0 tel que, pour tout n,

Πω(n)(λ0) ≥M.

Par suite

γλ2
0 + λ2

0

∞∑
k=1

α
(n)
k ≤ eγλ

2
0

∞∏
k=1

(
1 + α

(n)
k λ2

0

)
≤ 1

M
.

Donc

||ω(n)|| ≤ 1

λ2
0 M

=: R0.

L'ensemble ΩR0 étant un compact de Ω (Lemme 4.3.3), on peut en ex-
traire une sous-suite (ω(nk))k qui converge vers ω = (α, γ) ∈ ΩR0 pour la
topologie de Ω.

Donc la suite des fonctions de Pólya modi�ées Πω(nk)(λ) converge uni-
formément sur tout compact de ΣR0 vers la fonction de Pólya modi�ée
Πω(λ) = Π(λ;α, γ), et par suite

Πω = Πω0 ,
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ou encore
ω = ω0 = (α0, γ0).

Si une autre sous-suite converge dans ΩR0 vers ω
′
, alors nécessairement

ω
′

= ω = ω0. Le point ω0 est donc l'unique point d'accumulation de la suite
ω(n). Comme pour toute fonction continue bornée sur R, il existeM > 0 telle
que

σ(n)(f) ≤M ||ω(n)|| < MR0,

la suite ω(n) converge vers ω0. �

Corollaire 4.3.2

(i) L'application qui à ω associe la fonction de Pólya modi�ée Πω est un ho-
méomorphisme, l'ensemble des fonctions de Pólya modi�ées étant muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de R.

(ii) L'ensemble Ω est localement compact, séparable, métrisable et complet.

Preuve. Le premier point est une conséquence immédiate du théorème pré-
cédent. Le fait que Ω est un ensemble séparable, métrisable et complet, se
déduit de ([42], Chapter II, Theorem 6.2).

Pour R > 0, on dé�nit l'ensemble

ΩR = {ω ∈ Ω | ||ω|| = p1(α) + γ ≤ R} .

Puisque l'application

ω 7→
∫

R
σ(dt) = ||ω||,

est continue, alors l'ensemble

{ω ∈ Ω | ||ω|| < R} .

est un ouvert. D'autre part, l'ensemble ΩR est compact. Donc tout point ω
possède un voisinage compact. Ceci prouve que Ω est localement compact. �



ANALYSE HARMONIQUE SUR L'ESPACE DES MATRICES
COMPLEXES 96

4.3.3 Convergence des mesures orbitales et fonctions
sphériques

Soit (X,B) un espace mesurable sur lequel un groupe G agit par des
transformations mesurables. Soit ν une mesure de probabilité G-invariante
sur X . Un ensemble E ∈ B est dit G-invariant relativement à ν si, pour tout
g ∈ G, ν((gE)∆E) = 0, où ∆ désigne la di�érence symétrique. La mesure ν
est dite ergodique relativement à l'action du groupe G si, pour tout E ∈ B
qui est G-invariant : ν(E) = 0 ou 1. Si X est localement compact et K
un groupe compact agissant sur X par des homéomorphismes, les mesures
ergodiques sont exactement les mesures orbitales. C'est le cas, si on prend
X = Vn = M(n; C) et K = Kn = U(n)× U(n).

On note par V ∞ l'espace des matrices complexes in�nies. C'est l'espace
dual de V∞. L'espace V ∞ est dé�ni comme étant la limite projective de la
suite Vn relativement aux projections orthogonales

pm,n : Vn → Vm (n > m).

L'espace V ∞ peut être identi�é à R∞. Le groupe K∞ agit sur V ∞ de la même
façon que sur V∞. Soit M l'ensemble des mesures de probabilité sur V ∞ qui
sont invariantes par K∞. La transformée de Fourier d'une mesure ν de M

est la fonction K∞-invariante de type positif ϕ dé�nie sur V∞ par

ϕ(ξ) =

∫
V∞

ei〈x,ξ〉ν(dx).

La transformée de Fourier établit une bijection entre M et P et aussi entre
leurs sous ensembles respectifs des points extrémaux ext(M) et ext(P). Une
fonction ϕ ∈ P est sphérique si et seulement si la mesure µ est ergodique.

Soit λ(n) une suite de matrices diagonales

λ(n) = diag(λ
(n)
1 , . . . , λ(n)

n ).

Nous lui associons la suite des mesures orbitales ν(n) dé�nie par : si f est
une fonction continue sur V ∞∫

V∞
f(x)ν(n)(dx) =

∫
U(n)×U(n)

f(uλ(n)v∗)αn(du)αn(dv).

La transformée de Fourier ϕ(n) de ν(n) est dé�nie sur V∞ par

ϕ(n)(ξ) =

∫
V∞

ei〈ξ,x〉ν(n)(dx)

=

∫
U(n)×U(n)

ei〈ξ,uλ
(n)v∗〉 αn(du)αn(dv).
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L'évaluation de l'intégrale précédente est donnée par le corollaire 4.2.1.
Posons

F (z) =
∞∑
k=0

ck z
k, ck =

1

(k!)2
(z ∈ C),

Ξ =
(
Ξ1,Ξ2, . . . ,Ξn

)
:=
(
− ξ2

1

4
,−ξ

2
2

4
, . . . ,−ξ

2
n

4

)
,

Λ =
(
Λ1,Λ2, . . . ,Λn

)
:=
(
λ

(n)
1

2
, λ

(n)
2

2
, . . . , λ(n)

n

2)
.

Nous pouvons reécrire l'expression des fonctions sphériques ϕ(n) sous une
forme plus convenable :

ϕ(n)
(
diag(ξ1, . . . , ξn)

)
= Ψ(Λ, Ξ) =

(
δ!
)2

det

((
F
(
ΛiΞj

))
1≤i,j≤n

)
D(Λ)D(Ξ)

, (4.2)

où
D
(
Ξ
)

=
∏
i<j

(
Ξi − Ξj

)
, D

(
Λ
)

=
∏
i<j

(
Λi − Λj

)
.

Nous donnons une condition nécessaire et su�sante, portant sur la suite
λ(n), de telle sorte que la suite des mesures ν(n) converge. À la matrice λ(n)

on associe le point ω(n) = (α(n), γ(n)) de Ω dé�ni par

α(n) =

(
λ

(n)
1

2

4n2
, . . . ,

λ
(n)
n

2

4n2
, 0, . . .

)
, γ(n) = 0.

Théorème 4.3.3 La suite ν(n) converge étroitement si et seulement si la
suite ω(n) converge dans Ω. Si la suite ω(n) converge dans Ω vers ω = (α, γ),
c'est-à-dire pour toute fonction f continue sur R :

lim
n→∞

n∑
k=1

λ
(n)
k

2

4n2
f

(
λ

(n)
k

2

4n2

)
=
∞∑
k=1

αkf(αk) + γ,

alors, pour tout k,

lim
n→∞

ϕ(n)
(
diag(ξ1, . . . , ξk, 0, . . . )

)
= Πω(ξ1) . . .Πω(ξk),

où Πω est la fonction de Pólya modi�ée associée à ω :

Πω(λ) := Π(λ;α, γ) = e−γλ
2
∞∏
k=1

1

1 + αkλ2
,

avec

γ ∈ R+, αk ∈ R+ et
∞∑
k=1

αk <∞.
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Preuve. Condition su�sante. Supposons que lim
n→∞

ω(n) = ω. Nous allons

montrer que, pour tout k,

lim
n→∞

ϕ(n)(diag(ξ1, . . . , ξk, 0, . . . )) = Πω(ξ1) . . .Πω(ξk).

En utilisant un résultat général dans ([19], section 2.3) lié au développement
en série de fonctions de Schur, on peut écrire (4.2) comme

ϕ(n)
(
diag(ξ1, . . . , ξn)

)
=

(
δ!
)2

∑
m1≥···≥mn≥0

cm1+δ1 . . . cmn+δn sm(Λ)sm(Ξ)

=
(
δ!
)2

∑
m1≥···≥mn≥0

( 1

(m + δ)!

)2

sm(Λ)sm(Ξ).

(a) Traitons d'abord le cas d'une seule variable. Dans ce cas les seuls
termes non nuls du développement en série de fonctions de Schur sont ceux
pour lesquels m = (m, 0, . . . , 0). Donc

ϕ(n)(diag(ξ, 0, . . .)) = ((n− 1)!)2
∞∑
m=0

1

((m+ n− 1)!)2 hm

(
λ(n)2

)(
−ξ

2

4

)m
=

∞∑
m=0

(
nm

n(n+ 1) . . . (n+m− 1)

)2

hm

(
−λ

(n)2

4n2

)
ξ2m,

où hm est la fonction symétrique complète :

sm(t) = hm(t) = hm(t1, . . . , tn) =
∑
|α|=m

tα1
1 . . . tαnn .

Considérons la fonction de Pólya modi�ée :

Πω(n)(ξ) =
n∏
j=1

1 +
1

4

λ
(n)
j

2

n2
ξ2

−1

.

D'après le théorème 4.3.2, la suite Πω(n) converge vers la fonction de Pólya
modi�ée Πω uniformément sur tout compact de R. De plus, Πω(n) converge

uniformément sur tout compact du disque D(0, R) ⊂ C, où
1

R
=

1

2
sup
j,n

∣∣∣∣∣λ
(n)
j

n

∣∣∣∣∣.
Considérons les développements de Taylor de Πω(n) et Πω en 0 :

Πω(n)(z) =
∞∑
m=0

c(n)
m z2m,
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Πω(z) =
∞∑
m=0

cm z2m.

Les coe�cients c(n)
m sont donnés par :

c(n)
m = hm

(
−λ

(n)2

4n2

)
.

De la convergence uniforme de la suite Πω(n) vers Πω on déduit que

lim
n→∞

c(n)
m = cm,

De plus, d'après les inégalités de Cauchy, pour tout r < R, il existe M > 0
tel que

|c(n)
m | ≤

M

rm
.

D'autre part

ϕ(n)(diag(z, 0, . . .)) =
∞∑
m=0

(
nm

n(n+ 1) . . . (n+m− 1)

)2

hm

(
−λ

(n)2

4n2

)
z2m.

et

lim
n→∞

(
nm

n(n+ 1) . . . (n+m− 1)

)2

= 1,

(
nm

n(n+ 1) . . . (n+m− 1)

)2

≤ 1.

Par suite
lim
n→∞

ϕ(n)(diag(z, 0, . . .)) = Πω(z),

sur tout compact de D(0, R). En appliquant la proposition 4.3.4, on en dé-
duit que la convergence a lieu uniformément sur tout compact de R.

(b) Considérons maintenant le cas de plusieurs variables (k > 1). Si
mk+1 > 0, alors sm(ξ1, . . . , ξk, 0, . . . ) = 0. Par suite

ϕ(n)(diag(ξ1, . . . , ξk, 0, . . . ))

= (δ!)2
∑

m1≥···≥mk≥0

(
1

(m + δ)!

)2

sm

(
λ(n)2

)
sm

(
−ξ

2
1

4
, . . . ,−ξ

2
k

4

)

= (δ!)2
∑

m1≥···≥mk≥0

(
n|m|

(m + δ)!

)2

sm

(
−λ

(n)2

4n2

)
sm
(
ξ2

1 , . . . , ξ
2
k

)
.
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D'autre part, en utilisant l'identité ([19], Proposition 2.5) :

k∏
i,j=1

1

1− xiyj
=

∑
m1≥···≥mk≥0

sm(x1, . . . , xk)sm(y1, . . . , yk),

on obtient

Πω(n)(ξ1) . . .Πω(n)(ξk) =
∑

m1≥···≥mk≥0

sm

(
−λ

(n)2

4n2

)
sm
(
ξ2

1 , . . . , ξ
2
k

)
.

En généralisant la preuve qu'on a utilisé dans (a) et par une version multi-
variée de la proposition 4.3.4, on obtient

lim
n→∞

ϕ(n) (diag(ξ1, . . . , ξk, 0, . . . )) = Πω(ξ1) . . .Πω(ξk).

Condition nécessaire. Nous supposons que la suite ν(n) des mesures orbi-
tales converge étroitement vers une mesure ν. Ou encore

lim
n→∞

ϕ(n)
(
diag(ξ, 0, . . . )

)
= ϕ

(
diag(ξ, 0, . . . )

)
,

où ϕ(n) (respectivement ϕ) sont les transformées de Fourier de ν(n) (respec-
tivement de ν). On va montrer que la suite ω(n) converge dans Ω. Pour cela,
on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.3.4 Pour tout n ≥ 1, soit ω(n) le point de Ω associé à la mesure
orbitale ν(n). Si

sup
n

(
p1(α(n))

)
= R <∞, (4.3)

alors la suite des paramètres ω(n) converge dans Ω.

Preuve. La condition (4.3) assure d'une part que la suite ω(n) converge car
pour toute fonction f continue bornée

sup
n

∫
R
f(t) σ(n)(dt) ≤ ||f ||∞ sup

n

(
p1(α(n))

)
<∞.

D'autre part, comme la suite ω(n) reste dans le compact ΩR, on peut en
extraire une sous-suite (ω(nk))k qui soit convergente dans Ω vers ω = (α, γ).
Ainsi, par la condition su�sante,

lim
k→∞

ϕ(nk)
(
diag(ξ, 0, . . . )

)
= Πω(ξ) := Π(ξ;α, γ).
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Donc
ϕ ≡ Πω.

Si une autre sous-suite telle que ωn
′
k converge dans Ω vers ω

′
, alors on aura

ϕ ≡ Πω′ .

Par unicité, on aura ω = ω
′
, et la suite ω(n) ne possède par suite qu'un seul

point d'accumulation. Par conséquence, elle est nécessairement convergente
vers ce point ω. �

Revenons à la preuve de la condition nécessaire. Supposons maintenant,
que dans notre cas, la condition (4.3) n'est pas véri�ée, autrement dit que :

sup
n

(
p1(

Λ(n)2

4n2
)
)

=∞.

Il existe une suite εn à valeurs positives telle que limn→∞ εn = 0, et

lim
n→∞

p1

(
εn
λ(n)2

4n2

)
= 1.

On remarque alors que le fait de multiplier la suite λ(n)2

4n2 par εn revient
aussi à multiplier ξ par εn. Ainsi, par le lemme 4.3.4, il existe ω ∈ Ω tel que :

lim
n→∞

ϕ(n)
(
diag(εnξ, 0, . . . )

)
= Πω(ξ).

La fonction de Pólya modi�ée Πω n'est pas identiquement égale à 1,
puisque ω 6= 0. Ainsi, dans un voisinage D(0, R) de 0, la fonction Πω n'est
pas identiquement égale à 1. Mais ceci contredit l'hypothèse de départ, car
via cette hypothèse

lim
n→∞

ϕ(n)
(
diag(εnξ, 0, . . . )

)
= lim

n→∞

∞∑
m=0

(
nmεmn

n(n+ 1) . . . (n+m− 1)

)2

hm

(
− λ(n)2

4n2

)
ξ2m

= 1,

et alors
Πω ≡ 1. �
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Théorème 4.3.4 Les points extrémaux de l'ensemble P sont les fonctions
ϕω dé�nies par :

ϕω(ξ) = det Πω(ξ) (ξ ∈ V∞),

où Πω est la fonction de Pólya modi�ée associée à ω ∈ Ω.

Preuve. (a) La fonction ϕω étant multiplicative, elle est par suite sphé-
rique (Théorème 4.3.1). Donc, c'est un élément extrémal de P.
(b) Soit ϕ ∈ ext(P). C'est la transformée de Fourier d'une mesure ergodique
ν sur V ∞ relativement à l'action du groupe K∞. D'après un théorème de Ver-
shik ([40], Theorem 3.2), la mesure ν est limite étroite d'une suite de mesures
ν(n), ν(n) étant une mesure orbitale relativement à Kn. Par conséquence ϕ est
limite de la suite ϕ(n), ϕ(n) étant la transformée de Fourier de ν(n). D'après
le théorème 4.3.3, il existe ω ∈ Ω tel que :

ϕω(ξ) = det Πω(ξ) (ξ ∈ V∞). �

Nous obtenons ainsi un paramétrage de l'ensemble ext(P) par Ω. Un es-
pace mesurable est dit lusinien ou standard s'il est isomorphe à une partie
borélienne d'un espace polonais muni de la tribu induite par la tribu boré-
lienne.

Proposition 4.3.5 La correspondance Ω ↔ ext(P) est un isomorphisme
entre deux espaces standards.

Preuve. Par le corollaire 4.3.2, l'espace Ω est standard. Aussi en suivant
la preuve du théorème de Bochner généralisé (Théorème 3.3.3), on peut voir
que l'ensemble ext(P) est un borélien dans un espace standard. Donc, il est
standard par ([16], Appendice B, B 20). Aussi, par le corollaire 1, l'application
ext(P)→ Ω, ϕω 7→ ω est borélienne bijective. Ainsi, par ([16], Appendice B,
B22), cette application est un isomorphisme. �

On en déduit une version paramétrée du théorème de Bochner pour les
paires de Guelfand généralisées (Théorème 3.3.3).

Théorème 4.3.5 (Bochner généralisé)
Soit ϕ une fonction continue de type positif sur V∞, K∞-invariante et véri-
�ant ϕ(e) = 1. Alors, il existe une unique mesure de probabilité µ dé�nie sur
Ω telle que, pour tout g ∈ V∞,

ϕ(g) =

∫
Ω

ϕω(g) µ(dω).
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Remarque 4.3.1 (Généralisation) Considérons les espaces Vn,p = M(n, p; C)
et Kn,p = U(n) × U(p) agissant sur Vn,p. Alors (Gn,p, Kn,p) est une paire de
Guelfand où Gn,p = Kn,p nVn,p. Pour dé�nir la limite inductive de ces paires
de Guelfand, on suppose que p dépend de n : p = p(n), que p(n) est une suite
croissante et que le rapport n

p
a une limite :

lim
n→∞

n

p
= c (0 < c ≤ 1).

On pose G(n) = Gn,p(n), K(n) = Kn,p(n) et V (n) = Vn,p(n). Dans ce cadre
là, les fonctions sphériques de type positif relativement à la paire de Guelfand
(G(n), K(n)) sont les transformées de Fourier des mesures orbitales sur V (n).
En gardant les mêmes dé�nitions pour D et Πω, on montre que l'expression
de ces fonctions est donnée comme suit : si

x =


x1 0 0

. . . 0
0 xn 0
0 0 0 0

 , ξ =


ξ1 0 0

. . . 0
0 ξn 0
0 0 0 0

 ,

ϕx(ξ) = Cn
1

D(x)D(ξ)
det
((
Jp(n)−n(xjξk)

)
1≤j,k≤n

)
,

où

Cn = (−4)
n(n−1)

2

n−1∏
j=1

j!

p(n)−1∏
j=1

j!.

On pourra alors démontrer, par une méthode analogue à celle utilisée pour
les matrices complexes carrées, que les fonctions ϕω, qui sont sphériques de
type positif sur V (∞) sont données par :

ϕω




ξ1 0 0
. . . 0

0 ξn 0
0 0 0 0


 = Π̃ω(ξ1) . . . Π̃ω(ξn),

où

Π̃ω(λ) := Πω(
√
cλ).
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4.3.4 Formule de Lévy-Khinchine

Une fonction ψ dé�nie sur un espace vectoriel réel V et à valeurs complexes
est dite de type negatif si ψ(0) ≥ 0, ψ(−ξ) = ψ(ξ) et, pour tous ξ1, . . . , ξN ∈ V
et tous c1, . . . , cN ∈ C tels que

∑N
i=1 ci = 0,

N∑
i,j=1

cicjψ(ξi − ξj) ≤ 0.

Une fonction de type négatif ψ est dite normalisée si ψ(0) = 0. Puisque
ψ(ξ) − ψ(0) est aussi continue, de type négatif et biinvariante par U(∞),
on peut supposer que ψ(0) = 0. Si ϕ est une fonction de type positif, alors
ψ(ξ) = ϕ(ξ) − ϕ(0) est de type négatif. Il y' a un lien assez étroit entre les
fonctions de type négatif et les fonctions de type positif. C'est la donnée de
la proposition suivante :

Proposition 4.3.6 (Schoenberg ([48], page 527) et ([4], Theorem 7.8))
La fonction ψ est de type négatif si et seulement si ψ(0) ≥ 0, et, pour tout
t ≥ 0, e−tψ est de type positif.

Les fonctions de type négatif constituent un cône convexe. Les fonctions
continues de type négatif sur un espace vectoriel réel de dimension �nie ad-
mettent une représentation intégrale. C'est la formule de Lévy-Khinchine.

Nous allons établir un résultat analogue dans le cas où V = V ∞2 est
l'espace des matrices carrées complexes de Hilbert-Schmidt sur lequel agit le
groupe K∞ = U(∞) × U(∞). La topologie de cet espace est dé�nie par la
norme de Hilbert-Schmidt

|||ξ|||∞ =

( ∞∑
i,j=1

|ξi,j|2
) 1

2

=
(
tr
(
ξ2
)) 1

2 .

La fonction ξ 7→ ϕω(ξ) = det Πω(ξ), qui est dé�nie sur V∞, se prolonge de
façon naturelle en une fonction continue sur V ∞2 . En utlilisant le théorème de
Bochner généralisé (Théorème 4.3.5), on peut démontrer que toute fonction
continue de type négatif sur cet espace admet une représentation intégrale
analogue à celle donnée par la formule de Lévy-Khinchine.

Le lemme suivant est nécessaire pour la démonstration :
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Lemme 4.3.5
ϕω(ξ) = 1− ||ω||tr(ξ2) +R(ω, ξ),

où

lim
ω→0

R(ω, ξ)

||ω||
= 0 (ξ ∈ V∞),

et, pour tout ρ > 0, il existe C > 0, et il existe ε > 0, tels que, si ||ω|| ≤ ε et
|||ξ||| ≤ ρ, alors

|1− ϕω(ξ)| ≤ C||ω||.

Preuve. La démonstration est analogue à celle du ([8], Lemma 3.2). On
utilise, pour ξ 6= 0 et ω ∈ Ω assez proche de zéro, le développement

ϕω(ξ) = exp

(
−γtr(ξ2)−

∞∑
k=1

tr log (1 + αkξ
2)

)
. �

Théorème 4.3.6 Soit ψ une fonction continue et K∞-invariante sur V ∞2 .
Alors ψ est de type négatif si et seulement si elle admet la représentation
intégrale suivante

ψ(ξ) = A0 + A1tr(ξ2) +

∫
Ω\{0}

(1− ϕω(ξ)) ν(dω),

où A0, A1 sont des constantes positives ou nulles et ν est une mesure positive
sur Ω \ {0} telle que ∫

Ω\{0}

||ω||
1 + ||ω||

ν(dω) <∞.

Les constantes A0, A1 et la mesure ν sont determinées de manière unique.

Preuve. L'idée de la preuve est semblable à celle donnée dans ([8], proof
of theorem 3.1), pour les matrices hermitiennes de Hilbert-Schmidt.

a) D'après le lemme 4.3.5, l'intégrale est bien dé�nie et une fonction ψ
donnée par une telle représentation est continue de type négatif et invariante
par K∞.

b) Existence de la représentation : soit ψ une fonction continue de type
négatif sur V ∞2 , invariante par K∞. Puisque ψ(ξ) − ψ(0) est aussi continue
de type négatif et invariante par K∞, on peut supposer que ψ(0) = 0.
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Pour t ≥ 0, la fonction e−tψ est continue de type positif sur V ∞2 et inva-
riante par K∞. Donc d'après le théorème de Bochner généralisé (Théorème
4.3.5), il existe une unique mesure de probabilité µt sur Ω telle que, pour
tout ξ ∈ V∞,

e−tψ(ξ) =

∫
Ω

ϕω(ξ) µt(dω).

Comme la fonction ϕω se prolonge en une fonction continue sur V ∞2 , en uti-
lisant le théorème de convergence dominée, on montre que la représentation
intégrale précédente reste valable sur V ∞2 . En séparant les parties réelles et
imaginaires on obtient

e−t<ψ(ξ) cos(t=ψ(ξ)) =

∫
Ω

<ϕω(ξ) µt(dω). (4.4)

et

e−t<ψ(ξ) sin(t=ψ(ξ)) = −
∫

Ω

=ϕω(ξ) µt(dω). (4.5)

Par passage à la limite quand t tend vers 0 dans l'équation (4.4), on établit
une représentation intégrale de la fonction <ψ. Puis, en utilisant l'équation
(4.5), on obtient une représentation intégrale de la fonction ψ.

c) Unicité : pour démontrer l'unicité de la constante A1, on utilise le fait
que la fonction de Pólya modi�ée est de type positif et est de classe C 2 sur
R, ce qui permet de déterminer la constante A1 via la relation :

lim
s→+∞

ψ(sξ0)

s2
= A1 (s ≥ 1).

Pour établir l'unicité de la mesure ν, on utilise, d'une part, la relation fonc-
tionnelle des fonctions sphériques de la paire (K∞nV∞, K∞) (voir Théorème
3.2.1), et d'autre part, l'unicité de la représentation intégrale donnée par le
théorème de Bochner généralisé (Théorème 4.3.5). �
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Résumé

Dans cette thèse, on commence par démontrer une version généralisée du théo-
rème de Bochner. Ce résultat concerne les paires sphériques d'Olshanski (G∞,K∞)
qui sont dé�nies comme limites inductives de suites croissantes de paires de Guel-
fand (Gn,Kn)n. En utilisant la théorie de la représentation intégrale de Choquet
dans les cônes convexes, on établit une représentation de type Bochner pour toute
fonction ϕ de l'ensemble P\(G∞) des fonctions continues, K∞-biinvariantes et de
type positif sur G∞. Cette représentation est donnée via une unique mesure posi-
tive et bornée µ par : ϕ(g) =

∫
Ω ω(g) dω. Ici Ω désigne l'ensemble des fonctions

sphériques de type positif sur G∞.
Ensuite, on considère la paire sphérique (U(∞)×U(∞), (U(∞)×U(∞))nV∞)

où V∞ = M(∞,C) est l'espace des matrices complexes carrées de dimension in�nie
n'ayant qu'un nombre �ni de coe�cients non nuls, et U(∞) est le groupe unitaire
de dimension in�nie. En utilisant un résultat dû à G. Olshanski et A. Vershik, on
détermine l'ensemble Ω pour la paire sphérique considérée. Ce qui nous permet de
trouver une version paramétrée du théorème de Bochner généralisé qu'on utilise
pour établir une représentation intégrale des fonctions continues de type négatif
dans le cas de cette paire.

Mots-clés : Paire de Guelfand, théorème de Bochner-Godement, fonction de
type positif, fonction de type négatif, fonction sphérique, paire sphérique, limite
inductive, théorème de Bochner généralisé.

Abstract

In this Thesis, we �rst prove a generalisation of Bochner theorem. This result
deals with Olshanski spherical pairs (G∞,K∞) which are de�ned as inductive limits
of increasing sequences of Gelfand pairs (Gn,Kn)n. By using Choquet's theorem,
we establish a Bochner type representation of any element ϕ in the set P\(G∞) of
K∞-biinvariant continuous functions of positive type on G∞. Such representation
is given via a unique, positive and bounded measure µ by : ϕ(g) =

∫
Ω ω(g) dω.

Here Ω is the set of spherical functions of positive type on G∞.
Then we consider the spherical pair (U(∞) × U(∞), (U(∞) × U(∞)) n V∞)

where V∞ = M(∞,C) is the in�nite dimensional space of square complex matrices
with only �nite non zero coe�cients, and U(∞) is the in�nite dimensional unitary
group. By using a result of G. Olshanski and A. Vershik, we determine the set Ω of
spherical functions of positive type for the considered spherical pair. This enables
us to �nd a parameterized version of the generalized Bochner theorem which we
use to establish an integral representation of continuous functions of negative type
in this case.

Keywords : Gelfand Pair, Bochner-Godement theorem, function of positive
type, function of negative type, spherical function, spherical pair, inductive limit,
generalized Bochner theorem.


