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(arrêté ministériel du 30 October 1993)
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La préparation de cette thèse, sous la direction de Madame le Professeur LE THI Hoai An -
Mathématicienne renommée en Optimisation DC, a été réalisée au sein du laboratoire LITA
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noi pour m’avoir donné de soutien. Je tiens à remercier particulièrement Monsieur NGUYEN
Hai Thanh pour son soutien et son encouragement.
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5.2 Résultats dans le cas où l’horizon H=60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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5.5 Les coûts moyens dans tous les trois cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.6 les couts moyens relatifs dans tous les trois cas . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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le cas où n = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.5 Les résultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
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7.3 Résultats dans le cas où I = 15, K = 10, R = 6, T = 12. . . . . . . . . . . . . 150
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Introduction générale

Contexte général et problématique

L’optimisation est une branche importante des mathématiques. En général, elle consiste à
déterminer les meilleurs éléments d’un ensemble au sens d’un critère donné. On peut rencon-
trer des problèmes d’optimisation dans divers domaines, par exemple l’économie, la gestion
de portefeuille, la théorie de jeux, la gestion de production, la télécommunication,... Pour
résoudre ces problème, l’optimisation offre un cadre algorithmique très riche. On peut distin-
guer deux branches de l’optimisation déterministe : la programmation convexe et la program-
mation non convexe. Un programme convexe ou un problème d’optimisation convexe est celui
de la minimisation d’une fonction (objectif) convexe sous des contraintes convexes. Lorsque
la double convexité chez l’objectif et les contraintes n’est pas vérifiée, on est en face un
problème d’optimisation non convexe. La double convexité d’un programme convexe permet
d’établir des caractérisations (sous forme de conditions nécessaires et suffisantes) de solu-
tions optimales et ainsi de construire des méthodes itératives convergeant vers des solutions
optimales. Théoriquement on peut résoudre tout programme convexe, mais encore faut-il
bien étudier la formulation du programme convexe en question - la reformulation constitue
d’ailleurs un thème de recherche d’actualité - et bien adaptée, aux structures spécifiques des
problèmes traités, pour proposer des variantes performantes peu coûteuses et donc capables
d’atteindre des dimensions réelles très importantes. L’absence de cette double convexité
rend la résolution d’un programme non convexe difficile voire impossible dans l’état actuel
des choses. Contrairement à la programmation convexe, les solutions optimales locales et
globales sont à distinguer dans un programme non convexe. D’autre part si l’on dispose des
caractérisations d’optimalité locale utilisables, au moins pour la classe des programmes non
convexes assez réguliers, qui permettent la construction des méthodes convergeant vers des
solutions locales (algorithmes locaux) il n’y a par contre pas de caractérisations d’optimalité
globale sur lesquelles sont basées les méthodes itératives convergeant vers des solutions glo-
bales (algorithmes globaux). L’analyse et l’optimisation convexes modernes se voient ainsi
conduits à une extension logique et naturelle de la non convexité et la non différentiabilité.
Les méthodes numériques conventionnelles de l’optimisation convexe ne fournissent que des
minima locaux bien souvent éloignés de l’optimum global.

L’optimisation non convexe connâıt une explosion spectaculaire depuis une quinzaine d’années
car dans les milieux industriels, on a commencé à remplacer les modèles convexes par des
modèles non convexes plus complexes mais plus fiables qui présentent mieux la nature des
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problèmes étudiés. Durant ces dernières années, la recherche en optimisation non convexe a
largement bénéficié des efforts des chercheurs et s’est enrichie de nouvelles approches. On
peut distinguer deux approches différentes mais complémentaires en programmation non
convexe :

i)Les approches globales combinatoires qui sont basées sur les techniques combinatoires de la
Recherche Opérationnelle. Elles consistent à localiser les solutions optimales à l’aide des
méthodes d’approximation, des techniques de coupe, des méthodes de décomposition,
de séparation et évaluation. Elles ont connu de très nombreux développements impor-
tants au cours de ces dernières années à travers les travaux de H. Tuy (reconnu comme
le pionnier) ([3]), R. Horst, P. Pardalos ([12, 14]). L’inconvénient majeur des méthodes
globales est leur lourdeur (encombrement en places mémoires) et leur coût trop impor-
tant. Par conséquent, elles ne sont pas applicables aux problèmes d’optimisation non
convexes réels qui sont souvent de très grande dimension.

ii) Les approches locales et globales d’analyse convexe qui sont basées sur l’analyse et l’opti-
misation convexe. Ici la programmation DC (Différence de deux fonctions Convexes) et
DCA (DC Algorithmes) jouent le rôle central car la plupart des problèmes d’optimisa-
tion non convexe sont formulés/reformulés sous la forme DC. Sur le plan algorithmique,
l’essentiel repose sur les algorithmes de l’optimisation DC (DCA) introduits par Pham
Dinh Tao en 1985 et développés intensivement à travers de nombreux travaux com-
muns de Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao depuis 1993 pour devenir maintenant
classiques et de plus en plus utilisés par des chercheurs et praticiens de par le monde,
dans différents domaines des sciences appliquées (voir [17]-[50], [58]-[63] et [77]-[80]).

Les travaux de cette thèse se situent dans le cadre de la programmation non convexe. Ils
s’appuient principalement sur la programmation DC et DCA.

Un programme DC est de la forme

α = inf{f(x) := g(x)− h(x) : x ∈ IRn} (Pdc)

où g, h ∈ Γ0(IR
n), le cône convexe de toutes les fonctions convexes semi-continues

inférieurement et propres sur IRn. Une telle fonction f est appelée fonction DC et g et h
des composantes DC de f. La programmation DC est une extension de la Programmation
Convexe : cette extension est assez large pour couvrir la quasi-totalité des programmes non
convexes dit réalistes mais pas trop pour pouvoir utiliser l’arsenal puissant de la Program-
mation Convexe. DCA est une approche locale qui travaille avec les deux fonctions convexes
(dont la différence est la fonction objectif elle-même du programme DC) et non avec cette
fonction objectif. Puisqu’une fonction DC admet une infinité de décompositions DC, il y a
une infinité de DCA appliqués à un programme DC. Et les impacts de ces décompositions
DC sur les qualités des DCA correspondants (rapidité, robustesse, globalité, ...) sont impor-
tants. La résolution d’un problème concret par DCA devrait répondre aux deux questions
cruciales :

• La recherche d’une bonne décomposition DC : cette question est largement ouverte. En
pratique on cherche des décompositions DC bien adaptées à la structure des problèmes
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traités. Les techniques de reformulation sont souvent utilisées et très efficaces pour
l’obtention des décompositions DC intéressantes.

• La recherche d’un bon point initial : cette recherche est basée sur la combinaison de DCA
avec les méthodes globales de type Séparation et Evaluation (SE) et/ou Approximation
de l’Extérieur (AE), sur l’hybridation de DCA et les algorithmes heuristiques.

Cadre de la thèse, objets et objectifs, motivations

Cette thèse est consacrée à la modélisation et la méthode de résolution des problèmes d’opti-
misation non convexes en deux domaines principaux : gestion financière, plus précisément ges-
tion de portefeuille et gestion de production. Ces deux domaines ont une relation cohérente :
toutes les activités de gestion de portefeuille et de gestion de production ont pour objectif
de maximiser la performance d’une entreprise.

En gestion de portefeuille, le but d’investisseurs est de maximiser le rendement avec un ni-
veau maximal fixé de risque ou de minimiser le risque avec un rendement minimal fixé. En
1952, H. Markowitz a proposé le premier modèle mathématique dans lequel il a utilisé la
variance pour mesurer le risque et la moyenne pour mesurer le rendement. Grâce à cette
approche Moyenne-Variance (MV) dans la sélection de portefeuille, H. Markowitz a reçu le
prix Nobel d’économie en 1990 (partagé avec M.H. Miller et W. Sharpe). Depuis ce temps,
nombreux chercheurs et praticiens s’intéressent à l’analyse de moyenne-variance, beaucoup
d’extensions du modèle MV ont été étudiées. Pour adapter à la réalité, les chercheurs ont
ajouté les termes non convexes comme la fonction non convexe de coût de transaction ou
des variables binaires/entières. En outre, il existe des modèles pour analyser le pire des
cas dans lesquels l’on considère multi scénarios de risques et de rendement au lieu d’un
seul vecteur de rendement et une seule matrice de covariance. Ce sont des modèles très
importants dans le contexte où l’investisseur veut se protéger contre le risque. Malheureuse-
ment, ces problèmes se ramènent souvent à un problème d’optimisation avec des contraintes
de complémentarité/des variables mixtes qui sont aussi non convexes et donc difficiles à
résoudre.

Dans le domaine de gestion de production, on rencontre souvent les problèmes en variables
mixtes et la fonction objectif est non linéaire/ non convexe. En outre, beaucoup de problèmes
n’ont pas encore un modèle déterministe et les méthodes de résolution sont heuristiques.
Ces méthodes heuristiques ne nous permettent de trouver qu’une solution réalisable mais il
manque souvent des outils pour évaluer la qualité des solutions obtenues. Par conséquent, le
développement des modèles déterministes et des approches efficaces pour des problèmes en
gestion de production est un enjeu important.

Dans cette thèse, nous développons les approches basées sur la programmation DC et DCA
pour certains problèmes d’optimisation en gestion financière et en gestion de production. Du
point de vue mathématique, les problèmes étudiés sont classifiés dans différentes catégories :
– La programmation linéaire/quadratique convexe en variables mixtes.
– La programmation non linéaire/non convexe en variables mixtes.
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– La programmation à deux niveaux.
La plupart des problèmes considérés sont combinatoires (variables 0-1 et/ou entières). L’épine
dorsale de notre méthodologie est de reformuler ces problèmes dans le cadre continu pour
pouvoir utiliser DCA. L’avantage de l’approche DCA est sa capacité de traiter une classe
très large des problèmes qui couvre presque tous les problèmes d’optimisation en réalité. En
outre, DCA peut résoudre des problèmes d’optimisation difficiles avec la fonction objectif non
convexe, non différentiable. De plus, pour ces problèmes, la relaxation DC est prometteuse et
la combinaison DCA avec l’algorithme par séparation et évaluation (SE) nous permet d’avoir
une résolution globale. Nous pouvons reformuler des problèmes d’optimisation en variables
mixtes, des problèmes d’optimisation à deux niveaux sous la forme d’une programmation
DC. En appliquant DCA, nous pouvons résoudre des problèmes d’optimisation de grande
taille en gestion de production ou des problèmes d’optimisation à deux niveaux/en variables
mixtes difficiles en gestion de portefeuille.

Notre travail en Programmation DC et DCA pour la modélisation, la conception et la
réalisation des DCA bien adapté aux structures spécifiques des problèmes choisis est composé
de :

• Etude approfondie des modèles d’optimisation non convexe et la modélisation DC des
problèmes ; Formulations et reformulations des programmes DC équivalents, choix des
décompositions DC les mieux adaptées.
• Mise en oeuvre des schémas de DCA correspondant.
• Combinaison de DCA et SE pour avoir une résolution globale ou pour prouver la globalité
des solutions obtenues par DCA.
• Implémentations et simulations numériques comparatives.

Plus précisément, les modèles traités et les contributions au cours de la thèse sont :
• Résolution du problème min max continu en gestion de portefeuille en présence des contraintes
de cardinalité : c’est une extension de modèle MV classique pour analyser le pire des cas.
Le modèle min max continu a été présenté par N.Gulpinar et al. [82] mais ils n’ont pas
considéré la contrainte de cardinalité, une contrainte importante en gestion de portefeuille.
Dans nos travaux, nous considérons le problème dans le cas de présence des contraintes de
cardinalité. La présence de ces contraintes rend le problème plus adapté à la réalité mais
plus difficile à résoudre en raison des variables mixtes. Pour la résolution, nous l’avons
reformulé sous la forme d’un programme DC et développé DCA pour le résoudre. Nous
avons également présenté un problème d’optimisation quadratique convexe en variables
mixtes qui est équivalent au problème original. Les résultats donnés par DCA ont été
comparé avec ceux de CPLEX en résolvant le problème quadratique convexe en variables
mixtes.
• Résolution d’une classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux et une application en
gestion de portefeuille : les problèmes d’optimisation à deux niveaux ont beaucoup d’ap-
plications en économie, en gestion financière et en théorie de jeux. Ils sont non convexes
même quand toutes les fonctions objectifs et toutes les contraintes sont linéaires. En outre,
ils sont prouvés NP-difficile dans nombreuse articles [141, 142, 143]. Concernant à notre
travail, nous présentons une approche basée sur la programmation DC et DCA pour une
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classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux où la fonction objectif du premier ni-
veau est quadratique convexe, la fonction objectif du second niveau et toutes les contrainte
sont linéaires. La comparaison sur les jeux de donné de grande dimension ont également
été effectué. Finalement, nous présentons une application en sélection de portefeuille. Les
résultats numériques sur les données réelles qui sont les prix des actifs sur le marché de la
France, Luxembourg, Angleterre, Etats-Unis ont aussi été rapportés.
• Minimisation du coût de maintenance comprenant le temps de séjour et la pénalité du
retard : c’est un problème de distribution des tâches de maintenance aux réparateurs dans
l’objectif de minimiser le total du temps de séjour et la pénalité de retard. Il n’y a eu
aucun modèle déterministe pour ce problème avant notre travail. Une nouvelle méthode
de résolution existante est heuristique, basée sur la règle de temps de séjour (FTR) (”flow-
time rule” en anglais). En discrétisant l’horizon de temps, nous avons modélisé le problème
comme un programme linéaire en variables mixtes, ensuite reformulé le problème sous la
forme d’une programmation DC et utilisé DCA pour le résoudre. DCA peut résoudre un
problème avec 9000 variables binaire et environs 18000 variables continues. Les résultats
numériques fournis par DCA ont également été comparés avec ceux donnés par FTR.
• Minimisation du coût d’un système de production/stockage multi-étapes en présence de
goulot d’étrangement : il s’agit d’un problème d’optimisation non convexe en variables
mixtes entières. La fonction objectif non convexe rend le problème très difficile au point
de vue de l’optimisation déterministe. Une méthode existante est heuristique mais l’on
ne sait pas la qualité des solutions obtenues car il n’y a pas d’outil pour évaluer la borne
inférieure. Dans notre travail, nous avons structuré le problème et développé un algorithme
DCA explicite. L’algorithme obtenu est donc très rapide. En outre, nous avons proposé un
problème relaxé convexe en basant sur la relaxation DC pour calculer la borne inférieure.
Une méthode par séparation et évaluation (SE) et un algorithme combiné SE et DCA
ont été développés. La comparaison sur les résultats numériques donnés par tous les trois
algorithmes et COUENNE, un logiciel pour la programmation non convexes, a également
été effectuée.
• Détermination des prix de transfert et les politiques de stockage pour une châıne d’appro-
visionnement de deux entreprises : on considère une châıne d’approvisionnement de deux
entreprises. L’entreprise A fabrique et livre les produits à l’entreprise B et l’entreprise B
les distribue au client. En réalité, le prix de transfert de chaque produit est sélectionné
parmi des niveaux fixés par le siège social. L’objectif est de déterminer le prix de transfert
de chaque produit, la politique de stockage/transport pour maximiser le bénéfice total
de A et B en assurant que la distribution de bénéfice entre A et B est équilibrée. Ici,
nous nous intéressons à l’approche basée sur la maximisation de la fonction de négociation
Nash qui est prouvé meilleure que les autres. En 2002, Jonatan a modélisé le problème
considéré comme un programme non linéaire/non convexe en variables mixtes (PNLM).
Dans notre travail, nous avons étudié l’algorithme DCA pour le problème PNLM considéré.
Un problème relaxé convexe a également été proposé dans le but de construire un schéma
SE. Après, nous avons combiné DCA avec la méthode SE où DCA est utilisé pour trouver
une bonne solution réalisable.

L’approches basées sur la programmation DC et DCA présentés dans cette thèse nous
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montrent que DCA peut être appliquée dans nombreuse classes des problèmes réels. En
outre, nous pouvons combiner DCA avec des méthodes globales, surtout SE pour obtenir un
algorithme global efficace.

Organisation de la thèse

La thèse est divisée en trois parties et composée de sept chapitres

i) Dans la première partie intitulée ”Outils de base” nous présentons des outils théoriques et
algorithmiques servant des références aux autres. Après une présentation non exhaustive mais
complète de la programmation DC et DCA dans le Chapitre 1, nous explorons la technique
de Séparation et Evaluation dans le Chapitre 2.

ii) La seconde partie concerne les problèmes d’optimisation non convexe en gestion de por-
tefeuille. Elle comprend 2 chapitres. Le Chapitre 3 est consacré à la résolution du problème
min max continu en gestion de portefeuille et en présence des contraintes de cardinalité. La
résolution d’une classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux et une application en
sélection de portefeuille est présentée dans le Chapitre 4.

iii) La troisième partie est intitulée ”Optimisation non convexe en gestion de production”.
Elle est composée de trois chapitres. Dans le Chapitre 5, nous étudions le problème de
minimisation du coût de maintenance comprenant le temps de séjour et la pénalité du retard.
Le Chapitre 6 est consacré à la minimisation du coût d’un système de production/stockage
multi-étapes en présence de goulot d’étrangement. Finalement, la détermination des prix
de transfert et les politiques de stockage pour une châıne d’approvisionnement de deux
entreprises est développée dans le dernier chapitre.
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Chapitre 1

Introduction à la programmation DC
et DCA

Résumé Nous reportons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs à la programmation DC et
DCA qui nous seront les plus utiles dans la suite.

Le cadre des programmes convexes s’est avéré trop étroit, et à la notion de fonction convexe a
succédé avec bonheur celle, plus générale, de fonction DC (différence de fonctions convexes).
Les fonctions DC possèdent de nombreuses propriétés importantes qui ont été établies à
partir des années 50 par Alexandroff (1949), Landis (1951) et Hartman (1959). Une des
principales propriétés est leur stabilité relativement aux opérations fréquemment utilisées
en optimisation. Cependant, il faut attendre le milieu des années 80 pour que la classe des
fonctions DC soit introduite en optimisation, élargissant ainsi les classes de problèmes d’op-
timisation avec l’apparition de la programmation DC. On distingue deux grandes approches
DC :
1. L’approche combinatoire (cette terminologie est due au fait que les nouveaux outils in-
troduits ont été inspirés par les concepts de l’optimisation combinatoire) en optimisation
globale continue, etc.

2. L’approche de l’analyse convexe en optimisation non convexe.

Les algorithmes de l’approche combinatoire utilisent les techniques de l’optimisation glo-
bale (méthode de séparation et d’évaluation, technique de coupe, méthodes d’approximation
fonctionnelle et ensembliste) ; ces algorithmes relativement sophistiqués sont plutôt lourds à
mettre en oeuvre ; ils doivent donc être réservés à des problèmes de dimension raisonnable
possédant des structures bien adaptées aux méthodes lorsqu’il est important d’isoler l’opti-
mum global.

Le pionnier de cette approche est H. Tuy dont le premier travail remonte à 1964. Ses tra-
vaux sont abondants, citons les livres de Horst-Tuy ([3, 4]) qui présentent la théorie, les
algorithmes et les applications de l’optimisation globale. Viennent ensuite les principales
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contributions de l’Ecole Américaine (P. M. Pardalos, J. B. Rosen,...), Allemande (R. Horst,
N.V. Thoai,...), Française (Le Thi Hoai An, Pham Dinh Tao,...) et l’École Vietnamienne
(Phan Thien Thach, Le Dung Muu, ...).

La seconde approche repose sur l’arsenal puissant d’analyse et d’optimisation convexe. Le
premier travail, dû à Pham Dinh Tao (1975), concerne le calcul des normes matricielles
(problème fondamental en analyse numérique) qui est un problème de maximisation d’une
fonction convexe sur un convexe. Le travail de Toland (1978) ([75]) sur la dualité et l’op-
timalité locale en optimisation DC généralise de manière élégante les résultats établis par
Pham en maximisation convexe. La théorie de l’optimisation DC est ensuite développée no-
tamment par Pham Dinh Tao, J. B. Hiriart Urruty, Jean - Paul Penot, Phan Thien Thach,
Le Thi Hoai An. Sur le plan algorithmique dans le cadre de la seconde approche, on dis-
pose actuellement que des DCA (DC Algorithms) introduits par Pham Dinh Tao (1986),
qui sont basés sur les conditions d’optimalité et de dualité en optimisation DC. Mais il a
fallu attendre les travaux communs de Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao (voir [17]-[50] et
[58]-[63]) pour qu’il s’impose définitivement en optimisation non convexe comme étant un des
algorithmes les plus simples et performants, capable de traiter des problèmes de grande taille.

Nous reportons dans ce chapitre les principaux résultats relatifs à la programmation DC et
DCA qui nous seront les plus utiles pour nos travaux. Ces résultats sont extraits de ceux
présentés dans H. A. Le Thi 1994 ([17]), H. A. Le Thi 1997 ([18]). Pour une étude détaillée
nous nous référons à ces deux références (voir également [17]-[50] et [58]-[63]).

1.1 Éléments de base de l’analyse DC

1.1.1 Notations et propriétés

Ce paragraphe est consacré à un rapide rappel d’analyse convexe pour faciliter la lecture de
certains passages. Pour plus de détails, on pourra se référer aux ouvrages de P.J. Laurent
([15]), de R.T. Rockafellar ([64]) et d’A. Auslender ([69]), J.B.H. Urruty et al.([72]). Dans
toute la suite X désigne l’espace euclidien Rn, muni du produit scalaire usuel noté ⟨., .⟩ et
de la norme euclidienne associée ∥x∥ = ⟨x, x⟩ 12 et Y l’espace vectoriel dual de X relatif au
produit scalaire, que l’on peut identifier à X. On note par R = R ∪ {−∞,+∞} muni d’une
structure algébrique déduite de celle de R avec la convention que +∞− (+∞) = +∞ ([64]).
Etant donnée une fonction f : S −→ R définie sur un ensemble S convexe de X, on appelle
domaine effectif de f l’ensemble

dom(f) = {x ∈ S : f(x) < +∞}

et épigraphe de f
epi(f) = {(x, α) ∈ S × R : f(x) < α}.
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Si dom(f) ̸= ∅ et f(x) > −∞ pour tout x ∈ S alors la fonction f(x) est dite propre.

Une fonction f : S −→ R est dite convexe si son épigraphe est un ensemble convexe de
R ×X. Ce qui est équivalent de dire que S est un ensemble convexe et pour tout λ ∈ [0, 1]
on a

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2) : ∀x1, x2 ∈ S. (1.1)

On note alors Co(X) l’ensemble des fonctions convexes sur X.

Dans (1.1) si l’inégalité stricte est vérifiée pour tout λ ∈]0, 1[ et pour tout x1, x2 ∈ S avec
x1 ̸= x2 alors f est dite strictement convexe.

On dit que f(x) est fortement convexe sur un ensemble convexe C s’il existe un nombre
ρ > 0 tel que

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2)− (1− λ)λρ
2
∥x1 − x2∥2, (1.2)

pour tout x1, x2 ∈ C, et pour tout λ ∈ [0, 1]. Plus précisément f est fortement convexe sur
C si

ρ(f, C) = Sup{ρ ≥ 0 : f − ρ

2
∥.∥2 est convexe sur C} > 0. (1.3)

Il est clair que si ρ(f, C) > 0 alors (1.2) est vérifié pour tout λ ∈ [0, ρ(f, C)[. On dit que la

borne supérieure est atteinte dans sa définition (1.3) si f − ρ(f,C)
2
∥.∥2 est convexe sur C. Si

C ≡ X on notera ρ(f) au lieu de ρ(f,X).

Remarque 1.1 f fortement convexe =⇒ f strictement convexe =⇒ f convexe.

Soit une fonction convexe propre f sur X, un élément y0 ∈ Y est dit un sous-gradient de f
au point x0 ∈ dom(f) si

⟨y0, x− x0⟩+ f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ X.

L’ensemble de tous les sous-gradients de f au point x0 est dit sous-différentiel de f au point
x0 et est noté par ∂f(x0).

Étant donné un nombre positif ϵ > 0, un élément y0 ∈ Y est dit ϵ-sous-gradient de f au
point x0 si

⟨y0, x− x0⟩+ f(x0) ≤ f(x) + ϵ ∀x ∈ X.
L’ensemble de tous les ϵ-sous-gradients de f au point x0 est dit ϵ-sous-différentiel de f au
point x0 et est noté ∂ϵf(x

0).

La fonction f : S −→ R est dite semi-continue inférieure (s.c.i) en un point x ∈ S si

lim
y→x

inf f(y) ≥ f(x).

On note Γ0(X) l’ensemble des fonctions convexes s.c.i. et propre sur X.
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Définition 1.1 Soit une fonction quelconque f : X =⇒ R, la fonction conjuguée de f , notée
f ⋆, est définie sur Y par

f⋆(y) = sup{⟨x, y⟩ − f(x) : x ∈ X}. (1.4)

f ⋆ est l’enveloppe supérieure des fonctions affines continues y 7→ ⟨x, y⟩ − f(x) sur Y.

On résume dans la proposition suivante les principales propriétés dont on aura besoin pour
la suite :

Proposition 1.1 Si f ∈ Γ0(X) alors :
– f ∈ Γ0(X)⇐⇒ f⋆ ∈ Γ0(Y ). Dans ce cas on a f = f⋆⋆,
– y ∈ ∂f(x)⇐⇒ f(x) + f⋆(y) = ⟨x, y⟩ et y ∈ ∂f(x)⇐⇒ x ∈ ∂f ⋆(y),
– ∂f(x) est une partie convexe fermée,
– Si ∂f(x) = {y} alors f est differentiable en x et ∇f(x) = y,
– f(x0) = min{f(x), x ∈ X} ⇐⇒ 0 ∈ ∂f(x0).

1.1.2 Fonctions convexes polyédrales

Une partie convexe non vide C est dite convexe polyédrale si

C =
m∩
i=1

{x : ⟨ai, x⟩ − αi ≤ 0} où ai ∈ Y, αi ∈ R, ∀i = 1, ...,m.

Une fonction est dite convexe polyédrale si

f(x) = sup{⟨ai, x⟩ − αi : i = 1, ..., k}+ χc(x).

où C est une partie convexe polyédrale et le symbole χc désigne la fonction indicatrice de C,
i.e. χc(x) = 0 si x ∈ C et +∞ sinon.

Proposition 1.2 ([64])
– Soit f une fonction convexe polyédrale. f est partout finie si et seulement si C = X,
– Si f est polyédrale alors f ⋆ l’est aussi. De plus si f est partout finie alors

f(x) = sup{⟨ai, x⟩ − ai : i = 1, ..., k},

dom(f ⋆) = co{ai : i = 1, ..., k},

f ⋆(y) = min{Σk
i=1λiαi : y = Σk

i=1λiai, λi ≥ 0,Σk
i=1λi = 1},

– Si f est polyédrale alors ∂f(x) est une partie convexe polyédrale non vide en tout point
x ∈ dom(f).
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1.1.3 Fonctions DC

Une fonction f : Ω 7→ R définie sur un ensemble convexe Ω ⊂ Rn est dite DC sur Ω si elle
peut s’écrire comme la différence de deux fonctions convexes sur Ω, i.e.

f(x) = g(x)− h(x),

où g et h sont des fonctions convexes sur Ω. On note par DC(Ω) l’ensemble des fonctions
DC sur Ω, et par DCf (Ω) le cas où les fonctions g et h sont convexes finies sur Ω.

Les fonctions DC possèdent de nombreuses propriétés importantes qui ont été établies à
partir des années 50 par Alexandroff (1949), Landis (1951) et Hartman (1959) ; une des
principales propriétés est leur stabilité relativement aux opérations fréquemment utilisées en
optimisation. Plus précisément :

Proposition 1.3 (i) Une combinaison linéaire de fonctions DC sur Ω est DC sur Ω,
(ii) L’enveloppe supérieure d’un ensemble fini de fonctions DC à valeur finie sur Ω est DC
sur Ω,
L’enveloppe inférieure d’un ensemble fini de fonctions DC à valeur finie sur Ω est DC sur
Ω,

(iii) Soit f ∈ DCf (Ω), alors |f(x)|, f+(x) = max{0, f(x)} et f−(x) = min{0, f(x)} sont
DC sur Ω.

Ces résultats se généralisent aux cas des fonctions à valeur dans R ∪ {+∞} ([18]). Il en
résulte que l’ensemble des fonctions DC sur Ω est un espace vectoriel (DC(Ω)) : c’est le plus
petit espace vectoriel contenant l’ensemble des fonctions convexes sur Ω(Co(Ω)).

Remarque 1.2 Etant donnée une fonction DC f et sa représentation DC f = g − h, alors
pour toute fonction convexe finie φ, f = (g + φ) − (h + φ) donne une autre représentation
DC de f . Ainsi, une fonction DC admet une infinité de décomposition DC.

Désignons par C2(Rn), la classe des fonctions deux fois continûment différentiables sur Rn.

Proposition 1.4 Toute fonction f ∈ C2(Rn) est DC sur un ensemble convexe compact
quelconque Ω ∪ Rn.

Puisque le sous-espace des polynômes sur Ω est dense dans l’espace C(Ω) des fonctions
numériques continues sur Ω on en déduit :

Corollaire 1.1 L’espace des fonctions DC sur un ensemble convexe compact Ω ∪ Rn est
dense dans C(Ω), i.e.

∀e > 0,∃F ∈ C(Ω) : |f(x)− F (x)| ≤ ϵ ∀x ∈ Ω.
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Soulignons que les fonctions DC interviennent très fréquemment en pratique, aussi bien en
optimisation differentiable que non différentiable. Un résultat important établi par Hartman
(1959) permet d’identifier les fonctions DC dans de nombreuses situations, en ayant recours
simplement à une analyse locale de la convexité (localement convexe, localement concave,
localement DC).

Une fonction f : D 7→ R définie sur un ensemble convexe ouvert D ∈ Rn est dite localement
DC si pour tout x ∈ D il existe un voisinage convexe ouvert U de x et une paire de fonctions
convexes g, h sur U telle que f |U = g|U − h|U .

Proposition 1.5 Une fonction localement DC sur un ensemble convexe D est DC sur D.

1.2 Optimisation DC

De par la prépondérance et de la richesse des propriétés des fonctions DC, le passage du sous-
espace Co(Ω) à l’espace vectoriel DC(Ω) permet d’élargir significativement les problèmes
d’optimisation convexe à la non convexité tout en conservant une structure sous-jacente
fondamentalement liée à la convexité. Le domaine des problèmes d’optimisation faisant in-
tervenir des fonctions DC est ainsi relativement large et ouvert, couvrant la plupart des
problèmes d’application rencontrés.

Ainsi on ne peut d’emblée traiter tout problème d’optimisation non convexe et non differen-
tiable. La classification suivante devenue maintenant classique :

(1) sup{f(x) : x ∈ C}, f et C sont convexes

(2) inf{g(x)− h(x) : x ∈ X}, g et h sont convexes

(3) inf{g(x)− h(x) : x ∈ C, f1(x)− f2(x) ≤ 0},
où g, h, f1, f2 et C sont convexes semble assez large pour contenir la quasi-totalité des
problèmes non convexes rencontrés dans la vie courante. Le problème (1) est un cas spécial
du problème (2) avec g = χC , la fonction indicatrice de C, et h = −f . Le problème (2) peut
être modélisé sous la forme équivalente de (1)

inf{t− h(x) : g(x)− t ≤ 0}.

Quant au problème (3) il peut être transformé sous la forme (2) via la pénalité exacte relative
à la contrainte DC f1(x) − f2(x) ≤ 0. Sa résolution peut être aussi ramenée, sous certaines
conditions techniques, à celle d’une suite de problèmes (1).

Le problème (2) est communément appelé la programmation DC. Elle est d’un intérêt ma-
jeur aussi bien d’un point de vue pratique que théorique. Du point de vue théorique, on
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peut souligner que, comme on l’a vu en haut, la classe des fonctions DC est remarquable-
ment stable par rapport aux opérations fréquemment utilisées en optimisation. En outre,
on dispose d’une élégante théorie de la dualité ([55, 56, 75, 70, 17, 18, 29]) qui, comme en
optimisation convexe, a de profondes répercussions pratiques sur les méthodes numériques.

Les algorithmes de l’optimisation DC (DCA) dus à Pham Dinh Tao ([57, 58]) constituent
une nouvelle approche originale basée sur la théorie DC. Ces algorithmes représentent en
fait une généralisation des algorithmes de sous-gradients étudiés par le même auteur sur la
maximisation convexe ([55, 57]). Cependant, il a fallu attendre les travaux communs de Le
Thi et Pham au cours de ces dix dernières années (voir [17]-[50] et [58]-[63]) pour que la
programmation DC les DCA deviennent maintenant classiques et populaires.

1.2.1 Dualité DC

En analyse convexe, le concept de la dualité (fonctions conjuguées, problème dual, etc.)
est une notion fondamentale très puissante. Pour les problèmes convexes et en particulier
linéaires, une théorie de la dualité a été développée depuis déjà plusieurs décennies ([64]).
Plus récemment, en analyse non convexe d’importants concepts de dualité ont été proposés
et développés, tout d’abord pour les problèmes de maximisation convexe, avant de parvenir
aux problèmes DC. Ainsi la dualité DC introduite par Toland (1978) peut être considérée
comme une généralisation logique des travaux de Pham Dinh Tao (1975) sur la maximisation
convexe. On va présenter ci-dessous les principaux résultats (en optimisation DC) concer-
nant les conditions d’optimalité (locale et globale) et la dualité DC. Pour plus de détails, le
lecteur est renvoyé au document de Le Thi (1997) (voir également [29]).

Soit l’espace X = Rn muni du produit scalaire usuel ⟨., .⟩ et de la norme euclidienne ∥.∥.
Désignons par Y l’espace dual de X que l’on peut identifier à X lui-même et par Γ0(X)
l’ensemble de toutes les fonctions propres s.c.i. sur X.

Soient g(x) et h(x) deux fonctions convexes propres sur X( g, h ∈ Γ0(X)), considérons le
problème DC

inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P )

et le problème dual
inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y } (D)

où g⋆(y) désigne la fonction conjuguée de g.

Ce résultat de dualité DC défini à l’aide des fonctions conjuguées donne une importante
relation en optimisation DC ([75]).

Théorème 1.1 Soient g et h ∈ Γ0(X), alors
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(i)

inf
x∈dom(g)

{g(x)− h(x)} = inf
y∈dom(h⋆)

{h⋆(y)− g⋆(y)} (1.5)

(ii) Si y0 est un minimum de h⋆ − g⋆ sur Y alors chaque x0 ∈ ∂g⋆(y0) est un minimum de
g − h sur X.

Preuve :
(i)

α = inf{g(x)− h(x) : x ∈ X}
= inf{g(x)− sup{⟨x, y⟩ − h⋆(y) : y ∈ Y } : x ∈ X}
= inf{g(x) + inf{h⋆(y)− ⟨x, y⟩ : y ∈ Y } : x ∈ X}
= infx infy{h⋆(y)− ⟨x, y⟩ − g(x)}
= inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y }.

(ii) cf. Toland ([75]).
2

Le théorème (1.1) montre que résoudre le problème primal (P ) implique la résolution du
problème dual (D) et vice-versa.

De par la parfaite symétrie entre le problème primal (P ) et le problème dual (D), il apparâıt
clairement que les résultats établis pour l’un se transpose directement à l’autre. Cependant,
nous choisissons ici de ne pas les présenter simultanément afin de simplifier la présentation.

1.2.2 Optimalité globale en optimisation DC

En optimisation convexe, x0 minimise une fonction f ∈ Γ0(X) si et seulement si : 0 ∈ ∂f(x0).
En optimisation DC, la condition d’optimalité globale suivante ([71]) est formulée à l’aide
des ϵ-sous-différentiels de g et h. Sa démonstration (basée sur l’étude du comportement du
ϵ-sous-différentiel d’une fonction convexe en fonction du paramètre ϵ) est compliquée. La
démonstration dans [18] est plus simple et convient bien au cadre de l’optimisation DC :
elle exprime tout simplement que cette condition d’optimalité globale est une traduction
géométrique de l’égalité des valeurs optimales dans les programmes DC primal et dual.

Théorème 1.2 (Optimalité globale DC) Soit f = g − h où g, h ∈ Γ0(X) alors. x0 est
un minimum global de g(x)− h(x) sur X si et seulement si,

∂ϵh(x
0) ⊂ ∂ϵg(x

0) ∀ϵ > 0. (1.6)

Remarque 1.3 –
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(i) Si f ∈ Γ0(X), on peut écrire f = g − h avec f = g et h = 0. Dans ce cas l’optimalité
globale dans (P ) - qui est identique à l’optimalité locale car (P ) est un problème convexe
- est caractérisée par,

0 ∈ ∂f(x0). (1.7)

Du fait que ∂ϵh(x
0) = ∂h(x0) = {0}, ∀ϵ > 0, ∀x ∈ X, et la croissance du ϵ-sousdifférentiel

en fonction de ϵ, la relation (1.7) est équivalente à (1.6).
(ii) D’une manière plus générale, considérons les décompositions DC de f ∈ Γ0(X) de la
forme f = g − h avec g = f + h et h ∈ Γ0(X) finie partout sur X. Le problème DC
correspondant est un ”faux” problème DC car c’est un problème d’optimisation convexe.
Dans ce cas, la relation (1.7) est équivalente à

∂h(x0) ⊂ ∂g(x0).

(iii) On peut dire ainsi que (1.6) marque bien le passage de l’optimisation convexe à l’op-
timisation non convexe. Cette caractéristique de l’optimalité globale de (P ) indique en
même temps toute la complexité de son utilisation pratique car il fait appel à tous les
ϵ-sous-différentiels en x0.

1.2.3 Optimalité locale en optimisation DC

Nous avons vu que la relation ∂h(x0) ⊂ ∂g(x0) (faisant appel au sous-différentiel ”exact”)
est une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale pour un ”faux” problème DC
(problème d’optimisation convexe). Or dans un problème d’optimisation globale, la fonction
à minimiser est localement convexe ”autour” d’un minimum local, il est alors clair que
cette relation d’inclusion sous-différentielle permettra de caractériser un minimum local d’un
problème DC.

Définition 1.2 Soient g et h ∈ Γ0(X). Un point x• ∈ dom(g) ∩ dom(h) est un minimum
local de g(x)− h(x) sur X si et seulement si

g(x)− h(x) ≥ g(x•)− h(x•), ∀x ∈ Vx• , (1.8)

où Vx désigne un voisinage de x.

Proposition 1.6 (Condition nécessaire d’optimalité locale) Si x• est un minimum
local de g − h alors

∂h(x•) ⊂ ∂g(x•), (1.9)
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Preuve : Si x• est un minimum local de g − h, alors il existe un voisinage Vx de x tel que

g(x)− g(x•) ≥ h(x)− h(x•), ∀x ∈ Vx• . (1.10)

Par suite si y• ∈ ∂h(x•) alors
g(x)− g(x•) ≥ ⟨x− x•, y•⟩, ∀x ∈ Vx• (1.11)

Ce qui est équivalent, en vertu de la convexité de g, à y• ∈ ∂g(x•). 2

Remarquons que pour un certain nombre de problème DC et en particulier pour h polyédrale,
la condition nécessaire (1.9) est également suffisante, comme nous le verrons un peu plus loin.
On dit que x• est un point critique (ou un point KKT généralisé) de g−h si ∂h(x•)∩∂g(x•)
est non vide ([75]). C’est une forme affaiblie de l’inclusion sousdifférentielle. La recherche
d’un tel point critique est à la base de DCA (forme simple) qui sera étudiée dans la section
suivante. En général DCA converge vers une solution locale d’un problème d’optimisation
DC. Cependant sur le plan théorique, il est important de formuler des conditions suffisantes
pour l’optimalité locale.

Théorème 1.3 (Condition suffisante d’optimalité locale ([18, 29])) Si x⋆ admet
un voisinage V tel que

∂h(x) ∩ ∂g(x⋆) ̸= ∅, ∀x ∈ V ∩ dom(g), (1.12)

alors x⋆ est un minimum local de g − h.

Corollaire 1.2 Si x ∈ int(dom(h)) vérifie

∂h(x) ∈ int(∂g(x)),
alors x est un minimum local de g − h.

Corollaire 1.3 Si h ∈ Γ0(X) est convexe polyédrale alors ∂h(x) ⊂ ∂g(x) est une condition
nécessaire et suffisante pour que x soit un minimum local de g − h.

Preuve : Ce résultat généralise le premier obtenu par C. Michelot dans le cas où g, h ∈
Γ0(X) sont finies partout et h convexe polyédrale (cf. ([18, 29])). 2

Pour résoudre un problème d’optimisation DC, il est parfois plus facile de résoudre le
problème dual (D) que le problème primal (P ). Le théorème (1.1) assure le transport par
dualité des minima globaux. On établit de même le transport par dualité des minima locaux.

Corollaire 1.4 (Transport par dualité DC des minima locaux ([18, 29])) Sup-
posons que x• ∈ dom(∂h) soit un minimum local de g − h, soient y• ∈ ∂h(x•) et Vx• un
voisinage de x• tel que g(x)− h(x) ≥ g(x•)− h(x•), ∀x ∈ Vx• ∩ dom(g). Si

x• ∈ int(dom(g⋆)) et ∂g⋆(y•) ⊂ Vx• , (1.13)

alors y• est un minimum local de h⋆ − g⋆.
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Preuve : Immédiate d’après la proposition (1.1) en se restreignant à l’intervalle Vx• ∩
dom(g). 2

Remarque 1.4 Bien sûr, par dualité, tous les résultats de cette section se transposent au
problème dual D. Par exemple :
si y est un minimum local de h⋆ − g⋆ alors ∂g⋆(y) ⊂ ∂h⋆(y).

1.3 DCA

Il s’agit d’une nouvelle méthode de sous-gradient basée sur l’optimalité et la dualité en opti-
misation DC (non différentiable). Cette approche est complètement différente des méthodes
classiques de sous-gradient en optimisation convexe. Dans les DCA, la construction algorith-
mique cherche à exploiter la structure DC du problème. Elle nécessite, en premier lieu, de
disposer d’une représentation DC de la fonction à minimiser, i.e. f = g − h (g, h convexe),
car toutes les opérations s’effectueront uniquement sur les composantes convexes. Ainsi, la
séquence des directions de descente est obtenue en calculant une suite de sous-gradient non
directement à partir de la fonction f , mais des composantes convexes des problèmes primal
et dual.

1.3.1 Principle de DCA

La construction des DCA, découverte par Pham Dinh Tao (1986) s’appuie sur la caractérisation
des solutions locales en optimisation DC des problèmes primal (P ) et dual (D)

α = inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P ),

α = inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y } (D).

Les DCA consistent en la construction de deux suites {xk} et {yk}. La première suite est
candidate à être solution du problème primal et la seconde du problème dual. Ces deux suites
sont liées par dualité et vérifient les propriétés suivantes :
– les suites {g(xk)− h(xk)} et {h⋆(yk)− g⋆(yk)} sont décroissantes,
– et si (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk) alors l’algorithme s’arrête à la (k + 1)ieme itération et le
point xk (resp. yk) est un point critique de g − h (resp. h⋆ − g⋆),

– sinon toute valeur d’adhérence x• de {xk} (resp. y• de {yk}) est un point critique de g−h
(resp. h⋆ − g⋆).

L’algorithme cherche en définitive un couple (x•, y•) ∈ X × Y tel que x• ∈ ∂g⋆(y•) et
y• ∈ ∂h(x•).

Schéma de DCA simplifié
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L’idée principale de la mise en oeuvre de l’algorithme (forme simple) est de construire une
suite {xk}, vérifiant à chaque itération ∂g(xk) ∩ ∂h(xk−1) ̸= ∅, convergente vers un point
critique x•(∂h(x•)∩∂g(x•) ̸= ∅) et symétriquement, de façon analogue par dualité, une suite
{yk} telle que ∂g⋆(yk−1) ∩ ∂h⋆(yk) ̸= ∅ convergente vers un point critique.

On construit ainsi :

Algorithme 1. [DCA]
Etape 0. x0 donné.
Etape 1. Pour chaque k, xk étant connu, déterminer yk ∈ ∂h(xk).
Etape 2. Trouver xk+1 ∈ ∂g⋆(yk).
Etape 3. Si test d’arrêt vérifié STOP ; Sinon k ← k + 1.

Cette description, avec l’aide de schémas d’itération de points fixes des multi-applications
∂h et ∂g⋆, apparâıt ainsi être d’une grande simplicité.

1.3.2 Existence des suites générées

L’algorithme DCA est bien défini si on peut effectivement construire les deux suites {xk} et
{yk} comme ci-dessus à partir d’un point initial arbitraire x0.
– Par construction, si x0 ∈ dom(∂h), alors y0 ∈ ∂h(x0) est bien défini.
– Pour k ≥ 1, yk est bien défini si et seulement si xk est défini et contenu dans dom(∂h) ;
par suite, xk et yk sont bien définis si et seulement si ∂g⋆(yk+1) ∩ dom(∂h) est non vide,
ce qui entrâıne que yk+1 ∈ dom(∂g⋆).

Lemme 1.1 ([29]) Les suites {xk}, {yk} dans DCA sont bien définies si et seulement si

dom(∂g) ⊂ dom(∂h), et dom(∂h⋆) ⊂ dom(∂g⋆).

La convergence de l’algorithme est assurée par les résultats suivants ([29]) :

Soient ρi et ρ
⋆
i , (i = 1, 2) des nombres réels positifs tels que 0 ≤ ρi < ρ(fi) (resp. 0 ≤ ρ⋆i <

ρ⋆i (f
⋆
i )) où ρi = 0 (resp ρ⋆i = 0) si ρ(fi) = 0 (resp ρ(f ⋆i ) = 0) et ρi (resp ρ

⋆
i ) peut prendre la

valeur ρ(fi) (resp ρ(f
⋆
i )) si cette borne supérieure est atteinte. Nous poserons pour la suite

f1 = g, f2 = h.

Théorème 1.4 Si les suites {xk} et {yk} sont bien définies. Alors on a :
(i)

(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− ρh
2
∥dxk∥2 ≤ (g − h)(xk)− ρ1 + ρ2

2
∥dxk∥2
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(ii)

(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ⋆1
2
∥dyk∥2 ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− ρ⋆1 + ρ⋆2

2
∥dyk∥2

où dxk = xk+1 − xk

Corollaire 1.5 ([29])(Convergence)
1.

(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− ρ2
2
∥dxk∥2

≤ (g − h)(xk)− [ρ2
2
∥dxk−1∥2 + ρ⋆1

2
∥dyk∥2]

2.
(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− ρ⋆2

2
∥dxk∥2

≤ (g − h)(xk)− [
ρ⋆2
2
∥dxk−1∥2 + ρ⋆1

2
∥dyk∥2]

3.
(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ⋆1

2
∥dyk∥2

≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− [
ρ⋆1
2
∥dyk∥2 + ρ⋆2

2
∥dxk∥2]

4.
(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ1

2
∥dyk+1∥2

≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− [ρ1
2
∥dxk+1∥2 + ρ2

2
∥dxk∥2]

Corollaire 1.6 ([29]) Si les égalités ont lieu, il vient :
1. (g − h)(xk+1) = (h⋆ − g⋆)(yk)⇐⇒ yk ∈ ∂h(xk+1)
2. (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)⇐⇒ xk ∈ ∂g⋆(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)
3. (h⋆ − g⋆)(yk) = (g − h)(xk)⇐⇒ xk ∈ ∂g⋆(yk)
4. (h⋆ − g⋆)(yk+1) = (h⋆ − g⋆)(yk)⇐⇒ yk ∈ ∂h(xk+1), xk+1 ∈ ∂g⋆(yk+1)

En général, les qualités (robustesse, stabilité, vitesse de convergence, bonnes solutions locales)
de DCA dépendent des décompositions DC de la fonction objectif f = g − h. Le théorème
1.4 montre que la forte convexité des composantes convexes dans les problèmes primal et
dual peut influencer DCA. Pour rendre les composantes convexes g et h fortement convexes,
on peut usuellement appliquer l’opération suivante

f = g − h =

(
g +

λ

2
∥.∥2

)
−

(
h+

λ

2
∥.∥2

)
.

Dans ce cas, les composantes convexes dans le problème dual seront continûment différentiables.

1.3.3 Calcul des sous-gradients

La description de DCA à l’aide de schémas d’itération de points fixes des multi-applications
∂h et ∂g⋆ (∂g et ∂h⋆) se présente schématiquement comme suit :

xk ← yk ∈ ∂h(xk)$
xk+1 ∈ ∂g⋆(yk) ← yk+1 ∈ ∂h(xk+1)
(yk ∈ ∂g(xk+1)) (xk+1 ∈ ∂h⋆(yk+1))

(1.14)
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On voit ainsi une parfaite symétrie des suites {xk} et {yk} relative à la dualité de l’optimi-
sation DC.

Le calcul du sous-gradient de la fonction h en un point xk est en général aisé : dans de
nombreux problèmes concrets on connâıt l’expression explicite de ∂h. Par contre, le calcul
d’un sous gradient de la conjuguée de la fonction convexe g en un point yk, nécessite en
général la résolution du programme convexe,

∂g⋆(yk) = argmin{g(x)− ⟨yk, x⟩ : x ∈ X}. (1.15)

En effet, rappelons que l’expression explicite de la conjuguée d’une fonction donnée n’est en
pratique pas connue.

D’après (1.15), remarquons que le calcul de xk+1 revient à minimiser une fonction convexe
déduite de la fonction DC f = g− h, en approximant la composante concave −h par une de
ses minorantes affines au point xk, i.e.

xk+1 ∈ ∂g⋆(yk) : xk+1 ∈ argmin{g(x)−
[
⟨yk, x− xk⟩+ h(xk)

]
: x ∈ X}.

Et similairement, par dualité

yk+1 ∈ ∂h(xk+1) : yk+1 ∈ argmin{h⋆(y)−
[
⟨xk+1, y − yk⟩+ g⋆(yk)

]
: y ∈ Y }.

1.3.4 Optimisation DC polyédrale

L’optimisation DC polyédrale survient lorsque l’une des composantes convexes g ou h est
convexe polyédrale. A l’instar des problèmes d’optimisation convexe polyédrale, cette classe
de problèmes d’optimisation DC se rencontre fréquemment en pratique et possède d’intéressantes
propriétés. Nous allons voir que la description de DCA y est particulièrement simple ([17,
18, 29]).

Soit le programme DC
inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P ).

Lorsque la composante convexe h est polyédrale, i.e.

h(x) = max
x∈X
{⟨ai, x⟩ − bi : i = 1, ...,m},

alors le calcul des sous-gradients yk = ∂h(xk) est immédiat. Il est clair qu’en limitant (na-
turellement) le choix des sous-gradients aux gradients des fonctions affines minorantes de h,
i.e. {yk} ∈ {ai : i = 1, ...,m}, qui est un ensemble fini, la suite des itérés {yk} sera finie
(k ≤ m). En effet, la suite {(h⋆ − g⋆)(yk)} est, par construction de DCA, décroissante et les
choix possibles des itérés yk sont finis. De même, par dualité les suites {xk} et {(g− h)(xk)}
sont décroissantes.
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Théorème 1.5 (Convergence finie)
– les suites {g(xk)− h(xk)} et {h⋆(yk)− g⋆(y+)} sont décroissantes,
– lorsque (g− h)(xk+1) = (g− h)(xk) alors l’algorithme s’arrête à la (k+ 1)ieme itération et
le point xk (resp. yk) est un point critique de g − h (resp. h⋆ − g⋆).

Remarquons que si c’est la composante g qui est polyédrale, de par la conservation du
caractère polyédrale par la conjugaison fonctionnelle et de l’écriture du problème dual, on
retrouve les mêmes résultats que ci-dessus.

1.3.5 Interprétations de DCA

A chaque itération on remplace dans le programme DC primal la deuxième composante DC
h par sa minorante affine hk(x) = h(xk) + ⟨x − xk, yk⟩ au voisinage de xk pour obtenir le
programme convexe suivant

inf{fk = g(x)− hk(x) : x ∈ Rn} (1.16)

dont l’ensemble des solutions optimales n’est autre que ∂g⋆(yk).

De manière analogue, la deuxième composante DC g⋆ du programme DC dual (1.5) est
remplacée par sa minorante affine (g⋆)k(y) = g⋆(yk) + ⟨y− yk, xk+1⟩ au voisinage de yk pour
donner naissance au programme convexe

inf{h⋆(y)− (g⋆)k(y) : y ∈ Rn} (1.17)

dont ∂h(xk+1) est l’ensemble des solutions optimales. DCA opère ainsi une double linéarisation
à l’aide des sous-gradients de h et g⋆. Il est à noter que DCA travaille avec les composantes
DC g et h et non avec la fonction f elle-même. Chaque décomposition DC de f donne nais-
sance à un DCA.

Comme fk est une fonction convexe, le minimum xk+1 est défini par 0 ∈ ∂fk(x
k+1) et la

majoration de f par fk assure la décroissance de la suite {f(xk)}. En effet, comme hk est
une fonction affine minorante de h en xk, fk est bien une fonction convexe majorante de f ,

f(x) ≤ fk(x), ∀x ∈ X,

qui cöıncide en xk avec f ,
f(xk) = fk(x

k).

Donc en déterminant l’itéré xk+1 comme le minimum du programme convexe (1.16), la
décroissance de la suite des itérés est assurée,

f(xk+1) ≤ f(xk).

Si à l’itération k+1, f(xk+1) = f(xk) alors xk+1 est un point critique de f , 0 ∈ ∂fk(xk+1) =⇒
0 ∈ ∂f(xk+1).
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Remarque 1.5 Si fk est strictement convexe alors il existe un unique minimum xk+1.

Commentaire : il est important de remarquer que l’on remplace, non localement au voisi-
nage de xk, mais globalement sur tout le domaine, la fonction f par la fonction :

fk(x) = g(x)− (⟨yk, x− xk⟩+ h(xk)) avec yk ∈ ∂h(xk), ∀x ∈ X

qui, considérée localement au voisinage de xk, est une approximation du premier ordre de
f et globalement sur Rn. Il faut souligner que fk n’est pas définie restrictivement à partir
d’information locale de f au voisinage de xk (i.e. f(xk), ∂f(xk), ...) mais incorpore toute la
première composante convexe de f dans sa définition, i.e. fk = g − hk = f − (h + hk). En
d’autre terme, fk n’est pas simplement une approximation locale de f au voisinage de xk,
mais doit être plutôt qualifiée de ”convexification majorante” de f globalement liée à la fonc-
tion DC par la première composante convexe définie sur Rn tout entier. Par conséquent, les
pas de déplacement de xk à xk+1 sont déterminés à partir de f définie globalement pour tout
x ∈ Rn. DCA ne peut donc être simplement considéré, comme une méthode d’approximation
locale ou de descente locale, telle que l’on connâıt classiquement, de par le caractère global
de la ”convexification majorante”. Ainsi, à la différence des approches locales convention-
nelles (déterministes ou heuristiques), DCA exploite simultanément des propriétés locales et
globales de la fonction à minimiser au cours du processus itératif et converge en pratique
vers une bonne solution locale, voire parfois globale.

Pour une étude complète de la programmation DC et DCA, se reporter aux [17]-[50] et [58]-
[63] et références incluses. Le traitement d’un programme non convexe par une approche DC
et DCA devrait donc comporter deux tâches : la recherche d’une décomposition DC adéquate
et celle d’un bon point initial. Pour un programme DC donné, la question de décomposition
DC optimale reste ouverte, en pratique on cherche des décompositions DC bien adaptées
à la structure spécifiques du programme DC étudié pour lesquelles les suites {xk} et {yk}
sont faciles à calculer, si possible explicites pour que les DCA correspondants soient moins
coûteux en temps et par conséquent capables de supporter de très grandes dimensions.

1.4 Pénalité exacte en Programmation DC

Les techniques de pénalité sont très souvent utilisées pour reformuler un problème d’optimi-
sation DC sous contraintes anti-convexes en un problème d’optimisation DC sous contraintes
convexes.

Considérons le problème d’optimisation

(P ) α = min{f(x) : x ∈ K, p(x) ≤ 0},

où K est un ensemble convexe non vide borné dans Rn et p(x) ≥ 0 ∀x ∈ K, f est une
fonction DC, finie sur K. Le problème (P ) est un problème d’optimisation non convexe. La
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non convexité de (P ) est due au fait que la fonction f(x) est DC et que la contrainte p(x) ≤ 0
est non convexe.

Etant un paramètre η > 0, on définit le problème de pénalité par

(Pη) αη = min{f(x) + ηp(x) : x ∈ K}.

On obtient le théorème suivant :

Théorème 1.6 [147] Soit une suite {ηk} telle que ηk+1 > ηk et ηk → +∞. Suppose que xk
soit une solution optimale du problème (Pηk). Alors tous les points limites de la suite {xk}
est une solution optimale du problème (P ).

Preuve : La démonstration est donnée dans [147]. 2

Ce théorème nous montre que la solution du problème de pénalité (Pη) est très proche d’une
solution du problème (P ) quand η est suffisamment grand. Dans certains cas, il existe un
nombre η pour que le problème (P ) et le problème de pénalité (Pη) aient le même ensemble
des solutions optimales.

Théorème 1.7 [45] Soient K un polyèdre convexe borné non vide, f une fonction DC finie
sur K et p une fonction finie concave non négative sur K. Il existe η0 ≥ 0 tel que si η >
η0 alors deux problème ci-dessous ont la même valeur optimale et le même ensemble des
solutions optimales.

(Pη) α(η) = min
{
f(x) + ηp(x) : x ∈ K

}
,

(P ) α = min
{
f(x) : x ∈ K, p(x) ≤ 0

}
.

Preuve : La démonstration est donnée dans [45]. 2

Le Théorème 1.7 nous permet de reformuler un programme non linéaire/non convexe en
variables mixtes en un programme DC.

Considérons le problème d’optimisation

min{f(x, y) : (x, y) ∈ S, x ∈ {0, 1}n}, (1.18)

où f(x, y) est une fonction DC et S est un polyèdre convexe borné non vide dans Rn+m.

On considère K = {(x, y) : (x, y) ∈ S, x ∈ [0, 1]n} et la fonction p : Rn+m → R qui est définie

par p(x, y) =
n∑
i=1

xi(1 − xi) ou p(x, y) =
n∑
i=1

min{xi, 1 − xi}. Il est clair que p(x, y) est finie,

concave, non négative sur K et le problème (1.18) s’écrit comme

min{f(x, y) : (x, y) ∈ K, p(x, y) ≤ 0}.
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En utilisant le Théorème 1.7, nous obtenons, pour un nombre η suffisamment grand, le
problème d’optimisation DC équivalent au problème (1.19).

min{fη(x, y) = f(x, y) + ηp(x, y) : (x, y) ∈ K}.

Dans le cas où la fonction objectif est linéaire, nous pouvons appliquer le résultat suivant
qui est un cas particulier du Théorème 1.7 (voir Le Thi et al. [45]).

Théorème 1.8 [48] Soit K un polyèdre non vide, borné de IRn. Soit f une fonction concave
finie sur K et soit p une fonction concave finie et non négative sur K. Alors il existe un
nombre fini η0 ≥ 0 tel que les deux problèmes suivants sont équivalents avec η ≥ η0(dans le
sens où ils ont le même ensemble de solutions optimales) :

α(η) = inf{f(x) + ηp(x) : x ∈ K},

α = inf{f(x) : x ∈ K, p(x) ≤ 0}.

De plus, si l’ensemble de points extrêmes V (K) de K est contenu dans {x ∈ K, p(x) ≤ 0},
alors η0 = 0, sinon η0 = min

{f(x)−α(0)
ξ

}
, où ξ := min{p(x) : x ∈ V (K), p(x) > 0} > 0.

Preuve : Voir Le Thi et al.[48]. 2

Considérons le problème d’optimisation linéaire

min{f(x, y) = aTx+ bTy : (x, y) ∈ S, x ∈ {0, 1}n}, (1.19)

où a ∈ Rn, b ∈ Rm et S est un polyèdre convexe borné non vide dans Rn+m.

En utilisant le Théorème 1.8, nous obtenons, pour un nombre η suffisamment grand, le
problème d’optimisation DC équivalent au problème (1.19).

min{fη(x, y) = aTx+ bTy + ηp(x, y) : (x, y) ∈ K}. (1.20)

Remarque 1.6 Le problème (1.20) est un problème d’optimisation DC polyhédrale.



Chapitre 2

Méthode par Séparation et Evaluation
(SE)

Résumé Ce chapitre est consacré à la méthode par Séparation et Evaluation qui, en anglais, est
appelée Branch-and-Bound.

On considère le problème de minimisation d’une fonction continue sur un compact

min{f(x) : x ∈ S ⊂ IRn}. (2.1)

Il est bien connu que si S ̸= ∅ alors le problème admet une solution. On veut trouver une
solution dite optimale x∗ ∈ S telle que

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ S.

L’idée de base de la méthode SE consiste en la division successive d’un ensemble qui contient
S en sous-ensembles de plus en plus petits. A chaque sous-ensemble contenant une partie
de S, on associe une borne inférieure de la valeur de la fonction objectif sur cet ensemble
afin d’éliminer les parties non prometteuses et de sélectionner un ensemble que l’on devrait
diviser par la suite.

Définition 2.1 Soit M un compact dans IRn et soit I un ensemble fini d’indices. Un
ensemble Mi : i ∈ I de sous-ensembles compacts est appelé partition de M si

M =
∪
i∈I

Mi, Mi ∩Mj = ∂Mi ∩ ∂Mj, ∀i, j ∈ I : i ̸= j,

où ∂Mi dénote la frontière relative à M de Mi.

39
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2.1 Méthode de résolution et convergence

Adoptons la notation min f(S) = min{f(x) : x ∈ S}. Le schéma général de SE se résume de
la manière suivante :

Prototype SE ([8, 73])

• Initialisation

1. Choisir un compact M0 ⊃ S, un ensemble fini des indices I0, une partition M0 =
{M0,i : i ∈ I0} de M0 satisfaisant M0,i ∩ S ̸= ∅, i ∈ I0.

2. Pour chaque i ∈ I0, déterminer

S0,i ⊂M0,i ∩ S, S0,i ̸= ∅

et
γ0,i = γ(M0,i) := min f(Si,0), x0,i ∈ argmin f(S0,i).

3. Pour chaque i ∈ I0 déterminer

β0,i = β(M0,i) ≤ min f(S ∩M0,i).

4. Calculer

γ0 = min
i∈I0

γ0,i, (2.2)

x0 ∈ argmin{f(x0,i, i ∈ I0)}, (2.3)

β0 = min
i∈I0

β0,i. (2.4)

• Itération k
k.1 Supprimer tout Mk,i ∈Mk vérifiant

βk,i ≥ γ0

ou pour lequel on sait que min f(S) ne peut pas avoir lieu dansMk,i. SoitRk le collection
des élements restant Mk,i ∈Mk.
Si Rk = ∅ alors STOP, xk est une solution.

k.2 Sélectionner Mk,ik ∈ Rk, choisir un ensemble fini des indices Jk+1 et construire une
partition

Mk,ik = {Mk+1,i : i ∈ Jk+1}
de Mk,ik telle que Mk+1,i ∩ S ̸= ∅.

k.3 Pour chaque i ∈ Jk+1 déterminer

Sk+1,i ∈Mk+1,i ∩ S, Sk+1,i ̸= ∅

et
γk+1,i = γ(Mk+1,i) := min f(Sk+1,i), x

k+1,i ∈ argmin f(Sk+1,i).
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k.4 Pour chaque i ∈ Jk+1,i déterminer βk+1,i tel que

βk,ik ≤ βk+1,i ≤ min f(S ∩Mk+1,i).

k.5 Poser
Mk+1 = (Rk \Mk,ik) ∪Mk,ik .

Soit Ik+1 l’ensemble des indices tels que

Mk+1 = {Mk+1,i : I ∈ Ik+1}

est la partition actuelle.
Soient γk+1,i, βk+1,i, x

k+1,i les quantités correspondant à Mk+1,i, i ∈ Ik+1.
k.6 Calculer

γk+1 = min
i∈Ik+1

γk+1,i (2.5)

xk+1 ∈ argmin{f(xk+1,i, i ∈ Ik+1)} (2.6)

βk+1 = min
i∈Ik+1

βk+1,i (2.7)

et retourner à l’itération k + 1.

Remarque 2.1 (i) Il faudrait déterminer Sk,i, x
k,i, βk,i de telle façon que ces bornes au-

tant serrées que possible, avec un effort de calcul raisonnable. On parvient donc à un certain
compromis.

(ii) γk,i, βk,i sont des bornes inférieures et des bornes supérieures pour min f(S ∩Mk,i) as-
sociées à chaque ensemble Mk,i et γk, βk sont des bornes inférieures et des bornes supérieures
à min f(S) étant décroissantes et croissantes respectivement.

(iii) βk,i ≥ γk indique que la solution xk ne peut pas s’améliorer dans Mk,i donc cet élément
peut être éliminé.

Conditions de la convergence

La méthode SE converge dans le sens que chaque point d’accumulation de {xk} est une
solution de (P). Évidemment, par la construction, on a

xk ∈ S, k = 0, 1, . . . (2.8)

γk ≥ γk+1 ≥ min f(S) ≥ βk+1 ≥ βk (2.9)

f(xk) ≥ f(xk+1), k = 0, 1, . . . (2.10)

Définition 2.2 Une estimation de borne est dite cohérente (consistent) si, pour une suite
décroissante quelconque Mkq ,ikq

générée par la procédure de séparation, i.e.

Mkq+1,iq+1 ⊂Mkq ,iq ,

on a
lim
q→∞

(γkq ,ikq − βkq ,ikq ) = 0 (2.11)
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Puisque βkq ,ikq ≤ γkq ≤ γkq, ikq , la condition (2.11) peut s’écrire

lim
q→∞

(αkq − βkq ,ikq ) = 0 (2.12)

Par la monotonie et la bornitude des suites {γk}, {βk} on a

(f(xk) = γk)→ α, βk → β, γ ≥ min f(S) ≥ β

Définition 2.3 Une sélection est dite complète si pour chaque

M ∈
∞∪
p=1

∞∩
k=p

Rk

on a
inf f(M ∩ S) ≥ α.

Une sélection est dite ‘’borne-améliorante” (bound improving), si au moins après chaque
nombre fini d’itérations, on a

Mk,ik ∈ argmin{β(M) :M ∈ Rk} (2.13)

Théorème 2.1 ([8, 13]) Supposons que S est fermé et que min f(S) existe. Soit, dans le
prototype, l’opération d’estimation de borne est cohérente. On a :
(i) Si la sélection est complète, alors

γ := lim
k→∞

αk = lim
k→∞

f(xk) = f(S) (2.14)

(ii) Si la sélection est borne-améliorante, alors

β := lim
k→∞

βk = min f(S) (2.15)

(iii) Si la sélection est complète, f est continue, et {x ∈ S : f(x) ≤ f(x0)} est borné, alors
chaque point d’accumulation de {xk} résout le problème (P).

Preuve : Voir [8, 13]. 2

Noter que si l’estimation de borne est cohérente alors la sélection qui améliore des bornes
est aussi complète, parce que f(x) ≤ βkq , ∀x ∈ S et lorsque (2.13) est appliqué, on a

inf f(M ∩ S) ≥ β = γ

pour tout l’ensemble M.
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2.2 Réalisation

Bien entendu, la réalisation d’un algorithme SE dépend du choix des opérations suivantes :
– Diviser Mk,ik .
– Sélectionner Mk,ik .
– Estmimer les bornes inférieures βk,i.

2.2.1 Stratégie de division

Les éléments de partition Mk doivent être très simples pour qu’on puisse les manipuler
facilement. Naturellement, on utilise les plus simples polyèdres comme des simplexes, des
rectangles, des cônes (polyédraux) et des prismes. Il faut également diviser ces polyèdres de
telle manière que la procédure de division soit exhaustive, ce qui est nécessaire pour assurer
la convergence de la méthode SE.

2.2.1.1 Subdivision simpliciale

M0 et tout élément de subdivision sont de n-simplexes. Ce n’est pas difficile de contruire
le premier simplexe M0 contenant S. Soit M = conv{v0, v1, . . . , vn} un simplexe avec des
sommets v0, v1, . . . , vn. Alors, un point quelconque s ∈M peut être representé par

s =
n∑
i=0

λiv
i, λi ≥ 0,

n∑
i=0

λi = 1

Soit s ̸= xi, i = 0, 1, . . . , n. Posons J = {j : λj > 0}. En remplacant un sommet xj tel que
λj > 0 par s on obtient un simplexe

Mj = conv{v0, . . . , vj−1, s, vj+1, . . . , vn}

et ainsi on peut construire une subdivision, appelée radiale, de M . Très souvent, on choisit s
comme le milieu de la plus longue arrête deM etM est divisé ainsi en deux simplexes. Dans
ce cas, on a une bissection de M . Il est démontré que la bissection est exhaustive. Pourtant,
on constate que les procédures exhaustives de division (en particulier bisection) ne sont
pas très efficaces ; la convergence de la méthode est assez lente. On suggère alors d’utiliser
comme s un point ω obtenu dans la procédure d’estimation de borne (par exemple ω est
le point correspondant à β(M)). On va appeler cette procédure ω-subdivision. le problème
c’est qu’on ne peut plus assurer que la procédure de division soit exhaustive. Récemment,
certaines strategies plus flexibles sont etudiées. L’idée est d’utiliser le plus souvent possible la
ω-subdivision et de faire intervenir la bissection pour empêcher la dégradation. Une stratégie
heuristique mais pratique, a été proposée dans [10]. Considérons un simplexe M et un point

ω ∈M , qui s’ecrit comme ω =
n∑
i=0

λiv
i. Etant fixé un nombre δ > 0.
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Si min{λi : λi > 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}} > δ alors appliquer ω-subdivision. Sinon utiliser
bissection.

Les expériences ont indiqué que δ = 1
2
n2 est un choix convenable.

Cette sous section détaille une division que nous utilisons dans nos algorithmes : la subdivi-
sion rectangulaire.

M0 et toute partie de subdivision sont des n-rectangles dans IRn. Le rectangle

M0 =
n∏
i=1

[li, Li]

le plus petit qui contient S (convexe) peut être déterminé en résolvant 2n problèmes convexes

li = min{xi : x ∈ S}, Li = max{xi : x ∈ S}, i = 1, 2, . . . , n.

Les processus de subdivision rectangulaire jouent un rôle important dans des méthodes de
Séparation et Evaluation. L’approche de Phillips et Rosen [67] (voir également Kalantari
et Rosen [66]) emploie la subdivision exhaustive, i.e. toutes les suite décroissantes des rec-
tangles générées par l’algorithme tendra vers un point. Une bissection rectangulaire adapta-
tive prétendue proposée dans Muu L.D. [16] semble être plus efficace parce que l’exhaustivité
n’est pas nécessaire pour la convergence. Dans Horst et Tuy [12], un concept de la subdivision
rectangulaire normale (normal rectangular subdivision - NRS) a été présenté pour la classe
des problèmes concaves séparables de minimisation qui inclut l’approche de Kalantari-Rosen
et une subdivision proposées plus tôt dans Falk et Soland [68]. Intuitivement, la variante
des algorithmes rectangulaires en utilisant w-subdivision et subdivision adaptative devrait
converger plus rapidement que ceux qui emploient la subdivision exhautive, parce qu’ils
tiennent compte des conditions du sous-problème relaxé courant.

Nous détaillerons maintenant la subdivision rectangulaire normale aussi bien que sa construc-
tion quand l’utilisant un algorithme de Séparation et Evaluation (SE) pour résoudre un type
de problème important dans la programmation DC.

Considérons le problème suivant

min{f(x) = g(x)− h(x) | x ∈ R} (2.16)

où R =
n∏
i=1

[li, Li] est un rectangle dans IRn et h(x) une fonction séparable, i.e. h(x) =

n∑
i=1

hi(xi) où hi(xi) =
1

2
λix

2
i − diyi (λi > 0).

Une méthode standard de borne estimation dans un schéma SE est à utiliser une minorante
convexe de la fonction objectif. La meilleure minorante convexe de f(x) est son enveloppe
convexe, dénotons par convR(f). Cependant, dans le cas général, au lieu de calculer convR(f),
nous contruisons convR(−h) et utilisons g(x) + convR(−h)(x) comme la minorante convexe
pour borne estimation.
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Puisque la fonction h(x) est séparable, l’enveloppe convexe convR(−h) sur le rectangle R
est simplement la somme des fonctions affines ϕRi

(xi) qui cöıncide avec −hi au sommets du
segment [li, Li] ([66], [65], [67]), i.e. la fonction

ϕR(x) =
n∑
i=1

ϕRi
(xi) (2.17)

où ϕRi
(xi) est donnée explicitement par

ϕRi
(xi) = [di −

1

2
λi(li + Li)]xi +

1

2
λiliLi. (2.18)

Par conséquent, la solution du programme convexe

min{g(x) + ϕR(x) | x ∈ R} (2.19)

fournit un point xR tel que

g(xR) + ϕR(x
R) ≤ min{f(x) | x ∈ R} ≤ f(xR) (2.20)

Subdivision Rectangulaire Normale (NRS)

Nous rappelons maintenant le concept d’une subdivision rectangulaire normale comme présentée
par Tuy (voir par exemple Horst et Tuy [12])

Soit R = {x : li ≤ xi ≤ Li} un rectangle et soit ϕR(x) la minorante convexe définie au-dessus
de −h(x) sur R. Dénotons par xR et β(R) une solution optimale et la valeur optimale,
respectivement, du programme convexe (2.19).

Considérons un processus de subdivision rectangulaire dans lequel un rectangle est subdivisé
à sous-rectangles. Un tel processus génère une famille de rectangles qui peut être représentée
par un arbre avec la racine R0. Un chemin infinie dans cet arbre correspond à une séquence
contractée de rectangles Rh, h = 0, 1, . . .. Pour chaque h soit xh = xRh , ϕh(x) = ϕRh

(x).

Définition 2.4 Une séquence contractée Rh est appelée être normale si

lim
h→∞
| − h(xh)− ϕh(xh)| = 0 (2.21)

Un processus de subdivision rectangulaire est appelé être normal si toute séquence contractée
de rectangles qu’il génère est normale.

Nous discuterons quelques méthodes pour construire un processus de subdivision rectangu-
laire normale dans ce qui suit. Supposons maintenant qu’un processus de NRS a été défini.
En utilisant ce processus en même temps que la procédure de borne estimation en haut nous
pouvons construire un algorithme B&B pour résoudre (2.16).

Algorithme ([73])
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• Initialisation
Prendre R0 ← R. Calculer ϕR0 et résoudre le programme convexe

min{g(x) + ϕR0(x) : x ∈ R0}

pour obtenir une solution optimale xR0 et la valeur optimale β(R0).
Poser R = {R0}, β0 = β(R0), α0 = f(xR0) et x∗ = xR0 .
• Itération k
k.1 Supprimer tout R ∈ Rk tel que β(R) ≥ αk. Soit Pk l’ensemble de rectangles restants.
Si Pk = ∅, S’arrêter. x∗ est une solution optimale globale.

k.2 Sinon, sélectionner Rk ∈ Pk tel que

βk := β(Rk) = min{β(R) : R ∈ Pk}

et subdiviser Rk en Rk1, Rk2 d’après le processus de subdivision rectangulaire normale
choisie.

k.3 Pour chaque Rk1, Rk2 calculer ϕRki
et résoudre

min{g(x) + ϕRki
(x) : x ∈ Rki}

pour obtenir xRki et β(Rki)
k.4 Mettre à jour x∗ la meilleure solution réalisable et αk+1.
k.5 Poser Rk+1 := (Pk \Rk) ∪ {Rk1, Rk2} et aller à l’itération prochaine.

Théorème 2.2 [74] (i) Si l’Algorithme termine à itération k alors x∗ est une solution op-
timale globale du problème (2.16).

(ii) Si l’Algorithme est infinie alors il génère une séquence bornée xk dont tout point d’ac-
cumulation est une solution optimale globale du (2.16), et

αk ↘ f∗, βk ↗ f∗

Construction d’une NRS

Comme présenté dans [12], il y a plusieurs façons de construire un processus de NRS. Sup-
posons qu’un rectangle Rk = {x | lki ≤ xi ≤ Lki } est sélectionné en étape k.2. La règle de
bisection suivante de Rk a utilisé dans Kalantari-Rosen [66] et Phillips-Rosen [67] :

(i) Bisection exhautive

En général, ik est choisi comme l’indice du côté le plus long de Rk, i.e., tel que

(Lik − lik)2 = max{(Li − li)2, i = 1, . . . , n}

Soit δ = 1
2
(Lik + lik). Alors Rk est divisé à deux sous-rectangles :

Rk1 = {x ∈ Rk : xik ≤ δ}, Rk2 = {x ∈ Rk : xik ≥ δ}
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En particulier, pour une fonction quadratique concave séparable, ik peut être choisi tel
que

λik(Lik − lik)2 = max{λi(Li − li)2, i = 1, . . . , n}

Il a démontré que, dans tous les deux cas, toute séquence contractée de rectangles tend
vers un point.

Une règle alternative a été proposée plus tôt par Falk et Soland [68] pour la programmation
non convexe séparable :

(ii) w-bisection Il suit de la description de l’algorithme que, pour Rk choisi, β(Rk) < f(xk),
alors,

−h(xk)− ϕ(xk) > 0

Choisissons un indice ik satisfaisant

ik ∈ argmax
i
{−hi(xki )− ϕki(xki )}

et subdivisons Rk en sous-rectangles

Rk1 = {x ∈ Rk : xik ≤ xkik}, Rk2 = {x ∈ Rk : xik ≥ xkik}

Dans Muu L.D. et al. [16], pour résoudre une classe de programmation non convexe concer-
nant des fonctions quadratiques et bilinéaires, les auteurs ont introduit la règle de subdivision
suivante :

2.2.2 Règle de sélection

Naturellement, on peut choisir à chaque itération

Mk,ik ∈ argmin{β(M) :M ∈ Rk}

qui satifait (2.13), i.e. cette sélection améliore des bornes. Pourtant, il y a bien d’autres règles
qui n’utilisent pas explicitement cette propriété. Par exemple (cf. Tuy et al. [6]) :
(S1) Pour chaque M on définit G(M) - l’index d’étape où M est créé et à chaque itération,
on choisit le plus ‘’vieil” ensemble, c’est-à-dire

Mk,ik ∈ argmin{G(M) :M ∈ Rk}

(S2) Pour chaque M on définit une quantité δ(M) liée à la taille de M (e.g. le diamètre,
le volume, etc.). Supposons que la division soit telle que, étant donné ϵ > 0, on puisse
toujours obtenir M avec δ(M) ≤ ϵ après un nombre fini de divisions de M . Alors, on
choisit

Mk,ik ∈ argmax{δ(M) :M ∈ Rk}
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2.2.3 Estimation de borne

Étant donné un ensemble Mk. Pour estimer une borne inférieure, on va construire Tk tel que
Mk ∩ S ⊂ Tk ⊂Mk de manière que la borne β(Mk) = min f(Tk) soit estimée par des efforts
raisonnables.

Définition 2.5 Soit {Tk} une suite d’ensembles de IRn. Alors

lim
k→∞

Tk := {x ∈ IRn : x = lim
j→∞

xnj
, xnj

∈ Tnj
}

lim
k→∞

Tk := {x ∈ IRn : x = lim
n→∞

xn, xn ∈ Tn pour tout sauf a nombre fini de n ∈ IN}

T = lim
k→∞

Tk ⇔ T = lim
k→∞

Tk = lim
k→∞

Tk

Une division va générer des suites décroissantes {Mk} qui convergent vers un compact M :=∩
k

Mk. notons Mk →M .

Lemme 2.1 ([8]) Soit S ∈ IRn un compact et soit f : IRn → IR continue. Alors l’estimation
de borne est cohérente si, pour toute suite décroissante de compacts Mk, on a
(i) Mk →M compact, M ∩ S ̸= ∅ ;
(ii) Il existe une suite de compacts Tk telle que

Mk ⊇ Tk ⊇Mk ∩ S, Tk →M ∩ S,

(iii)

min f(Tk) ≤ β(Mk) ≤ min f(Mk ∩ S);

(iv)

α(Mk)→ min f(M ∩ S);

L’estimation de borne présente toujours un dilemme entre la convergence et l’efficacité. Un
algorithm SE va converger plus vite si on peut estimer des bornes d’une façon plus précise.
Or, cela devrait coûter plus cher ce qui peut rendre l’algorithme moins efficace. L’utilisation
de Tk donne une certaine souplesse dans l’estimation des bornes. Surtout, elle permet de
combiner la technique de plans de coupe, en particulier AE, avec la technique SE. Cette
approche parâıt très prometteuse. Le premier algorithme de ce type a été proposé par Horst
et al. [9] pour la minimisation concave. Les résultats numériques ont montré la supériorité
de cet algorithme par rapport à ceux qui sont purement AE ou SE. Un de ses avantages,
c’est que Tk peut être construit à l’aide de la programmation linéaire et l’algorithme SE se
réduit ainsi à la résolution d’une suite de programmes linéaires.
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2.3 SE combinée avec DCA

Considérons le problème

α = min{f(x) = g(x)− h(x) : x ∈ S ⊂M} (2.22)

où g(x) et h(x) sont deux fonctions convexes et M est un ensemble convexe.

Quand nous appliquons la méthode SE pour résoudre le problème (2.22), la borne inférieure
est souvent obtenue en résolvant un problème relaxé convexe

α = min{f ′(x) : x ∈M} (2.23)

où f ′(x) est un minorant convexe de la fonction f(x).

Dans le schéma SE, trouver une bonne borne supérieure joue un rôle important pour son
efficacité. Plusieurs travaux dans la littérature ont montré que la valeur obtenue par DCA
est souvent très proche/cöıncide avec la valeur optimale (notamment quand on lance DCA
à partir d’un bon point initial). Alors, nous combinons SE et DCA dans le but de trouver
un bon point initial pour DCA et de prouver/trouver la globalité d’une solution.

Pour la description de l’algorithme combiné SE-DCA, nous utilisons les notations ci-dessous :

– Mk est un sous-ensenble de M,
– α, γ sont respectivement la meilleure borne supérieure, la meilleure borne inférieurs,
– xDCAMk

est la solution fournie par DCA sur l’ensemble Mk,
– xMk

est la solution du problème relaxé convexe sur l’ensemble Mk,
– γk = f ′(xMk

) est la borne inférieure sur l’ensemble Mk,
– x∗ est la meilleure solution.

L’algorithme combiné SE-DCA est présenté comme suit :

Algorithme 2.1 (l’algorithme combiné SE-DCA)

Initialisation :
– Choisir l’ensemble M0 =M .
– Choisir un nombre positif suffisamment petit ϵ.
– Choisir α = +∞, γ = −∞.
Étape 1 :
– Résoudre le problème relaxé convexe (2.23) pour obtenir la solution optimale xM0.
– Si xM0 ∈ S Alors ARRÊTER avec la solution optimal x∗ = xM0

Sinon
Nous obtenons la première borne inférieure γ := γ0 = f ′(xM0).
Résoudre le problème (2.22) par DCA avec le point initial xM0 pour obtenir la solution

xDCAM0
.

Si xDCAM0
) ∈ S Alors

Mettre à jour la meilleure solution x∗ et la meilleure borne supérieure α.
FinSi

FinSi
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– Si (α− γ) ≤ ϵ(1 + α) Alors ARRÊTER
Sinon

M←− {M0}
FinSi

Étape 2 :
– Sélectionner un ensemble Mk ∈M.
– Diviser l’ensemble Mk en deux sous-ensembles Mk0 ,Mk1

– Résoudre le problème relaxé convexe

γki = min{f ′(x) : x ∈Mki}, i = 0, 1

pour obtenir la solution xMki
.

– Si xMki
∈ S Alors

Mettre à jour la meilleure borne inférieure α et la meilleure solution x∗ FinSi.
– Relancer DCA pour résoudre le problème (2.22) et obtenir la solution xDCAMki

.

– Si xDCAMki
∈ S Alors

Mettre à jour la meilleure borne inférieure α et la meilleure solution x∗ FinSi.
– M = {Mk ∈M : γk < α} ∪ {Mki : γki < α, i = 0, 1} \ {Mk}.

– Mettre à jour γ = min{γk :Mk ∈M}.
Étape 3 :
– Si (α− γ) < ϵ(1 + α) Alors ARRÊTER
Sinon

Retourner à l’étape 2.
FinSi
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Introduction et les notations préliminaires

Imaginez un investisseur qui dispose un capital et il a un certain nombre d’actifs financiers
en face. Typiquement, un tel investisseur est en face d’une décision importante. Comment
partitionner son capital parmi les actifs ? La gestion financière, plus précisément gestion
de portefeuille a pour objectif de répondre à cette question. On s’intéresse aux problèmes
de choix d’actifs financiers en présence de risque et de rendement. En général, le but de
l’investisseur est de maximiser le rendement pour un niveau fixé du risque ou de minimiser
le risque pour un rendement fixé. Alors, deux notations fondamentales d’un investissement
financier sont le rendement et le risque. Le rendement est la variation de la valeur accumulé
d’un actif ou d’un portefeuille sur une période donnée. Alors qu’il est simple d’évaluer le
rendement, il existe de nombreuses mesures pour le risque.

Rendement

Définition 2.6 (Le rendement ou la rentabilité)

Le rendement mesure l’appréciation relative de la valeur d’un actif financier ou d’un porte-
feuille d’actif financier entre deux instants successifs [91].

Soient t− 1 et t deux instants successifs, Pt−1 et Pt les valeurs (prix) de l’actif aux instants
t− 1 et t, respectivement. Le rendement dans l’intervalle [t− 1, t] est calculé par

rt =
Pt − Pt−1

Pt−1

.

Si un flux financier Dt+1 tel qu’un dividende est reçu entre t et t + 1, la formule ci-dessus
devient

rt =
Pt+1 − Pt +Dt+1

Pt
.

De nombreux modèles financiers utilisent des séries historiques de cours boursiers pour es-
timer les propriétés stochastiques des rentabilités correspondantes comme leur rentabilité
moyenne. Plusieurs méthodes sont disponibles. Celle qu’on adopte consiste au calcul des
rentabilités de sous-périodes, ensuite on utilise la formule ci-dessous :

r =
1

T

T∑
t=1

rt.

Risque

Quant au risque, beaucoup de mesures ont été proposées. On peut citer la variance, la se-
mivariance, le ”value at risk” , le ”mean absolute deviation” , le ”tracking error”, le ”betas
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bull”, le ”beta bear”, la perte maximale historique (maximum drawdown), ect...Parmi nom-
breuses mesures de risque considérées, la variance V ar de rendement, introduite par Harry
Markowitz en 1952 [81], est la plus connue et la plus utilisée en gestion de portefeuille.
Mathématiquement, la variance d’une variable aléatoire r est définie comme suit :

Définition 2.7 Soit f la fonction de densité d’une variable aléatoire r, la variance de r est

V ar(r) = σ2(r) :=

+∞∫
−∞

(r − E(r))2f(r)dr

Où r est une variable continue et E(r) est l’espérence mathématique de r. Dans le cas où r
est une variable discrète, la variance de r se définit par

V ar(r) = σ2(r) :=
∑
r

(r − E(r))2f(r).

En pratique, la variance de rendement est calculée par

V ar(r) =
1

T

T∑
t=1

(rt − r)2.

En outre de la variance, la perte maximale historique est également utilisée comme une
mesure de risque.

Définition 2.8 (La perte maximale historique ou ”Maximum Drawdown” [140])

La perte maximale historique d’un portefeuille x = (x1, x2, ..., xN)
T durant une période

[0,1,..,T] est donnée par

MDD[x] := − min
t∈{0,1,..,T}

xT rt = max
t∈{0,1,...,T}

−xT rt

où rt est le vecteur des rendements à l’instant t.

Modèle MV classique de Markowitz

Basant sur deux notions de probabilité, l’espérance mathématique des rendements et la
variance des rendements, en 1952, Markowitz a introduit le modèle moyenne-variance (”mean
variance” en anglais) (MV) pour le problème de sélection de portefeuille [81]. Dans son
modèle, Markowitz suppose que le rendement de chaque actif soit une variable aléatoire dont
la moyenne soit l’espérance de rendement alors que le risque est mesuré par la variance.
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Pour établir le modèle moyenne-variance, on considère souvent un ensemble des actifs i, i ∈
{1, 2, ..., N} dans un horizon [0, 1, ..., T ]. Le rendement de l’actif i à l’instant t est rit. Le
rendement espéré ri de l’actif i est donné par la moyenne des valeurs rit, c’est à dire

ri =
1

T

T∑
t=1

rit.

Soient x1, x2, ..., xN les proportions du capital investies dans les actifs i qui forment le

portefeuille. On suppose que xi ≥ 0 et
N∑
i=1

xi = 1. Alors, le rendement du portefeuille

x = (x1, x2, ..., xN)
T est R = rTx =

N∑
i=1

rixi et le risque dédié au portefeuille est défini

par σ2 = xTAx où A est la matrice de variance-covariance dont l’élément aij est calculé par

aij =
1

T

T∑
t=1

(rit − ri)(rjt − rj).

Si l’investisseur veut minimiser le risque pour un rendement fixé R, on a le problème d’op-
timisation suivant : 

minxTAx

s.t.
N∑
i=1

rixi ≥ R,

N∑
i=1

xi = 1,

xi ≥ 0 ∀i = 1, 2, ..., N.

(2.24)

Si l’investisseur veut maximiser le rendement pour un risque fixé ν, le problème se modélise
comme suit : 

max
N∑
i=1

rixi

s.t. xTAx ≤ ν,
N∑
i=1

xi = 1,

xi ≥ 0 ∀i = 1, 2, ..., N.

(2.25)

En pratique, on utilise souvent le modèle
min{α.xTAx− rTx}

s.t.
N∑
i=1

xi = 1,

xi ≥ 0 i = 1, 2, ..., N.

(2.26)
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Ici, α est le paramètre d’aversion au risque 0 ≤ α < +∞. Si l’on résout le problème (2.26)
en variant α entre 0 et +∞, à partir des résultats obtenus on peut tracer une courbe qui
présente la relation entre le rendement et le risque du portefeuille. On l’appelle la frontière
efficiente (voir le Figure2.1).

FIG. 2.1 – Exemple de la frontière efficiente.

Les problèmes proposés sont sous la forme d’un problème d’optimisation quadratique convexe
qui maximise une fonction linéaire sous les contraintes quadratique ou qui minimise une
fonction quadratique convexe sous les contraintes linéaires. Il n’est pas difficile de résoudre
ces problèmes. Cependant, ces modèles sont rarement rencontrés en réalité car ils ne couvrent
pas toutes les contraintes qui viennent du monde réel. Concernant notre travail, nous traitons
deux extensions du modèle MV classique :
– Le problème min max continu en présence des contraintes de cardinalité. Ce problème a
pour l’objectif d’analyser le pire des cas. On traite le problème de choix de portefeuille
en comptant multi-scénarios de risques et de rendements au lieu d’un seul. En outre, les
contraintes de cardinalité sont ajoutées pour diversifier le portefeuille et alors diminuer le
risque.

– Dans la deuxième extension, nous considérons le problème dans le cas où une sous-
compagnie base sur la décision du siège social pour sélectionner le portefeuille. La perte
maximale historique est également considérée comme une mesure de risque. Ce problème
se ramène à celui à deux niveaux.



Chapitre 3

Résolution du problème min max
continu en gestion de portefeuille en
présence des contraintes de cardinalité

Résumé La plupart des modèles utilisés en gestion de portefeuille sont sensibles aux erreurs des
entrées et des paramètres alors que l’investisseur veut souvent se protéger contre les risques dans
le pire des cas. Ainsi, nous avons besoin de proposer les modèles où multi-scénarios de risque
et de rendement sont considérés. Dans ce chapitre, nous présentons un modèle min-max continu
qui contient les contraintes de cardinalité. La méthode DCA est utilisée pour résoudre le problème
présenté. L’efficacité de DCA est comparée avec celle du CPLEX.

3.1 Introduction

On sait que la gestion de portefeuille a pour but de maximiser le rendement pour un niveau
fixé du risque ou de minimiser le risque pour un rendement fixé. Le modèle MV classique
est un problème quadratique convexe. Aujoud’hui, c’est facile à résoudre un tel problème
avec les logiciels très robustes, par exemple Cplex. Cependant, le modèle MV classique ne
couvre pas toutes les contraintes qui viennent du monde réel, et n’est guerre rencontré en
réalité. De plus, l’investisseur veut souvent se protéger dans le pire des cas. Alors, on a besoin
d’étudier les modèles plus généraux aux quels on ajoute certaines contraintes et on traite
simultanément multi-scénarios de risque et de rendement.

Une extension du modèle moyenne-variance classique est le modèle min-max qui a été
présenté par Nalan et Berç Rustem [82, 84, 87]. Ce nouveau modèle consiste à étudier l’ana-
lyse de pire des cas en tenant compte de plusieurs matrices de covariance et plusieurs vecteurs
de rendement espréré au lieu d’une seule matrice et un seul vecteur. De plus, il offre la pos-
sibilité d’avoir les portefeuilles de benchmark (l’investisseur cherche toujour à y parvenir).

Il y a deux types de modèle min-max : discret et continu. Dans le premier cas, la stratégie
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Résolution du problème min max continu en gestion de portefeuille en présence des

contraintes de cardinalité

d’investissement optimale est déterminée en considérant simultanément un nombre fini de
scénarios de risque et de rendement. Contrairement, dans le deuxième cas, on considère multi-
matrices de variance-covariance et le rendement espéré appartient à un intervalle. Sûrement,
le modèle min-max continu est plus difficile à résoudre que le modèle min-max discret. La
difficulté est dûe à l’infinité de nombre de scénarios. Pour la résolution, Berç Rustem et Nalan
ont reformulé le modèle min-max continu sous la forme d’une programmation non convexe
et puis utilisé le logicien E04UCF, Nag Library [85] pour le résoudre. Mais les auteurs ont
ignoré une contrainte importante dans gestion de portefeuille, c’est celle de cardinalité. La
cause est peut être la présence des variables binaires. Ces variables rendent le modèle plus
difficile à résoudre.

Dans ce chapitre, nous présentons le modèle min-max continu en présence des contraintes
de cardinalité. Ce sont les contraintes qui nous obligent de choisir un nombre limité d’actif
disponible [88] . Elles ont été déjà étudiées dans nombreux articles [83, 88, 89, 90]. Ces
recherches ont montré que les contraintes de cardinalité ont un impact important sur la
stratégie de choix de portefeuille.

Le modèle original est écrit comme un problème de minimisation d’une fonction convexe sous
les contraintes linéaires, les contraintes de complémentarité, et encore en variables mixtes.
Puis, on prouve que les contraintes de complémentarité sont ignorées et le problème est
équivalent à celui qui minimise une fonction linéaire sous les contraintes linéaire, quadratiques
et en variables mixtes. En utilisant un résultat de pénalité exacte introduit par Le Thi et al.
[45] on a reformulé ce problème comme un modèle de programmation DC. Finalement, la
méthode DCA a été utilisée pour le résoudre.

Le reste du chapitre est organisé de façon suivante, la section 3.2 concerne la description
et la formation de modèle. La section 3.3 est consacrée à la méthode de résolution. Les
résultats numériques sont présentés dans la section 3.4 et la dernière section est réservée à
la conclusion.

3.2 Description et formulation

Dans cette section, nous présentons le modèle moyenne-variance (MV) en présence des
contraintes de cardinalité. Nous introduisons le modèle min-max continu où nous considérons
multi-scénarios de risque alors que le rendement espéré est déterminé par une borne inférieure
et une borne supérieure. Pour la présentation, nous utilisons des notations suivantes :

– N : le nombre d’actifs,
– r ∈ RN : le vecteur des rendements,
– rl : la borne inférieure de rendements,
– ru : la borne supérieure de rendements,
– Aj ∈ RN×N : les matrices de variance-covariance associé aux scenarios de risque j, j =
1, 2, ...J,

– w : le vecteur des variables de décision,
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– w : la vecteur de portefeuille benchmark du marché,
– p ∈ RN : la position actuelle de l’investisseur,
– cb, cs ∈ RN : les vecteurs qui montrent les coûts de transaction pour les achats et les ventes,
respectivement

– b, s : les variables de décision d’achat et de ventes,
– τ : le coût total de transaction (achat et vente),
– ν : la pire valeur de risque,
– α : le paramètre d’aversion au risque,
– li, ui : les bornes inférieure et supérieure de la proportion du capital investi dans l’actif i,
– Card : le paramètre de cardinalité qui montre le nombre souhaité des actifs composant du
portefeuille,

– e = (1, 1, ..., 1)T : la transpose du vecteur (1,1,....,1).

Nous considérons un portefeuille qui est composé de N actifs. La proportion du capital
investie dans l’actif i est wi, i = 1, 2, ..., N . La somme de toutes les proportions doit être
égale à 1. Alors, nous avons la première contrainte

N∑
i=1

wi = 1.

Si l’investisseur détient actuellement des actifs 1, ..., N , alors le vecteur p (tel que
N∑
i=1

pi = 1)

présente sa position actuelle. Par contre, s’il ne possède aucun actif alors p=0. La répartition
du budget initial peut être représentée par la contrainte suivante :

p+ b− s = w.

Soit τ le coût total de transaction que l’investisseur doit payer pour son investissement.
Notons que les coûts correspondant aux b et s sont cb, cs. La contrainte concernant le coût
total de transaction est exprimée comme ci-dessous :

cTb b+ cTs s = τ.

Nous introduisons maintenant les contraintes de cardinalité. Ce sont celles qui ont pour
objectif de contrôler le nombre d’actifs dans le portefeuille. Soient li et ui les bornes inférieure
et supérieure sur l’actif i. En introduisant les variable binaires zi qui sont égales à 1 si l’actif
i est investi et 0 si non. Les contraintes de bornes sont :

lizi 6 wi 6 uizi, et zi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, ..., N.

Le paramètre de cardinalité est noté Card qui est le nombre souhaité des actifs dans le por-
tefeuille. La somme des variables binaires doit être égale à Card. La contrainte de cardinalité
est donc écrite comme suivante :

N∑
i=1

zi = Card.
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Le rendement espéré du portefeuille, noté E[Rp], est calculé par la formule E[Rp] = (w−w)T r.
Le risque relatif au portefeuille benchmark w est mesuré par (w−w)TA(w−w) où A est la
matrice de variance-covariance. Dans le cas où on considère une seule matrice de variance-
covariance, le problème de sélection de portefeuille optimal peut être formulé comme une
programmation quadratique en variables mixtes.

min{−[(w − w)T r − τ ] + α.(w − w)TA(w − w)}

tel que

eTw = 1,
p+ b− s = w,
cTb b+ cTs s = τ,
li.zi 6 wi 6 ui.zi, ∀i = 1, 2, ..., N,
N∑
i=1

zi = Card,

zi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, 2, ..., N,
w, b, s > 0,

où α est le paramètre d’aversion au risque. Quand on varie α de 0 à +∞ on obtient l’ensemble
de toutes les stratégies d’investissement efficace.

Dans le modèle ci-dessus, on fixe un seul scénario de rendement et de risque. C’est rarement
rencontré en pratique. Par ailleurs, la solution optimale de ce modèle est très sensible aux
paramètres. Une petite erreur d’estimation dans la matrice de variance-covariance et/ou dans
le vecteur de rendements entraine une solution erronée. De plus, le gérant veut souvent se
protéger dans le pire des cas. Alors, la nécessité d’étude des modèles qui contiennent multi-
scénarios de risque et de rendement est évidente. En considérant simultanément plusieurs
scénarios on peut trouver une solution optimale qui est moins sensible aux erreurs éventuelles.

On considère le problème dans le contexte où l’investisseur est indécis entre plusieurs ma-
trices de variance-covariance. Autrement dit, il existe un ensemble de matrices de variance-
covariance. Concernant le rendement espéré, on prévoit qu’il soit dans un intervalle déterminé
par une borne inférieure et une borne supérieure. Supposons que le nombre de matrices de
variance-covariance soit J , rl et ru soient la borne inférieure et celle supérieure du rendement
espéré respectivement. De cette façon, nous avons une extension de modèle moyenne-variance
classique qui est nommée le modèle min-max continu et elle est présentée comme suit :

(P) min{ max
rl6r6ru

−{(w − w)T r − τ}+ α.max
j
{(w − w)TAj(w − w)}}
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tel que
eTw = 1,
p+ b− s = w,
cTb b+ cTs s = τ,
li.zi 6 wi 6 ui.zi ∀i = 1, 2, ..., N,
N∑
i=1

zi = Card,

zi ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, ..., N,
w, b, s > 0.

La présence des variables binaires rend le problème (P) non convexe et donc difficile à
résoudre. Dans la section suivante, nous allons introduire une approche basée sur la pro-
grammation DC et DCA pour la résolution de ce problème.

3.3 Programmation DC et DCA pour la résolution du

problème

3.3.1 Reformulation

Tout d’abord, on reformule le problème (P) sous la forme d’un problème qui contient les
variables binaires et les contraintes de complémentarité mais sa fonction objectif est plus
simple et convexe. Pour cela, on ajoute les variables x, y telles que :

x− y = w − w, x, y > 0 et xTy = 0.

Par conséquent, c’est facile à vérifier que{
xi = wi − wi > 0 et yi = 0 si wi − wi > 0;

yi = −(wi − wi) > 0 et xi = 0 si wi − wi 6 0.

Alors,

min
rli≤ri≤rui

(wi − wi)ri =

{
rli(wi − wi) = rlixi = rlixi − rui yi si wi − wi ≥ 0,

rui (wi − wi) = rui (−yi) = rlixi − ruyi si wi − wi ≤ 0.

et
max
rl6r6ru

{−(w − w)T r} = − min
rl6r6ru

{(w − w)T r} = −(rl)T + (ru)Ty.

Ainsi, le problème (P) se transforme sous la forme :

(P1) m1 = min
{
− (rl)Tx+ (ru)Ty + τ + α.max

j
{(w − w)TAj(w − w)}

}
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tel que

eTw = 1, (3.1)

p+ b− s = w, (3.2)

cTb b+ cTs s = τ, (3.3)

x− y = w − w, (3.4)

xTy = 0, (3.5)

li.zi 6 wi 6 ui.zi, ∀i = 1, 2, ..., N, (3.6)

N∑
i=1

zi = Card, (3.7)

zi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, 2, ..., N, (3.8)

w, b, s, x, y > 0. (3.9)

La contrainte (3.5) est celle de complémentarité. Elle est une contrainte difficile. Néamoins,
le résultat suivant nous permet de l’ignorer

Proposition 3.1 i) Si rui > rli ∀i alors le problème (P1) et le problème ci-dessous sont
équivalents, c.à.d. ils ont le même ensemble de solutions optimales

(P2) m2 = min
{
f(x, y, w, b, s, z, τ) = −(rl)Tx+ (ru)Ty + τ

+α.max
j
{(w − w)TAj(w − w)}

}
sous les contraintes (3.1)-(3.4) et (3.6)-(3.9) (i.e. on obtient (P2) en supprimant la contrainte
de complémentarité (3.5) de (P1)).

eTw = 1,
p+ b− s = w,
cTb b+ cTs s = τ,
x− y = w − w,
li.zi 6 wi 6 ui.zi ∀i = 1, 2, ..., N,
N∑
i=1

zi = Card

zi ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, ..., N,
w, b, s, x, y > 0.

ii) S’il y a un indice i tel que rui = rli, alors une solution optimale de (P1) peut être déduire
à partir de celle du problème (P2).
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Preuve : i) Soient A et B ⊂ R6n+1 les ensembles des solutions réalisables de (P1) et (P2)
respectivement. A partir de la définition de A et B, il est clair que m2 est plus petit que m1.
Pour la démonstration de (i), nous allons montrer que l’ensemble des solutions optimales de
(P2) est contenu dans A.

Par l’absurde, nous supposons qu’il existe une solution optimale de (P2), notée (x
∗, y∗, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗),

qui n’est pas dans A. Cela signifique que la contrainte (3.5) n’est pas satisfaite, i.e. (x∗)Ty∗ >
0. Donc, il existe un indice i ∈ {1, , 2, .., N} tel que x∗i y∗i > 0. Nous considérons les valeurs

ti = min{x∗i , y∗i } ∀i = 1, 2, .., N, t = (t1, t2, ..., tN)

et le point (x1, y1, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗) qui est déterminé par

x1 = x∗ − t, y1 = y∗ − t.

C’est facile à vérifier que (x1, y1, w∗, b∗, s∗, τ ∗) ∈ B. De plus, nous avons :

f(x∗, y∗, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗) = −(rl)T (x1 + t) + (ru)T (y1 + t)
+τ ∗ + α.max

j
{(w∗ − w)TAj(w∗ − w)}

= −(rl)Tx1 + (ru)Ty1 + τ ∗ + {(ru)T − (rl)T}t
+α.max

j
{(w∗ − w)TAj(w∗ − w)}

> f(x1, y1, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗).

ce qui est une contradiction à l’hypothèse que (x∗, y∗, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗) est une solution opti-
male de (P2).

ii) Inversement, il est évident que si (x∗, y∗, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗) est une solution optimale de (P2)
alors (x1, y1, w∗, b∗, s∗, z∗, τ ∗) déterminé de même manière dans la démonstration de (i) est
une solution optimale du problème (P1).

2

Remarque 3.3.1 Le problème (P2) peut être reformulé sous la forme d’une programmation
quadratique convexe en variables mixtes.

(P’2) m2 = min{f(x, y, w, b, s, z, τ, ν) = −(rl)Tx+ (ru)Ty + τ + α.ν}

tel que (3.1)-(3.4), (3.6)-(3.9) et

(w − w)TAj(w − w) 6 ν ∀j = 1, 2, ...J.

Pour résoudre le problème (P2) par DCA, on le reformule comme une programmation DC.
L’idée principale est d’utiliser le Théorème 1.7 introduit par Le Thi et al. (voir Section 1.4).
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Soit K :=
{
(x, y, w, b, s, z, τ) ∈ R6N+1 tel que (3.1 − 3.4), (3.6 − 3.7), (3.9) et 0 ≤ zi ≤ 1

}
.

L’ensemble des solutions réalisables de (P2) peut être formulé comme suit :

S =
{
(x, y, w, b, s, z, τ) : (x, y, w, b, s, z, τ) ∈ K et z ∈ {0, 1}N

}
.

Nous considérons la fonction p : R6N+1 → R qui est définie par

p(x, y, w, b, s, z, τ) :=
N∑
i=1

zi(1− zi).

Clairement, p(x, y, w, b, s, τ ) est concave, finie sur K et

p(x, y, w, b, s, z, τ) ≥ 0 ∀(x, y, w, b, s, z, τ) ∈ K.

Par conséquent,

S =
{
(x, y, w, b, s, z, τ) ∈ K, p(x, y, w, b, s, z, τ) 6 0

}
.

Ainsi, le problème (P2) peut être réécrit comme suivant

min
{
f(x, y, w, b, s, z, τ, ν) = −(rl)Tx+ (ru)Ty + τ + α.max{(w − w)TAi(w − w)}

}
tel que {

(x, y, w, b, s, τ) ∈ K,
p(x, y, w, b, s, τ) 6 0.

En appliquant le Théorème 1.7, nous obtenons, pour un nombre suffisamment grand η, le
problème de minimisation équivalent à (P2)

(P3) min
{
fη(x, y, w, b, s, z, τ) = −(rl)Tx+ (ru)Ty + α.max

j
{(w − w)TAj(w − w)}

+τ + η.
N∑
i=1

zi(1− zi) : (x, y, w, b, s, τ) ∈ K
}
.

Finalement, le problème (P3) est equivalent au problème ci-dessous :

(P4) min
{
fη(x, y, w, b, s, z, τ, ν) = −(rl)Tx+ (ru)Ty + η.

N∑
i=1

zi(1− zi) + τ + α.ν
}

tel que {
(x, y, w, b, s, τ) ∈ K,
(w − w)TAj(w − w) 6 ν, j = 1, 2, .., J.
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3.3.2 Résolution de (P4) par DCA

Soit X ⊂ R6N+2 l’ensemble des solutions réalisables du problème (P4) et les variables sont
notées ζ, c’est à dire ζ := (x, y, w, b, s, z, τ, ν). Par conséquence, la fonction objectif du (P4)
a une décomposition DC comme suit :

fη(ζ) := −(rl)Tx+ (ru)Ty + η.
N∑
i=1

zi(1− zi) + τ ++α.ν = g(ζ)− h(ζ),

où

h(ζ) = (rl)Tx− (ru)T .y + η.
N∑
i=1

zi(zi − 1)− τ − α.ν

et g(ζ) = χX(ζ) est la function indicatrice de X, i.e.

χX(ζ) =

{
0 si ζ ∈ X,
+∞ si non.

Selon la description de DCA, la résolution de (P4) par DCA consiste en la détermination de
deux suites {uk} et {ζk} telles que

uk ∈ ∂h(ζk); ζk+1 ∈ ∂g∗(uk).

A partir de la definition de h, il est facile de constater que la fonction h est différentiable et
son gradient uk = ∇h(ζk) est calculé de manière suivante :

uki = rli, u
k
i+N = −rui ∀i = 1, 2, .., N,

uki = 2ηzi−5N − η ∀i = 5N + 1, ..., 6N,
uki = −1 i = 6N + 1,
uki = −α i = 6N + 2,
uki = 0, si non.

(3.10)

Le calcul de ζk+1 se ramène à la résolution du problème convexe suivant :

min{−⟨ζ, uk⟩ : ζ ∈ X}. (3.11)

Algorithme 3.1 Schéma de DCA appliqué à (P4).

Initialisation
– Choisir la tolérance ϵ positive suffisamment petite.
– Choisir ζ0 ∈ R6N+2 et k = 0.
Répéter
– Calculer uk = ▽h(ζk) via (3.10).
– Résoudre le problème (3.11) afin d’obtenir ζk+1.
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– k ← k + 1.
Jusqu’à ∥ζk − ζk+1∥ ≤ ϵ ou |fη(ζk+1)− fη(ζk)| ≤ ϵ.

Grâce aux théorèmes sur la convergence de DCA [18, 62], nous avons les propriétés suivantes :

Théorème 3.1 (Propriété de convergence de l’Algorithme 3.1)

i) L’Algorithme 3.1 génère une suite {ζk} telle que la suite {fη(ζk)} est décroissante.

ii) La suite {ζk} converge vers une solution ζ∗ qui satisfait la condition nésessaire d’optima-
lité locale

Preuve : Ces propriétés sont les conséquences directes des propriétés convergentes de la
programmation DC (voir par exemple [62]) 2

3.4 Résultats numériques

Afin d’évaluer l’efficacité de DCA, nous l’avons implémenté en langage C++. A chaque
itération, le logiciel CPLEX version 11.2 est utilisé pour résoudre le sous-problème quadra-
tique convexe. Les données sont les prix hebdomadaires des 135 actifs durant 291 semaines.

Nous considérons 3 scénarios de risque. Dans le premier scénario, la matrice de variance-
covariance A1 est calculée à partir de tous les prix. La deuxième et troisième scénario de
risque corespondent à la période de 145 semaines premières et celle de 146 semaines dernières.

Le rendement espéré est déterminé autour de la moyenne historique et la borne est de ±10%
de la déviation standard. Nous considérons un seul portefeuille benchmark (wi = 1/N pour
tous les actifs i = 1, 2, ..., N). Aucun portefeuille initial est considéré, c’est-à-dire p = 0.
Nous avons fixé le coût de transaction à 0.1% de chaque transaction qui est soit l’achat, soit
la vente. Les bornes inférieure et supérieure sur la proportion du capital investi dans chaque
l’actif sont fixées à 0.01 et 1.0, respectivement.

L’algorithme a été exécuté sur un ordinateur Core 2Duo 3.0GHz et 2.0 GB RAM. Les
résultats fournis par DCA sont comparés avec ceux fournis par CPLEX en résolvant le
problème quadratique convexe en varibales mixtes (P ′

2). Nous constatons que CPLEX trouve
une solution raisonnable après une heure. C’est pour cela nous avons fixé la limite d’une heure
sur le temps d’exécution de CPLEX.

Dans la première expérimentation, nous étudions l’impact de la contrainte de cardinalité
sur la performance de DCA. Nous avons fixé le paramètre d’aversion au risque α à 0.5 et
faisons varier le paramètre Card entre 10 et 25. Les résultats sont donnés dans le Tableau
3.1 où nous présentons, pour chaque paramètre Card, le temps d’exécution (”CPU time” en
anglais) et la valeur de la fonction objectif fournis par tous les deux DCA et CPLEX.
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CPLEX DCA
Card timeCPLEX V alCPLEX LB GapCPLEX timeDCA V alDCA GapDCA
10 3614.562 0.004295 0.004153 0.000142 4.282 0.004296 0.000143
11 3609.813 0.004248 0.004049 0.000199 4.375 0.004254 0.000205
12 3610.898 0.004203 0.003909 0.000294 4.313 0.004216 0.000307
13 3623.120 0.004160 0.003911 0.000249 4.313 0.004170 0.000259
14 3615.172 0.004121 0.003831 0.000290 3,969 0.004123 0.000292
15 115.172* 0.004081 0.003680 0.000401 4.062 0.004083 0.000403
16 3644.442 0.004044 0.003689 0.000353 4.151 0.004046 0.000357
17 103.172* 0.004020 0.003522 0.000489 4.360 0.004008 0.000486
18 87.078 * 0.004054 0.003499 0.000555 4.016 0.003969 0.000470
19 3638.226 0.003928 0.003478 0.000450 3.891 0.003935 0.000457
20 94.590* 0.004036 0.003375 0.000661 4.203 0.003905 0.000530
21 3609.969 0.003854 0.003318 0.000536 6.563 0.003856 0.000538
22 108.859* 0.003975 0.003271 0.000704 3.922 0.003823 0.000552
23 76.938* 0.003859 0.003209 0.000650 3.937 0.003749 0.000576
24 47.125* 0.003828 0.003158 0.000670 3.797 0.003749 0.000591
25 28.422* 0.003826 0.003052 0.000774 3.969 0.003716 0.000664

TAB. 3.1 – Résultats obtenus dans le cas où α=0.5, le symbole * signifie que CPLEX a
échoué à résoudre un sous-problème généré dans le schéma de ”Branch and Cut”.

FIG. 3.1 – Les valeurs de la fonction objectif dans le cas où α=0.5.

Dans la deuxième expérimentation, nous étudions l’impact du paramètre d’aversion au risque
α. Le Tableau 3.2 montre les résultats obtenus quand on fixe Card = 20 et varie α de 0.1 à
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CPLEX DCA
α timeCPLEX V alCPLEX LB GapCPLEX timeDCA V alDCA GapDCA
0.1 3612.672 0.003581 0.003163 0.000418 5.547 0.003629 0.000466
0.2 43.125* 0.003761 0.003216 0.000545 4.297 0.003721 0.000505
0.3 129.984* 0.003791 0.003278 0.000513 3.756 0.003758 0.000480
0.4 30.125* 0.003862 0.003325 0.000537 3.719 0.003833 0.000508
0.5 94.590* 0.004036 0.003375 0.000661 4.25 0.003906 0.000531
0.6 135.797 * 0.004109 0.003421 0.000688 4.047 0.003970 0.000549
0.7 102.118* 0.004182 0.003466 0.000716 4.172 0.004063 0.000597
0.8 34.041* 0.004136 0.003511 0.000625 4.578 0.004111 0.000600
0.9 22.687* 0.004203 0.003551 0.000652 4.562 0.004181 0.000630
1.0 153.625* 0.004399 0.003595 0.000804 3.984 0.004251 0.000656

TAB. 3.2 – Résultats obtenus dans le cas où Card = 20, le symbole * signifie que CPLEX a
échoué à résoudre un sous-problème généré dans le schéma de ”Branch and Cut”.

FIG. 3.2 – Les valeurs de la fonction objectif dans le cas où Card = 20

1.0.

Nous utilisons les notations suivantes :

♢ timeCPLEX : le temps d’exécution de CPLEX.
♢ timeDCA : le temps d’exécution de DCA.
♢ V alCPLEX : la valeur de la fonction objectif fournie par CPLEX.
♢ V alDCA : la valeur de la fonction objectif fournie par DCA.
♢ LB : la borne inférieure de la valeur de la fonction objectif fournie par CPLEX.
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FIG. 3.3 – La frontière efficiente (Card = 20)

♢ GapDCA est calculé par GapDCA = |V alDCA − LB|.
♢ GapCPLEX est calculé par GapCPLEX = |V alCPLEX − LB|.

Commentaires sur les résultats :

A partir des tableaux de résultat, nous constatons que :
• DCA trouve toujour une ϵ-solution optimale avec ϵ ≤ 6.7.10−4 (voir la valeur de GAPDCA).
• DCA est très rapide : le temps d’exécution de DCA est moins de 6 seconds pour tous
les jeux de données lors que celui de CPLEX est beaucoup plus grand, il varie entre 22.7
seconds et 3642.4 seconds. La proportion entre le temps d’exécution de CPLEX et celui
de DCA varie de 4.97 à 935 fois.
• DCA est plus robuste : DCA trouve une ϵ-solution optimale pour toutes les instances alors
que CPLEX a échoué à résoudre quelques problèmes. En effet, dans le cas où α = 0.5, il y
a 8 instances (Card = 17, 18, 20, 22, 23, 24, 25) pour lesquelles CPLEX doit s’arrêter avant
le temps d’exécution limite à cause de la faillite de résolution d’un sous-problème généré
dans le schéma de ”Branch and Cut”. De plus, bien que le temps d’exécution de CPLEX
soit beaucoup plus grand que celui de DCA, la solution fournie par DCA est meilleure
que celle fournie par CPLEX (sauf le cas où Card = 17). D’ailleurs, la différence est très
importante. Les Figures 3.1, 3.2 nous permettent de voir plus clairement la qualité de la
solution de DCA par rapport au celle du CPLEX.
• La Figure 3.3 montre aussi la robustesse et l’efficacité de DCA, dans cette figure, on trace
la frontière efficiente du portefeuille (Card = 20). On peut voir que la frontière efficiente
qui correspond aux résultats de DCA est une courbe croissante. Cela reflète un fait en
gestion de portefeuille que si le rendement est plus grand, le risque est également plus
grand. Contrairement à DCA, les résultats fournis par CPLEX ne peuvent pas montrer
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cette propriété.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche basée sur la programmation DC et
DCA pour résoudre le problème min-max continu en présence des contraintes de cardinalité
en gestion de portefeuille. La contrainte de cardinalité est importante mais sa présence rend
le problème plus difficile en raison des variables binaires. Le problème proposé est en premier
temps reformulé sous la forme de minimisation d’une fonction convexe sous les contraintes
linéaire, de complémentarité et en variables mixtes 0-1. Nous montrons ensuites que les
contraintes de complémentarité peuvent être ignorées. Ce problème est transformé à un
programme DC en appliquant une technique de pénalité exacte. La méthode DCA est utilisée
pour résoudre le résultant problème. Les résultats numériques ont montré l’efficacité de DCA
par rapport au logiciel CPLEX. Plus précieusement, nous constatons que DCA est très rapide
et plus robuste.



Chapitre 4

Résolution d’une classe des problèmes
d’optimisation à deux niveaux et une
application en gestion de portefeuille

Résumé Le problème d’optimisation à deux niveaux joue un rôle important en programmation
mathématique. En effet, il a beaucoup d’applications en économie, en finance et en théorie de
jeux. Dans ce chapitre, nous traitons une classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux où la
fonction du premier niveau est quadratique convexe alors que celle du deuxième niveaux et toutes
les contraintes sont linéaires. Le problème considéré est reformulé sous la forme d’un problème DC
pour lequel la méthode DCA est développée. Le schéma de DCA est assez simple et il converge vers
une solution locale après un nombre fini d’itérations.

Afin de trouver une solution globale, nous combinons DCA avec l’algorithme SE (SE-DCA). Les
résultats numériques ont montré l’efficacité des algorithmes proposés par rapport à l’algorithme
SE sans DCA. Enfin, nous présentons une application intéressant et importante en gestion de
portefeuille. Les données utilisées pour le test sont les prix des actifs sur les marchés de la France,
Luxembourg, Angleterre, Etats-Unis. Les résultats obtenus ont montré la rapidité et la globalité du
DCA.

4.1 Introduction

La programmation à deux niveaux (ou biniveaux) est une classe des problèmes difficile
ayant des applications importantes en programmation mathématique. Plusieurs problèmes en
économie, en finance, en théorie des jeux sont modélisés comme une programmation à deux
niveaux. La difficulté vient de la non-convexité même quand les fonctions objectifs dans tous
les deux niveaux et toutes les contraintes sont linéaires (la programmation linéaire à deux
niveaux). Ce problème a été prouvé NP-difficile dans nombreux travaux (cf. [141],[142],[143]).
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En général, un problème d’optimisation à deux niveaux se présente comme suit :
min F (x, y)
s.c (x, y) ∈ D1 ⊂ Rn × Rm,

y ∈ argmin{f(x, y) : (x, y) ∈ D2 ⊂ Rn × Rm}.

Les variables de ce problème sont classées en deux classes, appelées les variables du premier
niveau, x ∈ Rn, et les variables du second niveau, y ∈ Rm. De même, la fonction F (x, y) :
Rn × Rm → R (resp. f(x, y) : Rn × Rm → R) est appelée la fonction objectif du premier
niveau (resp. la fonction objectif du second niveau).

Dans ce chapitre, nous considérons le problème d’optimisation à deux niveaux suivant :{
min{F (x, y) := xTQxxx+ 2xTQxyy + yTQyyy + aTx+ bTy}
s.c x ∈ S ⊂ Rn, y ∈ argmin{f(x, y) = cTx+ dTy : Ax+By ≤ q}, (4.1)

où a, c ∈ Rn, b, d ∈ Rm, q ∈ Rk, S est un simplexe dans Rn et Qxx, Qxy, Qyy, A,B sont les
matrices de dimensions (n × n), (n × m), (m × m), (k × n), (k × m). La matrice Q =[
Qxx Qxy

QT
xy Qyy

]
est symétrique semi-définie positive. Dans [139], les auteurs ont proposé un

algorithme SE pour résoudre ce problème. Cette méthode est très compliquée et les résultats
numériques sont effectués sur seulement 2 exemples avec les données de dimension petite
(n=2, m=3).

Dans ce travail, nous traitons le problème de façon plus efficace par rapport aux approches
existantes par un algorithme plus simple. Notre travail est basé sur la programmation DC
et DCA. Nos contributions portent sur les points suivantes :

• Nous reformulons le problème sous la forme d’une programmation DC polyédrale. Le
schéma de DCA pour le problème résultant est très simple : il consiste à résoudre une
programmation quadratique convexe à chaque itération. En outre, il a des propriétés
intéressantes, surtout la convergence finie. Il est possible que la solution obtenue par DCA
ne soit pas réalisable car DCA travaille sur le domaine relaxé. Une procédure qui permet
de calculer une solution réalisable à partir de celle de DCA est proposée.
• Dans le but de profiter l’efficacité de DCA, nous combinons DCA avec l’algorithme SE.
Nous appliquons DCA pour calculer la borne supérieure alors que la borne inférieure est
obtenue en résolvant un problème relaxé convexe.
• Pour évaluer l’efficacité des algorithmes proposés, nous les avons comparés avec l’algo-
rithme SE sans DCA. La comparaison est effectuée sur les jeux de données de grande
dimension et générés aléatoirement. Plus précisément, nous avons considéré trois cas :
(n=50, m=50), (n=100, m=150) et (n=150, m=150).
• Finalement, nous présentons un problème en gestion de portefeuille qui est modélisé sous
la forme du problème (4.1). Deux algorithmes DCA et SE sont appliqués pour le résoudre.
Les données utilisées sont les prix des actifs sur les marchés de France, Luxembourg,
Angleterre, Etats-Unis.
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Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. La section suivante est consacrée à la
discussion de la méthode de résolution alors que ses résultats numériques sont rapportés
dans la section 4.3. Dans la section 4.4, nous présentons une application intéressante en
gestion de portefeuille. La conclusion est donnée dans la dernière section.

4.2 Résolution du problème (4.1)

4.2.1 Méthode de résolution par DCA

Tout d’abord, nous reformulons le problème (4.1) sous la forme d’une programmation DC.

Posons
µ(x) = min

y
{cTx+ dTy : Ax+By ≤ q},

p(x, y) = cTx+ dTy − µ(x),

K = {(x, y) ∈ Rn × Rm : x ∈ S, Ax+By ≤ q}.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soit K un ensemble non vide borné. Alors µ(x) = min
y
{cTx+ dTy : Ax+

By ≤ q} est une fonction convexe polyédrale dont le sous-différentiel en x∗ est calculé par

∂µ(x∗) = Conv{c+ AT ζ(x∗)}, (4.2)

où Conv désigne l’enveloppe convexe d’un ensemble et ζ(x∗) est une solution du problème
suivant :

max{(Ax∗ − q)T ζ : BT ζ = −d, ζ ≥ 0}.

Preuve : Grâce à la dualité lagrangienne en programmation linéaire, nous avons

µ(x) = min
y
{cTx+ dTy : Ax+By ≤ q}

= cTx+min{dTy : −By ≥ Ax− q}
= cTx+max{(Ax− q)T ζ : BT ζ = −d, ζ ≥ 0}
= cTx+max{(Ax− q)T ζ : ζ ∈ V },

où V := {ζ i, i = 1, 2, ..., I} est l’ensemble des sommets du polyèdre borné K1 qui est défini
par

K1 = {ζ ∈ Rm : BT ζ = −d, ζ ≥ 0}.

Par conséquence, µ(x) est une fonction convexe polyédrale et le sous-différentiel de µ(x) est
donné par (4.2) 2
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Le problème (4.1) est réécrit comme suit :

(P )


min{F (x, y) = xTQxxx+ 2xTQxyy + yTQyyy + aTx+ bTy}
t.q p(x, y) = cTx+ dTy − µ(x) ≤ 0,

(x, y) ∈ K.

Il est claire que p(x, y) est finie, concave et non négative sur K. En appliquant le Théorème
1.7, nous obtenons, pour un nombre suffisamment grand η, le problème suivant qui est
équivalent à (4.1). {

min{Fη(x, y) = F (x, y) + η(cTx+ dTy − µ(x))}
t.q (x, y) ∈ K.

Ce problème peut être écrit comme une programmation DC sous la forme suivante :

min {Fη(x, y) := G(x, y)−H(x, y) : (x, y) ∈ Rn × Rm} (4.3)

où

G(x, y) = χK(x, y) + xTQxxx+ 2xTQxyy + yTQyyy + (a+ η.c)Tx+ (b+ η.d)Ty

et
H(x, y) = ηµ(x).

A partir de la définition de H(x, y), le sous-différentiel ∂H(x, y) est calculé par

∂H(x, y) = η∂µ(x)× {0}, (4.4)

où ∂µ(x) est donné par (4.2).

Selon le schéma général, l’algorithme DCA pour résoudre le problème DC (4.3) consiste
à déterminer, à chaque itération ℓ, deux suites

{
(uℓ, vℓ)

}
et

{
(xℓ, yℓ)

}
telles que (uℓ, vℓ) ∈

∂H(xℓ, yℓ) et (xℓ+1, yℓ+1) est une solution de la programmation quadratique convexe suivant :

min{G(x, y)− ⟨uℓ, x⟩ − ⟨vℓ, y⟩ : (x, y) ∈ Rn × Rm},

ou encore

min{xTQxxx+2xTQxyy+ yTQyyy+(a+ η.c−uℓ)Tx+(b+ η.d− vℓ)Ty : (x, y) ∈ K}. (4.5)

Algorithme 4.1 (DCA appliqué à (4.1))

Initialization
– Choisir la tolérance ϵ positive suffisamment petite.
– Choisir un point (x0, y0) ∈ Rn × Rm et ℓ = 0.
Répéter
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– Calculer (uℓ, vℓ) ∈ ∂H(xℓ, yℓ) via (4.4).
– Résoudre la programmation quadratique convexe (4.5) pour obtenir (xℓ+1, yℓ+1).
– ℓ←− ℓ+ 1.
Jusqu’à ∥(xℓ+1, yℓ+1)− (xℓ, yℓ)∥ ≤ ϵ ou |Fη(xℓ+1, yℓ+1)− Fη(xℓ, yℓ)| ≤ ϵ.

Puisque H est une fonction convexe polyédrale, (4.3) est un problème DC polyédral. Alors,
l’algorithme 4.1 a des propriétés de convergence intéressantes suivantes :

Théorème 4.1 (Propriété de convergence de l’algorithme 4.1)

i) L’Algorithme 4.1 génère une suite {(xℓ, yℓ)} telle que la suite {Fη(xℓ, yℓ)} est décroissante.

ii) La suite {(xℓ, yℓ)} converge vers un point critique (x∗, y∗) après un nombre fini d’itérations.

iii) Si le problème max{(Ax∗− q)T ζ : BT ζ = −d, ζ ≥ 0} a une solution unique alors (x∗, y∗)
est une solution locale de (4.3).

Preuve : Les propriétés (i) et (ii) sont les conséquences directes des propriétés de conver-
gence de DCA pour une programmation DC polyédrale.

iii) Il est clair que H(x, y) est une fonction convexe polyédrale. Plus précisément ,

H(x∗, y∗) = ηµ(x∗) = ηcTx∗ + ηmax{(Ax∗ − q)T ζ : BT ζ = −d, ζ ≥ 0}
= ηcTx∗ + ηmax

i
{(Ax∗ − q)T ζ i : ζ i ∈ V } ,

où V := {ζ i, i = 1, 2, ..., I} est l’ensemble des sommets du K1 qui est défini par

K1 = {ζ ∈ Rm : BT ζ = −d, ζ ≥ 0}.

Puisque le problème max{(Ax∗ − q)T ζ : BT ζ = −d, ζ ≥ 0} a une solution unique, H(x, y)
est différentiable en (x∗, y∗). Par ailleurs, selon la propriété convergente de DCA, (x∗, y∗) est
un point critique, i.e. ∂H(x∗, y∗)∩∂G(x∗, y∗) ̸= ∅. Par conséquence, ∂H(x∗, y∗) ⊂ ∂G(x∗, y∗)
et grâce à Corollaire 1.3, (x∗, y∗) est une solution locale du problème DC polyhérdal (4.3). 2

Il est possible que la solution (x∗, y∗) fournie par DCA ne soit pas réalisable car DCA travaille
sur le domaine relaxé. Dans un tel cas, nous utilisons la procédure suivante pour calculer
une solution réalisable (x∗, yfea) à partir de (x∗, y∗).

Procédure FP(Calculer une solution réalisable)

– Étape 1 : Calculer µ(x∗) = min
y
{cTx∗ + dTy : By ≤ q − Ax∗}.

– Étape 2 : Résoudre la programmation quadratique convexe min {yTQyyy + 2x∗TQxyy + dTy}
st By ≤ q − Ax∗,

cTx∗ + dTy − µ(x∗) ≤ 0,

pour obtenir yfea.
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4.2.2 Algorithme combiné de DCA et SE (SE-DCA)

Afin d’obtenir une résolution globale du problème 4.1, nous combinons DCA avec la méthode
SE. Sa différence par rapport à la méthode SE donnée dans [139] est que l’algorithme 4.1
est utilisé pour améliorer la borne supérieure. La borne inférieure est obtenue en résolvant
un problème relaxé convexe où nous linéarisons la contrainte concave p(x, y) ≤ 0.

Soit V (S) := {s1, s2, ..., sn+1} l’ensemble des sommets du simplexe S, un point x ∈ S peut
être exprimé comme suit :

x =
n+1∑
i=1

λis
i

où
n+1∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 ∀i = 1, 2, ..., n+ 1.

Notons M la matrice [s1, s2, ..., sn+1], la contrainte cTx+ dTy − µ(x) ≤ 0 est relaxée par

cTMλ+ dTy −
n+1∑
i=1

µ(si)λi ≤ 0.

Par conséquence, le problème suivant est un problème relaxé de (4.1)

(Prelax)



β = min{λT (MTQxxM)λ+ 2λT (MTQxy)y + yTQyyy + (cTM)λ+ dTy}
s.t (AM)λ+By ≤ q,

(cTM)λ+ dTy −
n+1∑
i=1

µ(si)λi ≤ 0,

n+1∑
i=1

λi = 1, λ ≥ 0.

Alors, β fournit une borne inférieure de la valeur optimale du problème (4.1).

Dans la description de l’algorithme combiné SE-DCA, nous utilisons les notations suivantes :

– (xS, yS) : la solution optimale du problème relaxé convexe sur le simplexe S,
– (xSDCA, y

S
DCA) : la solution donnée par DCA sur le simplexe S,

– (xopt, yopt) : la meilleure solution,
– α : la meilleure borne supérieure,
– β : la meilleure borne inférieure,
– ℜ : l’ensemble des simplexes,
– S0 := S et ϵ est un nombre positif suffisamment petit.

L’algorithme combiné de DCA et SE (SE-DCA) peut être décrit comme suit :

Algorithme 4.2 (L’algorithme combiné SE-DCA)

Initialisation :
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– Choisir le premier rectangle S0 := S.
– Choisir un nombre positif suffisamment petit ϵ.
Étape 1 :
– Résoudre le problème relaxé convexe (Prelax) pour obtenir (xS0 , yS0).
– Calculer une solution réalisable (xS0 , yfea) via le procédure FP.
– La première borne inférieure est donnée par β = β(S0) = F (xS0 , yS0) et la première borne
supérieure est α = F (xS0 , yfea), la première solution (xopt, yopt) = (xS0 , yfea).

– Si α− β ≤ ϵ|α| Alors S’ARRÊTER
Sinon

Résoudre le problème (4.1) par DCA pour obtenir (xS0
DCA, y

S0
DCA).

Calculer une solution réalisable (xS0
DCA, yfea) via le procedure FP.

Mettre à jour la meilleure borne supérieure α et la meilleure solution.
FinSi

– Si α− β ≤ ϵ|α| Alors S’ARRÊTER
Sinon

ℜ ←− {S0}.
FinSi

Étape 2 :
– Sélectionner un simplexe Sℓ ∈ ℜ tel que β(Sℓ) est le plus petit.
– Supposons que [si, sj] est l’arête la plus longue du simplexe Sℓ et w = (si + sj)/2. Diviser
Sℓ en deux sous-simplexes Sℓ1 et Sℓ2 via le point médian w.

– Résoudre le problème convexe (Prelax) sur le simplexe Sℓi pour obtenir la solution (xSℓi , ySℓi ).
– Calculer une solution réalisable (xSℓi , yfea) et mettre à jour la meilleure solution et la
meilleure borne supérieure

– Si β(Sℓi) < (1− ϵ)α Alors

Lancer l’algorithme 4.1 à partir du point initial (xSℓi , ySℓi ) pour obtenir (x
Sℓi
DCA, y

Sℓi
DCA).

Calculer une solution réalisable (x
Sℓi
DCA, yfea) et mettre à jour α et (xopt, yopt).

FinSi
– ℜ = {S ∈ ℜ : β(S) < α} ∪ {Sℓi : β(Sℓi) < α, i = 1, 2} \ {Sℓ}.
– Mettre à jour β = min{β(S) : S ∈ ℜ}.
Étape 3 :
– Si (α− β) < ϵ|α| Alors S’ARRÊTER
Sinon

Retouner à l’étape 2.
FinSi

4.3 Résultats numériques

Dans le but d’évaluer l’efficacité de l’algorithme 4.1 (DCA) et l’algorithme 4.2 (l’algorithme
combiné SE-DCA), nous avons comparé leurs résultats avec ceux de l’algorithme SE sans
DCA. Tous les trois algorithmes ont été programmés en MATLAB 2009b. Le logiciel com-
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mercial CPLEX 12.1 est utilisé pour résoudre des programmations quadratiques convexes
et des problèmes linéaires. Le temps d’exécution est fixé 3600 secondes pour tous les trois
algorithmes.

Au niveau des données, nous considérons trois cas (cas 1 : n=50, m=50, cas 2 : n=100,
m=150, cas 3 : n=150, m=150). Pour chaque cas, nous avons testé les algorithmes sur 10
jeux de données qui sont générés aléatoirement et de manière suivante :

• Pour générer une matrice symétrique et semi-définie positiveQ, nous générons aléatoirement
une matrice Q1 = (qij), ∀i, j = 1, 2, ...,m+ n avec les composants qi,j ∈ [−1.0, 1.0] et puis
la matrice Q est déterminée par Q = QT

1Q1.
• Les matrices A = [aij]k×n et B = [bij]k×m sont aléatoirement générées dans [−1.0, 1.0].
Le paramètre k est choisi 100 dans les cas 1, 2 et 200 dans le cas 3. En outre, toutes les
variables y sont bornées dans l’intervalle [−10.0, 10.0].
• Les composants qi du vecteur q sont générés aléatoirement dans [0, n+m].
• Les composants ai, bi, ci, di sont aléatoirement générés dans [−2.0, 2.0].
• Le simplexe S est défini par S = {x ∈ Rn

+ :
n∑
i=1

xi ≤ s} avec s = 10 dans le cas 1 et s = 20

dans les cas 2 et 3.

Les résultats fournis par DCA, SE-DCA et SE sont rapportés dans les mêmes tableaux où
nous utilisons les notations ci-dessous :

– Pro : Problème,
– Av : Moyenne (”average” en anglais),
– OptVal : la valeur optimale de la fonction objectif donnée par chaque algorithme,
– Time : le temps d’exécution en seconde de chaque algorithme,
– Gap est calculé par Gap = OptV al−LB

|OptV al| où LB est la meilleure borne inférieure.

Les tableaux 4.1-4.3 donnent les résultats obtenus dans les cas i = 1, 2, 3 respectivement.
Les Figure 4.1-4.3 présentent le Gap de tous les trois algorithmes dans les cas (i = 1, 2, 3)
respectivement. Rappelons queGap ≤ 5% est un critère d’arrêt pour les algorithmes SE-DCA
et SE.

Commentaires sur les résultats

Nous constatons, à partir des résultats, que :

• DCA est très rapide : pour la plupart des jeux de données, le temps d’exécution de DCA
est inférieur à 5 secondes.
• DCA fournit une bonne solution optimale approchée. La moyenne de Gap de DCA est
environ 8 %.
• La solution donnée par DCA est meilleure que celle fournie par l’algorithme SE sans
DCA malgré que le temps d’exécution de SE soit beaucoup plus long. Les Figures 4.1-4.3
montrent que la courbe de Gap donnée par DCA est plus basse que celle de SE(BB).
• Grâce à l’efficacité de DCA, l’algorithme combiné SE-DCA est meilleur que l’algorithme
SE sans DCA. La moyenne de Gap de SE-DCA est plus petite que celle de SE. Avec la
limite de temps d’exécution de 3600 secondes, les moyennes de Gap de SE-DCA dans les
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FIG. 4.1 – Gap de tous le trois algorithmes dans le cas 1

FIG. 4.2 – Gap de tous le trois algorithmes dans le cas 2

cas 1, 2, 3 sont respectivement 5.42, 7.55, 9.43 alors que celles de SE sont respectivement
8.18, 9.67, 11.38. Dans le cas 1, SE-DCA trouve une ϵ-solution globale (Gap < 5%) pour 4
jeux de données tandis que SE ne trouve qu’une solution globale pour 3 jeux de données.
Dans le cas 2, pour aucun jeu de données SE donne une solution globale mais SE-DCA a
réussi pour 2 jeux de données.
• DCA est le meilleur : en comparant avec SE-DCA, DCA est beaucoup plus rapide et la
différence entre leurs solutions est négligeable. En résumé, DCA trouve une bonne solution
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FIG. 4.3 – Gap de tous le trois algorithmes dans le cas 3

réalisable en temps d’exécution petit. Il réalise très bien le compromis entre l’efficacité et
l’exactitude.

4.4 Application en gestion de portefeuille

Dans cette section, nous présentons une application intéressante en gestion de portefeuille qui
est modélisé sous la forme du problème d’optimisation à deux niveaux (4.1). Les algorithmes
proposés sont employés pour le résoudre. Les résultats numériques et la comparaison sont
également présentés.

Considérons m actifs risqués dont les rendements historiques sont ri,t, i = 1, 2, ..,m; t =
1, 2, .., T . Le rendement moyen et la matrice covariance calculés à partir des rendements
historiques sont r = (r1, r2, ..., rm)

T et Q = (qij) respectivement. Plus précisément, les com-
posants ri et qij sont calculés comme suit :

ri =
1

T

T∑
t=1

rit ∀i = 1, 2, ...,m,

qij =
1

T

T∑
t=1

(rit − ri)(rjt − rj) ∀i, j = 1, 2, ...,m.

En outre, il y a un actif sans risque dont le rendement est ρ. En pratique, on considère
souvent les emprunts d’État à court terme comme un actif sans risque. Cet actif n’est pas
corrélé avec les autres actifs et son rendement ρ est connu à l’avance.
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Le problème de sélection de portefeuille considéré est décrit comme ci-dessous :

Un siège social veut choisir un compte de caisse x pour investir dans l’actif sans risque avec
le rendement connu à l’avance ρ. Basant sur la décision du siège social la sous-compagnie
sélectionne un portefeuille y parmim actifs tel que le rendement espéré ρ.x+rTy est maximal
et la perte maximale historique (”maximal drawdown” en anglais) qui est définie par

Maxdrawdown = max
t=1,2,...,T

{−ρ.x−
m∑
i=1

ri,tyi}

ne dépasse pas un constant MAX (refer [140]). Le siège social veut minimiser le compromis
entre le rendement ρ.x+ rTy et le risque yTQy (cf. [81],[138]).

Par conséquence, nous avons le problème d’optimisation à deux niveaux suivant :{
min δ.yTQy − (1− δ)(ρ.x+ rTy)
s.t y ∈ argmax{ρ.x+ rTy : (x, y) ∈ K} (4.6)

où δ est un constant dans [0, 1] etK est l’ensemble des point (x, y) qui satisfont les contraintes :


x+

m∑
i=1

yi = 1,

−ρ.x−
m∑
i=1

ri,tyi ≤MAX, ∀t = 1, 2, ..., T,

x, y ≥ 0.

Les algorithmes SE et DCA sont employés pour résoudre le problème (4.6). Les données
utilisées sont les prix d’actifs sur le marché de France, Luxembourg, Angleterre et Etats-
Unis durant le période 2000-2007. Plus précisément, nous utilisons les rendements historiques
semestriels pour le test. Le critère d’arrêt de l’algorithme SE est Gap < 2%. Pour chacune
des données, nous faisons varier le paramètre δ entre 0.1 et 0.9. Le rendement de l’actif sans
risque est fixé 0.5% et le paramètre MAX est fixé 4.0%. Les résultats donnés par tous les
deux algorithmes SE et DCA sont rapportés dans les Tableaux 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 où nous
utilisons les notations qui sont similaires à celles dans la section précédente.

Commentaires sur les résultats

– Dans tous les jeux de données, DCA fournit une ϵ-solution globale (Gap < 2%). De plus,
la solution donnée par DCA est meilleure que celle de SE. Particulièrement, les résultats
sur les données des Etats-Unis et de Luxembourg sont excellents : tous les Gap de DCA
sont égaux à zéro. Cela montre que DCA trouve une solution globale exacte pour ces jeux
de données bien que DCA soit une méthode locale.

– DCA est meilleure que SE : les moyennes de temps d’exécution ainsi que Gap de DCA
sont plus petites que celles de SE.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’approche basée sur la programmation DC et DCA pour
une classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux où la fonction objectif du premier
niveau est quadratique convexe et la fonction objectif du deuxième niveau est linéaire. Une
technique de pénalité a été utilisée pour le reformuler sous la forme d’un programme DC
équivalent. Le schéma DCA pour le problème résultant est assez simple : à chaque itération
nous résolvons seulement un problème quadratique convexe. De plus, DCA converge vers
une solution locale du programme DC après un nombre fini d’itérations. Basant sur DCA,
l’algorithme combiné SE-DCA a été développé. L’efficacité des algorithmes proposés est
comparée avec celle de l’algorithme SE sans DCA. Les résultats sur les données aléatoires
de grande dimension ont montré que DCA fournit une bonne solution approchée optimale et
l’algorithme combiné SE-DCA est aussi efficace. Finalement, une application intéressante en
gestion de portefeuille a été présentée. Les résultats numériques sur les données de France,
Etats-Unis, Angleterre, Luxembourg ont montré l’efficacité de DCA : DCA fournit toujours
une solution meilleure que SE et il est plus rapide.
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B&B DCA
δ OptVal LB Time Gap% OptVal Time Gap%
0,1 -0.769447 -0.770844 24.01 0.18 -0.769479 2.92 0.18
0.2 -0.526214 -0.526214 9.08 0.00 -0.526214 2.89 0.00
0.3 -0.414422 -0.414422 9.03 0.00 -0.414422 2.89 0.00
0.4 -0.335498 -0.335498 8.94 0.00 -0.335498 2.89 0.00
0.5 -0.269721 -0.269721 9.00 0.00 -0.269721 2.85 0.00
0.6 -0.208751 -0.212080 4.74 1.59 -0.210518 2.96 0.74
0.7 -0.154219 -0.155824 4.82 1.04 -0.155071 2.85 0.49
0.8 -0.101641 -0.102265 4.79 0.61 -0.101972 2.87 0.29
0.9 -0.049650 -0.050625 1.36 1.96 -0.050438 2.87 0.37
Av -0.314396 -0.315277 8.42 0.60 -0.314815 2.89 0.23

TAB. 4.4 – Résultats avec les données de France

B&B DCA
δ OptVal LB Time Gap% OptVal Time Gap%
0.1 -0.605104 -0.605104 12.11 0.00 -0.605104 2.84 0.00
0.2 -0.461276 -0.461276 5.41 0.00 -0.461276 2.85 0.00
0.3 -0.379330 -0.385586 1.31 1.65 -0.381276 2.89 1.13
0.4 -0.316161 -0.319609 1.33 1.09 -0.317234 2.87 0.75
0.5 -0.258979 -0.260894 1.34 0.74 -0.259574 2.84 0.51
0.6 -0.204789 -0.205810 1.34 0.50 -0.205106 2.84 0.34
0.7 -0.152309 -0.152801 1.36 0.32 -0.152462 2.85 0.22
0.8 -0.100898 -0.101089 1.34 0.19 -0.100957 2.89 0.13
0.9 -0.050200 -0.050242 1.34 0.08 -0.050213 2.85 0.06
Av -0.281005 -0.282490 2.99 0.51 -0.281467 2.86 0.35

TAB. 4.5 – Résultats avec les données d’Angleterre
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B&B DCA
δ OptVal LB Time Gap% OptVal Time Gap%
0.1 -0.664712 -0.664712 5.91 0 -0.664712 4.17 0
0.2 -0.484824 -0.484824 5.90 0 -0.484824 2.96 0
0.3 -0.393296 -0.393296 5.94 0 -0.393296 3.00 0
0.4 -0.323857 -0.323857 5.77 0 -0.323857 2.93 0
0.5 -0.263254 -0.263254 6.02 0 -0.263254 2.93 0
0.6 -0.207069 -0.207069 6.01 0 -0.207069 2.89 0
0.7 -0.153408 -0.153408 6.16 0 -0.153408 3.09 0
0.8 -0.101325 -0.101325 5.96 0 -0.101325 2.92 0
0.9 -0.050295 -0.050295 6.46 0 -0.050295 3.01 0
Av -0.293560 -0.293560 6.01 0 -0.293560 3.10 0

TAB. 4.6 – Résultats avec les données des Etats-Unis

B&B DCA
δ OptVal LB Time Gap% OptVal Time Gap%
0.1 -0.529011 -0.529011 12.50 0 -0.529011 3.09 0
0.2 -0.431214 -0.431214 7.72 0 -0.431214 3.07 0
0.3 -0.365932 -0.365932 7.63 0 -0.365932 3.06 0
0.4 -0.308779 -0.308779 8.08 0 -0.308779 3.00 0
0.5 -0.254877 -0.254877 7.99 0 -0.254877 3.12 0
0.6 -0.202601 -0.202601 7.96 0 -0.202601 2.95 0
0.7 -0.151254 -0.151254 7.57 0 -0.151254 3.00 0
0.8 -0.100488 -0.100488 7.68 0 -0.100488 2.96 0
0.9 -0.050108 -0.050108 7.69 0 -0.050108 2.92 0
Av -0.266029 -0.266029 8.31 0.0 -0.266029 3.02 0.0

TAB. 4.7 – Résultats avec les données de Luxembourg
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Troisième partie

Optimisation en Gestion de
Production

89





Introduction

Les entreprises doivent gérer leurs productions pour imposer leur efficacité. Ainsi, le rôle de
la gestion de production est aussi ancien que l’entreprise. Les premières réelles expériences
en gestion de production ont été obtenues au moment de la réalisation des pyramides
égyptiennes[144]. Ces grands chantiers ont suscité les premières réflexions dans le domaine
d’approvisionnements, des ressources humaines et de la standardisation des tâches. Au-
jourd’hui, en raison de la compétitivité économique, des entreprises qui veulent exister et
développer doivent optimiser leur performance. En outre, il peut apparâıtre des surcoûts,
des erreurs de fabrication ou encore des problèmes de sécurité au moment de la production.
Une bonne gestion de production réduira les coûts en tenant compte des conditions de tra-
vail des salariés et du respect de l’environnement. Ainsi, la gestion de production devient un
élément fondamental de la gestion d’une entreprise et se place au coeur de la stratégie de
l’entreprise.

Pour maintenir l’avantage concurrentiel, l’entreprise cherche à assurer la satisfaction des
clients et à diminuer le prix de vente. Par ailleurs, l’entreprise nécessite aussi une marge
bénéficiaire pour ses investissements futurs, son développement. Donc, la gestion de produc-
tion a pour plusieurs objectifs parmi lesquels on peut citer :

– La diminution du coût de revient des produits : le coût de revient est la somme des dépenses
que l’entreprise doit fournir avant de vendre une unité de sa production. Nous avons la
formule :

Marge bénéficiaire = Prix de vente - Coût de revient.

En économie de marché, on sait que le prix de vente n’est pas fixé par l’entreprise. Il est
déterminé par la loi du marché. Par conséqence, la formule ci-dessus devient

Marge bénéficiaire = Prix du Marché - Coût de revient.

Ainsi, l’entreprise n’a pas d’autre solution que de chercher à diminuer les coûts de revient
pour soit augmenter sa marge bénéficiaire soit faire varier le prix de vente sur le marché
pour un avantage concurrentiel

– L’augmentation de la productivité : ça ne veut dire pas uniquement produire plus vite
à un poste de travail mais il consiste à diminuer globalement le cycle de fabrication des
produits.

– Minimisation des risques : les risques de l’entreprise se traduisent par plusieurs facteurs,
notamment la panne de machines, l’accident de travail, le dommage de matériels et de
corps....

De ce qui précède, on peut dire que la gestion de la production comprend en général toutes
les activités liées à la conception, à la planification des ressources (matérielles, financières, ou
humaines), à l’ordonnancement, à l’enregistrement des activités de production, au contrôle
des activités de production de l’entreprise. Ces activités doit être réalisées dans le respect
des procédures établies (implicitement ou explicitement) par l’entreprise et tenir compte à
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la fois de la qualité de ses produits ou services, mais aussi de la sécurité de ses salariés ou de
son environnement. Plus précisément, les activités de gestion de production consistent en :

– L’amélioration de la châıne logistique qui part des fournisseurs pour aller jusqu’à la livrai-
son aux clients.

– La diminution des stocks et en-cours.
– L’enchâınement des opérations par une meilleure implantation des moyens de production
et un meilleur ordonnancement-lancement-suivi de production...

– La diminution des tailles de lots de fabrication et des temps de changement de séries.

Pour ces objectifs, des outils informatiques adaptés ont été développés afin d’assister la
gestion de production. C’est ce que l’on appelle la GPAO ou la Gestion de la Production
Assistée Par Ordinateur. Cependant, la mise en oeuvre d’un outil informatique de gestion
de production dans l’entreprise n’est pas banale. Il faut passer par trois phases [146] :

– Phase initiale : l’introduction d’un système GPAO doit être précédée d’une phase d’analyse
très sérieuse, se déroulant obligatoirement dans laps de temps raisonnable, afin de ne pas
décourager les services qui attendent l’introduction du système. Cette phase d’analyse
est préalable aux choix de l’application informatique et débouche sur une réponse à la
question : doit-on acheter un logiciel du machine ? si oui, le quel, ou bien doit on effectuer
un développement spécifié ?

– Phase d’implantation : cette phase se démarre dès que le choix de solution informatique à
faire. On développe les systèmes qui peuvent être utilisés dans l’industrie.

– Phase d’exploitation : dans cette phase, il faut insister sur ce que le système a améliorés
notamment au niveau de mise à jour des informations pour la quelles l’homme-gestion
occupe une position clé.

Nos travaux dans cette partie concernent la deuxième phase. Tout d’abord, il faut donner des
modèles mathématiques sous la forme d’un problème d’optimisation. Les problèmes d’opti-
misation en gestion de production sont souvent de grande taille et en variables mixtes à cause
des variables décisionnelles. Des outils/ méthodes en optimisation sont ensuite utilisés pour
résoudre ces problèmes. De nombreux chercheurs ont développé les méthodes heuristiques
comme la cherche Tabou, l’algorithme génétique, l’algorithme recuit simulé pour résoudre
leurs problèmes. Dans nos travaux, nous développons les techniques d’optimisation basées
sur la programmation DC et DCA pour trois problèmes suivants :

– Le premier est le problème de minimisation du coût de maintenance comprenant le temps
de séjour et la pénalité de retard : le principe est de trouver une façon efficace de distri-
bution des tâches de maintenance aux réparateurs. La fonction objectif est mesurée par
le total du temps de séjours et la pénalité du retard. Ce travail a pour but d’assurer la
fiabilité et la qualité des machines et diminuer les risques surtout la panne de machines,
le dommage de matériel et de corps, la cessation de productivité. En général, il contribue
à diminuer la dépense et à maximiser la performance de l’entreprise.

– Le deuxième problème concerne la minimisation du coût d’un système de production/stockage
multi-étapes en présence de goulot d’étrangement. Il consiste à déterminer la taille de lot
pour diminuer le coût de stockage et le coût de transport.
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– Le dernier problème considéré a pour l’objectif de trouver la politique de production, de
transport, de stockage et les prix de transfert entre deux sous entreprises pour assurer que
le bénéfice total soit maximal et que la distribution de profit entre deux entreprise soit
équilibrée.

Du point de vu mathématique, tous ces trois problèmes sont ceux d’optimisation non convexes
très difficiles. Nous avons développé les modèles et les nouvelles méthodes pour les résoudre.
Les résultats numériques ont montré l’efficacité des approches proposées.





Chapitre 5

Minimisation du coût de maintenance
comprenant le temps de séjour et la
pénalité du retard

Résumé Ce chapitre étudie le problème de minimisation de coût de maintenance impliquant le temps
de séjour (”flow-time” en anglais) et la pénalité de retard. Nous proposons son premier modèle
déterministe qui est une programmation linéaire en variables mixtes 0-1. La méthode DCA est
ensuite développée pour le résoudre. Les résultats numériques montrent que notre approche est
efficace.

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude du problème d’ordonnancement pour un ensemble de tâches
génératives ou ”pseudo périodique” dont les dates d’exécution (”release date” en anglais) sont
inégales. En plus, il y a des contraintes sur la disponibilité des ressources de maintenance. Le
type de ressource que nous considérons est humain(technicien/réparateur...). Une tâche est
réalisée seulement si une ressource est disponible. De plus, les tâches sont groupées en familles
indépendantes et nous adoptons les hypothèses suivantes. Premièrement, les tâches dans
les familles différentes peuvent être exécutées parallèlement par les ressources disponibles.
Deuxièmement, dans une famille, sauf la première tâche, la date d’exécution d’une tâche est
calculée à partir de la date de terminaison de la tâche qui la précède. Enfin, nous considérons
le problème dans un horizon de temps fixé.

De façon générale, le problème a pour but de maximiser le nombre des tâches qui sont
effectuées ou de minimiser le temps de séjour et le retard des tâches dans l’horizon de temps
considéré. Le problème abordé ici est celui d’ordonnancement dynamique car le nombre des
tâches est en fonction de la date décisionnelle. Il faut rappeler que le problème non dynamique
a été prouvé NP-difficile [106]. Dans la littérature, nombreuses méthodes heuristiques ont

95
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et la pénalité du retard

été développées pour ce type de problème. Dans [98], les auteurs ont proposé un algorithme
dont la complexité est O(n) pour résoudre le problème de prise de décision en temps réel (
”real time decision making problem” en anglais). [102] a introduit un algorithme basé sur la
recherche Tabou pour le problème de maintenance des tâches classées par ordre de priorité
et sous les contraintes de ressource. Dans [107], les auteurs ont étudié un algorithme de
colonies de fourmis afin de résoudre le problème d’ordonnancement de multiprocesseurs sous
les contraintes de ressource et la contrainte de précédence. L’efficacité de cette approche a
été également montrée.

Nous nous intéressons au problème d’optimisation de coût de maintenance et d’ordonnance-
ment de tâches. Cela vient du fait que la minimisation du coût lié aux activités de mainte-
nance est un but primordial de l’entreprise. Ce coût comprend : coût de perte de qualité du
produit, coût de perte de productivité due à l’indisponibilité d’équipement (entité/machine),
coût de travail, coût des pièces de rechange et leur stockage, coût d’expertise et diagnostic,
coût de dommage de matériels et de corps en cas de l’accident catastrophique, coût de dom-
mages de l’environnement, ect... Par ailleurs, tous les retards par rapport au plan préventif ou
la qualité moins élevée de machine augmentent des risques, notamment la panne de machine
et l’accident de travail. Alors, les activités de maintenance ont pour objectif de maintenir la
fiabilité et la qualité de machine au niveau le plus élevé possible.

En pratique, la machine se dégrade en fonctionnant. S’il manque des opérations de mainte-
nance préventive alors il entraine des opérations curatives qui sont souvent beaucoup plus
chers. Il faut donc une dépense pour les opérations de maintenance. Cependant, on peut
minimiser le coût de maintenance et le temps d’arrêt en attribuant en manière optimale les
tâches de maintenance aux réparateurs. Par cette façon, on peut conserver à la fois la fiabilité
et le coût le moins cher.

L’approche introduite dans ce chapitre a pour objectif de minimiser le temps de séjour et
la pénalité de retard d’un ensemble de tâches pseudo périodiques avec les dates d’exécution
inégales. Par ailleurs, le problème contient les contraintes d’antériorité et la contrainte de
limite de ressource. Le principe est de trouver une solution optimale pour la gestion de
maintenance d’un système qui comprend N entités (machines). On suppose que le coût
d’exécution soit constant sur l’horizon de temps considéré. Alors, le coût considéré est le
total de la pénalité du retard et le temps de séjour. Dans [93], les auteurs ont considéré ce
problème avec l’horizon de temps continu. Une méthode heuristique a été proposée. Dans ce
travail, nous discrétisons l’horizon de temps et formulons le problème sous la forme d’une
programmation linéaire en variables mixtes. Puis, nous la transformons à une programmation
DC en appliquant une technique de pénalité exacte. Finalement, la méthode DCA est utilisée
pour résoudre le problème résultant. L’algorithme proposé a des propriétés intéressantes,
par exemple, il converge après un nombre fini d’itérations et à chaque itération nous ne
résolvons qu’un problème linéaire. De plus, les résultats numériques ont montré que DCA
fournit toujours une solution entière. C’est rarement rencontré pour les approches continues.
L’efficacité de DCA est comparée avec celle de l’algorithme basé sur la règle de temps de
séjour (”flow time rule”en anglais) (FTR) donné dans [93]. Les résultats obtenus ont montré
que la solution fournie par DCA est meilleure.
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Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. La section 5.2 est consacrée à la description
du problème. La formulation mathématique est exprimée dans la section 5.3. La section 5.4
s’adresse à la méthode de résolution basée sur programmation DC et DCA. Les résultats
numériques sont rapportés dans la section 5.5 alors que la section 5.6 donne la conclusion.

5.2 Description du problème

Comme c’est indiqué dans la section précédente, le coût des activités de maintenance préventive
dépend du temps de séjour et des retards des maintenances par rapport au plan prévu. Les
retards peuvent être dus à l’indisponibilité de ressource (réparateurs/ techniciens) au mo-
ment où il est nécessaire qu’une machine soit maintenue. Ils accroissent le risque abordé
dans la section précédente et alors contribue à augmenter le coût de maintenance. Alors, un
problème important est de chercher à minimiser le temps de séjour et le retard.

Pour la résolution du problème abordé ci-dessus, nombreuses méthodes ont été récemment
proposées. Nous citons, par example, les méthodes basées sur le modèles de queue et de Mar-
kov (”queuing and Markov models” en anglais) proposées dans [97], [101],[100], [99], [104] et
[110]. En outre, dans [105], [103], [109] et [113] les auteurs ont étudié le problème d’ordon-
nancement et d’allocation des réparateurs pour les activités de maintenance en considérant
la planification des productivités et des tâches de maintenance. Les approches ci-dessus ont
proposé un processus de décision statique. Ça signifie que le nombre de tâches et celui de
réparateurs sont fixés. Cependant, il est très difficile de connâıtre le nombre de tâches à faire
durant un horizon de temps car le plan de maintenance est souvent perturbé par les pannes
aléatoires de machines. De plus, le risque de panne de machines est augmenté par le retard
des opérations. L’origine de ce fait est l’insuffisance de ressource. Dans [93] et [94], les auteurs
ont proposé une méthode heuristique pour le cas où le nombre de tâches n’est pas fixé.

Dans ce travail, nous considérons le problème abordé dans [93],[94]. La discrétisation de
l’horizon de temps est appliquée. Nous partitionnons l’horizon de temps en H intervalles
(périodes), chaque intervalle peut corespondre à une semaine, un jour, une heure, ...

Considérons un système qui est composé de N entités (machines). Nous supposons que les
entités de ce système fonctionnent de façon indépendante. C’est-à-dire qu’une panne sur une
entité quelconque n’influence pas le fonctionnement des autres. Les activités de maintenance
sont assurées par q réparateurs. Nous adoptons l’hypothèse que les réparateurs ont une
performance identique. En pratique, le nombre des réparateurs est souvent beaucoup plus
petit que celui des entités q << N . En outre, nous supposons que le temps d’installation
pour une tâche soit égal à zéro et que l’horizon de temps considéré soit [0,H].

Sauf la première tâche, la date d’exécution ri,ki (”release date” en anglais) de la tâche ki sur
l’entité i est calculée par ri,ki = ci,ki−1 + ρi où ci,ki−1 est la date de terminaison de la tâche
précédente (tâche ki − 1) et ρi est une valeur donnée qui désigne la durée souhaitée entre
deux maintenances consécutives. Par ailleurs, cette tâche devrait se terminer avant la date
limite di,ki où di,ki = ci,ki−1 + δi. Evidemment, δi est une valeur donnée et δi < ρi. Si la date
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de terminaison de la tâche ki, ci,ki , dépasse di,ki alors on doit supporter une pénalité qui est
proportionnelle à la durée du retard.

L’objectif du problème considéré est de minimiser le coût total, CH , qui est exprimé par

CH =
N∑
i=1

( ∑
ki/ri,ki∈H

(
W0(ci,ki − ri,ki) +W1max(0, ci,ki − di,ki)

))
où W1 et W2 représentent les coûts (par période) du temps de séjour et du retard.

5.3 Formulation mathématique

Pour la formulation, nous introduisons un autre paramètre pi qui désigne la durée d’une
tâche sur l’entité i, et les variables binaires xi,t qui sont définies par

xi,t =

{
1 si l’entité i est maintenu à la période t,

0 si non.

Nous avons au total q réparateurs. Ainsi, il y a au plus q entités qui sont maintenues à la
période t, i.e.

N∑
i=1

xi,t ≤ q ∀t = 1, 2, .., H.

La durée entre deux maintenances consécutives sur l’entité i est plus grand que ρi. Alors
nous avons :

xi,t + xi,t+1 + ...+ xi,t+ρi+pi−1 ≤ pi ∀ i = 1, 2, .., N, t = 1, 2, ..., H − ρi − pi + 1. (5.1)

Au début, toutes les entités sont considérées toutes neuves. Ce fait entraine que

xi,t = 0 ∀i, ∀t < ρi.

La présence des contraintes ci-dessous assure que la durée d’une tâche sur l’entité i est égale
à pi, i.e.

xi,H +
H−1∑
t=1

|xi,t+1 − xi,t| =
2

pi

H∑
t=1

xi,t. (5.2)

En effet, s’il y a une tâche sur l’entité i dont la durée n’est pas égale à pi, à partir de (5.1), il
ét facile de vérifier que cette durée est strictement plus petite que pi. Par conséquent, nous
avons

2

pi

H∑
t=1

xi,t < 2Ti,
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où Ti désigne le nombre des tâches de maintenance sur l’entité i qui sont réalisées pendant
l’horizon [0, H].

Par ailleurs, il est évident à constater que

xi,H +
H−1∑
t=1

|xi,t+1 − xi,t| = 2Ti

ce qui est une contradiction à l’égalité (5.2).

La contrainte (5.2) n’est pas linéaire. Cependant, elle peut être remplacée par l’ensemble des
contraintes linéaires ci-dessous en ajoutant les variables auxiliares zi,t :

0 ≤ zi,t ≤ 1 ∀i, ∀t = 1, 2, .., H;

H∑
t=1

zi,t =
2

pi

H∑
t=1

xi,t ∀i = 1, 2, ..., N ;

xi,t+1 − xi,t ≤ zi,t ∀i = 1, 2, .., N ∀t = 1, 2, .., H − 1;

xi,t − xi,t+1 ≤ zi,t ∀i = 1, 2, .., N ∀t = 1, 2, .., H − 1;

zi,H = xi,H ∀i = 1, 2, .., N.

Le reste de la modélisation consiste à exprimer la fonction objectif. En ce qui concerne

le temps de séjour, nous constatons que 1
pi

H∑
i=1

xtik est égal au nombre de maintenances sur

l’entité i pendant l’horizon [0, H]. Le temps de séjour de l’entité i est donc calculé de manière
suivante :

∑
ki/ri,ki∈H

(ci,ki − ri,ki) = H − (1 +
1

pi

H∑
i=1

xi,t).ρi.

Task Planned TaskTardinessTheoritical deadline Completiont Timeii pt −+δit ρ+ it δ+ ipt −' t′TardinessLast completed
FIG. 5.1 – Le schéma de la relation entre la date d’exécution, la date limite, la date de
terminaison

Pour calculer le retard des tâches, nous considérons deux tâches consécutives ki et ki−1 (voir
Figure 5.1). Dans le Figure refMaintenance :Fig01 nous utilisons les notations suivantes :
– t représente la date de terminaison de la tâche précédente (tâche ki − 1).
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– t + δi et t
′, t′ − pi sont la date limite, la date de terminaison, la date d’exécution de la

tâche ki respectivement.
Nous introduisons les variables yi,t qui sont définies par

yi,t = xi,t + xi,t+1 + ....+ xi,t+δi−pi−1.

Nous constatons que si t′ > t + δi, alors le retard est t′ − t − δi, cette valeur est égale au
nombre des variables yi,t qui sont égales à zéro. Si t′ ≤ t + δi alors il n’y a aucune variable
yi,t = 0. Par conséquent, le coût du retard est calculé par

∑
ki/ri,ki∈H

W1max(0, ci,ki − di,ki) = W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

[
1−min(yi,t, 1)

]
.

Ajoutons les variables wi,t qui vérifient

0 ≤ wi,t ≤ 1 et 1− yi,t ≤ wi,t.

Il est facile de vérifier que la minimisation de W1.
H−δi+pi+1∑

t=1

[
1−min(yi,t, 1)

]
est équivalente

à la minimisation de W1.
H−δi+pi+1∑

t=1

wi,t. Donc, le coût sur l’entité i est exprimé comme suit :

W0.H −W0(1 +
1

pi

H∑
i=1

xi,t).ρi +W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t.

Finalement, nous obtenons le problème d’optimisation ci-dessous :

(P1) min
N∑
i=1

{
W0.(H − ρi)−W0.

ρi
pi

H∑
t=1

xi,t +W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
,

sous les contraintes
N∑
i=1

xi,t ≤ q ∀t = 1, 2, .., H. (5.3)

xi,t + xi,t+1 + ...+ xi,t+ρi+pi−1 ≤ pi ∀ i = 1, 2, .., N, t = 1, 2, ..., H − ρi − pi + 1. (5.4)

xi,t = 0 ∀i, ∀t < ρi. (5.5)

0 ≤ zi,t ≤ 1 ∀i, ∀t = 1, 2, .., H; (5.6)

H∑
t=1

zi,t =
2

pi

H∑
t=1

xi,t ∀i = 1, 2, ..., N ; (5.7)

xi,t+1 − xi,t ≤ zi,t ∀i = 1, 2, .., N ∀t = 1, 2, .., H − 1; (5.8)
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xi,t − xi,t+1 ≤ zi,t ∀i = 1, 2, .., N ∀t = 1, 2, .., H − 1; (5.9)

zi,H = xi,H ∀i = 1, 2, .., N ; (5.10)

xi,t + xi,t+1 + ....+ xi,t+δi−pi−1 + wi,t ≥ 1 ∀i, ∀t = 1, 2, .., H − δi + pi + 1; (5.11)

0 ≤ wi,t ≤ 1 ∀i, ∀t = 1, 2, ..., H − δi + pi + 1; (5.12)

xi,t ∈ {0, 1} ∀i, ∀t = 1, 2, .., H. (5.13)

Dans le problème (P1) le nombre des réparateurs q est un paramètre. Par contre, nous
pouvons considérer q comme une variable. Dans ce cas, nous devons introduire un autre
paramètre, qmax, qui désigne le nombre des réparateurs maximal. La contrainte (5.14) est
ajoutée au problème (P1). Nous avons un autre problème d’optimisation :

(P2) min
N∑
i=1

{
W0.(H − ρi)−W0.

ρi
pi

H∑
t=1

xi,t +W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
,

sous les contraintes (5.3-5.13) et
q ≤ qmax (5.14)

où qmax est le nombre des réparateurs maximal.

Les problèmes (P1) et (P2) sont les programmes linéaires en variables mixtes. Il convient
de souligner que nous sommes les premiers qui proposent une formulation mathématique
déterministe pour ce problème. Dans la section suivante, nous allons présenter une approche
basée sur la programmation DC et DCA pour les résoudre.

5.4 La résolution basée sur la programmation DC et

DCA

5.4.1 DCA appliqué au problème (P1)

En premier temps, nous reformulons le problème (P1) sous la forme d’un programme DC.
Pour ce travail, nous appliquons le théorème de pénalité qui a été introduit par Le Thi (voir
Section 1.4).

Soit L1 le nombre des variables du problème (P1), il est calculé par

L1 = 2NH +
N∑
i=1

(H − δi + pi + 1).

Soit S1 l’ensemble des solutions réalisables du problème (P1). Le domaine relaxé de S1 est
noté K1, c’est à dire que

K1 := {(x, z, w) ∈ RL1 tels que (5.3− 5.12) et xi,t ∈ [0, 1]}.
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Considérons la fonction p : RL1 → R qui est définie par

p(x, z, w) =
N∑
i=1

H∑
t=1

xi,t(1− xi,t)

Il est facile de vérifier que :
• p(x, z, w) est concave et finie sur K1.
• p(x, z, w) est non negative sur K1.
Alors, S1 peut être écrit comme suit

S1 = {(x, z, w) ∈ RL1 tels que (x, z, w) ∈ K1 et p(x, z, w) ≤ 0}.

Par conséquent, le problème (P1) peut être réécrit comme ci-dessous :min
N∑
i=1

{
W0(H − ρi)−W0

ρi
pi

H∑
t=1

xtik +W1

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
tel que (x, z, w) ∈ K1 et p(x, z, w) ≤ 0.

(5.15)

En appliquant le Théorème 1.8, nous obtenons, pour un nombre suffisamment grand η, le
problème de équivalent au problème (5.15) de la forme

min
{ N∑

i=1

{
W0(H − ρi)−W0

ρi
pi

H∑
t=1

xi,t +W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
− η.p(x, z, w) : (x, z, w) ∈ K1

}
.

(5.16)

Le problème (5.16) est une programmation DC dont l’ensemble des solutions réalisables est
K1 et la fonction objectif est

fη(x, z, w) = g(x, z, w)− h(x, z, w) (5.17)

où

g(x, z, w) := χK1(x, z, w) =

{
0 si (x, z, w) ∈ K1,

+∞, si non.

h(x, z, w) := −
N∑
i=1

{
W0(H−ρi)−W0.

ρi
pi

H∑
t=1

xi,t+W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
+η.

N∑
i=1

H∑
t=1

xi,t(xi,t−1).

Finalement, l’algorithme DCA appliqué au problème (P1) consiste en la détermination de
deux suites

{
ul
}
et

{
ς l = (xl, zl, wl)

}
telles que ul = ▽h(xl, zl, wl) et (xl+1, zl+1, wl+1) est

une solution du problème linéaire suivant :

min{−⟨(x, z, w), ul⟩ : (x, z, w) ∈ K1}. (5.18)

Par sa définition, h est différentiable et ul = ▽h(xl, zl, wl) est calculé par
ulH.(i−1)+t = 2.η.xli,t +W0.

ρi
pi
∀i = 1, 2, .., N, ∀t = 1, 2, ..., H,

ulj = 0 ∀j = NH,NH + 1, ..., 2NH.
ulj = −W1 si non.

(5.19)
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Algorithme 5.1 Schéma de DCA appliqué à (P1).

Initialisation
– Choisir la tolérance ϵ positive suffisamment petite.
– Choisir un point (x0, z0, w0) ∈ RL1 et l = 0.
Répéter
– Calculer ul = ▽h(xl, zl, wl) via (5.19).
– Résoudre le problème (5.18) afin d’obtenir (xl+1, zl+1, wl+1).
– l← l + 1.
Jusqu’à ∥(xl+1, zl+1, wl+1)− (xl, zl, wl)∥ ≤ ϵ ou |fη(xl+1, zl+1, wl+1)− fη(xl, zl, wl)| ≤ ϵ.

Grâce aux théorèmes de convergence de DCA pour la programmation polyédrale (cf. [35, 40,
24]), nous avons les propriétés suivantes :

Théorème 5.1 (Propriété de convergence de l’Algorithme 5.1)

(i) L’algorithme 5.1 génère une suite (xl, zl, wl) qui appartient à V (K), l’ensemble des som-
mets de K telle que la suite {fη(xl, zl, wl)} est décroissante.

ii) La suite (xl, zl, wl) converge vers une solution (x∗, z∗, w∗) ∈ V (K) après un nombre fini
d’itération.

(iii) Le point (x∗, z∗, w∗) est un point KKT du problème (5.17).

(iv) Pour un nombre suffisamment grand η, si xr ∈ {0, 1}NH alors xl ∈ {0, 1}NH ∀l ≥ r.

Preuve : Voir, par exemple, Le Thi et al. [24]. 2

5.4.2 DCA appliqué au problème (P2)

Soit L2 le nombre des variables du problème (P2) (L2 = L1 + 1). Soient S2 l’ensemble des
solutions réalisables du problème (P2) et K2 le domaine relaxé de S2, c’est-à-dire

K2 =
{
(x, z, w, q) ∈ RL2 tels que (5.2− 5.12), (5.14) et xi,t ∈ [0, 1]

}
.

En utilisant la même façon de reformulation dans 5.4.1 nous obtenons le programme DC
équivalent au problème (P2) :

min
{
fη2(x, z, w, q) = g(x, z, w, q)− h(x, z, w, q) : (x, z, w, q) ∈ K2

}
(5.20)

où

g(x, z, w, q) := χK2(x, z, w, q) =

{
0 si (x, z, w, q) ∈ K2,

+∞, si non.
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h(x, z, w, q) := −
N∑
i=1

{
W0(H−ρi)−W0.

ρi
pi

H∑
t=1

xi,t+W1.

H−δi+pi+1∑
t=1

wi,t

}
+η2.

N∑
i=1

H∑
t=1

xi,t(xi,t−1).

Selon le schéma général de DCA, nous devons calculer deux suites
{
ς l = (xl, zl, wl, ql)

}
et{

ul
}
telles que ul = ▽h(xl, zl, wl, ql) et (xl+1, zl+1, wl+1, ql+1) est une solution du problème

linéaire suivant :
min{−⟨(x, z, w, q), ul⟩ : (x, z, w, q) ∈ K2}. (5.21)

Par sa définition, h est différentiable et ul = ▽h(xl, zl, wl, ql) est déterminé par :
ulH.(i−1)+t = 2η2x

l
i,t +W0.

ρi
pi
∀i = 1, 2, .., N, ∀t = 1, 2, ..., H,

ulj = 0 ∀j = NH,NH + 1, ..., 2NH et j = L2

ulj = −W1 si non.

(5.22)

Algorithme 5.2 Schéma de DCA appliqué à (P2).

Initialisation
– Choisir la tolérance ϵ positive suffisamment petite.
– Choisir un point ς0 = (x0, z0, w0, q0) ∈ RL2 et l = 0.
Répéter
– Calculer ul = ▽h(xl, zl, wl, ql) via (5.22).
– Résoudre le problème linéaire (5.21) afin d’obtenir ς l+1 = (xl+1, zl+1, wl+1, ql+1).
– l← l + 1.
Jusqu’à ∥(xl+1, zl+1, wl+1, ql+1)− (xl, zl, wl, ql)∥ ≤ ϵ ou |fη2(ς l+1)− fη2(ς l)| ≤ ϵ.

Remarque 5.1 Les conclusions du Théorème 5.1 (les propriétés de convergence) sont en-
core validées pour l’Algorithme 5.2.

5.5 Les résultats numériques

Les Algorithmes 5.1, 5.2 sont programmés en Visual Studio C++2005. Nous utilisons le
logiciel CPLEX version 11.2 pour résoudre le problème linéaire à chaque itération. L’efficacité
de l’Algorithme 5.1 (DCA appliqué à (P1)) est comparée avec celle de l’algorithme basé sur
FTR qui est donné dans [93]. Tous les algorithmes sont exécutés sur un ordinateur Core
2duo 3.0 GHz et 2.0 GB RAM.

Au niveau des données, nous considérons un système de 100 entités (N=100). Les paramètres
ρi, δi, pi sont générés aléatoirement et les paramètresW0,W1 sont fixés à 1.0 (les données sont
construites par la même façon dans [93]). Nous considérons deux horizons de temps H = 60
jours (2 mois) et H = 90 jours (3 mois). Le nombre des réparateurs est varié entre 2 et 20.

Les résultats sont présentés dans les Figures 5.2 et 5.3 où nous utilisons les notations ci-
dessus :
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FIG. 5.2 – Résultats dans le cas où l’horizon H=60

⋄ Le coût moyen (”the average cost” ou ”the mean cost” en anglais) est calculé par BestV al
N

,
où BestV al est la valeur de la fonction objectif (coût total) et N est le nombre des entités.

⋄ Le coût moyen relatif (”the mean relative cost” en anglais) est le total du coût moyen et la
quantité q.H

N
où N est le nombre des entités, q est le nombre des réparateurs, H est l’horizon

de temps.

⋄ Le temps d’utilisation moyen (”the average processing time” ou ”the mean time” en anglais)
est calculé par T

q
, où T est le temps total d’utilisation de réparateurs.

⋄ La proportion d’utilisation d’entité (”the utilization ratio of machines” en anglais) est
calculée par N.H−T

N.H
.
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FIG. 5.3 – Résultats dans le cas où l’horizon H=90

Dans le Figure 5.2 (resp. Figure 5.3), nous donnons les résultats obtenus dans le cas où
H = 60 (resp. H = 90). Le coût moyen est exprimé dans le Figure 5.2(a) et le Figure 5.3(a)
alors que le Firfure 5.2(b) et le Figure 5.3(b) rapportent le temps d’utilisation moyen.

A partir des résultats obtenus, nous constatons que :
⋄ Le coût moyen est décroissant quand le nombre des réparateurs est croissant.
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⋄ Dans la plupart des cas, le coût moyen fourni par DCA est plus petit que celui fourni
par l’algorithme FTR. Particulièrement, les différences sont très importantes dans les cas
où q = 4, 6, 8, 10, 12. Il n’y a qu’une instance (q = 20, H = 90) où le coût moyen fourni
par DCA est plus grand que celui fourni par l’algorithme FTR. Mais la différence est très
faible.
⋄ Quant au temps d’utilisation des réparateurs, celui de DCA est plus grand que celui de
FTR. Alors, les résultats de DCA nous permettent d’utiliser les réparateurs de manière
plus efficace par rapport aux résultats de FTR.

(a) (b)

FIG. 5.4 – La comparaison entre (P1) et (P2)

Pour comparer les résultats donnés par le modèle (P1) avec ceux fournis par le modèle (P2)
nous faisons varier le nombre des réparateurs, le paramètre q dans le modèle (P1) et le
paramètre qmax dans le modèle (P2), entre 2 et 20. Les coûts moyens donnés par tous les
deux modèles sont présentés dans le même figure. Le Figure 5.4(a) rapporte les résultats
obtenus dans le cas où H = 60. Alors que les résultats obtenus dans le cas où H = 90 sont
présentés dans le Figure 5.4(b). Nous constatons que les résultats donnés par deux modèles
sont presque pareils. Les différences sont négligeables. De plus, dans les résultats du modèle
(P2) la valeur optimale qopt est toujours égale à qmax. Par ailleurs, mathématiquement, le
modèle (P2) est plus général que (P1). C’est pourquoi nous utilisons les résultats donnés par
(P2) pour l’analyse dans le reste de cette section.

Afin d’étudier l’influence des paramètres ρi, δi sur les résultats, nous réduisons ρi, δi en
les multipliant avec un constant σ(sigma). Nous considérons trois cas qui correspondent
respectivement à σ = 0.8, 0.6 et 0.5. Le paramètre qmax est varié entre 2 et 30, l’horizon de
temps H = 90 (3 mois) est également choisi.

Le Figure 5.5 présente les coûts moyens dans tous les trois cas, tandis que le Figure 5.6
exprime les coûts moyens relatifs. Les proportions d’utilisation d’entités sont données dans
le Figure 5.7 .

Nous constatons, à partir des résultats, que :
⋄ Les coûts moyens et les coûts moyens relatifs sont croissants quand les paramètres ρi et δi
sont décroissants.
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FIG. 5.5 – Les coûts moyens dans tous les trois cas

⋄ Dans le cas où σ = 0.8, le coût moyen relatif est le plus petit quand le nombre des
réparateurs est égal à 18. Alors, on peut considérer q=18 comme la meilleure valeur du
nombre des réparateurs (q∗). Dans les cas σ = 0.6 et σ = 0.5, q∗ sont 22 et 24 respective-
ment.
⋄ Le proportion d’utilisation d’entité décrôıt linéairement de qmax = 2 à qmax = q∗. Après,
cette proportion est constante. Ça signifie que l’augmentation du nombre des réparateurs
n’entraine pas un coût meilleur si le nombre des réparateurs est déjà plus grand que q∗.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté, pour la première fois dans la litérature, un modèle
d’optimisation déterministe pour le problème de minimisation du coût de maintenance qui
est composé du temps de séjour et de la pénalité du retard. Premièrement, nous avons traité
le problème dans le cas où le nombre des réparateurs est fixé. Deuxièmement, nous avons
proposé le modèle dans le cas où le nombre des réparateurs est une variable au lieu d’un
paramètre. Il s’agit de la programmation linéaire en variables mixtes 0-1. La méthode DCA a
été développée pour les résoudre. Les algorithmes proposés ont des propriétés intéressantes,
notamment il converge vers une solution locale après un nombre fini d’itération et à chaque
itération nous ne résolvons qu’un problème linéaire. De plus, DCA donne toujours une so-
lution entière bien qu’il soit une approche continue et que le nombre des variables binaires
est très grand (6000 variables binaires dans le cas où H=60, 9000 variables binaires dans le
cas où H=90). L’efficacité de DCA est comparée avec celle de FTR, un algorithme heuris-
tique récent. Les résultats numériques montrent que DCA est plus efficace que FTR. Dans
le futur, nous allons étudier les modèles alternatifs qui permettent de trouver un nombre des
réparateurs optimal afin de minimiser le coût relatif.
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FIG. 5.6 – les couts moyens relatifs dans tous les trois cas

FIG. 5.7 – Les proportions d’utilisation d’entité dans tous les trois cas



Chapitre 6

Minimisation du coût d’un système de
production/stockage multi-étapes en
présence de goulot d’étrangement

Résumé La minimisation du coût d’un système de production/stockage multi-étapes en présence de
goulot d’étrangement est modélisée dans les travaux précédents sous la forme d’une programma-
tion non linéaire en variables mixtes qui est NP-difficile. Dans ce chapitre, nous proposons deux
algorithmes efficaces basés sur la programmation DC et DCA : un algorithme DCA explicite et un
algorithme combiné SE-DCA. Les résultats numériques ont montré que DCA donne une solution
globale dans la plupart de cas et l’algorithme combiné SE-DCA est efficient.

6.1 Introduction

Dans un système de production multi-étapes, un produit est fabriqué par une séquence des
opérations séparées. L’objectif du producteur est de déterminer la taille des lots (”lot sizing”
en anglais) pour minimiser le coût comprenant celui d’installation, de transportation et de
stockage. Ce problème a été étudié par nombreux chercheurs. Dans [114], l’auteur a proposé
un modèle où un lot Q est partitionné en b groupes (”batches” en anglais). Evidemment,
le nombre des groupes satisfait (1 ≤ b ≤ Q). L’effet de ce partitionnement est de réduire
le cycle de production et le processus de stockage. Dans [115], un modèle pour le problème
de production de 2 étapes a été proposé. L’idée principale est de diviser un lot en plusieurs
groupes dont les tailles suivent une série géométrique. L’auteur a également démontré que
son approche entraine un coût moins cher que celui obtenu en utilisant les groupes de taille
égale [115, 118, 120]. En 2001, Bogaschewsky et al. ont présenté une extension du modèle
introduit dans [115]. Ils ont considéré le problème de production/stockage multi-étapes. Pour
la formulation, les auteurs ont adopté de différentes hypothèses. Premièrement, tous les lots
ont la même taille. Deuxièmement, le producteur doit payer un coût d’installation par lot qui
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dépend de l’étape. Troisièmement, les groupes peuvent être transportés à l’étape suivante.
Finalement, à deux étapes différents, le nombre des groupes peut être différent. En outre, les
auteurs supposent que les capacités de production de toutes les étapes soient plus grandes
que la demande des clients.

Dans [117], Hsiao et al. ont proposé une extension du modèle donné par Bogaschewsky. Ils
ont considéré le problème en présence de goulot d’étrangement (”bottleneck” en anglais), i.e.
il existe une étape où la capacité de production est plus petite que la demande des clients.
Pour la modélisation, les auteurs ont utilisé deux tailles de lot. Une taille correspond au lot
aux étapes en amont (”upstream stages” en anglais). L’autre correspond au lot aux étapes
en avals (”downstream stages” en anglais). Le problème proposé se modélise sous la forme
d’une programmation non linéaire en variables mixtes. Pour la résolution, les auteurs ont
tout d’abord divisé le modèle original en deux sous problèmes qui sont appelés le problème
tiré (”pull problem” en anglais) et le problème poussé (”push problem ” en anglais). Bien
évidemment, ces deux sous problèmes sont aussi non linéaires et en variables mixtes. L’avan-
tage de cette division est de réduire la dimension du problème à résoudre. Par conséquence,
le temps d’exécution est diminué. Enfin, les auteurs ont donné un algorithme heuristique
basé sur la méthode de division du lot (”lot size division” en anglais) et de serrage récursif
(”recursive tightening” en anglais) pour résoudre ces deux sous problèmes [117, 119].

Clairement, le modèle proposé par Hsiao est plus général et plus souvent rencontré en pra-
tique. Cependant, il est plus difficile à résoudre. La difficulté est due à la non convexité de
la fonction objectif et de la présence des variables entières. D’une part, les méthodes heu-
ristiques existantes ne donnent qu’une solution réalisable et il n’y a pas encore les outils
pour évaluer la qualité des solutions obtenues. D’autre part, au point de vue d’optimisation
déterministe, la résolution globale est normalement très coûteuse.

Quant à nos travaux dans ce chapitre nous étudions une nouvelle approche basée sur la
programmation DC et DCA. En premier temps, nous reformulons le problème sous la forme
d’un programme DC en appliquant une technique de pénalité. Le schéma de DCA est ensuite
développé pour le problème résultant. Fort intéressant, à chaque itération, nous n’effectuons
qu’une projection sur un rectangle. L’algorithme est donc explicite et il converge rapidement
vers une solution locale. Enfin, grâce aux techniques de relaxation DC, nous considérons un
problème relaxé convexe basé sur lequel nous développons un algorithme SE et celui combiné
SE-DCA. Les résultats numériques ont montré l’efficacité de DCA et de l’algorithme combiné
SE-DCA par rapport à celle de l’algorithme SE sans DCA.

Le reste de chapitre est organisé de façon suivante. La section 2 concerne la description du
modèle mathématique. Dans la section 3, nous présentons la résolution par la programmation
DC et DCA. Les résultats numériques et les commentaires sont rapportés dans la section 4
tandis que la section 5 est réservée à la conclusion.
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6.2 Modèle mathématique

Dans cette section, nous présentons brièvement le modèle qui a été introduit par Hsiao [117].
Considérons un système de production/stockage où un produit est fabriqué par une séquence
des opérations séparées. Chacune des opérations correspond à une étape et dans une étape le
nombre des articles produits sans interruption est appelé lot. De plus, un lot est partitionné
en plusieurs groupes et un groupe peut être transporté d’une étape à celle suivante. Après
avoir terminé la production, les produits sont livrés aux clients. L’objectif est de déterminer
la taille de lot et le nombre de groupes à chaque étape pour minimiser le coût total qui
comprend tous les coûts d’installation, de stockage, de transport.

Nous supposons que le système considéré satisfasse les hypothèses suivantes :

– Le système comprend n étapes de production. L’étape n + 1 représente la demande des
clients.

– Le rythme de production (”the production rate” en anglais) de toutes les étapes et le
rythme de demande (”the demand rate” en anglais) sont donnés.

– Le rythme de demande est considéré comme celui de production à l’étape n+ 1.
– Il existe un goulot d’étrangement dans le système. Cela veut dire qu’il y a au moins une
étape où le rythme de production est plus petit que celui de demande.

– Les unités de production sont infiniment divisibles.
– A toutes les étapes, l’arriéré (”backlog” en anglais) n’est pas permi.
– Le producteur doit payer un coût d’installation par lot, ce coût dépend de l’étape de
production.

– Un lot est divisé en plusieurs groupes dont les tailles suivent une série géométrique.
– Après avoir complété, un groupe est transporté à l’étape suivante. Le coût de transport
par groupe entre deux étapes consécutives est fixé.

– Nous utilisons une seule taille de lot durant les étapes en amont à partir du goulot
d’étrangement.

– Une autre taille de lot est utilisée durant les étapes en aval à partir du goulot d’étrangement.
– Toutes les deux tailles des lots en amont et en aval sont plus petites que le rythme de
production au goulot d’étrangement.

Pour donner le modèle mathématique, nous utilisons les notations dans le Tableau 6.2 et
les variables dans le Tableau 6.2. Nous supposons que le rythme de production à l’étape k
soit le plus petit de tous les étapes i.e, Pi ≥ Pk,∀i ̸= k. Le coût total qui comprend le coût
d’installation, le coût de stockage et le coût de transport est calculé par Ctotal = Cu + Cd
(voir [116], [117] pour les informations plus détaillées) où

Cu = Pk

k−1∑
i=1

{ hi(Ri − 1)Qu

(Rmi
i − 1)[Pi]+

+
hi
2

[ 1

[Pi]−
− 1

[Pi]+

]
Qu +

Si
Qu

+
Fimi

Qu

}
,

Cd = Pk

n∑
i=k

{ hi(Ri − 1)Qd

(Rmi
i − 1)[Pi]+

+
hi
2

[ 1

[Pi]−
− 1

[Pi]+

]
Qd +

Si
Qd

+
Fimi

Qd

}
.
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D le rythme de demande (unité par unité de temps) qui est constant,
Pi le rythme de production à l’étape i (unité par unité de temps) qui est constant,
hi le coût de stockage au stage i (par unité par unité de temps),
Si le coût d’installation à l’étape i,
Fi le coût de transport par lot entre l’étape i et l’étape i+ 1,
[Pi]

+ la valeur la plus grande parmi deux rythmes de production aux étapes i et i+ 1 i.e.
[Pi]

+ = max(Pi, Pi+1),
[Pi]

− la valeur la plus petite parmi deux rythmes de production aux étapes i et i+ 1, i.e.
[Pi]

− = min(Pi, Pi+1),

Ri la proportion entre deux rythmes de production aux étapes i and i+ 1 i.e. Ri =
[Pi]

+

[Pi]−
.

TAB. 6.1 – Les notations utilisées

Qu la taille des lots en amont,
Qd la taille des lots en avals,
mi le nombre des groupes à l’étape i,

TAB. 6.2 – Les variables utilisées

Alors, nous avons un problème d’optimisation non linéaire en variables mixtes


min{Ctotal = Cu + Cd}
t.q. 0 < Qu, Qd ≤ Pk,

mi ≥ 1 ∀i = 1, 2, ..., n,

mi ∈ N ∀i = 1, 2, ..., n.

Ce problème peut être séparé en deux sous problème qui sont appelés le problème en amont
et le problème en aval. Plus précisément, celui en amont s’écrit comme suit :

(Pu)


min

{
Cu = Pk

k−1∑
i=1

{
hi(Ri−1)Qu

(R
mi
i −1)[Pi]+

+ hi
2

[
1

[Pi]−
− 1

[Pi]+

]
Qu +

Si

Qu
+ Fimi

Qu

}}
t.q. 0 < Qu ≤ Pk,

mi ≥ 1 ∀i = 1, 2, ..., k − 1,

mi ∈ N ∀i = 1, 2, ..., k − 1.

Alors que le problème en aval est exprimé par

(Pd)


min

{
Cd = Pk

n∑
i=k

{
hi(Ri−1)Qd

(R
mi
i −1)[Pi]+

+ hi
2

[
1

[Pi]−
− 1

[Pi]+

]
Qd +

Si

Qd
+ Fimi

Qd

}}
t.q. 0 < Qu ≤ Pk,

mi ≥ 1 ∀i = k, k + 1, ..., n,

mi ∈ N ∀i = k, k + 1, ..., n.
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Il est facile de vérifier que tous les deux problèmes (Pu) et (Pd) sont non convexes. Ainsi,
nous ne présentons que la méthode de résolution du problème (Pu). Celle du problème (Pd)
est similaire. Afin de faciliter la présentation nous réécrivons le problème (Pu) comme suit :

(Pu)


min

{
f(Q,m) =

N∑
i=1

{
aiQ

R
mi
i −1

+ biQ+ ci
Q
+ di

mi

Q

}}
t.q. 0 < Q ≤ Pk,

mi ≥ 1 ∀i = 1, 2, ..., N,

mi ∈ N ∀i = 1, 2, ..., N,

où N = k − 1 et ai =
Pkhi(Ri−1)

[Pi]+
, bi =

Pkhi
2

[
1

[Pi]−
− 1

[Pi]+

]
, ci = PkSi, di = PkFi.

Les problèmes ci-dessus sont les problèmes d’optimisation non linéaires en variables mixtes.
Ils sont très difficiles à résoudre. La difficulté vient d’un part des variables entières et d’autre
part de la fonction objectif non convexe. De plus, on constate qu’ils sont de même forme.

6.3 Résolution basée sur la programmation DC et DCA

6.3.1 Résolution de (Pu) par DCA

En premier lieu, nous donnons une sous-estimation de la variable Q et une surestimation des
variables mi. Soit (Q0,m0) ∈ R+ × NN un point qui satisfait Q0 ≤ Pk et m0

i ≥ 1 ∀i (par
exemple Q0 = Pk et m0

i = 1 ∀i). Supposons que (Qopt,mopt) soit une solution optimale du
problème (Pu). Par conséquence, nous avons

f(Qopt,mopt) =
N∑
i=1

{ aiQ
opt

R
mopt

i
i − 1

+ biQ
opt +

ci
Qopt

+ di
mopt
i

Qopt

}
≤ f(Q0,m0).

Alors,

Qopt ≥ 1

f(Q0,m0)

N∑
i=1

(ci + di) := Qmin.

Par ailleurs, f(Q,m) =
N∑
i=1

fi(Q,mi) où

fi(Q,mi) :=
aiQ

Rmi
i − 1

+ biQ+
ci
Q

+ di
mi

Q
.

Il est clair que

m∗
i (Q) = logRi

[(
2 + α(Q) +

√
α2(Q) + 4α(Q)

)
/2
]
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est un minimum de la fonction fi(Q,mi) sur le domainemi ∈ [1,+∞) où α(Q) = aiQ
2 log(Ri)/di.

Alors,
max{1, [m∗

i (Q
min)]} := mmin

i ≤ mopt
i ≤ mmax

i := [m∗
i (Pk)] + 1.

Ici, [x] désigne la partie entière de x, i.e. le nombre entier le plus grand parmi tous les nombres
entiers plus petits que x.

Soient mmin = (mmin
1 ,mmin

2 , ...,mmin
N )T et mmax = (mmax

1 ,mmax
2 , ...,mmax

N )T . L’ensemble des
solutions réalisables du problème (Pu) peut être écrit comme suit :

D = {(Q,m) ∈ RN+1 : Qmin ≤ Q ≤ Qmax := Pk, m
min ≤ m ≤ mmax, m ∈ NN}.

Conssidérons la fonction p(m) : RN −→ R définie par

p(m) =
N∑
i=1

sin2miπ.

Il est clair que p(m) est non négative et p(m) = 0 si et seulement si m ∈ NN . Alors, D peut
s’écrire comme

D = {(Q,m) ∈ B, p(m) ≤ 0},

où B est le domaine relaxé de D

B = {(Q,m) ∈ RN+1 : Qmin ≤ Q ≤ Qmax, mmin ≤ m ≤ mmax}.

Le problème (Pu) est réécrit comme suit :

(Pu) min{f(Q,m) : (Q,m) ∈ B, p(m) ≤ 0}.

En utilisant la technique de pénalité avec le paramètre de pénalité δ (un nombre positif)
nous obtenons le problème ci-dessous (voir Section 1.4) :

(P ) min
{
F (Q,m) = f(Q,m) + δp(m) : (Q,m) ∈ B

}
.

Afin d’appliquer DCA pour résoudre le problème (P ) nous allons trouver une décomposition
DC de la fonction F (Q,m). Il est clair que F (Q,m) est séparable, plus précisément

F (Q,m) =
N∑
i=1

Fi(Q,mi) où Fi(Q,mi) =
aiQ

Rmi
i − 1

+ biQ+
ci
Q

+ di
mi

Q
+ δ sin2miπ.

Alors, la recherche d’une décomposition de F (Q,m) revient à la recherche d’une décomposition
de Fi(Q,mi). Nous avons

∂2Fi
∂Q2

=
2ci
Q3

+
2dimi

Q3
,

∂2Fi
∂Q∂mi

= −ai log(Ri).[(R
mi
i − 1)−1 + (Rmi

i − 1)−2]− di
Q2
,
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∂2Fi
∂m2

i

= aiQ log2(Ri).[(R
mi
i − 1)−1 + 3(Rmi

i − 1)−2 + 2(Rmi
i − 1)−3] + 2δπ2 cos(2miπ).

Soit λi le nombre défini par

λi = max
{
ai log(Ri)

[
Ri

(Ri−1)2
+ Pk log(Ri).

Ri(Ri+1)
(Ri−1)3

]
+ di

Q2
min

+ 2δπ2,

Riai log(Ri)
(Ri−1)2

+ di
Q2

min
+

2(ci+di.m
max
i )

Q3
min

}
.

(6.1)

On constate que
λi ≥ ∥▽2F (Q,mi)∥∞.

Avec λi défini par (6.1), la fonction Hi(Q,mi) = λiQ
2 + λim

2
i − Fi(Q,mi) est convexe. De

plus, la fonction Gi(Q,mi) = λi(Q
2 + m2

i ) est clairement convexe. Par conséquence, une
décomposition DC de Fi(Q,mi) peut être écrite comme suit :

Fi(Q,mi) = λi(Q
2 +m2

i )− (λiQ
2 + λim

2
i − Fi(Q,mi)).

Alors, nous obtenons une décomposition DC de F : F (Q,m) = G(Q,m)−H(Q,m) où

G(Q,m) = (
N∑
i=1

λi)Q
2 +

N∑
i=1

λim
2
i ,

H(Q,m) = (
N∑
i=1

λi)Q
2 +

N∑
i=1

λim
2
i −

N∑
i=1

[ aiQ

Rmi
i − 1

+ biQ+
ci
Q

+ di
mi

Q
+ δ sin2miπ

]
.

Par sa définition, H(Q,m) est différentiable et (u, v) = ▽H(Q,m) est calculé par : u = ∂H
∂Q

= 2Q
N∑
i=1

λi −
N∑
i=1

[ai(R
mi − 1)−1 + bi] +Q−2

N∑
i=1

(ci + dimi),

vi =
∂H
∂mi

= 2λi.mi +
aiQR

mi
i log(Ri)

(R
mi
i −1)2

− di
Q
− δπ sin(2miπ) ∀i = 1, 2, ..., N.

(6.2)

Selon le schéma général de DCA, l’algorithme DCA appliqué au programme DC (P) consiste
en la détermination, à chaque itération ℓ, de deux suites

{
(Qℓ,mℓ)

}
et

{
(uℓ, vℓ)

}
telles que

(uℓ, vℓ) = ▽H(Qℓ,mℓ) et (Qℓ+1,mℓ+1) est une solution optimale du problème d’optimisation
convexe suivant :

min
{
(
N∑
i=1

λi)Q
2 +

N∑
i=1

λi.m
2
i − uℓQ−

N∑
i=1

vℓi .mi : (Q,m) ∈ B
}
. (6.3)

Il est clair qu’une solution optimale de la programmation convexe (6.3) est donnée par la pro-

jection du point (uℓ/(2
N∑
i=1

λi),
vℓ1
2λ1
, ...,

vℓN
2λN

) sur le rectangle B = [Qmin, Qmax]× [mmin,mmax]
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(voir [30]). Plus précisément, (Qℓ+1,mℓ+1) est défini par

Qℓ+1 =



Qmin si uℓ/(2
N∑
i=1

λi) < Qmin,

Qmax si uℓ/(2
N∑
i=1

λi) > Qmax,

uℓ/(2
N∑
i=1

λi), si non.

mℓ+1
i =


mmin
i si

vℓi
2λi

< mmin
i ,

mmax
i si

vℓi
2λi

> mmax
i ,

vℓi
2λi
, si non.

(6.4)

Finalement, le schéma de DCA appliqué au problème (Pu) peut être décrit comme suit :

Algorithme 6.1 Schéma de DCA appliqué à (Pu) (DCA-PRO).

Initialization
– Choisir la tolérance ϵ positive et suffisamment petite.
– Choisir (Q0,m0) ∈ RN+1 et ℓ = 0.
Répéter
– Calculer (uℓ, vℓ) = ▽H(Qℓ,mℓ) via (6.2).
– Calculer (Qℓ+1,mℓ+1) via (6.4).
– ℓ←− ℓ+ 1
Jusqu’à ∥(Qℓ+1,mℓ+1)− (Qℓ,mℓ)∥ ≤ ϵ ou ∥F (Qℓ+1,mℓ+1)− F (Qℓ,mℓ)∥ ≤ ϵ.

Grâce aux théorèmes sur la convergence de DCA [18, 62], nous avons les propriétés suivantes :

Théorème 6.1 (Propriété de convergence de l’Algorithme 6.1)

i) L’Algorithme 6.1 génère une suite
{
(Qℓ,mℓ)

}
telle que la suite {F (Qℓ,mℓ)} est décroissante.

ii) La suite
{
(Qℓ,mℓ)

}
converge vers une solution KKT (Q∗,m∗) qui satisfait la condition

nésessaire d’optimalité locale

Preuve : Ces propriétés sont les conséquences directes des propriétés convergentes de la
programmation DC et du fait que H(Q,m) est différentiable (voir par exemple [62]). 2

6.3.2 Algorithme combiné de DCA et SE

Afin de résoudre globalement le problème (Pu), nous proposons un algorithme combiné de
DCA et SE où l’algorithme DCA est utilisé pour calculer la borne supérieure. Au niveau de la
borne inférieure, nous proposons un problème relaxé convexe de (Pu). Plus précisément, nous
relaxons l’ensemble réalisable et remplaçons la fonction objectif de (Pu) par son minorant
convexe. Pour ce travail, nous appliquons le résultat suivant [5] :
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Théorème 6.2 [5] Soient p ≥ 0, r ≥ 0 et u(x), v(x) deux fonctions convexes finies sur Rn.
Alors max{ru(x) + pv(x)− pr, su(x) + qv(x)− qs} est un minorant convexe de u(x)v(x) sur
le domaine {x ∈ Rn|p ≤ u(x) ≤ q, r ≤ v(x) ≤ s}.

Preuve : Une démonstration est donnée dans [5]. 2

Considérons µ(m) =
N∑
i=1

ai
R

mi
i −1

, t(m) =
N∑
i=1

dimi. Il est clair que µ(m) est convexe, t(m) est

linéaire et

f(Q,m) = µ(m)Q+ (
N∑
i=1

bi)Q+ (
N∑
i=1

ci)
1

Q
+ t(m)

1

Q
.

En appliquant le Théorème 6.2, nous obtenons un minorant convexe de la fonction f(Q,m)
sur le rectangle B :

conv(f) = max
{
µ(mmin)Q+Qmaxµ(m)−Qmaxµ(mmin), µ(mmax)Q+Qminµ(m)−Qminµ(mmax)

}
+

max{t(mmin) 1
Q
+ 1

Qmax t(m)− t(mmin)
Qmax , t(mmax) 1

Q
+ 1

Qmin t(m)− t(mmax)
Qmin }+(

N∑
i=1

bi)Q+(
N∑
i=1

ci)
1
Q
.

Par conséquence,
η = min{conv(f) : (Q,m) ∈ B} (6.5)

fournit une borne inférieure de la valeur optimale du problème (Pu). Ailleurs, le problème
(6.5) est équivalent à

min
{
x+ y + (

N∑
i=1

bi)Q+ (
N∑
i=1

ci)
1

Q

}
t.q.

µ(mmin)Q+Qmaxµ(m)−Qmaxµ(mmin) ≤ x, (6.6)

µ(mmax)Q+Qminµ(m)−Qminµ(mmax) ≤ x, (6.7)

t(mmin)
1

Q
+

1

Qmax
t(m)− t(mmin)

Qmax
≤ y, (6.8)

t(mmax)
1

Q
+

1

Qmin
t(m)− t(mmax)

Qmin
≤ y. (6.9)

Nous remplaçons µ(m) dans les contraintes (6.6),(6.7) par la fonction linéaire

µ1(m) = ⟨▽µ(m0),m−m0⟩+ µ(m0) ≤ µ(m).

Alors, nous avons deux nouvelles contraintes au lieu de (6.6),(6.7) :

µ(mmin)Q+Qmax⟨▽µ(m0),m⟩ −Qmax[µ(mmin) + ⟨▽µ(m0),m0⟩ − µ(m0)] ≤ x, (6.10)
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µ(mmax)Q+Qmin⟨▽µ(m0),m⟩ −Qmin[µ(mmax) + ⟨▽µ(m0),m0⟩ − µ(m0)] ≤ x. (6.11)

Nous obtenons maintenant un problème relaxé convexe de (Pu)

(Prel)

min
{
frel(Q,m, x, y) = x+ y + (

N∑
i=1

bi)Q+ (
N∑
i=1

ci)
1
Q

}
s.t. (6.8− 6.11) and (Q,m) ∈ B.

Pour la description de l’algorithme SE-DCA, nous utilisons les notations ci-dessous :
– m est le nombre arrondi de m,
– (Qopt,mopt) est la meilleure solution,
– (QRk ,mRk , xRk , yRk) est la solution optimale du problème (Prel) sur la rectangle Rk,
– γ(Rk) = frel(Q

Rk ,mRk , xRk , yRk) est la borne inférieure sur la rectangle Rk.
– γ, α sont respectivement la meilleure borne inférieure et la meilleure borne supérieure.
L’algorithme combiné de DCA et SE (SE-DCA) peut être décrit comme suit :

Algorithme 6.2 (l’algorithme combiné SE-DCA)

Initialisation :
– Choisir R0 := [lb, ub] ⊂ RN où lb = mmin, ub = mmax

– Choisir un nombre positif suffisamment petit ϵ.
Étape 1 :
– Résoudre le problème relaxé convexe (Prel) pour obtenir la solution optimale (QR0 ,mR0).
– La première solution, la première borne inférieure et la première borne supérieure sont
données par (Qopt = QR0 , mopt = mR0) et γ := γ(R0), α = f(Qopt,mopt).

– Si (α− γ) < ϵ(1 + α) Alors ARRÊTER
Sinon

Résoudre le problème (Pu) par DCA-PRO avec le point initial (QR0 ,mR0) pour obtenir
la solution (QR0

DCA,m
R0
DCA).

Mettre à jour la borne supérieure α = min{α, f(QDCA,mDCA)} et mettre à jour la
meilleure solution.
FinSi

– Si (α− γ) ≤ ϵ(1 + α) Alors ARRÊTER
Sinon

ℜ ←− {R0}
FinSi

Étape 2 :
– Sélectionner le rectangle Rℓ ∈ ℜ dont γ(Rℓ) est le plus petit.
– Sélectionner un index i∗ ∈ {1, 2, ..., N} qui satisfait mmin

i∗ < mmax
i∗ .

– Diviser le rectangle Rℓ en deux sous-rectangles Rℓ0 , Rℓ1 via i∗ et mRℓ
i∗ comme suit :

lb
Rℓj

i = lbRℓ
i , ub

Rℓj

i = ubRℓ
i ∀i ̸= i∗, j = 0, 1,

lb
Rℓ0
i∗ = lbRℓ

i∗ , ub
Rℓ0
i∗ = [mRℓ

i∗ ], lb
Rℓ1
i∗ = [mRℓ

i∗ ] + 1, ub
Rℓ1
i∗ = ubRℓ

i∗ .
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– Résoudre le problème relaxé convexe

(Prel) min{frel(Q,m, x, y) : (Q,m, x, y) ∈ K,m ∈ Rℓj}

pour obtenir la solution (QRℓj ,mRℓj ).
– Mettre à jour α = min{α, f(QRℓj ,mRℓj )} et mettre à jour la meilleure solution.

– Si γ(Rℓj) < (1− ϵ)α Alors

Résoudre le problème (Pu) by DCA-PRO pour obtenir la solution (Q
Rℓj

DCA,m
Rℓj

DCA).

Mettre à jour α = min{α, f(Q
Rℓj

DCA,m
Rℓj

DCA)} mettre à jour la meilleure solution.
FinSi

– ℜ = {R ∈ ℜ : γ(R) < α} ∪ {Rℓj : γ(Rℓj) < α, j = 0, 1} \ {Rℓ}.

– Mettre à jour γ = min{γ(R) : R ∈ ℜ}.
Étape 3 :
– Si (α− γ) < ϵ(1 + α) Alors ARRÊTER
Sinon

Retourner à l’étape 2.
FinSi

6.4 Résultats numériques

Pour résoudre le problème original nous appliquons les algorithmes proposés et utilisons le
logiciel COUENNE [124] afin de résoudre deux sous-problèmes (celui en amont (Pu) et celui
en aval (Pd)). La solution du problème relaxé convexe est choisie comme le point initial
de l’algorithme DCA. Les résultats fournis par DCA et l’algorithme combiné SE-DCA sont
comparés avec ceux fournis par l’algorithme SE sans DCA. Tous les trois algorithmes sont
programmés en MATLAB (R2007a) et exécutés sur un ordinateur Core2Duo 2.8GHz, RAM
2.0 GB. De plus, la limite de 3 heures a été fixée sur le temps d’exécution dont 10800(k−1)/n
secondes pour le problème en amont et le reste du temps pour le problème en aval. Le logiciel
CVX [123] est utilisé pour résoudre le problème relaxé convexe.

Nous avons testé la performance des algorithmes proposés sur les données générées aléatoirement
et de différentes tailles (le nombre d’étapes n = 5, 10, 20, 50, 100). Dans tous les jeux de
données, les rythmes de production Pi, les rythmes de demandeD, sont aléatoirement générés
dans [100, 500]. Les coûts d’installation Si, les coûs de stockage hi, les coûts de transport
Fi sont générés dans [10, 50], [0.1, 5.0] et [1.0, 10.0] respectivement. Pour chaque taille, nous
avons testé les algorithmes sur 10 jeux de données. Les Tableaux 6.3-6.7 présentent les
résultats donnés par DCA, SE, COUENNE avec même temps d’exécution. Les résultats
fournis par DCA, SE-DCA, SE et COUENNE après 3 heures sont présentés dans les Ta-
bleaux 6.4-6.4. Les Tableaux 6.13-6.15 rapportent les résultats donnés par SE-DCA, SE et
COUENNE au moment où SE-DCA s’arrête. Nous utilisons les notations suivantes :
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– Pr : Problème,
– Av : la moyenne (”average” en anglais),
– No : le nombre des variables entières,
– Time : le temps d’exécution en seconde de chaque algorithme,
– V al : la valeur de la fonction objectif fournie par chaque algorithme,
– LB : la meilleure borne inférieure qui est donnée soit par SE soit par SE-DCA,
– Gap est calculé par Gap = V al−LB

1+V al
.100% où V al et LB sont respectivement la valeur de

la fonction objectiif et la borne inférieure données par chaque algorithme.
– GapDCA = V alDCA−FirstLB

1+V alDCA
.100% où V alDCA est la valeur de la fonction objectif donnée par

DCA et FirstLB est la première borne inférieure qui est obtenue en résolvant le problème
relaxé.

– Le symbole NA dans les colonnes Gap et V al de COUENNE signifie que COUENNE
ne trouve aucune solution réalisable au moment où DCA trouve une solution approximée.

Pr No
DCA SE COUENNE

Val GapDCA Time Val Gap Val Gap
1 5 604,17 12,95 0,0780 610,17 13,80 NA NA
2 5 671,54 11.50 0.1092 741.23 19.81 681.22 7.18
3 5 411.82 7.74 0.0312 466.62 18.55 NA NA
4 5 589.22 13.09 0.0468 601.39 14.84 NA NA
5 5 509.33 10.24 0.0468 533.47 14.29 NA NA
6 5 479.14 6.13 0.0312 531.70 15.39 NA NA
7 5 349.69 4.80 0.0312 364.88 8.75 NA NA
8 5 526.31 10.90 0.0312 565.89 17.12 NA NA
9 5 414.89 7.00 0.0156 448.87 14.02 NA NA
10 5 457.55 9.75 0.0624 524.66 21.27 NA NA
Av 5 501.37 9.41 0.0484 538.89 15.78 // //

TAB. 6.3 – Les résultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
le cas où n = 5

Commentaires sur les résultats

A partir des résultats obtenus, nous constatons que :
– DCA est très rapide : le temps d’exécution de DCA varie entre 0.0010 et 0.2340 secondes.
Pour la plupart des jeux de données, il est plus petit que 0.1 secondes. En outre, pour
résoudre un problème de 100 variables entières, le temps moyen d’exécution n’est que
0.1607 secondes.

– Les solutions fournies par DCA sont très bonnes : la moyenne de Gap (par rapport à la
première borne inférieure) est environ 8.0%.

– Pour 43/50 jeux de données, COUENNE ne peut pas trouver une solution réalisable au
moment où DCA fournit une bonne solution approximée.

– L’algorithme combiné SE-DCA est beaucoup meilleur que l’algorithme SE sans DCA.
Nous constatons que le temps d’exécution moyen de SE-DCA est plus petit que celui de
SE tandis que la solution de SE-DCA est meilleure que celle donnée par SE. Ce fait montre



121 6.4. Résultats numériques

Pr No
DCA SE COUENNE

Val GapDCA Time Val Gap Val Gap
1 10 681.58 5.15 0.0780 759.64 14.88 NA NA
2 10 945.29 9.26 0.0780 1106.29 22.46 NA NA
3 10 831.21 8.33 0.0312 905.65 15.85 NA NA
4 10 1019.72 12.39 0.0624 1063.45 15.99 NA NA
5 10 951.51 6.87 0.0624 1075.19 17.57 NA NA
6 10 750.00 5.21 0.0312 866.00 17.89 NA NA
7 10 831.32 6.79 0.0010 861.99 10.11 NA NA
8 10 906.79 9.03 0.0468 981.89 15.98 NA NA
9 10 1237.83 10.66 0.1560 1403.80 21.22 1233.76 12.84
10 10 1029.16 11.20 0.0780 1088.87 16.06 NA NA
Av 10 918.44 8.49 0.0624 1011.28 16.80 // //

TAB. 6.4 – Les résultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
le cas où n = 10

Pr No
DCA SE COUENNE

Val GapDCA Time Val Gap Val Gap
1 20 1611,04 5.00 0.0468 1704.00 10.18 NA NA
2 20 1960.44 8.55 0.0624 2094.15 14.38 NA NA
3 20 1622.98 6.20 0.0468 1780.58 14.50 NA NA
4 20 1782.90 6.46 0.0312 1960.91 14.95 NA NA
5 20 2217.54 10.56 0.0936 2362.95 16.06 2225.23 21.48
6 20 2098.54 10.20 0.1404 2185.93 13.79 2106.61 19.18
7 20 2121.07 8.74 0.0624 2339.25 17.24 NA NA
8 20 1998.31 8.79 0.0312 2148.38 15.16 NA NA
9 20 1689.47 6.09 0.0936 1824.57 13.04 NA NA
10 20 1898.80 7.98 0.0780 2038.76 14.30 NA NA
Av. 20 1900.11 7.86 0.0686 2043.95 14.36 // //

TAB. 6.5 – Les résultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
le cas où n = 20

l’efficacité de DCA : grâce à DCA, l’algorithme combiné SE-DCA trouve une bonne borne
supérieure et réduit ainsi rapidement le Gap.

– Pour les problème de petite taille (n = 5, 10), COUENNE est meilleure que SE-DCA et
SE. Il trouve une solution globale dans un temps d’exécution plus court.

– Dans les cas n = 20, 50, 100, au moment où SE-DCA s’arrête, le Gap de SE est meilleur
que celui de COUENNE alors que la valeur de la fonction objectif donnée par COUENNE
est meilleure. Cela montre la supériorité de la borne inférieure proposée à l’égard de celle
utilisée dans COUENNE.

– Pour les problèmes de grande taille ( n = 50, 100), le Gap fourni par SE-DCA est
le meilleure parmi les trois algorithmes globale SE-DCA, SE, COUENNE et celui de
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Pr No
DCA SE COUENNE

Val GapDCA Time Val Gap Val Gap
1 50 4131.02 6.11 0.1404 4553.39 14.81 4403.42 21.77
2 50 4401.03 8.35 0.1404 4842.00 16.70 NA NA
3 50 4094.90 8.74 0.0468 4445.40 15.93 NA NA
4 50 4983.90 9.06 0.1404 5444.97 16.76 NA NA
5 50 4507.86 7.82 0.1872 5028.27 17.35 4503.89 22.67
6 50 4872.33 11.06 0.1560 5314.96 18.46 NA NA
7 50 4899.07 7.59 0.0936 5371.93 15.72 NA NA
8 50 4836.84 9.88 0.1560 5350.19 18.52 4824.30 22.19
9 50 4155.28 5.62 0.0780 4627.04 15.25 NA NA
10 50 4571.79 6.99 0.0936 4978.41 14.59 NA NA
Av. 50 4545.40 8.12 0.1232 4995.65 16.41 // //

TAB. 6.6 – Les réesultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
le cas où n = 50

Pr No
DCA SE COUENNE

Val GapDCA Time Val Gap Val Gap
1 100 8668.41 6.96 0.2340 9557.82 15.62 NA NA
2 100 7877.99 6.16 0.1716 8546.41 13.50 NA NA
3 100 8846.81 7.45 0.2028 9724.32 15.80 NA NA
4 100 7864.49 5.71 0.1560 8617.34 13.95 NA NA
5 100 7695.70 5.37 0.0936 8604.77 15.36 NA NA
6 100 8879.26 7.01 0.2028 9860.67 16.27 NA NA
7 100 8550.25 7.26 0.1092 9436.02 15.96 NA NA
8 100 9006.53 7.90 0.1560 9840.82 15.70 NA NA
9 100 8986.65 7.10 0.1248 9775.30 14.59 NA NA
10 100 8873.96 8.31 0.1560 9823.99 17.18 NA NA
Av. 100 8525.01 6.92 0.1607 9378.75 15.39 // //

TAB. 6.7 – Les résultats de DCA, SE et COUENNE avec le même temps d’exécution dans
le cas où n = 100

COUENNE est le pire (voir les Figure 6.1-6.2). Avec la limite de temps de 3 heures,
la valeur de la fonction objectif fournie par SE-DCA est la meilleure et celle de SE est la
pire.

– Dans le cas où n = 100, SE-DCA et DCA sont beaucoup meilleurs que BB et COUENNE.
La différence entre la solution de DCA et celle de SE-DCA est négligeable alors que le
temps d’exécution de SE-DCA est beaucoup plus grand. Il est donc intéressant d’appliquer
SE-DCA afin de résoudre les problèmes de taille moyenne, et d’utiliser COUENNE pour les
problèmes de petite taille. Pour les problèmes de grande taille, nous conseillons d’utiliser
l’algorithme DCA.
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FIG. 6.1 – Comparaison entre SEDCA, SE et COUENNE dans le cas où n = 50.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux algorithmes efficaces pour le problème de mini-
misation du coût d’un système de production/stockage multi-étapes en présence de goulot
d’étrangement. Ce problème se modélise sous la forme d’une programmation non linéaire
en variables mixtes. Premièrement, il est reformulé comme une programmation DC. L’algo-
rithme DCA est ensuite développé pour résoudre le problème résultant. Finalement, nous
combinons DCA et l’algorithme SE (SE-DCA) dans le but de trouver une résolution globale.
Les résultats numériques comparés avec COUENNE ont montré que DCA réalise très bien
le compromis entre la rapidité et la qualité de solution : il trouve une bonne solution ap-
proximée dans un temps d’exécution petit. Grâce à l’efficacité de DCA l’algorithme combiné
SE-DCA est beaucoup meilleur que l’algorithme SE sans DCA : SE-DCA donne une solution
meilleure que celle de SE malgré que son temps d’exécution soit beaucoup plus petit. Dans
le futur, nous allons développer l’algorithme DCA et SE-DCA pour d’autres problèmes dans
le système de production et dans la châıne d’approvisionnement.
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FIG. 6.2 – Comparaison entre SEDCA, SE et COUENNE dans le cas où n = 100.
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goulot d’étrangement

P
r

N
o

D
C
A

S
E
D
C
A

S
E

C
O
U
E
N
N
E

V
al

T
im

e
G
a
p
D
C
A

V
al

T
im

e
G
ap

V
al

T
im

e
G
ap

V
al

T
im

e
G
ap

1
50

4131.02
0.1404

6.11
4124.72

1499.98
4.96

4249.88
3h

7.24
4133.60

18.70
3h

2
50

4401.03
0.1404

8.35
4387.09

2230.38
5.00

4440.08
3h

5.27
4403.41

8.09
3h

3
50

4094.90
0.0468

8.74
4076.33

3h
6.03

4372.74
3h

12.39
4077.19

14.43
3h

4
50

4983.90
0.1404

9.06
4979.29

3h
6.39

5442.13
3h

14.36
4965.90

15.20
3h

5
50

4507.86
0.1872

7.82
4472.71

5684.30
4.89

4546.49
3h

6.25
4493.97

16.35
3h

6
50

4872.33
0.1560

11.06
4838.57

3h
6.89

5250.76
3h

14.20
4830.35

15.91
3h

7
50

4899.07
0.0936

7.59
4874.49

3h
5.05

5087.91
3h

8.87
4872.79

14.22
3h

8
50

4836.84
0.1560

9.88
4822.66

3h
7.03

5200.02
3h

13.55
4770.30

17.92
3h

9
50

4155.28
0.0780

5.62
4145.17

5.89
4.63

4227.85
3h

5.67
4172.28

18.67
3h

10
50

4571.79
0.0936

6.99
4571.79

5224.63
4.87

4739.69
3h

8.03
4576.45

16.49
3h

A
v

50
4545.40

0.1232
8.12

4529.28
//

5.57
4755.75

//
9.58

4529.62
15.60

//

T
A
B
.
6.11

–
L
es

résu
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Pr No
SEDCA SE COUENNE
Val Gap Val Gap Val Gap

1 20 1611.04 4.76 1676.75 8.39 1619.23 11.33
2 20 1955.56 4.95 1991.64 6.83 1943.09 9.64
3 20 1618.87 4.63 1620.49 4.36 1614.82 7.55
4 20 1782.90 4.60 1878.12 9.70 1787.51 6.69
5 20 2217.54 4.26 2219.68 4.88 2218.40 6.80
6 20 2098.54 4.87 2108.96 5.26 2100.74 8.02
7 20 2108.95 4.46 2176.97 7.91 2101.62 9.13
8 20 1993.39 4.91 2018.74 6.08 1991.97 0.00
9 20 1689.47 4.44 1736.91 7.49 1698.10 11.33
10 20 1898.80 3.95 1956.83 7.74 1891.40 2.57
Av 20 1897.51 4.58 1938.51 6.86 1896.69 7.30

TAB. 6.13 – Les résultats de SEDCA, SE et COUENNE au moment où SEDCA s’arrête
dans le cas n = 20

Pr No
SEDCA SE COUENNE
Val Gap Val Gap Val Gap

1 50 4124.72 4.96 4313.92 8.90 4135.83 19.25
2 50 4387.09 5.00 4571.08 8.78 4403.41 8.34
3 50 4076.33 6.03 4372.74 12.39 4077.19 14.43
4 50 4979.29 6.39 5442.13 14.36 4965.90 15.20
5 50 4472.71 4.89 4645.13 8.42 4493.97 17.07
6 50 4838.57 6.89 5250.76 14.20 4830.35 15.91
7 50 4874.49 5.05 5087.91 8.87 4872.79 14.22
8 50 4822.66 7.03 5200.02 13.55 4770.30 17.92
9 50 4145.17 4.63 4533.73 13.29 4172.28 21.19
10 50 4571.79 4.87 4781.64 8.98 4576.45 16.80
Av 50 4529.28 5.57 4819.91 11.17 4529.85 16.03

TAB. 6.14 – Les résultats de SEDCA, SE et COUENNE au moment où SEDCA s’arrête
dans le cas n = 50
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Pr No
SEDCA SE COUENNE
Val Gap Val Gap Val Gap

1 100 8669.41 6.36 9508.06 14.51 8662.07 20.83
2 100 7870.55 4.92 8201.86 8.58 7923.19 20.57
3 100 8827.13 5.99 9493.60 12.58 8851.04 19.23
4 100 7854.80 4.93 8388.66 10.87 7876.39 20.53
5 100 7695.81 4.98 8168.15 10.32 7709.41 20.73
6 100 8874.62 5.94 9634.11 13.24 8876.21 20.22
7 100 8549.44 6.26 9378.66 14.45 8561.76 20.47
8 100 8999.05 6.64 10012.33 16.07 8999.55 20.44
9 100 8976.33 6.22 9862.75 14.59 9009.62 20.78
10 100 8871.19 6.84 9788.45 15.54 8843.70 19.55
Av 100 8518.73 5.91 9243.66 13.08 8531.29 20.34

TAB. 6.15 – Les résultats de SEDCA, SE et COUENNE au moment où SEDCA s’arrête
dans le cas n = 100





Chapitre 7

Détermination des prix de transfert et
des politiques de stockage pour une
châıne d’approvisionnement de deux
entreprises

Résumé Ce chapitre aborde le problème de détermination des prix de transfert et des politiques de
stockage pour une châıne d’approvisionnement de deux entreprises. En 2002, Jonatan a formulé ce
problème sous la forme d’une programmation non linéaire en variables mixtes (PNLM) et proposé
un algorithme pour le résoudre [128]. L’algorithme de Jonatan est très coûteux car il exige de
résoudre une suite de problème linéaire en variable mixtes. Dans ce travail, nous proposons une
approche continue basée sur la programmation DC et DCA. En premier temps, une méthode DCA
multi-redémarré est donnée dans le but de trouver une bonne solution réalisable. Nous proposons
ensuite un problème relaxé basé sur lequel un algorithme SE et un algorithme combiné SE-DCA
sont développés. Les résultats numériques montrent que l’algorithme combiné SE-DCA est efficient
et DCA est aussi très efficace.

7.1 Introduction

Aujourd’hui, la concurrence sur le marché est de plus en plus intense. Les clients s’attendent
à profiter des meilleurs services avec les prix les moins chers. Alors, d’une part les entreprises
doivent assurer les meilleurs services aux clients. D’autre part, elles essaient d’obtenir un
bénéfice le plus haut possible. Dans ce contexte, une gestion efficace de leur châıne d’ap-
provisionnement est devenue un facteur crucial de la réussite. En général, la gestion des
châınes d’approvisionnement est un ensemble de méthode utilisées pour intégrer efficace-
ment les fournisseurs, les manufacturiers, les entrepôts, les distributeurs, les détaillants et
les clients de manière à produire et à distribuer les bonnes quantités de produits, aux bons
endroits et au bon moment pour réduire les coûts inhérents à l’ensemble du système, tout
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en satisfaisant les niveaux de services désirés des clients. Plus précisément, la gestion de la
châıne d’approvisionnement comprend des façons d’améliorer l’efficience dans les activités
suivantes :

– prévision et planification de l’équilibre entre l’offre et la demande ;
– localisation des sources d’approvisionnement en matières premières ;
– fabrication du produit ;
– stockage du produit ;
– livraison et distribution du produit ;
– retour éventuel du produit par le client ;

Le but primordial d’une châıne d’approvisionnement multi-entreprises est de déterminer
une politique de production/stockage/distribution afin de maximiser la performance de la
châıne d’approvisionnement. Normalement, on veut maximiser le bénéfice total en assurant
l’égalité de bénéfice entre les sous entreprises. Cela a été étudié et montré par nombreux
travaux [125, 126, 134]. Dans [135], Chau Chan et Proth ont proposé un modèle de partage
des risques et des bénéfices dans une châıne d’approvisionnement. Ils ont considéré une
châıne d’approvisionnement qui comprend une grossiste et un détaillant. La demande du
client est supposé dépendante au prix. L’objectif est de maximiser le bénéfice total en sorte
que la grossiste et le détaillant aient un bénéfice proportionnel à leur investissement [137].
Cependant, les auteurs ont considéré un seul produit et single période alors que les firmes
préfèrent souvent un plan optimal de production dans un horizon de temps. Ainsi, nous avons
besoin d’étudier des modèles multi périodes pour le problème considéré. Par ailleurs, le prix
de transfert de produit entre deux sous entreprises est largement utilisé en pratique (voir [127,
130, 131, 133, 136] pour avoir plus d’informations sur le prix de transfert). Particulièrement,
les recherches récentes ont montré que le prix de transfert joue un rôle important pour
distribuer plus justement le bénéfice entre les sous entreprises. Cela explique la nécessité
de l’utilisation du prix de transfert dans les modèles de châıne d’approvisionnement multi
entreprises. En outre, en raison des problèmes fiscaux le siège social donne souvent des
niveaux de prix de transfert pour chaque produit aux sous entreprises. De plus, la présence
des niveaux des prix de transfert réduit le temps de négociation entre deux sous entreprises.

En ce qui concerne nos travaux, nous considérons une châıne d’approvisionnement de deux
entreprises. Une entreprise qui fabrique les produits et l’autre les distribue aux clients. L’ob-
jectif des gestionnaires est de déterminer le prix de transfert de chaque produit, le plan de
production/stockage/transport dans un horizon de temps pour maximiser le bénéfice total
en assurant l’équilibre de distribution des bénéfices entre deux sous entreprises. Dans la
littérature, les modèles mathématiques de ce problème ont été présentés par Jonatan et al.
[128] en 2002. Concernant les prix de transfert, les auteurs ont introduit plusieurs niveaux
pour chaque produit et y choisi le meilleur. Par rapport aux modèles, ils ont proposé trois
approches suivantes :

– La première est l’approche single qui consiste à maximiser le bénéfice total de deux sous
entreprises. Cette approche se ramène à un problème d’optimisation linéaire en variables
mixtes 0-1(PLM). Pour le résoudre, il existe maintenant des logiciels, par exemple Cplex,
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Lingo,...Pourtant, les résultats obtenus ont montré que la distribution de bénéfice de deux
sous entreprises est inéquilibrée. Ceci n’est pas surprenant car dans ce modèle on s’intéresse
seulement au bénéfice total.

– La deuxième approche est proposée pour éviter l’inéquilibre de bénéfice entre deux sous
entreprises. L’idée principale est de baser sur la fonction de négociation [129] dans la
théorie des jeux qui a été introduit par Nash. Cette approche est appelée l’approche Nash.
La fonction objectif dans ce cas est le produit (ΠA − ΠL

A)(ΠB − ΠL
B) où ΠL

A,Π
L
B sont les

bénéfices minimums exigés par les entreprises A et B respectivement, et ΠA,ΠB sont les
bénéfices de A et B. Cette fonction objectif est non linéaire, non convexe. Il s’agit d’un
problème d’optimisation non linéaire en variables mixtes (PNLM).

– La troisième approche est celle qui mélange l’approche single et l’approche Nash. Plus
précisément, on maximise le bénéfice total sous la contrainte que le bénéfice de chaque
entreprise doit être supérieur au bénéfice donné par l’approche Nash.

Pour résoudre le problème d’optimisation non linéaire en variables mixtes dans la deuxième
approche, Jonatan et al. ont proposé un algorithme qui consiste à résoudre une suite des
programmations linéaires en variables mixtes 0-1. Les résultats numériques ont montré que
l’approche Nash fournit un bénéfice total très proche de celui fourni par l’approche single
[128]. De plus, la distribution de bénéfice donné par l’approche Nash est beaucoup plus
équilibrée. Ainsi, l’approche Nash est une approche cruciale pour le problème considéré.
Néamoins, l’algorithme existant proposé par Jonatan est très compliqué et très coûteux.
C’est pourquoi nous nous intéressons à l’approche Nash et développons les algorithmes plus
efficaces.

Notre idée est de profiter des avantages de la programmation DC pour traiter directement
le problème PNLM. En premier lieu, nous le reformulons comme une programmation DC
en appliquant une technique de pénalité. La méthode DCA est ensuite développée pour
résoudre le problème résultant. A chaque itération, nous ne résolvons qu’une programma-
tion quadratique convexe au lieu d’une programmation linéaire en variables mixtes comme
dans la méthode de Jonatan. Le temps d’exécution de DCA est très court. En outre, les
résultats numériques nous montrent que la solution de DCA est assez bonne. Dans l’objectif
de donner une résolution globale, nous proposons une relaxation convexe et un algorithme
SE. Finalement, dans le but de profiter de l’efficacité de DCA nous combinons DCA et SE.
Les résultats numériques de tous les trois algorithmes DCA, SE, SE-DCA sont également
étudiés avec soin. La comparaison a montré que l’algorithme combiné SE-DCA est le meilleur
parmi les trois et DCA est aussi très efficace.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. La section suivante est consacrée à la
description du modèle mathématique. La section 7.3 discute la méthode de résolution alors
que la section 7.4 rapporte les résultats numériques. La conclusion est donnée dans la dernière
section.



136
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7.2 Formulation mathématique

Dans cette section, nous représentons le modèle mathématique qui a été introduit par Jo-
natan [128]. Des contraintes, des variables inutiles sont éliminés pour réduire le nombre de
contraintes et le nombre de variables. Pour faciliter la compréhension et pour éclairer la
présentation nous rappelons le problème.

Nous considérons une châıne d’approvisionnement comprenant deux entreprises A et B. L’en-
treprise A fabrique et livre les produits à l’entreprise B. Après, L’entreprise B les vend aux
clients avec les demandes déterministes durant l’horizon de temps [0, T ]. Nous supposons
que l’entreprise A manufacture I produits à partir de R matériels (”resources” en anglais).
Le prix de chaque produit que A vend à B est choisi parmi K niveaux de prix de trans-
fert. En outre, les entreprises doivent stocker un nombre de produits qui est supérieur à un
seuil donné qui est appelé le seuil minimum de stockage. Naturellement, l’entreprise A doit
payer le coût de fabrication (y compris le coût de matériel), le coût d’administration, le coût
de stockage et le coût de transport. L’entreprise B doit payer le coût d’administration, le
coût de transport, le coût de stockage et le coût des produits achetés de A. Concernant le
revenu, celui de A est déterminé par les coûts de produits vendus à B tandis que celui de
B est déterminé par les prix de produits sur le marché. L’objectif des gestionnaires de la
châıne d’approvisionnement est de trouver un plan de production, de stockage, de transport
et les niveaux de prix de transfert tels que toutes les demandes de client sont satisfaites et
la distribution de bénéfice de A et B est équilibrée.

Pour la formulation, nous utilisons les notations suivantes :

– URi,r : la quantité du matériel r pour la fabrication d’un produit i.
– Rr,t : la capacité du matériel r durant période t.
– MFCi : le coût de fabrication du produit i.
– TCA

i : le coût de transport du produit i que l’entreprise A doit payer.
– TCB

i : le coût de transport du produit i que l’entreprise B doit payer.
– HA

i : le coût d’administration du produit i que l’entreprise A doit payer.
– HB

i : le coût d’administration du produit i que l’entreprise B doit payer.
– P̂i,k : le niveau k ième du prix de transfert du produit i.
– Di,t : la demande du client pour le produit i durant période t.
– σAi , σ

B
i : les seuils minimaux de stockage du produit i en A et B respectivement.

– ρi : le prix du produit i sur le marché.
– hc : le constant basé sur lequel le coût de stockage est calculé.
– ΠL

A : le bénéfice minimum que l’entreprise A demande.
– ΠL

B : le bénéfice minimum que l’entreprise B demande.

Au niveau des variables, nous introduisons les variables décisionnelles Xi,k qui sont définies
par

Xi,k =

{
1 si le niveau k ième de prix de transfer est choisi pour le produit i,
0, si non.

(7.1)
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et les variables continues sont définies comme suit :
– ΠA,ΠB : le bénéfice de A et B respectivement,
– Pi : le prix de transfert du produit i (entre A et B),
– Mit : la quantité du produit i fabriqué durant période t,
– IAi,t, I

B
i,t : la quantité du produit i stocké en A et B durant période t,

– XI i,k,t : les variables ajoutées pour linéariser les termes non linéaires Ii,tXi,k,
– Fi,t : le nombre du produit i transporté de A à B durant période t,
– FX i,k,t les variables ajoutées pour linéariser les termes non linéaires Fi,tXi,k.
La quantité du matériel utilisé à chaque période doit être inférieure à sa capacité totale.
Mathématiquement, cette contrainte est modélisée comme suit :∑

i

URi,rMi,t ≤ Rr,t ∀r, t. (7.2)

La relation entre la quantité du produit stocké, la quantité de produit fabriqué, le nombre
du produit transporté de A à B et la demande du client est exprimée par

IAi,t = IAi,t−1 +Mi,t − Fi,t ∀i,∀t ≥ 2, (7.3)

IAi,1 =Mi,1 − Fi,1 ∀i, (7.4)

IBi,t = IBi,t−1 + Fi,t −Di,t ∀i, ∀t ≥ 2, (7.5)

IBi,1 = Fi,1 −Di,1 ∀i. (7.6)

La quantité de produits stockés en A et B doit être supérieure au seuil minimal. Alors, nous
avons les contraintes suivantes :

IAi,t ≥ σAi ∀i, t, (7.7)

IBi,t ≥ σBi ∀i, t. (7.8)

Nous considérons, pour chaque produit i, K niveaux différents de prix de transfert. Un seul
prix est choisi pour le produit i quand l’entreprise A le vend à l’entreprise B. Alors les
contraintes sur les prix de transfert sont présentées comme suit :

Pi =
∑
k

P̂i,kXi,k ∀i, (7.9)

∑
k

Xi,k = 1 ∀i. (7.10)

Le bénéfice de A est la différence entre le revenu de A et sa dépense. La dépense de A est
le total du coût de fabrication, coût d’administration, coût de stockage, coût de transport.
Le revenu de A est déterminé par la somme de PiFi,t ∀i, t. Notons que le coût de stockage
dépend au prix du produit et au constant hc. Le bénéfice de l’entreprise B est calculé de
manière similaire.
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Détermination des prix de transfert et des politiques de stockage pour une châıne
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ΠA =
∑
i

∑
t

[
PiFi,t −MFCiMi,t − hc.PiIAi,t −HA

i (Mi,t + Fi,t)− TCA
i Fi,t

]
,

ΠB =
∑
i

∑
t

[
Di,tρi − PiFi,t − hc.ρiIAi,t −HB

i (Di,t + Fi,t)− TCB
i Di,t

]
.

Dans les équations ci-dessus, nous voyons que les termes PiFi,t et PiI
A
i,t sont non linéaires.

Nous les linéarisons comme suit [126] :

FX i,k,t ≤ Xi,k.MAX ∀i, k, t,

Fi,t =
∑
k

FX i,k,t ∀i, t,

PiFi,t =
∑
k

P̂i,kFX i,k,t ∀i, t,

XI i,k,t ≤ Xi,k.MAX ∀i, k, t,

IAi,t =
∑
k

XI i,k,t ∀i, t,

PiI
A
i,t =

∑
k

P̂i,kXI i,k,t ∀i, t,

oùMAX est un nombre suffisamment grand. Par conséquence, les contraintes sur les bénéfices
de A et B sont exprimées comme ci-dessous :

ΠA =
∑
i

∑
t

[∑
k

P̂i,kFX i,k,t −MFCiMi,t − hc.
∑
k

P̂i,kXI i,k,t

−HA
i (Mi,t + Fi,t)− TCA

i Fi,t

]
,

(7.11)

ΠB =
∑
i

∑
t

[
Di,tρi − PiFi,t − hc.ρiIAi,t −HB

i (Di,t + Fi,t)− TCB
i Di,t

]
, (7.12)

FX i,k,t ≤ Xi,k.MAX ∀i, k, t, (7.13)

Fi,t =
∑
k

FX i,k,t ∀i, t, (7.14)

XI i,k,t ≤ Xi,k.MAX ∀i, k, t, (7.15)

IAi,t =
∑
k

XI i,k,t ∀i, t, (7.16)

Les contraintes de bénéfice minimum de A et B sont données par

ΠA ≥ ΠL
A, (7.17)
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ΠB ≥ ΠL
B. (7.18)

Finalement, la contrainte de non négativité est appliquée pour toutes les variables.

FX i,k,t, XI i,k,t,Mi,t, Fi,t, I
A
i,t, I

B
i,t, Pi ≥ 0 ∀i, k, t. (7.19)

Selon l’approche Nash, on cherche à maximiser la fonction de négociation Nash (ΠA −
ΠL
A)(ΠB − ΠL

B). Ainsi, le modèle mathématique du problème considéré est donné comme
suit :

(P) max{f(ζ) = (ΠA − ΠL
A)(ΠB − ΠL

B) : ζ ∈ S},
où S est l’ensemble de solutions réalisable qui contient tous les points ζ satisfaisant les
contraintes (7.1)-(7.19).

Le problème (P) est une programmation non linéaire en variables mixtes 0-1(PNLM). Dans
la section suivante, nous allons présenter une résolution basée sur la programmation DC et
DCA.

7.3 Méthode de résolution basée sur la programmation

DC et DCA

7.3.1 Reformulation DC et l’algorithme DCA

Nous allons reformuler le problème (P) sous la forme d’une programmation DC et utiliser
DCA pour la résoudre. L’idée est d’appliquer le résultat dans le Théorème 1.7 (théorème de
pénalité).

Le nombre des variables du problème (P) est noté L. Il est facile de voir que

L = 2 + 2IKT + 4IT + I + IK.

Nous désignons ζ = (ΠA,ΠB, X,XI, FX,M,F, IA, IB, P ) ∈ RL.

Soit Ω le domaine relaxé de S, c’est à dire

Ω := {ζ ∈ RL satisfait (7.2− 7.19) et Xi,k ∈ [0, 1]}.

Considérons la fonction p : RL → R définie par

p(ζ) =
I∑
i=1

K∑
k=1

Xi,k(1−Xi,k).

Il est clair que p(ζ) est finie, concave et non négative sur Ω. En appliquant le Théorème 1.7
nous obtenons, pour un nombre η suffisamment grand, le problème d’optimisation équivalent
à (P)

min
{
fη(ζ) = −(ΠA − ΠL

A)(ΠB − ΠL
B) + ηp(ζ) : ζ ∈ Ω

}
.
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Détermination des prix de transfert et des politiques de stockage pour une châıne
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C’est une programmation DC de la forme

min
{
fη(ζ) = g(ζ)− h(ζ) : ζ ∈ Ω

}
(7.20)

où
g(ζ) := χΩ(ζ) + 0.25Π2

A − 0.5ΠAΠB + 0.25Π2
B,

h(ζ) := 0.25Π2
A + 0.5ΠAΠB + 0.25Π2

B − ΠL
BΠA − ΠL

AΠB

+η
I∑
i=1

K∑
k=1

Xi,k(Xi,k − 1) + ΠL
AΠ

L
B.

Il est clair que g et h sont convexes.

Par sa définition, h est différentiable et u = ▽h(ζ) est calculé par
u1 = 0.5(ζ1 + ζ2)− ΠL

B,
u2 = 0.5(ζ1 + ζ2)− ΠL

A,
u2+(i−1)I+k = 2ηXi,k − η,
uj = 0, si non.

(7.21)

Selon la description de DCA, l’algorithme DCA pour le problème (7.20) consiste à déterminer,
à chaque itération ℓ, deux suites

{
uℓ
}
et

{
ζℓ
}
telles que uℓ = ▽h(ζℓ) et ζℓ+1 est une solution

optimale de la programmation quadratique convexe suivante :

min{g(ζ)− ⟨ζ, uℓ⟩ : ζ ∈ Ω}. (7.22)

DCA appliqué à (7.20) se décrit comme suit :

Algorithme 7.1 (DCA-SC)

Initialisation
– Choisir la tolérance ϵ positive suffisamment petite.
– Choisir un point initial ζ0 ∈ RL et ℓ = 0.
Répéter
– Calculer uℓ = ▽h(ζℓ) via (7.21).
– Résoudre le problème d’optimisation quadratique convexe (7.22) pour obtenir une solution
ζℓ+1.

– ℓ←− ℓ+ 1.
Jusqu’à ∥ζℓ+1 − ζℓ∥ ≤ ϵ ou ∥fη(ζℓ+1)− fη(ζℓ)∥ ≤ ϵ.

Théorème 7.1 (Propriété de convergence de l’Algorithme 7.1)

i) L’Algorithme 7.1 génère une suite {ζℓ} telle que la suite {fη(ζℓ)} est décroissante.

ii) La suite {ζℓ} converge vers une solution ζ∗ qui satisfait la condition nésessaire d’optimalité
locale
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Preuve : Ces propriétés sont les conséquences directes des propriétés convergentes de la
programmation DC (voir par exemple [62]) 2

Puisque DCA travaille sur le domaine relaxé, la solution obtenue ζ∗ n’est pas forcement
entières. Dans un tel cas, nous modifions la solution obtenue pour avoir un nouveau point
initial et après redémarrons l’algorithme DCA-SC jusqu’à obtenir une solution entière. Le
nouveau point initial ζ0 pour DCA-SC est calculé à partir de la solution ζ∗ comme suit :

Procédure IP(calculer le point initial ζ0)
• Choisir le premier index i ∈ {3, 4, ..., 2 + IK} tel que ζ∗i /∈ {0, 1}.
• Définir ζ0 de façons suivante

ζ0i =

{
1 if ζ∗i ≥ 0.5,

0, si non.
et ζ0j = ζ∗j ∀j ̸= i.

Algorithme 7.2 (DCA-SC multi redémarré)

Initialization
– Résoudre le problème (P) par DCA-SC pour obtenir une solution ζ∗.
– Si ζ∗ est réalisable Alors S’ARRÊTER.
Répéter
– Calculer le point initial ζ0 à partir de ζ∗, la solution fournie par DCA-SC, via la procédure
IP.

– Lancer DCA-SC avec le point initial ζ0 pour obtenir la solution ζ∗.
Jusqu’à ζ∗ est réalisable.

7.3.2 Algorithme combiné DCA et SE pour le problème (P)

L’algorithme présenté dans cette section a pour objectif de trouver une solution globale du
problème (P). Ici, la borne suppérieure de la valeur de fonction objectif est calculé via un
problème relaxé (rappelons que (P) est un problème de maximisation). De plus, sa solution
est choisie pour le point initial de DCA-SC. Le problème relaxé considéré est

(P ′) max{f(ζ) = (ΠA − ΠL
A)(ΠB − ΠL

B) : ζ ∈ Ω}.

Bien que le problème (P ′) soit non convexe, nous pouvons le résoudre via un problème
convexe équivalent. Nous allons présenter sa résolution après la description de l’algorithme
combiné SE-DCA où nous utilisons les notations suivantes :

– ζ = (ΠA,ΠB, X,XI, FX,M,F, IA, IB, P ) désigne la variable du problème.
– ζR : la solution du problème relaxé sur le rectangle R,
– ζRDCA : la solution donnée par DCA-SC sur le rectangle R,
– ζ∗ : la meilleure solution,
– γ : la meilleure borne supérieure,
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– α : la meilleure borne inférieure.

L’algorithme combiné de DCA et SE (SE-DCA) peut être décrit comme suit :

Algorithme 7.3 (L’algorithme combiné SE-DCA)

Initialisation :
– Choisir le premier rectangle R0 := [0, 1]IK

– Choisir un nombre positif suffisamment petit ϵ.
Étape 1 :
– Résoudre le problème relaxé (P ′) pour obtenir une solution ζR0.
– Si ζR0 est réalisable Alors

ζR0 est une solution optimale globale, S’ARRÊTER
Sinon

La première borne suppérieure est donnée par γ = f(ζR0).
Résoudre le problème (P ) par DCA-SC avec le point initial ζR0 pour obtenir ζR0

DCA.
Si ζR0

DCA est réalisable Alors
Déterminer α = α(R0) = f(ζR0

DCA).
Sinon α = −∞.
FinSi

FinSi
– Si (γ − α) ≤ ϵγ Alors S’ARRÊTER
Sinon

ℜ ←− {R0}.
FinSi

Étape 2 :

– Sélectionner un rectangle Rℓ ∈ ℜ et i∗, k∗ tels que XRℓ
i∗,k∗ /∈ {0, 1}.

– Diviser le rectangle Rℓ en deux sous rectangles Rℓ0 , Rℓ1 via i∗, k∗

Rℓj = {X ∈ Rℓ, Xi∗,k∗ = j, j = 0, 1}.

– Résoudre les problèmes max{f(ζ) : ζ ∈ Ω, X ∈ Rℓj} pour obtenir les solutions ζRℓj .

– Si ζRℓj est réalisable Alors
Mettre à jour la meilleure borne inférieure α = max{α, f(ζRℓj )}.
Metre à jour la meilleure solution ζ∗.

Sinon
Appliquer DCA-SC pour résoudre le problème

min{fη(ζ) : ζ ∈ Ω, X ∈ Rℓi}

pour obtenir la solution ζ
Rℓj

DCA.

Si ζ
Rℓj

DCA est réalisable Alors

Mettre à jour la meilleure borne inférieure α = max{α, f(ζ
Rℓj

DCA)}.
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Mettre à jour a meilleure solution ζ∗.
FinSi

FinSi
– ℜ = {R ∈ ℜ : γ(R) > α} ∪ {Rℓj : γ(Rℓj) > α, j = 0, 1} \ {Rℓ}.
– Mettre à jour γ = max{γ(R) : R ∈ ℜ}.

Étape 3 :
– Si (γ − α) < ϵγ Alors S’ARRÊTER
Sinon

Retourner à l’étape 2.
Finsi

Résolution du problème (P ′)

S’il existe un point ζ0 ∈ Ω tel que f(ζ0) > 0 alors la solution optimale ζ du problème (P ′)
satisfait

f(ζ) = (ΠA − ΠL
A)ΠB − ΠL

B) ≥ f(ζ0).

De plus, il en constate que ΠA et ΠB sont plus petits que C =
∑
i

∑
t

(ρi −MFCi.Mi,t)Di, t.

Par conséquent, ΠA et ΠB satisfont

ΠA − ΠL
A ≥ ξA =:

f(ζ0)

C − ΠL
B

, (7.23)

ΠB − ΠL
B ≥ ξB =:

f(ζ0)

C − ΠL
A

. (7.24)

Par ailleurs, la maximisation de f(ζ) = (ΠA−ΠL
A)(ΠB−ΠL

B) est équivalente à la minimisation
de f1(ζ) = − log(ΠA − ΠL

A)− log(ΠB − ΠL
B). Alors, une solution optimale du problème (P ′)

peut être obtenue en résolvant le problème d’optimisation convexe suivant :

(P1) min
{
f1(ζ) = − log(ΠA − ΠL

A)− log(ΠB − ΠL
B) : ζ ∈ Ω, (7.23), (7.24)

}
.

Pour résoudre le problème (P1), on peut utiliser un algorithme pour la programmation
convexe. Dans nos travaux, nous utilisons DCA pour trouver une solution optimale de (P1).
Rappelons que DCA donne, pour un problème convexe, une solution optimale globale. Nous
utilisons la décomposition DC ci-dessous :

f1(ζ) = g1(ζ)− h1(ζ)

où

g1(ζ) =
λ

2
Π2
A +

λ

2
Π2
B,

h1(ζ) =
λ

2
Π2
A +

λ

2
Π2
B + log(ΠA − ΠL

B) + log(ΠB − ΠL
B).

Ici, λ prend une valeur plus grande que max{ 1
ξ2A
, 1
ξ2B
} pour assurer que h1(ζ) soit convexe.
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7.4 Résultats numériques

Pour évaluer l’efficacité de DCA-SC et SE-DCA, nous faisons une comparaison entre leurs
résultats et ceux fournis par l’algorithme SE sans DCA (SE). Tous les trois algorithmes ont
été programmés en C++ et exécutés sur un ordinateur Core2Duo 2.8GHz, RAM 2.0 GB.
Le logiciel commercial CPLEX 11.2 a été utilisé pour résoudre le problème d’optimisation
quadratique convexe. La limite de temps d’exécution de 3600 secondes est fixée pour tous
les trois algorithmes. Nous avons testé la performance des algorithmes proposés sur 125 jeux
de données qui sont aléatoirement générés et ont des tailles différentes. Dans tous les jeux
de données, les coûts de fabrication MFCi sont aléatoirement générés dans [1.0, 10.0]. Les
prix de produits sur le marché ρi sont aléatoirement générés dans [1.2MFCi, 1.4MFCi]. Les
coûts d’administration, les coûts de transport sont respectivement déterminés par 1% et 2%
des coûts de fabrication. En outre, pour chaque produit, nous fixons 10 niveaux de prix de
transfert qui varient entre 1.0 et 10.0. Le nombre des produits stockés est fixé à 10 pour tous
les produits tandis que le constant hc est fixé 0.05.

Nous considérons 5 cas ci-dessous :
– Cas 1 (50 variables binaires) : I = 5, K = 10, T = 12, il n’y a pas la limite sur les capacités
de matériel. La demande du client Di,t sont aléatoirement générée dans [100, 300]. Tous
les deux entreprises A et B exigent un bénéfice minimum de 100.

– Cas 2 (100 variables binaires) : I = 10, K = 10, T = 12, il n’y a pas la limite sur les
capacités de matériel. La demande du clientDi,t sont aléatoirement générée dans [300, 500].
L’entreprise A exige un bénéfice minimum de 1500 lorsque celui de B est de 1000.

– Cas 3 (150 variables binaires) : I = 15,K = 10, T = 12, R = 6, la demande du clientDi,t et
la demande de matériel URi,r sont générées dans [300, 500] et [0, 1.0] respectivement alors
que la capacité de matériel Rr,t est aléatoirement générée dans [3000, 5000]. L’entreprise
A exige un bénéfice minimum de 15000 et celui de B est de 5000.

– Cas 4 (200 variables binaires) : I = 20, K = 10, T = 12, R = 6, la capacité de matériel Rr,t

est aléatoirement générée dans [4000, 6000]. Le bénéfice minimum exigé par A est de 20000
tandis que l’entreprise B exige un bénéfice minimum de 15000. Les autres paramètres sont
générés de manière similaire dans le cas 3.

– Cas 5 (300 variables binaires) : I = 30, K = 10, T = 12, R = 6, la capacité de matériel
Rr,t est aléatoirement générée dans [6000, 8000]. Le bénéfice minimum de A est fixé 15000
et celui de B est de 30000. Les autres paramètres sont générés de manière similaire dans
le cas 3.

Les résultats donnés par tous les trois algorithmesDCA-SC, SE-DCA et SE sont présentés
dans les mêmes tableaux où nous utilisons les notations suivantes :
⋄ Prob : problème,
⋄ OptVal : la valeur de la fonction objectif fournie par chaque algorithme,
⋄ Time : le temps d’exécution en seconde de chaque algorithme,
⋄ Gap est calculé par Gap = UB−OptV al

UB
.100% où UB est la meilleure borne supérieure qui

est donnée souvent par SE.
⋄ Le symbole NA dans les colonnes Gap et OptV al de SE signifie que l’algorithme SE ne
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trouve aucune solution réalisable après une heure.
Les Tableaux 7.1-7.5 rapportent les résultats obtenus dans les cas i, i = 1, 2, 3, 4, 5 respecti-
vement. La dernière ligne désigne la moyenne de Gap, la moyenne de temps d’exécution, la
moyenne de la valeur de fonction objectif. En outre, les Figures 7.1-7.5 présentent la moyenne
de temps d’exécution et la moyenne de Gap dans les cas i = 1, 2, ..., 5 respectivement. Ces
figures nous permettent de voir plus clairement l’efficacité de chaque algorithme

FIG. 7.1 – Cas 1 : I=5, K=10, T=12

FIG. 7.2 – Cas 2 : I=10, K=10, T=12

Commentaires sur les résultats

A partir des résultats ci-dessus, nous constatons que :
• DCA-SC est très rapide : dans le cas 1 (50 variables binaires), DCA-SC trouve une
solution avec la moyenne de temps d’exécution de 3.16 secondes alors que celles de SE,
SE-DCA sont 875.64 secondes et 52.45 secondes respectivement. Dans les autres cas, SE
ne trouve aucune solution réalisable après une heure. Mais DCA-SC fournit une solution
locale avec la moyenne de temps d’exécution plus petite que 46.85 secondes.
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FIG. 7.3 – Cas 3 : I=15, K=10, R=6, T=12

FIG. 7.4 – Cas 4 : I=20, K=10, R=6, T=12

• DCA-SC donne une solution très proche d’une solution globale : DCA-SC est non seule-
ment très rapides mais il fournit également une solution assez bonne. Sa moyenne de Gap
varie entre 6.03% et 8.72 %. Il y a 61/125 jeux de données oùDCA-SC donne une solution
dont Gap < 5%.
• L’algorithme combiné SE-DCA est très efficace : grâce à l’efficacité de DCA-SC, le Gap
de SE-DCA est réduit rapidement et il trouve une ϵ-solution optimale avec le temps de
calcul plus petit que 707.09 secondes. Contrairement à SE-DCA, SE ne fonctionne pas
pour les problèmes de grande taille (quand le nombre des variables binaires est plus grand
que 100). SE ne fonctionne que dans le cas 1. Dans les autres cas, il ne trouve aucune
solution réalisable après 3600 secondes.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux algorithmes efficaces basés sur la programma-
tion DC et DCA pour le problème de détermination des prix de transfert et des politiques
de stockage dans une châıne d’approvisionnement de deux entreprises. Nous éliminons en
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FIG. 7.5 – Cas 5 : I=30, K=10, R=6, T=12

premier temps des contraintes et des variables inutiles dans le modèle original qui est une
programmation non linéaire en variables mixtes. Ensuite, le problème est reformulé sous
la forme d’une programmation DC afin d’appliquer DCA. Un algorithme DCA de multi-
redémarrages est développé pour trouver une solution réalisable du problème considéré.
Enfin, nous proposons un problème relaxé convexe basant sur lequel un algorithme com-
biné SE-DCA est présenté. Nous avons effectué une comparaison sur les résultats four-
nis par DCA, l’algorithme combiné SE-DCA et l’algorithme SE sans DCA. Les résultats
numériques ont montré que SE-DCA est le meilleur parmi les 3 et DCA est aussi très
efficace. Par conséquence, il est très intéressant d’étudier les approches basées sur la pro-
grammation DC et DCA pour les autres problèmes d’optimisation non convexes en gestion
de châıne d’approvisionnement.
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d’approvisionnement de deux entreprises

D
C
A

B
&
B
-D

C
A

B
&
B

P
rob

O
p
tV

al
G
ap

%
T
im

e
O
p
tV

al
G
ap

%
T
im

e
O
p
tV

al
G
ap

%
T
im

e
0

3537618094,69
0,11

34,14
3453912928,65

2,47
565,20

N
A

N
A

3610,23
1

2366148755,64
1,25

38,61
2323409986,58

3,04
619,63

N
A

N
A

3602,95
2

2951462205,56
16,37

35,14
3523281680,51

0,16
643,30

N
A

N
A

3603,27
3

2393346548,72
5,70

54,83
2534952599,72

0,12
628,81

N
A

N
A

3611,14
4

2864313788,55
9,50

51,88
3128958202,73

1,14
596,47

N
A

N
A

3604,64
5

1941901921,85
16,70

55,45
2282657348,64

2,08
563,59

N
A

N
A

3601,13
6

2461483985,52
18,23

52,41
2881086710,53

4,29
608,59

N
A

N
A

3607,89
7

2443178900,02
3,78

51,30
2535191445,78

0,16
689,13

N
A

N
A

3616,11
8

2356784830,28
4,88

44,20
2413627863,77

2,59
612,47

N
A

N
A

3607,84
9

3039213187,59
0,23

43,95
2988108719,32

1,91
658,22

N
A

N
A

3602,33
10

3467788768,60
6,56

52,64
3707623993,90

0,10
835,81

N
A

N
A

3619,81
11

2218264111,90
3,35

52,80
2207552537,00

3,82
625,11

N
A

N
A

3601,59
12

2655981970,50
0,49

42,00
2541177531,43

4,79
554,06

N
A

N
A

3600,94
13

2786864547,67
7,57

46,97
3011235428,00

0,12
186,14

N
A

N
A

3609,44
14

2313637716,21
8,11

48,08
2450245531,85

2,69
620,38

N
A

N
A

3605,27
15

2538223027,16
0,09

48,09
2432596729,00

4,25
707,09

N
A

N
A

3603,84
16

4702605160,57
19,73

51,84
5591151756,38

4,56
557,97

N
A

N
A

3600,84
17

3499595620,93
1,59

51,89
3543569667,10

0,36
645,39

N
A

N
A

3603,17
18

2077285973,71
0,89

38,03
2014736703,55

3,87
586,58

N
A

N
A

3607,16
19

2581408040,54
9,96

51,42
2800250268,70

2,33
610,31

N
A

N
A

3602,63
20

1701035319,05
0,16

39,39
1637092878,62

3,91
680,94

N
A

N
A

3613,38
21

3214326642,13
0,27

43,16
3219533957,72

0,11
570,36

N
A

N
A

3604,39
22

3164500474,59
7,63

43,23
3323431388,09

2,99
634,91

N
A

N
A

3609,34
23

2566229377,20
11,66

47,48
2900182619,13

0,16
620,50

N
A

N
A

3600,50
24

2251024815,81
6,54

52,38
2370363511,92

1,58
623,49

N
A

N
A

3611,83
A
v
e
r.

2723768951,40
6,45

46,85
2872637279,54

2,14
609,78

N
A

N
A

3606,47

T
A
B
.
7.5

–
R
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Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié dans cette thèse certains problèmes d’optimisation non convexes difficiles
qui jouent un rôle important dans deux domaines : gestion de portefeuille et gestion de pro-
duction. Les approches présentées ici se basent sur la méthode par Séparation et Evaluation
(SE), la programmation DC et DCA parmi lesquelles DCA occupe le rôle crucial. Cette
démarche est justifiée par la complexité et la taille très grande des problèmes considérés
d’une part et l’efficacité de DCA dans les travaux précédents pour résoudre des problèmes
complexes d’autre part. Notre ambition est de proposer les nouveaux algorithmes combinés
efficaces basés sur DCA étant capables de traiter des problèmes de dimension réelle.

”L’art” de modélisation et de reformulation occupent une place importante dans nos tra-
vaux. En effet, grâce aux techniques de formulation/reformulation nous avons pu mettre en
évidence la forme DC des problèmes considérés. Nous avons exploité la structure spéciale de
chaque problème pour trouver les algorithmes bien adaptés, robustes et peu coûteux. Les
résultats numériques ont montré que notre objectif est atteint pour cinq problèmes suivants :

Pour le problème min max continu en présence des contraintes de cardinalité en gestion de
portefeuille, nous l’avons reformulé comme un problème d’optimisation sous les contraintes de
complémentarité et en variables mixtes 0-1. Nous avons ensuite prouvé que les contraintes
de complémentarité peuvent être ignorées. Le problème résultant peut s’écrire comme un
programme quadratique convexe en variables mixtes 0-1. L’algorithme DCA a après été
développé pour ce problème. Les résultats de DCA sont comparés avec ceux de CPLEX.

Concernant le problème d’optimisation à deux niveaux, nous l’avons reformulé sous la forme
d’un programme DC polyédral. L’algorithme DCA pour ce problème a donc les propriétés de
convergence intéressantes. L’algorithme combiné SE-DCA est largement supérieure à l’algo-
rithme SE. En outre, nous avons présenté un problème important en gestion de portefeuille
qui est modélisé comme une programmation à deux niveaux. Les résultats de DCA avec des
données réelles qui sont les prix d’actif sur le marché de la France sont comparés avec ceux
de SE. La comparaison a montré la globalité des solutions données par DCA.

Quant au problème de minimisation du coût de maintenant comprenant le temps de séjour
et la pénalité du retard, nous avons donné son premier modèle déterministe qui est un
programme linéaire en variables mixtes 0-1 de très grande dimension. La méthode DCA
a réussi à résoudre un problème avec 9000 variables binaires et environs 18000 variables
continues alors que CPLEX 11.2 ne fonctionne pas dans ce cas puisque le nombre des variables
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binaires est trop grand. Bien que DCA travaille sur un domaine continu, il fournit une solution
entière. Les résultats de DCA est meilleurs que ceux de FTR - une méthode heuristique
récente.

En ce qui concerne le problème de minimisation du coût d’un système de production/stockage
multi-étapes en présence de goulot d’étrangement, nous l’avons reformulé comme la mini-
misation d’une fonction DC sur un rectangle. Par conséquent, nous avons pu donner un
algorithme DCA explicit. Basant sur la technique de relaxation DC, nous avons proposé
un problème relaxé convexe et ensuite proposé un algorithme SE et un algorithme combiné
SE-DCA. Les résultats numériques de SE-DCA et DCA ont été comparés avec ceux de la
méthode SE et COUENNE, un logiciel pour la programmation non convexe.

De même pour le problème de détermination des prix de transfert et les politiques de stockage
dans une châıne d’approvisionnement de deux entreprises qui est celui de programmation non
linéaire en variable mixtes 0-1, nous l’avons structuré et avons donné un algorithme DCA
multi-démarré et un algorithme combiné SE-DCA. Leurs résultats sont comparés avec ceux
de l’algorithme SE sans DCA.

Finalement, grâce aux expériences numériques, nous avons montré la supériorité des algo-
rithmes proposés par rapport aux algorithmes standards.

Perspectives

Plusieurs perspectives sont ouvertes à la suite de nos travaux.

Premièrement, nous avons choisi, dans nos travaux, la solution du problème relaxé comme le
point initial de DCA. Vu que le choix de point initial influence considérablement à la qualité
des solutions obtenues, il nous semble que les résultats de DCA pour les problèmes dans le
Chapitre 5 et le Chapitre 7 puissent être améliorés. Alors, des stratégies de choix de point
initial pour ces problèmes nécessitent une recherche plus approfondie.

Deuxièmement, pour le problème d’optimisation à deux niveaux, nous avons considéré le
cas où la fonction objectif du premier niveau est quadratique convexe et la fonction objectif
du second niveau est linéaire. Il est intéressant d’étudier ce problème dans d’autres cas, par
exemple la fonction objectif du premier niveau est DC ou/et la fonction objectif du second
niveau est non linéaire. Par ailleurs, comment améliorer la borne inférieure reste une question
ouverte.

Enfin, pour reformuler le problème d’optimisation non convexe en variables entières dans
le Chapitre 6 comme un programme DC, nous avons pénalisé les constraintes entières mais
ce n’est pas une technique de pénalité exacte. La question se pose alors : pouvons - nous
reformuler ce problème par une technique de pénalité exacte.

Toutes ces questions feront l’objet de nos futurs travaux.
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Résumé

Cette thèse porte sur la recherche des techniques d’optimisation pour la résolution de certains problèmes
importants en deux domaines : gestion de portefeuille et gestion de production. Il s’agit des problèmes d’op-
timisation non convexe de grande dimension. Notre travail est basé sur la programmation DC (Différence de
fonctions convexes), DCA (DC Algorithmes), la méthode par Séparation et Evaluation (SE). Cette démarche
est motivée par la robustesse et la performance de la programmation DC et DCA comparée aux autres
méthodes.

La thèse comprend trois parties :

Dans la première partie, nous présentons les outils fondamentaux et les techniques essentielles en program-
mation DC, DCA ainsi que les méthodes par Séparation et Evaluation. La deuxième partie concerne les
problèmes d’optimisation non convexes en gestion de portefeuille. Nous avons étudié deux problèmes :
– Problème min max continu en gestion de portefeuille en présence des contraintes de cardinalité.
– Une classe des problèmes d’optimisation à deux niveaux et son application en sélection de portefeuille.
La troisième partie est consacrée à la recherche sur les problèmes d’optimisation non convexe en gestion de
production. Trois problèmes ont été étudiés :

– Minimisation du coût de maintenance comprenant le temps de séjour et la pénalité du retard.
– Minimisation du coût d’un système de production/stockage multi-étapes en présence de goulot d’étrangement.
– Détermination des prix de transfert et les politiques de stockage pour une châıne d’approvisionnement de

deux entreprises.

Mots clés :Optimisation non convexe, Programmation DC, DCA, Séparation et Evaluation (SE), Relaxation
DC, Programmation en variables mixtes entières, Programmation à deux niveaux, Gestion de portefeuille,
Gestion de Production.

Abstract

This thesis deals with optimization techniques for solving some optimization problems in two domains :
portfolio selection and production management. They are large scale non convex optimization problems
due to integer variables and/or the non convexity of the objective function. Our approach is based on DC
programming and DCA, DC relaxation techniques and the algorithm Branch and Bound. This work is
motivated by the robustness and the performance of the DC programming and DCA compared to other
methods.

The thesis includes three parts :

In the first part, we present the fundamental tools and the essential techniques in DC programming, DCA
as well as the method Branch and Bound. The second one concerns some non convex optimization problem
in portfolio selection. Two following problems are considered :
– Min max continuous problem with the cardinality constraints in portfolio selection.
– A class of bilevel programming problems and its application in portfolio selection.
The third part contains some non convex optimization problems in production management. We study three
problems :
– Minimization of the maintenance cost involving the flow time and the tardiness penalty.
– Minimization of the cost of multi-stages production/inventory systems with bottleneck.
– Determination of transfer prices and inventory policy in supply chain of two enterprises.
Keywords : Non convex optimization, DC programming, DCA, Branch and Bound, DC relaxation, Bilevel
Programming, Mixed integer programming, Portfolio selection, Production management.
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