N
N

N

HAL

open science

Théorie de I'indice et géométrie basique d’un feuilletage
riemannien

Alexandre Rey Alcantara

» To cite this version:

Alexandre Rey Alcantara. Théorie de l'indice et géométrie basique d’un feuilletage riemannien.
Mathématiques générales [math.GM]. Université Paul Verlaine - Metz, 2011. Frangais. NNT:

2011METZ022S . tel-01749059

HAL Id: tel-01749059
https://hal.univ-lorraine.fr /tel-01749059
Submitted on 29 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01749059
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




Université Paul Verlaine, Metz

Theése

présentée pour obtenir le grade de

Docteur en Mathématiques

par

Alexandre REY ALCANTARA

Théorie de I'indice et géométrie basique
d’un feuilletage riemannien

Soutenue publiquement le 2 novembre 2011, devant le jury
composé de :

Moulay-Tahar Benameur (PR Metz, Directeur de thése)
Sylvie Paycha (PR Clermont-Ferrand, Rapporteur)
Alexander Gorokhovsky  (Associate PR Boulder, Rapporteur)
Jean-Louis Tu (PR Metz, Examinateur)
Jean Renault (PR Orléans, Examinateur)
Martin Schlichenmaier (PR Luxembourg, Examinateur)

Varghese Mathai (PR Adelaide, Australie, Examinateur)



Remerciements

Je voudrais remercier Moulay-Tahar Benameur qui a bien voulu encadrer
ma thése. Je le remercie pour tout le temps qu’il a bien voulu m’accorder,
pour les opportunités qu’il m’a proposées, et j'en profite pour saluer ses
grandes qualités pédagogiques.

Je voudrais remercier Alexander Gorokhovsky et Sylvie Paycha d’avoir
bien voulu rapporter ma thése et d’avoir consacrer autant de temps & sa relec-
ture. Je remercie également Jean-Louis Tu, Jean Renault, Varghese Mathai
et Martin Schlichenmaier d’avoir accepté de faire partie de mon jury.

Je voudrais témoigner de ma reconnaissance & Aziz El-Kacimi pour m’avoir
acceuilli a Lille, pour avoir répondu & mes nombreuses questions et m’avoir
délivré de trés bons conseils et de précieuses explications tout au long de ce
travail. Je voudrais également remercier Alexander Gorokhovsky, Gaél Mei-
gniez et Gilbert Hector, qui ont bien voulu discuter avec moi et me prodiguer
d’excellents conseils.

Je souhaiterais remercier les membres du LMAM avec qui j’ai travaillé
durant ces quatre derniéres années, plus particuliérement 1’équipe de Géo-
métrie Non-Commutative et les collégues avec qui j’ai collaboré pour mes
enseignements. Je citerais parmi eux Nicolas Louvet, Philippe Bonneau, Ni-
colas Prudhon et Dong Ye. Je remercie également Angela Pasquale qui a
toujours accepté de répondre & mes questions avec énormément de gentillesse.

Je voudrais remercier mes collégues doctorants du LMAM pour tous les
bons moments que nous avons passés ensemble et pour la solidarité qui s’est
toujours exprimée entre nous. Je citerais parmi eux Frédéric Albert, Indrava
Roy, El-Kaioum Moutuou, Stéphane Garnier, Mikaél Chopp et en particu-
lier Jérome Noél qui m’a offert & de nombreuses reprises sa précieuse aide
et sans qui j’aurais passé des pauses de midi bien plus moroses. Je voudrais
également remercier mes collégues de bureaux Imen Ayadi et Ivan Lassagne
avec qui j’ai partagé d’excellents moments et qui me manqueront.

Je souhaiterais également remercier la formidable secrétaire du LMAM
Isabelle Naviliat.

Je voudrais saluer les doctorants que j’ai rencontré lors de conférences
et avec qui j’ai passé de trés bons moments, en particulier Haija Moustafa,
Maria-Paula Gomez-Aparicio, et Nicolas Hussenot.

Je voudrais profiter de cette occasion pour témoignier & Chakib Bennis
de la profonde gratitude que j’ai & son égard pour tout le temps qu’il a bien



voulu m’accorder tout au long de mes études, pour les conseils qu’il m’a
prodigué durant ces dix derniéres annés et pour tout ce qu’il a fait pour moi.
Je crois qu’il est temps de lui avouer que c’est lui qui a fait naitre en moi la
vocation de ’enseignement.

Je tiens & témoignier ma reconnaissance & Dorin Bucur pour les précieux
conseils qu’il m’a délivrés & de trés nombreuses reprises, pour le temps qu’il
a bien voulu m’accorder et pour m’avoir incité a entreprendre ce travail et
pour m’avoir toujours prodigué de judicieux conseils.

Je voudrais spécialement remercier Anne Lux pour tout le temps qu’elle
a bien voulu m’accorder, et je sais combien son temps est précieux. Je vou-
drais la remercier pour les nombreux conseils qu’elle m’a prodigués et pour
I’aide formidable qu’elle m’a apporté durant les six semaines ou j’ai eu la
chance de la remplacer au lycée Fabert de Metz.

Je voudrais remercier mes collégues du lycée Fabert qui se sont montrés
particuliérement accueillants et qui m’ont beaucoup soutenus durant le bref
séjour que j’ai effectué aupres d’eux. Je voudrais citer particuliérement Jean-
Denis Eiden, Sylvie Larose et Christiane Vincent.

Je tiens également a remercier tous mes collégues actuels du lycée Henri
Poincaré de Nancy dont 'aide et le soutien me sont trés précieux.

Je voudrais remercier ma famille. Tout d’abord mon beau-pére Didier
pour son soutien, ses encouragements, son aide et puis tout simplement parce
que je sais qu’il est trés fier de moi. Je voudrais remercier mes fréres d’avoir
supporté pendant toutes ces années mes cassages de pieds, mes exigences,
ma mauvaise humeur (cette liste n’est pas exhaustive) et puis aussi de ne
pas avoir pris assez de temps pour eux.

Je tiens absolument & profiter de cette occasion pour remercier ma meére
pour tout ce qu’elle a fait pour moi. Pour I’éducation qu’elle m’a donnée,
pour s’étre occupé avec autant de ferveur de sa famille, pour avoir tout fait
pour que je puisse prendre en mains mon destin. Elle a été & mes cotés du-
rant toutes mes études, m’a toujours encouragé, soutenu, assisté et a tout fait
pour faciliter ma réussite. Je n’aurais jamais eu 'occasion de faire des études
sans elle et je n’aurais certainement pas accompli un aussi beau parcours. Je
sais combien elle est fiere de moi et combien elle aurait aimé pouvoir étre a
ma place. Je tiens donc a lui témoigner ma plus profonde gratitude.

Je souhaiterais remercier ma tendre compagne Jeanne-Sophie qui m’a
encouragé, soutenu, supporté mes sauts d’humeurs, mes baisses de moral,
mes lamentations, mes “maux de téte” a répétition, et qui est restée & mes



coOtés tout au long de ces années. Je lui dois beaucoup.

Je voudrais finir en remerciant mon pays, ma patrie la France. Durant
ces quatre derniéres années, 'idée de perpétuer la tradition francaise des
mathématiques, d’entretenir la réputation des mathématiques francaises m’a,
toujours accompagnée. Je ne saurais cacher 'amour que je voue & mon pays,
celui qui a acceuilli mes parents immigrés, qui m’a vu grandir, qui m’a nourri,
soigné et éduqué et qui ne m’a jamais reproché mon nom aux sonorités
étrangeéres.



Table des matiéres

Introduction

Rappels sur les opérateurs différentiels

2.1 Opérateurs différentiels . . . . . . ... ... 0L
2.1.1  Opérateurs différentiels elliptiques . . . . . . .. ...
2.1.2 L’opérateur de signature . . . . . . .. ... ... ...
2.1.3 L’opérateur de Dolbeault . . . ... ... ... ....
2.1.4 L’opérateur de Dirac . . . . . . . ... ... .. ....

2.2 Actions de groupes compacts . . . . . ... ...
2.2.1 Cohomologie de de Rham invariante . . . ... .. ..
2.2.2  Opérateurs différentiels invariants . . . . . . . ... ..
2.2.3 L’opérateur de signature invariant . . . ... ... ..
2.2.4 L’opérateur de Dolbeault invariant . . . . ... .. ..

Feuilletages riemanniens

3.1 Connexion et courbure . . . . . .. ... oL
3.1.1 La connexion de Levi-Civita transverse . . . . . . . ..
3.1.2  Courbure principale . . . ... ... ... ... ...

3.2  Géométrie basique d’un feuilletage riemannien . . . . . . . . .
3.2.1 Généralités . . . . ..o
3.2.2  Cohomologie basique pour les suspensions . . . . . . .
3.2.3 Forme volume transversale et opérateur de Hodge ba-

Opérateurs différentiels basiques
4.1 Opérateurs transversalement elliptiques . . . . . .. ... ..
4.2 Le Laplacien basique . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
4.3 L’opérateur de de Rham basique . . . .. ... ... .. ...
4.4 L’opérateur de signature basique . . . .. .. ... ... ...
4.5 TL’opérateur de Dolbeault basique . . . . . . ... .. ... ..
4.6 L’opérateur de Dirac basique . . . . ... .. ... ... ...
47 Exemples . . . .. ..
4.7.1 Exemples de calculs de signature basiques . . . . . ..



4.7.2 Exemples de calculs d’indice de l'opérateur de Dol-
beault basique . . ... .. ... ... L. 87

Invariance par homotopie feuilletée de la signature basique 93

L’indice basique en tant qu’indice distributionnel 98
6.1 Existence de l'indice distributionnel . . . . . . . .. .. .. .. 98
6.2 Lecasdesactions libres . . . . ... ... .. ... ... ... 104
6.3 Multiplicativité et excision . . . . . . . . ... ... ... 107
6.4 Lien avec l'indice basique et l'indice équivariant . . . . . . . . 114
Généralités sur les feuilletages et théorie de Molino 117
A1l Premiéres définitions . . . . . . . . .. .. ... ... 117
A.2 Structures transverses . . . . . . . .. ... ... 120
A3 Holonomie . . . . . . . .. .. ... .. .. 121
A4 Théoriede Molino . . . . ... . . .. .. .. ... ... 123
Notion de F-fibrés 125
Index 130



Chapitre 1

Introduction

La notion de feuilletage a été introduite dans les années 1940 par Erehs-
mann et Reeb. Elle a été ensuite développée par Haefliger, Novikov, Thurs-
ton, ..[Thu74, Nov63, Hae58|. Dans le cas d’un feuilletage riemannien, la
cohomologie des formes différentielles basiques introduite par B. Reinhart
[Rei59a|, qui est alors de dimension finie [EKASHS85], a joué un réle impor-
tant dans la production d’invariants topologiques pour ces feuilletages. 1l est
ainsi possible par exemple de définir, comme dans le cas d’une variété fer-
mée, la caractéristique d’FEuler basique ou encore la signature basique d’un
feuilletage riemannien.

De plus il a été démontré dans [EKA90] que ces invariants sont des indices
de Fredholm d’opérateurs différentiels basiques transversalement elliptiques
sur le feuilletage. A. El Kacimi a plus précisement prouvé que tout opérateur
différentiel basique transversalement elliptique sur un feuilletage riemannien
posséde un indice de Fredholm appelé indice basique.

La question naturelle qui s’est alors posée est le calcul de tels indices par
des formules topologiques. C’est ce que nous appellerons dans cette thése le
probléme de 'indice basique, il a été posé pour la premiére fois dans [EKA90].

Le probléme de l'indice basique s’est avéré assez difficile et malgré plu-
sieurs tentatives, il est resté ouvert jusqu’en 2010. En 2010 deux travaux
importants ont été réalisés indépendamment par A. Gorokhovsky et J. Lott
[GL10] et par J. Bruning, F. Kamber et K. Richardson [BKR10a, BKR10b]
et ont permis de donner les premiéres formules d’indice basique. Dans I’ar-
ticle [GL10], une formule topologique est obtenue sous certaines hypotheéses
sur le faisceau de Molino, en utilisant une approche classique appuyée en par-
tie sur la formule de 'indice d’Atiyah-Segal-Singer [AS68]. Dans [BKR10a,
BKR10b], aucune hypothése importante n’est imposée au feuilletage rieman-
nien et la formule obtenue est une somme de contributions associées & la
stratification par les adhérences des feuilles. Ce dernier travail ne fournit pas
de formule topologique aussi explicite que la formule d’Atiyah-Singer.

Le probléme de l'indice basique est intimement lié au célébre probléme



de l'indice pour les opérateurs transversalement elliptiques pour les actions
de goupes de Lie compacts sur des variétés fermées, tel qu’énoncé par M.
F. Atiyah dans [Ati]. La solution du probléme de l'indice basique a donc
des conséquences sur le calcul des multiplicités de certaines représentations
de groupes de Lie compacts dans la représentation indice définie par Atiyah
[Duf].

Meéme si le probléme de l'indice transverse d’Atiyvah est toujours ou-
vert, des réponses partielles ont été apportées par N. Berline et M. Vergne
dans l'article [BV96b] ainsi que dans [BV96a|. Les formules de délocalisation
de Berline-Vergne pourraient donc en principe fournir grace au théoréme
de Molino, des informations importantes sur l'indice basique d’un opérateur
différentiel basique transversalement elliptique sur un feuilletage riemannien.
Parce que la formule de Berline-Vergne ne permet pas de calculer les multi-
plicités, une telle approche ne suffit pas & calculer 'indice basique par une
formule topologique.

Nous avons choisi dans ce travail une approche unifiant les deux prob-
blémes de I’indice. Plus précisément, le probléme de 'indice basique d’El
Kacimi et le probléme de 'indice transverse d’Atiyah peuvent étre generali-
sés et unifiés en un seul probléme introduit et étudié dans cette thése. Nous
nous intéressons & la situation d’un feuilletage riemannien muni d’une action
feuilletée d’un groupe de Lie compact G et & I’étude des opérateurs basiques
G-invariants qui sont (G, F)-transversalement elliptiques, c’est-a-dire dont
le symbole principal restreint & la fois aux orbites de G et au feuilletage F
est inversible. Nous démontrons que de tels opérateurs possédent un indice
basique distributionnel qui est une distribution centrale sur G. Lorsque le
feuilletage est de dimension maximale (formé d’une seule feuille, la variété
ambiante) on retrouve la notion d’opérateurs G-transversalement elliptiques
et leur indice selon Atiyah. Lorsque le groupe G est le groupe trivial G = {e}
on retrouve la notion d’opérateurs basiques transversalement elliptiques par
rapport au feuilletage et leur indice basique selon El Kacimi. Le cas géné-
ral étudié dans cette thése peut donc étre naivement compris comme une
interpolation entre ces deux situations géométriques extrémes. Dans le cas
général, notons que si 'opérateur basique est transversalement elliptique
pour le feuilletage, alors 'indice distributionnel appartient & R(G).

Comme dans Atiyah nous démontrons que 'indice distributionnel basique
satisfait aux axiomes habituels d’excision et multiplicativité. Nous donnons
aussi la formule obtenue dans le cas des actions libres. Enfin Iapplication
du théoréme de Molino nous permet, comme dans le cas sans action décrit
plus haut, de relier 'indice distributionnel basique & un indice distribution-
nel d’Atiyah classique sur la variété basique du feuilletage et relativement
au produit cartésien de G par le groupe orthogonal transverse.

Nous allons maintenant décrire plus en détails les résultats démontrés
dans ce travail. Lors de notre étude des invariants géométriques provenant



d’opérateurs basiques, nous étudions la signature basique o(M/F). En éta-
blissant un "lemme de Poincaré basique", nous démontrons le résultat sui-
vant :

Théoréme. 34 Soit f : (M,F) — (N,F') une équivalence d’homotopie
feuilletée, entre deux feuilletages riemanniens homologiquement orientables,
préservant les orientations. Alors o(N/F') = o(M/F).

Nous étudions ensuite la situation d’un feuilletage riemannien muni d’une
action d'un groupe de Lie compact G. En suivant Uarticle d’Atiyah [Ati], et
en I'adaptant au cas des feuilletages, nous montrons alors qu’un opérateur
G-invariant basique transversalement elliptique par rapport a l'action du
groupe et du feuilletage, admet un indice distributionnel basique :

Théoréme. 35 On suppose que D est (G, F)-transversalement elliptique.
On note Yyer p le caractére de la représentation ker D. Alors yyer p €st bien
défini et vit dans I'espace de Sobolev H~dim Wu(G).

On note indgoq 5(D) = Xker D — Xker D+ que nous appelons ici indice distri-
butionnel basique.

Nous étudions ensuite les propriétés de cet indice distributionnel. Nous
commencons par étudier le cas des actions libres : on suppose qu’on a une
action lisse d’un groupe de Lie compact de la forme G x H tel que H agit
librement sur la variété M. On a donc un fibré principal M — M /H. On sup-
pose de plus que M/H est muni d’un feuilletage riemannien F qui se reléve
sur M en un feuilletage riemannien F¥ et que toutes les actions considérées
sont feuilletées. Un opérateur différentiel D (G, F)-transversalement ellip-
tique sur M/H se reléve alors en un opérateur (G x H, F*)-transversalement
elliptique D¥. L’indice de ce dernier se calcule alors a partir de l'indice de D
de la maniére suivante :

Théoréme. 36 On a

nd® (D9 = 3 i 5(D © Wi)xe
acH

ot (Wa),cpy est un ensemble de représentants de 'ensemble des classes de
repésentations irréductibles unitaires du groupe H, x, le caractére associé a
W, et W, est le fibré vectoriel au-dessus de M /H associé a W,,.

Nous étudions ensuite la propriété de multiplicativité. Considérons deux
variéteés fermées munies de feuilletages riemanniens (M, F) et (M’, F') mu-
nies d’action feuilletées de G et H respectivement. Si A est un opérateur
(G, F)-transversalement elliptique agissant sur M et B est un opérateur
(H, F')-transversalement elliptique agissant sur M’ alors ces deux opérateurs
induisent un opérateur G x H-invariant F & F'-basique AfB sur M x M’
qui est (G x H, F & F')-transversalement elliptique. De plus 'indice de AfB
se calcule comme suit :



Théoréme. 37
ind“2 ' (AfB) = ind?oo’B(A)indgjofIB(B).

Supposons maintenant qu’on a une variété non-compacte U munie d’un
feuilletage et d’une action feuilletée de G et une variété compacte M vérifiant
les mémes hypothéses. On suppose de plus qu’on a un plongement j : U — M
respectant les feuilletages et les actions de groupes. Si D est un opérateur
différentiel (G, F)-transversalement elliptique sur U, vérifiant une certaine
hypothése, on peut alors définir le poussé-en-avant j,(D) et on a :

Théoréme. 38 L’indice distributionnel basique indgoo’ p(J«(D)) est indé-
pendant du choix de j.

Dans la derniére partie de cette thése, nous suivons une méthode clas-
sique en géométrie des feuilletages et appliquons le théoréme de structure des
feuilletages riemanniens da a P. Molino [Mol88]. Nous utilisons donc le théo-
réme de Molino afin de calculer I'indice distributionnel basique d’un opéra-
teur D qui est (G, F)-transversalement elliptique en fonction de 'indice équi-
variant d’un opérateur D sur la variété basique qui est G-transversalement
elliptique. Lorsque G est le groupe trivial, cette construction a été réalisée
dans [EKA90|, l'utilisation de l'indice distributionnel permet alors de géné-
raliser cette approche. Plus précisément nous démontrons :

Théoréme. 40 L’indice distributionnel basique de D est donné par
ind?_ (D) = ind?_(D")

ot H désigne le groupe orthogonal et D¥ est la restriction aux sections H-
invariantes d’un certain opérateur différentiel elliptique (G x H)-invariant
sur la variété basique.

La theése est structurée de la maniére suivante.

Dans la premiére partie nous donnons les rappels nécéssaires sur les opé-
rateurs différentiels elliptiques. Puis nous étudions le cas des opérateurs in-
variants par rapport a 'action d’un groupe de Lie compact. Ces résultats
sont classiques et sont rappelés pour le confort du lecteur.

Dans la deuxiéme partie nous nous concentrons sur les feuilletages rie-
manniens. Nous définissons les outils nécessaires & leur étude comme la
connexion de Levi-Civita transverse et la forme de courbure principale. Nous
définissons ensuite la cohomologie basique.

Le but de la troisiéme partie est I’étude des opérateurs transversalement
elliptiques au feuilletage. Nous suivons I'article d’A. El-Kacimi [EKA90] pour
montrer que de tels opérateurs ont des propriétés similaires aux opérateurs
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différentiels elliptiques sur les variétés fermées. Nous étudions ensuite les opé-
rateurs différentiels classiques comme le Laplacien basique et décrivons des
propriétés classiques de la cohomologie basique. Nous calculons également
des exemples d’indices d’opérateurs transversalement elliptiques et termi-
nons par étudier 'invariance par homotopie feuilletée de la signature basique.

La quatriéme partie est dédiée a la situation d’un feuilletage riemannien
muni d’une action d’un groupe de Lie compact G respectant le feuilletage.
Nous nous intéressons alors aux opérateurs transversalement elliptiques par
rapport au feuilletage et a 'action du groupe. Nous montrons que les opéra-
teurs de ce type admettent un indice basique distributionnel (théoréme 35)
et établissons les propriétés de cet indice. A 'aide du théoréme de Molino,
nous montrons alors (théoréme 40) qu’on peut ramener ce probléme & celui
d’un opérateur transversalement elliptique par rapport au produit cartésien
de G et d’un groupe orthogonal, et établissons ainsi le lien entre le probléme
de l'indice basique et le probléme de l'indice équivariant (théoréeme 40).

Une question naturelle qui pourrait prolonger cette thése est par exemple
I’adaptation du travail de Berline et Vergne afin d’obtenir une formule de
délocalisation pour calculer I'indice distributionnel basique.

L’annexe A introduit les premiéres notions sur les feuilletages et rappelle
les deux théorémes de structure sur les feuilletages riemanniens das a P.
Molino [Mol88].

L’annexe B rappelle la notion de F-fibré vectoriel [KT75].

11



Chapitre 2

Rappels sur les opérateurs
différentiels

Soient (M, g) une variété compacte connexe riemmanienne sans bord
orientée de dimension n de coordonnées locales (z1, ..., x,), et E, E' des fi-
brés vectoriels hermitiens au-dessus de M de rang N et N’. On notera =(M)
l’algebre de Lie des champs de vecteurs sur M, (., .) g le produit scalaire ponc-
tuel associé & la métrique g, (.,.),, le produit scalaire L? ou (.,.) s’il n’y a
pas d’ambiguité et VM la connexion de Levi-Civita sur M.

2.1 Opérateurs différentiels

Nous allons commencer par rappeler quelques éléments de la théorie des
opérateurs différentiels elliptiques, en particulier le fait que de tels opéra-
teurs admettent un indice de Fredholm (voir [AS68, Gil84, LM89, Roe98|)
et étudier un peu plus en détails les opérateurs différentiels provenant de
situations géométriques : le Laplacien, 'opérateur de de Rham, 'opérateur
de signature, I'opérateur de Dolbeault et l'opérateur de Dirac.

2.1.1 Opérateurs différentiels elliptiques

Dans tout le paragraphe nous rappellerons les différents théorémes sans
donner de démonstration. Le lecteur intéressé trouvera les différentes dé-
monstrations dans [LM89].

Définition 1. On appelle opérateur différentiel d’ordre m sur M une ap-
plication linéaire D : T'(E) — T'(E’) tel que D s’écrit localement sous la

forme
D = Z aq(x) D

laj<m

12



X , o
ou D¢ = 1‘alm et aa(vx) S hOm(EJnEé)
Remarque. En utilisant des trivialisations locales on peut voir localement
ao(z) comme un élément de My n/(C°(M)) Pensemble des matrices de
taille N x N’ & coefficients dans C*°(M).

Définition 2. Soient x € M et & € T) M, le symbole principal de D en z et
¢ est Papplication linéaire o(D)(z,§) : E, — E! définie par

o(D)(x,&) =™ > &L aa(@).

laj=m

Remarque. On note 7 : T*M — M la projection.

Alors le symbole de D est une section du fibré hom(7*(E), 7*(E’)) au-dessus
de T*M. Le symbole o(D)(z,£) est un polynéme homogene de degré m par
rapport a la variable &.

Définition 3. On dit que lopérateur différentiel D est elliptique si pour
tout co-vecteur non-nul & € T*M\{0} le symbole o(D)(z,&) est inversible.

Exemple 1. 11 est facile de voir que la différentielle de de Rham
d: QF(M) — QFFY(M) est un opérateur différentiel d’ordre 1 et que son
symbole est donné par o(d)(z,&)(w) = i€ Aw ott w € AFT M.

Définition 4. Soit dvol la forme volume canonique sur la variété rieman-
nienne M. Si h est une métrique hermitienne sur le fibré vectoriel E, on
munit I'(E) du produit scalaire défini par

(0,0") = /M h(o,o")dvol.

On appelle adjoint formel de D Dopérateur D* : T'(E™*) — T'(E*) caractérisé
par

(D(0),0"y = (0,D*(0")) .
Proposition 1. Soit D : I'(E) — I'(E’) un opérateur différentiel d’ordre m
et D* son adjoint formel. Alors D* est un opérateur différentiel d’ordre m
et le symbole de D* est donné par o(D*)(z,&) = o(D)(x,&)*.
En particulier D est elliptique si et seulement si D* est elliptique.

Exemple 2. On notera § I’adjoint formel de la différentiel de de Rham d.
Rappelons qu’avec les conventions de signe habituelles,

§: QF(M) — QFY(M) est donné par § = (—1)"+"~1 x dx, ol * désigne
lopérateur de Hodge sur M (voir [LM89]).

Le Laplacien A = do + dd : Q*(M) — Q*(M) est un opérateur différentiel
d’ordre 2.

De plus son symbole est donné par o(A)(z,§) = ZEJQ = ||¢]*1d.
j=1

En particulier le Laplacien est un opérateur elliptique.

13



Exemple 3. On note QP = @ paier(M) et Qimpair — impaier(M).
L’opérateur D = d + ¢ est un opérateur différentiel d’ordre 1 sur Q*(M).
Comme D? = A, on voit que D est un opérateur elliptique.

Dans la suite on appellera opérateur de de Rham 'opérateur

D, - Qpair _ OIMPAIT i est la restriction de 'opérateur D a QP (M).

Définition 5. Soient V une connexion linéaire sur F et s € N.
On appelle s-iéme norme de Sobolev (associée & la connexion V et a la
meétrique hermitienne sur E) la norme

lol[2 =D 1IVi(0)]?
§=0

ou ||.]| est la norme induite par la métrique sur M et E.
On appelle s-iéme espace de Sobolev la complétion de I'(E) pour la norme
de Sobolev. On le notera H*(E).

Remarque. On peut montrer que la définition des espaces de Sobolev est
indépendante du choix de la métrique et de la connexion (voir [LM89]).

On rappelle que la variété M est supposée compacte.

Théoréme 1 (d’inclusion de Sobolev). Soit s > g + k, on a une inclusion
continue H*(E) C C*(E).

Théoréme 2 (Lemme de Rellich). Si s’ < s on a H*(E) C H¥ (E). De plus
I'inclusion est dense et compacte.

Proposition 2. Soit D : I'(E) — I'(E’) un opérateur différentiel d’ordre m,
alors D se prolonge en un opérateur borné D : H5(E) — H*"™(E’),Vs € N.

Théoréme 3. Soit D : I'(E) — I'(E’) un opérateur différentiel elliptique
d’ordre m.
(i) Si U est un ouvert de M et o € H*(E), alors D(o)y est de classe
C* implique que oy est de classe C° (régularité elliptique).
(ii) Si s € N, D se prolonge en un opérateur de Fredholm
D: H%(E) — H*"™(E') dont 'indice de Fredholm défini par

ind(D) = dimker D — dim ker D*

est indépendant de s. De plus on calcule cet indice en regardant uni-
quement ’action de D sur les sections C*° de F.

Le lecteur trouvera les preuves des différents points du théoréme suivant
dans [LM89, Gil84].

Théoréme 4. Soit D : I'(E) — T'(E) un opérateur différentiel elliptique
formellement auto-adjoint d’ordre m > 0. Alors

14



(i) Les valeurs propres de D sont réelles.

(ii) Les espaces propres de D sont de dimension finie et formés de sections
Cc™.

(iii) L’ensemble des valeurs propres de D est une suite qui tend en module
vers +oo (autrement dit D est un opérateur & résolvante compacte).

(iv) L?(M, E) est la somme hilbertienne des espaces propres de D.

(v) Si (Ag)x est la suite des valeurs propres de D on a A, ~ ck™n oil ¢ est
une constante.

Théoréme 5. Soit D : I'(E) — T'(E) un opérateur différentiel elliptique
formellement auto-adjoint d’ordre m. Alors on a une décomposition L2-

orthogonale
I'(E) =ker D @ ImD.

Exemple 4. Si E = AT*M et D est le Laplacien A,
alors ImA = Imd & Imd* et ker A = H*(M) est 'ensemble des formes har-
moniques. On obtient alors la décomposition de de Rham-Hodge :

OF(M) = HP(M) @ Imd & Imd*.

Corollaire 1. La cohomologie de de Rham H*(M) est isomorphe & I’espace
des formes harmoniques H*(M).

Nous rappelons ici cette démonstration car elle nous sera utile par la
suite.

Démonstration. Selon la décomposition de de Rham-Hodge on a

V(M) =H(M)®Imd®Imé out H*(M) = {w € Q*(M)/dw =0 et dw = 0}
et Tmd = (kerd)=*.

Donc kerd = H*(M) @ Imd, puisque d? = 0.

Donc H*(M) = kerd/Imd = H*(M). O

Exemple 5. Dans le cas de U'opérateur de de Rham D l'indice de D est
égal a la caractéristique d’Euler x(M). En effet :

le noyau de D est ker D = ker A|Qpair, donc le noyau de Dy est ’espace
des formes harmoniques paires.

Or 'espace des formes harmoniques H*(M) est isomorphe & la cohomologie
de de Rham H*(M).

Donc dimker D, = dim HP2*(M).

De méme on a dimker D% = dim H'™P#()f). Donc ind(D4) = x(M).

Définition 6. On suppose ici que D est un opérateur différentiel elliptique
formellement auto-adjoint positif d’ordre m > 0, on peut alors définir par
calcul fonctionnel 'opérateur D™* out s € R (voir [Gil84]) : si A est une valeur
propre non-nulle et v un vecteur propre associé¢ on pose D™%(v) = A" %v, si
A =0 et v est un vecteur propre associé on pose D™ %(v) = 0.
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Citons un dernier résultat, dont le lecteur intéressé touvera la preuve

dans [Gil84].

Théoréme 6. Sous les mémes, hypothése, on note dy la dimension de I’es-
pace propre associé a A.

dim M d
— , alors D™ est tragable et trD™° = Z —Z‘

Sis >
A>0

2.1.2 L’opérateur de signature
Supposons que M est orientée sans bord et de dimension n = 41.

Rappel. L’application Q : H? (M) x H? (M) définie par

Q) W) = /me’

est une forme bilinéaire bien définie, symétrique et non-dégénérée.
On note o(M) sa signature, appelée la signature de M.

Définition 7. On note 7 : Q¥(M) — Q"F(M) I'application définie par

k(k—1)

_1)l+72 *

7=
oll * désigne l'opérateur de Hodge.

Proposition 3. L’application 7 est une involution qui anticommute avec
Popérateur D = d + 6.

Démonstration. On rappelle que § = (—1)"+7~Lydx ou1 * désigne I'opérateur

de Hodge et 2> = (=1)*=1), Donc ici § = — * d* et *> = (—=1)Id, et 7
anticommute avec D. ]

Définition 8. On note Q*(M) = Q7 (M) © Q* (M) ou 7 (M) (respective-
ment Q* (M)) est I'espace propre de 7 associé a la valeur propre 1 (respec-
tivement —1).

On appelle opérateur de signature et on note D, la restriction de D &
(M), Dy - (M) — QF (M).

Proposition 4. L’indice de Fredholm de 'opérateur de signature Dy est la

signature o (M) de la variétée M.

Démonstration. On rappelle que V'espace H*(M) des formes harmoniques
est isomorphe & H*(M).

Comme 7 anticommute avec D et commute avec A, 7 se restreint en une
involution 7 : ker D — ker D et 7 : ker A — ker A.

On a donc les décompositions

(M) =N (M) & H* (M)
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H* (M) = H' (M) & H* (M).

Donc ind(D4) = dimH3 (M) — dimH* (M) = dim H} (M) — dim H* (M).
Or H* (M) = @peaH: (M) N (HF(M) & HF(M)) & HE(M),

et H* (M) = @peoqH* (M) N (HF(M) @ HAF(M)) @ H2E(M).

Soit Vj, 'espace H¥(M) @ H*=*(M) ou k € {0,...,20 — 1}.

Alors H¥(M) et H¥=*(M) sont permutés par I'action de 7.

. . 1
Donc 7 agit sur Vi et 7 s’écrit sous la forme 1 o)
Donc 'espace propre associé & 1 est I’ensemble des éléments de la forme

(w,7(w)).

Donc la dimension de I’espace propre associé a 1 est dim Hk(M)

De méme la dimension de I’espace propre associé a -1 est dim H*(M).
Donc

dim (@< H5 (M)N(HE(M)SHYF)) —dim(@g <o HE (M)NHF(M)SHYF)) = 0,

et ind(Dy) = dim H2 (M) — dim H?(M).
Or 7 = sur H?(M), donc si o € H2 (M) et B € H*(M) on a :

Q(a,a):/Ma/\a

:/MaAT(a)

—/ o N\ *xo
M

= (a,a),; >0

Donc Q(a, ) > 0. De méme

Q(B,B)z/MBAB

- /M —BAT(8)

—— [ Bass
M
=—(8,B) <0

Donc Q(p, ) < 0.

Donc par définition de la signature d’une forme bilinéaire on a

ind(Dy) = (Q). 0

2.1.3 L’opérateur de Dolbeault

Supposons & présent que la variété M est munie d’une structure com-
plexe. Les premiers résultats de ce paragraphe sont supposés relativement
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connus, nous omettons donc les démonstrations et renvoyons le lecteur & la
référence [Wel80].

Définition 9. On note TM¢ = TM ®C, on note J 'automorphisme associé
& la structure complexe.
Comme J? = —Id on a une décomposition en somme directe

TMc =TMq,0) & TM,1)

ot TMy gy et T M 1) sont les sous-fibrés associés aux valeurs propres i et
—i de J.

On a alors une décomposition du fibré en algébres extérieures

AkT*M(C = EBH_S:]CAT’S ou A" = ATT*M(LO) &® AST*M(OJ).

Définition 10. Une section de A™* est appelée une forme différentielle de
type (r,s).

On notera 2"*(M, C) 'espace des formes différentielles de type (r,s).

On a de maniére évidente QF(M,C) = @, 2" (M, C).

Sur QF(M,C) la différentielle de de Rham se décompose en la somme de
deux opérateurs

Q: Q" (M,C) — Q15 (M,C) et d: Q" — Q™ (M, C)
vérifiant les relations :
9% =0, 9> =0, et 90+ 90 = 0.
On obtient donc un complexe différentiel pour tout r > 0 :

9

QT’,S(M’ (C) i» Qr,s+1(M’ (C)
appelé complexe de Dolbeault. La cohomologie associée sera appelée coho-

mologie de Dolbeault et notée H™*(M,C).

Proposition 5. L’opérateur de Hodge induit un isomorphisme
x: QP (M,C) — Q1~475(M, C).
On pose 8" = — x Ox, alors 6" est I'adjoint formel de 0.

Proposition 6. On notera A” I'opérateur défini par A” = §"0+09". L’opé-
rateur A” est un opérateur différentiel d’ordre 2 auto-adjoint et elliptique.

Démonstration. Cette preuve est similaire au cas du Laplacien, nous I'omet-
trons donc. ]

Théoréme 7. On note
H"*(M,C) = {w € Q"*(M)/ow =0 et §"w =0} = ker A”.

On a les propriétés suivantes :
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(i) Vespace vectoriel H™*(M,C) est de dimension finie,
(ii) on a une décomposition L2-orthogonale

Q"5 (M,C) = H"(M,C) @ Im(A") = H"*(M,C) @ Im(d) ® Im(5").

(ii) espace vectoriel H™*(M,C) est isomorphe & H"*(M,C) et donc de
dimension finie.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les théorémes 4 (page 14) et 5 (page
15) pour les deux premiers points. La démonstration du troisiéme point est
similaire au cas de la cohomologie de de Rham. O

Définition 11. A partir du complexe de Dolbeault

S QO(M,C) —7 Q%*F(M,C)

on construit 'opérateur de Dolbeault Dp,; défini par
Dpe = 0 + 0" : QO»air _, 0impair

Proposition 7. L’opérateur de Dolbeault posséde un indice de Fredholm

donné par
n

ind(Dper) = »_(—1)F dim H**(M, C).
k=0

Démonstration. On a D%, = A" et A” est elliptique donc Dp,; est ellip-
tique et posséde un indice.

Le calcul de I’indice est similaire au calcul de 'indice de 'opérateur de de
Rham (voir l'exemple 5). O

2.1.4 L’opérateur de Dirac

Nous allons a présent rappeler la construction et les propriétés de 'opé-
rateur de Dirac et voir le lien avec les opérateurs définis précédemment (voir
par exemple [LM89, Gil84, Roe98]).

Notation 1. On note Ci(M) = CI(TM) & C le fibré en algebre de Clifford
au-dessus de M et VM la connexion de Levi-Civita sur M.

Définition 12. Soient E un fibré en CI(M)-modules au-dessus de M, h une
métrique hermitienne sur E et V¥ une connexion linéaire sur E.
On note l'action de £ € CI(T,, M) sur un élément v € E, par ¢(§)v.
On dit que (E,h, VE) est un fibré de Clifford si :
(i) La connexion V¥ est une connexion métrique.
(ii) Pour tout & € Cl(T,M)), c(§) est antisymétrique c’est-a-dire

h(c(€)s1,82) = —h(s1,¢(€)s2),Vs1,s0 € T'(E).
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(iii) La connexion V¥ vérifie [V, c] = 0 011 [VF, ¢] = VFe—cVM | clest-a
diresi X € E(M),Y € E(M),s € T'(E),
VE(e(Y)s) = c(VX (Y))s + c(Y)VE(5)-
Notation 2. Dans la suite (E, h, VE) désigne un fibré de Clifford.

Définition 13. On appelle opérateur de Dirac I'opérateur noté D obtenu a
partir de la composition des applications suivantes :

vE

T'(E) I(T"M ®E) —— IN(TM ® E) —%——~ T(E)

Plus précisément si {eq, ..., e, } est un repére local orthonormé de TM on a
n
E
D= Zc(ej) oVg .
j=1

Proposition 8. L’opérateur de Dirac est un opérateur différentiel elliptique
d’ordre 1. De plus son symbole est donné par

o(D)(z,§) = ic(§).

Démonstration. Soit x € M, {ey, ...,e,} une base de T, M et (x1,...,x,) des
coordonnées locales en x tel que = correspond a 0 et e; & e
L
Au travers l'identification T, M = Ty M, e; correspond & dz;.
En utilisant des trivialisations locales autour de x, on peut écrire VeEj comme
0 . .
la somme de —— et d’un opérateur différentiel d’ordre 0.
7
J n
Donc au voisinage de z, on peut écrire D comme la somme de Z c(ej)a—
7
j=1 !
et d'un opérateur différentiel d’ordre 0.
Donc D est bien un opérateur différentiel d’ordre 1. Si & € Ty M est un co-

n
vecteur non-nul, £ = g §jdx;.
j=1

Donc o(D)(z,&) = ZZ c(e)é; = zc(z e;&;) = ic(§).
j=1 j=1

Donc o(D?)(z,€) = c(€)? = ||¢]|* (par définition de la multiplication de
Clifford).
Donc D? et D sont elliptiques. O
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n
Rappel. Rappelons qu’on a les formules d = Z ej A Vé\f et
j=1

d=d" = Z@ej e, (voir [LM89]).

Proposition 9. L’opérateur de Dirac D est formellement auto-adjoint.

Démonstration. Soient {ey, ..., e, } un repére local orthonormé de TM
et s1,s2 € I'(E). On a ponctuellement

81) 32):5 — h(sl, D(SQ))I

/‘\\_/

h(D

I
M@

h(c(ej) Ve, (1), s2)a — his1, c(e;) Ve, (52))a
1

<.
Il

I
M=

he(e)VE (1), 89)a + h(cles)st, VE (s2)).
1

<.
Il

Il
M=

h(VE (e(ej)s1), s2)e — h(c(VE (e5))s1,82)a

—

_|_

D‘ <.

c(e;)s1, Ve, (52)a

=Q_Ve
j=1
== V¥ ie,w)e +w (> VE(e)))e

j=1 j=1

ot w est la 1-forme définie par w(X) = —h(c(X)s1,s2), VX € Z(M). Donc

q

e] 51,52 E 51582)

=1

h(D(s1),s2) — h(s1, D Zv67 e, w +w(ngf(e]))

:—Zzejv —HVM( w—i—wZVMej)
Jj=1 Jj=1

q
- oM
=— E le; Ve, w
=1
= dw

Donc/ h(D(s1),s2) — h(s1, D(s2))dvol = / dwdvol ou dvol désigne la forme
M M
volume canonique.

Donc (D(s1), s2) — (s1, D(s2)) = (dw, 1) = (w,d1l) =0
Donc D est formellement auto-adjoint. O

21



Proposition 10. Si E est le fibré tangent 7'M on a un isomorphisme naturel
de fibrés vectoriels CI(TM) = AT*M (|[LM89]) et I'opérateur de Dirac D
est conjugué a d + 9.

En particulier D? est conjugué au Laplacien A.

Démonstration. Soit {ei, ..., e, } un repére local orthonormeé.
Au travers de 'identification Cl1(M) = AT*M 'élément c(e)w devient

eNW — TeW.
n n

M * . M
Ord=>Y e AViietd=d" == i,V

j=1 j=1
n

n
Donc d+ 4§ = Z(ej AL — z'ej)Vé‘;[ est conjugué a Zc(ej)vgf c’est-a-dire a
j=1 j=1
I'opérateur de Dirac.
Or (d+0)? = d?+dé + 6d + §2. Comme d?> = 62 =0, on a (d + §)? = A.
Donc D? est conjugué au Laplacien A. O

Remarque. En munissant CI{(T'M) des bonnes graduations (voir [LM89])
on retrouve ainsi l'opérateur de de Rham et I'opérateur de signature a l'aide
de I'opérateur de Dirac.

2.2 Actions de groupes compacts

Nous allons & présent étudier le cas ol notre variété est munie d’une ac-
tion de groupe. Dans un premier temps nous étudions la cohomologie de de
Rham invariante, puis nous verrons que pour les opérateurs que nous avons
étudiés précédemment, nous pouvons définir un indice en tant que représen-
tation. Nous finissons par donner la formule d’Atiyah-Singer qui permet de
calculer cet indice dans le cas des opérateurs de signature et de Dolbeault.

2.2.1 Cohomologie de de Rham invariante

Soit M une variété compacte connexe munie d’une action lisse d’un
groupe de Lie compact G.
On munit M d’une structure riemannienne G-invariante et on munit G de
la mesure de Haar normalisée.

Définition 14. Soit w € Q*(M).

On dit que w est G-invariante si Vg € G, on a ¢*(w) = w.

On notera 2*(M/G) 'ensemble des forme différentielles G-invariantes.
On voit immédiatement que Q*(M/G) est une algebre différentielle
Za-graduée et un C*°(M/G)-module.

On note H*(M/G) la cohomologie des formes différentielles invariantes.

Notation 3. Si E est un G-fibré vectoriel au-dessus de M, on notera
I'(M,E/G) le C*(M/G)-module des sections G-invariantes.
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Proposition 11. On note i : Q*(M/G) — Q*(M) linclusion, alors ¢ induit
une application ¢ : H*(M/G) — H*(M) .

Démonstration. En effet on a i(dw) = d(i(w)), d’ou le résultat. O

Définition 15. L’action de G sur M induit une action de G sur H*(M) :

soit g € G, on pose g.([w]) = (¢7)*([w]) = [(g71)*(w)]-
On note H*(M)@ le sous-espace vectoriel de H*(M) des classes de cohomo-
logie invariantes.

Proposition 12. On note M Papplication M : Q*(M) — Q*(M/G) définie
par

M) = [ g (@)
Alors Yw € Q*(M), M (dw) = d(M (w)).
En particulier M induit une application M* : H*(M) — H*(M/Q).

Démonstration. Remarquons que / 9" (w)dg est bien G-invariante.
G
M(do) = [ g'(de)dg
G

= / dg*(w)dg
G
= d(/ 9" (w)dg) (dérivation sous le signe somme)
G

= d(M(w)).

Proposition 13. On a
- z’ﬁ(H*(M/G)) c H*(M)%

o M|H*(M)

Cest-a-dire H*(M)% = H*(M/G). On obtient donc que H*(M/G) s’iden-
tifie & un sous-espace de H*(M) et comme M est compacte, H*(M/G) est
de dimension finie.

a = IdH*(M)G et ]\4ﬁ O’Lti = Id|H*(M/G)

Démonstration. — Soit [w] € H*(M/QG),
on a g*([w]) = [ ()] = [w] car w € QY (M/G),
donc if([w]) € H ( )E.
— Soit [w] € H*(M)Y, c’est-a-dire g*([w]) = [w],
donc [g*(w) —w] = 0 et g"(w) —w = dfy ou By € Q*(M) (comme
laction de G' sur M est C°°, on voit facilement qu’on peut choisir 3,
de maniére & ce que f; dépende de maniere C™ de g).

Done [ g"(w)dg—w= | dﬂgdgzd( | ﬁgdg>-
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Donc {/G g*(w)dg] = [w], c’est-a-dire [M(w)] = [w].
Done MA(w]) = o] et #(MH(])) = ]

Notation 4. On note ¢* 'application induite par g* sur H*(M).
Proposition 14. Si G est connexe, alors g = Id g+ (nr)-

Démonstration. On emploiera ici la notation ¢4 pour le difféomorphisme sur
M induit par g.

Soit v : R — G un chemin C*° tel que v(0) = e et y(1) = g.

Soit H : R x M — M, (t,z) — ¢, (z), alors H est C* et H(0,.) = Idy
et H(1,.) = ¢y.

Donc ¢, = Idy et ¢4 sont homotopes, donc ¢; induit Uidentité sur H*(M).
Donc gﬁ = Id|H*(M) ]

Corollaire 2. Si G est connexe alors H*(M/G) = H*(M).
Démonstration. Découle des deux propositions précédentes. ]

Proposition 15. On note toujours ¢ ’adjoint formel de d.
Comme G agit par isométrie sur M, Q*(M/G) est stable par 6.
On notera alors Df la restriction de l'opérateur de de Rham aux formes
G-invariantes, c’est-a-dire DY : QP (M /G) — QMPAr (M /@),
n
En notant x(M/G) =Y (=1)* dim H*(M/G), on a ind(D§) = x(M/G).
k=1

De plus si G est connexe, 'indice de Df est égal & x(M) la caractéristique
d’Euler de M .

Démonstration. La démonstration est similaire au cas général.
Si G est connexe on a vu que H*(M) =2 H*(M/G), d’ou le résultat. O

2.2.2 Opérateurs différentiels invariants

Définition 16. Soit 7 : G — GI(V) une représentation unitaire de dimen-
sion finie de G notée (m,V). On note V& = {x € V/n(g)(z) = z, Vg € G}
et k(V) =dim VY.

Lemme 1. Sous les mémes hypotheéses, on a
K(V) = [ tr(eto)ds

Démonstration. Soit PC la projection orthogonale de V sur V¢, alors
Ve e H, P%(z) = / 7(g)(x)dg.
G
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Par définition P%(z) € V&, donc (P%)?2 = PY. Comme (7, V) est unitaire
on a que P¢ est auto-adjoint.

Donc dim P¢ = tr(PY) = / tr(m(g))dg (il suffit d’exprimer la trace a l’aide
G

du produit scalaire). O

Définition 17. On note R(G) 'anneau des représentations de G.
Si [V] = [V'] € R(G), on pose k([V] = [V']) = (V) — k(V").

Notation 5. Soient H un espace de Hilbert, 7 : G — GL(H) une représen-
tation de G.

Définition 18. Soit 7' € L(H) un opérateur de Fredholm.

Si T est G-invariant, alors ker T' et ker T™ sont des représentations de dimen-
sion finie de G.

On pose alors ind%(T) = [ker T] — [ker T*] € R(G).

Proposition 16. Si T' € L(H) est un opérateur de Fredholm G-invariant
alors £(ind“(T)) = ind(7¢) on T = Tjyc.

Démonstration.

#(ind%(T)) = dim(ker T) — dim (ker T*)¢
= dimker 7% — dim ker(7%)*

= ind(T%).
O
Définition 19. Soit g € G, on appelle indice de g le réel
ind%(T)(g) = tr(m(9) | kerr) — tr(7(9)| ker 7+ )-
Proposition 17. Sous les mémes hypothéses, on a
ind(T%) = / ind%(T)(g)dyg.
G
Démonstration.
ind(T%) = k(ind%(T))
= [ tr(mias )iy
= [ (@) serr) = tr(r(0) )
_ 4G
— [ wad(@)g)ds.
G
O
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2.2.3 L’opérateur de signature invariant

Définition 20. On suppose ici que M est orientée sans bord de dimension
n=4l.

On note Q© la restriction de la forme bilinéaire de signature Q a H2(M)%.
La signature de Q© sera notée o(M/G).

Proposition 18. Sous les mémes hypothéses, on note

W(M/G) = (M/G) @ Q* (M/G) la décompostion induite par la décom-
position Q* (M) = Q7 (M) Q* (M) et DY la restriction de Iopérateur de si-
gnature aux formes G-invariantes, c’est-a-dire DY : Q* (M/G) — Q* (M/G).
Alors ind(D$) = o(M/G). De plus si G est connexe alors ind(D§) = o(M).

Démonstration. La démonstration est similaire au cas général.
Si G est connexe on a vu que H*(M) = H*(M/G), d’ou le résultat. O

Définition 21. Sous les mémes hypothéses, le groupe de Lie G agit sur
H?(M), donc H?'(M) est une représentation de dimension finie de G.

On pose ind% (D) := [HZ(M)] — [H*(M)] € R(G) ou D, désigne l'opéra-
teur de signature.

Proposition 19. Sous les mémes hypothéses, on a

#(ind%(Dy)) = ind(DS) = o(M/G).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 17 (page 25). [

Corollaire 3. Sous les mémes hypothéses, si G est connexe alors G agit
trivialement sur H*(M), donc Vg € G, on a ind®(D,)(g) = o(M).

Démonstration. On a ind%(D,)(g) = Xind®(D4)(9) Ol Xingé(p,) est le ca-
ractére de la représentation ind® (D) = [HZ(M)] — [H? (M)

Or G agit trivialement sur H*(M),

donc X;pq6(p,y(9) = dim H*(M) — dim H*(M).

Donc ind% (D4 )(g) = o(M). O

Nous allons a présent rappeler la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la
G-signature [AS68]. On supposera que le groupe G préserve l'orientation de
M.

Proposition 20. Soit g € G, on note MY ’ensemble des points fixes de g sur
M. Alors M9 est une sous-variété compacte sans bord de M (non connexe,
de dimension non constante en général).

Démonstration. Voir [LM89] par exemple.
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Proposition 21. Soient g € G et NY le fibré normal au-dessus de MY,
c’est-a-dire Vo € M9, NJ = (T, M9)*.
Comme G agit par isométries sur M, le fibré normal N9 admet une décom-
position

N9 = N9(—1) & @o<g<~N?(0)

o N9(0) et N9(—1) sont des sous-fibrées de N et g, agit sur N9(0) (respec-
tivement N9(—1)) par une rotation d’angle 6 (respectivement par —Id).

Définition 22. Si E est un fibré vectoriel au-dessus de MY,
on notera L la L-classe totale de E qui est définie & partir des classes de
Pontrjagin par la suite multiplicative :

ve =11 thfij)'

On notera me(E) la classe caractéristique définie & partir des classes de
Chern par la suite multiplicative :

0

th(—=)
m’(B) = [[— 24
(%)

( pour plus de détails voir par exemple [AS68, LM89, Hir78, MS74]).

Théoréme 8 (formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-signature). Soit g €
G, alors l'indice équivariant de 'opérateur de signature est donné par :

ind(Dy)(9) = | Llg)
M9

ou L(g) € H*(MY) est une classe caractéristique.
Plus précisément on a,

olo) =2 [ ] (ran(o/2)~OL()

0<O<m

LINY(=1))"'e(N¥(=1)) [T m’(ve(8))

o<f<m

M9

ou e désigne la classe d’Euler, 2¢t = dim MY, 2r = dim N9(—1) et
s(0) = dimc N9(0).
Corollaire 4. On a alors ind(D$) = / {/ L'(g)] dg.

G LJ M9

Démonstration. En effet ind(DY) = / ind%(D,)(g)dg. O
G
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2.2.4 L’opérateur de Dolbeault invariant

Nous allons & présent rappeler le théoréme de Lefschetz holomorphe
[AS68].

Définition 23. On suppose que M admet une structure complexe.

Soient E un fibré vectoriel complexe au-dessus de M et §(E) le faisceau des
germes de sections holomorphes de FE.

On définit 'opérateur de Dolbeault Dp,; a partir du complexe de Dolbeault
associé a F :

0+0*

0+0* 0+0*

AO,S ® E AO,S+1 ® E

On suppose qu’on a un groupe fini d’automorphismes agissant sur M.

Proposition 22. Soit g € G, on note NY le fibré normal au-dessus de M9Y.

Comme G agit par isométrie sur M, le fibré normal N9 admet une décom-

postion N9 = @ NI(0) ou NI(0) est un sous-fibré de NY et g, agit sur
0<f<m

N9(6) par la multiplication par .

Définition 24. Si E est un fibré vectoriel au-dessus de M9, on notera U?
la classe caractéristique définie a partir des classes de Chern par la suite

multiplicative :
1 _ e*iﬁj*ie -1
0 _
U = H < 1— e 10 )
J
(pour plus de détails voir par exemple [AS68]).

Théoréme 9 (de Lefschetz holomorphe). Soit g € G, alors l'indice équiva-
riant de 'opérateur de Dolbeault est donné par :

ind%(Dpa)(g) = L(g)
M9

ou L(g) € H*(MY) est une classe caractéristique.
Plus précisément on a

_ Ch(ElMg)(g) H0<0<7r ue(Ng(e))td(Mg)
o ﬁ(g) B /Mg det(l — gI(Ng)*)

ol ch désigne la classe de Chern totale et td désigne la classe de Todd totale.
De plus l'indice de 'opérateur de Dolbeault est donné par

ind(Dper) = x(M,0(E))

n

ot x(M,0(E)) = > (~1)Fdim H*(M,6(E)).
k=0
Dans le cas ou E est le fibré trivial E = M x C on retrouve la proposition 7

(page 19).
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Chapitre 3

Feuilletages riemanniens

On suppose maintenant que la variété M est munie d'un feuilletage F.

3.1 Connexion et courbure

3.1.1 La connexion de Levi-Civita transverse

Nous allons commencer par définir la connexion de Levi-Civita transverse
(voir [Ton97]) qui joue un role similaire & celui de la connexion de Levi-Civita
en géométrie riemannienne.

Définition 25. On appelle fibré normal le fibré vectoriel au-dessus de M
noté vF défini par vF = TM/TF. On note 7 : TM — vF la projection
canonique. On a TM = TF®TF*, alors la métrique riemannienne g permet
de deéfinir un isomorphisme de fibrés vectoriels o : vF — TFL tel que
moo =Id,r.

Remarque. On note g = g7 ® gjrre- Alors g induit une métrique rieman-
nienne g, 7 sur v.F définie par g, 7 = o™ (gpr1)-

Définition 26. On définit la dérivée de Lie sur vF par
VX € 2(M), Vs e T (vF), Lx(s)=7([X,0(s)]).

On notera encore Lx le prolongement de la dérivée de Lie aux puissances
extérieurs de v.F.

Définition 27. Soit A une métrique sur vF (h est appelée une métrique
transverse). Si X € Z(M), on note Lx(h) le 2-tenseur symétrique sur v.F
défini par

Vs,s' € T(vF), Lx(h)(s,s') = X(h(s,s")) — h(Lx(s),s") — h(s, Lx(s)).
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Définition 28. On dit que la métrique h sur vF est invariante par holonomie
si

YV e(TF), Ly(h) =0,
autrement dit si VV € I'(T'F),Vs, s’ € I'(vF) on a
V(h(s,s") = h(n([V,0(s)]),s')+h(s,m([V,o(s)]) = h(Lv (s),s")+h(s, Lv(s)).
On dit que la métrique g sur M est quasi-fibrée si la métrique induite par g

sur vF est invariante par holonomie.

Proposition 23. Le feuilletage F est un feuilletage riemannien si et seule-
ment s’il existe une métrique invariante par holonomie sur v.F.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition 117 (page 119).

O
Remarque. Dans la suite on supposera que F est riemmanien et que g est
quasi-fibrée.

Définition 29. On appelle connexion de Bott la connexion partielle sur v.F
définie par

Vs € vF, Vx(s) = 7([X,0(s)]) = Lx(s), VX € D(TF).
Définition 30. Soit V une connexion sur v.F on dit que V est une connexion
adaptée si VV € T'(TF),Vy = Vy.

Proposition 24. De l'identité de Jacobi, on déduit que la courbure d’une
connexion adaptée V est nulle le long des feuilles : VU,V € I'(T'F) on a

Ry(U,V)=VyoVy =VyoVy—Vyy =0.
Définition 31. On appelle torsion de V la 2-forme Ty & valeurs dans vF
définie par
To(X,Y) = Vx(r(Y)) = Vy (r(X)) - n([X,Y]), ¥X.Y € Z(M).
Proposition 25. Si V est une connexion adaptée alors Ty = 0.

Démonstration. Soient X,Y € Z(M),onnote X = X1+ Xoet Y =Y, + Y5
ott X1,V € T(TF) et Xo,Ys € T(TF).

Tv(X,Y)

=Tv(X1,Y)+ Ty (X2, Y)

=Tv(X1,Y) + Ty (X2, Y1) + Ty (X2, Y2)

= Vx, (n(Y)) = 7([X1,Y]) + Vx,(7(Y1)) — Vv, (7(X2)) — 7([X2, Y1])

+ Vi, (1(Y2)) = Vy, (7(X2)) — 7([X2, Y2])

=7([X1,0(n(Y))]) = 7([X1,Y]) + Vx, (7(Y1)) — Vy, (7(X2)) — 7([X2, Y1])
+m(VE, (Y2)) — m(Vy (X2)) — 7([X2, Ya])

= —n([V1,0(7(X2))]) — 7([X2, Y1]) + 7(Tym (X2, Y2)) =0
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Définition 32. Soit V une connexion sur vF et V € I'(T'F), si X € E(M),
on note Ly (V)x : T'(vF) — I'(vF) lapplication linéaire définie par

Ev(V)X(S) = Ev(VX(S)) — V[VJQ(S) — Vx<£v(8)), Vs € F(l/]:).

Définition 33. Soit V une connexion sur vF, on dit que V est invariante
par holonomie si VV € I'(T'F), on a Ly (V) = 0.
On dit que V est basique si V est adaptée et invariante par holonomie.

Proposition 26. Soit V une connexion basique sur v.F, alors YV € I'(T'F)
on a iv(Rv) =0et Ev(Rv) =0.

Démonstration. Soient Y € Z(M) et s € I'(v.F) alors,

Ry (V,Y)(s) = Vv o Vy(s) = Vy o Vy(s) = Vyy(s)
= Vv 0 Vy(s) = Vy 0 Vv (s) — Vi, (v) ()
= Lv(Vy(s)) = Vy(Lv(s)) = Vi, (v)(s)
= (Lv(V)y)(s) =
Soient Y, Z € E(M) et s € T'(vF). On a

Ly (Rv)(Y, Z)(s)

=Lv(Rv(Y,Z)(s)) — Rv(Lv(Y), Z)(s) — Ry(Y,Lv(Z))(s) — Rv(Y, Z)(Lv (s))
=Lv(VyVz(s) = VzVy(s) = Viv,z(5) = (Vi, )V 2(s) = VZV,(v)(5)

= Viev1),2)(8)) = (VyViy(2)(5) = Vey(2)Vy (5) = Viviey 2))(5))
- (Vyvz(ﬁv(s)) —VzVy(Ly(s)) = Viy,z(Lv(s)))
=Vy(Lv(Vz(s)) = Vz(Lv(Vy(s)) = Vi, (viz)(8) + VzVe,v)(s)
+Vie,v),2)(8) = Vy Ve, (2)(8) + Vivie, 2 (8) = VyVz(Ly (s) + VZVy (Ly(s))
= (Lv(VyVz(s) = Vi, ) (Vz(5)) = (Lv(V2zVy(s) = Vi, (2)(Vy (5)))

= (Lv(Viy,z)(s) = Viyz)(Lv () + VZV e, v)(5) + Vig, (v),2))(s)

~Vy Ve, 2)(8) + Viviey 2 (s) = VyVz(Lyv(s) + VzVy (Ly(s))

= Vy(Lv(Vz(s) = Viy(2)(s) = Vz(Lv(s)) = Vz(Lv(Vy(s) = Vi, (v)(s)

= Vy(Lv () = Veyqv.zn(8) + Vi, v),21(8) + Viviey (2)(8)

==V, (v.2)(8) + Vieyv),21(8) + Viviey (2)(8)

=~V zi+vyl 2+ v vz)(s) =0

Notation 6. On désigne toujours par VM la connexion de Levi-Civita.

Définition 34. On définit une connexion sur v.F par Vx (s) = n([X, 0(s)]) =
Vx(s)si X € D(TF) et Vx(s) =7m(V¥(a(s))) si X € T(TFL).
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Remarque. Comme VM et V sont des connexions, on a bien que V est une
connexion.

Remarque. Par définition la connexion V est une connexion adaptée, en
particulier
YU,V e I'(TF), Ry(U,V)=0.

Définition 35. Soit V une connexion sur v.F. On dit que V est une connexion
métrique si
VX € E(M), Vs, s' € T(wF), X(gur(s,5")) = 9ur(Vx(s),8)+gu7 (s, Vx (5)).

Remarque. Etant donné la définition de la connexion V et comme g est
quasi-fibrée on a,

YV e T(TF), Vs, s e T(wF), V(gur(s,s)) = gur(Vv(s),s)+g.7(s, Vi (s)).
Théoréme 10. La connexion V est une connexion métrique.

Démonstration. Comme V = Vryr + VT}'l et g = girF + grFL, la com-
patibilité de VT]-‘ avec girr et de VTF L avec gipro entrainent que V est

métrique puisq’on a un isomorphisme entre TF* et vF. Donc V est une
connexion métrique. O

Théoréme 11. La connexion V est I'unique connexion métrique sans torsion
sur vF. La connexion V est appelée connexion de Levi-Civita transverse.

Démonstration. On a vu que V est une connexion métrique et V est une
connexion adaptée. Donc V est sans torsion.
Soit X € Z(M), et 5,8 € I'(vF), On a

29,7(Vx(s),5")

= 9v7(Vx(s),s )+QVF(VX (5),8)

= X(9u7(5,8") = 9ur (5, Vx(5) + 97(s', Vx(5))
)

) —
= X(gvr(s,5) = (90 (5, Vo(s) (m(X)) + 7([X, 0(s)]))
+ gur (5, V(o) (1(X)) + 7([X, 0 (s)]))
= X(gvr(s,8) = (0() gur(n(X), 5) = gur(m(X), V() (5)))

— gur(s,7([X,0(s)]) + (0(3)(9ur(7(X),8") = gur(7(X), Vo(s)(5')))

+ gur (s, 7([X, 0(s)]

= X(9v7(s,5")) — o(s)gr(n(X),5)) — gur (s, 7([X,0(s")]))

+0(5)(gor(n(X), ") = gur(m(X), Vo(s)(s) + gur (s, 7([X, 0(5)]))

+ 9uF(1(X), Vo(s)(8) = Vi) (57))

_X(guf( §')) — o (s)(gur(m(X),5)) — gur(s, ([ X,0(s)]))
+0(8)(gur(n(X),8") = gur(m(X), Vo(s)(s) + gur (s, 7([X, 0(5)]))

+ gur(m(X), 7([o(s),0(s)]))
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Vx(s) est uniquement déterminée par la formule ci-dessus, d’ou l'unicité

de V. O

Théoréme 12. La connexion V est invariante par holonomie.
Par conséquent V est une connexion basique et on a

YV e (TF), iv(Ry) = Ly(Rv) = 0.

Démonstration. Nous venons de montrer que la connexion de Levi-Civita
transverse est entiérement déterminée par la métrique g qui est quasi-fibrée
(et donc invariante par holonomie). Par conséquent la connexion V est elle
aussi invariante par holonomie. O

3.1.2 Courbure principale

Nous allons & présent définir la forme de courbure principale du feuilletage
F (voir [Ton97]).

Notation 7. On note encore V : Q"(M,vF) — Q'Y (M, vF) la dérivee
extérieure associée 4 V définie par

T

Vo (Xo, ., Xp) =Y (1) Vi, (@(Xo, ... X, ... Xp))
7=0
+ 3 (=) (X, X, Koy ooy Ky oo X ooy Xi)
1<j

ot w € (M, vF) et X; € E(M).

Définition 36. On notera 7F(M,vF) Uespace des tenseurs de degré k a
valeurs dans v.F.

On note £ Papplication linéaire £ : Q" (M, vF) — 77+1(M, vF) définie par
VX, Y4,..,Y, € E(M),

LW)(X,Y1,...,Y,) = (Lx(w)(Y1,..., ;)

<

Proposition 27. Yw € Q"(M,vF), on a
r+1

V(w)(}/l, "'7}/;’-‘!-1) = Z(_l)i+1(£n(w))(yla ceey }}i’ ceey Yr-l-l)'
=1
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Démonstration.

r+1 ' _
S () Ly, @) (i,
i=1
r+1
= O
r+1 r+1
DD INC
i=1 k=1,k#i
r+1
_ Z Z+1VY (YI; )

+Z(— Dw(Ys, ..., Y, ...,

i<k

+3 (w1, .., VY
k<i
r+1

=Y ()" (w1,
=1

+) (-Dw((Y, ..., Y,
i<k
i<k
r+1

=) ()" Vy, (w11,
=1

+Z(_1)iw(yla'“7}>;>
i<k

+ Z(_l)k—l-k—i—l-lw(yvl,

i<k

Or la connexion de Levi-Civita est sans torsion,

donc

W(Yla "'7171'7 () szaYk]a "'7}/;‘+1)

7372'7"'7)/;“—1—1)
7}%7"'ayvr‘+1))
7}%7"'7v%(yk)7"'7}/;‘+1)
--7};;7"'7}/;‘4-1))
VL (Ya), - Yig1)
(Yk)7 --727-"7%’-"-1)
"7}%7"'7}/7’+1))
sz (Yk)7 "7Y;’+1)
,(}/1)7"'7YA*/€7"'7Y;"+1)
-~7}>i7"'5}/1”+1))
"7v%(yk)7'“7y;"+l)
oo Yigy oo, VI (V) oo, Yog).
WY1, ooy Yiy ooty VI (Y2), ooy Vi)
— w(Y1, o, Yiy oo, VL (V) ooy Vo).
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Donc

r+1

Z(—l)”l(ﬁyi(w))(lﬁ,...,Y;,...,YTH)
=1
r+1
—Z D) Vy, (@Y1, e Vi oy Yig))

+Z }/Z-vyk Yla"'7Y7"'7Yk7"'7)/7‘+1>

i<k

== V(w)(Yl, ceey )/r-l—l)-

Remarque. En particulier pour » =1 on a
V(W)(X,Y) = Vx(w(Y)) = Vy(w(X)) - w([X,Y])
= (Lx(@)(Y) = (Ly @))(X).

Définition 37. Soit o € 72(M,vF) le 2-tenseur défini par o = —L(m),
ol la projection canonique m : TM — vJF est vue comme un élément de
QY(M,vF). Le tenseur « est appelé la deuxiéme forme fondamentale le long
des feuilles.

Remarque. Si X,Y € E(M), on a
a(X,Y) = -Vx(n(Y)) +x(VX (V).

Proposition 28. La deuxiéme forme fondamentale o est symétrique.

Démonstration.

a(X,Y) - a(Y,X) = —Vx(n(Y)) + 7(VE(Y)) + Vy(7(X)) — 7(V¥ (X))
= —Vx(#(Y)) + Vy (r(X)) + n(VE (V) - V¥ (X))
= —Vx(m(Y)) + Vy(m(X)) + n([X,Y])
=Ty (X,Y) =0.

Remarque. On note encore « la restriction de a & I'(T'F) x I'(T'F); en
particulier VU,V € I'(TF), on a o(U, V) = n(VM(V)).

Proposition 29. Si Y € I'(TF*) et VU,V € T(TF) on a

Ly (9)(U,V) = g(Vi/ (Y), V) +g(U, VI (Y)).
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Démonstration.

Ly (g)(U, V)

=Y(9(U,V)

=Y (g(U,V) YU, V) —g(U, Y, V])
)

)
)
) = g(V¥(U) = VF(Y), V) = g(U, V¥ (V) = Vi (V)
)
)

Proposition 30. VY € I'(TF*), YU,V € T(TF) on a
Ly (g\T]:)<U7 V) - _2g(Y7 CK(U, V))
Démonstration. Comme la connexion de Levi-Civita est métrique on a
9(Vi (V). V) = U(g(Y,V)) = g(Y, Vi) (V)

= —g(Y.Vi/ (V)

= —g(Y, (Vi (V)

= —g(Y,a(U,V)).
De méme on a g(U, VM (Y)) = —g(Y,a(U,V)).
Donc Ly (gi77)(U, V) = =29(Y, (U, V)). O

Proposition 31. Pour tout s € I'(vF), il existe un unique morphisme de
fibrés vectoriel W(s) : TF — T'F qui vérifie

YU,V e T(TF), gor(a(U,V),s)=gW(s)(U),V).

De plus I'application s — W (s) est C°°(M)-linéaire.
On appellera cette application I'application de Weingarten.

Démonstration. Vo € M, g,F »(az(Us,.), Sz) est une forme linéaire sur T, F,
or T, F est un espace vectoriel de dimension finie,

donc W (s)(U)y € Ty F tel que gur z(ag(Us,.), 52) = go(W(5)(U)z, Vz).
L’application z — g, 7 2 (0 (Us, .), sz) est C°,

donc 'application z — W(s)(U), est C* et W(s)(U) € T'(T'F).

De légalité g, r(a(U,V),s) = g(W(s)(U),V) on deduit que Papplication
s+ W(s) est C°°(M)-linéaire. O

Définition 38. L’application trW : I'(vF) — R définie par s — triW(s) est
une forme linéaire.

On prolonge trW en une 1-forme x € Q!(M) définie par

k(V)=0,YV € I'(TF) et r(s) = trW(s),Vs € I'(vF).

La forme x est appelée la 1-forme de courbure principale.
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Remarque. Soient {ey,...,e,} un repére orthonormé local de T'F
et s € D(vF).

Définition 39. Soit {ey,...,e,} un repére orthonormé local de T'F.

On appelle champ de vecteur de courbure principal le champ de vecteur H
P

défini localement par H = W(Z Vé‘f(e,))

=1
En particulier la 1-forme duale de H est donc la 1-forme de courbure principal
du feuilletage.

3.2 Géométrie basique d’un feuilletage riemannien

Nous allons définir la cohomologie basique du feuilletage F. Cette co-
homologie a pour but de représenter la cohomologie de ’espace des feuilles
M/ F, bien que celui-ci ne soit pas muni d’une structure de variété en gé-
néral. Puisque nous nous placons dans le cadre des feuilletages riemanniens,
nous verrons plus tard que la cohomologie basique vérifie les mémes pro-
priétés que la cohomologie de de Rham. Nous calculons explicitement cette
cohomologie dans le cas des feuilletages par suspension. Dans ce paragraphe
nous définissons également la différentielle transverse aux feuilles, la forme
volume transversale et 'opérateur de Hodge basique qui nous serons utiles
pour la suite.

3.2.1 Généralités
Définition 40. Soit w € Q*(M), on dit que w est basique si
YV e(TF), iy(w) = Ly(w) =0.

On note Q*(M/F) l'ensemble des formes basiques qui est une algebre diffé-
rentielle graduée et H*(M/F) la cohomologie associée.

Remarque. Q°(M/F) est 'ensemble des fonctions C™ constantes le long
des feuilles.
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Proposition 32. Soient (x1,...,2p,y1,...,Yq) des coordonnées locales asso-
ciées & une carte feuilletée et w € Q*(M).
Alors w est basique si et seulement si w est de la forme

w= E wrdyi, A ... A dyi,
1<i1<...<ip<q
ou I = (i1,...,9%) et w; est une fonction indépendante de x1, ..., zp, c’est-a-

dire ;m(wl) =0, VL.

Démonstration. On suppose que w est basique.
Donc V1 <1 <p, ig(w) =0, donc w = Z wrdyiy A ... A\ dy;, -
11 <...<tp

De plus on a Ly (w) =0, VYV € I(TF).
Or Ly(w) = Z Ly (wr)dyi, A ... A\ dy;, + Z wrly (dyi, A ... A dy;,)
i1 <...<ip 11 <. <1,
et
»CV(dyil NN dylk) = »CV(dyil) N oA dyl-k + .o dyi, A A EV(dyzk)
=dLy(yi,) N ... Ndyi, + ... +dyi, Ao NdLy (i)
=dV(yi,)) N .. Ndyip, + ... +dyi, Ao ANA(V (yi,,))
=0.
Donc Ly (wr) =0, VV e I'(TF).
En particulier 9;(w;) = 0, VL.
On suppose que w = | <z:< wrdy;, A ... A dy;, avec 88331(%) =0,VI.
11 <...<1f

p
Soit V € T(TF), donc V =Y _Vid,,.

=1
On a clairement iy (w) = 0. Or
ﬁv(w) = Z ﬁv(w])dyil A A dyik + Z {.U]Ev(dyil AN dyik),

11 <...<i 11 <...<tp
Comme précédemment Ly (dy;, A ... Ady;, ) = 0.

Donc Ly (wr) = V(wr) =0 car B—(WI) = 0,Vl. Donc w est basique. O
x

Proposition 33. L’inclusion Q*(M/F) — Q*(M) induit un morphisme
injectif d’espace vectoriel H'(M/F) — H*(M).

Démonstration. Soient w € QY(M/F) telle que w = df ot f € C®°(M) et
Vel (TF). OnaV(f) =iy(df) =iv(w) =0 car w est basique.
Donc f € Q°(M/F) et [w] = 0 dans H'(M/F). O

Exemple 6. On considére le feuilletage de codimension g par fibration 7 :
M — B ou M et B sont des variétées compactes.
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Nous allons montrer que 7* est un isomorphisme de Q*(B) sur Q*(M/F).
Montrons d’abord que 7*(Q*(B)) C Q*(M/F).
Soit V € T(TF), iv(m*(w)) = ir, (v)(w)-
Or ici TF = Ker m,, donc 7. (V) =0 et iy (7% (w)) = 0.
De méme iy (d(7*(w))) = 0. Donc 7*(Q*(B)) C Q*(M/F).
On sait que 7 est une submersion, donc 7* est injective.
Soit aw € Q*(M/F), montrons qu’il existe w € Q*(B) tel que a = 7*(w).
Soient z € M, U une carte en M et (x1,...,Zp,Y1,-..,Yq) les coordonnées
locales sur U. Alors (yi, ..., yq) sont des coordonnées locales autour de m,(z).
Comme « est basique, localement « s’écrit sous la forme :
oy = Z fry)dyi, A ... Ndy;, ou I = (i1, ..., 1x).

11<...<1p
On pose wg(z) = Z fr(y)dyi, A ... Ady;,. On a donc o = 7*(wY).

i1<..<i

En prenant une p;rtitioil de I'unité subordonnée a de telles cartes on obtient

ainsi une forme différentielle w sur B telle que oo = 7*(w).
Donc 7* est surjective et 7* est un isomorphisme.
De plus 7* induit un isomorphisme de H*(B) sur H*(M/F).

Définition 41. Soit X € E(M), on dit que X est feuilleté si
YV e I'(TF), [X,V] € T(TF). On note Z(M,F) Uensemble des champs
feuilletés.

Proposition 34. L’ensemble des champs feuilletés E(M, F) est un R-espace
vectoriel, une algébre de Lie pour le crochet de Lie et un Q°(M/F)-module.
De plus I'(T'F) est un idéal de Z(M, F).

Démonstration. Soient X,Y € Z(M,F) et V € I'(T'F) alors

([X,Y],V] = —[[V, X],Y] — [[Y, V], X] € T(T'F). Donc Z(M, F) est stable
par le crochet de Lie et donc une sous algébre de Lie de Z(M).

Soient X € Z(M, F), f € Q°(M/F) et V € T(TF) alors
[fX,V]=fIX,V]-V(f)X = f[X,V] car f € Q°(M/F). Ainsi Z(M, F) est
stable par multiplication par les fonctions lisses basiques. Donc Z(M, F) est
un Q°(M/F)-module.

De plus I'(T'F) est clairement un idéal de (M, F) pour le crochet de Lie. [

Définition 42. On note =(M/F) l'algébre de Lie Z2(M /F) = Z(M, F) /L (TF),
qui est appelée ’algébre des champs de vecteurs basiques sur M.
L’algébre de Lie Z(M/F) est un Q°(M/F)-module.

Proposition 35. Soit X € Z(M), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le champ de vecteurs X est un champ feuilletée,
(i) le flot de X (¢7¥)ier est feuilleté Vt € R,
(iii) dans une carte feuilleté (z1,...,zp, y1,...,yq) les composantes de X
selon ¥1, ..., Y4 sont indépendantes de 1, ..., zp.
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Démonstration. Le champ X est feuilleté si et seulement si

(X, Y]=Lx(Y)eI(TF),VY e I'(TF).

Donc X est feuilleté si et seulement si le flot de X préserve les feuilles.
Donc les deux premiers points sont équivalents.

Soit (x1, ..., Zp, Y1, ..., Yq) des coordonnées locales adaptées au feuilletage F.
Soit f(z,y)0y; un champ feuilleté,

alors [f(z,y)0y:, O] est tangent au feuilletage.

Or [f(z, 4)0yi, Ozy] = Ox (£ (2,4))0y: + F(z, 1) [Ouys, Ox] = Ban(F (. )i
Donc nécessairement 0z (f(z,y)) = 0 et f est indépendante de y.

Donc les champs feuilletés sont bien de la forme voulue.

Soit X un champ de vecteurs de la forme f;(x,y)0x; + g;(y)Oy; et h(x,y)0xy
un champ tangent au feuilletage. On a

[f (2, y)0x; + g(y)Oyi, h(w, y)Oxy]

= [f(z,y)0z;, h(z, y)Ozk] + [9(y)Oyi, h(z, y) O]

= f(z,y)0zi(h(z,y))0xy — h(z,y)0zk(f(z,y))0x; + f(z,y)h(z,y)[0zi, Oxy]
+ 9(y)0ys(h(x, y)) 0z — 0+ g(y)h(z, y)[Oy:, Oxy]

= f(z,y)0xi(h(z,y))0xy — h(z,y)0xr(f(x,y))0x; + f(x,y)h(x,y)[0x;, Oxy]
+ 9(y)Oyi(h(z,y)) Oy

Comme T'F est involutif, on a bien que [f(z,y)0z; + g(y)dyi, h(x,y)Oxy] est
tangent au feuilletage. Donc X est feuilleté. O

Proposition 36. L’espace vectoriel des champs de vecteurs basiques Z(M/F)
est isomorphe aux sections de I'(T'F) dont les coordonnées locales dans une
carte feuilletée ne dépendent que des coordonnées transverses (on notera
I'p(vF) l'ensemble de ces sections).

Démonstration. Soit (x1,...,Zp,Y1,...,Yq) des coordonnées locales adaptées
au feuilletage F. On identifiera v.F et TF*.
Soit ¢ : E(M/F) — I'g(vF) définie par

¢ (X = Zfi(a:,y)(.ai + Zgz‘(y)aay) = Zgi(y)az'
i=1 ! ! '

i=1 i=1

L’application ¢ est clairement un épimorphisme d’espace vectoriel, dont le
noyau est I'(T'F). D’ou le résultat. O

Le théoréme suivant est démontré dans [Dom98|.

Théoréme 13. Soit F un feuilletage riemmannien alors il existe une mé-
trique quasi-fibrée telle que la forme de coubure principale k est basique.

Remarque. Dans la suite on supposera donc que k est basique et par consé-
quent le champ de vecteur de courbure principal sera un champ de vecteur
basique.
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Nous allons & présent deéfinir la différentielle transverse aux feuilles (voir
par exemple [Mol88, Ton97]).

Définition 43. On identifie v.F et TFL,
OnaTM=TF&vF,donc T*"M =T*F G v*F.

Soit U une carte locale feuilletée de coordonnées (x1, ..., Zp, Y1, ..., Yq)-
Siw e Q*(M) est de la forme

w= Z fij(x,y)dzy, Ao ANdzy, ANdyj, A .. A dy;,,

21yeeslrsJiseen]s

on dit que w est une forme de bidegré (r, s).
On notera Q"*(M) ensemble des formes de bidegré (r, s).

Définition 44. Si w € Q"*(M), alors dw est la somme de formes de type
(r+1,s),(r,s+1),(r —1,s +2). On note drw la composante de bidegré
(r+1,s) de dw, dyw la composante de bidegré (r,s + 1) de dw, et d_;ow
la composante de bidegré (r — 1, s + 2) de dw. L’application dr est appelée
différentielle le long des feuilles et dy, est appelée différentielle transverse aux
feuilles.

Proposition 37. Les applications dr et d_; o vérifient d%r =0, d2_172 =0,
drd_12+d_12dr +dn =0, d_12dn +dsnd-12 =0 et drdy + dydr = 0.

Démonstration. Soit w € Q"*(M), alors d*w € Q"T2(M) et d?w = 0.
Or dw = (dr + d—1,2 + d#)w. Donc

d°w = (dr+drd_12 + drdy + d_1 2dF
+d? o+ do12dn + dadr + dad—1 2+ df)w =0

Or dQFw est 'unique composante de bidegré (r+2, s) dans d?w, donc dQFw = 0.
Or (drdy + dadr)w est la composante de bidegré (r + 1,5 + 1) dans d?w,
donc (drdy + dndr)w = 0.

De la méme maniére on obtient drd_1 2 + d_12dr + dy = 0,

d_l,gdm + dmd_LQ == O, et d%1,2 = 0. ]

Remarque. Notons que dans ce paragraphe, nous n’avons pas utilisé le fait
que le feuilletage F est riemannien.

3.2.2 Cohomologie basique pour les suspensions

Notation 8. Soient 7" et B des variétés compactes et p : w1 (B) — Isom(T)
un morphisme de groupe. On note T' = p(my(B)), M = Bx T et M = M /T
munie du feuilletage définie par la suspension du groupe I' et du morphisme
p (voir proposition 116 page 118).

On va calculer la cohomologie basique de (M, F).
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Lemme 2. On note 7 : M — M la projection canonique.

Soit E — M un fibré vectoriel et E = 7* (E), alors l'application 7 induit un
isomorphisme de I'(M, E) sur I'(M, E/T'), on T'(M, E/T) désigne 1’ensemble
des sections I'-invariantes de E.

En particulier on a

C®°(M) = C®°(M/T), E(M) = Z(M/T) et Q*(M) = Q*(M/T).

Démonstration. Par définition du quotient M = M/F, la projection 7 est
un revétement et on a un isomorphisme C°(M) = C*°(M/T).

Soit U une carte locale de M trivialisant le fibré E.

Donc T'(Ejy) = C*(U)YN ot N est le rang du fibré E

et D(Epp-1()) 2 O(x 1 (U))N = (C(U/T))N = (C=(U)N)F ou (C=(U)M)"
désigne ’ensemble des éléments de (C°°(U)") invariants par 'action de T
D’ou le résultat. O

Lemme 3. Soit w € Q*(T/T"), alors il existe une unique forme différentielle
p(w) € QY (M) telle que ™ (p(w)) = ¢3(w), ot g2 : M — T désigne la
deuxiéme projection.

Démonstration. Puisque g2 est I'-équivariante, ¢3(w) est I'-invariante.
Or 7 : Q*(M) — Q*(M/TI") est un isomorphisme, donc il existe une unique
forme différentielle ¢(w) € Q*(M) telle que 7 (p(w)) = ¢ (w). O

Proposition 38. L’application ¢ : Q*(T/I') — Q*(M) définie précédem-
ment verifie : ¢(Q*(T/I")) C Q*(M/F).

De plus ¢ est un isomorphisme d’algébre différentielle graduée de Q*(7'/T")
sur Q*(M/F) et ¢ induit un isomorphisme de H*(T/T") sur H*(M/F).

Démonstration. Soit V € T'(TF), il existe un unique champ de vecteurs

V € T(TF) tel que V = 7.(V). Montrons que iy (¢(w)) = 0.

On a *(iv(¢(w))) = iy (7*(d(w)) = iy (g5(w)) = 0 car g2+(V) = 0.

Or 7* : Q*(M) — Q*(M/T) est un isomorphisme, donc iy (¢(w)) = 0.
Montrons que dys¢(w) = ¢(drw) on dps désigne la différentielle de de Rham
sur M et dr désigne la différentielle de de Rham sur 7.

Donc dpr¢(w) = ¢(drw). Par conséquent on obtient de la méme maniére que
précédemment iy (d(¢p(w)) = 0. Ainsi ¢(w) est basique.
De plus ¢ est clairement un homomorphisme d’algébres graduées.
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Montrons que ¢ est injective.

pw)=0=71"(w)=0
= g(w) =0
=w=0

car ¢o est une fibration. Donc ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective.

Soit w € Q*(M/F), on a n*(w) est F-basique et T-invariante,

done 7*(w) € Q*(M/F)' ou Q*(M/F)' désigne les formes différentielles
f—basique et T-invariante.

Montrons que ¢ : Q*(T)" — Q*(M/F)" est un isomorphisme.

Or M — T est une fibration (non-compacte), donc ¢} : Q*(T) — Q*(M /F)
est un isomorphisme.

Or ¢o est I'-équivariante, donc ¢5 induit un isomorphisme

g (T — Q (M /F)L.

Donc il existe o € Q*(T'/T") tel que ¢5(a) = 7*(w), et ¢ est surjective. [

Proposition 39. On note G 'adhérence de I' dans le groupe de Lie compact
Isom(T) des isométries de T'. Alors Q*(M/F) = Q*(T/G) et H*(M/F) =
H*(T/QG).

Démonstration. On rappelle que le groupe G est muni de la topologie com-
pact ouvert engendrée par les ensembles de la forme

W(K,U) ={g € Isom(M)/g(K) C U}

ot K est un compact de M et U un ouvert de M (voir [Hel01]). Cette
topologie est la topologie initiale associée a la famille de semi-normes

prj(9) = supsex||D g()]].

Soit (gr)r une suite de I' convergeant vers g € G et w € Q*(T/T).
Donc gj(w) = w,Vk et en passant & la limite on a ¢*(w) = w.
Donc Q*(T/T') € Q(T/G) et Q*(T/G) = Q*(T/T') = Q*(M/F). O

Exemple 7. Reprenons l'exemple du feuilletage de Kronecker T' = S,

I' =7, M = S' x S'/Z. La cohomologie basique est alors donnée par
H*(S*/T) ot T est I'image du morphisme p : Z — Isom(S!).

Rappelons que la cohomologie du cercle S* est donnée par H°(S') = R et
H(SY) ~R.

L’espace HY(S') est représenté par les fonctions constantes,

donc HY(S1/T") =2 {0} et par dualité de Poincaré on obtient H'(S!/T") = {0}.
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3.2.3 Forme volume transversale et opérateur de Hodge ba-
sique

Supposons & présent que le feuilletage F est également transversalement
orientable.

Définition 45. Soit ([, ..., F;) un repére orthonomé de vF.
On appelle forme volume transversale la forme v € Q9(vF) définie par

v(s1, ..., 8q) = det(g(si, F}))ij, Vsi € T'(vF).
Proposition 40. La forme volume transversale v vérifie
Ly(v)=0,VV e I'(TF).

Démonstration. On a det(g(s;, F})) = zaesq €(0)g(s1, Fi(1))--9(8q; Fo(q))-
Par conséquent

Ly (V)(51,.80) = Y €(0)Ly(g(s1, For)).-g(5: For(g))

0ES,
=) e(0)g(s1, Fo1)) L (9) (i Foi))---9(Sq> For(q))-
0€S,
Comme la métrique g est quasi-fibrée, on obtient le résultat voulu. O

Remarque. On considére v comme un élément de TF L, donc v se prolonge
en une g-forme v € Q4(M) qui vérifie iy (v) =0, VV € I'(T'F).

Proposition 41. La forme volume transversale v est une forme basique.

Démonstration. Soient X, ..., X, € E(M).
On note X; = X! + X!, ot X €e I(TF) et X! € [(TF?1).
q

‘CV(V)(XM --->Xq) = V(V(Xb an)) - Z V(le ey [‘V(Xz)a e Xq)
i=1
Comme iy (v) =0, YV € I'(TF), par multilinéarité on a

q
Ly (W)(X1, oy Xg) = VXY, X)) =D v(X1, o, Ly (X)), 0, Xy)
=1
= w(XY, o Ly (X)), X))
=1
q
=V(X], .. X)) = v(Xi, o V. X, 0 Xy)
=1

=S XY e LX), oy XD).

=1
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Puisque T'F est involutif, [V, X!] € T'(TF),

q

et Ly (V)(X1, .., Xg) = V(X], o, X)) = D v(XY, o Ly(X]), o, X7,
i=1

On a alors Ly (v)(X1, ..., Xq) = Lyv(X{, ..., X]) ou X} € T(T'F*). La pro-

position précédente entraine que Ly (v) = 0. O

Proposition 42. La forme v est une forme fermée, c’est-a-dire dv = 0.

Démonstration. On a VV € T'(TF), Ly(v) =0,
c’est-a-dire (iy od +doiy)(v) =0. Or iy(rv) =0, donc iy o d(v) = 0.
Par conséquent dv € QITH(vF), et dv = 0. O

Comme M est une variété orientable et F est transversalement orientable,
le fibré vectoriel T F est orientable.

Définition 46. On appelle forme caractéristique de F (ou forme volume le
long des feuilles) la p-forme sur M définie par yr = *v ol * est 'opérateur
de Hodge.

Quitte & changer 'orientation de T'F, on peut supposer que x r définit ’orien-
tation de TF.

Par conséquent si (E1, ..., E},) est un repére orthonormeé de T'F, xr € QP (M)
est donnée par

Remarque. On a
(i) xF A v = dvol la forme volume canonique de M,
(ii) VY € D(TF1),iy(xr) = 0.

Proposition 43 (formule de Rummler [Rum?79]). La forme caractéristique
X F vérifie
dxr =—KNXF+ ¢o

ol g € QPTL(M) verifie VV4, ..., V, € T(TF), iy, o... 0 iy, (¢o) =0 et  est
la forme de courbure principale.

Démonstration. Calculons Ly (xr)(E1,...,Ep) on Y € I'(TF) et Ej est un
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repére orthonormé (local) de T'F.

Ly (XF)(Br, oo By) = Y (XF(E1, o, Bp)) = > XF(E1, o, Ly (Bi), oy By)
k=1

k=1
= _Zg([ya Ek‘]7Ek)
k=1
= 9([Ex, Y], By)
k=1

Or la connexion de Levi-Civta VM est une connexion métrique,
donc Y (g(Ex, Ex)) — 9(V¥ (Ex), Bx) — g(Ex, V3! (Ex)) = 0,
donc Y (1) — 2Q(V€‘//[(Ek),Ek) =0 et g(Vy/ (Ex), Bx) = 0.

Donc ,Cy(X]:) El, ..., Zg Vy Ek Ek, ] Ek)
Or VM est sans torsion, donc VM(Ek) + [Ep, Y] = VAE{C(Y).
Donc ,Cy(X]:) El,..., Zg VEk )

Calculons k(Y) on Y € F(T]:L).

On a k(YY) =triv(Y Zg ©), Ex), o W est 'application de

Weingarten introduite a la proposition 36. Donc x(Y) = Zp:g(V%C(Ek), Y).
Comme VM eit une connexion métrique, =

ona k(Y) =Y En(g(EY)) — g(Br, VE (V).

OrY e F(Tg—lff) et Fy est repére de T'F, donc g(Fy,Y) =0,

et k(Y) =Y —g(By, VE (V).

k=1
Donc Ly (xr)(E1, ..., Ep) = —c(Y)xr(E1, ..., Ep).
Donc Ly (xr) = —k(Y)xr +w ot w € QP(M) vérifie la condition voulue.
Clest-a-dire (iy od + doiy)(xr) = —iy(k A xF) + w puisque yr est nulle
sur T'F.
Donc iydxr = —iy(k A xF) + w,
et dxyr = —k A XF + o otl pg € QPTL(M) vérifie 1a condition voulue.

]

Proposition 44. Si a € Q9"Y(M/F), la p + 1-forme g vérifie a A ¢o = 0.
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De plus si la forme de courbure principale k est nulle on a alors a Adxr = 0.

Démonstration. Soient (x1,...,2p,Y1,...,Yq) les coordonnées associées a une
carte feuilletée.

On note Xj, ..., X, les champs de vecteurs définis par X; = 0, V<1i <p
et X; =0, V1 <j<q.

(oo N ) (X1, ..., Xp) = ZUE&,, (p()(XU(l), ey Xg(erl))Oz(Xg(erg), ey Xa(n))

or « est basique, donc YV € T'(TF), iy(a) = 0.

Donc a(Xg(p42), s Xo(n)) 7 0 seulement si Vp+2 < i <n, Xy ¢ T(TF),
et dans ce cas V1 <i < p, O, € {X51), s Xo(pr1) }

donc <P0(Xa(1)a -~-7Xa(p+1)) =0,

donc ¢ A (X1, ..., X)) = 0. O

Définition 47. On appelle opérateur de Hodge basique I’application linéaire
%: QF(M/F) — Qa=F(M/F) définie par w = (—1)P@F) 5 (w A x5).

Lemme 4. Soit w € Q*(M/F) alors *w est une forme basique.

Démonstration. Soient (x1, ..., Zp, Y1, ..., Yq) des coordonnées locales associées
a une carte feuilletée.
On peut écrire w sous la forme w = ), w;idy;, A ... A dy;, donc

Fw = (—1)p(q*k) Zwi * (dyi, A ... AN dys, N XF)

= (=P " (dyiy Ao Adyi, Aday A A day)
= eZwidyjl VANAN dyjq—k

ol € =1 ou —1. Donc *w est une forme basique. O

Proposition 45. (i) Yw € Q¥(M/F), *w = 5w A xF
(i) Yo, B € QF(M/F), a A% = (—1)P (v, B), v
(iii) Va, B € QF(M/F), a A58 = B A5«
(iv) Yw € Q¥(M/F), %2w = (—1)ka=k)y,

Démonstration. Soient (z1, ..., Zp, Y1, ..., Yq) des coordonnées locales associées
4 une carte feuilletée.

(i) On écrit w sous la forme w = ) widy;, A ... A dy;,,
donc *w = €y widry A ... ANdxy Ndyjy Ao Adyj, o 00 {1, Jgk )
est le complémentaire de {1, ...,k} dans {1,...,q} et € est la signature

. 1
de la permutation < . ) M
1 ... 1k 1 .. P a1 - Jg—k
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Donc xw = e(—1)P@F) S w;dy;, A ... A dyj,_, Ndz1 A o A dxp.
De plus on a

Fw = (—1)Pak) & (Z widyi; A ... Ndy;, Ndxy AN dxp)

7

= (—1)p(q_k)+pk * (Z widzy A ... Ndxp A dyi, A ... A dy;,)

()

= (_1)pq6/ Zwidyﬁ VARAN dyjq_k

7

ou € est la signature de la permutation

<1 n )
1 .. p il Zk jl jqfk '
Or € = (—1)PPe.

Donc

w A XF = (—1)P(q+k)62widyjl Ao Ny, Ndzy AN day
i

= (—1)/1”(‘5’_]“)6z:widyj1 Ao Ndyj,_ Ndxy A A day
i

= *w.

(ii) Sans perte de généralité, on peut supposer que o = dy;;, A ... A dy;,
et B =dy, N...\Ndy,.
Donc %8 = (—=1)PMedy;, A ... Ndy;,

, ou € est la signature de la permu-

tation . . .
1 .. D ll lk Jr - Jg—k
Donc a A ¥ = (=1)Pedy;, A ... Ndy;, Adyj, A ... Ndy;, .-

S’il existe des indices tel que dy;,, = dy;,, alors a A ¥ = 0;
sinon a A 8 = (—1)Plee’v, on
€' est la signature de la permutation <1 T A > .
1 e e J1 e Jg—k
Or (a, B) g = Lsiet seulement si les mémes dy;,, apparaissent dans
lécriture de « et 3 et dans ce cas e = €,
c’est-a-dire si et seulement si o et *5 n’ont aucun dy;,, en commun.
Donc on a bien a A %8 = (-=1)M (a, B), v.
(iii) Soient o, B € QF(M/F),

o A FB = (1) {0, B), v
— (1)1 (5,0}, v
= B A *a.

(iv) Soit w € QF(M/F).

On écrit w sous la forme w = >, widy;;, A ... A dy;,,
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on a

fw = (—1)Pla=k) (Z widyi, A ... Ndy;, Ndxy AN dxp)

(2

= (—1)Pla=k)+pk (Z widzy A ... ANdxy A dyi, A ... A dy;,)
= (—1)pq62widyjl Ao Ndyj,

ol {J1, ..., Jg—k} est le complémentaire de {1,...,k} dans {1,...,q} et €

. . 1 n
est la signature de la permutation . . . .
1 oo pir o ik g1 Jg—k

= (—1)P D ()Pl s (3 widyy, A Adyj, , Adwy A A day)

)

= (—1)p(k+Q)(—1)p(q_k)e * (Z widry A .. Ndzp Adyj, A ANdyg, )

(2

= e€ Zwidyil AN dyg,
i

ou € est la signature de la permutation

(1 n)
1 .. P jl jq—k il ’Lk '

Or ¢ = (—1)kaFe,
Donc #2w = (—1)ka=k)y,
0

Remarque. On peut réécrire le produit scalaire sur Q*(M/F) induit par le
produit scalaire L? sur M a I'aide de 'opérateur de Hodge basique et de la
forme caractéristique xr :

Va,3 € QF(M/F), <a,B>M:/Moz/\*,8:/Ma/\¥B/\Xf.
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Chapitre 4

Opérateurs différentiels
basiques

Dans ce paragraphe nous reprenons en détails I'article d’Aziz El Kacimi-
Alaoui “Opérateurs transversalement elliptiques sur un feuilletage rieman-
nien et applications” [EKA90], en complétant certains résultats, afin de mon-
trer qu'un opérateur différentiel basique transversalement elliptique se com-
porte comme un opérateur différentiel elliptique. Nous étudions ensuite le
cas particulier du Laplacien basique, de 'opérateur de de Rham basique,
de l'opérateur de signature basique, de I'opérateur de Dolbeault basique, et
l'opérateur de Dirac basique. De plus nous interprétons I’indice de ces opé-
rateurs en termes d’invariants géomeétriques liés au feuilletage et calculons
des exemples.

4.1 Opérateurs transversalement elliptiques

Commencons par rappeler la notion d’espace de Sobolev basique ([KT87]).
On désigne toujours par V la connexion de Levi-Civita transverse.

Définition 48. Soit s € N on appelle s-norme de Sobolev sur Av*F la
S
norme [lwl|f, = D |IV¥(W)I[5, ot VE(w) € T(hom(vF*, v.F)/F) et |||
k=0
est la norme induite par la norme L?.

Définition 49. On appelle s-iéme espace de Sobolev basique la complétion
de Av*F par rapport a la norme ||.||ps. On notera cet espace H*(M/F).

Remarque. La norme ||.||p s ne dépend que de la métrique transverse g, r.

Remarque. Comme la connexion V est donnée dans les directions trans-
verses par la projection de la connexion de Levi-Civita, on obtient le dia-
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gramme commutatif suivant :

H¥(M/F) —— H*(Av*F)

O (M/F)

I'(Av*F)

En particulier H*(M/F) est isométrique & '’adhérence de Av* F dans H*(Av* F)).

Remarque. On identifie Av*F avec un sous-fibré de AT*M.

On note ||.||s la norme de Sobolev sur H*(Q*(M)).

On sait que la norme de Sobolev sur H*(Q*(M)) = H*(AT*M) induit une
norme sur H*(Av*F) C H*(Q*(M)).

Donc H*(M/F) C H*(Q*(M)) est topologiquement équivalent a I’adhérence
de Q*(M/F) dans H*(2*(M)) muni de la norme ||.||s, ¢’est-a-dire que les
normes ||.||p,s et ||.||s sont équivalentes.

On a donc le diagramme commutatif suivant :

H*(M/F) —— H*(Q"(M))

O (M/F)

Q" (M)

Théoréme 14 (lemme de Rellich basique). Soient s € N et ¢t € N*, alors les
inclusions H*YY(M/F) < H*(M/F) sont compactes et denses.

Démonstration. Voir [KT87]. O

Théoréme 15 (d’inclusion de Sobolev basique). Soit s > g + k, on a une
inclusion continue H*(M/F) C C*(M/F).
Démonstration. Voir [KT87]. O

Remarque. Si E est un F-fibré vectoriel (voir annexe B) et V une connexion
basique sur F, on définit de la méme maniére les espaces de Sobolev basiques
H*(M,E/F) (notés aussi H*(E/F) s’il n’y a pas d’ambiguité) qui vérifient
les mémes propriétés que H*(M/F).

Définition 50. Soient F et E’ des F-fibrés vectoriel de rang N et N'.

On dit que D : T'(E/F) — T'(E'/F) est un opérateur différentiel basique
d’ordre m € N, si D est une application linéaire et sur une carte feuilletée
de coordonnées (1, ..., Zp, Y1, ..., Yq), D s’écrit

D= Z as(y) D
|

s|<m
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0°
s Do _ slal /
ou D¥ =i Dy Oy s € N? et as(y) € hom(E, ), E(m,y))'

Remarque. En utilisant des trivilisations locales de E et E’ on peut voir
as(y) comme un élément de My n/(C>(M/F)).

Définition 51. Le fibré conormal v*F s’identifie avec {{ € T*M/£(X) = 0}.
Soient z € M un point de coordonnées (x,y) et £ € v*F, le symbole principal
de D en z et £ est Papplication linéaire o(D)(z,€) : E, — E. définie par

o(D)(x,€) =i™ Y &8 as(y).
[s|=m

On dit que D est F-transversalement elliptique (ou transversalement ellip-
tique s’il n’y a pas d’ambiguité)si pour tout z € M, et pour tout

§ e vF*, o(D)(x,&) est un isomorphisme.

On dit que D est fortement transversalement elliptique si pour tout z € M,
et pour tout & € v*F non-nul, o(D)(x, &) est définie positive.

Remarque. Onnote 7 : T*M — M la projection. Alors le symbole principal
de D est une section basique du fibré hom(n*(E), 7*(E")).

Exemple 8. On note dp la restriction de la différentielle de de Rham d a
Q(M/F),dp : Q*(M/F) — Q*(M/F).

Alors dp est un opérateur différentiel basique d’ordre 1.

De plus son symbole est donné par o(dp)(z,£)(w) =i Aw ot w € AV*F,.

Remarque. Afin de montrer qu’'un opérateur transversalement elliptique
se comporte comme un opérateur elliptique usuel, nous allons procéder en
trois étapes en suivant le théoréme de Molino : le cas des feuilletages de Lie a
feuilles denses, le cas des feuilletages transversalement parallélisables et enfin
le cas des feuilletages riemanniens. Nous commencons par traiter le cas des
feuilletages a feuilles denses dont se déduisent les autres cas. Dans la suite
E et E' désignent des F-fibrés hermitiens et D : T'(E/F) — T'(E'/F) un
opérateur différentiel basique transversalement elliptique d’ordre m = 2m/
(si D est un opérateur d’odre m’ on se rameéne & un opérateur d’ordre 2m’
en remplagant D par D*D).

Proposition 46. On suppose que F est un feuilletage de Lie a feuilles
denses. Alors I'(E/F) et T'(E'/F) sont des espaces vectoriels de dimension
finie, D est un opérateur de Fredholm et

ind(D) = dimI'(E/F) — dim'(E'/F).
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Démonstration. Soient z € M,ev, : I'(E/F) — E,,0 — 0, et

o€ '(E/F) tel que o, = 0.

Si 4 est un chemin le long d’une feuille de F tel que v(tg) = z, alors
¥ € T'(T'F) et comme o est basique Vs (o) = 0. Cest-a-dire o est paral-
lele le long de ~.

Comme o, est nul, o est nulle le long de ~.

Par connexité des feuilles o est nulle le long de la feuille en z.

Or le feuilletage F est un feuilletage a feuilles denses, donc o est nulle sur
M. Ainsi ev, est injective et dimI'(E/F) < rang(E) < oo.

De méme dimT'(E'/F) < rang(E").

Par conséquent D est une application linéaire agissant sur des espaces ve-
coriels de dimension finie, et D est Fredholm et ind(D) = dimI'(E/F) —
dimT(E'/F). O]

Remarque. Notons que nous avons uniquement utilisé le fait que le feuille-
tage était a feuilles denses.

Remarque. Nous allons a présent supposer que (M, F) est un feuilletage
transversalement parallélisable.

On sait alors par le théoréme de Molino que les adhérences des feuilles sont les
fibres d’une fibration localement triviale 7 : M — W. On notera k = dim W'
De plus on a C®(M/F) = C>®(W).

Définition 52. Soit v € W, on considére le F-fibré hermitien E.

On note L, la fibre de 7w en u (L, est 'adhérence d’une feuille de F qui se
projette sur u).

Le feuilletage F induit un feuilletage sur L, qui est un feuilletage de Lie a
feuilles denses.

Donc dimT'(L,, E/F) < +oco (voir proposition 46 page 52) et on pose E, =
I'(Ly, E/F).

Proposition 47. Avec les notations précédentes, E est un fibré vectoriel
hermitien au-dessus de W appelé fibré utile.

Démonstration. Montrons tout d’abord que la dimension de E, est indépen-
dante de u. Soient uq et uo des points de W.

Les automorphismes infinitésimaux de F se relévent naturellement (puisque
E est un F-fibré) en automorphismes infinitésimaux de Fg (le feuilletage in-
duit par F sur le fibré E), et il en est de méme du groupe qu'’ils engendrent.
Or ce groupe est transitif sur M et se projette sur W.

Donc il existe dans ce groupe un élément v tel que Y(Ly,) = Ly, .
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Si v est son relevé, le diagramme suivant est commutatif :

YE
E, — E,,

Lu1 > Lug

L’automorphisme ~g induit alors un isomorphisme entre E,, et Ey,.

Par définition E est la réunion pour chaque u € W, d’un espace vectoriel de
dimension Ny associé a ce point.

On définit sur £ une structure de fibré vectoriel au-dessus de W a 'aide des
trivialisations locales suivantes :

soient ug € W, zg € ﬂfl(uo) et Ny sections basiques ayq, ..., an, de E linéai-
rement indépendantes en zg.

L’ouvert de M ou ces sections restent linéairement indépendantes est sa-
turé pour la fibration m, donc se projette sur un ouvert U de W dans lequel
ai, ..., ap, définissent une trivialisation locale de E.

Il est immédiat de vérifier que ces trivialisations locales sont différentiable-
ment compatibles (le passage d’une telle trivialisation & une autre se faisant
par une matrice de fonctions basiques, regardées comme fonctions différen-
tiables sur W).

On note h la métrique hermitienne sur E.

Comme pour tout u € W, I'espace vectoriel £, est muni d'une métrique h,,
provenant de la métrique h.

Le fibré E est alors canoniquement munie d’une métrique hermitienne h. O

Proposition 48. Soit ¢ : I'(E/F) = T'(E), 0+ (o)
ou w(a)u = U|Lu € by.

L’application ¢ est un isomorphisme.

De plus Vs € T(E), 7 1(s), = $x(2)(2) € Ez, Vz € M.

Démonstration. Par définition de 1=, il est trivial que si s € I'(E) alors
¥~ 1(s) est basique.
Un simple calcul montre que 1»~! est bien I'inverse de ). O

Définition 53. La métrique quasi-fibrée sur M induit une métrique rieman-
nienne sur W. On notera dyu la mesure sur W induite par cette métrique.
Comme la métrique h sur E est invariante le long des feuilles,

sia, B € I'(E/F), la fonction z € M — h;(as, B;) € C est basique et induit
donc une fonction sur W notée 6(a, ).

On définit alors un produit scalaire sur I'(E'/F) par

(0, 8) p = /We<a,6><w>du<w>.

54



Proposition 49. On munit I'(E) du produit scalaire induit par la métrique

h, alors lapplication ¢ : I'(E/F) — I'(E) est une isométrie.

Démonstration. Par définition (¢ (a),v(8))5 = /W h((a),(B))dp.

et h(¥(a),¥(8)) = h(a, B).

Donc (w(a), 6(8)) = [ h(aB)dn = (@ ) a
w

Notation 9. On a TM =TF vF et TM =TF® (vFNTF)DvF.
On note (z,p,t) des coordonnées adaptées a cette décomposition.
La coordonnée t définit des coordonnées locales sur W.
On notera aussi y = (p,t) de maniére que (z,y) sont des coordonnées locales
adaptées au feuilletage F. g0
On écrit D sous la forme D = Z aa(y)m
loe|<m
ot aq(y) € hom(Ey ), E,y)) (localement sur un ouvert U de M, aq(y)
s’identifie & une matrice de My (C*(U/F))).

Lemme 5. (i) Le fibré vectoriel 7*(E) s’identifie & un sous-fibré de E.

(ii) Le fibré vectoriel 7*(FE) est stable par aq(y).

Démonstration. (i) Soient evy, : Er(m) = Em, 0 a(m),
et ev:(F) — E, (m,0)— o(m).
Comme Papplication evy, est linéaire pour tout m de M, ev = (evy,)mem
est un morphisme de fibrés vectoriels.
Soit o € I'(Ly, E/F), si 0(3ps = 0 alors comme o est basique on a
que o = 0 (voir démonstration de la proposition 46 page 53).
Donc ev(y 4 est injective et 7*(E) s’identifie & un sous-fibré de E.
(ii) Soit o € 7 (E)(p,) = I'(Lt, E/F).
Montrons que aq(y)(0) € T (E) @ pt)-
Localement a,(y) s’identifie & une matrice de My (C*>°(U/F)),
or une fonction basique est constante le long des feuilles de F,
donc constante le long des feuilles de F.
Par conséquent les coefficients de la matrice a, sont indépendants de
la coordonnée p, et aq(p,t)(0) € m*(E)(y e Ainsi 7*(E) est stable
par aq(p,t).
O

Remarque. Comme les coefficients de la matrice a,(p, t) sont indépendants
de la coordonnée p, on notera a, (t) application linéaire induite par aq(p, t)

sur 7*(E).
De plus si s € I'(E), on a 1 0 aq(p,t) o = 1(s) = aa(t)(s).

Proposition 50. Sous les mémes hypothéses, D = 1 o D o 9~ ! est un
opérateur différentiel d’ordre m et o(D)(t,n) = Z aa(t)n..np*

laf=m
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ouneI;yW, k=dimW et on identifie T*W & un sous-espace de v*F.
En particulier si D est F-transversalement elliptique, alors D est elliptique.

Démonstration. On a T*W = (vF)*,

donc T*W = {¢ € T*M/£(X) =0, VX € T(TF)}.

Or v*F = {¢ € T*M/¢(X) = 0, VX € T(TF)},

donc T*W s’identifie a un sous-fibré de v*F.

Soit U une carte locale de W et r le rang du fibré E.

En utilisant des trivialisations locales on a que I'(Ej;;) 2 C®(W)" clest-a-
dire I'(Ej;) est un module libre de rang r sur C*°(W).

Soient s1, ..., s, des sections de I'(Ey) qui engendrent I'(Ejr).

On note o; = 1~ (s;). Comme ¢ : I'(E/F) — TI'(E) est un isomorphisme,
I'(E/F) est un module libre de rang r sur C>°(M/F) engendré par oy, ..., 0y.

Soient ¢g; € C®(W), si s = Zgi(t)si alors 1/1(3 = Zgi(w(p,t))ai, et si

i=1 i=1
n

T
o= Zfiai avec f; basique, alors ¢(o) = Zf‘,(t)sl ot f; est la fonction
i=1 i=1
sur W induite par f; (comme f; est une fonction basique, elle est constante
le long des feuilles de F et donc par continuité constante sur les feuilles de
F).
T
Soit s = Zgi(t)si e I'(Ejy), comme ¢~ '(s) est basique on peut calculer

=1

D(~1(s)) sur un ouvert adapté aux feuilletages F et F.
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On note (z,y) avec y = (p,t) les coordonnées locales sur cet ouvert, on a
D(s) =¢oDoy'(s)
T
= WoDoy  (git)s:)

=1

=" 4o D(gi(r(p,t)v ™ (54))
=1

=3 Y v <aa(p, t)@z)—l(si)Laqgi(w(p, t))>

aq
T jalem Oyy™...0yq

=2 X 0 (a0 ) s )

i=1 [o|<m
(car g;(m(p,t)) est indépendante de p)

=33 aa(t)(si)Mgi(t)

=1 |a|<m

_ o
= Z aa(t)m(s)-

la]<m

Donc D est un opérateur différentiel d’ordre m et
o(D)(t,n) = Y aa(t)nft..mp*, ¥y € T;W.

|a| <m
Comme T*W s’identifie & un sous-espace de v*F et que a4 (t) est la restriction
de aq(p,t), on déduit que D est elliptique. O

Théoréme 16. Si s € N, 'opérateur D se prolonge en un opérateur de
Fredholm D : H*(E/F) — H* ™(E'/F) dont I'indice est indépendant de s.
On notera indg (D) l'indice de Fredholm de D et on a indg(D) = ind(D).

Démonstration. L'opérateur D est elliptique et la variété W est compacte,
donc D : H*(E) — H* ™(E").

Or I'(E/F) et I'(E) sont isométriquement isomorphes, donc H*(E/F) et

H#(E) sont isomorphes.
Comme D et D sont conjugués on obtient le résultat voulu. O

Théoréme 17. Si de plus U'opérateur D est auto-adjoint,

(i) les espaces propres de D sont de dimension finie et formés de sections
Cc*>,

(ii) L’ensemble des valeurs propres de D est une suite qui tend en va-
leur absolue vers +o0o (autrement dit D est un opérateur a résolvante
compacte),

(iii) L?(M,E/F) est la somme hilbertienne des espaces propres de D,
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(iv) si (Ax)r est la suite des valeurs propres de D, alors A\, ~ ck@mw ol
c est une constante.

Démonstration. Les opérateurs D et D sont conjugués au travers de appli-
cation v : ['(E/F) — T'(E) qui est un isomorphisme isométrique, donc D*
et D* sont conjugués. Les propriétés valent pour les opérateurs elliptiques,
or D est conjugué a D et I'opérateur D est elliptique,

donc elles valent aussi pour D. O

Théoréme 18. Si de plus 'opérateur D est auto-adjoint, on a une décom-
position L2-orthogonale

I'(E/F)=ker D & ImD
ol ker D est de dimension finie.

Démonstration. Découle des résultats précédents. ]

Théoréme 19. On note d) la dimension de l'espace propre de D associé
a A. Comme dans le cas général (étudié dans le premier chapitre), on peut

définir I'opérateur D75. Sim > 0 et s > , alors D% est tracable et
d
trD™° = —i‘
A>0
Démonstration. Découle des résultats précédents. ]

On revient a présent au cas ou F est riemannien et transversalement
orientable.
On note M le fibré des repéres orthonormés transverses et F* le feuilletage
relevé.
Le feuilletage (M*¥, F*) est un feuilletage transversalement parallélisable, on
notera W la variété basique de (Mﬁ, F*%) et on suppose que dim Wt > 0.
Le groupe H = SO(q) agit sur (M* F*) et préserve les feuilles, donc H
induit une action sur W¥.

Proposition 51. On note E' le relevé de E sur MF.

Le fibré E* est un F*-fibré hermitien H-équivariant.

On note E* le fibré utile associé au fibré F*, alors l'action de H sur E* induit
de maniére naturelle une action de H sur E¥.

Démonstration. Soit pg : Ef — F la projection induite par p : M* — M.
L’image réciproque par pg de la connexion V sur E est une connexion V*
sur B qui en fait un fibré feuillete.
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On a alors un diagramme commutatif o toutes les applications sont feuille-
tées :

]

q

La connexion V¥ est donc basique et compatible avec la métrique hermitienne
hf sur E* relevée de h.

D’autre part Paction de H sur M se reléve a 'aide de cette connexion en
une action sur E* qui préserve a la fois le feuilletage Fp: et la métrique
hermitienne A O

Remarque. (i) On a les isomorphismes suivants :
C®(M/F) = C=(M*/FHH = co(whHH.
(ii) Comme I'(E*/F*®) est isomorphe & T'(E¥), on a
T'(E/F) =T (B FH)" = T(EH)H.

(iii) On définit le produit scalaire sur T'(E/F) par restriction a T'(E#/F#)H
de celui défini comme précédemment sur I'(E*, F*¥) a l'aide de la mé-
trique hf .

Définition 54. L’opérateur D se reléve en un opérateur différentiel basique
H-invariant D! : T(E*/F*) — T(E"™/F*) tel que le diagramme suivant est
commutatif :

F(Eﬁ/]:ﬂ)H Lﬁ, F(E/ﬁ/]:ti)H

1R
1R

I'(E/F) L(E'/F)

Proposition 52. En utilisant les champs fondamentaux de H on définit un
opérateur différentiel d’ordre 2 H-invariant Ay qui s’annule sur I'(E#/FH)H
et tel que D' = Df + (Ap)™ (oi 2m’ est ordre de D) est transversalement
elliptique.

Démonstration. Voir [EKA90]. O

Proposition 53. On note D’ I'opérateur induit par D’ sur W¥,
Alors D' est un opérateur différentiel elliptique d’ordre m.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 50 page 56. O

99



Théoréme 20. Si s € N, l'opérateur D se prolonge en un opérateur de
Fredholm D : H*(E/F) — H* ™(E’/F) dont l'indice est indépendant de s.
On notera indg(D) l'indice de Fredholm de D, qu’on appellera l'indice ba-
sique de D. On a alors indg(D) = ind(D'H) ou D'H désigne la restriction &
I(EHH.

Démonstration. Comme F? est transversalement parallélisable,

on sait d’aprés le théoréme 16 (page 57) que D¥ se prolonge en un opérateur
sur H5(M*, E*/F*). Or 'opérateur D est conjugué a DHH = DfF(Eﬁ/]-'ﬁ
donc & D' L’action de H sur T'(E*/F*%) se prolonge en une action de H
sur H*(M* E*/F*). Donc en restreignant D*# aux sections invariantes par
H de H3(M?*, E*/F*) on obtient un prolongement de D sur H*(M, E/F).
Le deuxiéme point découle immédiatement du fait que D est conjugué a
D', O

)Het

Théoréme 21. Si de plus D est auto-adjoint on a :

(i) Les espaces propres de D sont de dimension finie et formés de sections
c*.

(ii) L’ensemble des valeurs propres de D est une suite de valeurs propres
qui tend en valeur absolue vers +o0o (autrement dit D est un opérateur
a résolvante compacte).

(iii) L*(E, M/F) est la somme hilbertienne des espaces propres de D.

(iv) Si (Ax)k est la suite des valeurs propres de D, il existe une constante

c > 0 telle que A\ > ckdimwh,

Démonstration. L’application ¢ : T'(E/F) — T'(E) est un isomorphisme
isométrique qui commute avec l'action de H, donc (D»H)* et (D'M)* sont
conjugués. Les propriétés sont vérifiées pour les opérateurs elliptiques,

or D est conjugué a D’ a qui est la restriction d’un opérateur elliptique,
donc le résultat est vrai pour D. O

Théoréme 22. Si de plus D est auto-adjoint, on a une décompositon L>-
orthogonale :
INE/F)=ker D ®ImD

ou ker D est de dimension finie.

Démonstration. La décomposition est vraie pour I'opérateur D’ induit par D’
sur W¥. Comme D est conjugué a D'? il suffit de restreindre la décomposition
induite par D’ aux sections invariantes pour obtenir le résultat voulu. O

Théoréme 23. On note d) la dimension de ’espace propre de D associé a
dim W* d

A Sim>0et s> ——, alors D™* est tracable et trD™° = A

m

A>0

s

Démonstration. Découle des résultats précédents. ]
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Remarque. Etudions & présent le cas ou la variété basique W est de di-
mension nulle.

Proposition 54. Le feuilletage (M?*, F*) est un feuilletage a feuilles denses
si et seulement si dim W# = 0.

Démonstration. Si F est un feuilletage a feuilles denses,

alors tous les points de M appartiennent & 'adhérence de la méme feuille,
et donc dim W# = 0.

Si dim W# = 0 alors tous les points de M appartiennent & Padhérence de la
méme feuille, donc F* est un feuilletage a feuilles denses. O

Proposition 55. Si dim W* = 0, alors
ind(D) = dimT'(E*/FH)H — dimT(E"*/FH)H.

Démonstration. On a ind(D) = ind(D®H), car ces deux opérateurs sont
conjugués. Comme le feuilletage (M*, F¥) est un feuilletage a feuilles denses,
on sait que ind(D#) = dimI'(E*/F*) — dimT'(E"/F*) (voir proposition 46
page 52).

Donc ind(D) = ind(D*H) = dim T\(E*/F*)H — dim T'(E"*/FHH. O

Remarque. Dans le cas ou le feuilletage F n’est pas transversalement orien-
table les résultats précédents restent valable, il suffit de remplacer partout
le groupe H = SO(q) par O(q).

Probléme ouvert. Calculer I'indice basique en fonction d’invariants trans-
verses au feuilletage.

4.2 Le Laplacien basique

Etudions a présent le cas du Laplacien basique (voir [EKA90, PR96,
KT87]).

Définition 55. On note P la projection orthogonale de L2(Q*(M)) sur
L2(Q*(M/F)).

Proposition 56. P(Q*(M)) C Q*(M/F).
Démonstration. Voir [PRI6]. O

Définition 56. On note dp : Q*(M/F) — Q*(M/F) la restriction de la
différentielle de de Rham aux formes basiques et dp son adjoint formel.
On appelle Laplacien basique 'opérateur

Ap =dgdip +pdp : Q*(M/f) — Q*(M/f)
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Remarque. On a dp = PoJ, ou ¢ désigne I'adjoint formel de la différentiel
de de Rham. Comme Podo P =do P,ona Pojo P =Pod.
Donc dpo P =Pod =9g.

Proposition 57. Le Laplacien basique Ap est un opérateur différentiel
basique d’ordre 2 fortement transversalement elliptique.

Démonstration. Comme dp est un opérateur différentiel basique d’ordre 1,
il en est de méme de son adjoint formel 5.

Donc Ap est un opérateur différentiel basique d’ordre 2.

Le calcul du symbole principal est similaire au cas général,

donc o(Ap)(z,€) = [I€]]*. O

Remarque. Nous allons calculer explicitement ['opérateur ép et en déduire
une expression explicite pour le Laplacien basique Ap (voir [PR96]).

Proposition 58. V3 € Q¥(M/F),6p(8) = (—1)1*+D=1%(d — kA)%B, ou ¢
est la codimension du feuilletage et k la forme de courbure principale.

Démonstration.

(d, 5>M

:/ dry N *8

M

S RIS
M

~(-1)* [ 3 AdEEA)

YA (dFB A XxF + (=1)TF %8 A dxr)

YA (dFB A XF + (“1)TFRB A (=K A XF + %0))
YA(FBAXF+ (D)ITHERBA R A XF) + (=1)TFy ARB A g

YA(AFB A XF = K AR AXF) + (=1)TFy AZB A o
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or v A\ %3 est basique, donc v A ¥8 A g = 0 (voir proposition 44 page 46).
Donc

<d%5>M
—(-1)* / 7 A (%6 — 5 AZB) A X7)
M

(1R ) /M v AR2((d58 — K A FB) A xr)

:(_1)k-i-k(k—1)(n—k+1)+p(n—p—(n—p—k’+1))/ ~ A *(1(6[15) _ ¥(I€/\ ;B))
M

(-1 [ 85 (d58) — s 5)

M

(1) [ o (5(d78) — 50 A7) >, dvol
M

puisque ¢ = n — p. ]

Corollaire 5. V3 € QF(M/F), 65(8) = ((=1)9**+D~1%d% + £.)(B) ou L
désigne le produit intérieur.

Démonstration. Soient B € QF(M/F) et a € Q*~1(M/F). Par la proposition
précédente il suffit de montrer que (—1)4F D% (k A %8) = k_(5).

<O"K_|(B)>M = <"€/\O‘75>M
= (=1)k1! KNANaAxp dvo
= (~1) /M Ao A %8 dvol

= (—1)k_1/ a Ak A x5 dvol
M
= (—1)k~1Ha—k+D){a—(g—k+1) / a Nk AN*S A xr dvol
M
= (=1)(k-Dla—k+2) / a Ax(x(k A%3)) A xF dvol
M
= (—1)+=Dla=hk) / o A *(*(k A %8))dvol
M

<a, (—1) k=D Rz A ;5)>M .

Or (k—1)(¢g— k) =q(k+1) mod2
donc (=105 (5 A %B) = k,(B). O

Corollaire 6. Pod =3do P+ (—1)P(pg), o (xrA.)o P

Démonstration. Soit 3 € QF(M/F) et a € Q1 (M/F).
(a,6Pp)y; = (da, PB)
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De la méme maniére que pour la démonstration précédente, comme P est
basique on a

(da, PBY = (—l)k/ aA(dxPBAXF—KkAFPBAXF)+(—1) T FanzxPBApg.
M

Donc

<a75P6>M
= (—1)’“/ a A (dFPBAxF —kANFPBAXF) + (=1 FPa A oo AFPS
M

:/ aAx6gPp + (—1)kaAg00 N*(PB A XF)
M

— (0,65 PB)y + (~1FEHD / o Ao Ax(xF A PB)
M

= (o, 65 PB) y; + (—1)FPFDF k=) (n=k+1) /M a A <2(po A*(xr A PB))

= (o, 65 PB) y; + (—1)FPFDF ;=D (p+a—k+1) /M a A #2(po A x(xF A PB))

= (@,65PB) y + (—1)He R~ pra=ks) / a Ao Ax(xr A PB)).
M

Or Vy € Q"(M), Yw € Q5(M), 7,(w) = (=1)5=5) & (4 A sw), donc

(—1)kla=R)=(pra=k+1) / a A+ (o A x(xF A PB))
M

= (_1)k(qk)(p+qk+1)+(p+k(p+1))(n(p+k))/ a A ((00),(xF A PB)).
M

Par ailleurs

klg=Fk)—(p+a-k+1)++k-(p+1)(n—(p+k)
=k(¢g—k)—n+k—1+(k—1)(¢— k) mod2
=(@—k)(k+k—1)—n+k—1mod2
=k—q—n+k—1mod2
=p— 1 mod2
done (a, 6Pf) ;= (o, 6PB) = (=1)7 (e, (w0) (X7 A PB)) -
Donc 6P = 6P — (—1)P(vo).,(xr N.) o P,

ordgoP=Pod=90p.
Donc Pod =90 P+ (—=1)P(¢p), 0 (xrN.)oP. O
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Remarque. On note € = (—1)P(¢g) o (x#A.). Donc on a Pod = o P+eoP.
L’opérateur € est un opérateur différentiel d’ordre 0 qui vérifie

(U (M/F)) C Q(M/F)*. En effet :

Pod=doP+ecoP

donc Pod=PodoP+PoecolP

or PodoP=doP

donc PodoP=¢oP

donc Poeo P =0.

Corollaire 7. OnadoP=Pod+ (—1)PPo (xr,) o (po A .).
Démonstration. 1l sutfit de prendre ’adjoint dans le corollaire précédent. [J
Théoréme 24. (i) Sur Q*(M/F) on a

Ap=A+eod+doe.

(ii) On a la relation suivante entre le Laplacien basique et le Laplacien
usuel : B B
AgpoP=AoP=PoAoP

ot A=A+cod+doecet A=A +c*e.

Démonstration. (i) Soit B € QF(M), on a

Ap(B) = (Pdd + dPo)(B)

PSPd+ dPoP)(B)

(0P + eP)d+ d(6P + €P))(B)
(0+e)d+d(6+¢€))(B)
=(A+ecod+doe)(p).

(
(
(
(
(

AoP = PAP
= P(A + ed + de)
= PAP + PedP + PdeP
= PAP + PePdP + (dP — P€")eP.

Or e(Q*(M/F)) C Q*(M/F)*,
donc Pe*eP =0 et Ao P = PAP — Pe*eP = PAP.
O

Théoréme 25. Si s € N, le Laplacien basique Ap se prolonge en un opéra-
teur de Fredholm Apg : H*(M/F) — H* 2(M/F) dont I'indice est indépen-
dant de s.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme 16 page 57 sur les opérateurs
transversalement elliptiques. ]

Théoréme 26. (i) Les espaces propres de Ap sont de dimension finie
et formés de sections C'*.
(ii) L’ensemble des valeurs propres de Ap est une suite tendant vers +oo
(autrement dit Ap est un opérteur a résolvante compacte).
(iii) L?(Q*(M/F)) est la somme hilbertienne des espaces propres de Ap.
(iv) Si (Ag)k est la suite des valeurs propres de Ap, on a \; > ck T W

ol ¢ est une constante.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme 17 page 57 sur les opérateurs
transversalement elliptiques. O

Remarque. I’asymptotique du spectre du Laplacien basique permet d’étu-
dier le noyau de la chaleur basique (voir [Ton97, NRT90, PR96, RiclO0,
Ric98]).

Définition 57. On note H*(M/F) = ker Ap.
Un élément de H*(M/F) est appelé une forme basique harmonique.

Théoréme 27 (Décomposition de de Rham-Hodge basique). On a une dé-
composition orthogonale

QO (M/F)=H"(M/F)®ImAp =H*(M/F) @ Imdp ® Imdp,
ot H(M/F) est de dimension finie.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme 18 page 58 sur les opérateurs
transversalement elliptiques. O

Corollaire 8. La cohomologie basique H*(M /F) est de dimension finie.

Démonstration. Comme dans le cas classique (voir corollaire 1) la décompo-
sition de de Rham-Hodge basique implique H*(M/F) = H*(M/F).
Donc dim H*(M/F) < 4oc. O

Nous allons a présent étudier la dualité de Poincaré pour la cohomologie
basique. Pour cela nous allons rappeler quelques résultats importants en
renvoyant le lecteur aux différentes références : [EKASHS85, Ser85, EKAHS6,
EKA90, Mas92, AL92, Dom98].

Proposition 59. La cohomologie basique en dimension maximale H4(M /F)
est soit isomorphe a R, soit isomorphe a 0.

Démonstration. Voir [EKASHS5. O

Définition 58. On dit que le feuilletage F est homologiquement orientable
si H1(M/F) # 0.
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Théoréme 28. Le feuilletage F est homologiquement orientable si et seule-
ment si F est minimalisable, c’est-a-dire il existe une métrique quasi-fibrée
sur M tel que les feuilles de F sont des sous-variétés minimales.

Démonstration. Voir [Mas92, AL92|. O

Théoréme 29. Le feuilletage F est homologiquement orientable si et seule-
ment g’il existe un métrique quasi-fibré sur M tel que la forme de courbure
principale x est nulle.

Démonstration. Voir [Dom98|. O

Remarque. En particulier pour une telle métrique la forme volume le long
des feuilles x r est F-fermée, c’est-a-dire dxz(V1, ..., Vpy1) =051 V; € I(TF).

Proposition 60. On suppose que F est homologiquement orientable.
Alors I'opérateur de Hodge basique ¥ : Q¥(M/F) — QI=F(M/F) vérifie
%*Ap = Ap¥ et induit un isomorphisme * : H¥(M/F) — HIF(M/F).

Démonstration. Comme F est homologiquement orientable, la courbure prin-
cipale du feuilletage x est nulle (voir [Dom98|).

En appliquant le corollaire 5 page 63 on a alors g = (—1)Q(k+l)_1¥d3>_f<, d’ou
Apg = (—1)Q(k+1)71¥d31d3 + dp*dp*.

Donc (—1)4F+D=15A 5 = s%dp*dp + *dg*rdp* et

(—1)4E+D=1A g% = 3dp*dp* + dpFdpF*.

Comme on a ¥2 = (=1)"9=%[d on a *Ap = Ap*. O

Théoréme 30 (Dualité de Poincaré). Si le feuilletage F est homologique-
ment orientable, alors on a un isomorphisme

HY(M/F) = H*(M/F).
Démonstration. Découle de la proposition précédente. ]

Remarque. (i) Cerésultat a d’abord été montré par B. Reinhart [Rei59b|
sans '’hypothése de l'orientation homologique. Mais en 1981 Y. Car-
riére |Car84| a construit un feuilletage riemannien qui ne satisfait pas
la dualité de Poincaré.

(ii) Ce résultat a été démontré par une méthode différente dans [Ser85,
EKAHS6).

4.3 L’opérateur de de Rham basique
Définition 59. Soient Dp = dp + 05, QPAY(M ) F) = Bk pair (M /F) et
QIMPAT (N F) = @ impair 2 (M) F).

On appelle opérateur de de Rham basique 'opérateur
D - QP3T(M/F) — QmPAr (A / F) qui est la restriction de D a QP* (M /F).
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Proposition 61. L’opérateur de de Rham basique est un opérateur diffé-
rentiel basique d’ordre 1 transversalement elliptique.

De plus si s € N, 'opérateur de de Rham basique se prolonge en un opérateur
de Fredholm D}, : H*(M/F) — H*}(M/F) dont lindice est indépendant
de s.

Démonstration. On a D% = Ap et Ap est transversalement elliptique,
donc DE est transversalement elliptique.

Pour le deuxiéme point il suffit d’appliquer les résultats sur les opérateurs
transversalement elliptiques. O

Définition 60. On appelle caractéristique d’Fuler basique ’entier relatif
q

noté et défini par y(M/F) =Y (—1)'dimH"(M/F).
=1

Proposition 62. L’indice de l'opérateur de de Rham basique indg(D3) est
donné par la caractéristique d’Euler basique x(M/F).

Démonstration. Comme dans la cas classique,

le noyau de D}, est ker D, = ker(A g )qpair a1/ 7)-

Donc le noyau de DE est 'espaces des formes harmoniques paires.

Comme 'espace des formes harmoniques est isomorphe & la cohomologie de
de Rham H*(M/F), on a dimker Dj; = dim HP3 (M /F).

De méme on a dimker(D})* = dim H™Pr (M /F).

Donc indg(D}%) = x(M/F). O

Exemple 9. Dans le cas d’un feuilletage par fibration 7: M — B, on a
H*(M/F)= H*(B).

Donc la caractéristique d’Euler basique de (M, F) est égale a la caractéri-
sitque d’Euler de la variété B.

Exemple 10. Dans le cas d’un feuilletage par suspension M = B x T/T, on

a H*(M/F) = H*(T)%. Donc la caractéristique d’Euler basique de (M, F)
q

est égale a x(T/QG) :Z ¥ dim HY(T/@G).
k=1

4.4 L’opérateur de signature basique

Proposition 63. Si F est homologiquement orientable, on munit d’une
meétrique quasi-fibrée telle que k est nulle.
Alors [v] # 0, c’est-a-dire [v] engendre HY(M/F).

68



Démonstration. Par 1'absurde, supposons que v = da ot o € QI=H(M/F).
On a

daAxr=daNxr+ (=) aAdyr
=vAxF+ ()T laNdyr
= dvol + (1) ta Adxr

Or xr € QPY(M) et dxr = drxF + daxr + p

ot drpxr € WPTEO(M) = {0}, dyxr € QPH(M) et p € QP~L2(M).

Comme x = 0, la forme carctéristique xr est F-fermée, donc dpxr = 0 et
dxr = p.

Or a € QU1 (M) et a Adxr = aAp,

donc a A dyr € QP~L4HL (M) = {0} et a AdxF = 0.

Donc d(aAdxr) = dvol et [dvol] = 0 dans H" (M) (ce qui est contradictoire
puisque M est orientée et H"™(M) est engendré par [dvol]).

Donc [v] # 0 dans HY(M/F). O

Remarque. La forme volume transversale v est donc une forme basique
harmonique.

Exemple 11. Dans le cas d’un feuilletage par fibration = : M — B, on a
HF(M/F) = H*(B), donc (M, F) est un feuilletage homologiquement orien-
table si et seulement si la variétée B est orientable.

Ici la notion d’orientation transverse de F coincide donc avec la notion
d’orientation homologique de F.

Proposition 64. On suppose que F est homologiquement orientable et
g = 4l. On munit M d’une métrique quasi-fibrée telle que  est nulle.
On définit une forme bilinéaire Qp sur H2(M/F) x H*(M/F) par

Qp([w1], [wa]) = / w1 Awa A XF-
M
Alors @ p est bien définie, symétrique et non-dégénérée.
Démonstration. De maniére évidente (Qp est bilinéaire et symétrique.
Montrons que Qp est bien définie. Soient o € Q=L (M/F) et wy € Q21 (M/F).

Montrons que @ p(da,ws) = 0.
On a d(a Awy) =da Aws + (=) Lo A dws = dor A ws car wy est fermeée.

Donc Qp(da,ws) = / d(a A we) A XF-
M
Or dla Awy A xF) =d(aAws) Axr+ (=) La Aws Adxr,

donc/ d(a/\ngX]:):/ d(a/\wQ)AX]:+(—1)4l1/ aNwy Adxr.
M M M

Selon le théoréme de Stokes on a / dla ANwa A xr) =0,
M
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donc Qp(da,ws) = / aAwy Adxr.
M

Or a Awsy € QI7Y(M/F), donc a A ws A dxr = 0 (voir proposition 44 page
1),

donc Qp(da,ws) =0 et Qp est bien définie.

Montrons que @) p est non-dégénérée.

Soit [w1] € H?(M/F) tel que Y[ws] € H¥(M/F), Qp([w1],[w2]) = 0.

Donc/ wl/\wg/\xy:zoet/ wy A x*xwa A xr =0,
M M
donc (wr, *wa),, = 0.

Donc VCUQ S ZQZ(M/-»F)7 <w17 %L{)Q)J\/j = 07
or ¥2 = (—1)2l(4l_2l)ld, donc Vg € ZQI(M/JT)’ <W17ﬁ>M =0.
Or (wi,w1)y; > 0siwy # 0, donc wy = 0 et @Qp est non-dégénérée. O

Dans la suite du paragraphe on suppose que JF est homologiquement
orientable, ¢ = 41, et la forme de courbure principale x est nulle.

Définition 61. La signature de Q)p est appelée la signature basique de
(M, F) et est notée o(M/F).

Définition 62. On note 7 : QF(M/F) — Q47k(M/F) lapplication définie
par

T = (—1)l+@¥

ol % désigne 'opérateur de Hodge basique.

Proposition 65. L’application 7 est une involution qui anticommute avec
lopérateur Dg = dg + 0p.

k+1)-1%dp% puisque F est ho-

Démonstration. On rappelle que dg = (—1)‘1(
mologiquement orientable.
Un simple calcul montre alors que 7 est une involution qui anticommute avec

Dp. O

Définition 63. On note Q*(M/F) = QL (M/F) @ Q* (M/F) ou Q5 (M/F)
(respectivement Q* (M /F)) est I'espace propre de 7 associé a la valeur propre
1 ( respectivement -1).

On appelle opérateur de signature basique et on note DE la restriction de
Dp a Q(M/F), D}, : Q% (M/F) — Q* (M/F).

Proposition 66. L’opérateur de signature basique DE est un opérateur
différentiel basique d’ordre 1 transversalement elliptique.

De plus si s € N, opérateur de signature basique se prolonge en un opérateur
de Fredholm D}, : HS(M/F) — H*"*(M/F) dont l'indice est indépendant
de s.
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Démonstration. La démonstration est similaire au cas de Iopérateur de de
Rham basique. Pour le deuxiéme point il suffit d’appliquer les résultats sur
les opérateurs transversalement elliptiques. O

Proposition 67. L’indice de 'opérateur de signature basique est donné par
la signature basique o(M/F) de (M, F).

Démonstration. La démonstration est similaire au cas classique (voir propo-
sition 4). O

Proposition 68. Dans le cas d’un feuilletage homologiquement orientable
de codimension ¢ = 4k par fibration 7 : M — B, la signature basique
o(M,F) est égale a la signature de la variété B. L’indice de 'opérateur de
sinature basique coincide donc avec la signature de B.

Lemme 6. On note xp I'opérateur de Hodge sur B et % 'opérateur de Hodge
basique sur M. Soit w € QF(B), on a m*(xpw) = (—1)P9%(1*(w)).

Démonstration. On a localement w, = Z fry)dyi, A ... AN dy,,

11<...<l
donc *p(wy) =€ Z f1(y)dys, A ... Ndyj,_, ot € est la signature de la
11 <...<i
. 1 q
permutation |( . . . . .
1 e % J1 - Jg—k
™ (*B Z f[ (dyJ1 /\"'/\dyjq—k)
J1<.<Jk
Z fr(m(2))dyjy A A dyjq k
J1<<Jk
car yj o = yj.
Or (w), Z fr(m(2))m* (dyi, A ... ANdy;,) = Z fr(n(2))dyi, A ... N dy;,,
11 <...<ip 11 <...<tg
donc
*(m*(w)z) = (—1)P9%( Z fr(m(2))dzy A ..o Ndxy A dys, A ... A dy;,)
11 <...<i
Pie N filw(2) Adyg, A Ady;,
11 <...<ig
N . . 1 n
ol € est la signature de la permutation ) . . .
I oopoir o e g1 Jg—k
On a e = ¢, donc 7*(xpw) = (—1)P%(7* (w)). O

Lemme 7. On a dpgs o 7 = 7% o dp ol dp,s désigne la différentielle sur
O*(M/F) et dp la différentielle de de Rham sur Q*(B). De plus dpgs o7 =
e (53.
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Démonstration. Avec les conventions de signe habituelles on a
0Bas = (—1)1FD=15dp % et 0pas = (—1)1FD1 x dp,ex.

7o ((=1)I*F D=1y dpo o) = (=1)1F=D=L(1)PI(—1)P (Rd o %) o 7F)

= 0Bas © *
OJ

Démonstration de la proposition 68. On sait que o(B) = ind(Dy) ou D4
désigne l'opérateur de signature sur la variété B.

Et o(M/F) = indg(D}) ott D}, désigne 'opérateur de signature basique
sur M. Les lemmes précédents impliquent que les opérateurs D et DE sont
conjugués, donc admettent le méme indice. Ainsi o(B) = o(M/F). O

Nous allons étudier la signature basique d’un feuilletage par suspension
M = B xT/T. On rappelle que g2 : M — T désigne la deuxiéme projection.

Proposition 69. Soit w € QF(T/T), on a ¢(x7w) = ¥¢(w), ol * désigne
I’opérateur de Hodge basique sur M et x7 désigne 'opérateur de Hodge sur
T.

Démonstration. Soient (z1,...,Zp,y1,...,Yq) des coordonnées locales sur M
en (Z,y), donc (yi, ..., yq) sont des coordonnées locales en y et

(mrom L. aporn tyront ..y, om ) sont des coordonnées locales en
2, 9]
Localement on a w = Z fr(y)dys, A ... A dys,.

11 <...<i
Montrons que g3 (x7w) = (—1)P?*p (¢5(w)), ot *xp Popérateur de Hodge ba-
sique sur M.
On a *xpw =€ Z fr(y)dyi, A ... A dy;,_, o € est la signature de la per-
11 <...<ig

. 1 q
mutation | . . . . .
e %k J1 - Jg—k

Comme y; 0 g2 = y;, on a

Gxrw) =€ > frlaa(Fv))g(dyi, A Adyi,_,)

11 <...<ip
=c > fi(e@y)dyy A Adyi,_,

11<...<ik

Orgs(w)= > firlg& y)dy, A ... Ady,,
11 <...<ip
donc *pgs(w) = (=1)P4¢ Z fr(@2(Z,y))dyi, A ... Ndy;,_, ot € est la si-
11 <...<ip

. 1 n

gnature de la permutation ( . . . )
1 oop i i g1 Jg—k
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Or € = ¢, donc ¢5(x7w) = (—1)P7 x5 (¢5(w)).

Selon le lemme 6 page page 71, on a Yo € QF(M/F), xpn*(a) = (—1)PI7*(*%a).
Ainsi g3 (+7w) = (=1)P *p (7" (d(w)),

donc 7% (¢ (x7w)) = 7 (¥ (w)),

et p(xrw) = *p(w). O

Proposition 70. On note dr la différentielle sur Q*(7") et donc sur Q*(7/G)
et dp la différentielle sur Q*(M/F).

Comme T est munie d’une structure riemannienne G-invariante, ’adjoint
formel o7 de dr se restreint a Q*(T/G).

On a alors ég o ¢ = ¢ o d7, en particulier 'opérateur Dg = dp + dp est
conjugué a DY = dr + 67 : Q(T/G) — Q*(T/G).

Démonstration.

$odp=cdo((—1)* D1 urdp«T)
= (x5(=1)1*D-1gpxp) 0 ¢
=0po¢

Corollaire 9. La signature basique de (M, F) est donnée par
o(M/F)=0o(T/G).

Démonstration. On sait que o(M/F) = indg(D3) oit D désigne 'opéra-
teur de signature basique sur M.

Et o(M/G) = ind(D) ot DY désigne 'opérateur de signature invariant sur
T.

On vient de voir que Df et DE sont conjugués, donc ont le méme indice.
Donc o(M/F) = o(T/G). O

4.5 L’opérateur de Dolbeault basique

On suppose que F est transversalement holomorphe et pour simplifier on
supposera que F est homologiquement orientable.
Alors le fibré v Fe = v F Qg C hérite d’une structure complexe dont on notera
J I"automorphisme associé.
La métrique riemmanienne transverse g définit une métrique hermitienne
() = ((g(.,.) +g(J., J.))/2 (cest-a-dire g(J., J.) = g(.,.) sur vF¢ et inva-
riante le long des feuilles) et en fait un F-fibré hermitien.
Dans ce cas on dira que le feuilletage F est hermitien.

Définition 64. Comme J? = —Id, on a une décomposition en somme directe
vFc = vF,0)@vF,1) ol vF( o) et v.F(g 1) sont les sous-fibrés de v.F associés
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aux valeurs propres ¢ et —i de J.
On a alors une décomposition du fibré en algébres extérieures
Akl/*]:(c = @T‘_’_s:kAT’S ol AT’S = APV*‘F(LO) ® Aql/*]‘—(OJ).

Définition 65. Une section basique du F-fibré A™® est appelée forme diffé-
rentielle basique de type (r, s).

On notera Q"*(M/F,C) lespace des formes différentielles basiques de type
(r,5). On a de maniére évidente QF(M/F,C) = @y —xQ"*(M/F,C).
Comme dans la cas classique d’une variété complexe, sur les formes basiques
QF(M/F,C) la différentielle d se décompose en la somme de deux opéra-
teurs 9 : Q" (M/F) — QL8 (M/F) et 9 : Qs (M/F) — Q51 (M/F) qui
vérifient les relations

9?2=0, 9>=0, et 90 + 09 = 0.

On obtient donc un complexe différentiel

Qi

]

Q" (M/F,C) —2w Qrsti(M/F,C)

appelé complexe de Dolbeault basique du feuilletage F.
La cohomologie associée sera appellée cohomologie de Dolbeault basique de
F et notée H™*(M/F,C).

Proposition 71. L’opérateur de Hodge basique induit un isomorphisme
x: QM(M/F,C) — Q11 5(M/F,C). B
On pose 0% = —*0%, alors 0% est adjoint formel de 0.

Démonstration. Cette preuve est similaire au cas classique qui a été traité
précédemment, nous renvoyons le lecteur a la premiére partie de ce document.

O

Proposition 72. On notera A’, l'opérateur défini par A% = §%0 + 05%.
L’opérateur A est un opérateur différentiel basique d’ordre 2 formellement
auto-adjoint et transversalement elliptique.

Démonstration. Cette preuve est similaire au cas du Laplacien basique et
est omise ici. O

Théoréme 31. On note
H¥(M)F,C) ={we Q"¥(M/F)/0w =0 et §jw = 0} = ker A%,

On a alors les propriétés suivantes :
(i) Vespace vectoriel H™*(M/F,C) est de dimension finie,
(ii) on a une décomposition L2-orthogonale

Q"5 (M/F,C) =H"*(M/F,C)pIm(A}) = H"*(M/F,C)SIm(0)BIm(5%)
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(iii) Despace vectoriel H™*(M/F) est isomorphe a H"™*(M /F,C) et donc
de dimension finie.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les résultats sur les opérateurs trans-
versalement elliptique pour les deux premiers points. La démonstration du
troisiéme point est similaire au cas de la cohomologie basique. O

Théoréme 32 (dualité de Serre). Comme le feuilletage F est homologique-
ment orientable, I'application * induit un isomorphisme de H™*(M/F) sur
H™=%5"9(M/F).

Démonstration. L’opérateur de Hodge basique * commute avec A7,
et induit un isomorphisme de H™*(M/F) sur H"~25"%(M/F) et donc un
isomorphisme de H™*(M/F) sur H'~9%"4(M/F). O

4.6 L’opérateur de Dirac basique

Etudions maintenant 'opérateur de Dirac basique ([BKR10al).

Notation 10. On identifie le fibré normal vF avec TF=.
On note Cl(vF) = Cl(vF) ® C le fibré en algébre de Clifford au-dessus de
M.

Définition 66. Soit E un fibré en Ci(vF)-modules au-dessus de M.
On note toujours V la connexion de Levi-Civita transverse et VM la connexion
de Levi-Civita.
Soit h une métrique hermitienne sur E et V¥ une connexion linéaire sur E.
On note l'action de £ € Cl(vF) sur un élément v € E, par c¢(§)v.
On dit que (E, h, VF) est un fibré de Clifford basique si :

(i) Le fibré E est un fibré feuilleté.

(ii) La connexion V¥ est une connexion métrique et basique.

(iii) Pour tout & € Cl(vyF), c(§) est antisymétrique sur Ej.

(iv) Si X € E(M),Y € D(vF),s € T'(E),

VE((Y)s) = c(Vx(Y))s + c(Y)VE(s).
Notation 11. Dans la suite (E, h, V) désigne un fibré de Clifford basique.

Lemme 8. Si Y € I'(vF) un champ de vecteurs basiques et s € I'(E) une
section basique, alors ¢(V')s est une section basique de E.

Démonstration. Comme s est basique et Y est feuilleté, si V € I'(T'F) on a
VE(s)=0et Vi (Y)=0.
Donc VE(e(Y)s) = o(Vy (Y))s + (Y )VE(s) = 0. 0
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Définition 67. On appelle opérateur de Dirac transversal I'opérateur noté
Dy, obtenue a partir de la composition des applications suivantes :

(vE)t'r

T(E) IV*F®E) —— T(wF®E) —— I'(E) ,

ot (VE)! est la projection sur v*F de VF : T'(E) — T(T*M ® E) et = est
I'isomorphisme induit par la métrique quasi-fibrée sur M.
Plus précisément si {e1, ..., €4} est un repére orthonormée de vF, on a

q

Dy =Y c(ej)(VE)™.

j=1

Proposition 73. L’opérateur de Dirac transversal induit un opérateur dif-
férentiel basique d’ordre 1 sur I'(E/F).

De plus cet opérateur est transversalement elliptique et son symbole est
donné par

o(Dyr)(,€) = c(§).

Démonstration. Soit s € T'(E/F), montrons que Dy, (s) est une section ba-
sique.

Au voisinage d’un point 2 € M, on choisit un repére local {ey, ..., e,} formé
de champs de vecteurs basiques. Soit V' € I'(T'F), alors

I
M=

Vi (Dir(s)) Vi (e(ef)(Ve)" (5))

1

<.
Il

I
M=

(Vv (e)Ve (s) + cle)) Vi (Ve (5))

Il
o 5

car e; est un champ de vecteur basique et s est une section basique.

Donc Dy, induit bien un opérateur sur I'(E/F).

La méme démonstration que dans le cas classique (voir proposition 8 page
20) montre que Dy, est basique et transversalement elliptique. ]

Proposition 74. L’adjoint formel de 'opérateur de Dirac transversal est
(Dyr)* = Dy — ¢(H) ot H désigne le champ de vecteur basique de courbure
principal.

Démonstration. Soit {ey,...,eq} un repére local de vF formé de champs de
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vecteurs basiques et s, s2 € I'(E/F). On a ponctuellement
h(Dtr(Sl)a 52)1 - h(Sl, Dtr(52))z

h(c(e;) Ve (s1), 52)0 — h(s1,c(e;) Ve, (52))a

I
M=

1

<.
I

I
M=

h(c(ej) Ve, (1), s2)a + hlclej)s1, Ve, (52))a
1

.
Il

|
M=

h(ij (c(ej)s1),52)x — h(c(Vé\;[(ej))sl, $2)z

o> .
S Il
—_

+ h(c(es)s1, VE (s2))a

q
E eg 81782 E 81782)

7=1 =1
q
B I, oSS
7=1

J=1

ol w est la 1-forme basique définie par w(X) = —h(c(X)s1, s2), VX € T'(vF).
Donc

q q
h(Dtr(Sl)asQ) - h(sly-Dtr(S?)) Z e; 163 +W Zvej ej
7j=1

q q
= Z(ze]ve] —i—zVP Jw + w( ZVeJ e;))
j=1

On compléte localement le repére {e, ..., e4} en un repére orthonormé {e, ..., e, }
de TM. On pose V" = VM V¥ ou VM désigne la connexion de Levi-Civita.
Soit B € QY (M/F), calculons 63,

= - f:z'eij
j=1
n n
- Zz’ejvejﬁ — Zz‘ejvgnﬁ
= — Z@e] vejﬁ Z Zejvtan

Jj=q+1
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q
On écrit 8 sous la forme 8 = Z Brer, ou By sont des fonctions basiques. On

k=1
a alors

q
op = Zzeav%[g Z Zeﬂvm ZﬂkGZ)

J=1 J= q+1
:—Zzejve]ﬁ Z Z Brie, Ve (ef)
k=1 j=q+1
= _Zzejvejﬂ Z Z 6I€Z€J Z h v]\/[ ek ) m) m)
k=1 j=q+1 m=q+1
q
Zlejvejﬁ Z Z Bklej Z h VM *) *)
k=1j= q+1 m=q+1
=—Zzejve]5 Z Z Beh(Ve; (€7), 5)
k=1 j=q+1
:_Ziejvejﬁ_'_iHﬂa
j=1

ou H est le champ de vecteurs de courbure principale.
q

Donc si 3 € QY(M/F), alors —Ziejvejﬁ =68 —igpB. On a donc
j=1
h(DtT(Sl)v 52) - h(Sthr 32 Zzejve]w

= 5w —igW
= dw ~+ h(c(H)s1, s2)
= dw — h(s1,c(H)s2).

Comme dans le cas général (voir proposition 9 page 21),
on a donc (Dyy(s1), s2) — (51, Dir(s2) — c¢(H)s2) = 0.
D’ou le résultat. O

Remarque. Si le feuilletage F est homologiquement orientable, le forme de
courbure principal et donc le champ de vecteurs de courbure principale sont
nuls. Par conséquent 'opérateur de Dirac transversal est auto-adjoint.

Définition 68. On appelle opérateur de Dirac basique 'opérateur

Dp = Dy — %C(H) . T(E/F) — T(E/F).
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Proposition 75. L’opérateur de Dirac basique est un opérateur différentiel
basique d’ordre 1, auto-adjoint et transversalement elliptique.

Démonstration. Découle des résultats précédents. ]

Théoréme 33. Si F est le fibré normal au feuilletage v.F,

on a Cl(vF) = Av*F. Et 'opérateur de Dirac transversal est conjugué a
l'opérateur dp + dp.

En particulier D2, est conjugué au Laplacien basique Ap.

Démonstration. La démonstration est similaire au cas classique (voir propo-
sition 10 page 22). O

Remarque. En munissant Q*(M/F) = I'(Av*F) des bonnes graduations,
on retrouve ainsi I’ opérateur de de Rham basique et l'opérateur de signature
basique & 'aide de 'opérateur de Dirac transversal.

4.7 Exemples

4.7.1 Exemples de calculs de signature basiques

Exemple 12. On considére le feuilletage par suspension oi

B = S, T = CP,. Le groupe fondamental de B est alors Z, on définit le
morphisme de groupe h: Z — S! par 1 — €% oil 6 est irrationnel et % agit
sur T par

i6'[

e [20, 21, 22] = [€% 20, 21, 22).

On note G = S, alors G est I'adhérence de h(mi(B)) et le calcul de la si-
gnature basique de (M, F) se rameéne au calcul de 'indice de 'opérateur de
signature sur T restreint aux formes G-invariantes Df.

Pour cela nous allons utiliser la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-
signature (théoréme 8 page 27).

Proposition 76. Soit g € G\{1}, 'ensemble des points fixes par g est
T9 = {[1,0,0]} U {[0, 21, 22]/21, 22 € C*}. En particulier T9 = T,

Démonstration. On suppose que g.[2o, 21, 22] = [20, 21, 22].

Donc gzg = Azg, 21 = Az1,20 = Az out A € C*.

Donc zg =0,(1-X)z1 =0,(1-N)z2 =00ug =X\, (1-N)z; =0, (1=X)22 =0,
donc zg=0o0ug= Az =0,29 =0.

Done T9 = {[1,0,0]} U{][0, 21, 22] /21, 22 € C*}. O

Remarque. On notera P = [1,0,0] et S = {[0, 21, 22]/21,22 € C*}. On
remarque que S = CP;.

Proposition 77. Soient g = ¢ € G\{—1,1} et N9 le fibré normal au-dessus
de TY. Alors g, agit sur N9 par une rotation d’angle —6.

79



Démonstration. On utilise la carte U = {[20, 21, 22]/20 # 0} de coordonnées
z21 2

locales ¢([z0, 21, 22]) =  —, 2).
20 20

On note 74 le difféomorphisme induit par g sur T,

porgod ! = d(ry([l, 21, 22)))
¢([ele 1, 22))
= (e ¥z, e Pry)
e 0
alors mat(7y 1 2—1,2—2) = ( 0 e_w) D’ou le résultat. O

Rappel. La cohomologie de de Rham de CP; est donnée par :
HO(CPQ) = C17H1((CP2) = {0}7 Hz(CPQ) = Cuw, HS(CPQ) = {0}7
H*(CP,y) = Cw A w oli w est une classe caractéristique.

Proposition 78. La signature basique de (M, F) est donnée par :

o, F) = ind(0S) = [ [ z(a)

U(M,f)—/GE(g,P)—&-/SE(g,S d

ou L(g, P) et / L(g,S) se calculent par la formule d’Atiyah-Singer.
S

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour
la G-signature. O

. 0
Proposition 79. Si g = ¢ on a, L(g, P) = —C0t3n2(§)~

Démonstration. Comme {P} est une variété de dimension 0,

—0\ 2
en appliquant la formule d’Atiyah-Segal-Singer on a L(g, P) = 2° (z tan(2)> ,
0
c'est-a-dire L(g, P) = —cotanQ(g). O

Proposition 80. Si g =€, on a
2,0 2,0
L(g,S) = [ (14 cotan®(=))c1(NY) =1+ cotan®(=) [ c1(NY)
s S 2 2" Js

ot ¢1(N9) est la premiére classe de Chern de NY.
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Démonstration. On applique la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-

signature.
Iei N9 =N90),t=1,r=0et s(f) =1.

Donc/sﬁ(g,S):Q/S (itan(;@)>lL(Mg)m9(Ng).

On a L(M9) =1+ Li(M9) + ... ot Ly(M9) € H*(S).

Or dimc S = 1, donc H¥(S) = {0},Vk > 3.

Donc L(M9) =1 et/ﬁ 9,8) = 21cotan< >/m (NY).

Calculons m?(NY). On note y = ¢;(NY) et on rappelle que ¢ (NY) € H2(S).

_ig 1+ (D)

On a m?(N9) = th(— et th(z) = z + o(2?),

2 Y —1i0
th(=) + th(——
)+ ’
g LHth(— )g 1 +th(_7)%
donc m?(N9) = th(— ) =
208y th(—e) (=2 41
) 2 2 3 y
Or {=— = 1—z+0(z), donc m’(N?) .(1+t9h( —if )32(1 coth(%)%).
Or th(iz) = itan z, donc m?(N9) =1 — f(tan 2 + cotan2)y. Donc on a
/ L(g,S) = 2icotan(= / m?(N9)
= —2icotan(= )/ (tan(e) +cotan(g))
- 2/ |42V 2/
= /(1 +cotan2(g))cl(]\79)
S 2
0
Corollaire 10. La signature basique de (M, F) est donnée par
o(M/F) =ind(D§) = 1.
Démonstration. En raison des résultats précédents, on a
0 0 db
ind(DY) —/ —cotan?(=) + (1 —|—cotan2())/c1(N9) :
o 2 2" Js o
5,0, db ) , G
Or cotan®(-)-— est divergente et ind(DY) € Z.
St 272w
Donc on a forcément / c1(N9) =1et ind(DY) = 1. O
S

Remarque. On peut retrouver ce résultat par une autre méthode :
on a déja vu que ind(DY) = o(T/G) (voir corollaire 3 page 26), or ici le
groupe G est connexe, donc o(T/G) = o(T) = o(CP2) = 1.
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Remarque. On a ind(Df) = / L(g)dg. En effet :
G JTG

Sige G, onaTll=T<9>=T<9>

ol < g > est le sous-groupe engendré par g et < g > son adhérence.
Si 0 €]0,1] est irrationnel, alors < e2™ > est dense dans G.

On note Ay =< e?™0 > ot A = UGG]O,l[,GéQAH

On remarque que le complémentaire A€ est dénombrable. On a

ind(DS) /G [ iy

= / L(g)dg + / L(g)dg
AJT e J Mo

= / L(g)dg car A° est de mesure nulle
AJTG

=/A o ﬁ(g)d9+/c - L(g)dg
:/c o L(g)dg.

Pourtant il n’est pas possible d’intervertir ces deux intégrales. En effet :

/TG/G.C(g)dg = /TG /Sl —cotanQ(g) + (1+cotan2(g))cl(Ng)%,

0
mais / cotanz(i) est divergente.
S1

Exemple 13. On considére le feuilletage par suspension oil
B = S1,T = CP,. Le groupe fondamental de B est alors Z, on définit le
morphisme de groupe h:Z — Zs = {0,1,2} par 1 — 1 ou 1 agit sur T par

1.[z0, 21, 22] = [#1, 22, 20].

On note G = Z3 = h(m(B)). Le calcul de la signature basique de (M, F) se
rameéne au calcul de l'indice de l'opérateur de signature Df sur T restreint
aux formes G-invariantes.

Proposition 81. On note Ay = [1,1,1], A1 = [1,4,5%], A2 = [1,5%,4] ot
j= eiQ?ﬂ, alors la variété de points fixes associée a 1 est : T = {Ag, Ay, As}.
Démonstration. On suppose que 1.[zg, 21, 22] = [20, 2122].

Donc z1 = Azg, 20 = Az1,20 = Az oul A € C*,

donc z1 = Azg, 29 = )\2Z0,Zo = /\32’0 et z1 = Azg, 22 = )\220,)\3 =1.

Donc les points fixes de 1 sont de la forme [29, Azp, A220] = [1, A, A?]

oll A\ est une racine cubique de 'unité. D’ou le résultat. ]

Remarque. Comme 1 est un générateur de G ona T = T! = {Ag, Ay, A}
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Proposition 82. On utilise la carte U = {[20, 21, 22]/20 # 0} de coordonnées
Z1 R9

locales ¢([20, 21, 22]) = (—, =).
Z0 20
On note g = 1 et 74 le difféomorphisme induit sur 7T,
i) 1
2l om
alors mat( Tg*[1,x—1,x— 2}) 1
T1
Démonstration. On a :
(z) 0TgoO ¢71 = ¢(Tg([17 I, xQ]))
= ¢([$17$27 1})
_ [z 1
N :Ul’ I ’
d’ou le résultat. O

Proposition 83. La signature basique de (M, F) est alors donnée par :

ou/F) =09 = [ [ ()

o(M/F) = /)EOJW ﬁaJwU+» L£(2,M?))
M2

ot / LO,M)=0(M)=1 et / L(1, M) et L(2, M?) se calculent
M2
par la formule d’Atiyah-Segal-Singer.

De plus / L1, MY) = L£(1,A0) + L(1, A1) + L(1, As) et
M1

L£(2,M?) = L(2, Ag) + L(2, A1) + L(2, A).
M2
Démonstration. C’est la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-signature.
O

1
Proposition 84. On a £(1,A;) = L£(2, Ak) = 3
Démonstration. Soit N l'espace tangent & M en Ay, N est un espace vecto-
riel complexe de dimension complexe 2.

1
-1 =
-1 1 2
On a : mat(71 44,) = <_1 O) s mat(Tea,) = 1 ok
—— 0
1 a
-1 -
et mat(7ga,) = 1 J
=0
J
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Donc tr(mat(r14a,)) = —1 et det(mat(r144,)) = 1.

Les valeurs propres de mat (7«4, ) sont donc les racines du polynome
X2 4+ X +1, c’est-a-dire les racines cubiques de 1'uniteé : j, j2.

De méme les valeurs propres de mat (724, ) sont j et j2.

0
D’aprés Atiyah-Segal-Singer on en déduit que £(1, Ag) = 2°(i tan(g))*l(i tan(6)) !

ou 6 = 2£
J 1 1
Donc L(1, Ag) = 3 De méme L(2, Ay) = 3 O

Remarque. On remarque que G préserve 'orientation.

Corollaire 11. La signature basique de (M, F) est donnée par o (M /F) = 1.

1
Démonstration. On a vu que L£(1, Ax) = L£(2, Ar) = 3’

or L(1,MY) = L£(1,A¢) + L(1, A1) + L(1, Ap) et

M1
L£(2,M?) = L(2, Ao) + 5(2 Aq) + L(2, As).
M?2
Donc/ L1, M) = 7+ +f—1et de meéme L£(2,M*) =1
M2
1
Oro(M/F)==(] L(0 / LMY+ [ L2, M?)),
3 M 1 J\/[?
1
donc U(M/f):§(1+1—|—1>:1. O

Remarque. Icionao(M/F)=1=0o(T).

On peut retrouver ce résultat par une autre méthode :

comme H?(T) = C et H2(T) = {0} on a H2(T)% = C et H2(T)% = {0}.
Donc o(M/F) = dim H2(T)% — dim H2(T)% = 1.

Exemple 14. On note H le corps des quaternions. On peut voir H comme

I’ensemble des matrices de M2 (C) de la forme (_al—) 2), ou a et b vérifient

la|? 4 |b]?> = 1. On note G = SU(2). Le groupe G est isomorphe &
{q € H/|q| = 1}. On counsidere le feuilletage par suspension BxT ouT = HP,
et G = SU(2) agit sur T par

9190, q1] = [9-90, q1].

Le calcul de la signature basique se raméne au calcul de 'indice de 'opérateur
de signature sur 7" restreint aux formes G-invariantes Df.

Proposition 85. On note Ay = [0,1] et A; = [1,0]. Soit g € G\{1},
alors la variété de points fixes de g est M9 = {Ag} U {A4;1}. On a donc
ME = {Ao} U {Al}
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Démonstration. On suppose que ¢.[qo, 1] = [qo, q1]-

Donc ggo = A\qo, g1 = Aq1 ol A € C*.

Donc (9 —A)go =0,(1 —X)g1 = 0.

Doncg=XA,qg =00uqy=0,A=1.

Donc les points fixes sont [go, 0] et [0, ¢1], c’est-a-dire [0,1] et [1,0]. O

Rappel. Soit G un groupe de Lie compact connexe et f : G — C une
fonction continue qui vérifie f(gtg~!) = f(t), alors

1
/G flas = 7 /T det(( — Ad(g™) g0/ (1)t

ou W désigne le groupe de Weyl de G, T le tore maximal de G, et g, t leur
algébre de Lie respective.

Démonstration. Voir [Far06] par exemple. O

Rappel. Le tore de SU(2) est ’ensemble des matrices de My (C) de la forme

10
(60 eOi(,). Donc le tore de SU(2) est isomorphe & S?.

Le groupe de Weyl de SU(2) est le groupe des permutations Ss.
Démonstration. Voir [Far06] par exemple. O

Proposition 86. La signature basique de (M, F) est alors donnée par
1
o(M/F) =5 L(g)$(9)dg
St JMse

ot ¢(g) = det(I — Ad(g")|su(2)/s1), s' désigne 'algébre de Lie de S* et su(2)
désigne 'algébre de Lie de SU(2).
En particulier

1

o/F) = 5 [ (£la. 40) + L0, 41)o0)ds

ou L(g,Ag) et L(g, A1) se calculent par la formule d’Atiyah-Segal-Singer.

Démonstration. Par la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-signature on
a

_ _ in G
o(M/F) = /S oo Es = /S o D))y

ou D désigne 'opérateur de signature sur 7.

Or ind%(D)(g) = xv(g) — xv/(g) ot xv(g) est le caractére de la représenta-
tion ker D et xy/(g) est le caractére de la représentation ker D*.

Comme le caractére d’'une représentation est une fonction centrale on a que
ind%(D) vérifie ind9(D)(tgt~') = ind%(D)(g).
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Donc on peut appliquer la formule de Weyl a ind® (D).
Comme W = &5, on a

o(M/F) = G / #(g)ind% (D /S 1 /Mg

30 0
Proposition 87. Soit g € S', on écrit g sous la forme g = <60 €i9>,

e 0 e 0
alors mat(7g.4,) = ( 0 ei9> et mat(tg.a,) = < 0 61»9), ol 74 est
le difféeomorphisme sur 7T induit par g.

Démonstration. On écrit [1, q] sous la forme [1,0, o, ], o, B € C.

On a g([1,0, 21, 22]) = [€,0, 21, 20] = [1,0,e %21, e ¥ 25].
Or l'application [1,0, z1, 22] + (21, 22) est une carte de T,
e 0

donc mat(ry.a,) = 0 it

) ] 0
On a g<[21,2’2, 170]) = [6102’/176710227 170]7 donc mat<Tga*Al) = (e €9i9) :

Remarque. On remarque G préserve l'orientation.
6
Proposition 88. Soit g € S\{1}, on a L(g, A¢) = cotanz(i) et
0
L(g, A1) = —cotan2(§).
Démonstration. On applique la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour la G-
—0.\" —0
signature, £(g, Ag) = 2° (z tan(2)> = —cotanZ(T).
0(; 0 \\=1; —0\\ -1 20
Et £(g, A1) =2 (ztan(§)) (ztan(7)) = cotan (5) O
Corollaire 12. La signature basique de (M, F) est donnée par o(M/F) = 0.
Démonstration. On a

oM/F) = 0d(DF) = 5 [ (L0, 40) + £lg. A))ola)dy.

et L(g,Ao) + L(g, A1) = —cotanQ(T) + cotanQ(g).
Donc o(M/F) = 0. O

Remarque. Icion a o(M/F)=0=0o(T).

On peut retrouver ce résultat par une autre méthode :
comme HP; = S% on a H2(T) = {0} et H?(T) = {0},
donc H2(T)% = {0} et H2(T) = {0}.

Donc o(M/F) = dim H2(T)% — dim H2(T)“ = 0.
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4.7.2 Exemples de calculs d’indice de 'opérateur de Dol-
beault basique

Exemple 15. On considére le feuilletage par suspension oi
B = S, T = CP,. Le groupe fondamental de B est alors Z, on définit le
morphisme de groupe h : Z — Z3 = {0,1,2} par 1 — 1 ou 1 agit sur T par

1.[z0, 21, 22] = |21, 22, 20].

On note G = Zs et on reprend les notations de I’exemple 13.

Comme dans le cas de 'opérateur de signature basique, 'opérateur de Dol-
beault basique Dg"l est conjugué a l'opérateur de Dolbeault sur T restreint
aux formes G-invariantes Dg‘)l.

Le calcul de indg(DE) se raméne donc au calcul de I'indice de D(D;"l.

On appliquera donc la formule de Lefschetz holomorphe (théoréme 9 page
28) et on prendra ici pour fibré vectoriel le fibré trivial E =T x C.

On notera ind®(DP%)(g) = Dol(g,T9).

Proposition 89. L’indice de 'opérateur de Dolbeault basique est donné
par :

indg(DE) = </ Dol (0, M) Dol(1, M') + Dol(2,M2)>,
M1

M?

ou/ Dol(0, M) = ind(DP°) = (T, E) et/ Dol (1, M") et Dol (2, M?)
1 ]\42
se calculent par la formule de Lefschetz holomorphe.

2
De plus Dol(1,M") = " Dol(1, Ay) et Dol(2, M?) = ZDOZ (2, Ap).
M1 P M?
Démonstration. On sait que indg(DE?) = ind(DE),
il suffit alors d’appliquer le théoréme de Lefschetz holomorphe.
Le calcul des points fixes a été fait précédemment (voir proposition 81 page
81). O
.l 1 1
Proposition 90. On a Dol(1, Ay) = 3 et Dol(2, Ay) = 3
Démonstration. La variété {Ax} est de dimension 0, donc selon la formule
de Lefschetz holomorphe on a

1
Dol 1,Ak =
( ) det(1 —g‘(Ng)*)

= (1= F)(1-eF))!

= (1—¢'% —e5 4 1)

_1

3

1

De méme Dol(2, Ay) = 3 O
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Proposition 91. L’indice de 'opérateur de Dolbeault basique est donné
par :

1 2
Démonstration. Au vue des résultats précédents on a :
1 1
3indg(A) = x(T,E) + 3 x §—|—3>< 3 O

Exemple 16. On considére le feuilletage par suspension oi
B = S, T = CPs. Le groupe fondamental de B est alors Z, on définit le
morphisme de groupe h : Z — Zy = {0,1,2,3} par 1 — 1 ou 1 agit sur T
par

1.[2’0, 214522, Z3] = [2’1, 294,23, Zo].

On note G = Zy4. Pour calculer I'indice de 'opérateur de Dolbeault basique,
on se raméne au calcul de I’indice de I'opérateur de Dolbeault sur T restreint
aux formes G-invariantes Dg"l.

On appliquera donc la formule de Lefschetz holomorphe et on prendra ici
pour fibré vectoriel le fibré trivial £ =T x C.

Proposition 92. On note 6 = g et Ag =[1,1,1,1], Ay = [1,€, —1,¢3%7],

Ay =[1,-1,1,-1], A3 = [1,e%? —1,¢%].
Alors la variété de points fixes associée a 1 est : T1 = {Ag, A1, Az, A3}

Démonstration. La démonstration est similaire & la démonstration de la pro-
position 81 page 81. O

Remarque. Comme 1 engendre G on a T¢ = T! = {A, A1, Ay, A3}.

Proposition 93. La variété de points fixes associée & 2 est T? = Fy U F) ol
Fi = {[z1, 22, 21, 22] / (21, 22) # (0,0)} et
Fy = {[z1, =22, =21, 22]/ (21, 22) # (0,0) }.

Démonstration. On suppose que 2.[zo, 21, 22, 23] = [20, 21, 22, 23]

Donc z9 = Azp, 23 = 21,20 = Az2,21 = Azg ol A € C¥,

et 2o = A\20, 23 = A223, 20 = N220, 21 = A23,

donc z9 # 0,22 =1, 29 = A\20, 21 = A3

ou bien 2z = 0,29 = 0, A2 = 1,21 = A\z3.

Donc [z, 21, 22, 23] est de la forme [z0, 21, A20, Az1] avec (z0,21) # (0,0) et
N =1.

D’ou le résultat. ]

Remarque. (i) On note H = Zg, le sous-groupe de G engendré par 2
est isomorphe & H, donc TH = T2.
(i) On a F} = CP, et F, = CP,.
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Proposition 94. On note C' = 7y . 4,, alors le spectre de C est {—1, it e3i9}_

De méme le spectre de 73,4, est {—1,e%, e3}.

Démonstration. On a X* — 1 annule C. Si X est valeur propre de C, alors
M =1
Or 1 n’est pas valeur propre de C, donc o(C) C {—1,¢, 30},
-1 — 0
Apreés calcul on a, mat(ry4a,) = | —i 0 —i
1 0 O
Donc tr(mat(1144,)) = —1 et det(mat(1,44,)) = —1.
Donc o (Ty44,) = {—1,€%, €3’} (si une valeur propre avait une multiplicité
> 2, on trouverait une autre valeur pour la trace et le déterminant).
-1 -1 0
Apres calcul on a, mat(ri4a,)=| 1 0 -1
-1 0 0
Donc tr(mat(1144,)) = —1 et det(mat(i,44,)) = —1.
Donc o(71.4,) = {—1,€%, &3},

-1 ¢ 0
Apres calcul on a, mat(ry4a,)=| ¢ 0 1
1 0 0
Donc tr(mat(r14a,)) = —1 et det(mat(1y 44,)) = —1.
Donc o(71.4,) = {—1,€%, e3}. O

Proposition 95. L’indice de 'opérateur de Dolbeault basique est donné
par :

indg (DB

(/ Dol(0,M)+ [ Dol(1, M)+ | Dol(2, M?) + Dol(3,M3))
M1 M2 M3

oil / Dol(0, M) = ind(DP?) = x(T,E) et | Dol(1,M"), [ Dol(2, M?)
¢ M1 M?2
€

Dol(3, M?) se calculent par la formule de Lefschetz holomorphe.
M3

De pl Dol(1, MY = " Dol(1, Ay) Dl M3) = " Dol(3, Ay)
e plus o ol( Z ol( k) ol(3, Z ol(3, Ag)
et

Dol(1,M?) = [ Dol(2,F)+ | Dol(2, Fy).
M?2 Fy F>

Démonstration. On sait que indg(DE) = ind(DE?),
il suffit alors d’appliquer le théoréme de Lefschetz holomorphe.
Le calcul des points fixes a été fait précédemment. O

1
Proposition 96. On a Dol(1, A) = 1 et Dol(3, Ay) = —
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Démonstration. La variété {Ay} est de dimension 0, donc selon la formule
de Lefschetz holomorphe on a

1
Dol(1, Ag) =
( k) det(l _g‘(Ng)*)
. . 9
= (1+ 1)1 —e?)(1—e3) 1 on 6 = Zﬁ
1
:5(1+7L—z‘+1)—1
_ 1
4
1
De méme Dol(3, Ay) = T O

Proposition 97. On a Dol (2, Fy) = 1 et Dol(2, F») = —1.

P 4 IR 4
Démonstration. On applique la formule de Lefschetz holomorphe.
On note N le fibré normal & Fj.
Le polynéme X 2 _ 1 annule T2, donc le spectre de 7, est contenu dans
{—1,1}, et la seule valeur propre de 73, agissant sur N est -1.
Donc det(1l — 7o) v = (1 +1)(1+1) = 4.
Le fibré E est trivial, donc ch(E|p, ) = 1.

-1
Donc Dol(2, Fy) = %
131 131 4

Or F} = CPy et H¥(CPy) = {0} si k > 3.
Par définition td(Fy) = td(CPy) = 1+ Tdi(CPy) = 1+ %cl(cpl).
On notera n; le fibré tautologique au-dessus de CF,
on a c;(TCPy) = —2¢1(m1) (voir [MST74]). Donc td(CPy) =1 — ¢1(m).
Or (TCP3)|(CP1 =TCP,® N, donc i*(T(CPg,) =TCPi®dNoui:CP, — CPs
est I'inclusion.
Donc U~ (i*(TCPs)) = U~Y(TCP)UL(N),
et par conséquent U1 (N) = (U1 (TCP,)) 4" (U (TCP3)).
Or TCP; est un fibré en droites complexes au-dessus de CP;, donc

1— e—wl—iﬂ
1—eim
=2(1+e )7t

=2(2—x;)""

u-(rce) == < >_1 ot z; = ¢;(TCP})
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Donc (U~HTCP)) L =1~ %xl.

Calculons U~ H(TCP;3).
Rappelons qu'on a TCP; @& n3 = 03 & ... 03 (voir [MS74]).
Done U~ HTCP3) = (U~ (n3)) U (n3))~".

1
Par un calcul similaire au calcul précédent on a (U~ (n3)) "t =1— e (n3).
De plus
1 . 1 —eea(m3)=i0
U 1(773) = (W) !

= 2(1 4 1))~
=202+ c1(nz) !

= (14 e (m) !

1
=1- 501(773)

Done U~ (n3))* = (1 - %Cl(US))4 =1- 361(773) =1-2c1(n3).
Donc

U TCPy) = (1~ 2e1(1s))(1 — 5e1())

=1—cc1(n3) — 2c1(n3)

TN |~

=1- Pl (13)

Donc i* (U H(TCP3)) =1 — 201 (m).

Donc
U (N) = (14 20 () (1~ Ser (1))
=1+2c1(m) — 201(771)
= 1-Za(m)
Donc

U (N (R = (1= Zea(m)) (1= e (m))
= 1= Se(m) - ealm)

3
=1- 501(771)
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1 3 3
DOHC DOZ(Q,Fl) — / —761(’]’]1) = —.
Fl 4 C 1 2

)

00| Wy

De méme Dol(2, Fy) =
By

1 5
Proposition 98. On a indg(DE) = ZX(T, E)+ 6

Démonstration. Au vu des résultats précédents on a,
1
indp(DEY) = Z(md(DDol) +1/4+1/4+3/8+3/8).
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Chapitre 5

Invariance par homotopie
feuilletée de la signature
basique

Nous allons montrer & ’aide d’un "lemme de Poincaré basique" que la
signature basique est un invariant d’homotopie feuilletée.

Proposition 99. Soient (N,F’) une variété feuilletée vérifiant les mémes
conditions et f : (M, F) — (N, F') une application feuilletée, alors f*(Q*(N/F"))
est inclus dans Q*(M/F)) et f induit une application linéaire

fr(HY(N/F)) = H*(M]F)).

Démonstration. Soient w € Q*(N/F') et V € I'(TF),

on a iy (f*(w))z = iy, (v,) (W), Yo € M, or f.(TF) C (TF'),

donc fuz(Va) € T(z)F'

Or w e Q*(N/F'), donc iy, (v,)(w) =0, Yz € M.

De méme on a iy (df*(w)) = 0, donc f*(w) est basique. O

Définition 69. Soit ¢t € R, on note j, : M - R x M, z — (t,x)
1
et I1: QF(R x M) — (M), w s / i (w)dt.
0
Proposition 100. On note mo : R x M — M la deuxiéme projection et on

munit R x M du feuilletage 73 (T F) ot 73 (T F) e = T F.
On a IH(Q*(R x M/m3(TF)) C Q*(M/F).

Démonstration. Montrons que j; : (M, F) — (Rx M, n5(TF)) est feuilletée.
Soit x € M et jruy : ToM — T(y )R X M, I'application induite par j;. Comme
T Rx M =TRXT,M =RXT, M, et ji, est de la forme 0 0 ,
’ 0 IdTmM
donc V,, € T, F entraine que j(Vy) € ToF. Alnsi ju. (TF) C w3 (TF)),
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c’est-a-dire j; est feuilletée.
Soit w € (R x M/n5(TF)), donc j;(w) € Q*(M/F).
1 1
Soit V € T'(TF), on a iy </ jf(w)dt) = / iv(jf(w))dt =0
0 0
car j; (w) est F-basique,

evivod( i) =i ([ i) = [Civedsiwa=o

car jf(w) est F-basique.
Donc I} (w) est F-basique. O

1
Proposition 101. Siw € Q*(RxM),on a ji(w) — ji(w) = / Ja (Ei(w)> ds.
0 dt

Démonstration. Siw € QF(R x M), par linéarité on peut supposer
que w = f(t,x)dz;, A ... Ndz;, + g(t, z)dt Adx;, A...A\dx;,_,. On a alors

j:(ﬁﬁ(f(t,m)dxil Ao Ndxg,))

d
= J: (dtf(t,l‘)d.%'il VARVAN dx,;k + ﬁ%(d%‘l VANAN dl’zk)>

d
= £|sf(t,w)daci1 Ao Ndxi, .

Or L (g(t,z)dt Ndxi A ... Ndx;, ) est une forme de bidegré (1,k — 1),
Cest-a-dire La(g(t,x)dt Adai, A ... Adx;, ) € QEED(R x M),

ainsi j;(/u‘%(gd(tt,m)dt Adziy, A ... Adx;, ) € QUED (M) = {0},

d’ou j;(ﬁﬁ(g(t,x)dt Ndzi, A ... Ndz, ) =0.

Par conséquent

1 1
» _ d . ‘
/0 js(E%(w))ds = /0 dt\sf(t’ x)dzi, A ... \dz ds
= f(1,x)dxi; A ... Ndxi, — f(0,2)dzi;, A ... Adxy,
= Ji(w) = Jjo(w).

O

Proposition 102. Soient (N, F’) une variété feuilleté vérifiant les mémes
hypothéses que (M, F) et ¢, : M — N des applications feuilletées homo-
topes, c’est-a-dire qu’il existe H : R x M — N une application C'° telle
que

(i) H(0,2) = 6(a)

(i) H(1,z) = ¥(x)

(iii) Vt € R, H(t,.) est feuilletée.
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Alors I'application h : Q*(N) — Q*(M) définie par h = I} o i% o H* vérifie
h(Q*(N/F')) C Q*(M/F). '
Démonstration. Montrons que H : (Rx M, 73(TF)) — (N, F') est feuilletée.
Soit (t,x) € R x M, montrons que H, o)(75(TF)t2)) C Trte)F s
c'est-a-dire H( 2)(TeF) C Th(tz)F -

Comme Vt € R, H(t,.) est feuilletée, d’ouVt € R, H(t,.)sx(ToF) C T(t,z)F
donc Hy (4 2)(TeF) C T F' et H est feuilletée.

Soit w € Q*(N/F"), donc H*(w) € Q(R x M/n5(TF)).

Montrons que z%(H*(w)) € QR x M/m3(TF)).

Soit Y e D(x5(TF)),

ona iyoi%(H*(w)) = —i% oiy (H*(w)) = 0 car H*(w) est 73 (TF)-basique.
Et

iy odois (H' W) =iy o (La —ia od)(H W)
=iy (La (H*(w))) — iy 0ia (d(H*(w))
= (La oy —ipa y)(H(@)) +ia 0iy(dH"(w))
= —ia y(H' ()

car H*(w) est 73 (T'F)-basique.
Or Y € D(m}(TF)), donc ¥(t,z) € R x M, Yiya) € 75(TF)qa) = TuF et
vVt € R, Y{;4) € Ty F. Donc [%,Y] =0 et zdi(H*(w)) est w3 (T F)-basique.

t

Or I} préserve les formes basiques, donc h(w) est F-basique. O
Proposition 103. Sous les mémes hypothéses, on a ¢* —¢* = hod+doh.
Démonstration. Soit w € Q*(R x ]}4),
Oy (" (@) = io(H' () = [ 57 (L4 (W)t = o 1" et
¢ = jo o H*, donc
1
V@) =) = [ 5oty odli) 4 5 odoiy ()l

1 1

—/ jt*oidoH*(dw)dt—l—/ doj;oiaq(H*w)dt
0 dt 0 dt

= hod(w) +doh(w).

L]
Corollaire 13. Sous les mémes hypotheses, on a ¢* = ¢* sur H*(N/F").
Proposition 104. Soit f: (M,F) — (N, F’) une équivalence d’homotopie

feuilletée, c’est-a-dire :
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(i) f est feuilletée
(i) il existe g : (N,F') — (M,F) une application feuilletée telle que
fog~Idy et go f ~ Idy parmi les applications feuilletées.
Alors f induit un isomorphisme f*: H*(N/F') — H*(M/F).
Démonstration. Sur H*(M/F) on a g* o f* = Id,
et sur H*(N/F') on a f*og* = Id,
donc f*: H*(N/F') — H*(M/F) est un isomorphisme. O
On suppose désormais que F est homologiquement orientable
et ¢ =4l.
Définition 70. Soit f : (M,F) — (N, F’) une application feuilletée.

On dit que f préserve les orientations transverses si f*([v]) = A[V/] avec
A> 0.

Lemme 9. Si f : (M, F) — (N, F') est une équivalence d’homotopie feuille-
tée préservant les orientations transverses alors Vw' € Z9(N/F'),
on a

(f* (W), V>M = MW/, I/>N .
Démonstration. On sait que f induit un isomorphisme
[ Y (NJF') — H*(M/F),
donc f*([v']) € HI(M/F) = R[v] et f*([v']) = A[v] avec A > 0,
ainsi f*(v/) = \v + a ot a € dQ (M) F).
On aw' € Z9N/F'), donc [W'] € HI(N/F') = R[],
donc w’ =/ + B ot p € Ret B € dHN/F).
Par conséquent f*(w') = uf* (V') + f*(8), et

<f*(wl),V>M = /M(uf*(l/)-f—f*(ﬁ))/\*u
=M/Mf*(u’)AXf+/Mf*(ﬂ)/\X;

Or f*(B) € dQ9=Y(M/F), donc / f*(B) N xF =0 (voir proposition 44).
M
Ainsi <f*(w’),y>M :M/ ()\V+Q)AXf:M>\/ V/\xf+,u/ a N XF.
M M M

Or a € dQ9 1 (M/F), donc comme précédemment / aNxr=0
M

et <f*(w’),V>M = u)\/ dvoly; = pA.
M
Or <w’7v’>N=/(uv’+ﬁ’)A*v’=u/ VlAX]—'""/ B AXxF
N N N
Comme ' € dQ4~Y(N/F'), on a / BAxF =0.
N

Donc <w’, 1/>N = M/ dvoly = p, d’ot le résultat. O
N
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Théoréme 34. Sous les mémes hypotheses, o(N/F') = o(M/F).

Démonstration. Soient [w)], [wh] € H?(N/F'),

Qu(f W], fwh]) = /M P A ) A s
- [ reirs) axe
M

= <f*(w’1/\wé),y>M

= A (w) Awy, V)

:/\/ Wi Awh A*V
N

= AQp(wy, wp)

avec A > 0.

Donc 0(Q) = o('f*Qpf*) = o(Qp)- =

Exemple 17. On considére le feuilletage par suspension M = B x T'/T" ou
B = S, T = CP, et T est isomorphe a Z3 et donné par 'action de Z sur
I'som(CP,) deéfini par 1.[2g, 21, z2] = [21, 22, 20].

On considére également le feuilletage par suspension M’ = B’ x T"/T" on
B' = 81, T' = S§* et T’ est isomorphe & Zs3 et donné par I’action de Z sur
Isom(CPy) défini par 1.(x1, 2, x3,x4) = (T2, 23, 21, T4).

La signature basique de (M, F) est donnée par o(M/F) = o(T/T).
Comme H?(CP) =R et H?(CP,) =0,

ona H2(CR)l' =R et H?(CP)' = 0. Donc o(M/F) = 1.

La signature basique de (M’, F') est donnée par o(M'/F') = o(T"/TV).
Comme H?%(S*) = {0}, on a o(M'/T") = 0.

On en déduit que les feuilletages (M, F) et (M', F') ne sont pas homotopi-
quement équivalents.

Probléme ouvert. Dans [EKAN93|, A. El-Kacimi et M. Nicolau montrent
a l'aide de suites spectrales que la cohomologie basique est un invariant
topologique. Il est surement possible de montrer que la signature basique est
invariante par une homotopie feuilletée continue.
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Chapitre 6

L’indice basique en tant
qu’indice distributionnel

Dans larticle de 1974 [Ati], Atiyah étudie les opérateurs transversalement
elliptiques par rapport & ’action d’un groupe de Lie compact. Il montre que
de tels opérateurs admettent un indice en tant que distribution. La formule
de N. Berline et M. Vergne permet alors de calculer cet indice ([BGV04,
BV96b, BV96a]). Nous allons reprendre l'article d’Atiyah et 'adapter au cas
d’un feuilletage muni d’une action de groupe de Lie compact respectant le
feuilletage. Nous montrons qu’un opérateur transversalement elliptique par
rapport au feuilletage et a I'action du groupe admet un indice basique en
tant que distribution et étudions certaines propriétés de cet indice. Nous
finissons par explorer le lien avec 'indice distributionnel classique d’Atiyah
sur la variété basique.

6.1 Existence de I’'indice distributionnel

Nous considérons toujours notre variété fermée M munie d’un feuilletage
riemannien. Soit G un groupe de Lie compact.

Définition 71. On dit qu’une action 7 : G X M — M est feuilletée si elle
est lisse et si pour tout g € G, 7, = 7(g,.) est une application feuilletée
c’est-a-dire 74, (T'F) C (TF).

Dans la suite on suppose que 'action de G sur M est feuilletée et on
munit M d’une structure riemannienne quasi-fibrée G-invariante.
On suppose de plus que la variété basique W associée a (M, F) vérifie
dim W# > 0.

Lemme 10. Soit E un F-fibré G-équivariant au-dessus de M. Alors I'action
induite de G sur les sections de E, préserve les sections basiques de F.
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Démonstration. On munit £ d’une connexion basique V. Quitte & moyenner
cette connexion, on peut supposer que V est G-invariante.

Soient 0 € I'(E/F), g€ G et V e I'(TF).

On a Vy(g.0) = g.Vy (o) = 0 puisque o est basique. D’ou le résultat. [

Notation 12. Soient E et E’ des F-fibrés G-équivariant au-dessus de M et
D :T(E/F) — I'(E'/F) un opérateur différentiel basique G-invariant d’ordre
m. On note G lalgébre de Lie de G. Si Y € G, on note Y* le champ fonda-
mental associé a Y.

Si z € M, on notera ©(z) l'orbite de z dans M. On note T5M le “fibré
cotangent” & D'action de GG sur M défini par :

TEM = {€ € T*M, £(Y*) =0, VY € G}.

Notons que T5M n’est en général ni un fibré vectoriel topologique ni une
variété.

Définition 72. On dit que D est (G, F)-transversalement elliptique si
Vze M, Vy e (TeM), NviF)\{0}, o(D)(z,7) est inversible.

Remarque. On a (THM), NviF = (T.0(z) ® T, F)*

Notation 13. On notera H*(G) le k-iéme espace de Sobolev sur G qui a
été deéfini dans la premiére partie de cette thése.

L’opérateur D est G-invariant et (G, F)-transversalement elliptique, par
conséquent ker D et ker D* sont des représentations de G (pas forcément
de dimension finies). On peut alors appliquer le théoréeme de Peter-Weyl
et écrire le noyau de D comme une somme de représentations irréductibles
unitaires :

ker D = @, .amaVa

oit (Va),cq est un ensemble de représentants des représentations irréduc-
tibles unitaires du groupe G, et les entiers m, sont les multiplicités qu’on
peut calculer & partir du lemme de Schur.

On pose alors Xkerp = Z MaXa OU Xq €st le caractére de la représentation

acd
V. Nous allons voir que cette série est effectivement convergente en un cer-

tain sens. On exprime Yyer p comme une forme linéaire continue sur C*°(G)
définie par

XkerDa Zma/ Xa dg— /¢ t?” WkerD(g))dg

Ol Ter p désigne la représentation de G dans ker D. Avec ces hypothéses,
nous pouvons énoncer :
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Théoréme 35. Yy p est une distribution qui appartient a ’espace de So-
boley H—dmW# (@),

Remarque. Par définition du caractére d’une représentation, yier p €st une
distribution centrale.

Nous allons utiliser plusieurs lemmes. Supposons d’abord que D est
d’ordre m = 2m/. Soient {Y7,...,Y;} une base de G et Y;* les champs fonda-
mentaux induits sur M. On munit £ d’une connexion basique V qu’on peut
supposer G-invariante. On pose

k
A=1d-) (Vy:)*:T(E) - I(E).
=1

Lemme 11. L'opérateur A est basique et G-invariant.

Démonstration. On désigne pour simplifier, lorsqu’aucune confusion n’est
possible, par Y;" l'opérateur différentiel associé¢ a Y; agissant soit comme
champ de vecteur sur les fonctions différentiables soit sur les sections diffé-
rentiables de E' via la connexion basique V, i.e. 'opérateur Vy~. Un simple
calcul montre que Y;* est un opérateur différentiel G-invariant.

Soient V € I'(TF) et 0 € I'(E/F). Comme V est basique, on a Ry (V,Y;") =
0. Donc VV(VYZ.* (0)) = —Vy> (Vy (o)) — V[V73/i*](0’).

Comme o est basique, on a Vy (o) = 0. Comme 'action de G sur M est
feuilletée, le champ de vecteurs Y;* est feuilleté. Donc [V, Y;*] est tangent au
feuilletage. Ainsi V(yy+(0) =0 et Vy(Vyx(c)) = 0.

Ainsi Y;* induit un opérateur Y;* : I'(E/F) — I'(E/F).

Soient (U, ¢) une carte feuilletée de M de coordonnées (1, ..., Zp, Y1, ..., Yq)-

P q
0 0
On peut écrire Y;* sous la forme Y;" = ng(x, y)a—xk + Z fr(z, y)a—yk
k=1 k=1

Or Y*(yr) = fu(z,y) et Y*(yr) = limyo yr(exp((tY;).z) — yk(z)

L’action de G sur M est feuilletée, donc 7eupsy;) envoie une feuille sur une
autre feuille et la fonction yx(exp(tY;).z) est indépendante des coordonnées
z;. Donce fi(z,y) est indépendante de z, et sur I'(E/F) l'opérateur Vy-
q
g’écrit sous la forme Z fe(y)V
k=1
rentiel basique. Donc A est un opérateur différentiel basique G-invariant. [

o . C'est-a-dire Vy est un opérateur diffé-
Y

Lemme 12. On pose maintenant
A= (D,A™) :T(E/F) - (E'/F)®(E/F),

A est un opérateur différentiel basique G-invariant d’ordre m = 2m/’.
Alors le symbole o(A)(z,7) est injectif si v € v F\{0}.
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Démonstration. On utilise les notations précédentes et les notations intro-
duites dans la notation 12.

On a o(4)(2,7)(n) = (o(D)(2,7)(n), (&™) (2,7)(n)) et

ViF =W FN(TEM),) @ (viFNT.0(z)).

Onécrit y=a+onacv;FN(TEM), et { € v FNT.0(2),

et o(A™)(z,7) = o(A"™)(z, ).

Supposons que « # 0.

On a o(A)(z,7)(n) = 0= a(D)(2,7)(1) = 0 et 7(A™)(2,7)(n) = 0.

Donc n = 0 puisque o(A™ )(z,7) est injectif (le symboles de A se calcule
comme dans le cas du laplacien usuel).

Si maintenant a = 0, alors o(A4)(z,7)(n) = a(D)(z,7)(n) =0,

or D est (G, F)-transversalement elliptique, donc n = 0.

Donc o(A)(z,7) est injectif si v € v F\{0}. O

Revenons a présent & la démonstration du théoréme 35.

Démonstration du théoréme 35. Avec les notations précédentes, I'opérateur
A*A = D*D + A*™ : I(E/F) — T(E/F) est un opérateur différentiel
basique G-invariant d’ordre 4m’ = 2m. De plus, A* A est F-transversalement
elliptique. On note

(ker D)y ={oc € '(E/F)/ D(c) =0et A(o) = Ao}

et
(A*A)y = {0 e D(E/F)/ A*A(0) = N 5},

On pose ay = dim(ker D)y et by = dim(A*A),.
On a (kerD)y C (A*A)), donc ay < by < +oo (puisque A*A est F-
transversalement elliptique).

#
Selon le théoréme 23 page 60 si s > dlzli Vopérateur (A*A)™° est tra-
m/

cable et tr(A*A)™° = Z
A2m’ € Sp(Ax A)

A*A. L’espace (ker D)y est une représentation de dimension finie de G et

on note fy = X(ker D), SOL caractere.

Comme G agit unitairement sur (ker D)y, en diagonalisant g € G, on obtient

|AA(9)] = [t79](ker D), | < ax < by

) dim WW*
Donc si s > , h= Z J;/\,S est normalement convergente et h

2m/!
AESP(A)
est donc une fonction continue.
On note encore Y7, ..., Y% les champs de vecteurs sur G prolongés par trans-
lation & gauche de Y7,...,Y; € G. On pose

k
AG:Id—E:n?
=1

101

N2n's ot Sp(A*A) désigne le spectre de




Nous montrons maintenant que Ag(fx)(9) = t7(Ag|ker D), )-
Il suffit pour cela de montrer que Y;(f1)(g9) = tr(Y;"9|(kerD), )-
Soient o € (ker D)y et x € M, alors on a

(Vi 07g)(0)e = Y (74(0))a

et (79(0)e-1vi 5) — T4(0)a

= lim
t—0 t
i em.(g.(a(gfleftyi).m) — 74(0)z
150 t
— Lim (etYig)'(J(gfle’tYi).m) - Tg<g)$
) t
~ lim T(etvig)(0)e — Tg(0)e
50 t '

T(etyig) —Tg

Par conséquent Y;* o 7, = lim;_ , et

. t'f’(TetYi or ) — t7(Ty|(ker DY+ )
(Y} © 75) (ko)) = limy-sg —— L2 gl(ker D))

Or e?i est la courbe intégrale de Y. Donc

Yi(fx)(g) = lim e i(f1)(9) = falg)

t—0 t

i P€779) = (9)

t—0 t
— lim tr(T(etYig)Kker D))\) - t’r(Tg‘(ker D)A)
) t '

Ainsi Yi(f)(9) = tr(Y;"g|(xerD), )-
On déduit alors que Vg € G, on a :
Ac(f2)(9) = tr(Aglxer by, )
= tr(gA’(kerD))\)
= M7(9|ker Dy, ) car A = Id sur (ker D)y

= Aalg)
Donc Ag‘/(f)\) = N" £y, et Xker D = Z = Agls(h) ot h a été définie
AESP(A)
dim Wt

précédemment est continue si s > -
m

Le résultat est donc vrai si D est d’ordre m = 2m/'.

Donc Yker p € H-ImWH(G),

Si D est d’ordre m quelconque, on a D* D est d’ordre 2m, et on peut appliquer
le résultat & D*D. Comme ker D = ker D* D, le résultat est alors vrai pour

D.
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Définition 73. On note alors

ind(—;qu(D) = Xker D — Xker D*
qu’on appelle indice distributionnel basique.

Remarque. Si on note ind§w7B(D)A = X(ker D), — X(ker D*),, alors

indgoo,B(D) = Z indgoo,B(D))\'
AESP(A)

On note Dj; le prolongement de D en tant qu’opérateur borné
Ds: H*(M,E/F) — H*"™(M,E'/F) et onnote I'(E/F)x, H*(M,E/F)) le
noyau de 'opérateur A — \Id dans I'(E/F) et H*(M, E/F) respectivement.

Corollaire 14. L’opérateur D induit un opérateur Dy : T'(E/F)\ — T'(E'/F)a,
et (Ds)x = Ds|gs(m,p/7), est un opérateur de Fredholm.
En notant ind((Ds)x) = Xker(Dy)y — Xker(Dz)ys Ol &

ind% p(D) = Y ind((Ds)n).

AESP(A)
Et ind?oo’ 5(Ds) est indépendant de s, plus précisément
ind?_ 5(Ds) = ind%_ 5(D).

Démonstration. L’opérateur D est G-invariant, donc D et A commutent et
D induit un opérateur Dy : T'(E/F)y — T'(E'/F)x.

Or (D,A—=)Xld):T(E/F) - T(E/F)®T'(E'/F) aun symbole injectif.
Donc cet opérateur admet une paramétrix & gauche G-invariante notée T'.
Comme T est G-invariant, T' commute avec A et on peut restreindre T en
un opérateur T : I'(E'/F)x — T'(E/F)x.

De la méme maniére D} : I'(E'/F)y — T'(E/F), admet une paramétrix a
droite. Donc D) s’étend en un opérateur de Fredholm (D;)y : H*(M,E/F) —
Hs™™(M,E'/F), et on sait alors que I'indice de (Ds), est indépendant de
S. O

Remarque. Si D est un opérateur différentiel basique G-invariant,

(G, F)-transversalement elliptique et si de plus D commute avec l'action
feuilletée d’un autre groupe de Lie compact H alors D est évidemment

(G x H,F)-transversalement elliptique. On peut alors écrire 'indice distri-
butionnel de D sous la forme

ind (D)= Y capxaxs
aclG,BeH
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ol pour « fixé ¢, g = 0 pour presque tout f3.
On peut donc voir indE;:OHB(D) comme une application linéaire continue de

C>(G) dans C*(H), définie par

¢ = ;CQ,HXB/;¢Xadg'

6.2 Le cas des actions libres

Soient G et H des groupes de Lie compacts. On suppose que 'action de
G x H sur M est lisse et que H agit librement sur M. On a donc un fibré
principal p : M — M/H de groupe structural H au-dessus de la variété
M/H et p est une submersion G-équivariante.

Proposition 105. Soit F* un feuilletage riemannien sur M tel que 1'action
de G x H sur M est feuilletée.

Le feuilletage F* induit alors un feuilletage riemannien F sur M/H tel que
Paction de G sur M/H est feuilletée.

Démonstration. Comme 'action de G x H est feuilletée, la projection p est
feuilletée. Donc p induit un feuilletage sur M/H dont les feuilles sont de la
forme p(L) ot L est une feuille de F*. Le reste de la preuve est clair. O

Dans la suite on munit M d’une structure riemannienne quasi-fibrée
(G x H)-invariante.

Proposition 106. Soit E un F-fibré vectoriel G-équivariant au-dessus de
M/H. On note E* le relevé de E sur M, alors E* est un F*-fibré vectoriel
G x H-équivariant.

Démonstration. La démonstration est similaire & la démonstration de la pro-
position 51 et est omise ici. ]

Notation 14. Soient E et E’ des F-fibrés G-équivariants au-dessus de M /H.

Proposition 107. Soit D : I'(E/F) — I'(E’/F) un opérateur différentiel
F-basique G-invariant et (G, F)-transversalement elliptique.

Alors il existe un opérateur différentiel F*-basique D¥ : T(E*/F*) — T'(E" ) F¥)
qui est (G x H)-invariant et (G x H, F*)-transversalement elliptique tels que
le diagramme suivant est commutatif :

T(EY FHH _Df T(E" ) FhHH

I'(E/F) L(E'/F)
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Démonstration. Si o € T(E/F), on a D} op) = D(c)op.

Soient (z,y) des coordonnées locales sur M/H adaptées au feuilletage F et

(z,y,t) les coordonnées locales sur M correspondantes (qui sont adaptées

au feuilletage F#). On remarque p(z,y,t) = p(x,y). Localement D(o) s’écrit
(63

0
la f D = a\Y) o 7, \0),
sous la forme D(o) Z a (y)ayf”..ﬁy —(0)

|a|<m q
8a
donc D(c)op = aa(y)(ﬁ(o))opa
lo;m Oyy™...0yq
et DX(cop)= Y aa(py,t)=—ar—a; (0 0p) car p(z,y,t) = p(x,y).
oo 0yi™...0y,

Donc DF est un opérateur différentiel F*-basique.
Montrons que D? est G-invariant.
Soient z € M et o € ['(E/F),

Donc DF est G-invariant.
Montrons que D? est H-invariant.

h.(D¥o o p))(z) = h(D( ) op)(2)
D(0) op(z) car D(o) o p est H-invariante
Dt

D¥(
(

oop)(z)

= Dti h.o o p)(z) car o o p est H-invariante

Donc Df est H-invariant et G x H-invariant.
En raison de la forme locale de D et D étant (G, F)-transversalement ellip-
tique on déduit que D¥ est (G x H, ]-"ﬂ)—transversalement elliptique. ]

On note (W,), .y un ensemble de représentants de I’ensemble des classes
de représentations irréductibles unitaires de H. On notera x, le caractére de
W et Wy = M x g W, le G-fibré vectoriel au-dessus de M/H associé & W,.

Théoréme 36. Avec les notations de la proposition précédente on a

ind? (DY) =) " ind9 (D@ Wi)xa € C~(G x H)¥H.
aefI
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Démonstration. L’espace I'(M, E*/F*) est une représentation de H,

donc T'(M, E* | Ft) = @ e fgMaWa (Théoreme de Peter-Weyl)

ot m, = dim homp (W,,T'(M, E*/F*)) (Lemme de Schur).

Or homy (W, T'(M, Ef /Ft)) = (I'(M, E*/F*) @ W) H

Notons que Ef ® W} est un Fi-fibré et que

(M, E)F)) @ W} 2 T'(M, E* @ W) /F*). En effet,

soit Vi une connexion basique sur le fibré E*. On munit le fibré M x W
de la connexion standard plate Vy et le fibré Ef @ W} de la connexion
V=V;®V,.

La courbure de V est donnée par Ry = Ry, ® 1 +1® Ry,.

De plus VX € T(TF*), ix(Ry,) =0 et Vs est plate,

donc VX € T(TF?), ix(Rv,av,) = 0, cest-a-dire Ef @ W est Fi-fibreé.
Par ailleurs T'(M, E* @ W) = T'(M, E*) ® W,*. Montrons que cet isomor-
phisme induit un isomorphisme de sections basiques. Si o € I'(M, Eﬁ) est
basique et w € W) alors ¢ ® w est une section basique de T'(M, Ef @ W7).
En effet X € I'(T'F), on a V; x(0) = 0. Donc

Vx(c®@w)=Vix(0) dw+0® Va x(w)
=0 ® Vo x(w)
=0 ®d(w)

= 0 car w est un vecteur fixé de W, .

On obtient ainsi un isomorphisme
(M, E* @ Wi /F) = T(M, Ef | F*) @ W,

donc homy (W,,T'(M, Ef @ Wi/ F*)) = (M, E* @ W /FH)H,

et homy (W,, (M, E* @ Wi /F*)) = T(M/H,E @ W} /F).

Le coefficient de x, dans ind(_;:OfIB(Dﬁ) est donc l'indice de l'opérateur

(G x H)-invariant D! @ Id, : T(M, E* @ W} /FHH — T(M, E" @ W, /FH)H.
Comme on a le diagramme commutatif :

g Di®ld,

(M, Ef @ W) /F* (M, E"* @ W/ FHH

1%
IR

D®Id,

I(M/H,E® W;) [(M/H,E' @ Wy)

et que H agit trivialement sur T'(M, Ef @ W /F#)H
on obtient que le coefficient de y, dans indfjoHB(Dﬁ) est indgoo’B(D ® 1dy,).
O
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6.3 Multiplicativité et excision

Notation 15. Soient (M, F) et (M’, F') des feuilletages riemanniens trans-
versalement orientés sur des variétés compactes connexes orientées. On munit
M et M’ de métriques quasi-fibrées.

Soient E un F-fibré vectoriel au-dessus de M et E' un F'-fibré vectoriel
au-dessus de M’. On note E X E’ le produit tensoriel externe de E et B’
au-dessus de M x M’', c’est-a-dire EX EEz,t) =FE,®FE;, V(z,t) € M x M.
On munit M x M’ du feuilletage F & F' défini par :
Ton(FoF)=T.F®TF, V(zt) e M x M.

Proposition 108. Le fibré vectoriel E X E' est un F & F'-fibré vectoriel
au-dessus de M x M'. De plussi o € I'(E/F) et o’ € T'(E'/F), alors c Ko’ €
(ERE'|F&F).

Démonstration. Soient V1 et Va des connexions basiques sur E et E'.

On munit £ X E’ de la connexion V = V; K V5, caractérisée par

V(e Ro') =Vi(o) Koo'+ 0K Vy(co), Yo e I(E),Vo' € T(E').

La courbure de V est donné par Ry = Ry, X1+ 1X Ry,.

Soient X + X' e T'(T(F & F')), on a alors :

ixtx'(Rv) =ix(Ry,) X1+ 1Xix/(Rv,) = 0 car Vi est F-basique et Vs
est F'-basique.

Donc V est une connexion basique sur EX E’ et EX E’ est un F @ F'-fibré.
Le deuxiéme point est évident. O

Proposition 109. Sous les mémes hypotheses, soit A: T'(E/F) — I'(E/F)
un opérateur différentiel basique d’ordre m.

On note A = AKX 1 'opérateur induit par A sur I(EX E'/F & F') qui est
caractérisé par

A(oRo') = A(o) R o', Vo e T(E/F), Yo' € T(E'/F).
Alors A est un opérateur différentiel basique d’ordre m.

Démonstration. Vérifions d’abord que A induit bien un opérateur

sur N(EXE'/F @ F'). On utilise encore la connexion basique V = V; X V.
On note ¢, ¢!, ¢? les transports paralléles associés a V, V1, V2.

Par unicité du transport paralléle, on a ¢ = ¢! X ¢,

Soit cXo' e (EXRE'JF & F'),

donc o X ¢’ est paralléle le long de toutes les courbes le long des feuilles
de F & F', c’est-a-dire si v = (71,72) est une courbe le long des feuilles de
F@&F ona¢i(cX 0’7(0)) =ocX a;(t), ot ¢! est le transport paralléle le long

de 7;(t). Ainsi ¢; (0, 0)) B 97 (0%, ) = Ty (1) B, 1)

et ¢%(‘771(0)) = 0y (t) €t (ng(aim(o)) = U:,Q(ty

C’est-a-dire o (respectivement o) est paralléle le long de toutes courbes le
long des feuilles de F (respectivement F7).

Par conséquent o € I'(E/F) et o/ € T'(E'/F).
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Donc A(oc ®o’) = A(c) Ko’ est bien défini et A induit un opérateur sur
NEXE/FeF).

Soient (x,y) des coordonnées locales sur M adaptées au feuilletage F et (k, 1)
des coordonnées locales sur M’ adaptées au feuilletage F'. Donc (z,y, k, 1)
sont des coordonnées locales sur M x M’ adaptées au feuioléletage FaoF.

Localement A s’écrit sous la forme A =37 <, aa(¥y) a4,
= 0y ...0y,

ou aa(y) € h0m<E(:c7y)a E(a:,y))

Ainsi A =3, 1< ta(y) B 1W

oll an(y) X1 € hom(F K EE%y’k’l), EX E(a%y’k’l)).
On en conclut que A est basique. O

Corollaire 15. Sous les mémes hypotheses,

V(z,t) € M x N, V§ € V' F, a(A)((2,1),§) = o(A)(2,§) K 1.

De plus si A est F-transversalement elliptique alors A est
F & F'-transversalement elliptique.

Démonstration. Le calcul du symbole est évident au vu de la démonstration
précédente.

On utilisera les identifications suivantes : T(, (M x M') 2 T,M & T, M’ et
T(*th)(M XM 2T:MaTFM.

Les fibres TF et TF' s’identifient & des parties de T*(M x M’). De plus on

a

VN(FOF)2{eT* (M x M)/¢(X) =0, VX e I(T(Fe F))}
2 {eeT"(MxM)/E(X)=0, VX e(TFaTF)}
> (e cT*(M x M'")/¢(X) =0, VX € T(TF)}
N{EeT* (M x M")/¢(X) =0, VX e T(TF')}
={&H+LeT"MeT M /61(X)+6&(X) =0, VX e I(TF)}
N{&E+&EeTMBT M /6(X) +&(X) =0, VX e T(TF)).

Orsi&eT* M ona&(X)=0, VX e (TM) et si & € T*M, on a
&(X) =0, VX e T(TM'). Donc v*(F @ F') est isomorphe a
{6 € T*M/E(X) = 0, VX € T(TF)}n{€ € T*M'/¢(X) = 0, VX € T(TF))},
et v*(F & F') est isomorphe a v*F Nv*F'.
Or o(A)(z,€) est inversible si & € v*F, donc a(A)((2,t),€) est inversible
sié e v (F@F'), et Aest F @ F-transversalement elliptique. O

Proposition 110. Soient £ — M un F-fibré vectoriel et E/ — M’ un
F'-fibré vectoriel, A : I'(E/F) — I'(E/F) un opérateur différentiel basique
F-transversalement elliptique d’ordre m et B : I'(E'/F) — I'(E'/F) un opé-
rateur différentiel basique d’ordre m F’-transversalement elliptique.
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(i) Alors les opérateurs A et B commutent.

(ii) On note AfB = <g _jﬁ ) . Alors At B est un opérateur différentiel
c(A)X1 —-1Xo(B)*
1Xo(B) o(A)*X1 )°

De plus AfB est F @ F'-transversalement elliptique.

basique d’ordre m et o(AfB) = <

Démonstration. (i) Soient 0 €e T'(E/F) et ¢’ € T'(E'/F), on a

AlcXo') = Alo) K o',

Donc A et B commutent.
(ii) Le deuxiéme point découle des propositions précédentes.
O

Notation 16. Soient G, H des groupes de Lie compacts. Dans la suite on
suppose qu’on a une action lisse de G sur M et une action lisse de G x H
sur M'.

On suppose de plus que ces actions sont feuilletées, que M est munie d’une
structure riemannienne quasi-fibrée G-invariante et M’ d’une structure rie-
mannienne quasi-fibrée (G x H)-invariante.

On suppose de plus que E est un fibré G-équivariant et que E’ est un fibré
(G x H)-équivariant.

On a une action lisse feuilletée de G x H sur M x M’ donnée par
(g9,h).(2,t) = (9.2,(g,h).t), Y(g,h) € G x H, ¥(z,t) € M x M" et ER E’
est un fibré (G x H)-équivariant.

Théoréme 37. Soient A: I'(E/F) — I'(E/F) un opérateur différentiel ba-
sique G-invariant (G, F)-transversalement elliptique et

B:T(E'/F) — T'(E'/F) un opérateur différentiel basique (G x H)-invariant
et (G x H, F')-transversalement elliptique. Alors AfB est un opérateur dif-
ferentiel basique (G x H, F @ F')-transversalement elliptique et

ind9(A8B) = ind® 5(A) ind“SL(B) € C7(G x H).
Nous allons utiliser plusieurs lemmes.

Lemme 13. L'opérateur AfB est (G x H)-invariant et (G x H, F & F')-
transversalement elliptique.
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Démonstration. Montrons que AfB est (G x H)-invariant.
Soient o0 € T'(E/F), o' e T(E'/F), et (g,h) € G x H,

A((g.h).(c R o')) = A(g.o0 R (g, h).0")

Donc A est (G x H)-invariant. De méme B est (G x H)-invariant.

Ainsi AfB est (G x H)-invariant.

Montrons que AfB est un opérateur (G x H, F & F')-transversalement ellip-
tique. Soit (z,t) € M x M', on a :

(T(z,t)@GXH(Z> t) =+ T(z,t) (]: %) ]:/))J_ = (T(z,t)@GXH(Za t) +T.F + Tt]:,)*'
Donc (T(. ) O (2, ) 4T (. o (FOF)) - 22 (T yr (M < M')) (o y WEFNWEF.
Or lorbite de z dans M sous l'action de G est contenue dans 'orbite de (z,t)
dans M x M’ sous laction de G' x H,

ainsi 7,09 (2) C T(, O (2,t) et (Tg (M x M) C (TEM)...

Or A est (G, F)-transversalement elliptique,

donc V& € (TEM). NviF, o(A)((2,1),€) est inversible.
En particulier V¢ € (T¢y, (M x M")) (. o OVEF, o(A)((z,1),€) est inversible.
Or B est (G x H, F')-transversalement elliptique,
donc V€ € (T¢y, (M x M")) .0y NV F, o(B)((2,1),€) est inversible.
On en déduit que o(A4B)((z,t),&) est inversible V¢ € (T(Z,t)@GXH(z,t) +
T (F e F)),
c’est-a-dire que AfB est (G x H,F & F')-transversalement elliptique.
O

Lemme 14. Les noyaux de AfB et de (AfB)* sont donnés par :
ker(AfB) = @y ker AK (ker B)\ @ @) ker A* X (ker B¥) ),
ker((AfB)*) = @y ker A* X (ker B)y & @) ker A K (ker B*),.

Démonstration. On note Py, Qo, P1, Q1 les opérateurs définis par :

. _ (A*A+B*B 0 _ (P 0
(A1B)*(A4B) = ( 0 i +BB*> = <0 Q0> .
. (AA+ BB 0 _ (B O
(A4B)(A£B) —< . A*A+BB*> = (o Ql)

Les opérateurs Py, Qo, P1, Q1 sont des opérateurs différentiels basiques G x H
invariants.

On a ker(AfB) = ker((AtB)*(AfB)) = ker Py @ ker Qy, et

ker((AfB)*) = ker((AtB)(AfB)*) = ker P; @ ker Q1.

On a ker ANker B C ker P.
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Soit o € F(E&E’/]:EB]:’) EBF(E&E’/}"EB]:’)

(Py(0),0) = (A(0), A(0)) + (B(o), B(0)), donc ker Py = ker A Nker B.

Or ker B est formé de sections basiques o(z,t) telles que

Vz e M, o(z,.) € ker B.

On écrit ker B = @y (ker B), la décomposition de ker B en fonction des
valeurs propres de Ay comme dans la démonstration du théoréme 35.

De meéme on écrit ker B = @ (ker B)A et ker Py = @) (ker ).

Donc (ker B) » est 'espace des sections lisses basiques du fibré vectoriel plat
Kp, = M x (ker B), au-dessus de M.

Or A commute avec B et Ap, donc A induit un opérateur sur (ker B)sy,
c’est-a-dire sur les sections basiques de Kp, .

Or A= AKX 1, donc opérateur induit est A X lkp, -

Or ker Py est formé par les sections basiques de ker B annulées par A,
ainsi (ker Fy)x est formé par les sections basiques de (ker B)) annulées par
A, donc (ker Py)y = ker(AX 1x, ) = ker AKX (ker B),.
En permutant A, A*, B et B* on obtient :
ker(AfB) = ker Py @ ker Qo
= @) ker AK (ker B)) ® @y ker A* X (ker B*)

ker((AfB)*) = ker Py @ ker Q4
= @) ker A* X (ker B)) @ @) ker AX (ker B*)

Revenons a la démonstration du théoréme 37.

Démonstration du théoréeme 37. En appliquant les lemmes précédents on a,

Xker(AtB) = Z Xker AR(ker B), T Z Xker A*R(ker B*) -
A A
Or ker AX (ker B), est une représentation de G x H de la forme

m(g,h) = m1(g) ® m2(g, h), NS Xier AR(ker B)y = Xker AX (ker B) -
Par conséquent Xker(A§B) = Z Xker AX (ker B) + Z Xker A* X (ker B*)y > et
A A

lndGXH (AﬁB Z Xker AX (ker B)y + Z Xker A* X (ker B*)
A

- Z Xker A* X (ker B)y Z Xker AX (ker B*)

= Z Xker aind ¥ (B)y — Z Xker aind ¥ (B)
A

= Z indgqu (A)lnd(_;go{{B (B)A

= ind?oo’B(A)de:oHB(B)
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O

Remarque. Comme B est un opérateur différentiel basique (G x H )-invariant
et (G x H, F')-transversalement elliptique on peut écrire son indice distribu-

tionnel sous la forme indggolfB(B) = Z Ca,BXaXB-
o,

Comme (ker B)) et (ker B*)) sont de dimension finies on a un nombre fini
d’indices alpha tel que ¢, g # 0.

Donc le produit de ind§w7B(A) € C7(G) et indifoHB(B) € C~°(G x H)
est bien défini. 7

Sipe C®(H)etp € C°(G)ona:

ind 7 (A1 B) (¢ © ¢) = ind% ¢ p(vind T (B)(9)).

Nous allons maintenant étudier la propriété d’excision pour l'indice dis-
tributionnel basique.

Notation 17. Soit U une variété non-compacte munie d’un feuilletage riem-
manien F’et d’une action lisse feuilletée du groupe de Lie compact G.

On suppose qu’on a un plongement j : U — M tel que j est feuilletée et
G-équivariante, et on suppose de plus que j(U) est saturé dans M.

Soit £ — U un F'-fibré G-équivariant tel que F est trivial en dehors
de la saturation d’un compact de U. L’application j est un difféomorphisme
local de U sur j(U), donc on peut définir le fibré vectoriel poussé-en-avant

J«(E).

Proposition 111. Le fibré vectoriel j,.(E) est un F-fibré G-équivariant au-
dessus de j(U) et se prolonge en un F-fibré G-équivariant au-dessus de M.

Démonstration. Comme FE est G-équivariant et j est G-équivariante, j,(E)
est G-équivariant au-dessus de j(U).
Soient (x,y) des coordonnées locales sur U adaptées au feuilletage F,
comme j est un difféomorphisme local qui préserve le feuilletage,
(roj—!,yoj~1) sont des coordonnées locales sur j(U) adaptées au feuilletage
F. E étant un F'-fibré au-dessus de U, on munit j,(F) de la connexion
induite par une connexion basique sur F.
Donc j.(E) est un F-fibré, et j.(F) est trivial en dehors de la saturation
d’un compact de j(U). Puisque j(U) est un ouvert saturé, on prolonge j.(E)
par un fibré au-dessus de M qui est trivial en-dehors de j(U) et qu’on note
Ji(E). Montrons maintenant que j(E) est un F-fibré. Si j(U) est dense alors
le résultat est immediat et on peut donc réduire au cas ou j(U) n’est pas
dense dans M. En utilisant les résultats de [Hae88|, voir aussi [EKAN93|,
il est facile de montrer qu’il existe un voisinage tubulaire ouvert N saturé
(méme pour les fermetures de feuilles) du bord de U dans M ainsi qu’une
fonction @ sur M tels que

— @ est une fonction basique pour les fermetures de feuilles de F, et donc

pour F, qui est de plus de classe C*° sur M ;
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~0=p=1;

— La restriction de ¢ & U est identiquement égale & 1;

— La restriction de ¢ au complémentaire de N dans U* est égale a 0.
En utilisant la fonction basique ¢, on construit alors une connexion basique
sur ji(E) . O

Proposition 112. Sous les mémes hypotheses, soit D : I'(E/F') — T'(E'/F/)
un opérateur différentiel basique G-invariant (G, F')-transversalement ellip-
tique tel qu’en dehors de la saturation d’un compact de U, D = Id modulo
les trivialisations de E et E’. Alors D induit un opérateur différentiel basique
G-invariant (G, F)-transversalement elliptique sur j(U), qu’on note j.(D),
et qui se prolonge en dehors de j(U) par l'identité.

Démonstration. On a j.(D) = j. o D o j; 1. Montrons que j.(D) est G-
invariant.

Soient 0o j € T'(j«(E)/F), z€ j(U), et g € G,

J+(D) (9-((0 0 5)2)) = j«(D)(g-(0g-1 j(z)))
= Jx 0 D(g:(0j-1(9-1.(2))))
= jx 0 D(g.(04-1,)) car j~
= Jx 0 D((g.0)-)

= j« (9.(D(0),) car D est G-invariant

g
g L est G-équivariante

= ¢.(jx 0 D(0),) car j est G-équivariante
= g.(jx 0o Do j; H(02))
= 9-(:(D)((0 05)2))-

Donc j.(D) est G-invariant.

En utilisant les coordonnées locales (x,y) sur U et (zoj =1, yoj~1) sur 5(U)

de la proposition précédente on constate que j.(D) est F-basique,

et que 0(j.(D))(z,€) = o(D)(j1(2),€), donc j.(D) est (G, F)-transversalement
elliptique. O

Théoréme 38. Sous les mémes hypothéses, ind?oo,B(j*(D)) est indépen-
dant du choix de j.

Démonstration. Soit o € I'(j«(E)/F),
en dehors de j(U), j.«(D) est égal a I'identité, donc

D(ocoj)=0« supp(coj)CUet D(o)=0
& supp(o) C j(U) et j.(D)(o) = 0.

Donc ker j,(D) = ker D. De méme ker j,.(D)* = ker D*. Comme j.(D) est
un opérateur (G, F)-transversallement elliptique sur une variété fermée, il
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admet un indice distributionnel basique. Par conséquent D admet un indice
distributionnel basique et comme ces deux opérateurs ont les mémes noyaux
on a ind%_ p(j.(D)) = ind%_ (D). O

6.4 Lien avec ’indice basique et I'indice équivariant

Nous reprenons les notations de la section 4.1.
Nous allons maintenant étudier le probléme de I'indice basique dans le cas o
la variété M est munie d’un feuilletage riemannien transversalement orienté
F et d’une action feuilletée d’un groupe de Lie compact G.
On note H = SO(q) et on suppose que dim Wt > 0.
Soient E et E’ des F-fibrés G-équivariant et D : I'(E/F) — T'(E'/F) un
opérateur différentiel basique G-invariant (G, F)-transversalement elliptique
d’ordre m = 2m/’.
On a vu précédemment que D admet un indice distributionnel basique
ind?_ 5(D).

Lemme 15. L’action feuilletée de G sur M se reléve en une action feuilletée
de G sur M*. De plus l'action de G sur M* commute avec Paction de H et
on a une action feuilletée de G x H sur M*.

Démonstration. Evident. O

Lemme 16. Le F-fibré G-équivariant E au-dessus de M se reléve en un
Fi-fibrée G x H-équivariant au-dessus de M?* noté E.

Démonstration. La démonstration est similaire & 1la démonstration de la pro-
position 51. O

Lemme 17. (i) L’action feuilletée de G x H sur (M*, F*) induit une
action de G x H sur W¥.
(ii) Comme E, =T(Ly,, E/F), Yu € W, action de G x H sur E* induit
une action sur le fibré utile E.
(iii) De plus on a trivialement que I'application ¢ : ['(E/F) — T'(E) est
(G x H)-invariante.

Démonstration. Evident. O

Proposition 113. L’opérateur D se reléve sur M? en un opérateur

D! T(E*/F*) — T(E"/F*) qui est basique (G x H)-invariant

(G x H, F*)-transversalement elliptique d’ordre m.

En particulier D¥ admet un indice distributionnel basique indiffB(Dﬁ).

Démonstration. Evident. O
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Théoréme 39. On rappelle que opérateur Df induit un opérateur

D :T(E) = T(E'), et que ces deux opérateurs sont conjugués.

L’opérateur D est donc (G x H)-invariant (G x H)-transversalement ellip-
tique et admet par conséquent un indice distributionnel ind(_;(foH (D) au sens
d’Atiyah (voir [Ati]). De plus ces deux opérateurs ont le méme indice distri-
butionnel, c’est-a-dire

. 1GxH - AGxH (7
1nd7:o,B(Dﬁ) = ind” " (D).
Démonstration. Les opérateurs D et D sont conjugués,
donc ils ont les mémes noyaux et conoyaux. D’ou le résultat. O

Théoréme 40. On note D#H = DfF(Eﬁ/]:ﬁ)H et DH = D|F(E)H-

Alors l'indice distributionnel basique de D est donné par
ind?_ (D) =ind?_ 5(D*") =ind (D).

Démonstration. Le résultat est une conséquence immeédiate des isomorphismes
suivants T'(E/F) 2 T'(E!/FH)H = T(E)" et ker D = ker D*H = ker DH | qui
proviennent de la déefinition de DF. O

Remarque. Pour G = {e} on retrouve le probléme posé par El-Kacimi dans
[EKA90].

Remarque. On a ind“2# (D) = Z (m} — m, )X, ou

P
3 p€G>2H
mi —m; :_ind((D(X)W;)GXH)Xp. )
Et ind®_ (D) = Z(mi‘ —my )Xe 00 mF —m; =ind((D¥ @ V)% xa.

ac@

Théoréme 41. On a ind((D @ V*)9) = ind((D ® V;*)&*H), va € G.
Autrement dit

(ind% (D), xa) = (nd“5 (D), xa ® L11)

et
(ind% (D), xa) = (ind“% (D), xa @ 1u).

Démonstration. On notera D ® Vr= D 1,011, = Idy.

Si (m,V,) est une représentation irréductible de G, alors (m, V,) induit une
représentation irréductible de G x H donnée par (7,V,) ou 7(g,h) = 7(g)
c'est-a-dire (7, V) = (71 ® 1y, Va).

Montrons que D ® 1, : T'(E) @ V¥ — T'(E") ® V.* est (G x H)-invariant.
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Soient (g,h) € G x H, 0 € T(E) et v € V* on a

D ®1,((g9,h).(c ®v)) = D ® 14((g, h).0, g.v)

= (g,h).D(0) ® g.v car D est (G x H)-invariant
= (9,h)-(D(0 @ v))
= (9:7)-(D ® 14(0 ®0))

Comme I'(E) ® V} est engendré par des éléments de la forme o ® v on a que
D ®1, est (G x H)-invariant.

On note P = D®1,. Montrons que (PH)¢ = P&*H oy pexH — Pr(g)gvsyoxn
et P = Pr(povsn ot (M) = Bl ggy:yme:
Ona (T(E)® V*)GXH ={s e T(E)®V;/¥(g,h) € G x H, (g,h).s = s},
et M(E)Y@VH)H ={se(E)®V;/Vh € H, h.s=s}, et

(CE)2 V) ={se (N(EB)a V) /Vge G, g.s =5}
={sel(E)®V,/Vh € H, h.s=setVge G, g.s=s}
={seT(E)® VS /V(g9,h) € G x H, (g,h).s =s}
= (F(B) @ V)&

Donc (PT)¢ = P*H Montrons que (T'(E) @ V) =T(E)! @ V.
Soient ¢ € T'(E) et v € V5. On a

cve(M(E) VI eVhe H, h(o@v)=0c®uv
SVYheH, hoQu=0c®uv
soel(E)Y

Comme I'(E )®V* est engendre par des éléments de la forme o ® v on déduit
que (D(E) @ V)T =T(E)T @ V.

Montrons que ind((D" @ V;¥)¥) = ind(((D @ V;)H)¢) = ind((D @ V;*)&*H
Or T(E)" & Vi = (L(E) @ V)

donc (I(EYH @ V)Y = (T(E) ® V)G = (I(E) ® V)EH. Dou le
résultat. O

Probléme ouvert. Calculer l'indice distributionnel basique en fonctions
d’invariants transverses au feuilletage.
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Annexe A

Généralités sur les feuilletages
et théorie de Molino

Nous allons rappeler les premiéres notions sur les feuilletages. Nous rap-
pellerons également la construction des feuilletages par suspension, la notion
de structure transverse, en particulier la définition des feuilletages rieman-
niens qui est ’objet de ce manuscrit, et enfin la notion d’holonomie(voir par
exemple [Mol88, MMO03, Ton97, EKABS84]).

A.1 Premiéres définitions

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe orientée sans
bord de dimension n.

Définition 74. Un feuilletage F de codimension g sur M est la donnée d'un
atlas maximal (U;, ¢;)icr o @; : R™ — U; est un difféeomorphisme qui véri-
fie :

si U; N Uj est non-vide, le changement de cartes cp;l op; : (z,y) — (2/,y)
est de la forme 2’ = @;;(z,y) et ¥ = ;5 (y).

Un tel atlas est dit feuilleté et de telles cartes sont appelées des cartes feuille-
tées.

Soit m : R® = RP x R? — RY la seconde projection. On appelle plaque du
feuilletage F les fibres de 'application 7 o gpi_l.

La variété M est décomposée en sous-variétés connexes de dimension p. Ces
sous-variétés sont appelées les feuilles de F et sont une réunion de plaques.

Proposition 114. Soit F un feuilletage de codimension ¢ sur M donné par
un atlas maximal (U;, ¢;)ier. Alors Papplication f; = 7o cpi_l : U; — RY? est
une submersion.

De plus si U; N Uj est non-vide, on a f; = 7,5 o f; et les (vi;);; vérifient une
relation de cocycle.
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Les submersions f; et les difféomorphismes 7;; de R? caractérisent complé-
tement le feuilletage F.

Remarque. On peut alors donner une définition alternative de la notion de
feuilletage.

Définition 75. On appelle feuilletage sur M la donnée d’un recouvrement
ouvert (U;);er de M, et d’une famille de submersions f; : U; — T sur une
variété T' de dimension ¢ (appelée variété transverse) qui vérifie :

Vi, j tels que U; N U; est non-vide on a f; = 7;; 0 f; ou

vii + fi(UsnU;) — f;(U; NU;) sont des diffeomorphismes qui vérifient une
condition de cocycle.

On dit que (U, fi, T, 7i;) est un cocycle feuilleté définissant F.

Définition 76. Soit F un feuilletage sur M, si x € M on note T, F 'espace
tangent en x & la feuille contenant x.
On note TF = U ey T F, TF est appellé I'espace tangent au feuilletage.

Remarque. L’espace tangent au feuilletage T'F est un sous-fibré vectoriel
involutif de dimension p de T'M.

De plus par le théoréme de Frobenius, le feuilletage F est entiérement ca-
ractérisé par la donnée de TF.

Exemple 18. Si p : M — B est une submersion, alors les composantes
connexes des fibres de p définissent un feuilletage sur M.

En particulier si M est de la forme M = F x B, on peut munir M du
feuilletage dont les feuilles sont les ensembles de la forme F' x {b},b € B.

Exemple 19. Soit 7 : M — B une fibration avec dim M = n et dim B = q.
On sait que 7 est une submersion et que TM = V(M) @ H(M) ou

V(M) = Ker m, et 7, induit un isomorphisme de H(M) sur TB.

Alors V(M) est un sous-fibré involutif de T'M et définit un feuilletage sur
M de codimension g dont les feuilles sont les fibres de la fibration.

Définition 77. Si F est un feuilletage sur M et (M', F') est une autre
variété feuilletée, on dira que 'application C* f : M — M’ est feuilletée si
pour toute feuille L de F, f(L) est contenue dans une feuille de F’, ou de
maniére équivalente si f (TF) C TF'.

Définition 78. On dit que le feuilletage F est simple, si F est défini par
une submersion dont les fibres sont connexes.

Définition 79. On dit qu’un ouvert U de M est simple, si le feuilletage F
restreint & U est un feuilletage simple.

Remarque. Tout point de M posséde un voisinage ouvert qui est un ouvert
simple.
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Définition 80. Soit U une partie de M, on dit que U est saturé pour F, si
U est une réunion de feuilles, autrement dit si la feuille passant par un point
x de U est contenue dans U.

Définition 81. Soit T" une sous-variété de M de dimension ¢, on dit que T'
est une transversale si en tout point de T V’espace tangent a T est supplé-
mentaire & ’espace tangent au feuilletage en ce point.

On dit qu’une transversale est totale si elle rencontre toute les feuilles du
feuilletage

Remarque. (i) Un feuilletage admet toujours au moins une transversale
totale.
(ii) En tout point de M il passe au moins toujours une transversale.

Remarque. Nous allons & présent rappeler la construction des feuilletages
par suspension qui nous sera utile pour fournir des exemples de feuilletages.

Définition 82. Soient B et T des variétés connexes de dimension p et ¢
respectivement, et h : w1 (B) — Dif f(T) un morphisme de groupes ot 71(B)
désigne le groupe fondamental de B.

On note M = BxT ou B désigne le revétement universel de B et p : B— B
la projection associée.

Proposition 115. On a une action C*° de m(B) sur M définie par
Liy(@,y) = (h]-2, () (), V& € B, Yy € T.

On notera M = M /m(B) la variété quotient et 7 : M — M la surjection
canonique.

Proposition 116. On munit M d’un feuilletage de codimension ¢ noté F
défini par TB dont les feuilles sont de la forme B x {y}yeT.

Comme L) envoie une feuille de F sur une feuille de F, on peut définir un
feuilletage F sur M de codimension g dont les feuilles sont de la forme m(L)
ou L est une feuille de F.

Le feuilletage (M, F) est alors appelé feuilletage par suspension du mor-
phisme h.

Remarque. L’application p induit une fibation localement triviale

p: M — B de fibre T. On voit alors que les fibres de p sont des transversales
totales et connexes du feuilletage (M, F) (on dit que le feuilletage F est
transverse a la fibration p).

La variété T s’identifie alors & une transversale de (M, F).

Exemple 20. On considére le feuilletage ou B est le cercle S Vet T =51
Donc B =R et m1(B) = Z. On définit le morphisme de groupe
p:7mi(B) = Dif f(T) par p(1) = M2xie 00t M 2rie désigne la multiplication
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par e2mif
On obtient alors un feuilletage sur le tore T°2.
Si 6 est rationnel les feuilles sont diffeomorphes au cercle S!, sinon les feuilles

sont isomorphes a la droite réelle R (et elles sont denses).

A.2 Structures transverses

Soit (Uj, fi, T, i) un cocycle feuilleté définissant le feuilletage F sur la
variété M.
Une structure transverse a JF est une structure sur 7' invariante par les v;;.

Remarque. On appelle espace des feuilles 'espace quotient M /F (c’est-a-
dire deux points sont équivalents s’ils appartiennent a la méme feuille) muni
de la topologie quotient.

En fonction du feuilletage F la topologie de M/F peut-étre radicalement
différente (voir par exemple [Mol88]).

Plus le feuilletage differe d’un feuilletage simple, plus M/F differe d'une
variété. On peut voir une structure transverse sur F comme une structure
géomeétrique sur l'epace des feuilles M/F, bien que M/F ne soit pas muni
d’une structure de variété en général.

Définition 83. Si T' est une variété riemannienne et les «;; sont des isomé-
tries, on dira que F est un feuilletage riemmannien.

Proposition 117. Le feuilletage F est riemannien si et seulement si on peut
munir M d’une métrique riemmanienne g tel que :
(i) kerg, =T, F,Vx € M,
(ii) Ly(g) =0,YV € I'(TF) ou
Ly(9)(X,Y) =V(9(X,Y)) = g(Lv(X),Y) = g(X, Ly (Y)).

Définition 84. Si la variété T' admet un parallélisme invariant par les v;;,
on dira que F est transversalement parallélisable.

Remarque. Si F est un feuilletage transversalement parallélisable, alors F
est un feuilletage riemannien. En effet : il suffit de définir la métrique rieman-
nienne sur le fibré normal vF = TM/TF en un point et de la transporter
sur toute la variété M a l'aide du parallélisme transverse.

Définition 85. Si T est un groupe de Lie et les ;; sont des translations, on
dira que F est un feuilletage de Lie.

Remarque. Un feuilletage de Lie est transversalement parallélisable. En
effet : tout groupe de Lie est parallélisable et on peut toujours choisir un
parallélisme invariant par translation a gauche.

Définition 86. Si T' est orientable et les 7;; préservent 'orientation on dira
que F est transversalement orientable.
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Proposition 118. Le feuilletage F est transversalement orientable si et
seulement si le fibré normal vF = T'M /T F est orientable.

Définition 87. Si T' est une variété analytique complexe et les v;; sont
biholomorphes, on dira que F est transversalement holomorphe.

Définition 88. Si T est une variété spin et les 7;; préservent la structure
spin, on dira que F est transversalement spin.

Exemple 21. Dans le cas d’un feuilletage par fibration 7 : M — B, une
structure transverse au feuilletage F est exactement le tiré-en-arriére d’une
structure géométrique sur la base B.

Exemple 22. Dans le cas d’un feuilletage par suspension M = B xT/m(B)
du morphisme h, une structure transverse au feuilletage F est exactement
une structure géométrique sur 7" invariante par 'action du groupe

I = h(ri(B)).

A.3 Holonomie

Dans ce paragraphe nous allons rappeler la notion d’holonomie (voir par
exemple [CC00, Mol88, MMO03, EKAB84, Ton97]).

Soient L une feuille de F, zq, z(, des points de L et T\, T" des transversales
passant en x et x'.

Proposition 119. On suppose que F est un feuilletage simple défini par
une submersion m: M — W dont les fibres sont connexes.

Comme g et z(, sont dans la méme feuille, on a m(xg) = 7(xf).
L’application 7 induit des difféomorphismes locaux d’un ouvert V de T sur
W et d’un ouvert V' de T sur W.

On peut restreindre ces ouverts tel que 7(V') = 7(V’). On obtient donc un
difféeomorphisme ¢ : V' — V' appelé glisser le long des feuilles.

Proposition 120. Revenons au cas d’un feuilletage quelconque.

Soient 7 : [0,1] — L un chemin continue de x¢ & x{,

et tp =0 < t; < ... < tx = 1 une subdivision de [0, 1] tel que pouri =1, ...,k
I'image de y([t; — 1,¢;]) est contenue dans un ouvert feuilleté Uj.

Comme ([t; — 1,t;]) est connexe, y([t; — 1,¢;]) est contenu dans une plaque
(Lo); dans louvert U.

Soit T; une transversale & la variété feuilletée (U;, Fy,) passant en x; = y(t;).
Glisser le long des feuilles définit un difféeomorphisme ¢; d’un voisinage ouvert
Vi—1 de z;—1 dans T;_; sur un voisinage ouvert V; de x; dans T;.

On a donc un difféeomorphisme ¢ o ¢p_1 © ... o ¢1 d’un voisinage ouvert de
xo dans T sur un voisinage ouvert de z(, dans 7”.

121



Ce difféeomorphisme sera encore appelé glisser le long de v et parfois noté

hol,, .

On appelle holonomie de ~ le germe de ce difféeomorphisme qu’on notera
T 21 , e e

hol5>" ou hol, s’il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 121. L’holonomie de v vérifie les propriétés suivantes :

(i) L’holonomie de 7 ne dépend pas des transversales intermédiaires T;.

(ii) L’holonomie de v ne dépend pas de la chaine d’ouverts feuilletés mais
uniquement du chemin -y.

(iii) L’holonomie de v ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin
~v & extrémités fixées.

(iv) Si a est un autre chemin le long de la feuile L tel que « et 7 soient
composables alors on a hola, = holyhol,.

(v) Soient S une autre transversale en zg et S’ une autre transversale en

/ s,s . T8 T ST . i

xy, alors holy” = holx-{) o holy’™ o holz ou xg et xj désignent les

chemins constants en g et (.

Proposition 122. Si~ est un lacet en xg, c’est-a-dire si zjy =g et 7' =T,
alors hol, laisse fixe .

Comme hol., ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin v, on a donc
un morphisme de groupe (L, z9) — Dif fz,(T) du groupe fondamental
de L en xq vers le groupe des germes de difféomorphismes locaux de T' qui
laissent fixe xg. L’image ce morphisme est un sous-groupe de Dif f, (1)
appelé le groupe d’holonomie de L en xy.

On dit que le feuilletage F est sans holonomie si pour toute feuille le groupe
d’holonomie est trivial.

Définition 89. On dit que deux chemins « et 7 le long de la méme feuille
et ayant les mémes extrémités ont la méme holonomie si hol,-1, = Id.
Cette relation est une relation d’équivalence sur I’ensemble des classes d’ho-
motopie le long de la méme feuille et ayant les mémes extrémités. Les classes
d’équivalence seront appelées des classes d’holonomie.

Définition 90. On appelle groupoide la donnée d’un couple (G(l), G(O)),
ot GO = X est lespace des unités et GV est I'espace des fleches v : X — X
munis des applications suivantes :

— Vinclusion A : X — G,

~ linverse i : GM — GO,
Iimage r : GV — X
~ la source s : G — X
— la composition m : Gél) —, ol Ggl) est ’ensemble de paires d’éléments

composables (v,7') dans G| c’est-a-dire r(v') = s(7).

Les applications ci-dessus doivent vérifier les propriétés suivantes :

- r(A2)) = s(A(x)), et m(u, A(s(w))) = u=m(A(r(u)), u),
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= r(i(u)) = s(u) et m(u,i(uw)) = A(r(u)), m(i(u),v) = As(u)),
s(m(u,v)) = s(v) et r(m(u,v)) = r(u),
*m( m(v, w)) = m(m(u,v),w) si r(w) = s(v) et s(u) = r(v).

Définition 91. On appelle groupoide d’holonomie de (M, F) le groupoide
Gr ou GO est la varieté M et G est donné par les classes d’holonomie de
chemin le long des feuilles.

L’inclusion est donnée par les classes d’holonomie de chemin constant, l'in-
verse et la composition sont donnés par 'inverse et la composition des che-
mins, et la source et 'image sont donnés par le point de départ et d’arrivée
du chemin.

A.4 Théorie de Molino

Nous allons rappeler maintenant deux théorémes dtis & Pierre Molino qui
donnent la structure des feuilletages riemanniens. Pour plus de détails voir
[Mol188, MMO03, EKABS84|.

Théoréme 42. On suppose que le feuilletage (M, F) est transversalement
parallélisable, alors :
(i) Les adhérences des feuilles sont les fibres d'une fibration localement
triviale 7 : M — W appelée fibration basique de (M, F). La variété
W sera appelée la variété basique de (M, F).
(ii) Il existe un groupe de Lie simplement connexe I tel que le feuilletage
Fo induit dans chaque adhérence de feuille F' est un I'-feuilletage de
Lie a feuilles denses.

Théoréme 43. On suppose que F est transversalement orientable. Soit alors
SO(q) = M % — M le fibré principal des repéres orthonormés transverses a
F. Le feuilletage F se reléve sur M* en un feuilletage F* tel que :

(i) dimF = dim F*

(ii) Le feuilletage F* est transversalement parallélisable et invariant par

laction du groupe H = SO(q).

De plus le parallélisme transverse a F* se compose d'une partie verticale
(Q1,...,Qn) ou N = q(qg —1)/2 = dim SO(q) formées des champs fonda-
mentaux de I’action de SO(q) sur M* et d’une partie horizontale (P, ..., P,)
donnée par la connexion de Levi-Civita transverse du fibré principal
SO(q) — M* — M.
Le parallélisme (P, ..., Py, Q1, ..., Qn) vérifie :

(i) [P, Pj] est vertical pour ¢,5 =1,...,q,

(ii) [P;, Q| est horizontal pour i =1,...,q,k =1..., N,

(iii) [Qr, Q] est vertical pour k,l =1,...,N.

Remarque. On peut toujours supposer quitte & passer a un revétement a
deux feuillets que (M, F) est transversalement orientable (voir [MMO03]).
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Le théoréme reste vrai si le feuilletage n’est pas transversalement orientable,
il suffit de remplacer SO(q) par O(q).
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Annexe B

Notion de F-fibrés

Nous allons & présent étudier la notion de F-fibrés ([KT75]) qui sera la
classe de fibrés vectoriels que nous considérerons par la suite. Nous commen-
cerons par faire quelques rappels sur les connexions (voir [Spi79, GHV73,
KT68]). On désignera par X une variété.

Définition 92. Soit P un fibré principal au-dessus de X de groupe structural
G, ou G est un groupe de Lie compact.
On appelle connexion sur P la donnée d’un sous-fibré principal H tel que :
(i) V2€ H,T,P =V, ® H, ou H, désigne la fibre de H en z.
(i) Vg € G,Vz € P,H,; = (Rg)«H. o R, est I'action & droite de g sur
P.

Définition 93. Soit P un fibré principal au-dessus de X de groupe structural
G, ou G est un groupe de Lie compact.

On appelle connexion sur P la donnée d’un sous-fibré principal H donné par
le noyau d’une 1-forme G-invariante & sur P a valeurs dans G Dalgébre de
Lie du groupe G.

L’invariance de § signifie : (Ry)*(£) = Ady-1(§).

Remarque. Les deux définitions précédentes sont en fait équivalentes (voir
[Spi79, GHVT3|). Si E est le fibré vectoriel associé & P, on alors une corres-
pondance biunivoque entre ’ensemble des connexions linéaires sur le fibré
vectoriel E et 'ensemble des connexions sur le fibré pincipal P.

Proposition 123. Soient E un fibré vectoriel au-dessus de X et V une
connexion linéaire sur E.

Alors il existe une unique connexion linéaire V* sur E* (notée encore V s'il
n'y a pas d’ambiguité) telle que

Vo € T'(E), Yo* e T'(E*), VX € Z(M),

(V¥(07),0) (X) + (0", V(0)) (X) = (d (7, 0))(X).
De plus la courbure de V est donnée par :

Ry+(X,Y)(0%) = —Ry(X,Y)*(¢"), VX,Y € E(M), Yo* € T(E*).
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Proposition 124. Soient F et E’ des fibrés vectoriels au-dessus de X et
V, V' des connexions linéaires sur F et F’.

Alors il existe une unique connexion linéaire notée V @ V' sur F ® E’ tel
que :

VaV(icwd)=V(o)®o +0®V(d),Vo e T(E),Vo € T(E).
De plus la courbure de V ® V' est donnée par :
RV@V/ - RV ®Id+ld®va

Proposition 125. Soient E un fibré vectoriel au-dessus de X et V une
connexion linéaire sur F.

Alors il existe une unique connexion linéaire V,, sur A¥E (notée encore V
$’il n’y a pas d’ambiguité) telle que :

k
Varlo1 Ao Aog) =Y a1 Ao AV(03) A ... Aoy, Vo; € T(E).
=1

De plus la courbure de V& est donnée par : VX,Y € =(M), Vo, € ['(E),

k
RvAk (X, Y)(Ul N ... /\Uk) = Zal N A Rv(X, Y)(UJ N ...\ Og.
=1

Proposition 126. Soient E un fibré vectoriel au-dessus de X, V une connexion
linéaire sur F, et v un chemin dans X.

Alors il existe un unique morphisme de fibrés vectoriels ¢ : R x E ) — F
qui induit v : R — X tel que sur chaque fibre ¢ est un isomorphisme et
¢ oV = do ¢ ou ¢ est application induite par ¢ sur T'(E).
L’isomorphisme ¢ : E, ) — E, () est appelé transport paralléle le long de
v de y(0) a y(t).

Définition 94. Si o € T'(E), on dit que o est paralléle le long de v si o
vérifie <Z5t(07(0)) = Ox(t)-

Proposition 127. Soient E un fibré vectoriel au-dessus de X et V une
connexion linéaire sur F. Alors on a :

(i) Si~1 et 2 sont deux chemins composables, alors le transport paralléle
associé a y1y2 est la composé du transport paralléle associé & v, et de
celui associé a vs.

(ii) Le transport parallele associé & V ne dépend que de la classe d’ho-
motopie du chemin v si et seulement si la courbure de V est nulle
(c’est-a-dire la connexion V est plate).

Démonstration. Voir [KT68]. O
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Proposition 128. Soit £ un fibré vectoriel au-dessus de X.
On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(i) pour tout chemin v dans X et V¢ € [0,1], on a un isomorphisme
912 By0) = By,
(ii) pour tout ouvert U de R™ tel que U est convexe, U contient 'origine
et U est I'image d’une carte de M, on note \; le chemin de U ol
Az (t) = tx avec x € U, alors l'application U — Gi,(R) qui & x associe
le transport paralléle associé a A\, est C°,
alors il existe une unique connexion V sur E tel que ¢; est le transport
paralléle le long de v de v(0) a y(t).
De plus si v est la courbe intégrale de X, Vx est donnée par :

Vx =lim
t—0

Démonstration. Voir [KT68, Spi79|. O

b (04(0) — T4(0)
. .

Revenons & présent a notre variété M munie d’un feuilletage riemannien
F. Soit P un fibré principal au-dessus de M de groupe structural G ou G
est un groupe de Lie compact et p: P — M la projection.
On notera E le fibré vectoriel associé a P.
Soit H une connexion sur P on notera & la 1-forme de connexion sur P &
valeurs dans 'algébre de Lie G associée & H et V la dérivée covariante sur
E associée a H. On rappelle que Vz € P, la submersion p induit un ismor-
phisme d’espace vectoriel de H, sur T, M.

Définition 95. On pose 7 = p*(T'F). On dit que le fibré principal P est
feuilleté si 7 est intégrable.

Dans ce cas 7 définit un feuilletage F sur P tel que dim(F) = dim(F) et F
est invariant par 'action de G.

On dit que le fibré vectoriel E est feuilleté si le fibré principal associé est un
fibré feuilleté, et on dit dans ce cas que V est une connexion adaptée.

Définition 96. On dit que la connexion H est basique si £ est basique.

Si le fibré principal P est feuilleté et admet une connexion basique, on dira
que P est un F-fibré principal.

On dit que le fibré vectoriel E est un F-fibré vectoriel si le fibré principal
associé est un F-fibré et on dira dans ce cas que V est une connexion basique.

Proposition 129. Si E est un fibré vectoriel muni d’une connexion linéaire
V, alors :
(i) le fibré E est un fibré feuilleté si et seulement si sa courbure Ry vérifie
Ry(U,V) =0, VU,V e I'(TF),
(ii) le fibré E est un F-fibré si et seulement si iy (Ry) = 0, VV € T'(T'F).

Démonstration. Voir [KT75]. O
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Exemple 23. Selon le théoréme 12, vF muni de la connexion de Levi-Civita
transverse est un F-fibré.

Proposition 130. Si E est un F-fibré alors E* et A*E* sont des F-fibrés.

Démonstration. Comme E est un F-fibré, on a iy (Ry) =0, YV € I'(T'F).
Donc iy (Ry+) =0, VV € T'(TF) et iv(Rvj\k) =0, VV e I'(TF).
Clest-a-dire E* et A¥E* sont des F-fibrés. O

Corollaire 16. On note vF* = v*F. Alors v*F et A*v* F sont des F-fibreés.

Définition 97. Soient E un fibré feuilleté au-dessus de M et V une connexion
adaptée sur E.

Si a € T'(E), on dit que « est basique si VV € T'(TF), Vy(a) =0.

On note I'(E/F) I'espace vectoriel des sections basiques.

Remarque. On voit immédiatement que I'(E/F) est un Q°(M/F)-module.

Exemple 24. Les sections basiques du fibré normal vF, sont exactement
les champs de vecteurs basiques. En effet :

si X est tangent au feuilletage, la connexion de Levi-Civita transverse Vx
est donné par la dérivée de Lie Ly, il suffit alors d’utiliser la caractérisation
des champs basiques donnée par les propositions 35 et 36.

Proposition 131. L’espace des sections basiques de A¥v*F est isomorphe
a lespace des formes différentielles basiques de degré k.

Démonstration. On a

QF(M/F) ={w e QF(M)/ iy (w) = Ly(w) =0, YV € T(TF)},
donc QF(M/F) = {w € QF(vF)/ Ly(w) =0, YV € T(TF)}.
Montrons que YV € I'(T'F), Vi, = Ly.

La connexion V* est caracterisée par :

YV e (TF), Vs e T'(vF), Vs* € T(V*F)

(V*(s%),8) (V) + (s, V(s)) (V) = (d {s%, 5))(V).

Donc on a
v(s7)(s) = =s"(Vv(s)) + V(s"(s))
= =5 (Lv(s) + V(s7(s))
=Ly (s%)(s)
Donc VV € I'(TF), Yw € Q*(vF), Ly(w) = Vi ().
Donc QF(M/F) = {w € QF(vF)/ Vi, (w) =0, VYV € T(TF)}. O

Proposition 132. Soient E un fibré feuilleté et V, V' des connexions adap-
tées sur E. Alors Vo € T'(E),VV € T(TF),Vy (o) = Vi, (0).

En particulier la notion de section basique est indépendante du choix de la
connexion adaptée.
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Démonstration. Voir [KTT75]. O

Définition 98. Soit E un fibré muni d’'une métrique hermitienne h.

On peut considérer h comme une section du fibré S?E* des formes bilinéaires
symétriques sur . La connexion basique V sur E s’étend de maniére natu-
relle en une connexion basique V° sur S2E*.

On dira que E est un F-fibré hermitien si Vi.(h) = 0,VV € I'(TF).

Proposition 133. Sile fibré E est un F-fibré hermitien, alors le feuilletage
Fg sur E relevé du feuilletage F est un feuilletage riemannien.

Démonstration. Le fibré normal & Fg s’identifie a la somme directe du fibré
TFE tangent aux fibres de ¢ : F — M et du fibré ¢*(vF) qui sont munis de
métiques riemanniennes invariantes le long des feuilles de Fg. U
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Annexe C

Index

Cet index indique les pages ou sont présentées les différentes notions
introduites dans la thése :
métrique quasi-fibrée : page 30,
connexion de Levi-Civita transverse : page 31 et page 32,
courbure principale : page 36,
forme différentielle basique : page 37,
cohomologie basique : page 37,
forme volume transversale : page 44,
forme caractéristique : page 45,
espace de Sobolev basique : page 50 ,
opérateur différentiel basique : pages 51 et 52,
opérateur différentiel basique transversalement elliptique : page 52,
indice basique : page 60,
Laplacien basique : page 61,
caractéristique d’Euler basique : page 68,
signature basique : page 70,
indice distributionnel basique : page 103,
F-fibré : page 127,
connexion basique : page 127.
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