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Introduction générale

La conception de schémas aux différences compacts d’ordre elevé pour I'équation de
Laplace dans un carré ou dans un cube est un theme classique en Mathématiques Ap-
pliquées et calcul scientifique. Les livres [10], [15], [20], [21], [24], [29], [33] traitent ce
probleme comme une question éducative de base sur les méthodes numériques. Ces
derniéres années, on a noté un regain d’intérét sur cette question. On renvoie a [11]
pour une technique d’utilisation d’un solveur rapide dans la résolution de quelques
probléemes elliptiques non séparables. Dans [38] un schéma différence finie compact
d’ordre quatre est utilisé avec un algorithme multigrille pour la résolution de ’équation
de Poisson en trois dimensions. L’algorithme dans [8] est basé sur un solveur utilisant
la décomposition de la solution en une partie analytique et autre spectrale, cet algo-
rithme est optimal dans des cas particuliers. Dans [36], un schéma compact utilisant
la procédure multigrille V-cycle et 'extrapolation de Richardson donne une précision
d’ordre six pour la solution sur la grille grossiere. On envoie a [30] pour quelques uti-
lisations de solveur de Poisson rapide dans I’étude des Streamers, quelques limitations
de schéma différence finie standard sont mentionnées a la fin de cet article.

Au dela du design de schémas numériques particuliers, qui traitent de la précision et
de la stabilité, la nécessité d’'un solveur rapide efficace est un point crucial pour les
calculs pratiques. Sur cette question on renvoie a [5]. L’utilisation de tels solveurs dans
des géométries canoniques reste essentiel dans les codes de calcul en physique. Des
exemples sont la mécanique des fluides (Equations de Navier-Stokes compressibles et
incompressibles), [4], [16], [18], I’équation de Helmholtz [7], [9], les calculs en astrophy-
sique, [28], en géophysique [34].

Dans cette these, on introduit un schéma compact d’ordre quatre sur une grille cartésienne
pour le probleme de Poisson dans un carré et dans un cube, dont le design est basé sur
le travail préléminaire de Croisille [12]. On appelle le schéma “schéma boite hermitien”
dans la suite car il combine une approche volumes finies (boite) avec un calcul her-

mitien de la dérivée comme dans les méthodes mixtes. Il fournit par construction une

1



Introduction générale 2

approximation de u et Vu. De plus seulement les moyennes du terme source f(z,y)
sont utilisées au lieu des valeurs ponctuels f(z;,y;). C’est une propriété interessante
dans ’approximation de problemes en electromagnétisme.

La partie essentielle du mémoire a consisté en la mise au point d’une procédure de
résolution rapide utilisant la décomposition de la matrice du schéma en une somme
d’une matrice diagonale (dans une base spectrale) et d’une matrice auxilliaire de rang
petit. La résolution est effectuée par un algorithme de résolution directe utilisant la
formule de Sherman-Morrison-Woodbury et la FFT (voir [6] ou [3] pour un contexte
différent). De plus on a poussé I'implémentation jusqu’a la mise en oeuvre en 3 di-
mensions dans un cube, afin de prouver l'intérét de la méthode proposée pour les

applications.

Plan et présentation des résultats

Chapitre 1 : Algébre des schémas aux différences sur Q = (a,b)

Dans ce chapitre nous introduisons les notations utilisées dans la these. On introduit
la notion de fonction de grille qu’on utilise comme modeéle de fonction discréte aux
noeuds du maillage. On rappelle aussi quelques opérateurs aux différences usuels. Pour
approcher les moyennes sur les cellules de maille on introduit 'opérateur de Simpson.
Nous rappellons ainsi quelques notations vectorielles et matricielles nécessaires pour la
construction des schémas boite. On présente les propriétés importantes des valeurs et
vecteurs propres de la matrice de Laplace T' (opérateur a trois points), qui joue un role

fondamental dans les algorithmes de résolution rapide des schémas.

Chapitre 2 : Schémas boite hermitiens en dimension 1

Dans ce chapitre, nous rappellons la notion de schéma boite de Keller pour I’équation de
Poisson en dimension 1. On rappelle aussi le schéma boite en dimension 1 introduit par
J.P. Croisille [12] qui par construction utilise des approximations d’ordre 1 des dérivées
au bord. Ce schéma (appelé HB1) possede une matrice H; diagonalisable dans la base
de vecteurs propres de la matrice du Laplacien T'. En pratique, on observe un ordre 2
de convergence pour la solution et sa dérivée. On propose ensuite sur le méme principe
un schéma boite d’ordre plus elevé qui utilise des approximations d’ordre 3 des dérivées
au bord. On donne une forme matricielle générale du schéma boite pour le probleme
de Poisson en dimension 1. On en déduit la matrice du nouveau schéma boite obtenu
(appelé HB2). La matrice Ha associée au schéma HB2 s’écrit comme sommme d’une
matrice diagonale et d’une matrice de petit rang. Des résultats numériques montrent

que ce schéma est d’ordre 4 pour la solution et sa dérivée. Les courbes de convergence
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données a la fin de ce chapitre illustrent I'intérét du nouveau schéma HB2 par rapport

au schéma HB1 et au schéma différence finie classique a trois points (appelé DF2).

Chapitre 3 : Schémas boite hermitiens sur géométrie cartésienne

On présente une généralisation en deux dimensions de la construction du schéma boite
1D pour le probléme de Poisson sur un maillage carré. Apres avoir rappelé les opérateurs
aux différences et les notations algébriques et vectorielles nécessaires, on introduit un
nouveau schéma de type boite hermitien sur une grille cartésienne pour le probleme
de Poisson sur un carré. On observe un ordre de convergence de 4 pour la solution et
son gradient. L’effort principal a porté sur la conception d’une procédure de résolution
rapide basée sur la décomposition de la matrice associée comme une somme d’une ma-
trice diagonale (dans une base convenable) et une matrice de petit rang. On présente
ainsi une procédure de résolution rapide basée sur la formule de Sherman-Morrison-
Woodbury. Des résultats numériques montrent la convergence d’ordre 4 de ce schéma

en normes L2 et L™ discrétes.

Chapitre 4 : Algorithmes de type boite hermitien

On introduit deux types d’algorithmes utilisant les schémas boite hermitiens en dimen-
sion 2 sur un maillage cartésien dans un carré.

e La premiere application concerne certains problemes elliptiques non séparables. La
méthode itérative proposée utilise les méthodes de “shift” et de “scaling” de Concus
[11]. On présente trois algorithmes itératifs qui utilisent comme solveur de base les
schémas pour le probleme de Poisson précédemment définis. Le premier algorithme
utilise le schéma HB1, le deuxieme utilise le schéma HB2 et le troisieme algorithme
utilise le schéma HB1 dans l'initialisation et le schéma HB2 pour les itérations. Ce
dernier algorithme est tres intéressant lorsque la solution a calculer est oscillante. On
présente plusieurs résultats numériques prouvant l'efficacité des algorithmes proposés.
e La deuxieme application concerne la méthode LDC introduite par W. Hackbusch
[22]. L’algorithme proposé dans cette partie utilise seulement deux niveaux de grille
et le domaine de raffinnement a été choisi a priori. La grille grossiere QF qui est
une discrétisation de tout le domaine de calcul € et une grille fine th qui est une
discrétisation d’un sous-domaine £2; C 2 ou la solution est supposée posséder de forts
gradients. Le travail est inspiré de celui d’Anthonissen [2] qui utilise cette technique
avec le schéma de Laplace cinq points. Ici, on utilise cette méthode avec le schéma
HB2. Une interpolation spline PMH est utilisée en dimension 2 pour obtenir des va-

leurs artificielles sur l'interface I' entre la grille grossiere et la grille fine. Des résultats
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numériques montrent l'intérét de la méthode LDC combinée avec le schéma HB2.

Chapitre 5 : Schémas boite hermitiens en dimension 3

Le but de ce chapitre est d’obtenir un nouveau schéma boite pour le probleme de Poisson
en dimension 3. La difficulté principale concerne ’obtention de la forme matricielle des
vecteurs correspondant aux conditions de bord. Apres avoir obtenu la forme matricielle
générale du schéma boite en 3D pour le probleme de Poisson, on donne un algorithme
de résolution des schémas boite HB1 et HB2. Le code de calcul est effectué en Matlab.
Comme en dimension 2, les schémas HB1 et HB2 sont respectivement d’ordre 2 et 4

pour la solution et son gradient.



Chapitre 1

Algebre des schémas aux

différences sur ) = (a, b)

1.1 Fonctions de grille

On considére un intervalle Q = (a,b), a < b, de longueur L = b — a. Les lettres latines

sont utilisées pour des fonctions continues, comme u(x),v(z), = € Q. En général, nos

fonctions seront & valeurs réelles, de sorte que le produit scalaire dans L?(£2) est donné

par

La norme sur L?(Q) est donnée par

b
Jull oy = ()2 = ([ a2 (o)) 2

a

La norme sur L>°() est

[ullpee(@) = sup |u(z)].
a<z<b

On considere une grille différences finies réguliere,
a=z0<x2<..<zxTN_1<IN=0b,

ou
ri=a+1th, 1=0,1,...N, h=

(1.1)

(1.4)

(1.5)
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(e, A . A A

xo x1 T2 e TN-2 TN-1 TN

F1a. 1.1: Grille en dimension 1. Les deux points de bord sont xg, xn (notés par “c”).
Les points x;, i =1,--- | N — 1 sont les points intérieurs (notés par “e”).

Les points intérieurs sont les points x1, 9, -+, xny_1. Les deux points de bord sont
xo et zn (figure 1.1).

On discrétise une fonction donnée u(z) par des valeurs appropriées définies aux points
de grille. Nous distinguons deux niveaux de représentation des fonctions aux points de
grille.

(i) Siu(z) est une fonction donnée sur 2 = (a, b), on note u* la fonction de grille définie
par u] = u(z;), soit

u* = (U, Uty .oy UN ). (1.6)

Du maniere générale, une fonction de grille est une fonction définie sur la grille discrete
{z;}Y,. Lorsquune fonction de grille est considérée avec h > 0, fixé (h = N)’ elle

s’identifie avec les valeurs qu’elle prend aux points zg, z1, ..., TN,
U= (UQ, ULy ey UN)- (1.7)

On note par I%L I’espace des fonctions de grille, avec h > 0 fixé. Cet espace est muni

d’un produit scalaire et d’'une norme associée
N N
2 2
(u,v)p, =h E u;v;, lulz, = h E uj. (1.8)
Jj=0 Jj=0

Le sous-espace des fonctions de grille ayant des conditions au bord nulles en xy = a et

N = b, est notée par l}% o- Pour des fonctions de grille u,v € l,% o On a

N-1
(u,v)p, = h Z uUjv;. (1.9)
j=1
On définit aussi la norme max pour une fonction de grille u

= il 1.1
Julloe = v (110
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(ii) On note par des lettres capitales les vecteurs et matrices dans les espaces vectoriels
réels. U € RV*1 est

U = [ug,u1,us, ..., uy]’ € RNTL, (1.11)

La norme euclidienne dans RV est notée par |U|. Pour A € My (R), matrice réelle

d’ordre N + 1, on note

|Ala = sup @ (1.12)
v+ U]

Si A est symétrique, alors |Al|s = p(A), ou p(A) est le rayon spectral de A,
p(4) = max . (1.13)
ott les \; sont les valeurs propres de A. La norme sup de U € RN *! est
1Ulloo = jmax |Ui]. (1.14)
La norme induite sur My 1(R) est

Al = sup 0B e S (1.15)
00 Uﬁ) |U oo 19’5N+1j_1 il .

La distinction entre fonctions de grille et vecteurs a plusieurs avantages. D’abord, elle
permet de faire une disctintion claire entre les deux classes d’opérateurs :

e Opérateurs aux différences finies, qui agissent naturellement sur des fonctions de
grille.

e Matrices qui agissent naturellement sur des vecteurs.

Les fonctions de grille contiennent toutes les échelles nécessaires dans le contexte phy-
sique, alors que les vecteurs sont sans dimension. De plus, le raisonnement au niveau
discret est plus naturel avec les fonctions de grilles. Il s’effectue d’une fagon abstraite
a l'aide d’opérateurs aux différences. Par contre le codage effectif est effectué dans le

cadre de l'algebre linéaire.

1.2 Opérateurs aux différences

On introduit quelques opérateurs aux différences usuels qui agissent sur des fonctions
de grille.

e Ddérivée centrée
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L’opérateur d, est défini par

Uj41 — Uj—1

1<j<N-—1. 1.1
57 , <j< (1.16)

(55,;11,]' =
On le prolonge en j = 0,5 = N par d,ug = d,uy = 0.
e Dérivées décentrées

Les opérateurs &, et d, sont définis par

5;%:%7 0<j<N-1,
Sruj =Wl <j<N (7
x Y] h 9 S7) > .

On les prolonge en j = 0,7 = N par 6 ug = 0,0, uy = 0.
e Laplacien a trois points
Le laplacien a trois points est

Uj+1 + Uj—1 — 2uj

o ., 1<j<N-1L (1.18)

2, . —
5xuj =

On le prolonge en j =0, j = N par 62ug = 62uy = 0.

Proposition 1.1. Soit u(z) € C*(Q) et u* sa fonction de grille correspondante. On a

h2
— (ﬁuj + U”(ﬂfi) = T <’LL(4) (77%) + U(4) ((z’)), Niy G € ($i_1,$¢+1). (1.19)

Preuve. On note ¢ € l,% o la fonction de grille “troncature”,
t(x;) = —62u +u(z;), i=1,..,N. (1.20)

On estime t(x;) a Paide de la formule de Taylor-Lagrange de la fagon suivante. En

développant u(x; + h) et u(z; —h), 1 <i < N —1, on obtient

h?2 h3 ht
u(z; + h) = u(x;) + ha'(x;) + guﬁ(l‘z‘) + gu(g’) (m5) + EUM) (m:) (1.21)
et
h?2 h3 h
u(z; — h) = u(x;) — ha'(x;) + guﬁ(ﬂﬂz) - gu(g) (m5) + 4—U(4) (i), (1.22)
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avec 1; € (x;,x; + h) et ¢; € (z; — h,z;). Donc,

Ha) = _u(z+h)+ u(ha;— h) —2u(z) ()

2
= —%(u(4)(m)+u(4)(g)>, 1<i<N-1

|
e Opérateur de Simpson o,
L’opérateur o, est défini par
1 2 1 .
OxlUj = gu]'_l + g’u,]’ + E'LL]’_H, 1<j<N-1 (123)

On le prolonge au bord par o,ug = o,uy = 0.

Proposition 1.2. On suppose ici que u(z) est au moins de classe C*. Sur un intervalle

[x; — h,z; + h], Uerreur e;(h) commis par l’approzimation de Simpson définie par

ei(h) = 1u(a: —h) + gu(m) + 1u(a: +h) — L /Iﬂrh u(z)dz (1.24)
(2 - 6 (2 3 7 6 K3 2h xz_h I .
est tel que
ei(h) = O(h%). (1.25)

Preuve. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange on obtient

h? h3 ht
u(x; + h) = u(x;) + h'(2;) + 7“"(%’) + FU'"(%) + ﬂu(@ ($i), i€ (zi,xi + h),
h? h3 h4
u(x; — h) = u(z;) — b/ (z;) + 7“”(331') — EU"'(%‘) + ﬂu(ﬁl) (m:), M € (x5 — h,x5),
(1.26)
donc
1 2 1 h? @) ht ) (4)
gu(ﬂcz‘—l) + gu(ﬂﬂz‘) + gu(wm) = u(w;) + 5 U (z) + m[u (m:) +u'¥(s)]. (1.27)

Pour z € [x;_1,z;4+1] en utilisant & nouveau la formule de Taylor-Lagrange on obtient

(x — x;)?

2

(x — ;)3

5 u® () + ... (1.28)

w(z) = u(x;) + (x — z)u' (2;) + u® (z;) +
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En intégrant (1.28) sur [x;_1,xi+1] on obtient

/;jl u(z)dr = /;jl <U(l'i) + (x — )/ () + %u(z) (i) + (z —x)?

3
— ohu(wi) + %u@ (25) + O(H),

donc
1 Ti+4+1 2

h
) w(z)dz = u(z;) + Fu<2> (zi) + O(h*). (1.29)

I1 résulte de (1.27) et (1.29) que

L i) + 2ules) + Lz >—i/z”l (2)da = O(h*) (1.30)
6u Tiq 3u z; 6u Tit1 o ). w(z)dz = , )

d’ou le résultat annoncé. [ |

1.3 Notations vectorielles et matricielles

Les notations vectorielles et matricielles utilisées sont les suivantes :
e Notations vectorielles
On considere les fonctions de grille v = [ug, u1, ..., uy]?. On note par U € ROV-D e

vecteur correspondant aux points intérieurs

U = [u1,ug, ...,un—_1]7, (1.31)
et par U € RV+D e vecteur correspondant aux points intérieurs et aux points de bord
U= [ug, w1, g, ..., un ]’ . (1.32)
On note (ej)1<j<n—1 la base canonique de RN-1

ej = (01,025, 0n;]", (1.33)

ou d;; désigne le symbole de Kronecker :

L i
Gy=4 0 TS (1.34)
0, sii#j.
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Le produit scalaire canonique de RN~ est noté
N—1
<x,y >= Z Ty, x,yeRNTL (1.35)
i=1

e Opérateur vecy

Définition 1. Soient v = (v;)o<i<n € I%L une fonction de grille et (e;)1<i<n—1 la base

canonique de R—1) définie en (1.33). On définit 'opérateur vecy par

vecy : Lj — RV

v — V =vecy(v)

avec

N-1
vecy (v) = Zewi. (1.36)
i=1

Matriciellement, 'opérateur vec; crée a partir d’une fonction de grille v = (v;)o<i<n,
un vecteur de taille (N — 1) formé des points intérieurs de v (c’est-a-dire les points

(vi)1<i<n—1). On peut écrire
T N-1
V= Vecl(v) = Vecl[vi]lgiSN_l = [2)1,7)2, ..,’l)N_l] S ]R( ) (137)
e Matrice de 'opérateur aux différences centrées
Pour u € l,% o on peut aisément voir que

1

ot K = (Kjm)i1<im<N—1 €st la matrice antisymétrique donnée par

sign(m — 1), sijm—1 =1,
Kim = gn ). sl | (1.39)
0, si|m —i| # 1,
ou encore -~ _
0 1 0 0
-1 0
K=\ : @ ... (1.40)
-1 0 1
0 0 -1 0
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e Matrice du Laplacien centré
En agissant sur les fonctions de grille u € I%L o> 1la matrice T correspondant a I'opérateur

de Laplace & trois points, —h2§2, est la matrice symétrique définie positive définie par

2, silm—1i] =0,
Tim=14 —1, sijm—i| =1, (1.41)
0, silm—i|>2,

c’est-a-dire

T=| i i i ... i | €Mya(R). (1.42)

Les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice T' jouent un réle important

dans la suite.

Proposition 1.3. Les vecteurs propres (Zk)lgng—l et les valeurs propres (Ak)1<k<N-—1

de la matrice T sont

& 2\ /2 kjm
Z7 =\ = sin(—), 1<j<N-1, (a

! <N> By ) (@) (1.43)
A = dsin?(——). b

¢ = 4sin?( ) (v

Preuve. On consideére le probleme
2k k_ ;
=28 =0, (b)

ou zf représente la j-eme composante du vecteur propre z¥,k = 1,2,..., N —1, et 62 est

donné en (1.18). L’équation (1.44) s’écrit
z;?_l — 2cos szf + zfﬂ =0, (1.45)
ou 0 est défini en fonction de A\ par

A = =2+ 2cos 0. (1.46)
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La solution générale de (1.45) est (récurrence a 3 points)

z;? = ¢y cos(jbx) + cosin(j6y), (1.47)

ol ¢1 et co sont des constantes arbitraires. La condition (1.44), entraine ¢; = 0 et

0 = w%, de sorte que

b [, g 2k (N - Drk] "
28 = | sin o sin =, sin S | (1.48)
A\ = 4sin? s
b 2N )’
On en déduit (1.43),. On vérifie que
N
< zk,zl >= E(Skl, (1.49)

Ski est le symbole de kronecker (1.34). En notant Z* € RV=1 le vecteur de composantes

9\ 1/2
zZy = <N> 2, 1<k<N-1, (1.50)
et on a
S ANARS (1.51)
on obtient (1.43),. [

D’apres (1.51), les vecteurs (Z%);<x<n_1 forment une base orthonormale de RY-1.

Tout vecteur V € RN~1 ge décompose donc sur (Z k)lgkg N—1 sous la forme

-1
V=> vz (1.52)
k=1

avec

v =< v, ZF >, k=1,2,..,N —1. (1.53)

On introduit la matrice de passage de la base (ex)i<k<n—1 & la base des vecteurs
propres (Z k)lgkg N_1, notée Z. Cette matrice est symétrique orthonormale cas toutes

ses colonnes sont orthonormales d’apres (1.49) donc on a

Zzt=2z7"=12 (1.54)

T = ZAZ, (1.55)
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ou A = diag(A1,...,An—1) est la matrice diagonale formée des valeurs propres de T

données en (1.43)y.

Corollaire 1.3.1. La matrice T vérifie

1T =4+ 0(zp). (@)
7'('2
T = T + Ol (8

Preuve. La matrice T est symétrique donc

N —1)m
Tl = max )\, = sin® <(7>
172 1<k<N F 2N

cos <M> - cos(g =Ty = sin(~

2N

. ? .
on a sin(z) =x — r + ..., ce qui donne

23
x—ggsinxgm.

Donc,

() e () 1

On déduit de (1.61)

_ 2
4 sin? (%) 4 +O(=—

alors
1
ITll2 = 4+ O(55)-

d’out (1.56),. En plus,

2
|77l = min), = 4sin? (%)) z + O(

1<k<N-1 N2

dott (1.56);.

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

e La matrice symétrique définie positive Ps correspond a l'opérateur o, défini en (1.23)
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est déduite de T par
1
P, =1- ET (1.65)
Donc
2 .
%7 1=17,
(PS)Z',] = 67 |Z _]| — 1’ (166)
07 ‘Z - j‘ > 27
soit S 1 )
% é 0 0
1
- - = 0
6 3 6
Po=1 1 + =+ . i | eMya(R). (1.67)
1 2 1
0 6 3 &
. o1
L 6 3 4
Lemme 1.3.2. La matrice Ps vérifie les propri€tés suivantes
2 1
P =1-—+0(—
|| S||2 6N2 "1|' (N4)7 ((I) (168)
\|Ps_1\|2=3+0(m)- (b)
Preuve. La matrice P est symétrique alors
[Pslle = max\g (Ps)
1<k<N-1
1
2
m 1
= 1- _—
d’ott (1.68),. De la méme maniere on démontre (1.68);. [
e Les deux matrices Fy et Fy € My _1(R) suivantes sont utilisées dans la suite
(1 0 0 ... 0] 1 0 0 0]
0O 0 0 ... 0 0
Fr=1: = . i, Fy = (1.69)
0 0
0 0 0 1 0 0 1
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On a
et
Fy =erel + eN_le%_l = [e1,en—1] . , (a)
R (1.70)
e
Fy = —616{ + €N_1€1]\}_1 = [—el,eN_l] [ Tl ] . (b)
eN-1
Lemme 1.3.3. Les matrices Iy et Fy vérifient les relations
F2'Fl :F27 (CL) (1 71)
FyFr =F,. (b)

Preuve.

T T T T
FQ.Fl = (—6161 +€N_1€N_1)(61€1 +€N_1€N_1)
T, T T T T T T T
= —ejejei1e;] —ejejeN_1eny_| t eN_1€N_1€1€] T eN_1eN_1EN_1EN_1
= —erel +0+0+ey_1eh_y

= F27
d’ou (1.71),.

T T T T
FyFy = (—eie] +ev—1eny_q)(—eie] +env—1en_1)
T, T T T T T T T
= ej€e1€1e] —e1e]EeN—1€Ny_1 — EN—1E6N_1€1€6] + EN—1EN_1EN—1EN_1
T T
= 6]_6]_ +O+0+€N_1€N_1

= Fl)



Chapitre 2

Schémas boite hermitiens en

dimension 1

2.1 Le schéma boite de Keller

La notion de schéma boite a été introduite par H.B. Keller dans [25]. Il s’agit & l'ori-
gine d’une méthode numérique pour 'approximation de problemes monodimensionnels
de diffusion. Le schéma de Keller s’apparente d’une part & la méthode des différences
finies car les inconnues discretes sont situées aux noeuds du maillage. Elle s’apparente
d’autre part a la méthode des volumes finis car la discrétisation s’opére en moyennant
les équations sur les cellules du maillage.

Dans le cas des schémas boite, le maillage est utilisé a la fois pour localiser les incon-
nues au niveau des noeuds du maillage et pour localiser les volumes de contrble sur
lesquels on effectue les moyennes des équations. L’inconvénient est que le nombre de
noeuds peut étre différent du nombre de volumes en général : a priori, on n’a pas le bon
décompte entre nombre d’inconnues et nombre d’équations. Ceci n’est le cas ni pour
la méthode de différences finies, ou la discrétisation se fait au niveau des noeuds, ni
pour la méthode de volumes finies, ol les inconnues sont situées au niveau des volumes
de controle. Cependant pour des opérateurs elliptiques, H.B. Keller [25] a remarqué
qu’en considérant une formulation mixte, on obtient un décompte correct entre nombre
d’équations et nombre d’inconnues. L’illustration la plus simple est le probleme ellip-

tique :

{ —u"=f, x€(0,1), (2.1)

u(0) = u(1) = 0.
17
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La formulation mixte de (2.1) s’obtient en introduisant v(x) = u/(z)

' =f, 0,1), (a)
v=1, z €[0,1], (b) (2.2)
u(0) =u(l) =0 (c)

En intégrant les équations (2.2), sur des boites K; = [z;_1, ;] de longueur h (figure

2.1) on obtient

v Vi1
—- hj _Hf]—l/Qv 1<]§N7
;15 = e (2.3)

ug = un =0,

_ 1 .
ot v;_y /9 = 7 f:ziil v(x)dz. Dans (2.3) on a 2(IN +1) équations et également 2(N +1)
inconnues. Donc

nombres d’équations = nombre d’inconnues. (2.4)

C’est-a-dire 2 x (V) boites + 2 C.L. = 2Ninconnues + 2 inconnues.

Ici, nous introduisons un schéma du type précédent, mais qui utilise des “boites recou-
vrantes” K; = [z;_1,xj4+1] de longueur 2h (figure 2.2) au lieu des boites de longueur
h. Ceci permet d’obtenir une précision locale d’ordre 4. Le prix a payer est la nécessité
de définir une approximation de u'(0) et w'(1), qui ne peut étre déduite simplement de
(2.3).

Dans la section 2.2, nous donnons une premiere version du schéma qui correspond a

h

Tj-1 Tj Tjt1

F1G. 2.1: Le stencil du schéma boite de keller : K; = [z;_1, z;]

un choix simple de Papproximation de u/(0) et «/(1). On montre que le schéma obtenu
de cette approximation posséde une matrice diagonale dans la base spectrale de —d2
donnée en (1.43),. De plus ce schéma vérifie un principe du maximum et du minimum
discret. On termine cette section en donnant quelques tests numériques prouvant ’ordre
2 du convergence du schéma pour les inconnues u; >~ u(z;) et ug ; ~ u'(z;). Dans la

section 2.3, nous introduisons une deuxieme version qui correspond a un choix plus
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précis de u/(0) et w/(1). La matrice de ce schéma est une perturbation de rang petit
de la matrice du premier schéma. On donne une forme matricielle générale du schéma
boite hermitien en dimension 1. Apres avoir étudié quelques propriétés de ce schéma,
nous donnons quelques résultats numériques prouvant I'intérét du schéma. Des courbes

de convergence comparent plusieurs schémas numériques entre eux.

2.2 Schéma boite hermitien HB1

2.2.1 Design du schéma HB1

On considere le probleme elliptique

{ —u'(z) = f(z), € (a,b), (2.5)

u(a) = ga, u(b) = go-

Ce probléme est bien posé en H{ (a,b) avec donnée f € L?(a,b), ceci implique que u(z)
est continue et que u'(z) € L?(a,b). En utilisant la variable auxilliaire v = u/(z), (2.5)

peut étre réécrite sous forme mixte :

) — U( ) 0, z € [a,b], (b) (2.6)
(a) 9ar w(b) = gp. (c)
On appelle “schéma boite hermitien” (HB en abrégé), le schéma obtenu de la fagon

suivante. On integre les équations (2.6),; sur des “boites” constitués des cellules K; =

[j—1,2j4+1], de longueur 2h (figure 2.2). A la différence du schéma de Keller, les “boites”

h

Tj-1 Tj Tjt1

K;

F1G. 2.2: Le stencil du schéma boite hermitien : K; = [z;_1, Zj41]

K, Kj41 se recouvrent, K; N Kj 1 = [xj,xj4+1]. On suppose que u(z) est une solution

exacte Cl[a, b] de (2.5) et v(z) := u'(z) € C°[a, b] est sa dérivée. En intégrant 1’équation



Chapitre 2. Schémas boite hermitiens en dimension 1 20

conservative (2.6), sur les boites K;, 1 < j < N — 1, on obtient les identités

_ ”(%H);h”(mj-l) —If;, 1<j<N-1, (2.7)

ot I10 est I'opérateur de moyenne sur K ;= [zj_1,2j41], défini par

1 Tj+1

HO’Uj = -
2h J,,

v(z)dz. (2.8)

De méme, I'identité (2.6), est intégrée sur les boites Kj,

Lo w(@jp1) — u(zj-1)
— dor —
2h J,, u(z)dz 2h ’

1<j<N-1 (2.9)

Donc la solution exacte u(x) et sa dérivée v(x) = u/(x) vérifient les 2N identités,

v(@j4) — v(wj—1) = —2h(I°f);, 1<j<N-1, (a)
2h(11%); — [u(zjr1) —u(z;—1)] =0, 1<j<N-—1, (b) (2.10)
u(x) = ga, w(TN) = g (c)

Pour avoir le bon décompte entre le nombre d’inconnues et le nombre d’équations du
systéme (2.10), on ajoute les deux équations vy = u'(a), vy = u'(b). La solution exacte

u(x) du probléme continu (2.5) et sa dérivée v(x) satisfont le systeme

U(.Tj.;,_l) — v(a;j_l) = —Qh]._.[ofj, 1 < ] < N — ].,
2h(11%); — [u(zj41) — uw(z;1)] =0, 1<j<N-1,
v(zo) = u'(x0), v(zN) = v/ (zN),

(o) = ga, W(TN) = b

a)
b

d)

(
(b)

2.11
© (2.11)
(

Le systeme (2.11) constitue un ensemble de 2(N + 1) identités vérifiées par la solution
exacte de (2.6). On considere les inconnues (uj, uz ), 0 < j < N, ott uj ~ u(z)), uy ; ~
v(z;)(= u/(x;)). Le systeme (2.11) consiste en :

e (2.11), donne les (N — 1) relations
Ugjp1 — Ugj1 = —2RII°f;, 1< j< N-—1. (2.12)

Aucune approximation n’a encore été effectuée i ce stade. Noter que IV f; doit étre

approché par une formule de quadrature convenable.
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e Dans (2.11);, pour 1 < j < N — 1, la moyenne de v(z) sur K; = [z;_1,%j41] est

1 Tj+1

HO'U]' = —
2h J,,

v(t)dt. (2.13)

On effectue 'approximation de Hovj par la formule de Simpson (1.23),

1 2 1 .
Hovj ~ 0z0j = V-1 + 3V + g Ui+l 1<j<N-1, (2.14)

alors I’équation (2.11)p, au niveau discret, devient

1 2 1 Uj41 — Uj—1

glwi—1 + 3Ua.j + gle.g+l = 57 , 1<j<N-1. (2.15)
Les équations (2.12) et (2.15) s’expriment sous la forme
S tegl — Megol oy 1<j<N-1, (a)
1 2h2 1 Uj41 — Uj—1 . (216>
g w1 + 3 Uz + glUedtl = = o 1<j<N-1. (b

Utilisant les notations différences finies, (2.16) se réécrit

{ g =TI0f;, 1<j<N-1, (a) (2.17)

Oplyj = OpUyj, 1<j<N-1. (b

Le systeme (2.17) constitue les deux identités de base du schéma boite hermitien “HB”.
On considére a présent la question de I’élimination de u, dans (2.17). En pratique on

approchera IT° f; par la formule du Simpson, c’est-a-dire,
0 1 2 1 .
I fjﬁazijEfj—1+§fj+gfj+1,1§JSN—l- (2.18)

Proposition 2.1. Supposons que (u;)jez, (Ug j)jcz soient deuzr suites satisfaisant

—bzup; =1°f;, jE€Z, (a) (2.19)
OzUg,j = 5xuja JjEZ. (b)
Alors (uj)jez vérifie
Ujio + Uj_2 — 2u, 1 2 1 2 1
— - — f. Zr SR .. 2.20
1nz 36f] 2+9f] 1+2f]+9f]+1+36f]+2 (2.20)
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Preuve. Notons par Ej, j € Z, la j-eme équation du (2.19),. En faisant la somme
1 2 1 1 2 1
gLt 3B+ g B = coufi+ 50ufi + Goafit, (2.21)
et en utilisant (2.19)p, on trouve que le terme de gauche du (2.21) vérifie
1 2 1 1 2 1
EEj_l + 3% + gt = —65xux,j—1 - §5zum,j - 65:cuac,j+1
. _Uj+2 + Uj—2 — 211,]' (222>
B 4h?
Le terme de droite de (2.21) vérifie
1 2 1 1,1 2 1
éazfj—l + gazfj + Eo'xfj—i—l = 6(6fj—2 + gfj—l + éfj)
2.1 2 1
+ g(éfj—l+§fj+6fj+l)
1.1 2 1
+ (Gl glint glive)
1 2 1 2 1
= sglietgliantofi+ glinn 55 five
d’ou I’égalité (2.20) pour j € Z. [ |

En revanche, pour 0 < j < N, le systeme (2.17) vérifie la relation (2.20) seulement

pour 2 < j < N —2. Il consiste en 2(N — 1) équations pour 2N inconnues. Les identités

(2.17)4,p nécessitent donc une approximation de la dérivée v(z) aux points de bord

zoet xy. Evidemment, on ne connait pas les dérivées au bord et donc les équations

(2.11). seront remplacées par des approximations des dérivées au bord que 1'on décrit

a présent.

e Premiére approximation des dérivées au bord u, o, Uz N

Supposons que le prolongement par imparité aux points du bord de la solution exacte

u(x) soit une fonction réguliere. Alors la dérivée v(x) = u/(x) est paire. Ceci donne que

les points vy —1, vy N4+1 qui sont a U'extérieur du domaine [a, b] = [zg, zn] vérifient

v_1 = vy,
UN+4+1 = UN-1-

On peut prolonger o, (1.23) au bord par

1 2 1 2 1

OzUp = 60—1 + gvo + 61)1 = gvo + gvl, (a)
1 2 1 2 1

OxUN = —UN—1 + 3UN + ZUN41 = ZUN + zUN-1. (D)

6 3 6 3 3

(2.23)

(2.24)
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Or
1 1 1 1 —
Tzv0 = o - v(z)dr = m /xo o (z)dx = %’ (a) s
N 1 IN41 ( )d B 1 /rN ,( )d _uN —uN-—1 (b) ( . 5)
TzUN = o "~ v(z)dz = & mN?lu x)der = . ,

3 <UN —un_1 1 > (226)
Ug N =\ ——F/— — JUz,N-1 -

Le schéma HB (2.11) s’exprime donc en terme des fonctions de grille (u, u,) € (3 x I3

par : trouver (u, u;) € I3 x {3 tel que

_5mum,j = Hofja 1<j<N-1, (a)

2 1 UN — UN—

gux,N + gum,N—l = h 17 (0)

1 2 1 .

g U1 + 3la.j + g Uil = dpuj, 1<j<N-—-1, (c) (2.27)
2 1 Uy — U

gux,o + gum,l = ! h 07 (d)

Uy = Gay UN = Gb- (e)

Le systeme (2.27) s’appelle schéma HBI.

2.2.2 Expression matricielle du schéma HB1

Commencons par déterminer la forme matricielle du systeme (2.17). Ensuite, on en
déduira la forme matricielle du schéma HB1 (2.27). Dans ce but, on dénote les valeurs

de bord par (voir figure 2.3)

Up = up = uo,
Ugr = ur = un, (2.98)
U, = Uz, = Uz,

U:c,R = Ug,R = Ug N-

On rappelle que les vecteurs U, U, € R¥~! sont donnés en (1.31).
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F1G. 2.3: Les notations en dimension 1 sur Q = (a,b). La grande boule & gauche
désigne le noeud zg = a, celle a droite désigne le noeud xny = b. Les petites boules
désignent les noeuds z;, 1 <i <11

Lemme 2.2.1. Les équations (2.17), s’écrivent matriciellement sous la forme

1 1
— 57 KU, — + F _ =F 2.2
o U, o 2(e1Uyp, + en—1Uz R) , (2.29)
ot F € RN-1,
F=[°f, 1 fa, ..., 10 fya]", (2.30)

et K est la matrice donnée en (1.40).

Preuve. (2.17), donne

_%UI,N + %UI,N—z =Ifn_1,
Uz, N-1 2—hU:c,N—3 _ HOfN—z,
...... (2.31)
_U:c,32—huz,1 _ Hofg,
_%uzﬁ + %uz,o =1°f;.
Ce qui est équivalent a
1 1
_ﬁ(KUx)N—l - ﬂUz,N =1Ifn_1,
_%(KUx)N—2 =°fn_2,
...... (2.32)
o (KU, =T,
—%(KUx)l + %UI,O =1°f.
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Matriciellement (2.32) s’écrit

_ %KUI + %elUx,L - %GN—IU:C,R = [M0f1, T fo, .., 11O fv—g, I fr—] 7. (2:33)
En plus on a,
1 1 T N
op C1UeL = gpen-1Uar _ﬁ(—ewl +en-1en_1)(eUsL + en-1UsR)
= g Pelas +en1Uen)

Enfin, (2.33) devient

1 1
—ﬁKUI - ﬁFQ(ele,L +en-1Upr) = M0 f1, 0 fo, ..., I fy—o, TI fiy—4]7,

d’ou (2.29). [

Lemme 2.2.2. Les équations (2.17), s’écrivent matriciellement sous la forme

1 1
—KU+—F2(61UL+6N_1UR), (2.34)

1
PSUI+_(61UI,L+€N—1UI,R) - 2 2%

6

avec Py, K, F» les matrices données en (1.67), (1.40), (1.70) respectivement, Uy, Ur

sont les conditions de Dirichlet au bord et Uy 1, Uy r sont les dérivées au bord.

Preuve. (2.17), s’écrit

4 i
%UI,N + %uz,N—l + éucc,N—Q = %,
éucc,N—l + %uz,N—2 + éucc,N—?) = %,
....... (2.35)
LI B S Fe
6 x,3 + 3uz,2 + 6“:{:,1 - oh )
1u —i—gu +1u =2t
6 x,2 3 x,1 6 x,0 oh
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Ceci est équivalent a

( 1 1 1

PU.)N- z,N = 57 - K -1
(PsUz)N 1+6U,N 2hUN 2h( U)n—1
1
Ps T o=+ (K —2
(PsUz)N—2 2h( U)N—2
...... (2.36)
1
PU;)2 = —(K )
(U2 = 5 (KUY
(PU + U, = = (KUY — U
sVz)1 6m,0—2h 1 2% 0-
En utilisant les notations (2.28), on obtient
PU+16U +1e U —1KU—16U+1€ U (2.37)
sVz 6 1Y, L 6 N—-1Vz R — oh oh 1YL oh N-1VR- .
On peut aisément vérifier que
Lo+ L U—i(—T+ T_)(eUr + Ug)
2h€1 L 2h€N—1 R = oh €1€6 EN—-1€n_1){€1UL T EN-1UR
1
= —F _ .
5% 2(erUr +en—1Ur)
Donc (2.37) se réécrit
1 1 1
PU, + E(GIUI’L +€N—1Ux,R) = ﬁKU—F ﬁFQ(@lUL +eN_1UR). (2.38)
[

L’identité (2.34) permet de calculer le vecteur U, en fonction des inconnues U et des

données au bord Uy, et Ug,

_ 1 1 1
U, = PS 1 <ﬁKU + %FQ(GlUL + eN_lUR) — E(GlUx’L + eN_lU%R)). (2.39)

En remplagant U, dans (2.29) on obtient

1 1 1 1
- (KPT'K)U-—(F,—=KP ! . 12U, r)——KP'F _ =F.
4h2( . KU 2h( - KP )€Uz r+en—1Uz R) 57, K Fs 2(e1Ur+en-1URr)
(2.40)
On peut écrire
enUr, +en_1Up = [UL,O,...,O,UR]T, (a) (2 41)
erUs,p + en-1Upr = [Us1,0,...,0, Uy g] . () '
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Noter que dans (2.40) la matrice K P, 'K n’est pas inversible et ceci nous empéche
d’utiliser une méthode de résolution par le complément de Schur par exemple. Pour
cela, en considérant le cas du probleme (2.5) et les approximations (2.26) des dérivées
au bord, on exprime dans le lemme 2.2.3 suivant le vecteur e U, 1, +en—_1Uz R € RWV-D)
dans (2.29) et (2.39) en fonction des vecteurs U, U, € RV~ et des données au bord
Up et Ug € R.

Lemme 2.2.3. En utilisant les approzimations (2.26) des dérivées Uy, et Uy r au

bord, le vecteur e1Uy 1, + en—1Uy r s’écrit matriciellement
1 1
erUzr +en—1Uzr = EAIU - BiU; + Ecl(elUL +en-1URr), (2.42)

ot les matrices Ay, By, C1 sont

3

Al - _§F2) ((I)

Bi=3h, () (2.43)
3

Ci = —§F1, (c)

avec les matrices Fy, Fy sont données en (1.70).

Preuve. D’apres (2.26), on peut écrire les dérivées au bord, u, o et ug v sous la forme,

Ug o = l(éel)TU — (161)TU30 — l(éel)T[UL,O, ., 0,Ug]T,

h\2 2 h\2
UpN = %( - geN_l)TU . (%eN_l)TUx + %(geN_l)T[UL, 0,..,0,Ur]",

(2.44)
ou ey, ey_1 sont respectivement le premier et le dernier élément de la base canonique
de RN~1. Les vecteurs U, U, € RVN~! sont donnés en (1.31), et U, = g,, Ug = gp, sont

les conditions de Dirichlet au bord. On a donc

3 1
erUer +en1Usr = E(ewlT —en_1eh_)U — §(e1elT +en_1eh_1)Us
3
+ %(—ele{ + eN_le%_l)[UL,O, oy 0, UR]T

1 1 1
= E.AlU — §BlUx + Ecl(elUL + eN_lUR),
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ou Aj, By, C1 € My_1(R) sont telles que

3

A= §(€1€1T —en-16y_,) = —5f2, (a)
By = %(616{ +en_1ek_1) = %Fh (b) (2.45)
Ci=2(e] vexack )= 2R, (0

d’ou le résultat (2.42). [

En utilisant le lemme 2.2.3, on peut établir une nouvelle forme matricielle du vecteur
U,. En effet, on remplace dans (2.34), le vecteur e;Uy, 1, + en—1Uyz R € RW-1) par son

expression (2.42). On obtient apres quelques calculs

1 1 1
U, = _h(PS — —Bl)_l(K — —Al)U
2 ¢ 3 (2.46)
+ %(Ps — 681)_1(F2 — gcl)(elUL +en—1UR).

Proposition 2.2. Le schéma HB1 (2.27) s’écrit matriciellement : trouver U € RN=1

tel que
1
h2?

avec F' € RN=1 donné en (2.30) et

1
HU=F — ﬁgl(elUL +en-1UR), (2.47)

1 1 1 1
Hy =~ (K~ FBy)(Pe = 6B (K = g A1) — 5 Podi, ()

1 ¢ ’ : (2.48)
Gr = — (K = BB)(Ps = gB)~ (s = 50) = 3R, ()

ot les matrices Ay, By, C1 sont données au lemme 2.2.5.

Preuve. En remplagant le vecteur e U, 1, + en—1Uzr € RO dans (2.29) par sa

valeur en (2.42) on obtient

1 1 1 1 1
—— KU, — —F| - — -z + - _ = — —(K-F -
o U. o 2<hA1U BU. +h61(elUL+eN 1UR)) Qh( 2 BB1)U.
1
C2n2
= F.

(2.49)

- 2R2

1
BAU

F5Ci(eiUr + en—1UR)
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En remplacant U, € RW=1 dans (2.49) par sa valeur en (2.46), on obtient

1 1 1

— A2 (K — FgBl)(PS — 661)_1(K — §A1)U
1 1 1

— 4—h2(K — FgBl)(PS — 661)_1(F2 — 361)(61UL + eN_lUR) (250)
1 1

— 2—h2F2./41U — 2—h2Fgcl(€1UL + eN_lUR) =F.

En utilisant les matrices H; et G; en (2.48) on déduit (2.47). [

Corollaire 2.2.4. La matrice Hi (2.48)a est symétrique.

Preuve. En utilisant le lemme 1.3.3,
1 1
FQBl = F2(§F1) = —§A1.

La matrice H; en (2.48), devient

1 1 1 1
(K + gAl)(PS — 6Bl)—l(K — g,41) — §F2A1. (2.51)

1

Hy = 1

1
Les matrices (Ps — 661)_1’ Fy Ay sont symétriques car les matrices Py, Ay, Bi, Fy le

1
sont. La matrice (K — §A1) vérifie
1. 7 1
(K—zA1)" =-K - A, (2.52)
3 3
car la matrice K est antisymétrique et la matrice A; est symétrique. Enfin,
)T = (= L+ Lane - ey - Lay - Era)
1 = 1 3 s = eh 371 52

T

1 1 1 1 1

= —4 K- gAl)T((Ps - EBI)_l)T(K + gAl)T - §(F2A1)T
1 1 1 1 1

= (K= AP — BT (-K 4 A - S PA

= Hi.

Le résultat principal de cette section est le suivant.
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Proposition 2.3 (Forme diagonale de H;). La matrice Hi d’ordre (N — 1) en (2.47)
s’écrit
1

=) (2.53)

Hy = P, Y (T — n

S

elle est donc symétrique définie positive diagonalisable dans la base (Zk)lngN_l de

vecteurs propres (1.43) de la matrice T (1.42).

Preuve. Soient T la matrice de Laplace, u € Z%L,O la fonction de grille solution du
schéma HB1 (2.27). On note U = veci(u) € RV=1 le vecteur solution du schéma

HB1. On peut facilement démontrer que le vecteur (7% — 4T)U € RIV=1) vérifie

((T2 - 4T)U) = Buyoy—unos, (a)

((T2 - 4T)U) — et uja—2uy, 2<j<N-2 (b) (2.54)
J

((T2 - 4T)U)1 = 3u1 — us. (©)

Notons par Ej, 1 < j < N — 1, la j-eme équation du (2.27),. On a

2 1 2 1
“En_ 1+ =En_g=-TI%y_1 + =TI%fn_

gEn-1+cEn2 =3 fN1—|-6 fN—2,

1 2 1 1 2 1

6Ej_1 + gEj + 6Ej+1 = 6Hofj_1 + gHofj + 6Hofjﬂ, (2.55)
2 1 2 1

CE + By =Z11° —110

it gl =3 fi+ 5 f2,

D’autre part, on a

2 1 2Up N —Ug N—2 LUz nN_1— Uz N_3
—FEn_ —FEn_ - _Z ) ) _ - ) >
goN-1t gEN-2 3 2h 6 2h

1 2 n 2 1 n 1
= —| —zu —Up N—2 — Uy N—1 + =Uz N—
oh 3 x,N 3 z,N—2 6 z,N—1 6 xz,N—3
1 2 1 n 1 n 2 n 1
= —| —suyN— Uz N-1+ U N—1F+ SUg N2+ =Us N—
oh 3 x,N 3 z,N—1 6 z,N—1 3 xz,N—2 6 z,N—3
(2.56)
En utilisant les relations suivantes déduites de (2.27); .
2 n 1 UN — UN_1
—u “Up N—] = ————,
3 z,N 3 z,N—1 h
1 2 1 UN_1 — UN_3
éux,N—l + gum,N—Q + éum,N—?; = Tv
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on obtient de (2.56)

2 1
ZEn+-Ex_i =
3N+3N1

h 2h

BUN—1 —UN-3)  UN
2h 2h%°

1 ( _UN T UN-1 | UN-1 UN—3>
2h

1
2h

En utilisant (2.54),, (2.57) donne

2 1 1 UN
“En+:En_ :—(T2—4TU) _ v
3PV + 3 BN =g (( W)~ 2
De la méme maniere, on démontre
2 1 1 [
B+ -E :—(T2—4TU) il
st =gal W), + 32
D’apres (2.22) on a
1 2 1 Uito + Uj_g — 2U;
6 j—1+§E]‘+6 i1 o= ——2 422 .

- ((T2—4T)U)j, 2<j<N-2

On déduit de (2.56) que le vecteur solution U du schéma HB1 (2.27) vérifie

(2.57)

(2.58)

(2.59)

1 2 1 uy
g (0 =4T) | = S0+ G0 v = 5,
1 1 9 1 _
(@2 —AT)U) = eIy 4 S0y (T f, 2SN =2, (260)
1 2 1 uo
— (12 — a1 ) — S0 f, + —TI0f, 4+ 0
4h2(( v e L A TPR

Matriciellement, comme ug = uy = 0, (2.60) s’écrit

(T? — 4T)
- TU — PSF,

avec F' = vecy (I f). Ce qui est équivalent &

—P7Y(T? — 4T)

g U=F

En comparant avec (2.47), on trouve

—P-YT? —4T
oy - P AT)

d’ou (2.53).

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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Corollaire 2.2.5. Les valeurs propres (ux)i1<k<n—1 de la matrice Hy sont telles que

sinz(%)
3 3 N

Preuve. Il résulte de la proposition 2.3 que les valeurs propres de la matrice Hy vérifient

1
Ao — 7N
o= —, (2.65)
1—-=-X
6 k

avec \g, 1 <k < N —1 les valeurs propres de la matrice 7' données en (1.43),. Alors

km 16 . km

o Ry A0 g BT
_ 4sin (QN) 7 Sin (QN)
. 1—gsin2(k—7r)
3 2N
4 5 2km
_ ZSID (W)
1 km
— (2 — 2(__
1 3(2 2 cos (2N))
km
2022
_ sin (N)
1 k
1- 50— COS(F”))
km
2 kT
_ sin (N)
—+lcos(k—7r)
3 3 N

2.2.3 Stabilité

On déduit de la proposition 2.3 les corollaires suivants :

Corollaire 2.2.6 (Existence et unicité de la solution du schéma HB1). Le schéma HB1

(2.27) posséde une solution unique (U,U,) € RVN=1 x RN-1,
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Preuve. D’apres (2.65), toutes les valeurs propres (fx)1<k<n—1 sont strictement posi-

tives donc la matrice H; est inversible et d’apres (2.53) son inverse est donné par :
—1 Loay-1
H{ = (T - ZT )" Ps. (2.66)
Donc le schéma HB1 (2.27) admet une unique solution U € RV~1. De plus le vecteur
gradient U, € RN~! peut étre calculé par (2.46).

Corollaire 2.2.7 (Stabilité L? du schéma HB1). Le schéma HBI est stable au sens
sutvant
1
[U]l2 < < 1F]2, (2.67)

avec F € RN=1 donné en (2.30).

Preuve. D’aprés la proposition 2.3, les vecteurs propres (Z¥);<r<ny_1 de la matrice

H; forment une base orthonormale de RV ~!. Donc pour tout U € RN~1,

N-1 '
U= oz’ (2.68)
i=1
avec
o =<UZ"> 1<i<N-1 (2.69)
On en déduit
1 1 N-1 N-1 '
S(HUU) = 5(M )y a2y a;2) (2.70)
i=1 j=1
1 Nl
i=1
1 N-1
> — mi . 2 .
- h2 1§?§11]{71—1('uz) g a; (2 72)
1 . 2
P ' ) .
> o i (w)|UI3 (2.73)
On a
Lo, T
1 ) 1 Slﬂ2(ﬁ)
e SEC S S
3 3 N
1 4 o
> ENT = 4( indépendant de h),
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car %aj < sin(x). Donc
1
(MU, U) > 4||\U]3. (2.74)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

1
1Tz < I1F1]2. (2.75)

2.2.4 Principe du maximum

Rappelons d’abord le principe du maximum et du minimum pour 'opérateur §2.

Lemme 2.2.8. Soit u = (u;)o<i<n € 3. Supposons que —62u; < 0,1 < i < N — 1,
alors

o< . (Principed i . 2.76

ISI%%(_IUZ < max(ug,uy). (Principedumaximum) (2.76)

De méme, si —02u; > 0,1 <i< N — 1, u vérifie

| Jin ui > min(ug,uy). (Principe duminimum) (2.77)

Preuve. Voir le livre [4].

Le schéma HB1 vérifie le principe du maximum et du minimum discret suivant.
Proposition 2.4 (Principe du maximum et du minimum). Soit u = (u;)o<i<n € I3 la

solution du schéma HB1 (2.27). Supposons que f; < 0,V1 <i< N —1, alors

max u; < max{ug,un}. (Principedu maximum) (2.78)
1<i<N—1

De méme, si f; >0, 1 <i<N —1, alors
min wu; > min{ug,uny}. (Principe du minimum) (2.79)

1<i<N-—-1

Cela signifie que u atteint ses valeurs mazxima et minima aux points de bord xg et xn
quand f = 0.

Preuve. Supposons que f; <0, V1<i< N —1 alors

mf <0, 1<i<N-1, (2.80)
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d’apres (2.20)
, o — Qs
i Ui T A g gy << N2, (2.81)
4h?
Si N est pair, d’apres le principe du maximum du lemme 2.2.8 on obtient
max ugy < max{ug,un},
lSkSH
2 (2.82)
max Uggq < max{uy, un_1}.
1ks i
De méme, si N est impair, d’apres le principe du maximum du lemme 2.2.8,
max ug < max{ug,un_1},
1Sk (2.83)
max Ugpt1 < max{uy,un}. '
1sh< 5t
Il en résulte pour tout IV,
< _ . 2.84
2;2,1%2}\?](_2% < max{ug, ur, un—1,uN} (2.84)
Donc pour démontrer (2.131) il suffit de démontrer que
max{ui, un_1} < max{ug,un}. (2.85)
Supposons
max{ui, uny_1} = u. (2.86)
D’apres (2.27)g,
— Sy =T0f; <0, VI<j<N-1, (2.87)
cela donne ugz 0 < Uz o et uz1 < ug 3. D’apres (2.27).4 on a
2 1 UL — Ug
gux,o + gux,l =1 7 >
(2.88)
1 + 2 + 1 u3 — Ul <0 <
- —u —Up3 = , carug < uq.
6 x,1 3 x,2 3 x,3 2 = 3 1
Ensuite, on a
2 1 Ul — Up 1 2 1 U3z — Ul
Uy g+ —Up1 = < —Up1+ —Upo+ —Uzp 3 = <0, 2.89
3 x,0 3 x,1 h =56 x,1 3 x,2 6 z,3 oh > ( )
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car ug < uq, donc u; < ug. De plus

max{ui, un—_1} < max{ug,un}. (2.90)
Supposons
max{uy, UN_1} = UN_1. (2.91)
(2.27)p, donnent
2 1 UN — UN-1
gu:c,N + guz,N—l = T7
(2.92)
1 +2 +1 uN_l—uN_2>0 >
“Upy N3+ —Us N 2+ U N 1= — caruny_1 > UN_2.
gl N=3 T Ua, N2+ 3z, N-1 5 >0, N—1 2 UN—2

En plus, d’apres (2.87), on a uy n—2 < Uz N €t uy N—3 < ug y—1 alors

2 1 UN —UN-1 1 2 1 UN—-1 —UN-3

FUa.N + FUa N-1 = 57 > —Uy N—3+ 3 U, N-2 + glaN-1= 57 >0,
(2.93)

car uy_1 > un_s, alors uy > uny_1 ensuite
max{uy,un—_1} < max{ug, uy}. (2.94)

I1 résulte de (2.84) et (2.85) que
< 2.

| Jnax ;< max{ug, Uy}, (2.95)
d’out (2.131). De la méme maniere on démontre (2.79). [

2.2.5 Résultats numériques

Dans cette section on présente quelques résultats numériques prouvant l'intérét du
schéma HB1. On résoud le probleme de Poisson (2.5) sur 2 = (0,1). La solution exacte
donne les conditions de Dirichlet sur la frontiere. Le systeme linéaire résolu est (2.47).
On observe numériquement que le schéma HB1 est d’ordre 2 pour u et u,. Le calcul
est effectué en Matlab en utilisant la méthode directe pour inverser la matrice H;. Les
erreurs entre la solution exacte u., et la solution calculée u, ainsi que, 'erreur entre le

gradient exacte u, ., et le gradient calculé u,, sont estimés par les normes L? et L™
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N Hu—uexHh Hu—uexHoo Hugc —Uz,exHh HU:c _U:c,ez”oo

128 1.639(-4) 3.9853(-4) 6.39(-4) 8.036(-4)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

256 4.098(-5) 1(-4) 1.592(-4) 2.008(-4)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

512 1.024(-5) 2.505(-5) 3.9748(-5) 3.0201(-5)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

1024 2.561(-6) 6.268(-6) 9.929(-6) 1.255(-5)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

2048 6.404(-7) 1.568(-6) 9.4814(-6) 3.1375(-6)
TAB. 2.1: Erreur et taux de convergence de Schéma HB1 avec u.,(x) = cos(mz?) et

Uy ex(2) = =27 sin(ra?)

N Hu—uexHh Hu—uexHoo Hugc —Uz,exHh HU:c _U:c,ez”oo

128 7.836(-5) 1.907(-4) 3.058(-4) 3.855(-4)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

256 1.957(-5) 4.778(-5) 7.607(-5) 9.56(-5)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

512 4.8929(-6)  1.1963(-5) 1.898(-5) 2.3976(-5)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

1024 1.2223(-6)  2.993(-6) 4.7411(-6) 5.9926(-6)

Taux de conv. 2 1.99 2 2

2048 3.0578(-7)  7.4866(-7) 1.1848(-6) 1.4981(-6)

TAB. 2.2: Erreur et taux de convergence de Schéma HB1 avec ue,(z) = sin(rz3) et
Uy e () = 3mz2cos(mxd)

discretes définies par

v 1
e = el = [ 3 0 = sl ]2, (0 .90
[u = tea|loo = —II,H&}J}%— |(ui = teg ()] (b)

Test 1 : On considere la fonction ue, (z) = cos(mz?). On a f(x) = 47222 cos(mz?). Les

résultats numériques sont donnés dans la table 2.1.

Test 2 : On consideére la solution exacte e, (z) = sin(rz?). Les résultats numériques
sont donnés dans la table 2.2. Le schéma HB1 est d’ordre 2 pour les deux inconnues

avec Uy ¢ (1) = 3mz? cos(ma?).
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N v —vealln|lu— tealloc [tz — Usealln [[tia — Ua,eallos

128 5.602(-6) 7.922(-6) 5.131(-10) 6.771(-10)

Taux de conv. 2.00 2.00 4.00 4.00

256 1.4005(-5)  1.980(-6) 3.196(-11) 4.231(-11)

Taux de conv. 2.00 2.00 4.00 3.99

512 3.501(-7) 4.951(-7) 1.995(-12) 2.647(-12)

Taux de conv. 2.00 2.00 4.00 4.00

1024 8.753(-8) 1.237(-7) 1.242(-13) 1.648(-13)

Taux de conv. 2.00 2.00 4.26 4.06

2048 2.188(-8) 3.094(-8) 6.476(-15) 9.881(-15)
TAB. 2.3: Erreur et taux de convergence de Schéma HB1 avec ey () = exp(—(z— %)2)

N v — tealln v — tvealloo Uz — Uaealln  [[Us — Usealloo

128 9.054(-5) 5.374(-4) 4.4(-3) 2.29(-2)

Taux de conv. 4.07 4.08 4.10 4.14

256 5.365(-6) 3.162(-5) 2.554(-5) 1.3(-3)

Taux de conv. 4.01 4.02 4.02 3.95

512 3.312(-7) 1.949(-6) 1.572(-5) 8.408(-5)

Taux de conv. 4.00 4.00 4.00 4.00

1024 2.063(-8) 1.214(-7) 9.79(-7) 5.23(-8)

taux de conv.  4.00 4.00 4.00 4.00

2048 1.288(-9) 7.581(-9) 6.113(-8) 3.267(-7)

TAB. 2.4: FErreur et taux de convergence de Schéma HB1 avec

Uez (7) = exp(—1000(z — %)2)

1
Test 3 : La solution exacte est ey (x) = exp(—(x — 5)2) Le table 2.3 montre que le

schéma HBI1 est d’ordre 2 pour les deux inconnues.

Test 4 : La table 2.4 montre qu’on a un taux de convergence de 4 dans certains cas,
1
tel que ueq(z) = exp(—1000(z — 5)2) Cette fonction est nulle au voisinage des points

de bord.
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2.3 Schéma boite hermitien HB2

2.3.1 Design du schéma HB2

Dans la section 2.2, on a vu que les relations (2.17) sont d’ordre 4. La perte de précision
qui donne un schéma numérique d’ordre 2 pour u et u, provient des conditions limites
d’ordre 1 (2.26).

Dans cette section, nous cherchons a construire des schémas boite d’ordre plus élevé.
Le principe est de remplacer la formule d’approximation d’ordre 1 des dérivées aux

bords par la formule d’ordre 3 décrite dans la proposition 2.5 suivante.

Proposition 2.5. Soit u(x) une fonction réguliére sur [a,b]. Les dérivées ug o et ugy N

aux points xg et xn respectivement, vérifient les relations d’ordre 3 suivantes :

1 2 1/1 2 )

Uy + sUp1 = — | zuz + Sup — ~ug | + O(h?), (a)

37 37 h \ 6 3 6 (2.97)
. 1/5 1 2 LOU). ) '
—u “Up N—1 = — | UN — UN_2 — SUN_ .

gUa.N T Uz, N-1 = 7 | GUN — GUN-2 — 3UN-1

Preuve. Montrons (2.97),. Par la méthode des coefficients indéterminés, on considere
a priori au voisinage de xg = a une relation de la forme

Ul — Ug ug —

UuQ n
- o +OM"). (2.98)

augo+ (1 —a)uy =0

On cherche les 3 parametres «, (3, 7 tel que n soit maximum dans (2.98). On a

(5+u0 = 4 — Yo
S LW (2.99)
Wl oh
Les formules de Taylor-Lagrange donnent les identités formelles
( h? h?
u1 = ug + hugo + 7ué2) + FU(S) + O(hY),
2h)? 2h)3
s = g + 2httg o+ ¢ 2) ul? + %u(@ +O(hY), (2.100)
h2
oy = g0+ huy) + Zuy + O(R?).
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On obtient le systeme suivant :

at+s+y=1, (2.101)

Ce qui donne la solution unique

1
37

d’ott (2.97),. De la méme maniere au voisinage du point zy = b, on obtient (2.97);,. B

1 2
— . f==2 4= 2.102
« 37 ﬁ 37 ’Y ( )

La proposition 2.5 représente la deuxiéme approximation des dérivées aux points du
bord. Le schéma boite hermitien considéré ici pour le probléeme de Poisson (2.5) est
donc formé des équations (2.17) et de deux équations (2.97). Le schéma s’écrit : trouver

(u,v) € 12 x 12 tel que

;

_5:cucc,j = Hofj7 1< ] <N — ]-7 (CL)
O'IUIJ = 5xuj, 1 S ] S N — ]., (b)
1u + 2u 1 1u + 2u ——u (c)
3 x,0 3 x,1 h\6 2 3 1 6 0)>

1u + gu _1 §u - 1u - gu (d)
Uz, N+ gUs,N-1 = 3 | GUN = GUN-2 — ZUN-1 |,

U0 = Ga, UN = Gb- (e)

(2.103)

Ce schéma est appelé Schéma HB2 dans la suite.

2.3.2 Expression matricielle du schéma HB2

Dans cette section, on établit la forme matricielle générale du schéma boite hermitien
pour le probleme (2.5), puis on en déduit celle du schéma HB2 (2.103). Ensuite, on
étudie quelques propriétés du systeme linéaire correspondant.

Afin d’obtenir une forme matricielle générale du schéma boite hermitien on utilise la

proposition suivante.

Proposition 2.6. Pour toute approximation linéaire des dérivées au bord Uy 1, et Uy g

en fonction de U, U, et des données au bord Uy, Ug, il existe des matrices A, B, C €
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Mpy_1(R) telles que

1 1
elU%L + 6N—]_Ux7R = EAU — BU, + EC(GIUL + eN_lUR). (2.104)

Preuve. Toute approximation de u; o en fonction de u = (u;)o<i<n, Uz = (Ugzi)o<i<N

et ug, uy possede la forme générale

i=N—-1 N-1
ugo = Y dui+ Y g +0uo + % un, (2.105)
i=1 j=1

0 30 0 0
avec o, ﬁj, Y v € R.
De méme, toute approximation de u, n en fonction de u = (u;)o<i<n, Uz = (Ugi)o<i<N

et ug, un, possede la forme générale

N-1 N-1
Up N = Zafvui—i— Z 55\7'111;57]' + 78 uo + YN un, (2.106)
i=1 j=1

N pN N N
avecai,ﬁj,’yo,nyE]R.

Multiplions (2.105) par e; de deux cotés, on obtient

N-1 N-1
ez 0 = Z a?elui + Z ﬁ?eluw' + 'ygeluo + 'y?VeluN. (2.107)
i=1 j=1

Multiplions (2.106) par ey_1 de deux cotés, on obtient

N—-1 N—-1
N N N N
eN—1Ua N = > o) en_1ui+ ¥ Bl en 1tz + 70 en—1uo +YNen—1uy.  (2.108)
i=1 j=1

En utilisant les notations vectorielles (2.28) et en sommant (2.107) et (2.108), on obtient

N-1 N-1
e Upr +en-1Usr = Z (aler + af en_1)U; + Z (BYe1 + B en—1)Us
i=1 j=1

+ (0er +9 en-1)UL + (Vrer + vy en—1)Ur.
(2.109)
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Or on a U; = eiTU, Uzj = e]TUz, Uy = eleiUp, Ug = e%_leN_lUR. Donc (2.109)

donne

N-1 N—
e Us,r +en-1Upr = Z odere] +alNen_rel Z Boele]T—i-B]]-VeN_le]T)Ux
i= :
+ (786161 + en—1el)erUsr + (’Y?\/@l@%_l +Nen-1€h_1)en—1Ur.
(2.110)
En notant A, B, C € My_1(R) les matrices
( N-1
A= hz a ele —I—a eN—_ leT)
=1
N-1
2.111
B=> (Beie] + B en_1e]), ( )
j=1
[ C=h(r0erel +0 en-1e] +%erey g +ven-1ey_y),
nous déduisons le résultat annoncé. |
Lemme 2.3.1. Le vecteur U, € RN=Y posséde la forme matricielle générale
1 1
U, = E'DU + Eg(elUL +en-1UR), (2.112)
ot les matrices D = D(A,B) et £ = E(B,C) € Mn_1(R) sont définies par
1 1 1
D= _(P,— -B)" YK - -A),
2 6 3
; | ; (2.113)
= (P, — =B)Y(F - =0).

Preuve. En remplacant dans (2.34) le vecteur e1U, 1, + en—1Uz r € ROV-D par sa

forme matricielle générale en (2.104) on obtient

1 1 1 1
PsUz+6_hAU_éBUx+_(elUL+€N—1UR) = —KU+ Fg(elUL+eN 1UR) (2.114)

6h 2h - 2h
Donc
1 1 1
T = —_— PS - ! K_ o
v 2 6% (K34
1 1 1
n ﬁ(ps 66) (Fy — =C)(e1Ur + en—_1UR)

Ce qu’il fallait démontrer. |
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Proposition 2.7. En utilisant lapprozimation (2.104), la forme matricielle générale

du schéma HB associée au systéme (2.11) est : Trouver U € RWNV=1) tel que
1 1
ﬁHU =F - ﬁg(elUL +en-1UR), (2.115)

ou les matrices H = H(A,B) et G = G(B,C) € My_1(R) sont

H = —%<K29+ Fy(A - BD)),

1 (2.116)
G = -5 <K€ + F»(C — BS)),
ou de fagon équivalente en utilisant (2.113),
1 1,1 1
H=—"(K—FB)(P,— =B) Y (K - =A4) — =F»A, (a)
14 16 i’> 12 (2.117)
G =~ (K~ BB)(P. ~ 68)_1(F2 —30) —5iC ()

Preuve. Apres avoir remplacé le vecteur e1U, 1 +en—1Uy R € RWY-1 dans (2.29) par

sa forme matricielle générale en (2.104), on obtient

1 1 1
— ﬁKUx 2h2 — AU —l— FQBU 2h2 (elUL +en— 1UR) (2.118)
En regroupant les termes, on obtient
1 2
— %(K - BB)U, — ﬁFQAU 2h2 —F5C(erUr + en—1UR). (2.119)

En substitutant U, par sa valeur en (2.112), ceci donne
h (KD—i— KA - FQBD)U+ 2 (K(‘: FyBE +F2C)(€1UL +en— 1UR) (2.120)

d’ot (2.115). |
La proposition 2.7 donne la forme matricielle du schéma HB associée a (2.11) une fois
que les matrices A, B, C, sont connues. Ces dernieres correspondent aux approxima-
tions des dérivées au bord. Dans la premiére approximation (2.26), la forme matricielle
du schéma HB1 (2.47) est obtenue en utilisant les matrices Ay, B;, C; données en

(2.43). Pour la deuxieéme approximation (2.97) on commence par le lemme suivant.
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Lemme 2.3.2. Les conditions auz limites (2.97) s’écrivent matriciellement sous la

forme
1 1
erUsr +en—1Upr = EAQU — ByU, + ECQ(elUL +en-1UR), (2.121)
ot les matrices Ag, By, Co € My_1(R) sont définies par

1
Ay = —2F5 + —(eleg — €N—1€%_2)7 (a)

2
B, = 2P}, (b) (2.122)
Y
CQ = §F2, (C)

et les matrices Fy, Fy € My_1(R) sont données en (1.70) et g4, gy sont les conditions
de Dirichlet au bord.

Preuve. D’apres (2.97) les dérivées u, o et ug n s'écrivent

1 1 5
Uy 0 = 5(261 + 562)TU —2¢1U, — 56{(61% +en—19),

} ) - (2.123)
Up, N = E(_QGN—l — §€N—2)TU —2eh_ Uy + 56%_1(61% +en—19p)-

On a g, = UL, gy = Ug, (2.123) se réécrit

1 1 1
[tuz0,0, ..., O,Ux,N]T = 5(2616{ + Eeleg - ZeN_le%_l - §eN_1e%_2)U
— 2(616{ +en_1eny_1)Us

5
+ 5(—€1€1T + en—16_1)[9a, 0, .-, 0, gp] "

1 1
= AU — EBQUI + ECQ(GlUL + eN_lUR),

ou les matrices As, Ba, Co € My_1(R) sont définies par

1 1
Ay = (2e1el + §e1e2T - QeN_le]:C,_l - 56]\1_16}@_2), (a)
By =2(e1ef + en_1ek_|) = 2Fy, (b) (2.124)
) 5)
C2 = 5(—eref +en-1ey_y) = 5P (¢)
On en déduit (2.121). [

Noter que les deux matrices As, Bs vérifient les propriétés suivantes :

{ As = A1 +6A1, (a) (2.125)

By =By +6B1, (b)
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avec
1 T T T T 1 1 T T
0A = 5(6161 —eN—1ey_1 T €165 —eN—_1eN_o) = —§F2 + 5(6162 —en-1ey_5), (a)
3 3
0B = 5(616{ + €N_1€%_1) = §F1. (b)

(2.126)
Une fois que l'on dispose des matrices Az, By et Ca, en utilisant (2.117), les matrices
Ho = Ha( Az, Ba), Go = Ga(B2,Cs) associées au schéma HB2 sont déduites de (2.117)

1 1 1 1
My = —7 (K = F3B2)(Ps — 662)_1(K ~3A) T (@
1 o 3 ; (2.127)
Gy = = (K — FoBa)(Ps — £Ba) ™! (Fy — 5C2) = 5 FaCa. (b)
(2.113) donne
1 1, L
Dy = §(Ps - 682) (K — 5“42)7
(2.128)

Lt gy L
€2 = 5(Py = 2B (Fy = SCo).

Enfin, d’apres la proposition 2.7, le schéma HB2 (2.103) s’écrit en fonction de U €

RO sous la forme du systéme linéaire suivant :

1 1
ﬁHgU =F - ﬁgg(elUL + eN_lUR). (2.129)

D’apres le lemme 2.3.1 le vecteur U, € RV=1) vérifie

1 1
U, = EDQU + E52(61UL +en_1UR). (2.130)

2.3.3 Principe du maximum pour le schéma HB2

Le schéma HB2 (2.103) vérifie le principe du maximum et du minimum discret suivant.
Proposition 2.8 (Principe du maximum et du minimum). Soit u = (u;)o<i<n € I3 la

solution du schéma HB2 (2.103). Supposons que f; <0, V1 <i< N —1, alors

-  (Principe d i 2.131
| Jnax u; < max{ug,un}. (Principe du maximum) ( )

De méme, si f; >0, V1 <i< N —1, u vérifie

i ; > mi . (Principe du mini 2.132
| > min{ug,un}. (Principe du minimum) (2.132)

Cela signifie que u atteint ses valeurs mazxima et minima auzx points de bord xget xp.
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Preuve. Supposons que f; <0, V1 <7< N —1 alors
mf, <0, 1<i<N-—1.

D’apres (2.20)
Uiy + ui—2 — 2uy <0

e <0, V2<i<N-2.

Si N est pair, d’apres le principe du maximum du lemme 2.2.8 on obtient

max ug < max{ug,un},
1<k< N2

max Uggt+1 < max{ui, un_1}.
l§k§¥

De la méme facon si NV est impair, d’apres le lemme 2.2.8 on a

max ugr < max{ug,un_1},
1§k§¥

max Uggiq < max{ug,un}.
1Skﬁ¥

Il en résulte que pour tout NV,
2;%&}\)[(_2% < max{ug, u1, UN—_1,Un }
Donc pour démontrer (2.131) il suffit de démontrer que

max{uy,un—1} < max{ug,un}.

Supposons par exemple que

max{ui, un—_1} = uy.

— Sy =T10f; <0, VI<j<N-1.

Cela donne ug o < uy2 et ug 1 < uy 3. Le schéma HB2 (2.103) vérifie

1 +2 2u1 — ug 1uo —ug
—u —Upl = = =
30Tl Ty 3 2n
1 + 2 + 1 U2 — UQ

—U —U —U = .

6 x,0 3 x,1 6 x,2 o

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)
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De plus
1 i 2 < 1 i 2 i 1 < U2 — UQ
—u —u —u —u —1u -
3 x,0 3 r,1 > 6 z,0 3 x,1 6 r,2 2
Donc
2u1—u0 1’LL2—’LLO<U2—UO
3 h 3 2h T 2h
En utilisant us < ug, ceci donne
gul—uo < gu2—u0 <0,
3 h —3 2hn —
donc
Uy S U,
d’ott (2.138). Supposons & présent que
max{ui, UN_1} = UN_1-
Les équations (2.103); 4 donnent
1 n 2 2uny —unN_1 luny —un—s9
- —Up N1 = = -
g o T gte Nl T 37 2h
1 2 1 UN — UN—-2
éum,N—2 + gux,N—l + guz,N = —on
De plus d’apres (2.140), uz ny—2 < uy N, donc
1 +2 >1 +2 +1 _ UN —UN-2
3Ux,N 3um,N—1 = 6Ux,N—2 3ux,N—1 6um,N = oh

car uy_1 > uy_g, donc

2Uuny —UN— luy —un— UN — UN—
4UN N1+_N N-2 _ UN N—2

3 h 3 2h -

ce qui donne
2un —uN-1 S 2un —un-—2

3 h -3 2h

car uy > uny—s. On en déduit finalement

un—1 < UN,

>0

2h ’

)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)
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d’ou
max{uy,un—1} < max{ug,un}. (2.150)
Enfin
;< 2.151
i < max{ug, ), (2151)
d’out (2.131). De la méme maniere on démontre (2.132). [

Corollaire 2.3.3 (existence et unicité). Le schéma HB2 (2.103) admet une solution

unique (u,v) € 12, x 1.

Preuve. (2.103) est un systeme linéaire de 2N équations a 2N inconnues. Pour démontrer
'existence et 'unicité de la solution, il suffit de démontrer II'f; =0, 1 <i < N — 1,

implique u = v = 0. Soit (u,v) € 1,2170 X l,% tel que

—(55,;7)]':0, 1§]§N_]-7 (CL)
1 2uy —un-—1  luy —un—2 |
1 1 2 - _N b
3UN + 3UN-1 = 3 5 3 5 o J ) (0)
1 2 1 Uj4+1 — Uj—1 .
6'1)]'_1 + g'l)] + 6'0j+]_ = %, 1 S Vi S N — ]., (C) (2152)
1 2 2u1 — ug 1us —ug
z S =2 Z = d
37)0 + 37)1 3 h 3 oh ) J 07 ( )
ugp =0, uy = 0. (e)

En utilisant le principe du maximum discret de la proposition 2.8, on obtient
u; =0, VI<i<N-1, (2.153)

donc u = 0, alors U = vecy(u) =0 € ROV-1 ce qui prouve que la matrice Hy associée
au schéma HB2 est de noyau nul (Ker(Hsz) = {0}). Puisque c’est une matrice carrée,

elle est inversible, d’ou 'existence et 'unicité de la solution du schéma HB2. |

2.3.4 Relation entre les schémas HB1 et HB2

Commencons par rapeller le résultat d’algebre linéaire suivant.

Formule 1 (Formule de Sherman-Morrison-Woodbury). Soit N > 1. Supposons que

A, B € My(R) soient deux matrices inversibles telles que

A=B+RST, (2.154)
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avec R, et S € My ,(R), n < N. Alors Uinverse de la matrice A peut étre écrit comme

At =B ' - BRI+ STB'R)"'STB™L. (2.155)

Dans le cas ou n << N, la matrice A est une perturbation de la matrice B de la forme
A = B+ 6B avec rg(6B) “petit”. Dans le cas ol on peut facilement calculer I'inverse
de la matrice B, la formule (2.155) donne une méthode efficace pour inverser A. On
utilisera cette formule pour inverser les matrices associées au schéma HB2 en deux et
trois dimensions dans la suite. La formule (2.154) suggere 1’algorithme de résolution de

AU = b suivant qui utilise (2.155).

Algorithme 1. - Etape 1 : Calcul de Vi, = B~'b. Stoker V| dans V.
- Etape 2 : Calcul de Vo = STV;.

- Etape 3 : Calcul de V3 = (I + STB™IR)™V%.

- Etape 4 : Calcul de V4 = RV3.

- Etape 5 : Calcul de Vs = B~Vj.

- Etape 6 : Calcul de U =V — V5.

Proposition 2.9 (Lien entre les schémas HB1 et HB2). La matrice Hy s’écrit

comme une perturbation de la matrice Hy (2.53) sous la forme
Ho = H1 + 6H, (2.156)

ou OH est la matrice de rang 6,
6H = RS, (2.157)

avec R, S € Mn_16(R) sont donnés en (2.17}) et (2.172).

Pour démontrer la proposition 2.9, on se sert du lemme suivant.

1
Lemme 2.3.4. L’inverse de la matrice (Ps — 682) est donné par

1., 1., vf
(3—6@)_4g—6&)-+bmm][ﬁ1, (2.158)
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ou les deux vecteurs vy, vy € RV™1 sont

v = ¥(Ps - 15’1)_1 (ﬁel - QGN—l) ;

. vy
9 5 6 2 2
(a+8) 5 (2.159)
1 1 2
vy = (P — =B ' | —e1 + —-en_1 |,
Aa—g)s 6 22
et les scalaires o, (3 sont
1 1
a=1-—el'(P;— ZB) e,
;4 16 (2.160)
/8 = 16%_1(P3 681)_ €1

Preuve du lemme 2.3.4.
La preuve est basée sur la formule de Sherman-Morrison-Woodbury (2.155). En utilisant

Pexpression de la matrice By en (2.125);, on obtient :

1 1 1 -
(Ps — 682)_1 = (P, - 681 - Z[elaeN—l][elyeN—l]T) g (2.161)

Puisque [e1, en—1] est une matrice de rang 2, la formule de Sherman-Morrison-Woodbury

permet de calculer 'inverse (2.161) par

1 1

B 1
(Ps — gB - Z[elaeN—l][elaeN—l]T) L= (B 661)_1

1 1 1
- Z(Ps - 631)_1[61,€N—1](A_l)[617€N—1]T(Ps - 651)_1,

ou la matrice A € My(R) est
1 _
A= (IQ — Z[el, eN_l]T(Ps — 681) 1[61, eN_l]) 1, (2.162)

avec Iy la matrice identité d’ordre 2.

On écrit
A @ P (2.163)
0 «
Les scalaires «, (3 sont
1 1
a=1-=el(P; — =B;) e,
14 16 (2.164)
ﬂ = Ze%_l(PS — éBl)_IEL
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L’inverse de la matrice d’ordre A est donné par

-1
Al a _ 1 « -0
[ﬁa] az%[—ﬁa ’

A~ se met sous forme diagonale par

V2 o V2

a+08 0 5 Ty

0 a-p]| V2 V2
2 2

V2 V2

I e I S B S
a2_52 —ﬁ o - a2_52 \/§ @
2

On obtient finalement

1 1 1., vf
—1 (P = 2B eren (A fereni| (B = cB) T = [ o | | L
b2
ou les vecteurs vy, ve sont donnés en (2.159). On en déduit (2.161). [ |

Preuve de la proposition 2.9. En utilisant (1.71) et (2.125) on obtient

1 1
Ay = B A — —Fy — = (ered +en_1ek_,),

32 2 (2.165)
FyBy = 5B + §F2

Donc la matrice Hs en (2.127,) peut s’écrire sous la forme

Hy =H +HP, (2.166)
avec
a 1 1 _ 1 3 1 _ 1 1
HyY = — 3 (K = BB1)(Ps = £B2) K - 3A) T PP — 5B2) (K- 374 — 5
1 1 1
Hgb) = ZFl + Z(eleQT + eN_le%_2) — ﬂ(K — FQBQ)(PS — 6[32)_1(F2 — 616% + eN_le%_z).
(2.167)

1
En remplagant (Ps — 662)_1 par sa valeur donnée en (2.161), on obtient
Hga) = Hy + wiw] +wows + €15] +en_153, (2.168)

et
Hgb) =ri(er +e2)” +ralen1+en2)". (2.169)
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Les six vecteurs wq, wo, 11, 79, S1, So € RO gont

1 1
w1 = ——(K+ —Al)vl,
2 3 (2.170)
wy = —§(K+ gAl)Uza
1 1 1 1
r= = (—K 4 ~BBy)(Py — By) ler + 2e,
2 1 .6 4 (2.171)
ro = ﬂ(_K + ZFsz)(PS - 682)_161\7—1 + ZeN—l’
3 1 1
81 = —g(—K - §A2T)(Ps - 6‘82)_161’
. i : (2.172)
S = g(—K - §A2 )(Ps — 662)_161\7—1'

Les scalaires a, 3 et les vecteurs vy, vo € RV~ sont donnés en (2.159) et (2.160). En

sommant (2.168) et (2.169) on obtient
Ho = Hy + RST, (2.173)

ou RST est la perturbation définie par

(2.174)

R = [wi, w2, e1,en—-1,71,72] € MN_16(R),
S = [wy,we, s1, 52,1 + e2,en—1 + en—2] € Mn_16(R).

|
Noter que la non-symétrie de la matrice Ho est uniquement due a la matrice de per-
turbation §H = RST, qui refléte les conditions de bord. De plus, la forme (2.173) de la
matrice Hy joue un role tres important en deux et trois dimensions dans les chapitres

3 et 5 pour obtenir un solveur tres rapide .

2.3.5 Résultats numériques

Afin de tester le schéma HB2 en dimension 1, on donne d’abord quelques résultats
numériques pour les exemples déja traités dans la section 2.2.5. La solution exacte
Uegz () fournit les conditions de Dirichlet au bord. On résoud le systeme linéaire (2.129).
Le calcul est effectué en Matlab en utilisant la méthode directe pour inverser la matrice
Ho (2.48). Les erreurs entre la solution exacte ue, et la solution calculée u ainsi que

lerreur entre le gradient exacte u; ¢, et le gradient calculé u;, sont calculés en utilisant
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N lu —texlln v —tezlloo e — Uz ealln  [ta — Uz ealloo
128 1.221(-7) 2.451(-7) 3.269(-7) 4.915(-7)
Taux de conv. 3.95 3.95 3.95 3.95

256 7.854(-9) 1.578(-8) 2.114(-8) 3.171(-8)
Taux de conv. 3.98 3.98 3.97 3.97

512 4.978(-10)  1(-9) 1.343(-9) 2.031(-9)
Taux de conv. 3.99 3.99 3.98 3.98

1024 3.134(-11)  6.301(-11) 8.466(-11) 1.268(-10)
Taux de conv. 3.99 3.99 3.99 3.99

2048 1.970(-12)  3.961(-12) 5.314(-12) 7.961(-12)

TaAB. 2.5: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec e, (x) = cos(mz?)

N v —vealln  |lu— tealloc [tz — Uzealln [[tia — Uz,eallos
128 7.838(-7) 1.590(-6) 2.637(-6) 3.733(-6)
Taux de conv. 4.00 4.00 4.01 4.00

256 4.895(-8) 9.922(-8) 1.631(-7) 2.322(-7)
Taux de conv. 4.00 4.00 4.00 4.00

512 3.056(-9) 6.191(-9) 1.013(-8) 1.446(-8)
Taux de conv. 4.00 4.00 4.00 4.00

1024 1.908(-10)  3.865(-10) 6.315(-10) 9.021(-10)
Taux de conv. 3.99 3.99 4.00 4.00

2048 1.193(-11)  2.416(-11) 3.941(-11) 5.634(-11)

TAB. 2.6: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec ., (z) = sin(mz?)

les normes L? et L™ discrétes définies par

N-1 1
U — Uex = Ui — Uexp\Tq 2 2, a
= wealln = A > @)?]*, () o175

u = tezlloo = i:lI?.E}]}\{f—lKui — Uez(7i))|- (b)
Test 1 : On considere la solution exacte réguliere ue,(x) = cos(mz?) (conditions de
Dirichlet non homogenes). La table 2.5 montre que le schéma HB2 est d’ordre 4 pour

les deux inconnues, u et u;. Le schéma HB1 est d’ordre 2 dans ce cas (voir figure 2.4).
Test 2 : On considere la fonction exacte ue,(r) = sin(mz?). Les résultats sont in-
diqués dans la table 2.6. On observe la convergence d’ordre 4 du schéma HB2 pour les

deux inconnues u et u,. Le schéma HBI est aussi d’ordre 4 pour ce cas (voir figure 2.5).

Test 3 : Le schéma HB2 est d’ordre 4 pour les deux inconnues u et u,, avec la solution
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N Hu—uexHh Hu—uexHoo Hugc —Uz,exHh HU:c _U:c,ez”oo
128 2.674(-10)  4.645(-10) 5.131(-10) 6.771(-10)
Taux de conv. 3.97 4.00 4.00 4.00

256 1.702(-11)  2.903(-11) 3.196(-11) 4.231(-11)
Taux de conv. 3.98 4.00 4.00 3.99

512 1.074(-12)  1.813(-12) 1.994(-12) 2.645(-12)
Taux de conv. 3.93 3.95 3.99 3.95

1024 7.034(-14)  1.170(-13) 1.247(-13) 1.705(-13)
Taux de conv. 3.68 3.66 4.01 3.89

2048 5.471(-15)  9.214(-15) 7.726(-15) 1.143(-14)

1

TAB. 2.7: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec u,, () = exp(—(z—=)?)

2

N [u—tealln |v—tiezlloo Uz — Usealln Uz — uzealloo
128 9.054(-5) 5.374(-4) 4.400(-3) 2.290(-2)
Taux de conv. 4.07 4.08 4.10 4.13

256 5.365(-6) 3.162(-5) 2.554(-4) 1.300(-3)
Taux de conv. 4.01 4.02 4.02 3.95

512 3.312(-7) 1.949(-6) 1.572(-5) 8.408(-5)
Taux de conv. 4.00 4.00 4.00 4.00

1024 2.063(-8) 1.214(-7) 9.790(-7) 5.223(-5)
Taux de conv. 4.00 4.00 4.00 4.00

2048 1.288(-9) 7.581(-9) 6.113(-8) 3.267(-7)

TAB. 2.8: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec

Uez (7) = exp(—1000(z — %)2)

1
exacte Ue,(x) = exp(—(x — 5)2) Les résultats numériques sont donnés dans la table
2.7. Le schéma HBI1 est d’ordre 2 dans ce cas (figure 2.6).

Test 4 : On considére la solution exacte e, () = exp(—1000(x —

1
5)2) Les résultats

numériques sont donnés dans la table 2.8. Pour ce cas, le schéma HB1 donne les mémes

résultats numériques que le schéma HB2 (voir figure 2.7).

Afin d’illustrer graphiquement la vitesse de convergence de chacun de ces schémas, on

présente les courbes de convergence sur la méme figure pour chacun des quatres cas

testés. Dans les tests 1, 2, et 3, le schéma HB1 et le schéma différence finie standard

(DF2) possedent presque les mémes courbes de convergence. Cependant, le schéma

HB1 calcule la dérivée ce qui n’est pas le cas pour le schéma classique. Dans le test 4,
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FIG. 2.4: A gauche, les solutions exacte et numérique avec ue,(z) = cos(ra?). A
droite, les courbes de convergence de 3 schémas.
1.2 T - . 102
—— exact —DF2
© numerical HB1
1 —HB2
10} E
08 \
£
= = -6
i=} S 10" 4
2 o6 \ S
[=} -
o \ c
g L ‘ ‘»
% 0.4 5 1078 L i
9}
0.2
996@600 107 )
Obecoocos0e0ed® 4
02 . . . . 10 5 = .
0 0.2 0.4 06 0.8 1 10 10 10
Mesh size Mesh size

Fic. 2.5: A gauche, les solutions exacte et numérique avec u.,(z) = sin(rz3). A
droite, les courbes de convergence de 3 schémas.

le schéma HB1 et le schéma HB2 possedent les mémes courbes de convergence. Ce cas
est particulier parce que la fonction exacte est nulle au voisinage de bord. Dans tous

les tests proposés, le schéma HB2 est meilleur que les schémas HB1 et DF2.
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FI1G. 2.6: A gauche, les solutions exacte et numérique avec e, (x) = exp(—(z — 5) ).
A droite, les courbes de convergence de 3 schémas.
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Fic. 2.7: A gauche, les solutions exacte et numérique avec

1
Uer () = exp(—1000(x — 5)2) A droite, les courbes de convergence de 3 schémas.



Chapitre 3

Schémas boite hermitiens sur

géométrie cartésienne

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit un nouveau schéma aux différences de type boite her-
mitien sur une grille cartésienne. On se concentre sur le probleme du Poisson dans
un carré. L’ordre de précision obtenu en pratique est 4 pour les deux inconnues u et
Vu. Ceci est particulierement important pour les problemes physiques dans lesquels on
souhaite évaluer un champ (électrique, magnétique, vitesse, ...).

Une fois que le schéma est mis au point, I’effort principal porte sur la conception d’une
procédure de résolution rapide. Celle-ci est basée sur la décomposition de la matrice du
schéma comme somme d’une matrice diagonale H; dans la base spectrale (Z k)lg k<N—1
(1.43) et d’une matrice auxilliaire dH; de petit rang. On utilise ensuite la formule de
Sherman-Morrison-Woodbury (2.155) pour définir un algorithme rapide sur le modele
de I'algorithme 1. De nombreux exemples numériques mettent en évidence l'intérét du

schéma ainsi défini.

o7
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3.2 Opérateurs aux différences en deux dimensions
On considere sur le carré Q = (a,b)? la grille de différences finies régulicre
{xl—a—kzh 0<7<N, (3.1)
yj=a+jh, 0<j<N.

b—
Le pas du maillage est h = Ta. En chaque point (x;,y;)o<i j<n sont localisées les

inconnues u; ;.

e Fonctions de grille

On note L7 l'espace des fonctions de grille (u;;)o<ij<n et par L%’O le sous-espace de

L2 telles que u; ; = 0 pour i € {0, N} ou j € {0, N}.

e Le produit scalaire et la norme sur L% sont définis par

N N
(wo)n =Y wigvig, |ulh =02y u?.

i,j=0 ,j=0

e Dérivées centrées

Les opérateurs d, et d, sont définis par

Uit1,j — Wi—1j , ,
Spuj =~ L) << N1, 0<j<N,
Wij+1 — Uij—1
Oyuij = —————,

0<i<N
2h ==

On les prolonge aux points de bord i € {0, N}, j € {0, N} par

0<i<N.

5xU0,j = 5muN,j =0, 0<7<N,
5yui,0 = 5yui,N = 07

e Dérivées décentrées

Les opérateurs 6, d,, 0, d, sont définis par

( Wit1,j — Wiyj

Sfuy = LTS 0<i<N-1 0SSN,
brug=—L—" 1<i<N, 0SSN, (
5;ui,j:w, 0<i<N, 0<j<N-1, (
5;ui,j:w, 0<i<N, 1<j<N (

1<j<N-1.

(3.5)
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On les prolonge aux points de bord i € {0, N}, j € {0, N} par
5;'uN,j =0, 0<j5<N,
0Ftug; =0, 0<j<N,
% U0, == (3.6)
Sruin =0, 0<i<N,
(5y_ul-7020, 0<7<N.
e Laplacien a trois points
Les opérateurs de Laplace 62 et 55 sont définis par
02y ; = L + “;’;21’]' - 2“”, 1<i<N-1, 0<j<N\,
20 - — Wil F Vi1 — 2u; i< N <i<N (3.7)
yui,j— h2 s 1_]_ —1, 0_2_ .
On les prolonge aux points de bord i € {0, N}, j € {0, N} par
53u07j = 5%’&]\[,]‘ =0, 0<j<N, (3 8)
(5511,1'70:(521147]\[:0, 0§Z§N .
e Opérateurs de Simpson
Les opérateurs de Simpson o, et o, sont définis par
1 2 1 . .
Oallij = gUi-1j + iy + gty 1<i< N—-1, 0<j<N,
3.9)
1 2 1 (
Oylij = Glij-1F FUij + ctijy, 0SiS N, 1<j<N-1L
On les prolonge aux points de bord i € {0, N}, j € {0, N}, par
ozugj =0ozun; =0, 0<j5 <N,
{ =804 = O=liN g =7 = (3.10)

oyuio = oyu;n =0, 0<7i<N.

3.3 Notations algébriques

Dans cette section, on précise les notations vectorielles et matricielles utiles dans la

suite.
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e Opérateur vecy

Définition 2. Soient v = (v; j)o<ij<N € L% une fonction de grille et (e;)1<i<n-1 la

(N=1) définie par

(ei); = { LS =t (3.11)

base canonique de R

0, sinon.
On définit lopérateur vecy par

vecy : L}zl — ROV-1?

v — V =veca(v)

avec
N-1

vecy(v) = veca[vijli<ijen-1= D (€ ® €)vi;. (3.12)
ij=1

Matriciellement, 'opérateur vecy crée a partir d’une matrice (v; j)o<i,j<n de taille N +1
un vecteur de taille (N — 1)? formé des points intérieurs de cette matrice (c’est-a-dire

les points (v; j)1<ij<n—1) dans l'ordre lexicographique sur (4, j). On peut écrire

T
V = [01,1,01,2, -, V1,N=1, V2,1, V2,2, -y U2 N—15 -+, UN—1,1, UN—1,25 --, UN—1,N—1] - (3.13)

Exemple : Soient Q = (0,1)%, x; = ih, y; = jh, 0<i,j <3, et h=1/N =1/3. et
f(z,y) = In(z + 2y + 1), on définit la fonction de grille f* = f'; = In(x; + 2y; + 1),

avec 1,7 = 0,1,2,3. On suppose u = f*, alors

U = vecy(u) = [In(xy +2y1 + 1), In(zy 4+ 2y2 + 1), In(ze +2y1 + 1), In(zg + 2y + 1)]7.
(3.14)

Définition 3. Soient v = (v; j)o<ij<n €t (€i)i<i<n la base canonique de RA=D. 0On

définit les vecteurs Vi, et V. j € RN=Y par

N-1
Vi, = veer[vijlicjen—1= Y vijej, (3.15)
j=1
et
N-1
V.; = veci[vijlicicn-1 = ) vijei (3.16)

=1
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On peut écrire

{ Vi. = [vi1,vi2, - vin-1],  (a) (3.17)

v,] = ['U]_J,'UQJ,..,UN_l,j]T. (b)
Lemme 3.3.1 (Relations entre les opérateurs vecy et veca). Soient v = (v; j)o<ij<N €
L2 et V = vecy(v) € RO=D? alors

N—-1
V=) V;®e, (a)
=1
= (3.18)
V=> e@Vi.. (b
=1

Preuve. On a par définition

N—-1
Vo= D (ei®ejuiy,
ij=1

alors

d’out (3.18),. De la méme maniére on démontre (3.18);. [ |

e Algeébre de Kronecker

Définition 4. Soient B une matrice de taille m x n et C une matrice de taille p X q,
m,n,p,q € N. Leur produit de Kronecker est la matrice B® C' de taille mp x nq définie

par
b1C ... b,C

B®C = : : : . (3.19)
by1C ... bynC
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Si A est une matrice de taille l x k. A® B ® C est une matrice de taille Imp X kng,
définie par
an(B®C) ... ax(B®C)
A®B®C = : : : . (3.20)
ap(BC) ... axp(B®(C)

Le produit de Kronecker intervient dans de nombreux contextes d’algebre linéaire. On
renvoie aux livres [17, 23, 27] pour une présentation générale. On se limite & rappeler

les trois propriétés suivantes.

Proposition 3.1. Soient A, B, C, D, quatre matrices quelconques et a un scalaire,
alors
(i) a(A®B)=aA®B=A®aB. (3.21)

Si les produits AB et C'D sont bien définis, on a

(i7) (A® B)(C ® D) = AC @ BD. (3.22)

Si de plus les matrices A et B sont inversibles alors le produit kroneckerien A ® B est
inversible et vérifie
(iii) (A@ B) ' = Al @ B~ (3.23)

On donne dans la proposition suivante des propriétés élémentaires du produit krone-

ckerien dont on aura besoin pour I’écriture matricielle de notre schéma boite hermitien.

Proposition 3.2. Soient Iy la matrice identité d’ordre N, v un vecteur dans RN et
A une matrice de N lignes alors on a les deux égalités,

(i) (I @v)A=(A®v).

(i) (v I)A=(v®A).

Preuve. On montre (i). Pour toute matrice A € My (R) on a
A=A®1. (3.24)
En utilisant (3.22) on obtient
IeA=I2v)(A®1)=(A®v), (3.25)

d’ou (i). De la méme maniére on démontre (ii). [ |
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3.3.1 Notations vectorielles

Soit u(x,y) une fonction réguliere sur Q = (a,b)?. En chaque point (z;,y;), 0 <i,j <
N, de la grille de différences finies précisée au début de la section 3.2, trois inconnues
ou ou .
Ui~ u(i,yj), Ugij 8—(xi,yj), Uyij 8—(mi,yj) sont localisées. Les vecteurs
Zz Y

U, U, U, e RWV-D? sont respectivement

_ _ T
U = veca[t jli<ij<N—1 = (U115 s UT,N—1, U2 1y, U2 N—15 -y UN—1,15 -y UN—1,N—1)
_ _ T
U, = VeC2[Uz,i,j]1§i,j§N—1 = [uz,l,h sy Up IL,N—1,Ugp 215 -+ Uz 2 N—15 -+ Uz N—1,1, ~7U:c,N—1,N—l] >
_ _ T
Uy = VeC2[Uy,z',j]1§i,j§N—1 = [Uy,l,la sy Uy T N—15 Uy, 2,15 0oy Uy, 2 N—15 -5 Uy N—1,15 -+y Uy N—1,N— ] .

(3.26)
Soient Ug et Up € ROV-1 agsociés aux valeurs de I'inconnue u avec ordonnés y=a
et y = b respectivement. De méme, U, et Ugp € RV sont les vecteurs associés aux

valeurs de l'inconnue u avec abscisses © = a et x = b respectivement (figure 3.1),

T
Ur, = vect[uo jli<j<n—1 = [uo1, ., uo,N—1]" ,
_ T
Ur = veci[un jli<j<N—1 = [UN1; -, UN,N—1] (3.27)
— _ T ’
Up = veci[uioli<i<n—1 = [U1,0, -, un—1,0] ",
_ T
Ur = vecq[ui N|i<i<N—1 = [U1, N, -, UN—1,N]" -
Les vecteurs de dérivées au bord par rapport a x sont notés par
1. - T
Up,r = veci[ug0,jl1<j<N—1 = [Ug,0,1, Uz,02, ", Uz,0,N-2, Uz,0,N—1)"
_ _ T
Ux,R = VeCl[Uz,N,j]lgjgN—l = [U:c,N,laucc,N,2a T 7U:c,N,N—27U:c,N,N—1] s (3 28)
_ _ T ’
Ur,B = veci[ug,ioli<icN—1 = [Ug,1,0, Uz,2,0," > Uz, N—2,0, Uz, N—1,0]" »
_ _ T
Upr = veci [Uug i NJ1<i<N—1 = [Uz,1,N, Ug 2,Ns " Uz, N—2,N; Uz, N—1,N]
De méme, les vecteurs de dérivées au bord par rapport a y sont notés par
Uy, = veci[uyo,]i<j = [u u ceeLu u 1T
,L 1[%y,0,7]1<j<N-1 y,0,1, Uy,0,2, s Uy, 0,N—2, Uy, 0,LN—-1] >
_ _ T
Uy,r = veci[uy N jl1<j<n—1 = [ty N1, Uy N2, - 5 Uy, NN-2, Uy, N.N-1]" (3.29)
U ,B = VeCl[Uy,i,o]lgigN—l = [uy,l,Oauy,ZOa T 7uy,N—2,Oauy,N—1,O] )
_ T
y, T = VeCl[Uy,i,N]lgigN—l = [uy,l,Nauy,ZNa T 7Uy,N—2,N7Uy,N—1,N]

On note les quatres valeurs de Dirichlet aux sommets par

UL = w00, Ut = wo,n, Urp = un,0, UrT = un,N. (3.30)
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Aréte Haut ( Top)

. Ur .
Usr p—y— —— U
— ¢ ¢ -
¢ 4
Aréte Gauche (Left) Uy ¢ ) Ugr Aréte Droite (Right)
¢ 4
14 éd L
Urp ® ® ® e Urp
I Un |

Aréte Bas ( Bottom)

Fic. 3.1: Notations de la grille en dimension 2. Les lettres L et R correspondent a
“Left” et “Right”. Les lettres B et T correspondent a “Bottom” et “Top”.

Les dérivées sur les quatres sommets sont notées par

2,1.B, Uy, LB) = (Uz,0,0, Uy,0,0),
2,RB>Uy,RB) = (Uz,N,0, Uy,N,0) (3.31)
2, 1T, Uy, 17) = (Ug 0, N s Uy,0,N )

(U.
(U.
(U.
(Us,rT, Uy,RT) = (U, N,N, Uy, N, N )-

3.4 Fonctions de grille et algebre de Kronecker

Les deux lemmes suivants jouent un role fondamental dans la dérivation du schéma
boite hermitien en dimension 2. Dans la suite, ey et ey sont deux vecteurs nuls de
RN_l
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Lemme 3.4.1. Soit u = (u; j)o<ij<N € L%. Les deux opérateurs des dérivées centrées

(8.3) s’écrivent matriciellement sous la forme

1 1 1
VeCQ((SrU) = VeCQ[(SrUi’j]lgiJSN_l = %(K & I)U - %(61 ® I)UL + %(GN_l ® I)UR, (a)
1 1 1
VeC2(5yu) = VeCQ[(Sin7j]1§i,j§N_1 = %(1(8 K)U — %(I X el)UB + %(I X eN_l)UT. (b)
(3.32)
Preuve. On a
Spugy = b —Wimld g < i< N -1, (3.33)

donc

T
VeCQ((qu) = [5xu171, 5IU172, ceey 5I’LL1,N_1, 5;5111271, ceey 5I’LL2,N_1, ceey 5xuN_171, ceey 5rUN—1,N—1] s

(3.34)
ce qui donne
1 T
vecy (6 u) = %[UQ,l — U1y ooy U2, N—1 — UO,N—15U3,1 — UL, 1y oy UN,T — UN=2,1, -y UN,N—1 — UN—2,N—1]
1
= %[’UQ,L sy U2 N—1,U3,1 — ULy -y U3 N—1 — UL N—1y -y “UN—-2/1) -+, —UN—Q,N—l]T
1
- %[UOJ, up,2, ---, Uo,N—1, 0, ceey 0, ceey 0, ceey O]T
1 T
+ %[0, 0, ey 0, 0, ey 0, s UN TS UN 2y ey uN,N_l]
= 1(K®I) (u) 1( ®I)U+1( @ U
= o vecz(u) — 5o (e1 L+ oplen—1 R;
d’ott (3.32),. De la méme maniere on démontre (3.32);. [

Lemme 3.4.2. Soit u = (u;;)o<ij<N € L%L. Les deux opérateurs de Simpson (3.9)

s’écrivent matriciellement sous la forme
1 1
vecy(opu) = veca|ozu; jli<ij<n—1 = (Ps @ I)U + 6(61 ® NUL + g(eN—l ® I)Ug, (a)
1 1
VeCQ(O'y’LL) = VeCQ[ayui,j]1§¢7j§N_1 = (I & PS)U + 6(] ® el)UB + 6(] & eN_l)UT. (b)
(3.35)
Preuve. On a par définition
N-1

veco(opu) = Z (ei ® ej)(ozu)ij,
ij=1
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alors

P

2
Uit gUit1y)

1 N—-1 9 N—-1 1
= (6ezuz 1i®e)+ Y (eivi; ®ej) + > (eitirLy ® ;)
ij=1 ‘,j—l
—1N-— 1 N—-1N-— 2

€1U0]®€g+zz —e;Uj— 1J®e]+z elu”®ej+zz —ejUit1,; D €;

7j=1 =2 ,]1 7j=1 =1

vecy(opu) = (ei ®ej)(=

6Ui_1’j +

@ @.

|2? ZQ ZQ.

NN NN g O
[ RN

1
+ (geN—IUN,j ® e;)

<.
Il
=

N-1 N-1 N-1

1 2 1
(e1®1) ; up,je; + > ( 2 6ez+1um Ciltij + gei_IUi’j) ® ej)

OJ||—‘
<.

N-1
+ eN 1®1) ZUNJej
7=1
1 N—-1 N-—-1 1
= 5@ @NUL+ > (Y Pei®e) Juij + ¢ (en-1® UR
j=1 i=1

N-1
1 1
= gl DU+ (Bl > (e @ ej)uij + glev—1 @)Uk
ij=1

1 1
= 6(61 @ UL + (Ps ® 1)U + E(GN—l ® I)UR,

d’ott (3.35),. De la méme maniere on démontre (3.35);. [

3.5 Schéma boite hermitien en dimension 2

3.5.1 Introduction

On a vu dans la section 2.2 que le principe du schéma boite hermitien (HB) repose
sur :

e La formulation mixte (2.6).

e L’évaluation des moyennes sur [x;_1,z;41] de (2.7) et (2.9).

Ici, on généralise ce point de vue pour obtenir un schéma boite hermitien en dimension
2. On se limite au probleme de Poisson dans un carré mais le principe du schéma
est généralisable a d’autres types de problemes. Dans la section 3.5.2 on établit un

systeme d’équations qui sera la base du schéma HB en dimension 2. Pour compléter ce
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systeme d’équations, on donne dans la section 3.5.3 deux exemples d’approximations
des dérivées normales a—z sur 0f), déduites des approximations de dérivées au bord
utilisées au chapitre 2 pour construire les deux schémas HB1 et HB2.

Commencgons par rappeler le théoreme de la divergence dont on a besoin dans la suite.

Si Q est un ouvert polygonal et w(x,y) un champ de vecteurs régqulier, alors

/divﬁdQ:/ u.ndo, (3.36)
Q o0

avec U est le vecteur normal unitaire a 0N dirigé vers l’extérieur.

3.5.2  Définition du schéma pour le probleme de Poisson

On considere le probléeme de Poisson dans Q = (a, b)?,

{ —02u—02u=f, dansQ, (a) (3.37)

u=g, sur Q. (b)

La fonction f(x,y) est le terme source et la fonction g(z,y) correspond aux données

de Dirichlet. En posant v! = 9,u et v? = dyu, (3.37) se réécrit sous la forme mixte

— (00t + 0y0?) = f, dansQ, (a)
vt — u =0, dans (:2, (b) (3.38)
v? — Oyu = 0, dansQ, (c)
u=g, sur Q. (d)

Le domaine 2 est discrétisé par la grille (3.1). Pour obtenir la forme discrete de (3.38),

on utilise les boites K; ; centrées aux points (z;,y;) de longueur 2h (figure 3.2),
KZJ:[{L’Z—h,.%Z—Fh]X[y]—h,y]—l-h], Vlgl,jSN—l (339)

e Les moyennes de f sur chaque boite K ; sont données par

1

0 —
W= g

Ki,j
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(i—1,4+1) | (i.5+1) (i+1,j+1)
(i-1.7) (4,9) (i+1,5)
(i—1j-1) | (:j—1) (i+1,5-1)

h

Fia. 3.2: Schéma HB en dimension deux. Le flux est intégré sur le contour noir de la
boite K@j = [xl —h,z; + h] X [yj - h,yj + h]

En utilisant le théoreme de la divergence (3.36), (3.38), devient (le vecteur normal

dirigé vers 'extérieur de 0K; ; est i(ni,n2) )

1

4k

2%

/ (vlnl + v2n2) do = Hofm, 1<4,j<N-1
oK

(3.41)

Le terme de gauche de (3.41) consiste en quatres intégrales monodimensionnelles cor-

respondant aux quatres faces de JK; ;. Chaque intégrale est approchée par la formule

de Simpson. Ceci donne 'approximation suivante de (3.41),

el s

6
1

15

1

6

Ug,i+1,5—1 +

Ug,i—1,5—1 F

Uy i—1,5+1 T

Uyi—1,j-1+

1
“Ugit1,j + Uz it1,54+1
3 76 J

2 1

gum_l,j + gux,z‘—l,j—i-l
1

3 Ui+l + g witli+1

1
3 Uy,ij—1 + g witli—1

}:Hofi,ja 1<i,j<N-1

(3.42)
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En utilisant les opérateurs aux différences 9, 0, 04, 0y, (3.42) s’écrit
— (0 0 6 )uayig — (00 0 8y Juyiy =fij, 1<ij <N -1, (3.43)

On utilise la notation o pour la composition des opérateurs aux différences. (3.43) donne
(N —1)? équations.

e La relation entre u et v! est déduite de (3.38)y,

__/ w@wmx:M%“”ﬂ M%“%X1§¢§N—L0§j§N.@M)
2 J,. | 2h

La relation entre u et v? est déduite de (3.38).

1 [y, —u(@i, Y1) — u(@i, yi-1)
E (% (l’z,y)dy - 2h

Yj—1

L, 0<i<N, 1<j<N-—1 (3.45)

(3.44) et (3.45) donnent 2(N — 1)(N + 1) équations. Les termes de gauche de (3.44) et

(3.45) sont approchés par la formule de Simpson, ce qui donne

1 2 1 Uja 1 i — Uj—1. 5 . .
Eum,z’—l,j + guz,i,j + Eur’iﬂ’j = %, 1<i<N-1, 0753 <N,
1 2 1 Ui 1 — Wi j—1 . .
gl —1 + 3y + G Uyig+1 = Y Y 57 Wl 1<j<N-1, 0<i<N.
(3.46)
En utilisant les opérateurs 6, 6y, 05, 0y, (3.46) s’écrit
amum7i7j:5xui,j, 1§’i§N—1, OgjgN,
(3.47)
ayuy,i,jzéyui7j, 1SJSN—1, OSZSN
(3.47) donne 2(N — 1)(N + 1) équations.
e Les conditions limites naturelles sont
uio = g(zi, yo), 0<i<N, Aréte Bas “B”
w; N = g(x;, , 0<i<N, Aréte Haut “T”

uo; = g(xo,y;), 1<j<N-—1, Aréte Gauche “L”
un,; =9g(xn,yj), 1<j<N-—1. Aréte Droite “R”
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Ce qui donne 4N équations.

Finalement, en regroupant les systemes (3.43), (3.47), (3.48), on obtient

7

—(0y 0 0z)ugij — (02 0 0y)uyij = Hofi,ja 1<4,j<N-1, (a)
Oxlzij = Ol j, 1<i<N-1, 0<j<N, (b)
Tyly i j = Oyllij, 1<j<N-1, 0<i<N, (c)
ui,0 = 9(i, Yo), 0<i<N, (d)
ui,N = 9(Ti,N, YN), 0<i<N, (e)
uo,j = 9(z0,Y;), 1<j<N-1, (f)

| un; = 9(zN,y;5), 1<j<N-1. (9
(3.49)

Le systeme (3.49) est la base du schéma HB en dimension 2. 11 constitue de (N —1)% 4
2(N —1)(N +1) + 4N équations. Par ailleurs, on a 3(NN 4 1)? inconnues correspondant
aux u = (U j)o<ij<N; Uz = (Up,ij)o<ij<N, Uy = (Uyij)o<ij<N € L%. Pour obtenir le
bon décompte entre le nombre d’équations et le nombre d’inconnues on doit effectuer
des approximations de dérivées normales ;. 0, Uz N,j, Uy,i0, UyinN, 0 < 4,5 < N.

C’est ce que I'on fait dans la section suivante.

3.5.3 Exemples d’approximations de g—g sur 0f)

Dans les sections 2.2.1 et 2.3.1, on a vu que le schéma HB en dimension 1 pour le
probléeme de Poisson nécessite la donnée d’une approximation de % sur le bord du
domaine de calcul. Ceci peut sembler non naturel, puisque le probleme de Poisson ne
nécessite normalement que la donnée de u sur 9€). Ici, I’approximation est nécessitée
par approximation de Vu a l'intérieur du domaine. C’est le méme probléme pour une
approximation de type spline, ou I'on doit également choisir une certaine approximation
au bord de u/(z) pour définir entierement u'(x) & l'intérieur du domaine.

On a donné au chapitre 2 deux exemples d’approximation de la dérivée au bord pour
un probleme de dimension 1 (2.1). Dans le premier exemple (2.26), ug o et uy N sont

évaluées par les relations

2 1 Ul — Ug
gux,o + gum,l = h )
(3.50)
2 n 1 UN — UN—1
—U —U =
3 z,N 3 z,N—1 h

En utilisant (3.50), on a défini le schéma boite hermitien appelé HB1 (2.27). Les

résultats numériques donnés au section 2.2.5 montrent que ce schéma est d’ordre 2
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pour u et u,. Pour améliorer I'ordre de précision on a introduit une seconde approxi-

mation (2.97),

1 2 1 /1 2 5
guz,o + gux,l = 7 6U2 + gul - EUO )
1 2 1

5 1 9 > (3.51)

gum,N + gux,N—l = E <6UN - E’LLN_Q — gUN—l

(3.51) est d’ordre 3 en g = a et y = b. On a obtenu le schéma HB2 (2.103) qui est
d’ordre 4 pour u et u,. Chacune de ces deux approximations (3.50) et (3.51) peut étre

considérée comme une version discréte de 'opérateur appelé “Dirichlet-to-Neumann” :

(ot s ) u®) ) — (W@ ). (3.52)

Dans cette partie, nous généralisons (3.50) et (3.51) au cas du probleme de Poisson
dans un carré. Les dérivées normales par rapport a , uz 0, Uz nN,j, 0 < j < N et les
dérivées normales par rapport a y, uyio, Uyin, 0 < 7 < N, sont écrites en fonction
des inconnues aux points intérieurs et des données de bord.

e Exemple 1 : On généralise (3.50) de la fagon suivante. Le long des quatres arétes du

carré Q = (a,b)? on considere les identités

(2 1 Ul — UQ.
g'LLz,O,j + gUz,l,j = 1’]?0’], 0<j <N, Aréte Gauche “L”
2 1 UN. i — UN—1.4
SUg N+ sUz N—15 = M, 0<j <N, Aréte Droite “R”
3 ’ ) 3 ’ ) h
2 1 Ui 1 — Ui (3.53)
guy,i,o + guy,i,l = %, 0<i¢< N, AréteBas “B”
2 1 U; N — Ui N—
guy,i,N + guy,i7N—]_ = %, 0<i¢<N. Aréte Haut “T”
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En complétant le systeme (3.49) par les équations (3.53) on obtient le schéma HBI en

dimension 2. Trouver u, u,, uy, € L%L solution du systeme

—(0y © 02 )tuaij — (02 0 0y)uy,ij =T°fij, 1<dj <N -1, ()

OgxUgyi,j = 5xui,j7 1<4,5<N-1, 0<j5<N, (b)

ayu%m = 5yui7j, 1 § i,j § N — 1, 0 § 7 S N, (C)

2 1 UL' —U()7' .

gux,o,j + gux,l,j = %, 0<j<N, (d)

2 1 UN.j —UN-1 .

gUa.Nj + gl N-15 = % 0<j<N, (e)

2 1 Ui, 1 — U0 .

3 U0 + Uyl = %7 0<i<N, (f)
2 1 Ui N — Ui N— .

Uy N+ Uy N1 = Z’fz’l’ 0<i<N, (9)

ui,Ozg(aji)yO)v 0§2§N7 (h)
uiN = 9(Zi, YN ), 0<i<N, ()

UO,]:g(any])7 ]-SJSN_]-, (m)
un,; = 9(TN, Y5), I1<j<N-L (n)

(3.54)

e FExzemple 2 : De la méme fagon, (3.51) est généralisée sur les quatre arétes du 2 =

(a,b)? par les quatres séries des relations

(1 2 1/1 2 ) . .
§ux’0’j + gux71,j = <6U27]’ + gul,j — Euo’j>’ 0<j <N, Aréte Gauche “L”
%uz,NJ + §UI7N_1,]- = % <%uN,j — éuN_g,j — %UN—L]); 0 <j <N, Aréte Droite “R”
%uw’,o + %u%m = % (éuzg + %um — %uw), 0<i<N, AréteBas “B”

i %uw’,]\/ + %uw’,]v_l = % (guu\/ — éui,N_g — %ui,N_1>, 0<i<N. Aréte Haut “I”

(3.55)
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En complétant le systeme (3.49) par (3.55) on obtient le schéma HB2 en dimension 2.

Trouver u, ug;, uy € L%L solution du systeme

7

—(O'y (¢] 536)’&%@'7]' — (Ur e} 5y)uy7i7j = Hof@j, 1 § i,j § N — 1, (a)

OgUy 5 = 5:Eui,ja I1<i<N-1, 0<j<N, (b)

Oyly.ij = 5yui,j, 1< ] < N — 1, 0<: < N, (C)

1 2 1/1 2 5 .

U0+ U1y = 3 (guz,j +3uL — guo,j>a 0<j<N, (d)

1 2 1/5 1 2 .

1 2 1/1 2 5 .

3U:i.0 + Uil = <6U12 + Uil ~ 6%‘,0)7 0<i<N, (f)

1 2 1 /5 1 2 .

3Ui,N + FUyiN-1= 5 <6Ui,N — g2~ gui,N—l>7 0<i<N, (9)

Ui,0:9($i7y0)7 OSZSNa (h)

u; N = g(Ti, YN ), 0<i<N, (1)

Uuo,j :g(x())yj)v 1 §]§N—1, (m)
(3.56)

Le systeme (3.56) contient 3(N + 1)? inconnues et (N —1)2 +2(N —1)(N + 1) +6(N +
1)+2(N —1) = 3(N+1)?2 équations. Ceci donne un décompte correct entre les équations

et les inconnues.

3.6 Forme matricielle du schéma boite hermitien en di-

mension 2

Dans cette section, on montre que la structure algébrique des schémas HB1 et HB2 en
(3.54) et (3.56) respectivement, peut étre exprimée de maniere naturelle en utilisant le
formalisme du produit de Kronecker.

On introduit a présent toutes les identités dont on a besoin pour obtenir la forme
matricielle du schéma boite hermitien en dimension 2. Dans la suite de cette section,
on considere dans L7, les trois fonctions de grille u = (u;j), uz = (Ug;j), uy =
(uyij4), 0 < 4,5 < N. Pour les vecteurs on utilise les notations vectorielles données

dans la partie 3.3.1 (voir figure 3.1).
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3.6.1 Forme matricielle générale des dérivées au bord

On a vu dans la section 2.3.2 la relation suivante des dérivées au bord
1 1
ele,L + eN_le,R = EAU — BU, + Ec(elUL + eN_lUR). (3.57)

Dans la relation (3.57), U, 1, et Uy g sont les dérivées par rapport &  aux points z = a
et © = b respectivement. Le vecteur U € R(N~1 est associé & la fonction de grille

u = (ui)o<i<n, c'est-a-dire
U= vecy (u) = Vecl[ui]lgiSN_l = [ul, Uy veeny uN_l]T. (358)

Les vecteurs Uy, et U sont les conditions de Dirichlet aux points x = a et x = b
respectivement. A, B et C sont des matrices d’ordre (N — 1).

En dimension 2, on va déduire de (3.57), une écriture matricielle générale pour toutes
les dérivées de bord. En appliquant (3.57) ligne par ligne et colonne par colonne on

obtient

1 1
e1Upr,j +en-1Uprj = - AU.; — BU,.; + ~C(eiUrj +en—1Ur;), 0<j <N, (a)

h h
1 1
eiUyip+en-1Uyir = E-AUZ‘,: —BUy; . + Ec(elUi,B +en—1Uir), 0<i<N. (b

(3.59)

Ces relations généralisent de fagon naturelle (3.57) pour i ou j fixé.

Lemme 3.6.1. e Les dérivées normales par rapport a x, Uy 1B, Uz RB, Uz i1, Uz RT €

R sur les sommets du Q = (a,b)? vérifient

1 1
. eiUs,LB +en-1Uz.rB = EAUB -~ BU, B+ EC(GIULB +en-1UrB), (a)
i
1 1
e Up,rr + en—1Uz rr = EAUT — BU, T+ Ec(elULT +en—1Urr). (b)
(3.60)
o Les dérivées normales par rapport a y, Uy B, Uyrr, Uyrp, Uyrr € R sur les

sommets du Q = (a,b)? vérifient
1 1
eiwUyr +en-1Uyr = EAUL - BUy, 1, + Ec(elULB +en—1Urr), (a)

1 1
e1Uy rB +en-1Uy rr = E.AUR —BUy.r+ Ec(elURB +en—1Ugrr). (b)
(3.61)

(i)
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Preuve. Pour j =0, (3.59), donne

!

1
e1Uz,r,0 +en—1Uz ro = EAU:,O —BU,.0+ .

C(elUL,o + eN_lURp). (3.62)

D’apres la définition 3 on a

{ U.o = [u1,0,u2,0, - un—1,0]7 = Up, (3.63)

— T _
U:c,:,O - [u:c,l,Oa Ug 2,05 -y Uz, N—1, 0] — UVUz,B-

En utilisant les notations de la partie 3.3.1 on obtient (3.60),. De la méme maniére on
démontre (3.60); et (3.61)g. [

Lemme 3.6.2. o Les dérivées tangentielles par rapport a x sur les arétes “B” et “T”
du Q = (a,b)? vérifient

1 1
Ux,B = -DUpg + _S(elULB + eN_lURB), (a)

" h (3.64)
Ux,T = E'DUT + Eg(elULT + eN_lURT). (b)
e De méme, les dérivées tangentielles par rapport a y sur les arétes “L” et “R” du

Q = (a,b)? vérifient

1 1
Uy =-DUL + 55(€1ULB +en-1Urr), (a)

h ' (3.65)
Uyr = EDUR - Eg(elURB +en—1Urr). (D)

Les matrices D = D(A,B) et £ = E(B,C) sont données en (2.113).

Preuve. Pour j =0, (3.49), donne

OgUyg 3,0 = 5:cui,07 1<i<N -1, (366)
soit
1 2 1 Wit1,0 = Ui—1,0 .
Gleim10 F Uai0 + Glhait10 = +T 1<i<N-1 (3.67)

Matriciellement, (3.67) se réécrit

1 1 1 1 1
= T Ps T = - T =—K - =3 - — . .
6€1U LB+ U B+t 66]\7 1U. ,RB 5% Up 2h€1ULB+ 2h€N 1UrB (3 68)
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On reconnait (3.60),, on obtient la relation

1
(K — —.A)UB + —(FQ — _C)(elULB +en— 1URB) (3.69)

57 on 2h 3

En utilisant les matrices D et £ en (2.113), (3.69) s’écrit

1 1
UrB = EDUB + Eg(elULB +en—1UrB), (3.70)
d’ou (3.64)4. De la méme maniere on démontre (3.64); et (3.65)qp. [

N=1) " dérivées normales

Proposition 3.3. Les vecteurs Uy 1, Uz r, Uy, UyT € R(
par rapport a x le long des quatres arétes “L”, “R”, “B”, “T” du carré Q = (a,b)?,

vérifient

1
1@ U +en1@Unp= (A0 DU~ (BONUx + 5 (C®I)(e1®UL+eN_1®UR), (a)

h
1
Up®er+Uyr®eny_1 = E(I ® AU — (I @ B)U, + h([ ®C)(Up®er+Ur®en—1). (b)
(3.71)
Preuve. D’apres (3.59),, pour tout 1 < j < N —1on a
1
elU%L,j + eN_le,RJ = E.AU BU T hc(elUL’] +en— 1URJ) (3.72)
Pour tout W € RN on peut écrire
N-1
= Z eZ-WZ'. (3.73)
i=1
Pour tout V € ]R(N_I)Q, on peut écrire
N—-1 N—1
V= Z(ei®V Z V.j®ej). (3.74)
i=1 j=1
avec
Vi = Vi, Viz, oo, Vi 1],
= Vi1, Vig N-1] N (3.75)
Vii=W15Vay, - Vvo14]"-
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En utilisant (3.72), (3.73) et (3.75), on obtient

N— N—-1
61®UI,L+6N—1®UI,R = E :cL,j +en— 1® § €; :cR,])
: ] 1
N-1 N-1
= (61 & e] x L,] + E EN-1® 6] x R,])
j=1 7j=1
N-1
= (e1Uz,L,j + en-1Us R ;) @ €;
Jj=1

AU BU N +C(€1UL,] +en— 1UR,])> ®€j

Il
2
~UJL
A~
S| =

<.
Il

L N1 N-1
= 7 (AU. ; ® e5) — (BU,,.; ® e;)
j=1 j=1
L N1
— E <C(€1ULJ+6N_1URJ)®6]'>
j=1
L N1 N-1
= 7 AI)(U.;®ej) — B&I)(Uy,.; @ e€j)
j=1 j=1
L N1
-7 (C®I)(eUr; +en-1Ury;)
j=1
1
= E<A® nu — (Be U, +h(C®I)(e1UL+eN 1UR),

d’out (3.71),. De la méme maniére on démontre (3.71)p. [ |

Corollaire 3.6.3. Les vecteurs des dérivées normales par rapport a x, Uy 1, et Uy g €
RWV=D wérifient

1 1

UpL = E(elTA® nNU - (eIBe DU, + ﬁ(elTO ®@1I)(er @ UL +en—1 ® Ug), (a)
1 1

Urr = E(e%_lA @ U — (e5_ B 1)U, + E(eﬁ_lc @1)(ey @Up +en_1@Ug). (b)

(3.76)

Preuve. Multiplions (3.71), de deux cotés par el ® I, on obtient

1
A®I)U—(e’{B®I)Ux+E(elTC®I)(e1®UL+eN_1®UR).
(3.77)

1
6{61 ®UI7L+€,{6N—1®USC,R = E (e{
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Comme el'ey_1 =0, (3.77) devient

1 1
—(F A NU - (eTBo DU, + = (efC®1)(e1 UL +en_1@Ug), (3.78)

6{61®Ux7[,: h( A

or e{el Q@ Uy =10 Uy = U, dou (3.76),. De la méme maniere on démontre
(3.76),. m

3.6.2 Forme matricielle générale du schéma boite hermitien

Dans cette section, nous établissons 1'un des résultats principaux de ce travail qui est
la forme matricielle des relations (3.49), .. Rappelons que (3.49), . consiste en la
forme mixte du schéma boite hermitien aux points intérieurs du maillage cartésien. Ce
systeéme constitue la base du schéma HB en dimension 2, il consiste en :

- L’équation de conservation discrete
— (O'y o (55,;)'&9577;7]' — (Uz o 5y)’u,y7i7]’ = Hofl'7j, 1 < i,j < N —1. (379)

- Les deux équations pour le gradient discret (ug, u,)

{ Optigij = 0ptii;, 1<i<N—1 0<j<N, (a) (350)

Oylyij = Oytij, 1<j<N—-1 0<i<N. (b)

Comme déja mentionné a la section 3.5.2, les relations (3.79) et (3.80) représentent
(N —1)2 +2(N — 1)(N + 1) équations pour 3(N + 1)? inconnues. Pour avoir le méme
nombre d’équations et d’inconnues on a ajouté le systéme formé par les conditions li-
mites naturelles et I'un de deux exemples d’ approximations des dérivées normales au
bord (3.53) et (3.55).

Pour obtenir une forme matricielle générale du schéma boite on va considérer les ap-
proximations des dérivées au bord données par leur forme matricielle générale dans la

section 3.6.1.

Proposition 3.4. Les vecteurs dérivés U, = veca(u,) et Uy, = veca(uy) s’expriment

en fonction de U = veca(u) sous la forme

1
PeNU+ (Eal)(a@Ur+en-1@Ur), (a)

el

Uy =
" (3.81)
Uy=7(I9DU+ (&)U @er+Ur®en-1), ()

ot les matrices D = D(A,B) et £ = E(B,C) sont données en (2.113).
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Preuve. On a
N-1

= (U j®ej), (3.82)

J=1

avec Uy . j est la dérivée hermitienne par rapport a « sur la droite y = jh. (3.80), donne

1 1
U%;J = E'DU;J + Eg(elULJ +6N_1URJ), (3.83)
donc
N-1 1
U, = (hDU +h5(elUL,g+eN 1UR])®GJ
7j=1
1 N-1 N-1
= E'D@I Z 7]®€] 5@] Z elUL,j+eN_1UR,j)®ej.
7j=1 7j=1

La décomposition de U a l'aide des vecteurs U. ; est

N-1
D Ujee)= (3.84)
7=1

et

N-1

N— N-1
Z(e1UL,j+eN_1UR,j)®ej = Z (e1®@1)(UL; ®ej) +Z en—1®I)(Ugr,; ® €;)

j=1 =t
N—1 N-1
= (a1 ®1) Z Urjej+ (en—1®1) Z Ur,je;
j=1 j=1

= (61 ®I)UL+(6N_1 ®I)UR
= (61 ®UL) + (eN_1 ®UR).

Donc
U, h(D@I)U—i— (5@[)((61®UL)+(6N_1®UR)>, (3.85)

d’out (3.81),. De la méme maniére on démontre (3.81)p. [ |

Proposition 3.5 (Forme matricielle générale du schéma boite en dimension 2). Le
schéma boite hermitien formé des équations (3.49) et des approzimations (3.59) des

dérivées au bord, posséde la forme matricielle suivante,

1
ﬁ(H®PS+PS®H)U:F—Gw—Gy, (3.86)
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ou

e Le vecteur F' correspond au terme source moyenné en (3.40),
F = vecy(TIVf). (3.87)
o Les vecteurs Gy, Gy € RWN-1)? correspondent aux conditions au bord non homogénes,

1
G, = ﬁ(g@)Ps)(el QUL +en—1 ®UR)

+ 6% (HUB +G(eUrp + eN—lURB)> ® e (3-88)
+ 6%(HUTJrQ(ﬁULT+€N—1URT)> @eN-1,
et 1
Gy= 13(P0G)(Up@er+Ur@ey)
+ #61 ® (HUL +G(erUrp + €N—1ULT)> (3.89)

6h?
e H="H(A,B) et G =G(B,C) les matrices données en (2.117).

1
+ —en_1® <HUR + Q(elURB + eN_lURT)>.

Pour démontrer la proposition 3.5, on a besoin de deux lemmes suivants.

Lemme 3.6.4. o La fonction de grille (o 0 0z)u, dans (3.79) s’écrit matriciellement

en fonction de U, sous la forme

1

vecy ((ay o (5;,;)%) = o (K ® P,)U,
1
+ %(Fz ® Ps)(e1 ® Uy, + en—1 @ Uy R)
1 1
+ ﬁ([@el)KUgmB+ﬁ([@el)F2(€1Ux7LB+6N_]_UI7RB)

1 1
\ + m(f ®en_1)KUy 1 + m(f ®en—1)Fa(e Uz 7 + (Z;VS;S)UI’RT).
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e La fonction de grille (o, o 6y)u, dans (3.79) s’écrit matriciellement en fonction de

Uy sous la forme

( 1
VeCQ((O'mO(Sy)Uy) = %(P ® K)U,
+ Qh(P ®F2)(Uy,3 ® eq +Uy,T®€N—1)
1 1
HK I)F: _
+ 12h(61® VKU, 1 + 12h(61® VFy(erUy e +en—1Uy 1)
1 1
HK _ I)F: 11U, .
{ + 12h(€N 1 ®1)KUy R+ 12h(eN 1® I Fy(e1UyrB + en—1Uz RT)
(3.91)
Preuve. On montre (i). Pour v = §,u,, (3.35), donne
Ve02<(ay05x)ux) (I®P)V+6(I®61)VB+6(I®6N Ve (3.92)

avec V = vecy(v) = veca(dpuz), VB = vect [0zuqg ioli<i<n—1 €t Vi = vecy [0pug i N]1<i<N—1-

On peut facilement démontrer que

1 1
V= KU, B+ =~ F2(e1Us,LB + en—1Us,RrB),

h th (3.93)
Vi = %KUI T+ QhFQ(elUx rr ten-1Uz RT)

De plus, d’apres le lemme 3.4.1, la forme matricielle de veca(duy) € ROV-D? gt

1 1
veco(dpuy) = %(K(@I)U —ﬁ(el®I)UmL+%(e]\/ 101D Uz R
= 2h(K®I)U + h(F2®I)(€1®UxL+€N 1®Ugr). (3.94)

En utilisant (3.93) et (3.94) dans (3.92), on obtient

vees <(0y ° 595)%) - Qh(I ® P,) <(K ® DUy + (Fy ® I)(ey ® Up.p, + en—1 ® UI,R)>

1
+ o — (U ®e1) <KUr,B + Fy(e1Uyp, B + €N—1Ux,RB)>

1
+ oh — (I ®en_1) <KUz,T + Fy(e1Uyp,rr + 6N—1Um,RT)>-
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Ce qui est équivalent &

vecy ((ay ) 5z)ux> = 2h(K ® Ps)Uy,
1
+ 2h(F2 ® Ps)(e1 @ Uy, + en—1 ® Uy g)
1 1
1 e KUy g+ —(I @ e)Fy(e1U, :
+ 12h( ®e1) KUy 5 + 12h( ® e1)Fy(e1Uy, L + eN-1Uz RB)
1 1
+ h — (I ®en_1)KUy 1+ m(f ®@en—1)F2(e1Usz.rr + en—1Uyz RT).
d’ott (3.90). De la méme maniére on démontre (3.91). [

Lemme 3.6.5. En considérant les approximations (3.59) des dérivées au bord de §) =
(a,b)%. Les équations (3.80) permettent d’écrire les fonctions de grille (o, o 6;)uy et

(05 0 8y)uy sous les formes matricielles suivantes :

1 1
vecz((ayodm)ux) = —h—(H®P)U—ﬁ(g®Ps)(€1®UL+€N—1®UR)
1
— 6h2HUB®e1 6h2g(€1ULB+eN 1UrB) ® €1
1
- WHUT@@N_I 6h2g(elULT‘|‘€N 1Urr) ® en—1.
(3.95)
( 1 1
VeCQ((% ° 5y)uy) = (P OHU ~ 5 (P ®G)(Us ®er + Ur @ en-1)
1 1
- 6h2el®HUL 6h2€1®g(€1ULB+€N 1Urr)
1 1
— N~ 1®HUR—6h2€N 1®G(e1Urp + en—1Urr).

(3.96)

Preuve. On détaille chacun des quatres termes (a), (b), (¢), (d) dans (3.90) et on les
exprime en terme de 'inconnue primale U et des données au bord.
e Terme (a)

En remplagant U, par sa forme (3.81),, le terme (a) s’écrit

(@) = 5 (KeR),
- 222(K®P)<(D®I)U+(5®I)(e1®UL—|—€N_1®UR)>.
e Terme (b)

Le terme (b) correspond a la dérivée normale le long de bord. D’aprés (3.71) et (3.81),,
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il s’écrit sous la forme

1
(0) = 5 (F@P)(e@Usr+en1@Usr)

= 2}112 (F2 ® P, ){(A@ NU-h(B U, +(C®I)(e1 @UL+en—1® UR)}
= 2;2 (F> @ P ){(.A@I)U— (B®I)<(D®I)U+ (E@D)(e1 UL +en_1® UR)>
+ (O®I)(€1®UL+€N—1®UR)}.

En regroupant les termes en U et e; ® Ur, + eny_1 ® Ur on obtient

1

(b) = 2h2{<F2(A BD)®P>U+<F2(C—BS)®PS>(el®UL+eN_1®UR)}. (3.97)

e Terme (c)
Le terme (c) correspond aux dérivées tangentielles le long du coté “B”. En utilisant
(3.60) et (3.64), le terme (c) s’écrit

1
(C) = 12h2 (I®€1) <DUB+€(€1ULB+€N—1URB)>

1
+ 12h2 (I X 61)F2 <AUB - hBUx B + C(elULB +en— lURB)>
En utilisant & nouveau (3.64), le terme (c) s’exprime sous la forme

(I & 61)(KD + FQA)UB — (I & 61)F28<'DUB + 5(61ULB + eN_lURB)>

() = 1 L

= 12h2 1252
1

+ 12h2([®€1)<K€+FQC> <€1ULB+€N_1URB>
1

= 12h2 (I®61)<KD+F2(.A-BD)>UB

1
+ 22 (I® 61)<K5 + F(C — Bg)> <61ULB + eN_lURB>.

En utilisant l'expression des matrices H et G dans (2.116), on obtient

1 1
(c) = —WHUB ®er — WQ(QULB + €N—1URB> ® ey. (3.98)
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e Terme (d)

De maniére analogue, le terme (d) s’écrit

1 1
(d) = —WHUT ®en—1— WQ(ﬁULT + 6N-1URT> ®enN_1. (3.99)

En sommant les quatres termes (a), (b), (¢), (d) on obtient (3.95). De la méme maniére
on démontre (3.96). [ ]

Preuve de la proposition 3.5. L’équation de conservation (3.49), donne
— vecy ((O'y o 5w)um) — vecy ((O‘x o 5y)uy) = vecy(TIVf). (3.100)

En remplacant vecs ((ay o 5x)ux> et vecy ((ax o (5y)uy) par leurs formes matricielles
(3.95) et (3.96), on obtient

1

(H® Ps)U — 2

1
- (P,@H)U = F — Gy — Gy, (3.101)

avec F' = vecy(II°f). G, et G, sont donnés en (3.88) et (3.89). [

Le parametre laissé a l'utilisateur en (3.95) consiste en le choix de I'approximation

discrete de I sur J€2. Ceci se traduit matriciellement par le choix des matrices A, B,
n

C en (3.59) qui a leur tour déterminent les matrices D, £ en (2.113) et H, G en (2.117).

3.7 Le schéma boite hermitien HB1 en dimension 2

3.7.1 Forme matricielle du schéma HB1

Le Schéma HBI a été établi en (3.54). Il résulte de la proposition 3.5 qu’il possede la

forme matricielle suivante
1
72 (M1 ®@Ps+Ps@Hy)=F —Gy1— Gy, (3.102)

ou

e Le vecteur F' correspond au terme source moyenné en (3.40),

F = vecy(T1°f). (3.103)
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e Les vecteurs G, 1,Gy1 € R(N-1) correspondent aux conditions de bord non ho-

mogenes,
1
Gx71 = ﬁ(gl®Ps)(el®UL+€N_1®UR)
1
+ W(HIUB + Gi(erULp +€N—1URB)> ® € (3.104)
1
+ o2 <H1UT + Gi(erUrr + eN—lURT)> ® en—1,
et ) 1
Gy1= ﬁ(Ps ®G1)(Up®el+Ur®en—1)
1
+ e ® <H1UL +Gi(enUrp + €N—1ULT)> (3.105)

1
{ + WGN—I & <H1UR + Ql(elURB + eN—lURT)>-

e Les matrices Ay, B1, C1 sont celles données en (2.43). Elles traduisent la forme parti-
culieres des approximations des dérivées au bord. H; = H; (A1, B1) et Gi = G1(B1,C1)
les matrices données en (2.48).

On définit la matrice Hy par
Hy =Hi® Ps+ P; ® H;. (3.106)
Le systéeme (3.102) devient
HU = h*(F — Gy1 — Gya). (3.107)

Les matrices P, et H; sont symétriques définies positives diagonales dans la base Z*,
avec les valeurs propres ay = 1 — A\ /6, ux respectivement. On en déduit que la matrice
H; est symétrique définie positive, également diagonalisable dans la base Z* @ Z! avec

la, décomposition spectrale
Hi=(Z®2) (M ® (I —A/6)+ (I —A/6)® M) (Zz" o Z"), (3.108)
ou

M = diag(ﬂlyﬂm ”'7,U’N—1)7
A= diag()\l, )\2, ceey >\N—1)'

(3.109)
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Les valeurs propres de la matrice Hy sont
By = proq +ogpy, 1<k I<N-—-1 (3.110)

On montre dans la section suivante comment tirer parti de (3.108) pour définir un

algorithme rapide pour la résolution de (3.102).

3.7.2 Algorithme rapide pour le schéma HB1

Nous présentons un algorithme de résolution rapide du systéme linéaire (3.102). On
tire parti pour cela de la forme diagonale de la matrice Hy en (3.106). La résolution

N-1)? dans la base

repose sur la décomposition du vecteur h?(F — Gz1—Gy1) € R(
orthonormale Z*¥ @ Z! de la matrice Hy ® P; + P, ® H;. Elle est effectuée par la

transformée en sinus rapide.

Algorithme 2. - Etape 1 : Ecrire le vecteur F' = h?(F — Gy1 — Gy,1) dans la base
Zko Z! 1 <k1<N-1,

N—-1N-1
F7 = FA(ZF @ 21, (3.111)
k=1 [=1
avec
Ffy=(F.Z2*®72"), 1<kI<N-L (3.112)

Cette étape est effectuée par la transformation en sinus rapide [27] (voir l'anneze).
— Etape 2 : Calcul des composantes U kZJ de la solution dans l’espace de Fourier par
z
Uf == 1<ki<N-1, (3.113)
T By
avec B les valeurs propres de la matrice Hy données en (3.110).
— Etape 3 : Calcul des composantes de U = (U; j)1<ij<N—-1 € ROV=D? dans la base

canonique
N-1
U= > ULZI 7. (3.114)
J=1

o

Cette étape est effectuée par une transformation inverse en sinus rapide (voir l’annexe).
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Les étapes 1 et 3 sont O(N?logy(N)) parcequ’elles sont effectuées par une transforma-
tion en sinus rapide et I’étape 2 est O(N?), ce qui donne une complexité algorithmique
globale de O(N2logy(N)).

3.8 Mise en oeuvre du schéma HB1

3.8.1 Introduction

Dans ce qui précede, on a vu que le schéma boite hermitien se compose de deux types
d’approximations :

e L’approximation interne constituée par les trois relations (3.49),p.. On a vu que
lordre de consistance de ces relations est quatre, cela est dia a 'approximation par la

formule de Simpson qui est d’ordre 4 (cf proposition 1.2 ).

ou
e [’approximation au bord de I On a donné deux exemples d’approximation de
n
ou
I Le premier exemple (3.50), celui du schéma HBI1, est d’ordre 1. Le deuxieme
n

exemple (3.51), celui du schéma HB2, est d’ordre 3. Dans la section 3.10 on verra
que le schéma HB2 est d’ordre 4 en pratique pour u et Vu. Autrement dit, le schéma
global a une erreur d’ordre toujours supérieur a ce que l’on pourrait déduire de l’ordre
d’approximation au bord. Noter que 'analyse numérique théorique du schéma HB2
semble a priori difficile.

Dans la partie 3.8.2, on donne des détails de I'implémentation des algorithmes 2 et 3.
Les parties 3.8.3 et 3.10.3 sont consacrées a la présentation d’une série de résultats
numériques obtenus avec les schémas HB1 et HB2 pour le probleme de Poisson (3.37).
e Pour le schéma HB1, on observe en général un ordre de convergence 2 pour u et Vu.
Un ordre de convergence 4 est observé pour u et Vu dans certains cas particuliers.

e Pour le schéma HB2, on observe un ordre de convergence 4 pour u et Vu.

On présente également les courbes de convergence de chacun des schémas boite HB1,

HB2 ainsi que le schéma différence finie standard & cinq points (DF2).

3.8.2 Détails de I'implémentation

On présente les détails de I'implémentation de la librairie HBoxLib developpée dans le
cadre de ce travail. Cette librairie contient des fonctions de calcul rapide de 'approxi-

mation par 'opérateur de Simpson et des fonctions de calcul des produits kroneckeriens
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avec des matrices particulieres comme la matrice identité. Le développement a été ef-
fectué en Fortran 90. Les calculs sont effectués sur une machine de bureau.

Les ingrédients pour appliquer l'algorithme 2 sont les suivants :

1- Formule de Simpson en dimension 2

Pour le second membre F = vecy(II'f) en (3.87), f(z,y) est connue par —Au(z,y) =
f(z,y). Soit f = (fi;)o<ij<n € L2 la fonction de grille associée & f(z,y),

fij = f(xi,y;), 0<4i,j <N. (3.115)

On évalue I f = (Hofi,j)lgz‘,jgN—l S L%L,O en approchant Iopérateur de moyen II° en

(3.40) par la formule de Simpson (tensorielle),

0 f; ;

1

(Jy © Uz)fz’,j

1 2 1
= %fi—l,j—l + Efi—l,j + %fi—l,jﬂ
2 4 9 (3.116)
+ Efi,j—l + §fi,j + 1—8fz‘,j+1
1 2 1 ..
+ %fi-i—l,j—l + Efi—i—l,j + %fiﬂ,jﬂ’ 1<i,j<N-1

2- Produit kroneckerien

Les vecteurs Uy, Ugr, Ug, Up € RN=1 des données de Dirichlet aux quatres arétes du
carré ainsi que les valeurs de u aux quatres sommets du carré, Urg, Urr, Urp, UrT,
sont connus par la condition de Dirichlet u = ¢g au bord. Numériquement, le produit
kroneckerien de deux matrices quelconques d’ordre N — 1 nécessite normalement (N —
1)* opérations, ce qui est prohibitif. Pour évaluer un tel produit, on calcule les vecteurs
Gz, Gy en (3.88) en utilisant (3.22). Cela donne :

1
Gx = ﬁ(gel ®PSUL+g€N—1 ®PSUR)

1
+ W(HUB‘Fg(elULB‘FeN_lURB)) X e (3'117)
1
+ W(HUT+Q(€1ULT+€N_1URT)> KenN-1,
et ) )
Gy = ﬁ(PsUB@JQel + PUr @ Gen—1)
1
+ 6?61 & <HUL+Q(€1ULB+€N—1ULT)> (3.118)

1
+ GhEeN-1 ® <HUR +G(enUrp + €N—1URT)>-
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(3.117) et (3.118) contiennent seulement des produits kroneckeriens de vecteurs, ce qui
est numériquement intéressant car ils nécessitent seulement (N — 1)? opérations.

L’implémentation des vecteurs dérivés U, et U, donnés dans la proposition 3.4 est
effectuée en utilisant également la propriété (3.22) dans les produits kroneckeriens (£ ®

N(e1®@Up+ey 1 @UR) et I@E)(Up®er+Up@en_1) € RNV Cest-a-dire

U, = %((D RNU + (Ee1 @UL) + (Een—1 ® UR)>, (a)
(3.119)
U, = %(<I®D>U+ (U & Eer) + (U ®seN_1>>, (b)

ou les matrices D = D(A, B) et £ = E(B,C) sont données en (2.113).
Pour les vecteurs (D@ I)U et (I@D)U € RV=D? on a implémenté des fonctions dans
la librairie HBoxLib qui nous permet de les calculer avec un coiit de O(N?).
3- Transformée en sinus (dimension 1)
Soit TS1 l'application suivante
ROV-1) _ L RN-D)

(3.120)
= (7)1<i<n—1 — y = TS1(x)

N-1 .
tel que y = (yj)1<j<nN—1 avec y; = Z X sin(%), 1<j<N-1
Numériquement, y peut étre calculé ;;):alr un algorithme rapide avec un cout O(Nlogy(V)).
Ici, cf annexe pour l'algorithme rapide de calcul de TS1(x).
4- Transformée en sinus (dimension 2)

Soit T'S2 I'application suivante

RWN-1) o R(N-1) _ IR(N—I)2
(3.121)
T = (zijh<ij<n-1 — Yy =TS2(x)
tel que y = (Yk1)i1<ki<N—1 avec
= ikm 14
Yei = Y Tij sin(w)sin(%), 1<kI<N-L (3.122)

1,j=1

Numériquement, y peut étre calculé par un algorithme rapide avec un coiit O(N2logy(N)),
cf annexe pour 'algorithme rapide de calcul de TS2(z).

4- Transformée en sinus (dimension 3)
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Soit T'S3 I'application suivante

ROV-DRWN-1) o p(N-1) __, R(N_I)Q

(3.123)
= (Tijr)i<ijr<n-1  —y=TS3(z)
tel que ¥ = (Y1,m,n)1<t,mn<N—1 avec
k
Yimn = Z T ksm ) i (]n];w)sin(%), 1<i,mmn<N-—1. (3.124)

1,5,k=1

Numériquement, y peut étre calculé par un algorithme rapide avec un coiit O(N3log,(N)),

cf annexe pour l'algorithme rapide de calcul de TS3(x).

On présente I'implémentation de I'algorithme 2.

Algorithme 2 (Implémentation).

— Etape 1 : On a F = h? (F — Gy — Gy,l) € RV-1D? On calcule F = veca (TI°f)
comme indiqué en (3.116). G, 1 et Gy sont calculés comme indiqué en (3.117) et
(3.118). On obtient F. Le calcul des FkZ’l coefficients de F' dans la base Z* @ Z!

s'obtient de la facon suivante. Le vecteur F' € RN —D? géerit

N-1
P =Y Fjlei @¢j). (3.125)
Or
FZ = (FZ ® Zh)
N- (3.126)
= Z e, 28 @ 2",
et
(ei®e;, 2802 = (ZF® 2N (e;®e¢))
(ZF)T @ (27 (ei @ ¢;)
(Z")Te; @ (ZHTe
Y (3.127)
= Z.kzl
2 itk . jlm
= Nsn( ~ )SIH(W)’
donc les composantes F), kZJ sont
kmw, . glmw
Z NF,]sm ) sin(5)- (3.128)

3,j=1
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— Etape 2 : Le calcul des coefficients U kZ ; du vecteur U dans la base Z k@ Z! s’obtient

par
H\U = FZ. (3.129)
(3.129) est équivalent a
N—-1 N-1
H Y Uf(ZFe ') = 2(ZF @ ZY, (3.130)
k=1 k=1
ce qui donne
N-1 N-1
S UAB(ZF e 2 = 2 (28 @ 21, (3.131)
k=1 k=1

avec (3, les valeurs de Hy. Z k @ Z! etant une base orthonormale on obtient

FZ
Uty = % (3.132)

d’ot (3.113). Numériquement, les coefficients U, sont calculés par (N — 1)? divisions.

— Etape 3 : A I'étape 2, on a calculé les coefficients U, kZl de vecteur solution U dans la
base Z*® Z!. Dans cette étape, on calcule les coefficients Ui j de U dans la base cano-

nique e; ®e;. Ceci est effectué par la transformée inverse en sinus rapide (cf annexe).

3.8.3 Résultats numériques pour le schéma HB1

On montre quelques résultats numériques obtenus par le schéma HB1 en utilisant 1’al-
gorithme 2. Le code de calcul est effectué en Matlab et Fortran 90. Le probléme résolu
est (3.37) sur Q = (0,1)2. Pour mesurer les erreurs, on utilise la norme L? discrete
définie par )

s =l = (3 sl ) = s ) (3.13)

0.

Les vecteurs dérivés U, et U, sont calculés par (3.119) en remplacant les matrices
D et &£ par les matrices Dy et &;. Les matrices D1 = Dy(A1,B1) et & = &(B1,Cq)

sont obtenues & partir de (2.113) en remplacant les matrices A, B, C par les matrices
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N, x Ny ”uex — uHh Hu:c,ez - u:c”h T = Tyatlab ~ Tro0 T/(NzlogQ(N))
128 x 128 5.873(—6) 1.617(—5) 0.29s. 0.01s. 2.528(-6)
Taux de conv. 1.99 1.87
256 x 256 1.468(—6)  4.420(—6) 0.57s. 0.09 1.087s.(-6)
Taux de conv. 2.00 1.89
512 x 512 3.670(—7) 1.191(—6) 3.19s. 0.53s. 1.352(-6)
Taux de conv. 2.00 1.90
1024 x 1024 9.177(=8)  3.179(-7) 20.46 s. 2.43s. 1.951(-6)
TaB. 3.1: Erreur et taux de convergence pour le schéma HB1 avec

Uer (2,y) = exp(—((z — 0.5)? + (y — 0.5)2))

N, x Ny ”uex - uHh Hu:c,ez - u:c”h T = Tyatlab  Tro0 T/(NzlogQ(N))
128 x 128 5.674(—6)  1.318(—4) 0.33s. 0.03s. 2.877(-6)

Taux de conv. 4.02 4.03

256 x 256 3.474(—7)  8.038(—6) 0.64 s. 0.17s.  1.220(-6)

Taux de conv. 4.00 4.00

512 x 512 2.160(—8)  4.993(—7) 3.21s. 0.65s. 1.360(-6)

Taux de conv. 4.00 4.00

1024 x 1024 1.348(—9)  3.116(-38) 20.62 s. 2.34s. 1.966(-6)

TaB. 3.2: Erreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uer(2,y) = exp(—400((z — 0.5)* + (y — 0.5)*))

Ay, By, C; en (2.43) respectivement.

Test 1 : Ce cas correspond a la gaussienne
Uee(,y) = exp(—a((z — 0.5)* + (y — 0.5)%)). (3.134)

Test 1.1 : o = 1. Ce cas correspond a la gaussienne avec des gradients modérés. Les
résultats numériques sont donnés dans la table 3.1. Observons la précision d’ordre 2
du schéma HBI1 pour les trois inconnues. La taille du probleme pour N = 1024 est
d’environ trois millions d’inconnues.

Test 1.2 : a = 400. Ce cas correspond & une gaussienne avec fort gradient. Les résultats
sont donnés dans la table 3.2 jusqu’un maillage de taille N = 1024 dans les directions
de x et y. On voit que le schéma HBI1 est d’ordre 4 pour ce tel cas, car cette fonction
est nulle au voisinage des points de bord xy et xn. Dans ce cas le schéma HBI1 est
beaucoup plus précis que le schéma différence finie standard cinq points (DF2)(figure
3.6).
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Fia. 3.3: Temps calcul en Matlab et F90 pour le test 1.1

Test 2 : Dans ce cas, la solution exacte est uez(7,y) = In(z + y? + 1). Les résultats

sont donnés dans la table 3.3. Le schéma HBI1 est d’ordre 2 pour ce cas.

Test 3 : On considére ici le cas le plus difficile avec isolignes sur la premiere dia-
gonale. La solution exacte est e, (x,%y) = cos(57(x — y)3). Dans la table 3.4 le taux de
convergence du schéma HB1 est deux pour les trois inconnues. Une bonne précision est

atteinte sur la grille finale.

Test 4 : On présente dans la Table 3.5 des résultats numériques d’un cas présenté dans

[8] avec la solution exacte
Uer(2,y) = exp(—30((z — 0.5)* + (y — 0.5)%)) cos(20(z +y — 1)). (3.135)

Ce cas est difficile a calculer. Une bonne précision est atteinte sur la grille finale, moins

précise que celle obtenue en [8]. Noter que le schéma HBI calcule les dérivées ce qui
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N, x N, e —ulln |ueee —valln Nuyer —uylln T =Tntanab Troo  T/(N?logy(N))
128 x 128 4.820(—6)  2.596(—5) 3.058(-5) 0.29s. 0.07s. 2.528(-6)

T. C. 1.99 1.85 1.88

256 x 256 1.205(—6)  7.224(—6) 8.296(-6) 0.58s. 0.10s. 1.106(-6)

T. C. 1.99 1.87 1.89

512 x 512 3.014(—=7)  1.975(—6) 2.225(-6) 3.37 s. 0.65s. 1.428(-6)

T. C. 1.99 1.89 1.91

1024 x 1024 7.536(—8)  5.331(—7) 5.917(-7) 21.91s. 2.35s.  2.089(-6)

TaB. 3.3: Erreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uea(z,y) = In(z + % + 1)

N, x Ny ”Uex - uHh Hu:c7ez - u:c”h T = Tyatlab  Tro0 T/(NlegQ(N))
128 x 128 1.200(—3)  4.310(—2) 0.29s. 0.03s.  2.528(-6)

Taux de conv. 2.00 1.85

256 x 256 2.987(—4) 1.190(-2) 0.80s. 0.10s. 1.525(-6)

Taux de conv. 1.99 1.89

512 x 512 7.489(—5)  3.200(—3) 3.75s. 0.625s. 1.589(-6)

Taux de conv. 1.99 1.91

1024 x 1024 1.873(—=5)  8.506(—4) 23.58 s. 2.35s.  2.248(-6)

TaB. 3.4: Erreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uer (2,y) = cos(5m(x — y)?)

N, x Ny ||uem — uHh Hum,ex — u(L’Hh T = Tviatlab ~ Tr90 T/(N210g2(N))
128 x 128 2.572(—6)  3.619(—H) 0.29s. 0.03s. 2.528(-6)

Taux de conv. 3.34 3.07

256 x 256 2.534(—7)  4.285(—6) 0.67s. 0.14s. 1.277(-6)

Taux de conv. 2.29 2.16

512 x 512 5.163(—8)  9.592(—T7) 3.99s. 0.67s. 1.521(-6)

Taux de conv. 2.02 2.00

1024 x 1024 1.270(—=8)  2.390(—7) 22.45s. 2.56s. 2.141(-6)

TaB. 3.5: Erreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uez (2,y) = exp(—30((x — 0.5)% + (y — 0.5)?)) cos(20(z + y — 1))

n’est pas le cas dans [8].
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3.9 Le schéma boite hermitien HB2 en dimension 2

3.9.1 Forme matricielle du schéma HB2

11 résulte de la proposition 3.5 que le schéma HB2 (3.56) possede la forme matricielle

suivante

1
73 (M2 ® Pyt P @Ha) = F = G = Gya, (3.136)

ou

e Le vecteur F' correspond au terme source moyenné en (3.40),
F = vecy(TIVf). (3.137)

e Les vecteurs G, 2,Gy2 € RNV-1)? correspondent aux conditions de bord non ho-

mogenes,
Geo = %(% ® Ps)(e1 @ UL +en-1 ® Ug)
+ # (HQUB + Ga(erUrp + eN—lURB)> ® eq (3.138)
+ # <H2UT + Ga(erUrr + eN—lURT)> ®en_1,
et )
Gy = ﬁ(Ps®gz)(UB®e1+UT®eN_1)
+ 6%61 ® <H2UL + Go(e1Urp + €N—1ULT)> (3.139)
+ 6%6]\/—1 ® <H2UR + Ga(e1Urp + €N—1URT)>,

ou les matrices Az, B, Cy sont les matrices données en (2.122) et Hy = Ho (A2, Bs), G2 =
Ga(Ba,C2) sont les matrices données en (2.127). On remarque que la structure matri-
cielle du schéma HB2 (3.136) conserve exactement la méme forme que celle du schéma
HBI (3.102).

En outre, en utilisant la structure de la matrice Hs (2.173), on obtient

Ho® Py + Py ®@Hy = (H1 ® Ps+ Ps@Hi) + (RST @ Py + P,@ RST) . (3.140)

Ho Hy 6H

Le systeme linéaire a résoudre est donc

HyU = h*(F — Gypo — Gy2). (3.141)
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Donnons maintenant la structure détaillée de la matrice 6 H.

La matrice P, s’exprime sous la forme
P, = Zdiag(ay, - ,an,)Z". (3.142)

On définit le vecteur Z"* ¢ RWV=1 par 7"+ = a,lg/2Zk. La matrice Z' € My_1(R) est
définie par
zZ' =z, 2N (3.143)

(3.142) se réécrit
P,=27'7"T. (3.144)

Donc la matrice dH en (3.140) peut s’écrire sous la forme

6H = RST@P,+P,®RST

St ez
Stez

= |Rie©Z, - R0 2,2 @R, 2 @Rs| | °
Z/,T ® Sl

i 7" @ Sg |
= LM7T.
Les matrices rectangulaires L, M € My_1y2 12(nv—1)(R) sont
L= [le"' 7L12]7 M:[Mb 7M12]7 (3145)

ou les matrices L;, M; € M(y_1y2 (y—1)(R) sont, pour 1 <7 <6,

LZ':RZ'®Z/, L; :Z/®RZ‘,
{ 0 (3.146)

M;,=85® Z,, Mi+6 =7'® S;.

La base de notre algorithme rapide est la formule de Sherman-Morrison-Woodbury
(2.155). En appliquant cette formule & (3.140) on obtient I'inverse de la matrice Hy =
H+LMT,

-1
Hfﬂﬁ—m%@wm+wﬁ%>wa (3.147)
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(3.147) est la base de I'algorithme rapide détaillé dans la section suivante.

3.9.2 Algorithme rapide pour le schéma HB2

Cette section est consacrée a 'un des résultats les plus importants de ce travail. Il
consiste en une procédure rapide de résolution du systeme linéaire (3.141) en utilisant
(3.147). L’efficacité de cette procédure s’appuie sur deux éléments.

e La premiere est la formule de Sherman-Morrison-Woodbury (2.155). Elle permet de
ramener la résolution d’un systeme de la forme HoU = b a celles de systemes linéaires
de la forme H U = b.

e La transformée en sinus rapide. Ceci nous permet de résoudre & un cout de calcul de
O(N?%logy(N)) les systémes linéaires qui interviennent. L’algorithme correspondant &
(3.147) est le suivant.

Algorithme 3. - Etape 1 : Calcul de F = hQ(F—GLg—GyQ) c RIN=1? Résolution
de systeme linéaire

Hig=F, (3.148)
par Ualgorithme 2. Le vecteur g € R(N-1)?

— Etape 2 : Calcul de vecteur Mg € RIZV-1)

est stocké pour ’étape 7.

T
MTg = {Mng,Mgg,..,MlTQg} . (3.149)
Par exemple, la premiére composante M g € RNV egt
T
Mg = |:(S1 ® 2" g, (S1® Z”N_l)Tg] . (3.150)

Pour 1 <[l < N —1, la composante n°l du vecteur Mng en (3.150) est

N-1 N—-1
(S1@z2MTy = (S1)i gi,jZ]/"l
=1 i=1
v N (3.151)
= O‘ll/2 Z(Sl)z gZJZJl
i=1 j=1
Les termes
N-1
912k 1<i< N -1, (3.152)
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sont calculés par la transformée en sinus rapide en utilisant
N—1 LN-1 .
2?2 glm
1 .

Cette méthode est utilisée dans (3.149) pour calculer MQTg,...,MGTg. Considérons

ensuite les composantes de M%F g,

(Z"F @ sy = (S1); > giZ"
=1 =1
= v T N (3.154)

~1
= o/’ > (S0 > g2
=1

Jj=1

A nouveau, la transformée en sinus rapide est utilisée pour calculer

= 2 2 N1 ik
k .
1= 1=

Les vecteurs M8Tg, <oy Mg sont calculés de la méme maniére. Les N—1 transformées
en sinus rapide en (3.153) et (3.155) sont effectuées a un coit de O(2N?logy(N)).
Pour chaque 1 <1 < N —1, le produit scalaire en (3.151) ou (3.154) ajoute un cout
additionnel de 2N . Le coit des produits scalaires est donc 24N?. En total, le coit de
Uétape 2 est en O(12N%logy(N)) + 24N2.

- Etape 3 : Résoudre le systéme linéaire auziliaire dans R12(N-1),
(hav—1)+MTH ' Lyw = M"g. (3.156)

La complexité algorithmique de l’algorithme repose sur Uefficacité de cette résolution.
On utilise Ualgorithme GMRES sans préconditionnement. Des détails sur l'tmplémentation

et le cout de calcul de cette étape sont donnés dans la section 3.10.2.

— Etape 4 : La solution w € R®2W-Y de étape 3 est décomposée en
w = [w, wa, ...,fwlg]T,wl,wg, ywpg € RVL (3.157)
On note t € R12WN=1 e produit t = Lw.

t =11 +to+ 13+ ... + t12, (3.158)
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avec

t = (Rl ® [Z”1,~~~ ,Z”’N_l])’wl , to= (RQ ® [Z"l,"' 721,N—1])w27

ts = (Rs ® 2", Z"N"ws | tg = (R ® [2", .., Z°N 1),
t7 - ([2,717 T 7Z,7N_1] & Rl)w7 ) t8 - ([2,717 Tt 7Z,7N_1] & R2)w87

tn = (2", Z"N @ Ry)wnr, ti2 = ([2",--, 2"V @ Rg)wra.

(3.159)
Par exemple, on a pour 1 <1,5 < N —1,
N-1 N-1
(t1)ij = (R1)i Z(wl)lZJ/"l ) (t2)i; = (R2)i Z(w2)lzgl"la
N = (3.160)

(ti)ij = (Rs); 3 (wineZ™ . (ti2)ij = (Re); Y (Wi 20",
=1 =1

o
o

Chaque somme dans le membre de droite est calculée par sinus rapide, ce qui donne
un coit de calcul de O(12N2logy(N)). Chacun des 12 wvecteurs ty,...,t12 nécessite
également N? multiplications. La somme en (5.149) demande 12N? additions. Cela
donne donc un coiit total de O(12N?logy(N)) + 24N2.

Etape 5 : Résolution du systéme linéaire dans R(N-1)?
v=H't, (3.161)

par Ualgorithme 2. Le coit de calcul est O(2N%logy(N)) + O(N?).
Etape 6 : Assemblage de la solution U € RWV-1? gy systéme linéaire (3.136) par

U=g-—v, (3.162)

ot g et v e RNV sont donnés en (3.148) et (3.161) respectivement. Le cout de
calcul est O(N?).

Etape 7 : Calcul si nécessaire des gradients hermitiens U, et Uy en remplagant dans
(3.119) les matrices D et £ par les matrices Dy et E. Les matrices Dy = Do( Az, Ba)
et £ = E3(By,Co) sont obtenues a partir de (2.113) en remplagant les matrices
A, B, C par les matrices Ag, Ba, Co (2.122) respectivement. Ce calcul est décrit en

détail dans la section 3.8.2.
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Noter quil n’est a priori pas possible d’utiliser une méthode itérative classique utilisant
la matrice d’itération H, LRST . En effet, on vérifie numériquement que le rayon spectral

de H| TRST est 1.48. Ceci justifie 'intérét de I’algorithme ci-dessus.

3.10 Mise en oeuvre du schéma HB2

3.10.1 Introduction

Dans cette section, on présente des détails pratiques de 'implémentation de 1’étape 3
de l'algorithme 3 pour le schéma HB2. Les résultats principaux sont les suivants :

- Mise en evidence de efficacité algorithmique de 1’algorithme 3 sur un PC de bureau.
On peut traiter une taille 4096 x 4096(16 millions d’inconnues, 48 millions avec les
gradients), [1].

- Mise en évidence du conditionnement modéré de la matrice auxiliaire.

3.10.2 Détail de I'implémentation de ’étape 3 (résolution du systéme

auxiliaire)

On détaille I'implémentation de I’étape 3 de ’algorithme 3 qu’on utilise pour résoudre
le systéme linéaire du schéma HB2 (3.136).
- Résolution de (3.156)

La matrice de ce systeme linéaire est
Liyn—1y + MTH{'L, (3.163)

avec _ _
Mia 'L, M{H 'L, .. M{H 'Ly

MIH'L; MIH 'Ly, .. MJH;'Ly

MYH 'L = (3.164)

| MLHT'Ly MLH{ Ly .. M{pH; 'L
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Les matrices My et Ly € My_1)2 y_1(R), 1 <k <12, sont données en (3.146).

Les matrices MZT H le s’écrivent

MIH 'Ly = (Si® ZYTH Y (R; ® Z'), 1<i,j <6, (a)
MIH'L; = (Si® Z’)THl_l(Z’ ®R;), 1<i<6, 7<j<12, (b)
MIH'L; = (Z' @ S)"H /Y (R; @2, 7<i<12, 1<j<6, (c)
MIH 'Ly = (Z2'® S)TH Y (Z' ® R;), 7<i,j<12. (d)
(3.165)

En écrivant les vecteurs S;, R; € R®™-1 dans la base orthonormale (Z k)lgkg N_1, Oon

obtient

N-1
Si = Sz,ka7
Ijv:—l (3.166)
Rj = T‘j’lZl.
=1
On a donc
RjoZ = Rjo |24, 2% 28]
_ [Rj ® 2", R;j® 2, .., R; ® Z’vN—l},
et

SZ'®Z/

Sz® |:Z/’1, Z/’2,..., Z/,N—l]

- [SZ- 72", S0 2" .., S Z”N‘l].
e Cas (a) dans (3.165). Pour 1 <4,j <6, on a
MIH'L; = (Si®@ Z) ' H Y (R; @ 7). (3.167)
Donc
(5@ 2T HTY(R; ® 24 (8; ® 22T HT
(S; @ Z")TH Y R; ® Z"") (S;i@ 2" TH

(S;@Z)\'H Y(R;®Z') =

(Sz ® Z/,N—l)T
(3.168)

I (Sz ® Z,’N_l)THl_l(Rj ® Z,’l)

l(R] ®Z/,N—
l(R] ®Z/,N—

Y
Y

H—I(Rj ® Z/,N—l)



Chapitre 3. Schémas boite hermitiens sur géométrie cartésienne 102

Or (S;® Z")YTH{ Y (R; ® Z'"™) = 0sil # m car la base ZF ® Z! est orthonormale. Si

[l=m,ona

N-1 N-1
(Si@ Z"™TH  (Rj® 2"™) = () sinZ" @022 H N (Y rjuZl @ a)?2™)
k=1 1=1
N-1 N-1
= (Z si7ka},{2Zk ® Zm)T(Z rj7la%2ﬂljnlqul ® Z™)
k=1 1=1
N-1
= Qi kT ko
\ k=1
(3.169)
avec [, les valeurs propres de la matrice H; données en (3.110). L’équation (3.168)
donne
- N—1
Si,krj,kalﬂk_& 0 . 0
k=1
N-1
B 0 SikTj k20 5 0
(Si2Z\'H{ Y (R;©Z') = — ,
N-1
0 0 . Z Sz‘,krj,kaN—lB];]lv_1
L k=1
(3.170)
Le cotit de calcul de (3.170) est O(N?).
e Cas (c) dans (3.165). Pour 7<i¢ <12, 1 <j<6,o0na
MIH'L; = (Z' ® S;)H{ ' (Z' ® R)), (3.171)

alors (Z" @ $))TH; Y(Z"™ ® R;) = 0'si | # m car la base ZF ® Z! est orthonormale. Si

l=m

=

-1
(Z'meS)'H Y (Z"™ @ R;) = Qmi kB Tk (3.172)
1

b
Il

D’ou I’égalité entre les blocs (3.165), et (3.165)4.
e Cas (b) dans (3.165). Pour 1 <: <6, 7<j <12,

MIH'L; = (Si® Z)'H{ ' (Z' ® R)). (3.173)
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N 8 16 32 64 128 256 512

Cond. 11.3376 11.2784 11.2299 11.2015 11.1851 11.1757 11.1703

TaB. 3.6: Conditionnement de la matrice Iypn—1) + MTH; 'L

On a
(S; @ ZNWT'H Y ZM @ R;)) v (Si@Z2"YTH N ZN T @ R))
(Si02V T (Z'0R,) - (S; @ Z")TH; Y (Z" @ R)) v e (Si®@Z2)TH N (Z"N T 9 R))
i 1 i) =
(S; @2 NNWTH N (Z"MeR) .. .. (SiezZ"NNYWTH Y Z'!N"1e R))
i (3.174)
Or
(8; ® ZYTHTY(Z"™ @ Ry) = o2 simB 0l i, (3.175)
alors
a}/Qsi,lﬂi%ai/er,l e Ot}/QSi,N_lBK;l_Lla%lej,l
1/2 —1_1/2 1/2 _ 1/2
(SZ-®Z’)TH1_1(Z’®R]-) _ a2/ si,lﬁléal/ 75,2 R O‘z/ Si,N—lﬁNl—LzO‘J\{—ﬂﬂj,?
i a%zlsi,lﬂi}v_laimrj,N—l e Oé}\ﬁlSi,N—lﬂﬁl_l,N_la]l\ﬁlT’j,N—l |
(3.176)
Le coiit de calcul de (3.168) est O(N?).
e Cas (d) dans (3.165). Pour 7 < 1,5 <12, on a
MIH 'L, = (Z' @ S)H Y (R; @ Z'), (3.177)
alors
(2" © S)THT (R; @ Z™) = o) P simB k0 ?rs (3.178)

D’ou ’égalité entre les blocs (3.165) et (3.165)..
Finalement, le cofit de calcul de la matrice (3.163) est 720(N?). On présente dans la
table 3.6 le conditionnement de la matrice (3.163). Il apparait clairement indépendant

de la taille de maillage N.
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3.10.3 Résultats numériques pour le schéma HB2

On donne quelques résultats numériques obtenus par le schéma HB2 pour le probleme
de Poisson (3.37) sur Q = (0,1)? en utilisant I’algorithme 3. Deux codes de calcul ont
été réalisés, le premier en matlab, le second en Fortran 90, sur un PC de processeur
Intel Core2 Duo, 2.8GHz, 3.48 Go de RAM. Le temps calcul en Matlab T' = Tfat1ap €St
calculé & l'aide des fonctions tic et toc. Le quotient 7'/(N?log,N) apparait constant
ce qui indique une complexité arithmétique O(N?logy,N).

En Fortran 90, le code de calcul est séquentiel et utilise le compilateur g95 avec niveau
d’optimisation —Os. On utilise la librairie fftpack5.£90 pour la transformée en sinus
rapide, [35]. Le temps calcul Trgg est calculé en utilisant la fonction cputime.

On utilise la norme L? discréte pour mesurer Ierreur

(NI

e — ul|p = <h2 > (uea(wiyy;) — ui,j)2> . (3.179)
0.
Rappelons que les conditions au bord non homogenes, qui sont données dans les vecteurs
Gz et Gyo (3.138, 3.139), donnent une contribution additionnelle dans le membre de
droite. Les cas tests proposés sont les mémes que pour le schéma HB1( voir la section
3.8.3).

Test 1 : On considere la fonction gaussienne ey (z,y) = exp(—a((x—0.5)2+(y—0.5)?))
comme solution exacte ou « est une constante. Ce cas est introduit dans [8].

Test 1.1 : @ = 1. Ce cas correspond & une gaussienne avec des gradients modérés
(figure 3.5). Les résultats sont présentés dans la table 3.7 jusqu’a une grille de taille
N = 1024 dans les directions x et y . Dans ce dernier cas, la taille du probleme est d’en-
viron un million d’inconnues. La précision est d’ordre 4 pour les 3 inconnues u, Uz, uy.
La figure 3.5 montre que le schéma HB2 donne une solution u plus précise que celles
obtenues par le schéma HBI et le schéma a 5 points (DF2).

Test 1.2 : a = 400. Ce cas correspond a celui d’une gaussienne avec fort gradient
(figure 3.6). Les résultats sont présentés dans la table (3.8) jusqu’un maillage de taille
N = 1024 dans les directions de x et y. La figure 3.6 montre que les schémas HB1 et
HB2 possedent la méme précision, alors que le schéma DF2 est moins précis dans ce

cas.

Test 2 : On considére la solution exacte ue(z,y) = In(x + y* + 1). Les résultats sont

donnés dans la table 3.9. Le nombre d’itérations de GMRES est egal a 15. Notons que
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Nz X Ny Huex — uHh Huz,ex — quh T = TMatlab TFQO T/(N2log2(N)) GMRES it.
128 x 128 2.385(—10) 5.793(—10) 0.82s. 0.17s. 7.149(-6) 15

Taux de conv. 3.98 4.01

256 x 256 1.504(—11)  3.585(—11) 1.78s. 0.60s. 3.395(-6) 15

Taux de conv. 3.99 3.97

512 x 512 9,444(—13) 2.284(—12) 7.23s. 2.78s. 3.064(-6) 15

Taux de conv. 4.02 0.79

1024 x 1024 5.796(—14) 1.319(—12) 55.84 s. 11.62s.  5.325(-6) 15

TaB. 3.7: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec

Uer (2,y) = exp(—((z — 0.5)? + (y — 0.5)2))

60 T T T T T T T T T

50

40

temps en Matlab

30

Temps en sec.

20

temps en F90

10

0 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Taille de maillage N=NX

Fia. 3.4: Temps calcul en Matlab et F90 pour le test 1.1
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Nz X Ny Huex — uHh Hu%w — uxHh T = TMatlab Tpgo T/(NlegQ(N)) GMRES it.
128 x 128 5.674(—6)  1.318(—4) 0.96 s. 0.12s.  1.207(-5) 12
Taux de conv. 4.02 4.03
256 x 256 3.474(—7)  8.038(—6) 2.79s. 0.68s.  7.677(-6) 14
Taux de conv. 4.00 4.00
512 x 512 2.160(—8)  4.993(—7) 12s. 3.14s.  7.337(-6) 16
Taux de conv. 4.00 4.00
1024 x 1024 1.348(—9)  3.116(—8) 64 s. 13.78s. 8.805(-6) 17
TaB. 3.8: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Uex (2, ) = exp(—400((z — 0.5) + (y — 0.5)%))
N, x N, |ter —ulln |tuzer —wzlln |tyer —uylln T = Tnvagab  Troo T/(N*ogy(N))
128 x 128 3.478(—10) 5.509(—9) 9.421(-9) 1s. 0.14s.  1.257(-5)
T. C. 4.00 3.96 3.99
256 x 256 2.167(—11) 3.526(—10) 5.917(-10) 2.94s. 0.54s.  8.090(-6)
T. C. 4.00 3.97 3.99
512 x 512 1.351(—12) 2.250(—11) 3.719(-11) 12.5s. 2.56s.  7.643(-6)
T. C. 4.00 3.41 3.74
1024 x 1024 8.420(—14) 2.109(—12) 2.782(-12) T1s. 11.64s. 9.768(-6)
TaB. 3.9: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec

Uea(z,y) = In(z + % + 1)

la précision de I'ordinateur 10~'2 est atteinte pour N = 1024, comme c’est déja observé

dans la décroissance du taux de convergence pour uz, .

Test 3 : On considere le cas oll U, (7,y) = cos(5bm(z — y)3). Ce cas est plus diffi-
cile avec des isolignes le long de la premiere diagonale. Le taux de convergence est a
peu pres 4 pour les trois inconnues u, Uz, uy. Les résultats sont donnés dans la table

3.10. Une tres bonne précision est atteinte sur la grille finale avec N = 1024.

Test 4 : On présente dans la table (3.11) les résultats numériques d’un cas présenté
dans [8] avec la solution exacte
Uex(2,y) = exp(—=30((z — 0.5)* + (y — 0.5)%)) cos(20(z +y — 1)). (3.180)

La fonction (3.180) présente de tres forts gradients et des oscillations(figure 3.7). Une

trés bonne précision est atteinte sur la grille finale, moins précise cependant que celle
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Nz X Ny Huex — uHh H’u,xﬁz — uxHh T = TMatlab TF90 T/(NlegQ(N)) GMRES it.
128 x 128 2.985(—5)  1.169(—3) 1s. 0.26s. 1.257(-5) 16
T. C. 3.99 3.78 3.79
256 x 256 1.869(—6)  8.402(—5) 3.1s. 0.70s. 8.530(-6) 16
T. C. 4.00 3.84
512 x 512 1.163(—=7)  5.834(—6) 13.23s. 2.60s. 8.090(-6) 15
T. C. 4.00 3.95 3.85
1024 x 1024 7.240(—9)  3.967(—7) 76.23 s. 11.53s. 1.048(-5) 15
TaB. 3.10: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Ueo(,y) = cos(5m(x — y)?)
Nz X Ny Huex — uHh Hu%w — uxHh T = TMatlab TF90 T/(NlegQ(N)) GMRES it.
128 x 128 2.440(—6) 3.308(—5) 0.99s. 0.12s. 1.245(-5) 13
Taux de conv. 4.00 4.00
256 x 256 1.518(—7) 2.056(—6) 2.8s. 0.48s. 7.704(-6) 12
Taux de conv. 4.00 4.00
512 x 512 9.480(—9) 1.283(—7) 11.69s. 2.26s. 7.148(-6) 12
Taux de conv. 4.00 4.00
1024 x 1024 5.923(—10) 8.021(—9) 62s. 10.28s.  8.530(-6) 12
TaB. 3.11: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec

Uez (7, y) = exp(—30((z — 0.5)% + (y — 0.5)?)) cos(20(z +y — 1))

obtenue en [8]. Noter toutefois que le schéma HB fournit une approximation de I'in-

connue et du gradient, ce qui n’est pas le cas dans [8]. De plus, [8] utilise une méthode

de soustraction de singularité, ce qui n’est pas le cas ici.

1

1Le travail de ce chapitre et le chapitre précédent a été publié au Journal of Scientific Computing

dans 'article [1]
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F1G. 3.5: A gauche, la solution exacte e, (z,y) = exp(—(x — 0.5)2 — (y — 0.5)?). A
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FIG. 3.6: A gauche, la solution exacte ey (z,y) = exp(—400(x —0.5)2 —400(y —0.5)?).
A droite, des courbes de convergence.
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FIG. 3.7: ter(z,y) = exp(—30((z — 0.5)2 + (y — 0.5)2)) cos(20(x + y — 1)). A droite,
des courbes de convergence.






Chapitre 4

Algorithmes de type boite

hermitien

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3 on a introduit une famille de schémas boite hermitiens pour le
probleme de Poisson en géométrie cartésienne. Nous voulons a présent utiliser le schéma
pour des problemes plus généraux.
e Une premiere application concerne des modeles elliptiques plus complexes que le
probleme de Poisson. On veut résoudre des équations elliptiques non séparables du
type

—div(a(z,y)Vu) = f, sur(, (4.1)

avec conditions au bord de Dirichlet. On introduit d’abord un schéma boite hermitien
pour de tels problemes. Ensuite on résoud le schéma obtenu en adaptant ’algorithme
de Concus [11]. Le principe est d’utiliser une méthode de relaxation et d’adopter 1’al-
gorithme 3 comme solveur de base.

e Une seconde application est la définition d’un schéma boite hermitien multiéchelle
pour le probléme de Poisson (3.37). La méthode utilisée est de type “local defect correc-
tion”. Elle consiste en la décomposition du domaine €2 en deux grilles, I'une “grossiere”
et autre “fine”. La résolution sur la grille fine est supposée plus précise que celle sur
la grille grossiere. On applique cette méthode pour résoudre des problemes de Poisson
dans un carré ou la solution possede une région de “forte activité”, c’est-a-dire a fort

gradient.

111
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4.2 Définition du schéma (HB) pour certains problémes

elliptiques non séparables

On considere le probleme de Dirichlet pour I'équation elliptique & coefficients variables

suivante
{ Lu(e,y) = f@y), @y e (o) 42)
u(z,y) =g(r,y), (z,y) € =T. (b)
Dans (4.2), Q = (a,b)? est un carré et £ désigne I'opérateur elliptique
0 ou 0 ou
== oz -2 o . 4.
Lul,y) = — - () g @29)) = 5-(ale ) 5o ) (4.3)
La diffusion est isotrope donnée par la fonction scalaire a(x,y) qui vérifie
0 < amin < a(x,y) < amax- (4.4)
On note également Ly = —A,
0 /0u 0 /0u
Loule,) = —5-(5500) = 5 (5, 0). (45)

Dans la suite on suppose que a(z,y), f(x,y) et g(x,y) sont telles que la solution u(x,y)
est suffisamment réguliere. La positivité de a(x,y) implique que 'opérateur £ est défini
positif. La méthode de Concus [11] consiste a effectuer le changement de variables

suivant
w(x,y) = [alx,y)]*u(z,y), (4.6)

on suppose que a'/? est deux fois différentiable. Dans ce cas, 1’équation (4.2), devient
a V2L = —Aw+pw =g, (4.7)

avec

{ p:a—1/2A(a1/2)7 48)

q=a"12f.

Les conditions au bord pour w(z,y) sont

w(z,y) = a*(z,y)9(z,y), (x,y) €T (4.9)
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Le probleme (4.2) est équivalent a

{ Muw(z,y) = q(z,y), (z,y) € Q, (4.10)
w(z,y) = a*(z,y)9(z,y), (z,y) € 09,
M=—A+p. (4.11)

Donc la relation (4.6) transforme l'opérateur £ en un autre opérateur dont la partie
différentielle d’ordre 2 est —A. On introduit les deux variables v! = 9,u et v? = Oyu.

La forme mixte de (4.10) est

-0l — 9yv? —pw=g¢q, dansQ, (a)
1= 9w, dans Q, (b
112 w ans 3 (b) (4.12)
Ve = Jyw, dans Q, (c)
w = a'l?g. sur Q0. (d)

En mettant pw a droite dans (4.12), on obtient

—Opvt — 002 =pw+¢q, dansQ, (a)
L — 9w, dans €, (b
v2 w ans 3 (b) (4.13)
v = Oyw, dans Q, (c)
w = a'/?g. sur 0. (d)

Noter que (4.13) est analogue a la forme mixte (3.38) du probleme de Poisson (3.37).
Soient w, wy, wy € L% les fonctions de grille approchant w(zx,y), dyw(x,y),

Oyw(x,y) respectivement. En suivant la méme procédure que pour le schéma HB1 en
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(3.54), on déduit de (3.54) le systeme discret

7

—(0y 0 62) Wi j
OgxWyy,5 = 5xwi,j’

OyWy,i,j = OyWi j,

2 1 W15 — W4
_ »J 0,j
3wm 0,5 + gwm,l,j = n s
2 1 _ WNj — WN-1,
7.] 7.]
Nj T Wy N—1,5 =
3o Ny T glaN=1,j = h
2 _ W1 — Wi
3wy77'70 + gwy77’71 - h ?
2w + 1w W; N — Wi N—1
SWyi N+ Wy iN-1=———F——
3 v 3 h

—(0z 0 5y)wy,i7j

w’i,O - a1/2 (xia yO)g(mla y0)7

Wi N =

wo j = a'/?(xz0,y;)9(z0,Y;),

a1/2 (xia yN)g(xla ZUN)7

WN,j = al/2($N7yj)g(ajN7yj)v

—(pw); ; =M%, 1<i,j <N -1,

0<j <N,

0<j<N,

(4.14)

Le systeme (4.14) est le schéma HB1 pour le probleme (4.10). De méme, en suivant

la méme procédure que pour le schéma HB2 en (3.56), on déduit de (3.56) le systeme

discret

7

—(oy 0 0z)waij —

OgxWg 4,5 = 5zwi,j7

OyWy,i,j = OyWi j,

1 2 1/1

gWe0d T3l =y (6“’“ "3

1 2 5

3 Wz N,j + 3wz N—-1,j = 7 <6wN,j - =
1 2 1/1

g0 T Wil = 3 (a

1 2 1/5

g y,i, N+ = 3 Wy i N—1 = 7 <6wi,N - =

w; o0 = a /2($i7 yO)g(xzv yO)v

(0z0 5y)wy,i7j

Wi2 + S Wi — =

w; N = a'/*(zi,yn)g(zi, yn),

wo j = a'/?(xz0,y;)9(z0,Y;),

wy; = a'?(xn,y;)9(zN, yj),

— I (pw)i,; = My 5,
1<i<N-—1,

1<i,j<N-1, (a)

0<j<N,
0<i<N,

0<j<N,

—wN—l,j>, 0<j<N,

, _>, 0<i<N,

= = ) )
(VAN VAN VANRE VAN
<. <. S S
IAN A A IA
=z =z 2 =

[u—y

[a—y
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Le systeme (4.15) constitue le schéma HB2 pour le probleme (4.10). Les deux systemes
(4.14) et (4.15) contiennent 3(N + 1)? équations qui correspondent aux trois inconnues

w = (Wi ), Wy = (Weij), wy = (wyij), 0<i,5 <N.

4.3 Forme matricielle du schéma boite hermitien

Dans cette section, on présente la forme matricielle du probleme (4.10) en utilisant
le schéma boite hermitien. Le vecteur inconnu solution est noté par W e RWY —1? et
les vecteurs dérivées sont notés par W, W, € RWV-D?  Concernant les conditions au
bord, on garde les mémes notations qu’a la section 3.3.1. Par exemple, W}, représente
le vecteur des données au bord a l'intérieur de l'aréte “gauche” (ou“L”) du domaine
carré, et Wgrp représente la donnée au bord au sommet “droite-sud”(ou “RB”) du
carré (figure 3.1).

Dans la suite de cette section, pour toute fonction de grille v = (v; j)o<ij<nN € L}%, on

utilise ’approximation suivante de la moyenne
% =~ (0, 0 0,)0, (4.16)

1
avec Hovm =2 fK v(z)dx, 1 <i,j < N —1. Clest-a-dire on utilise la formule de
i,j
quadrature d’ordre 4 de Simpson (voir figure 3.2). La proposition ci-dessous fournit la
forme matricielle de (0,00, )v en fonction des vecteurs aux points intérieurs V' = veca(v)

et des données du Dirichlet au bord.

Proposition 4.1 (Forme matricielle de (o, o 0,)v). Pour toute fonction de grille

_ 2
v = (vij)o<ij<n € Ly, on a

( vecy ((ay o ax)v> = (Ps®P)V
1 1 1 1
+ 6(61 X PS)VL + E(GN_l X PS)VR + E(PS X el)VB + E(PS X eN_l)VT
1 1
+ %(61 ®e1)Vip + %(GN—l ® e1)VrB
1 1
{ + %(61 ®@en—1)Vrr + %(GN—l ®@ en—1)Vrr-

(4.17)
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Preuve. Pour v = o,v, la relation (3.35), donne

vecsy ((ay o ax)v> = vecy (ay(axv)>

1 1
= (I ® Ps)veca(o,v) + 6([ ® eq)veci(o,v)p + 6([ ® en—_1)veci(o4v)7.

(4.18)
On peut aussi démontrer facilement les relations matricielles suivantes
1 1
vecy(o,0)p = PsVe + =V + =VgB,
6 6 (4.19)
1 1 '
Vecl(azv)T = P,V + EVLT + EVRT.
Donc en utilisant les relations suivantes déduites de la proposition 3.2
([ (I®e))PVi = (P, ®e1)V,
I®en_1)PsVr = (Ps®en_1)V1,
I®e)eVip=(e1®e)Vip,
1e1Vip = (e1 ®e1)Vip (4.20)

I®en_1)eaVir = (e1 ® en—1)VLT,

(
(
(
(I®e1)en-1Vre = (en-1 ® €1)VRB,
(
(

I®en—1)en—1Vrr = (en—1 ® en—1)VRT,

et en remplagant vecy(o,v), veci(o,v)p et vecy(o,v)r dans (4.18) par ses expressions
données en (3.35), et (4.19),5, on obtient (4.17). [

Corollaire 4.3.1. Pour toute fonction de grille v = (v; j)o<i j<n nulle au bord (c’est-
a-dire v € L}%’O), on a
vecy ((O'y o Jx)v) = (Ps® Ps)V. (4.21)

Preuve. (4.21) se déduit de (4.17) car v € L}%,o alors les vecteurs Wp,, Wg, Wy, Wr €
RW _1), ainsi que, les scalaires Wrg, Wrr, Wgrp et Wit sont tous nuls. |
L’intérét principal de la proposition 4.1 et du corollaire 4.3.1 réside dans le calcul

explicite des matrices associées aux opérateurs M et —A + K.

Proposition 4.2. En appliquant le schéma boite hermitien, (4.10) s’écrit sous forme
matricielle
1

2 (H QP+ P ® H) W + veco(TI (pw)) +G + Gy = Q, (4.22)

H
M5 W
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avec W = veca(w), Q = vecy(II%) € RN-D* et G, Gy € RO=D* sont les vecteurs

correspondant aux données de bord

1
G, = ﬁ(g & PS)(el QWr+en_1® WR)

+ 6—22 (HWB +GeWrp + €N—1WRB)> ® €1 (4.23)
+ 6—22 (HWT +GeiWrr + €N—1WRT)> ®eN-—1,
et 1
Gy= 5(P@G)(Wp@er+Wr@en-1)
+ #el ® <HWL +G(erWrp + 6N—1WLT)> (4.24)

1
+ GEeN-1 ® <HWR +G(etWrp + 6N-1WRT)>~

Les matrices H = H(A,B) et G = G(B,C) sont données en (2.117).

Preuve. Le probleme (4.10) se réécrit

(4.25)

w=a

—Aw =q—pw, dans§, (a)
12g, sur 092. (b)

Le probleme (4.25) peut étre formellement considéré comme un probléeme de Poisson
avec second membre ¢ — pw. Donc la forme matricielle de (4.25) se déduit de la propo-

sition 3.5. Elle s’écrit

1
ﬁ(H®PS+PS ®H)W = vecy (I (¢ — pw)) — Gz — Gy, (4.26)

vecy(I1%(q — pw)) = vecy(I1%) — vecy (I1° (pw)). (4.27)
Donc (4.26) devient
% (H ® P+ P, ® H) W = vecy (I1°) — veea (I (pw)) — Gy — Gy, (4.28)

En posant @ = vecy(I1%) on déduit (4.22). [
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Corollaire 4.3.2. Les vecteurs dérivées Wy, W, € RWV=D? gy probléeme (4.10) sont

1 1
Wo=2(D&DW + (€@ D)(er @ Wr +ex—1 ©Wr), (a)
(4.29)
1 1
Wy=7(I@D)W +3(I0EWs® e+ Wr®ena), (b)

ou D ="D(A,B) et £E=E(B,C) sont les matrices données en (2.113).
Preuve. Les équations (4.13), . de la forme mixte (4.13) sont exactement les mémes
que celles de la forme mixte du probleme de Poisson (3.38) (en prenant w au lieu de

u). Donc on déduit de la proposition 3.4 les formes matricielles des vecteurs dérivées
W, et W, données en (4.29). [

Corollaire 4.3.3. En utilisant le schéma boite hermitien, le probléme

(-A+ K)w=gq, dansQ, (a) (4.30)
w =0, sur 02, (b)
ou K est une constante, possede la forme matricielle
1
ﬁ(H®PS+PS @H)+ K(Ps® Ps) = Q, (4.31)

H
AW

avec W = veca(w), Q = vecy(IT%g) € RWV-17,

Preuve. En supposant p(z,y) = K, on déduit de la proposition 4.2 que le probleme

(4.30) possede la forme matricielle

1

5 (H@ P+ L@ H)W + Kvees (00 02)w) +Ga + Gy = Q. (4.32)

Les conditions de Dirichlet homogenes (4.30), entrainent
Gy =Gy =0. (4.33)
De plus, le corollaire 4.3.1 donne
vecs ((ay o ax)w> = (P, ® P,)W, (4.34)

d’ott (4.31). u
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4.4 Algorithme de Concus et Golub pour le schéma boite

hermitien

4.4.1 Introduction

On propose une méthode itérative pour la résolution numérique d’équations elliptiques
non séparables sous forme divergence en dimension deux dans un carré avec conditions
de Dirichlet au bord. Le probleme doit étre au préalable convenablement adimensionné.
La méthode est due & Concus et Golub [11]. Elle utilise entre autres le principe de

relaxation suivant. Supposons que le probleme non séparable original soit

Lu=f. (4.35)
Apres changement de variables, (4.35) s’écrit

Muw =q. (4.36)

Afin de résoudre (4.36), on considére une procédure itérative formulée par Concus et
Golub [11] pour les équations elliptiques du type (4.2) sur un carré. La méthode est

basée sur la forme modifiée de la méthode itérative (relaxation)
— Au" = — AU — T (Lu" — f), (4.37)

ou Lu = f est le probléeme original & résoudre et 7 est un parametre > 0. La difficulté
est que (4.37) peut avoir une convergence tres lente dans le cas ou le rayon spectral
de la matrice d’itérations est proche de 1. L’idée principale introduite par Concus et
Golub est d’utiliser un “shift” dans (4.37). Considérons le probleme (4.10) (probleme

obtenu apres “scaling”). Le schéma itératif utilisé est de la forme
(—A+ K)w" = (=A + K)uw" — 1(Muw™ — q), (4.38)

ou K est une constante, 7 est un parametre > 0 et A est I'opérateur de Laplace. La
résolution de (4.38) s’effectue en utilisant un solveur rapide de Poisson pour —A + K.
Dans notre cas, ce solveur est celui d’'un schéma boite hermitien. En utilisant (4.11),
(4.38) devient

(—A + K)w"t = (—A + K)w" — 7(=A + p)w" + 7¢. (4.39)
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Dans [11], Concus et Golub utilisent le Laplacien & cinq points comme solveur de base

de —A + K. Ils ont ainsi montré que si la constante K est donnée par
1 .
K= i(mlnp + max p), (4.40)

ol minp et max ¢ dénotent les valeurs minimum et maximum de p(z,y) sur le carré
fermé €, alors le choix optimal de 7 qui rend minimal le rayon de convergence de la

matrice d’itération associée a la méthode itérative considérée est
T=1. (4.41)
La relation (4.39) se simplifie sous la forme
(—A + K)w" = (K — p)u" + q. (4.42)

Dans la suite on présente la résolution de probleme (4.10) par le schéma boite hermitien

en utilisant la méthode itérative (4.38).

4.4.2 Schéma itératif utilisant le schéma boite hermitien

Le schéma itératif utilisé pour résoudre (4.10) est
(—A+ K)w"™ = (=A + K)w" — 1(Muw" — q). (4.43)

La forme discrete des opérateurs M et —A + K sont respectivement M;{h et A}}‘ e
D’apres la proposition 4.2, pour w et g deux fonctions de grilles données, la forme

discrete de (w,q) — Mw — q est
MILW — Q+ Gy + Gy, (4.44)

avec
1
2

Noter que la matrice associée a 'opérateur discret Mg{h est donnée implicitement dans

MW = —(H ® Py + Py @ H)W + veca(II° (pw)). (4.45)

(4.45). Pour obtenir sa forme explicite on doit donner explicitement la forme matricielle
du vecteur vecy(IT%w) € RW-D? En pratique ceci n’est pas utilisé dans la méthode
itérative (4.43) car M;fh intervient seulement dans le membre de droite de la relation
(4.43).



Chapitre 4. Algorithmes de type boite hermitien 121

Pour l'opérateur —A + K, la présence de cet opérateur des deux cotés de (4.43) a pour
effet d’annuler les vecteurs de conditions au bord de sa forme discrete. C’est pour cette
raison qu’on a imposé de conditions de Dirichlet homogenes en (4.30). On a vu au

corollaire 4.3.3 que 'opérateur discret associé & —A + K est
1
ARy = z(HO P+ Ps@H) + K(P® Py). (4.46)
Donc la forme discrete de (4.43) est
AR W = AL W — (MW" + Go + Gy — Q). (4.47)

Finalement, (4.47) est une méthode itérative pour la résolution du probléme (4.10).

Dans la suite on présente les étapes principales de l'itération (4.47).

Schéma itératif utilisant HB1
Le schéma itératif utilisant HB1 s’obtient & partir de (4.47) en remplacant les matrices

H et G dans M;fh, A}éh, Gz, Gy par les matrices Hp et Gi en (2.48). On obtient

1

H —
MW = 7

(H1 ® Ps + Ps @ H1)W + veca (IT°pw). (4.48)
Les vecteurs G 1 et Gy 1 correspondant aux conditions de bord sont

1
Gri= 35(G1@P)(er ® W +en1®Wn)

)

+ 6% <H1WB +Gi(eaWrp + 6N—1WRB)> ® e1 (4.49)
+ # <H1WT + Gi(eiWrr + €N—1WRT)> ®en-1,
et 1
Gyi= 5(Ps@G)(Wp®er+Wr®en-1)
+ #el ® <H1WL +Gi(eitWrp + €N—1WLT)> (4.50)
\ + G%BN_l ® <H1WR +Gi1(e1WgrB + €N—1WRT)>-

La matrice A% p, devient

1
-5 (H1® Ps + Ps @ Ha) + K(Ps ® Ps). (4.51)

H
AK,lh = h
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Algorithme 4. e Initialisation : On choisit une fonction de grille quelconque w =
(wi j)o<ij<n telle que w|pq = a'/2g. On obtient alors le vecteur initial WO = veca(w) €
R(N_I)Q, ainsi que les vecteurs des conditions au bord Wi, Wg, Wg, Wp € RV-1 ¢t
les valeurs aux sommets Wrp, Wir, Wrp, Wrr € R. Ensuite, on choisit deux valeurs
pour T et K (19 =1, Ky = 0, par exemple).

e [tération : n=0,1,2,...,iter1

W = W — (A7) T MG W + Gag + Gy = Q). (4.52)

- Etape 1 : Calcul des vecteurs G, Gy et QQ. On procede de la méme fagon qu’en
(3.117), (3.118) et (3.116).

- Etape 2 : Cette étape consiste en le calcul du produit matrice-vecteur M}f W™ quec
1

H
Mp,ﬁ W = 2

(H1 ® Ps+ Ps @ H1)W"™ + vecs (Ho(pw”)). (4.53)
Dans (4.53) pw™ est la fonction de grille vérifiant (pw™); ; = p(z;, yj)ng, 0<1i,j<N.
Le calcul de vecteur vecs (Ho(pw")) est analogue o celui du Q = vecy(I1°¢) donné en
(5.116).

Le produit matrice-vecteur (H1 ® Ps+ Ps@H1)W™ s’effectue en utilisant la transformée
en sinus rapide. (en utilisant la forme diagonale de la matrice Hy en (3.108)).

- Etape 3 : Le calcul de (Az}h)_l(M;fﬁ W"+Gy1+ Gya — Q) s’effectue en utilisant
l’algorithme 2.

Schéma itératif utilisant HB2
Le schéma itératif utilisant le schéma HB2 s’obtient & partir de (4.47) en remplagant

les matrices H et G dans M;‘h, A}}‘ n» Gz, Gy par les matrices Hy et Go données en
(2.127).

Algorithme 5. e Initialisation : On choisit une fonction de grille quelconque w =
(wi })o<ij<n telle que w|pg = a'/2g. On obtient alors le vecteur initial WO = veca(w) €
R(N_I)Q, ainsi, les vecteurs des conditions au bord Wi, Wg, Wi, Wp € RV ¢t [es
valeurs aux sommets Wrp, Wrr, Wrp, Wgrr. Ensuite, on choisit deux valeurs pour
T et K(1g=1,Ko =0, par exemple).

e [tération : n =0,1,2,...,iter2

W =W — (AR ) THMIZW 4 G p + Gya — Q). (4.54)



Chapitre 4. Algorithmes de type boite hermitien 123

- Etape 1 : Calcul des vecteurs G2, Gy et Q. On procede de la méme fagon qu’en
(8.117), (3.118) et (3.116).
- Etape 2 : Cette étape consiste au calcul du produit matrice-vecteur MﬁW”

1
Z‘[H W
177}3 " =

= (Mo @ Py + P, @ Ho) W™ 4 vecy (Ho(pw”)>, (4.55)

avec pw™ la fonction de grille vérifiant (pw™); ; = p(mi,yj)wszj, 0<4,7 <N. Le calcul
de vecteur vecsy (Ho(pw”)) est analogue a celui de QQ = veca(q) en (3.116).

Le produit matrice-vecteur (Ha®@ Ps+Ps@Ha)W™ s’effectue en utilisant I’égalité (3.140).
- Etape 3 : Le calcul de (A%?h)_l(M;%W" + G2+ Gyo — Q) s’effectue en utilisant
lalgorithme 3.

Schéma itératif utilisant HB1 et HB2
On présente un algorithme de résolution de probleme (4.10) combinant les algorithmes
4 et 5.

Algorithme 6. e Initialisation : On utilise lalgorithme 4 pour l'initialisation avec un
critére d’arrét. En effet, on choisit une fonction de grille quelconque v = (v; j)o<i j<N
telle que v|po = a'/?g. On obtient le vecteur VO = vecy(v) € ROV=D? ¢t les vecteurs
des conditions au bord Wi, = veci[vg jli<j<n-1, Wr = veci[un;li<j<n-1, Wp =
vecy [violi<icn—1 , Wr = vec[v; N]1<i<nN—1 € RO=Y ginsi que les quatres valeurs aux
sommets Wrp = vo0, Wrr = von, WrB = vno, Wrr = vn N. Ensuite, on choisit
deuz valeurs pour 7 et K (1o = 1, Ko = 0, par exemple) et une tolérance(tol = 10~*
par exemple). On effectue les itérations suivantes en utilisant le schéma HBI.

e Pour ||V — V|| < tol, faire

VI = V(AR T MRV + G + Gy — Q). (4.56)

Soit iterl le nombre d’itérations de cette initialisation. Soit WO le vecteur initial W0 =
Viterl.

e [tération : On utilise le schéma HB2 pour obtenir le vecteur solution. Soit iter2 le
nombre d’itérations choisi a priori.

Pourn=0,1,2,...,iter2

wnrtl — wn — TO(A%’Qh)—l(M;"% W™ + Gr72 + G%Q — Q) (4.57)
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Ny X Ny Ntew —ulln |tgex — Uzlln |er — Ulloo  ||Uz,ex — Ua|loo  iterl iter2 temps(s.)

8 x 8 1.055(-12)  2.943(-12) 2.163(-12)  6.003(-12) 5 8 0.33
16 x 16 2.664(-13)  7.940(-13) 5478(-13)  1.624(-12) 6 8 0.54
32x 32 3.793(-13)  1.164(-12) 7.789(-13)  2.872(-12) 6 8 0.90
64 x 64  9.646(-14)  3.614(-13) 2.004(-13)  2.629(-12) 6 8 1.77

TAB. 4.1: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec

Uez (T, y) = 2[(x — %)2 +(y— %)2] et a(z,y) =[1+ Sin(g(x +y)))?

4.4.3 Résultats numériques

Dans cette partie nous donnons quelques résultats numériques pour le probleme ellip-
tique (4.10) en utilisant les schémas donnés dans les algorithmes 5 et 6 pour résoudre
le probléme (4.10) sur le carré Q = (0,1)2. Dans les tables de résultats numériques,
itery représente le nombre d’itérations indiqué dans chacun des algorithmes 5 et 6 et
iter; représente le nombre d’itérations de l'initialisation indiqué dans l'algorithme 6.
Les conditions limites sont données par la solution exacte. Les erreurs pour la solution

exacte et sa dérivée sont calculées par les normes L? et L™ discrétes

N-1 3
s =l = (12 3 Gness) = s )

e (4.58)
Huem - UHOO - i,j:r{}?,)lc\f—lmex(xivyj) - Uz’,j|-

Les vecteurs dérivés W, W, € ROV=D? sont calculés a partir de (4.29). Dans chaque
table des résultats numériques on précise également le nombre d’itérations et le temps
calcul.

1

1
Test 1 : La solution exacte est uey(z,y) = 2[(x — 5)2 + (y — 5)2] avec a(x,y) =

1+ Sln( 5 (z 4+ y))]?. On utilise I'algorithme 6. Les résultats donnés dans la table 4.1

montrent une convergence vers la solution exacte en 8 itérations.

Test 2 : On suppose e (z,y) = 22 +y? et a(z,y) = § + x + y (figures 4.1).

Test 2.1 : On suppose § = 1. Les résultats obtenus par ’algorithme 5, sont donnés
dans la table 4.2.

Test 2.2 : On suppose § = 0.1. Les résultats obtenus par 'algorithme 5, sont donnés
dans la table 4.3.

Dans les tests 2.1 et 2.2, une tres bonne précision est atteinte sur la grille finale 128 x 128

en cing itérations.
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Ny X Ny Nter —ulln |tzer — Uzlln Uex — Ulloo  [|Uzex — Uzlloo  iter2  temps(s.)
16 x 16  4.484(-7)  3.843(-6) 2.302(-6)  2.191(-h) 5 0.22
T.C. 3.97 3.32 3.79 2.70

32 x 32 3.083(-8) 3.851(-7) 1.653(-7) 3.370(-6) 5 0.39
T.C. 3.99 3.39 3.89 2.78

64 x 64 1.939(-9) 3.662(-8) 1.113(-8) 4.901(-7) 5 0.91
T.C. 4.02 3.44 3.94 2.88

128 x 128 1.192(-10)  3.374(-9) 7.239(-10)  6.657(-8) 5 2.52
T.C. 4.06 3.46 3.97 2.93

256 x 256 7.122(-12)  3.062(-10) 4.616(-11)  8.686(-9) 5 8.21

TAB. 4.2: Erreur et taux de convergence de Schéma HB2 avec ., (z,y) = 22 + y? et
a(z,y) =1+z+y
apres 5 itérations.

Ny X Ny tex —ulln |tzer — Uzl [|Uer — Ulloo  |Uzer — Uzlloo  iter2  temps(s.)
16 x 16 5.443(-6)  4.570(-5) 5.357(5)  4.507(-4) 5 023
T.C. 3.64 2.84 3.05 2.06

3232 4.364(7)  6.360(-6) 6.443(-6)  1.101(-4) 5 046
T.C. 3.27 3.05 3.34 2.36

64 x 64  4.518(-8)  7.678(-T) 6.364(-7)  2.136(-5) 5 1

T.C. 0.95 2.67 3.30 2.53

128 x 128 2.335(-8)  1.201(-7) 6.421(-8)  3.677(-6) 5 2.7

T.C. 0.05 0.26 0.13 2.33

956 x 256  2.242(-8)  9.992(-8) 5.860(-8)  T7.304(-7) 5 9.22

TAB. 4.3: Erreur et taux de convergence de schéma HB2 avec ue,(7,y) = 22 + ¢y et
alz,y) =01+x+y
apres 5 itérations.

Test 3 : Cas d’un coefficient de diffusion oscillant.

Dans cet exemple, on considere un coefficient de diffusion de la forme
a(z,y) = (4 + sin(4rx) sin(4my))?, (4.59)

avec solution ezxacte uey(z,y) = sin(2mx) sin(271y).

Ce cas est difficile car a(z,y) et sa dérivée sont oscillantes (figures 4.2). La résolution
de (4.10) est effectuée par I'algorithme 6. On constate que les taux de convergence sont
compris entre 2 et 4 pour iter2 = 5 itérations (table 4.4) et entre 3 et 4 pour iter2 = 10
itérations (table 4.5). On renvoie a [8] pour davantage de commentaires sur la difficulté

de ce cas. Les résultats obtenus dans [8] sont un peu plus précis. Cependant, le schéma
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FIG. 4.1: Solution exacte ez (w,y) = 2 +y? (a gauche) et sa dérivée d,u(z,y) = 2z

(& droite)

A 01 00 %S SN
S KRSRTINNN
ST,
SSOOSSOSSK A7 LS S SN TITIN GRS,
(TSSO SSERIRTITRIRESES
S 7 RS,
S SSA AL RS L,
R %% NSNS,
A\ I R Vi
N g 0 ot USRI 7
o s SN 7
T S SN
4 SSRGS
BG5S
G55

\ISEAIL
7 %

RIS
S

Fic. 4.2:

solutions exacte ez (T, y)

droite)

HB2 calcule les dérivées ce qui n’est pas le cas dans [8].
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Ny X Ny Nter —ulln |tzer — Uzlln |[Uex —tlloo  [|Uz,ex — Uzlloo  iterl iter2 temps(s.)
32 x32  1.622(-4)  2.800(-3) 4655(-4)  1.620(-2) 27 5 0.79
T.C. 3.82 3.79 3.72 2.81

64 x 64 1.144(-5) 2.689(-4) 3.484(-5) 2.300(-3) 28 5 1.82
T.C. 2.72 3.45 2.97 2.96

128 x 128 1.727(-6)  2.458(-5) 4.445(-6)  2.935(-4) 30 5 463
T.C. 2.00 3.23 2.19 2.96

256 x 256 4.451(-7) 2.608(-6) 9.715(-7) 3.768(-5) 31 5 13.86

TAB. 4.4: Erreur et taux de convergence du Schéma HB2 w., (z, y) = sin(27z) sin(27y)
et a(x,y) = (4 + sin(4nz) sin(4ry))? apres 5 itérations

Ny X Ny Nter —ulln |tzer —Uzlln |Uex — tlloo  [|Uz,ex — Uzl|oo  iterl iter2 temps(s.)
32 x 32 1.684(4)  2.782(-3) 4514(4)  1.610(-2) 33 10  1.10
T.C. 3.91 3.38 3.80 2.80

64 x 64 1.119(-5)  2.671(-4) 3.241(-5)  2.300(-3) 33 10 257
T.C. 4.01 3.49 3.91 3.00

128 x 128  6.915(-7) 2.360(-5) 2.141(-6) 2.889(-4) 33 10 7.18
T.C. 3.99 3.50 3.56 3.00

256 x 256  4.350(-8) 2.079(-6) 1.814(-7) 3.545(-5) 33 10 21.69

TaB. 4.5: Erreur et taux de convergence du Schéma HB2 avec uey(z,y) =
sin(27z) sin(27y) et a(x,y) = (4 + sin(4rz) sin(47y))? apres 10 itérations

4.5 Algorithmes de type “Local Defect Correction” pour

les schémas boite hermitiens

4.5.1 Introduction

La méthode Local Defect Correction (LDC) a été introduite par W. Hackbusch [22]
pour la résolution de problemes elliptiques. Il s’agit d’un algorithme générique itératif
de type multiniveau pour la résolution d’un probléme discret. Deux ou plusieurs grilles
de calcul sont utilisées.

Une analyse de l'algorithme LDC dans le contexte différences finies a été effectuée
par Ferket et al. [14] et Anthonissen [2] dans le contexte de problémes en combustion.
Dans [2], 'algorithme LDC est combiné avec des techniques de grilles adaptatives, de

raffinement et de décomposition de domaines.
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Le principe de la méthode LDC est le suivant. On considere le probleme elliptique

(4.60)

Lu=f, dans, (a)
u=g, surd, (b)

ou L est un opérateur différentiel linéaire elliptique, f et g sont respectivement le terme
source et la condition de Dirichlet au bord. Pour dicrétiser (4.60), on choisit d’abord
un maillage grossier global (de pas de discrétisation H), qu'on dénote par Q. Soit

LH un opérateur discret approchant opérateur continu L. Une approximation initiale
H

u;', ¢ =0 sur O est obtenue par résolution du systeme

LAy = 1, (4.61)

Dans (4.61), le vecteur fH contient le terme source f ainsi que les conditions de Diri-
chlet g. On suppose que L est inversible.

Supposons de plus que la solution exacte u(x,y) de (4.60) possede une région de grande
“activité”. Ceci signifie par exemple qu’elle possede une région de fort gradient dans
une partie du domaine (figures 4.5, 4.6). On choisit un sous-domaine ; C €2 tel que
cette région de haute activité de u(x,y) soit contenue dans ;. Le sous domaine ; est
ensuite discrétisé par une grille fine locale (de pas de discrétisation h). On la dénote
th La grille fine th est choisie telle que Qf{ Ny C th . C’est-a-dire les points grossiers
qui sont dans la région du raffinement sont aussi des points de la grille fine Q;’ Pour
formuler un probleme discret sur th, on doit définir des conditions au bord artificielles
sur I', interface entre ; et Q\ Q; (figure 4.3). Dans la suite, on utilise un opérateur
d’interpolation P pour obtenir des conditions au bord artificielles sur I'. L’opérateur
P"H donne des valeurs aux points de la grille fine qui sont sur Pinterface I'* en inter-
polant des valeurs aux points de la grille grossiére qui sont sur U'interface T'H.

Sur la partie 9€; \ I', on obtient des conditions au bord en utilisant la condition de
Dirichlet g en (4.60)y.

Dans la simulation numérique, l'opérateur P"# est basé sur une interpolation spline.
Sur la grille fine Q? on considere le probleme discret suivant, a l'itération ¢ = 0,
h,oh _ ¢h h . h
L, = fi" = Blrugylr, (4.62)

ou

u?lh" = Ph’HuZ-Hh“. (4.63)
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FIG. 4.3: Une grille grossiere O et une grille fine Q. La région sombre est celle du

grande activité €2;. L’interface ' est pointillé. Les grands points gris sont les noeuds

intérieurs de la grille grossiere. Les points noirs sont les noeuds intérieurs de la grille
fine. Noter que I'' = 0€); dans ce cas.

Dans (4.62), i représente un indice d’itération et Bﬁr est une matrice carrée qui
représente la dépendance de la solution sur la grille fine par rapport aux conditions
au bord artificielles sur I'. Dans (4.62), 'opérateur L? (supposé inversible) est une ap-
proximation discréte de P'opérateur L sur le sous-domaine €2;. Dans le terme de droite
de (4.62), flh contient le terme source f ainsi que la condition au bord de Dirichlet g
sur 0€; \ T donnée en (4.60). Noter que I' N 9N peut étre vide comme sur la figure
4.3. On utilise ensuite la solution obtenue sur la grille fine “?,0 pour reconstruire une
approximation sur la grille grossiere. En effet, supposons que ’on connaisse la solution

exacte u(z,y) de (4.60). On définit le “défaut” de u(z,y) sur la grille QF par
d? = L (u|gu) — fH. (4.64)

Si I’on connait les valeurs du défaut d, on les utilise pour trouver une approximation
plus précise sur la grille grossiere. Ceci s’obtient en placant d” au membre de droite de
(4.61). Cependant, comme on ne connait pas la solution exacte du probleme continu,
on ne peut pas calculer d. On utilise alors I'approximation U?,o calculée sur la grille

fine pour approcher d. En effet, pour tout i, indice d’itération, la fonction wZ-H ,1 =0,
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est la fonction sur la grille grossiére définie par :

h H
) ) b b 6 Q b
wll (@) = § Y (.9) (4.65)
ufl(z,y), (z,y) € AT\ Qf.
Pour chaque indice d’itération 7 on définit df{ par
dt = LAyl — fH7. (4.66)

df fournit une estimation de I'erreur de la discrétisation locale aux points de la grille

Fi1G. 4.4: La région de raffinement est la réunion de la partie grise et la partie noire.
Le “safety region” est la partie noire. Le défaut est calculé seulement dans la partie
grise. Dans ce cas, Q7 et Q7 sont formés de 9 et 1 points respectivement

grossiére sur tout QlH . On a observé qu’il est préférable de ne pas utiliser 'approxima-
tion (4.66) sur tous les points de Q7 mais sur un sous-ensemble de Q2 seulement. En
particulier, les points de la grille grossiere situés prés de 9€2; doivent étre exclus. Ceci
ameéne & introduire un “safety region” noté par QI (figure 4.4). L’estimation de l'erreur
locale de la discrétisation de la grille grosssiere est placée dans le membre de droite des
équations correspondant aux points grossiers appartenant a I’ensemble Q seulement.

H '_1’

On applique ensuite ’étape de correction sur la grille grossiere pour trouver u;",7 =

LAy =

{ () +df (z,y), (2,y) € QF, (4.67)

(=), (z,y) € QT\QF.
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Comme (4.67) contient des estimations de I'erreur local de la discrétisation sur la grille
grossiere, on s’attend a ce que ufil soit une approximation plus précise que uZH . On
obtient alors une meilleur condition au bord sur I' ainsi qu’une solution sur la grille
fine locale par (4.62) avec ¢ = 1. En remplagant ¢ + 1 par la valeur 7 on obtient une
méthode itérative.

En effectuant des itérations sur l'indice ¢, on obtient ’algorithme suivant :

Algorithme 7 (LDC avec le domaine de raffinement ; choisi a priori). e Initialisation

- Résoudre le probléme (4.61) sur la grille grossiere Q avec i = 0. On obtient le vecteur

ull.

- Résoudre le probléeme (4.62) sur la grille fine locale th avec 1 = 0. On obtient le

vecteur u;fo.

e Itérationi =1,2...

- Calculer WH | par (4.65).

- Calculer d? | par (4.66).

- Résoudre le nouveau probléme (4.67) sur la grille grossiere Q. On obtient le vecteur
H

;" .

h

- Résoudre le probléme (4.62) sur la grille fine locale Q. On obtient le vecteur U’y

En pratique, une ou deux itérations suffisent souvent pour obtenir une approximation

satisfaisante sur la grille composée Q"

, c’est-a-dire la grille formée de la réunion de
la grille grossiere et la grille fine locale, Q7" = QH U Q;’

L’algorithme 7 est une version élémentaire de la méthode LDC. Plusieurs généralisations
sont possibles :

e Usage de plusieurs grilles fines locales. Noter que les problemes locaux sont indépendants
les uns des autres et peuvent étre résolus simultanément. Raffinement récursif ot une
grille fine locale peut étre une grille grossiere pour une autre grille fine locale.

e Usage de discrétisations différentes. On renvoie a [2] pour une analyse détaillée du
comportement de la convergence pour le probleme du Poisson résolu avec le schéma

aux différences finies classique a cing points.
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4.5.2 Schéma boite hermitien et algorithme LDC en dimension 1

Dans cette section, on utilise la méthode LDC présentée a la section 4.5.1 combinée

avec le schéma boite hermitien. On considere le probleme

{ @)= f(), v Q= (ab), (4.68)

u(a) = ga, u(b) = go.

On discrétise Q2 par la grille (1.4-1.5) avec pas de maillage H = 1/N. On note les points
H

i

sont UM et UM € RN tels que U ~ u(zl) et Ufi ~ o/ (zH). Pour éviter toute

discrets par # = a+iH, 0 <i < N. La grille grossi¢re est Q. Les vecteurs inconnus

confusion entre les variables, on effectue un changement des notations pour la suite

{ H = h,, (Pasdemaillage grossier) (4.69)

h =hy¢. (Pasdemaillagefin)

D’apres ce qu’on a vu au chapitre 2 dans la proposition 2.7, le schéma boite hermitien

associé au probleme (4.68) possede la forme matricielle
h 1
—HU” =F — _g(elga + eN—lgb)v (47())

avec F' = vecy (II°f). En comparant avec (4.61) on trouve

1

Lhe =
hg

R,

4.71)
X (

fhc = F — pg(elga + eN—lgb)

En résolvant (4.70) on obtient le vecteur solution Uihc, i = 0, sur Q% et le vecteur
solution globale l?ihc e RIN+1)

U = (90, Ul Us, o Uy o] (4.72)

Le domaine € a été choisi a priori tel que €; = (a1,b1), avec a1, by deux scalaires fixés
entre a et b, a < a; < by < b. Le choix des a; et by est adapté tel que pour tout N il

existe ig et jo entre 1 et N — 1 tels que

a] = xhc(io), by = mhc(jo), (4.73)
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c’est-a-dire a; et by sont deux points de la grille grossiere Q<. Pour que th possede le

b—a
méme nombre de points que 27, on choisit a; et by tels que by —a; = — Supposons
que l'on connaisse les valeurs g,1 = u(a1) et gy, = u(by) ol u(x) est la solution exacte.

Alors sur le domaine §2; on peut écrire

{ —u) = fi, dans €, (4.74)

Ul(al) = Yay > ul(bl) = Gby 5

avec u; = ulg, et fi = flg,. On discrétise a nouveau ) par la grille (1.4-1.5) avec

hy = 76 On obtient les points discrets x?f, a:?f = a1 +thy, 0 < i < Ny, avec
b1 — al
hy
hy : hy hy (N=1) hy hy
est ;7. Les vecteurs inconnus sont U;’ et U, 7 € R tels que U, ~ w(x;") et

"o ug(x?f), 1 <i < N — 1. La frontiére entre ; et Q est 9Q; = {ay, b }. D’aprés

L,

ce qu'on a vu au chapitre 2 dans la proposition 2.7, le schéma boite hermitien associé

a (4.74) est

bh—
Ny = . Noter I’égalité entre N et N; quand by —a; = Ta. La grille fine

h

1
—HU!

1
h2 ! = ﬂ - _zg(elgal + eN—lgbl)J (475)
!

hy
avec I} = vecy (TI° f;). Le probléme est que I’on ne connait pas en fait les valeurs Ja, €t

g, sur 0§ dans (4.74). Pour les approcher, on les remplace par les conditions au bord

artificielles
~ TThe
{ Jor ~ Yosy (4.76)

avec ig et jo sont les indices des points a; et by dans la grille grossiére définis en
(4.73). Ici, en particulier, la frontiere 92 = {ay,b1} est formée des deux points de la
grille grossiere Q" donc il n’y a pas d’interpolation alors la matrice Blhii est nulle. En

comparant (4.75) et (4.62) on obtient

h 1
L' = h_2H’

0 Ty _ (4.77)
fl =I - h_gg(elUiOc +en— Ujoc)

En résolvant (4.75) avec i =0

1 he 1 ~ -
MU = Fi — h—2g(elU;};0 +enaU"), (4.78)
! f
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on obtient I’approximation Ulhg . D’aprés (4.65) le vecteur W = (Wih;)lgjg N—1 vérifie

he he
Whe — { Ujs, dans ), (4.79)
i he ¢ he ’
Uj'e, dans Q" \ Q).
Le vecteur de défaut d?c e ROV-1 est calculé par
he 1 he he
d;c = ﬁHWi — fle. (4.80)

Finalement, I'algorithme utilisant LDC et le schéma boite hermitien est le suivant :

Algorithme 8. elnitialisation

- Résoudre le probléme (4.70) sur la grille grossiére Q. Le vecteur solution est noté
Ube ¢ RIN-D,

- Résoudre le probléeme (4.78) sur la grille fine locale Q?f. Le vecteur solution est noté
Ut e RO-D,

e Itérationi =1,2, ...

- Calculer le vecteur I/Vlh_cl par (4.79).

- Calculer le vecteur de défaut d | par (4.80).

- Résoudre sur la grille grossiére

L

h h h h
he 4 ghe | ghe g Qhe,
% U-’“>j={ff A (4.1
Cc

? hC hC c c
fj ajj EQh \Q]elv

avec € > 0. Le vecteur solution est noté Uz-h”c e RWV-1),

- Résoudre le probléme (4.78) sur la grille fine. Le vecteur solution est noté Ulhl.f €
RW-1),

4.5.3 Résultats numériques

Dans la section 4.5.2 on a donné la description générale de 'algorithme LDC couplé
au schéma boite hermitien. L’algorithme utilisé ici se déduit de 1'algorithme 8 en rem-
placant les matrices H et G utilisées dans (4.75) et (4.78) par les matrices Ho et Go
données en (2.127).

Dans cette section on donne quelques résultats numériques prouvant ’intérét de schéma

boite HB2 d’ordre 4 combiné avec l'algorithme LDC. On utilise la norme L° discrete



Chapitre 4. Algorithmes de type boite hermitien 135

hy lter — Ulloo  ||Uz,ex — Uz]lo Points de grille
1/128 1.289(—4) 3.778(—3) 128

Taux de conv. 4.00 4.00

1/256 7.832(—6) 2.391(—4) 256

Taux de conv. 4.00 4.00

1/512 4.861(—7) 1.482(—5) 512

Taux de conv. 4.00 4.00

1/1024 3.033(—8) 9.246(—7) 1024

Taux de conv. 4.00 4.00

1/2048 1.887(—9) 5.775(—8) 2048

TAB. 4.6: Erreur et taux de convergence pour le test 1 sur une grille uniforme

he tew — ul7e || o0 |ty ex — ugf’hCHoo points de grille
1/64 1.289(—4) 3.778(—3) 96

Taux de conv. 4.00 4.00

1/128 7.832(—6) 2.391(—4) 192

Taux de conv. 4.00 4.00

1/256 4.861(—7) 1.482(—5) 384

Taux de conv. 4.00 4.00

1/512 3.033(—8) 9.246(—7) 768

Taux de conv. 4.00 4.00

1/1024 1.887(—9) 5.775(—8) 1536

TAB. 4.7: Erreur et taux de convergence pour le test 1 sur une grille composée

pour estimer ’erreur

|ter — Uloo = 4_ma])vc_l|uex(xi) — . (4.82)

— L

1
Test 1 : On considere la gaussienne ., () = exp(—500(x — 5)2) Cette fonction a une
1

région de haute activité autour de z = 5 Les résultats obtenus sur la grille composée
sont comparés avec ceux calculés par le schéma HB2 sur une grille uniforme avec pas de
maillge fin /1 ¢. Observons qu’'une précision identique est obtenue par les deux approches
avec moins de points sur la grille composée.

1 1
Test 2 : Ici, on suppose que la solution exacte est e, () = i[tanh 50((x — 5)) +1] sur

Q = (0,1). Cette fonction posséde un fort gradient autour de x = 37 donc on choisit

13 1 3 1
le(z,z) ethz(Z—i—e,Z—e) avece:E.

Dans les deux tests précédents, on voit constate qu’une grille de taille N = 1024 donne
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hy lter — ullo  ||Ua,ex — Uz|lo Points de grille
1/256 3.481(—5) 3.500(—3) 256

Taux de conv. 4.02 4.08

1/512 2.082(—6) 2.061(—4) 512

Taux de conv. 4.01 4.02

1/1024 1.291(=7) 1.269(—5) 1024

Taux de conv. 4.00 4.00

1/2048 8.062(—9) 7.904(—7) 2048

Taux de conv. 3.99 4.00

1/4096 5.0406(—10) 4.935(—8) 4096

TAB. 4.8: Erreur et taux de convergence pour le test 2 sur une grille uniforme

he |t — uhf’hCHOO |z ex — qu’h” loo points de grille
1/128 3.481(—5) 3.500(—3) 192

Taux de conv. 4.02 4.08

1/256 2.082(—6) 2.061(—4) 384

Taux de conv. 4.01 4.02

1/512 1.291(-7) 1.269(—5) 768

Taux de conv. 4.00 4.00

1/1024 8.062(—9) 7.904(—7) 1536

Taux de conv. 3.99 4.00

1/2048 5.0406(—10) 4.935(—8) 3072

TAB. 4.9: Erreur et taux de convergence pour test 2 sur une grille composée

la méme précision qu’'un calcul direct sur une grille de taille N = 2048.
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1.2 T T T T 30

0.8 r 1 20+

0.6 1 151

0.4 1 10F

0.2r J 4 5}

. . . . . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 4.5: La solution exacte du test 2 (& gauche) et sa dérivée (& droite)
4.5.4 Schéma boite hermitien avec LDC en dimension 2

Dans cette partie, on utilise la méthode LDC avec le schéma boite hermitien pour

résoudre le probléme de Poisson dans le carré Q = (a, b)?

—Au=f, dans Q= (a,b)?,
/ (a,) (4.83)
u=g, sur 0.
Le domaine Q est discrétisé par la grille (3.1) avec un pas de maillage h, = N Les

points de discrétisation sont a:?c =a+ihe,, 0<i <N, et Y= a+jhe, 0<j < N.La
grille grossiere est Q<. Les vecteurs inconnus sont Ule, Ule, U;c e RWV-1?. Comme
on I’a déja vu au chapitre 3 dans la proposition 3.5, le schéma boite hermitien associé
au probleme (4.83) possede la forme matricielle

1

}#H®&+&®HWM:F—G?—%2 (4.84)

avec I, Ghe et GZC e RV-1? donnés en (3.87), (3.88) et (3.89) respectivement. En

comparant avec (4.61) on trouve

1
Lhe = —(H® P, + P, ® H),

he (4.85)
fhe = F — Ghe — Ghe.

La résolution de (4.84) donne le vecteur solution initial U(])% e RW=1? Le domaine €

a été choisi a priori tel que Q; = (a1,b1) % (c1,d1) ou ay, by, c¢1, dy sont des scalaires
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fixés tels que a < a1 < by <beta < <di <b. Le choix des aq, by, ¢1, dy est tel que
les points (a1,c1), (a1,dy), (bi,c1), (b1,d1) sont des points de la grille grossiere Qe

C’est-a-dire il existe ig, i1, jo, j1 entre 1 et N — 1 vérifiant

he(; he(;
ar =z (1 by = x2™ (i
{ 1 ('0), 1 ( ‘1), (4.86)
10, 11, jo, j1 sont les indices des points a1, b1, c¢1, di dans la grille grossiere. On veut
que la grille grossiere et la grille fine possedent le méme nombre de points, pour cela
on choisit a1, by, ¢y, dy vérifiant
b—a
by —ar = 5
bZa (4.87)
5

di —cp =
L’interface 0€); entre le domaine €2; et €2 est le carré donné par

89[ = [CLl, bl] X {Cl} U [al, bl] X {dl} U {CLl} X [Cl, dl] U {bl} X [Cl, dl] . (488)

0 g o, o, o,R

On note u; = ulq, et f; = flq,. Supposons pour l'instant que I'on connaisse les condi-

tions de Dirichlet g; sur 9€2;. On considere sur €); le probleme de Poisson

{ —Au; = f;, dans €, (4.89)

u = gi, sur 0€2;.

Le domaine carré ; est discrétisé par (3.1) avec pas de maillage hy = % On obtient
les points x?f =a1+ihy, 0 <i < Net y?f =ay;+jhy, 0 <j < N. Le domaine discret
local est thf. Les vecteurs inconnus discrets sont Ulhf, U[Z, U[Z e RWV-1)?, D’apres
ce qu’on a vu au chapitre 3 dans la proposition 3.5, le schéma boite hermitien associé

au probleme (4.89) possede la forme matricielle suivante

1 hy

h—?(H ® P+ P,@H)UY = F—GY — Gy, (4.90)
avec Fj, sz, GZf € RV=1? donnés en (3.87), (3.88) et (3.89). En general, la condition
limite g; n’est pas connue. De la méme fagon qu’en (4.76), on approche g; a l'aide de
Uhe|r, la restriction de la solution grossiere sur I'.

Ici, en deux dimensions, pour avoir des données pour les points de la frontiere artificielle
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on utilise opérateur d’interpolation spline en deux dimensions P"f+"e décrit & la section
. o . ++h h h h

4.5.5. Les vecteurs de données au bord artificielles sont notés UFf , UFf , Urf , UFf S
L R B T

ROV-Y on 'y, Tr, T, I'p représentent les quatres arétes du I'. Les données sur

. h h h h .

les quatres sommets de I'" sont notées par Urf , UFf , UFf , Urf . On obtient les

h h LB LT RB RT

vecteurs Gy’ , Gy’. En comparant (4.90) avec (4.62) on obtient

Lh = h%(H ® Ps + Ps ® 'H),
(4.91)

- B = - -l

La résolution de (4.90) donne le vecteur solution initial U(])l e RV-D? gur la grille fine

locale thf. Le “safety region” est Q. = (a1 + €,b1 —€) X (¢1 + €,d; — €) avec € > 0.

D’apres (4.65) le vecteur Whe € RWV=D? vérifie

Ule, dans Q'
e O (4.92)
Uhe, dans Qe \ Q).

Le vecteur de défaut d'e € RV-1% est calculé par

1
dhe = S(HOP + P, ® H)YWhe — fhe, (4.93)

4.5.5 Interpolation de bord par spline cubique

Dans cette partie, on détaille la construction des vecteurs de conditions au bord arti-
ficielles sur I' = 9 \ (92 N 0€Y;) en utilisant une interpolation par spline cubique des
valeurs de I'Pe = T' N QPe.

e Fonctions de grille sur la grille grossiére

Au vecteur Uhe € RV-1 calculé sur la grille grossiere correspond la fonction de grille
uhe = (UZ;)OSZ',]'S N dans L,%C. Numériquement ceci consiste a construire une matrice

uhe € Mpy41(R) & partir du vecteur Uhe € RV-1? 6ot des données au bord 9QP«.
(U"e, UL, Upe Upe Upe, Uy, U Uy, Upn) — ul'e, (4.94)

telle que

hc o hc ..
ui5 = UN_1yi-1)+p 1<6J<N-1 (4.95)
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Les valeurs de u"e sur les quatres arétes de 0Q" sont

[ ute(age,y)) = Uh;, 1<j<N-1,
he _ :
u (x]\hy])_ R]? ]-SJSN_L (4_96)
uhC(azl ,yo )=U Bw 1<i<N-1,
uhC(xl ,yN) U#CZ, 1<i<N-1.
De plus, les valeurs de u"e aux quatres sommets de 90" sont
(250, y6°) = UL,
h
ule (a5, yi) = ULy
. I (4.97)
u (xvao ) = Ur:
uhc(ajNayN) U}%“

On procede de la méme maniere pour les vecteurs Ule, U;E € RV=D? On obtient

.. . . h h h h h h
ainsi les fonctions de grille uge, uye avec umj ~ Opu(z]©,y;°) et uylj ~ Oyu(z;, y;°)

e Fonctions de grille sur la grille fine

Au vecteur U, e RIV-1 caleulé sur la grille fine correspond la fonction de grille

h h
lf (u Zf])O<Z,_]<N € L .On a
Uiy = U(]\ff—l)(z'—l)+j7 1<ij<N-1 (4.98)

. h
Les valeurs de u"f sur les quatres arétes de o9, 7 sont

h .
(‘TO 7y]f) 1L7]7 ]-Sj SN_L
hy .
( ]) ZR,]) 1§]§N_1) 4
n . (4.99)
(31:Z Yo' ) = le’ 1<i<N-1,
h .
{ (a:zf,yN) szv 1<i{<N-1
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h
De plus, les valeurs de u"f aux quatres sommets de o9, 7 sont

he, hy h h
uzf(xof’yof) = Ul,£B’

he, hy h By

w ' (2o yp) = Ul,I{T’

W by "y (4.100)
u ' (2N 5 Yo ):UZ,RB’

he, hy h By

Uy f(fo7ny) = Ul,]f%T

A . . R . hy hy .
De la méme maniére on obtient & partir des vecteurs U,” et Uy,” les deux fonctions de

: hy hy hy o hy By hy hy Dy
grille w; ;. et w3 avec u,’;  ~ Opu(x, Y ) et u, o~ Oyu(x; Y ) .

,1,] Y50,
e Interpolation spline

Il est plus efficace de réaliser une interpolation polynoémiale par morceaux, qu’une

interpolation globale. Soit s(x), a <z < b, un polynéme défini par morceaux par
s(zj) = u(z;), j=0,1,..,N, (4.101)

ou les valeurs 29 = a < 1 < ... < xxy = b. Pour Z, s(Z) est déterminé par quelques
valeurs (z;,u(x;)) avec x; proche de .

Spline cubique : s(z) est un polynéme cubique par morceaux.

s(x) = sj(a:)|[zj,xj+1], j=0,1,...,N —1. (4.102)
Sur chaque intervalle, on a les relations de collocation
sj() = u(xj),  sj(zjp) = ulzj). (4.103)
Il faut deux autres conditions pour déterminer un polynoéme cubique
s(z) = ag + a1z + agx? + aza’. (4.104)

On interpole de plus les dérivées en (xj, v (z;)), (11, (x;41)). On réalise donc une in-
terpolation de type Hermite. Les valeurs «'(z;) peuvent étre remplacées par des valeurs

approchées de la dérivée, évaluées par ailleurs. On a

sj(2) = u(z;) + ' (z))(x — ;) + ca(x — x;)* + c3(w — z5)>. (4.105)
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Le systeme linéaire de deux équations a deux inconnues

$j(@j41) = w(@j41),
{ f J e 3‘ (4.106)
Sj(933+1) = u/(zj41),
donne la solution
oy — 3(u(zjsr) —ulz;))  2u'(x)) +u'(w41)
(.T]+1 - x]) ‘Tj'f‘l - x] ’ (4 107)
o — 2(u(zy) — ul(zj41)) n u'(z)) +u'(@j11)
(Tj41 — x]) (Tj41 — xj)2

Soit u(x,y) € C'((a,b)?). On déduit de (4.105) les polynémes d’interpolation Sg{i, 0<
i<N-1,0<j<N,etS,0<i<N,0<j<N —1, définis par

Sh(x) = Shwiz) = ulwi,y;) + Opulwi,y;)(@ — 2) + @ — 2:)? + cy(z — 2:)%, @ € [w5, 3i11],
Sy () = Sylypy) = @i yy) +yulwi,y)(y —yj) +ds(y —y;)* +di(y —y)°, v € [y, yjel-
(4.108)
Les coefficients c%, cé, 4, di sont déduites de (4.107),
- 3(u($i+1’yj) B u(a:i,yj))  20;u(wi, y5) + Opu(®ita, y))
2 (i1 — x4)? Titl — T ’ (4.109)
_ 2(“(962',%) - U($z’+1,yj)) N Oru(xi, yj) + Opu(Tiy1, yy)
s (Tig1 — )3 (Tit1 — 3;)? 7
et
di = B(U(mi’yj“) - u(mi’yj)> _ 20yu(=i, yj) + Oyul(wi, yja)
2 (Yj+1 — y5)? Yjt1 — Yy ’ (4.110)
g — Q(U(miayj) - U(muyjﬂ)) Oyu(xi, y;) + Oyu(Ti, Yj+1)
’ (Wit —y))° (Yj+1— yj)? ’

Sous forme discrete sur la grille grossiere Q. on remplace les fonctions exactes u, d,u, Oyu

par les fonctions de grille u®e, u;LC, uhc respectivement.
hy

Le but de cette interpolation est d’évaluer les vecteurs des conditions au bord UI@ Z , UI@ }’; , UI@ j; , UFT €

1) e h hy h hy .
RO-1 ainsi que les quatres valeurs UFf , Urf , UFf , Urf . Par exemple, on évalue
LB LT RB RT
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hy hy
le vecteur UF; = (UF;,z‘)ISiSN—l e R&V-D par
e (Pr Y he
o(x; e
hy  hy, hy _ju (7", 1), siz; 1
Uppi=w" (27, c1) = hy (4.111)

» hy .
S70(z;’152;7), sinon,

h . .
avec ; 7 1a fonction de grille fine correspondante.

4.5.6 Mise en oeuvre de l’algorithme LDC

Dans cette partie, on décrit un exemple de mise en oeuvre de 'algorithme précédent.
On utilise :

1- Domaine de raffinement choisi a priori.

2- Couplage avec HB2, ce qui signifie que les matrices H et G sont remplacées par les

matrices Ha et Gy en (2.127). L’algorithme est le suivant :

Algorithme 9. elnitialisation

- Résoudre le probléme (4.84) sur la grille grossiére Q. Le vecteur solution est noté
Ube e RIN-17,

- Résoudre le probléme (4.90) sur la grille fine Q;lf. Le vecteur solution est noté Ul},l({ €
RON-1)?,

e [térationi=1,2,...

- Calculer le vecteur W', € ROV=D? par (4.92).

- Calculer le vecteur d?jl e RWV=17 par (4.93).

- Résoudre sur la grille grossiére

fhe + d?fl, dans QQC,

(4.112)
fhe, dans Qhe \ QQC,

1
5 (H® P+ P @ H)U} =

avec € > 0. Le vecteur solution est noté Uihc c RW-1?

- Résoudre le probléme (4.90) sur la grille fine. Le vecteur solution est noté Ulhz.f €
RWV-1)?,

4.5.7 Résultats numériques

Dans cette section, on présente des résultats numériques préléminaires obtenus par

le schéma HB2 pour le probleme de Poisson sur le domaine = (0,1)2. On choisit
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FI1G. 4.6: La solution exacte du test 1 (& gauche) et sa dérivée (a droite).

une grille grossiere uniforme Q¢ dans Q avec pas de discrétisation h.. On choisit une
grille uniforme thf dans ); avec pas de discrétisation hy. Le “safety region” est tel que
Qe = (¢, 5 €)% avec € = 1/16. L’opérateur P+« est I'interpolation cubique par spline.
La raison de ce choix est que l'interpolation cubique par spline préserve la précision
d’ordre 4 du schéma.

Les erreurs sont estimées en utilisant les normes L2 et L discrétes

1

2

ltew — ulln = (h2 S (tea (i) — uz-,j>2) ,
7:7j

Hueac - UHOO - i,j:Iln,.E.l,}}V—lwem(xi?yj) - ui’j|'

(4.113)

Test 1 : Le terme source f et la condition de bord g sont choisis tel que la solution

exacte soit
1
Uez(T,y) = tanh[25(x +y — g)] + 1. (4.114)

1
Cette fonction possede un fort gradient dans la région €; = (0, 5)2 (voir figure 4.6).
Les résultats numériques sont présentés dans les tables 4.10 et 4.11.

Test 2 : On considere la solution exacte

ealr,) = exp (= 400((r — 17— (v~ 7)), (4.115)

1 1
Cette fonction possede un fort gradient dans la région €; =0, =[]0, 5[ (voir figure 4.7).

2
Les résultats numériques sont donnés dans les tables 4.12 et 4.13. Dans les deux tests

précédents, on obtient avec le calcul direct sur une grille N = 512 la méme précision
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hy lwew — ulln  |uzex — Uzlln  |tez — Ulloo  ||tz,ex — Uzlloc nbre de points CPU(s.)
1/64  2.236(—4)  9.100(—3) 2.600(-3)  1.406(-1) 1006 0.50
T.C. 4.37 4.13 4.03 3.01

1/128 1.018(—5)  5.180(—4) 1.558(-4)  1.740(-2) 16384 0.80
T.C. 4.11 3.97 3.64 3.63

1/256  6.255(—7)  3.302(—5) 1.271(-5)  1.400(-3) 65536 1.97
T.C. 4.01 3.98 3.85 3.85

1/512 3.872(~8) 2.081(—6)  8.793(-7)  9.694(-5) 262144 7.80

TAB. 4.10: Erreur et taux de convergence du test 1 sur une grille uniforme

he [tteg — WPy uger — u ™ ln tes — €)oo |tges — tup’ ™o 1. points CPU(s.)
1/64  1.053(—5) 5.692(—4) 1.584(—4) 1.740(—2) 7168 0.66
T.C. 407 4.10 3.64 3.63

1/128  6.265(—7) 3.304(—5) 1.271(-5) 1.400(-3) 28672 1.62
T.C. 401 3.98 3.85 3.85

1/256  3.879(—8) 2.084(—6) 8.794(-7) 9.693(-5) 114688  5.05
T.C. 4.00 3.99 3.93 3.92

1/512  2.412(-9) 1.308(-7) 5.768(-8) 6376(-6) 458752 21

TAB. 4.11: Erreur et taux de convergence du test 1 sur une grille composée
avec € = 1/16

F1G. 4.7: A gauche la solution exacte du test 2 et & droite sa dérivée.
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hy lwew —ulln  |uzex — Uzlln ez — Ulloo  ||Uz,ex — Usz|loc nbre de points CPU(s.)
1/128 5.674(-6)  1.318(-4) 1.366(-4)  2.4(-3) 16384 0.76
T.C. 4.02 4.03 4.03 4.03

1/256 3.474(—7)  8.038(—6) 8.342(-6) 1.467(-4) 65536 1.81
T.C. 4.00 4.00 4.00 4.00

1/512  2.160(—8)  4.993(—7) 5.183(-7)  9.113(-6) 262144 6.39

TAB. 4.12: Erreur et taux de convergence du test 2 sur une grille uniforme

he [tteg — WPy uger — ut ™ ln tes — w7 )loo |tges — up’ o 1. points CPU(s.)
1/64  5.674(-6) 1.318(-4) 1.366(-4) 2.4(-3) 7168 0.68
T.C. 4.02 4.03 4.03 4.03

1/128  3.474(—7) 8.038(—6) 8.342(-6) 1.467(-4) 28672 1.67
T.C. 4.00 4.00 4.00 4.00

1/256  2.160(—8) 4.993(=7) 5.183(-7) 9.113(-6) 114688  5.04
T.C. 4.00 4.00 4.00 4.00

1/512  1.348(—9) 3.116(—8) 3.235(-8) 5.686(-7) 458752  19.7

TAB. 4.13: Erreur et taux de convergence du test 2 sur une grille composée
avec € = 1/16

qu’une grille composée de taille N = 258.



Chapitre 5

Schémas boite hermitiens en

dimension 3

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter un nouveau schéma boite hermitien en trois
dimensions. Les schémas aux différences en dimension 3 constituent un enjeu tres im-
portant pour les applications. Ici, on se limite au probleme de Poisson avec conditions
aux limites de Dirichlet comme exemple prototype. Le principe du schéma présenté est
une généralisation du schéma en deux dimensions. On se concentre ici sur la facon de

généraliser le schéma R? en R?, en particulier sur les aspects algébriques.

5.2 Opérateurs aux différences en trois dimensions

On considere le maillage du cube © = (a, b)? par la grille de différences finies réguliere

z;=a+1ith, 0<i<N,
yj =a+jh, 0<j<N, (5.1)
zr=a-+kh, 0<k<N.
—a
Le pas du maillage est h = N~ Les inconnues discretes sont localisées aux points
(%i,Yj, 2k)o<i,jk<N- Les points intérieurs sont les points (z;,y;,2x) avec 1 < 4,5,k <

N —1 et les points frontieres sont les points (z;,y;, 2z;) avec i € {0, N} ou j € {0, N}

147
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ou k € {0,N}. Toutes les notions introduites en deux dimensions au chapitre 3 se
généralisent en trois dimensions. On précise en détail cette généralisation dans ce qui
suit.

e Fonctions de grille

On note L%L I'espace des fonctions de grille (v; jx)o<i,jk<N €t par L%L,O le sous-espace de
L}% telles que v; j x = 0 aux points frontieres.

e Le produit scalaire et la norme sur L%L sont définis pour u, v € L%L par

N N
(w,0)n = h* Y wigavign,  Julf =h" D ug (5.2)
7:7j7k:0 Z,],kZO

e Dérivées centrées
Les opérateurs aux dérivées centrées 0, dy, 0, sont définis par
Uit1,5,k — Ui—1,5k . .
(irui,j,k: A s 1§Z§N—1, Ogjangy

Sy = DIy <o N 1, 0<i k<N, (53)

Wi 5 W i1
5Zui,j,k = Zy]yk+12h 7/7]7k 1’ 1 S k S N _ 1’ O S 17] S N

On prolonge 6., d,, ¢, a tous les points de bord par

5zu0,j7k = 5zuN,j,k = 0, 0 S j, k § N,
5yui,07k = (5y’u,i7]v’k = 0, 0 < i, k < N, (54)
5Zui7j,0 = 52’&@'7]',]\/ = 0, 0 S ’i,j S N.

e Dérivées décentrées

Les opérateurs aux dérivées décentrées 07, 0, , 0,1, 6, , 01, 6, sont définis par

( Uitk — Wijk

5;1%7]-,;6:?, 0<i<N-1, 0<j k<N, (a)
5;u]k:w 1<i<N, 0<j k<N, (b
5Ju]kzw 0<j<N-1, 0<i,k<N, (¢ .
5;u]kzw 1<j <N, 0<i,k<N, (d) (55)
5+u]kzw 0<k<N-1, 0<i,j<N, (e
Srup o= 2L T WGk oy < N 0<ij< N, (f)

>
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On prolonge &, d,, 0,7, 0,7, 07,0, & tous les points de bord par

7

ofunjk=0, 0<j k<N,
6Fup;k=0, 0<j k<N,
o uing =0, 0<i k<N,
dyuior =0, 0<i k<N,
6fuijn =0, 0<i,j5<N,
6 uiko=0, 0<i,j<N.

e Laplacien a trois points

(5.6)

Les opérateurs aux dérivées secondes centrées 2 5;, 62 sont définis par

Uil jk + Wim1jk — 2Uijk

2 _ .
5rui,j,k - P) ’ <i<N,
Wi = 4w i — QU 5
2 _ Y41k i,j—1k 0,5,k :
5yui,j,k - D) ) 0< J < N7
u"k1+u"k—1_2u"k
(53@[/7]7]7}{; — 2,7, + 2,5 2,7, , 0 g k: S N’

h2
On prolonge 62, 5;, 62 & tous les points de bord par
5925’&0,]',743 = 5925UN,j,k = 0, 0 S j, k‘ § N,

Sruiok = Oouing =0, 0<i k<N,
531@',]‘70 = 53’&17]',]\/ = 0, 0 S ’i,j S N.

e Opérateurs de Simpson

Les opérateurs de Simpson o, 0y, 0, sont définis par

2

1 1 .

Oallijk = Uil + 3 Wik + g Ui+ Lk 1<i<N-1,
1 2 1 .

Oylhijk = gUij-1k+ Uikt glijrie 1 <J<N =1,
1 2 1

Otk = GUijk—1 + Uik + g Uikt 1<E<N-1,

On prolonge o, oy, 0, a tous les points de bord par

O'x’u,o’j’k = UzUN,j,k = O, 0 S j,k § N,
oyuiok = oy Nk =0, 0<i k<N,

OzU;5,0 = OyUi j N = 0, 0 < i,j < N.

1<ik<N-1, (5.7)

(5.8)

0<j k<N,
0<i k<N, (5.9)

(5.10)
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5.3 Notations algébriques

Dans cette section, on donne les notations matricielles et vectorielles utiles dans la
suite. Elles généralisent de facon naturelle les notations vues dans la section 3.3.

e Opérateur vecs

Définition 5. Soient v = (v jk)o<ijk<N € L}% une fonction de grille et (e;)1<i<N—1

la base canonique de RN=Y . On définit lopérateur vecs par

vecy: Lj — ROV-1?

v — V =vec3(v)

avec
N

Ve03(v) = Z (el- Re;®d ek)vm,k. (5.11)
i,5,k=1

[y

Matriciellement, I'opérateur vecs crée a partir d’une fonction de grille (v; ; r)o<i j k<N,
un vecteur de taille (N — 1) formé des points intérieurs de cette fonction de grille (les
points (v; jx)i<ijk<n—1) en utilisant I'ordre lexicographique sur (i, j, k).

Exemple : Soit Q = (0,1)%. On considere la grille de différences finies

z;=1ih, 0<i<3,
yj =jh, 0<j<3, (5.12)
2 =kh, 0<k<3.

avec h = 1/N = 1/3. Soit f(x,y,2) = cos(x + y? + 3z + 1), on introduit la fonction
de grille f* = ( Z*]k) avec fl = cos(z; + y? + 3z, + 1), 4,5,k €0,1,2,3. On suppose

u = f*. Alors on a

U = vecz(u) = [cos(w1 + y} + 321 + 1), cos(xy + yi + 329 + 1), cos(xy +y35 + 321 + 1), cos(zy +y3 + 320 + 1),
cos(zo + y% + 321+ 1), cos(xa + y% + 329+ 1), cos(xy + y% +3z1 + 1), cos(za + y% + 329 + 1)]T.
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Définition 6. Soit v = (v; jx)o<ijk<N € L}%. On définit les vecteurs V;..,V. ;.. V.. €
RWV-1)? par

r N-1
Vi = veca[v jrli<jr<n-1 = Z (ej ® ex)vijk, (a)

<
o

5

=

-1

V.. = vecalvi jkli<ik<n—1 = Z (e; ®ex)vijk, () (5.13)
ik=1
N-1

V.. k= veca|vi jrli<ij<n-1 = Z (e; ®ej)vijk, ()
ij=1

ol vecy est l'opérateur donné en (3.12).

Définition 7. Soit v = (v;jk)o<ijk<N € L%L une fonction de grille. On définit les

vecteurs Vi ., Vi .k, Vijk € RWV-D) par

N-1

Vij, = veer[vijihickan—1 = ) exvijn (a)

k=1
N-1

Viok = veci[v; jrli<j<n—1 = Zejvi,j,k’ (b) (5.14)
j=1
N-1

Vojk = veci[vijilicicn—1 = Y €k, (©)
=1

ou vecy est lopérateur donné en (1.36).

Lemme 5.3.1. Soient v = (v; j x)o<i jk<N € L%L une fonction de grille et V = vecs(v)

alors on a
N-1
V= (Vijr®ej®@er), (a)
G k=1
-1
V=> (e@Vik®ep), (b) (5.15)
ik=1
N-1
V= (el- & € & ‘/;,j7;). (C)
ij=1

Preuve. On démontre par exemple (5.15),. Par définition de l'opérateur vecs (5.11)

on a

V = wvecs(v)
N—1

= Z (ei Xe; R ek)vmk.
i,9,k=1
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On en déduit

N-1N-1
V = (el- ® € ® ek)vm,k

k=1 i=1
N-1 N-1

= ( €iVi,j.k & € & ek)
jk=1 i=1
N-1

= (Vojk @ ej @ ex),
Jk=1

d’ott (5.15)4. De la méme maniere on démontre (5.15) . [ |

e Notations vectorielles

De la méme facon qu’a la section 3.3, les lettres capitales désignent des vecteurs et les
lettres miniscules désignent des fonctions de grille.

e On note U, U, Uy, U, € RWV=D? Jeg vecteurs associés aux points intérieurs des

fonctions de grille u, ug;, wu,, u., respectivement,

U = vecs(u) = vecs|u; jkli<ijh<N—1,

U, = vecs(ug) = vecs[Uy i j k]1<i jh<N—1,

(ua) (5.16)
Uy = vecs(uy) = vecs[ty ;i jkl1<ijh<N-—1,
(uz)

U, = vecs(u,) = vecs[uz i jkli<ij k< N—1-

e Soient Uy, Ug € ROV=1? Jeg vecteurs associés aux conditions limites de Dirichlet aux

points intérieurs des faces gauche “L” et droite “R” du cube,

_ _ T
Up = V€C2[U0,j,k]1§j,k§N—1 = [U0,1,1, -y U0,1,N—1, U0,2,15 -+, U0,2, N—15 --» UO,N—1,15 -wUO,N—l,N—l] )

_ _ T
Ur = veca[un j kJ1<jk<N—1 = [UN,1,1; s UN,1,N—15s UN,2,15 -3 UN,2,N—15 s UN,N—1,15 --s UN,N—1,N—1]
(5.17)

. _1)2 . o .
e De méme, Ug, Ur € RIN=D" sont les vecteurs associés aux conditions limites de
Dirichlet aux points intérieurs des faces inférieure “B” et supérieure “T” du cube
]T

9

Up = vecaU; 0 k) 1<i k< N—1 = [U1,0,1, -, U1,0,N—15U2,0,1 5+, U2,0,N—1+ -+s UN—1,0,15 --s UN—1,0,N—1

T
Ur = VeCQ[Ui,N,k]lgi,kSN—l = [UI,N,la <y UL, N N—1,U2 N1y U2 N N—15 - UN—1,N,1, --7UN—1,N,N—1]
(5.18)
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_1)2 .y . .
e De plus Up, Uo € RO=D" sont les vecteurs associés aux conditions limites de
Dirichlet & l'intérieur des faces arriere “F” et avant “C” du cube (figure 5.1),
_ _ T

Ur = VGCQ[Ui,j,O]lgi,jgN—l = [U1,1,0, <y W1,N—1,0, U2,1,05 --» U2, N—1,05 -+» UN—-1,1,0, -wUN—l,N—l,O]

_ _ T
Uc = Vec2[ui,j,N]1§i,j§N—l = [U1,1,N7 sy UL N—1,N, U2 1,Ns s U2 N—1,N -+ UN—1,1,N --,UN—l,N—l,N] .
(5.19)

Les vecteurs associés aux valeurs de Dirichlet aux points “intérieurs” des douzes arétes

face T NfaceF

I UTF |
Urrr @ .I 4 L 4 L 4 I. QUrrr
I § ® -
@ L
faceL NfaceF Urr [ L Urr faceRNfaceF
@ L
L & o |

UBr
faceBNfaceF

Fia. 5.1: Notations correspondent a la face “arriere” ou “F” du cube 2. Le vecteur
Ur est formé de petites boules. Les grands boules désignent 'intersection entre cette
face et les autres faces du €.

du cube sont notés
ULB> UR37 ULT7 URT7 ULF7 URF7 ULCa URC> UBF7 UTF7 UBC> UTC € R(N_l)' (520)
La figure 5.1 illustre graphiquement ces notations. Par exemple, on a

ULp = vecy [ug o k|1<k<N—1 = [10,0.15 s U0 o.N—1]T s

" (5.21)

ULr = veci[ug j,0)1<j<N—1 = [10,1,0, --» U0,N—1,0
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e Les valeurs de Dirichlet sur les huit sommets du cube sont (figure 5.1) notées

{ ULBr = 0,00, ULBc = uwoo,n, ULrr = uo,N,0, ULTCc = to,N,N» (5.22)

UrBr = un,0,0, UrBc = un,0,N, UrrF = un N0, URTC = Un,N,N-
5.4 Fonctions de grille et algebre de Kronecker

Dans cette section, on introduit des relations algébriques utiles dans la suite. Les lemmes
suivants sont utilisés pour établir la forme matricielle du schéma boite hermitien en

dimension 3 dans la section 5.6. Dans la suite, eg et ey sont deux vecteurs nuls de
RN—I

Lemme 5.4.1. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N € L}% on a

1 1
vecs(0,v) = —h(K ® I @ I)vecs(v) — 2h(€1 IRV, + %(e]\/ 11 1NHVg, (a)
vec(dyv) = (I®K®I)VeC3( ) — (I®61®I)VB—|——(I®6N 1@ DVp, (b)
2h 2h 2h
vecs(0,v) = 2h(]® I ® K)vecsg(v) — %(I®I® e)Vr + —h(I®I® en—1)Vo. (c)
(5.23)
Preuve Par définition de l'opérateur vecs (5.11) on a
N-1
vecs(6,v) = Z (e1 ®ej @ er)(0gVijk)i<ijh<N—1-
i,j,k=1
Donc
p Nl
Vng((SxU) = % (ei ® ej ® ek)(vi—‘,-l,j,k - ,Ui_lvjvk)
1,5,k=1
L, Nl N-2 N—-1
= %( (en— 1®e]®ekajk+ZZel®e]®ekvz+17]k
k=1 i=1 jk=1
N—-1 N—1 N-1
— Z e ®ej @ eg)Vi—1jk — Z (e1®e; ® ek)vo,ﬁk)
=2 jk=1 J,k=1
[, N 1 N—1
= %( Z ((eim1 —€i41) ®e; ® ek)vi,j,k) o (e ®I®I) Z ej ® ex)vojk
i,5,k=1 Jk=1

N-—1
1
+ Qh(eN 1®I®I Z €]®€k UN,j k-
J.k=1
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Ore; 1 —ejt1

=Ke;, 1<i< N —1, donc

N-1 N—1
1 1
VeC3(5zv) = _h ( ' Z (K@i &® €; & ek)vz-mk) 2h 61 ®R1I® I Z €; & eg UO,]k
i,5,k=1 7,k=1
1 N-1
+ %(GN—l RIRI) (€j ® er)UN,jk
Jk=1
1 N-1 1 N-1
= 2h( (K@I®I) Z ez®ej®ek vwk) 2h (1 @I®I) Z eg®ek 0,5,k
i,5,k=1 7,k=1
1 N-1
+ %(GN—l RI® I) (ej X ek)vNJ,k
jk=1
_ Lk @IeDvees(v) = —(ex @ I DV + —(en_1 @ @ 1)V,
Y vecsg(v oh €1 L oh EN-1 R,
d’ou (5.23),. De la méme maniere on démontre (5.23) . [
Lemme 5.4.2. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N € L%L, on a
(6o0)5 = — (K ® D)Vi — —(e1® )Vig + —(ex—1 ® D)Vap, (a)
veco(0,v h B oh €1 LB oh EN-1 RB, (@
1 1
. vecs (8,0)1 = —h(K ® I)Vp — %(61 @ NVir + E(GN—l @ I)Vrr, (b)
1
1 1
vecy(0,0) 2h(K @ Vp — %(el @ NV + 2h(eN_l ® Vrr, (c)
1 1
{ veca(d,v)c Zh(K @ IVeo — %(61 @ Ve + Qh(eN_l ® I)Vre. (d)
(5.24)
( 1 1 1
VeC2(5yv)L = —h(K & I)UL — %(61 X I)ULB + %(GN—l X I)ULT, (a)
1 1
veca(0,0) R (K@I)U —(e1 @ IUpp + —(en—1 ® I)Ugrr, (b)
VGCQ((S 2)) 2h<I®K)UF — %(I®61)UBF + 2h([®€N l)UTF, (C)
veca(d,v)c 2h(I®K)UC — %(I@) e1)Upc + ﬁ(I@) en—1)Urc. (d)
(5.25)
VGCQ((S 7)) 2h(I®K)UL_%(I®61)ULF+ﬁ(I®€N )ULC7 (a)
0 I®K - —( I b
(“Z) VeC2( 1)) Qh( X )UR 2h( ®€1)URF + 2h( Xen— I)URC7 ( )
VeC2(5ZU) 2}1([ &® K)UB — ﬁ(f X el)UBF + %(I XRen— 1)UBc, (C)
veca(d,v)r Qh(I ® K)Ur — %(I ® e1)Urr + ﬁ(I ®en—1)Urc. (d)
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Preuve. On a par définition de l'opérateur vecs (3.12)
N-1
vecy (8,0) = veea[(82v)iokh<ikan—1= Y (€ ® ex)(020)i0 k-
i k=1
Donc
L Nl
vece(6zv)p = o Z (e; @ ex)(Vit1,0k — Vi-1,0,k)
i,k=1
1 N—-2N-1 N—1
= %( (ei @ ex)vit1,0k — Z (e ® er)vi—1,0k
i=1 k=1 =2
N-1 N-1
+ > (ena1®@ep)unor— > (a1 ® €k)vo,o,k)
k=1 k=1
1 N= 1 N-1
= _h Z ( -1 — ei-i-l) & 6]4;)7)1'70,]4; o (61 X I) €k00,0,k
1,k=1 k=1
1 N-1
+ Qh eN 1®I Z 6k®7)N0k
k=1
Ore,_1—eq11=Ke;, 1 <i<N -1, donc
(0,v) (K®I)V 1( ® IV, +1( ® VRrB),
eca (0,0 = ——(e — (e
veca(02V)B o B~ 5ple1 LB+ 5 (eN-1 RB
d’ou (5.24)4. De la méme maniere on démontre (5.24)y .4, (5.25) et (5.26). [
Lemme 5.4.3. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N € L%L on a
( 1
vecy (0,V)BF = %KVBF - 2h61VLBF + EGN—IVRBF7 (a)
1 1
veci(6;v)po = K Vo — s-e1Vipe + or-en-1VrBe, (D)
(i) 2 (5.27)
vecy (0,v)TF = QhKVTF 2h€1VLTF + 55, N - 1VrrF, (c)
1 1
vect (0zv)1C = %KVTC’ - 2h€1VLTc + EGN—IVRTC’- (d)
(0,v) KU U + L U (a)
ecy (0,v = — — —e —e a
vecy (0yv)Lr = 2h Lr — gpeUipr + o enalirr,
1
vecy (0,0) Lo = —KULC —e1Urpe + zwen-1Urrc, (D)
(i) 2h 2h 2h (5.28)
vec (0yV)rF = ﬁKU P %GIURBF + ﬁeN—lURTFy (c)
1
vecy (0,V) Ro = %KURC - 2h€1URBC + 5 en- 1Urrc. (d)
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1

1
vecy (0,0) LB = %KULB - 2helULBF + %eN—lULBC, (a)

1 1
| veer(8ov)er = 5 KUrr — 2he1ULTF +oren- 1WUrre, (b)

D) i 1 (5.29)
vecy (0,0)rp = %KURB - 2h€1URBF + gpen- 1Ursc, (¢
1

vecy (0,0)pr = ﬁKURT - %QIURTF + %QN—IURTC- (d)

Preuve. D’apres la définition de vec; (1.36) on a

N-1

vec (0,v) pr = vecy [(020)i0,0]1<i<N €i(020)i0,0-
=1

Donc

P

==
< 11

vecy (0,v)Bpr = e1(Vit1,00 — Vi—1,0,0)

1

1
= ﬁ(' €iVi11,0,0 — E €iVi—1,0,0)
=1
| V-2 N-1
= 9 €iVi+1,0,0 + EN—1UN,0,0 — €170,0,0 — E €iVi—1,0,0
i=1 i=2
N—
1 1 1
= S-TEN-1UN,0,0 — 57 €1%0,0,0 + —E 6 1—€ 17)00
2h 2h op LT U

Oronaei 1 —e4+1=Ke, 1<i<N-—1, donc

N-1
1 1
vec1(0z0)pr = gpen-1Veer = 5relVipr + 5 Z ViBF
_ Ly Vipr + & en Vi
= o 8Ver — gpelVipr + gpen1Vepr,
d’olt (5.27)4. De la méme maniere on démontre (5.27)p 4, (5.28) et (5.29). [ |

Lemme 5.4.4. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N € L}% on a

1 1
vecs(o,v) = (P @I 1)V + 6(61 IRV, + 6(€N—1 RIRI)Vg, (a)

vecg(oyv) = (I @ Py ®I)V+6(I®61®I)VB—|— (I®eN 1@ DVp, (b)

6

vecs(o,v) = (I®I®P)V+6(I®I®61)VF+ (I®I®6N DVe. (o)

6
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Preuve. Par définition de 'opérateur vecg (5.11) on a

N-1
vecg(o,v) = Z (i ®e; @ ex)(020)i k-
t,5,k=1
Donc
= 1 2 1
vecs(opv) = (e @ ej ® en) (vi-15k + Vigk + EVit1k)
ij k=1
L Nl g N-1 L Nl
=5 (e @ej ® en)ui-tjh + 3 (e @ ej ® ex)vijr + & D (e ®ej @ er)viptjn
i,5,k=1 i,5,k=1 t,5,k=1
L Nl P NN
= 5 (e1 ®ej ® ex)von + g Z Z (€ @ €j @ ex)vi-1,jk
k=1 1=2 j k=1
N-1 N-2 N—1 N-1
2 1 1
+ 3 (ei®e; ® ek)vm,k + 6 (e; ®e; ® ek)vz-+1,j7k + 6 Z (en—1®e; ® ek)vN%k
ij k=1 i=1 jk=1 k=1
1 N-1 N-1y 9 1
= 5 (e1®@I®I) Z ej ® ex)vo,jk + ‘ <(66i—1 + 36 + 6€i+1) ®e;® €k>vi7j,k
]7 =1 Z,],kzl
1 N-1
+ glena®@IeI) ) (e @ ex)un,jn
J.k=1
1 2 1 .
Or —e;_1+-¢e;+ =601 = Pse;;, 1 <i< N -1, donc
6 3 6
1 1
vecg(o,v) = 6(61 RIQNVL+ (Ps@IQI)V + g(eN—l ®I®I)Vg,
d’ou (5.30). De la méme maniere on démontre (5.30)p . [

Lemme 5.4.5. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N—1 € L%L on a

( 1 1
veca(oz0)p = (Ps @ I)Vp + 6(61 @ NVip + 6(61\/—1 ® I)Vgp, (a)

VeCQ(O'z'U)T = (PS X I)VT + 1((31 & I)VLT + 1(61\7_1 X I)VRT, (b)
(i) 6 6 (5.31)

1 1
VGCQ(O’IU)F = (PS & I)VF + 6(61 (024 I)VLF + E(GN_I & I)VRF, (C)

1 1
VeCQ(O'z'U)C = (PS ® I)VC + 6(61 X I)VLC + 6(61\7_1 X I)VRc. (d)
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1 1
vecg(oyv)r = (Ps @ IV, + 6(61 @ I)Vie + 6(61\7—1 @ NVir, (a)

1 1
VeCQ(Uy’U)R = (PS ® I)VR + —(61 ® I)VRB + —(eN_1 ® I)VRT, (b)
ji 6 6 5.32
(i) 1 1 (5.32)
veca(oyv)p = (I ® Ps)Vr + E(I ®e1)VBr + 6(1 ®en-1)Vrr, (c)

1 1
vecz(oyv)e = (I ® Ps)Ve + 6(1 ® e1)Vpo + 6(1 ®en-1)Vrc. (d)

VGCQ(O’Z )L = (I®P )VL + I®€1)VLF + 6(I®€N 1)VLc, (a)

6(
(I ®e1)Vrr + =

VGCQ(O’Z )R = (I®P )VR+ (I®6N )VRC, (b)

(i) ¢ ¢ (5.33)
VGCQ(O’Z )B = (I®P )VB + 6(I®61)VBF + 6(I®€N l)VBC, (C)
VGCQ(O’Z )T = (I® P )VT + 6(I® el)VTF + 6(I® eN— )VTC- (d)

Preuve. Par définition de 'opérateur vecy (3.12) on a
N-1
veca(opv)p = (€i ® er)(02v)i 0.k
i k=1
= 1 P 1
= (€5 @ ex)(Gui-10k + 00k + GVi+1,0k)
i,k=1
| Nl 9 L Nl
= 6 (e; ® ek)vi_l,oﬁ + g(ez ® ek)vi70,k + 6 Z (e; ® ek)vi+1,07k
ik=1 i k=1
L V-l | NoIN-1 o N-1
= 3 (€1®€k?}00k+gzzez®€kvz10k+ D (e @ ex)viok
k=1 =2 j=1 i,k=1
N-2N-1 N-1
1 1
+ 6 (€ ® ex)vit1,0k + 6 (eN—1 ® er)Un,0,k
i=1 k=1 k=1
N-1 N-1

2 1
€1+ gei + 6€i+1) ® €k>vi,0,k

=2

1
= 6(61 ® 1) ervo.0k + ((

e
Il
2 [l
-
E
Il
—_

1
1

+ 6(61\7—1 ®I) eLUN,0,k-

1

B
Il

1 2 1
Or —e;—1+ -e;+ —€;41 = Pse;, 1 <i <N —1, donc

6 3 6
1 N-—1 N-1 1 N-1
VeCQ(O'z'U)B = 6(61 &® I) eEv0,0,k Z (Psel- X ek)vw,k + E(GN_l X I) ELUN,0k
k=1 i k=1 k=1

1 1
= 6(61 ®I)VLB + (PS ®I)VB + 6(61\7_1 X I)VRB,
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d’ou (5.31)4. De la méme maniere on démontre (5.31)p 4, (5.32) et (5.33). [
Lemme 5.4.6. Pour toute fonction de grille v = (v; jk)o<ijk<N € L}% on a

( 1 1
veci(o,v)r = PsVpr + EVLBF + EVRBFa (a)
1 1
vec(o4v)Be = PsVpe + =Vipe + =Veece, ()
; 6 6 5.34
0 6T (5.3)
veci(ogv)rr = PsVrp + EVLTF + EVRTFa (c)
1 1
vecy (0.v)rc = PsVre + EVLTC’ + EVRTC' (d)
1 1
veci(oyv)rr = PsVir + EVLBF + EVLTFa (a)
1 1
| veei(oyv)re = PiVie + EVLBC + EVLTCa (b)
) 1 1 (5.35)
vecy (oyv)rr = PsVgr + EVRBF + EVRTFa (c)
1 1
veci(oyv)re = PsVrc + EVRBC + EVRTC' (d)
1 1
veci(o.v)rp = PV + EVLBF + EVLBa (a)
1 1
vecy(o.v)rr = PsVir + EVLTF + EVLTC, (b)
(i44) ) | (5.36)
veci(0.v)rp = PsVrp + EVRBF + EVRB07 (c)
1
vecy (0,v)rr = PsVrr + EVRTF + EVRTc. (d)
Preuve. On a par définition de 'opérateur vecy
N-1
veci(0.v)Br = €i(02)i,0,0
i=1
= A LN )
_ ei(Zvi ey Zus
< ) 6 1—1,0,0 3 ,0,0 6 ++1,0,0
L N1 o N-1 | N1
= 5 €iVi—1,0,0 + 3 Z €ivi,0,0 + 6 Z €iVi+1,0,0
i=1 i=1 i=1

N—1 N—1

1 1 2

~€1v0,0,0 + = E €Vi—1,00+t 5 E €iVi,0,0
6 6 i=2 3 i=1

-2

=

€iVi+1,0,0 + 6€N—1'UN,070
1

=2

7

N-1

1 2 1 1
€1v0,00 + Z (Eei_l + z€i + ~€i11)Vi,00 + ZEN-1UN0,0-

3 6 6

i=1
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1 2 1
Orona=e_1+4+ -¢;+=-€41 = Pse;;, 1 <i <N —1, donc

6 3 6
N—1
1 1
veci (oz0)pr = 6€1U0,0,0+E Psewi,o,0+6€N—1UN,0,o
i1

1 1
= 661VLBF + PV + EVRBFy

d’ou (5.34),. De la méme maniére on démontre (5.34)p 4, (5.35) et (5.36). [

5.5 Schéma boite hermitien en dimension 3

5.5.1 Introduction

Dans la section 2.2, on a vu le principe du schéma boite hermitien repose sur :
- La formulation mixte (2.6).

- L’évaluation des moyennes sur [z;_1, ;1] de (2.7) et (2.9).

Ce point de vue est généralisé en trois dimensions pour le probleme de Poisson dans un
cube. En utilisant le théoreme de la divergence (3.36), on établit un systeme d’équations
qui sera la base du schéma HB en trois dimensions. Pour compléter ce systéme, on
donne dans la section 5.5.3 deux exemples d’approximations des dérivées normales au

on

sur 0f) déduites des approximations des dérivées au bord utilisées au chapitre 2.

5.5.2 Définition du schéma hermitien (HB) pour le probléme de Pois-

son dans = (a,b)?

On considere le probleme de Poisson dans le cube Q = (a, b)3

—Au = f, dans(,
u= f, dans (5.37)
u=g, sur 0f).
La forme mixte du (5.37) s’obtient en introduisant v! = d,u, v* = dyu, v* = dsu,
— (85,;1)1 + 8yv2 + 8zv3) =f, dansQ (a)
vt — Opu =0, dans Q, (b)
) (5.38)

v3 — 0,u =0, dans Q,

U =g, sur 0f2.

(
(
v? — Oyu = 0, dans ©, (c
(
(

Q
N
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Le domaine Q = (a,b)? est discrétisé par la grille (5.1). Les boites sur lesquelles on fait
les moyennes (5.38) ¢ 4 sont K j , centrées aux points (x;,y;, z;) de longueur 2h (voir

figure 5.2), c’est-a-dire pour 1 <i,j,k < N — 1,
Ki,j,k = [I‘Z —h,x; + h] X [yj — h,yj + h] X [Zk —h, 2z + h] (5.39)

A chaque point (x;,y;,2,), 0 < 14,4,k < N, sont localisées les quatres inconnues

(i+1,j+1,k-1)

(i-1,j+1,k—1

(i+1,j+1.k+1)

(i-1,j+1,k+1)

® (i,jk)

(Lj Lk 1) (i+1,j—1,k—1)

(i+1,j-1,k+1)

2h

Fi1G. 5.2: Schéma HB en trois dimensions. Le flux est intégré sur la surface de ce cube
K@j’k = [:Ei —h,x; + h] X [yj — h,yj + h] X [Zk —h,zp + h]

Ui gk = 'U,(.'L’i, Yj» Zk)7
Ug i gk = Ou(Tis Yy 2k ),
Uy g5,k = ay’LL(ﬂj’i, Yj, Zk)>

Uz ik = Ou(s, Y5, 21)-

(5.40)

On a donc quatre fonctions de grille u, uz, uy, u, € L%L.
Etablissons d’abord la forme discréte de (5.38).

e On integre I'équation conservative (5.38), sur la boite K ; 5, (figure 5.2). Le membre
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de droite de (5.38), s’écrit

1

Hofm,k = W /K f(z,y, z)dz dydz. (5.41)

i,7,k
En utilisant le théoreme de la divergence (3.36), le membre de gauche de (5.38), s’écrit

1

- m/ (v'ng +v?ng +vPng)do =T1°f; j 5, 1 <4,5,k <N —1, (5.42)
K, j 1

ol 7(n1, ng, n3) est le vecteur normal dirigé vers I'extérieur de 0Kj j .. La relation (5.42)
comporte six intégrales bidimensionnelles associées aux six faces du cube. Chacune de
ces intégrales est approchée par la formule de Simpson bidimensionnelle. Par exemple

sur la face arriere du cube K ;5 qui correspond a z = z,_1 et 1(0,0,—1) on a
1 Yji+1 Tit+1
— / / O u(zx,y, z)dydx ~ ((O'y o am)uz) , 1<ij<N-1. (543)
4h yio1 Jmia ijk—1

En utilisant les opérateurs aux différences 0, &,, 6, en (5.3) et 0, oy, 0, en (5.9),

Iéquation (5.42) s’écrit
— (0200 003)Ug ;i jf — (0200500, Uyijk— (0y00300.)Us; k= Hofz-,j7k, (5.44)

avec 1 <i4,5,k <N —1.
Le symbole o désigne la composition des opérateurs. L’expression (5.44) donne (N —1)3
équations.
e La relation suivante entre les fonctions exactes u(z,y) et v!(z,y) est déduite de
Videntité (5.38)s,

vl (x,y) = dpu(z,y), sur Q. (5.45)

En intégrant (5.45) sur le segment [x;—1,z;41] X {y;} x {2}, on obtient I'identité

1 Fitl +1y Y7, - 1—1y Y97 . .
ﬁ/ ol (@, ;, 2)de = LT Y Z’“)Zhu(x LY ) << NZ1,0< 4k < N.
Ti—1
(5.46)

La relation suivante entre les fonctions u(x,y) et v?(x,y) est déduite de (5.38)..

v (z,y) = Oyu(z,y), sur Q. (5.47)
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En intégrant (5.47) sur le segment {x;} X [y;—1,yj+1] X {2k}, on obtient I'identité

1 Yj+1 . . _ . .
L sy, )y = W ) —WTH Y1) Ny 0 <k <N,
oh J,, 2h

(5.48)

De méme, la relation suivante entre les fonctions u(z,y) et v3(z,y) est déduite de
(5.38)4

v} (x,y) = dyu(z,y),sur £, (5.49)

En intégrant (5.49) sur le segment {x;} x {y;} X [2k_1, 2k+1], on obtient 'identité

I e (i, yj, 2kq1) — w(Ti, Yjs 2e—1)
R . . d — 1 J]0 yJ)
on), " (zi,yj,2)dz 2h

, 1<kE<N-1,0<4,5<N.

(5.50)
On approche & présent v!(x,y) par la fonction de grille u, € L?, c’est-a-dire Ug ik =
v! (24, yj, 21). En approchant I'intégrale de droite de (5.46) par 'opérateur de Simpson

oz (5.9) on obtient I'identité discrete suivante
OgUy 5.k = 5rul-7j,k, 1 < ) < N — 1, 0 < ],k‘ < N. (551)

On en déduit que (5.51) est une approximation hermitienne de (5.38)y.
De méme, en approchant v? et v3 par les fonctions de grille uy et u, € L%L respective-

ment, on obtient

Jzuz,i%k = 5Zul-7j,k, 0 S ’L,] § N, 1 § k‘ S N — 1, (b)

ol gy, 0, sont donnés en (5.9). Les identités (5.52),;, sont des approximations hermi-
tiennes de (5.38).q basées sur I'approximation des intégrales par la formule de Simp-
son. Le décompte des équations et des inconnues est & ce stade 3(N — 1)(N + 1)2
équations correspondant aux (5.51-5.52) pour 4(N + 1) inconnues correspondant aux
w= (Ui k), Uz = (Upijk)s Uy = (Uyijk), Uz = (Us;jk) € L%L, 0<1,5,k<N.

e Les conditions limites de Dirichlet s’écrivent :

7

uijo = 9(xi Yj 20),  0<4,5 <N, Face “F”
uigN = 9(2i,yj,28), 0=<4,j <N, Face “C
uiok = 9(Ti,yo, 2), 0 <i<N, 1<k<N-1, Face “B (5.59
ui Nk = 9(Ti,yn, 21), 0<i <N, 1<k<N-—1, Face “T”
uo ik = 9(xo0,yj,21), 1<74,k<N -1, Face “L”
un k= 9N, Y, 26), 1<4,k<N-—1 Face “R”
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Ce qui donne 2(N + 1)2 + 2(N — 1)(N + 1) + 2(N — 1)2 = 6N? + 2 équations.
En regroupant (5.44), (5.51), (5.52) et (5.53) on obtient

( —(0,00y 003Uz ijk — (02005 00y)Uyijk
—(oy 00508 )uz i =T fi jik, 1<i,j,k<N-1,
Ozlgijk = Oxli ik, 1<i<N-1, 0<j k<N,
OyUy,ijk = Oylijks 0<i,k<N, 1<j<N-1,
Oz gk = 02U j ks 0<i,j<N, 1<k<N--1,
Ui g0 = 9(%i, Yj» 20); 0<i,j<N,
uwig.N = 9(i, Yj, 2N), 0<i,j<N,
ui0k = 9(Ti, Yo, 2k), 0<i<N, 1<kE<N-1,
ui Nk = 9(Ti, YN, 2k), 0<i<N, 1<k<N-1,
uo,jk = 9(%0, Y5 2k), 1<jk<N-—1,

L ungk = 9(@N, Y55 2k) 1<jk<N-1.

(5.54)

Le systeme (5.54) constitue les relations de base du schéma boite hermitien en dimension
3.1l consiste en (N—1)3+3(N—1)(N+1)24+6N?+2 équations pour 4(N+1)? inconnues.
Pour obtenir le bon décompte entre le nombre d’équations et le nombre d’inconnues,
on complete le systéeme (5.54) par des approximations des dérivées normales au bord
Uz0.4.ks Uz, Njk» 0 < K, < N, Uyioks UyiNk 0 <4,k <N, uzjjo, Uzijn, 0 =<
1,7 < N.

Comme on 'a déja fait en dimension 1 et 2 dans les chapitres 2 et 3, on présente dans

la section suivante deux exemples d’approximations de ces dérivées au bord.

5.5.3 Exemples d’approximations de g—g sur 0f)
5.5.3.1 Schéma HB1

En dimension 1, le premier exemple d’approximations des dérivées au bord en (2.26)

est 5 1
Uy —u
gugmo + gu%l _ M - O’ “r
(5.55)
2 i 1 UN — UN-1 «R?
—U —U =
3 x,N 3 z,N—1 h

En dimension 2, ceci est généralisé en (3.53).

En dimension 3, on généralise (5.55), sur les six faces du cube Q = (a,b)? par les 6
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relations
2 1 Ul ik — UQ.j
g’u,m,O,j,k + gux,l,j,k = w, 0<j,k<N, Face “L”
2 1 UN ik — UN_14
g’u,m,N,j,k + gUgc,N—l,j,k = ik A N I’J’k, 0<j,k<N, Face “R”
2 1 Uik — U
SUy 0k T SUyilk = w, 0<1i,k<N, Face “B”
g 31 Ui Nk — Ui, N—1,k (5.56)
gUy,z‘,N,k + guy,z‘,N—l,k = — A . =~ 0<i,k<N, Face “I”
2 1 Ui j1 — Wi j
—uzijo—l-—uzijlzu, 0<14,75 <N, Face “F”
3 EASN A 3 199 h
2 1 Ui i N — Ui j N—
Uz i N+t SUzij N-1= L3N L3N 1, 0<i,5<N. Face “C”
3 EASN A 3 EASN A h
(5.56) donne 6(N + 1)? équations.
En complétant (5.54) par (5.56) on obtient le systeme discret :
(
—(0z 00y 002 )ugijk — (02000 00y)uyjk
—(0y 0030 8:)uz i gk = 110 fi g, 1<ijk<N-1 (a)
Ol i jk = Oxli j s 1<i<N-1,0<jk<N, (bh)
Tyllyijk = Oylijk, 0<i,k<N,1<j<N-1, (b)
O Uz gk = 02U j ks 0<4,j<N,1<k<N-1, (b3)
2 1 Uik — 0,5k .
5 Uz,0,5,k + SUz 15k = ga 0< Js k < Nv (Cl)
3 3 h
2 1 UN Gk — UN—1,jk .
guI,N,j,k + guzvN_lJyk = : h ! ? 0 g ]7 k S N? (02)
2 1 Uik — U )
Sy okt Fly1k = —t 0 0<ik<N, (c3)
3 3 h
2 1 U; — U; N— )
_uy7i7N7k + _uy7Z7N_17k = Z7N’k Z7N 1’k7 0 g 27 k S N? (04)
3 3 h
2 1 Ui 1 — Ui j0 -
FUzi0 F Flzigl = 0<ij<N, (cs)
2 1 Ui j,N — Ui j,N—1 .
_uz7i7j7N + _uZﬂ:’jJV_l = - = ’ 0 g 27] S N7 (CG)
3 3 h
uijo = 9(Ti; Y5, 20); 0<1i,j<N, (dy)
u;ij N = g(Ti,Yj, 2N), 0<4,j<N, (do)
ui 0k = 9(Tis Yo, 2k), 0<i<N,1<k<N-1, (d3)
uiNg = 9(Ti, YN, 21), 0<i<N,1<k<N-1, (d)
Uy, i,k = g(aro,yj,Zk), 1<j,kE<N-—1, (ds)
UN,jk = g(xN,yj,Zk), 1<j,k<N-—-1. (dg)
(5.57)
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On a au total :

— (5.57), est la forme discrete de I’équation conservative (5.38),.

— (5.57)b, by,bs sont les formes discretes des équations (5.38)p.cq-

— (5.57)¢y,c0,03,c4.05,c6 SO0t des approximations des dérivées normales sur les six faces du
cube.

— (5.57)d; dy,ds,da,ds,de SONt les conditions de Dirichlet sur les six faces du cube données
en (5.38)..

Le systeme (5.57) consiste en (N—1)34+3(N+1)2(N—1)+6(N+1)24+6N?+2 = 4(N+1)3

équations pour 4(N + 1)3 inconnues qui correspondent aux U, Uy, Uy, Uz. Le systeme

(5.57) est le schéma HB1 en dimension 3.

5.5.3.2 Schéma HB2

En dimension 1, les approximations d’ordre 3 en (2.97) sont données par

1 2 1/1 2 5 w5
gux,o + guz,l = E <6u2 + gul - 6”0)) L
1 2 1/5 1 2 T (5.58)
gux,N + guz,N—l = 7 <6UN - EUN—z - gUN—1>' R

En dimension 2, (5.58) est généralisé en (3.55).

En dimension 3, la généralisation de (5.58) sur les six faces du cube Q = (a,b)? est

(5.59)

éuz,o,j,k + ;U:c,l,j,k = % <éu27]~7k + §u17j7k — guoﬁ-,k), 0<j,k <N, Face
éuac,N,j,k + ;Um,N—l,j,k = % (gUN,j,k — éUN—z,j,k — ;UN—l,j,k>7 0<j,k<N, Face
%Uy,z’,O,k + %uy,i,l,k = % <éuz2k + ;Uzm — gui,o,k>, 0<i,k <N, Face
%uy,i,N,k + %Uy,z’,N—l,k = % <gusz — éuz’,N—Zk - %W,N—l,k); 0<i,k<N, Face
%ZLz,i,j,O + %’U«z,i,j,l = % <%Ui,j,2 + gui,j,l — gui,jp); 0<1i,j <N, Face
| éUz,i,j,N + guz,i,j,N—l = % <guz‘,j,N - éuz’,j,N—2 — gui,j,zv_1>, 0<14,7<N. Face

(LL”

“R”

“B??

“T??

“F”

(4C77
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En complétant le systeme (5.54) par (5.59) on obtient

)
—(02 00y 005Uz ijk — (02004 08y) Uy jk

—(oy 003 00:)Uz k= Hofi,j,k, 1<4,5,k<N—1,
Oal,ijk = Oxlij ks 1<i<N-1,0<jk<N,
Tylhyijk = Oylij ks 0<i,k<N,1<j<N-1,
Ttz i gk = 0zWij ks 0<i,j <N, 1<k<N-1,
1 2 1/1 2 5 .
guﬁf,o,j,k + gufl},l,j,k = E <6u27]7k + gulyjyk - 6u07]7k>7 0 S ]? k g N7
1 2 1/5 1 2 .
guI,N,j,k + guI,N—l,],k = E <6uN7]7k - EuN—Qyjyk - guN_l,]7k>) 0 S ]? k g N7
1 2 1/1 2 5 .
3 Ui 0k + FUyilk = <6Ui,2,k + Ui Lk~ 6“i,0,k>a 0<1k<N,
1 2 1/5 1 2 .
3 Ui, Nk + Ui N-Lk = 3 <6Ui,N,k —gUiN-2k gui,N—l,k>a 0<1,k<N.
1 2 11 2 5 N
guzvi7j70 + guz7i7j71 = E 6u7'7]72 + §u7'7]71 - EU’LJ?O ) O S 2N S N7
1 2 1/5 1 2 ..
FUzig N T gUzijN-1= 7 | GUijN ~ gUijN-2 = gUijN-1 |, 0<i4,j<N.
uij0 = 9(Ti, Y5, 20), 0<4i,j<N,
uijN = 9(Ti, Y5, 2N), 0<i,j<N,
wiok = 9(Ti, Yo, 2k), 0<i<N,1<ELN-—-1,
wi Nk = 9(Ti, YN, 2k, 0<i<N, 1<k<N-1,
uo,jk = 9(T0, Yj 2k); 1<jk<N-1,
Uk = 9(TN Y5, 2k), 1<jk<N-1.
(5.60)

Au total on a

— (5.60), est la forme discrete de I’équation conservative (5.38),.

— (5.60)p, by b sont les formes discretes des équations (5.38) 4.

— (5.60)¢;,c0,e5,c4,05,c6 SONt des approximations des dérivées normales sur les six faces du
cube.

— (5.60)d, do,ds,da.ds,ds SONt les conditions de Dirichlet sur les six faces du cube données
en (5.38)e.

Le systeme (5.60) consiste en (N—1)34+3(N+1)2(N—1)+6(N+1)24+6N2+2 = 4(N+1)3

équations pour 4(N + 1)3 inconnues qui correspondent aux u,ug, Uy, u,. Le systeme

(5.60) est le schéma HB2 en dimension 3.
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5.6 Forme matricielle du schéma boite hermitien en di-

mension trois : cas général

5.6.1 Introduction

En dimension 1, au chapitre 2, on a vu que le schéma boite hermitien pour le probleme

de Poisson (2.1) possede la forme matricielle
1
ﬁHU =F — Gy, (5.61)

avec H € My_1(R) et F, G, € RIV-1),
En dimension 2, au chapitre 3, on a vu que le schéma boite hermitien pour le probleme
de Poisson (3.37) possede la forme matricielle suivante

1

(R P+ P H)U = F — G, = Gy, (5.62)

avec H, Ps € My_1(R) et F, G, Gy € RN-1)?,
Dans ce qui suit, nous cherchons la forme matricielle générale du schéma boite hermitien

pour le probleme de Poisson (5.37) en dimension trois.

5.6.2 Forme matricielle générale des dérivées au bord

En dimension 1, au chapitre 2 on a vu que toute approximation des dérivées au bord
Uz, et Uy r en fonction des points de bord Uy, Ug et des points intérieurs U vérifient

la relation

1 1
ele,L + eN_lU%R = E.AU - BU, + EC(GIUI’L + eN_le,R), (5.63)

avec A, B, C € My_1(R).

En dimension 2, ceci est généralisé en (3.59).

En dimension 3, la relation (5.63) est généralisée de la fagon suivante. Sur chaque
segment du maillage du cube (a,b)? on applique (5.63). Pour j et k fixés entre 0 et NV,

on déduit de (5.63) sur le segment (a,b) x {y;} x {z;} la relation suivante

1 1 .
erls,rjpten-1Usrjn = 3 AU jk=BUssjpt CleUr jrten-1Urgk),  0<jk <N.
(5.64)
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Pour i et k fixés entre 0 et N, on déduit de (5.63) sur le segment {z;} % (a,b) x {zx}

la relation suivante

1 1
e1Uyi B rtren—1Uyirr = EAUi,:,k_BU ik t—ClerUs prten—1Ui k),

0<ik<N.
(5.65)

h

Pour i et j fixés entre 0 et IV, on déduit de (5.63) sur le segment {z;} x {y;} x (a,b)

la relation suivante

1

e1Uzjrten—1Uzi 50 = ﬁAUz‘,j,:—BUz,z',j,:Jr

5.7 Dérivées normales

1
—C(erU; jr+en-1Uijc),

(5.66)

Lemme 5.7.1. Les dérivées normales par rapport a x, y, z, sur les huit sommets
MLBF 7}’ MRBF 7}’ ((LBC 7}’ MRBO ?7; MLTF 7}’ ((RTF ?7; ((LTC 7}’ ((RTC » du Cube Q —

(a,b)?, vérifient

e Uz, rrr + en-1Uz rTF = N

7

erUy,rBr +en—1Uy 1Tr = N

erUy,rBc +en—1Uy rre = W

1
elU%RBF + eN—lUy,RTF = EAURF

(i)

1
e1Uy,rpc + en—1Uy,rrc = E-AURC

1
E-AULB

1
erU, rrr +en—1Uz e = E-AULT

e U, LBr +en-1U; LBc =

(iid)

1
—AUgt

erU,.rrr +en-1U; rrc = N

1 1
e1Us,LBr + en-1Us,rBF = E-AUBF — BU, Br + Ec(elULBF +en-1URrBF),
1 1
e1Uyz,1Bc + en—1Uz rBC = E-AUBC — BU, Bc + EC(GIULBC +en—-1UrBc),
1
=AUy —

1
eiUs,rrc + en—1Uz rrc = E-AUTC -

1 1

—AULr — BUy LF + Ec(elULBF +en1Urrr),

1

AU —
1

— BUy grF + Ec(el Urr + en—1UrrF),

1
— BUy rc + Ec(elURBC +en-1Urrc).

(a)
(b)
()

(d)
(5.67)

(a)
(b)
()
(d)

1
EC(el Urrr + en—1URrrF),

1
EC(EIULTC’ + €N—1URTC)-

BUx,TF +

BU, rc +

1
—C(erUrpc + en-1Urtc),

BUy 1c + A

(5.68)
1
—BU. LB+ Ec(elULBF +en-1Urpc), (a)
1
—BU, 1T+ EC(€1 Urrr +en—1Urrc), ()

1 1
e1U,.rr + en—1Us rc = E-AURB — BU. rB + Ec(elURBF +en-1Urnc), (c)

(d)
(5.69)

1
—C(erUrrF + en—1Ugrrc)-

— BU, rr + A
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Preuve. (5.67), se déduit de (5.64), avec j = 0 et £ = 0. De la méme maniere on

démontre (5.67)pc,d, (5.68) et (5.69). [

Lemme 5.7.2. Les dérivées normales par rapport a x, vy, z, sur les huit arétes
MLB ?7; MRB’ 2»” MLT ?7; ((RT 7}’ ((LF ?7; ((RF ?7; MLC ?7; MRO 2” du Cube Q — (a’ b)v?)’ vérzﬁent

les relations

( 1 1
e1@Uz e +en—1®Uyrp = E(A @IUp— (B@I)Uyp+ E(C ®I)(e1 @ULp + en—1 @ Urp),
1 1
e1@Uzprr+en_1Q@Uypr = E(A@) NUr — (B Uy 1 + E(C ®I)(e1 @ U+ en—1 @ Ugrr),
1 1
e1@Uzr +en-1 @ Uz rr = E(A@) NUrp — (B U, p + E(C ®I)(e1 @ULp + en—1 @ Ugr),
1 1
e1 @ Uz rc+en—1Q@Uzrc = E(.A@ NUc — (B 1)Uy o + E(C ®@I)(e1 @Urc +en—1 @ Uge).
, X 1 (5.70)
e1 Uy +en—1@Uyrr = E(A@) nNUL — (B Uy, + E(C ®@I)(et®@Urp+en-—1®Urr),
1 1
e1 ®@Uyr +en—1@Uyrr = E(.A@ NUR — (B® I)Uy,T + E(C ®@I)(e1 @ Urp + en—1 @ Ugr),
1 1
Uyrr ®e1 +Uyrr ® en—1 = E(I @ A)Ur — (I @ B)Uy,r + E(I ®@C)(Urr®e1+Urr ®en—1),
1 1
Uyc ®e1+Uyrc ®@en_1 = E(I @ A)Uc — (I @ B)Uy,c + E(I RC)Upc ®ey +Ugc ®@en_1)-
) , 1 (5.71)
U,r®e1+ U, c®en_1 = E(I @ A)UL—- I ®B)U, 1+ E(I RC)Urrp ®e1+Urc ®en-1),
1 1
U.rr®e1+ U, rc ®en_1 = E(I ® A)Ur — (I @ B)U, g + E(I ®C)(Urr @ €1 + Urc ® en—1),
1 1
U.pr®e1+U,pc®en_1= E(I @ AU — (I ®B)U, g+ E(I ®RC)(Upr ®e1+Upc ®en-1),
1 1
{ Uz,TF ® e + Uz,TC Reny_1 = E(I X A)UT — (I X B)UZ,T + E(I@ C)(UTF ®e +Uprc® €N_1).
(5.72)
Preuve. La preuve est analogue a celle de la proposition 3.3. |

Lemme 5.7.3. Les vecteurs Uy 1, Uy r € RWV-1? des dérivées normales par rapport
a x sur les deux faces “gauche”(x = a) et “droite”(x =b) du cube Q = (a,b)? vérifient

les relations

1
(e1@I@NUpp+ (en1@IRTU,p = E(A@I@I)U - (BeI®I)U,

1
+ E(C®I®I)<(e1 @IRIUL+ (en—1 ®I®I)UR>,

(5.73)
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Les vecteurs Uy g, Uy € RWV=D? des dérivées normales par rapport a y sur les deux

faces “bas”(y = a) et “haut”(y =b) du cube Q = (a,b)? vérifient les relations

1
I®e®DUyp+ I en1®NUyr = ANV - (0B,

1
+ E(I®C®I)<(I®el @NUp+ (I ®@en_1 ®I)UT>,
(5.74)
Les vecteurs U, p, U, ¢ € RWV=D? des dérivées normales par rapport a z sur les deux

faces “arriére”(z = a) et “avant”(z = b) du cube Q = (a,b) vérifient les relations

1
Ieloe)or+(0I0ey)ec = ;USISAU-(I®I0B)U.

1
+ E(I@I@C)((I@I@el)UFﬁ-(I®I®6N—1)UC>7

(5.75)
Preuve. D’apres les notations (5.17) on a
—1
Up, = veCs[tiy 0 jkli<jhan—1= Y (; @ ex)Us L jk;
Jk=1
o (5.76)
Us,r = vecalug N jrhi<jken—1= D (€ @ ex)Us rj-
Jk=1
Donc
N—-1
(@I @NUpp+(ena1 @I NUsr = (1®I®1) Y (e; @ er)Us, Lk

k=1
+ (eno1®@I®I) Z (ej & ek)Ur,R,j,k

Jk=1
N-1 N-1
= (e1®e;@ep)Uprjn+ Y (en—1®ej @ex)Us Rk
Jk=1 Jk=1
N-1 N-1
= (e1Unrjr®ej@ep)+ ¥ (en-1Usrjr® e @ ep)
Jk=1 Jk=1
N-1

= ((61 Us,Ljk +eN-1UzRjk) ®€; @ ek)-

.
ol
Il
—
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En utilisant (5.64),

N—1 N-1
1
(1 @I NUpp + (en1 QIR )Upr = (AU jk ® €; © ex) = D (BU,jk®e; ®ep)
jk=1 j k=1
1
+ 7 (C(elUL,jJ{; + €N—1UR,j,k) ®e; ® ek)
1
1
+ pCelon(ele DU +(ex©laDUs),
d’out (5.73). De la méme maniére on démontre (5.74) et (5.75). [

5.8 Dérivées tangentielles

Lemme 5.8.1. Les vecteurs Uy pr, Uz pc, Urrr, Usrc € }R(N_l), dérivées tan-
gentielles par rapport a x sur les quatres arétes “BF”, “BC”, “I'F'”, “I'C'” du cube
Q = (a,b)?, vérifient

1 1
Uz BF = EDUBF + Eg(elULBF +en-1UrBr), (a)
1 1
Ur,Bc = +DUpc + —E(e1Urpc +en-1UrBc), (b)
’11 {l (5.77)
Utk = EDUTF + ES(GIULTF +en-1Ugrrr), (c)
1 1
Upre = EDUTC + Eg(elULTC +en—1Urrc). (d)

Les vecteurs Uy Lr, Uy rc, Uy rr, Uy rc € ]R(N_l), dérivées tangentielles par rapport
a y sur les quatres arétes “LEF”, “LC”, “RF”, “RC” du cube Q = (a, )3, vérifient

1 1
Uyrr = EDULF + ES(GIULBF +env-1Urrr), (a)
1 1
Uyrc = wDUrc + —E(erUrpe +en-1Urrc), (b)
fll h (5.78)
Uy.rr = EDURF + Eg(elURBF +en—1Urrr), (c)
1 1
| Uy rc = EDURC + ES(GIURBC +en—1Urrc). (d)
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Les vecteurs U, 1B, U, 11, U rB, U RT € }R(N_l), dérivées tangentielles par rapport
a z sur les quatres arétes “LB”, “LT”, “RB”, “RT” du cube Q = (a,b)>, vérifient

1 1
U.rB= EDULB + 55(€1ULBF +env-1ULBc), (a)
1 1
U.pr = —DUrr + —€(eiUrrr + en—1Urrc),  (b)
h n (5.79)
U.rB = EDURB + E5(61URBF +en-1UrBc), ()
1 1
U.rr = EDURT + 55(61 Urrr +en-1Urrc). (d)

Preuve. D’apres (5.54), on a

Ozl ik = Ozl jk, (5.80)
pour 7 =0, k =0, on obtient
O2lUszi,0,0 = 0zUi 0,0 (5.81)
Donc
Ujp] — Uj— )
g U100 + 3 Ue.i00 + g U it1,00 = %h“, I1<i<N-1. (5.82)
Matriciellement, on obtient
L U, it Pl gt sen U, L Uit Uppt—en_1Urpr. (5.83)
—e —en—_ =——ce — —en_ . (5.
g Ve LBE T Y BE+EeN-1Uz,RBF op AV LBE Y o Unr o eN-1URBF

En utilisant la relation (5.67),, (5.83) devient

1
—C)(elULBF + eN_lURBF). (5.84)

1 1 1 1
(Ps — EB)UI,BF = —(K—--A)Upr + —(F> — 3

2h 3 2h

En utilisant les matrices D et £ en (2.113) on obtient

1 1
Ue,BF = ﬁDUBF + %g(elULBF +en-1UrBF), (5.85)

d’olt (5.77)q. De la méme maniere on démontre (5.77)p ¢ 4, (5.78) et (5.79). [ |
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Lemme 5.8.2. Les vecteurs Uy g, Uy 1,Us p,Uzc € ]R(N_I)Q, dérivées tangentielles

par rapport & x sur les quatres faces “B”, “T”, “F”, “C” du cube Q = (a,b)3, vérifient

1
Um, E(,D®I)UB+h(5®1)<(61®1)UL3+(€N 1®I URB)
1
Ux,T—E('D@I)UT—F 5®I<61®IULT+(6N 1®IURT ,
1 (5.86)
Ux,F—E(D@)I)UF—F (E®I) <61®I Urr + (en—1®1) URF>
1
Uz,c E('D@)I)Uc—i- (E®I) <61®I Urc + (en— 1®I)URO> (d)
\

Les vecteurs Uy 1,, Uy r, Uy r, Uyc € R(N_I)Q, dérivées tangentielles par rapport a y

sur les quatres faces “L”, “R”, “F”, “C” du cube Q = (a,b)3, vérifient

7

Uy7L_h(D®I)UL—|— (E@I)| (e1®@I1)Urp + (en— 1®I)ULT> (a)

(¢
Uy p = ~(D& Uk + ~ 5@1(
(
It

- (e ® I)Urp + (en— 1®I)URT> (b)

(5.87)

Uyr = h(I®D)UF+ I'®e)Upr+ (I ®en- 1)UTF> (©)

I®E)
1
Uy,c—h(I®D)Uc+ I@&E|(I®e)Upc+ (I ®en- l)UTC> (d)

\

Les vecteurs U, 1, U, r, U, , U, € R(N_l)z, dérivées tangentielles par rapport a z
sur les quatres faces “L”, “R”, “B”, “T” du cube Q) = (a,b)?, vérifient

( 1
U.r = E(I@D)ULJr (I®E) (I@el JUrLr + (I ®en- 1)ULc> (a)
1
Uz,R—E(I®D)UR+ (I®E) <I®€1 Urr + (I ®en— lURC>
| (5.88)
Uz,B—E(I®D)UB+ I®5 <I®€1 UBF+(I®€N UBC)
1
Uz,T—E(I®D)UT+ I®5<I®€1 UTF+(I®6N1UTC>

Preuve. D’apres (5.54), on a

Oxlgijk = OzUijr, 1<1<N—-1,0<jk<N, (5.89)
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ceci est équivalent a

1 _ ui-{-l,j,k B ui_lijk (5 90)

_um7i_17j7k + guif,i,j,k + Euif,l-‘rl,],k - 2h

6
Matriciellement, 1'équation (5.90) s’écrit

1

1 1 1
€1Ux Lk T PsUg. jr+ GEN- 1Us,Rjk = 2h61ULg k+ QhU,j,k + %eN—lUR,j,ka
(5.91)
ce qui donne
1 1
U:c,:,j,k = EDU:’j’k + Eg(elUL’j’k + eN_lURJ,k). (5.92)
On a par définition de l'opérateur vecy en (3.12)
U, = vecaUgiokli<ik<N-—1
N-1
= (e @ ex) g 0k
i,k=1
N-1
= (Uz,: 0,k ® €x)-
ik=1
Or d’apres (5.92) pour j =0 on a
1 1
Us:ok = EDU:,O,]C + E5(€1UL,0,1€ +en-1Uro.k)- (5.93)
Donc
N-1
U = (Uz0,:1 ® ex)
k=1
L Nl L Nl
= 5 2 (PUpr®ex) + 5 > (5(61UL,o,k +en-1URr0k) ® ek)
k=1 k=1
N-1 ! N-1
= D®I Z Uor®er)+ E (E®1) Z (erUrox +en—1Urok) @ ex
k=1 k=1
1 N-1 N-1
= E(D ®@I)Up + h(5 ® I)( e Ur,ox ® ex + Z en—1Urok ® ek)
k=1 k=1
1
= (DeNUs+ h(s ® I)<(61 @ Urp + (en_1 ® I)URB),

d’ou (5.86)4. De la méme maniere on démontre (5.86)p ¢4, (5.87) et (5.88). [
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5.9 Expression du gradient (U,,U,,U.) en fonction de U

Proposition 5.1. e Le vecteur U, € RWN-1)? s’exprime en fonction de U, Ur, Ur par
U, = %(D RIRIU + %(5 ®I® I)((el @I IUL+ (en-1 @I ® I)UR>. (5.94)
o Le vecteur Uy € RWV-1)? s’exprime en fonction de U, Ug, Ur par
Uy = %(I D IU + %(I ®RE® I)((I Rer@NUp+ (I Ren_1® I)UT>. (5.95)
e Le vecteur U, € R(NV-1)° s’exprime en fonction de U, Up, Uc par

1 1
U.=+(I®I1eD)U+ E(I®I®5)<(I®I®€1)UF + (I®I®6N—1)Uc>- (5.96)

Preuve. D’apres (5.54); on a
O'm’LLxJ"%k = 5xui,j7k, 1 S ) S N — 1,0 § j, k S N. (597)

Ceci est équivalent &

2 1 Uitl,j,k — Ui—1,jk

Eufﬂ,i—l,j,k + guif,i,j,k + Euif,l-‘rl,],k = 2h (5'98)
Matriciellement, on obtient
1 1 1 1 1
gelUx,L,j,k + PU,,. jr+ éeN—lUx,R,j,k = _%GIUL,j,k + ﬁU:,j,k + ﬁeN—lUR(,j,ka |
5.99

avec P, la matrice donnée en (1.67). En utilisant les matrices données en (2.113), la

relation (5.99) donne

1 1
EDU:’j’k + —5(61ULJ,]€ + eN—lUR,j,k)- (5.100)

UCC,I,j,k = h
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On a

Uz

Vecs [Um,i,j,k]lgz‘,j,kSN—l
N-1
(Usz,.jk ® € @ ek)

7,k=1
N-1 1 1
(EDU:’j’k + Eg(elUL’j’k + eN—lUR,j,k)) (ej X ek)

k=1

1 N-1 1 N-1

E ('DU;J,k ®e; & ek) + E Z (5(61UL,j7k + eN—lUR,j,k)) (ej X ek)

k=1 k=1

1 N-1

E(D®I®I) (U;J,k@ej@ek)
7,k=1

1 N-1

E(ﬁ RI®I) ((61 Qe Qer)Ur ik + (en—1®e ® ek)UR,M)
k=1

1 1

=(D@IeNU + E(E@I@I)((el ® I e UL+ (en_1 ®I®I)UR),

d’out (5.94). De la méme maniére on démontre (5.95) et (5.95).

5.10 Forme matricielle générale du schéma boite hermi-

tien

On a mentionné dans la section 5.6 que le systeme (5.54) constitue les relations de

base du schéma HB en trois dimensions, donc afin d’obtenir une forme matricielle du

schéma, on traduit matriciellement les équations de ce systéme.

Proposition 5.2. La fonction de grille (0, o 0, 0 0z)u, s’écrit matriciellement en

fonction de U = vecs(u) et des données de Dirichlet au bord de = (a,b)® sous la

forme

1
veey (0000 0,)uz ) = =75 (H® P, @ P)U = G, (5.101)
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ou Gy € RWV=D? st le vecteur

;

1
Go = 3(G@P ®PS)<(61 ® I UL+ (en—1 ®I®I)UR>

1
+ W(I@)el ®Ps){(H®I)UB+(Q®1)(€1 ®ULB+€N—1®URB}

1
+ W(I@eN_l ®Ps){(H®I)UT+(g®I)(61 QUrr +en—1 ®URT)}

1

+ 6?(I@)I@)61){(7'(®P§)UF—l— (g®PS)(€1 QUrr +en—1 ®URF}
1

+ 6?([®I®€N—l){(H®Ps)UC + (Q®PS)(61 QUroc +en—1 ®URC)}

1
* 36h2 (I®I®€1)(I®el)<HUBF+g(€1ULBF+eN—1URBF)>

1
+ W(I RI®e)I ®en-1) <HUTF +G(e1Urrr + eN—lURTF)>

1
+ 36h2 (I®I® eN—l)(I@ 61)<HUBC + g(elULBC + eN—lURBC)>

1
+ ——{U®I®en_1)I®en-1) <HUTC +G(eUrrc + 6N-1URTC)>-

36h?
(5.102)
Pour démontrer la proposition 5.2 on utilise la relation suivante
vecs ((az 00y 0 5z)ux) = (I ®I® Ps)vecs ((ay ) 5z)ux>
+ %(I ® I ® eq)vecy ((Uy o 5z)u:c)F (5.103)
+ %(I ® I ® en_1)vecs ((O‘Z o 5w)uz)c

Dans le lemme 5.10.1, on donne la forme matricielle du vecteur vecs ((O'y o 5w)um> €
RV-1)%,

Dans le lemme 5.10.2, on donne les formes matricielles des vecteurs vecy ((az oéz)uz)

et vecy ((az o 5z)ux)c € RWN-1)?
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Lemme 5.10.1. Le vecteur vecs ((ay o 5x)ux> € RIN=D g%écrit matriciellement sous

la forme

vecs ((ay 0 5:,;)%) = (K@P,®I)U,
1
+ F(ReP® I)((q RI®NU; L+ (en-1 @I ® I)UI,R)

2h
1

- pleae I)((H ® NUp + (G®I)(e1 @ ULy + en—1® URB))
1

- ey ® I)((H ® DUr + (G © I(e1 ® Upr + en—1 & URT)).

(5.104)

Preuve. En posant v = d,u,, on déduit de (5.30); que

vecg(oy 0 0p)uy, = (I ® P ® I)vecs(0zuy)
1

1
6([ ® e1 ® I)vecy(dpuz)p + 6(] ®en—1 ® I)veca(dpuz)r.

+

Pour v = ug, la relation (5.23), donne

1 1
veey(Gptts) = 5 (K @ L@ DUy + 5 (R @ 19 1) ((el RIQNUps+ (eno1 @1 ® I)UI,R).
Donc,
1
vecg(oy 0 Oguy) = ﬁ(K ® Ps®@ U,
1
+ (RePe) ((el RI®NUpp + (en—1 ®1® I)UI,R)
1 1
+ E(I ® e @ I)vec(dpug)p + E(I ®en—1 ® I)vec(dzpty)T.
(5.105)
Or pour v = uy, (5.24), donne
1 1
veca () = %(K®I)UI7B+%(FQ®I)((61®I)UI,LB+(6N_1®I)Ux,RB). (5.106)

En remplagant dans (5.106) les vecteurs U, g et (e1 ® I)Uy 1B + (en—1 ® I)Uy rB par

ses expressions en (5.86), et (5.70), respectivement, on obtient

1

1
h2(H®I)UB—ﬁ(g®I)(€1®ULB+€N_1®URB), (5.107)

vece (0, uz ) B =

avec H, G les matrices données en (2.116). De la méme maniere on obtient

1 1
VeCQ((SzUI)T = —ﬁ(H & I)UT — ﬁ(g &® I)(el QUrr +en-1® URT)- (5.108)
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Enfin, en remplacant dans (5.105) les vecteurs vece(d,uz)p et veca(dyu,)r par ses

expressions en (5.107) et (5.108) respectivement, on conclut (5.104). [

Lemme 5.10.2. Les vecteurs veca(oy 00,y )F et veca(o,00,us)c € RN-1? s*¢crivent

matriciellement sous la forme

1
veco(oy 0 Oypuy)p = —3 <(H @P)Ur+ (G@I)(e1 @Urr+en—1® URF)>
1
- W(I ®e1) <HUBF +G(enUrpr + €N—1URBF)>
1
- W(I ®en—1) <HUTF +G(e1Urrr + €N—1URTF)>,
(5.109)
et
( 1
veca(oy 0 Spuz)e = —12 <(H @ P)Uc+ (G@I)(e1 @Urc+en—1® URC)>
1
- 6?(1 ®e1) (HUBC +G(enUrpc + €N—1URBC)>
1
- 6?(1 ®en_1) (HUTC +G(eUrrc + eN—1URTC)>-

(5.110)

Preuve. Pour v = d,u,, la relation (5.32). donne

1 1
vecy (000, ug ) p = (I®Ps)vecy (5muz)p—|-6 (I®eq)vecy (5xum)BF—|—6 (I®en_1)vect (dpug)TF-
(5.111)
Pour v = uy, la relation (5.24), donne
1 1

veco (0puy)r = — (K @ Uy r + o

o (FQ@I)(el ®Ux,LF+€N—1®Ux,RF)- (5.112)

En remplagant dans (5.112) les vecteurs U, r et e @ Uy Lr + en—1 ® Uy rF € R(N-1)?

par ses formes en (5.86) et (5.70) respectivement, on obtient
1
vecs 0y ) p = 2 ((H ® Ps)Up + (G® Ps)(e1 @Urp +en—1 ® URF)), (5.113)
avec H, G les matrices données en (2.116). D’autre part, pour v = J,u, on déduit de

(5.27)q

1 1
Vecl((sxuz)BF = %KU%BF + %(ele,LBF + eN—lU:c,RBF)- (5.114)
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En remplacant dans (5.114) les vecteurs U, pr et e1Uy r + en—1Uy RBF € RWV-1

par ses formes données en (5.77) et (5.67), respectivement, on obtient

1

1
w2 Usr — —5G(e1ULpr + en—1UrBr), (5.115)

vecy (0zUz ) BF 2

avec H, G les matrices données en (2.116). De la méme maniere on obtient

1

1
Vecl(ézux)TF = _ﬁHUTF — ﬁg(elULTF + eN_lURTF). (5.116)

En utilisant (5.113), (5.115), (5.116) dans (5.111) on conclut (5.109). De la méme
maniere on démontre (5.110). [

Preuve de la proposition 5.2. D’apres (5.30). on a

VeC3<(O‘Z 00y 0 5w)um) = (I®I® Ps)vecs ((O'y o 5m)ux)
1
+ E(I ® I ® eq)vecy(oy 0 0zug)F (5.117)
1
+ E(I ®@ I ® en—1)veca(oy © dzuy)C-

En remplacant les vecteurs (eq ® I ® 1)Uy 1+ (en—1 ®I® 1)U, R et le vecteur U, par les
expressions données en (5.73) et (5.94) respectivement et les vecteurs veca(oy 0 0,ug) R

et vecg(oy 0 0,uz)c par les expressions obtenues au lemme 5.10.2 on obtient (5.101). W

Proposition 5.3. Le vecteur V663<(O‘Z 00, 0 5y)uy) € RN-D? gsécrit en fonction de

U = vecs(u) et des données de Dirichlet au bord de Q = (a,b)3 sous la forme

vecs ((az 00,0 5y)uy) = —%(PS QH® P)U — Gy, (5.118)
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avec

1
ﬁ(Ps ®G® PS)<(I® e1@NUp+ (I ®en_ ®I)UT>

1
W(el ®I®PS){(H®1)UL +(G@I)(eg@Urp+en—1® ULT}

1
W(e]v_l ®RI® PS){(H QINUp+ (G®I)(e1 ®Upp +en—1® URT)}

1
W(I@)I@ 61){(Ps QH)UF + (Ps ®G)(Upr ® e1 + Urr ® €N—1}

1
W(I@)I@ €N—1){(Ps QH)Uc + (Ps®G)(Upc ® e + Urc @ €N—1)}

1

W(I @ I®er)(er®I) <HULF +G(erUrLpr + €N—1ULTF)>

1
W(I @I®er)(en—1 1) <HURF +G(enUrpr + eN—lURTF)>

1
W(I RI®en_1)(e1®1I) <HULC +G(enUrpc + €N—1ULTC)>

1
W(I ®@I®en_1)(en—1®1I) <HURC + G(e1Urpc + eN—lURTC)> .
(5.119)

Proposition 5.4. Le vecteur Ve03<(ay 00,0 5Z)uz) c RN-D% s%écrit en fonction de

U = vecs(u) et des données de Dirichlet au bord de Q = (a,b)3 sous la forme

_ 1

(P @ P@H)U = G-, (5.120)

vecs ((ay 00,0 5Z)uz)
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avec

1
ﬁ(Ps ® P, ® Q)((I RIRe)Up+(IRI® eN_l)Uc>

1

aﬁ@ﬂ&&®I%U@ﬂﬁUp+U®QXMF®ethc®@wﬂ}

1
aﬁ@w4®FQ®D%I®HWR+U@QXMw@ethc®@wn}

1
W(I@)el ®I){(P8 QH)Up+ (Ps®G)(ULp ® e1 +Urp ®€N—l)}

1
6?“@ enN_1® I){(Ps @H)Ur + (Ps @ G)(Urr ® e1 + Upr ® €N—1)}

1
W(I ®er ®I)(e1®1I) <HULB +G(erUrpr + €N—1ULBC)>

1
W(I ®e@I)(en_1®1) <HURB + G(e1Urpr + €N—1URBC)>

1
W(I ®en-1®@1I)(e1®1) (HULT +G(eUrrr + eN—1ULTc)>
1
—{I®@en_1®1)(eny—1®1) <HURT +G(enUrrr + €N—1URTC)> .

36h2
(5.121)

Proposition 5.5. Le schéma boite hermitien en dimension 8 pour le probléme de

Poisson (5.37) posséde la forme matricielle générale suivante

1
SHOP P+ ROHO P+ RO OH)U =F G, Gy~ Gsy  (5122)

ot F =vecs(TII'f) et Gy, Gy, G, sont donnés en (5.102), (5.119), (5.121) respective-

ment.

Preuve. La relation (5.54), s’écrit matriciellement sous la forme

—vec3 (0, 00, 00,u,) — vecs (0, 00, 05,y ) — vecs (o, 00, 08,u,) = vecs(TI'f). (5.123)

En remplagant dans (5.123) les vecteurs vecs(o, o g, 0 0,uz), vecz(o, 0 oy 0 dyuy) et

vecg(oy 00, 00,u,) € RO =D? par leurs formes matricielles obtenues en (5.101), (5.118)

et (5.120) respectivement, on obtient (5.122). [
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5.11 Solveurs rapides

5.11.1 Solveur rapide pour le schéma HB1

Il résulte de la proposition 5.5 que le schéma HB1 (5.57) possede la forme matricielle

suivante

(Hl®P5®P5+P3®H]_®P5+P5®P3®H1)U:F_GIJ__Gy’]__GZ’]_, (5124)

1
h2 -
H,

ou le vecteur F' correspond au terme source moyenné,
F = vecy(II° f). (5.125)

Les vecteurs G, 1, Gy,1, G.1 sont obtenus a partir des vecteurs G, (5.102), G, (5.119),
G, (5.121) en remplacant les matrices H,G par les matrices H;, G; en (2.48). Le

systéme linéaire (5.122) est réécrit comme
HU = h*(F — Gyp1 — Gy1 — G, 1), (5.126)
ou la matrice H; est
H =Hi®P,®P,+P,®H, @ P, + P, ® P, @ H,. (5.127)

Rappelons que Z! est une base de diagonalisation de H; (avec valeurs propres j), ainsi
que de Py (de valeurs propres a; = 1—)\;/6 avec \; donnés en (1.43)). Donc Z'®Z2m@2"

est une base de diagonalisation de H; avec valeurs propres (3 ,, , données par
Blmn = MmO + Qpimon + oy, 1 <I,m,n <N —1. (5.128)

Ceci permet de résoudre (5.126) par 'algorithme rapide suivant.

Algorithme 10. (Algorithme rapide pour le schéma HB1)

— Etape 1 : Décomposer le terme source f = h2(F — Gy1— Gy1— G, 1) surla base
orthonormale Z! @ Z™ @ Z" de RIN-1? qui est la base de diagonalisation de H;.
On rappelle que p; et o = 1 — %)\l sont les valeurs propres des matrices Hi et Ps
respectivement. Cette étape consiste a calculer les coefficients fl,Zm,n =(f,Z'® 2"

Z™) et elle est effectuée par la transformation en sinus rapide, [27].
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— Etape 2 : Calculer les composantes UlZmn de la solution dans l’espace de Fourier

par
Z
Ul = 2%, 1<lmn <N -1 (5.129)
Y 5l,m,n

— Etape 3 : Assembler les composantes de la solution en utilisant la décomposition du
vecteur U € RN=D° dans la base Z' @ Zm @ Z" par

Jk Z UlnglZm Zy. (5130)

l,m,n=1

Cette étape est effectuée par la transformation inverse en sinus rapide.

Les étapes 1 et 3 sont O(N3logy(N)) et 'étape 2 est O(N?3), ce qui donne un algorithme
O(N3logy(N)) en total.

5.11.2 Résultats numériques pour le schéma HB1

Dans cette section, on donne quelques résultats numériques préléminaires obtenus par
le schéma HB1 concernant la résolution du probleme du Poisson (5.37) sur = (0,1)3.

Les erreurs sont évalués par les normes L? et L discrétes

1

s =l = (1 i)~ w30?) (@)

i.j.k (5.131)

[ttez — ulloo = i’j7kI:nl??fN_l|(uex(mi-yj= zk) — uigk)|. (D)

Le code de calcul est effectué en Matlab. Le maillage varie entre N = 8 (N = 23) et
N =128 (N = 27) dans chaque direction. La taille de systeme linéaire & résoudre pour
N = 128 est d’environ deux millions d’inconnues pour la solution u. Le temps calcul
T est évalué a l'aide des fonctions tic et toc. Le quotient T/(N3log,(N)) apparait
clairement constant, ce qui montre une complexité algorithmique O(N3logy(N)).
Test 1 : On considere la solution exacte uez(,y,2) = cos(mz) cos(my) cos(nz). Les
résultats sont donnés dans la table 5.1. Le schéma HB1 est d’ordre 2 pour les quatres
inconnues u, Uz, Uy, Us;.
Test 2 : On considére la solution exacte ez (2, y, 2) = In(1+x +y> + 22). Les résultats
sont donnés dans la table 5.2. On observe l'ordre 2 du schéma HB1 pour les quatres

inconnues.

Test 3 : On considere la Gaussienne e, (z,y, 2) = exp(—((z —0.5)2 + (y — 0.5)? + (2 —
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Nz X Ny X N, lues —ulln  ||uz,ex — ualln  |ues — ullo  |[Uz,ex — Uallo  T(s.)
8 X 8 X8 5.700(—3)  3.350(-2) 3.260(-2) 1.470(-1) 0.77
T. C. 1.92 1.73 1.66 1.42

16 x 16 x 16 1.500(—3)  1.010(-2) 1.030(-2) 5.480(-2) 1.36
T. C. 1.93 1.75 1.93 0.86

32 x 32 x 32 3.918(—4)  3.000(-3) 2.700(-3) 3.010(-2) 3.90
T. C. 1.99 1.80 1.96 0.96

64 x 64 x 64 9.863(—5) 8.577(-4) 6.920(-4) 1.540(-2) 18.64
T. C. 1.99 1.83 1.99 0.98

128 x 128 x 128 2.471(—5) 2.411(-4) 1.738(-4) 7.800(-3) 131

TaB. 5.1: FErreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uer (T, Yy, 2) = cos(mzx) cos(my) cos(mz)

N, x Ny x N, [ter — ul|n

||uw,ew _umHh

[ ty,ex — tylln

||uz,ew _quh

T(s.) T/(N®logy(N))

8x8x8 1.100(—=3)  2.500(-3) 3.400(-3) 3.600(-3) 0.89  5.794(-4)
T. C. 1.92 1.47 1.62 1.58
16 x 16 x 16 2.902(—4) 9.019(-4) 1.100(-3) 1.200(-3) 1.34  8.178(-5)
T. C. 1.97 1.64 1.74 1.70
32 x 32 x 32 7.402(—5)  2.895(-4) 3.294(-4) 3.681(-4) 3.93  2.398(-5)
T. C. 1.99 1.73 1.79 1.77
64 x 64 x 64 1.862(—5)  8.719(-5) 9.468(-5) 1.075(-4) 18.60 1.182(-5)
T. C. 1.99 1.79 1.83 1.82
128 x 128 x 128  4.662(—6)  2.518(-5) 2.649(-5) 3.040(-5) 131 8.923(-6)
TaB. 5.2: FErreur et taux de convergence du schéma HB1 avec

Uer(T,y,2) = In(1 + 2 + y? + 23)

0.5)?)). Les résultats sont donnés dans la table 5.3. Le schéma HB1 est encore d’ordre

2 dans ce cas.

Test 4 : On considere la solution exacte ez (7,3, z) = exp(—30((z—0.5)2+(y—0.5)%)+

(z — 0.5)2) cos(20(z 4+ y + z — 1)). Les résultats numériques sont donnés dans la table

5.4. Dans ce cas on constate que le schéma HBI1 est observé d’ordre 4 pour les quatres

inconnues u, Uz, Uy, Us;.

5.11.3 Solveur rapide pour le schéma HB2

Il résulte de la proposition 5.5 que le schéma HB2 (5.57) possede la forme matricielle

suivante

1
2

(H2 QP Q@ Ps+ Ps @ Ho @ Ps + Ps ® Py ®H2)U =F - G;E72 — Gy’Q — Gz72, (5.132)
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Ny X Ny X N, [tee —ulln |[taee —uelln |ltes —ulloc |taer — tallo T(s.)
8x8x8 1.500(—3)  2.100(-3) 3.700(-3) 7.500(-3) 0.77
T. C. 2.03 1.40 1.98 1.05

16 x 16 x 16 3.669(—4)  7.923(-4) 9.340(-4) 3.600(-3) 1.36
T. C. 1.99 1.68 2.00 1.08

32 x 32 x 32 9.192(—5) 2.471(-4) 2.330(-4) 1.700(-3) 3.86
T. C. 1.99 1.78 2.00 1.11

64 x 64 x 64 2.299(-5)  7.196(-5) 5.821(-5) 7.859(-4) 18.57
T. C. 2.00 1.83 2.00 1.03

128 x 128 x 128 5.750(—6)  2.022(-5) 1.454(-5) 3.827(-4) 132.30

TaB. 5.3: FErreur et taux de convergence du schéma HB1 avec
uew(xa Y, Z) = exp(_(x - 05)2 - (y - 05)2 - (Z - 05)2)

Ny X Ny X N, luee — ulln |tz ex — Uglln uew — ulloo Uz, ex — Ualloo  T(s.) T/(N31og2(N))

16 x 16 x 16 8.1(—3) 1.094(-1) 1.234(-1) 1477 1.37  8.483(-5)
T. C. 4.60 4.60 4.54 4.46
32 x 32 x 32 3.339(-4)  4.5(-3) 5.3(-3) 6.70(-2) 3.93  2.398(-5)
T. C. 4.10 411 4.09 4.06
64 x 64 x 64 1.934(-5)  2.662(-4) 3.105(-4)  4(-3) 18.57  1.180(-5)
T. C. 3.96 3.86 3.98 4.01
128 x 128 x 128 1.242(-6)  1.785(-5) 1.961(-5)  2.478(-4) 132.05 8.991(-6)

TaB. 5.4: FErreur et taux de convergence du schéma HB1 avec
Uez (2,Y,2) = exp(—30((z — 0.5)2 + (y — 0.5)?) + (2 — 0.5)?)) cos(20(z + y + 2z — 1))

ou le vecteur F' correspond au terme source moyenné,
F = vecz(TI°f). (5.133)

Les vecteurs G2, Gy 2, G 2 sont obtenus a partir des vecteurs G, (5.102), G, (5.119),
G, (5.121) en remplagant les matrices H, G par les matrices Ha, Go. On donne main-
tenant une procédure de résolution directe du nouveau schéma HB2 d’ordre 4 en di-
mension trois.

En utilisant la structure de la matrice Hz en (2.156), on obtient

H2®PS®PS+PS®H2®PS+PS®PS®H2 = (Hl®PS®PS+PS®H1®PS+PS®PS®H1)
Ho I‘{rl
+ (RS"®P,®P;+P,® RST @ Py + P;® P; ® RS™) .

0H
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Le systeme linéaire (5.134) devient
HU = §, (5.134)

ot f = h?(F — Gr2—Gy2—G,2). La matrice 6H = RST@ P, P,+ P, RST @ P, +
P, ® P, ® RST est une perturbation de petit rang de H;. Sa structure est la suivante.

La matrice P est exprimée par
P, = Zdiag(ay, - ,an,)Z7. (5.135)
Définissant le vecteur 2! = all/QZl, la matrice Z’ d’ordre (N — 1) est
zZ'=(z",... 2"V (5.136)

De plus,
P, =27'7"T. (5.137)

Donc 0 H peut étre écrite sous la forme
6H = RST®@P,® P+ P, @ RST @ P+ P,® P, ® RS".

On en déduit que 6H se met sous la forme OQ” ou les matrices rectangulaires O, Q €

M(n-1)3,18(n—1)2(R) sont
O:[Ola"' 7018]7 Q:[Ql7 7Ql8]7 (5138)

avec les matrices O;, Q; € M(y_1ys (v—1)2(R),i = 1,..,6 sont

O, =Ri®7Z2' 97, Oueg=2"0R;Q7Z', Oip12=2'"0 7' ® R;,
{ +6 +12 (5.139)

Qi=5S02'027Z, Qu=2"05072, Qu2=2'02"®S85.

De méme qu’en dimension deux, la base de I'algorithme rapide proposé est la formule
de Sherman-Morrison-Woodbury (2.155) appliquée & la matrice (5.134). Rappellons

qu’elle consiste en Pécriture de I'inverse de la matrice Hy = H; + OQT sous la forme
-1
Hy'=H! - H;10<118(N_1)2 + QTH;10> QTH . (5.140)

L’algorithme suivant effectue la résolution de (5.134) en utilisant (5.140). Les indica-

tions de complexité de calcul sont données a chaque étape de l'algorithme. Notons que
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I'implémentation de cet algorithme reste simple en utilisant les opérations vectorielles

standard dans Matlab ou (Fortran 90).

Algorithme 11. (Algorithme rapide pour le schéma HB2)
~ Etape 1 : Soit f = h?(F — Gro—Gyo—G.2) € ROV-1° le vecteur terme source.

Résoudre le systéme linéaire

Hyg=171. (5.141)

Il est résolu en utilisant algorithme 10 a un coit de O(N3logy(N)). Le vecteur
g € RWNV-D? est stocké pour étape 7.
- Etape 2 : Calculer le vecteur Q1 g € RIS(N_I)Q,

Q"9 = [@T9.0%g... Q%] (5.142)

On a par exemple pour QT g,

T
Ty=[Qlo] 1<ij<N-1 (5.143)
avec
(Q1T,z',j9) = (102" 207
N-1 N-1 ‘
= (S1)i Y 9ignZ) 2y
i=1 j k=1
N-1 N-1
1/2 :
- al/ Z(Sl)z’ Z g@j,kZlJan.
i=1 k=1
Les termes
N-1 '
N gz, 1<i< N -1, (5.144)
]7k:1

sont calculés par FFT en utilisant

iy ik 2\ 2 ¥4 . (ljm\ . [mkrm
Z 9ijkZi Ly, = <N> Z i j.k Sin <W> sin <T> . (5.145)
J.k=1 J,k=1

— Etape 3 : Assembler la matrice d’ordre 18(N — 1)? entre parenthéses dans (5.140).

C’est la matrice non-symétrique

Lign—1y2 + QT H; 1O, (5.146)
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ol _
QTH 'O, QTH{'Oy .. QTH; 'O

QTH 10 = QYH'01 QTH'Oy .. QTH[ 'O

| QLHMO) QLHI0y . QL Os

Les matrices Oy, et Qp, 1 < k < 18, d’ordre (N — 1)3 x (N — 1)? sont données en
(5.139). Chaque matrice M,?Hl_lLl est de nouveau calculée par FFT. Noter que la
matrice (5.146) est calculée une fois pour toute.

Etape 4 : Résoudre le systéme linéaire d’ordre 18(N — 1)% x 18(N — 1)?
(Lig(n-12 + Q" H{ 'O)w = Q"g. (5.147)

La complexité de calcul de tout ’algorithme s appuie sur Uefficacité de cette résolution.
Elle est résolue ici par la méthode GMRES (sans préconditionnement). Les résultats
numériques montrent un coit de calcul O(N3logy(N)). La solution w € RIS(V-1)*

est décomposée en blocs

2

w = [wy,ws, ..., wig) ", wy,wy, .., wig € RV-17, (5.148)
Etape 5 : Calcul du produit t = Lw, w € ]RIS(N_I)Q, t e RW-1)?
t=t+ty+ts+...+tg, t; € RV (5.149)
avec
t; = (Rl ® [Z”l, . ,Z"’N_l] ® [Z”l, . 7Z,/,N—1])w17
te = (Rg ® [Z"1, ..., Z”N_l] ®[Z", ..., Z”N_l])w(;,
tr = ([Z”l, . ,Z”N_l] ® Rl ® [Z”l, . ,Z”N_l])w7,
(5.150)

t12 — ([Zlvl’ cee, ZlvN_l] ® R6 ® [Zlvl, cee, Z’vN_l])w12,
t13 — ([Zlvl’ cee, ZlvN_l] ® [Zlvl, cee, ZlvN_l] ® Rl)w13,

| tig = ([Z”l,--- ,Z”N_l] ® [Z”l,--- ,Z”N_l] ® Rﬁ)wlg.

Le calcul du vecteur t € RNV en (5.149) est donc O(N3logy(N)).
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- Etape 6 : Résolution du systéme linéaire dans RWV-1)?
v=H't, (5.151)

via le solveur FFT rapide comme a ’étape 1. Le coiit de calcul est O(N3logy(N)).
— Etape 8 : Assemblage de la solution U € RWN-1)? par

U=g-—v, (5.152)

ot g, v € RN sont donnés en (5.142-5.151). Le coit est O(N?).
- Etape 8 : Calcul des gradients hermitiens Uy, Uy, U, € RW=1 en utilisant (5.94),
(5.95), (5.96).

Noter que I'utilisation d’une méthode itérative classique avec la matrice d’itération
H LRST n'est pas envisageable car le rayon spectral est autour 1.48. Ceci justifie

I'intéréet de 'algorithme 11.

5.11.4 Résultats numériques pour le schéma HB2

Dans cette section, on montre quelques résultats numériques préléminaires qui prouvent
Pefficacité du schéma HB2 d’ordre 4 dans différents cas de calcul de résolution de
probléme de Poisson (5.37) sur 2 = (0,1)3. Le code de calcul final est effectué en
Matlab. Le temps calcul T est évalué a 'aide des fonctions matlab tic et toc. Noter
que le temps T pourrait étre notablement réduit en utilisant un language compilé
comme Fortran 90( en dimension deux, nous avons observé une réduction du temps
calcul d’un facteur 5, cf les figures 3.3 et 3.4). Ici, on se concentre sur la complexité
arithmétique en fonction de la taille N de probleme. On donne en particulier le quotient
T/(N3logy(N)). 11 apparait constant ce qui indique une complexité algorithmique de
O(N3logy(N)). Le maillage varie entre N = 8 = 23 et N = 128 = 27 dans les trois

directions. Les erreurs L? et L™ discretes utilisées pour estimer les erreurs sont

1
2
lttew — ull = <h3 S (e (1,5 1) — ui,j,w?) |

ij.k (5.153)

_ — s ) (b
ter — ulloo 1§z‘,ﬁa§XN—1‘(um(% Yjs 2k) uz,J,k)‘ (b)

Test 1 : On considere la fonction ue,(z,y, 2) = cos(nz) cos(my) cos(mz) comme solution

exacte. Les résultats sont donnés dans la table 5.5. On observe la précision d’ordre
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Ny X Ny X N, [ter = ulln |[tzee — ualln Nuyer —uylloo [tz ex — vzl T(s.)
8 X 8x8 2.8344(—4) 1.5(-3) 1.5(-3) 1.5(-3) 2.64
T. C. 4 3.8 3.8 3.8

16 x 16 x 16 1.7644(-5) 1.147(-4) 1.147(-4) 1.147(-4) 8.49
T. C. 4.08 3.828 3.828 3.828

32 x 32 x 32 1.044(—6)  8.0785(-6) 8.0785(-6) 8.0785(-6) 33.40
T. C. 4.07 3.84 3.84 3.84

64 x 64 x 64 6.1915(—8) 5.6367(-7) 5.6367(-7) 5.6367(-7) 152.61
T. C. 4.04 3.86 3.86 3.86

128 x 128 x 128  3.7541(—9) 3.885(-8) 3.885(-8) 3.885(-8) 911.11

TaB. 5.5: FErreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Uez (T, Y, 2) = cos(mzx) cos(my) cos(mz)

Ny X Ny X N |tex — ulln [vzer — uzlln Nuy,ex —uylln  |uzes —uslln T(s.)
8 X 8x8 2.0897(—5) 3.8499(-5) 7.0151(-5) 1.0292(-4) 3.23
T. C. 4.26 3.564 4.04 3.82

16 x 16 x 16 1.0879(—6) 3.2545(-6) 4.2489(-6) 7.2749(-6) 9.59
T. C. 4.1 3.62 3.84 3.84

32 x 32 x 32 6.309(—8) 2.6329(-7) 2.965(-7) 5.05(-7) 38.45
T. C. 4 3.70 3.8 3.86

64 x 64 x 64 3.8013(—9) 2.0146(-8) 2.1186(-8) 3.461(-8) 170.40
T. C. 4 3.77 3.83 3.88

128 x 128 x 128 2.3308(—10) 1.4738(-9) 1.4896(-9) 2.3439(-9) 864.80

TaB. 5.6: FErreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Uea(,,2) =In(1 + 2 +y° + 27)

quatre pour les quatres inconnues u, u;, Uy, ..

Test 2 : On considere le probleme de Poisson avec la solution exacte uey(x,y,2) =
In(1 + 2 + y3 + 22). Observons dans la table (5.11.4) I'ordre 4 du schéma HB2. Noter
la singularité du gradient a proximité du bord. Le schéma HB2 est d’ordre 4 pour les

quatres inconnues. Une trés bonne précision est atteinte sur la grille finale.

Test 3 : On considére la gaussienne e, (z,y, 2) = exp(—((x — 0.5)%2 + (y — 0.5)? + (2 —
0.5)?)). Les résultats sont donnés dans la table 5.7. Le schéma HB2 est d’ordre 4 dans

ce cas.

Test 4 : On considere dans la table 5.8 des résultats numériques avec la solution exacte
Uez (2,9, 2) = exp(—30((x — 0.5)% 4 (y — 0.5)% + (2 — 0.5)?)) cos(20(z + y + 2 — 1)). Cette

fonction est oscillante et plus difficille & calculer que les exemples précédents. Le schéma
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F1G. 5.3: Courbes de convergence pour le test 2 de u (& gauche) et u, (& droite)

Ny X Ny X N, luee — ulln |tz ex — talln [uer — ulloo Hu%ew —Uzlle  T(s.) T/(NBIOgQ(N))

8 x 8 x 8 3.404(—5)  5.127(—5) 8.653(-5)  1.953(-4) 279  2.6(-3)
T. C. 4.76 3.97 4.36 3.79

16 x 16 x 16 1.251(—6)  3.263(-6) 4.196(-6)  1.412(-5) 8.95  7.880(-4)
T. C. 4.40 418 4.22 3.98

32 x 32 x 32 5.924(—-8)  1.792(-7) 2.236(-7)  8.925(-7) 3241  2.853(-4)
T. C. 4.11 413 4.12 3.61

64 x 64 x 64 3.420(—9)  1.020(-8) 1.279(-8)  7.306(-8) 14852 1.362(-4)
T. C. 4.01 4.06 4.06 3.41

128 x 128 x 128 2.111(—10)  6.090(-10) 7.631(-10)  6.863(-9) 853  8.383(-5)

TaB. 5.7: FErreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Uea (2, Y, 2) = exp(—((z — 0.5)* + (y — 0.5)* + (2 — 0.5)%))

HB2 est encore d’ordre 4 dans ce cas.
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Ny X Ny x N, [ter —ulln[[taee —ualln  ftee —ulloc [[taee — tallc  T(s.) T/(N°logy(N))
8 X 8x8 2.533(—1)  3.469 2.538 25.030 3.10 2.9(-3)
T. C. 4.96 4.98 4.36 4.08
16 x 16 x 16 8.1(—3) 1.095(-1) 1.236(-1)  1.477 9.02  7.944(-4)
T. C. 4.60 4.60 4.54 4.45
32 x 32 x 32 3.339(—4)  4.5(-3) 5.3(-3) 6.71(-2) 29.74  2.618(-4)
T. C. 4.11 4.12 4.09 4.06
64 x 64 x 64 1.928(—5)  2.584(-4) 3.101(-4)  4(-3) 130.47  1.196(-4)
T. C. 4.02 4.02 4.00 4.02
128 x 128 x 128 1.183(—6)  1.582(-5) 1.934(-5)  2.451(-4) 677  6.660(-5)

TaB. 5.8: Erreur et taux de convergence du schéma HB2 avec
Uez (2,Y, 2) = exp(—=30((x — 0.5)2 + (y — 0.5)2 + (2 — 0.5)?)) cos(20(z + y + 2z — 1))






Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons un nouveau schéma aux différences d’ordre 4 pour
le probleme de Poisson dans un carré et dans un cube avec conditions limites de Di-
richlet. Ce schéma généralise I'approche donnée par Croisille [12]. La conception du
schéma est basée sur une formulation mixte combinant 'approximation de gradient
par une dérivée hermitienne d’ordre 4 avec une formulation conservative discrete sur
des boites de longueur 2h. L’étude comporte les deux aspects suivants.

e Premierement, montrer qu’'une précision d’ordre 4 est obtenue pour les deux incon-
nues, la solution et son gradient.

e Deuxiemement, donner un algorithme de résolution directe rapide basé sur la formule
de Sherman-Morrison-Woodbury et la transformée en sinus rapide. Plusieurs résultats
numériques montrent que la complexité algorithmique est en O(N2logy(N)) en dimen-
sion 2 et O(N3logy(N))en dimension 3.

De tres bonnes performances de calcul ont été obtenues sur une machine de bureau. A
titre d’exemple, un calcul sur un maillage 1024 x 1024 est effectué en moins de cingq
secondes sur un PC ordinaire. Ce solveur sert de préconditionnement & des problemes el-
liptiques non réguliers. Une autre application concerne les maillages cartésiens multiéchelle.
Ce type de maillages permet une résolution locale également d’ordre 4 sur des zones
raffinées. Le raffinement est récursif.

Les schémas boite sont actuellement de plus en plus étudiés. Ils sont étudiés par I. Greff
[19] pour différents problemes elliptiques avec les méthodes d’éléments finis. Ils ont été
récemment étudié par J.B. Perot [32].

Les perspectives principales de ce travail sont les suivantes :

- Généralisation des schémas boite sur grille cartésienne a des problemes avec obstacles.
La méthode envisagée est de type “embedded boundary”.

- Utilisation du schéma présenté pour des applications en physique des particules.
L’opérateur de moyenne 119 fi; dans (3.40) correspond a la charge électrique dans la

boite K; ;. Le schéma sert dans ce cas a calculer le potentiel et le champ électromagnétique
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aux points de grille.
- Utilisation du schéma pour des modeles complexes d’équations elliptiques, comme
MEMS(Microelectromechanical Systems), [13], [26], [31], [37].



Annexe

Transformée en sinus rapide

Cet annexe est consacré a donner en détail 'implémentation de la transformée en sinus
utilisée dans les chapitres 3 et 5.

En Matlab, les fonctions dst et idst permettent de calculer la transformée en sinus
directe “forward” et la transformée inverse en sinus “bakward”. Elles sont identiques a

une constante pres. La fonction y = dst(z) est définie par

z e RN — y e RV (5.154)
avec
= ijm
yj = ; zisin(==), =12, N -1 (5.155)

De méme, x = idst(y) calcule la transformée inverse en sinus rapide du vecteur y €

RW=1) avec

N—-1 ..

2

= U sin(%ﬂ), j=1,2,.,N —1. (5.156)
=1

Les calculs (5.155) et (5.156) peuvent étre effectués a un cott O(NLogy(N)). Ces
fonctions sont normalisées, c’est-a-dire ’appel de la fonction dst suivi de 'appel idst
(et vice versa) reproduit le méme vecteur original (avec erreur d’arrondi).

Dans cette these, on a utilisé les fonctions dst et idst pour calculer les transformées

en sinus qui interviennent dans les algorithmes 2 et 3. En effet, les coefficients F kZl, 1<
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k,l < N —1, dans I’étape 1 de ’algorithme 2 sont calculés de la fagon suivante :
N-1 . .
_ 2 o dkm, o I
= 3 whsn(Gy)snC)
2,7=1
ik (5.157)

ot F = vecy(II'f) €
N — 1 donnée par

=2

-1

M

1

Il
/N S

Donc

F; jsin(——

dst(F((i — 1)(N = 1) +1: i(N — 1)))) :

2 = jlm
i . —1 .. Q1 e 1 -
N izl ]Z:I Figsin(Tg) sin(=),

@41

2 N . 7
RN=D" et ot a = (ai;)1<it<n_1 est la matrice carrée d’ordre

glm
N

o 1<il<N-L

De méme, les coefficients U; ;, 1 < 4,57 < N — 1, de I'étape 3 de I'algorithme 2 sont

calculés a partir des coefficients U, kZ’l, 1 <k, Il <N-1,delétape 2 de la fagon suivante :

Ui j

= (Ue®ej)
N-1
= (Y UZFeZ eie))
k=1
N—
= U] ZF @ e] Z1)
=1
-1
= Uizt z,
=1
N-1

[y

2??‘

=

k 1 Sln
k=1

2w
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On obtient
N—-1N-1 .
2 - kim lgm
U = N Uklsm(w)sm(w)
I=1 k=1
b
N-1 )
2 l
= ¥ bzlsin(%)
=1
Donc
Usg = (idst(v(i,))) , j =1, N =1, (5.158)
J

avec b = (b;)1<ii<n—1 la matrice carrée d’ordre N — 1 donnée par

=2

~1 .
7 . kim
Ui sin(—

by =
z )

)

(]

—_

(idst(UZ(1 - inc: (N —2)(N = 1) +1)));, 1<i,l<N -1,

| 2

ouU? = VeCQ[Ulgl]lngSN_l € RV=1? et Iincrémentation inc = N — 1. Ce qui donne
N. g0
b, 1) = Sidst(U7 (1 s inc: (N =2)(N = 1) +1)), I=1,...,N -1 (5.159)

Par ailleurs, 'implémentation des transformées en sinus en 3D dans le chapitre 5 qui
sont utilisées dans les algorithmes 10 et 11 peut étre déduite de (5.157) et (5.158).

En Fortran 90, on a utilisé les subroutines dsint1f et dsint1b pour les transformées
en sinus rapide “forward”et “backward” respectivement. Ces subroutines sont dans la
librairie fftpack5.£90 de Swarztrauber, [35]. La subroutine dsint1i sert pour l'ini-

tialisation des tableaux d’entrée de dsintif et dsintilb.
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