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Résumé
L'essor des télécommunications est un des faits marquant de cette fin du siècle. Il s'accompagne d'un

accroissement des applications dédiées (télévision numérique, Internet). Cependant, les voies de transmissions ne

sont pas parfaites et peuvent conompre les données émises. L'utilisation des codes correcteurs d'erreurs perrnets

alors dans une certaine mesure d'y remédier. Notre travail s'est articulé autour de deux axes.

Le premier axe a consisté à trouver et développer I'architecture d'un codeur/décodeur à logique majoritaire

fonctionnant à haut débit et pouvant traiter des flots continus de données. L'étude des différentes implantations

possibles de diviseur polynomial (cceur du codeur/décodeur) a permis de montrer que I'architecture parallèle

ètult lu mieux adaptéJ à nor confiaintes. Celle-ci a été décrite en VHDL synthétrsable et simulée sous le logiciel

Altera MaxPlus II. A partir de cette description, I'impact du degré de parallélisme sur la surface et le débit du

codeur/décodeur a été étudié sur plusieurs codes à logique majoritaire (DSCC, DTI, EG). Il en ressort que

I'augmentation du débit est nettement plus rmportante que celle de la surface (circuit EPFlOKl0LC84-3).

Le deuxième axe de recherche a consisté à une étude de faisabilité dans la mise en ceuvre d'un code Reed-

Solomon avec effacements. La méthode des effacements permets d'accroître la capacité de correction des codes

Reed-Solomon d'origine au moyen d'une technique de marquage. Habituellement, I'implantation des codes RS

avec effacements est réalisée mais sans methe en æuvre la technique de marquage. Un tel marquage a êté

développé et simulé en coopération avec TDF-C2R. La simulation ayant permis de valider cette technique, un

codeurTâécodeur RS (127,121,7) a été décrit en vHDL synthétisable et simulé sous le logiciel Altera MaxPlus II.

Les résultats ont permis de monter que les performances d'un tel circuit sont comparables à celles des circuits

usuels n'implantant pas le marquage'

Mot-cté: logique majoritaire, architecture parallèle, Reed-Solomon, effacements, codes linéaire cycliques

Abstract

Recent progress in telecommunication is the most important fact of this end of century. It is accompanied by

a growth oa deaicated applications (numerical TV, internet,. . .). However, media are not perfect and can corrupt

ttre emitted data. The use of error correcting code permits to detect and correct the errors at the receipt'

The fust part of this research was to furd and develop an architecture of majority logic codec which can be

used with high ouçut throughput data stream. The study of the different implementation of the polynomial

divider (core of ttré codec) allowed us to demonshate the parallel architecture was the better choice compared

with our constraints. This one has been described in VHDL and simulated with Maxplusll software of Altera.

Using this description, the impact of the parallelism degree on both the area and the output throughput of the

codec has been studied for different code (DTI, DSCC' EG).

The second part of this research was to implement a "Reed-Solomon with erasures" codec in ASIC. The use

of erasure increàses the error capability of the original Reed-solomon code. An erasure processing (developed in

co-operation with TDF) has been validated through the simulationbased on several error models. After this

validation, a (127,121,7) RS code with erasures has been described in VHDL and simulated with Maxplusll

software of Altera in order to cope with the constraints of real time applications.

Keywords: majority logic, parallel architecture, Reed-Solomon, erasures, linear cyclic codes
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Intro[uction

Introduction

Ces dernières années ont vu l'émergence de réseaux de communications aussi divers

que la téléphonie mobile, intemet, intranet. Elle s'est accompagnée d'un accroissement

des applications dédiées (visioconférence par exemple). Cependant ces diverses

applications n'utilisent plus un seul support de transmission dédié, mais tout un panel de

médias (voie hertzienne, câble, satellite, etc). Aussi, différents protocoles sont ou ont été

à l'étude pour faciliter la transmission à travers ces supports (recommandation DAVIC,

norrne MNSC). Cependant ceux-ci doivent utiliser des fonctions de traitement des

données de plus en plus complexes. Parallèlement, le volume des données à transmettre

s'accroît. Par conséquent le risque d'erreur augmente. Il est alors nécessaire d'assurer la

sûreté des données de plus en plus rapidement. Pour cela diverses techniques peuvent

être utilisées :

- implantation sofnuare: le problème majeur consiste à implanter des algorithmes

efficaces en temps de cycles de calculs (par exemple I'utilisation de masques est

souvent nécessaire pour implanter un XOR entre deux bits sur un DSP). Cependant,

cette technique est très souple et permet de reconfigurer ( rapidement >> son système.

- implantation hardware: elle permet de réaliser et d'implanter des fonctions

complexes fonctionnant à des débits relativement élevés. En contrepartie cette méthode

t4 fucfrercfre [es performantes daru fa mise en æuwe tes co[es finiaires qctiques enASIC à fraut [é6it



Intro[uction

n'offre pas la souplesse d'une architecture software (cependant, il existe des FPGA

pouvant se reprogrammer in situ).

Une des fonctions complexes (telles que la compression de données, le modulateur,

le démodulateur, le codage de canal, etc) à implanter pour la transmission de donnée est

d'assurer la sûreté des messages envoyés. En effet, les médias utilisés pour transporter

les données ne sont pas parfaits et sont le siège de perturbations pouvant corrompre les

messages transmis. L'impact des erreurs va alors être aggravé par l'augmentation du

débit et de la quantité de données. Pour faire une comparaison, une erreur de un bit a un

impact plus important dans un fichier compressé que dans un fichier non compressé.

Il va alors être nécessaire de contrôler les erreurs afin de permettre une restitution

aussi fidèle que possible du message émis et à un débit de plus en plus important.

Plusieurs méthodes ont été développées afin de détecter/corriger les erreurs [13] :

- Transmission avec requête (ARQ): On rajoute des symboles de parité pour

effectuer une détection d'erreur. Si une erreur est détectée. on demande une

retransmission,

- Transmission utilisant des codes correcteurs d'eweurs: cette fois ci la redondance

est calculée selon une loi qui permet la détection et la correction des erreurs,

- Transmission hybride: cette méthode utilise conjointement le système ARQ et les

codes correcteurs d' erreurs

Les méthodes ARQ et ARQ-hybride peuvent être utilisées respectivement pour des

applications à faible et moyen débit à cause de la retransmission [13]. Par contre, les

codes correcteurs d'erreurs peuvent être utilisés pour des applications à haut débit [13].

Le dialogue entre la source et le destinataire n'existe plus, ce qui est nécessaire pour

certaines applications (vérification des mémoires dans une navette spatiale par exemple

t1]) tn est à noter que les codes correcteurs ne sont pas limités à cet usage et sont aussi
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utilisés dans d'autres domaines tels que la cryptographie [2], [3], le test en ligne [4],[5]

ou l'intelligence artificielle [6]

De ces trois méthodes, la plus adaptée aux hauts débits consiste donc en l'utilisation

des codes correcteurs. Les premières implantations des codes correcteurs ont été

logicielle et arrivent à la limite de leur performance. Il est donc nécessaire de

développer et d'implanter des architectures matérielles spécifiques aux codes

correcteurs et dédiées à des applications à haut débit. Plusieurs architectures peuvent

être mises en concurrence :

- L'architecture série'. première architecture utilisée pour les codes linéaires

cycliques, son avantage est qu'elle est simple à implanter (XOR et flip-flop

uniquement) mais lente et ne permet pas de traiter des données en continu [17].

- L'architecture systolique: Les opérations se font toujours en série, mais en

pipeline. Lorsque le débit augmente, cette architecture n'est pas capable de traiter un

flot continu de données [17].

- L'architecture parallèle: C'est une généralisation de I'architecture série. Elle

permet des débits plus importants que les deux précédentes et peut traiter un flot continu

de données. On doit alors tenir compte d'une nouvelle contrainte : La surface du

codeur/décodeur parallèle [1 0].

Notre travail porte essentiellement sur l'éfude des performances des codes

correcteurs d'erreurs notamment, les codes linéaires cycliques.

Le chapitre 2 présente l'étude de I'impact du parallélisme sur la surface pour un code

particulier: le code DSCC (Difference Set Cyclic Code). Ce code est un code linéaire

cyclique utilisé par la télévision japonaise NHK pour sécuriser le transport de données

[7], [8]. Ce code a aussi été étudié à TDF-C2R [9] et intégré dans un simulateur de code

correcteur de la même société. Les résultats de l'étude ayant êté concluants [10], elle a
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été étendue à la famille des codes cycliques à décodage à logique majoritaire à laquelle

le code DSCC appartient.

Le troisième chapitre porte sur un autre problème des codes correcteurs qui consiste

à réduire le coût de la transmission. Effectivement, plus le nombre d'erreurs s'accroît,

plus le nombre de symboles de redondance à utiliser augmente, ce qui a pour

conséquence une utilisation plus importante de la bande passante. Cependant, certains

codes (Reed-Solomon) permettent, grâce à I'utilisation de nouveaux algorithmes (code

de Reed-Solomon avec effacement), une augmentation de la capacité de correction (i.e.

le nombre maximum d'erreurs pouvant être corrigé) sans accroître le coût de la

transmission. Par contre, cette augmentation peut se faire au détriment de la surface du

codeur utilisé et du débit. Dans la plupart des applications industrielles [37] [38]

implantant le code de Reed-Solomon avec effacements, la détection des effacements

(qui permet d'augmenter la capacité de correction) n'est pas réalisée. Le Reed-Solomon

est (comme les codes à logiques majoritaires) un code linéaire cyclique. Mais, alors que

les codes à logiques majoritaires sont des codes binaires (l'information est soit un I soit

un 0), les codes de Reed-Solomon travaillent sur des symboles de plusieurs bits. Cet

emploi de symboles au lieu d'un simple bit entraîne un système de correction complexe.

L'étude que nous avons effectuée ne concerne alors pas l'amélioration de l'architecture

du système de correction (amélioration de l'architecture) mais uniquement l'étude de

I'implantation sur FPGA de la détection des effacements pour un code de Reed-

Solomon. Une technique de marquage permettant d'implanter les effacements (méthode

qui accroît la capacité de correction sans trop augmenter la redondance) a été

développée en collaboration avec TDF-C2R, simulée puis synthétisée sur FPGA afin de

valider le concept.
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Chapitre I. Les codes correcteurs

Ce premier chapitre est consacré à une présentation générale des codes correcteurs.

La partie I.1. pose le problème des transmissions et du stockage des données et présente

différentes solutions possibles avec leurs avantages et inconvénients. Les parties I.2. et

I.3. sont une description générale de deux familles de codes correcteurs d'erreurs : les

codes linéaires et les codes linéaires cycliques.

I.L. Généralités

I.1 .1. Position du problème

Dans la société actuelle, que ce soit dans la vie quotidienne ou professionnelle,

I'information peut être considérée comme une richesse à deux points de vue :

o Au niveau d'une application, c'est I'information qui constitue réellement la

richesse du système. Par exemple lors du transfert de données entre deux banques, c'est

l'information qui est primordiale et non son transport (même si celui ci est important).

o A un deuxième niveau, les infrastructures et services offerts pour transporter cette

information constitue eux aussi une richesse (boom des téléphones portables par

exemple, télévision ( pay per view >).

Cependant, d'un point de vue très général, toutes ces applications ont le même but :

mettre en relation (conversation, échange de données) deux points quelconques
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(personnes, application, matériel) via des supports de transmission très divers (voies

hertziewre, câble, fibres optiques). L'augmentation des transferts d'informations (prises

au sens large) peut alors être limitée par les caractéristiques physiques des supports de

transmission. Par exemple dans le cas de la télévision ( pay per view >, on doit

transmettre N programmes là où avant on ne transmettait qu'un seul programme

(limitation du spectre en fréquence pour une application). Il sera alors nécessaire d'avoir

un débit plus important pour transmettre les données.

Des techniques particulières ont été mises au point pour utiliser au mieux le spectre

en fréquence disponible. On peut citer par exemple le multiplexage en fréquence ou le

multiplexage temporel. Ces deux techniques se focalisent sur l'encombrement spectral

et l'utilisation optimum des fréquences allouées à une application.

Parallèlement, on peut diminuer le volume des données à transmettre (optimisation

du coût de transmission) grâce à l'emploi d'un codage adéquat (codage de source) ll6f.

Toutefois, la transmission entre un émetteur A et un récepteur B peut être considérée

comme imparfaite (le tableau I donne un aperçu des différents types de bruit pouvant

intervenir pendant une transmission de données [2]). Comme le débit des données à

Type de bruit Remarques diverses

Galactique Bruit prépondérant pour une fréquence comprise entre 20 MHz et 200MHz
Négligeable au-delà de 300 MHz

AtmosphériquePrepondérant jusqu' à 20 MHz
Essentiellement dû aux éclairs lors des orages

Industriel Lignes de transports d'énergies
Dispositifs de chauffage à induction,..

Urbain Enseignes lumineuses
Dispositif d'allumage des véhicules

Brouillage Diaphonie
Intermodulation entre émetteurs

Tableau l. Types de bruits pouvant intervenir dans une transmission
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transmettre augmente, le risque d'erreur devient de plus en plus important. Par exemple,

dans le cas d'une application pour laquelle un codage de source est employé, une

< petite )) erïeur pendant la transmission peut transformer une partie importante du

message originel (ce qui pour un transfert entre banques est catastrophique). Le

récepteur B doit donc posséder un moyen de vérifier le message reçu, c'est à dire

pouvoir détecter/corriger les éventuelles erreurs entachant ce message. La méthode

employée dépend alors de l'application visée et du type de bruit perturbant la

transmission.

I.1.2. Solutions possibles pour la détection et la correction des erreurs

Une des techniques parmi tant d'autres pour minimiser I'impact des erreurs dues au

canal de transmission consiste à rajouter de la redondance (symboles quelconques) au

message à transmettre. Cependant si on minimise I'effet des erreurs éventuelles, le

récepteur ne peut toujours pas les détecter. Aussi au lieu de rajouter des symboles

quelconques, rajoute-t-on des symboles qui dépendent de f information suivant une loi

connue à la fois de l'émetteur et du récepteur. Celle ci dépend alors de I'application

choisie et du type de bruit présent sur le canal de transmission. Suivant la loi utilisée,

différentes stratégies sont possibles.

I.1.2.1.Systèmes avec ARO (Automatic Repeat reOuest).

Les systèmes avec ARQ U3] utilise une loi ajoutant des symboles de parité. Cette loi

permet de détecter la présence d'erreurs mais le récepteur ne peut ni localiser ni corriger

les éventuelles erreurs. Dans le cas d'un message considéré comme erroné, le récepteur

émet une requête demandant la réémission de ce message. On parle alors de codes

détecteurs d'erreurs avec ARO. Trois implantations de base du système ARQ existent :

. ( Stop and Wait ARQ >

o << Go back N ARQ >
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o < Selective repeat ARQ >

Dans le cas du système < Stop and Wait ARQ D, l'émetteur attend que le récepteur lui

envoie un signal pour continuer l'émission des données. Le récepteur ne peut envoyer

que deux valeurs ACK ou NAK. La réception du signal ACK indique que la

transmission s'est bien déroulée et l'émetteur peut envoyer le message suivant. Dans le

cas contraire (NAK), des erreurs ont perturbé la transmission et l'émetteur doit de

nouveau envoyer la donnée précédente. La figure I-1 montre un exemple de

déroulement d'une session < Stop and V/ait ARQ >

Fig I-1. Exemple de fonctionnement d'un système < Stop and Wait ARQ >.

Dans le cas du système < Go back N ARQ >>, l'émetteur envoie de façon continue les

messages sans s'occuper du récepteur. Le premier signal d'accusé de réception arrive

après N cycles de transmission (N dépendant de I'application). Si cet accusé indique

qu'il n'y a aucune erreur, l'émetteur continue sa transmission. Dans le cas contraire,

l'émetteur émet le mot erroné et les N mots suivants (voir figure l-2). Ce système est

plus intéressant que le système < Stop and Wait ARQ > mais n'est pas valable pour des

débits importants à cause du nombre important de messages non erronés qui sont

retransmis dans le cas d'une erreur sur un seul message.

édbur

||:llÊflsrcn

ÉccpLu

Fig I-2. Exemple d'un système Go back 7 ARQ
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Pour le système < Selective repeat ARQ )), la procédure utilisée est similaire à celle du

système < Go back N ARQ >> mais il n'y a retransmission que du message erroné (figure

I-3)' Cela implique I'utilisation d'une mémoire au niveau du récepteur afin de remettre

en ordre les données reçues.

émetteur

ACK

trarnmission

récepteur

NAK

Fig I-3. Exemple de fonctionnement d'un système < selective repeat ARe >

Les systèmes de décodage utilisés par ces techniques sont simples à implanter. De plus,

ces systèmes sont adaptatifs dans le sens où il n'y a retransmission que dans le cas oir

une elreur se produit. Cependant, ils présentent deux inconvénients majeurs qui

interdisent I'utilisation de I'ARQ pour des applications ayant des flots continus de

données :

o Le débit utile décroît rapidement quand le nombre d'erreurs augmente.

o Il est nécessaire d'utiliser un canal bidirectionnel ou deux canaux de transmission

pour assurer le dialogue émetteur/récepteur, chose qui n'est pas possible dans toutes les

applications [ 14], [ 1 5].

La méthode décrite dans le paragraphe suivant permet de s'affranchir d'un dialogue

entre l'émetteur et le récepteur et est utilisée pour des systèmes de communication à une

voie de transmission. Ce sont les codes correcteurs d'erreurs (Forward Error

Correction).

retransmission

2 3 4 5 6 7 8 9 l 0 'l 11 t2 13 1 ^
t a l 5

\

I 2 3 ' 4 5 u l: ' 3 8 9 1 0 1 u t 2

ereurs
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I. 1.2.2.Codes correcteurs d'erreurs

pour les codes correcteurs d'erreurs, la redondance suit une loi mathématique qui

permet à la fois la détection, la localisation et la correction des erreurs (codage de

canal). Le décodage demande alors plus d'opérations (localisation et correction) que

dans les cas précédents. L'implantation du décodeur sera alors plus ou moins difficile

selon le code utilisé (la figure I-4 donne le schéma général d'une transmission avec un

code correcteur).

Comme il ne peut y avoir de retransmission des données erronées, le code correcteur

utilisé pour une application doit pouvoir détecter et corriger les erreurs les plus

vraisemblables statistiquement (taux de couvertures). Il est alors nécessaire de connaître

le type d'erreurs (isolée ou en paquet) et leur fréquence d'apparition. Plusieurs modèles

de canaux de transmissions (modèles de Pareto, de Neymann-Pearson, de Markov [16])

ont été développés. Ils sont utiles pour faire des simulations nécessaires au choix d'un

code approprié à une application fprojet européen RACE ]. Par exemple, le modèle de

pareto a été utilisé pour modéliser I'intervalle entre deux elreurs consécutives et des

tests de comparaison ont été effectués en RFA par IBM et les PTT. Ces tests ont permis

de montrer que ce modèle est valable pour des intervalles courts [17]

dÉccdzur

Fig I-4. Exemple d'utilisation d'un code correcteur d'erreur
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L'avarfiage des codes correcteurs est qu'ils permettent un débit utile constant (égal à

k/n avec k et n respectivement la taille de la donnée avant codage et la taille après

codage). Par contre, pour corriger un nombre important d'erreur, il est nécessaire

d'utiliser des codes dont le paramètre n est grand avec des conséquences sur :

o le temps de traitement,

. le débit (pour un k donné, le débit utile chute avec n),

o la surface utilisée pour implanter le décodeur.

De plus si le nombre d'erreurs dans le mot reçu est supérieur à la capacité de

corection du code utilisé, le mot en sortie du décodeur est mal décodé. La fausse

correction devient alors une source d'erreurs.

Ce demier inconvénient peut être supprimé si on utilise conjointement un code

correcteur d'erreurs et un système ARQ. on parle alors < d'ARe hybride >.

I. 1.2.3. Systèmes hybrides

Deux types de système hybride existent. Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons

au système hybride de type I uniquement. Pour les systèmes de type II, on peut se

référer à [13, p a79-a971.

Le système hybride de type I consiste à utiliser un code correcteur d'erreur dans un

système avec ARQ (qui peut être l'un de ceux du paragraphe A.I.2.1). L'emploi du code

correcteur d'erreur permet la détection et la correction d'un certain nombre d'erreurs et

diminue la fréquence de retransmission des messages. En effet, si le message reçu peur

être corrigé par le code correcteur, il n'y a pas besoin de demander une retransmission.

Certains codes correcteurs ont déjà été modifiés pour pouvoir être inclus dans un tel

système [15].
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pour des canaux avec un taux d'erreur faible, le système ARQ est plus efficace que

le système hybride à cause de son système adaptatif. Par contre, quand le nombre

d'erreurs croît, le système hybride devient plus avantageux car il diminue le nombre de

retransmission à effectuer [13]. Cependant, ce système ne peut toujours pas être utilisé

pour des systèmes à une voie de transmission'

I.1.3. Conclusions

Le tableau 2 résume les avantages et les inconvénients de chaque méthode.

Méthode Avantages Inconvénients

ARQ Simple à implanter Débit faible
Dialo gue émetteur/récePteur

FEC
(forward enor correction)

Débit constant
Pas de dialogue

Le mot décodé peut être faux
Plus lourd à implanter

ARQ hybride Moins de retransmission
FEC moins puissant

Nécessite un dialogue

Tableau 2. Résumé des différentes méthodes de corrections des erreurs

Dans toute cette étude, nous ne nous intéresserons qu'à la deuxième stratégie, celle

des codes correcteurs, c'est à dire que nous nous placerons dans le cas d'applications

pour lesquelles le dialogue n'est pas autorisé et le débit de sortie doit être constant.

Essentiellement, on peut décomposer les codes correcteurs en deux sous familles

principales : les codes convolutifs et les codes linéaires. Ces codes sont utilisés

couramment dans I'industrie. Dans le cadre de cette étude, nous nous limiterons à

l,étude des codes linéaires et plus particulièrement des codes linéaires cycliques. Pour

les codes convolutifs et multivariables, on poura consulter respectivement les ouvrages

[13, pp 257-446] et [18, PP20l-317]'
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I.2. Les codes linéaires.

I.2.1 . Rappels mathématiques

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques définitions de base utiles pour

l'étude des codes linéaires et cycliques. Pour de plus amples informations on pourra

étudier [19, tome 1 et 2] ou tout autre livre de mathématiques sur les structures

fondamentales

I.2.1.1. Structure de groupe

Un ensemble C muni d'une loi interne x (C, x) possède une structure de groupe si :

la loi x est associative : Va,b,c e C, ax(bxc) : (axb) xc.

- la loi interne possède un élément neutre e : Va e C, axe: exa: a.

- tout élément de C admet un inverse a-t : a" a-l : a-l"a: e.

Lorsque la loi est commutative, on dit que C est un groupe commutatif. (On note

alors sa loi additivement).

I.2.1.2. Structure de corps

Soit E un ensemble muni de deux lois de compositions interne (+ et x). On dit que E

est un corps si

(E,+) est un groupe commutatif,

x est une loi associative.

x est distributive pour I'addition +,

x possède un élément neutre,

Tout élément non nul est inversible.

I.2. 1.3. Structure d'espace vectoriel
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Soit E un ensemble quelconque et K un corps commutatif. On suppose que E est

muni d'une loi de composition interne * et d'une loi de composition externe x sur K,

c'est a dire :

ExE-+E :  KxE-+E :
(a,b) # a+b (u,a) # uxa

On a alors la définition suivante :

E est un espace vectoriel sur K si

- (E,+) est un grouPe commutatif

- Va,b e E, Va e K ax(a+b): f,r,Xâ * crxb

- Va e E, Vo,B e K (a+B)xa: crxa + Bxa

- Va e E, Vcr,P e K ox(Pxa): (axB)xa

-  Va,  e  E,  lxa:  ax l

(par exemple, pour tout corps commutatif K, I'ensemble K[x] des polynômes à une

indéterminée x sur le corps K est un espace vectoriel).

De plus, si I'espace vectoriel est de dimension finie, il est possible de calculer une

base de cet espace (c'est à dire un ensemble d'éléments linéairement indépendants).

Tout élément de I'espace vectoriel peut alors s'écrire comme une combinaison linéaire

des éléments de la base utilisée.

L'utilisation de cette structure et l'existence d'une base va permettre de définir un

certain type de codes en blocs : les codes linéaires.

I.2.2. Les codes linéaires

I.2.2.1. Codes en blocs

D'après le paradigme de Shannon, tout système de communication peut être

schématisé de la façon suivante [16] :
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Fig I-5. Représentation générale du système de communication considéré

D'après ce qui a été écrit dans le chapitre précédent, l'émetteur rajoute des symboles

à I'information à transmettre (redondance) suivant une loi V connue du récepteur. Le

destinataire du message peut alors vérifier si la loi y est respectée. Si cette loi n'est pas

respectée, le message reçu contient une ou plusieurs erreurs (détection des erreurs) et le

récepteur va tenter de les localiser et les corriger (décodage). Dans le cas contraire,

aucune erreur n'a êtê détectée (il y a toujours la possibilité que les erreurs aient

transformé un mot de code en un autre mot de code).

De plus, il est nécessaire que la loi ry fasse correspondre à une information un seul

mot code. y doit donc être une bijection entre I'espace des mots d'informations et

I'espace des mots codes.

Dans le cas particulier du codage binaire par bloc (les symboles appartiennent à

I'ensemble {0,1}), les bits d'informations sont regroupés en blocs de taille fixe /r (il y

donc 2k messages distincts possibles). Le codeur transforme (loi ry) alors ces blocs en

mot code constitués de n bits. Par conséquent, il y a 2k mots de code distincts qui

correspondent aux 2k mots d'information (V est une bijection).

A la réception, en observant le mot, le destinataire peut décider s'il y a des erreurs ou

non. Si le message n'appartient pas à I'ensemble des mots de codes il y a une erreur.

Dans le cas contraire on considère qu'il n'y a pas d'erreurs de transmission (les

éventuelles erreurs ne sont pas couvertes par le code utilisé). Pour déterminer si le mot
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reçu est un mot de code, le récepteur doit utiliser un dictionnaire (mémoire de 2k*n

bits). Pour des valeurs de k et n assez grandes, cette manière de faire devient coûteuse.

La linéarité (i.e. V est une loi linéaire) devient alors une structure souhaitable pour un

code en bloc car elle permet de réduire la complexité du codage et du décodage.

I.2.2.2. Code linéaire. Matrice génératrice. Matrice de contrôle

On définit un code linéaire C(n,k) par [17] :

Soi tV:  { (v t ,vz, . .vn) /v '  e  {0 ,1}} .Uncodeenblocdelongueurn const i tuéde2^mot

code distincts C(n,k) est dit linéaire si et seulement si les 2* mot de codes forment un

sous espace vectoriel de V de dimension k

D'après le paragraphe I.2.1.3., il existe une base dans cet espace. Comme la

dimension de I'espace vectoriel est k, il existe k vecteurs indépendants. On peut donc

utiliser ces vecteurs pour former une base de I'espace vectoriel. On va noter gi le i'-'

vecteur de la base.

D'après la définition d'une base d'un espace vectoriel de dimension finie, tout élément

de C peut s'écrire cofirme une combinaison linéaire des vecteurs de la base considérée'

Par conséquent, I'ensemble C peut s'écrire :

C :  {ue  V /u :a .G ,  a  - - (a r ,az , . . . , a t )  e  {0 ,1 }u }  (1 .1 )

où G est une matrice kxn dont les lignes sont les vecteurs gi de la base de C. La matrice

G est alors appelée matrice génératrice de C

Le circuit de codage peut être constitué d'un circuit mémorisant les k lignes de la

matrice G. |e codage consiste alors à additionner (modulo 2) les différentes lignes de la

base selon le mot << u >> à coder. La figure I-6 (b) est un exemple d'implantation d'un

codeur dont la matrice génératrice est représentée à la figure I-6 (a).
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r o r o o o ' l
l  r  0  1  0  o l
r  r  o  o  r  o l
0 1 0 0 0 u

(a)

Fig I-6. Exemple d'implantation de codeur

Considérons maintenant le sous espace vectoriel orthogonal à C, c'est à dire

C ' : { veV /<u , v> :0VueC} (r .2)

ll est clair que cet espace est de dimension (n-k) [18 chapître 2]. On peut alors le

"l "2

considérer comme un code linéaire Cr(n,n-k). Il s'ensuit qu'il possède une matrice

génératrice (n-k)xn que I'on peut noter H. On peut alors écrire la relation suivante :

C:{ueV/u .H ' :0 } (1 .3 )

La matrice H est appelée matrice de contrôle de C.

En utilisant la propriété précédente, le récepteur peut alors détecter la présence ou

l'absence d'erreurs dans le mot reçu. Cette propriété peut aussi être utilisée pour

corriger les erreurs. C'est ce que I'on va démontrer dans le paragraphe suivant.

I.2.2.3. Décodage des codes linéaires

1.2.2.3.1. Décodase par tableau standard

Soit un code linéaire C(n,k). Il y a 2k mots de code possibles {ct, c2,..., c2k }. Lors

de la transmission sur un canal bruité, le mot reçu appartient à I'ensemble {0,1}". Il y a

donc 2n mots possibles. Lors du décodage, le récepteur doit partitionner ces 2n mots

possibles en 2k ensembles disjoints E;. Chaque ensemble E1 contient un seul mot de code

C; et tous mots devant être décodés comme Ci (c'est à dire en tenant compte de des

erreurs). Connaissant I'ensemble dans lequel se trouve le vecteur reçu, celui ci peut être

facilement décodé (frgure I-7)
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Fig I-7. Principe de décodage des codes linéaires

On peut utiliser la propriété de linéarité des codes pour réaliser une telle partition. On

considère I'ensemble des 2k mots de codes que I'on range dans la première ligne d'un

tableau (le vecteur nul tête). Des 2"-2k mots restants, on choisit un vecteur e1. La

seconde ligne est constituée en additionnant chaque mot de code de la première ligne

avec le vecteur er. La troisième ligne est réalisée de la même façon mais avec un

vecteur e different. Le processus continue jusqu'à ce que les 2n vecteurs aient rempli le

tableau. Ce tableau est appelé tableau standard (figure I-8). Ce tableau possède

plusieurs propriétés :

- Chaque vecteur apparaît une seule fois et dans une seule ligne.

- La somme de deux vecteurs dans une ligne est un mot de code'

Par construction, le tableau standard est composé de2k colonnes disjointes. Soit E, la

jè-" colonne du tableau standard. El peut aussi s'écrire :

El : {cj, cj*et, cjtez....cj+ e2n-*-l} (1 .4 )

Les colonnes E; peuvent alors être utilisées dans la méthode de décodage décrite

précédemment (d'après la construction du tableau standard, il faut rechercher la position

du vecteur reçu C' pour connaître le mot code qui se trouve dans la même colonne).
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0

e1

ei

ep

c 1

0 1  + c 1

e i  + c 1

e p  * c 1

c2

e1+42

ei*c2

ep  +c2

c i

e1  +c i

ei + c.y

ep  +c ;

c14

e1 * C14

" i  
* . y

ep * cp1

Fig I-8. Tableau standard pour un code linéaire C(n,k) [p : 2"-k-1, M : 2k- I ]

Par exemple, on considère le code générê par la matrice G de la figure I-9a. Ce code

transforme un mot de longueur 4 en un mot code de longueur 7 . Il y a alors 16 mots de

code possible (figl-9b).

En appliquant la méthode précédente, le tableau standard est un tableau de 8 lignes et

de 16 colonnes, soit un total de 128 mots de 7 bits (fig I-10).

mot
à codr

mot code

0000
0001
0010
001 I
0 l  00
0 l  0 l
0 t  r0
0 l r l
1 000
I 001
1 0 1 0
' l0 l  I
I  1 0 0
I  l 0 l
l l l 0
l l l l

0000000
l 0l 0001
l l l 0 0 l 0
010001 I
0 1 1 0 r 0 0
1 l 0 0 l 0 l
10001 10
0 0 r 0 l 1 l
r 1 0 1 0 0 0
0 l l l 0 0 l
0 0 1 1 0 r 0
1 0 0 l 0 l l
101 I ' l  00
0001 l0 r
0 1 0 1  I l 0
i l i l 1 1 1

(b)

Fig I-9. Caractéristiques du code (7,4)

Par exemple, supposons que le mot envoyé et le mot reçu soient respectivement les

suites ( 1100101 > et ( ll0ll01 >. En parcourant le tableau, on retrouve le mot reçu à

la position (6,5) (i.e. 6è-t colonne, 5è-' ligne). Le mot en tête de la ligne donne l'erreur

affectant le mot reçu (ici la suite (0001000 >). Par contre le mot en tête de la colonne

indique par quel mot-code le mot reçu doit être décodé (( 1100101 )).

f r r o r o o o l
t l
t 0  l  l  0  l  0  0 l

G = l  I

l r  
r  r  0  0  r  0 l

L r 0 l 0 0 0 1 l
(a)
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mots de code

I
. t
a tg {'l

\
FigI-10. Tableau Standard utilisé pour le décodage du code (7,4)

Pour des codes linéaires avec des paramètres grands, le problème devient difficile à

résoudre tant au niveau du temps de calcul que de la mémoire qui doit être utilisée pour

stocker le tableau. On utilise alors le plus souvent le décodage par syndrôme.

1.2.2.3.2. Décodaoe par $tndrôme

Considérons une ligne quelconque Li égale à I'ensemble {e;, €ifct,....,ei+cM}. On

peut alors remffiquer :

V u e {1,..,M} (q+cu)Ht: eiHt (car c, est un mot de code) (1.5)

V i j  e  {1 , . . ,M} 'e ;Ht+ e,Ht  (1 .6)

Le résultat eiHt est appelé syndrôme'

D'après la formule 1.5, tous les vecteurs d'une même ligne ont le même syndrôme. La

formule 1.6 indique qu'il y a correspondance une à une entre le syndrôme et le premier

terme des lignes du tableau standard. En utilisant, ces deux propriétés, il est possible de

calculer un nouveau tableau, plus simple que le tableau standard, et nous permettant de

décoder le vecteur reçu. Si on reprend I'exemple précédent, le tableau utilisé pour le

décodage est celui de la figure I-11 a).

L'algorithme de décodage nécessite alors trois opérations (figure I-11 b) :

- Le calcul du syndrôme S à partir du vecteur reçu C'.

- Le calcul de ei à partir du syndrome.

- Le calcul du mot de code initial C : C: C' O ei

!0r!!901;![0010 0lo00l  I 0ll l i loqo! r0 0010ilr lr01000.0ril00l:00I t0 I0 l0.0lll11 l0t u00 0001 l0l 010l l 0 l l

00 1000 l

l  l  r0001

1000001

l 0 l l 0 0 l

l 0 r 0 r 0 l

l 0 l 0 0 l l

10 t0000

0 l  l0û10

l 0 l 0 0 l 0

I  100010

l l l l 0 l 0
-frlltl 

i6

I I 10000

il r00l t

I  l000 l l

000001 r

0u00 i l

0 1 0 1 0  t  l

0tfitnl-

0r00001

01000r0

l l l 0 l 0 0

0010t00

0 l  00100

0 1 l l l 0 0

!i r0000

0 l l 0 l l 0

0 l  l 0 l 0 l

0 l  00101

t000t0 t

I  I  l0 l0 l

I  t0 t  t0 l

00001 r0
r ioor ro
1ôrorro
t001  I  l0

1000010

| 000100

10001 I  I

l 0 l 0 l l l

0 l 1 0 l l l

00001 I  I

0 0 l l l l l

00100r l
00101 0 I
00r01 l0

0 r0 l  000

1001000

11 i l000

l 100000

I  r0 l  t00

I  l 0 l 0 r 0

I  l0 l00 l

l l l l 0 0 l

001 l00 l

0 l0 r00 l

0 t  I  l00 l

0 l l l l 0 l

0 l l t 0 l l

0 l  I  1000

l 0 l  l 0 l 0

0 l l l 0 l 0

00010r0

00r  00  l0

0 0 l l u 0

00 l 1000

0 0 l l 0 l l

000101 l

I  1 0 1 0 1  l

l 0 l  l 0 l  I

10000 I I

l 0 0 l l l l

1001001

1001010

0 0 l l t 0 0

l l l l l 0 0

r 0 0 l l 0 0

l0 t0  I  00

l 0 l l 0 0 0

l 0 l l l t 0

l 0 l l l 0 l

l 0 0 l l 0 l

0 l 0 l  l 0 l

001 I  I0 l

0000101

0001001

000 l  u  l

0001 100

l l 0 l l l 0

0 0 0 l l l 0

0 1 l l l 1 0

0 l 0 0 l l 0

0 l 0 l 0 l 0

0 t 0 t  1 0 0

0 r 0 l l 1 l

0 l i l l l l

l 0 l l l l l

l l 0 l l l l

1 i l 0 i l  1

l l l l 0 l l

l l l l t 0 l

l l l l l l 0

I 100001

I  l 0 0 l l l

I  100100
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C = [ca ,  c t , .

Calcul de l'eneur e;

syn&ôrne

ftool 'oooooo-l
|  0 r0  I  0100000 |
| 

00r 
| 

0010000 
|

I  l r0  |  0001000 |
|  

01r  
I  

0000100 
|

I  
r l r  

I  
0000010 

|
I 

r0r 
| 

000000r 
I

| 000 | 0000000 |

:#
(a)

Fig I- I 1. Implantation générale d'un décodeur pour un code linéaire

I.3. Les codes cycliques

I.3.1. Définition

Soit C: [c0,c1,...,c',-r] un mot de code quelconque. En effectuant une permutation

circulaire de i rangs vers la droite, on obtient un nouveau vecteur V:[cn-i,..,cn-I,c0,..cn-i-r]

Deux cas peuvent se produire :

- le vecteur V appartient à Cl le code dual de C,

- le vecteur V appartient à C.

Il existe des codes pour lequel la deuxième possibilité est toujours vérifiée : les codes

cycliques. D'où la définition

Un code linéaire C(n,k) est dit cyclique si toute permutation d'un mot de code donne

un autre mot de code.

I.3.2. Polynôme générateur.

Il est commode pour les codes cycliques d'utiliser une représentation polynomiale,

c'est à dire qu'à tout vecteur C = [c6,c1,...,co-r] on va associer le polynôm" 
t]t.,*t 

.
i=0
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Travailler sur les mots de codes revient alors à effectuer des calculs dans I'anneau des

polynômes modulo (x'-1) : K[x]/(x'-l). On peut alors démontrer les théorèmes [13] :

o Pour un code cyclique C(n,k), il existe un unique polynôme g(x) de degré (n-k)

s'écrivant : g(x) : I + grx + .....*gn-r-rxn-k-1 * *n-k

o Tout mot de code est un multiple de g(x) appelê polynôme générateur du code C(n,k)-

o Tout polynôme de degré inférieur à (n-k) et multiple de g(x) est un mot de code.

. g(x) est un polynôme générateur de C(n,k) + g(x) divise xn-l

D'après ce qui précède tout mot de code C peut s'écrire comme le produit de deux

polynômes u(x) et g(x) respectivement de degré (k) et (n-k). Il s'ensuit que si les

coefficients de u(x) sont les données à coder, une multiplication de ce polynôme avec

g(x) permet d'obtenir le mot code.

I.3.3. Processus d'encodage.

I.3.3. 1. Codaee svstématique.

On vient de voir que tous les mots de codes sont des multiples du polynôme

générateur. L'algorithme le plus simple pour calculer le mot code est alors d'effectuer la

multiplication entre la donnée à coder et g(x). Dans ce cas, la donnée n'apparaît pas en

clair dans le mot de code ce qui constitue déjà une protection. Le codage systématique

est une autre forme de codage qui permet que la donnée à coder soit visible dans le mot

de code (figure I-12). C'est ce que nous allons voir avec I'algorithme de codage par

division.
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Fig I-12. Principe d'un codage systématique.

I.3.3.2. Aleorithme de codaee par division.

On considère une donnée à coder M de taille k notée [me,mr,...,ffit-r].On va lui

i =k - l
associer le polynôme M(x) êgal à I *r*t . D'après le théorème d'Euclide, il existe

i=0

deux polynômes p(x) et r(x) tels que : xn-kM1x; : p(x)g(x) + r(x) avec deg r(x) < n-k.

Comme nous travaillons avec des codes binaires, la soustraction est équivalente à

I'addition (en arithmétique modulo 2, -l =1 [2]). Par conséquent,

;x*kM1x; + r(x)l est un multiple de g(x) (1.6)

D'après le paragraphe I.3.2 on peut en conclure que l'expression (1.6) est un mot de

code dont la représentation est la suivante: [me,m1,...,lnp-1,rs,..rn-r-r]. On a donc bien

réalisé un codage systématique pour lequel trois étapes de calculs sont nécessaires.

1- Prémultiplication de la donnée M(x) par xn-k (ce qui revient à rajouter n-k zéros).

2- Calcul du reste r(x) de la division entre xn-kM(x) et le polynôme générateur.

3- Combinaison entre le reste calculé à l'étape 2 etla donnée à coder pour former le

mot code (XOR bit à bit entre xn-kM(x) et r(x)).

Les étapes I et 3 sont facilement réalisables. L'opération la plus coûteuse en temps

de calcul est l'évaluation du reste de la division entre xn-kM(x) et g(x). Nous allons

maintenant donner I'exemple d'un diviseur qui calcule le reste de la division entre

1x"-kvt1x;; et g(x) en n cycles.
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I.3.3.3. Exemple d'implantation d'un codeur par division.

I. 3. 3. 3. I . Préliminaire- conception d' un multiplicateur

Soit D une donnée (taille k) à multiplier par un polynôme g de degré r. Le produit P

de ces deux polynômes s'écrit comme i

i =k - l j = r - l  ( i * 1=1* t - *  )  , .  - - -
D(x)g(x ) :  I  I  d tg j " ' *J  =  dk- tg r - txK* r - '+ . .+ l  )d ig j  l * " - '  

+ . . (1 .7 )
i=0 j=0 \ i , j  )

Intéressons nous par exemple aux deuxième et troisièmes termes du produit. On peut

écrire les égalités :

Jnt+r- l  
=d k-z  gr- l  *  d t - tgr -z

lnt+r-+ 
= dk-38r-1 + du-zhr-z+ dt-t8r-z 

(1'8)

On peut remarquer que les données (dr-2, dt-r) semblent avancer relativement aux

coefficients de g(x) comme le montre la figure I-13'

Fig I-13. PrinciPe du multiPlieur

En utilisant, cette propriété [20], il est possible de concevoir un circuit (constitué

uniquement de portes XOR et de flip-flop) qui calcule de proche en proche les différents

coefficients du polynôme P (figure I-14a). En observant ce circuit, on s'aperçoit que les

portes XOR en série vont limiter le débit de sortie de ce circuit. En réorganisant les

équations de la formule (1.7), on peut concevoir sur le même principe un circuit

permettant de s'affranchir de ces limitations (figure I-14b). Sur un FPGA de la famille

des Flexlgk (EPF10K0LC84 d'Altera), les deux versions d'un multiplieur polynomial
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par (1+x+x3+xa+x5) peuvent fonctionner jusqu'à des fréquences maximales respectives

de 115 Mhz et 125 Mhz.

,r-\ sortie du
f io"mcient p

(b)

Fig I-14. Circuit de multiplication de deux polynômes

sortie du
coeffrcient p

1.3.3.3.2. Circuit de division.

En utilisant un circuit similaire à celui de la figure I-14, il est possible de calculer le

reste de la division entre un polynôme D de degré ft et un polynôme g de degré r.

On considère les deux polynômes \i; et Q(D respectivement le reste et le plus petit

terme du quotient de la division de D par g(x). Ces deux polynômes vérifient les

équations (I.9) et (I.10).

A
V x&- l  x&

|  |  r r l - \J  I  r r r .
I I ] L J

I
I 
Rti*rl (x) : Q(i)s(x) - R11(x)

{
1.,. . .  _ 

rdeg(Rri l) 
*deg(R1;y)-r

l*tu 
= 

&
Pour un code linéaire cyclique, g. est toujours égal à

s'écrire :

(1.e)

(r .10)

un. L'équation (I.9) peut alors

R1i* r ; (x)=ra"eR( i )  xdes(R( i ) ) - r  xg(x) -R1i ; (x)  (1 .11)

En posant H(x) + I = x-rg(x), la relation (I.11) peut s'écrire :

R1i*r;(x) =raeeR(i) xdes(Rti l) I t(x) - 
j=degR(i)-tr, ,* '  

(r.1,2)
j=0

entrée
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La division par g(x) revient alors à utiliser conjointement un circuit de multiplication

par H(x) et un rétro-bouclage (deuxième terme de l'équation I.13) pour pouvoir calculer

le reste. En utilisant des graphes de fluencel2ll, onpeut montrer que l'équation peut

être implantée par le circuit de la figure I-15.a. Pour les mêmes raisons que

précédemment, le débit de sortie d'un tel circuit est limité. En général, on lui préfère le

circuit de la figure I-15.b.

Fig I-15. Exemple de circuit de division polynomiale

I. 3. 3. 3. 3. Propriétés.

donnée enùente "1 101" des trois zâos

iÈ set

EF clear

È c k

È donnee-in

ffP reste-oul

0

0

1

0

B  010

tanps de traitanent

Fig I-16. Exemple de simulation d'un diviseur (g(*) : l+x+x3)

Comme pour le multiplicatetJt, n cycles d'horloges sont nécessaires afin d'obtenir le

reste de la division d'un polynôme de degré n par un polpôme de degré r. La figure I-

16 donne un exemple de simulation du diviseur pour un code cyclique (7,4) dont le

polynôme générateur est 1*x+x3.

pour ur codage systématique, on doit d'abord effectuer une prémultiplication par x'.

En modifiant la position d'entrée des données (fig I.17), il est possible de s'affranchir de
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la multiplication [13]. Le calcul du reste ne nécessite plus alors que fr cycles d'horloges,

ce qui est avantageux. La figure I-18 montre la simulation d'un diviseur de ce tlpe pour

le code (7,4) précédent.

donnée enkante "I I0l"

sel

clear

ck

donnee_in

reste oul

0

0

1

0

B 100

Fig I-18. Exemple de simulation d'un diviseur du second type (g(x) : 1+x+x3)

I.3.4. Processus de décodaee

I.3.4.1. Détection des erreurs

Le calcul du syndrôme (S : C'H) exposé dans le paragraphe I.2.2.3.2 reste valable

pour les codes cycliques. Cependant, dans le cas d'un codage systématique, le calcul de

S est simplifié.

La donnée reçue C' est assimilé à un polynôme de degré n.Par construction, un mot de

code est un multiple du polynôme générateur. L'examen du reste de la division de C'

par le polynôme générateur permet de décider si le message reçu contient des erreurs :

- si le reste est différent du polynôme nul, le mot reçu n'est pas un multiple du

polynôme générateur. Par conséquent, ce n'est pas un mot de code (paragrapheI.3.2.).

- si le reste est égal à zéro,la donnée reçue est un multiple de g(x) et est donc un mot

de code. On ne peut pas cependant exclure le cas où les erreurs transforment un mot de

code en un autre mot de code (cas non détectable).

Fig I-17. Circuit modifié pour le calcul du reste
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Le calcul du syndrôme passe alors d'un calcul matriciel au calcul d'un reste de

division. Pour I'effectuer, on peut utiliser le circuit utilisé pour I'encodage. Le calcul du

syndrôme étant effectué, l'algorithme de décodage nécessite alors deux autres étapes :

o Evaluation de I'erreur à partir du syndrôme en utilisant soit une RAM soit une

logique câblée

o La correction des effeurs en faisant l'addition modulo 2 de l'erreur et du vecteur

reçu. Pour un code de longueur n, n portes XOR sont alors nécessaires.

Une des limites de cette approche est que la complexité du circuit de décodage

augmente fortement avec la taille du mot code. Le décodeur de Meggitt, en utilisant

judicieusement les propriétés du syndrôme, diminue la complexité du décodage.

I.3.4.2. Correction des erreurs : le décodeur de Meegitt

1.3.4.2.1. Prooriété du $tndrôme

Soit S(x) le syndrôme du vecteur C : [co, ct,...., cn-t].

On appelle C'(l) le vecteur [cr'-r,Co,..,Cn-2] (permutation circulaire d'un rang vers la

droite). Alors le reste de la division de xS(x) par g(x) est égal au syndrôme de C'(1).

L3.4.2.2. Le décodeur de Meggitt'

En utilisant la structure cyclique du code, il est possible de décoder en série les

données reçues. En effet, dans l'étape 2 du décodage, la table utilisée recherche à partir

du syndrôme la valeur du vecteur d'erreur (de taille n). On peut limiter cette table à

I'ensemble des valeurs de syndrôme correspondant à une erreur en position (n-1). Deux

cas peuvent alors se Produire :

. Le syndrôme permet de conclure qu'il n'y a pas d'eneur en position (n-1). On

effectue alors un décalage à droite du syndrôme. En utilisant la propriété dul.3.4.2.1,le
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syndrôme obtenu est égal au syndrôme du vecteur [c'n-r,c'0,. ..,c'n-2]. On peut alors tester

si le symbole c'n-2 est erroné.

o Le syndrôme indique qu'il y a une erreur en position (n-l). Le nouveau vecteur

corr igé est  a lors :  C"or ,  :  .6*11*+. . * "n-2*n-2+( l+crr -1)xn- I .  pour  tester  le

symbole c'n-2, on effectue un décalage circulaire. D'où le nouveau vecteur :

C [ "D ,  =  ( t  +  c " -1 )  *  
"g *  

* .1 *2  + . .  +  rn -2 *n - l

Sachant que le polynôme générateur divise xn+l, et en appelant S[P.le syndrôme

/ r \
de Cl/., , on peut démontrer la relation :

S!lJ '  = S(1) +l (1'13)

Par conséquent un'l'est ajouté au syndrôme (bit de poids le plus faible) pendant que

celui ci est décalé d'un bit vers la droite.

un exemple d'implantation d'un décodeur (décodeur de MeggitD tl9] pour code

cyclique est représenté à la figure I-19. Il est constitué trois unités : le calcul du

syndrôme, un bloc d'évaluation de I'erreur et d'un registre servant à conserver le mot

reçu. Le processus de décodage se fait alors en cinq étapes.

Circrdt
d'évaluation
des erreurs

Fig I-19. Décodew de Meggitt
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. Première étape: Le syndrôme est calculé à l'aide du circuit de division. Cette

opération nécessite n cycles d'horloges.

. Deuxième étape: Le circuit d'évaluation utilise le syndrôme pour déterminer si le bit

en position (n-1) est erroné. Si la sortie de ce circuit est à l, le bit situé à la position n-l

est considéré comme erroné et une correction est nécessaire. Dans le cas contraire

(sortie à 0), la correction n'est pas nécessaire.

o Troisième étape: Le registre conservant le mot reçu est décalé d'un bit vers la droite

afin de permettre la correction du bit se situant à la position (n-1). Pour cela, on effectue

une somme modulo 2 (XOR) entre le bit à la position (n-1) et la sortie du circuit

d'évaluation des erreurs.

Pendant le même temps, le contenu du syndrôme est décalé d'un bit vers la droite avec

le rajout de la correction conformément à la formule 1.13.

o Quatrième étape: Le nouveau syndrôme est utilisé pour évaluer I'erreur du bit se

situant à la position (n-2) dans le mot reçu et le corriger dans le cas d'une éventuelle

erreur (étape 2 et3).

o Cinquième étape: Le circuit décode bit par bit le mot reçu. Lorsque la dernière

correction a été effectuée, le syndrôme doit être un polynôme nul. Dans le cas contraire,

le nombre d'ereurs dans le mot reçu était supérieur à la capacité de correction du code

(nombre maximum d'erreurs pouvant être corrigées). Le mot décodé est alors inexact.

Ce décodeur connu sous le nom de décodeur de Meggitt est valable pour tous les codes

cycliques. Son implantation ne dépend que de la complexité du circuit d'évaluation des

ereurs. Pour certains codes, ces circuits sont simples. On peut citer par exemple le

décodage par piégeage d'erreurs, le décodage pour les codes BCH, le décodage par

logique majoritaire.
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I.4. Conclusions

Au vu de ce qui précède, on ne peut pas conclure qu'un code ou qu'une méthode de

correction soit plus valable qu'une autre. Le choix de la méthode utilisée dépend

uniquement de I'application choisie, de ces contraintes (types de canal utilisé, débit

demandée à I'application) et du type d'erreurs pouvant survenir sur le canal de

transmission (erreurs isolées ou en paquet, fréquence d'apparition des erreurs). Sur le

tableau suivant, on a donné quelques exemples d'applications avec la méthode de

correction utilisée.

Famille de code I ype de code Applications caractéristiques

BCH code linéaire cyclique
European vtoeo_conrerence EXpenmenl
(EVE)
Domaine satellitaire

DSCC code linéaire cyclique Dys[er r rs reterexl Japonats
lransmission de donnée en FM

Reed-Solomon code linéaire cyclique v t . , I l l P d U l ,  U l s U ,  l l l l , g l  l l e [

iélévision, norme DAVIC et MCNSE

Hamming code linéaire Test

Bit de parité code détecteur Transmission série

Code de Goppa code linéaire Cryptographie

Fig I-20. Exemple d'applications de codes correcteurs d'erreurs

Dans notre cas, nous nous sommes focalisés sur deux familles de codes mais avec

des obj ectifs différents.

Pour la première famille (les codes à logiques majoritaires), nous allons étudier une

technique permettant d'améliorer la vitesse de traitement de ces circuits afin qu'ils

puissent être utilisés dans des applications à haut débit (chapitre II). Par contre pour la

deuxième famille (code Reed Solomon), nous allons surtout étudier l'implantation

d'une technique permettant d'augmenter la capacité de correction du code donc de

diminuer le coût de transmission (chapitre III).
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II.1. Le décodage à logique majoritaire

II.1.1. Principe de décodaee f 13l

Chapitre II. Les codes à togiques majoritaires

Après l'étude générale des codes correcteurs, nous allons nous intéresser en premier

lieu au codage et au décodage d'une famille particulière de code : les codes à logique

majoritaire. Dans une première partie, nous allons présenter les méthodes de codage et

de décodage de cette famille ainsi que les principaux codes qui la compose (DSCC,

DTI, EG). Dans la deuxième et troisième partie, nous étudierons les problèmes posés

par I'implantation en ASIC des codes à logique majoritaire. Enfin, dans la dernière

partie, nous donnerons les résultats (débit et surface) sur I'implantation choisie.

Soit C' le message reçu de taille n. D'après ce qui a été dit précédemment, ce vecteur

peut s'écrire comme la somme des deux vecteurs C et E qui sont respectivement le mot

code envoyé et un vecteur de taille n représentant les effeurs ayant entaché le message

d'origine. Pour tout vecteur W appartenant au code dual de C (Cr), on peut écrire la

relation suivante :

'W.C' : V/.(C+E) : W.E : wooo * wrer*...*wn-ren-r

Supposons qu'il existe J vecteurs W dans Cl tels que :
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.  V je {1, . . . ,J }  w; ,n- r  :  1 .

. Pour tout i different de n-1, il existe au plus un vecteur dont la ié'" composante w,,i

est égale à 1.

Ces J vecteurs sont alors appelés vecteurs orthogonaux à la position n-( . On obtient

les J équations suivantes :

Vy'r = wr,g êg i W1,101*... Wt,n-z€o-z*€o-t

WZ : WZ,OOg * \ry2,1e1*... WZ,n-Z€o-Z*êo-t (2.r)

Wr : W,o Og * V/y,191*... Wn-z€tt-zieo-t

Ces J équations peuvent être utilisées pour déterminer s'il y a une erreur en position

n-1. En effet, supposons qu'il y ait au ptus LJIZJ effeurs dans le message reçu (limite de

correction du code).

S'il y a une effeur en position n-1, les ereurs restantes se répartissent dans au plus

lltZ)-t équations orthogonales. Par conséquent, l-lltZ)+t équations au moins sont

égales à I soit une majorité des équations.

S'il n'y a aucune eneur en position n-l, les erreurs se répartissent dans au plus LI/ZJ

équations. Par conséquent, il y a au moins ltrltiléquations qui sont égales àzêto.

L'étude de la sortie des J équations permet alors de décider si le bit à la position (n-1)

est erroné. Cependant, le récepteur n'a accès qu'à I'information C' et ne connaît ni C ni

E. En conséquence la méthode précédente doit être modifiée. On peut alors démontrer

qu'il y a une relation entre les coefficients w;; et les bits Si du reste de la division de

R(x) par g(x). Le calcul de la matrice W revient alors à la somme linéaire des bits du

reste R avec les (n-k) premiers coefficients des vecteurs orthogonaux'W.;

L'algorithme de correction nécessite alors 4 étapes :
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. Etape 1 : La donnée reçue C' rentre dans le circuit de correction et le syndrôme S

est calculé.

o Etape 2:Les J équations orthogonales sont formées par combinaison des symboles

du syndrôme.

. Etape 3 : Ces J équations constituent les entrées d'une porte à logique majoritaire

dont la sortie est égale à la valeur qui est prise par la majorité des entrées.

. Etape 4: le symbole de correction est réintroduit dans le calcul du reste et

I'algorithme recommence à partir de l'étape 2 pour la correction du deuxième symbole.

n cycles de calculs sont nécessaires pour obtenir le message décodé.

II.1.2. Le code Difference Set Cyclic Code (DSCC) [241

Le code DSCC appartient à la famille des codes linéaires cycliques à décodage à

logique majoritaire. Sa théorie est basée sur la construction d'une série parfaite de

différence ftnie 1221.

II.l.2.l. Série parfaite de différence finie

Soi tP un ensemble de L+l  ent iersnonnuls  te ls  que:  0Sq6 S. . (gr  <L(L+1) .  A

partir de cet ensemble, il est possible de former L(L+l) differences ordonnées D

définies par D : {q:-qi I j* i\. De façon évidente, la moitié des différences ordonnées est

négative.

On dit alors que I'ensemble P est une série parfoite de différence finie d'ordre Z si et

seulement si :

l- Toutes les différences ordonnées négatives sont distinctes.

2- Toutes les différences ordonnées positives sont distinctes.

3- Si ft-Q; est une différence négative alors L(L+l)+l+ qj-qi n'est égal à aucune

différence positive
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par exemple, si on considère I'ensemble P : {0, 2,7,8, 1l} l',ensemble D des

différences est égal à {2,7,8,11,5,6,9,1,4,3,-2,-7,-8,-ll,-5,-6,-9,-1,-4,,-3\' Les

propriétés I et2 sont respectées. L'ensemble V = { L(L+l)+l+ 9r-9i / j+ i} est égal à

{19,4,13,10,16,15,12,20,17,18}. La propriété 3 est vérifiée. L'ensemble v est une

série parfaite de différence finie

Singer l23l a trouvé une méthode pour calculer les séries parfaites de différences

finies quand L est égal à p' ( p premier et s un entier positif). Nous nous placerons

dans le cas où p est égal à 2 (corps de Galois).

II.1.2.2. Construction du polynôme eénérateur [24]

Soit p : { 0,gt ,..,g), } une série parfaite de différence finie d'ordre 2'. On définit le

polynôme Z(x) par :

i =2s
Z(x): I  xq'  Q.2)

i =0

i=k- l

On pose H : I hr*t le plus grand commun diviseur de Z(x) et de xn +1 (avec n

i=0

égal à 2'(2'+1)+1).

Alors le polynôme G(x) définit par la formule (2.3) génère un code cyclique de

longueur n appelé code DSCC.

- , t r  ,  r  i=n-k

G(x):ffi= ! et*' (2'3)

I1 s'ensuit que les paramètres du code sont :

Taille du mot code n: 2s(2s+1)+1

Taille de la redondance n-k : 3'+1 [22]

Taille du mot à coder L:2s(/s+l)- 3'+1

Le tableau 3 donne les polynômes générateurs des 5 premiers codes DSCC.
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S Polynôme générateur * dltlerence set r

I 0 , 2 ,3 ,4 3 ,2 ,0
2 0 ,2 ,  4 ,  6 ,7  ,  l 0 11 ,8 ,7  , 2 ,0
3 0, 2, 4, 6, 8, 12, 16, 22, 25, 28 45, 42, 36, 29, 25, 24, 10, 2, 0
4 0, 4, 10, 18, 22, 24, 34, 36, 40, 48, 52, 56, 66, 67,

71 ,76 ,77 ,82
201,796, 186,167, 166, l5g,
128,726, 115, l l2, 103,67,50,
46,24,18,0

5 0, 1, 3, 4, 5, l l ,  14, 17, 18, 22, 23,
33, 35 , 37 , 39, 41, 43, 45, 47 , 48, 5
62, 68, 70, 7 l ,  72, 7 4, 7 5, 7 6, 79, 8
96,98,  101,  103,  105,  106,  108,  l1
116,120, l2l, 122, 123,124,126,
135, 137 , 138, 141, 142, 146, 747,
153,154,155,  158,  160,  16 l ,164,
169,  17 4,  17 5,  17 6,  177,  17 8,  179,
183,  184,  186,  188,  189,  191,  193,
199, 200, 20I, 202, 203, 208, 209,
21 4, 21 6, 222, 224, 226, 228, 232,
244

, .6,27,29,32,
t 5 ? 5 5 5 q
r )  J - )  r J t  J r t

[ ,  g3,  gg,  95,
1 ,114 ,115 ,
129, r31,132,
149 ,  150 ,  151 ,
165, 166, 167,
180 ,181 ,182 ,
194, 195, 198,
, .10,21r ,212,
, -34,236,242,

1023, 990, 924, 905, 87 9, J 92,
7 54, 702, 697, 677, sgJ, 555,
528, 5II, 452, 439, 348, 339,
298,277 ,255,279, 138, 127 ,
109,  63,  54,  31,  15,  7 ,  3 ,  r ,  0

eslX. les ces termes nonchaque polynôme est représenté par les exposants

Tableau 3. Liste des premiers codes DSCC

II.1.2.3. Construction de la matrice W f9l

Soit H*(x) le polynôme réciproque de H défini par la relation H*(x) : *Qr'U("-l) .

On peut démontrer que ce vecteur génère un code orthogonal au code DSCC considéré

(espace orthogonal du code DSCC) [13] U7l. Comme le polynôme Z est divisible par

H,Z* est aussi divisible par H* et appartient à I'espace orthogonal.

Soit I'ensemble des équations {Wl i e {0,1,...,2'}} définies par :

rv i  =xt - l -q 's  
+91 

Z*$)  Q.a)

Chaque polynôme W; appartient à I'espace orthogonal. De plus comme { 0,qt,..,92, }

est une série parfaite de différence simple, les polynômes Wi et Wj (i+j) n'ont en

commun que le terme xn-I. Par conséquent, {Wi / i e {0,1,...,2'}} est un ensemble de

2'+l polynômes orthogonaux à la position (n-1).

On peut alors prouver que ce code est capable de corriger 2'-l erreurs [23].
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II.1.2.4. Exemple des éléments d'un code DSCC

Si on considère la série parfaite de différence finie P : {0, 2, 7 , 8, 1 1 }. H(x) doit être

le plus grand diviseur commun de (X2t+t; et de (1+x2+x7+x8+xlt). On trouve alors que

H est égal à 1+x2+x7+*8+*tt

Par conséquent, le polynôme générateur est égal à iX2t+t)Æt(x) soit :

!.I:l G(*) : 1+x2+x4+*6+*t+*to

ffi
Le code DSCC est donc un (21,11) code cycl ique.

Fig II-1. Exemple d'implantation du décodeur DSCC (21,11)

Le polynômeZ*, quant à lui, est égal à xllz1x-l;: l+1+1a**n+*". On en déduit les

équations W1 :

Wo : x9 + x12 + xt3+ *t8+ *'o

l r  1 4 .  1 5 ,  2 0
W 1 : X - f X  + X  f X  - 1 - X

W2: aa+16+x16+xl9+x2o

g/3 : l+15+x7+xl7+x2o

W4 : 12+13+x8+x1o+x2o

(inrt ah dfuctimrt
dr cmctinih: +cflrs
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On peut alors former les équations utiles pour le décodage (voir figure II-1).

A0: 59 : g9*912*g1l*ets*ezo

A t : s t

A2 : 54*56

A3 : 56*S5*57

A4: s2*s3+5s

:91*€11*91 C*eÉ*eZ1

: O4*e6*916*erg*gzO

: e0+e5+e?+gnlazo

: e2+e3+e8+€16*926

Les codes DSCC sont aussi puissants que les meilleurs codes cycliques mais dans

cette classe de code, il y a peu de codes avec des paramètres utilisables.

II.1.3. Code Doubly Transitive Invariant (DTI)

II. 1.3. 1. Théorie mathématique

II. l. 3. l. I. Permutation afrne

Soit C(n,k) un code linéaire cyclique de taille n: 2^-1. Chaque mot de code peut

s'écrire (co, cr,..., cn-r). On peut alors étendre chaque mot de code par un bit de parité g.

Le nouveau vecteur est alors de taille 2- et s'écrit (cp, co, cr,..., cn-1). L'ensemble des

mots de code forme alors un code linéaire C.(n+l,k) appelé extension de C.

On considère alors a un élément primitif du corps de Galois GF(2-) (annexe A). On

peut faire une correspondance entre les éléments de GF(2') et les positions des

symboles dans le mot code, c'est à dire :

o le symbole g situé à la position 0 est repéré par o*.

o les symboles ci situé à la position i est repéré par oi , i appartenant à {I,..,2^-2),

I On définit la permutation affine par I'opération qui déplace le symbole de la position Y
I

I a fu position Z: aY+b avec a et b deux éléments quelconques de GF(2-).
H
ffi
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II. I. 3. I. 2. Prooriété d'invariance

II. I. 3. 1.2. 1. Notion de descendance

Soit h un entier non nul inférieur à 2-. Cet entier peut s'écrire sous une forme binaire

2 ^  - l  2 ^  - l

(h = I I;2'). Considérons h'(: Z f't21 ) un entier non nul inférieur à 2^ et'
i=0 i=0

différent de h.

h' est dit descendant de h si 1'; est inférieur ou égal à X; pour i appartenant à

I'ensemble{1,..,m-l}. On note Â(h) I'ensemble des descendants non nuls de h.

IL 1. 3. 1. 2. 2. Invariance

On va utiliser la propriété de descendance pour avoir une condition nécessaire et

suffisante pour qu'un code cyclique étendu C. soit invariant par permutation affine.

Dans [25], on démontre le théorème suivant (Doubly Transitive Invariant property) :

Soit C un code cyclique gênéré par le polynôme g(x). On défrnit le code étendu C. à

partir de C en rajoutant un bit de parité. Soit o un élément primitif du corps de Galois

GF(2-). Le code C" est invariant pour les permutations affines si et seulement si :

. pour toute racine crn du polynôme g(x) et pour tout h' appartenant à A(h), crh' est une

racine de g(x),

. cro : 1 n'est pas une racine de g(x).

Considérons alors le code C. invariant pour les permutations affines. On applique à

ce code la permutationZ: crY. Cela revient à laisser inchanger le symbole à la position

0 et faire un décalage cyclique à droite de tous les autres symboles. On peut alors en

déduire que le code C construit en supprimant le symbole à la position 0 est cyclique.

On va utiliser cette propriété pour calculer une nouvelle classe de code.

52fucfrercfre[esperforrnancesfansfamiseenæuwe[esco[esfiniairescycfiquesenlSICàfraut[é6it



Les co[es à togique majoritaire

II.1.3.2. Code DTI de type 0

IL 1.3.2.I . Construction du polltnôme sénérateur

Soient J et L deux entiers tels que le produit de J et de L soit égal à n (: 2'-1). Le

polynôme 1"+1 peut alors s'exprimer comme :

/ i= ( t - t ) l  \
xn +1 =1r+xr; l  I '  * t  l=(r**r;a1*; (z.s)

I t=o )

Sachant que (al)r est égal à 1 (c est un élément primitif de GF(2*)), I'ensemble des

racines du polynôme (1+xJ) est égal à {0, aL, d2t,.., o(J-l)L). L'exposant i des racines cri

de ô(x) n'est alors pas un multiple de L.

On va alors utiliser les racines de ô(x) pour construire un nouveau polynôme H(x) de

telle manière que criest racine de H(x) si et seulement si

1- cri est une racine de ô(x).

2- V j e A(i) crj est aussi une racine de ô(x).

H est alors le plus petit commun multiple des polynômes minimaux (voir annexe A) des

racines cr' de H. D'après le paragraphe II.1.3.1.2.2,le code cyclique engendré par H

vérifie la propriété d'invariance. Par conséquent, le code étendu H' est invariant pour

les permutations affines. Si on considère le code dual du code engendré par H, ce code

est aussi un code cyclique. Le polynôme générateur de ce code vérifie alors la relation

suivante :

g(x) = *n-degH x G(x-l) (2.6)

11.1.3.2.2. Construction de la matrice W

Par construction, ô(x) est un multiple de H. Son degré étant inférieur à n, ô est un

mot de code généré par H. Il s'ensuit que les polynômes {xpô(x) / pe {1,..,J-1}} sont

aussi des mots de code par définition des codes cycliques.
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Or pour p et q différents, les polynômes xpô(x) et xqô(x) n'ont aucun terme en commun

(par construction de ô). En ajoutant à ces mots de code un bit de parité, on obtient des

mots de code de longueur 2* et qui appartiennent à I'ensemble généré par H'. Tous ces

mots de code {h'6,. . .,h'j-t } vérifient alors les propriétés suivantes :

o Ils ont en commun le terme cr* (le bit de parité est égal à 1 car J est impair)

o Le terme xp (p€ {1,..n}) n'apparaît que dans un polynôme et un seul.

On en conclut que tous ces polynômes sont orthogonaux à la position 0 (cr*). Comme

les polynômes {h'0,...,h'i-r} appartiennent à I'ensemble gênéré par H', ils sont

invariants pour les permutation affines. Par conséquent, les pol5mômes {p'0,...,P'j-r}

obtenu en appliquant la permutation crY*an-r appartiennent à I'ensemble généré par H'.

De plus, tout ces vecteurs sont orthogonaux à la position n-1 (le bit de parité situé à la

position 0 est < transporté > à la position n-1).

En supprimant le bit se situant à la position 0 (cr*), on obtient alors J équations w;

orthogonales à la position n-1. On en conclut que le code généré par le polynôme

g(x) = rn-degH x G(x-l) est code cyclique à décodage à logique majoritaire capable de

corriger E(Jl2) erreurs. Ce code est appelé code DTI de type 0.

11.1.3.2.3. Exemple

On considère n égal à 15 (m : 4). On prend alors J et L égaux respectivement à 5 et

3. D'oir le polynôme ô est égal à 1+x5+x10. On considère û, un élément primitif de

cF(24).

Par construction, I'ensemble des racines de (1+x5) est égal à {(,t')' / 0< i < 4} c'est à

dire icr3, cr6, crn, ctt21.

L'ensemble des racines de ô est alors : {u' l0< i < 14 eti+ {3,6,9,12}}
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D'après les conditions sur les racines de H (voir tableau IV), le polynôme H a comme

racine '. u, a2,04, 08, 05, Glo

Racine i (cr') ^(i) Racine retenue
I a Oui
2 a Oui
4 a Oui
5 {r ,4} Oui
7 {1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 } Non
8 a Oui
10 {2,8l Oui
l 1 {1 ,2 ,3 ,8 ,9 ,  10 } Non
13 { 1 ,  4 ,  5 ,8 ,9 ,  12 } Non
L4 {2, 4,  6,8,10, 12} Non

Tableau 4. Liste des racines de ô et de H

Comme (o, o', oo, cr8) sont des conjugués, ils ont le même polpôme minimum (voir

annexe A). n en est de même pour (cx5, atO;. En s'aidant des tables des polynômes

minimaux [13 pp 579-582],H(x) est égal à 1+x3+x4+x5+x6.

Parconséquent ,  g(x)=*n-degH r .  
* - t - l  =1+x**4 **5 +*6 +*9.

H(x- ' )

(a)

Les polynômes ô(x), xô(x), x'ô1x1, *3ô1*; et x4ô(x) sont représentés dans le tableau (a)

de la figure Il-2. A la position 0 (cr*) , on rajoute le bit de parité.

bit dê
pci#

f-l o"*o*'
Vft )

Fig II-2. Consfruction de la matrice orthogonale à la position crra

0 I ê nj
a n J 6 7

flE 9 t0 11

I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 0 0 0 0 0
0 0 I 0 0 0 0 I 0 0 0 0 t û 0
0 0 0 I 0 0 0 0 I 0 0 0 0 I 0
0 0 0 0 I 0 0 n 0 0 0 0 0 I

0 I n2 n3 I s 6 7
n ê o9 10 l t - 1 3 - 1 4

0 0 0 n 0 0 0 0 I I 0 0 0 û I

0 0 1 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 I ,1
0 I 0 I 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 I I

0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 I 0
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En appliquant la permutation crY+cr,l4, on obtient une matrice orthogonale à la

position ato.lTableau b de la figure II.2). Si on supprime le bit situé à la position 0, on

trouve la matrice W de décodage du code DTI (5,3) (figure II.3).

Fig II-3. Matrice de décodage du code DTI (5,3).

Finalement, le code DTI (6,3) est un code cyclique C(15,9) généré par le polynôme

1+ x + *4 + *5 + *6 * x9 et capable de corriger 2 erreurs ou moins.

IL1.3.3.. Code DTI de type I

En utilisant les differents polynômes du paragraphe précédent, on considère le

nouveau polynôme Hr(x) défini à partir de H par la formule :

Hr(x): (x+l)H(x) (2.7)

Le code cyclique généré par Hr est un sous code de H. En réalisant la même opération

que dans le paragraphe II.1.3.2, on définit un polynôme G1 par la formule

gr(x) : g(x)/(x+l) (2.8)

Le polynôme gl(x) : g(x)/(x+l) est le polynôme générateur du code DTI de type I.

Comme le degé de g1(x) est inferieur à celui de g(x), ce code permet de coder des

données de taille plus importante (1 symbole de plus).

De plus, I'ensemble des mots de code de Hr est composé uniquement des mots-code de

H de poids pair (nombre de'1'dans le mot code est pair) [13]. Or, après la

transformation linéaire, tous les vecteurs sont orthogonaux à ia position on-I. Par

conséquent, il existe un unique polynôme qui possède un I à la position c*. Ce vecteur

o I ,] 3 a4 J 7 ..8
o

d:
t0 l l n 1 2 l 3

o lo

0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 0 U I

0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 I

0 n 0 0 1 0 0 0 0 I 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 I
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étant supprimé pour la construction de la matrice W, il existe un unique polynôme de

poids impair. Les (J-1) vecteur restants appartiennent au code généré par Hr

La matrice V/ du code DTI de type 1 est alors calculée à partir de la matrice W du code

DTI de type 0 en supprimant l'équation de poids impair. On prouve alors que ce code

peut corriger au maximumll-l)12 eneurs [13].

Le code DTI type I corrige donc le même nombre d'erreurs que le code DTI type 0.

Cependant, le rendement est plus avantageux pour le code DTI type I ((k+1)/n) que pour

le code DTI type 0 (k/n).

Pour des tailles petites, les codes DTI sont comparables aux codes BCH. Par exemple,

le code BCH (63,39) permet de corriger 4 erreurs au maximum. Le code DTI équivalent

est code (63,37) qui ne permet que de coder des informations de 37 bits soit deux bits

d'information en moins. Cependant, le circuit de décodage du code DTI est beaucoup

moins complexe que celui utilisé pour le code BCH [13]

II.1.4. Code Euclidean Geometry (EG)

II.1.4.1 . Bref rappel sur la eéométrie euclidienne

II.l.4.I.I. Dértnition de I'espace EG

On considère I'espace E des m-uplets (ao,...,a,o-r) dont les coefficients à;

appartiennent au corps de Galois GF(2). On munit cet espace de deux lois * et x

définies par :

(a+b) : (a0,...,âm-r) + (b0,...,bn'-r) : (ao*b0,...,âm-r*bm-r)

Pta:  P,  (a0, . . . ,am-r)  :  (0xa0, . . . . ,F t  a- - r )

E(+,x) est un espace de dimension m appelé Géométrie Euclidienne srn GF(2'). On le

note EG (m,2').
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lL1.4.1.2. Lisne dans EGfu.î\.

Chaque m-uplets dans l'espace EG(m,2') est appelé point. L'origine est le m-uplets

nul  (0 , . . . . . ,0) .

Considérons un point A different de I'origine. L'ensemble {BA / Be GF(2')} est une

ligne dans EG(m,2'). Cette ligne contient 2' points. Par construction cette ligne passe

par I'origine.

Si on considère maintenant deux points A et B linéairement indépendants alors

I'ensemble {B+BA / Be GF(2')} constitue une ligne passant par B. Par définition les

lignes {BA / Be GF(2')} et {B+BA / Be GF(2')} n'ont aucun point commun. On dit

alors que les lignes sont parallèles dans EG(m,2'). Il y (2(--t)) -l lignes parallèles à une

ligne passant par I'origine.

De même si deux points Ao et Ar sont linéairement indépendants, alors les ensembles

{B+B Ao / Be GF(2')} et{B+B A1 / Be GF(2')} n'ont que le point B en commun. On dit

alors que B est le point d'intersection des deux lignes {B+B A0 / pe GF(2')} et {B+B A1

/ pe GF(2')). On peut alors démontrer qu'il y a (2*-l)/(2'+1) lignes qui se coupent en

un point B.

On va utiliser cette dernière propriété pour générer un code à logique majoritaire

code EG d'ordre s.

IL1.4.2. Définition du code EG d'ordre s.

II. I . 4. 2. I. Dértnifion du vecteur d'incidence.

Soit un entier n êgal2*-1 où m et s sont des entiers quelconques. Soit V un n-uplets

sur GF(2) noté (vs,...,vn-r).Comme pour les codes DTI, il est possible de faire

correspondre la position du coefficient vi avec la iè-'puissance de cr un élément primitif

de GF(2*).

noté

58 fucfrcrcfre [es peformntrces [arc fa mise en euere tes cotes tinéaires qctiques en]^llÇ à fraut [é6it



Les cofes à fogtque majoritaire

On peut aussi considérer que GF(2*) est un espace EG(m,2'). En prenant une ligne L

ne passant pas par l'origine, il est possible de créer un vecteur V dans GF(2'') tel que :

. la iè-" composante v; êst à << 1 > si ai appartient à la ligne L,

. la iè-" composante vi ost à < 0 ) si cri n'appartient pas à la ligne L.

Le vecteur V est appelé alors vecteur d'incidence deL.

11.1.4.2.2. Exemole

On considère le corps de Galois GF(24) avec m égal à 2. o est un élément primitif de

GF(24). Posons 0 : crs. B3 est égal à ct5. On peut alors facilement vérifier que

l'ensemble {0, Bo: 1, Êt : a,5,92 = g10} forme un espace de 4 éléments GF(22). Par

conséquent,GF(21est un sous espace de GF(24). La figurell-4 montre que tous les

éléments de GF(24) peuvent s'exprimer comme une combinaison des éléments de

GF(22), c'est à dire que GF(24): {a*b.cr / (a,b) € GF(22)'}.

representation
pulssance

representation
polynômiale

representation
4-uplets t : i l

representatron
EG(z,4)

0

I

e1

g,2

c!3

e4

e5

cc8

q,7

eB

u.9

g,1o

q,1 1

g.12

u.13

a.14

1
1

1

cuZ

e2

t3

0,

ct eZ

æ2 e3

È t 3

t e 3

d. g.2

æ æ2 e3

û, æ2 cË3

æ2 e3

g.3

:i:i:
:rlii:
'i
ilj,
llf:
iri

i$
iiril
I i j

li:t:
li;ljj

i l . i !

iril
î l i

000
100
010
û01
000
110
011
001
110
001
010
111
011
111
101
100

0
0
0
0
1
0
0
1
1
0

0
0
1
1
1
1

00
10
01

F1
ÊF'
11

F0
0F

F'F
F t1
FF
Ft0
oFt
1p t
1F

82 82

Fig II-4. Représentation de GF(2a) en fonction des éléments de GF(22)

corps de Galois generé par le polynôme l+x+x+
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Onpeut alors en déduire que les points lcrla+0.cr, ola+1.cr, crto+F.o, crla+B2.cr) c'est à

dire l'ensemble {cr7,o8,crto,oto} forme une ligne dans EG(2,4).

Les autres lignes passant par o14 sont : {O,ao,crn,uto1,1crt,crt,c[t3,oto], {cr0,cr2,cru,o'o\,

{cr,3,cx,tt,ql2,oto}.Les vecteurs incidents des lignes ne passant pas par I'origine sont

regroupés à la figure II-5.

puissance de d

Fig II-5. Vecteur d'incidence des lignes passant par ct'o dans EG (2,4)

On va utiliser ces vecteurs d'incidences pour donner une définition des codes EG

d'ordre s.

11.1.4.2.3. Les codes EG

o-1 est le code cyclique dont I'espace dual

Les de EG(m,2') ne passant pas par I'origine.

: pratique du calcul du polynôme générateur

d'un code EG d'ordre s.

II. I .4. 3. Construction du polynôme générateur

LL1.4.i.1. Dértnition de la.fonction llzj

Soit 11 un entier inférieur à 2*. Cet entier peut s'exprimer comme une combinaison

m - l  /  - \
des puissances de (2') (i.e. n : fni(Ztl).I-. poids de q en base 2', noté Wz', est

i =0

i=m- l

défini par la relation : Wz'(n): Int
i=0

(2.e).

c[0 ocl # .,3 c[4 c/ ctd cr,7 ct8 crg c[10 flll c[12 .,13 ct14

V"
V't

V't

v,,

01
1 i
01
01

0  0  0  000110100

1 0  0  0  10  00  0  0  0  0

0  1  0  0  0  i  00  0  0  0  0

0  0  1  0  0  0  00  0  0  1  1

0
0
1
0
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11.1.4.3.2. Construction du code générateur

La fonction de poids Wz' est utilisée dans le théorème suivant qui donne les

conditions pour le calcul des racines du polynôme générateur d'un code EG d'ordre s :

Soient cr et 4 respectivement un élément primitif de GF(2*) et un entier inférieur à

(2-'-l). (crn) est racine du polynôme générateur du code EG d'ordre s si et seulement

s i :

o . 
o?f:, 

wr, {n(L)) < (m - 1X2s - 1) (2. r0)

avec r1(L) le reste de la division de (2L)r1par 2*-1.

On définit alors le polynôme générateur comme le plus petit commun multiple des

polynômes minimaux des racines trouvées.

11.1.4.3.3. Exemple.

On pose m et s égaux à 2. Le corps de Galois GF(24) peut alors être considéré

comme une géométrie euclidienne EG(2,4) sur GF(21. Soit a un élément primitif de

GF(24). D'après le théorème précédent, les racines crr du polynôme générateur du code

EG d'ordre 2 doivent vérifier la relation suivante :

0  < max W",  (q(L)) .3
0<L<2  L

Le tableau de la figure II-6 donne les trois poids Wrz (q) , Wz2 (q(t)) , !Vr, h(2)) .

Les seuls entiers qui vérifient la relation précédente sont 1, 2,3,4,6, 8, 9, 12. Par

conséquent t, d2, d3, d4, o6, G8, e9, dt2 sont les racines du polynôme générateur du

code EG d'ordre 2. Comme d, d2, G4, o8 sont conjugués, ils ont le même polynôme
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minimal 0r. Pour une raison identique, d3, a6, de, d12 ont le même polynôme minimal.

Le polynôme générateur g(x) est alors égal à Ôr02. D'où :

|  ' Y  ô  r  , \  ^
g(x)  =  [ * * **0 f t  *  * * *2  **3  +  *o  )= l+x4 +"6  +*7 +  *8

Le code EG d'ordre 2 est un code cyclique C(15,7).

q 60 h(r) 6(4 tIIrït(ql lfrIrIh('r) 1ÂIrtt'G)) Max

0

r,:. 'iiïf,,ii,l,i

l i l l , : l

5

n
I

:8

I
10
t l
l l

::.i,iii$ ,iirlii
I J

14

0
1
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5
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1û
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1Z
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14
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1
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4
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(
J

4

0
1

z
J
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z
n
J

4

5

J

4
5

0
z'
z
J

L

tl
+

{

)

{

+

I
J

J

Fig II-6. Calcul des poids W22des nombres de I à 15

II.1.4.4. Construction de la matrice W

D'après la définition du polynôme générateur, I'espace dual d'un code EG d'ordre s

contient tous les vecteurs incidents des lignes ne passant pas par I'origine. Si on ne

considère une ligne L passant par le point o2* 
-'.ll 

y a exactement (2-'-1y(2'-1)

lignes passant par ce point. Tous les vecteurs incidents des lignes ne passant pas par

l'origine sont orthogonaux à la position o2* 
-2 

. On en conclut que ces J vecteurs

forment une matrice W.
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On peut alors démontrer que ce code est capable de corriger erreurs (E

désignant la partie entière d'un nombre) 1261.

Pour l'exemple précédent, le code peut corriger 2 erreurs au maximum. La matrice W

est donnée à la figure II-5 du paragraphe II.1.4.2.2.

II.1.5. Conclusions

Tous les codes étudiés (DSCC, DTI, EG) sont des codes à logique majoritaire. Ils se

caractérisent par un polynôme générateur G et une matrice W purement combinatoire.

Les schémas de principes des circuits de codage (fig I-17) et de décodage (fig II-1) sont

identiques pour tous ces codes. On a cependant vu dans la première partie que ces

implantations avaient leurs limites en termes de débit, car la fonction de division

polynomiale est une fonction complexe à implanter. Nous allons donc étudier de

nouvelles architectures tant pow le codeur que le décodeur afin d'augmenter le débit de

sortie de ces circuits.

II.2. Implantation du codeur

II.2.1. Choix de I'architecture

II.2. 1. l. Architecture série

L'architecture série étudiée dans le chapitre I est I'architecture la plus souvent

utilisée pour implanter des codes détecteurs/correcteurs d'erreurs car jusque à

maintenant, son débit de sortie suffisait pour les applications. Pour rappel, elle est

fondée sur le calcul série des restes partiels de la division d'un polynôme M de degré k

par un polynôme générateur de degré r.

uf '-' -t - ll
lzçz' -r1 2 )
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Deux circuits sont essentiellement utilisés pour effectuer ce calcul. Le premier circuit

(fig II-7a) impose une prémultiplication de la donnée par x'. Par contre, le circuit de la

figure II-7b n'a pas cette contrainte et le calcul du reste se fait alors en (k) cycles au lieu

de (k+r), soit un gain de (r) cycles ce qui correspond au degré du polynôme générateur.

Par exemple, pour le code DSCC(72,44), le calcul du reste nécessite 72 cycles de

traitement pour la première méthode et seulement 44 cycles avec le deuxième circuit.

De plus, la deuxième méthode n'utilise pas plus de surface que la première méthode.

Cependant, le débit peut diminuer légèrement car dans le deuxième circuit, le fan-out de

la demière porte Xor doit être important (feedback).

(b)

Fig II-7. Architecture série du codeur

II.2.1.2. Architecture systolique f lTl

11.2. l. 2. I Présentation

L'architecture systolique permet d'effectuer le calcul du reste de la division de deux

polynômes en utilisant qu'un seul élément de base dupliqué selon le degré du polynôme

diviseur. Nous allons utiliser un exemple de division pour expliquer le fonctionnement

de cette architecture et la construction de l'élément de base.
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' 8 3 ' t 3 t 3 t 3

Fig II-8. Exemple formel d'une division polynomiale

La figure (II-8) est un exemple de division d'un polynôme de degré 6 [ms..m6] par un

polynôme de degré 3 [go..gl]. Dans cette division, deux opérations doivent être

réalisées :

o le calcul des coefficients di,

o le calcul du reste.

En examinant la figure II- 8, deux remarques peuvent être faites :

1- les termes di sont égaux aux termes de plus haut degré des differents restes partiels

de la division. Par exemple, dr et dz sont respectivement égaux à m6lg et (m5-

dÊz)l%.

2- les termes consécutifs d'une colonne sont reliés entre eux par la récurrence suivante:

calcul du restÊ

sl = 
{ g_r+n\-r

s2= 8i

Fig II-9. Circuit d'implantation de la formule (2.11)
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La formule (z.tt) peut être implantée par la cellule de la figure (II-9). Par conséquent,

en mettant côte à côte ces cellules, il est possible de calculer les différents termes de la

figure II-8.

Le problème reste alors le cas du calcul des termes di. Or, dans le cas des codes

corecteurs, le terme de plus haut degré du diviseur g, (gl dans I'exemple) est toujours

égal à ( I ). Par conséquent les termes di vérifient les formules :

j= i -1

f  ô,-; idier- i+1 Vi + 1 Q'12)
j = l

ô. - i , j  =  0 s i  r - i+  j<0

En modifiant légèrement le circuit de la figure II-9, il est alors possible de calculer à la

fois les termes di et les autres coefficients de la division :

Fig II-10. Cellule de base de I'architecture systolique

En effet quand C est à un, le coefficient m entrant sera mémorisé au coup d'horloge

suivant à la place de di.(frg II-11 a) Dans le cas du premier terme, c'est mp-1 (m6 dans

notre exemple) qui sera mémorisé (fig II-11 b). Ensuite C sera mis à zéro et les termes

m; et g; vont être les entrées de ce circuit. Dans ce cas, les sorties du circuit respecteront

la formule de récurrence (2.12) (voir figure II-11 c et d).

Supposons qu'il y ait une deuxième cellule connectée aux sorties de la cellule

précédente. A l'instant 2T,la sortie de la première cellule est égale à m5+dtgr. 4u

même instant, I'entrée C de la deuxième cellule est égale à l. On se retrouve donc dans
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le cas de la figure II-11 a mais avec une entrée m différente. La valeur mstdrgz sera

donc mémorisée dans la cellule 2 àlaplace d1. Or d'après la figure II-8, on m5+d1g2 qui

est équivalent à dz. On en déduit donc que dz sera mémorisé à t : 3T.

Cependant, la première cellule continue de traiter les données m et g entrantes et à

I'instant 3T, la valeur ml+drgr apparaît à sa sortie. A I'instant suivant, la valeur sortante

de la deuxième cellule sera alors de ma+d1g1+dzgz.

De ce fait, en utilisant plusieurs cellules successivement (fig II-13), il est possible de

calculer de proche en proche I'ensemble des coefficients di et le reste de la division du

polynôme M(x) de degré (k-1) par le polynôme g(x) de degré (r).

(c)

Fig II-11. Fonctionnement de

cellule 2

s l t  =

midr&

t =27
(r)

sl l  =m{+dtgl

la première cellule du diviseur systolique

J i l -

m{r

t = 3 7
o)

s2t =

mardlgl+d2p

(c)

Fig II-12. Fonctionnement de la deuxième cellule

cellule I
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Fig II-13. Exemple de diviseur systolique (k: 7, r: 3)

sortie cellule4

sortie commmde4

IL 2. l. 2. 2 Avantages et inconvénients

Les avantages de cette architecture sont nombreux :

1- Une seule cellule de base est nécessaire.

2- Le calcul du reste de la division d'un polynôme de degré (k-1) par un

polynôme de degré (r ) nécessite uniquement (k-r) cellules en série. Pour un couple

(k, r) different, il suffit de rajouter le nombre adéquat de cellules à la synthèse.

3- L'architecture ne dépend pas du polynôme diviseur g(x) mais uniquement du

couple (k,r). On peut ainsi calculer les restes de différentes divisions à la volée (fig

rr-14).

4- Le diviseur est capable de traiter des flots continus de données. Le délai entre

I'apparition de deux restes est alors de (k-r) cycles d'horloges.

'diviseur n"2, ,divisew no3 ,

r l

pffi.Ons 4tE.0Fs 600.0nq B00.0ns 1 1.4us  i .qur  1 .8us  2 .0usName

È c k

Ê diviseur

Ê dividende

È commande

€ sortie-commande4

€ sortie-cellule4

reste no1 reste noZ

Fig II-14. Exemple de simulation d'un diviseur systolique (k = 7, r : 3)

Il existe cependant trois inconvénients à cette architecture :
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l- n est obligatoire (pour les codes correcteurs) d'effectuer au préalable la

multiplication de la donnée par x'afin de rajouter les r zéros nécessaires au déroulement

de I'algorithme.

2- Le débit de I'architecture systolique est quasiment identique à celui de

I'architecture série.

3- La surface occupée par I'architecture systolique est plus importante que celle

occupée par I'architecture série. Le tableau V montre une comparaison des surfaces

respectives des architectures systolique et série pour un couple (k,r) fixe. La dernière

ligne donne les surfaces occupées sur un FPGA de la famille des FLEX1Ok d'Altera

(EPF10K10LC84) par les architectures systolique et série pour un couple (k,r) égal à

(7,4). Dans le cas de I'architecture série, le polynôme choisi pour la comparaison est le

polynôme l+x+x2+x3 (cas le plus défavorable car Nr : r)

G'r) architeclure systolique architecture série

nb Flip-flop 6(k-r)

(k-r)

(k-r)

18 LCE
ind4endant rtu polynôme
gemÉrateur

r

Nt  < r

0

6 LCE
g(x) = l+x+l+f
N r = 3

nbXOR

nb AIIID

surface
(epfi0klOtc84)
ft,r) = (?,4)

Tableau 5. comparaison des swfaces des architectures série et systolique

NB : Un bloc logique élémentaire (LCE) conespond à une table logique permettant d'implanter toute les
fonctions combinatoire à 4 entée, un registe et un multiplexeur permettant de contourner le registre

II.2. 1.4. Architecture Parallèle

IL 2. 1.4. L Architecture asltnchrone ICC

Le système série (fig II 7-b) est uniquement constitué de porte XOR et de flip-flop.

Ce circuit peut être décrit par l'équation suivantel2Tl
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8r-t
gr-

.
: [s][Y(r)]:tu

0
:

0

avec r(t) le contenu des registres du restes à I'instant t, d(t) les entrées des données à

l'instant t, fgr-t,gr-z,.,go] le vecteur représentant le polynôme générateur de degré r et I2r-1

la matrice(2r-l)x(2r -l) unitaire.

Par récurrence, il est possible de connaître le reste à I'instant k en utilisant la

formule:

lrft)l ,.
tY(k)l : 

I uiul l:[s]^tY(0)l 
(2.r4)

D'un point de vue physique, la formule (2.13) peut être considérée comme l'équation

d'une machine à êtat fini régulière. On peut alors démontrer que cette machine peut se

mettre sous la forme d'un réseau de cellules (fig II-15) en cascades [28] (Iterative

Combinatorial Circuit-Icc).

Fig II-15. Cellule de base de I'architecture ICC pour le polynôme 1+x+x2+x8

xt-t

tY(r+l)l: [;[I

Fig II-16. Architecture ICC
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Toutes les données étant appliquées aux cellules en même temps (fig II-16), les valeurs

de sortie apparaissent simultanément (à part le délai de propagation de chaque cellule).

Le calcul du reste est alors immédiat. Cette méthode a cependant une incidence très

forte sur la surface utilisée par le codeur. Le tableau 6 donne la comparaison entre

I'architecture série et totalement parallèle (ICC) pour deux codes.

On s'aperçoit que I'avantage de l'architecture ICC dépend du code utilisé. Par exemple,

la surface du codeur pour le DSCC(72,44) est multipliée par 6,4 alors que le débit n'est

multiplié que par 4.54. Pour le code EG considéré, le phénomène inverse se produit.

De plus, I'entrée des données à coder est constituée d'un bus de k lignes

(respectivement 44 et 34 pour les codes servants d'exemple)

II. 2. l . 4. 2. Architecture parallèle s:tnchrone

11.2.1.4.2.1. Architecture de type I

entrée
des

données p

cellule de base regr$re

Fig II-17. Principe de I'architecture parallèle

soit p un diviseur de k (i.e. k: ap). L'équation (2.14) peut alors aussi s'écrire :

ty(k)l=[s]k1v(o)l = (lslnf ftolt (z.rs)

101 459 (or ns)

Tableau 6. Performances des architectures séries et ICC

cellule de base
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Une méthode pour diminuer la surface occupée par le codeur consiste alors à coder non

plus les k bits en une seule fois mais en utilisant des paquets de p bits. Le codeur est

alors décrit par la formule suivante :

[r(t + o)l
rY(t+p)l : 

L;i; *ijl:tst'tY(t)l (2 16)

Matériellement, cette architecture peut être implantée avec p cellules ICC en cascades

utilisées conjointement avec des registres (fig II l7). Le reste est alors calculé en (k/p)

cycles. Les tableau 7 et 8 donnent des exemples des performances (débit et surface)

d'un diviseur parallèle pour deux codes.

code utilisé
Arcnrleclure

sene IUU parailere rype1

Dï(0,3,2) 21 LCE 154 LCE = 2 3
Z+ LWE

92 LCE

)scc(72,44 37 LCE 237 LCE

= z
= 4
= 1 1
= 1 1

+9 LVE

54 LCE
74 LCE
'r25 LCE

Tableau 7. Surface d'un diviseurparallèle

code utilisé
Arcnttecture no oe cyctes pour te carcur ou resre

l'ene tut parallèle typel sene t(i(-; parailere typel

DTr(0,3,2) 125 Mbits/s 85 ns P = z

P = 2 3
|  0ù .40  tv tv tgù

525,09 Mbits/s
46

Z J

z

DSCC(72,,[4]125 Mbits/s 6'l ns

p = z
p = 4
p = 11
P = 1 1

ééY,0o tvruruD

335.32 Mbits/s
569,91 MbiUs
740,74 Mbiws

44 1

zz

4

z

Tableau 8. Débit et temps de calcul du reste pour un diviseur parallèle

Etant basée sur I'architecture série (fig II-7), la prémultiplication par x' est déjà

effectuée. Par conséquent, il est nécessaire que le rapport (k/p) soit un entier. Cette

condition limite alors le nombre de degré de parallélisme possible à implanter. Par

exemple, seuls les degrés de parallélisme égaux à2,4,11 ou 22 sont possibles pour le

code DSCC(72,44). Cependant, en modifiant légèrement le circuit série de base, il est

possible de contourner cette contrainte.
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11.2.1.4.2.2. Architecture de type 2

Supposons que le degré de parallélisme p soit tel que (k/p) ne soit pas un entier. Il

existe alors deux entiers tels que :

L: qp+ô (2.17)

Le mot de code C(x) peut alors s'écrire :

C(x) : x'M(x)+R(x) : [1È(n-ô)1*(r-ô)M1x;+R(x) : ;*"@-ô)1M'1x)+R(x)

La donnée M'(x) est de taille (k+p-ô) et correspond à la donnée M(x) à laquelle on a

rajouté (p-ô) zéros. Le calcul de mot code revient alors au calcul du reste de la division

de [x'-o-ô)1M'(x) par le polynôme générateur g(x).

Deux opérations sont alors nécessaire :

1- rajouter les (p-ô) zéros au demier paquets de bits de la donnée.

2- Multiplier la donnée par [xr-(p-ô)1 et non plus par x'.

Cette dernière opération est rendue possible en utilisant conjointement un circuit de

multiplication par H(x) (fig [-18 a) et un circuit de division par g(x) (fig II-18 b). Le

circuit résultant (frg II-18 c) calcule alors le reste de la division de H(x)M(x) par g(x).

rqtie ihr
coaf,nient p

M(r)

r x l b  (

JD+
rxtu (

xh (

rrr---F-

xh ( )xh-, 
1

-rr:---ll L

xhr

; -4 x*t x*

(c)

Fig II- I 8 Schéma d'implantation d'un multiplieur/diviseur polynomial
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L'architecture parallèle de type 1 est alors toujours valable. Seule la cellule de base

change et implante le circuit de la figure II-18 c qui vérifie l'équation :

R(t + 1) = R(t)[0l lr - 1]O [r O tr,m1t;[C10-1t;tH] (2.18)

Pour cette architecture, le degté de parallélisme doit alors être un diviseur de n (taille du

mot code) et non plus un diviseur de k. Cette dernière contrainte permet un ensemble de

degré de parallélisme plus important que dans le cas précédent. Pour le code

DSCC(72,44), cet ensemble est égal à {2,3, 4,6,8,9, 12,18, 36} au lieu d'être limité à

{2 ,4 ,11 ,22 } .

II.2.1.4. Conclusions

Finalement, quatre architectures sont possibles pour implanter le diviseur polynomial

nécessaire au circuit de codage. Ces quatre architectures peuvent être séparées en deux

groupes (tableau 9) :

1- un groupe série (architecture série et systolique),

2- un groupe parallèle (architecture ICC et parallèle).

groupe sêrie groupe parallele
archrtecture

sene I sysloilque IUU parallêle

sunace lalble erevee tvroyenne-ereve

OEDII faible eteve MOyen-ereve

latence k (k-r) 1 (rup, ou
(k+p-ôYp

(ô représente le reste de la division de k par p)

Tableau 9. Caractéristiques des architectures étudiées.

Dans le groupe série, le diviseur polynomial se caractérise par une surface faible.

Cependant, le débit d'entrée des données est faible avec un temps de latence élevé. A

l'opposé, le groupe parallèle est caractérisé par un débit élevé et une latence moins

importante que dans le cas série. Cependant, la surface occupée par le diviseur

polynomial est importante. De plus, celle ci dépend de façon importante du polynôme
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générateur utilisé, du degré de parallélisme et des options de compilations choisis pour

la synthèse.

Dans le cadre de cette thèse. nous allons nous focaliser stu la demière architecture avec

pour objectif de réaliser un codeur parallèle générique capable de traiter des flots

continus de données.

II.2.2 Architecture parallèle du codeur

II.2.2.1. Le circuit de codase

11.2.2.1.1. Principe de.fonctionnement du circuit de codase

Le circuit de codage doit être capable de traiter des flots continus de données. Cela

impose que leur traitement soit réalisé en k cycles d'horloges (k le nombre de bits de

données à coder). Comme les données arrivent en série, il est impossible de faire

successivement la conversion série/parallèle, le codage et la conversion parallèle/série

en un seul cycle de traitement (k cycles d'horloges). Cette limitation peut être

supprimée en utilisant des mémoires internes. L'architecture choisie pour notre

application utilise plusieurs mémoires fonctionnant en alternance (fig II-19 a et b).

I , ,ai. ,1,
rcl cod.

rqli ùr

rct c.A.

.dr.Àr ætl  æ12 æi3 Dt4 æ15 @i6
. . , H t €

@ffi@tæ

. rù.(b Fl  I  Dt2 Ét3 mt4 rcts t@r6

" " d " t ;  

- - - - - - - < + < + #

.rtr .ôr ætl  Ft2 Ét3 æ14 rct5 @t6

**rtl** æ

Fig II-19. Principe de fonctionnelent du circuit de codage
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Avec cette architecture, trois mots sont traités simultanément par le circuit de codage

(fig II-18 c). L'avantage de cette architecture est que la latence du circuit ne dépend pas

du parallélisme choisi mais uniquement de la taille de la donnée à coder. Cependant

pour que le fonctionnement de cette architecture soit valable, deux conditions régissent

les fréquences de fonctionnement des circuits :

Soient fin, fou, respectivement la fréquence d'entrée du mot à coder et la fréquence de

sortie du mot code. Pour respecter le diagramme (II-18 c), le temps mis pour convertir

le mot code (conversion série/parallèle) doit être inférieur ou égal au nombre de cycles

nécessaire à l'entrée du mot à coder (conversion parallèle/série), soit :

,,(r,n )<t(rou t) Q.zl)

Pour la même raison, le temps mis pour effectuer le codage d'un mot doit être inferieur

à ldûr. Par conséquent, si fr est la fréquence de fonctionnement du codeur, on a

l'inégalité suivante :

dvpl*fvpl+3Xfin) < k(fr) (2.22)

avec :

- [Vpl : le nombre de cycles d'horloges (f1) nécessaire au calcul du reste.

- l-rtpl : le nombre de cycles d'horloge (fi) utilisés pour remettre en forme le reste.

- 3 cycles d'horloges utilisés pour initialiser le circuit de codage

Ces contraintes sont d'ordre temporelles. Néanmoins, il ne faut pas négliger la surface

occupée par le codeur (compromis surface/performance) directement liée au degré de

parallélisme utilisé. Les différentes parties du circuit travaillant à des fréquences

différentes (fonctions synchrones mutuellement asynchrones), les mémoires devront lire

et écrire les données sur le bus à des vitesses différentes. Il sera donc nécessaire d'avoir

recours à des interfaces asynchrones.
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11.2.2.1.2. Vue générale du circuit de codage

erùÉe rùr
à corhr

Fig II-20. Architecture générale du circuit de codage.

La figure II-20 donne une vue générale de l'architecture retenue pour le circuit de

codage permettant de répondre aux contraintes demandées. Elle est constituée de 6

blocs :

l- un circuit de conversion série/parallèle qui a aussi pour charge de rajouter les

éventuels (p-ô) zéros à la donnée à coder. Il fonctionne à la fréquence F;n.

2- deux mémoires d'entrées avec leur interface asynchrone qui permettent

d'enregistrer les données entrantes.

3- un codeur implantant le code choisi (DSCC, EG, DTI) et remettant en forme le

reste (suite de symboles de p bits). Il fonctionne à la fréquence F1

4- deux mémoires de sortie utilisées pour enregistrer le mot code.

5- un circuit de conversion parallèle/série fonctionnant à la fréquence For1.

6- un circuit de contrôle.

11.2.2.2.Mémoires

D'après les contraintes sur le circuit de codage, la mémoire doit lire et écrire les

données sur le bus avec des vitesses différentes. Deux méthodes peuvent être utilisées

pour implanter une mémoire répondant à cette contrainte.

c\., ckr ckorr

ôr
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11.2.2.2.1. Svstèmes avec MM

On peut utiliser une RAM avec des bus d'entrée et de sortie distincts (Macrofunction

LPM_RAM_DQ ). Comme la lecture et l'écriture se font à des fréquences différentes, il

est nécessaire que deux circuits d'adressage (un pour la lecture, un pour l'écriture)

soient utilisés. Le choix de l'adresse utilisée se fait alors via un multiplexeur (système

est en mode lecture/écriture) (fig Il-2I).

cki

ckin

R^M

donnée

Fig II-21. Schéma de principe d'un système utilisant des RAM.

Il existe deux désavantages à cette méthode :

1- Les RAM ont des temps d'accès beaucoup trop long pour I'application visée.

Sur le FLEX1OK par exemple, I'accès aux données mémorisées est de l'ordre de 20

ns. De plus, les données à mémoriser ne remplissent pas toute la RAM (perte de

surface).

2- Il y a nécessité d'utiliser des compteurs et des multiplexeurs, ce qui va encore

augmenter le temps nécessaire pour accéder aux données mémorisées.

Cependant, pour des codes nécessitant la mémorisation de données importante, cette

solution est intéressante car la mémoire se caractérise surtout par une utilisation

prédominante des portes logiques par rapport aux registres.
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11.2.2.2.1. Systèmes avec Fifo

D'après I'algorithme de codage, la première donnée mémorisée est aussi la première

utilisée par le codeur. On peut donc utiliser des FIFO (First In First Out) pour servir de

mémoire. Aucun bloc d'adressage n'est alors nécessaire ce qui constitue un avantage

par rapport au système avec RAM. Cependant, la lecture et l'écriture de la donnée ne se

faisant pas à la même fréquence, la FIFO doit être asynchrone.

11.2.2.2.1.1. Cellule de base de la FIFO asvnchrone d'entrée

Figll-22. Cellule de base de la FIFO asynchrone

Le schéma de la cellule utilisé pour générer la FIFO asynchrone se trouve à la figure

l\-Z2.Elleest constitué de deux registres travaillant à des fréquences différentes (ck;n et

ck1). Le contrôle de la FIFO permet alors quatre modes de fonctionnement de la cellule

de base.

1- Mode de Mémorisation : la brochea < transfert > est forcée à zêro. La sortie 52

recopie alors I'entréeE2 quand < mot_ok >> est à l. La broche < set > permet de bloquer

la cellule d'entrée (attente de la commande d'enregistrement). Ce mode est utilisé

pendant la conversion série/parallèle.

2- Mode de blocage : quand toute la conversion est finie, le système est bloqué par le

contrôle (set à 1, transfert à 0). Ce mode est utilisé pour pelmettre de caler les données

sur la fréquence de sortie Ckr.

clh mot ok se[ u s2

J
J
T

T

0
I

I

0
0
I

,(
0
I

X

s1
0
I

s,

ck bmsfert El ù t

J
J

.,

0
0
1

0

I
'ta

0
1

ùl
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3- Mode de transfert : Le premier registre de la cellule restant bloquée (set à 1), un

ordre de transfert entre la cellule I et la cellule 2 est donnée (transfert à 1). La sortie de

la cellule 2 recopie alors la sortie de la cellule 1.

4- Mode de sortie : << transfert > étant mis à 0, la cellule 2 est assimilable à un

registre. La sortie de cellule 2 recopie I'entrée I de la cellule de base.

11.2.2.2.1.2. Cellule de base de la FIFO asynchrone de sortie

Au contraire des FIFO d'entrées, les FIFO de sortie mémorisent les données en

continu (phase d'enregistrement du mot code) et écrivent les données sur le bus de

sortie quand le convertisseur parallèle/série en fait la demande. Les registres de la

cellule de base de la FIFO d'entrée sont réutilisés mais leur ordre est inversé de façon à

permettre ce fonctionnement.

11.2.2.2.1.3. Génération de la FIFO asynchrone

k*1Gô) 
""'u'1"'

Fig II-23. Registe à décalage pour la FIFO asynchrone

Lors de la synthèse de la mémoire, il est nécessaire de calculer la profondeur de la

FIFO qui sera utilisée. Deux cas sont possibles. Si k/p n'est pas entier, alors la

profondeur de la FIFO sera égale à (k+p-ô)/p avec ô le reste de la division de k par p.
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Dans le cas où k/p est entier, la profondeur sera égale à k/p. Finalement la profondeur de

la FIFO suit la formule :

pFr,ro - k + Ao(P- ô) 
e.zr)

avec Â5 qui vérifie les conditions :

[os iô=o
^ô =1rs iô+o Q'22)

La profondeur du registre à décalage étant connue, la FIFO est créée en dupliquant p

fois ce registre (voir figure lI-24). La figure II-25 donne un exemple de fonctionnement

de la FIFO pour nn code DSCC(72,44) avec un parallélisme de 12.

contrôle
des
fifos

bus d'erfrée bus de sortie

Fig II-24. Schéma de la mémoire utilisée dans le circuit de codage.

mode m&norkatio!
alcs

Mode dê Dlocage

,.#,1lii"'i1f:*,
Fig II-25. Simulation d'une mémoire pour le codeur DSCC(72,44) (p: l2)

Mode dc
tresfert
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II.2.2.3. Conversion série/parallèle

Plusieurs contraintes régissent le convertisseur série/parallèle :

l- I1 doit réaliser la conversion série/parallèle et maintenir la donnée sortante pour

permettre de la mémoriser

2- Si le rapport (k/p) n'est pas entier, il doit rajouter les (p-ô) zéros nécessaires à

I'algorithme de codage.

Pour réaliser la conversion série/parallèle, on utilise un registre à décalage. Comme

la sortie de ce registre doit être maintenue (le temps que la FIFO la mémorise), il est

nécessaire de permettre le blocage du convertisseur et d'envoyer un signal à la mémoire

pour la prévenir que la donnée est prête. Comme la mémoire ne fonctionne pas à même

vitesse que le convertisseur, deux registres doivent être utilisés en altemance (un est en

position de conversion et I'autre en phase de blocage) afin de permettre une conversion

d'un flot continu de données.

Cependant lors de conversion du dernier syrnbole (dernier bits du mot à coder), il est

nécessaire de rajouter (p-ô) zéros (qui seront éliminés après codage). Cet ajout se fait

après seulement ô cycles d'horloges. On utilise alors un troisième registre dans lequel

I'entrée des données se fait à la ôè-'cellule (frg II-26).

entrée

registre à décalage

I

0

- l  j v l l

-- - - - - 1 - - - - - - - - - - - ] l - . :

RDz RD3

Fig II-26. Schéma de principe d, h;lî*ion série/parallèle

Conjointement aux trois registres cités précédemment, on utilise un multiplexeur

bufférisé qui envoie la sortie du registre à décalage (alors en mode bloqué) vers les

mémoires.
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L'architecture globale retenue pour réaliser la conversion est représentée à la figure

tr-27.

Figll-27. Architecture du circuit de conversion série-parallèle

La figure II-28 (a) est un exemple de simulation d'une session de conversion pour le

code DSCC(72,44) avec un parallélisme de 3. On a choisi ce degré pour mettre en

évidence le rajout des zéros au mot à coder. En effet 72 est divisible par 3 mais pas 44

(44 : 14*3+2). Pendant 14 cycles tl-Vpll le circuit réalise donc la conversion

série/parallèle habituelle en utilisant en alternance les deux registres à décalage de

longueur p (broche set i0). Pour le dernier cycle, on rajoute un zéro (ô : l) aux deux

demiers bits de la dorurée (fig II-28 b) et c'est le dernier registre qui est utilisé (broche

setjl). Le système revient alors au stade initial et une nouvelle donnée peut être

convertie.

PraiÉ rtEbot! ô,
(bqièn! d à co(k

È a.lc

> do.U
Ê cl..d

?ct

t>.nlroa

lænte

{) sl-n

{sl-n

(b)

Fig II-28. Simulation du circuit de conversion (code DSCC(72,44) - p = 3)

> galc
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II.2.2.4. Conversion parallèle/série

Comme p est un diviseur de n, la conversion parallèle/série est beaucoup plus simple

que la conversion série/parallèle (pas de rajout de bits). Cependant le registre a besoin

d'un cycle d'horloge pour charger le symbole a convertir. Pour rendre possible le

traitement de flot continu de dorurées, deux registres à décalage sont donc utilisés en

alternance (broche canall etcanal2 de la figure ll-29b).

Comme précédemment, un multiplexeur bufférisé est utilisé pour aiguiller la donnée

convertie vers la sortie du circuit de codage (frglI-29 a).

Ê c k

Ë- clear

È clear-fsm

D'* entree

.Ë sortae

-iil canall

1t canal2

l l 0 l r  r l 0  o l l l o  o l r l o l r , r  r  r  t l 0 l r l 0 0 l l  l l 0 l  I
i

|{----lrefnbr mot convert#derxÈme rmt convert-t

mérmrbatbn menrorlsatbn

premEr rmt
ngnorEatbn

du
derxÊrne rmt

(b)

Fig II-29. Architecture et simulation du convertisseur série/parallèle

II.2.2.5. Codeur

Deux contraintes régissent le circuit de codage :

nobÈnre mot

101100101111
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o Par construction, la donnée sortante du convertisseur série/parallèle est équivalente

au message original auquel on a ajouté (p-ô) zéros. Pour être en accord avec

l'algorithme de codage, le codeur doit donc effectuer la prémultiplication par x(r-p+ô).

. La donnée entrante (de taille p) et le reste calculé (de taille r) sont envoyés vers deux

mémoires (fig II-19). Comme le dernier symbole de la donnée contient (p-ô) zéros, ceux

ci doivent être supprimés et remplacés par les premiers (p-ô) bits du reste. Un circuit de

mise en forme de ces deux vecteurs (symbole modifié et reste tronqué) est alors

nécessaire avant l'envoi des données vers la mémoire (fig II-30).

symboles
du

mot à coder
(p bits)

\demier s>rynbole
--------y'du rmt à coder

(p bits)

Fig II-30. Schéma de principe du codeur parallèle

11.2.2.5.1. Diviseur

L'architecture parallèle de type 2 (frg II-18) est

prémultiplication et le calcul du reste. Dans cette

considérés :

la plus adaptée pour effectuer la

architecture, deux paramètres sont

o Le vecteur (g) dont les coefficients décrivent le polynôme générateur utilisé

o Le vecteur (h) qui permet de réaliser la prémultiplication requise.

Par construction, le reste est liés aux vecteurs (g) et (h) par les relations :

( .  -

t l i i  = r/ e 11rj-, @ (dxh,))* Bi+r)o(dxh1*1)li e {t,..;r-z}} Q.23)

symbole
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[gi*,,hi*rl

. j * t  =(Gj_,  o(dxh, ) )xBo)@(dxhs)  (2 .24)

{-, @1Oxtr,;xg,

Fig II- 31. Cellule de base du diviseur série

Les deux formules (2.23) et (2.24) peuvent être implantées dans une seule cellule (fig II-

3l) constituée de deux portes AND et d'une porte XOR à trois entrées. Le diviseur est

alors constitué de (r) cellules en série. La valeur (tJ-r @(dxhr)xg.) (signal de

feedback) est alors égale à la sortie de la demière cellule (fig II-32).

Fig II-32. Implantation du circuit série de division

L'architecture parallèle de tlpe 2 est décrite par l'équation (2.16). D'un point de vue

matériel, cette implantation consiste à mettre en série p diviseurs (récursivité sur j dans

les formules 2.23 et2.24). Un exemple d'implantation d'un diviseur parallèle de type 2

est représenté à la figure II-33.
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Fig rr-33. Architecture ur'-uiiriiirallèle de we2.

Cette architecture a été décite en VHDL sur des circuits de la famille des FLEX1OK

d'Altera. La figure II-34 montre la simulation d'un diviseur parallèle (p :12) pour le

code code DSCC(72,44). Dans cet exemple, on veut coder la donnée représentée par le

polynôme P(x) :

1+x2+x3+xs+x7+x8+xl2+x13+xl5+xr9+x23+x24+x2s+x26+x27+x29+x3l+x32+x36+x37 +x3e+x43

Comme 44 n'est pas divisible par 12, il est nécessaire de rajouter p-ô (:4) zéros à la

donnée (multiplication par xo;. Le nouveau polynôme peut alors se représenter en

binai re par  la  séquence (  000011110101100011010001000111110101100011010001 ) .

Cette séquence est alors découpée en quatre symboles de 12 bits : < 8Dl D, ( 1F5 )),

( 8Dl )), ( 0F5 D.

Lors de I'entrée du dernier symbole, la sortie du diviseur est égale au reste de la division

de x28P1x; pax g(x), c'est à dire :

R(*) : 1 +x2+x3+x5+x6+x8+x9+x I 3 +x I 4+x I 6+x 1 9+x20+ x2r +x23 +x25

soit en hexadécimal :

R(x): B6C69D4.
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Ce reste est constitué de28 bits soit 3 symboles (2 de 12 bits et I de 4 bits). Avant de

mémoriser ce reste, il faut remplacer les quatre zéros rajoutés à la conversion

série/parallèle par le dernier symbole du reste puis transformer les 24 bits restants en

symboles de 12 bits. On va utiliser un circuit de mise en forme.

4 zéros rai

; reste final
de la division

Fig II-34. Exemple de simulation du diviseur pour le code DSCC(42,44) avec un parallélisme de 12

11.2.2.5.2. Mise en Forme

Le reste étant constitué de r bits en parallèle, il est obligatoire d'utiliser un circuit

annexe pour mettre en forme ce résultat (i.e. le reste est transformé en une suite de

symbole de p bits). Cependant, ce circuit doit assurer deux autres fonctions.

-  . k + o - ô
1- pendant les (:-L-:-l) premiers cycles (entrée des k-ô premiers bits de la donnée),

p

le circuit de mise en forme doit être transparent (zone 1).

2- Lors de I'entrée du demier symbole de la donnée (cycle k+p-ô), 
celui doit être

p

mémorisé et combiné avec les (p-ô) premiers bits du reste (remplacement des zéros)

(zone2).

3- Les (r-p+ô) bits restants du reste sont mis en forme (suite de symboles de p bits)

(zone 3).

L'architecture choisie pour implanter le circuit effectuant ces opérations est représentée

à la figure II-35.

iÈ sel

iiF clear

aÈ cr(

dE din

iæ resle_out

1

0

H  I F D

H CIIIIM

l, Donnée à coder (4 svmboles de 12 bits) ,l
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registse

Multiplo<a:r
k-pi-ô +2 + 1p

domee à
coder

dormee decalée

symbole
de

p bits

i c k

Fig II-35. Circuit de mise en forme du mot code

Ce circuit de mise en forme est essentiellement composé de trois sous-circuits.

o Une unité de mixage : elle a pour but de mélanger le demier symbole du mot à coder

et les (p-ô) premiers bits du reste (( donnée mixée >). La deuxième sortie de ce circuit

est alors composée des (r-p+ô) derniers bits du reste.

o Un multiplexeur de symboles commandé par adresse : selon I'adresse sélectionnée, le

circuit se trouvera dans une des trois zones définies précédemment.

o Un contrôleur: Il va conunander les unités de mixages et I'adresse utilisée par le

multiplexeur.

11.2.2.5.3. Cæur du codeur

Finalement, le circuit final de codage est celui de la figure II-36.

do.Da. I

Fig II-36. Schéma du cæur du codeur
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La figure II-37 montre la simulation du cæur du codeur pour le code DSCC(72,44) avec

un parallélisme de12. Le mot à coder est identique à celui utilisé pour la simulation du

paragraphe II.2.2.5.1. , c'est à dire qu'il est constitué de 4 symboles de 12 bits (( 8D1 ),

( lF5 ), ( 8Dl >, ( 0F5 >). Le symbole < 0 > dans le dernier bit représente les quatre

zéros rajoutés à la donnée. La redondance à rajouter à la donnée est égale à la séquence

hexadécimale suivante : 86C69D4.

donnée à coder

i}- clear

Ê c k

E din

Ëæ d_out

I

0

Htm

Htm

2,5 cyclcs
d' attente

Mot code
Fig II-37. Exemple de simulation du cæur du codeur pour le code DSCC (72,44)

Après 2,5 cycles d'attente (latence) correspondant au passage dans les différents

registres du circuit de mise en forme, les trois premiers symboles de la donnée sortent

du circuit de codage (1). Le demier symbole du mot à coder est alors combiné avec le

reste de la division (les quatre zéros sont remplacés par les 4 premiers bits du reste) (2).

Enfin, les 24 bits restants sont transformés en symboles de 12 bits et envoyés vers la

sortie du circuit (3). Le calcul du mot code nécessite alors (1+ 2,s) cycles d'horloge ce
p

qui respecte les contraintes de la formule (2.20).

II.2.3 Conclusions

Après une étude des differentes architectures possibles pour le diviseur, I'architecture

parallèle a été retenue. On a montré que cette architecture permet de coder des flots

continus de données grâce à l'utilisation de mémoires internes. Cependant, cette
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architecture n'est probablement pas utilisable pour des codes possédant des polynômes

générateur de haut degré comme le code DSCC(I057,813) (le retrobouclage se fait sur

les bits du reste qui pour ce dernier code est un bus de 244 lignes).

Après la validation de I'architecture du codeur, nous allons réaliser la même étude pour

le décodeur qui en plus de la division parallèle doit implanter les circuits de localisation

et d'évaluation des effeurs.

II.3. Imnlantation du décodeur

II.3.1. Choix de I'architecture.

II.3. I . I . Architecture série.

L'architecture série (décodeur de Meggit), décrite dans le premier chapitre, est

généralement celle utilisée pour les codes à logiques majoritaire [7],[8]. Le circuit de

décodage est alors constitué de trois composants (fig II-38) :

- Un diviseur polynomial (syndrome)

- Une matrice W caractéristique du code (Composite Parity Check Sum Generator -

CPCS)

- Une Porte à logique majoritaire (LMG).

' - - r-:fff;
Fig II-38. Circuit conventionnel d'un décodeur à logique majoritaire

Dans cette architecture, le retro-bouclage (feedback) de I'erreur estimée constitue le

chemin critique. Pour les codes de taille importantes, le nombre de portes logiques
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utilisées dans le circuit d'estimation des erreurs rend difficile l'implantation d'un

décodeur très rapide. Dans 129), la faisabilité d'une implantation pipelinée d'un

décodeur à logique majoritaire a été étudiée.

II.3. 1 .2. Architecture en pipeline.

Dans cette étude, on suppose que le circuit d'estimation des erreurs (EEC) est composé

de trois circuits (frg II-39) :

Un circuit implantant la matrice W (CPCS) et constitué de m1 étages

Un compteur de population (compteur de l) réalisé en m2 étages

Un circuit de décision qui compare le nombre I avec un seuil T (ml étages)

bits du syndrorne

erilrée du syndrome

Fig II-39. Organisation temporelle du décodew pipeliné

Le circuit d'estimation comporte donc au total m étages (m1*m2*mr). Lu génération

d'un signal d'erreur est alors décalée de m cycles d'horloges par rapport au circuit série

d'origine. Pour compenser ce retard, le bit d'erreur ne rentre plus à la position zéro du

syndrome (schéma classique de la figure II-40a) mais à la position m de celui ci (fig II-

40b).

Cependant, il faut tenir compte du rebouclage car à I'instant to le dernier bit du

syndrome est injecté dans le syndrome (fig II-aO b). Comme I'erreur n'est connue que

m cycles d'horloges plus tard, le syndrome peut contenir des symboles erronés (fig II-
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40c). Ce symbole erroné engendré à l'instant t6 no pourra alors être corrigé que m cycles

plus tard (fig II-aOd).

Comme ces symboles enonés modifient le syndrome, ils vont avoir un effet sur le

circuit générant les équations majoritaires (CPCS). Cependant, le bit s6 du syndrome

n'apparaît que dans une et une seule équation Wi. Par conséquent, seule la valeur de

cette équation est inversée.(fig II-40 c). La valeur de sortie du circuit CPCS varie alors

de +1 par rapport à la valeur de sortie d'origine du CPCS.

r : T o

t :  To +T

t: Ts+61

inversé d'erreur

(d)

Fig II-40. Comportement du syndrome avec une architecture pipelinée

Dans le cas le plus défavorable, les m premiers bits du syndrome peuvent être occupés

par des bits erronés. Comme certaines équations majoritaires peuvent contenir plusieurs

bits erronés, le nombres d'équations inversées est au plus égal à m.
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Comme la sortie du CPCS est changée, il faut modifier le seuil de décision (si le nombre

de I en sortie du CPCS est supérieur au seuil, le bit examiné est considéré comme

erroné) de façon synchrone avec la variation de la sortie du CPCS. Dans [30], un

algorithme permettant de modifier ce seuil en fonction des nouvelles valeurs de CPCS a

été étudié pour le code DSCC(1057,813). Le tableau de la figure II-41 indique les

conditions utilisées pour décider de la variation du seuil (T) et de la sortie du CPCS (W)

avec:

- Ari (t) : la valeur de l'équation majoritaire contenant le bit s; du syndrome.

- Error (t) : signal indiquant une elreur à I'instant t.

Cette table est valable si une seule erreur suruient pendant les m cycles d'horloge après

t. Si plusieurs erreurs surviennent, cette table peut être modifiée de la façon suivante :

p tables sont créées (seul I'instant t utilisé pour ces tables change en fonction du

moment où I'erreur se produit). B représente alors le nombre d'erreurs détectées entre

I'instant t et t*m.

les variances (T,\M) sont additionnées arithmétiquement ligne par ligne pour connaître la

modification à apporter à T et V/.

irstant conditbn w T

tt-rr3

Em(D.Adhr-m+rFl 1 + l

Erro(t).AoGnr-n+rFl 1 l - l

tz--g

&ro(t).Ar(tnr-ffirFl - l + l

Frro(t).As|(t"r-#rFI + l -t

&rc(!.,\2(tmr-ft3F1 - l + l

Frro(t).4s2(Çr-m+3FI + l I

t-f tnz

Ero(t).4*rGnrFl - l +l

&m(t).Asfrr(t nrFl +l I

Fig II-41. Conditions utilisées dans l'architecture pipeline du décodew à logique majoritaire

Un décodeur DSCC (1057,813) utilisant cette technique a été réalisé par NHK. Les

caractéristiques de ce circuit sont présentées dans le tableau de la figure II-42.
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Technologie 1  umCMOS
Nb de porte

Registre
Puissance

m
Fmax
Débit

1 3000
1062 bit (SRAM)

0,75 W
5

50 Mhz
25 Mbits./s

Figl[-42. Caractéristiques du décodeurpipeline pour le code DSCC(1075,813)

Cette technique du pipeline est très intéressante pour réaliser des décodeurs à haut

débits pour des codes ayant des polynômes génératenrs de degré élevé. De plus, cette

technique permet d'implanter < facilement D le décodage majoritaire à seuil variable.

Cependant elle ne permet pas de répondre à une de nos contraintes (traitement de flot

continu de données). Comme pour le codeur, nous allons examiner une autre

architecture : I'architecture parallèle.

II.3. 1.3. Architecture Parallèle.

11.3.1.3.1. Détection et localisation des erreurs.

Si on reprend le schéma de la figure (II-38), la détection et la localisation se fait via

la matrice W et la porte à logique majoritaire (LMG). Ce système peut être décrit par les

deux équations :

R(r) - R(o)frle [.olor,,-z ] 1z.zs1

yr(r) = R(l)V/ = p(0)1ys O [.010,.r_rJw e.z6)

Avec:

- R(i) le reste (syndrome) à I'instant i

- cs la correction à effectuer

- V/(i) la sortie du CPCS à I'instant i

Par récurrence, l'équation (2.26) devient :

y,,(n) = R(g)[rlp * o (>E-t [.110r,. r - zlr]n-r+ ,lw fz.ztl
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Il est alors possible de connaître la sortie du circuit CPCS à I'instant p en fonction de la

valeur du reste à I'instant 0 et des bits de correction des cycles précédents. Il est donc

obligatoire d'attendre les valeurs e pour pouvoir calculer y70). 1u figure (II-43) donne

un exemple d'architecture utilisée pour implanter la formule (2.27) (p=3).

Fig II-43. Architecture implantant la détection des erreurs

Comme le circuit doit attendre de connaître les précédents bits de correction, le

chemin critique correspond au temps nécessaire pour calculer la valeur du dernier bit de

correction. Avec cette méthode, le gain en débit par rapport à un modèle série est assez

faible et s'accompagne d'un accroissement important de la surface.

Par conséquent, cette méthode revient à :

Etaoe 1 :Calculer les équations majoritaires W correspondant à Ro

Etaoe 2 :Evaluer I'erreur Ci du bit à la position (n-l)

Etape 3 :Recalculer le reste en tenant compte d'une éventuelle correction et retourner

en étape I

Ces trois étapes sont nécessaires car la matrice W utilisée ne teste que les bits du

reste en position n-1. Cependant, il est possible de générer des matrices W(i) qui testent

de façon indépendante les positions i appartenant à I'ensemble {n-2,n-3,.. .,n-p}'

Pour le code DSCC, les équations de la matrice'W sont données par la formule :

w: *n- l -9rs  
+e i  

z* (x)v j  =  b , . . . , t r )
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Le terme (n-l) représente le bit testé. Si on veut tester les bits (n-i) on implante la

série d'équation :

wi :  xn- i -9 rs+91 z*$)v j=  b , . . . , r t )

Le test en parallèle des bits en position (n-l,n-2,..,n-p) se fait alors en implantant les

matrices Vy'r , W2,..., Wp.(autre exemple:pour le code DTI, au l ieu d'appliquer la

permutation aY + an-l on utilise la permutation aY + ao-i).

Cette technique permet alors le test de façon simultanée et en parallèle des bits situés

au positions (n-1,n-2,...n-p). L'architecture du décodeur devient alors celle de la figure

il-44:

Calcul
du reste

Fig II-44. Nouvelle architecture du décodeur

Les différents bits de correction étant évalués, il faut réintroduire ces bits dans le

calcul du syndrome permettant de corriger les p bits suivants du mot code reçu.

II. 3. l. 3. 2. Correction des erreurs

Après l'évaluation des p bits de correction, le mot conigé peut s'écrire :

c.o,,(x) = c(x)o q(x) = (I|-t",*t)u (fï-inn-r-ixi) p.rr1

cp
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Multiplions le vecteur C"o. ptr xp. On a alors :

x pc"o,. 1x; = (I; -t*o.i-o* j 
)o (tï-t*o n"-r+p-3x 

j 
) <r^rr>

Or par définition, xn est égal à 1. Par conséquent, l'équation (2.29) peut aussi

s'écrire :

xPc"o,,1x; = (I;-t",-o* j)* 
b6-tho-r-r @ cl-.,-o],.t) esl)

La multiplication par xp revient alors à un décalage circulaire de p bits vers la droite (fig

rr-45).

pt l  c r rpe  lp l

t-t

I I Muftiplication
l l  Par
l l  xP

\Z

crrp(E îpl C6 C 1 C2

Fig II-45. Effet de la multiplication par xp sur le mot de code

Le code utilisé est un code linéaire. Le nouveau mot est donc un mot de code. On va

alors pouvoir utiliser ce mot pour tester les p bits suivants (généralisation du décodeur

de Meggitt).

Pour pouvoir tester ces bits, on doit d'abord calculer le reste de la division de ce mot par

g(x). On a alors :

xPc"orr lx; = xp (c(x) + n(x)) = S.oo(x) + a(x)g(x) (231)

Appelons s(x) le syndrome de C(x). La formule (2.31) est transformée en :

xPc"orrlx; = *p[s(*) + b(x)g(x)]+ xpr'1(x) = S.orr(x) + a(x)g(x) (2.32)

D'après [13 p 100] le reste de la division de xpS(x) par g(x) est égal au syndrome S(x)

décalé de p bits vers la droite So)(*). xprl(x) étant un polynôme de degré p-1, si ce degré

est inférieur à celui de g(x), le reste de la division de xpq(x) par g(x) est égal à xpl(x).
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On en conclut alors que :

S"or, (x) = 50) (x) @ xPq(x) (2.33)

Le calcul du nouveau reste peut alors être implanté par I'architecture suivante :

Diviseur parallèle

cPl u0
n-l

Nouveau syndrome

Fig II-46. Architecture parallèle pour le calcul du nouveau syndrome

Cependant, pour des mesures pratiques, on utilise parfois des codes raccourcis. Par

exemple, le code DSCC(272,190) utilisé pour protéger les transmissions Teletext est le

code DSCC(273,191) raccourci d'un bit (en fait, on se limite aux mots de code pour

lesquels lebit (273) est égal à zéro). La méthode présentée ici doit alors être modifiée.

11.3.1.3.3. Cas des codes raccourcis.

On considère maintenant que le mot de code est de taille m+l inferieure à n (code

raccourci). Le mot code peut alors s'écrire :

C(x) = If, .1*i + )[f,oxi (2.34)

Supposons que I'on corrige les p derniers bits [c--p*r,...,c-] du mot reçu. Le mot de

code corrigé devient alors :

c'(x) = Ifn"l*i * ITr1, oxi + Ii_o*, (tr,,,_ )*i (2.3s)

en utilisant la même procédure que précédemment, on a :

xpc'(x) = xpc(x) . Iiii (t-+p-;)xj (2.36)

Soient:

H: Ul0..0I
G = [9,..,9-r]
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- 5o) 1.r restes de la division de xPc1xl par g(x).

- Sfo) le reste de la division de xp par g(x).

Le reste S' de la division de xpc'(x) par g(x) s'exprime alors en fonction de SQ) et

ae sfe) par:

s'-s(n) . )frif (rm+p-lysf) 12.:zl

Supposonsquel ' inégal i té(m+1<n(m+p)soi tvér i f iée, l 'équat ion(2.36)s 'écr i t :

g'=5b) * IT,1, (n**o-1)sf) * IÏ*o(n-*o-;)sf) 12.:a;

Orpour i ) n, on u *i = Sf). r* conséquent,

5'=5@) * Iirlt (no'*o-1)sfl * Ii*o(nr,,*p-i)* 
j (2.3s)

L'architecture du diviseur pour les codes raccourcis est alors représentée à la figure

I -47 :

H= Û0..01
G= [&". ,&-r]

Fig II-47. Calculateur parallèle du syndrome (code raccourci)

(L3.1.3.4. Circuit de décodage

L'architecture générale du cæur du décodeur est représentée à la figure II-48.
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H:  [110. .0 ]
G: [&, . . ,&-t ]

Comme pour le modèle série, le chemin critique correspond au rebouclage des bits

de correction. Les matrices W et les portes à logique majoritaire étant identiques à celles

utilisées dans I'architecture série, le chemin critique est augmenté essentiellement par

deux circuits.

- Le circuit de correction des erreurs : dans le cas parallèle, on introduit des vecteurs

(reste). Par contre dans le cas série, seul un bit de correction est introduit.

- Le diviseur parallèle

Cette augmentation est cependant contrebalancée par le fait que I'on puisse corriger

plusieurs bits en un seul cycle de traitement. Le débit de sortie des données peut alors

être fortement augmenté.

Toutefois, comme les portes à logique majoritaire et les matrices Vy' sont dupliquées, on

risque un accroissement important de la surface du décodeur selon le degré de

parallélisme choisi. Une étude préalable concernant cet accroissement est donc

nécessaire (partie IL4).

Diviseur parallèle

[no,. . . . ,nprJCircuit de correction
des erreurs

[no,. . . . ,nprl

Fig II-48. Structure du circuit de décodage parallèle

tOt qçtfr"rrfr" tu ptrformarces tans k mise en euwe [es cotes hnéaires clctt4ucs enASIC à fraut f,é|it



Les co[es à togique majoitaire

II.3. 1.4. 1. Conclusions

Trois architectures sont possibles pour implanter le décodage à logique majoritaire. Les

caractéristiques de ces architectures sont regroupées dans le tableau de la figureII-49.

On peut s'apercevoir que les seules architectures pouvant être retenues pour

I'implantation à haut débit sont les architectures systolique et parallèle.

Arcntrec(ure sene sysloIque paraIere

débir Faible Moyen Moyen à élevé

surface Faible Faible-moyenne Moyenne à élevée

code raccourci oui Difticile à implanter oul

Fig II-49. Caractéristiques des différentes architectures

Le choix d'une méthode ou d'une autre dépend alors de I'application visée. Si elle

nécessite l'utilisation d'un code avec un polynôme générateur de haut degré, il est

préferable d'utiliser I'architecture systolique. Il sera cependant très difficile de traiter

des codes raccourcis ou des flots continus de données. Par contre, si le degré de

parallélisme est raisonnable (limité à 32 bits dans notre cas), il est possible de traiter des

flots continus de données à haut débit en utilisant I'architecture parallèle.

Après ce rapide survol des différentes architectures possibles pour le décodeur à logique

majoritaire, nous allons expliquer l'architecture parallèle du circuit de décodage

II.3.2. Réalisation du décodeur

II.3.2.1. Schéma général du décodeur

La contrainte sur le décodeur est identique à celle du codeur. L'architecture générale

(frg II-50) est similaire à I'architecture du codeur.

Cependant, les relations (2.19) et (2.20) régissant les différentes fréquences du

décodeur (fin, fou, et f1) sont respectivement transformées en :

nfo6 S kfi" (2.40)

3 (n/p+l)fi" < n(fr) (2.4r)
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En effet, n/p cycles sont nécessaires pour calculer le premier reste (syndrome initial).

Ensuite les n bits doivent être testés et combinés avec les bits de correctio n (2n/p cycles

d'horloges). Les 2 cycles restant de la formule sont des cycles d'initialisation et de

commande

En outre, le circuit de décodage peut utiliser des composants présents dans le circuit de

codage. On va par exemple réutiliser le circuit de conversion série/parallèle du codeur

mais avec des paramètres différents. De même les mémoires utilisées sont identiques à

celle du codeur, seule la profondeur de ces FIFO est modifiée (elle est égale à r/p).

Par conséquent, trois circuits doivent être générés pour le codeur :

- la conversion parallèle série.

- le circuit de décodage et de mise en forme

- le circuit de contrôle du décodeur.

entrée du rnot
à coder

sortie du
mol code

Fig II-50. Schéma de principe du décodeur parallèle

IL3.2.2. La conversion parallèle/série

Le problème rencontré pour la conversion parallèle/série du décodeur est similaire à

celui de la conversion série/parallèle du codeur. Le mot code corrigé est constitué de

(n/p) symboles de p bits. Mais seuls les k premiers bits du mot intéresse l'utilisateur. Or

il est possible que (t</p) ne soit pas un entier. Par conséquent, les Lk/pJ premiers

symboles doivent être entièrement convertis et seuls les ô derniers bits du symbole

suivant sont à considérer pour la conversion. L'architecfure du convertisseur qui réalise

cette fonction est similaire à celle du convertisseur série/parallèle du codeur. Trois
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registre à décalage avec chargement parallèle sont utilisés. Sur ces trois registres, deux

sont de tailles (p) et un est de taille (ô). Les deux premiers registres sont utilisés

alternativement pour la conversion des LtUpl symtoles. Les (ô) derniers bits sont

convertis en utilisant le demier registre. Les sorties de ces convertisseurs sont alors

multiplexées pour constituer la sortie du mot code (fig II-51).

symboles
du rmt code

corrige

mot
d'informdion

Fig II-5 I . Architecture du convertisseur parallèle/série.

Une simulation de cette architecture est représentée à la figure Il-52. Dans cet exemple,

le mot code corrigé est constitué de 5 symboles de 6 bits et le mot d'information est de

longueur de 29 bits. Par conséquent, les 4 premiers symboles sont entièrement convertis

et seuls les 5 derniers bits du symbole suivant sont considérés (le premier zéro du

dernier symbole est supprimé).

bitàsryqnma

D c k

Ê c k

D.: enlree

iiD sodie

t l l l
r l l l

i r/t\ r /.l\ ' /?) i /4\ i fff : /1\
ti \'/ !l - \4,/ lrr \r,/ El/\+,, È1,-\1, J- \r/ -l
t l
t l l l l l

Fig II-52. Exemple de fonctionnement du convertisseur parallèle/série

p b $
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II.3.2.3. Le circuit de décodage

11.3.2.3.L La oorte à loqique majoritaire

D'après I'algorithme de décodage,la porte à logique majoritaire doit réaliser deux

fonctions:

1- compter le nombre Nb de << I >> en sortie de la matrice W considérée,

2- comparer ce nombre Nb à un seuil T (Threshold) et générer la sortie S en fonction

de cette comparaison (si Nb > T.alors S : I sinon S : 0).

Ces fonctions peuvent être implantées de deux manières différentes, soit par comptage

soit en utilisant un circuit de tri.

II. 3.2. 3. I. I. Méthode par comptage

Une méthode < naïve >> consiste à utiliser un réseau de compteurs dont la sortie (i.e.

le nombre de lignes à ( 1 >) est comparée au seuil T. Cependant, cette méthode présente

plusieurs inconvénients :

la profondeur Pn du réseau dépend du nombre de ligne à tester et du nombre de bits sur

lequel est codé le résultat. Pour les codes de la famille DSCC, le nombre de lignes à

tester est en première approximation multiplié par 2 entre chaque code (le nombre de

ligne à tester suit la formule 2s+1 où s est le numéro du code). Sachant qu'un

additionneur complet utilise 3 portes AND et 2 portes OR, la surface du circuit de

comptage sera égale à en première approximation :

Sr= Pn(3SeNo+2Son)

De même, si on appelle Tnn le temps mis pour traverser un additionneur complet, le

temps Tipour que la sortie finale du compteur soit valide est de :

T1: PpTpa'
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Dans [30], NHK a utilisé un circuit de comptage en pipeline (3 étages) pour le code

DSCC(1057,813). Il est constitué de 34 additionneurs complets avec une profondeur de

9. Il est capable de tester 33 lignes.

1L3.2.3.1.2. Méthode par tri

Pour réaliser la porte à logique majoritaire, on peut utiliser une ( trieuse de lignes >

qui va comparer les valeurs des lignes (1 ou 0) et les séparer en deux sous-groupes (fig

I I 53a ) :

Un groupe Gl de lignes à ( 1 ),

Un groupe G2 de lignes à ( 0 ).

Toutes les lignes étant triées, il suffit de tester la ligne Ll coffespondant au seuil (i.e.

examiner sa valeur) pour décider de la valeur de sortie de la porte à logique majoritaire.

En effet, si la valeur de la ligne LT est de < I >>, alors le nombre de lignes à 1 est

supérieur ou égal au seuil voulu et la sortie de la porte à logique majoritaire vaut I (fig

II-53 b). Dans le cas contraire (ligne à zéro),la sortie de la porte à logique majoritaire

prend la valeur zéro (frg II-53 c).

Ligne correspondart au seuil

I
I
I
0
0
0
0
0
0

Ct>CZ>. . . . .>Cn

(a)

seuil -- 5

o)

seuil = 5

(c,

Fig II-53. Principe du tri utilisé pour la porte à logique majoritaire

Pour implanter cette fonction, on peut utiliser un circuit qui fusionne deux listes

ordonnées en une seule liste ordonnée. Les deux listes d'entrée pouvant elles même être

les sorties de deux autres circuits de fusion, on peut, grâce à un réseau de circuit de

fusion, trier n'importe quelle liste (fig II-54).

l *u* ?
| d e l
l r l

) 0

I c-up" 9
) d e  i

) 0  ô

C1

4
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Trieuse

Fig II-54. Architecture générale d'une trieuse de n lignes

Dans notre cas, nous avons utilisé un circuit de fusion Impair-Pair (Odd-Even Merge

-OEM ) [31],[32] qui fonctionne de la façon suivante :

Les l i gnesdesdeux l i s tesen t ran tesAe tBson t indexées (1  àspour la l i s teAe t là t

pour la liste B). Toutes les lignes indexées par un nombre impair sont réunies dans une

seule liste qui constitue I'entrée d'un circuit de fusion de taille plus petite (Odd Merge).

De même, les lignes indexées par un nombre pair forment une nouvelle liste qui rentre

dans un autre circuit de fusion OEM de taille plus faible (Even Merge). Les sorties de

ces deux circuits sont alors comparées pour créer la liste ordonnée C. Cette comparaison

suit les règles suivantes :

l-La première sortie du circuit de fusion impair constitue la valeur la plus faible de la

liste ordonnée résultante.

z-La ië* sortie du circuit de fusion pair est comparée à la (i+l)è-' valeur du circuit

de fusion impair. Les sorties du comparateur forment les (2i)è" et (2i+1f-' éléments de

la liste finale.

3- Dans le cas où une des sorties des circuits de fusion ne pourrait être comparée,

cette ligne reste seule et constitue la valeur la plus élevée de la liste.

Un exemple de circuit (liste à 9 éléments) utilisant cet algorithme est représenté à la figure

il-55. Il est constitué de 10 comparateurs à 2 entrées et d'un comparateur à 3 entrées. Dans

ce circuit, le chemin critique est constitué par le passage à travers 4 comparateurs (le

comparateur à 3 entrées peut être assimilé à deux comparateurs à 2 entrées).
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Fig II-55. Exemple d'un OEM à 9 éléments

11.3.2.3.1.3. Choix de la méthode

En simulant les deux méthodes (tri et comptage) avec le logiciel Maxplus II, on

s'aperçoit qu'en terme de débit et de surface elles sont équivalentes sur les FLEX1Ok.

En effet, lors de la synthèse, le programme met à plat toutes les équations combinatoires

de façon à pouvoir effectuer les réductions nécessaires. Les deux méthodes implantant

la même fonction combinatoire (mais décrite différemment), le résultat obtenu est

similaire. Dans notre cas, nous avons retenu la méthode de tri car sa structure régulière

est facilement décrite en VHDL.

11.3.2.3.2. La matrice lT

La matrice W est très particulière car sa construction dépend du code utilisé. Par

exemple pour le code DSCC, sa construction est basée sur des opérations polynomiales.

Par contre pour les codes DTI, on travaille avec des permutations affines dans des corps

de Galois. Un descriptif en VHDL n'est pas possible ou vraiment trop complexe pour

être efficace. Un programme annexe a alors été utilisé sous Matlab pour calculer les
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différentes matrices nécessaires au décodeur (les paramètres d'entrée sont le nom du

code et le degré de parallélisme) et générer le fichier VHDL correspondant.

II. 3. 2. 3.3. Le svndrome

Le troisième élément nécessaire au décodage est le calcul du syndrome. Ce syndrome

est le reste de la division d'un polynôme (donnée à décoder ou reste partiel) par le

polynôme générateur g(x). Le syndrome peut alors être implanté via un diviseur

parallèle identique à celui utilisé pour le codage mais avec des paramètres d'entrées

différents. Deux modes d'utilisation de ce diviseur sont à distinguer :

Au départ, on doit calculer le reste de la division de la donnée à décoder par le

polynôme g(x). On ne doit pas tenir compte d'éventuelles corrections. Par contre lors de

la correction des données, on doit bloquer toute entrée possible de données parasites. Un

schéma possible d'implantation du calcul du syndrome est représenté à la figure II-56

Fig II-56. Principe du calcul du syndrome

Le problème d'un tel circuit est sa lenteur. En effet, le calcul du reste doit traverser à

la fois le circuit de prise en compte des corrections (auquel il faut rajouter le circuit

d'évaluation des corrections) et le circuit d'entrée des données. Pour augmenter le débit

H=tll0 0l G=[ec ,s-rl

altonsanon
des

co[cctio6
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du circuit de calcul du syndrome, on a préféré utiliser I'architecture décrite à la figure

IT-57

Fig II-57. Architecture utilisée pour le calcul du syndrome

Dans le circuit initial, le calcul du premier reste est ralenti par les circuits

d'évaluation et de correction des erreurs. Un seul sous-circuit est utilisé pour réaliser

cette fonction et améliorer la fréquence de fonctionnement du système.

De même, les circuits d'évaluation et de correction des erreurs sont séparés du calcul

du syndrome (registre). Il faut alors deux cycles d'horloges pour obtenir le résultat. Il

est cependant nécessaire de vérifier que ce nouveau temps est inférieur à celui donné par

I' architecture précédente (partie II.4).

II. 3. 2. 3.4. Cæur du décodeur

Les circuits précédents permettent l'évaluation des corrections à effectuer sur le mot

reçu. Comme les corrections ne sont valables que [(r/p) +2] cycles d'horloges (temps

mis pour calculer le premier reste et le premier symbole de correction) après I'entrée du
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premier symbole de la donnée reçue, le circuit de décodage doit mémoriser la donnée

pendant ces [(r/p) +2] cycles. On peut alors utiliser une FIFO de profondeur [(r/p)+2]

afin de synchroniser la correction et la donnée entrante. Comme la conection n'est

valable que tout les deux cycles d'horloges, la FIFO doit être verrouillée pendant un

cycle d'horloge au moyen d'un signal interne de blocage. L'architecture générale du

décodeur est alors représentée à la figure II-58.

Fig II-58. Architecture du cæur du décodeur

Sur la figure II-59, on peut voir un exemple de la simulation du décodeur parallèle

DSCC(72,44) pour un parallélisme de 3. Le mot code est représenté par la séquence

héxadécimale << 123456701234563253234555 >>. Quatre erreurs binaires (capacité

maximale de correction du code) ont été ajoutées au mot code initial (4-+5, 4-+0,

3+5). Le mot reçu est alors représenté par la séquence hexadécimale

<< 123556701230563253254555 >>. Après passage dans le décodeur, la sortie

(d_corrected) renvoie la séquence corrigée. Comme on I'avait annoncé dans la

description de I'architecture parallèle, deux cycles d'horloges sont nécessaires pour la

correction d'un symbole. Le temps total pour lire et corriger la donnée est de 3(r/p+1)

cycles d'horloges ce qui correspond aux contraintes demandées (formule 2.40)
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rar- clear_fifo

it- clEar

iÈ ck

iEr din

Eæ d_c

mot reçu (24 symboles de 3 bits)

il- clear-fifo

ilF cl€ar

i)- ck

f f d i n

Éæ d_corr8cled

reçu comge

Fig II.59. Simulation du décodeur parallèle

II.3.3. Conclusions.

Comme pour le codeur, différentes architectures de décodeur ont été étudiées. Il

s'ensuit que si l'architecture série pipelinée est très intéressante pour les codes dont le

degré du polynôme générateur est grand, elle ne peut pas répondre à nos contraintes. Par

contre, I'architecture parallèle peut repondre à nos besoins. Cependant, les

modifications apportées à I'algorithme (prise en compte des codes raccourcis) ainsi que

I'architecture choisie pour le décodeur vont avoir un impact non négligeable sur la

surface occupée par le circuit de décodage. L'étape suivante va donc consister à simuler

les circuits de codage et de décodage pour differents codes et degré de parallélisme afin

d'étudier conjointement les variations de surface et de débit de ces circuits.

II.4 Résultat

II.4.l. Etude du codeur.

II.4. l. 1. Méthodoloeie

Notre première tâche a été de valider I'algorithme parallèle du codeur. Pour effectuer

cette opération, deux programmes ont été développés.
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Le premier programme écrit avec le logiciel Matlab implante I'algorithme parallèle en

permettant le choix du polynôme générateur et du degré de parallélisme. La donnée à

coder est mémorisée dans une matrice I k/p lxp. Dans cette matrice, les (p-ô) zéros utiles

pour l'algorithme ont déjà été rajoutés. Après codage, le résultat est enregistré dans une

deuxième matrice de dimension (r/p)xp. Parallèlement à ce programme, la matrice

correspondant à la donnée à coder M est utilisée avec un logiciel de calcul formel afin

de calculer le reste de la division de x'M(x) par g(x). La validation de I'algorithme est

effectuée en comparant la < matrice résultat > (matrice où sont stockées les résultats) et

les informations données par ce logiciel.

Après validation de I'algorithme, une première version du codeur décrite en VHDL a

été synthétisée avec le logiciel Maxplus II de la société Altera. Dans cette version, le

polynôme générateur et le degré de parallélisme sont fixes. Le logiciel Maxplus II a

permis de simuler (temps de retard, fréquence de fonctionnement) le codeur et de

valider I' architecture.

Cette version a ensuite été modifiée afin de permettre le choix du polynôme

générateur et du degré de parallélisme. Deux informations nous ont intéressées: la

fréquence maximum de fonctionnement du circuit et le nombre de cellules utilisées pour

implanter le codeur (LCE). Pour réaliser l'étude en surface et en débit du codeur, les

différents polynômes ont été choisis en fonction de leur taille (mot du code) et de leur

redondance. Chacun de ces codes se caractérise par des tailles sensiblement identiques.

De plus, un autre code a été simulé pour pouvoir effectuer une comparaison avec le

modèle de diviseur parallèle de la société Altera.
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II.4.1.3. Etude en débit et en surface du diviseur parallèle

Les caractéristiques des polynômes utilisés pour l'étude de la surface et du débit du

diviseur parallèle sont regroupés dans le tableau de la figure II-60. Ces trois codes sont à

peu de chose près équivalent (taille du reste et taille du mot code). Les figures II 61a et

II 61b regroupent les résultats obtenus à partir de la synthèse du diviseur parallèle ces

différents polynômes. L'étude comparée de l'évolution des débits et de la surface du

diviseur parallèle montre une augmentation significative du débit (il est multiplié par 5

pour un degré de parallélisme de 9) et un accroissement limité de la surface (multiplié

par 3 pour un degré de parallélisme de 9). Bien que le débit ne soit pas multiplié par le

degré de parallélisme, le rapport D(p)/D(l) est de I'ordre de 0,6p (avec p le degré de

parallélisme) et est supérieur à celui prévu dans [33] (0,4p-0,5p).

7
6

^ 5

d 4
cL .t
a 2

1
0

o
cl
o

) <

2

t ,5

I

0,s
0

/
h

.F
4F

t 2 t 4 5 6 ' t 8 9

[- onto,s,2il
] * DSCcs72,+a)
* EG(0,3,2)

ia_cncloorr

parallelism
paralléllsm

Fig II-61. Etude du débit (a) et de la surface (b) du diviseur parallèle

Outre cette étude, le diviseur parallèle a été comparé à une autre architecture de

diviseur parallèle. La synthèse s'effectuant sur un FPGA de la société Altera, nous ne

pouvons comparer nos résultats qu'avec des fonctions disponibles pour ces circuits. La

Nom du Code n k G(x)

DTI(6,3,21) 60 46 |  + x2 + x3 + xO + xn + xlo +xl l  + xl4

DSCC(72,44X8172 44 | + x2 + xa + x6 + x8 + xl2 + xtu + x" + x25 + x28

EG(0,3,2) 60 34 1 +x2 +x6 + x lo  +x l2 +x l3 + x to + * t t  +  * tu  + xzo + x '6

Fig II-60. Caractéristiques des pollmômes utilisés pour l'étude de la surface et du débit

+Dn(6,3,21)
* DSCC(72,44)
*EG(0,3,2)
*CRC-16/ClTf
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seule fonction possible (CRC Megacore Function commercialisée par la société Altera

[34]) implante un diviseur parallèle dont la principale contrainte est que le rapport Ro

entre la taille du reste (r) et le degré de parallélisme soit entier. Le tableau de la figure

ll-62 regroupe les résultats de la comparaison de notre architecture avec celle d'Altera.

p oooe resre NOMDTE OE LUts Fréquence de travail (Mhz

1 ùscc(72,44 \ttera zé AtIera 1:l5

Arcn parailel J I arcn parailer€ 1 Z C

2 )scc(72,44 Rttera zé Altera 1:z5
Arcn parallel 4é \rcn parailel 1 1 4 , Y

4 )scc(72,44 Attera ôz \trera 1U3,UY
Arcn parailel J ( \rcn parailel U4,U3

7 )scc(72,44 \lIera cz qllera aa,zz
\rcn parailel t 1 \rcn paralel oo,oo

1 4 )scc(72,44 \ttera ' ruo \ltera 4C,44

\rcn parailel l ZC \rcn parailel 45,45

1 DTr(6,3,21)\tIera 't4 \ttera 1 Z J

\rcn parailel 21 \rcn parailel t z c

2 DTr(6 ,3 ,21)\trera 1 0 qltera 1:z5

\rcn parailer z4 qrcn parailel 1 5

7 DTr (6,3,21)\ttera J I \ttera UV
qrcn parailel JV \rcn parailel 9U

Fig II-62. Comparaison des deux diviseurs parallèles

On peut remarquer que notre architecture occupe plus de surface que celle

développée par Altera. Cela peut s'expliquer par le fait que cette fonction a été

développée et optimisée par Altera pour des circuits d'Altera contrairement à notre

solution qui n'est pas dédiée à un support bpe. On peut noter aussi que I'architecture

développée par Altera est intéressante pour des degrés de parallélisme faibles.

L'accroissement de la surface circuit peut s'expliquer par la surface occupée par le

circuit utilisé dans le cas où le rapport (k/p) n'est pas entier, cas qui constitue la valeur

ajoutée de notre circuit.

II.4.1.3 Circuit de codaee.

Après l'étude du diviseur parallèle, le circuit entier de codage a été synthétisé. La

figure II-63 donne les caractéristiques du codeur parallèle DSCC(72,44) pour deux

degrés de parallélisme 3 et 8.
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Girc|lit p surace (Lce) r rn (Mnz, rr (rvrnz, rouI trvrnz,

trFrlU^ZU I U tr+.+-J

EPF10K20TC144-3 I
vaz

1094
+J,Z+

39,68
ozto I

32,25
+ 0 , 2 J

45,87

Fig II-63. Caractéristiques du codeur parallèle pour le code DSCC (72,44)

On peut remarquer que la différence de surface entre les deux codeurs parallèles n'est

pas élevée (augmentation de l0%). Cette augmentation est due essentiellement à trois

circuits :

- Les circuits de conversion série/parallèle et parallèle/série pour lesquels les registres

passent d'une taille 3 à une taille 8.

- Le circuit de codage (diviseur parallèle et circuit de mise en forme).

Par contre les mémoires utilisées dans le codeur parallèle n'agissent pas sur

I'accroissement de la surface car elles sont de tailles identiques (nombre de registre)

mais disposées de façon différente (profondeur et taille de la FIFO).

On s'aperçoit aussi que les fréquences de fonctionnement des différents étages varie très

peu et sont de I'ordre de 30 à 40 Mhz (les circuits de la famille des FlexlOK peuvent

fonctionner à une fréquence mærimum de 125 Mhz). Mais alors que le circuit de

division constitue le facteur limitatif du circuit de codage, ce sont les circuits d'entrée et

de sortie qui limite le débit utile du codeur.

Enfin, les fréquences des différents étages permettent de traiter des flots continus de

données (elles permettent de respecter les formules (2.21) et (2.22).

II.4.1.4 Conclusion.

Cette éfude a permis de montrer que l'architecture parallèle permet d'augmenter de

façon considérable le débit du diviseur parallèle. Bien que les performances de notre

architecture soient légèrement inférieures à celle du diviseur développé par Altera, notre

diviseur parallèle permet d'implanter des degrés de parallélisme avec la seule condition

que le rapport entre la taille du mot code (n) et le degré de parallélisme (p) soit entier.
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En ce qui concerne le codeur parallèle, il apparaît que les étages d'entrées et de

sorties sont les facteurs limitatifs du circuit de codage. Une réécriture de ces étages

devrait permettre d'augmenter les débits du circuit de codage (Ils seront au plus égaux à

125 Mbits car la fréquence maximale de fonctionnement des flexl0K est de 125 Mhz).

II.4.2. Etude du décodeur.

II.4.2.1. Méthodologie de validation du décodeur

La démarche suivie pour la validation du décodeur est identique à celle du codeur.

L'algorithme a d'abord été validé par une simulation logicielle. Pour ce faire, une

matrice simulant un canal de transmission imparfait est additionnée à la matrice-résultat

du codeur parallèle. Après application de l'algorithme de décodage, les erreurs trouvées

sont comparées aux erreurs initiales afin de valider I'algorithme.

Après cette validation logicielle de I'algorithme, un modèle générique décrit en

VHDL a été réalisé et synthétisé avec le logiciel Maxplusll d'Altera. L'étude de la

surface et du débit a alors été effectuée avec les mêmes polynômes que pour le codeur.

II.4.2.2. Etude du décodeur.

11.4.2.2.1. Validation de l'architecture < nipelinée >

La première opération à consister à comparer les débits de I'architecture non

pipelinée (Fig II-56) et pipelinée (fig II-57). Comme, nous n'ajoutons qu'une série de

registres, la surface occupée par la deuxième architecture est plus importante que celle

occupée par la première mais I'augmentation est faible. Il n'en est pas de même pour le

débit. La figure II-64 montre l'évolution du débit Di en fonction du parallélisme pour

ces deux architectures Dl etD2 (code DSCC(72,44)).
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p a r a  I  l e l i  s m

1 2 3 4 5 6

Fig II-64. Comparaison du débit des deux architectures proposées

On s'aperçoit que pour un degré de parallélisme faible, les deux architectures sont

équivalentes. Par contre, pour des degrés élevés, le débit semble plafonner (debit série

multiplié par 1,5) alors que le débit de la deuxième architecture est multiplié par 3

(multiplication par 2 du débit entre ces deux architectures). Cependant, il faut vérifier

que la surface occupée par le circuit de décodage n'augmente pas plus vite que le débit.

11.4.2.2.2. 2. Etude de la surface de I'architecture < pipelinée >

Si les codes utilisés pour l'étude de la surface et du débit du codeur sont caractérisés par

des tailles voisines, il n'en est pas de même pour la taille des portes à logique

majoritaires qui varie entre2 et 9 (fig II-65)

code k n Taille de la porte à logique
maj oritaire(nombre d' entrées)

DSCC(72,44)44 72 9

DTI(6,3,21) 60 46 2

EG(0,3,2) 60 34 8
Fig II-65. Tailles des différentes portes à logique majoritaires

Les figures II-66 a et b regroupent les résultats sur la variation en fonction du

parallélisme de la surface et du débit pour le circuit de décodage des codes considérés.

Le débit et la surface de réference sont les valeurs de I'architecture série. Cette

architecfure série comprend la FIFO (n registres) nécessaire pour la synchronisation de

la correction. Il faut aussi noter que pour un code, le degré de parallélisme 5 n'a pas été

synthétisé pour respecter la contrainte (n/p) entier.

3,5

3

2,5

2

1 , 5

1

0,5
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Comme on peut le voir sur les deux graphes, le gain de I'architecture parallèle est

similaire au gain réalisé pour le codeur parallèle. Le débit est fortement augmenté alors

que la surface croit très peu. Alors que la variation lente de la surface du codeur

parallèle peut facilement s'expliquer, il n'en est pas de même pour le décodeur parallèle

où la duplication des portes à logiques majoritaires et des matrices W devrait contribuer

fortement à l'augmentation de la surface du décodeur. En rêalitê, comme pour la porte à

logique majoritaire, le synthétiseur remet toutes les équations combinatoires à plat afin

d'effectuer une réduction des équations.

Fig II-66. Etude du débit (a) et de la surface (b) du décodeur

II.4.2.3. Circuit de décodage.

Comme pour le codeur, le circuit de décodage a étê entièrement synthétisé sur un circuit

de la famille des Flex 10K. Pour un parallélisme de 3, les caractéristiques du circuit sont

les suivantes :

Circuit utilisé

Surface

Fréquence mar<imum en entrée

Fréquence maximum interne

Fréquence maximum de sortie

Flex 10K30RC208-3

1546 Lce sur les l728Lce disponibles

45,87 Nrbz

3t,25 j|l4.l:z

30,25 IV4.hz

Les conclusions obtenues pour l'étude du codeur sont encore valables pour le décodeur.

Les circuits d'entrées et de sorties sont les facteurs limitatifs du circuit. De même, les

fréquences des différents étages permettent de traiter des flots continus de données.

6
5

l +
Ës
o 2

1
o

1 2 3 4 5 6

Fig II-66. Etude du débit (a) et
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II.5. Conclusions et perspectives

Après une présentation des differents codes à logique majoritaire et la description

algorithmique de leur fonctionnement, une étude architecturale a permis la synthèse

générique des circuits parallèles de codage et de décodage. Ceux ci sont capables de

traiter des flots continus de données avec pour seule contrainte que le rapport entre la

taille du mot code et le degré de parallélisme soit entier.

De plus, la fréquence maximum de fonctionnement pour ces circuits est de l'ordre de 30

Mhz (la fréquence maximum de fonctionnements des circuits Flexl0K est de l25Mhz)

ce qui constitue un bon résultat.

En outre, les facteurs limitatifs de ces circuits sont les étages d'entrée et de sortie

contrairement au modèle série. Une réécriture de ces étages utilisée conjointement avec

une synthèse sur ASIC (conhôle du routage) devrait permettre d'augmenter les

fréquences de fonctionnement et d'affiner les études sur la variation de la surface de ces

circuits.

Enfin deux types d'utilisation existent pour ces deux circuits. Ils peuvent être utilisés

directement dans des applications à haut débit traitant des flots continus de données

(codeur et décodeur complet) ou bien ils peuvent être intégrés comme fonction (cæur du

codeur et du décodeur) dans des DSP dédiés.
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Chapitre III.

Le code Reed-Solomon (l27rkrd) avec effacements

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au code de Reed-Solomon et plus

particulièrement au code Reed-Solomon avec effacements. Alors que dans le chapitre

précédent, nous nous focalisions sur I'architecture permettant d'obtenir le meilleur débit

possible, ici nous allons nous intéresser à I'amélioration de la capacité de correction

(c'est à dire le nombre mæ<imum d'erreurs pouvant être corrigées). Dans un premier

temps, nous détaillerons la théorie des codes Reed-Solomon. Ensuite nous étudierons

une technique de marquage développé [11] pour les codes RS et permettant de traiter

des effacements. Enfin afin de valider la conception matérielle d'un codeur/décodeur

RS (127,k,d) avec effacement (algorithme de codage et technique de marquage), une

étude de faisabilité: a été effectuée sur un cas particulier : le code RS (127,121,7) avec

effacements.
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[I.1. La théorie des codes Reed-Solomon

III.1.1. Présentation du code

III. 1. 1. 1. Construction du polynôme générateur

Soit m un entier positif strictement supérieur à 2. On pose t un entier positif inférieur

à2^-l et c un élément primitif de GF(2-). On appelle g(x) le polynôme de degré le plus

faible ayant les valeurs 7a.d2,..,o2') comme racines.

G(x): fll'{o' - *) (3.1)

Ce polynôme définit une classe de code linéaire cyclique : Les codes Reed-Solomon

[3a]. Ils sont capables de corrig 
"tl1Zt+t1tZj 

.r.urc dans un bloc de 2'-1 bits.

Les codes de Reed-Solomon étant des codes linéaires cycliques, le mot de code est un

multiple du polynôme générateur. Par conséquent, si le mot reçu n'est pas un multiple

de g(x), on sait que ce n'est pas un mot de code. Cependant, le mot de code présente

d'autres caractéristiques utiles pour le décodage. Nous allons les examiner.

III.1.1.2. Caractéristique du mot code

On considère maintenant un polynôme P de degré n-l dont les coefficients

appartiennent à GF(2). Si {a,cr2,..,a2t} sont des racines de P(x), alors, de manière

évidente, P(x) est aussi divisible par g(x). On peut donc en conclure que P est un mot de

code.

De manière réciproque, si P est un mot de code, il est divisible par g(x). Donc

1u,a2,..,o,2') sont les racines de P(x). On a alors démontré l'équivalence suivante :

P est un mot de code <+ p (oi ) = 0 Vi . [,-.,2t\ 11.21

Cette relation peut s'écrire matriciellement par :
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Irl
P est un mot de code <+ [r0,. . . ,u"-, ] l  î t  |  =,o,vi  e {1," ' ,zt}  1r.r ;

L'.t'n j
Appelons respectivement H et S les quantités définies par :

t  a  o2  co- l

;

s: v.Ht (3.5)

D'après (3.3) et (3.5), il s'ensuit que :

P est un mot de code <+ S : V.Ht= 0 (3.6)

La matrice H (matrice de contrôle) permet donc de caractériser et de vérifier que le

mot utilisé est bien un mot de code (détection des erreurs).

i l I .1.1.3. Exemple

On considère le code linéaire cyclique Reed-Solomon défini dans GF(23) pouvant

corriger au plus 2 (t:2) erreurs. Les paramètres de ce code sont :

n :ZP - l  : 23 - l  : 7 ,

k :2p - l -2 t=  8 -1 -4 :3 .

Le polynôme générateur de ce code vérifie la formule :

G(x ) :  IT i f * -o i " l =  *4  * . . 2 *3  *o5*2  * , r5 * *o6- \  /  t r u \  )

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, la matrice H est égale à :

H_ (3.4)
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! l =

o . - 2 o 3 o 4 o 5

o2 o4 o6 cx o3

o 3 o 6 o 2 o 5 *

o4 cr o5 o2 o6

Supposons maintenant que I'on veuille coder le mot M(x) : x2+ux+u2. De même que

pour les codes à logique majoritaire, on calcule le reste de xaMlx; par g(x).

t6 o*5 o2*4

-*6 -o2*5 -.,5*4 -o5*3 -o6*2
| *o o2*3 o5*2 o5* o6

x- + cr x. +cr '

r (") (")2 ("P (")a (")5 (")6

' (" ') (" ') '  (" ') '  (" ')o (" ') '  (" ')u

' (" ') (" ') '  (" ') '  (" ')o (" ') '  (" ')u

'  ( "0)  ( "0) '  ( "0) '  ( "0)o ( "0) '  ( "0)u

"ul5 l0 - l

"4 11 ls - l

Il
Ll

o4*5 o3*4
-o4*5 -o6*4

o5*3 o6
-o9*3 -o9*2 -olo*

o4*4 o3*3 oo*2 o3*
-o4*4 -o6*3 -o9*2 -o9*l

o4*3 o6*2 o5* o3

Le mot de code P est alors : I c a' d.o cr6 cr5 a3 1

On peut alors vérifier que (P est un mot de code <+ S : V.Ht: 0).

Le code Reed-Solomon étant un code linéaire cyclique, I'algorithme de codage utilisé

est analogue à celui des codes à logique majoritaire (calcul de reste). Cependant, la

diffrculté provient des opérations qui se font dans les corps de Galois. Il est donc

primordial de bien choisir le multiplieur dans le corps de Galois utilisé pour qu'il n'ait

pas un impact négatif sur le débit.

.,lo
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III.1.2. Algorithme de décodage

III.1.2.1. Evaluation de S

La matrice H (formule (3.6)) caractérise les mots codes mais est difficilement

implantable dans des circuits (toutes les opérations ont lieu dans un corps de Galois). Il

faut donc trouver une écriture équivalente de S mais sans utiliser de matrice.

Or d'après le théorème d'Euclide, il existe deux polynômes vi et q; tels que :

P(x) : v; (x) (l-a-'x)+qi(x) (3.7)

Par conséquent,

si: P(ai): ui (cri) (l-c-iai;+q, (.rt) : q; (cr') (3.8)

Les coefficients de S peuvent donc êhe évalués à partir des restes des divisions de la

donnée reçue par les polynômes minimaux. Cependant, si la détection des erreurs est

possible, encore faut-il les localiser et les corriger.

III.1.2.2. Localisation des erreurs et correction

IIL I.2.2. l. Localisation des erreurs

Supposons que le vecteur reçu P soit composé d'un mot de code C et d'une effeur E. On

peut écrire :

P(ai;: nlcr)+c1ai):E(ai) car c est un mot de code

On en déduit alors que :

Si = E(ai) Vi e {t,...,2t} (3.9)

Supposons qu'il y ait v erreurs. Le vecteur E peut alors s'écrire : E(x) = IÏ=r(Xt')

En utilisant la formule (3.8), on a alors :

s, =Iî=,(",) = vi e {t,. . . ,2,} (3.10)
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A partir des valeurs de Fi =sli, on peut définir un polynôme o (x) appelé

polpôme localisateur tel que :

o(x) = If=s oi * i = fll=, (1 - Fi *) = fl,u=, ( 1 - o Li x; (3. 1 1 )

Les zéros du polynôme localisateur donnant les inverses des positions des erreurs,

I'examen de o(cr') permet de trouver les positions des erreurs. Ayant localisé les erreurs,

il faut maintenant les évaluer.

IIL l.2. 2. 2. Correction des erreurs

On considère maintenant le produit S(x)o(x). On a

/  r . \  ,

S(x)o (x) = o(x)II . ., I I 
- (Fr*)zt'l = [,X=, ., j*L] - ,. " [ILr ei (Fi )", "(î). I=t ' ' [  l -p ix  ) - lo t=t" ' t -0 i*J  [ - ,=,  1-g i*J

Par conséquent,

S(x)o(x) = ro(x) 1x2t1 1l.tz1.

C'est l'équation clé de décodage.

La quantité ro(x) = II=r"i 
# 

est appelée polynôme évaluateur de P.

Par construction de o, si o(a-i) est différent de zéro la position examinée i n'est pas

erronée. Par contre si cette quantité est égale à zêro alors il y une erreur et il faut

l'évaluer.

En dérivant la formule (3.12) et en remplaçant x par o-', on obtient l'évaluation de

I'erreur :

oi =-oi -rq (3.13)
o' (o- ' )
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Plusieurs méthodes ont été développées pour calculer le couple (ro,o) [35],[36]. Dans

notre cas, nous allons uniquement nous intéresser à I'algorithme de Berlekamp.

L'avantage de cet algorithme séquentiel est de pouvoir être modifié pour tenir compte

des effacements comme nous le verrons plus loin.

III. I .2.3. Algorithme de Berlekamp.

L'algorithme de Berlekamp consiste à trouver à chaque itération i comprise entre 0 et

(2t) un couple (roi,oi) vérifiant les relations suivantes :

A la fin de I'algorithme (étape 2t) et si le nombre d'erreurs ne dépasse pas (t), le

couple (rDzt,ozt) correspond au localisateur et à l'évaluateur de E.

Pour trouver I'algorithme, on va considérer deux ensembles Ej et Ej* défini par :

I
Ej = (o, coloo(x)S(x= ro(x) [xJ ]

e, = (o, ro) e E,/ o(0) = 1 et deg(o,ro) = di = min (deg(o,o)))

avec deg(a,b) égal à Max (deg(a),1+deg(b)).

On peut alors démontrer les deux propriétés suivantes :

Si (2dj t j) ou (zdi< j et (o.;,rrr.;) e Q*r) alors d1+r:d1 (3.14)

Si 2dj < j alors d.;+r : j+l-di

En effet posons (o:,roi) des éléments Q*. On peut écrire l'équation suivante :

oi(x)S(x) = o(x) + A.; [xj*r] (3. r s)

Deux cas peuvent alors de produire. Si { est égal à zéro alors le couple (o:,ol;)

appartient à I'ensemble E1*r. Par contre, si À1 est différent de zéro, on suppose qu'il

H
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existe un autre couple (o'1,ro'1) tel que (o.;-4.1o'; , {Dj-Aio'i) appartient à l'ensemble E1*r.

On vérifie alors immédiatement que :

2dfi+ d.;+r: d;

2d :< j=d1* r : j + l - d ; .

Le principal problème reste alors de trouver un couple (o'1,0r'1) vérifiant les conditions

précédentes. Pour le construire, on va utiliser un processus itératif.

En supposant connu à I'instant j le couple (o'i,o'i), deux cas doivent être considéré :

Si d.;+r:di, une simple multiplication par x des polynômes du couple (o'j,rrr'j) répond au

problème.

Si d.;+r>di,on démontre [34]que le couple (*A-to:, xÂ1-rro.;) convient.

L'algorithme de recherche de Berlekamp l2ll utilisant les propriétés décrites

précédemment est représenté à la figure suivante :
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0 6 < - l  t D s < - 0

o'g <- 0 ot'g <- -l

do <-' 0

calcul du coefficient (Â)

en x; de odx)S(x)

oi+t <- or-Â;o'i

tDi+1 <- oj- Artu'j

i -- 2t?

\ - /

"]

o'pl (- *Âito.i

o .;+r <- *Âitti
dp1<- j+l-d1

orpt (- xoi
o';+r <- x{o;

{+r<- d;

otll
I
I'i

(oz,,o zJ
Fig III-1. Algorithme de Berlekamp
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III.1.2.4. Exemple.

On réutilise l'exemple du paragraphe III.1.1.3. Supposons que I'on ait deux erreurs

en position I et 4 d'amplitude respective (cr2) et (cr). Le mot de code [1 ct' a2 oo o6 ot

a3] devient C' : [1 d" ao ao a6 cr3 a3 1.

En premier lieu, nous allons calculer le syndrome S(x) : If c'1cri-l;"i = If s1*t

f s ,  =c ' ( t ) = l+a l  *o4  *  o4  *o6  *o3  *  o3  =o4

" , -  
^  l52 =c ' (o)=(o)6 +cr(a)s *o21o14 *o41o;3 *o61c,12 *o31o;1 +a3 =s.2

" " '  
l r ,  =c ' (a2 )  = (o2 )6  *o1o2 ;5  *o21o214  *o41o2y3  *o61 .212  *o31o2 ; l  +c r3  =q ,

fS+  =c ' (o3 )= (o3 )6  +o1o3 ;5  *o21o314  *o41o3 ;3  * . -61o312  *o31o3 ; l  +a3  =c r

Par conséquent, le syndrome S est égal au polynôme o4 * o2**o*2 * o*3.

Connaissant le syndrome, nous pouvons appliquer I'algorithme de Berlekamp pour

déterminer le polynôme localisateur d'erreur o(x). Comme t est égal à 2, 4 cycles sont

nécessaire pour I'obtenir.

Pourj  :0,  on a:

G o :  l r  o ) o : 0 ,  o ' o : 0 ,  ( D t o :  - 1 ,  d 0 :  Q .

Par conséquent, og.S(x) : S(x) : o4 * 62* * o*2 * o*3. D'où Â6 : 61a.

On a alors :

o l :  o0  -  A6o '6 :  1 (ù l :  ( ùo  -  Âoo l ' o :9  1  6P4 :6P4 .

Comme (46 + 0) et (2do ( 0) o'r, {D'1 et d1 prennent les valeurs :

G't:  xAo-loo: c[3X tD '1 :1 [o -1610  :  g d1 :  j + l -d1 :  1

Pourj : 1,

or.S(x): S(x) â A1 :6x2

02: Ol -  Aro' t  :  l -g2g3x: l*Cr5x
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Cù2: Cr)t - A1O)'1 : 614

2 d t : 2 > l ( : i \  =  6 ' 2 = X o t : c [ 3 x 2  ( D ' 2 : X ( D 1  : 0  d 2 : d 1  : l

j : 2

o 2 . S ( x ) : 1 1 + a 5 x ) (  o 4  * o 2 * * c r * 2  * o * 3 1 :  o 4  * o 3 * 2  * o 5 * 3  * o 6 * 4 -  A 2 : q x 3

03 : 02 - Lz6' z: I - o5x -o3 d3x2: I - cr5x-06x2

(ù3 : Cù2 - Lz(gD'z: 614+6139 : çx4

2dz :2  <  j  +

o'3: xÂ2-1o2 : x6x4(1+61s1) : 6141+q2;ç2

(D'3: xA2-l(o2 : x6p4(6x0) : o*

d3: j+l-d1 = 2*l- I  :2

j : 3

o3.S(x) : ( l -  asx-cru* ' ) (o4 *o2^*o*2 *o*3; :  o4 *o6*3 *o5*4 **5 = Âr :  cr6

04: 03 - Âlo'3 : (1- asx-cr6x2;- c61co*-a'x21 = l+oc2x+cr5x2

0)4: (D3 - Alc,l'l : cr4-cr6(gx) : cro-x

Les polynômes localisateur o(x) et évaluateur d'erreur ro(x) sont donc égaux à :

o(x) =oa(x) : l+cr2x+45x2

co(x) : coa(x): cr4-x

La recherche des zéros de o(x) nous permet de déterminer les positions des erreurs dans

le mot reçu. On a :
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o ( 1 ) = 1  * o 2  * o 5  = o

o(a- l)  = I  + a2cr-1 * o5 o-2 = I  + ct  + cr3 = 0

o(a-2)  = l+  a2a-2  +  c t5cr -4  =  c r

o ( a - 3 )  = l + a 2 a - 3  * o 5 o - 6  = l

o (a-4)  = l+  s "2a-4  *  o5o-8  =  I  +  c r5  +  c r4  =  0

o ( a - 5 )  = l + o 2 o - 5  + c r 5 o - 1 0  = l + c r 4  + a 2  = u 3

o(a-6) : l  + o2 o-6 + a5 d-12 = I  + ct3 + I  = c,3

Les seules racines du polynôme o(x) sont cr-l et a-4.Il y a donc :2 erreurs en position 1

et 4. Connaissant ces positions, la formule (3.13) nous perrnet d'évaluer les erreurs :

-1  o (o - l )  -  . , l  s4  - c - l  - _o4  *o6  =_o3  -_oze l  = - c r - - ï = - (-  I  
o ' (a- l )  

'  
a2 cI '  c

. - 4 -  4  - L

e 4 = _ q . 4  
c o ( a  _ )  = _ o 4  c r '  - _ c r '  

= _ o . 2  ( a 4 * o 3 ; = _ o
o' (cr-4 )  o2

Par conséquent, le mot code C(x) initial est égal à :

C(x) : (x6+ox5+croxo+cox3+cr6x2+u3x+cr3; - 1cr2x+cxo;

C'est à dire :

C(x) : (x6+crx5+a2xo+crox3+c6x2+asx+cr3)

Cela correspond bien au mot de code envoyé.

Bien que permettant de connaître le couple (o,ol) en 2t cycles de traitement, cet

algorithme est séquentiel et ne se prête pas à un traitement parallèle. De plus, comme

pour I'algorithme d'origine), le point le plus compliqué consiste à implanter un circuit

de traitement dans les corps de Galois (calcul de la multiplication de deux polynômes

pour trouver le coefficient Ai).
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III.1.3. Prise en compte des effacements

III.1.3.1. Position du problème et première conséquence

Dans les paragraphes précédents, nous avons traité des erreurs dont ni la position ni

la valeur ne sont connues. Toutefois, on peut supposer que, grâce à un moyen de

marquage des symboles, on puisse connaître la position de quelques symboles erronés.

Seule la valeur de I'erreur est inconnue. De tels symboles sont appelés << effacements >>.

Les << enata> (erreurs * effacements) pouvant conompre un mot code sont alors

constitués d'une part par un certain nombre d'erreurs t' et d'autre part par des

effacements e'.

Connaissant la position des effacements, on peut définir un polynôme localisateur o"6 et

un polynôme évaluateur corn d'effacements :

oerr =lli=,(t - oL' *) (3.16)

.err =Ii"=rpi 
trfr (3'17)

avec L1 la position des effacements.

On peut de même définir un polynôme localisateur or,, et un polynôme évaluateur

d'erreurs (0.r,,

_- \-r' p,549 (3.19)oen  =À i=1  -  
l _c rJx

Les polynômes localisateur et évaluateur des errata o est alors égal à :

o(x) : o.,,(x)o.(x) (3.20)

oerr = ;1]:,(t - otj*) (3.18)

ro(x) :o"6(x)<o.,r(x)+o.,r(x)ro"n(x) (3.21)

D'où :
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(

S(x)o(x):['*,.,,fif*Ij=,#]o,o(x)o.6(x)(3.22)

C'est à dire :

S(x)o(x) = ro(x) [x2t ] (3.23)

La formule (3.23) est similaire à (3.12) mais on ne connaît pas oen. Une manière de

résoudre cette équation est d'essayer de se rapporter au cas sans effacement. C'est la

méthode développée par Forney [21].

III.1.3.2. Méthode de Forney

Considérons un couple (o,r,l) vérifiant les propriétés suivantes :

o(0) : l, deg (ro) < /, deg (o) < /,

o"n divise o,

PGCD (o"o, crl): 1,

S(x)o(x) = co(x) [*2t ]

On peut démontrer que tout couple du type précédent peut être converti en un autre

couple (p,y) tels que

p (0): l, deg (T) < l-e', deg (o) -( l-e',

PGCD (F,y) : l,

S(x)T(x) = T(x) [v2t-e'] avec T défini ptr oeff (x)S(x) = e(x) + x'T1x;

Connaissant e(x) et o.n(x), On revient au cas précédent (RS sans effacement) et on peut

calculer les polynômes localisateur d'erreurs F(x) (:o(x)/o"n(x)) et évaluateur d'erreurs

y(x) en utilisant l'algorithme de Berlekamp.

L'accès aux polynômes B et y nous permet :
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- de connaître la position des erreurs dans le mot reçu

- d'évaluer l'amplitude des erreurs ei: - oi(l-e'lT(o-i) (3.24)
oeff(([-1)F',(o-t)

- d'évaluer l'amplitude des effacements ei - - oi(l- e')T(o-) 
- o, .t(o, 

t],, 
Q.25)

p1o-';o!s 1o-r; o'"n (o-')

III.1.3.2. Aleorithme de Berlekamp modifié

L'algorithme de Berleklmp a été modifié afin de tenir compte des effacements. Il

permet de calculer o"6puis o. On peut alors en déduire or., (o = oeff xo"J.
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os<- I  o)s<- 0
o'e <- 0 to'6 <- 0

o1r <-or-ob',

0)J*t <- 0)j'0'o'j+^/
o';+1 <-xoi*r, ol'pq <-xrui+r

O" (- O"ç (ù" (- t

o'" <- 0 o'a <-- -f'

calcul du coefficbnt (Â1)

en 4 de o(x)S(x)

o;+t <- o;Âf'.;

ro.;+r <- al; Âpl';

(Àfl) ou (2{ > j) ?

opt <- xoi
rù nr <- xO;

dy+r<- d.;

onr <- x\'lo1

ol ,*t <- x\'lto,

j =  2 t ?

oui
I
ù

(oz, ,o) zt)

Fig III-2. Algorithme modifré de Berlekamp-Massey
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Iil.1.3.3. Exemple

On utilise toujours le même exemple que dans le cas sans effacement. On ne

considère plus qu'une seule eneur en position 6 d'amplitude s6. On suppose par contre

que I'on peut détecter deux effacements en position I et 4 d'amplitude cr et cr2. Le mot

reçu est alors le suivant :

C' (x; : cr2x6+crx5+q'xo+crox3+c6x2+c3x+cr3

Comme dans le cas sans effacement, on va calculer le syndrome.

St  =C ' ( l )=c t2  +c t l  *o4  *o4  *o6

s2  =c ' (a )=a2(o )6  +o l (o )s  +oa

S: =c ' (a2 )=.2(o2)6 *ot6 ' f  -

S+ =c ' (a3 )=.2(o3)6 *ot (o ' f  - . .

ct,'

r
o4

- .4

c[

cI''

-+

,+ ,

(" ,

(.,:

ct,

\4
I

' .4

4

"+

t(o

+ 0

+c

cl

c[

, o3  =

oa (o

zY,
l - ''l *,

J

+cr6(o)2 +o3(o)+. '3  = cr3

'6' I *ou(o' Y * .t("' )**,
6,1.ou(o,Y *.'("r)**,

)
=  C [ -

- 1- t

Le Syndrome S(x) est donc égal à ' o3 * o3* * o2*2 * *3

Connaissant le syndrome, on peut appliquer la première partie de I'algorithme de

Berlekamp-Massey. A I'initialisation, on a:

i  :0 ,

oo=1 0 ) o : 0 o 'o=x o ) t o : 0

On a alors oo(x)S(x): S(x) : o3 + o3* * o2*2 * *3

Par conséquent, on a :

o r : ( oo -oo 'o )=1 -cx

or = (oo- ctcù's* Aoxo) = 0 -crO+cr3 = g3

o '1  :Xo1 :x -cx ,x2

0)'1 : X0)1 : XCr3
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j=-!,

o1(x )S (x )  :  ( l +ax ) (c r3  * . r3 *  *o2*2  +x3 ) :  o3  +o6*  *o *2  *o *3  *o *4 .  D 'o t t

Àt : CL6

Par conséquent :

oz: (or - oao'r): (1+ax)+ao1x -ax21: l+oc2x*cr5x2

6'2: x62: x+02x2+05x3.

cr:z : (ror - c[4(D'l + Alxl) : o'+oo(*o3;+ a6x: o3+ct'x

6n'2: X(D2: a3x+a2x2

Comme le nombre d'effacement est de 2, on peut écrire les égalités :

o"n (x) : oz(x) : 1+cr2x+cr5x2

e(x)=roz(x)=cr3+ct'x

Maintenant que l'on connaît les polynômes localisateur et évaluateur d'effacements, on

peut calculer les polynômes localisateur et évaluateur d'erreurs.

j5!. On pose

o2: l+g2x+g5x2 (D2: o[3+o2x o'2 = 0 a'2:x2 dz:Z

On a alors :

o2(x)S(x):(l+G2x+o5x2+x3;1cr3 * o3* * o2*2 + x3) c'est à dire

o2(x)S(x) :  o3 *  c-2*  *  *2 *o6*3 + o6*4 *  o5t5.

D'où A2:  1

On a alors :

o3: oz-Azo', : 1+6121*ct5x2 (D3: o2-À2{D'2: 613*6x2x+x2

Or Zdz: 4 < 0+2). D'où :

o'3 : xA2-lo , = y1g"2y2+u5x3 (D'3 : xA2-l(D z= g3x+.g2x' dt = 3
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i :3

oz (x )S (x ) :  o3  *  o2* * *2  *c -6 *3  *o6*4  *o5*5 : .D 'où43 :o6

' d'où :

64 : o3-A3o', : 11+cr2x+a5x2;+a61x+g2x2+crsx') : 1+x+guxt+crux'

1j4: 03-Â30)'3 : ct3+04x2

Comme j est égal à 3 (:zt-l), l'algorithme s'arrête et on peut écrire les deux égalités

suivantes :

oerrreff (x) : oa(x): 1+x*cr6x'+au*'

Par conséquent,

0(x): [o.*.n(x)/ o,i1(x)] : (1-a6x)

La seule racine de p(x) est cr-6, c'est à dire que I'on a une elreur en 6è-" position.

Finalement, deux effacements et une erreur ont été localisées.

Comme I'algorithme d'origine, le problème consiste à implanter des unités de calcul

dans les corps de Galois. Cela est d'autant plus crucial que I'on doit maintenant évaluer

4 polynômes au lieu de 2.

III.2. Simulation et implantation du code Reed Solomon (127.k.d) avec

effacements

Cette partie, consacrée à la simulation logicielle et à I'implantation sur FPGA du

code Reed-Solomon (l27,kd), est divisée en trois paragraphes. En premier lieu, nous

présenterons le code RS (127,k,d) et la technique de marquage utilisée pour localiser les

effacements [l]. Le deuxièmeparagraphe sera consacré à la simulation de ce code et
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des résultats que l'on peut en tirer (simulations d'environnement réel ou de phénomènes

purement aléatoire). Enfin, afin de valider la conception en ASIC d'un circuit de

codage/décodage, nous avons effectué une étude de faisabilité de I'implantation sur un

seul circuit de I'algorithme de codage (ou de décodage) et de la technique de marquage.

Pour cette étude, nous avons alors utilisé un cas particulier : le code RS(127,121,7) avec

effacements.

III.2.1. Code de RS(I27.k.d) avec effacements

D'après les propriétés des codes RS, la taille du mot code doit vérifier la formule :

n :2P - I

Dans notre cas, la taille du mot code va'ut 127, c'est à dire que p est égal à 7. Ce code

est donc défini dans le corps de Galois GF(21. Le polynôme primitif inéductible utilisé

pour générer ce corps est le polynôme : P(x) = P(x) : x7 + *3 + l. La taille des

symboles est alors de 7.

Les caractéristiques de cette famille de code sont :

- Taille du mot code

- Nombre maximum d'erreurs pouvant être corrigées

- Nombre mærimum d'effacements pouvant être corrigés

- Taille de la donnée à coder

(127) symboles

(t)

(0)

(127 -Zt) symboles

Pour pouvoir utiliser les effacements, il est nécessaire de marquer les symboles afin de

pouvoir détecter les éventuelles erreurs pouvant les affecter. Le corps de Galois étant

fixé, la technique de marquage doit donc coder chaque symbole sans nuire à la validité

du codage RS. Une des techniques les plus simples pour cela est d'ajouter de la

redondance aux symboles suivant une loi connue de l'émetteur et du récepteur. En
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même temps, cette redondance ne doit pas être excessive afin de ne pas trop diminuer le

débit utile.

Pour pouvoir répondre à ces contraintes, la technique de marquage utilisée est le bit de

parité impair qui détecte un nombre impair d'erreurs dans un symbole. Les erreurs en

nombre pair qui ne sont pas détectées par le bit de parité seront alors considérées

comme des erreurs par I'algorithme de décodage. En contrepartie,la taille du symbole

passe de 7 à 8 bits ce qui est un avantage pour les implantations logicielles ou sur DSP.

Les caractéristiques du code de Reed-Solomon ainsi formé sont :

- taille du mot code

- taille du message

- nombre d'erreurs corrigibles

- nombre mar<imal d'effacements

127 symboles,

(127-2t) symboles,

t,

2t

- conection conjointe erreurs /'et effacements e' avec 2*t' + e' S 2*t,

- symbole composé d'un bit de parité et de 7 bits du code Reed-Solomon (127, k,d)

d'origine. En résumé, cette technique de marquage revient à la concaténation du code

de parité (8,7,2) à chacun des symboles du code RS(127,k,d).

III.2.2.Simulation

III.2.2.1. Principe de simulation

La technique de marquage expliquée précédemment et I'algorithme de décodage du

Reed-Solomon (127,k,d) avec effacements ont été étudiés à TDF-C2R [11] en utilisant

des fichiers d'erreurs de format binaire pour représenter le canal de transmission. Pour

ces simulations, deux tlpes de fichiers ont été choisis :
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- des modèles aléatoires obtenus à partir d'un logiciel distribuant aléatoirement les

erreurs selon la taille en octets du fichier et le taux d'erreur bit donné (TEB),

- des fichiers de mesures permettant I'approche d'un environnement réel (diffusion

hertzienne, rétrodiffusion). Ces mesures ont été réalisées sur le terrain avec tout

I' environnement analogique (modulateur, émetteur, récepteur).

Le principe de la simulation est représenté sur la figure (III-3)

îî:E>[*'loaDcooer - 

t
Fichier d'erretns

binaires

Fig III-3. Principe de Simulation

Le mot d'information M est envoyé dans un circuit de codage qui calcule le code de

Reed-Solomon original ainsi que le bit de parité de chaque symbole. Au mot de code C

obtenu, on ajoute les erreurs provenant du fichier choisi (environnement réel ou

aléatoire). Le mot reçu C' est envoyé dans le circuit de décodage. Ce circuit décèle les

effacements e' et les comptabilise. La détection des erreurs est activée si le nombre

d'effacement e' dépasse 2t. Dans le cas contraire, la correction conjointe des erreurs et

des effacements est activée. Le message de sortie M' est alors comparé au message

original M.

III.2.2.2. Résultat

La figure III-4 donne un aperçu des simulations réalisées sur des modèles aléatoire et

hertzien :
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Modèle TEB
f,rchier d'erreurs

Taux d'erreurs
résiduelles

Code Reed-Solomon
(l27,kd)

Rendemenl

Aléatoire

Erreurs isolées

l , l2. t0 '2

1,82.10-3 RS (127,105,23)
Sans effacements

82,68yo

0 RS (127,105,23)
Avec effacements

72,34 yo

0 RS (127,89,39)
Sans effacements

70,08 vo

Hertzien bande II

Paquets d'erreurs de
taille variée

4,53.10-3

0 RS (127,65,63)
Avec effacements

44,78%

0 RS (127,57,71)
Sans effacements

44.88%

Fig III-4. Résultats des simulations.

. Pour le modèle aléatoire, le fichier d'erreurs de format binaire contient uniquement

des erreurs isolées avec un taux d'erreurs bits de L,l2.I0-2. On peut remarquer que le

code Reed-Solomon (127,105,23) sans effacements est en dépassement et ne permet

pas de corriger toutes les erreurs et en a même rajouté (taux d'erreurs résiduelles égal à

de 1,82.10-3;. Le code RS (127,105,23) avec effacements permet de résoudre ce

problème (i.e. on a un taux d'erreur résiduel nul). Mais cela se fait au détriment du

rendement (il passe de 82,68 oÂ à72,34 %). Cependant, utiliser ce code est nettement

plus avantageux que le code RS (127,89,39) sans effacement qui lui aussi permet un

taux résiduel nul (le rendement passe de72,340Â à70,08%).

o Pour le modèle simulant un support hertzien en bande II (ce modèle a été obtenu

lors d'une campagne de mesures organisée par TDF-C2R.), on a une prédominance des

effeurs adjacentes et une multitude de paquets d'erreurs de taille variée. La taille du plus

grand paquet d'erreurs est de 217 bits. Les erreurs adjacentes ne représentent que 8,430Â,

la taille du fichier d'erreurs est de 267.246 octets.

Deux solutions sont possibles pour un taux d'erreurs résiduelles nul :

- code Reed-Solom orL (127,57,7 I ) sans effacements,

- code Reed-S olom on (127,65,63 ) avec effacements.
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Les avantages du code de Reed-Solomon (127,65,63) avec effacement sur le code Reed-

Solomon (127,57,71) sans effacements pour cette application sont :

1- le code Reed-Solomon (127,65,63) avec effacements nécessite une capacité de

correction t:31 pour un taux d'erreurs résiduelles nul. Par contre le code Reed-

Solomon (127,57,7I) nécessite une capacité de correction de 35 pour obtenir le même

résultat. (Le nombre de symboles codés diminue de 65 à 57),

2- le code RS (127,65,63) n'induit pas de fausses corrections en cas de dépassement

de la capacité du code. De plus, au-delà de 2*t,les erreurs sont détectées. Par contre, de

fausses corrections apparaissent en cas de dépassement du code RS (I27,57,7I) sans

effacements.

Fig III-5. Comparaison des performances.

Le tableau de la figure III-5 regroupe les performances du décodage du code Reed-

Solomon (l27,kd) selon I'option "avec ou sans effacements". Malgré un rendement plus

faible pour le code RS avec effacements, il y a de nombreux avantages à cette

technique:

- détection des erreurs pour un nombre d'effacements e'> 2*t

- correction conjointe des erreurs /'et des effacements e

- absence de fausses corrections en cas de dépassement de la capacité de correction

du code détecteur/correcteur d'erreurs.

Code Reed-Solomon (l27,kd)

Paramètres du code
DECODAGE

Sans effacements Avec effacements
Ken0ement lUnl êî "/o klt27 7H8j t27
Capacité maximale de correction I erreurs z't erreurs
NOmore o eneurs comglDles comDnsent re là t comprisentre I à2*/
Nombre maximale d'effacements 0 2*t
Detectron sr eltacements > 2', Non Oui
Panachage erreurs et ettacements
2*l+e'< d-l

Non Oui

Distance Hammine d z r t + l 2 ] t + 1
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Enfin, le code de Reed-Solomon (l27,kd) avec effacements a été comparé à d'autres

codes présentant la même capacité de correction. Le rendement nous donne des

indications sur la ressource nécessaire à leur mise en ceuwe. Les profils d'erreurs

corrigibles sont explicités ainsi que les possibilités d'effacements et de détection

d'erreurs.

III.2.3. Implantation

La simulation logicielle ayant permis de valider la technique de marquage utilisée

pour les codes RS (127,k,d) avec effacement, une implantation de cette technique a été

étudiée afin de valider la faisabilité en ASIC d'un tel circuit (RS + technique de

marquage).

Des circuits de codage/décodage de Reed-Solomon avec effacements ont déjà été

étudiés et sont disponibles dans I'industrie [37], [38]. Mais ces circuits n'implantent pas

une technique de marquage.

De plus, cette étude étant une étude de faisabilité, le code VHDL produit n'est pas

optimisé pour les performances. Il existe des architectures parallèles pour les décodeurs

RS permettant d'obtenir un débit important [39] mais qui ne traitent pas les effacements

(à cause de I'algorithme utilisé : I'algorithme d'Euclide).

Code détecteur correcteur
d'erreurs

Rendement Profils d'erreurs corrigibles

Code de Golay (23,12,7) 52,17 0/o Correction de trois erreurs aléatoires (r3).
Code de Golay (24,12,8) 50,00 Vo Correction de tois ereurs aléatoires (t:3) avec possibilités de

détection d'erreurs (au-delà de 3).

Code à résidu quadratique
(31,16,7)

51,6r % Correction de trois erreurs aléatoires (t=3).

Code BCH (127,106,7) 83,46yo Correction de trois eûelus aléatoires (r3), nécessite I'usage des
corps de Galois.

Code Reed-Solomon
(127,121,7)

95,2E oÂ Correction de hois erreurs aléatoires (F3), pas d'effacements ni
détection des erreurs en cas de dépassement de la capacité de
correction.

Code Reed-Solomon
(127,121,7) concaténé à un
code de paité (8,7,2)

83,37 yo Correction de trois eneurs aléatoires (F3), 6 effacements et
détection des erreurs en cas de dépassement de la capacité de
correction, absence de fausses corrections.

Fig III-6. Comparaison avec d'autres codes.

t+s Wthntfr" kt performances [arc k mise en euwe [es co[es ïnéaires clctrques enASIC à frnut té6it



Le cote cryet-Sohmon (L2T,R,Q açec fficements

Avant de développer I'architecture choisie pour I'implantation, nous allons tout d'abord

nous intéresser au choix du multiplieur dans les corps de Galois. En effet, I'algorithme

de Berlekamp nécessite le calcul du produit de plusieurs polynômes. Or si la somme de

deux éléments dans un corps de Galois est simple (addition bit à bit modulo 2), il n'en

est pas de même pour la multiplication.

III.2.3.1. Choix du multiplieur.

Le multiplieur dans un corps de Galois est un des composants principaux utilisés

dans I'algorithme de Berlekamp-Massey. Il nécessite donc une attention particulière.

Comme toutes les opérations se font sur des symboles de 7 bits, il paraît judicieux

d'utiliser un multiplieur parallèle qui permet d'obtenir le résultat de la multiplication de

deux éléments d'un corps de Galois en un seul cycle d'horloge.

Le problème est alors de calculer la valeur C codée sur 7 bits connaissant A et B et telle

que

Matriciellement, cette relation rli];;Ï::::i

.:Ii ]=f,r :: .r'l[I ]""""
[.ro-,.J l.to-t,o rp-r,p-ri[or-,]

(

,  l u i  j=0 ; i=0 , . . . ,P - l
r i  i  = 1^r 'J  

lo t t -  j )a i - j  * I f t9 i - r - t , iap-r - t  j=1, . . . . ,P-1 i=0, . . ' ,P- l

La fonction u(t) est définie pour ne prendre que deux valeurs 0 (si t <0) ou I (si t > 0).

Les données ei; sont données par la relation matricielle :
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[P(x)]

DansnotrecaspvautTetP(x)estégal  àx7 +x3 + I .Lamatr iceQesta lors lasuivante

e',p-'1 t[ : I
ep-2,p-, J[,.;-,,J

Q:

Par contre, le codeur utilisera directement 6 multiplieurs par une constante (vecteur A

fixe) optimisés en utilisant I'algorithme décrit dans [37]. Cette solution a été retenue car

lors de la synthèse, il y a optimisation des équations logiques (A est fixe et B variable).

Par contre, dans le cas général, il n'y a pas optimisation de I'emploi des portes logiques

(A et B sont variables). It en découle que les temps de propagation dans le multiplieur

général sont plus élevés que dans le multiplieur par une constante.

III.2.3.2. Imolantation du codeur

Deux fonctions doivent être réalisées par le codeur :

- Effectuer le codage initial du code Reed-Solomon(127,121,6)

- Ajouter le bit de parité à chaque symbole du mot code

D'après la définition du code de Reed-Solomon, le mot de code doit être un multiple

du polynôme générateur g(x) donné par la formule (3.1). Pour le cas étudié, ce

polynôme est égal à :

g(E:fr + aI I 0y5 a a4 y4 ç sI 2 3 yj a q9y2 a sl 20ya ql 5

Le code de Reed-Solomon étant un code linéaire cyclique, une technique

généralement utilisée pour obtenir le mot de code est de concaténer la donnée M(x) avec

1 0 0 1 0 0 0

0 1 0  0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 l 0

0 0 1 0 0 1 l
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le reste de la division de x'M(x) par g(x). Le circuit de calcul du mot code est alors

similaire à celui décrit dans le chapitre I (frg I-15b). Il existe cependant une différence.

Les codes considérés dans le chapitre I travaillent avec un symbole de taille 1 (l bit). La

multiplication par (gi) revient alors à implanter une liaison (gi :1) ou non (gi :0) entre la

boucle de retour et la porte XOR considéré (fig III-7 a et b).

signal de rgbouclage
4

js i :o

tr4
(a) (b)

Fig III-7. Principe de Multiplication

Dans le cas du Reed-Solomon (l27 ,k d), la multiplication par gi se fait en utilisant un

multiplicateur dans un champ de Galois (le rétrobouclage se fait alors via un bus de 7

bits). Le schéma de principe du diviseur polynomial pour le code RS(127,121,6) est

représenté à la figure III-8

Fig III-8. Diviseur polynomial du code RS (127,121,7)

La deuxième opération réalisée par le codeur est le calcul et le rajout du bit de parité.

Elle est effectuée très simplement via un réseau de porte XOR.

Finalement, le schéma de principe du codeur (division + bit de parité) est représenté à la

figure III-9
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Fig III-9. Architecture du codeur

Comme pour les codes à logique majoritaire, le codage série (par rapport

symbole) ne pose pas de problème d'implantation dès que le choix crucial

multiplieur a été effectué.

Par contre, le décodage est nettement plus compliqué à implanter à cause des opérations

polynomiales dans les corps de Galois (multiplication de polynôme, dérivée,

Algorithme de Berlekamp-Massey).

III.2.3.3. Imolantation du décodeur

IIL2.3.3.L Principe de cowection

c ' ( x )

e '=0 e '=2 t 2tle')0

CORRECTION DETECTION

au

du

CORRECTION
E R R E U R S  t ' < t + 1

F h F Ê r r h â  !  t  |  |ERRE;URS E '  I  DES  ERREURS
I

EFFACEMENTS 
" '  I  I. . . - ' - - - _ - . -

FED
MESSAGE REFUSE

OU
RETRANSMISSION

DU MESSAGE DETECTE

DECODAGE
Fig III-10. Principe de décodage

Pour le décodage, plusieurs cas peuvent se produire (fig III-10) ;

CALCUL NOMBRE
EFFACEMENTS E '

DETECTION
SYMBOLES EFFACES

CORRECTION
EFFACEMENTS E,

FEC

CORRECTION ET RESTÏTUTION
DES MESSAGES RECUS
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Si le nombre d'effacement est supérieur à 2*t, alors le système peut immédiatement

décider que le mot n'est pas corrigible. L'algorithme de Berlekamp-Massey n'est alors

pas exécuté.

Dans le cas contraire, cet algorithme doit être activé. Ce n'est qu'à la fin de celui-ci

que le système poura décider si le mot n'est pas corrigible (e'+2*1' > 2*t) ou si un des

trois autres cas de la figure 3 s'applique. Cette adaptation automatique de l'algorithme

de décodage selon le cas (erreurs, erreurs et effacements, effacements, détection des

erreurs) constitue la solution optimale pour une implantation logicielle.

Dans le cadre de cette étude, nous nous sommes placés dans le cas le plus général,

c'est à dire que nous supposons qu'il y a toujours des erreurs et des effacements.

III. 2. 3. 3. 2. Organisation générale

Fig III- I I . Architecture utilisée pour le décodeur du Reed-Solomon ( I 27 ,k,d) .

L'architecture classique [39] utilisée pour le décodeur est celle présentée à la figure

m-l1. Elle fonctionne de la façon suivante :

calcul du
syndrome

s''n&ûnG

, . ù  r  t

| évaluation .
I srfeurs et
loffacements

I
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Les symboles du mot code (trame de 127 symboles) sont envoyés dans un réseau de

portes XOR pour détecter les effacements. Quand un effacement est localisé, sa position

et la valeur (ai) correspondante sont mémorisées dans des registres. Parallèlement à la

localisation des effacements, la trame de donnée est utilisée pour le calcul du syndrome.

Connaissant la position des effacements et le syndrome, on peut débuter le calcul des

polynômes r et o.6. T et B (algorithme de Berlekamp). La donnée B(x) nous permet,

grâce à un test sur B(a-'), de localiser les erreurs (bloc localisateur).

A ce stade, les erreurs et les effacements sont localisés. Tout les polynômes sont

connus. On peut donc évaluer les errata et corriger les données préalablement stockées

dans une FIFO.

Dans les paragraphes suivants, nous étudierons successivement les étages de calcul :

- du syndrome

- des polynômes e, osff, ] et B.

111.2.3.3.3. Calcul du sltndrome

Le syndrome S(x) est égal à:

S(x) = Iitt*t âvecsi = C'(cri)

On a alors

c ' (a i )  =c 'n-r  (a i ;n- t  *  c 'n-2 (* i ;n-z + " '  +. ' t  (o i ) l  + c '6 ( ' i )0

En mettant en facteur (cri), on a

c'(oi)  =c '0+(cr i ) [ r ' " - ,  (a i ;n-z *  c 'n-2 (oci ;n-r  + " '+. ' , ]= 
" 'o+1cr i ;c ' ,  1x;

Comme précédemment, on peut mettre (ai) en facteur dans C'r(x). On peut alors

utiliser un système récursif pour le calcul de C'(ai) :
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C'("i ) = ' 'o *(oi )[. '

L'équation précédente montre

des valeurs suivantes :

Al  = c 'n-2* [ot [ ' " - ,

A2 = c 'n-3*(" t )At

An = 
"'o 

*(ot)n"-,

Le calcul de C'(a') peut alors se faire via un processus itératif en utilisant un système

(fig III-12) qui va calculer successivement les valeurs A1.

Fig III-12. Circuit de calcul des coefficients ai

Les différents coefficients Si du syndrome sont alors calculés en utilisant (d)

systèmes de ce type en parallèle. Les coefficients du syndrome sont alors obtenus après

n cycle d'horloges.

11L2.3.3.4. Implantation de l'algorithme de Berlekamo

Les coefficients du syndrome et les positions des effacements étant connus, on peut

calculer les coefficients des polynômes oef(x) et €(x). Ces coefficients sont générés par

deux systèmes d'équations récursifs (première partie de I'algorithme de Berlekamp

modifié):

oi+l: oi - a1o'i

o.1+1 :xojf  I

co.;+l: co3 - airo'i + Ljxl (3.24)

ol i+l: .x{Dj*l (3.2s)

r +(cri )[.'z *toil[r'3 ...... L'"-, *1oi;.',,-1 ]l[

que C'(cti) peut être obtenu après le calcul successif
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avec j qui désigne la position d'un effacement

Âi le coefficient en xl du produit oiS.

On peut remarquer que ces deux systèmes sont très similaires :

oi+l: oi - alo'i +(Â3:0),/ <rri+l: oj - ctio'j + Ljxl (3.26)

o'.1+1 :xoj+l rrl i+l 
:xtDj*l (3.27)

Le calcul des coefficients de oef(x) et e(x) peut donc se faire en employant deux

systèmes en parallèle et initialisés de façon différente. Le système retenu est celui décrit

par les équations suivantes (fig III-13) :

ui+1= u3-au'i+U/

u i+l 
: Xu3+1

(3.28)

(3.2e)

Fig III-13. Schéma du système implantant l' équation (3.28)

On remarque immédiatement que pour le calcul de oj+l on a (a,b) qui est égal à

(ai,O). Par contre, le calcul de o nécessite d'avoir (a,b) égal à (o1, A3).

Le calcul des polynômes o.(x) et e(x) va donc utiliser deux circuits Cl et CZ

implantarrt les équations (3.28) et (3.29) avec des entrées différentes. L'architecture de

ces deux circuits sont identiques mais diffèrent au niveau des signaux qui leurs sont

appliqués (pour les circuits Cl et C2, on a respectivement a:cti et b:0 ou Àf (fig III-

l4).
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syndrome

(cl) (c2)
mot code
reçu C(x)

(f,'

Fig III-14. Schéma du circuit de calcul des polynômes r et o"6

De plus, ui et u'i représentent chacun les coefficients d'un polynôme de degré égal

au maximum à 6. Les équations peuvent donc s'écrire respectivement comme :

, l '03*l :0 et o'- j* l :  um-l i+lpour m € {1,2,.. ,51 (3.30)

Ce qui revient à effectuer un décalage à droite entre u'j+l et ui+l(fig III.l5).

0- (A)

ct,,G3)

Fig III-15. Principe du décalage à droite

Au bout de s cycles de calcul (s étant le nombre d'effacements), on a les égalités :

o :og f f

C Ù  : 6

A ce stade, deux polynômes sont inconnus (B et y). Pour les calculer, on utilise

I'algorithme de Berlekamp-Massey en implantant les équations suivantes :

oi+l: o3 - Ai o i

o'j+l : X(C.o'i+a. O-li o'1)

oj+l= coi - A, ro ,

co'3+1 : X(C. to 3+C. 4-11 ol'j)
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di : d3.C+(i+l+s-di).C

où C est le résultat du test (Aj:0 ou 2di > j+s)

Pour calculer ces deux polynômes, on utilise la méthode précédente. Un circuit Di

(frg III-16) implante les équations précédentes.

Fig III-16. Schéma de principe de De

La réalisation de la multiplication par X se fait par décalage à droite comme

précédemment (fig III-17). Au bout de (t-s) cycles de calcul, le polynôme o est égal à

Oerrreff.

[;,];i _f;î=q _l;tf_l

Dr (D2)

Fig III-17. Circuit utilisé pour le calcul des polynômes p et y.
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111.2.3.3.5. Localisation et évaluation des erreurs

Le polynôme p étant connu, un calcul par une architecture pipeline de B1o-i; (fig III-

18) avec i variant 0 à 126 (taille de la donnée) permet grâce à un test sur zéro de

connaître les racines du polynôme p (position des erreurs).

multiolieùr dans
llfgg" un champe dc Galois

Fig III-18. Circuit d'évaluation de g(cr'r)

Quand les positions des effacements et des erreurs sont connues, on peut calculer les

valeurs correctives.

D'après les formules (3.24) et (3.25), il est nécessaire de calculer les dérivées des

polynômes Ê et y. Cependant, corlme nous travaillons dans des corps de Galois, la

relation suivante est toujours vérifiée :

c l t  + c t t  = c f , l  - c t l  = 0

Par conséquent, on a toujours :

Le dernier terme de l'équation précédente est obtenu en utilisant la propriété suivante

des corps de Galois :

(

M,(x) : (Il:ât') *i*r It' = (f fe(m)-r i x mi-rxi )= | 
*tg'-t

|  . .  i = 1 .
\ l rmPar

-F r -
- - - - - - - - - - - - - i - - - , , +

; -  - 0 r -  -
- r 1  , '  t * ,  :  O "g ,

, i  : -  - i  t :
U  J  I  ' '

r -  '  0 a '  r -.- ;  '  r_, i  or,p,
- t  , - d
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{(o:*t t  )= 1zi;oi* ' i -r  -  o
d x t  )

Le calcul de la dérivée des polynômes consiste donc à ne conserver que les coefficients

des termes impairs, remplacer les termes pairs par zêro et décaler d'un rang ces

coefficients. Le calcul des valeurs p(oi), T(ai), oef(cri), e(cri), F'(oi), y'(oi), o'ef(ai),

e'(cri; peut alors s'effectuer en utilisant un circuit du type précédent.

III. 2. 3. 3. 5. Résultats

L'architecture du codeur/décodeur qui a été présentée dans les paragraphes

précédents a êtê décite au niveau RTL en VHDL et synthétisée sur FPGA (type

FLEXIOK3O) en utilisant le logiciel Maxplusll de la société Altera. Cela nous a permis

d'avoir les résultats suivants :

o La fréquence maximum de fonctionnement est de 20}l4lrz (la fréquence maximum

des circuits Flexl0K est de l25l\[hz), ce qui nous autorise un débit de 140 Mbits/s,

o La surface occupée est de I'ordre de 6547 Logic Cells (LC's). Cette surface est

comparable aux circuits industriels (la surface occupée par le décodeur réalisé par la

société Hammer Cores est de 5117 LC's).

De part I'architecture choisie, cette implantation est limitée par le nombre de cycles

N nécessaires pour avoir une donnée décodée:

N: N1+N2+N3+N4 où

Nl : nombre de cycles d'horloge nécessaires au calcul du syndrome (127 dans

notre cas),
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N2 : nombre de cycles nécessaires au calcul des différents polynômes (6 cycles

de calcul maximum) soit 60 cycles d'horloge dans le cas le plus défavorable (nombre

maximum d'erreurs ou d'effacements),

N3 : nombre de cycles d'horloge nécessaires pour déterminer la position des

erreurs (127 cycles d'horloge),

N4 : nombre de cycles d'horloge nécessaires à la correction des erreurs et

effacement s (254 cycles d'horloge).

Dans le cas du Reed-Solomon(127,121,7), les opérations nécessitent un temps de

latence de 568 cycles d'horloge (cas le plus défavorable). Ce temps de latence est

comparable à celui du circuit développé par la société Hammer Cores [al]. Ce nombre

peut être amélioré par le développement d'une architecture dans laquelle chaque bloc

sera pipeliné etlou parallèlisé.

III.3. Conclusions

La validation par simulation basée sur des modèles d'environnement réel (fichiers

d'erreurs de format binaire) confirme la possibilité de corriger à la fois les erreurs et les

effacements quand le code n'est pas en dépassement et détecter les erreurs quand celui

est en dépassement (panachage du "FEC" (Fonvard Error Correction) et du "FED"

(Fonvard Error Detection)).

Les effacements relayent la méthode classique de correction d'erreurs en ce sens :

o qu'ils assurent la détection des erreurs au-delà de 2*t,

o qu'ils évitent les fausses corrections en cas de dépassement du code Reed-

Solomon,

o qu'ils améliorent la capacité de correction des codes Reed-Solomon (correction

conjointe des erreurs et effacements dans la limite de e'*2*t < d-l).
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La conception d'un codeur/décodeur avec effacements a été décrite en VHDL et

validée sur FPGA avec pour objectif de traiter des flots de données en continu. Les

résultats obtenus sont comparables, en terme de complexité, à ceux des circuits

existants. La mise en æuvre de la détection, en plus du traitement des effacements,

apporte également une valeur ajoutée aux circuits traitant les effacements (possibilité

rarement mise en æuwe).
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Conctusion générafe

Conclusion générale.

Actuellement, nous transmettons de plus en plus de données entre deux points A et B

que ce soit dans I'industrie (contrôle à distance d'appareil en milieu bruité, donnée

provenant de mesure) ou dans les loisirs (vidéo à la demande, télévision numérique,

réseau internet). Un des problèmes qui se pose alors est d'assurer la frdélité du message

transmis (i.e. le message reçu est bien le message envoyé). Plusieurs techniques ont été

mise au point pour détecter etlou corriger les erreurs (ARQ, ARQ-Hybride, Code

détecteur/correcteur d'erreurs). Des hois techniques précitées, seul les codes correcteurs

d'erreurs permettent (dans une certaine mesure) la détection et la correction des erreurs.

Le débit des applications le permettant, la voie logicielle a souvent été utilisée pour

implanter les codes correcteurs. Ensuite, grâce à I'avènement du circuit intégré, il a été

possible d'implanter dans une seule puce la fonction de détection et de corection des

erreurs avec un meilleur débit que la version logicielle (mais en sacrifiant la souplesse

permise par le logiciel). Le volume et donc le débit des données augmentant, la version

matérielle traditionnelle montre ses limites. Il est alors nécessaire de développer des

circuits spécifiques à haut débit permettant de répondre à ces nouvelles contraintes.

De plus le débit augmentant, le risque d'erreurs s'accroît (durée des données plus faible

pour une durée de I'erreur identique). Le nombre d'erreurs peut alors augmenter. La
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taille de la redondance (symboles rajoutés à la donnée par le circuit de correction) étant

liée au nombre d'erreurs pouvant être corrigées, cette augmentation des erreurs va avoir

un impact négatif sur le débit utile des applications. Il faut donc trouver des algorithmes

permettant d'augmenter la capacité de correction des codes correcteurs d'erreurs.

Ces deux problèmes (circuit à haut débit et problème de la capacité de correction) ont

été traités dans ce mémoire. La famille des codes à logique majoritaire a été utilisée

pour une étude portant sur I'amélioration de l'architecture du couple codeur/décodeur

en vue d'un traitement à haut débit de flots continus de données (circuit à haut débit).

Par contre l'étude de I'augmentation de la capacité de correction des codes s'est faite

sur la famille des codes de Reed-Solomon en mettant en æuvre une technique de

marquage.

Après un bref rappel sur les différentes techniques permettant de détecter etlou

corriger les erreurs de transmission enhe deux points A et B, la théorie des codes

correcteurs d'erreurs et plus particulièrement des codes linéaires cycliques a éIe

développée (la propriété marquante de ce type de code est que le mot code est un

multiple d'un polynôme générateur caractéristique du code utilisé). Nous nous sorrmes

alors intéressés, d'un point de vue général, aux differentes fonctions nécessaires à :

- la création d'un mot de code repondant à la propriété citée précédemment,

- la détection, la localisation et la correction des erreurs.

Dans le deuxième chapitre, nous nous sommes focalisés sur les architectures du

codeur et du décodeur pour une farnille de code linéaire cyclique : les codes à logique

majoritaire. Après une présentation mathématique de la famille de code étudiée, un état

de I'art sur les différentes architectures possibles pour implanter le couple

codeur/décodeur a été réalisé. La conclusion de cette étude a étê que la seule

16l fucfrercfrc [es perfomanres [atu fa mise en euwe [es co[es finéaires Ecti*ues enASIC à frnut [é6it



Conctusion générafe

architecture permettant de répondre aux contraintes fixées (haut débit et traitement de

flot continu de données) est I'architecture parallèle. L'architecture globale des codeurs

et décodeurs a alors été définie.

Ces deux architectures (codeur et décodeur) ont été décrites au niveau RTL en

VHDL pour un code particulier: le code DSCC (72,44). Après validation de ces

architectures, une version générique de ces circuits a été réalisée permettant le choix du

code (DSCC, DTI, EG) et du degré de parallélisme. Grâce à cette version générique des

codeurs et décodeurs, une étude en surface et en débit a pu être effectuée. On a ainsi pu

montrer que I'architecture parallèle permet une augmentation notable du débit par

rapport à I'architecture série alors que conjointement I'augmentation de la surface est

limitée. De plus, alors que le débit du circuit série est limité par le circuit de division

polynomiale (cæur du circuit de codage/décodage), le circuit parallèle est limité quant à

lui par les étages d'entrées et de sorties (conversion parallèle/série et séiidarallèle). Il

reste maintenant à valider ces résultats sur ASIC pour pouvoir affiner l'étude de la

surface et du débit des circuits de codage et décodage et à étendre la démarche à

d'autres codes.

Le troisième chapitre est consacré à la mise en ceuvre d'une technique de marquage

pour les codes de Reed-Solomon permettant d'augmenter la capacité de correction du

code utilisé. Après une présentation mathématique de cette famille, le choix de la

technique de marquage est expliqué. Ce marquage est alors validé via des simulations

(simulation d'environnement réel, d'erreurs aléatoires) effectuée par la société TDF-

C2R.

Les codeurs/décodeur de Reed-Solomon avec effacements présents dans le commerce

n'implantent pas de technique de marquage. Aussi avons nous décidé de faire une étude
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de faisabilité concemant I'implantation en ASIC sur un circuit d'un codeur Reed-

Solomon (127,121,7) et de sa technique de marquage. Cette étude a permis de montrer

que cette technique de marquage pouvait êhe implantée conjointement avec le décodeur

Reed-Solomon sans trop pénaliser la surface totale du circuit. Les résultats obtenus

devraient être améliorés par une future étude permettant d'améliorer et d'optimiser les

différents blocs constitutifs des circuits de codage et de décodage.
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Annexe A. Les corps de Galois.

I. Définition des corps de Galois

I.1. Définition

Soit p un nombre premier. On considère I'ensemble F constitué des p premiers

entiers positif F : {0,1,2,.. .,P-l }.

On munit cet ensemble de deux lois (E et @ définie par :

V ( i j )eF2 , i@j :s

V( i j )eF2 , i@j : r

où (s) et (r) représentent respectivement les restes des divisions de (i+j) et de (ixj) par p.

On peut démontrer que

o (F, O) et (F*, @) sont des groupes commutatifs

o v (ij,k) e F3, i@6ok) : (ioj)o(iok)

par conséquent, (F, O, @) est un corps. Dans le cas (p :2), I'ensemble F est constitué de

deux éléments (0 et 1). Les opérations @ et O sont respectivement équivalentes à un ET

et un XOR logique.
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Il est possible pour n'importe quel m d'étendre le corps GF(p) à un corps d" p'

éléments. Ce corps appelé corps de Galois est noté GF(p-).

I.2. Caractéristioue du coms de Galois

On considère le corps de Galois GF(q). On forme alors la somme S suivante :

su: If=01

L'opération (E étant inteme à GF(q), il existe deux éléments m et n tels que :

S . :  Sn

Ce qui implique q"r Ii:;"1= 0. Il existe donc un nombre I tel que :

r- ILot=o et

2-il n'existe aucun nombre plus petit vérifiant la propriété précédente.

ce nombre À est appelé caractéristique de GF(q). Quand q est premier, la

caractéristique de GF(q) est égale à q.

I.3. ordre de GF(q)

Soit a un élément non nul de GF(q). De façon analogue à ce qui précède, on peut

former le produit P1 :

Pn = flfu

Comme le corps possède un nombre fini d'élément et que I'opération de

multiplication est interne au corps, tout les produits Pl ne sont pas distincts, c'est dire :

I (ct,9) tels que Po = Pg

Comme précédemment, il existe une valeur n telle que :

P r : 1

n est le plus petit entier tels que P, = 1

Cet entier est appelé ordre de l'élément a
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I.4. Autres propriété de GF(q)

Soit (q1,q2,...gq-r) les (q-l) éléments non nuls distincts de GF(q). Soit a un élément non

nul de cet ensemble. Les (q-1) éléments (a.q1,a.qz,...,aeq-r) sont non nuls et distincts. On

a alors :

f[l=,'("q' ) = 1ac-r lf|l=lot =fll=lot

Comme les valeurs 
" 

tt flf=rli sont non nuls, on doit avoir aQ-l = 1

D'où le théorème :

Soit a un élément non nul de GF(q) alors a9-l = 1

De plus si n est I'ordre d'un élément non nul de GF(q) alors on peut prouver que n

divise (q-l)

Avant de détailler la construction et les propriétés de GF(2-), nous allons donner

quelques définitions utiles sur les polynômes dont les coefficients appartiennent à

GF(2).

II.1. Définitions

il. l. 1. Polynôme irréductible

Un polynôme P(x) de degré m à coefficients dans GF(2) est irréductible si p(x) n'est

divisible par aucun polynôme (à coefficients dans GF(2) de degré inférieur à m (mais

positif).
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Par les trois polynômes de degré 2 7X2,X2+I,X2+X) ne sont pas irréductibles car ils

peuvent être divisés par x ou X+l. Par contre x2+x+1 est irréductible.

II. 1.2. Polynôme primitif

Par exemple X4+X+1 divise Xl5+1 mais ne divise aucun polynôme de degré inférieur à

15. Par conséquent, le polynôme X4+X+1 est primitif.

II.2. Le corps GF(.2')

II.2.l. Construction du corps GF(2-)

Soit P un polynôme primitif sur GF(2) de degré m. Soit cr tels que p(cr) soit nul. On

définit I'opération .par :

0 .0=0

0 .1=  1 .0  =  0

1 .1= l

O.c r=cr .O=0

l .c r=cr . l=c r

oj  =o.o. . . . .cr , ( fo is)

Comme P(x) divise ()ç2m-t *l), on peut écrire :

cr^ 
-t+l:q(a)p(cr):0 

+ o 2--1 :l

Par conséquent, I'ensemble F pour lequel la multiplication . est définie est l'ensemble :

( ^ l

F =  {o0 ,01 , . .  .  ,a2" ' - z  y
tJ

De plus, on a :

167 fucfrcrcfrc [es performances [ans k mise en euwe [es cotes [inéaires clcfi7ucs enASIC à fraut [é6it



flnnexgA: fes corps [e Çafois

o' : q,(o)p(a)+a;(a): I|-ot uu* 
j

Comme P est un polynôme primitif, il ne divise aucun polynôme de degré inférieur à m.

Par conséquent, les o'peuvent être représentés par des polynômes non nuls distincts de

degré m-l.

La représentation polynomiale permet de définir facilement une opération d'addition

pa r :

.,i + ok = tË; ri,* j +lT-otukj* j =IË; (uu * uui L 
j

L'ensemble F (défini précédemment) muni de cette loi est un groupe commutatif. De

plus, il est aisé de démontrer que la multiplication est distributive par rapport à

I'addition. Donc I'ensemble F est un corps à 2'éléments, GF (2'), qui peuvent être

représenté de deux manières différentes :

Une représentation sous forme d'une puissance de cr très utile pour la multiplication,

Une représentation sous forme polynomiale intéressante pour I'addition.

Représentation des éléments de GF(24) générés par 1+X+Xa

Representation

d2

g,2

qz

ct'

o'

ct'

cr3

crt

0
I

ct l

g2

ct3

ct4

ct5

c[u
g,'

c
ct'

o
a '

ctto

c t t l

g t '

o t 3
t 4

c t "
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IL3. Propriétés de GF(2')

II.3.1. Conjugué d'un élément de GF(21 et prooriétes

$ Soit F un polynôme dont les coefficients appartiennent à GF(2). On pose a un élément
m
ffi
fft non nul de GF(2-). Si a est un racine de F (i.e. F(a) : 0) alors pour tout I supérieur ou
g;

tr

f f i  1 l  , l
fl égal à zêro G' est aussi racine de F. cr' est appelé le conjugué de u

ffi

on a F2 (xl = (>iijtr,*tf : ro' * zro (I[o'r,*'). bH, r,*tl

Or les coefficients f; appartiennent à GF(2). Par conséquent, 2fe est égal soit à (0+0) soit

(1+1) c'est à dire que l'on a 2fs: g (addition modulo 2).

D'où 12(*) = (I[;tt,*tF = ro'*(Iiio'r,*'g.. on peut appliquer le même

raisonnement pour la somme l.l;'rt*t . De proche en proche, on arrive alors au

résultats suivant : n21x; = fi];ltfi *i)2 .

Or les coefficients fi appartiennent à GF(2), on a donc (û)r:f;. Par conséquent :

n2(*) = Il i ;tr,(*2)i =r(*2)

On en déduit alors que :

vk>0, [ r ( * ) ] 'n  =F(*2u)

D'où si cr est une racine de F(x), ulorc o2n est aussi une racine de F(x).

On peut alors prouver les deux propriétés suivantes :

$ f-"r 2--l éléments non nuls de GF(2') forment toutes les racines d. *2'-l .
E
f; ,". éléments de GF(2m) constituent toutes les racines de *2' + *
t
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II.3.2. Polynôme minimal et propriétés

Comme chaque éléments cr de GF(2') est racine du polynôm 
" 

*2^ + x , il peut être

racine d'un polynôme de degré inférieur à 2-. On appelle polynôme minimal Q(x) le

polynôme de degré minimal sur GF(2) tel que ô(cr):0. Ce polynôme est inéductible.

On peut alors démontrer le théorème suivant :

Soit $(x) le polynôme minimal d'un élément cr de GF(2'). On appelle e le plus petit

entier tel que o2" - cr. Alors on a :

Ot*):lli=â1x + c,2' ;
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