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Chapitre 1

Introduction

Soit A I'anneau des adeles d'un corps global et (/}\L(A) le revétement
métaplectique de GL,(A) (c’est un revétement & deux feuillets de GL,(A),
qui est une extension centrale par {£1}, cf [9]). Pour r = 2, Jacquet [§]
a montré qu'on pouvait utiliser une formule des traces relative pour ca-
ractériser I'image de I’application de relevement automorphe de GL,(A) a
GL,(A) comme ensemble des représentations distinguées par le groupe or-
thogonal. Pour r arbitraire, Mao [12] a écrit la formule des traces relative
correspondante. Pour achever la caractérisation de 'image du relevement
il reste entre autres un énoncé local & démontrer (le “lemme fondamental
métaplectique de Jacquet-Mao”). L’objet de ce travail est de donner une
démonstration de cet énoncé dans le cas de caractéristique positive.

On va d’abord énoncer ce lemme fondamental. Soient F' un corps lo-
cal non-archimédien, @ son anneau des entiers et k& son corps résiduel,
que l'on suppose de caractéristique p impaire et de cardinal g. On fixe
w une uniformisante de F. Soit ¢ : k — C* un caractére additif. On
note ¥(z) = ¢Y(resxdw); c’est un caractere additif de F' dans C*. On
note v(x) la valuation de élément z € F et |z| = ¢*®). On note N,
le sous-groupe de GL, formé des matrices triangulaires supérieures unipo-
tentes, T, celui formé des matrices diagonales et .S, le sous-schéma de GL,
formé des matrices symétriques. Soit 6 : N, (F') — C* le caractere défini par
9(71) = \I/(% 27-‘:2 ni,l,i).

Le revétement de Kazhdan-Patterson local est (canoniquement) scindé
au-dessus de N,.(F') ainsi qu’au-dessus de GL,(O). On peut écrire les éléments
de (/}VLT(F) sous la forme § = (g, 2), avec g € GL,(F) et z € {£1} et la mul-
tiplication est alors définie par

(9,2)-(¢',2") = (99", x(9,¢")22"),

3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ol x est un certain cocycle, pour la description duquel on renvoie a Kazhdan-
Patterson [9]. Ces notations étant fixées, le scindage o au-dessus de N,.(F)
est simplement défini par o(n) = (n,1) alors que le scindage x* au-dessus
de GL,(O) est défini par £*(g) = (g,x(g)) - la fonction k : GL,(F) — {£1}
n’est vraiment pas facile a calculer et son calcul dans la situation géométrique
qu’on envisagera est 1’'un des résultats importants de ce travail.

Le groupe N,.(F) agit sur S,.(F) par s — ‘nsn et le groupe N,.(F)x N,.(F)
agit sur GL,(F) par g — n~'gn/. On appelle pertinentes les orbites $ sous
l'action de N, (F) (resp. les orbites ¢ sous l'action de N, (F') x N,(F)) telles
que pour tout n appartenant au fixateur (N,.(F))s de s on ait §2(n) = 1 (resp.
telles que pour toute couple (n, n’) appartenant au fixateur (N, (F') X N,.(F))4
de g on ait §(n~'n') = 1). Dans cet article, on s’intéresse au cas ou ces
fixateurs sont triviaux, qui est en fait le cas fondamental [7]. Il existe alors
un représentant dans l'orbite sous 'action de N,(F') qui est une matrice
diagonale ¢ (resp. un représentant de la forme wot, ot wy est la matrice de
la permutation (r,...,1) et t est une matrice diagonale, dans 'orbite sous
l'action de N,.(F') x N,.(F)).

Pour chaque matrice diagonale ¢ € T,.(F'), on introduit les deux intégrales
orbitales

I(t) :/ " po(tntn)0*(n)dn

J(t) = / fo(n_lwotn/)e(n_ln’)dndn/,
Ny (F)x Ny (F)

ou fy est la fonction définie par

folg) = {m(gx si g € GL(0)

0, sinon,
et

)

solg) {1, si g € GL,(0) N S,(F)

0, sinon,

les mesures de Haar de N,.(F') et N,(F') x N,(F') étant normalisées de sorte
qu’elles attribuent la mesure 1 aux sous-groupes compacts ouverts formés
des matrices a coefficients dans O.

Soit ¢ : k* — {£1} le caractere quadratique non trivial (((A) = )\%, S
k*). On note ~y(a, ¥) la constante de Weil, qui est définie par la formule

/ &Y (2)W @asg?) dz = a|~/%(a, ¥) / ()W (-}r%) da,



ou V¥ : F — C* est un caractere additif, ¢ est une fonction de Schwartz sur

F et @ est sa transformée de Fourier (®V(z) = [ ®(y)¥(zy)dy).
Conjecture 1.1.1.1. (Jacquet et Mao). Soit t = diag(tl, ..., t.), on note
a; = [[}=1tj- On a alors t = diag(ay, ay tag, ..., a a,) et
te)I(t
o [ore
t(t)1(t)

ol () = rnz 1 ai] V¢ (= 1)z VD T o y(ajart, ©) et on

( ) _ | HZ B a7,| 1/2((71)2j5'r(m0d2) 'U(aj) HjE'r(mon) ry(aja;_ll, \Il) (en conve-
nant que ag = 1). De plus si t(t) # ¥ (t), les deux intégrales I(t) et J(t) sont
nulles.

Jacquet et Mao ont démontré leur conjecture pour GLy (voir [7]) et GL3
(voir [12]) pour tout corps local de caractéristique résiduelle # 2 (la formule
de [12] p(a,b,c) = |a|~ b~ ?y(a, ¥)y(—c, ¥) doit en fait étre corrigée en
w(a,b,¢) = |a|=b|=/2y(—a, ¥)y(c, ¥), comme on le voit en la comparant
avec la formule de Jacquet [7] pour GLg).

THEOREME A. $i le corps local F' est de caractéristique positive, alors
la conjecture de Jacquet et Mao est vérifiée.

Les méthodes qui sont utilisée par Jacquet et Mao dans leurs démonstrat-
ions pour GLg et GL3 sont combinatoires (le calcul est déja tres complexe
dans le cas GL3) et il n’est pas clair qu’elles permettent d’obtenir I’énoncé
pour tout rang r. On va donc utiliser une autre approche, en s’inspirant de
la démonstration géométrique de B. C. Ngo pour le lemme fondamental de
Jacquet et Ye (voir [15]).

On va en fait démontrer un énoncé un peu plus général que le théoreme
A, obtenu en remplacant #(n) par 62(n) dans la définition de I'intégrale

I et O(n~1n’) par 65(n=1)0,(n’) dans la définition de I'intégrale J, ou o =

(ag,...,ar) € (K*)!, @ = (ar,...,2) et Oa(n) = o h, avec h, =
res(3 >0, ayni_1,;dw). On notera I(t,a), J(t, @) les intégrales ainsi ob-
tenues; bien sur si @ = (1,...,1) on retrouve bien les intégrales I et J
ci-dessus.

Les intégrales orbitales I(t,a) et J(t, ) portent sur des fonctions loca-
lement constantes a support compact : de ce fait elles se réduisent a des
sommes finies. Lorsque le corps F' est de caractéristique positive, les en-
sembles d’indices de ces sommes finies s’interpretent naturellement comme
ensembles de points a valeurs dans k de variétés algébriques définies sur ce
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corps (qu’on appellera respectivement X (¢) et Y'(¢)). Plus précisément, on
a:

I(t,a) = Z Hi(n) et J(t,a) = Z K (wontn’) bz (wo'nwo) 0 (n'),
neX (t)(k) (nn)eY (£)(k)

ot X(t)(k) = {n € N.(F)/N,(O)|'ntn € GL.(O)NS.(F)} et on Y (¢)(k) =
{(n,n") € (N.(F)/N.-(0))?|'ntn’ € GL.(O)}; pour la deuxiéme somme,
on a en fait effectué le changement de variables n=! — wo'nwg (pour que
X (t)(k) et Y(t)(k) soient non vides, il faut que ay,...,a,—1 appartiennent
a O et a, appartiennent & O*). Il reste alors & donner aussi aux fonctions
une interprétation géométrique.

Du coté de l'intégrale I, on géométrise facilement le caractere ¢ a ’aide
d’un revétement d’Artin-Schreier (en considérant ¢ comme un caractére a
valeurs dans Qg, ot £ est un nombre premier distinct de p = car(k)). En
revanche, du coté de l'intégrale J, il faut aussi géométriser la fonction k.
Pour cela, la construction de Kazhdan-Patterson [9] n’est pas trés commode
a utiliser directement et j’ai préféré une méthode plus indirecte, consistant a
comparer I'extension de Kazhdan-Patterson a celle d’Arabello-De Concini-
Kac, qui est de nature plus géométrique.

Arbarello, De Concini et Kac associent & chaque g € GL,.(F') une droite

Dy =(/\ g0 /90" NO") @ (/\ O"/g0" N O")*~

ou AV désigne la puissance extérieure maximale /\dimv V d’un k-espace
vectoriel V' (en particulier, pour g € GL,(O) cette droite est canoniquement
trivialisée). Cette construction fournit une extension centrale é\f;;(F ) de
GL,(F) par k*. On utilisera plutot la droite Ay = Dgeg(g) @ D;]@*l, ce qui
revient a considérer l’extension (/}\ir’geo(F ) = det*(GNL; (F)) — (/}\TJ;(F ) (la
somme de Baer des extensions étant ici notée additivement). On construit,
a l'aide de la décomposition de Bruhat, une base d(g) de Ay, ce qui fournit
une section Sgeo de GNImgeO(F). On rappelle qu’on note ¢ : k* — {£1} le
caractere quadratique non-trivial.

Proposition 1.1.1.2. On a x(g1,92) = ¢ (8, ® 6y, @ 05 ,}) , ot x est le
2-cocycle de Kazhdan-Patterson [9]. En particulier, 'extension de Kazhdan-
Patterson s’obtient & partir de notre extension GL; ge0(F') en la poussant

par ¢

La fonction x : GL,(O) — {£1} est donc ( o k ou Kk est le quotient
triv/¢ de la section triviale par la section sgeo. Cette construction définit un



morphisme k : Y (t) = Gy, qui induit une application kK = (ok : Y (t)(k) —
{£1}.

Soit k une cloture algébrique de k. Soient Ly le faisceau d’Artin-Schreier
sur G, associé au caractere ¢ et L¢ le faisceau de Kummer sur G,, associé
au revétement G, — G, © — 2% et & {1} C Q,. D’apres la formule des
traces de Grothendieck-Lefschetz, on a :

I(t,a) = Tr(Fr,RL(X () @ ky hiLy));

J(t, a) = Tr(Fr, RT.(Y(t) ®% E, h/;£¢ & ﬁ*ﬁc)),

ol hy (resp. hl) sont des morphismes de X () et Y (¢) dans G, (provenant
du morphisme h,, : N.(F) — k ci-dessus).

Le théoréme A est alors une conséquence de I’énoncé géométrique sui-
vant, olt on note Z(t) = RI(X(t) @k k,h%Ly) et T(t) = RI(Y(t) @4
E, h/Z,Cw ® ﬁ*ﬁc).

THEOREME A'. J(t) ~ T(t) ® Z(t) ~ T'(t) ® Z(t), ot T(t) et T'(t)
sont des Qy-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré o(IT;Z; ai) tels que

Te(Fr, T(t)) = t(t) et Te(Fr, T'(t)) = £(2).

En géométrisant l'argument de Jacquet [7, p. 145, on a en fait une
démonstration directe du théoréme A’ dans le cas particulier ott r = 2 et
t = diag(t1,t2) avec v(t1) = 1, v(ta) = —1.

Proposition 1.1.1.3. Le théoréme A’ est vrai dans le cas particulier ci-
dessus; de plus Z(t) et J(t) sont alors des Q-espaces vectoriels de rang 2
placés respectivement en degré 0 et 1.

Dans le cas général, on ne connait pas explicitement Z(t) (resp. J(t))
car la variété X (t) (resp. Y (¢)) n’est ni lisse ni irréductible et sa dimension
est tres grande. Suivant une idée due a B.C. Ngo [15] on va les déformer
pour se ramener & une situation plus simple.

Comme dans loc. cit., on obtient ces déformations en considérant plutot
des sommes sur un corps global de caractéristique positive. Changeant de
notations, on note maintenant @ = kfw| anneau des polynémes en une
variable w & coefficients dans k, et F' son corps des fractions (dans 1’énoncé
local ci-dessus, on va noter plutét respectivement F,, Oy et kg le corps,
son anneau des entiers et son corps résiduel). Pour tout z € F, on note
stes(zdw@) = > eqpm(0) LTk, /aTeSy(2dw) la somme des résidus en tous ses
poles a distance finie (ou k, est le corps résiduel de v et res, est le résidu
en v). Soit U : F — Q, le caractére défini par ¥(z) = t(sres(z dw)). Soit
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a=(ag,...,a,) € G'~'. On note @ := (a, . ..,az). Soit 0, : Ny(F) = Q,
le caractere défini par 0,(n) = (3 Y.1_, aymi—1,). Pour tout idéal maximal
v de O, on note O, la complété de O selon v, F,, son corps des fractions, et
k. son corps résiduel.

Du c6té de l'intégrale I, pour toute place v, on modifie un peu 'intégrale
I locale en remplacant la fonction caractéristique de GL,(O,) par celle de

gl,.(Oy,) (cf. [15]), de sorte qu’on obtient la somme

Iv(t,Oé) = Z gi,v(n)a

n € Ny (Fy)/Nr(Oy)
tntn € Sp(Oy)

ol Op(n) = V(330 try, pres(aini—1;dw)) (quand v = w et a, € OF,
on retrouve bien la somme locale I (qu'on va noter I) dans I’énoncé du
théoreme A ci-dessus). Ensuite, pour toute matrice diagonale ¢ & coefficients
dans F', on définit

Ita)= ][] Lo, (1.1.1.1)

vESpm(0O)

N . P —1 . 4 PO .
ou I (t,a) = 1 sauf si v divise [[;_; a;. Ceci se réduit & une somme finie

o)=Y 62n)

n € Np(F)/Ny(O)
tntn € S.(O)

laquelle est non-nulle seulement si ay,...,a, sont des polynomes. En utili-
sant la méme interprétation que pour la somme locale I ci-dessus, on ob-
tient une donnée géométrique (X (t), hq) associée a I(t, ) (resp. des données
géométriques (X, (t), ha,v) associées a I,,(t,)) et on a I'interprétation géom-
étrique suivante de l'identité (1.1.1.1)

Proposition 1.1.1.4.

RE(X (1) @ b, hiLy) = Q) RU(Xy(t) @k by b, Ly),
A€supp(t)

Tfll a; dans k.

ol supp(t) est ’ensemble des racines de [[;”

Du coté de l'intégrale J, le probleme qui se présente lorsqu’on tente
d’adapter la démarche utilisée pour 'intégrale I ci-dessus est que la fonc-
tion Ky, n’est définie que sur le sous-groupe compact maximal standard



de GL; joc. Pour contourner ce probleme, on considere (en remarquant que
!N, (F,)tN,(F,) Ngl.(0y) = 'N,.(F,)tN,(F,) N GL,(0,) quand a, € O})

D nalen(m)/m, (0,) Ko(Wo'ntn )0a,u(wonwo)ba(n')  siv far,

Jo(t,0) = ‘ntnegl, (Oy) .
o N (Fu)No(03) Oat,0 (W0 M1W0) O, (M) si vlay,
tntnegl,. (Oy)

ou ky : GL.(O,) — {%1} provient du scindage au-dessus de GL,(O,) du
revétement de Kazhdan-Patterson local en v (quand v = w et a, € OF,
on retrouve bien la somme locale J (notée dorénavant J) qui figure dans
I’énoncé du théoreme A ci-dessus). Pour toute matrice diagonale ¢ & coeffi-
cients dans F', la somme globale en ¢ est en fait définie par

Jta)= [ J(t0), (1.1.1.2)
veSpm(O)

ol J,(t,a) = 1 sauf si v divise [[}_] a;.

En adaptant la géométrisation de la somme local J,, on obtient des
données géométriques associées a J,(t, ) qui sont (Yy(t),hy ,,k,) quand
v { a, (dans ce cas, on a que Ky, = (o k,) et (Yy(t),hy ) quand vla,. 11
reste & interpréter géométriquement la somme globale J(t, ). Pour cela, on
introduit la variété Y (¢) dont l’ensemble de k points est

Y(t)(k) = {(n,n) € (N:(F)/N;(0))*|'ntn € gl,(O)}.

Cette variété est munie d’un morphisme vers G, défini par

1 T
hy(n,n') = 5 Z agsres((ni—14 + n_y ;)dw).
=2

La fonction k = Hwar Ky est interprétée a ’aide du point de vue géométrique
sur I'extension métaplectique évoqué ci-dessus. Plus précisément, en asso-
ciant a chaque g € G.(F) la droite Dge(g) (a1 )®@Dy(a;1)®~1 ot Dy(a; 1) =
(AOla; ) /Ola; '] N gOla, ') @ (9Olay ']"/Ola, ']" N gOla; "), on ob-
tient une extension centrale (/}VLT,geO(F ) de GL,.(F) par k*. A Daide de la
décomposition de Bruhat, on définit une section sz, de cette extension,
de sorte qu’on définit une fonction x globale analogue a celle introduite
ci-dessus (cette fonction est le produit des fonctions k, locales, i.e Kk =
[T, N, /kky). De cette maniere, on obtient le morphisme £ : Y'(t) — G,
(comme !N, (F)tN,.(F)Ngl.(O) C'N,.(F)tN,(F) N GL-(Ola; 1])).

En utilisant la formule des traces de Grothendieck et Leftschetz, on ob-
tient I'interprétation suivante de I'identité 1.1.1.2
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Proposition 1.1.1.5.

RE(Y (t) @p b, W pLy @ 6°Lc) = Q) RTc(Yo(t) @k, By Lo @ £5LE),
A€supp(t)

Tfll a; dans k.

ol supp(t) est 'ensemble des racines de [[;_

Soient g, la variété affine sur k£ des polynomes unitaires de degré d; et
Va={(a1,...,ar) € [T/_, Qa,Ipgcd(IT=} as,a,) = 1} avec d = (di,...,d;)
(la raison pour laquelle on considére cet ouvert est que les sommes lo-
cales en les places divisant a, y sont triviales, du coté de l'intégrale I
comme du c6té de l'intégrale J). Soit t = diag(a1,as/a,...,ar/ar—1) tel que
(a1,...,a;) € Vg et a = (aa,...,a,) € (k*)""L. Le couple (X(t), ha) et le
triple (Y(¢), hl,, k) se mettent en familles de sorte qu’'on obtient des variétés
X4 et Yy de type fini sur £ munies de morphismes fj( D Xg x Gr-t —
de G;I_l, fg : de Grm_l — de G;;l, hd : de Grm_l — G, h/d :
Yix Gyt = Gg et 54 : Vg x Gt — Gy tels que X (£) et RTe(X (8), hiLy)
(resp. Y (t) et RL.(Y (t), Ly ® £*Lc)) sont respectivement les fibres en ¢
de de et de Rfiih;ﬁw (resp. de f; et de Rféj!(h’ZQb ® kL))

Les fibres de Zg = Rfji hiLy (resp. Jq = Rf({!(h’:;ﬁl/, ® K5L¢) au-dessus
des points (¢, @) tels que le polynéme | n’a pas de racine multiples se
factorisent en produits tensoriels des complexes locaux “simples” considérés
dans la proposition 1.1.1.3, lesquels sont des Qg-espaces vectoriels de rang
2 placée en degré 0 (resp. en degré 1). De plus, les points (¢,«) de cette
espece forment un ouvert Uy de [[/_; Qi x (Gn)" "L, et les restrictions de
14 et Jgq a cet ouvert sont des systemes locaux de rang 2deg(ITi=1 ai) placés
respectivement en degré 0 et deg(]];_; a;). Les deux restrictions sont reliées
par un systeme local 73 de rang 1, placé en degré deg(]];_, a;) au-dessus
de Ug, géométriquement constant et provenant d’un certain caractere 7 de

Proposition 1.1.1.6. Pour d = (d, ..., d,), Tq est géométriquement constant
et est défini par le caractere 7 de Galg e

T(Fr ) _ (—1)2?:1 dinle d¢/2<(_1)25:_& i+l (w,Weo)” S5 21 pldo;—dait) sir = 2s,
q (—1)25:1 diqzzr":1 di/QC(_l)Zf:1 B2y (0, Wo0) ™ Yz pldai—d2i—1) gi p — 95 + 1,

1 p() 1 six est impair
ou p(x) =
b 0 six est pair.
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La formule de 7 vient du fait que le produit des constantes de Weil en
toutes les places du corps global F' est trivial [16]. A T’aide du théoreme de
Chebotarev, le systéme local T4 est géométriquement constant et se prolonge
alors de maniere évidente a Vy x Gr-1.

Dans le casou d = (1,2,...,r), d’apres [15], on trouve des présentations
simples pour (Xg4, hq) et pour (Yg,hl, k) (voir les propositions 2.3.1.2 et
4.3.1.1) qui vont nous simplifier les calculs. On obtient alors le théoréme
suivant (qui peut étre considéré comme un analogue global du lemme fon-
damental de Jacquet-Mao) :

THEOREME B. Pour d = (L,2,...,71), JTa=Ta®Zy. Les deur membres
de cette égalité sont, a décalage preés, des faisceauxr pervers isomorphes au
prolongement intermédiaire de leur restriction a Ug.

Ce théoréme résulte immédiatement du suivant :

Théoréme 1.1.1.7. 1. Le complexe de faisceaux Ii[w +7r — 1] est
un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction a

Pouvert Uy.

2. Le complexe de faisceaux Jy[r?+7r—1] est un faisceau pervers, prolonge-
ment intermédiaire de sa restriction a I'ouvert Uy.

Le point (1) du théoreme 1.1.1.7 s’obtient assez facilement par I'argu-
ment de [15, “le pas de récurence”, p.515] en remplagant GL; par le groupe
orthogonal associé a la forme quadratique (z1,...,2;) — 22:1 a:? En re-
vanche, on ne peut pas adapter directement 'argument de loc. cit. pour
démontrer le point (2) car la fonction k4 n’est pas invariante sous 'action
de GL,_1. Le théoreme suivant est le point crucial pour résoudre cette dif-
ficulté (en remarquant que Yy ~ {y + wld,, y € g[T\pxggcd(l_[Z:_l1 ai(y),ar-(y))
= 1}, ou a;(y) = det(si(y) + wld;), et ou s;(y) est la sous-matrice de y
constituée des ¢ premieres lignes et des ¢ premieres colonnes, cf. 2.3.1.2 et
4.3.1.1).

Théoreme 1.1.1.8. r,(wo(y+wld,)) est en fait un polynome en les coeffi-

cients de la matrice y. De plus on a : ky(wo(y + wld,))ry(wo'(y + wld,)) =
r—1 - -

(- ) S D result(a,1 (1), ar ().

La démonstration de ce théoréeme repose sur 'interprétation géométrique
de l'extension de Kazhdan-Patterson évoquée ci-dessus. Ce théoreme im-
plique que £(y) = £4(wo(y +wld;)) est alors un produit de facteurs irréduc-
tibles de result(a,—1(y), a,(y)). En faisant agit g € GL,_; par

y > diag(g, 1)~ y diag(g, 1),
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g transforme alors k en la multipliant par une puissance de det(g) (pour
I'argument détaillé, on renvoie a la démonstration de la perversité de J; a
la fin du chapitre 4); l'extension G,_; de GL,_; obtenue en extrayant une
racine carrée de det(g) laisse alors invariant le faisceau k*L¢ et 'argument de
loc. cit. s’adapte alors en remplacant GL; par I'extension G; (le plongement
G; — Giy1 est fourni aussi par g — diag(g, 1) puisque les deux ont méme
déterminant).

On verra ensuite comment déduire le théoreme A’ du théoreme B. Les
complexes locaux obtenus par les factorisations de la proposition 1.1.1.5
sont d’autant plus compliqués que les multiplicités des racines du polynoéme
[T/=! a; sont grandes. D’aprés B.C. Ngo [15], tous les complexes locaux
peuvent étre obtenu en considérant seulement Zg et Jy, ou d = (1,2,...,7)
quitte & remplacer r par r + r’ pour r’ assez grand. Plus précisément on
considere la situation suivante (pour simplifier les notations, désormais on
va supprimer U'indice d) :

Soit ' € Ts(Fy). D’apreés B.C. Ngo [15, prop 3.5.1, p. 505], pour r
assez grand, il existe t° = diag(a$,as/a3,...,ay/as_q), avec (a3,...,ay) €
Vi, (k) tel que Z(1°) ~ I (t') et Jo(t°) ~ To(t'). On a af = d’ja"7,
ol a'; est a racines simples différentes de 0 et ou @”; sont des puissances de
w@. Soient alors d' = (deg(a’y)); et d’ = (deg(a”y));. On fait varier (a}); et

(a); en introduisant I'ouvert (Vy x Vo )4 de Vy x Vv au-dessus duquel

peed([T/—, @}, [Ti—; a?) = 1 et les a’ sont & racines simples. On a alors un
morphisme étale p: (V, x Vdu)dlst — Vy.

Pour (¢, 1") = (diag(ay, a5/ ay, - .., a;/a;,_y), diag(at, a5 /ay, . .., a;// a7 ;)
ol ((a})s, (a});) € (Vg x Vgr)¥st, on généralise les sommes globales I et .J
ci-dessus en introduisant

Xi(tt")y= [ RespuXo()et Xot',t") =[] Resp,nXu(t)

/ / /1 1"
wlaj...al_4 wlay...all_,

(Yi(t',t") et Ya(t',t") sont définies par des formules analogues). Celles-ci se
mettent en familles quand d’ et d” sont fixées. On définit de cette maniere
des complexes Ty, Ty, Ji et Jo vérifiant p*Z = T; @ Ty et n* T = J1 @F Jo.
En fait Z; et J1 sont des systemes locaux. De plus, en utilisant la formule du
produit des constantes de Weil, on définit un systeme local 77 (ce systéme
local n’est plus géométriquement constant) tel que J; = 71 ® Z7 ; on pose
T=TeT> "

A Taide du théoreme B et des propriétés des faisceaux pervers et du
prolongement intermédiaire, on obtient que Zs et Jo sont pervers et pro-
longement intermédiaire de leur restriction a l'ouvert p*Ug. De plus, on a
Jolurv, = B‘M*UQ ® Zo|pu*Uyg, de sorte qu'on a Jo = T2 ® Is.
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En spécialisant en ¢t = t° on obtient alors le théoréme A’.

Voici maintenant le plan détaillé de ce travail. La section 2 contient la
définition de la somme locale I (t,«) et de la somme globale I(t,a) pour
tout a € (k*)"~!. On démontre que la somme globale est le produit des
sommes locales

Itt,a)= [ Lto.

veSpm(0)

On expose l'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme
globale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On
construit aussi le complexe R, ff! h3 Ly et on démontre qu’il est pervers quand
d=(1,2...,r) (voir le point (i) du théoreme 1.1.1.7).

Dans la section 3, on rappelle la définition du groupe métaplectique
local de Kazhdan-Patterson. L’extension de ACK et son scindage au-dessus
N, (Fg) et au-dessus de GL,(Og) sont introduits en 3.1.2 . La construction
géométrique du groupe métaplectique a ’aide de I'extension de ACK figure
dans 3.2.3. On exprime la fonction k locale géométriquement dans 3.1.4. Le
3.2 contient la définition du groupe métaplectique global et de la fonction
k globale. On montre dans 3.2.2 que le fonction & globale est un produit de
fonctions k locales.

La section 4 contient la définition de la somme locale J (¢, ) et de la
somme globale J(t,a) pour tout a € (k*)"~1. On démontre que la somme
globale est le produit des sommes locales

Jta)= [ J(ta).

veSpm(O)

On expose l'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme
globale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On
construit aussi le complexe R f(z! (W' 3Ly @ Kk5L,). La sous-section 4.3 contient
I’étude de ce complexe dans le cas particulier ou d = (1,2,...,7). Dans
cette sous-section figure le calcul de la fonction s dans ce cas particu-

lier, ainsi que la formule cruciale r,(wo(y + @ld;))ry(wol(y + wld,)) =
r—1 - _

(—=1)Zi=1 + @+ Drest (a, (y), ar—1(y)). La perversité de RfY,(h5Ly @ K5L¢)
est montrée a la fin de la section 4. o -

Dans la section 5, on donne la formule du facteur de transfert ; dans la
section 6, on déduit I’énoncé local de I’énoncé global (dans cette introduction
on a déja donné une idée de leur contenu).
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Chapitre 2

Intégrale [

2.1 Somme locale

Soit k un corps fini de caractéristique p et a g éléments. On fixe un
caractere additif non trivial ¢ : k — @Z, ou £ est un nombre premier différent
de p et ot Qy est une cloture algébrique de Q. On note O, = k[[ww]] 'anneau
des séries formelles en une indéterminée w et a coefficients dans k, F, =
k((w)) son corps des fractions. On notera ¥ le caractere de F, défini par
U(zx) = ¢(res(xdw)).

Pour tout a = (ag,...,a,) € (k*)""', on note 6, : N,(Fp) — Q
le caractere défini par 04(n) = W(3 ;5 a;ni—1,). Sa restriction & N,(Og)
étant triviale, il induit une fonction 0, sur N, (Fg)/N,(Og) a valeurs dans
Q.-

Pour chaque t = diag(a,as/ay,...,ar/a,—1) € T,(Fy), on considere
I’ensemble fini (cf. [15, proposition 1.1.2])

Xo(t) (k) = {n € Np(F)/No(On)['ntn € S,(O)}.

L’intégrale orbitale I de Jacquet-Mao peut s’écrire (cf. [15, p. 484])

Io(t,a) = Z Oa(n).

nexXa()k)

L’ensemble X (t)(k) est de maniere naturelle ’ensemble des points a
valeurs dans k d’une variété algébrique X (t) de type fini sur k. Cette
variété est munie d’un morphisme h, : Xo(t) — G, défini par hy(n) =
res( i_y aini—1;dw). B B

Soit k une cloture algébrique de k. On note X () = X (t) ®j k. Soient
Ly le faisceau d’Artin-Schreier sur G, associé au caractere . D’apres la

15
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formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a :

I (t, @) = Tr(Fr, RTo(X o (1), hLy))-

2.2  Somme globale

Dans le cas général, on ne connait pas explicitement RT¢(X o (¢), h%Ly)
car la variété X ,(t) est trop compliquée.

D’apres Ngo Bao Chau, on va introduire une somme sur un corps global
qui permettra de se ramener par déformation a une situation plus simple.
Soient O = k[w| 'anneau des polynémes en une variable w a coefficients
dans k et F son corps des fractions. Pour tout « € F', on note sres(zdw) la
somme des résidus en tous ses poles a distance finie (c.a.d. en les points
de A' = Spec(0)). On notera ¥ le caractere de F défini par ¥(x) =
Y (sres(zdw)). Pour tout o = (e, ..., a,) € (k*)"', on note 6, : N,(F) —
Q, le caractere défini par f,(n) = U3 o aini—1;). Sa restriction & N, (O)
étant triviale, il induit une fonction 6, sur N,.(F)/N,(O) & valeurs dans Q.
Pour tous t € T,.(F) et a € (k*)"", on construit un couple (X (t), h,) de
maniere analogue & [15, proposition 3.1.1] ou X (¢) est une variété de type
fini sur k£ dont ’ensemble des k-points est

X(t)(k) = {n € N.(F)/N,(O)|'ntn € S.(0)},

munie d’un morphisme hq(n) = Y, aysres(n;—1 ;dw). L'intégrale orbitale
I globale est alors :

Ift,a)= Y fa(n).

neX (t)(k)

Pour toute place v, on note O, le complété de O en v, F,, son corps des
fractions, et k, son corps résiduel. On note n,, 'image de n dans N, (F,)/N;(O,).
Pour ¢ = diag(a1, 2, ..., ;) € T,(Fy), on introduit la variété de type fini
dont I'ensemble de k points est

X, (t)(k) = {n € No(E,) /N (Oy)|'ntn € S,(O,)}.

Cette variété est munie d'un morphisme hg (1) = Y i, aitry, /p(res(ni—1;)).
Lorsque v = w et t € T,(Fg) on retrouve bien le couple (X (%), ha,w)-
L’intégrale orbitale I de Jacquet-Mao en la place v est :

L(t,a) = Z eg(nv),

Ny € Xy (t) (k)
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ot O (nv) = Y (3i—p ity s (res(ni- 1 i)
On note supp(t) = Spm(O/ [T/} a;).

Lemme 2.2.1.1. Si v & supp(t), alors I, (t,a) = 1.

Démonstration. D’apres [15, corollaire 1.1.5], X, (t)(k) est réduit a ’élément
n =1Id, (car a; € O} Vi€ {1,...,r —1}), de sorte qu’on a I,(t,a) =1. O

La somme globale est reliée aux sommes locales par la formule de produit
suivante (cf. [15, proposition 1.3.2])

It,a)= [] Lto. (2.2.1.1)

vEsupp(t)

On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k & k. On
peut définir les couples (X (t), h ) et (X (1), haw), olt v € Spm(O). On note
encore supp(t) = Spm(O/[[/Z} a;0).0On a alors la forme cohomologique
suivante de 2.2.1.1 (cf. [15, corollaire 3.2.3)) :

ch(y(t)v h;£¢) = ® RFC(YU (t)a h‘;,vﬁlﬁ)'
vEsupp(t)

Qr
Y ar—1

taires dont on fixera les degrés d; = deg(a;). Soient ()q,, la variété affine sur k&
des polynémes unitaires de degré d; et Qq = [[;_; Qq, avec d = (di, ..., d,).
Le couple (X (t), ho) se mettent en famille de sorte qu’on obtient une variété
X de type fini sur £ munie de deux morphismes fC‘lX : Xgx Gyt — dean_l
et hg : Xq x G, 1 — Gq tels que X (t) et R (X(t), hiiLy) sont respecti-
vement les fibres en (t,a) € (Qq x G7,71)(k) de fd et de Rf(;lx,h*ﬁw Plus
précisément :

Supposons t = diag(ay, Z—j, . ), ou les a; sont des polynome uni-

Lemme 2.2.1.2. (cf. [15, proposition 3.3.1])

1. Pour tout d € N" le foncteur X4 qui associe a toute k-algebre R I'en-
semble

Xa(R) = {g € 5-(O @ R)|det(g;) € Qu,(R)}/N:(O @4 R),

ou g; est la sous-matrice de ¢ faite des i-premieres lignes et des -
premieres colonnes de g, est représenté par une variété affine de type
fini sur k, qu’on note aussi Xg. Soit

5 Xax Gt = Qax Gt

le morphisme défini par de(g,g) = ((a;)1<i<r, @) ol a; = det(g;).
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2. Pour tout i avec 2 < i < 7, Papplication h; : S, (O®,R)x (R*)""! = R
définie par

0

~1 -1 ] :
hi =res | a;—y | (Gits-- - 9ii—1)ai—19;, 4 0 ;

0%}

ou a;g; 1 est 1a matrice des cofacteurs de gi, lesquels sont dans Op :=
O @ R et ot res(a; ! b) est le coefficient de w?—1~1 dans I'expression
polynomiale en la variable w du reste de la division euclidienne de
b par a;—1 (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient
dominant de a;_1 est égal & 1), induit un morphisme h; : Xgx Gl 1 —
G,.

3. Soit hg = Y _;_o h;. Alors pour tous ¢
(X(t), ha) est isomorphe a la fibre (f3
de hq & cette fibre. B

€ Qu(k) et a € Gt le couple
)~1(t, @) munie de la restriction

2.3 Lecasd=(1,2,...,7)

Soit Uy l'ouvert de []i_; Qi x (Gy,)" ! formé des couples (¢, a) tels que
le polyndéme [];_; a; n’ait pas de racines multiples.
Théoréme 2.3.1.1. Pour d = (1,2,...,7) le complexe de faisceaux
Rf i(! hz&p [M +7—1] est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire

2
de sa restriction a 'ouvert Uy.

On rappelle que S, désigne 'espace affine des matrices symétriques de
taille r.

Proposition 2.3.1.2. (cf. [15, proposition 4.2.1]) Pour d = (1,2,...,7) le
triplet (X4, de ,hg) est isomorphe au triplet (S, fX,h) ol le morphisme
X8 x Gt = [1_, Qi x G7 7% est défini par

fX(:BvQ) = (al(x)a .. .,ar(m),g),

ou a;(z) = det(s;(z)+wld;), si(z) étant la sous-matrice faite des i premieres
lignes et des i premieres colonnes de z, et ol le morphisme h : S, x GI 't —
G, est défini par

T
h(z,a) = Z QL1
=2
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Démonstration. Soit R une k-algebre. On note Or := O ®; R = R[w].

On montre d’abord que I'on peut réduire toute matrice g € S, (Og) dont
le déterminant de la sous-matrice s;(g) est un polynéme unitaire de degré i a
une matrice de la forme z+wld,, avec x une matrice symétrique a coefficients
dans R, par récurrence sur r. L’assertion est évidente pour r = 1. D’apres
I’hypothese de récurrence, on peut supposer que s,_1(g9) = x,—1 + wld,—;
(a I'aide de laction du groupe N,_1, qu’on voit comme le sous-groupe de
N, formé des matrices unipotentes dont les coefficients non diagonaux de la
r-ieme colonne sont nuls). On écrit

g (Srtl(g) y) ’
y oz

ol1 y est un vecteur colonne appartenant & Og" ! et z un élément de Ogp.
Comme pour toute matrice x a coefficient dans R le R-module ORr" se
décompose en une somme directe R & (x+wld,)Og", (cf. [15, lemme 4.1.2])
il existe un unique vecteur v tel que y + s,_1(g)v € R"~!. En consideérant

. Id,—1 o N
la matrice u, = ( 6 ! 1) on a alors ‘u,gu, = x + wld,, oll x est une
matrice symétrique & coefficients dans R. De plus, si « + wld, = intn, on a

nécessairement sres(nj—1;) = Ti—1,. O

Soit S; la variété affine des matrices symétriques de taille . On définit
les variétés R; en posant R, = Spec(k) et Ri_1 = R; X Q; X Gy,. Soit
fZX : Gy X S; X Ry — S;-1 X R;_1 le morphisme défini par le (g, @iy ) =
(si_l(xi),ri_l), ou ri—1 = (ri,Ai(:ci),ai). Soit hi : Gm X Sz X Ri — Ga le
morphisme défini par h;(a;, z;, 7)) = q;xi—1,. Soit pr; : Gy X S; X Ry —
S; X R; la projection évidente. On définit les complexes Z; sur S; X R; en
posant Z, = @g[@] et Z,_1 = R Z)f(IZ ® hiLy) (voir loc. cit.). On a un

isomorphisme S7 X Ry ~ Qg X G’ pour lequel Z; ~ Rde,!hgﬁw[r(T;l) +r—1].

On note O; le groupe orthogonal de degré i de la forme quadratique
q(z1,...,2;) = Z;Zl mjz Ce groupe agit dans G,, x S; x R; par I'action ad-
jointe sur S; et par I’action triviale sur les autres facteurs. On identifiera le
groupe O;_1 au sous-groupe diag(O;_1,1) de O; de sorte que O;_; agit aussi
sur G,, xX.5; X R; par 'action induite. Comme I’action adjointe laisse invariant
le polynéme caractéristique, le morphisme le est O;_1-équivariant. Le mor-
phisme h; n’est pas O;_i-équivariant mais est néanmoins O;_o-équivariant.
Le théoreme 2.3.1.1 résulte alors de la proposition suivante

Proposition 2.3.1.3. (cf. [15, proposition 5.2.2]) Soient U; et U;—; les
images réciproques de Uy dans S; x R; et dans S;—; x R;—1. Si Z est un
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faisceau pervers sur S; X R;, O;_1-équivariant et isomorphe au prolonge-
ment intermédiaire a restriction a ’ouvert Uj;, alors

T' = RFN(Z®hiLy)[1]

est aussi un faisceau pervers sur S;_1 X R;_1, O;_o-équivariant et isomorphe
au prolongement intermédiaire de sa restriction a I'ouvert U;_;.

Démonstration. Les morphismes qui interviennent dans la formation de Z'
sont tous O;_s-équivariants donc Z’ ’est aussi.

On utilise la transformation de Fourier-Deligne ([11]) pour démontrer
la perversité et le prolongement intermédiaire. Soit £ = S; x Q; x R;. 1l
est clair que E x G, ~ S;_1 X Ri_1. Soient V le fibré trivial E x A*!
et V'V son fibré dual. On note ¢ : S; x R; — V 'immersion fermée définie

ty *
€: Ex Gy — VY l'immersion fermé définie par €(e, a;) = (e, 4(0,...,0,q;)).
On vérifie que 7" = €*Fy (. 2)[2 — 4] (cf. [15, proposition 5.3.2]), ot §y, est
la transformation de Fourier-Deligne. Puisque Z est un faisceau pervers et ¢
est une immersion fermée, .7 est un faisceau pervers. D’apres [11], §y (¢47)
en est un aussi. L’action de O;_1 sur S; x R; s’étend & V de la maniere
suivante :

par t(zi,r;) = (zi—1,ai(x;),7i,y), ou z; est de la forme (wi_l y). On note

W(ga (ﬂfi—laai,ﬂ)vy) = ((tgxi—lg,ai,ﬁ)atgy)~
Cela induit donc une action sur Vv

7(9, (zi-1,ai,73),9) = ((Cgzic1g, ai, ), 99).

Par rapport a cette action, §y(t+Z) est O;_1-équivariant. On va utiliser le
lemme suivant

Lemme 2.3.1.4. (cf. [15, lemme 5.4.3]) Le morphisme composé
041 X B X G 0;_1 x VY "=V

est un morphisme lisse de dimension relative @ +1—-(:—-1).

Démonstration du lemme. On note Z l'image de I'immersion localement
fermée € dans V. Le morphisme composé s’écrit donc :

Oz’—l X 7 —ﬁ> VV.
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En oubliant les composantes ); et R; on obtient un diagramme cartésien
évident

Oi—l X Z ul VV

| |

01 X Gy, X 551 #- Si—1 X A1

ot £(gi—1, @i, zi—1) = ("gi—1®i—19i-1, 9i—1"(0, ..., 0, ;).
En factorisant le morphisme ¢ et oubliant le facteur S;_1, ’assertion se
ramene a démontrer que le morphisme

Oi—l X Gm — Ai717 (gi—l) a’b) — (gi—lt(ou cee 707 al))
est lisse et de dimension relative @ +1—(i—1). Cela résulte de ’assertion
suivante : “L’orbite de ’élément (0, ...,0,1) € A*~! sous 'action du groupe

O;_1 x G, sur A" définie par

(gi—1, A\ y) = Agi—1y

est 'ouvert défini par I’équation 'yy # 0.” Cette assertion est évidente.

Fin de la démonstration. D’apres [3, 4.2.5], ﬁ*(Sw(b*I))[i(igl) +1—(i—1)]
est un faisceau pervers sur O;_1 X Z. Grace a la O;_1-équivariance on a un

isomorphisme
TSy (1)) = prz(Fy(+1) 2)-

D’apres loc. cit. §y(esL)|z[1 — (i — 1)] est un faisceau pervers sur Z, la
projection pry, : O;_1 X Z — Z étant clairement un morphisme lisse surjectif
de dimension relative dim(O;_1) = i(igl). Alors 7’ est un faisceau pervers
sur S;_1 X Rj_1 .

De la méme maniere, Z’ est le prolongement intermédiaire de sa restric-
tion a Uifl. O
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Chapitre 3

Le groupe métaplectique

3.1 Le groupe métaplectique local

3.1.1 La construction du groupe métaplectique local (cf. [9])

Soit k un corps fini de caractéristique p # 2 et a ¢ éléments. On note
O = k[[w]] 'anneau des séries formelles & une indéterminée w et & coefhi-
cients dans k, F, = k((w)) son corps des fractions.

Dans [9] le groupe métaplectique GL, est construit comme une extension
centrale non-triviale du groupe GL,(Fy) par {1}

1—>{+1} — > GL(F,) —> GL,(F) —>1.
L’extension &T(Fw) est définie par une loi de groupe sur le produit
GL,(Fg) x {£1}
(9,2)(g",7") = (99, 22"x(9,9)),
ou x est un certain 2-cocycle, ce qui veut dire qu’il vérifie I'identité

v/ 1

x(g',9")x(99',9") " x(9,9'9")x (9,9 ) = 1,
qui traduit 'associativité de la loi de groupe.

Proposition 3.1.1.1. (cf. [9, Proposition 0.1.2]) L’extension centrale ﬁT(Fw)
est scindée au-dessus de GL,(Og).

On a une section canonique x* de l'extension GL,(Fg) au-dessus de
GL,(O4) qui s’écrit k*(g) = (g, k(g)) pour une certaine application

K1 GL(Op) — {£1}

qui satisfait les relations suivantes (c.f [12, lemme 2]) :

23
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L El7, (Fo)nGL(0w) = Klw, = KN, (Po)naL,(0.) = 1 (ceci détermine « de
maniére unique).

2. k(g9192) = r(g1)k(g2)x(91,92) (91,92 € GL(Ox)).

o o) <o (l, "] ([ ]t

Dans le cas r = 2 Kubota ([10, p. 19]) a montré que

a b i
(g) = [c,deg(g)} <9=<c d),C#O,ch(’)w)

1 (c=0o0uce0f),

ou [.,.] est le symbole de Hilbert.

En remplacant le symbole de Hilbert par le symbole modéré dans la
définition de y (on note encore x le cocycle ainsi obtenu), on obtient une ex-
tension é\inKp(Fw) de GL,(Fy) par k*. Le symbole de Hilbert peut s’expri-

mer en termes du symbole modéré, de sorte que cette extension GL, xp(Fx)
permet de retrouver celle ci-dessus.
Le nouveau 2-cocycle x est bien défini par la proposition suivante.

Proposition 3.1.1.2. ([12, p. 112]) Soit ¢ € GL,(F). D’apres la décom-
position de Bruhat, on écrit g = nymns, ot ny, ng € N, et m € T, W,.(F)
(m est uniquement déterminé). On note B(g) = m. Soit {.,.} le symbole

modéré, i.e. {f,g} = (—1)"())v9) g:é;; (0). On a alors :
Lox(tt) = [[{t. 1}
1<J
ou t = diag[t;] et t' = diag][t]].
2. x(w,w') =1 (w,w' € W,).
3. x(t,bw)=1 (weW,, teTl(Fg)).

4wl t) = (t b} L Ldet(1),

ol « est la matrice de la transposition (¢,¢ + 1).
5. x(ng,g'n') = x(9,9")  (n,n" € No(F)).
6. x(t,9) = x(t, B(g))  (t € Tr(Fx)).

7. La formule de loc. cit. 0(sq,9) = 0(R(sag)R(g)) doit en fait étre cor-
rigée en x (o, g) = x(B(ag)B(g)~!, B(g)), comme on le voit en la com-
parant avec la construction de Matsumoto du groupe métaplectique
dans [9, p. 40].
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Pour comprendre géométriquement 1’extension évLKp(Fw), on la com-
pare & une autre extension due a Arbarello, De Concini et Kac (ACK), dont
la définition est plus géométrique.

3.1.2 Le symbole (A|B) (cf. [1])

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. On note A V = A“™VY (V)
la puissance extérieuse maximale de V. Soient (v1,...,v,,) une base de V et

(v],...,v}) sa base duale. L’élément v3 A - - - A vy, est une base de A V et on

r m

normalise I'identification (/A V)* ~ A V* de telle sorte que (v1 A -+ Avpy)" =
vl A--- Ay, soit sa base duale.

Proposition 3.1.2.1. Soit 0 — V — V” — V' — 0 une suite exacte
d’espaces vectoriels de dimension finie. On a des isomorphismes canoniques

sV, V) : AVe AV = AV
oV V) AV o AV = AV,
définis par
SV, VY01 A Ay @ U, Ao AUL) =01 Aves Ay AVL A -+ A0,
SV VYW A AL, @ULA - Avp) =0, Ao AV, AVLA -+ A v,

ol (v, ..., vm) (resp. (v],...,v})) est une base de V (resp. de V') et 17’1, .

sont les préimages dans V" de v},...,v),.

D’apres Deligne ([4]), pour éviter les problemes de signes, on va considérer

dim(V)

AV comme l'espace vectoriel gradué A\ V placé en degré dimV, qui

est muni un isomorphisme de symétrie

AVe AV S AV e AV

par la regle de Koszul (I'isomorphisme évident est multiplié par (—1)
La suite exacte 0 — V — V& V' — V' — 0 donne alors un diagramme
commutatif :

dim V. dim V’)

AVe vy A ve AV

ll lKoszul

~

ou l'isomorphisme A(V & V') = A(V' @ V) vient de l'isomorphisme de
symétrie Va V' S V' eV
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Définition 3.1.2.2. Soient V' un espace-vectoriel et A, B deux sous-espaces

de V. On dit que A et B sont commensurables (et on note A ~ B) si et

seulement si dim (’j‘g—g) < 0.

On s’intéresse au cas ou V = F. et A, B sont deux OL -réseaux. Il est
clair que A ~ B. On a donc dim(A/AN B) < oo et dim(B/AN B) < oo.

Définition 3.1.2.3. Soient A, B deux O -réseaux. On définit la droite
(41B) = (\4/anB) @ (\B/ANB).

Clairement (A|B) ® (B|A) X'k, et si A= B, on a (A|B) = k.

Proposition 3.1.2.4. Soient A, B,C, D des O -réseaux.
— On a un isomorphisme de permutation évident

(AlB) ® (C|D) — (C|D) @ (A|B).

Pour éviter le probléeme de signe, on va voir (A|B) comme une droite
graduée placée en degré [A: B] = dim(A/AN B) —dim(B/AN B), et
on redéfinira I'isomorphisme de symétrie :

(A1B) ® (C|D) — (C|D) @ (A[B),

en multipliant le morphisme évident par (—1)I4BlICP] (rpgle de Kos-

zul). On notera Sym® I'isomorphisme de symétrie ainsi obtenu.
— On a un isomorphisme canonique de contraction

B (AB) ® (B|C) = (A|C).

On renvoie a ([1, §4]) pour la construction S a l’aide de I'isomorphisme
¢ de la proposition 3.1.2.1.

3.1.3 L’extension de ACK

Lemme 3.1.3.1. Soient g € GL,(F5) et L un O -réseau. Il existe alors un
isomorphisme canonique :

can

7 (O5l90%) = (LlgL).
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Démonstration. L’isomorphisme ~ est défini par le diagramme commutatif :

(LlgL) =——— (LlgL) @ (O |L) @ (L|Og)

TSym’

v (O%|L) © (LlgL) ® (L|Og)

(O5190%) — = (O |L) ® (LlgL) ® (9Ll90%)-
0

Arbarello, De Concini, Kac associent & chaque g € GL,(F) une droite
Dy := (OF,|gO7,). Cette contruction fournit une extension centrale de GL, (F)
par k*

1=k — (’}TJ;(Fw) — GL,(Fg) — 1.

Le groupe G/:i; (F) est formé des éléments

{(g,v)lg € GL(F), v € Dg — {0}}

et est muni de la loi de groupe (cf. [1] pour la vérification de I’associativité
et de l'inverse) définie par I'isomorphisme de multiplication :

B
Dy @ Dy = (0%190%) @ (90|99’ OF,) = Dyqr.
La restriction de cette extension & SL,(F) est celle de Beauville-Laszlo [2].

Remarque 3.1.3.2. Soit &’ une extension finie de k. On note O = k'[[w]]
et F son corps de fractions. On a aussi une extension de ACK

1 — (K)* — GLL(FL) — GL.(F.) — 1,

comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier ou &’ = k. En poussant
cette extension via le morphisme de norme N/, k'™ — k on obtient une
extension métaplectique de GL,(FL) par k* : 1 — k* — N*é\ilr(Fq’D) —
GL,(FL) — 1. Cette extension est aussi obtenue en associant & chaque
g € GL,(FL) la droite D'y = (OL"|gOL" )k (ot OL" et gO." sont vus
comme k-espaces vectoriels).
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D’apres la définition de Dy, on a D(g) “k, Vg € GL,(Oy), de sorte
que cette extension est scindée canoniquement sur GL,(O), i.e on a le
morphisme de groupes

CL(O) = GL(Ox) g+ (g,1),

ou 1 désigne le préimage dans D, de 1 € k par I'isomorphisme canonique
D, ~'k, Vg € GL.(Ox).

Lemme 3.1.3.3. Soit n € N, (Fy), il existe alors un OL -réseau M tel que
nM = M.

2 2
01 ny .. ng

Démonstration. Supposons que n = . On considere le O -

o .. i
réseau M de la forme M = diag(fi,...,5r)OL. On a alors

/Blow + n%/BQOw + nil),/BSOw R n}"ﬁrow

62(97} + n%ﬁ?»ow + -+ n%ﬁrow
nM = .

frOz

On choisit les 5; € Fy, de telle sorte que a v(B;—1) < v(B;), Vi =2,...,r.
Cela implique 5;0» + E§:i+1 n;'ﬂj(’)w = 3,0, Vi. On en déduit : nM =
M. O

Lemme 3.1.3.4. Soient M, M’ deux OL -réseaux tels que nM = M et
nM' = M’. Le diagramme

(M{nd) (3.1.3.1) (M)
évm Afn
k.

est alors commutatif.

Démonstration. On peut supposer que M’ C M (comme on le voit en
considérant le réseau M"” = M N M", qui vérifie lui aussi nM” = M").
L’assertion résulte immédiatement du fait que I'automorphisme (M’|M)
L (nM'|nM) = (M'|M) est I'identité. Ceci résulte du fait que Pautomor-
phisme xn de M /M’ est unipotent. O
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D’apres le lemme 3.1.3.3, on peut choisir un O -réseau M qui satis-
fait nM = M, ce qui induit un isomorphisme D, g (qui est l'isomor-
phimse composé de D, 31pd (M|nM) et de (M|nM) k). On note 0,
Iimage réciproque de 1 € k dans D,, par cet isomorphisme. A l'aide du
lemme 3.1.3.4, on voit que 0,, ne dépend pas du choix de M.

Lemme 3.1.3.5. La fonction oy : Ny(F) — N'(Fg) n +— (n,0,) est
un morphisme de groupes, i.e I'extension de ACK est scindée au-dessus de

N, (Fy).

Démonstration. Soient n,n’ € N,(F). On choisit M = diag(B, ..., )OL
tel que v(B;) < v(Bir1), de telle sorte que : nM = n'M = nn'M = M.
Le lemme résulte immédiatement de ((OL|M) @ (nM|nOL)) @ (OL|M') @
(nM'|nOL)) X' ((OF|M) @ (nn'M|nn/OT,)) (a laide de Iisomorphisme
canonique D,, = ((O7|M) ® (nM|nO~)) du lemme 3.1.3.1, ici avec g =
n). O

3.1.4 Construction geométrique du groupe métaplectique

En utilisant la construction de ACK ci-dessus dans le cas r = 1, on
obtient aussi une extension centrale

1 — k* — GL;(Fs) — GLy(F) — 1.

On note det*((/}lel(Fw)) I'image réciproque de cette extension par le mor-
phisme de déterminant det : GL,(Fw) — GL1(F). Dans le groupe d’exten-
sions H%(GL,(Fy), k") (dont la loi de groupe sera notée additivement), on
considere la classe d’équivalence det*((f;‘rvL;L (Fw)) — ﬁ;(Fw) C’est la classe
d’équivalence de ’extension

GLgeo(F) = {(g,v)|g € GL.(Fg), v € Ag — {0}},

ot 'on note Ay = Dgeg(g) @ D;@(fl). Les scindages de C/%\i; (F) au-dessus de

N, et K, définissent encore des scindages de GL; geo(Fw) au-dessus de N,
et K,.

Remarque 3.1.4.1. Comme pour I'extension ACK, soit k' une extension
finie de k. On note O, = K/[[w]] et FL son corps de fractions. On a aussi
une extension métaplectique géométrique

1= (K)* = GLygeo(FL) = GL(FL) — 1,
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comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier ol &’ = k. En poussant

cette extension via le morphisme de norme Ny, : &' * — k on obtient une

extension métaplectique de GL,(FL) par k* : 1 — k* — N,GL; geo(FL) —

GL,(FL) — 1. Cette extensmn est aussi obtenue en associant & chaque
. ®-1

g € GL,(F) la droite A} = det( ) Ok D,

Théoréme 3.1.4.2. CA%ir,geO(Fw) et G/\ir,KP(Fw) sont isomorphes.

Pour montrer ce théoreme, on va construire une section ensembliste sge, :

GL,(Fg) — CL, seo(Fw). Ensuite on associera a cette section un 2-cocycle
Xgeo : GLr(Fr) x GL,(Fg) — k*, défini par

(Idy, Xgeo (9, 9/)) = Sgeo(Q)SgeO(Q/)/SgeO(gg/)-

Le théoreme 3.1.4.2 résultera de 1’énoncé plus précis
Xgeo(g’ g,) = X(ga g/)'

Construction 3.1.4.3. (La section ensembliste s’ : GL,(Fp) — GL, (F)).

Soient (e;); la base canonique de F. et (ef); sa base duale. On note
wj = wle; et w]” = wle}. Soient t = diag(ty,...,t,) € Tr(Fy) et w € W,.
Smt n> 0 ¢ QZ tel que @w"O,, C O N tw(’);, par définition on a un
isomorphisme canonique

can

Dy = (OL[twOr) = (O [tOL) /\(9 /@"OL)* @ (/\ tOL /=" OL,).
On choisit (Aj_; Aj=; lwl)r @ AL, Nj—y(i;) @i comme base du facteur

de gauche et on note 04, son image remproque dans Dy, par I'isomorphisme

ci-dessus. L’élément 04, ne dépend pas du choix de n. En prathue on no-

tera “=" au heu de I'isomorphisme canonique, i.e 34y = (Aj_; /\] 1 5 )

/\z 1 /\] =v(t; )

Soit g € GL ( F), a l'aide de la décomposition de Bruhat, on a g =
nB(g)n’. En utilisant le scindage au-dessus de N, (Fy) de l'extension de
ACK et lisomorphisme de multiplication, on obtient lisomorphime cano-
nique D, ~'D B(g) (c'est T’ 1somorphlsrne compose de Dg ~ Dn®D B(g) @D
et de Dy, ® Dp(g) ® Dy 'k ® Dp(g) ® kX DB(g)). On note 0, I'image
réciproque de dp(y) € Dp(y) dans D, par cet isomorphisme.

Lemme 3.1.4.4. 9, ne depend pas du choix de I'écriture g = nB(g)n’
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Démonstration. On suppose que g = n1B(g)n} = naB(g)n,. On note 0; (1=
1,2) I'élément de Dy défini comme ci-dessus relativement aux deux écritures
de g. D’apres la définition, on a 9y =0, ® 0p(y) ® US 1

On adg =07 < 07 ® 0, ®Dp(g) = Vp(g) ®py, ®D,; . Comme oy est

un morphisme de groupes (cf. le lemme 3.1.3.5), on a 35, ' ® 0y, = [
1

et 0, ® 0?3;1 = 0yt On note n = ny-ny et n' = nhn/7'. Le lemme
résultera immédiatement du fait que I'image de 0,, ® 04, dans Dy, par
I’isomorphisme canonique D, ® D, — D, et celle de 0y ® 0, dans
Dy par lisomorphimse de Dy, ® D,y — Dy sont identiques quand
ntw = twn’, ce qu’on va maintenant démontrer. Plus précisement on va
montrer que ’automorphisme D4y, < Dy < Dy €st trivial.

Soit M = diag(p1,.-..,Br)OL tel que v(B;) < v(Bit1) (de telle sorte
que nM = n'M = M). Comme ntw = twn', on a ntwM = twn'M =
twM. Comme dans la démonstration du lemme 3.1.3.4, "'automorphisme
(M|twM) =5 (nM|ntwM) est trivial. On note u # 0 une base de (M |twM)
(donc u = (xn)(u)) et v # 0 une base de (OL|M). D’apres la définition
I'image de u dans D, par I'isomorphisme canonique (M |twM) < Dy, &
Dyt est 'image de v @ (xn)(u) ® (xntw)(v*) € (OL|M) @ (nM|ntwM) @
(ntwM |ntwOL,) par I'isomorphisme de multiplication. De méme, l'image de
u dans Dy est Pimage de v @ u @ (xtwn')(v*) € (OL|M) @ (M|twM) ®
(twn' M [twn’ OL)) par I'isomorphimse de multiplication. Par ailleurs, comme
ntw = twn’ et u = (xn)(u), on obtient v ® (xn)(u) ® (Xntw)(v*) = vVRUR
(xtwn')(v*), ce qui achéve la démonstration du lemme. O

La section ensembliste s’ : GL,(Fg) — ﬁ;(Fw) est alors définie par
s'(g) = (9,04). On note x'(g,4¢") := 5'(9)s'(¢")/s'(gg’) le 2-cocycle associé
a s’. On note dy * 9y I'image de 9y ® 0y dans D,y par Iisomorphisme de
multiplication Dy & Dy — Dy

Lot T t; O\
Lemme 3.1.4.5. 1. \/(t,t/) = (—1)2i<; vE)v(E) H (wv(ti)) (0)
ou t = diag(t;); et t’ = diag(t});. -
2. Y (w,w')y =1 (w,w' € W,).
3. X (tbw)=1 (weW,, teT (Fg)).
4. ¥/ (o, t) = (=1)P)vlten)
ol « est la matrice de la permutation (¢, + 1) et t € T,.(Fy).
5. X'(ng,gm') =x" (n,n' € N;(Fx))

6. X'(t,9) = X'(t,B(9)) (t€ T, (Fw))
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Démonstration. 1. On rappelle la définition du morphisme canonique de
multiplication sur 7, (Fg) :

Dy ® Dy " (0L [tOr) @ (tOL [t Or) — = Dy,

Soit n € 2Z tel que n > max{v(t;),v(t;),v(t;) + v(t))}, Vi. On a
tOL Jw™"tOL, = @;_1t;0%/w"t;O. Cela nous donne une base wg

de tOL, /w" O, ot i varie de 1 & r et olt j varie de v(t;) an—1+wv(t;).

i=1...1 i=1...1
La matrice de passage de {wf } A {twf } est
j=v(t;)..n—1+v(t;) j=0..n—1

la matrice carrée Mat = diag(Mat;) de taille nr, ou

Mat; = de taille n.
—it7(0)

On a aussi tt'OL /w™tOL, = ®]_1t;t;Or/w"t;Oy. Cela nous donne une
N i=1..r

base {wq } de t'Or /w"tOL . La matrice de passage
' j=u(titl). n—14u(t) w/ w passag

.y i=1...r . .y i=1..r . ;
de {wi } a {tw{} est la matrice carrée
J=v(tit;)..n—1+v(t;) j=v(t})..n—1

Mat’ = diag(Mat;) de taille nr — Y7, v(¢), o

Mat'; = ) . de taille (n — v(t;)).
Sty (0)

On a (on se contente de faire le calcul dans le cas ou v(t;) > 0, le cas
général étant laissé au lecteur) :

wens = (AA=) oA A o (A=) AN =

=1 j=v(t;) i=1j=1 i=1 j=u(t])

r n—1 .* r n—1 r n—14wv(t;) ‘ *
,/\, wf) ®/\ /\ w®detMat (A /\ wf) ®

i=1j=v(t;) i=1 j=uv(t;)

Il
7N
<

Il
-
<
Il
-



3.1. LE GROUPE METAPLECTIQUE LOCAL 33

e ZKJ(“ v(t;))v(t;) ron=lio(t) *
(/\/\ ) det(Mat) (/\ /\ WZ> ®

i1=1j5=1 =1 j=n
T n—1
® /\ /\ tw!

Z—lj:v(t;)

ronel \T Sics vt [ ortet) -\
_ j (=1)%i<i ’ j
B (/\ / w’) © det(Mat) /\ /\ @)@

1=1j=1 =1 j=n

r n—1+wv(t;)

® det(Mat') /\ /\ w?

i=1 j=u(t;t])
) i (nmv(t))v(t) (1)< j (v (ttg)v(ti) ’
(-1) (-1) det(Mat")
X
det(Mat)

(AN=) e h N =

i=1j=1 i=1j=uv(t;t})

= (—1)Zi<s vt )H det(Mat;) Matl) 2
1 det(Mat';)

(k) v(t) tz v(tb
_ ()T “J)H(Wm) (0)-0ur-
=1

tt!

wov(ti)

>v<t;> o

2. Les assertions (2) et (3) résultent immédiatement de la construction
de la section s'.

3. En notant “t = ata™! € T}(F,), on a

On en déduit x/(¢,#/) = (—1)>i<i "G TT <
i=1

r n—1 r n—1 )
Datzaata:(/\/\w >k®/\ wzj
i=1j=1 i=1 j=0(ta(i))
D’autre part, on a alors :
r — r n—1
oo = (ANostr e A ost
i=1j=1 izlj—v(t-)
r n—1 r
= (/\ Toi)” ® [\ /\ Ty
i=1j=1 =1 j=v(t;)
= /T\ /_\ (n v(te))(n—v(tet1)) /\ /\ wz
i=1j=1 i=1j= v(ta(1))

= (_1>U(t2)7)(ttz+1)aat
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Par conséquent, on a : x/(a,t) = (—1)vE)v(ter),

4. En utilisant la propriété de 2-cocycle x'(g1, g2)x' (9192, 93) = X'(91, 9293)
X' (92, 93), le point (5) résulte immédiatement de x'(n,g) = x'(g,n') =
1, Vg € GL,(Fx). On montre que x'(n,g) = 1 et 'autre est pareil.
Soit g = nytwnsg, d’apres la construction on a s'(g) = s'(n1)s' (tw)s' (n2)
et §'(ng) = §'(nn1)s (tw)s'(n2). Comme s'(n)s'(n1) = s'(nn1), on ob-
tient s'(n)s'(g) = s'(ng), i.e X'(n, g) = §'(n)s'(g)/s'(ng) = 1.

5. Soit g = n1B(g)ng, on a tg = ntB(g)n2 = nB(tg)ns. On a

SW)sg) = &5 (m)s(B(g))s (n2)
= (tn1,04m,)5 (B(9))s' (n2) (comme x(t,m1) = 1)
— (nt,0,)5 (B(9))s' (n2)
— §/(n})/()5'(B(g))s(n2) (comme x(nf,t) = 1)

/

xX'(t, B(g))s

t, B(g))s'(n)s'(B(tg))s'(n2)
= X/(t7B(g) )

)s'(

)s'(tg

Par conséquent, x'(t,g9) = X'(t, B(g)).
O

Construction 3.1.4.6. Soit ¢t = diag(t1,...,t,) € T,(F5). On a alors un
isomorphisme canonique
can ®th

défini comme suit.

Soit n > 0 € 2Z tel que : w"Oy C ;05N Oy, Vi € {1,...,n} et
w"OL C tOL N OL. On a les isomorphismes canoniques :

Dy, & (0|7 02)@ (=" O |t:0) = ( /\((’)w/w"(’)w)>*® A (t:0=/="0s),
Dy & (05150 )@(5" 0 t:02) = ( \(0%/7°0%)) @ \(105/="0%,).

En utilisant la suite exacte : 0 = ;04 /w"Op — @3:1 tj0x/w"Op —

@;;11 tjOx/w"Ox — 0, on a l'isomorphisme canonique :

i i—1
A B t0/m"0= | &N [ @D t0=/"0x | © \(t:i0m/w"0x),
j=1 j=1
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ot ¢ = QD) 10w/ " O, 1,0 /" O).
En utilisant la suite exacte : 0 = O /w"Oyp — @;:1 On/w" Oy —

@1 Ox/w"Ox — 0, on a I'isomorphisme canonique :

i , i—1
A B O=/=0= | &N | D 0=/m"0 | & N\(O=/="0),
j=1 Jj=1

olt ¢ = ¢(B'_} O /7" Oz, O /" O3,

Par ailleurs, on a I'isomorphisme canonique :

®i=1 [(A(Oz/7"0x))” @ \(tiOz/w"Ox)]

|

Qi1 (NO=/7"0z))" @ iy A(tiOx/="Ox),

(comme on utilise la régle de commutation de Koszul, c’est I'isomorphisme
T 1—1
évident multiplié par (—1)%i=2™ 2= (=vt) — 1))
Par conséquent, en utilisant les relations tOL /w"OL = @;_; ;0 /w" O,
et O /w"OL = @;_| Ox/w" Oy, on obtient le diagramme

Qi1 (N0 /5"00))* @ \(t:0w /7" 0x)] ——> @', D,

|

®§:1 (/\((’)w/w“(’)w))* ® ®§:1 A(tiOx/w"Og)

|

(A 05 /="0g))" ® \N(tOg, /=" Or,)

ou ¢ = (¢;o---o¢’2)®(¢ro---o¢g).
Soit tw € T, W, (Fy), ou t = diag(ty,...,t,) € T,(Fy). Clairement, on a

Dta

Avw X" Homy(Dyw, Det(tw))-

On définit alors &y, comme l'isomorphisme rendant le diagramme suivant

(3.1.4.6) x (_I)Ei<j v(ty)v(t;)
Dy = Dy can ®;“:1 Dti ®::1 Dtr+1—i
6tw lu
Dget(tw)y = Daet(t) Dget (1)

K (=) Zhm = De )+ T vt e(E)
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commutatif, ou 'isomorphisme p est 'isomorphisme composé des isomor-
. .. . ‘ s , N i
phismes de multiplication DH;S trry ® Dy, = DH;;HtTHﬂ,, cad pu =
[11 00 flp 1.
Soit g € GL,(Fz), a l'aide de la décomposition de Bruhat on a g =

. . . can
ntwn’. On a un isomorphisme canonique A, ® Ay, ® A,y =~ A, provenant
du diagramme

An & Atw X An’ — Ddet(n) Y D§71 ® Ddet(tw) Y Dg@;;l & Ddet(n,') & Df?il

|

Ddet(g) ® D;@il <~ (Ddet(n) & Ddet(tw) & Ddet(n/)) ® (Dn ® Dy @ Dn’)®71

ou l'isomorphisme vertical de gauche est I’isomorphisme composé des iso-

morphismes de commutation (la régle de Koszul est ici triviale car D, et
Dget(n) sont des droites graduées de degré 0), et ot Iisomorphisme hori-
zontal du bas est le composé des isomorphismes de multiplication. Puisque
A, % k, Vn € Np(Fg) on a Ay ' Atw. On note d, I'image réciproque de
0t par cet isomorphisme.

Proposition 3.1.4.7. §, ne dépend pas du choix I'écriture g = nB(g)n'.
Démonstration. Elle est semblable a celle du lemme 3.1.4.4. 0

Grace a cette proposition, on obtient une section ensembliste sgeo :
GL,(Fx) — GL; geo (F) définie par

Sgeo(g) = (.ga 6{])

On note xgeo le 2-cocycle associé a cette section. On va comparer Xgeo, au
cocycle de Kazhdan-Patterson et le théoreme 3.1.4.2 résulte alors de la pro-
position suivante :

u(t))

fs u(t)u(t, i’
Proposition 3.1.4.8. 1. Xgeo(t, ') = (—1)2i<i ?() H t/tL’U(ti) (0)
i<j i

ou t = diag[t;] et t’ = diag|[t]].
2. Xgeo(waw,) =1 (w,w’ € WT).
3. Xeeo(t,w) =1 (weW,, tel,).

v(te)
— (1Y) v(be 1) D g g v(t) L
4. Xgeo(a,t) = (1) e tv(tz+1)

14
ol « est la matrice de la permutation (¢,¢+ 1) et ¢t € T,.
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5. Xgeo(n9,9'1') = Xgeo(9,9')  (n,n’ € N,.)
6. Xgeo(l;9) = Xgeo(t, B(g)) (L €T})

7. Xgeo(®, 9) = Xgeo(B(ag)B(9) ™, B(g))
En particulier, xgeo(9,9") = x(9,9')-

Démonstration. On a le diagramme suivant :

5g®5 /
Dy ® Dy — Ddet(g) ® Ddet(g’)

| |

Dgg’ Ddet(gg’) )

gg’

ou les isomorphismes verticaux ci-dessus sont des isomorphismes de multi-
plication.
D’apres la définition de , on trouve

69 = [59]0det(g) X ag@—l )

ot [8,] = (—1)Zi= =Dt T} X'(ITj=sy1tj: i) Le cocycle xgeo est alors
donné par la formule
[04]-[047]-x(det(g), det(g"))

[0g¢']-X' (9, 9")

Xgeo(97 gl) =

Par conséquent, les six premieres assertions de la proposition résultent
immédiatement des six assertions du lemme 3.1.4.5 et de la définition de

Sgeo
On va maintenant donner la démonstration du point (7) de la proposi-

tion.
U

0) ,Id,—p—1), € la matrice

On note mq(u) la matrice diag(Idy_1, (_01
u
diag(Idy—q, ((1) 1{) ,Id,—p—1) et do(u) la matrice diag(Idy—q, —%, u, Idy—p—1).

On note aussi e“, la matrice de transposition de e}, ie e“, =

—Q
. 1 0
dlag(IdZ—h <U 1> aIdT—f—l)'
Soit g = nwtn’, ou t = diag(t1,...,t,). On écrit n = nye, ou n, €

N, (Fg) est telle que le coefficient situé sur la ¢-ieme ligne et la £ + 1-ieme

colonne est nul.

On considére ag = anyeB(g)n’ = n"aetB(g)n'.



CHAPITRE 3. LE GROUPE METAPLECTIQUE

- Siu=0,o0naag=n"aB(g)n, donc B(ag) = aB(g). On voit que

da*0g = O * (On, * Op(g) * Onr)

= Jang * 0B(g) * On/

= Opra % 0p(g) * On/

= Opr * 0o * Op(g) * Op

= Xgeo(®; B(9))0n * 6aB(g) * Onr
= Xgeo(a’ B(Q))5ag

~—
~—

Par conséquent, Ygeo(c, ) = Xgeo(B(ag)B(g9)™1, B(g)).

~ Siw (f) <w 'l + 1), comme B(g) 'e“B(g) € N.(Fy), on a «
n"aB(g)(B(g) te“B(g)n’), de sorte qu'on obtient B(ag) = aB(g).
On a

da x0g = 0a x 0y xdp(g) * O
= Oan * 0p(g) * On
= Onracu * Op(g) * On/
= 577// * (5@63 * 5B(g) * 577/
= Opr % Oq * Ocu * Op(g) * Opy

5n” * (5(1 * 6euB( ) * 5n’

Oprr * Oa * OB (g)B(g)~1et B(g) * On’
Ot % Oa % OB(g) * OB(g)~Ley B(g) * O’
Xgeo (@ B(9))0n * daB(g) * OB (g)-1exB(g)n’
= Xgeo(a, B(g))

Sag

Par conséquent, Ygeo(, 9) = Xgeo(B(ag)B(g9)™1, B(g)).
~Siwi(f) > w4+ 1), et u # 0, on a e’ = my(u)e, 1,/5 Ceci
implique (en utilisant amq (u) = dqo(u))

ag = n"do(w)ey" e Blg)n'

—Q

= 0"(da(u)B(9))(B(g) "' B(g))n'.

Comme B(g)*lel,/;fB(g) € N, (Fg), on a B(ag) = do(u)B(g). On

considere

Oa %0y = Oa * On * Op(g) * Ops
= (5an * 6B(g) * 5n’
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= 5n”aeg * 5B( ) * 571’
= n'de (U)C_uei/u x 5B(g) * 677,’

= 6n”’da(u)el_/s * 5B(g) * 5n’

= 571”’ ES 5da(u)el_/: * 63(9) ES 577,’

= XgeO(da (u), 617/01;)_1

x5n/// * (Sda(u) * 561/“ * 53(9) * 5n/

= Xeeo(da(u), B(e2)) xgeo (¢, B(g)) x

><5n/// * 5da (w) * 561_/uB(g) * 511

= Xgeo(da(u), da(l/u))_IXgeO( f/a ,B(g)) x
X5n/// * 5da (w) * 1) * 5n/

X

B(g)B(g)~te"*B(g)
= XgeO(elf/;La B(9))Xgeo(da(u), B(g))dag-

On calcule Xgeo( B(g)).
Xeeo(e s, B(g)) = xgeo(el wt)
= Xgeo(e w t)Xgeo( —a )/Xgeo(w t)
= Xgoo(wn ™ e w, 1) Xgoo (€', ) /Xgeo (1w, )
Xgeo(w, W e 2wt ygeo (w™ /M w, ) X geo (et w)
B Yol 1~ 1e” ) Xgeo (0, 1)

= Xgeo(el,/;f,w) (comme w™ /uw € N,(Fg)).

On va prouver que Xgeo(ei/u w)=1.0n a 61/5 = eldy(1/u)ael et
1 1/u  1/u

WL W = € (1) 1) € N, (Fy).

— Si v( ) > 0, ie v(l/u) < 0, on a egOr, = Of. Donc 0 1/u =

(AL wie) @ (/\f_w @' (?) ) € (e4OL |etdy(1/u)OL), ot
l
7; est le vecteur uey + ep41 € OL.
¢
On choisit M = EB;U:_; “HOW &' WO, @@;’:w,l(z)ﬂ(’)w, de sorte

1/u
quon a e’ M = M. Donc 0 1/ 0 1/u
(w=1(0+1),w=1(0)) e/ Jw (w1 (e41) w1 (8))

— AN wer o (NG (1)) € worlem «
J4
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1/u r
(wMlwe 1 (o 1) w100 O)-

u -1 u v(u)—1
La matrice de passage de <wi <1> > 3 (iwl <1> )
7 i=—v(u) ¢/ i=0

m (0) * *
0 ) (g) *
est une matrice de taille v(u) : Mat = . * ‘
(') uu(zl) ©)
T p u YW
Ceci implique x ( (W) (0)

w) =
- Siov(u) <0, ie v(l/u) >0, on a e(éqfl(£+1)7w,1(€))0; = 0L, donc

061/u —Dw ®D 1/u =1
e (w_l(e-‘rl) w=1(0))

On choisit M = @Z: On®w WO, & ®i_y4 90w, de sorte qu’on a
—o(u)—=1 —ou)=1 _; [u
e M = M. Donc 061_/5 = (/\i:véu) wlef+1)*®</\¢;}éu) w' <1>£>®

—vlu)— iU " - i —v(u)— i *
(h s (2) ) (Ao @ (A cute) o
(AL erit) € (OLIM)@(esMIesOL)D(e4O leida(1/w)OL)®

(etda(1/u)a0% |clda(1/u)al) @ ® (e MM or).

La matrice de passage de (w'ey -1 A (—uw'ep .:v(u)_l est une
&) i=v(u) 1=0
=50« ¥
. | St
matrice de taille —v(u) : Mat = “
o SO

v(u)
Ceci implique d /. = (;“) (0), de sorte qu’on a

ot (u)

o = (S )U(u) (0).

wv(“)

Par ailleurs on a

l/u e—oz

Xgeo(€ o, w) = =
g o u, X ( lf/ozjv 'LU)
_ vy (U T
= 0 () )
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3.1.5 Fonction s locale

Le scindage k™ de la proposition 3.1.1.1 provient en fait d’un scindage
de l'extension GL, xp(Fx) au-dessus de GL,(Og). Ceci définit une fonction
K GL,(Og) — k* telle que (cf. [9])

£"(9) = (9,6(9)) = (1,£(9))-5(9) , Vg € GL(Ox),

(ont s(g) = (g,1) est la section de GL,.(F5) — GL.(Fy) de Kazhdan-
Patterson).

En termes géométriques, le scindage trivial de (/}VLT,geo (F) au-dessus de
GL,(O4) qui vient de I'isomorphisme canonique

triv: A, = k, Vg € GL,(Og)

coincide avec Sgoo au-dessus des trois sous-groupes 1;.(Og), W, et N;.(Og)
(cf. la premieére condition de la proposition 3.1.1.1) et s’identifie donc au
scindage £*. Par conséquent, on a k(g) = triv/d,.

Remarque 3.1.5.1. En remplagant £ par une extension finie de K de k,
on a une extension de GL,(FL) par (K)* : 1 — (K')* — GLygeo(FL) —
GL,(Fz) — 1. On obtient alors de la méme maniére une fonction ' :
GL,(0L) — (K)*. En composant cette fonction £’ avec le morphisme de
norme Ny, on obtient une fonction £ : GL,(Oy) — k*. Cette fonction

satisfait que g — (g,k(g)) est un scindage de 1 — k* — N*(ﬁmgeo(F;) —
GL,(F.L) — 1 au-dessus de GL,(OL).

A laide de ce point de vue, on obtient une nouvelle démonstration de
la formule pour k de Kubota pour = 2 (on plutét, du renforcement ou en
remplace le symbole de Hilbert par le symbole modéré).

Proposition 3.1.5.2. Soit g = <ch b) € GL2(O4), on a alors

d
1 sic=0ouce O
K(g) = d .
C, W S1No1.
Démonstration. — Sic=0, la décomposition de Bruhat de g est

. 18
g = diag(a,d) <0 ‘i)
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b
Comme g € GL(O4), donc a,d € OF, de sorte qu'on an = <é i) €

GL2(Og) et t = diag(a,d) € GL2(Og). Par conséquent, on a §, = triv,
iek(g) =1.
Si ¢ # 0, la décomposition de Bruhat de g est

(5 e (0.3 %)

— Sice OF, les facteurs de la décomposition de Bruhat de g ci-dessus
sont dans GL2(Og), donc on obtient facilement que §, = triv, de
sorte qu'on a k(g) = 1.

~ Sicg O (iew(c) >0),ona[d,] = (—1)"© (ﬁ) " (0). On va
noter chaque facteur de la décomposition ci-dessus respectivement
(de gauche & droite) n,t, wp,n’. Comme g € GLa(Oy) et v(c) > 0,
on a a,d € OF. Pour trouver 94, on choisit M = O @ @O, (ce
réseau satisfait la condition que nM = M et n’M = M), de sorte
qu’on obtient :

— o

/\ o’ e2)* /\ w! nes)® /\ wjneQ /\ @Ine;
j=—v(c)
v(c) 1 v( -1
/\ w]ntwoeg /\ w]geg
7=0
€ (O3|M) ® (nM|nO2%) ® (n(’);mM) (nM|ntwyO2)

® (ntwoO2 |ntweM) @ (gM |gO%).

On considere le k-espace vectoriel ntwoO2 /ntwoM. Celui-ci est
muni de deux bases : {ntwowjeQ}jzo__v(c)_l, qui est I'image de
{wje;}jzomv(c),l € O2/M par lisomorphisme xntwg, et
{n@ler1}j—_y()..—.1 qui est limage de {w]el}]f_v() 1 €
twoO% /twoM par l'isomorphisme xn. La matrice de passage de
la seconde vers la premiere est la matrice carrée de taille v(c)

;;_62((32 (0) * .. *
—detlo) gy 4 .. *
Mat _ cro—v(c) ( )
_ det(
—detla) (o)



3.2. LE GROUPE METAPLECTIQUE GLOBAL 43

Par ailleurs, on a ntwoM = M (ce qui implique gM = M) et gO2 =
02, donc gO% /gM = O2 /M, de sorte que le k-espace vectoriel
O2 /M est muni des deux bases {wjeg}jzomv(c) et {gwjeg}jzomv(c)
qui est 'image de {@’ea}—0..v(c) € O2 /M par I'isomorphisme xg.
La matrice de passage de la seconde vers la premiere est la matrice
carrée de taille v(c)

d0) x )
_— d(0) + :
d(0)

_ det(Mat')

Par conséquent, on a 9, triv. En utilisant la formule §, =

— det(Mat)
st @5, on . dome ane (s) = {o, iy}

O
3.2 Le groupe métaplectique global
3.2.1 La construction du groupe métaplectique S-global
Soient O := k[w| l'anneau des polynémes a une indéterminée w et a

coefficients dans k, F' = k(w) son corps des fractions. Soit S un ensemble
fini des points fermés de P! (qui seront considérés comme des places de F).
On associe a chaque g € GL,(F) la droite Ag = ®pAg. S(grace a la regle
de Koszul cette définition ne dépend pas du choix d’un ordre sur les places
v), ot Ay, = (O5]gONZP ™! @ (Op|det(9)Ou)k (Oy est I'anneau d’entiers
de F' en place v; O, g0, O, et det(g)O, sont vu comme des k-espaces
vectoriels). Par ailleurs, dans le cas ot S # (), on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.1.1. Pour S # (), soit O(S) Panneaux des fractions ration-
S c,(i/n
i
S cg/n
g

nelles dont les poles sont dans S. On a un isomorphisme canonique D

(O(S)"|gO(S)"). Par conséquent, on a un isomorphisme canonique A

(O(8)] det(9)O(5)) ® (O(S)"|gO(S)")* .

Démonstration. On note L = O(S)"NgO(S)". En utilisant le lemme chinois,
si M C M sont deux O(S)-réseaux dans F" on obtient des isomorphismes
canoniques

M/M' ~ P (M ®o(s) Ou)/(M' @0(s) Ou),
vegS
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d’ou des isomorphismes canoniques

(O(8)'190(s)") = (N\OS) /L) @ (/\ 9O(S)"/L)

*

/\ @(OZ)/(L ®os) Ov) | ®

vgS

12

o | ABWON /(Lo O.)

veES
/!
~ @U%DW : O

En utilisant ce lemme, on obtient de nouveau la définition de la droite
AgS . Cette construction fournit une extension centrale de GL,(F') par k* :

1=k — (/}‘if(F) — GL,(F) — 1.

On va appeler (f}\if(F) le groupe métaplectique S-global. Comme dans le
cas local envisagé dans la partie précédente, cette extension est scindée au-
dessus de N,(F'), et au-dessus de GL,(O(S)). On construit aussi comme
dans le cas local une section ensembliste

sgeo : QL (F) = GL>(F), g (9,6,)-

Pour toute place v de F', on note F, la complétion en v de F, O, son
anneau des entiers et k, son corps résiduel. En utilisant que k, est une ex-
tension finie de k£ on a une extension (qu’on appelle le groupe métaplectique
local en la place v) :

1= k* = N,GL.(F,) = GL.(F,) — 1,

une fonction k, : GL,(O,) — k* (voir ci-dessus pour la définition) et un
scindage &5 : GL(0y) = N.GL,(F,) g = (9, 5,(9))-

D’apres Kazhdan-Patterson, on a I’extension suivante (voir [9, section 2]
pour la construction quand on remplace le symbole de Hilbert par le symbole
modéré) :

l— H;gs ky — H;;gs GL (Fy) — H;gs GL,(Fy) —1,

ou
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- H;es » est le groupe formé des éléments (,)ygs ot z, € kj et x, =1
pour presque tout v.
- H;;es GL, (F,) est le groupe formé des éléments (g,)vgs ot g, € GL,(F)
et g, € GL,.(O,) pour presque tout v.
- H;gs GL,(Fy) est le groupe for/IEé des éléments (gy)ygs ol gy € GL,(F)
et, pour presque tout v, g, € GL,(O,) et g, = £} (gv).
En poussant cette extension via le morphisme H;es ky — k*, (zy) —
[Togs Nk, /x(zv), on obtient une extension de GL,(A%) par k* (ot AS :=
HL&S Fy)
1= k* = GL,(A%) = GL,(A%) = 1.

Proposition 3.2.1.2. On a un morphisme d’extensions :

lﬁk*ﬂé\if(F)HGLr(F)Hl

| e ]

1——>k* — GL,(AS) — = GL,(AS) —= 1,
pour lequel le carré de droite est cartésien.

Démonstration. L’assertion résulte immédiatement de I'identité éir (Fy) ~
GL; geo(Fy) (cf. théoreme 3.1.4.2) et du lemme 3.2.1.1. O

Remarque 3.2.1.3. L’extension globale est triviale au-dessus de GL,(F)
lorsqu’on prend S = 0 (cf.[9, p. 50-51]), i.e GL,(F) := (/ﬁJS(F) est une ex-
tension scindée. On va le voir géométriquement en la reliant au déterminant
de la cohomologie.

Soient C une courbe lisse (connexe) projective sur k, F' son corps des
fonctions rationelles. On note Ag = H;€|C‘ Fy et Op, = HUQC‘ 0, ou O, est
I’anneau des entiers de F,. Soient F, G deux fibrés vectoriels de rang r sur C
munis un isomorphisme générique entre eux (i.e un isomorphisme Flu~Gu
défini sur un ouvert U assez petit).A I’aide de cet isomorphisme on a que
G ®Op, est un Op,-réseau dans F ® A¢ et vice versa, de sorte qu’on définit
(G @ Op, | F ® Op,) comme dans le chapitre 2. On a la proposition suivante

Proposition 3.2.1.4. Il existe un isomorphisme canonique :

det(RI'G) @ (det(RTF))® ! ~ (F® O, |G ® Op,)
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Démonstration. On peut supposer que F C G (sinon, on considére un
troisieme fibré vectoriel H muni d’un isomorphisme générique avec G tel que
HR Oy C(FR®O04, NGRO,,) dans G ® Oy, et est ramené a démontrer
la proposition pour les deux couples (H,F) et (H,G)).

On considere la suite exacte :

0—-F—=G—G/F—D0.
Par conséquent, on obtient la suite exacte longue :
0— HYF) — H°(G) — H°(G/F) — H'(F) — HY(G) — 0.

Elle implique (det(H°(F)))® ! @det(H*(G)®(det(HY(G/F)))® "t @det(H!(F))®
(det(H'(F)))®~! ~ k, de sorte qu’on a :

det(RT'G) ® (det(RTF))®! = (det(H(G/F))® ! =~ (F® Ox, |G ® Op,).
O

En utilisant cette proposition dans le cas ot F = O et G est le fibré
vectoriel associé a g € GL,(F') \ GL,(A¢)/GL(O4,), on a :

det(RI'G) ® det(RTOL)® ™t ~ D,,.

Quand g € GL,(F), on a G ~ O, de sorte qu’on obtient des isomorphisme
. can can
canoniques D, ~ ket Ay ~ k.

Par ailleurs, on a le diagramme commutatif suivant :

Dy ® Dy — (det(RI'G) @ det(RTO5)®~1) @ (det(RT'G') ® det(RITOL)®

Xg’l ixg’

D (det(RTG) ® det(RTOL)® ™) @ (det(RI'G") @ det(RI'G)® L,

99’

o1 G’ et G” sont des fibrés vectoriels de rang r associés & ¢’ et gg’. Alors, le
. can . sp . . ..
morphisme D, ~ k qu’on vient de défnir est compatible avec la multipli-

cation du groupe GL,(F), de sorte qu’on obtient un scindage au dessus de
GL,(F).

3.2.2 Fonction k globale

Clairement, d’apres la construction du groupe métaplectique S-global
on a un scindage canonique % au-dessus GL,(O(S5)) (qui vient de I'isomor-

phisme Ay(S) 'k, Vg € GL,(O(S5))). De plus, on a :
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~ ESi1,0(8)) = Saeopr o)
* —
- ES|WT = 3ge0|W7,
— * J—
Es|n,(0(s)) T Sgeoin, o5y

D’apres [9, proposition 0.1.3], £ est alors un scindage canonique au sens
de Kazhdan-Patterson. On considére donc l'application kg : GL,(O(S5))
— k* qui est définie par :

r5(9) = £5(9)-5(9) ™"

—~ S
(la loi du groupe de GL, (F') étant notée multiplicativement.)
On note g, la matrice g vue comme matrice a coefficients dans F,.
D’apres la proposition 3.2.1.2, on a :

Proposition 3.2.2.1.

ﬁs(g) = Hﬁv(gv) Vg e GLT(O(S))
vgS
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Chapitre 4

Intégrale J

4.1 Somme locale

Pour tout a = (ag,...,o,) € (k*)"', on note 0!, : N(Fy) — Q,
le caractere défini par 6)(n) = U(3 > 7, ami_1,), et a = (op,...,q).
La restriction de 6, a N,(Og) étant triviale, elle induit une fonction 6,
sur N,(Fy)/Ny(Og) & valeurs dans Q. Soit ¢ : k* — {£1} le caractére
quadratique non trivial ({(\) = /\%1, A€ k¥).

Pour chaque ¢ = diag(a1,a2/a1,...,ar/ar—1) € T;(Fg), on considere
I’ensemble fini (cf. [15, proposition 1.1.2])

Yo (t)(k) = {(n,n') € (N,(Fs)/N:(0x))?|'ntn’ € GL,(Og)}.

t

En utilisant le changement de variable n +— ‘n” = won~lwy, I'intégrale

orbitale J de Jacquet-Mao peut s’écrire :

Jo(t,a) = Z ﬁ(wotn”tn)ﬁ/a(wgtn"wo)Q’Q(n')
(n"',n") €Y (t) (k)

= Z £(wo'ntn) 0 (wo nw )0, (n').
(n,n/) €Y (t)(k)

L’ensemble Y (¢)(k) est de maniére naturelle ’ensemble des points a
valeurs dans k d’une variété algébrique Y (¢) de type fini sur k. Cette variété

49
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est munie d'un morphisme hy, : Y (t) — G, défini par
T T 1
h’g(n, n') = Z §res(ar+2_mr+1_,;,Hg_idw) + Z §res(am;_17idw)
i=2 1=2
1
= 21res(al(nZ 1i + 1y ;)dw).
=2

et d’'un morphisme k : Y5 (t) — G,, quon va maintenant construire (la
fonction k : Y (t)(k) — {£1} est alors définie par kK = ( o k).

Construction 4.1.1.1. Soit R une k-algebre. On note O5 g = O @), R et
Fo r = Fp ®; R. On va géométriser la fonction £ a 'aide des résultats du
chapitre 3.

1. Soit g € GL,(F% r). On va définir une R-droite (plus précisément un

R-module inversible) associée a g. Pour cela on a besoin du lemme
suivant :
Lemme 4.1.1.2. (cf.[6]) Soient M et M’ deux O p-réseaux dans
F g tels que M "C M. Le R-module M /M’ est alors localement libre.
Soit g € GL,(Fm,r). On choisit un O gréseau M tel que M C
9O rNOL 5. En utilisant le lemme 4.1.1.2 ci- dessus, g(OL p)/M et
O, 1% /M sont des R-modules localements libres. On considéré alors les
puissances extérieures de degré maximal A\(g(Or, r)/M), A(OL, p/M)
et on note Dy g la R-droite

( k) = (O r/M)* ©r \(9(OF 5)/M).

Cette définition ne dépend pas du choix de M. En partlculier, pour
g € GL, (O r) cette droite est canoniquement trivialisée.

Comme dans le chapitre 3, on pose Ag g = Dgey(g),r @ D?El.

2. On trouve une trivialisation naturelle de A, r pour n € N,(Fg r), a
I’aide des deux généralisations suivantes des lemmes 3.1.3.3 et 3.1.3.4
(les démonstrations données plus haut s’étendent sans probleme).

Lemme 4.1.1.3. Soit n € N,(Fg r), il existe alors un O p-réseau
M tel que nM = M

Lemme 4.1.1.4. Soit n € N, (F5 g).Soient M, M’ deux OF p-réseaux
tels que nM = M et nM' = M'. Le diagramme

(3.1.3.1)

(M|nM) (M'InM")

k.
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est alors commutatif.

3. On construit une base dp(wot) de Ayyr,r en prenant la construc-
tion 3.1.4.6.

4. Comme A, tn/ TA,® Ayt @ Ay, on obtient une base dr(nwotn’)
de Aot r €6 on pose k(nwotn') = dr(nwotn’)/triv pour nwotn’ €
GL,(Fz R).

La fonction k : Y (t)(R) — R* est définie par (n,n’) — r((wo'nwo)wotn’).
Comme la construction ci-dessus commute au changement de base et généralise
celle du chapitre 3 (dans le cas ou R est un corps) on obtient bien un mor-
phisme & : Y (t) = Gp,.

On note Y (t) = Yo (t) @ k. Soit L¢ le faisceau de Kummer sur G,
associé au revétement G,, — G,,, * — z° et au caractere non trivial ¢ de
{£1}. D’apres la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a :

Jo(t,a) = Tr(Fr, RT(Y o (t), W o Ly @ £°Le)).

4.2 Somme globale

Comme pour l'intégrale I, on ne connait pas explicitement RT'.(Y (),
WLy @K L) car la variété Y (¢) est trop compliquée, donc on a besoin de
globaliser. Dans cette partie, on va introduire deux définitions de I'intégrale
J globale. La premiere utilise les intégrales locales et la propriété de multipli-
cativité et la deuxieme est géométrique. Bien entendu, ces deux définitions
donnent le méme résultat (voir le lemme 4.2.1.4).

1. Premiere définition
On rappelle que O = k[w] est 'anneau des polynémes en une variable
w a coefficients dans k, et I’ est son corps des fractions. Pour toute
place v, O, est le complété de O en v, F), est son corps des fractions,
et ky est son corps résiduel. On note t, 'image de t dans 7T,.(F}).
Soit t = diag(ai,az/a1,...,ar/ar,—1) ou a; € O — {0}. Désormais,
on note Y,(t) = {(n,n) € (N.(F,)/N.(O,)?|'nt,n’ € gl.(O,)} et
Q/Q(nv) =y, aitrkv/kresv(ni_lvidw)).
Pour toute place v fa,, on pose

Jp(t, ) = / fU(wotntvn')eg(wotnwo)%(n’)dndn',
Ny (Fy)XNyp(Fy) -
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t ty l . t ty ! GLT Ov
ot fy(wo'ntyn') = {g(ﬁv(won " Zn:in e ( )

En utilisant que a, € O} implique ‘N, (F,)t,N.(F,) N GL.(O,) =
ENG(Fy)ty Ny (Fy) N gl.(Oy) (cf. [15, proposition 1.1.1]), on peut aussi
écrire :

Ju(t,a) = Z Q(@U(wotntvn'))Gla(wotnwo)ﬂlg(n').
(n,n/) €Yo (t)

Pour toute place vl|a,, on pose
Ju(t,a) = / Igt, 0, (wo'ntyn )05 (wo' nawe) 8, (') dndn’,
Np(Fy)xNp(Fy) =

ou Iy (0,) est la fonction caractéristique de I'ensemble gl,.(O,). Cette
intégrale s’écrit aussi :

To(ta) = > Os(wo'nwo)dl,(n).
(n,n')EYy(t)

Définition 4.2.1.1. On introduit I'intégrale orbitale J globale :

JV(ta) =[] ot ).
VF£00

Lemme 4.2.1.2. Siv )(H::_ll a;, alors Jy(t,a) = 1.

Démonstration. D’apres [15, corollaire 1.1.5], Y, (¢) est réduit a 1’élément
(n,n') = (Id,, Id,) (car a; € O Vi€ {1...,r —1}. Donc

Jv(t,g) — {C(’iv(wotv)) si v /rar

1 si vlay.

Siwv 1 ap on a alors t, € GL.(O,). En utilisant la propriété de la
fonction k,, on a :

@v(wotv) = ﬁv(wo)ﬁv(tv)xv(wo’tv)

= Xv(w07 tv)

A T’aide de la formule de définition de 2-cocycle x,,, on a : X, (wo, ty) =
1. Par conséquent, J,(t,a) = 1. O
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2. Deuxieme définition :

Soit t = diag(ai,az/a1,...,ar/ar—1) ot a; € O — {0}. Pour tout z €
F, sres(xdw) est la somme des résidus en tous ses poles a distance
finie (c.a.d en les points de Spec(Q)). On notera ¥ le caractere de
F défini par ¥(z) = (sres(zdw)). Pour tout a € (k*)"', on note
0y : No(F) — @Z le caractere défini par 6, (n) = \I/(% Yoo QiMi—1).
Sa restriction a N,(O) étant triviale, elle induit une fonction ¢/, sur
N,(F)/N,(©) & valeurs dans Q.

On introduit la variété de type fini Y (¢) dont I’ensemble des k points
est

Y(t)(k) = {(n,n') € (N:(F)/N(0)*'ntn’ € gl,(O)}.

Cette variété est munie d’un morphisme

1 s
hy(n,n') = 3 Z agsres((ni—1,i +nj_q ;)dw),
=2

et d’'un morphisme & : Y (t) — G, défini par

ﬁ(n,n'): H ﬁy(wotnvtvn;)a
ol T2,

ou les fonctions k, sont celles définies dans la section 3.2.
Définition 4.2.1.3. On introduit 'intégrale J globale :

JA(t,a) = Z C(E(wo'ntn')) 0 (wo nwo) 6, (n').
(n,n')€Y (t)(k)
Proposition 4.2.1.4. Lorsque pged(ay, H:;ll a;) = 1, les deux définitions
dans 4.2.1.1 et 4.2.1.3 donnent le méme résultat.

Démonstration. On rappelle que supp(t) = Spm(O/ [[/=; t;).

D’aprés le lemme 4.2.1.2, on a : JW(t,a) = [Toesupp(r) Jo(t: ).

D’apres la propriété multiplicative de la fonction s globale et [15, proposition
1.3.2 ona: JA(t,a) = [oesupp(ty Jo(t: @)

Par conséquent, on a : JV(t,a) = JA(t, ). O
On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k & k. On
définit les triples (Y (£), hyy, &) et (Yy(t), hiy s £,), 0t v € Spm(O) comme on
a fait pour le cas local (4.1). On note encore supp(t) = Spm(O/
[T/Z! @;:0). En utilisant s(wotntn’) = [Toesupp(t) &, (wolnytynl), on a une
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forme cohomologique de la proposition 4.2.1.4 (cf. [15, corollaire 3.2.3] pour
la démonstration) : quand pged(a,, H::_ll a;) =1,

RE (Y (), WLy @ 6°Le) = Q) RLe(Yo(t), Wy, Ly ® KLL).
vEsupp(t)

Ar
> ar—1

taires dont on fixera les degrés d; = deg(a;). On note Vy = {(a1,...,a,) €
Qa |pecd(TT=} ai,ar) = 1}. Le triple (Y (t),h,,x) se mettent en famille
de sorte qu’on obtient une variété Y; de type fini sur £ munie de trois
morphismes f) : Yy x GLil — Vy x Gl bl Yg x GI7Y — G, et
g Yax Gl — Gy, tels que Y (£) et RUc(Y (£), W, Ly @ £* L) sont respecti-
vement les fibres en (¢, @) € (Vg x G771 (k) de f) et de Rf;j!(h’:;[@ QKGLe).
En précisant, on a :

Supposons t = diag(ay, Z—f, ... ), ol les a; sont des polynéme uni-

Lemme 4.2.1.5. (cf. [15, proposition 3.3.1])

1. Pour tout d € N" le foncteur Y, qui associe a toute k-algebre R l'en-

semble
Y4(R) = ‘N (0@ R)\{g € gl,(O @ R)|det(g;) € Qa,(R),
r—1
pged(] [ det(gi), det(g,)) = 1}/N,(O @4 R),
i=1

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premieres lignes et des -
premieres colonnes de g, est représenté par une variété affine de type
fini sur k£ qu’on note aussi Y. Soit

fdy : YQX Grmil — Vd X G:,:l
le morphisme défini par fdy(g, a) = ((a;)1<i<r, @) ol a; = det(g;)

2. Pour tout i avec 2 < i < r, application h} : gl,(O®,R)x (R*)"1 — R
définie par

0

/ 1 -1 N

h; = o FeS [ %1 (Gi1s- -+ Gii—1)ai-19;4 0 +
Q;

g1,

+(07 s ’07 O‘i)aiflg;_ll : 3
9i—2,i
Ji—1,:
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ou a;g; 1 est la matrice des cofacteurs de g; lesquels sont dans O :=
O ®g R et ol res(a;_ll b) est le coefficient de w® 171 dans I’expression
polynomiale en variable w du reste de la division euclidienne de b
par a;—1 (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient
dominant de a;_1 est égal & 1), induit un morphisme A, : Yy x Gr-t —
G,.

3. Soit hg = >i_oh;. Il existe un morphisme naturel k; : Yz — Gy
tel que pour tous t € Qq(k) et a € G- 'L, le triplet (Y (¢),hl,, k) est
isomorphe a la fibre (f))7!(¢, o) munie de la restriction de hy et de
Kq a cette fibre. -

Démonstration. On adapte la démonstration de [15, proposition 3.3.1] et il
ne reste que le morphisme k,; a construire.

Soit R une k-algebre. Soit ¢ € Y4(R). On considere la “décomposition
de Bruhat” de g dans R[w, ([]_; ai)71] :

!/
g = nwoln ,

ou
— les a; sont des polynémes unitaires a coeflicients dans R,
— n,n’ € Np(R[w, ([Ti—; ai)™Y)
— et t = diag(ay,az2/a,...,ar/ar—1).
Comme g € GL,(R[w,a;!]), d’apres Ngo [15], n (resp. n) s’écrit sous la

forme :
T T

n— H(Id’" +y;) (resp.n' = H(Idr + 1)),

=2 1=2
ol y; € a; Y R[w,a; '] (vesp. y} € a; | Rlw, a;1]).
Lorsque M, M’ et M" sont trois R[w,a, ']- sous-modules de
Rlw, ([T—; ai)~']" tels que M"” c M N M’ et lorsque les quotients M /M”
et M’/M" sont libres de type fini en tant que R-modules, on note

(M|M') = (J\ M/M")* o (\ M'/M"),

ou /\ est la puissance extérieure de degré maximal.

On note P = [[\_;a;. On a alors : P.R[w,a;']" C wotR[w,a,;1]" N
R[w,a;']". Comme P est un polynome unitaire, wotR[w,a; ']/
P.R[w,a, " et R[w,a;!]"/P.R[w,a,;]" sont libres de type fini, de sorte

qu’on définit :

Dgot = (/\ R|w, ar_l]r/P'R[w7 ar_l]r)(g)_l@R(/\ wot R[w, azl]r/P'R[wv ar_l]r)
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(on obtient de la méme maniere la R-droite Dy, out; = a;/a;—1 en convenant

que ag = 1). En utilisant la méme démarche que dans 3.1.4.6, on obtient le
morphisme Oyyg : Dot — Dfet(wot) = (R[w, a; '] det(wot) R[w, a; 1]") &'

R (le morphisme de multiplication

D KRR Dti — Dl—[rﬂ'ﬂ

T—1
j=1tr+1—j j=1  tr+i—j

est défini comme dans la proposition 3.1.2.4), de sorte qu’on obtient un

isomorphisme Agot ~ R.
On considere M = diag(1, a, ar.as, . .., [[/—{ a;)R[w,a;']". OnanM =
M et "M = M. De plus, R[w,a, !]"/M =~ n.R[w,a"/n.M =

n.R[w,a;1]"/M est un R-module libre, de sorte qu’on définit
DR = (\ Rlm, a7 '] /M)* @ (\ n.Rlw,a; /M)

et
DE = (/\Rlw,a,;"]"/M)® @ (\ " .Rlw,a,"]"/M).

L’isomorphisme canonique n.R[w,a;!]"/n.M — R[w,a; ']"/M (resp.
n' .R[w,a; " /n' .M — R[w,a;']"/M) nous donne un isomorphisme D,, ~'
R (resp. D,y “' R).

On considere

fo ® Dgot ® Df ~ (Rlw,a, |"|M) ® (n.Mn.R[w, a,; 1]") ®
(n.R[w,a;1]"In.P.R[w,a;']") @ (n.P.R[w, a; '] n.wotR[w, a; 1]") @

(nwot.R[w, a; Y]" |[nwot. M) @ (nwot.M |nwotn’ R[w, a; t]").

Comme n.P.R[w,a;!]" C n.M C n.R[w,a,!]", on a un isomorphisme
canonique

(n.M|n.R[w,a,']") ® (n.R[w,a, ']"|n.P.R[w, a, ']")
~ (n.M|n.P.R[w,a,; ']").

On a aussi n.P.R[w,a; !]" C nwot.M C nwot.R[w, a, ], de sorte qu’on
obtient un isomorphisme canonique

(n.P.R[w, a; ']"|n.wotR[w, a; ']") ® (nwot.R[w, a, ']"[nwet. M)
~ (n.P.R[w, a, " |nwot.M).
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De plus, comme n.P.R[w, a, }|" C nwot.M C nwot.n’'R[w,a,]", on ob-
tient :

(n.P.R[w, a; '] |nwot. M) @ (nwot.M|nwotn/ R[w, a,; ")

~ (n.P.R[w, a, " |nwotn’ R[w, a,; ]").
D’autre part, on a n.P.R[w, a, !]" C n.M = M C R[w,a,!]", donc

(Rlw, a7 ["|M) ® (n.M|n.P.Rlw,a;"]")
~ (R[w, a; '] |n.P.R[w, a;"]")

Par conséquent, on obtient un isomorphisme d, : R ~ D§®D£0t®D5; —
(R[w, a, Y"|gR[w,a,;]"). On obtient alors un isomorphisme d, : R — Aff,
ot AR = (Rlm,a; ' |gR[m, ;' )®~! @ (R[w,a; ]| det(g) R[, a7 1]). On
définit k,4(g) = triv/dy, ol triv est Iisomorphisme R — Af provenant du
fait que gR[w,a, " = R[w,a, ]".

Cette définition commute au changement de base, on obtient donc bien
un morphisme £, : Yy — Gy ; en prenant les k-points celui-ci redonne la

fonction k du chapitre 3.2.
O

Théoréme 4.2.1.6. Soit g € Y. On a alors
ﬁd(’wog)ﬁd(’thg) = (—1)22:11 dit32i) didi“result(ar,l, ar).

Démonstration. Comme £, est un morphisme de Y, dans Gy, le théoreme
résulte du fait (qu’on va ensuite vérifier) que

@d(wog)ﬁd(wotg) = (_1)Zf;f dit32is] didi“result(ar_l, ar)

pour g dans un ouvert dense de Yy, qui n’est autre que I'image réciproque
de Uy par le morphisme f}/. On va supprimer 'indice d pour alléger les
notations.

Soit i € {1,...,r—1}. On note \; ; ot j € {1,...,d;} les racines simples
de a;. En utilisant la formule de produit, on a :

r—1 d; r—1 d;
w(wog) = [T I1 woni, (wog9) i s(wo'g) = [T I ] e, (wo'9)-
i=1j=1 i=1j=1

/
n

oll ug, ), appartiennent au-sous groupe Uk(Fw,Aij de NT(Fw,)\”.) formé

4 : / !,/
En chaque place @ — A;j, on écrit n = uguz...u, et n' = uyuz...u
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des matrice triangulaires supérieures unipotentes dont les coefficients non-
diagonaux sont tous nuls sauf caux de la k-ieme colonne. Soient uy = Id, +yx
et uy, = Id, +y;.. D’aprés [15, lemme 1.1.3], yg, v}, € (a;_ll(’)w,&’j)k_l, donc

/ . . -1 -1
ug,uj, € Up(Owm_y,;) pour j # i. On note njy1 = ug...ujp1u; ... Uy

et nj = uy. ..u;Hu’i—l ...u/y". En reprenant la démonstration de [15,
proposition 2.4.1], on obtient que ni+1,n§+1 € Ujy1 et que les coefficients
/ p . o
Tokit1s T 41 clie nit+1 et ngyq sont dans Og )y, pour k=1,...,i— 1./ Ainsi
nip1 (resp. njy) s'éerit-il nipq = (Id + zi41)(Id + 2;44) (vesp. ni =
(Id + 2 )(Id + 2,,), out ziy1 = Y(0,...,0,n4441) € Onx,, b zip1 =
t ; ;o , ;
(P11, mie1i41,0) € Oy, (vesp. iy =(0,...,0,n5,,,) € O
/ _t / / A 3
et 2i g ="(Mq1s-- - Mi1441,0) € (’)w_/\m,). Soient

¥

/ﬁi+1 = (Id + §i+1)UQ o UG - Uy € Nr(wa)\i,j)
et
Mg = (Id + zi sy gy g vy € Np(Ogy, )

On a alors wog = (wotﬁi+1wo)wot(1d+zi+1)t(Id—i—z;H)ﬁ;H. Comme wo'n;4 1w,
M1 € Np(Omo, ), on a k(wo'ni1wo) = K(7], 1) = 1. Par ailleurs, en uti-
lisant £(g192) = £(g1)£(g2)x(91, 92) et x(n,g) = x(g,n) =1, on a

£(wog) = K(we' (Id + zi11)t(Id + 27, 1)).
Pareillement, on a aussi :
&(wo'g) = w(wo' ("(Id + z1)t(Id + 2{14))).

t s'écrit t = t1t2 ou tl = diag(l,...,ai/ai,l,aiﬂ/ai,l,...,1) et t2 =
diag(al, . ,ai_l/ai_g, 1, 1,ai+1/ai+2, R ,ar/a,«_l) < T,«(Ow,)\i’j). On a

(Id + zip1)t(Id + 25 1) = (Id + zip1)t (Id + 2, )to

ol z/,; est une matrice triangulaire supérieure unipotente dont les coeffi-
cients non-diagonaux sont tous nuls sauf celui de la position (7,7 + 1).
Comme k(gtz) = k(g) pour g € GLy(Og_y, ;) et t2 € T,(Ox — i j) et

que (% 902) = @(902 %) = k(g1)E(g2), le calcul k se réduit au cas olt r = 2

1 0\ .. 1 2
g = (x 1) diag(ai/ai—1,ai+1/a;) <0 1)

ag 33, ag

= <xaiai1 $$/&'ai: 0«1‘+1) < GLQ(O‘W*)\,'J)-

aj—1 ai—1 a;

avec




4.3. LE CASD =(1,2,...,R) 59
En utilisant la formule de Kubota (cf. la proposition 3.1.5.2), on a :

xa;/a;_1
Koon, (wog) = {az/azl, W o ;

xa;/a;—1
ﬁw—)xi,j (wotg) = {ai/ailv Z/Z} .
w—Ai,j

det(wo'g)
Comme g € GL2(Og_y, ), on a donc vg_y, () = vem_y, ;(2') = —1. Donc
K, (wog) = ﬁzti(ﬂif)l (Nig) et ks, (wo'g) = ﬁZ“/ZOff (Aig)-
Par ailleurs on a : det(wog) = o' ;H-w M- — % <a:a:’% + %) Le

deuxiéme terme de la somme est de valuation supérieure ou égal a 1, donc
det(wog) (i) = <:v’&:n 4i > (Ai,j). Par conséquent, on a :

a;j—1 Gj—1

a;
i, (1009) iy, (w0'g) = det(wog) (Nig) = = ().

On en déduit que :

[y

<

d;

(wog)s(wo'y) = (1D )
j=1 -

I

- I
=1
_1)22211 di+37 ) did”lresult(ar_l, ar).

S

_result(a;y1, a;)
result(a;—1, a;)

A~~~ .

La signe dans la derniere formule vient du fait que

result(P, Q) = (—1)8(P) des@)regult(Q, P).

4.3 Lecasd=(1,2,...,r)

Proposition 4.3.1.1. Pour d = (1,2,...,7) le quadruple (Y, fé/’h/g’ﬁd)
est isomorphe au quadruple (gI2, f¥, ', k) ot :

- ol = {y € gl pged (T2} ai(y), ar(y)) = 1},
— le morphisme fY : gl® x GIt — [[I_; Q: x GI; ! est défini par

Yy, ) = (a1(y), - ar(y), ),
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— le morphisme A’ : glI? x G'! — G, est défini par

T

1
Wyo) =) 5@iYi-1i + Yii-1)

i=2
— le morphisme & : gl — Gy, est défini par £(y) = kg(wo(y + wld,)).
Démonstration. On adapte la démonstration de [15, proposition 4.2.1]. O

Il reste a calculer la fonction & sur gly. Soit y = (v;;) € gl;. Pour cela
on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.3.1.2. Soi V' un espace vectoriel (en général de dimension in-
finie). Soient A et B deux sous-espaces vectoriels et V. = A @& B. Soit
g € Aut(V’) tel que A et gA soient commensurables ainsi que B et gB.
Les sous-espaces vectoriels V' et gV sont alors commensurables et on a un
isomorphisme canonique :

(VIgV) = (AlgA) ® (B|gB).

Cet isomorphisme est compatible avec la convention de signe, c.a.d le dia-
gramme

(VigV)

T

(AlgA) ® (BlgB) = (BlgB) ® (AlgA)

est commutatif.

Démonstration. On note A’ = AnNgAet B = BnNgB.

(VlgV) = (A® BlgA®gB)
AAeB/A @ B)) © \gAdsgB/A' & B)
N(A/A © B/B ) © \(gA/A' ® gB/B')
N (A/4) ) @ (\B/B) ) ® N\gA/A) @ N\(gB/B')
AAAN) © Nga/aye (N\B/B)) @ NgB/B)

(AlgA) ® (BlgB).

(
(
can (
(
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Soit g une matrice de taille r. Soient I, J deux sous-ensembles de {1,2,. ..,
r}. On note g7 s la matrice extraite de g dont les indices de ligne sont dans
I et les indices de colonnes sont dans J, en ordonnant par ordre croissant
les éléments de I et de J.

Proposition 4.3.1.3. (cf. [5, p. 394-395]) Soit g € GL,. Supposons que g
s’écrit comme un produit AB™!, oli A est une matrice triangulaire inférieure
et B est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficiens diago-
naux sont égaux a 1. On écrit les matrices A et B sous la forme

ai,1 0 e 0 1 bLQ e bl,r
A = a2.71 N B = O
0 : br—l,’r
arl ... Qpp_1 Qpp 0o ... 0 1

On note @ ; (resp. b; ;) les coefficients de la matrice A~ (resp. de la matrice
B~1). On a alors :

. det(gp 1.4 ))

o det(g[l,j*ﬂu{i}»[lfﬂ) b Jp— (_1)]
7 det (g1 j-1),1.5-1))

a; 5 = ’
J det(g[17j_1},[1,j—1])

. det =44 i— ~ det i i— ;

ais = (—1y—i 3t gpnen) g 4t )
det(gp1,i1,1,1)) det(g(1,i,1,1))

En utilisant la proposition 4.3.1.3 ci-dessus pour ¢ = y + wld, et en

factorisant la matrice triangulaire inférieure sous la forme N, T}, on obtient
le corollaire suivant

Corollaire 4.3.1.4. La décomposition de Bruhat de wyg = wo(y + wld,)
est nwotn’ avec n = (n; ;) ou

- det(gp1 r—fjufr+1-i}[Lr+1-5])
" det(gp rr1—j)r+1—5])

t = diag(a1(y), az(y)/a1(y), . .-, ar(y)/ar-1(y)) et v’ = (n; ;) ou

j—i 98t 5-115-())
det (g j—1],(1,j-1))

nij = (=

De plus, si on note n~! = (7; j), on a alors

i—idet(gp g {rr1j). i)
det(g[1,r—i),[1,r—i])

;= (—1)
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Théoréme 4.3.1.5. k(y) est en fait un polynome en les coefficients de la
matrice y € gl;. De plus on a :

K(y)a(ty) = (~1)Z= D result(a, 1 (y), a, (y))-

Démonstration. Comme k est un morphisme de gl; dans G,,, on peut se
contenter de calculer x(y) sur 'ouvert dense ot a,(y) est a racines simples.
On note (A\;)icq1,...r} (Mi € k) les racines de a,(y). En utilisant S = {\;}4, la

fonction s, provient de l'extension (’}\if (F) de la partie ci-dessus. D’apres
le corollaire 4.3.1.4, la décomposition de Bruhat de wo(y +wld,.) est nwotn/
avec t = diag(a1(y), a2(y)/a1(y), ..., ar(y)/ar—1(y)). La fonction k, provient
alors du diagramme N

b A

\\wo (y+wld,)

AS

wot

ou l'isomorphisme vertical est celui figurant dans la définition de la section
ensembliste sgeo : GLp(F) — GNLf(F)

En utilisant le lemme 4.3.1.2 dans le cas particulier ou V. = V’
D1 k(@ — N)) @ k(@ ™)), A =k[w, A (y) '], B =@, k[[w — Al

@ E[[w Y], on a (V] det(wo(y + @ld,))V) X (A det(wo(gg + wld,))A

(B|det(wo(y + wld,))B) et aussi (V" |wo(y + wld,)V") = (A"|wo(

wld,)A") ® (B"|wo(y + wld,)B"). Par conséquent, on a AZO(erwIdT)

AL i) © AL gy 0 A3 = (s|det(y)e) @ (o7 [ye")¥ ! avec o =

A, B ou V (voir aussi la remarque 3.2.1.3 sur la trivialité de ’extension glo-
—~0

bale GL,.(F)).

. can
Pareillement, on a A}, ~ A2, @ AB .

Comme wy(y + @ld,), wot € GL.(V), ona A

N
S+ ® @

12

can 7 v can
wo(y+wld,) — ket Awot -

- , . . . AA can \ ®-1
k, de sorte qu’on a un isomorphisme canonique : Awo(y potdy) = A (ytold,)

can -1 . .
et A4 ZAB P71 On a alors le diagramme suivant :

wot — wot
7 can S AA ~ B ®-1
K %M = Al lyrwld,) — Pup(ytwld,)
AS  — AA AB @1

wot wot ~ wot



43. LECASD = (1,2,...,R) 63

1. Alaplace v; = w—A\;, onnote O, = k[[w—\;]]. D’aprés le lemme 4.3.1.4
on a : 716; = n’ar}i = W Comme t@; = diag(ai(y),
az(y)/ar(y), -, ar(y)/ar—1(y ))@1 @]Z1 Ouej ® 00y er, 0n a

. *
awo(y-i-wldr)‘vi = €1y

r(r—1)

Comme det(wo(y + wld,)) = (—=1)" =2 a,(y), on a
0 det (wo (y+w1d,)) i 1|*v%-'
On a gwo(y-i—wldr)‘vi = (_1)r 16L7« 1()\ ) Donc on a

(Swo(y+wldr)|vi = (—1)r—1ar,1()\¢)1|*vi ® €1y, -

2. A la place 0o, on note My, = w 'k[[w 1] et Op = Kk[[w ']]. La
droite qu’on va utiliser dans ce cas est Dg° = (mf |gmy,) et le choix

oo est le méme que celui fait dans la construc-
tion 3.1.4.6. D’apres le lemme 4.3.1.4 on a v (ni ;) > 1 et voo(n;j) >
1, de sorte quon a nml, = n'ml, = Wl et tm,, = O.. Donc
O (y+wold,) oo = Niey N€j|s- En reprenant la démonstration du lemme

de I'élément §,,,, (y+wldy)

3.1.3.4 dans le cas ou M = W et M' = ml, on voit que l'isomor-

phisme (O [m%) =¥ (nO._|nW.,) est Iidentité, de sorte qu’on obtient
0wo y+wldr)|oo /\ el\oo

De plus et (wo (y+wld, ) o, = ( /\?:T_1 wi)‘oo. Par ailleurs gwo(erwIdr)

(r— 1)'r
(1)

oo loo

. On a alors

0 T
(7‘ l)r
5w0 (y+wldy) loo = /\ w /\ ez)roo .

i=r—1 =1

®-1
wo (y+wld,)
ci-dessus. On note B’ = B_, g(’)uz, @ m,, . Il est clair que B = B"NgB".

Ensuite on va expliciter I'isomorphisme A2 ~ k du diagramme
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Comme g € GL,(A) C GL,(V), on a successivement les identifications sui-
vantes :

V'/B' = gV"/B
(A"® B")/B ~ (gA"®gB")/B
A"® (B"/B") ~ gA" @ (¢B"/B’)
(B"/B") = (¢B"/B) (A" =gA")

P o, emi)/(@Pgo;, eml) = (Pg0; @ gml)/(EDg0;, ©ml)
=1 =1 =1 =1

Po;,/90;) = gmifmi, = OL fml, (+4).
i=1

(ei)|oo € V7" g’écrit (@;:l(ei&,j S (6,’)|OO) s> @;:1(—6¢)|vj € A"® B" Par
conséquent, 'image de (e;)|o € OZO /m. par I'isomorphisme canonique (**)
ci-dessus est P_; (&)}, € 69;:1(9;]- / 907;]-)’ OE (—€)jv, est 'image de
(—e€i)}v; par la projection canonique OZ], — (’)Zj /g(’)zj.

Soit (1,712, ...,71,) la premiere ligne de la matrice n~ . Ona n_l(—ei)|v]. =
—ﬁl,i()\j)e”vj (mod wotn’@vj) (en convenant que 77,7 = 1), de sorte qu’on
obtient (—&;).,; = —n1,:(\j)(e1),- Par conséquent I'isomorphisme cano-
nique Dy o < &i—1 Dy,v; (qui vient de isomorphisme (**)) est (Aj_; €;)jo0
det(Mat) ®;_; e1}y,, ol

_ﬁl,l()\l) —ﬁl,l()\g) . _ﬁl,l()\r)

—T~7,172()\1) —ﬁ172()\2) .. —TNILQ()\T)
Mat = ) .

—n1p(A1) —nip(A2) .o —Ri(A)

A~ . . . can
De méme, l'isomorphisme canonique Dyet(g),00 =~ &i_i Ddet(g),; €St

(/\?:rfl wi)loo = det(Mat/) ®;=1 1|Uz’ ou

—)\{*1 —Afi -1
Mt/ — A M |
S VAt S VAP |

Par conséquent, on a

r(r—1)

Eg(wo(y+wld,)) = (=1 =D+ "5 result (a,—1(y), ar (y)) det(Mat) / det(Mat').
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Par ailleurs, en utilisant le corollaire 4.3.1.4, on a

det(g™") det(g"™") det(g™")
e @ M) G A2 e Ty (M)
dct(g'r'fl,r) ()\ dct(gTﬁl’T) dct(gT'71’7')
. : ) det (Ag) .. 200 ()
det(Mat) _ (71)7“4-2%-:1(2—1) r—l(i’/) r—l(fi) ‘ r_1(fvl) 7
det(gl"r) det(gl"r) ‘ det(gl"'r)
sy e R G ey oy G Uy c L GO

oll ¢"" est la sous-matrice de ¢ obtenue en supprimant sa i-ieme ligne et sa
r-ieme colonne de g (en effet, par définition on a ¢*" = I —{id[1,r—1])-

Il est clair que det(¢g"") est un polynoéme en la variable w et en les
coefficients de y, de degré partiel < r—1 en la variable . On note det(g"") =
g0+ gt [Nw + - - + gV [r — 1]w" !, de sorte que la formule de det(Mat)
se reécrit :

det(Mat) = (—1)”“#1) ! X
result(a,—1(y), ar(y))
Iy e e AN A
wadet [ 17 0] g ) (1] g *‘[7"—1] det :1 :2 "’
g g gt VP VEL A

(comme on le voit en effectuant le produit de ces deux derniéres matrices).
Par conséquent,

K(y) = Kg(wo(y +wld,))

g™ro] g™l ... gnT[r—1]

grfl,r[o] grfl,v‘[l] grfl,'r[ril}
= det

g0 gt . gbTr-1)

est un polynéme en les coefficients de la matrice y.
La deuxieéme assertion du théoreme est la conséquence du théoreme
4.2.1.6 dan le cas particulier ou d = (1,2,...,r) et g = y + wld,. ]

D’apres le théoreme 4.3.1.5 la fonction s est un produit des facteurs
irréductibles de result(a,_1,a,), de sorte qu'on peut prolonger la fonction
£ au-dessus de Pouvert VJ = {(a1,...,a,) € Qq|pged(ar—1,a,) = 1}. De
cette maniere la famille (YQ, f;, !, kg) au-dessus de Vg x Gr1 se prolonge
a V] x Gr-1 tout entier. On note gl louvert de gl, au-dessus de V) x GI,L.
Théoréme 4.3.1.6. Pour d = (1,2,...,7) le complexe de faisceaux

R f;!(h’2£¢ ® K5Le)[r? + 1 — 1] est un faisceau pervers sur Vj, prolonge-
ment intermédiaire de sa restriction a 'ouvert Uy.
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On définit les variétés R; en posant R, = Spec(k) et R, = R; X
Q; x Gyy,. Soit fZY : Gy x gl; X Ry — gl;_; x R;—1 le morphisme défini par
F (i yismi) = (si1(i),rica), ot ricy = (ri;ai(yi), i) (sauf £ Gy X
gl, X Ry — gl,_y X Ry_1). Soit A} : Gy, X gl; X R; — G, le morphisme défini
par h;(ai,yi,ri) = %ai(yi_u + ym‘_l). Soit pr; : Gm X Sz X Ri — Sz X Ri
la projection évidente. On définit les complexes J; sur gl; x R; en posant
Tr = 6" Ler?] et Jimq = Rf;j(%@h’:ﬁzp) (voir [15]). On a un isomorphisme
gly X Ry ~ Qg x G via lequel Ji ~ Rf)\(W3Ly © K5L) [ +r —1].

On note G; 'extension de GL; obtenue en extrayant une racine carrée de
det(g) Vg € GL; (i.e G; = {(g,6)|g € GL;,det(g) = §?}. Ce groupe agit sur
Gy, x gl; X R; par Paction adjointe de GL; sur gl; et par ’action triviale sur les
autres facteurs. On identifiera le groupe G;_1 au sous-groupe diag(G,_1,1)
de G; (puisque det(g) = det(diag(g,1)) de sorte que G;_; agit aussi sur
Gy, x gl; X R; par laction induite. Comme ’action adjointe laisse invariant
le polyndme caractéristique, le morphisme fiY est G;_1-équivariant. Le mor-
phisme h} n’est pas G;_;-équivariant mais est néanmoins G;_s-équivariant.

Lorsque P un polynoéme de plusieurs variables, on note V(P) le schéma
des zéros de P. D’apres le théoreme 4.3.1.5 ci-dessus, la fonction x est un
produit de facteurs irréductibles de result(a,—_1,a,), donc on peut écrire
result(a,—1,a,) = [[; P/ et k(wo(y+wld,) =[], Pi(y)™ avec 0 < n; < m;.
On a V(result(a,—1,a,)) = J; V(P™). Soit h € GL,_;, comme action
adjointe y — h.y laisse invariant a,_1(y) et a,(y), cette action laisse invariant
result(a,—1(y), ar(y)), i.e

result(a,—1(y), ar(y)) = result(a,—1(h.y), ar(h.y)),

donc encore

V(result(a,—1(y),ar(y))) = V(result(a,—1(h.y), ar(h.y))).

On consideére le morphisme p : GL,_1 x gl,, — gl (h,y) — h.y défini par Pac-
tion. Comme V (result(a,—1(y), ar(y))) = V(result(a,—1(h.y),ar(h.y))) =V,
on a donc un morphisme pjy(p,) : GL,—1 X V(F;) — V. Puisque GL,_1 X
V(P;) est irréductible, son image dans V' est aussi irréductible. Par ailleurs,
cette image contient V' (F;) et lui est donc égale. Par conséquent, on a
V(Pi(h.y)) = V(FP(y)Yh € GL,_1,Vy € gl,., de sorte que P;j(h.y) =
ci(h,y).Pi(y) ou ci(h,y) est inversible (i.e ¢;(h,y) € (Ocr,_,[(¥i;)])*)-On
a donc ¢;(h,y) = ¢;(h) € Ofy, _, puisque les inversibles d’'un anneau de po-
lynomes A[z1, ..., x,] sont ceux de A. On obtient alors k,(wo(h.y+wld,)) =
c(h)kg(wo(y + wld,)) avec c(h) = [];(ci(h))™.
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Lemme 4.3.1.7. On a ¢(h.h') = ¢(h).c(h'). En particulier, on a un mor-
phisme ¢ : GL,_1 — G,,.

Démonstration. La démonstration est évidente. O

On considére le diagramme suivant

1 SL,_C CL, %% @,
G,

En utilisant Hom(SL,_1, G,,) = {1} et la propriété universelle du conoyau ,
on obtient le diagramme commutatif

Gerl & Gma

1.7

Gm

de sorte qu'on a c¢(h) = det(h)® pour un certain s € Z. Donc k est Gy_1-
équivariant. Le théoreme 4.3.1.6 résulte alors de la proposition suivante

Proposition 4.3.1.8. (cf. [15, proposition 5.2.2]) Soient U; et U;_; les
images réciproques de Uy dans gl; x R; et dans gl;_; x R;—1. Si J est un
faisceau pervers sur gl; x R;, G;_1-équivariant et isomorphe au prolongement
intermédiaire a restriction a ’ouvert U;, alors

J' = Rf\(T @ hiLy)1]

est aussi un faisceau pervers sur gl,_; X R;_1, Gj_z-équivariant et isomorphe
au prolongement intermédiaire de sa restriction a I'ouvert U;_;.

Démonstration. Les morphismes qui interviennent dans la formation de J’
sont tous G;_s-équivariants donc J' I’est aussi.

On utilise la transformation de Fourier-Deligne ([11]) pour démontrer
la perversité et le prolongement intermédiaire. Soit £ = gl; x Q; x R;.
Il est clair que £ x Gy, =~ gl,_; X R;—1. Soient V le fibré trivial F X
(A=1)2 et VV son fibré dual. On note ¢ : gl; x R; — V D'immersion
fermée définie par ¢(yi,ri) = ((yi—1,2i(vi),7i),2,2"), ot y; est de la forme

ty

(e,%(0,...,0,),%0,...,0,;)). On vérifie que J' = €*Fy (14T )[1 — 2(i — 1)]

. / . . 7 7 .
(yl—l i ) On note € : ExG,, — VY 'immersion fermée définie par €(e, o;) =
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(cf. [15, proposition 5.3.2]), ou §y est la transformation de Fourier-Deligne.
Puisque J est un faisceau pervers et ¢ est une immersion fermée, 1.7 est
un faisceau pervers. D’apres [11], §y(t+J) en est un aussi. L’action de G;—1
sur gl; x R; s’étend a V' de la maniere suivante :

(9, (Yi-1,ai, 1), (2,2) = (97 yi-19, ai, 73), (g2, g7 2)).
Cela induit donc une action sur Vv
(g, Wie1, ai,13), (2, 2) = ((gyi-19, ai,ri), Cg~ "5, 99).

Par rapport a cette action, §y(t«J) est G;—1-équivariant. On utilise alors le
lemme suivant

Lemme 4.3.1.9. (cf. [15, lemme 5.4.3]) Le morphisme composé
Gi—l X B x Gm(—€> Gi—l x VvV i> vV

est un morphisme lisse de dimension relative (i — 1)% +1 —2(i — 1).

Démonstration du lemme. On note Z l'image de I'immersion localement
fermée € dans V. Le morphisme composé s’écrit alors :

Giax2Z5HVvY.
En oubliant les composantes (Q; et R; on obtient un diagramme cartésien

évident

Gi—l X ul Vv

|

N -1 -1
ot &(gi—1, i, Yi—1) = (9;1¥i-19i-1, 9i—17(0, ..., 0, ), 7 g;14(0, ..., 0, %)).

En factorisant le morphisme ¢ et oubliant le facteur gl;_;, I’assertion se
ramene a démontrer que le morphisme

Gi—l X Gm — (Aiil)z, (gi_l, Ozi) — (gi_lt(O, A ,0, Oéi), tgi__llt(O, ey 0, a,))

est lisse et de dimension relative (i — 1)2 + 1 — 2(i — 1). Cela résulte de
I’assertion suivante : “L’orbite de 1’élément £(0,...,0,1) € A*! sous I’action
du groupe G;_1 x G,, sur (A*1)? définie par

((gi=1,N), (2,2))) = (Agi—12, Mg, L 2)

est Pouvert défini par 1’équation ‘22’ # 0.” Cette assertion est démontrée
dans [15, lemme 5.3.5].
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Fin de la démonstration. D’apres [3, 4.2.5], 7 (Sw(L*j))[( 1)241-2(i—1)]
est un faisceau pervers sur GG;_1 x Z. Grace a la G;_1-équivariance on a un
isomorphisme

T (Fy () = Pry(Fy(ed)2).

D’apres loc. cit. Fy(t+Z)|z[1 — 2(i — 1)] est un faisceau pervers sur Z, la
rojection pry : Gi—1 X Z — Z étant clairement un morphisme lisse de
dimension relative dim(G;_1) = (i — 1)2. Alors J’ est un faisceau pervers
sur Gi—l X Ri—l .

De la méme maniere, J' est le prolongement intermédiaire de sa restric-
tion a U;_1. ]
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Chapitre 5

Facteur de tranfert

5.1 Rappels sur le symbole de Hilbert et les constantes
de Weil

Proposition 5.1.1.1. (cf. [12, proposition 1]) Soient a,b € F. On a :
1. Si v(a) et v(b) sont impaires, [a,b] = [—ab, w].
2. Siv(a) est paire et v(b) =1, [a,b] = ((a).
On peut retrouver les formules de la proposition 5.1.1.1 ci-dessus en

considérant le symbole de Hilbert comme le composé du symbole modéré et
du caractere (.

Proposition 5.1.1.2. (cf. [12, proposition 2]) Soit ¥ un caractere additif
d’ordre 0. On a :

1. v(a,v) =1 si v(a) est paire.
2. y(a,9) = ¢ Y eo jwo., P(aw®b/2)[b, @], si |a| = ¢* T,
3. y(ab,¥) = ~(a,¥)y(b, ¢)[a, b].

Proposition 5.1.1.3. (c.f [16, proposition 5, p. 179]) Soient a € k(w) et
Y : A/k(w) — C un caractere additif. On a : Hve\PH Yo(a,¥y) = 1.

5.2 Géométrisation d’un calcul de Jacquet [8, pa-
ragraphe 8]
On commence cette partie en démontrant le cas tres particulier du théore-

me A’ de I'introduction ol r = 2 et t = diag(t1,t2) avec v (t1) = 1, v(ts) =
—1. Plus précisement, on montre la proposition suivante :

71
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Proposition 5.2.1.1. Pour r = 2 et t = diag(t1, t2) avec v (t1) = 1, v5(t2) =
—l,ona Ju(t) = To(t) @ I (t) =~ T'o(t) @ Io(t), ot T (t) et T (t) sont
des Qg-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré 1 tels que Tr(Fr, Tw(t)) =
612y (1, ) et Tr(Er, T (1)) = [ta]"/27(t2.45). De plus Zo(t) o
J=(t) sont alors des @g -espaces vectoriels de rang 2 placés respectlvement
en degré 0 et 1.

Démonstration. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2.1.2. Soient X| = {(u,¢e,c) € A? x Gp,|e?> = ¢} munie du
morphisme pry : X — G, X Gy, défini par (u, €, ¢) — (u,c), Y{ = {(u,v,c) €
A% x Gpp|v? — uv + ¢ = 0} munie du morphisme pry : Y] — G, x G,, défini
par (u,c,v) — (u,c) et j : Gy, — G, 'immersion canonique. On a alors un
isomorphisme canonique

Rpry (RjiLe(u+ 2€)) = Rpry, (RjiLe(v)),

ol pour tout k-schéma S muni d’un morphisme S — G,,, on note L(s) =

S*ﬁc.
Démonstration. On note
Xé = {(uaé’f/a E,C) € A4 X Gm|62 = C, 52 =u-+ 26, €/2 =u— 26},

Yy = {(u,v,w,w',c) € A* x Gpp|v* —uv + ¢ =0, w? = v, w'? =0 =u—v}

et Z ={(u,c) € Al x G,,}. On considere le diagramme suivant

/ /
X2 Y2
Z)27 x——=x Z/2Z w——w
X O O X
Z)27 y——y Z)2Z w'——w'

Xl Yl
O O
Z7/27 ef—)& A2Z v’ =u—v
Z.

Soit Z= Z — {(u,c)|u® — 4c 0}. On ajoute un o pour 1nd1quer le
changement de base de Z a Z On note jx X 1= X1, Jy Y 1= Y/ et

Jjz Z — Z . On obtient les isomorphismes suivants :
Ixxdx (RiLe(u+ 2¢€)) =~ RjLe(u+ 2e),

Jvudy (RjLe(v)) = RjLe(v),
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desquels résultent les isomorphismes
prxpile(u+2€) ~ jz.j7(prxsile(u+ 26)),
pryjilc(v) = jzgz (prysiile(v)),

o
de sorte qu’il suffira de construire I’isomorphisme au-dessus de Z. Les mor-

o o o) (¢] o o
phismes X'o—X'1—Z et Y/o—Y’'1—Z sont étales et les deux membres
de lisomorphisme qu’on veut obtenir sont donc des systemes locaux lors-

o
qu'on les restreint a Z. On considérera ces systemes locaux comme des
o o o o
représentations des groupes de Galois des revétements X's / Z et Y'o / Z.

o) o
On a un isomorphisme X’5—Y"5 :

— Xlg — Y/2 :
v=g(ut &),
w = 51 §+§/)7
w=1E-¢)
~Yh5X,
€ = ww,
{=w+u,

Cet isomorphisme est équivariant vis a vis de l’isomorphisme des groupes
de Galois
Z)27 x (Z/2Z)? — Z/27 x (Z)27)*

donné par

(e —6,SY) = (w e w,w W)
(e—el—&—-¢) — (w S w').

Nos deux systemes locaux correspondent respectivement aux représen-
. . =2 ’
tations des groupes de Galois sur Q, données par

r-efsE) o (1)

et
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Par conséquent, le lemme résulte du diagramme commutatif suivant

GLy(Q)) — A GL(Q})

| |

7.)27. % (Z)27)? —==7./]27. w (Z./27)?

ol A est I'isomorphisme défini par M — AMA™! avec A= (11).
O

Remarque 5.2.1.3. En utilisant la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz pour les deux systémes locaux dans le lemme ci-dessus sur (¢, u),

on obtient :
> )= ¢(u—2e).

v+te/v=u e2=c

Pour ¢ = 1, on obtient la démonstration d’une formule de [8, paragraphe
8, p.145 (entre les formules 127 et 128)]

> ) =Clu—2)+{(u+2),

v+1/v=u

a l'aide de laquelle Jacquet obtient essentiellement le cas particulier du
lemme fondamental de Jacquet et Mao obtenu en prenant les traces de Fro-
benius dans la proposition 5.2.1.1.

Démonstration de la proposition 5.2.1.1. Soient t; = t1[1]ww + t1[2]w? + ...
et to = to[— 1w L +12[0]w’+. ... On note ¢ = —t5[—1]/t1[1]. Soient X (c) =
Spec k€] /(€2 — ¢) munie du morphisme h : X (c) — G, défini par h(e) = z et
Y (¢) = Spec k[v,v']/(vv' — ¢) munie du morphisme b’ : Y (¢) — G, défini par
B (v,0") = %”’ et du morphisme k : Y (¢) — G, défini par k(v,v") = —vt1[1]
(la définition de k vient de la formule de Kubota (cf. la proposition 3.1.5.2)).
D’apres les définitions des variétés X (t) et Yo (¢) (voir les chapitres 2 et 4),
(X (t), ha) est donc isomorphe & (X(c),h) et (Yo(t),hl,, k) est isomorphe

a (Y(c),h, k). En faisant varier ¢ et d := t1[1], on obtient le diagramme
suivant :
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N,
]

A

ol
— X1 = {(c,d,u,e,7) € G2, x A3|e? = ¢, = u + 2¢},
- Y1 ={(c,d,u,v) € G%, x A%|v? —uv + ¢ = 0},
- Xo ={(c,d,z) € G2, x A},
~ Z1 ={(c,d,u) € G2, x A},
- Zy= {(C, d) S ng}

On a alors les isomorphismes canoniques suivants

T =~ R(Yl—)Zo)I,CC( dv)®£¢ )

® R(Yi = Z1)Le(v)

:/—\
NSO

12

L ( d)® R(Z1 — Z0)1£¢(
En utilisant le lemme 5.2.1.2, on obtient
R(}/l — Zl)gﬁc(v) ~ R(Xl — Z1)1£¢(u + 26).

Par conséquent, on a :

Jo = L(~d)® R(Z1 — Zo)Ly(5) ® R(X1 = Z)Ly(u+2€)
~ Lo(—d)® R(X1 = Zo)(Ly(5) ® Ly(u+26))
=~ Lo(—d)® R(X1 = Zo)(Ly(~€) @ Ly (5) ® Ly (@)
=~ Lo(~d) @ R(Xo > Zoh(Ly(5) © Ly(a) @ R(X1 = Xo)Ly(—e)
=~ Lo(—d) @ R(Xo — Zo)(Ly(5) @ L4/(@) © T

On pose T = L¢(—d) @ R(Xo — Zo)1(Ly(5) @ Ly(x)) et TL = T @ L(c).
On a donc Jp =~ T ®Z,. Comme par ailleurs, on a isomorphisme canonique
To~Ty® Le(c).
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En utilisant la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on obtient
bien :

Tr(Fr(c,d) ’ Tw)

S (e /2)¢ (<t 1)

€k

= > d(—ta[1]z/2)¢(x)

z€k
= |l Py, ©)

et

Tr(Fria), 7o) = ¢(0)Tr(Tw)
= ((—to[-1)/t 1) t1]5" 2y (—t1, ©)
[t 2y (£, 0).

O]

La proposition suivante ramene le cas simple des matrices t € T,.(F)
telles que v([]/=; ai) = 1 et v(a,) = 0 & celui envisagé dans la proposition

5.2.1.1.

Proposition 5.2.1.4. Soient ¢t € T,(F) et ¢ un nombre entier compris entre
1 et r—1, tels que v(a;) =1 et v(a;) = 0 pour j # 4. Alors, pour tout a €
(k*)"~!, on a un isomorphisme entre (Xx(t),ha) et (Xo(diag(;%-, “5)),

-1’ a;

ha,.,) et un isomorphimse entre (Y (t),h,, k) et (Y (dlag(alll, agl)),
h/az+17 )

Démonstration. On adapte la démonstration de [15, proposition 2.4.1] pour
le premier isomorphisme. Pour le deuxieme isomorphisme, on adapte encore
cette démonstration en utilisant la formule :

K <g2 gl) Zfs(gl 92> = (91)5(g2)-

5.3 Facteur de transfert

Proposition 5.3.1.1. Pourd = (di, ..., d,), larestriction a Uy du complexe
7= Rf WhaLy (resp. T =Rf; ,(h’dﬁ¢®md£§)) est un systeme local de rang
22— di place en degré 0 (resp. placé en degré i, d;). De plus Jy, =
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T @ Iy, ou T est un systeme local de rang 1 placé en degré iy d; au-
dessus de Uy, géométriquement constant et provenant d’un caractere 7 de
GalE/k, tel que

i r 1. sl o
T(FI‘ ) — (—1)2i=1 i g2i=1 di/2<(71)25=0 D2it1 (w0, W o0) YT p(dgg—doig1) g — 2s,
! (71)2221 tigiza di/QC(*l)ElLl P2i oo (,Wos) ™ iz P2 —d2i-1) g p = 2 4+ 1.

Démonstration. En utilisant la proposition 5.2.1.1, la proposition 5.2.1.4 et
la formule de produit, on obtient les assertions sur les systémes locaux Z;y,
et Jjy,. Pour le facteur de tranfert on envisage deux cas suivants :

1. Sir = 2s, on écrit le facteur de transfert sous la forme :

T = [[(¢"w(—a1, ¥,)) x

vlay

XH I (¢ vlazis1/azi ®0)) T (¢*70(—a2is1/azi, )

vl|asz; v|aziy1

2. Sir=2s+ 1, on écrit le facteur de transfert sous la forme :

T = H 11 (q" o (agi/agi—1,9y)) 11 (q" o (—agi/agi—1,¥,))

v|azi—1 vl|ag;

On se contente de donner le calcul pour le premier cas ou r = 2s (pour le
cas ol r = 2s + 1, on utilise le méme argument). En fait,

H(ql/QVU(_al,\Ijv)) = H( 1/2%)(@1’\Ilv)'yv(—l,\llv)[—l,al]v)

vlai v]ay
= [I@"*(a1, 9,)¢(-1))
v]ay
= d1/2C dl H ’}/U a17

vlay

= ¢12¢(-1) Ny (a1, Too) L

On a aussi (comme v,(—agit+1/a2,¥V,) = ((—1)v(agit1/a2,¥,), ou la



78 CHAPITRE 5. FACTEUR DE TRANFERT

démonstration est la méme que ci-dessus avec aj)

[T (¢ w(agisi/a2i, @) ] (¢"%70(—a2is1 /a2, ©2))

vlag; v|azit1

= [ (@ Pwlazis1/azi, ©o)) J[ (¢"%v0(aziz1/a2i, ©0)¢(~1)

vlag; v|azit1

_ qd2i+d2i+1C(_1)d2i+1 H ’Yv(a2z'+1/a2i7 \Ijv)

v|aziaziq1

_ qd2i+d2i+1C(_l)d2i+1"}/oo(a2i+l/a2i7\IIOO)_l

Par ailleurs, les a; sont des polynéme unitaire, donc ag;1/ag; = (c™!)%2i—d2i+1 4
.. (c’est a dire voo(a2i+1/a2;) = do; — d2;+1). En utilisant les deux assertions
premieres la proposition 5.1.1.2 on a alors

1 si dg; — do;y1 est paire,

Yoo (@2i+1/a2i, Yoo ) = {

Yoo (0, Weo)  si dg; — doj41 est impaire.

Par conséquent, on obtient la formule de trace de 7y,. D’apres le théoreme
de Chebotarev, on voit que T est géométriquement constant. O

Le facteur de tranfert est géométriquement constant au-dessus de Uy et
se prologne alors de maniere évidente 7 a V] x GIL.

En utilisant les théoremes 2.3.1.1 et 4.3.1.6, on obtient 1’énoncé global
pourd = (1,2...,7), qui prolonge 1’égalité de la proposition 5.3.1.1 ci-dessus
au-dessus de V] x GI'! tout entier.

THEOREME B. Pour d = (1,2...,7), Rf)\(h} 4Ly @ KIL) = T @
Rfj(!h} Ly Les deur membres de cette égalité sont, a décalage pres, des
faigéeaug pervers isomorphes au prolongement intermédiaire de leur restric-
tion a Uy x GI7L.



Chapitre 6

L’énoncé local résulte de
I’énoncé global

Dans cette partie, on va montrer que le théoreme B entraine une version
géométrique du théoreme A.

THEOREME A’. Soitt' = diag(t),...,t,) € Ty(Fy). On a alors Ju(t') ~
Tot) @ Io(t') = T'w(t') @ Zn(t), ot To(t') et T'o(t) sont des Qq-espaces
vectoriels de rang 1 placés en degré vy (/=] a;) tels que Tr(Fr, T (') =
to(t', ) et Te(Fr, T'o(t') = Yo (', «) avec to et t_ sont analogues celles
du théoréeme A (cf. le chapitre d’introduction).

D’apres [15, prop 3.5.1, p. 505], pour r assez grand, il existe t° = diag(aJ,
ag/ai,...,ap/a;_y), avec (af,...,a;) € Vi g, (k) tel que T (t°) == (1)
et Jw(t°) =~ J(t'). De plus, en utilisant la proposition 1.1.1.5 on a :

It~ It e Q) L) et )~ Tx(t)© &) L)
vET vET
vesupp(t°) vesupp(t°)

o o N [¢] N . . N o
On a aj = d’;d";, ou d'; est & racines simples non nulles et ol a”; a toutes

ses racines nulles. Soient alors d' = (deg(a’y)); et d” = (deg(a”;));. On fait

varier (a}); et (a); en introduisant Pouvert (Vy x Vyr )3 de Viy x Vyr au-
dessus duquel pged([[;_; @}, [[;_,a/) =1 et les a; sont & racines simples.
On a alors un morphisme étale i : (V x Vd//)dlst — Va.

Du coté de intégrale I, pour tout couple (¢,t") = (diag(al,...,al),

»r

diag(al, ..., a.)) ou ((a},...,a}),(af,...,a)) € (Vy x Vg)¥st, on introduit

les deux données géométriques, (X (¢',t"), h14) et (Xao(t',t"), hoq), ot

X, (t',t") (k) = {n € N.(F)/N,.(O[det(t") " ])|'nt't"n € gl,(O[det(t")~])},

79
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Xo(t',t")(k) = {n € N,.(F)/N,(O[det(t")"])|'nt't"n € gl.(O[det(t)1])}

et les morphismes

<

hi,a(n) = Q; Z trk‘v/kresv(ni—l,idw) ;
=2 U)(Hz 1 z
.
hoa(n) = Q Z trkv/kresv(nz’—1,z’dw)
i=2 mHz 1 7,

/

Du coté de l’intégrale J, pour tout couple (¢,t") = (diag(d},...,a.),
diag(al,...,a})) ou ((af,...,a}), (af,...,a))) € (Vy x Vg )¥ on introduit

yr
aussi les deux données géométriques (Y1 (', t"), by ,, 1) et (Ya(t', "), hy ., ko)
ol

Yi(t',#")(k) = {(n,n) € (N(F)/N(Oldet(t")~1]))*['nt't"n’ € gl,(O[det(t")~'])},
Vot ¢") (k) = {(n,n) € (N-(F)/N(Oldet(t)~']))*|'nt't"n’ € gl,.(Oldet(t')~"])}

et les morphismes

<

la(n,n’) =2 Q; § trkv/kresv((m 1ty ,;)dw) |,
=2 u[i_; af
= ][ &
viay [Ty af
1 T
/ /
ba(n,n') = B o E tr, rresy((i-1,i +ni_q;)dw@) |,
i=2 vl li_, a]
ﬁ2 - H ﬁv
veal! [Ti_; @’

i=1 "

(le morphisme k; (resp. k) a une présentation géométrique comme dans la
sous-section 3.2 ou S = {v|v\ a,. [[;_, a} (resp. ou S = {v|v\ & []_, a}).

Ces données géométriques se mettent en familles (on va les nommer res-
pectivement (X1,4/,fj/(1ah1,d/)a (X27£l//,f§,,2,h2’d~), (Yl,d/’f;jl’hll,d”ﬁl,d/) et
(Y3 47, f;?, h’27 g B2 g)) quand d’ et d” sont fixés. Plus précisément on a les

lemmes suivants :
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Lemme 6.1.1.1. 1. Pour tout d',d” € N" le foncteur X; ; qui associe

a toute k[(a; ;)i,5, (a; ;)i j]-algebre (a; ; (rtlasp. a; ;) son‘/c les coefficients
de a (resp. de a!’) - c’est & dire a; = w + a;d;_lwdi*l + -+ ajy)
I’ensemble

r

Xig(R) = {950 R[(J]a)™D
=1

det(g:) = ajai }/N:((0 @x R)[(J T o)D),

i=1

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premieres lignes et des i-
premieres colonnes de g, est représenté par une variété affine de type
fini sur k, qu’on note aussi X; y (resp. Xy 4). Soient

fj,(1 : del X G:,;l — (‘/vd/ X Vd//)dISt X Gz;l

les morphismes définis par fj,(l (9,2) = ((a})i<j<r (@))1<i<r, @) Ol
asa = det(g;).

2. Pour tout i avec 2 < i < r, I'application h; : S, ((O@xR)[([]}—, a;’)_l])x
(R*)"~! — R définie par

0

hig =res | (af_yaf )" | (gigs-- -, gii—1)(aj_yai_1)g;i (:) :

0%

o (alal)g; ! est la matrice des cofacteurs de g;, lesquels sont dans
(O @k R)[(ITi=; a/)™1] et ou res((a;_lagll)_lﬁ) est le coeffi-
i=1%

(]

(di+di)+s225-1 4

/
. 11 . .
cient de w 37" dans ’expression polynomiale en la va-

r /{)S

riable w du reste de la division euclidienne de b par a}_;a!_;(]] Y
(cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des
aj et des af sont égals & 1), induit un morphisme hy; : X; g x G+ —
G,.

3. Soit hy g = Yi_y h1. Alors pour tous (', ") € (Vg x V)4 (k) et o €
G’ le couple (X1 ("), hy o) est isomorphe & la fibre (£ 1)1 (¢, ", @)

munie de la restriction de hy 4 a cette fibre.

Lemme 6.1.1.2. (cf. [15, proposition 3.3.1])
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1. Pour tout d',d" € N" le foncteur Y;  qui associe a toute k[(a;)s, (af)i]-
algebre R I’ensemble

s

Yi.0(R) = "N.((0 @ R)([T ) 7'D \ o € at.((0 @ R)([] ) ']

- o
det(gi) = afa!, peed ([ ] det(g:), det(g,)) = 1}/, (0 @ B[ a?) "],

ou g; est la sous-matrice de g faite des i-premieres lignes et des i-
premieres colonnes de g, est représenté par une variété affine de type
fini sur £ qu’on note aussi Y; y. Soit

F Vg X Gt = (Vg x V) x G

le morphisme défini par lejl (9,2) = ((a)1<i<r, (@] )1<i<r, @) OU ala] =
det(g;)

2. Pour tout ¢ avec 2 < i < r, 'application b} ; : gl (0@, R)[(I[}-, af) ) x
(R*)"~! — R définie par

0
h’—lr 1 | (i ")'_IEJF
i = 2 €S a/ifl g’L,lv"‘th:l_l al_lgi*l O
(07}
91,
+(0,...,0, Oéi)aiflgi:ll : ’
Gi—2,i
Gi—1,

ol (alall)g; ! est la matrice des cofacteurs de g;, lesquels sont dans

(O @k R)(TTi—; a!)™Y et on res((agflaé’fl)_lm) est le coeffi-
cient de @t i1 i1 qang I’expression polynomiale en la va-

: LI :1: / " T "\ s
riable @ du reste de la division euclidienne de b par a;_;a;_; ([];_; a})
(cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des
aj et des aj sont égals & 1), induit un morphisme 7 ; : Y1 y x G, 7' —

G-

3. Soit I , = >7i_o Y, 1l existe un morphisme naturel xy 4 : Yy y —

G, tel que pour tous (', t") € (Vy x V)W (k) et a € GJ,; L, le triplet
Yi(t, "), K, k) est isomorphe a la fibre (f31)~1(#,#’,a) munie de
1,000 2¥1

la restriction de A} , et de w; & cette fibre. -
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Les données géométriques de Xy 4v et de Y, 4v sont définies par des pro-
positions analogues.

Ensuite, on définit des complexes 7y = R f),(l, hi gLy, Lo =R fi’(’2!h§ 7 Lv

Ti = REN (W gLy @ 65 L) et To = Rfy2 (W5 40 Ly @ K 4o L) vérifiant
I =T Ty et n*J =T " .

Comme les a} sont & racines simples, en utilisant la proposition 5.2.1.1 et
la proposition 5.2.1.4, on obtient que Z; et J1 sont des produits de systemes
locaux, donc sont eux mémes des systemes locaux. De plus, en utilisant la
formule du produit des constantes de Weil (cf. la proposition 5.1.1.3), on
définit un systeme local 77 telle que J; = 71 ® Z;. Plus précisé ent, on a la
proposition suivante

Proposition 6.1.1.3. (cf. la proposition 5.2.1.1) 77 est un systeme local de
rang 1 placé en degré >\, d; au-dessus de (Vy x Vglu)d‘St et provenant d’un
caractere 7 de Galg . tel que (—1)2i=1%7(Fr,) est égal &

ngﬂ d;/QC(_D iz déi“’)’oo(w, \I/OO)_E';:_11 Pldy;—dy; 1) gj p = 2s,
qZim1 d2¢(—1) i Gy (, U )~ =1 Pd2imdi1)  gip = 2541,

1 six est impair
0 six est pair.

En utilisant le fait que la perversité et le prolongement intermédiaire
sont stables par changement de base étale et que le produit tensoriel d’'un
complexe avec un systeme local est pervers et prolongement intermédiaire de
sa restriction a un ouvert si et seulement si ce complexe ’est déja, on obtient
que Zy et Jo sont pervers et prolongement intermédiaire de leur restriction
a l'ouvert p*Uyg.

Le systeme local T s’écrit lui aussi comme un produit 71 ® T2 (71 et T2
ne sont plus géométriquement constants, on définit en fait 7o =T ® 7’1®71)
et a l'aide des propositions 5.2.1.1 et 6.1.1.3, la formule du produit pour les
constantes de Weil permet de calculer Tr(Fr¢, 73) = Tr(Fre, T)/Tr(Fre, T1).
En spécialisant en ¢t = t° on obtient alors le théoréme A’.
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