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Introduction générale

Avec l’évolution rapide de la puissance de calcul des ordinateurs, de nouvelles pra-

tiques ont émergé dans le domaine du calcul structurel numérique. La méthode des élé-

ments finis est le premier choix pour ce type de calculs et permet de déterminer la réponse

physique d’une structure à une sollicitation. Cette technique permet non seulement de

déterminer les états de contrainte à l’intérieur d’une structure mécanique, mais aussi de

modéliser des procédés de fabrication complets. De nos jours, la réduction importante des

temps de calcul permet d’aborder des problèmes dits inverses. En répétant les calculs par

éléments finis tout en modifiant les paramètres du matériau ou la géométrie de la struc-

ture, on arrive à identifier une solution optimale pour le problème considéré. La procédure,

couplant optimisation et calcul par éléments finis est d’une importance primordiale pour

l’industrie manufacturière car ce développement virtuel (réalisé à l’aide d’outils informa-

tiques) permet de réduire le temps et les coûts de développement de nouveaux produits.

La terminologie de " problème inverse " est utilisée par opposition à celle de " problème

direct" par laquelle on comprend, par exemple, à la résolution d’une équation différentielle

à partir de paramètres connus pour calculer la réponse du système. Dans le cas d’un pro-

blème inverse, la réponse du système est supposée connue. On cherche alors à déterminer

les paramètres physiques ou géométriques qui, utilisés dans le problème direct, permet-

tront de retrouver la réponse du système prescrite. Le problème inverse fait ainsi intervenir

une fonction objectif, à construire en fonction de l’application, mesurant un écart entre

la réponse connue et les réponses obtenues à partir de jeux de paramètres différents en

résolvant le problème direct. On peut distinguer deux grandes classes de techniques pour

résoudre un problème inverse. Les méthodes stochastiques [N.Bartoli et Moral, 2001] ou

évolutives ont une place majeure en optimisation non différentiable et sont un recours pour

les problèmes qui présentent des minima locaux. Les méthodes de gradients interviennent

lorsque la fonction à optimiser est différentiable. Elles utilisent les informations données

par les dérivées partielles. Dans le cas de fonctions différentiables dont on ne peut garantir

1



Introduction générale

la convexité, des algorithmes hybrides ou mixtes sont parfois utilisés pour combiner les

avantages des algorithmes stochastiques et des algorithmes de gradients. Le choix d’une

méthode dépend de la nature du problème inverse (différentiable, non différentiable, ...)

et surtout du temps de calcul nécessaire à l’évaluation de la réponse du système. Une

hiérarchie générale est impossible et l’efficacité d’une méthode donnée varie selon les pro-

blèmes traités. Les techniques de type gradient ont été fréquemment considérées dans des

applications pour lesquelles le temps nécessaire à l’évaluation du problème direct est im-

portant. Elles consistent à identifier le minimum de la fonction objectif comme un point

où le gradient de cette fonction s’annule. Cette approche ne garantit pas l’identification

du minimum global, mais elle a l’avantage de converger rapidement vers un minimum.

Ce minimum sera global si l’itéré initial est assez proche de la solution recherchée (i.e.

dans son bassin d’attraction), ce qui est assez souvent réalisé dans le cas de problèmes

d’ingénierie.

Dans le premier chapitre, la technique de Différentiation Automatique (DA)

[Griewank et Walther, 2008]en mode direct est exposée. La DA est une technique qui,

à partir d’un code informatique évaluant une fonction, produit un code qui évalue les

valeurs exactes des dérivées partielles de cette fonction. Le mode direct est le mode le

plus simple à appliquer. Il est adapté au calcul des dérivées directionnelles d’une fonction

quelconque représentée par un programme.On distingue deux types d’outils de DA : les

logiciels qui génèrent des sources de codes dérivés à partir de la source du code de la fonc-

tion à différentier, et les bibliothèques qui proposent des classes (au sens informatique)

décrivant des variables " dérivées " et leurs opérateurs. Dans le cadre de cette thèse, l’outil

de DA par transformation de source TAPENADE [Hascoët et al., 2005a] est utilisé pour

différentier nos codes. Il est présenté en utilisant un exemple simple avant d’être appliqué à

la résolution d’un problème d’identification de l’écrouissage des tôles métalliques (Chap.

2) et d’un problème d’identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

(Chap. 3). Ensuite, on introduit l’optimisation par la méthode de gradient.

Le code choisi pour appliquer la technique de DA est un code éléments finis FLag-

SHyP [Bonnet et Wood, 2008] écrit en Fortran 77 . Ce code à but académique illustre

les théories de la mécanique des milieux continus non linéaire décrites dans ce livre.

Dans un premier temps, des pré-requis sont présentés sur la modélisation de la loi élasto-

plastique ainsi que les essais de caractérisation. Par la suite, on expose le cadre général

de notre application : loi de comportement élasto-plastique à 6 paramètres implémentée

dans le code ainsi que les essais de traction uni-axiales réalisés par ArcelorMittal. Pour

effectuer l’identification de ces paramètres, une fonction coût a été aussi implémenté dans

FLagSHyP . La méthode du gradient est utilisée pour l’identification des 6 paramètres

2



de la loi de comportement. Le code est différentié automatiquement par rapport à ces

paramètres avec l’outil de différentiation automatique TAPENADE afin de calculer le

gradient de la fonction coût. Enfin un module d’optimisation LBFGS [Byrd et al., 1995]

est interfacé avec le code pour réaliser l’identification inverse. On présente les différents

résultat obtenus pour deux aciers un isotrope et un anisotrope.

Dans le troisième chapitre, on propose une solution à une problématique mécanique

d’identification. Dans [Daya et Potier-Ferry, 2001] on traite un problème de vibrations

libres d’une tôle sandwich acier/polymère/acier. Le problème non-linéaire aux valeurs

propres complexes résultant est résolu par la Méthode Asymptotique Numérique (MAN)

[Cochelin et al., 2007] implémentée dans un code éléments finis écrit en Fortran . Le

comportement viscoélastique de la tôle est modélisé par la loi de Maxwell généralisé. Les

paramètres de cette loi de comportement sont obtenus en utilisant les courbes maîtresses

du polymère seul comme décrit par Landier [1993]. Contraint, le matériau viscoélastique

peut ne pas avoir le même comportement. Ce qui peut expliquer les différences observées

entre les simulations de Daya et Potier-Ferry [2001] et les essais réalisés par Landier [1993].

Ces différences ont motivé l’identification de la loi VE par une méthode inverse en utilisant

la méthode de gradient. Dans un premier temps, on rappelle des propriétés mécaniques des

matériaux viscoélastiques ainsi que leur modélisation numérique. Dans un second temps,

on présente les objectifs d’identification ainsi que la solution numérique du problème non-

linéaire aux valeurs propres complexes. Ensuite, on décrit la différentiation automatique

du code par rapport aux paramètres de la loi VE. Quelques améliorations apportées au

code différentié sont aussi présentées. Après quoi on décrit les étapes d’optimisation.

Finalement on présente les résultats obtenues.

Dans la conclusion générale on présente l’ensemble des résultats importants mis en

avant durant ce travail de thèse. On y évoque aussi diverses perspectives afin d’améliorer

les résultats obtenues.
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Chapitre 1. Différentiation Automatique et optimisation

1.1 Introduction

Disposer d’un modèle reproduisant un phénomène mécanique permet d’obtenir des

informations qualitatives et quantitatives sur celui-ci. Cependant, certaines informations

sont inaccessibles sans l’usage des dérivées. En supposant ce modèle différentiable, les

dérivées de premier ordre renseignent sur la sensibilité du modèle à des variations de

ses paramètres d’entrée et offrent des gradients pour la résolution de problèmes inverses.

Les dérivées de second ordre s’emploient, par exemple, pour le calcul du Jacobien des

contraintes ou pour le calcul de la matrice Hessienne dans la méthode de Newton. Enfin

les dérivées d’ordre élevé servent par exemple à l’approximation d’une fonction par les

séries de Taylor tronquées [Cochelin et al., 2007]. Différentes approches de différentiation

sont résumées par la figure 1.1.

Fig. 1.1 – Quelques approches de différentiation.

Dans cette figure, les rectangles bleus et les cadres arrondis verts distinguent les

systèmes d’équations, des codes. Ils sont liés par des flèches dont la couleur indique le

traitement effectué : trait plein bleu pour la discrétisation, trait double rouge pour la

différentiation, trait pointillé vert pour la programmation et trait violet pour l’exécution.

La méthode des différences finies peut être appliquée pour approcher une dérivée à

l’ordre 1. Pour un calcul de gradient, l’approximation est effectuée indépendamment pour
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1.1. Introduction

chacune des variables. Soit :

f(x, y) : R
2 → R

(x, y) 7−→ f(x, y),

la dérivée fx de f par rapport à x est approchée par :

f(x + h, y) − f(x, y)

h
= fx(x, y) + o(h).

Cette méthode approchée est coûteuse lorsque le nombre de variables est élevé.

La différentiation symbolique est proposée par des outils comme Maple ou Mathé-

matica. Cette méthode suppose que la fonction à dériver admette une représentation

symbolique. La dérivée est aussi une représentation symbolique.

Un programme de simulation numérique s’écrit à l’aide d’opérations élémentaires

(+, -, *, ...), de fonctions intrinsèques (cos, sin...), et d’instructions de contrôle (boucles,

tests, ...). Pour calculer la valeur de la dérivée du programme en un point donné, il suffit

d’être capable d’évaluer la dérivée de chaque opération élémentaire et de chaque fonction

du langage. La dérivation de ces instructions peut s’effectuer manuellement. Dans le cas

d’instructions complexes, la dérivation manuelle devient fastidieuse car, bien que les règles

de différentiation soient connues de tous, leur usage répété constitue une source d’erreurs.

Erreurs d’indices dans les boucles, vecteurs, tableaux et autres erreurs de signe..., sont

souvent le prix à payer avant de parvenir à un code différentié correct.

La technique de Différentiation Automatique (DA) peut être utilisée pour différen-

tier des codes entiers. Les principes de base de la DA ont été établis il y a une cinquantaine

d’années [Wengert, 1964]. Depuis, cette approche n’a cessé de se développer. De nombreux

outils sont désormais proposés et l’usage de cette approche est de plus en plus fréquent

dans de nombreux domaines scientifiques. Le livre de Griewank et Walther [2008] fait ré-

férence dans la communauté scientifique qui se consacre à la DA. Cette technique permet

de calculer des dérivées du programme de manière exacte, c’est à dire aux erreurs d’arron-

dis près. Il existe trois modes de DA : le mode direct (mode linéaire tangent ou tangent

linéaire vectoriel), le mode inverse (appelé aussi mode adjoint) et la différentiation de haut

degré. Dans ce manuscrit, nous ne nous intéressons qu’au premier. Deux classes d’outils

existent. Des logiciels de différentiation par transformation de source, c’est à dire générant

le code dérivé à partir du code source de l’utilisateur, et des outils de différentiation par

surcharge d’opérateur redéfinissant variables et opérateurs dans des bibliothèques dédiées

à la DA. Des outils de DA ont été développés pour différents langages de programmation
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Chapitre 1. Différentiation Automatique et optimisation

(C/C++, Fortran 77/95, Matlab, Python,...). Le site http://www.autodiff.org/

propose la liste des logiciels disponibles et une vaste bibliographie sur la DA.

La première partie de ce chapitre expose la technique de DA en mode direct, puis

l’outil TAPENADE utilisé pour différentier nos codes Fortran. Dans la seconde partie,

on introduit la méthode de gradient pour la résolution de problèmes d’optimisation.

1.2 Différentiation Automatique en mode linéaire tangent

Définitions et principes de la DA sont illustrés par le calcul de la contrainte σ :

σ(ε) = K(ε0 + ε)N + S(1 − A ∗ Exp(−Bε)), (1.1)

dont le gradient évalué dans la direction δ = (δK, δε0, δN, δS, δA, δB)T est :

∇σ(ε) · δ =





(ε0 + ε)N

NK(ε0 + ε)N−1

K(ε0 + ε)NLog(ε0 + ε)

1 − AExp(−Bε)

−SExp(−Bε)

SεAExp(−Bε)





·





δK

δε0

δN

δS

δA

δB





. (1.2)

La routine Fortran calcul_sigma, l’Algorithme 1 permet le calcul de la contrainte

σ en fonction de la déformation et des propriétés du matériaux (K, ε0, N, S,A,B), réunis

dans un vecteur nommé props.

Algorithme 1: Calcul de σ

La différentiation est effectuée par rapport à la variable d’entrée props. Cette variable

est dite variable active indépendante (ou variable indépendante). La variable de sortie

sigma est une variable active dépendante (ou variable dépendante) car, dépendante de

props, elle en devient active pour la différentiation. La différentiation automatique en
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1.2. Différentiation Automatique en mode linéaire tangent

mode direct est très naturelle : le code est différentié par l’outil, instruction par instruction

et ligne par ligne, en utilisant les règles de différentiation classiques.

1.2.1 Différentiation par transformation de source

Un outil de différentiation par transformation de source (ADIFOR [Bischof et al.,

1994] ou TAPENADE [Hascoët et al., 2005a] par exemple)1 prend en entrée un code

source et un ensemble de variables actives indépendantes pour générer le code source

différentié. Ces outils permettent de différentier l’intégralité d’un programme : instruc-

tions d’affectation, instructions de contrôle, boucles, expressions conditionnelles et appels

de routines. Dans les logiciels, les étapes de différentiation décrites ci-dessous sont cachées

à l’utilisateur.

a) Principe des logiciels

Une instruction d’affectation soumise à un logiciel de différentiation par transforma-

tion de source, est différentiée en trois étapes. Pour illustrer ces idées revenons à l’exemple

décrit dans l’Algorithme 1. Les codes différentiés sont produits par le logiciel TAPE-

NADE décrit dans le paragraphe b).

Algorithme 2: Instruction 1

Décomposition et analyse : Le logiciel analyse et décompose l’instruction 1 en

instructions élémentaires par introduction de variables intermédiaires (pwx1 et pwr1). On

obtient :

Algorithme 3: Décomposition de l’instruction 1

1voir la liste des logiciels sur http://www.autodiff.org/?module=Tools
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Chapitre 1. Différentiation Automatique et optimisation

Différentiation : Une variable "dérivée" est associée à chaque variable active (dé-

pendante ou indépendante) du code à différentier. Son nom est celui de la variable originale

auquel on ajoute un suffixe d. La différentiation de l’instruction 1 par rapport aux va-

riables actives indépendantes props donne :

Algorithme 4: Différentiation de l’instruction 1

Ces instructions sont complexes car l’outil de différentiation prend en compte le fait

que N peut être à valeur entière ou réelle.

Algorithme 5: Code différentié Calcul_sigma_d
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1.2. Différentiation Automatique en mode linéaire tangent

Affichage : Dans cette étape, certaines variables intermédiaires sont éliminées

pour améliorer la lisibilité aux codes dérivés.

Quand on traite plusieurs instructions, la trajectoire d’évaluation des dérivées est

reproduite dans le code dérivé en intercalant les instructions originales et les instructions

dérivées comme signalé dans l’Algorithme 5. Les instructions conditionnelles et les boucles

itératives sont reproduites dans le code.

b) TAPENADE : un logiciel libre de DA

Présentation Parmi les outils de DA existants, on a choisi TAPENADE [Hascoët et al.,

2005a] pour différentier nos codes Fortran. Depuis la fin des années 90, l’équipe Tropics

de l’INRIA Sophia Antipolis développe le logiciel de différentiation automatique TAPE-

NADE. Cet outil propose à la fois la dérivation en mode linéaire tangent, en mode adjoint

et en mode vectoriel tangent.

TAPENADE [Hascoët et al., 2005a], accepte des codes en Fortran 77, 95 et C. La figure

1.2 présente l’architecture de TAPENADE. Lorsqu’un code source est soumis à TAPE-

NADE, ce logiciel est capable de produire un code source qui calcule les dérivées du code

original (ou d’une partie du code) en dérivant le code par rapport à un ensemble de va-

riables d’entrée et un ensemble de variables de sortie.

Fig. 1.2 – Architecture de TAPENADE [Hascoët et al., 2005a]

Les analyseurs d’entrée et afficheurs de sortie (un pour chaque langage) sont claire-

ment séparés du noyau qui ne connaît qu’un langage abstrait appelé Langage Impératif.

Idéalement, le langage impératif contient toutes les constructions sémantiques qui existent
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Chapitre 1. Différentiation Automatique et optimisation

dans les langages de programmation Fortran et C.

Le noyau de TAPENADE est un Analyseur de Langage Impératif (ALI) [Hascoët et al.,

2005a] qui génère un graphe d’appel du programme. L’outil de DA est construit au dessus

de ce noyau et interfacé à l’aide d’une API (Application Programming Interface) qui met

en œuvre les analyses spécifiques de la DA. Le noyau est alors capable d’envoyer des pro-

grammes en Langage Impératif différentiés à l’afficheur du langage considéré. Plusieurs

techniques ont été implémentées dans TAPENADE pour améliorer ses performances :

– l’analyse de l’utilité [Hascoët et al., 2005b] permet de ne pas différentier les va-

riables dépendantes des variables actives indépendantes n’ayant aucune influence

sur les variables dépendantes intéressant l’utilisateur ;

– l’analyse de sauvegarde en mode adjoint qui permet de minimiser les sauvegardes ;

– l’analyse du flot des données, localement à chaque bloc d’instructions, pour re-

grouper les instructions dérivées et améliorer les performances du mode tangent

vectoriel ;

– l’analyse In-Out utilisée pour réduire la taille mémoire nécessaire à l’exécution

répétée de certaines sous-parties de programme.

Distribution TAPENADE est téléchargeable sur ftp://ftp-sop.inria.fr/tropics/tapenade/

pour une installation locale et libre d’utilisation pour les recherches académiques. Il est

aussi accessible en ligne via un serveur web à l’adresse

http://tapenade.inria.fr:8080/tapenade/index.jsp

Utilisation Pour différentier un code par TAPENADE (Fig. 1.3), l’utilisateur renseigne

différents champs :

1. choix du langage de programmation

2. choix des programmes à différentier,

3. indication du nom de la routine principale,

4. indication du nom des variables actives indépendantes(variables d’entrées),

5. indication du nom des variables actives dépendantes(variables de sorti, optionnel),

6. choix du mode de différentiation (linéaire tangent, linéaire tangent vectoriel ou ad-

joint).
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1.2. Différentiation Automatique en mode linéaire tangent

Fig. 1.3 – Interface du serveur Tapenade

Après avoir précisé ces informations à l’aide de la fenêtre de navigation, on lance la diffé-

rentiation. L’outil de DA analyse alors le code avec l’analyseur syntaxique Fortran pour

extraire l’architecture du code et la dépendance des routines par rapport aux variables

actives indépendantes. TAPENADE traite les routines nécessitant une dérivation. TAPE-

NADE ajoute la lettre "d" aux variables différentiées dans le mode tangent et "_d" aux

noms des routines. Une fois le code différentié, une nouvelle fenêtre apparaît. L’utilisa-

teur peut télécharger le code source généré à l’aide du bouton "Download differentiated

file"(Fig. 1.4).

Lorsque le code à différentier est grand (plus de 15000 lignes), on ne peut plus

utiliser l’outil en ligne. On doit alors installer TAPENADE localement. Des versions de

TAPENADE existent pour les systèmes d’exploitation : Windows, Linux et Mac. La fi-

gure (Fig. 1.5) présente l’interface locale de TAPENADE pour Windows. Les résultats de
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différentiation s’affichent sur une page web (Fig. 1.6) consultable dans un dossier créé au

cours de l’exécution. Les routines différentiées sont générées dans le même répertoire.

Fig. 1.4 – Interface du serveur Tapenade : Code différentié calcul_sigma_d

Fig. 1.5 – Interface de TAPENADE en installation locale
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Fig. 1.6 – Interface de sortie de Tapenade en installation locale

1.2.2 Différentiation par surcharge d’opérateur

a) Principe

D’un point de vue informatique, la surcharge d’opérateur (Operator Overloading)

est un cas particulier de polymorphisme, par lequel des opérateurs peuvent avoir plusieurs

implémentations. Le compilateur choisit, en fonction du type des opérandes, quelles opé-

rations effectuer. La technique de surcharge d’opérateur est proposée par des langages de

programmation orienté objet comme FORTRAN 90, C++ et Matlab. Parmi les logiciels

de DA par surcharge d’opérateur, on trouve ADOL-C [Griewank et al., 1996], FADBAD

[Bendtsen et Stauning, 1996], FAD [Aubert et al., 2001],

Rapsodia [Charpentier et Utke, 2009], Diamant [Charpentier, 2008]. La surcharge d’opé-

rateurs en particulier utilisés pour la différentiation d’ordre élevé.

En différentiation automatique, la surcharge d’opérateur permet d’obtenir un code ca-

pable de calculer des dérivées sans avoir changer la structure du code d’origine. Il suffit

de définir un nouveau type et de redéfinir les opérations. En pratique, la construction

d’un type et la redéfinition des opérateurs sont faites une fois pour toutes. Il suffit donc

de coder une bibliothèque, puis de changer le type des variables actives dans le code. La

propagation est gérée par l’utilisateur. La bibliothèque et le code modifié sont compilés

ensemble pour produire un exécutable capable de calculer des dérivées.
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b) Exemple

Le type dreal dédié à la différentiation au premier ordre est présenté ci-dessous.

TYPE dreal
REAL : : d0, d1
END TYPE dreal

Algorithme 6: Le type dreal

Une variable x de type dreal a ses champs x%d0 et x%d1 respectivement consacrés

à la valeur de la variable (qui sert de trajectoire) et à la valeur de sa dérivée. L’opérateur

surchargé "∗" pour deux variables de type dreal est présenté dans l’Algorithme 6 :

Function prod_dreal_dreal(a,b) : Result (r)
TYPE (dreal), INTENT(IN) : : a, b
TYPE dreal : :r
r%d0 = a%d0 ∗ b%d0
r%d1 = a%d1 ∗ b%d0+b%d1 ∗ a%d0

End

Algorithme 7: Surcharge de l’opérateur ∗ pour deux variables de type dreal

Si le premier opérande est une variable de type dreal et le second de second de type

real alors l’opérateur ” ∗ ” est surchargé comme suit :

Function prod_dreal_real(a, b) : Result (r)
TYPE (dreal), INTENT(IN) : : a
TYPE (real), INTENT(IN) : :b
TYPE (dreal) : : r
r%d0 = a%d0 ∗ b%d0
r%d1 = a%d1 ∗ b%d0

End

Algorithme 8: Surcharge de l’opérateur ∗ pour une variable a de type dreal, et une
variable réelle b
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L’operation "*" pour le couple (real,dreal) doit également être implémentée. En

pratique, la surcharge concerne tous les opérateurs arithmétiques et fonctions élémentaires

pour chaque paire de types de variable.

1.2.3 Validation du code différentié

Après avoir différentié un code, il est usuel de le valider par un test de Taylor

dans lequel les dérivées partielles produites par le code dérivé sont comparées avec celles

approchées à l’ordre 1 par une méthode de différence finies. Le test consiste à :

1. choisir une direction de perturbation propsd du vecteur props. On choisira propsd dans

la base canonique pour effectuer le test par rapport à l’une ou l’autre variable.

2. Calculer le rapport r(α) en faisant tendre α vers 0 :

r(α) =
| calcul_sigma(props + αpropsd) − calcul_sigma(props) |

α | ∇(calcul_sigma_d(props, propsd |

En théorie, le code généré est correct si pour chaque direction de perturbation propsd de

la variable props, le rapport r(α) "tend linéairement vers 1" lorsque α tends vers 0.

Le tableau (Tab. 1.1) montre le comportement du test de Taylor effectué sur l’exemple

Algorithme 1 dans la direction propsd = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T : il y a convergence linéaire vers

1 jusqu’au pas optimal de différence finies de l’ordre de 10−7. Pour un α inférieur à ce pas,

les erreurs d’arrondi dominent l’erreur de troncature, et r(α) s’éloigne de 1. Le code a été

correctement dérivé par rapport à la variable considérée(K dans cet exemple) lorsqu’un

tel comportement est observé.
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α r(α)

10−1 0.975609756097573
10−2 0.997506234413947
10−3 0.999750062485797
10−4 0.999975000629168
10−5 0.999997500154374
10−6 0.999999751153761
10−7 0.999999988001339
10−8 0.999999845892792
10−9 0.999998898502478
10−10 1.00001784630876
10−11 0.999970476793047
10−12 0.999496781635874
10−13 0.994759830064140
10−14 0.947390314346800

Tab. 1.1 – Test de Taylor sur l’exemple Algorithme 1 dans la direction (1, 0, 0, 0, 0, 0)T

1.3 Introduction à l’optimisation

Les premières tentatives de minimisation de fonctions sont attribuées à Cauchy en

1847. La méthode utilisée, dite de la plus grande pente, a été depuis largement améliorée.

Depuis, les domaines d’application de l’optimisation ne cessent de se diversifier.

Les méthodes d’optimisation sont d’une importance majeure dans les applications méca-

niques. Pour la fabrication d’une nouvelle pièce, par exemple, on doit tenir compte dans le

choix du matériau utilisé, des contraintes mécaniques et géométriques auxquelles elle sera

soumise. Une fois que ce problème de conception est résolu, on a besoin de déterminer

les procédés qui permettent d’obtenir la pièce à moindre coût. Résoudre les problèmes de

conception et de procédés est une tâche complexe.

D’un point de vue mathématique, le problème inverse est un problème d’optimisation de

fonctionnelles par rapport à un ensemble de paramètres de contrôle. Dans ce domaine

vaste, on trouve un très grand nombre de méthodes.

Deux grandes familles de méthodes d’optimisation existent. Les méthodes de type

gradient exigent le calcul du gradient de la fonction à minimiser. Les méthodes stochas-

tique ou d’exploration directe ne nécessitent pas ce calcul. Parmi les méthodes de gradient

figurent notamment la méthode de la plus grande pente, la méthode de Gauss-Newton

[Gavrus et al., 1996], la méthode du gradient conjugué, la méthode de Quasi-Newton

[Byrd et al., 1995], [Gilbert et Lemaréchal, 1995]. Une méthode de gradient construit ses
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itérés en diminuant la valeur de la fonction objectif dans la direction du plus grand gra-

dient. Elle va nécessairement atteindre un minimum (s’il en existe un), mais celui-ci n’est

que local lorsque la fonction à minimiser n’est pas convexe. Le minimum atteint est dé-

terminé par l’itéré initial. À chaque minimum local est associée une zone de l’espace des

contrôles (appelé bassin d’attraction), l’ensemble des itérés initiaux choisis dans cette

zone mènent la séquence d’itérés vers ce minimum. Le point initial de la méthode nu-

mérique de recherche est alors d’une très grande importance. Les méthodes d’exploration

directe cherchent à optimiser les paramètres par l’évaluation successives des valeurs de la

fonction objectif. Parmi ces méthodes figurent des méthodes heuristiques, la méthode de

Monte-Carlo, les méthodes du simplexe, les méthodes génétiques...

Dans le cadre de cette thèse on s’intéresse à la méthode du gradient.

1.3.1 Définitions

a) Problème de minimisation générique.

Soit J une fonction continue et différentiable de X en IR. Le problème de minimi-

sation s’écrit :

Chercher x∗ ∈ X tel que x∗ vérifie : J (x∗) = min
x∈X

J (x). (1.3)

Dans cette formulation :

1. J est le critère à minimiser ;

2. x est la variable de contrôle ;

3. x∗ est la solution du problème de minimisation ;

4. X est l’espace des contrôles, appelé espace des contraintes en optimisation. Les contraintes

hi (à valeur réelle) imposées à la solution x∗ peuvent être :





hi(x) ≤ 0, i = 1, ..,m,

hi(x) = 0, i = m + 1, ..,m + p.
(1.4)

Dans un problème sans contraintes, les paramètres m et p sont nuls.
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b) Problème de maximisation générique.

Soit J une fonction continue et différentiable de X en IR. Le problème de maximi-

sation de J s’écrit comme le problème de minimisation de −J :

Chercher x∗ ∈ X tel que x∗ vérifie : −J (x∗) = min
x∈X

−J (x). (1.5)

c) Minimum global.

Si x∗ est un minimum global de J dans l’espace X , alors,

J (x∗) ≤ J (x) ∀x ∈ X . (1.6)

Lorsque ce minimum global est unique, il vérifie :

J (x∗) < J (x), ∀x ∈ X . (1.7)

d) Minimum local.

Un minimum local x̂ de J se définit en fonction de la zone V(x̂) dans laquelle x̂

est le minimum (global) de J . Comme x̂ n’est que le minimum local de J dans V(x̂), il

existe dans l’espace X \ V(x̂) au moins un minimum (local ou global) ̂̂x tel que :

J (̂̂x) < J (x̂). (1.8)

e) Unicité.

Il est souvent difficile de prouver l’unicité d’un minimum global.

f) Convergence globale.

En optimisation, un algorithme converge globalement lorsque la séquence des itérés

xk qu’il génère, atteint un point x̂ satisfaisant les conditions d’optimalité quel que soit

l’itéré initial x0, c’est à dire

∇J (xk) → 0 lorsque k → +∞, ∀x0, (1.9)

où ∇J est le gradient de la fonction J . Le point x̂ peut être le minimum global x∗.
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g) Vitesse de convergence.

La qualité d’un algorithme d’optimisation s’apprécie à l’aide du ratio :

ρk+1 =
xk+1 − x̂

xk − x̂
, (1.10)

équation où x̂ est le point atteint lorsqu’est vérifiée (1.9). La convergence est dite :

1. linéaire lorsque ρk < 1 quel que soit k ;

2. super-linéaire lorsque lim ρk = 0. Pour affiner la description, le terme xk+1 − x̂

peut être comparé à des puissances de xk − x̂. La convergence est quadratique lorsque

xk+1 − x̂ est du même ordre que (xk − x̂)2.

Un algorithme ayant une convergence quadratique est théoriquement meilleur qu’un al-

gorithme ayant une convergence linéaire.

1.3.2 Méthodes de gradient

Dans le cursus universitaire, ces méthodes sont abordées pour la première fois au

travers de la résolution de systèmes linéaires :

Ax = b, (1.11)

où la matrice réelle définie positive A est de dimension n × n, le second membre b et

l’inconnue x sont des vecteurs réels de dimension n. Ce système linéaire peut être résolu

par une méthode dite directe (LU par exemple) qui décompose la matrice A en matrices

triangulaires, puis résout des systèmes linéaires impliquant ces matrices. Ces méthodes

sont efficaces lorsque n n’est pas très grand. L’alternative classique est d’utiliser une

méthode itérative (Jacobi, Gauss-Seidel, gradient conjugué). La méthode du gradient est

très différente des deux autres dans sa conception, car elle propose de résoudre le système

(1.11) en résolvant problème de minimisation :

Chercher x tel que min
y

J (y) = min
y

1

2
(y,Ay) − yT .b =

1

2
(x,Ax) − xT .b. (1.12)

Comme J est différentiable en y, le point x vérifie :

∇J (x) = ∇

[
1

2
(x,Ax) − xT .b

]
= Ax − b = 0. (1.13)
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Les méthodes décrites dans ce paragraphe permettent de résoudre ce problème, mais

aussi des problèmes d’optimisation impliquant des fonctions objectif J oM beaucoup plus

complexes. Elles ont en commun un processus itératif calculant le nouvel itéré par une

formule du type :

xk+1 = xk − ρkdk, (1.14)

où ρk et dk ≃ −∇J (xk) sont respectivement le pas et la direction de descente.

1. Initialisation. Choix d’un point x0.

2. Itérés. L’itéré xk sert à calculer l’itéré xk+1 comme suit :

a) Calcul J (xk) et ∇J (xk) ;

b) Test du critère d’arrêt :

i. Si le critère d’arrêt est satisfait :

Arrêt de l’optimiseur, la solution est xk.

ii. Sinon :

Calcul du pas ρk,

Calcul de la direction dk,

Calcul du nouvel itéré xk+1 = xk − ρkdk,

Retour en (2) ;

.

Algorithme générique

L’algorithme de gradient à pas optimal est l’un des plus simples de la famille mais il est

peu efficace. Trois points demeurent ouverts dans cet algorithme.

Choix de ρk -

– Méthode 1 : Algorithme de gradient à pas constant. Le paramètre ρk est

constant. Cet algorithme n’est pas performant car si la descente dans la direction

dk est insuffisante, il est possible qu’un prochain calcul de gradient implique à

nouveau cette direction.

– Méthode 2 : Algorithme de gradient à pas optimal. Le paramètre ρk déter-

mine le pas permettant de diminuer au maximum la fonction J dans la direction
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∇J (xk). Il est identifié par la résolution du problème de minimisation :

ρk = min
ρ≥0

J (xk − ρ∇J (xk)). (1.15)

Cette seconde optimisation, appelée recherche linéaire, est peu chère car le gra-

dient ∇J (xk) est connu.

Critère d’arrêt - Évalué pour chaque itéré, il porte par exemple sur

1. le gradient :

||J (xk)|| < εg; (1.16)

2. la différence entre deux calculs successifs de J :

|J (xk) − J (xk−1)| < εh; (1.17)

3. ou la différence entre deux itérés successifs :

||xk − xk−1|| < εd. (1.18)

Les paramètres εd, εg et εh sont des paramètre réels positifs choisis par l’utilisateur.

Direction de descente - Sa construction dépend de la méthode. L’expression la

plus simple est :

dk = −∇J (xk). (1.19)

Dans les méthodes plus complexes, elle est calculée à l’aide du hessien (méthode

de Newton) ou d’une approximation de celui-ci (méthode de quasi-Newton).

– Méthode 3 : Algorithme de Newton. La méthode de Newton nécessite le

gradient et le Hessien de la fonction J . De convergence quadratique, elle est

la plus rapide en nombre d’itérations. Par contre, ses performances effectives, en

temps de calcul, dépendent du coût de calcul des dérivées secondes. Lorsque celui-

ci est important, il est préférable de recourir à la méthode de quasi-Newton, qui

recourt à une approximation du Hessien de construction moins honéreuse.

Cette méthode n’est pas la plus adéquate pour la résolution des problèmes im-

pliquant des systèmes d’équations complexes (pas de dérivées secondes explicites

pour J oM) ou dépendants de nombreuses entrées.
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– Méthode 4 : Algorithme de Quasi-Newton. La méthode de quasi-Newton,

utilisée lorsque le Hessien est difficile ou coûteux à calculer, construit une approxi-

mation Bk de ce Hessien à l’aide des gradients successifs.

1.3.3 Méthodes de Quasi-Newton

1. Initialisation. Choix d’un point x0, choix d’une matrice

B0 (B0 = Id en général).

2. Itérés. L’itéré xk et l’approximation Bk servent à calculer

l’itéré xk+1 et l’approximation Bk+1 comme suit :

a) Calcul de J (xk) et ∇J (xk) ;

b) Test du critère d’arrêt :

i. Si le critère d’arrêt est satisfait :

Arrêt de l’optimiseur, la solution est xk.

ii. Sinon :

Calcul de la direction dk comme solution de Bkdk =

−∇J (xk),

Calcul du pas ρk optimal par recherche linéaire,

Calcul de Bk+1,

Calcul du nouvel itéré xk+1 = xk − ρkdk,

Retour en (2).
Alogrithme de Quasi-Newton

La méthode de quasi-Newton utilise l’information apportée par le calcul de J et

∇J entre les points xk et xk+1 pour améliorer l’approximation Bk+1 de la matrice

hessienne H. La mise à jour de la méthode de Quasi-Newton est basée sur le

théorème fondamental du calcul intégral :

Théorème 1 Si yk = xk+1 − xk et wk = ∇J (xk+1) −∇J (xk), alors :

(∫ 1

0

∇2J (xk + tyk)dt

)
yk = wk. (1.20)

La matrice

(∫ 1

0

∇2J (xk + tyk)dt

)
peut être vue comme la moyenne de la

matrice Hessienne sur le segment linéaire [xk, xk+yk] = [xk, xk+1]. En conséquence,

la matrice Bk+1 approchant le Hessien est construite de manière à vérifier la
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condition de quasi-Newton écrite ci-dessous :

Bk+1yk = wk. (1.21)

Cette équation a plusieurs solutions. Par exemple, les mises à jour de Broyden

s’écrivent :

Bk+1 = Bk −
Bkyk(Bkyk)T

(yk)T Bkyk
+

wk(wk)T

(wk)T yk
+ φk[(yk)T Bkyk]vk(vk)T , (1.22)

où φk ∈ [0, 1] et vk est choisi tel que :

vk =
wk

(wk)T yk
−

Bkyk

(yk)T Bkyk
. (1.23)

Lorsque φk est nul, la formule (1.22) correspond à la mise à jour de Broyden,

Fletcher, Goldfarb et Shannon, plus connue sous le nom BFGS. Des études ont

montré ses intérêts théoriques et numériques. D’un autre côté, φk = 1 correspond

à la mise à jour proposée par Davidson, Fletcher et Powell appelée DFP. Le lecteur

consultera le livre de Bonnans et al. [2002] pour plus de détails.

Remarque. Le cas particulier Bk = Id correspond à une méthode de gradient à

pas optimal.

1.3.4 Ordre des méthodes.

Une méthode d’optimisation est dite de :

1. premier ordre lorsqu’elle utilise la matrice Jacobienne ∇J de J . C’est le cas de la

méthode de gradient à pas optimal et de la méthode du gradient conjugué ;

2. second ordre lorsqu’elle utilise la Jacobienne et le Hessien (∇2J ) ou une approximation

du Hessien . C’est le cas de la méthode de Newton (Hessien) de convergence quadra-

tique, et des méthodes de quasi-Newton (approximation du hessien) de convergence

super-linéaire.

Comme on vient de le voir, ces méthodes d’optimisation ont besoin d’évaluer des

gradients et des Hessiens. Ceux-ci peuvent être déterminés grâce à un outil de différentia-

tion automatique. L’utilisation de la DA permet d’éviter de programmer manuellement

les calculs des gradients de fonctions. C’est un gain important en terme de temps de
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développement.

1.3.5 Recherche globale

Un algorithme de gradient peut donner de très mauvais résultats lorsque la fonc-

tion comporte de nombreux minima locaux. Trouver le minimum global est une tâche

ardue et demande notamment de changer la fonction objectif en introduisant un terme

de régularisation de Tikhonov par exemple.

1.3.6 Logiciels et bibliothèques d’optimisation

Une revue complète des logiciels et bibliothèques d’optimisation est proposée sur le

serveur NEOS (http://www-neos.mcs.anl.gov/neos/solvers/) qui illustre l’optimisa-

tion numérique dans toute sa complexité. Le site présente, entre autres, les méthodes de

gradient. Chaque méthode y est discutée théoriquement et numériquement. Des solveurs

en ligne peuvent être testés sur des exemples académiques, voire parfois sur le problème

de l’utilisateur.

a) Optimisation avec contraintes

Le minimum est cherché dans un espace des contrôles réel (de dimension égal à

la dimension du vecteur de contrôle) et borné afin de contraindre, par exemple, la va-

riable de contrôle à demeurer positive au cours des itérations. Des limites inférieures et

supérieures différentes peuvent être imposées simultanément à chaque élément d’une va-

riable de contrôle vectorielle. Le site NEOS offre la possibilité de tester les bibliothèques

L-BFGS-B [Byrd et al., 1995](détaillée ci-dessous), BLMVM [Benson et Moré, 2001] et

TRON [Lin et Moré, 2006] qui travaillent, selon les cas, avec des codes écrits en C ou

Fortran.

L-BFGS-B(Limited-BFGS-Bounded) Dans cette thèse nous utilisons cette bibliothèque

écrite en Fortran 77 par Byrd et al. [1995], basée sur une méthode BFGS (BFGS :

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) avec mémoire limitée. Elle propose la résolution de

problèmes d’optimisation de dimension n grande ayant éventuellement des contraintes

simples sur certaines variables de contrôle. L-BFGS-B est libre d’utilisation. Elle se com-

pose de :

1. trois fichiers appelés driver1.f, driver2.f et driver3.f contenant des exemples ;

2. un fichier routines.f qui contient les routines spécifiques à l’optimisation ;
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3. un Makefile pour la compilation, et

4. plusieurs fichiers de documentation.

Le fichier driver.f (l’un des 3) sert de base lors de la conception de l’optimiseur

de l’utilisateur. Dans ce fichier, largement documenté, figurent plusieurs paramètres et

variables dépendant du problème inverse à résoudre :

1. n, la dimension du vecteur de contrôle ;

2. x, le vecteur de contrôle ;

3. factr et pgtol, les tolérances des critères d’arrêt de l’algorithme ;

4. nbd(i), l(i) et u(i), représentant respectivement le nombre de contraintes sur la

variable x(i) et, le cas échéant, ses limites inférieure et supérieure.

Plus bas dans la routine driver.f, un commentaire signale le début de la boucle itérative.

L’utilisateur intervient au niveau du calcul de f et de son gradient g en les remplaçant

respectivement par son modèle et sa fonction objectif et les codes dérivés correspondants.

b) Optimisation sans contraintes

Le minimum est cherché dans un espace des contrôles réel de dimension égal à

la dimension du vecteur de contrôle. Ces algorithmes sont un peu plus rapides que les

précédents.

Le site NEOS offre la possibilité de tester les bibliothèques Cgplus et NMTR qui

travaillent, selon les cas, avec codes écrits en C ou Fortran.

MODULOPT - Écrite en Fortran 77 par Gilbert et Lemaréchal [1995], cette biblio-

thèque est basée sur une méthode BFGS avec mémoire limitée. Elle propose la résolution

de problèmes d’optimisation sans contraintes de grande dimension. D’un point de vue

pratique, son utilisation est très semblable à celle de la bibliothèque L-BFGS-B.

1.4 Conclusions

On a introduit dans ce chapitre les idées de base de la différentiation automatique

dans l’optique de son utilisation en optimisation. Dans le cadre de cette thèse, et pour

les deux applications traitées par la suite dans le chapitre 2 et le chapitre 3, on utilise

l’outil TAPENADE de type "transformation de source" pour produire automatiquement

les codes dérivés à fournir au pilote d’optimisation.
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CHAPITRE 2
Identification de l’écrouissage des tôles

métalliques à partir d’un essai de
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

La caractérisation précise du comportement mécanique des matériaux au delà de

leur limite élastique représente une phase préliminaire indispensable à la simulation des

procédés de mise en forme. Dans la littérature, de très nombreux auteurs ont mené des

travaux sur ce sujet afin de proposer des méthodes fiables et efficaces pour caractériser le

comportement élastoplastique des matériaux métalliques. L’identification des paramètres

pilotant ce comportement nécessite la réalisation d’essais mécaniques adaptés. Les essais

pour lesquels la répartition spatiale du champ de contrainte est supposée connue indépen-

damment de la loi de comportement dans la " partie utile " des éprouvettes conduisent à

une identification immédiate (par exemple, l’essai de traction uniaxiale). L’essai de trac-

tion présente toutefois certaines limitations liées au développement de la striction diffuse,

puis de la striction localisée dans le cas d’éprouvettes de section rectangulaire issues de

tôles.

La simulation numérique des procédés de mise des tôles métalliques ne cesse d’évo-

luer grâce au développement continu des outils numériques (tels que la méthode des élé-

ments finis) et aux performances croissantes des calculateurs. Ces simulations nécessitent

l’implémentation de modèles de lois de comportement qui doivent obéir aux lois géné-

rales de la mécanique, et qui doivent rendre compte de tous les aspects du comportement

plastique : anisotropie, influence du trajet de chargement, écrouissage. On trouve deux

grandes classes de modèles utilisés en calcul de structures métalliques. La première classe

est celle des modèles phénoménologiques représentés par des fonctions constitutives qui

relient des variables internes. Ces fonctions constitutives ont pour rôle de tenir compte

de la structure interne du matériau ainsi que de l’histoire de la sollicitation. La deuxième

classe consiste en des modèles micro-macro qui se basent sur des approches polycristallines

permettant de tenir compte de la structure cristallographique des matériaux. L’objectif

du présent travail est d’identifier un comportement en combinant des essais expérimen-

taux et des techniques numériques. De ce fait, on se limitera à la présentation des modèles

phénoménologiques.

Pour effectuer des simulations numériques fiables des opérations de mise en forme des

tôles métalliques, on a besoin d’avoir des paramètres précis qui sont classiquement iden-

tifiés à partir d’essais expérimentaux standard (traction uniaxiale), ou dédiés à l’analyse

d’une sollicitation particulière (traction plane, cisaillement, traction biaxiale par gonfle-

ment hydraulique..). Ces approches consistent à réaliser ces essais en s’assurant de la

validité de l’hypothèse d’homogénéité des champs de contraintes et de déformations dans

l’éprouvette (traction uniaxiale, cisaillement) ou à utiliser certaines hypothèses condui-
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sant à une formulation analytique qui permet de transformer les mesures expérimentales

(force ou pression, déplacement, éventuellement mesures locales dans le cas du gonflement

hydraulique) en valeurs de contraintes et de déformations. Ensuite, l’identification des pa-

ramètres est effectuée par un lissage du modèle choisi sur la courbe contrainte-déformation

obtenue. Ces approches, que l’on peut qualifier de " méthodes directes ", souffrent de la

forte limitation liée aux hypothèses qui permettent de s’affranchir de l’aspect " structure

" de l’essai. Ainsi, les analyses de ce type d’essais expérimentaux peuvent mener à une

identification paramétrique peu précise.

Une étape nouvelle a été franchie en proposant des essais volontairement hétérogènes,

dont la réponse est plus riche que celle des essais standard. Le principe est d’effectuer un

recalage d’une réponse mesurée et d’une réponse simulée par éléments finis. Cette méthode

permet de prendre en considération quelques effets du matériau ou de la structure.

Au début de ces recherches, les travaux concernaient des mesures globales, telles

l’effort appliqué, le déplacement d’ensemble de l’éprouvette ainsi que quelques mesures

locales en utilisant des jauges de déformation. Depuis l’apparition des techniques de me-

sures de champs, les réponses mesurées ont été étendues aux champs de déplacements et

de déformations sur une partie ou sur l’ensemble de l’éprouvette. Plusieurs techniques de

mesures de champs existent, [Surrel, 2005] [Kobayashi, 1993] : corrélation de mouchetis,

interférométrie de speckle, méthodes de grilles, moiré géométrique, interférométrique, etc.

Le caractère non intrusif et sans contact de ces techniques offre la possibilité de mesurer

des données cinématiques difficilement accessibles par d’autres moyens (éprouvette de pe-

tites dimensions, mesures dans une enceinte...). La technique la plus répandue fait appel

à l’analyse d’images numériques, qui s’est développée grâce aux capteurs CCD (Charged

Coupled Device) et aux techniques de traitement d’images automatisées. L’idée générale

est alors de mettre en œuvre une méthode inverse d’identification combinant des résultats

de simulation et des mesures expérimentales.

Dans ce cas, le problème d’identification des paramètres pilotant le modèle mathé-

matique choisi pour décrire le comportement du matériau à partir de la réponse mécanique

sur une structure donnée consiste à mettre en œuvre une procédure de recalage qui peut

être schématisée par le graphe Fig. 2.1.
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Fig. 2.1 – Etapes de l’identification par recalage (d’après Hendricks. [1991])

Nous présentons tout d’abord le cadre général des modèles phénoménologiques de

l’élastoplasticité, puis les essais classiques d’identification " directe " du comportement

et les essais proposés pour être exploités dans le cadre d’une identification inverse. Nous

présentons ensuite le travail que nous avons réalisé, à savoir l’identification de l’écrouissage

sur une courbe de traction uniaxiale complète, incluant la zone de chute de la force

correspondant au développment de la striction.

2.2 Matériaux élastoplastiques

Afin de décrire le comportement des matériaux écrouissablesPour un modèle élasto-

plastique macroscopique, on doit :

1. Modéliser dans l’espace des contraintes σij, pour un état donné du milieu, une surface Σ

fermée, convexe, appelée surface de charge. Cette surface, d’équation f = f(σij, Xj) =

0 où Xj sont les forces thermodynamiques associées à l’état actuel du matériau, permet

de définir les conditions de chargement, élastique ou élastoplastique. Un accroissement

infinitésimal de la contrainte dσij mène aux différentes situations représentées sur la

figure 2.2.
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Fig. 2.2 – Les différentes possibilités de chargement

Chargement élastique : f < 0.

Déchargement : f = 0 ;
∂f

∂σij

dσij < 0 ; l’incrément est dirigé vers l’intérieur de la

surface de charge.

Chargement neutre : f = 0 ;
∂f

∂σij

dσij = 0 ; l’incrément de chargement est tangent

à la surface de charge : il n’ y a pas d’écrouissage.

Chargement plastique : f = 0 ;
∂f

∂σij

dσij > 0 ; l’incrément de contrainte est dirigé

vers l’extérieur de la surface de charge : la surface de charge évolue, traduisant le

phénomène d’écrouissage.

La surface de charge pour l’état initial du matériau s’identifie à la notion de surface

de limite élastique.

2. Modéliser l’écrouissage afin de décrire l’évolution de la forme, de la taille et de la posi-

tion de la surface de charge au cours du chargement. Deux grandes classes d’écrouissage

ont été proposées : l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique.

3. Définir la loi d’écoulement plastique reliant l’écoulement plastique à l’état de contraintes

auquel est soumis le matériau. La description macroscopique de l’écoulement plastique

obéit en général à la théorie de l’écoulement utilisant le principe du travail maximal

de Hill [1950]. Ce principe conduit à la convexité de la surface de charge par rapport

aux variables σij et Xj. Les incréments de déformation plastique dεp
ij et des variables

internes dαj sont données alors par l’expression suivante :






dεp
ij = dλ

∂f

∂σij

,

dαj = −dλ
∂f

∂Xj

,
(2.1)
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2.2. Matériaux élastoplastiques

où dλ est un scalaire positive appelé le multiplicateur plastique.

2.2.1 Modélisation de l’écrouissage

2.2.2 Écrouissage isotrope

[Taylor et Quinney, 1931]. Lors de la déformation plastique, ce mode d’écrouissage

se traduit par une simple dilatation de la surface de charge symétriquement autour de

l’origine Fig. 2.3.

Fig. 2.3 – Écrouissage isotrope (représentation dans le plan déviatoire)

L’équation de la surface de charge s’écrit alors sous la forme :

f(σ, R) = J(σ) − R − R0. (2.2)

La grandeur scalaire R représente l’évolution de la surface de charge.

2.2.3 Écrouissage cinématique

[Prager, 1955]. Pour une surface de charge Σ de centre o, lorsqu’on charge le maté-

riau, la limite élastique augmente dans la direction de la déformation (trajet OA) mar-

quant ainsi l’écrouissage qui s’est produit. Par contre dans la direction inverse (trajet

OB), la limite élastique diminue, ce qui explique en partie l’effet BAUSHINGER Fig. 2.4.
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Fig. 2.4 – Écrouissage cinématique (représentation dans le plan déviatoire)

L’équation de la surface de charge prend la forme :

f(σ,X) = J(σ,X) − R0. (2.3)

La grandeur tensorielle X représente les micro-contraintes internes engendrées par l’in-

compatibilité des différents grains du matériau.

La fonction de charge est paramétrée par la variable X, qui elle même est associée à la

variable extensive α désignant la variable cachée (interne) qui caractérise l’écrouissage

cinématique.

2.2.4 Écrouissage mixte (isotrope et cinématique

pour un milieu initialement isotrope, la combinaison des deux types d’écrouissage

conduit à un écrouissage isotrope et cinématique (Fig. 2.5) dont la fonction de charge est

définie comme suit :

f(σ,X, R) = J(σ,X) − R − R0. (2.4)
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Fig. 2.5 – Écrouissage isotrope et cinématique (représentation dans le plan déviatoire)

2.2.5 Modélisation des surfaces de charge

a) Critères de plasticité isotropes

Un matériau est dit isotrope lorsqu’il présente les mêmes propriétés mécaniques dans

toutes les directions. Pour ce type de matériau, on atteint le régime plastique pour des

états de contraintes indépendants de la direction des contraintes principales. De ce fait, le

critère de plasticité peut être exprimé sous les différentes formes équivalentes suivantes :






f = F (σ1, σ2, σ3) − σ̄ = 0,

ou f = F (I1, I2, I3) − σ̄ = 0,

ou f = F (I1, J2, J3) − σ̄ = 0,

(2.5)

où I1, I2, I3 sont les invariants du tenseur des contraintes σ, et J1 = 0, J2, J3, sont les

invariants du déviateur des contraintes s = σ − σmI, avec σm = I1/3, soit :

J1 = tr(σ) = σii, J2 = [tr(s)2]1/2 = [sijsij]
1/2, J3 = [tr(s)3]1/3 = [sijsjkski]

1/3. (2.6)

La contrainte équivalente σ̄ dans les équations (2.5) remplace la grandeur (R + R0) dans

l’équation (2.2). Elle est identifiée comme la contrainte mesurée dans un essai de référence,

souvent l’essai de traction uniaxiale.

Comme les métaux sont plastiquement incompressibles, l’écoulement plastique est

insensible à une sollicitation hydrostatique : l’invariant I1 n’intervient pas dans les critères
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de plasticité qui se présentent finalement sous la forme :





f = F (J2, J3) − σ̄ = 0,

ou F (J2, J3) = σ̄.
(2.7)

Dans l’espace des contraintes principales (σ1, σ2, σ3), les critères de plasticité sont re-

présentés par une surface cylindrique d’axe ∆ parallèle à la trisectrice du repère (σ1, σ2, σ3).

Les surfaces associées à ces critères peuvent être caractérisées par leur trace : soit sur le

plan du déviateur, d’équation : σ11 + σ2 + σ3 = 0, soit sur le plan de contraintes planes

d’équation : σ3 = 0. Parmi les critères de plasticité isotrope les plus utilisés on trouve :

Le critère de Tresca (1864) : C’est le premier critère utilisé pour les matériaux

métalliques. Selon ce critère, le matériau atteint la limite élastique lorsque la contrainte de

cisaillement maximale atteint une valeur critique k. La surface de plasticité est déterminée

par :

Max[
1

2
|σ11 − σ22| ;

1

2
|σ22 − σ33| ;

1

2
|σ11 − σ33|] = k =

σ̄

2
, (2.8)

où k représente la limite élastique en cisaillement pur et σ̄ représente la limite élastique

en traction uni-axiale. Ce critère est représenté dans l’espace des contraintes principales

(σ11, σ22, σ33) par un prisme droit d’axe ∆ (voir Fig. 2.6) ayant pour base un hexagone

régulier dans le plan déviatoire (voir Fig. 2.7).

Le critère de Von Mises (1913) : Ce critère est le plus utilisé dans le cas d’un

comportement isotrope pour les matériaux métalliques ductiles. Il revient à supposer que

la fonction de charge ne dépend que de l’invariant J2. La surface de plasticité s’exprime

sous la forme :

f(J2) = 0. (2.9)

Différentes expressions de ce critère sont usuellement utilisées :






f =
√

1
2
sijsij − τ = 0,

ou f =
√

3
2
sijsij − σ̄ = 0,

ou σ̄
2 = (σ11 − σ22)

2 + (σ22 − σ33)
2 = (σ33 − σ11)

2 + 6(σ2
12 + σ2

23 + σ2
31),

(2.10)

où τ est la limite élastique en cisaillement pur et σ̄ est la limite élastique en traction

uni-axiale. La troisième expression est une représentation quadratique du critère de von

Mises.
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Dans un contexte d’écrouissage isotrope et cinématique, l’utilisation du critère de Von

Mises conduit à :

f(σ,X, R)) =
√

(s − X) : (s − X) − R − R0. (2.11)

Ce critère simple d’utilisation arrive à décrire le comportement du matériau d’une manière

acceptable et raisonnable. Il est implémenté dans le code éléments finis utilisé dans le

présent travail de thèse.

Fig. 2.6 – Représentation de la surface de plasticité correspondant aux critères de Tresca
et de Von Mises, dans l’espace des contraintes principales.

Le critère de Drucker 1949 : Dans le plan déviatoire, ce critère est situé entre

l’hexagone de Tresca et le cercle de Von Mises. Il est exprimé en fonction du deuxième et

du troisième invariant J2 et J3 comme suit :

F (J2, J3) = (3J2)
3[1 − C(

J2
3

J3
2

)] = [1 − (
4C

27
)]σ6

0, (2.12)

où C est un paramètre qui caractérise le matériau et σ0 est la limite élastique en traction

ou en compression uni-axiale. La condition de convexité est vérifiée pour C ≤ 9
4
. Dans le

plan déviatoire, le critère de Drucker est représenté par la figure 2.7.

39



Chapitre 2. Identification de l’écrouissage des tôles métalliques

Fig. 2.7 – Représentation des surfaces de plasticité correspondants aux critères de Von
Mises, Tresca et Drücker, dans le plan déviatorique (d’après Karafilis et Boyce. [1993])

Le critère Hosford (1972) : C’est un critère isotrope non quadratique. Il a été

proposé pour décrire le comportement des structures cristallographiques cubiques centrées

(CC) et cubiques à faces centrées (CFC) des matériaux isotropes. Formellement, ce critère

se présente comme une extension du critère de Von Mises :

F = |s11 − s22|
m + |s22 − s33|

m = |s33 − s11|
m − 2σ̄m = 0. (2.13)

Le coefficient m est un paramètre matériel, dont l’estimation peut être basée sur des

résultats de calculs polycristallins.

b) Critères de plasticité anisotropes

Les tôles métalliques présentent une anisotropie initiale qui résulte de leur élabo-

ration par laminage. Il s’agit d’une anisotropie particulière, appelée orthotropie, et qui

corresond à l’existence de 3 plans de symétrie orthogonaux définis par la direction de

laminage (x), la direction transverse (y), et la direction de l’épaisseur (z). L’expression

d’un critère de plasticité orthotrope doit donc faire référence au repère (x, y, z) ; appelé

repère d’orthotropie.

De très nombreux critères de plasticité orthotropes ont été développés au cours des der-

nières décennies. Nous limitons cette présentation au critère quadratique de Hill [1948],

qui reste le plus utilisé en contexte industriel.

Le critère quadratique de Hill (1948) : Proposé par Hill [1948], ce critère

quadratique s’exprime dans le repère d’orthotropie (x, y, z) par :

2F (σij) = F (σyy − σzz)
2+G(σzz − σxx)

2+H(σxx − σyy)
2+2Lσ2

yz +2Mσ2
zx+2Nσ2

xy = 1.

(2.14)
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Il apparait comme une extension du critère de von Mises. Les coefficients peuvent être

déterminés à partir de différents essais. L’essai le plus couramment utilisé consiste à

mesurer les coefficients d’anisotropie R0, R45 et R90, définis comme les rapports de vitesse

de déformation en largeur et en épaisseur dans des essais de traction uniaxiale à 0°, 45° et

90° de la direction de laminage, respectivement. Des essais spécifiques doivent être conçus

pour accéder aux coefficients M et N .

2.2.6 Lois d’écrouissage

L’écrouissage est le plus souvent identifié dans des essais de chargement monotones.

L’identification ainsi réalisée fournit alors une loi scalaire entre une contrainte équivalente

(σ̄) et la déformation plastique équivalente associée (ε̄p), ce qui correspond à un modèle

d’écrouissage isotrope. Sinon, il reste à envisager des essais supplémentaires pour découpler

les parts d’écrouissage isotrope et cinématique dans la réponse observée en chargement

monotone.

Dans le cadre de l’écrouissage isotrope, les lois d’écrouissage σ̄(ε̄p) les plus utilisées

sont résumées dans le tableau 2.1.

Loi σ̄(ε̄p) Remarques

d’écrouissage

Loi de σ̄ = K(ε̄p)N Limite élastique nulle
Hollomon où N est l’exposant d’écrouissage (la limite élastique doit

et K est un paramètre de matériau. être faible devant l’écrouissage).
Loi de σ̄ = K(ε0 + ε̄p)N Bien adaptée aux aciers doux,
Swift où KεN

0 est la limite élastique. et aciers faiblement alliés.
Loi de σ̄ = σE + K(ε̄p)N Fort écrouissage à
Ludwik où σE est la limite élastique. faible déformation.
Loi de σs(1 − αexp(βε̄p)) Bien adaptée aux
Voce où σs est la contrainte de saturation alliages d’aluminium.

et 0 < α < 1 et β < 0. Utilisable à haute température.

Tab. 2.1 – Lois d’écrouissage usuelles.

2.2.7 Essais de caractérisation de l’écrouissage

Pour identifier les paramètres d’une loi de comportement, il est indispensable de

réaliser des essais expérimentaux, analysés par des procédures d’identification directe ou

inverse. Ces essais peuvent aussi être comparés entre eux pour valider une loi de com-

portement plus générale que celle qui est strictement nécessaire pour décrire une seule
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sollicitation ou un seul essai. La comparaison des résultats obtenus pour différents essais

correspondant à différents trajets de chargement est susceptible de fournir des informa-

tions sur la surface de charge.

a) Essai de traction uni-axiale

C’est un essai mécanique simple à réaliser. Ces essais ont fait l’objet de norma-

lisation, par exemple la norme ISO 6892 pour les essais de traction sur des matériaux

métalliques à température ambiante. Dans le cas des tôles minces (épaisseur < 3mm),

la courbe de traction rationnelle, appelée aussi courbe d’écrouissage, est la représenta-

tion graphique de la contrainte vraie (contrainte de Cauchy) appliquée à l’éprouvette en

fonction de la déformation rationnelle (déformation de Hencky). Ces grandeurs sont ob-

tenues directement, tant que la contrainte et la déformation sont supposées homogènes,

c’est-à-dire jusqu’au point de force maximum. La contrainte et la déformation uni-axiales

s’obtiennent à partir des résultats de l’essai, donnant la force (F ) en fonction de l’allon-

gement (L − L0), par les relations :

σ =
F

S
=

F

S0

expε, et ε = ln(
L

L0

), (2.15)

où F est la force appliquée, S0 est la section initiale de l’éprouvette, ε est la déformation

logarithmique et L0 et L représentent respectivement la longueur initiale et actuelle de

la zone utile de l’éprouvette en traction (voir Fig. 2.8). La déformation plastique εp peut

être obtenue en retranchant la déformation élastique εe de la déformation totale.

Fig. 2.8 – Essai de traction uni-axiale

La détermination de la courbe d’écrouissage σ = f(ε), à partir des grandeurs globales
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force-déplacement fournies par la machine de traction, n’est valable que si on considère

l’hypothèse d’homogénéité des champs de contrainte et de déformation dans la partie

utile de l’éprouvette. A partir de cet essai classique et largement connu, on détermine

les caractéristiques mécaniques fondamentales telles que le module de Young, la limite

élastique, la résistance à la rupture, l’allongement à la rupture, ainsi que des grandeurs

telles que le coefficient d’écrouissage γ =
dLnσ

dε
, ou des caractéristiques de l’anisotropie,

comme le coefficient de Lankford.

L’apparition de la striction diffuse est le premier évenement limitant le domaine

d’analyse directe de l’essai comme étant un essai homogène. Ce phénomène se manifeste

par l’apparition d’un étranglement affectant la section droite de l’éprouvette, à partir du

point de force maximum, telque :

soitdF = d(σS) = 0, soit
dσ

σ
+

dS

S
= 0. (2.16)

A l’aide de la relation
dS

S
= −

dL

L
= −dε résultant de l’incompressibilité plastique, on

peut ainsi associer l’apparition de la striction diffuse à la valeur du coefficient d’écrouissage

γ = dLnσ
dε

= 1. En particulier, pour une simple loi d’écrouissage de Hollomon, σ = KεN ,

on trouve que la striction diffuse apparaît pour une déformation ε = N .

Le second événement avant rupture est la striction localisée qui se manifeste sous

la forme d’une bande de striction affectant l’épaisseur de l’éprouvette. Dans une analyse

bi-dimensionnelle, l’apparition de cette bande est possible le long d’une ligne d’extension

nulle dans le plan de la tôle, ce qui conduit à l’inclinaison de cette bande de striction. Les

équations d’équilibre selon la direction du plan de la tôle normale à la bande permettent

ensuite de montrer que :

dσ

σ
+ dε3 = 0, (2.17)

où ε3 est la déformation en épaisseur. En particulier, pour une loi d’écrouissage de Hollo-

mon, la striction localisée apparaît en traction uniaxiale pour une déformation ε = 2N .

b) Essai de traction large

L’essai de traction sur des éprouvettes de grande largeur par rapport à leur longueur

peut être envisagé pour obtenir des états proches de la traction plane dans la section

médiane de l’éprouvette, comme cela a été propose par Wagoner [1981] ((Fig. 2.9)). Avec

l’hypothèse de traction plane, on peut donc obtenir une estimation de la courbe contrainte-

déformation en traction plane à partir de la force de traction et de la mesure locale de
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la déformation axiale dans la section médiane. Une étude effectuée par Dournaux et al.

[2009] montre toutefois que des états de contrainte et de déformation uniformes ne sont

pas obtenus dans la section médiane. L’étude des champs de déformation montre de plus

que le degré d’inhomogénéité des champs de déformation dépend du choix de la géométrie.

Enfin, des simulations numériques montrent que l’inhomogénéité des champs dépend de

la fonction de charge utilisée.

En conclusion, les résultats de cet essai pourraient plutôt être utilisés dans le cadre d’une

identification inverse du comportement ([Dournaux et al., 2009]).

Fig. 2.9 – Éprouvettes proposées par Wagoner [1981] pour des essais de traction large

c) Essai de cisaillement simple

L’essai de cisaillement simple peut être réalisé sur une machine d’essai convention-

nelle au moyen d’un dispositif imposant un déplacement de deux mors latéraux parallèles,

conduisant à une déformation de glissement γ (Fig. 2.11). Par rapport à l’essai de trac-

tion, des déformations homogènes beaucoup plus importantes peuvent être atteintes. Un

chargement inverse peut également être facilement imposé en inversant le sens de dépla-

cement des mors. Enfin, on peut aussi utiliser des éprouvettes pré-déformées avec une

autre sollicitation, ce qui permet d’accéder à des informations sur l’anisotropie induite

(écrouissage non isotrope), comme cela est illustré sur la figure 2.11([Rauch, 1998]).
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Fig. 2.10 – Géométrie dans un essai de cisaillement simple (a) et courbe contrainte-
déformation obtenue après une pré-déformation de 20% en traction (b) (d’après Rauch
[1998])

d) Essai de gonflement hydraulique

Suite au travail de Duncan [1965],le gonflement hydraulique d’une tôle bloquée le

long d’un contour circulaire et soumise sur une face à l’action d’un fluide sous pression

est largement utilisé dans de nombreux laboratoires industriels et académiques. Ce test

présente l’avantage d’obtenir de fortes déformations au pôle du dôme ainsi formé. La

contrainte biaxiale σb au pôle est estimée en mesurant la pression de fluide et en calculant

l’épaisseur et la courbure par des moyens appropriés. Les déformations superficielles ε1 et

ε2 et les courbures 1/R1 et 1/R2 le long des directions d’anisotropie (direction de laminage

et direction transverse) sont déterminées comme les valeurs moyennes obtenues sur une

certaine surface autour du pôle, par des moyens mécaniques ou par des moyens optiques

permettant d’enregistrer les coordonnées d’une grille appliquée sur la surface de la tôle.

Fig. 2.11 – Géométrie d’un essai de gonflement hydraulique instrumenté pour la mesure
de la déformation et de la courbure au pôle (d’après Santos et al. [2010])
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La déformation ε3 est estimée à partir de l’hypothèse d’incompressibilité :

ε3 = −(ε1 + ε2), (2.18)

et l’épaisseur t est ensuite calculée :

t = t0 exp(ε3), (2.19)

où t0est l’épaisseur initiale.

Enfin, l’équation d’équilibre de membrane est utilisée pour déterminer les contraintes

de membrane σ1 et σ2 :

σ1

R1

+
σ2

R2

=
P

t
. (2.20)

La forme locale de la tôle déformée autour du pôle est souvent approchée par une sphère.

Dans ce cas, avec les hypothèses R1 ≈ R2 ≡ R et σ1 ≈ σ2 ≡ σb, l’équation (2.20) se

ramène à :

σb =
pR

2t
. (2.21)

En plus de la précision expérimentale, plusieurs éléments sont susceptibles de nuire à la

détermination de la loi d’écrouissage sous chargement biaxial :

– la déformation et la courbure dépendent de la position le long du profil, de sorte

que les valeurs calculées des déformations et courbures au pôle dépendent de la

taille de la zone utilisée pour leur détermination ;

– la détermination de l’épaisseur à partir des déformations mesurées sur la face

supérieure du dôme ne prend pas en compte les gradients de déformation au

travers de l’épaisseur, qui résultent de la combinaison d’efforts de traction et de

flexion pour les tôles épaisses ;

– l’utilisation de l’équation d’équilibre de membrane représente une approximation

pour des tôles épaisses.

Ces difficultés ont fait l’objet d’études numériques [Santos et al., 2010, Lemoine et al.,

2011]. Dans ces études, des expériences virtuelles ont été réalisées en appliquant la procé-

dure expérimentale de détermination des courbes d’écrouissage à des résultats de simula-

tion numérique. La comparaison avec la loi d’écrouissage introduite dans les simulations

confirme que la méthode d’analyse des résultats expérimentaux conduit à des déviations

par rapport à la loi recherchée. La flexion de la tôle conduit à une sous-estimation des
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contraintes au début de la déformation. Lorsque le gonflement progresse, une surestimation

de la courbe d’écrouissage est ensuite observée, en partie en raison d’une sous-estimation

progressive de l’épaisseur, calculée avec la valeur de déformation superficielle sur la face

supérieure.

e) Méthodes inverses

Une démarche nouvelle dans le cadre de l’identification du comportement plas-

tique a été initiée par des auteurs comme Gavrus et al. [1996], Mahnken et Stein [1997],

Ghouati et Gelin [1998], Yoshida et al. [1998], Yoshida et al. [2003], Diot et al. [2003]. Ces

auteurs ont proposé dans un premier temps d’étendre le domaine d’analyse des essais

classiques en effectuant un recalage d’une réponse mesurée et d’une réponse simulée par

éléments finis. Cette méthode permet de prendre en considération quelques effets du ma-

tériau ou de la structure.

Schnur et Zabaras [1992] sont parmi les premiers à avoir tenté de surmonter l’hypo-

thèse d’homogénéité, en couplant un code de calcul par éléments finis avec une méthode

d’optimisation afin d’identifier le comportement d’un matériau. Cette méthode inverse,

qui consiste à minimiser par un procédé itératif l’écart entre la simulation et l’expérience,

n’a cessé de se développer au cours de ces dernières années.

Gavrus et al. [1996] ont appliqué une méthode inverse pour identifier le comporte-

ment rhéologique d’un matériau thermoviscoplastique sollicité en traction et en torsion

à des conditions sévères de déformation proches de celles atteintes pour des applications

industrielles. Ces auteurs ont développé un algorithme qui couple la méthode des élé-

ments finis simulant l’essai avec un module d’optimisation. La fonction objectif, formulée

dans le sens des moindres carrés et présentant la différence entre les mesures simulées et

expérimentales, est minimisée en utilisant la procédure de Gauss-Newton.

Mahnken et Stein [1996] ont pris en compte des mesures locales de déplacement dans

la fonction coût à minimiser. Ils ont effectué un essai de traction sur une éprouvette plane

en acier entaillée en son milieu. La méthode de corrélation d’image est ensuite utilisée

pour mesurer les champs de déplacements au voisinage de l’entaille. L’identification des

paramètres d’écrouissage et la limite élastique des deux lois de comportements élastoplas-

tiques proposées est réalisée en minimisant l’écart entre les mesures et la simulation. Pour

résoudre le problème de minimisation la méthode du gradient calculé analytiquement est

utilisée.

Meuwissen et al. [1998] ont identifié des modèles de plasticité en utilisant des essais

plans hétérogènes. La fonction coût à minimiser est l’écart quadratique portant sur l’effort

appliqué et les champs de déplacement, dans les zones où les gradients sont importants,
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simulés et mesurés expérimentalement. Les auteurs utilisent des coefficients de pondéra-

tion dans la fonction coût afin de prendre en compte les erreurs de mesures et la dispersion

des paramètres. Pour minimiser la fonction coût, une méthode de premier ordre de type

Gauss-Newton est alors utilisée. Le calcul de gradient est effectué par différence finis.

Kajberga et al. [2004] effectuent des essais de traction sur des éprouvettes planes

entaillées. Pour faciliter la localisation de la plasticité, ils mènent leurs essais jusqu’à la

rupture des éprouvettes. La méthode d’ interférométrie de speckle est utilisée pour mesurer

les champs de déplacement. La fonction coût est choisie comme étant la différence entre

les valeurs issues de la simulation et des essais expérimentaux. Finalement le problème

d’optimisation est résolu par une méthode de simplexe.

L’idée générale de ces méthodes inverses combinant des résultats de simulation et des

mesures expérimentales reste la même pour tous les auteurs, la différence se manifeste dans

le choix des méthodes d’optimisation. On trouve principalement les méthodes de la plus

grande pente, du gradient conjugué, de Quasi-Newton, de Gauss-Newton et de Levenberg-

Marquart. Pour ces méthodes, il est nécessaire de calculer le gradient de la fonction objectif

par rapport aux paramètres à identifier. Usuellement les techniques de différences finies, de

dérivation semi-analytique ou analytique sont utilisées. Pour les méthodes d’optimisation

d’ordre zéro comme la méthode de simplexe et les algorithmes génétiques on n’a pas à

calculer le gradient, des évaluations successives de la fonction objectif suffisant.

2.3 Identification de la loi d’écrouissage

2.3.1 Choix de la méthode d’identification

La simulation par éléments finis de la traction simple sur un seul élément conduit

à reproduire strictement la loi d’écrouissage introduite dans la simulation. Par contre, la

simulation d’un essai de traction réel, avec des conditions de traction plane au niveau des

mors de fixation de l’éprouvette, conduit progressivement à une localisation de la défor-

mation, avec les deux phénomènes successifs de striction diffuse et de striction localisée

prévus théoriquement comme des instabilités matérielles. Ces phénomènes apparaissent

alors comme des phénomènes de localisation, engendrés par les conditions d’encastrement

aux extrémités qui génèrent des champs de contraintes et de déformation de plus en plus

hétérogènes et conduisent progressivement à une localisation de la déformation au centre

de l’éprouvette. Nous avons donc envisagé d’identifier l’écrouissage à partir d’une méthode

inverse consistant à minimiser l’écart entre les courbes force-déplacement expérimentale

et calculées dans un essai de traction normalisé en exploitant les résultats expérimentaux
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jusque dans le domaine final de chute rapide de la force.

2.3.2 Résultats expérimentaux

La campagne d’essais a été réalisée dans les laboratoires d’ArcelorMittal. On réalise

une caractérisation en traction uni-axiale selon la norme ISO6892−1. Les deux matériaux

testés sont un acier multiphasé à très haute résistance et un acier doux pour l’embou-

tissage. Les essais de traction uni-axiale sont réalisés à l’aide d’une machine de traction

compression ZWICK Roell (voir (Fig. 2.12)).

Fig. 2.12 – Machine de traction compression ZWICK Z100

La géométrie des éprouvettes, d’épaisseur moyenne de 1.5mm, utilisées dans cet

essai est représentée dans la figure 2.13.
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Fig. 2.13 – Les éprouvettes utilisées

Les courbes force-allongement pour l’essai de traction uni-axiale réalisé selon la

direction de laminage sont données sur les figures 2.14 et 2.22, pour les aciers multiphasé

et doux, respectivement.
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Fig. 2.15 – Courbe de traction uni-axiale

Ces courbes vont nous servir comme observations pour l’identification inverse des

paramètres de la loi d’écrouissage choisie. Les propriétés mécaniques standards identifiées

à partir des courbes de traction sont données dans le tableau 2.2.

Type Re(0.2%) Mpa Rm (MPa) A% rép A% rup
Acier doux 162 288 28 45

Acier multiphasé 1040 1235 4.7 8.3

Tab. 2.2 – Propriétés mécaniques

Les valeurs du coefficient de Lankford, fournies par ArcelorMittal, mesurant le rap-

port des déformations plastiques en largeur et en épaisseur, sont également très différentes :

l’acier multiphasé est pratiquement isotrope, avec R0 ≈ R45 ≈ R90 ≈ 1, tandis que l’acier

doux est fortement anisotrope, avec R0 ≈ 2,R45 ≈ 1.5, R90 ≈ 2.4

Les éprouvettes après essai montrent, pour l’acier multiphasé, une rupture dont la

direction correspond à la prévision théorique de la striction localisée (Fig. 2.16). Cette

rupture intervient après un amincissement localisé dont l’extension perpendiculairement à

la rupture est de l’ordre de grandeur de l’épaisseur. La rupture pour l’acier doux intervient

d’abord au centre de l’éprouvette, puis la déchirure se propage vers les bords (Fig. 2.17).
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Fig. 2.16 – Éprouvettes Acier multiphasé

Fig. 2.17 – Éprouvettes Acier doux

Nous retiendrons, pour définir l’arrêt des calculs dans les simulations numériques,

un critère de rupture défini par ε̄ = 1, 2 pour l’acier multiphasé et ε̄ = 2 pour l’acier doux.
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2.3.3 Outils de simulation numérique

a) FLagSHyP

Nous avons choisi d’utiliser FLagSHyP (Finite element Large Strain Hyperelasticity

Program) pour illustrer l’utilisation de la méthode de la Différentiation Automatique sur

des applications mécaniques. Le choix de ce code est motivé par le fait qu’il est en libre

téléchargement ce qui permet à la communauté scientifique de pratiquer cette méthode

sur un code éléments finis entier.

FLagSHyP (Finite element Large Strain Hyperelasticity Program ) est un code élé-

ments finis écrit en Fortran 77 développé par Bonnet et Wood [2008] pour illustrer les

théories de la mécanique des milieux continus non linéaire décrites dans leur livre " Non-

linear Continuum Mechanics for Finite Element Analysis". Les codes sources de FLag-

SHyP écrit en Fortran 77 et en Fortran 90 (une version traduite par J. E. Akin)

peuvent être téléchargés sur le site http://www.flagshyp.com.

Le programme traite les équations constitutives de plusieurs lois de comportement

non linéaires. Neuf types de matériaux sont implémentés : matériau de type néo-Hookean

compressible, matériau incompressible avec l’hypothèse de contrainte plane dans la di-

rection principale ou presque incompressible, matériau hypérélastique dans la direction

principale ou avec l’hypothèse de la déformation plane dans la direction principale, ma-

tériau presque incompressible dans la direction principale, matériau incompressible dans

la direction principale avec l’hypothèse de contrainte plane et matériau élasto-plastique

dans la direction principale. Dans le code, chaque type de matériau est désigné par un

numéro noté mat est défini par un tableau contenant ses paramètres noté "props". On lit

ces données dans un fichier d’entrée "nom_exemple.dat" indispensable pour l’exécution

du code. Dans ce fichier d’entrée, on définit aussi le maillage de la structure à solliciter, la

table de connectivité et le type d’élément utilisé. Le code propose sept types d’éléments

de maillage : des éléments de maillage 2D : linéaire (truss2 ), linéaire triangulaire (tria3 ),

quadratique triangulaire (tria6 ), bilinéaire quadrilateral (quad4 ) et des éléments 3D :

tétraédrique linéaire (tetr4 ), tri-linéaire hexaédrique (hexa8 ), quadratique hexaédrique

(tetr10 ) (voir Fig. 2.18).
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Fig. 2.18 – Éléments de maillage

Dans ce même fichier, l’utilisateur doit préciser le type de chargement : pression

surfacique, force ponctuelle ou déplacement, ainsi que les conditions aux limites et les

paramètres de contrôle de la solution numérique (incrément, tolérance de convergence,

nombre maximum d’itération par incrément...).

Une formulation Lagrangienne est utilisée pour résoudre le problème de la déforma-

tion finie par la méthode des éléments finis. Le problème non linéaire discrétisé résultant

est alors résolu par une méthode itérative de Newton-Raphson. Pour améliorer la conver-

gence de cette dernière, la méthode de la recherche linéaire et la méthode de la longueur

d’arc sont implémentées dans le code. Et pour résoudre le système d’équation linéaire à

chaque itération de Newton-Raphson, un solveur standard symétrique basé sur la décom-

position LDLT [Zienkiewicz et Taylor, 2005] est utilisé.

A l’exécution de chaque problème, un fichier de sortie est créé (le nom est donner par

l’utilisateur). Dans ce fichier, les résultats sont décrits pour chaque incrément de charge :

les nouvelles coordonnées des nœuds, les forces nodales équivalentes et les composantes

du tenseur de Cauchy aux points d’intégration de Gauss. Le programme génère également

un autre fichier de sortie qui permet de continuer la mise en œuvre d’un problème s’il n’a

pas convergé. Un fichier nommé "flag.out" est crée. Il contient le numéro d’incrément,

les coordonnées et la force relative au degré de liberté, la valeur du facteur de force et la

longueur d’arc actuelle si la méthode de longueur d’arc est utilisée. Ce fichier facilite ainsi

le traçage des courbes force-déplacement.

Parmi toutes les sous-routines qui composent le programme, la plus importante est

"elemtk", une sous-routine à maîtriser. Cette dernière est chargée de calculer les forces

nodales équivalentes et les composantes de la matrice de rigidité tangente. Plus de détails
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sur cette sous-routine ainsi que les autres composantes du programme,figurent dans le

livre [Bonnet et Wood, 2008].

Dans la littérature plusieurs auteurs ont utilisé FLagSHyP pour résoudre des pro-

blèmes de grandes déformations dans de nombreux domaines. Rocha [2008] a utilisé FLag-

SHyP pour réaliser un modèle de couplage électromécanique du tissu cardiaque par la

méthode des éléments finis. Givoli et Patlashenko [2000] ont utilisé FLagSHyP comme

base pour développer leur propre code qui traite le problème de contrôle optimal d’élas-

ticité. Une autre application en biomécanique pour la simulation numérique du formage

hyperplastique des prothèses dentaires est traitée par FLagSHyP par [Bonnet et Wood,

2002].

Les aciers doux et multiphasé sont modélisés en implémentant une loi elastoplastique

à 6 paramètres dans FLagSHyP. L’élément de maillage utilisé pour les simulations est un

élément 3D à 8 noeuds hexa8(voir Fig. 2.18) . L’éprouvette est maillée avec 63 éléments.

b) Code de calcul Abaqus

Une difficulté pour mener à bien notre objectif résulte de l’implémentation moyen-

nement efficace du code FLagSHyP qui ne permet pas d’effectuer des simulations avec

un nombre important d’éléments. Or, pour reproduire correctement la localisation de la

déformation dans l’essai de traction, il est nécessaire de mailler l’éprouvette de façon suf-

fisamment fine. Pour mener à bien notre étude, nous avons donc été amenés à utiliser

en complément le code de calcul Abaqus qui permet des calculs avec un nombre élevé

d’éléments.

Nous avons utilisé la version Abaqus/explicit, dans les mêmes conditions (dimensions

d’éprouvettes, conditions aux limites). Pour ces simulations on a modélisé le quart de

l’éprouvette (une symétrie en largeur et une symétrie en épaisseur). On a effectué des

simulations :

– d’une part, un petit nombre d’éléments de maillage : 4x18= 72 éléments, afin de

recouper les résultats avec ceux obtenus avec FLagSHyP,

– d’autre part, un nombre élevé d’éléments : 4x 18368=73472 éléments, afin d’ob-

tenir une description fine de la localisation de la déformation et donc des courbes

de traction.

L’élément de maillage utilisé est l’élément solide avec interpolation linéaire et intégration

réduite C3D8R
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2.3.4 Mise en œuvre de l’identification

a) Choix de la loi de comportement

Nous avons utilisé le critère de Von-Mises [1913] (équation (2.10)) avec l’hypothèse

d’écrouissage isotrope. Afin d’obtenir une souplesse suffisante pour décrire l’écrouissage,

nous avons choisi une loi d’écrouissage à 6 paramètres, combinant la loi de Voce et la loi

de Swift, sous la forme suivante :

σ̄(ε̄p) = K(ε0 + ε̄p)N + S(1 − AExp(−Bε̄p)), (2.22)

où K, ε0, N , S, A et B sont les paramètres à identifier. Cette loi est utilisée dans le

contexte industriel pour améliorer les extrapolations des lois d’écrouissage en grandes

déformations.

b) Différentiation de FLagSHyP

La loi à 6 paramètres (3.28) est implémentée dans FLagSHyP . Pour effectuer l’iden-

tification de ces paramètres, une fonction coût est implémentée dans le code sous la forme :

cout = cout + (observations − simulations)2. (2.23)

Par la suite le code est différentié automatiquement par TAPENADE [Hascoët et al.,

2005a] afin de calculer le gradient de la fonction coût par rapport à ces paramètres.

Afin de différentier FLagSHyP on doit fournir à TAPENADE :

– la routine dans laquelle se trouve la fonction coût : la "top routine", dans notre

cas c’est "simulation",

– les variables d’entrées ou "variables indépendantes", par rapport aux quelles la

fonction coût sera différentier, dans notre cas c’est le vecteur "props" contenant

les paramètres de la loi de comportement choisie,

– le mode de différentiation, dans notre cas c’est le mode linéaire tangent.

Après avoir suivi les différentes étapes décrites ci-dessus, on lance Tapenade qui analyse

les différentes routines constituant le code(avec un parser fortran) pour disposer de l’ar-

chitecture du code ainsi que des dépendances entre les routines et les variables. Après

quoi, Tapenade garde les routines dont il a besoin et commence la différentiation du code.

Tapenade ajoute la suffixe "d" aux variables différentiées en mode tangent. Les routines

différentiées (voir (Fig. 2.19)) sont produites en 5 secondes sur un ordinateur à processeur

Intel Core2 Duo de 2GHz de fréquence et 2Go de mémoire. Il est impératif de vérifier que

le gradient généré par TAPENADE est correcte.
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Fig. 2.19 – Code différentié par TAPENADE

2.3.5 Validation de la différentiation

On fait le test de Taylor afin de valider le calcul du gradient(voir 1.2.3) par rapport

K et N. Les tests présentés dans le tableau 2.3 ont le comportement des tests de Taylor

corrects (voir 1.2.3).
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α rN rK

102 0.951643130059070
101 0.995156431113191
100 0.999515516916777
10−1 0.999951258456755
10−2 0.988310105047826 0.999993414521180
10−3 0.998823876138017 0.999980133510347
10−4 0.999883251485084 0.999555623720398
10−5 0.999996756404297 0.993150259551969
10−6 1.00015765423819 0.957328985065253
10−7 1.00074926420769 0.199343952127866
10−8 1.00626440059662
10−9 1.09970679443109
10−10 1.48612069388632
10−11 24.4700976907495

Tab. 2.3 – Test de Taylor effectué dans les directions K et N .

Après avoir vérifié l’exactitude du code différentié, le module d’optimisation [Byrd et al.,

1995]((cf. § 1.3.6)) est interfacé avec le code pour réaliser l’identification inverse. Pour vé-

rifier l’efficacité de notre optimiseur, on a utilisé la méthode des expériences jumelles.

2.3.6 Etude de sensibilité des paramètres

Une étude de sensibilité menée avec le code linéaire tangent permet de voir l’influence

de chaque paramètre sur la loi de comportement (2.23) sans effectuer l’étude paramétrique

classique (répétition des simulations directes pour des variations de chaque paramètre).

Avec le code linéaire tangent, il suffit d’exécuter ce code pour un jeu de paramètres

et différentes directions. Par exemple, propsd est choisi égal à (0.1,0,0,0,0,0) pour une

perturbation de 10% de la valeur de K.

La figure 2.20, présente les sensibilités " fd " de la force en fonction du déplacement

pour chaque direction de perturbation.
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Fig. 2.20 – Étude de sensibilité par rapport à une perturbation de 10% des paramètres

On remarque que les paramètres K et S, qui définissent l’intensité de la contrainte,

jouent le rôle le plus important. Les autres paramètres affectent plutôt la forme de la

courbe contrainte-déformation, et jouent un rôle moindre sur l’intensité de la courbe

force-déplacement. Ces résultats, attendus d’une étude analytique, sont ici quantifiés d’une

manière très précise.

2.3.7 Expériences Jumelles pour tester l’optimiseur

Il s’agit d’expériences idéalisées dont les données sont parfaitement consistantes avec

le modèle, ce qui est rarement le cas en pratique. Dans cette expérience, on utilise des

données(observations synthétiques). On observe la présence d’une zone de striction diffuse

créées par le modèle avec un jeu de paramètres donnés. Leur valeur étant parfaitement

connue, il est possible de valider la méthode. Ensuite on se donne un itéré initial pour

l’algorithme de minimisation de la fonction coût (2.23).

Le tableau ci-dessous résume les différents paramètres utilisés pour effectuer l’expé-

rience jumelle. On y observe que le jeu de paramètres identifié est très proche du jeu de
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paramètres utilisés pour générer les observations. La procédure d’identification que nous

avons construite est correcte. Ces résultats sont confirmés dans la figure 2.21 présentant

les observations synthétiques et les courbes force-allongement relatives aux paramètres de

la loi initiale et de la loi identifiée : les résultats obtenus avec la loi initiale passent par les

observations utilisées dans la fonction coût.

Loi pour obs. Expérience Jumelle
synthétiques Loi initiale Loi identifiée

K=700 K=100 K=698.12
E=0.0001 E=0.001 E=0.0001

Paramètres N=0.2 N=0.5 N=0.196
d’écouissage S=900 S=1000 S=897.25

A=0.5 A=0.57 A=0.498
B=1500 B=1000 B=1497.98

Tab. 2.4 – Jeu de paramètres de l’expérience jumelle.
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Fig. 2.21 – Expérience Jumelle

2.4 Résultats

L’incapacité de mener à bien les simulations impliquant un grand nombre d’éléments

avec le code de calcul FLagSHyP, nous a amené à adopter une stratégie d’identification
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qui permet seulement de montrer l’applicabilité de la méthode DA au problème d’identi-

fication que nous avons défini. En effet, un maillage très fin est nécessaire pour reproduire

correctement le développement de la localisation de la déformation. Un maillage grossier

donne des courbes force-déplacement qui présentent une chute de la force trop lente, car

la localisation associée à la striction n’est pas correctement décrite. L’identification ne

peut donc être effectuée avec le code FLagSHyP que jusqu’à une valeur de l’allongement

légèrement supérieure à l’allongement à force maximum. Nous avons donc été amenés à

définir la méthode suivante :

– identification des paramètres de la loi d’écrouissage avec FLagSHyP (maillage de

l’éprouvette avec 63 éléments), dans un domaine d’allongement choisi pour que

la courbe force-déplacement reste pratiquement insensible au nombre d’éléments

finis ;

– comparaison des résultats obtenus avec les codes FLagSHyP et Abaqus, en uti-

lisant les paramètres précédemment identifiés et un maillage comportant 63 élé-

ments (FLagSHyP) ou 4x18 éléments (Abaqus) ; vérification de la coincidence des

courbes force-déplacement obtenues avec les 2 codes ;

– simulation de l’essai avec Abaqus en utilisant un grand nombre d’éléments ; com-

paraison avec la courbe force-déplacement expérimentale.

Le tableau 2.5 précise pour chaque matériau le domaine d’allongement choisi pour l’iden-

tification avec FLagSHyP (63 éléments).

Matériau Allongement réparti Nombre Domaine
(valeur à Fmax) mm d’éléments d’allongement mm

Acier Doux 28 63 3-38
Acier multiphasé 4.7 63 0.56-7.1

Tab. 2.5 – Domaines d’allongement choisis pour l’identification.

Les paramètres d’écrouissage obtenus selon la procédure expliquée ci-dessus (iden-

tification avec FLagSHyP, 63 éléments) sont donnés dans le tableau 2.6.

Matériau K(Mpa) ε0 N S(Mpa) A B

Acier multiphasé 526 1.E-7 0.049 529 0.159 54
Acier doux 200 0.005 0.27 190 0.56 4.7

Tab. 2.6 – Paramètres identifiés.

Les courbes expérimentales et calculées sont montrées sur les figures 21 et 22. On

observe tout d’abord que la simulation avec FLagSHyP (63 éléments) ne permet pas de
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décrire correctement le développement de la striction, et conduit de ce fait à une courbe

force-déplacement qui chute beaucoup trop lentement. Par contre les résultats coïncident

pratiquement avec la simulation effectuée avec Abaqus avec 4× 18 éléments, ce qui valide

les simulations effectuées avec les deux codes. Lorsque les simulations sont effectuées avec

Abaqus et un grand nombre d’éléments, on retrouve une allure force-déplacement en bien

meilleur accord avec l’expérience.

Afin de prendre en compte l’anisotropie de l’acier doux, les simulations ont de plus

été effectuées avec Abaqus en utilisant l’option " potential ", qui permet d’effectuer les

simulations en utilisant le critère de Hill quadratique. Les différents paramètres d’aniso-

tropie (rapports de contraintes) calculés à partir des coefficients d’anisotropie : R0 = 2,

R45 = 1.5, R90 = 2.4 sont : R11 = 1, R22 = 1.029, R33 = 1.279, R12 = 1.108, R13 et R23,

qui font appel à la connaisance des contraintes de cisaillement transverse, sont pris égaux

à 1.

2.5 Discussions

2.5.1 Courbes force-déplacement

Les courbes force-déplacement calculées avec Abaqus et un grand nombre d’éléments

devraient reproduire les courbes expérimentales, dès lors que l’ensemble des phénomènes

physiques intervenant en grandes déformations plastiques seraient pris en compte. Or, les

courbes simulées montrent :

– pour l’acier multiphasé, une chute de force un peu trop lente (Fig. 2.22),

– pour l’acier doux, une chute de force beaucoup trop précoce. La prise en compte

de l’anisotropie modifie peu la courbe force-déplacement simulée (Fig. 2.23).
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En fait, la loi d’écrouissage à 6 paramètres a été identifiée sur un domaine d’al-

longement de l’éprouvette (et donc de déformation plastique) limité par les possibilités

d’effectuer avec FLagSHyP, des simulations avec un grand nombre d’éléments. Les extra-

polations de la loi d’écrouissage peuvent diverger du comportement réel du matériau si

le domaine d’identification est trop restreint. La loi d’écrouissage choisie offre en effet la

possibilité :

– d’une poursuite de l’écrouissage si le terme de type " loi de Swift " prédomine

(K >> S),

– d’une saturation de l’écrouissage si le terme de type " loi de Voce " prédomine

(S >> K).

D’autre part, deux phénomènes physiques principaux n’ont pas été pris en compte, et

peuvent jouer un rôle important dans le développement de la striction et par conséquent

dans la détermination de la partie finale de la courbe de traction :

– la sensibilité à la vitesse de déformation, qui a pour effet de ralentir le développe-

ment de la striction, puisque l’augmentation de la vitesse de déformation dans la

zone de striction conduit à une augmentation des contraintes [Woodford, 1969]
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– l’endommagement en grandes déformations, qui a au contraire pour effet d’ac-

célérer la localisation de la déformation puis la rupture ductile dans la zone de

striction [Rice et Tracey, 1969, Lemaitre, 1986].

En particulier, l’acier doux d’emboutissage présente une sensibilité à la vitesse de défor-

mation de l’ordre de m =
∂Lnσ

∂Lnε̇
= 0.03 (m = 0.038 d’après les mesures d’ArcelorMittal).

Des études analytiques approchées concernant l’allongement au-delà du point de force

maximum ont été menées pour montrer l’importance de cette sensibilité à la vitesse de

déformation [Semiatin et Jonas, 1984] . On peut retenir une expression de la déformation

εf (ou de l’allongement relatif εf ) en dehors de la zone de striction quand la déformation

de la zone de striction tend vers l’infini :

εf = N + mLn(I/f), (2.24)

ou

ef = (I/f)m exp(N) − 1, (2.25)

où N est l’exposant d’écrouissage pour une loi de Hollomon (σ = KεN) et f = δLn(A0)

mesure la taille d’un défaut géométrique de section droite initiale le long de l’éprouvette

de traction. Un accord avec l’expérience est souvent obtenu en considérant un défaut de

l’ordre de f = 0.01.

L’acier doux pourrait être caractérisé de façon approchée par une loi d’écrouissage de

Hollomon avec un exposant d’écrouissage N = 0.26. Ainsi, on s’attend pour ce matériau

à des variations de l’allongement d’une éprouvette de traction en fonction de m qui sont

définies dans le tableau 2.7 :

m Allongement(%)
0 30

0.01 36
0.02 42

Tab. 2.7 – Allongement d’une éprouvette de traction estimé à partir de l’équation (2.5.1)
pour N = 0.26 et différentes valeurs de m.

Considérant l’écart observé pour la chute de la force entre l’essai et la simulation

avec Abaqus 73428 éléments (Fig. 2.23), on s’aperçoit de toute l’importance qu’il y aurait

à prendre en compte l’influence de la sensibilité à la vitesse de déformation dans les

simulations numériques. L’écart constaté est en effet parfaitement compatible avec une
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sensibilité à la vitesse de déformation de l’ordre de quelques %.

Dans le cas de l’acier multiphasé, la sensibilité à la vitesse de déformation est très

faible. Le désaccord entre courbes de traction expérimentale et simulée est, au contraire,

compatible avec un effet d’endommagement dont le développement génère la rupture

ductile.

2.5.2 Champs de déformation

Les figures 2.24 et 2.25 montrent les champs de déformation équivalente et de dé-

formation en épaisseur à la surface des éprouvettes. Les champs sont présentés à la fin

des simulations. Le test d’arrêt des simulations est défini par l’atteinte d’une déformation

équivalente ε̄ = 1.2 pour l’acier multiphasé, ε̄ = 2 pour l’acier doux (simulation isotrope)

et ε̄ = 1.8 pour l’acier doux (simulation anisotrope).

On observe la présence d’une zone de striction diffuse dans laquelle se sont dévelop-

pées deux bandes de striction localisée symétriques par rapport à l’axe de l’éprouvette.

En pratique, pour l’acier multiphasé, seule une bande s’est développée pour conduire à la

rupture (Fig. 2.16), en raison de gradients de propriétés métallurgiques ou de défauts géo-

métriques (défaut d’alignement par exemple). Pour les mêmes raisons, la rupture n’a pas

été observée strictement au centre de l’éprouvette. Pour l’acier doux, la rupture s’est amor-

cée sur l’axe de l’éprouvette (Fig. 2.17), ce qui correspond au maximum de déformation

équivalente. On observe en outre, pour l’acier doux, des profils d’éprouvettes présentant

logiquement une diminution de largeur plus importante dans la simulation anisotrope, en

raison d’un coefficient d’anisotropie supérieur à 1. Ces profils obtenus dans la simulation

anisotrope sont en meilleur accord avec l’expérience. On note en outre des valeurs relatives

de déformation équivalente et de déformation en épaisseur dans la zone de striction qui

correspondent à un état de contrainte biaxial.
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Fig. 2.24 – Acier multiphasé. Champs de déformation équivalente et champs de défor-
mation en épaisseur à la fin de la simulation (représentation sur une demi largeur de
l’éprouvette.
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Fig. 2.25 – Acier doux. Champs de déformation équivalente et champs de déformation
en épaisseur à la fin de la simulation (modélisation isotrope, représentation sur une demi
largeur de l’éprouvette).
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Fig. 2.26 – Acier doux. Champs de déformation équivalente et champs de déformation
en épaisseur à la fin de la simulation (simulation anisotrope, représentation sur une demi
largeur de l’éprouvette).

2.6 Conclusions

Le problème que nous avons choisi de traiter dans ce chapitre concerne le compor-

tement mécanique de tôles métalliques dans un simple essai de traction uniaxiale. Le

développement de la striction diffuse, puis de la striction localisée, sont les deux phéno-

mènes qui contrôlent l’évolution de la courbe force-déplacement dans les stades avancés

de la déformation de l’éprouvette. L’objectif était donc d’analyser les résultats force-
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déplacement jusque dans les stades avancés de chute rapide de la force, et d’en extraire

la loi d’écrouissage en grandes déformations.

La procédure choisie consiste à simuler l’essai de traction en utilisant une loi d’écrouis-

sage à 6 paramètres, utilisée industriellement pour offrir une flexibilité " suffisante " pour

des extrapolations en grandes déformations. Un code par éléments finis " ouvert ", per-

mettant de traiter des problèmes de comportement mécanique non-linéaires, a été utilisé.

Le code est différentié automatiquement par rapport aux paramètres de la loi d’écrouis-

sage avec l’outil de différentiation automatique TAPENADE afin de calculer le gradient

de la fonction coût. L’identification est réalisée sur la base des couples de valeurs (force,

déplacement).

L’applicabilité de la méthode a été démontrée, mais un certain nombre de limitations

sont apparues. La première limitation est liée au code par éléments finis utilisé, qui ne

permet pas de mener à bien des simulations avec un grand nombre d’éléments. De ce fait,

nous avons dû faire appel à un recoupement des résultats avec ceux obtenus avec le code

de calcul Abaqus. Finalement, les simulations reproduisent la chute de force, associée à des

champs de déformation mettant en évidence la striction diffuse puis la striction localisée.

Toutefois, des écarts sont constatés par rapport à l’expérience.

En plus de l’écrouissage, le développement de la localisation de la déformation dé-

pend de paramètres physiques tels que la sensibilité à la vitesse de déformation et l’endom-

magement. Ces effets devront être pris en compte dans une poursuite de l’étude. Enfin,

il serait utile d’enrichir la base des données utilisées pour l’identification en déterminant

expérimentalement les champs cinématiques de déplacement et de déformation grace à

des techniques d’analyse d’images numériques.
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CHAPITRE 3
Identification de la loi de comportement

d’une poutre sandwich à partir de

fréquences de résonance et de facteurs

d’amortissement expérimentaux
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3.1 Introduction

L’étude du contrôle des vibrations est devenue un élément essentiel dans la concep-

tion mécanique de système complexe dans des domaines tels que l’aéronautique, l’auto-

mobile, l’électroménager et le génie civil. Ces vibrations peuvent susciter des instabilités

de la structure, entraînant des gênes importantes pour l’utilisateur (vibrations ressenties

par un automobiliste à l’intérieur de l’habitacle, rayonnement acoustique élevé...), voire

même le phénomène de rupture dû à la fatigue vibratoire. En pratique, un grand nombre

de ces désagréments sont supprimés en ajoutant de l’amortissement dans la structure,

augmentant ainsi son niveau de dissipation.

Dans les tôles sandwich, le contrôle vibroacoustique est généralement assuré par une

ou plusieurs couches viscoélastiques dans le matériau. Plusieurs représentations paramé-

triques de son module complexe sont proposées pour décrire le comportement viscoélas-

tique d’une telle structure : modèles rhéologiques simples (à deux ou trois paramètres) tels

que le modèle de Maxwell, le modèle de Kelvin-Voigt et le modèle de Zener [Sun et Lu,

1995], ou d’ordre élevé tels que le modèle de Maxwell généralisé [Fried, 2003], le modèle de

Golla-Hugures-Mac Tavish (GHM) [Golla et Hughes, 1985] et le modèle ADF (Anelastic

Displacement Field) [Lesieutre et Bianchini, 1995]. En général, les courbes maitresse du

matériau viscoélastique fournies sous forme d’abaque par le fabricant, sont utilisées pour

identifier les paramètres de ces différents modèles. Ces courbes maitresse sont issues d’es-

sais de flexion, de traction, de compression ou de cisaillement pour des fréquences et des

températures données. Pour des températures et/ou des fréquences absentes de l’abaque,

on utilise la loi WLF [Williams et al., 1955]. La plupart des techniques d’estimation de

l’amortissement partent d’un des modèles cités précédemment, et tentent d’en identifier

les paramètres via des expériences spécifiques ou des simulations numériques. Néanmoins,

aucun de ces modèles n’est capable de décrire le comportement réel des matériaux amor-

tissants pour une large bande de fréquences [Bert, 1973], plus particulièrement quand

ils sont contraints dans un sandwich. Leur modélisation pose des difficultés de part la

dépendance du module de Young en fréquence et en température [Daya et Potier-Ferry,

2001].

Trois grandes classes de méthodes ont été développées pour déterminer les fréquences

propres et l’amortissement des structures viscoélastiques en vibration linéaire.

• Dans la première classe, les méthodes sont basées sur le calcul de courbes de réponse

pour des excitations harmoniques. En utilisant la technique de la bande passante

à −3dB [Soni, 1981], on lit la fréquence propre sur les courbes de réponses, puis

on calcule l’amortissement. Elle est utilisable pour un amortissement faible et des

73



Chapitre 3. Identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

fréquences propres suffisamment distinctes. Mais elle est coûteuse en temps de calcul

pour de grandes structures.

• La deuxième classe concerne la méthode d’énergie de déformation modale (Mo-

dal Strain Energy Method : MSEM) [Johnson et Kienholz, 1982]. Cette méthode

approchée, consiste à définir l’amortissement comme le rapport entre l’énergie de

déformation dissipée dans le matériau vicoélastique et l’énergie de déformation em-

magasinée. Deux versions existent. La première utilise un mode propre réel (relatif

à la structure non-amortie). Elle est utilisable pour des structures faiblement ou

moyennement amorties [Daya et al., 2002]. La seconde consiste à résoudre un pro-

blème de forçage harmonique basé sur la pulsation propre réelle de la structure non

amortie pour obtenir une approximation du mode complexe. Cette version est peu

coûteuse en temps de calcul lorsque la matrice de rigidité est indépendante de la

fréquence [Soni, 1981].

• La troisième classe consiste à résoudre directement, pour chaque mode de vibration,

le problème non-linéaire aux valeurs propres complexes issu de la discrétisation du

problème de vibration des structures viscoélastiques. Cinq méthodes de résolution

sont principalement discutées dans la littérature : la méthode "QR" [Bathe, 1982,

Brezinski et Redivo-Zaglia, 2006], la méthode asymptotique [Ma et He, 1992], la mé-

thode d’itération-réduction [Chen et al., 1999] qui est une variante de la méthode

de Newton Raphson, les algorithmes basés sur la Méthode Asymptotique Numérique

(MAN) qui couplent la technique de perturbation et l’homotopie

[Daya et Potier-Ferry, 2001, Duigou et al., 2003] et les méthodes de sous-espace de

Krylov et d’Arnoldi non linéaires [Betcke et Voss, 2002].

Seules les trois dernières méthodes (Itération-réduction, MAN et Krylov-Arnoldi) sont

capables de résoudre un problème non-linéaire aux valeurs propres complexes en prenant

en compte un comportement viscoélastique dépendant de la fréquence.

Des méthodes inverses combinant des essais expérimentaux et de la simulation nu-

mérique ont été proposées pour identifier les paramètres de la loi de comportement visco-

élastique. L’idée est de partir d’une loi de comportement analytique décrivant le compor-

tement viscoélastique de la structure, puis de définir "une fonction objectif" à minimiser

mesurant l’écart entre simulation et données expérimentales. Le problème de minimisation

est alors résolu par un algorithme d’optimisation. Castello et al. [2008] et Matter et al.

[2009] utilisent l’algorithme de Levenberg-Marquardt. Araújo et al. [2002] utilisent un al-

gorithme de Gauss-Newton combiné avec l’algorithme FAIPA (Feasible Arc Interior Point

Algorithm) [Herskovits, 1998]. Kim et Lee [2009] utilisent aussi une méthode de gradient.

Dans tous ces travaux, le gradient est évalué soit par la méthode de différences finies, soit
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3.2. Matériaux viscoélastiques

par un calcul analytique. Néanmoins, un gradient approximatif (une approximation au

premier ordre par différences finies) peut fausser les résultats d’optimisation et conduire

à une optimisation peu précise. Les objectifs de notre travail sont de prouver l’apport de

la Différentiation Automatique (DA) dans le cadre de l’identification des paramètres du

cœur viscoélastique (VE) d’une tôle sandwich Acier/Polymère/Acier.

Dans ce chapitre, nous rappelons dans un premier temps des propriétés mécaniques

des matériaux viscoélastique ainsi que leur modélisation numérique. Dans un second

temps, on introduit à la fois les objectifs de l’identification et la solution numérique du

problème non-linéaire aux valeurs propres complexes pour une loi de comportement visco-

élastique. Ensuite on décrit l’automatisation du calcul du gradient de la fonction objectif

ainsi que les améliorations apportées au code différentié, après quoi on décrit les étapes

d’optimisation. Finalement, on expose les résultats de notre identification ainsi que les

conclusions et les perspectives.

3.2 Matériaux viscoélastiques

Les matériaux présentant un comportement amortissant sont définis comme maté-

riaux viscoélastiques (VE). Vu le nombre important des domaines d’applications de ce

type de matériau, leurs modélisation a fait l’objet de très nombreux travaux. Nous étu-

dions dans ce chapitre, l’identification des paramètres d’une structure sandwich à cœur

viscoélastique en vibration libre. Le paragraphe décrit les processus physiques conduisant

au comportement dissipatif ainsi que les outils mathématiques utilisés pour les modéliser.

Un matériau est dit viscoélastique lorsqu’il présente un comportement mécanique

particulier intermédiaire entre le comportement d’un solide idéal dit "Hookéen" et celui

d’un liquide idéal dit "Newtonien". La réponse VE à une déformation est alors un com-

promis entre celle d’un solide élastique (contrainte proportionnelle à la déformation) et

d’un fluide visqueux (contrainte proportionnelle à la vitesse de déformation). La caracté-

ristique principale de ce type de matériau est le retard de la réponse visqueuse par rapport

à la réponse élastique, observé aussi bien dans la phase de déformation que dans la phase

de relaxation. Ce retard est dû à la dépendance des propriétés mécaniques d’un matériau

VE à l’histoire de sollicitation. Pour mettre en évidence le comportement viscoélastique

de ce type de matériau, on dispose de quatre essais fondamentaux : essai de relaxation,

de fluage, de recouvrance et d’effacement [Salençon, 2009].
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3.2.1 Loi de comportement d’un matériau viscoélastique

On établit la loi mathématique liant la réponse du matériau à une sollicitation en

utilisant une formulation fonctionnelle. À chaque instant t, la contrainte σij (respective-

ment εij(t)) dépend de l’historique de la déformation εkl(τ) (respectivement σkl(τ)) depuis

−∞ jusqu’à cet instant t. Il existe alors des fonctionnelles F et G liant les contraintes aux

déformations comme suit :




σij(t) = F

[
εkl(τ

t
−∞)

]
,

εij(t) = G
[
σkl(τ

t
−∞)

]
.

(3.1)

a) Viscoélasticité linéaire

Le matériau est dit linéaire si pour deux états de déformations distincts ε(1) et ε(2),

la correspondance fonctionnelle entre les histoires de contrainte et de déformation est

linéaire :




F
[
ε
(1)
kl

(
τ t
−∞

)
+ ε

(2)
kl

(
τ t
−∞

)]
= F

[
ε
(1)
kl

(
τ t
−∞

)]
+ F

[
ε
(2)
kl

(
τ t
−∞

)]
,

F
[
λεkl

(
τ t
−∞

)]
= λF

[
εkl

(
τ t
−∞

)]
(avec λ ∈ IR).

(3.2)

b) Principe de superposition de Boltzman

Ce principe permet d’utiliser la propriété de linéarité du comportement pour ex-

primer la réponse à n’importe quelle histoire de sollicitation (déformation ou contrainte)

à partir des fonctions de fluage J ou de relaxation R. L’histoire de contrainte σkl(t),

par exemple, peut être considérée comme la superposition d’échelons infinitésimaux

dσkl(τ)H(t − τ) (où H est la fonction échelon unité de Heaviside) et de sauts notés

[[σkl]]n aux instants τn. Utilisant la propriété de linéarité, la réponse ε(t) s’écrit comme la

superposition des dεkl(t) produits par ces échelons, soit :

dεij(t) = Jijkl(t, τ)dσkl(τ). (3.3)

En tenant compte des sommes continues et discrètes, on déduit :

εij(t) =

t∫

−∞

Jijkl(t, τ)dσkl(τ) +
∑

n

Jijkl(t, τn)[[σkl]]n. (3.4)
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3.2. Matériaux viscoélastiques

Notons σ̇kl(τ) la dérivée de σkl(τ) par rapport à τ au sens des distributions et δτn la

distribution de Dirac en τn,

σ̇kl(τ) =






dσkl(τ)

dτ
si σkl(τ) est variable en τ ,

[[σkl]]nδτn en τ = τn

(3.5)

l’intégrale de Boltzmann (3.4) peut alors être écrite comme suit :

εij(t) =

t∫

−∞

Jijkl(t, τ)σ̇kl(τ)dτ. (3.6)

Cette relation peut aussi s’écrire en contrainte en utilisant la fonction de relaxation :

σij(t) =

t∫

−∞

Rijkl(t, τ)ε̇kl(τ)dτ. (3.7)

En intégrant par parties l’équation (3.6), on constate que la réponse est la somme d’une

élasticité et d’un effet mémoire tenant compte de l’histoire de la contrainte σkl,

εij(t) = Jijkl(t, t)σkl(t)︸ ︷︷ ︸
Élasticité instantanée

−

t∫

−∞

∂Jijkl(t, τ)

∂τ
σkl(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
Effet de mémoire

. (3.8)

On montre de la même façon que :

σij(t) = Rijkl(t, t)εkl(t) −

t∫

−∞

∂Rijkl(t, τ)

∂τ
εkl(τ)dτ. (3.9)

Le lecteur consultera le livre d’Appel [2006] pour plus de détails.

c) Matériau VE non vieillissant

On dit qu’un matériau est non vieillissant si ses propriétés n’évoluent pas avec le

temps [Persoz, 1969]. Ceci signifie que sa réponse à un instant t pour une sollicitation

à un instant τ antérieur à t, est la même que sa réponse à un instant (t + ∆τ) pour la

même sollicitation appliquée à l’instant (τ + ∆τ). Dans ce cas, les fonctions de fluage et

de relaxation ne dépendent que de l’intervalle de temps (t−τ) séparant l’effet de la cause.
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Appliquant cette définition à l’équation (3.8) et (3.9), on obtient :






εij(t) = Jijkl(0)σkl(t) +

t∫

−∞

∂Jijkl(t − τ)

∂τ
σkl(τ)dτ,

σij(t) = Rijkl(0)εkl(t) +

t∫

−∞

∂Rijkl(t − τ)

∂τ
εkl(τ)dτ.

(3.10)

Pour (t < τ), les fonctions de fluage et de relaxation présentent les propriétés

(Jijkl(t − τ) = 0) et (Rijkl(t − τ) = 0). Pour un matériau viscoélastique non vieillis-

sant, les lois de comportement (3.6) et (3.7) s’écrivent alors :






εij(t) =

t∫

−∞

Jijkl(t − τ)σ̇kl(τ)dτ,

σij(t) =

t∫

−∞

Rijkl(t − τ)ε̇kl(τ)dτ.

(3.11)

Mathématiquement, la forme des équations (3.11) rappelle la forme du produit de convo-

lution de Riemann (noté ici ∗) défini pour deux fonctions quelconques f et g comme suit :

f(t) ∗ g(t) =

t∫

−∞

f(t − τ) ∗ g(τ)dτ. (3.12)

Les equations (3.11) écrites en terme de produit de convolution de Riemann sont :





εij(t) = Jijkl ∗ σ̇kl(t),

σij(t) = Rijkl ∗ ε̇kl(t).
(3.13)

Dans le domaine fréquentiel, la formulation fonctionnelle de la viscoélasticité s’introduit

par l’usage des transformations de la Laplace et de Carson. Pour une fonction quelconque

f , l’opérateur de Laplace L et l’opérateur C des transformations de Carson sont définis

comme suit :





L [f(t)] =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt = f(s), s ∈ C

C [f(t)] = s

∫ +∞

0

f(t)e−stdt = f ∗(s),
(3.14)
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3.2. Matériaux viscoélastiques

où f(s) est la transformée de Laplace de f(t) et f ∗(s) est la transformée de Carson de

f(t). On obtient :





f ∗(s) = sf(s),

C [f(t)] = sL [f(t)] .
(3.15)

La transformation de Laplace présente les propriétés suivantes :





L [f(t) ∗ g(t)] = L [f(t)]L [g(t)] = f(s)g(s),

L
[
ḟ(t)

]
= sL [f(t)] = C [f(t)] = f ∗(s).

(3.16)

Dans l’espace de Laplace et de Carson, les lois de comportement (3.13) s’écrivent respec-

tivement comme suit :




εij(s) = sJijkl(s)σkl(s),

σij(s) = sRijkl(s)εkl(s),
(3.17)

et




ε∗ij(s) = J ∗

ijkl(s)σ
∗
kl(s),

σ∗
ij(s) = R∗

ijkl(s)ε
∗
kl(s).

(3.18)

En combinant (3.17) et (3.13) on obtient :





εij(s) = J ∗

ijkl(s)σkl(s),

σij(s) = R∗
ijkl(s)εkl(s),

(3.19)

où R∗
ijkl est le tenseur d’ordre 4 des modules et J ∗

ijkl est le tenseur d’ordre 4 des com-

plaisances opérationnelles. Les équations (3.18) et (3.19) nous permettent de déduire :

R∗
ijkl(s) =

[
J ∗

ijkl(s)
]−1

. (3.20)

On démontre ainsi, grâce à l’hypothèse de non vieillissement du matériau viscoélastique,

que les calculs d’intégrales sont transformés en calculs opérationnels. On en déduit que

les équations (3.19), sont analogues à la loi de Hooke généralisée reliant les contraintes

aux déformations en élasticité linéaire :

σij = Cijklεkl, (3.21)
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Chapitre 3. Identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

où Cijkl est le tenseur d’ordre 4 des modules élastiques. Ce principe de correspondance

élastique-viscoélastique, permet de ramener la résolution d’un problème de viscoélasticité

à la résolution d’un problème élastique équivalent.

d) Matériau VE soumis à des sollicitations harmoniques

On soumet un matériau VE linéaire isotrope non vieillissant à des chargements

harmoniques de la forme :

σij(t) = Re
[
σ0

ije
iωt
]

= σ0
ijcos(ωt), (3.22)

où i2 = −1, ω est la pulsation, et Re désigne la partie réelle. D’après l’équation (3.13),

les déformations résultantes sont de la forme :

εij(t) = σ0
kl

∫ t

−∞

Jijkl(t − τ)Re
[
iωeiωτ

]
dτ. (3.23)

En effectuant le changement de variable : "u = t − τ", on obtient :

εij(t) = σ0
klRe

[
iω

∫ +∞

0

Jijkl(u)e−iωudu

]
, (3.24)

dont on déduit :





εij(t) = σ0
klRe

[
J ∗

ijkl(iω)eiωt
]
,

J ∗
ijkl(iω) = iω

∫ +∞

0

Jijkl(u)e−iωudu.
(3.25)

En appliquant la transformation de Carson, le tenseur J ∗
ijkl(iω) peut être décomposé en

parties réelle et imaginaire :

J ∗
ijkl(iω) = J ′

ijkl(ω) + iJ ′′
ijkl(ω), (3.26)

où J ′
ijkl(ω) est la complaisance de stockage, et J ′′

ijkl(ω) est la complaisance de perte.

D’une façon analogue, pour une déformation harmonique de la forme

εkl(t) = Re
[
ε0

kle
iωt
]

= ε0
klcos(ωt), (3.27)
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la loi de comportement correspondant à la réponse en contrainte s’écrit :






σij(t) = ε0
klRe

[
R∗

ijkl(iωt)eiωt
]
,

R∗
ijkl(iω) = iω

∫ +∞

0

Rijkl(u)e−iωudu.
(3.28)

On décompose R∗
ijkl(iω) en parties réelle et imaginaire :

R∗
ijkl(iω) = R′

ijkl(ω) + iR′′
ijkl(ω), (3.29)

où R′
ijkl(ω) est le module de stockage et R′′

ijkl(ω) est le module de perte.

En utilisant la notation complexe comportant une partie réelle Re, une partie imagi-

naire Im, un module noté |•| et une phase ϕ, le tenseur de complaisances opérationnelles

J ∗
ijkl et le tenseur de modules opérationnels R∗

ijkl s’écrivent :






R∗
ijkl(iω) =

∣∣R∗
ijkl(iω)

∣∣ eiϕ(ω),

tan(ϕ(ω)) =
Im
(
R∗

ijkl(iω)
)

Re
(
R∗

ijkl(iω)
) =

R′′
ijkl(ω)

R′
ijkl(ω)

= η(ω),
(3.30)

Les lois de comportements (3.27) et (3.28) s’écrivent alors :





εkl(t) = ε0

klcos(ωt),

σij(t) = ε0
kl

∣∣R∗
ijkl(iω)

∣∣ cos(ωt + ϕ(ω)).
(3.31)

On remarque que pour une sollicitation harmonique, la contrainte et la déformation sont

déphasées d’un angle de ϕ(ω) (voir illustration (Fig. 3.1). L’amortissement η(ω) du ma-

tériau est défini par la tangente de cette angle Eq. (3.30).

Pour mettre en évidence la dissipation interne dans les matériaux VE linéaires non

vieillissants, on applique une déformation harmonique uni-axiale définie comme suit :





ε(t) = ε0Re [eiωt] = ε0cos(ωt),

σ(t) = ε0 |R∗(iω)| cos(ωt + ϕ(ω)),
(3.32)

où R∗(iω) = E∗(iω) = E ′(ω) + iE ′′(ω) est le module de Young complexe dans le cas de
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←− σ(t)

←− ε(t)

t

σ
max

ε
max

ϕ

ω
= tan−1(η)

ω

Fig. 3.1 – Déphasage contrainte-déformation

traction (compression) par exemple et η(ω) = tan(ϕ(ω)) = E ′′(ω)/E ′(ω). On en déduit :






cos(ωt) =
ε(t)

ε0
,

sin(ωt) =
1

ηε0

[
ε(t) −

σ(t)

E ′(ω)

]
.

(3.33)

Ainsi, à chaque fréquence on a E ′(ω) = E ′ = cste, ceci se traduit dans le plan (ε− σ) par

une relation contrainte/déformation elliptique d’équation :

[
1

ηε0

(
ε −

σ

E ′

)]2

+
( ε

ε0

)2

= 1. (3.34)

Le travail dissipé :

Ed =

∫ T

0

σε̇dt = ησ0ε0ω

∫ 2π
ω

0

sin2(ωt)dt = ηπσ0ε0 (3.35)

où σ0 = E
′

ε0, au cours d’un cycle (T = 2π/ω) de déformation est l’aire de l’hystérèsis

(Fig. 3.2)
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Fig. 3.2 – Hystérésis contrainte-déformation en fonction de η

L’énergie potentielle maximale vérifie alors :

Ep =
1

2
σ0ε0. (3.36)

En injectant l’équation (3.36) dans (3.35), on obtient le coefficient de frottement interne

η :

η =
Ed

2πEp

. (3.37)

Comme on peut le remarquer dans la figure 3.2, plus η est grand, plus la surface de

l’hystérésis et l’énergie dissipée Ed sont importantes. Le coefficient de frottement interne

η caractérise alors la capacité d’un matériau VE à dissiper une partie de l’énergie de

déformation reçue sous forme de chaleur.

e) Effet de la fréquence et de la température sur un matériau VE

La température est le facteur d’environnement qui influence le plus les caractéris-

tiques des matériaux viscoélastiques [Nashif et al., 1985]. Les matériaux VE peuvent se

présenter dans quatre états différents. Chaque état correspond à une plage de température

donnée (Fig. 3.3).
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Fig. 3.3 – Variation du module et facteur de perte en fonction de la température

• L’état vitreux (a) est associé aux températures les plus faibles. Le matériau est

caractérisé par un module de stockage E ′ maximal variant peu avec la température

et un très faible facteur de perte η. De ce fait, les déformations du matériau sont

très faibles.

• L’état de transition (b) est caractérisé par un module de stockage fortement dé-

croissant avec la température et un facteur de perte présentant son maximum à

la température de la transition vitreuse Tg. Cette transition vitreuse dépend de la

fréquence.

• Dans l’état caoutchouteux (c), le module de stockage et le facteur de perte sont tous

les deux caractérisés par des valeurs faibles. Ils varient peu avec la température.

• L’état fluide (d) est caractérisé par des instabilités dans le comportement du maté-

riau. Cet état est très peu considéré dans les études.

Pour amortir les vibrations, il est utile de solliciter les matériaux VE au voisinage de la

zone de transition (b) car le facteur de perte (responsable de l’amortissement) y atteint

son maximum. Cela offre une utilisation optimale de leurs propriétés amortissantes.

Principe de superposition fréquence/température D’après des observations expérimen-

tales [Nashif et al., 1985], le profil de variation du facteur et du module de perte en

fonction de la fréquence présente la même allure pour des essais effectués à différentes fré-

quences que pour des essais effectués à fréquence fixe en faisant varier la température. Ce
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constat sur la similitude de comportement a permis de postuler une équivalence fréquen-

ce/température. Cette hypothèse se traduit par la possibilité de superposer les courbes

à différentes températures sur une des courbes choisie comme référence (température de

référence T0). Cela s’effectue par une translation horizontale d’un facteur (dit facteur de

décalage αT ) et correspondant à un changement d’échelle de fréquence (dite fréquence

réduite αT ω) sur la nouvelle courbe superposée (Fig. 3.4).

Fig. 3.4 – Courbes maitresse en fréquence réduite

La résultante de ces courbes superposées est appelée courbe maîtresse ou mono-

gramme. Obtenue expérimentalement, elle permet de présenter sur un seul graphe, la

variation du module de stockage et de facteur de perte en fonction de la température et

de la fréquence. Cette courbe facilite l’obtention des propriétés du matériau en fonction

de la température et de la fréquence ω. A chaque température correspond un facteur de

décalage αT qui définit une droite isotherme dans le plan (αT ω, ω). Pour une fréquence

quelconque ωi et une température Ti, on lit l’abaque donnée par la figure 3.4 comme suit :

1. on repère le point d’intersection P de la droite horizontale ωi et de l’isotherme oblique

Ti,

2. l’abcisse du point P donne la valeur de ωiαTi
,

3. finalement on lit les valeurs de η et de E ′ directement sur la courbe.

Pour des besoins de calcul, on peut modéliser l’évolution du module et du facteur de perte
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sous forme de fonctions analytiques par interpolation des courbes maitresse :

E∗(α(T )ω) = E ′(αT ω) [1 + iη(αT ω)] , (3.38)

où αT = α(T ) est une fonction dépendant de la température permettant le passage de

l’échelle des fréquences réelles à l’échelle des fréquences réduites. Plusieurs lois empiriques

permettent de déterminer le facteur de décalage αT en échelle logarithmique, parmi celles-

ci figure la loi de WLF [Williams et al., 1955] (Wiliams-Landel-Ferry). Elle permet de faire

la conversion de fréquence réduite αT ω en fréquence physique ω, pour des températures

autres que celles mesurées expérimentalement. Cette loi est appliquée dans la zone de

transition vitreuse. A des températures supérieures à Tg (température de transition vi-

treuse), sur une plage de température d’environ (−Tg; Tg + 50), la loi de WLF décrit le

facteur de décalage en température αT comme suit :

logαT =
C0

1(T − T0)

C0
2 + (T − T0)

, (3.39)

où C0
1 et C0

2 (donnés en ◦C) sont des cœfficients viscoélastiques qui caractérisent le ma-

tériau.

3.2.2 Modélisation rhéologique de la loi viscoélastique

Pour approcher la loi VE par un modèle analytique, le module de stockage (ou

le module d’élasticité) est modélisé par un ressort qui représente un élément élastique

idéal. La contrainte est alors proportionnelle à la déformation et est définie par la loi de

Hooke : σ(t) = Eε(t) (E est le module d’élasticité). Le module de perte (ou le module

de viscosité) est modélisé par un amortisseur qui présente un élément visqueux dissipatif,

la contrainte est alors proportionnelle à la vitesse de déformation. Elle est définie par la

loi de frottement visqueux de Newton : σ(t) = ηε̇(t). C’est ce qu’on appelle un modèle

rhéologique [Sun et Lu, 1995].

Cette combinaison peut être représentée de manière simple en associant un ressort et

un amortisseur en série et/ou en parallèle (modèle de base) ou d’ordre élevé en associant

plusieurs modèles de base (modèles composés ou généralisés). On trouve généralement

deux grandes familles de modèles rhéologiques : les modèles standards linéaires (simples ou

d’ordres élevés) et les modèles fractionnaires. Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse aux

modèles standards linéaires. Le lecteur intéressé par les modèles fractionnaires consultera

la thèse de Bilasse [2010].
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3.2. Matériaux viscoélastiques

a) Modèles standards linéaires

Ressorts et amortisseurs sont combinés d’une façon linéaire (Fig. 3.5)

Fig. 3.5 – Modèle d’amortissement à deux ou trois paramètres : (a) Modèle de Maxwell ;
(b) Modèle de Kelvin-Voigt ; (c) Modèle de Zener

.

Le matériau amortissant est approché par un modèle analytique simple qui possède

peu de paramètres (deux ou trois seulement). Les lois de comportement ainsi que les mo-

dules complexes des matériaux viscoélastiques linéaires simples (Fig. 3.5) sont écrits dans

la table 3.2 :

Modèle rhéologique Loi de comportement Module complexe R∗(iω)

Maxwell σ(t) +
η

E0

σ̇(t) = ηε̇(t)
iωηE0

E0 + iωη
Kelvin-Voigt σ(t) = E1ε(t) + ηε̇(t) E1 + iω

Zener σ(t)(E0 + E1) + ησ̇(t)
E0(E1 + iωη)

E0 + E1 + iωη

Tab. 3.1 – Modèles rhéologiques linéaires simples

b) Modèle d’ordre élevé

Pour généraliser les modèles précédents et obtenir des modèles d’ordre élevé, on a

souvent recours soit à une fraction rationnelle :

R∗(iω) = E0
1 + α1iω + ... + αnn(iω)nn

1 + β1iω + ... + βnd
(iω)nd

, avec nd, nn ∈ IN, (3.40)

soit à une fraction de polynômes à dérivées fractionnaires :

R∗(iω) = E0

1 +
∞∑

n=1

bn(iω)βn

1 +
∞∑

n=1

an(iω)αn

, avec 0 < αn et βn < 1. (3.41)
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On trouve classiquement deux représentations de modèles de la forme (3.40) : le modèle

de Kelvin-Voigt généralisé et le modèle Maxwell généralisé présentés en (Fig. 3.6), ils sont

basés sur une combinaison des modèles rhéologiques présentés en (Fig. 3.5).

Fig. 3.6 – Modèles généralisés : (a) Kelvin-Voigt généralisé ; (b) Maxwell généralisé

Les lois de comportement ainsi que les modules complexes des matériaux viscoélas-

tiques linéaires d’ordre élevé sont écrits dans la table 3.2 :

Modèle rhéologique Loi de comportement Module complexe R∗(iω)

Kelvin-Voigt généralisé σ(t) +
N1∑
n=1

an
dnσ(t)

dtn
= b0 +

N2∑

n=1

bn
dnε(t)

dtn

[
E0 + iωη

iωE0η
+

N∑

n=1

1

En + iωηn

]−1

Maxwell généralisé σ(t) +
N1∑
n=1

an
dnσ(t)

dtn
= b0 +

N2∑

n=1

bn
dnε(t)

dtn
E0 + iωη +

N∑
n=1

iωηnEn

En + iωηn

Tab. 3.2 – Modèles rhéologiques linéaires d’ordre élevé

Les coefficients N , N1 et N2 sont entiers, an et bn sont des coefficients caractéristiques

du matériau. Ces paramètres sont obtenus en utilisant les courbes maitresse comme décrit

par Landier [1993].

3.3 Méthodes de résolution du problème des vibrations linéaires

Généralement, la modélisation de la vibration libre linéaire d’une structure visco-

élastique mène à des problèmes à valeurs propres complexes non-linéaires. Une fois la
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3.3. Méthodes de résolution du problème des vibrations linéaires

structure discrétisée par éléments finis par exemple, ce problème aux valeurs propres peut

être écrit sous la forme suivante :

[K(ω) − ω2M]U = 0, (3.42)

où la matrice de rigidité K(ω) et le mode propre de vibration U sont complexes et dépen-

dant de la fréquence ω, et la matrice de masse M est considérée réelle. On note (U, ω) les

solutions propres de ce problème. Dans l’étude des vibrations linéaires des structures sand-

wich viscoélastiques, les ingénieurs sont principalement intéressés par les propriétés amor-

tissantes définies par deux paramètres : la fréquence de résonance Ω et l’amortissement η.

Les solutions propres (U, ω) permettent de calculer l’amortissement η et la fréquence de

résonance Ω en utilisant la formule (3.43) proposée par DiTaranto et Blasingame [1966] :

ω2 = Ω2(1 + iη), où η =
Im(ω2)

Re(ω2)
et Ω =

√
Re(ω2). (3.43)

Dans le cadre des vibrations linéaires, les techniques de calcul d’amortissement passif

peuvent être classées selon deux grandes catégories : méthodes approchées et méthodes

directes.

3.3.1 Méthodes approchées

a) Méthode d’énergie de déformation modale (Modal Strain Energy Method ,

MSEM).

Dans cette méthode, l’amortissement est défini comme le rapport de l’énergie de

déformation dissipée dans la couche VE sur l’énergie de déformation stockée

[Johnson et Kienholz, 1982]. On trouve deux versions de cette méthode :

MSER utilisant le mode réel : Dans cette version, le mode propre réel du sandwich VE

est supposé proportionnel au mode propre de la structure non-amortie Ur qui vérifie le

problème aux valeurs propres réelles





[K(0) − ω2

0M]Ur = 0,

Ut
rK(0)Ur − ω2Ut

rMUr = 0.
(3.44)

où K(0) est la matrice de rigidité construite en considérant uniquement l’élasticité retardée

du matériau VE. Le problème aux valeurs propres complexes (3.42) s’écrit alors sous la
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Chapitre 3. Identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

forme :




[K(ω) − ω2M]Ur = 0,

ω2 = Ω2(1 + iη).
(3.45)

On approche ensuite K(ω) par K(0). En utilisant la formule (3.43), on obtient une ap-

proximation de l’amortissement de la fréquence de résonance Ω après avoir approché

l’amortissement par : 




Ω2 =
Ut

rK
Re(0)Ur

Ut
rMUr

,

η =
Ut

rK
Im(0)Ur

Ut
rK

Re(0)Ur

.

On notera KRe la partie réelle de la quantité K et KIm sa partie imaginaire.

Cette méthode n’est précise que pour des structures faiblement amorties [Daya et al.,

2002].

MSEC utilisant le mode complexe : Cette version utilise la même technique sauf que U

est approché par un mode propre complexe Uc calculé à partir du problème de vibration

forcée suivant :

[K(ω0) − ω2
0M]Uc = F, (3.46)

où F est une amplitude du forcing harmonique. Cette méthode donne de très bonnes esti-

mations [Soni, 1981] avec les formules discutées dans Bilasse [2010], Bilasse et al. [2011].

La méthode devient inutilisable dans le cas où K dépend de ω [Rikards et al., 1993].

b) Méthode de réponse en fréquence

Cette méthode consiste à considérer l’analyse de la réponse forcée en régime harmo-

nique. L’équation (3.42) devient alors :

[K(ω) − ω2M]U(ω) = F , (3.47)

où F est le vecteur des forces sinusoïdales appliquées. On cherche ensuite la solution U(ω)

(courbes de réponses), ce qui impose la composition puis la décomposition de la matrice

de rigidité dynamique complexe (K(ω) − ω2M) pour chaque pulsation ω. Des pics de

résonance sont mis en évidence à partir des courbes de réponses en fréquence obtenues

par des essais expérimentaux de type Oberst schématisés par la figure 3.7. En utilisant la
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3.3. Méthodes de résolution du problème des vibrations linéaires

méthode de bande passante à −3dB Soni [1981], il suffit de calculer le rapport : largeur à

mi-hauteur de la courbe de résonance ∆f sur la fréquence de résonance Ω (Fig. 3.8) pour

déterminer l’amortissement expérimental pour un mode et une température donnés :

η =
∆f

f
. (3.48)

Fig. 3.7 – Fonctionnement de l’appareil de flexion Oberst

Fig. 3.8 – Courbe de résonance au voisinage d’une fréquence de résonance

91



Chapitre 3. Identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

L’un des inconvénients majeurs de cette méthode est que l’obtention des courbes

de réponse est très coûteux lorsqu’une solution complète est exigée. Cette méthode n’est

valable que pour des fréquences propres suffisamment séparées [Abdoun et al., 2009, 2010].

3.3.2 Méthodes directes

Le problème non linéaire aux valeurs propres complexes (3.42) est résolu explicite-

ment.

a) La méthode QR

Cette méthode permet de calculer les valeurs propres d’une matrice complexe constante

en décomposant cette matrice en une matrice Q orthogonale et une matrice R triangu-

laire supérieure pour faciliter le calcul des valeurs propres complexes d’une façon itérative

[Bathe, 1982, Brezinski et Redivo-Zaglia, 2006]. L’utilisation de cette méthode est limitée

aux structures sandwich VE de petite taille ayant un module complexe indépendant de

la fréquence.

b) Méthode d’itération-réduction

Proposée par Chen et al. [1999], cette méthode utilise une méthode de perturbation

couplée à un algorithme de Lanczos et à une base réduite. Elle permet d’introduire une

loi viscoélastique quelconque. Cette méthode est une variante de la méthode de Newton.

Par conséquent, elle nécessite plusieurs itérations par fréquence, ce qui induit un temps

de calcul très élevé pour des structures de grande taille.

c) La méthode asymptotique

Cette méthode fut initiée par Ma et He [1992]. Elle consiste à chercher le mode

et la valeur propre sous la forme de séries entières du facteur de perte. Le matériau

viscoélastique est supposé de module constant. La méthode est efficace pour les structures

faiblement amorties. Lorsque le module varie de façon non-linéaire avec la fréquence, une

procédure de continuation est nécessaire.

d) La Méthode Asymptotique Numérique (MAN)

Les algorithmes basés sur la méthode Asymptotique Numérique(MAN) couplent

la technique de perturbation et l’homotopie [Daya et Potier-Ferry, 2001, Duigou et al.,
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2003]. Ils utilisent un développement en séries de Taylor. Cette méthode sera détaillée au

paragraphe 3.3.3.

e) Les méthodes de sous-espace de Krylov et d’Arnoldi non linéaires

Ces méthodes permettent de résoudre un problème aux valeurs propres complexes

non linéaire creux et de grande taille sous la forme :

T (ω)x = 0; T (ω) ∈ Cn×n, x ∈ Cn. (3.49)

On décompose le problème (3.49) en un ensemble de problèmes linéaires qu’on résout d’une

manière itérative en les projetant dans des sous-espaces de type Krylov. Ces sous-espaces

permettent de construire, par des opérations de type produit matrice-vecteur, produit

scalaire ou combinaison linéaire de vecteurs, des sous-espaces affines pour chercher des

approximations de la solution du système linéaire [Meurant, 1999].

3.3.3 Méthode Asymptotique Numérique

Basés sur la MAN avec homotopie, plusieurs algorithmes numériques ont été déve-

loppés [Daya et Potier-Ferry, 2001, Duigou et al., 2003] pour résoudre le problème (3.42),

où la matrice de rigidité K(ω) dépendante de ω est écrite sous la forme :

K(ω) = K0 + E(ω)Kc. (3.50)

Dans (3.50), la matrice d’élasticité K0 = K(0) = E(0)Kc liée au module d’élasticité re-

tardé est symétrique et définie positive. La matrice Kc est une matrice constante. L’équa-

tion (3.42) s’écrit :

R(u, ω) = [K0 + E(ω)Kc − ω2M]U = 0. (3.51)

Elle est divisée en deux parties :

R(U, ω) = S(U, ω) + T(U, ω) = 0, (3.52)

avec

S(u, ω) = [K0 − ω2M]U, et T(u, ω) = E(ω)KcU. (3.53)
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Au contraire du problème à valeurs propres complexes, le problème à valeurs propres

réelles "S(U, ω) = 0" peut être résolu par une méthode directe.

Initialement, Daya et Potier-Ferry [2001] ont proposé une méthode de continuation qui

utilise une technique d’homotopie. Le problème (3.52) devient alors :

R(U, ω) = S(U, ω) + aT(U, ω) = 0, (3.54)

où a ∈ [0, 1] est un paramètre de chemin. Pour a = 0, on retrouve le problème à valeurs

propres réelles. Pour (a = 1), on retrouve le problème de départ (3.50) à valeurs propres

complexes. Cette homotopie permet de résoudre le problème (3.42) par une méthode de

continuation.

Lorsque la loi viscoélastique est analytique, les branches de solutions sont cherchées par

la MAN [Daya et Potier-Ferry, 2001]. Les solutions (U(a), ω(a)) du problème perturbé

(3.52) sont approchées par des séries de Taylor tronquées à un ordre N :






U(a + δa) =
N∑

n=0

δn
aUn(a), où Un(a) =

1

n!

∂nU

∂an
(a)

ω(a + δa) =
N∑

n=0

δn
aωn(a), où ωn(a) =

1

n!

∂nω

∂an
(a),

(3.55)

sont les coefficients de Taylor de U et ω à l’ordre n évalués au point a. En injectant

ces séries dans l’équation (3.54), on obtient une séquence de N systèmes linéaires dépen-

dants ayant la même matrice linéaire tangente et un membre de droite composé de dérivées

d’ordre élevé. Ces séries de Taylor peuvent être calculées explicitement [Daya et Potier-Ferry,

2001] ou évaluées par la DA [Charpentier, 2008] par le biais de l’outil Diamant.

On introduit une condition d’orthonormalisation pour former le système (3.54) :

Ut
0(U − U0) = 0 (3.56)

Le problème (a → {U(a), ω(a)}) est alors résolu par une technique de perturbation.

La technique de perturbation : La MAN est utilisée pour résoudre le problème

perturbé [Daya et Potier-Ferry, 2001]. Cette méthode consiste à approcher les inconnues
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du problème U et ω par les séries de Taylor :






U =
N∑

n=0

anUn,

ω =
N∑

n=0

anωn,

ω2 =
N∑

n=0

anpn,

0 ≤ a ≤ 1.

(3.57)

Avec N est l’ordre de troncature des séries. La loi VE E(ω) dépendant de la fréquence

s’écrit aussi à l’aide d’une série de Taylor :

E(ω) =
N∑

n=0

anEn. (3.58)

En injectant les équations (3.57) et (3.58) dans l’équation (3.54) et après identification

des puissances en a, on obtient une séquence de problèmes linéaires :

– problème d’ordre 1






AU0 = 0,

A = K(0) − p0M,

p0 = −ω2
0, c’est le problème à valeurs propres réelles.

(3.59)

– problème d’ordre (n + 1), tel que n > 1






AUn = Fn,

Fn = −
n−1∑
k=0

EkKUn−k−1 +
n∑

k=1

pkMUn_k.
(3.60)

Pour les problèmes d’ordre élevé, on obtient des problèmes linéaires non-homogènes faisant

tous intervenir la même matrice A.

Les inconnues du problème à l’ordre (n + 1) sont Un et pn. Comme la matrice A est

singulière, son noyau est généré à partir du mode non amortie U0, on a besoin d’ajouter

une condition de solvabilité [Daya et Potier-Ferry, 2001] :

F t
nU0 = 0. (3.61)
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Ce qui nous permet de calculer les pn :






p1 =
E0Ut

0
KU0

Ut
0
MU0

, n = 1,

pn =

n−1∑
k=0

EkUt
0
KUn−k−1−

n−1∑
k=1

pkUt

0
MUn−k

Ut
0
MU0

, n ≥ 2.

(3.62)

Le problème est résolu par continuation.

3.4 Problématique et constats

Les différences observées entre les simulations réalisées par [Daya et Potier-Ferry,

2001] et les essais effectués par [Landier, 1993] (Tab. 3.4), ont motivé notre étude sur

l’identification des paramètres viscoélastiques des tôles acier/polymère/acier.

3.4.1 Essais expérimentaux

Durant sa thèse, Landier [1993] a réalisé chez USINOR (Arcelor Mittal Steel au-

jourd’hui) des essais d’Oberst (voir Fig. 3.7) pour des températures et des fréquences

différentes. Les tôles sandwich utilisées dans ces essais ont été fabriquées par SOLLAC.

La ligne pilote de fabrication de ces tôles sandwich est schématisée dans la Fig. 3.9. Les

deux parements en acier sont tout d’abord préchauffés dans des fours à infrarouges dis-

tincts. Un film en polymère est dévidé entre les deux fours. Ensuite, les trois couches sont

calandrées entre deux cylindres afin de les coller. Le maintien en température favorise

ensuite l’adhérence des trois couches. Le sandwich obtenu est refroidi à l’air libre avant

d’être bobiné. Les deux tôles en acier sont supposées élastiques, homogènes et isotropes.

Le film en polymère est supposé viscoélastique, linéaire, non vieillissant, homogène et

isotrope.
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Fig. 3.9 – Ligne pilote de fabrication de tôles sandwich (Landier [1993])

Les différentes caractéristiques de l’acier et du polymère ainsi que la géométrie de

la poutre utilisée pour ces essais sont résumées dans le tableau 3.3.

Tab. 3.3 – Propriétés des matériaux et géométrie de la poutre.

Couche élastique Module de Young El = 2.1 × 1011Pa
Coefficient de Poisson νl = 0.3
Densité ρl = 7800Kg.m−3

Épaisseur hl = 0.6mm
Cœur viscoélastique Module de Young Ec = 2.7216 × 107Pa

Coefficient de Poisson νc = 0.44
Densitéρc = 1200Kg.m−3

Épaisseur h=0.045mm
Poutre Longueur L = 178mm

Largeur b = 10mm

Dans ses simulations, [Landier, 1993] a utilisé le modèle de rhéologique de Maxwell

généralisé pour décrire le comportement viscoélastique du polymère (3.63) :

E(ω) = α0 + iβ0ω +
129∑

j=1

iω
iω
αj

+ 1
βj

. (3.63)

Son modèle contient 260 paramètres. Ces paramètres ont été identifiés en utilisant les

courbes maitresse du polymère. Ils nous ont été fournis par l’entreprise Usinor.

Les courbes de variation du coefficients d’amortissement en fonction de la fréquence pour

différentes températures sont données par le graphe (Fig. ??).
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Fig. 3.10 – Amortissement de l’éprouvette sandwich : courbes issues d’essais expérimen-
taux (essais oberst effectués par USINOR en 1995)

3.4.2 Simulation Numérique

Daya et Potier-Ferry [2001] ont reproduit par simulation la vibration libre d’une

poutre sandwich (acier/polymère/acier) dans un code Fortran basé sur la MAN. Ce code

a pour entrée une structure sandwich discrétisée, un ensemble de paramètres p qui défi-

nissent la loi viscoélastique et une fréquence ω. Les sorties du code sont une fréquence de

résonance Ω et un coefficient de perte modale ηm. Le modèle de Maxwell généralisé (3.63)

est implémenté dans le code.

En se mettant dans le cas de l’hypothèse de contraintes planes, la structure est discré-

tisée en utilisant 6 éléments dans l’épaisseur et 30 éléments dans la longueur. L’élément de

maillage utilisé est un élément triangulaire à trois nœuds décrit dans [Daya et Potier-Ferry,

2002]. Dans cet élément, basé sur la théorie discrète de Kirchhoff, chaque nœud possède

huit degrés de liberté qui sont les déplacements longitudinaux des couches élastiques, la

flèche commune et trois rotations. L’ordre de troncature des séries de la MAN est N = 20

alors que le paramètre ε intervenant dans l’estimation du rayon de convergence est choisi

égal à 10−6. Les différents paramètres géométriques sont résumés par le tableau (Tab.

3.3).

Les résultats de simulation avec le modèle de Maxwell généralisé à 260 paramètres

sont comparés aux résultats expérimentaux de Landier dans le tableau 3.4
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Tab. 3.4 – Fréquences naturelles et facteurs de perte de la poutre sandwich.
Résultats expérimentaux Résultats numériques Erreurs relatives

Ωexp ηexp
m ΩMG ηMG

m

ΩMG − Ωexp

Ωexp

ηMG
m − ηexp

m

ηexp
m

60◦C 34 2.75×10−2 30.60 3.58×10−2 1.00×10−1 3.02×10−1

147 5.03×10−2 156.27 7.56×10−2 6.31×10−2 5.03×10−1

357 6.68×10−2 382.77 7.52×10−2 7.22×10−2 1.26×10−1

70◦C 34 2.82×10−2 30.25 2.92×10−2 1.10×10−1 3.55×10−2

145 4.45×10−2 152.49 8.60×10−2 5.17×10−2 9.33×10−1

352 5.52×10−2 376.11 7.88×10−2 6.85×10−2 4.26×10−1

On y observe que les fréquences de résonance sont déterminées avec une erreur

relative inférieure à 10%. Par contre, les erreurs sur les facteurs de perte modaux sont

plus au moins importantes selon le mode de vibration. Ces erreurs peuvent être dues

au fait que les différents paramètres de la loi viscoélastique utilisée ont été identifiés

expérimentalement à partir des courbes maitresse du polymère seul [Landier, 1993]. Il est

légitime de penser que le polymère intercalé entre les deux parements en acier de la tôle

sandwich, peut ne pas se comporter de la même façon. Les erreurs de mesure ne sont pas

négligeables et peuvent aussi contribuer à ces différences.

Pour améliorer les résultats de simulation, on propose dans ce travail une identi-

fication de la loi VE lorsque le matériau VE est contraint. La méthode d’optimisation

retenue utilise des gradients obtenus par différentiation automatique est décrite dans le

paragraphe 3.5.

3.4.3 Choix d’une loi viscoélastique pour l’identification

Pour simplifier, le module viscoélastique du cœur est écrit sous la forme :

E(ω) = E0 + E(ω), (3.64)

où la constante E0 est le module d’élasticité retardé et E = (ER(ω), EI(ω)) est la fonc-

tion complexe décrivant la partie du module d’Young dépendant de la fréquence. Pour

fréquence donnée, les propriétés viscoélastiques de la couche centrale satisfont la formula-

tion du module de Young complexe "constant" [Soni, 1981, Thompson et Walker, 1968] :

E = Re(E)(1 + iη), (3.65)

où Re(E) est la partie réelle du module élastique et η est le facteur de perte du matériau

VE.
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En pensant à l’identification, on introduit la fonction mathématique R :

R ◦ E(ω, p) = (Ω(ω, p), ηm(ω, p)), (3.66)

pour lier l’ensemble des paramètres p caractérisant la loi viscoélastique E(ω, p) à la fré-

quence de résonance et au facteur de perte.

Les différentes étapes de calcules présentés dans le (cf. § 3.3.3) pour résoudre pro-

blème (3.52) sont données par le tableau (Tab. 3.5).

Tab. 3.5 – Solveur du problème aux valeurs propres complexes

.

Méthode des sous-espaces

Pour le mode choisi

→ Continuation →Coef_Taylor pour E → Calcul des séries

→ solveur linéaire

Dans le cadre de ce travail, on propose une méthode d’identification du coefficient

d’amortissement η et de la fréquence de résonance Ω qui combine simulation numérique et

données expérimentales. Pour cela, on utilise le code éléments finis [Daya et Potier-Ferry,

2001] où la résolution du problème (3.42) est effectué par la MAN.

3.5 Identification de la loi viscoélastique

Le problème de contrôle de la vibration d’une structure sandwich à couches viscoélas-

tiques ou/et piézoélectriques, est caractérisé par un grand nombre de paramètres liés au

matériau (coefficient d’amortissement η et le module d’élasticité E, pour le matériau VE

par exemple) et à sa géométrie (l’épaisseur des couches, leur nombre...). Dans ce contexte,

l’objectif est d’identifier certains de ces paramètres afin de maximiser l’amortissement

modal et la rigidité. Les paramètres à identifier peuvent être l’épaisseur et le module de

cisaillement de la couche contrainte viscoélastique comme dans [Barkanov et al., 2009,

Baz et Ro, 1995], ou les dimensions et l’emplacement des patchs piézoélectrique comme

dans [Araújo et al., 2009].

3.5.1 Modélisation inverse

Les différences observées entre les résultats numériques et les résultats expérimen-

taux (Tab. 3.4) peuvent être corrigées en identifiant une loi viscoélastique E∗ valable pour

la structure sandwich considérée. Pour simplifier, on ignore la dépendance de Ω et ηm à

ω. Dans la suite nous cherchons à identifier les paramètres p = (ER, EI), pour différents

100



3.5. Identification de la loi viscoélastique

modes et différentes températures. Pour des données (Ωexp, ηexp) pour un mode particulier

et à une température particulière, le critère à minimiser est une mesure J de l’écart entre

la fréquence et de facteur de perte modal calculés et ceux observés est :

J (Ω, ηm) =
(Ω − Ωexp)2

(Ωexp)2
+

(ηm − ηexp
m )2

(ηexp
m )2

, (3.67)

pour tenir compte de la différence des ordres de grandeur. La fonction objectif est écrite

sous la forme d’une fonction composée :

J (Ω, ηm) = J ◦ R ◦ E(p), (3.68)

On ajoute des poids ω1 pour Ω et ω2 pour η, afin de donner plus d’importance à l’un ou

l’autre des paramètres. La fonction coût s’écrit alors sous la forme :

J (Ω, ηm) = ω1
(Ω − Ωdonnées)2

(Ωdonnées)2
+ ω2

(ηm − ηdonnées
m )2

(ηdonnées
m )2

. (3.69)

Le problème de minimisation s’écrit :

Trouver p∗ = (ER, EI)
∗ ∈ P tel que min

p∈P
J ◦ R ◦ E(p) = J ◦ R ◦ E(p∗), (3.70)

où P est l’ensemble des paramètres viscoélastiques admissibles. Comme les fonctions (J ,

R et E) sont dérivables par rapport à leurs variables, le problème (3.70) peut être résolu

par une méthode de gradient en cherchant une solution p∗ qui annule le gradient de la

fonction objectif :

c’est à dire trouver p∗ tel que ∇(J ◦ R ◦ E)(p∗) = 0. (3.71)

3.5.2 Calcul du gradient

Il existe plusieurs méthodes pour l’évaluation du gradient [van Keulen et al., 2005].

Soit (δp ∈ P) une direction de perturbation. On peut approcher δJ = ∇(J ◦R◦E)(p0).δp

au point p0 en utilisant un schéma de différences finis de premier ordre :

δJ = ∇(J ◦ R ◦ E)(p0).δp =
J ◦ R ◦ E(p0 + εδp) − J ◦ R ◦ E(p0)

ε||δp||
, (3.72)

où ε est un petit paramètre scalaire usuellement choisi égal à 10−6.

On peut aussi différentier directement l’équation mathématique. Appliquer à l’équa-
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tion (3.71) on obtient le produit de Jacobiens à implémenter :

[
∇J (Ω0, η0

m)
]
.
[
∇R(E(p0)

]
.
[
E(p0)

]
.δp = δJ , (3.73)

Comme avant, le calcul du gradient ∇(J ◦ R ◦ E) peut être effectué en choisissant les

directions de la perturbation δp dans la base canonique de P .

Finalement, la technique de la Différentiation Automatique (DA) [Corliss et al.,

2001, Griewank et Walther, 2008] peut être appliquée au code de Daya et Potier-Ferry

[2001]. Comme on l’a déjà vu au chapitre 1, en DA, tout code informatique peut être

considéré comme une séquence d’opérations élémentaires, instructions de contrôle et de

boucles. La différentions est alors effectuée d’une façon automatique. L’utilisation de la

DA nous permet d’obtenir des dérivées exactes à la précision machine près. Cette ap-

proche générique constitue une solution fiable lorsqu’on manipule de grands codes. Elle

est généralement utilisée pour les analyses de sensibilité ou des évaluations du Jacobien

dans une direction particulière. Elle est proposée par tous les outils de DA existants

http://www.autodiff.org/.

3.5.3 Différentiation Automatique

D’un point de vue informatique, une différentiation linéaire tangente par rapport aux

paramètres de la loi viscoélastique est appliquée à la fois au code [Daya et Potier-Ferry,

2001] et à la fonction objectif.

Parmi les outils de DA existants, on a choisi TAPENADE ( (cf. § 1.2.1)). Le mode

tangent de TAPENADE permet d’obtenir un code linéaire tangent qui assure la propa-

gation d’une perturbation suivant une direction.

En pratique, l’utilisateur fournit à l’outil : le code source, le nom de la routine principale

à différentier, l’ensemble des variables indépendantes par rapport auxquelles on souhaite

différentier le code et le mode de différentiation (Fig. 3.11).
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Fig. 3.11 – Chargement du code dans Tapenade

A partir de ces entrées, Tapenade génère les instructions d’un code différentié (Fig.

3.12). Dans notre cas, la routine principale est appelée "viblib" contenant la fonction coût

notée dans nos explications J et les paramètres "ER" et "η" notés p comme arguments.

On différentie en mode linéaire tangent. Le code résultant est alors noté Jd (suivant la

convention de TAPENADE ), qui évalue à la fois J (p) et sa dérivée partielle par rapport

à p dans la direction δp en appelant les routines différentiées du code (Chap. 1). La

différentiation du code entier a prit 16 secondes en temps de calcul pour un ordinateur à

processeur Intel Core2 Duo de 2GHz de fréquence et 2Go de mémoire.

La qualité du code différentié peut être améliorée si on tient en compte les particu-

larités du notre code. En effet, on a pas besoin de différentier un solveur linéaire.

Soit

Ay = z (3.74)

le système linéaire à résoudre. La différentiation de ce système par rapport au vecteur z

et la matrice A donne :

A′y + Ay′ = z′. (3.75)

103



Chapitre 3. Identification de la loi de comportement d’une poutre sandwich

Le vecteur linéaire tangent y′ est calculé alors en résolvant successivement (3.76) et (3.74) :

Ay′ = z′ − A′y. (3.76)

avec le même solveur numérique.

D’autre part, le problème à valeurs propres réelles (lorsque a = 0 dans l’équation

3.54) dépend de l’élasticité retardée E0 est indépendant des paramètres viscoélastiques

(ER, EI). Par conséquent, la résolution de (3.53) n’a pas à être différentiée et n’est effectuée

qu’une seule fois.

Fig. 3.12 – Différentiation du code par Tapenade

Test de validation du code différentié On vérifie le code différentié généré par TAPE-

NADE par un test de Taylor (cf. § 1.2.3). Généralement, on vérifie les dérivées généré par
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l’outil de DA pour chaque direction de perturbation δp de la variable x en calculant le

ratio rp :

rp(ε) =
|J ◦ R ◦ E(p + εδp) − J ◦ R ◦ E(p)|

ε |∇(J ◦ R ◦ E)(p).δp|
. (3.77)

Le tableau 3.6 présente le test de Taylor correspondant aux perturbations appliquées

successivement aux paramètres η et ER.

α rη rER

105 0.736476767
104 0.965834182
103 0.996480631
102 0.999646996
101 0.239671976 0.999965001
100 0.869771111 0.999995842
10−1 0.991675435 0.999995814
10−2 0.999294265 1.00010369
10−3 0.99993093 1.00055649
10−4 0.999993127 0.997910141
10−5 0.999999624 1.07470489
10−6 1.00000307 0.575609422
10−7 1.00002637 17.0576939
10−8 1.00038531
10−9 1.00290659
10−10 1.01872331

Tab. 3.6 – Test de Taylor effectué dans les directions η et ER.

On observe que rη et rER
tendent linéairement vers 1 jusqu’à des valeurs de tronca-

ture optimale pour le calcul par différences finis, correspondant respectivement à ε = 10−5

pour η et ε = 1 pour ER. Puis, lorsque les erreurs d’arrondi dominent l’erreur de tron-

cature, on s’éloigne de 1. Un test de Taylor ayant un tel comportement nous permet de

conclure que le code différentié est correct.

3.5.4 Pilote d’optimisation

Le pilote d’optimisation pour l’identification de la loi viscoélastique en utilisant

le code [Daya et Potier-Ferry, 2001] peut ainsi être implémenté comme expliquer par le

tableau 3.7
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Tab. 3.7 – Processus d’optimisation pour un mode donné.
Méthode des sous-espaces

Pilote d’optimisation

→ nouvel itéré p
→ Si (J > un seuil)

→ Continuation_d → E_d → séries_d pour E_d }
calcul

du gradient

→ solveur linéaire

→ J_d

→ Si non : solution trouvée

Les itérations sont calculées à l’aide de l’optimiseur L-BFGS-B [Byrd et al., 1995]

basé sur une méthode de quasi-Newton. Le critère d’arrêt du processus d’optimisation est

la différence relative entre deux itérations successives :

|J(p) − J(p − 1)| ≤ 10−3. (3.78)

3.6 Résultats de l’identification

Les paramètres de la loi viscoélastiques sont identifiés au moyen de l’optimiseur L-

BFGS-B [Byrd et al., 1995] ( § 1.3.6). Les résultats de l’identification numériques sont pro-

posés pour la poutre sandwich à cœur viscoélastique étudiée dans [Daya et Potier-Ferry,

2001].

Les résultats de l’identification sont présentés dans le tableau 3.8. On remarque qu’on a

réussi à identifier l’amortissement avec une erreur inférieur à 2.10−3 ce qui est satisfaisant.

Pour la fréquence de résonance, on a une erreur en générale de l’ordre de 10−2. Néanmoins,

pour le premier mode, on a une erreur de l’ordre de 10−1. Cela peut être expliqué par le

fait que, pour de faibles fréquences (f < 50Hz), Landier [1993] a remarqué que la cohé-

rence du signal est inférieur à 1. D’autres erreurs peuvent être liées à des imprécisions sur

les épaisseurs des différentes couches, le module de Young de l’acier et la modification du

module complexe du polymère due à la mise en sandwich (±10%) [Landier, 1993].
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Tab. 3.8 – Fréquences et facteurs de perte. A : Données (Ωexp, ηexp
m ), B : Valeurs identifiées

(Ω∗, η∗
m), C : Erreurs relatives. Poids w1 = 10−6 et w2 = 1

A B C

Ωexp ηexp
m Ω∗ η∗

m

Ω∗ − Ωexp

Ωexp

η∗
m − ηexp

m

ηexp
m

20◦C 38 5.22×10−2 32.40 5.22×10−2 1.47×10−1 1.03×10−5

188 1.09×10−1 186.68 1.09×10−1 6.87×10−3 1.59×10−3

519 1.44×10−1 558.60 1.44×10−1 7.63×10−2 1.94×10−4

1030 1.43×10−1 1030.00 1.43×10−1 6.02×10−7 7.35×10−5

30◦C 37 5.64×10−2 30.64 5.64×10−2 1.72×10−1 3.40×10−5

167 1.54×10−1 169.99 1.54×10−1 1.79×10−2 8.63×10−4

40◦C 36 3.66×10−2 30.87 3.66×10−2 1.42×10−1 1.02×10−3

155 1.05×10−1 154.63 1.05×10−1 2.41×10−3 6.67×10−8

379 2.02×10−1 388.11 2.02×10−1 2.40×10−2 1.46×10−5

50◦C 35 3.13×10−2 30.54 3.13×10−2 1.28×10−1 4.80×10−5

150 6.54×10−2 154.65 6.54×10−2 3.10×10−2 1.67×10−4

365 9.22×10−2 391.64 9.22×10−2 7.30×10−2 3.17×10−4

649 1.15×10−1 653.31 1.15×10−1 6.65×10−3 9.42×10−5

60◦C 34 2.75×10−2 30.34 2.75×10−2 1.08×10−1 7.93×10−5

147 5.03×10−2 153.81 4.98×10−2 4.63×10−2 9.25×10−3

357 6.68×10−2 382.75 6.68×10−2 7.21×10−2 4.72×10−5

636 6.77×10−2 636.12 6.77×10−2 1.86×10−4 2.22×10−6

70◦C 34 2.82×10−2 30.20 2.82×10−2 1.12×10−1 1.63×10−3

145 4.45×10−2 147.83 4.45×10−2 1.95×10−2 5.66×10−4

352 5.52×10−2 368.12 5.52×10−2 4.58×10−2 1.79×10−5

627 5.27×10−2 634.47 5.26×10−2 1.19×10−2 1.05×10−3
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Fig. 3.13 – Variation du facteur d’amortissement en fonction de la fréquence de résonance
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Fig. 3.14 – Identification des paramètres ER et EI à 20°C, 50°C, 60°C et 70°C

3.7 Conclusion

On a proposé dans ce chapitre, une identification de la loi de comportement de

Maxwell généralisé implémentée dans le code éléments finis [Daya et Potier-Ferry, 2001]
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qui modélise la vibration libre d’une structure sandwich (acier/ploymère/acier) de type

plaque ou poutre. Les paramètres de la loi de comportement sont fournis par l’industriel

USINOR pour le polymère seul. Les différences observées entre la simulation et les essais

effectués par [Landier, 1993] ont motivé le choix d’une méthode inverse pour identifier

la loi de comportement VE. La fonction objectif est choisie comme étant la différence

entre la simulation et les observations. Comme le modèle est différentiable par rapport

aux paramètres de la loi VE, le minimum peut être obtenu en cherchant une solution

pour laquelle le gradient de cette fonction est nul. Pour obtenir le gradient de la fonction

objectif, on différentie le code éléments finis par rapport aux paramètres à identifier par

l’outil de DA Tapenade [Hascoët et al., 2005a] en mode linéaire tangent. Le problème de

minimisation est résolu par l’algorithme d’optimisation LBFGS [Byrd et al., 1995]. Les

résultats obtenus nous permettent de valider la méthode proposée pour l’identification de

la loi de comportement de la tôle sandwich à cœur viscoélastique entière.
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Conclusion

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’application de la technique de Différentiation

Automatique pour l’identification des lois de comportement non-linéaires indispensables

pour la prédiction du comportement des tôles en grandes déformations. Mes travaux ont

pour but de développer une stratégie d’identification modèle-expérience en utilisant des

essais expérimentaux, la simulation par éléments finis, une méthode de gradient et la

technique de Différentiation Automatique. On a traité dans le cadre de cette thèse, deux

problèmes d’identification.

Le premier chapitre décrit la technique de différentiation automatique de codes com-

plets et des méthodes de gradient pour l’identification. Le principal avantage d’une utili-

sation de la DA est le développement très rapide de codes linéaires tangents (ou adjoints)

pour le calcul des gradients exacts (au sens du code) nécessaires pour résoudre le problème

inverse. La DA offre une aide précieuse en automatisant le calcul des dérivées des fonc-

tions présentées par des codes informatiques. La DA peut être utile dans toute méthode

utilisant le calcul des dérivées. Charpentier [2011] a notamment montré l’efficacité de la

DA pour automatiser la MAN (Méthode Asymptotique Numérique)[Cochelin et al., 2007].

Cependant, il faut noter que contrairement à d’autres outils d’estimation des dérivées, il

faut disposer du code source des fonctions à différentier. Dans cette thèse, on génère au-

tomatiquement les codes linéaires tangents pour deux codes mécaniques (FLagSHyP et

[Daya et Potier-Ferry, 2001]) pour identifier deux lois de comportement.

Dans le (Chap. 2), le problème consiste à identifier la loi d’écrouissage des tôles

métalliques à partir d’un essai de traction uni-axiale. Pour cela, des essais de traction

uni-axiale ont été réalisés aux laboratoires d’ArcelorMittal pour deux type d’acier(un

acier multiphasé et un acier doux). Un code libre de simulation par éléments finis écrit en

Fortran a été utilisé pour simuler ces essais. Une loi d’écrouissage empirique à 6 para-

mètres, utilisée par les industriels afin d’offrir une certaine flexibilité aux extrapolations

en grandes déformations, ainsi qu’une fonction coût calculant la différence entre les simu-
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lations et les essais ont été implémentés dans le code. Ensuite, le gradient de la fonction

coût a été calculé automatiquement par le logiciel de DA par surcharge d’opérateur TAPE-

NADE [Hascoët et al., 2005a]. Le gradient calculé automatiquement en quelques secondes

est fourni à l’optimiseur L-BFGS-B [Byrd et al., 1995] interfacé avec le code éléments finis

afin de résoudre le problème de minimisation posé. Le potentiel de la méthode est prouvé.

Cependant, on a été confronté à plusieurs difficultés. Le code utilisé est académique et ne

permet pas de travailler avec un maillage fin (temps de calcul très élevé). Pour essayer de

comprendre les différences observées entre les résultats expérimentaux et les simulations

au niveau de la chute de la force (à la rupture), on a réalisé des simulations avec un

maillage fin avec Abaqus. Les simulations effectuées avec la même loi de comportement

reproduisent la chute de force, associée à des champs de déformation mettant en évidence

la striction diffuse, puis la striction localisée. Néanmoins la chute de force est, selon l’acier

considéré, trop précoce ou un peu trop lente par rapport à l’expérimental. Cet écart peut

être attribué, respectivement, à la non prise en compte de la sensibilité à la vitesse de

déformation dans la loi de comportement ou à l’endommagement. Pour améliorer la qua-

lité de nos résultats, il est nécessaire d’utiliser un code source plus performant. En second

lieu, on propose d’implémenter une loi de comportement tenant compte d’un plus grand

nombre de phénomènes physiques menant à la rupture à savoir l’écrouissage, la sensibi-

lité à la vitesse et l’endommagement. Enfin, il serait utile d’enrichir la base des données

utilisées pour l’identification en déterminant expérimentalement les champs cinématiques

de déplacement et de déformation grâce à des techniques d’analyse d’images numériques.

Dans le (Chap. 3), le problème consiste à identifier la loi de comportement d’une

poutre sandwich acier/polymère/acier en vibrations libres à partir de fréquences de réso-

nance et de facteurs d’amortissement expérimentaux. La loi de comportement de Maxwell

généralisée est implémentée dans un code éléments finis écrit en Fortran dans le cadre

des travaux de Daya et Potier-Ferry [2001]. Les paramètres de la loi de comportement ont

été fournis par l’industriel USINOR pour le polymère seul. Les différences observées entre

les simulations et les essais réalisés par Landier [1993] ont motivé cette étude. La loi de

comportement a été identifiée par la stratégie proposée dans le (Chap. 2). La fonction coût

implémentée dans le code mesure la différence entre les simulations et les observations. Le

code est différentié automatiquement par TAPENADE [Hascoët et al., 2005a]. Des modi-

fications ont été apportée afin d’éviter la différentiation du solveur linéaire. La résolution

du problème de minimisation est effectuée par l’optimiseur L-BFGS-B [Byrd et al., 1995].

La méthode d’optimisation mise en place à permis d’identifier la loi de comportement de

la poutre sandwich à cœur viscoélastique. On a trouvé une très bonne concordance avec

les essais pour l’identification de l’amortissement (erreur inférieure à 2.10−3) et une erreur
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inférieur à 10−2 pour la fréquence de résonance excepté pour le premier mode. Pour celui-

ci, on a eu une erreur de l’ordre de 10−1 pour la fréquence de résonance. Cette différence

peut être expliquée par les erreurs expérimentales liées aux faibles fréquences. Des essais

plus sophistiquées permettraient d’améliorer la qualité des résultats.
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Résumé

La méthode des éléments finis permet de déterminer les états de contrainte à l’inté-

rieur d’une structure mécanique soumise à une sollicitation. Des procédés de fabrication

peuvent être modélisés. De nos jours, la réduction des temps de calcul permet d’aborder

des problèmes inverses pour identifier des paramètres du matériau ou de la géométrie de la

structure, optimaux pour une problématique donnée. Le problème inverse fait intervenir

un modèle mécanique et une fonction objectif mesurant un écart entre la réponse observée

expérimentalement et les réponses obtenues à partir de jeux de paramètres différents.

Cette thèse décrit une méthode de gradient et la technique de différentiation auto-

matique pour résoudre deux problèmes inverses issus de la mécanique. Le premier concerne

l’identification d’une loi d’écrouissage à partir d’essais de traction uni-axiale réalisés sur

deux aciers différents et du code académique FLagSHyP . Le second s’intéresse à l’iden-

tification d’une loi viscoélastique pour un matériau sandwich à partir de données ex-

périmentales mesurées sur une poutre sandwich en vibrations libres et du solveur aux

valeurs propres complexes développé au LPMM. Ces deux modèles sont différentiables.

Pour chaque problème, le jeu de paramètres optimal est identifié comme un jeu pour lequel

le gradient de la fonction objectif s’annule. Nous utilisons la technique de différentiation

automatique pour générer des codes pour le calcul de ces gradients de manière simplifiée.

Les résultats obtenus démontrent l’intérêt de cette approche.

Abstract

The finite element method allows for the determination of the states of the stress in

a mechanical structure under sollicitation. Manufacturing processes may be modeled.

Nowadays, the reduction of computational costs allows to tackle inverse problems for

the identification of some material or geometrical parameters of the structure that are

optimal to a given problem. The inverse problem makes use of a mechanical model and
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Résumé

an objective function measuring the discrepancies between the observed response and

responses resulting from differents sets of parameters.

This thesis describes a gradient method and the automatic differentiation technique

for the solution of two inverse problems in mechanics. The first one is concerned with

the identification of a strain-hardening law from uniaxial tension test performed on two

different steels and from the academical code FLagSHyP . The second one deals with the

identification of a viscoelastic law for a sandwich material from experimental data mea-

sured on a simply supported sandwich beam and a complex eigenvalue solver developed

at LPMM. These two models are differentiable. For each problem, the optimal parameter

set is identified as a set for which the gradient of the objective function is zero. We use

the automatic differentiation technique to generate codes for the computations of these

gradients in a simplified manner. Results we obtained demonstrate the interest of such an

approach.
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