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Introduction

Motivation

Dans un grand nombre d’applications modernes, on est amené à estimer l’état initial (ou
final) d’un système infini-dimensionnel (typiquement un système gouverné par une Équation
aux Dérivées Partielles (EDP) d’évolution) à partir de la connaissance partielle du système
sur un intervalle de temps limité, comme on le schématise sur la Figure 1.

Figure 1 – On cherche à reconstruire la donnée initiale (t = 0) en rouge, définie sur Ω, à
partir de la connaissance du cylindre vert O × [0, τ ].

Un champ d’applications dans lequel apparaît fréquemment ce type de problème d’iden-
tification est celui de la médecine. Ainsi, la détection de tumeurs par tomographie thermo-
acoustique peut se ramener à des problèmes de reconstruction de données initiales [55].
D’autres méthodes nécessitent l’identification d’un terme source, qui, sous certaines hypo-
thèses, peut également se réécrire sous la forme d’un problème de reconstruction de données
initiales [2].
Une approche naïve pour identifier la donnée initiale recherchée consiste à inverser un certain
opérateur associé au système appelé le Grammien. Une première solution, conduisant aux
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méthodes variationnelles en assimilation de données [57, 84, 12, 70, 71, 39, 78], consiste alors
à régulariser le problème et à utiliser les techniques issues de l’optimisation. Une seconde
approche, initialement développée pour le cas des données bruitées, repose sur l’utilisation
des filtres de Kalman [51]. La première solution est souvent très coûteuse numériquement
(en raison du nombre élevé d’inconnues et du fait qu’elle requiert le calcul du gradient de
la fonctionnelle à minimiser), alors que la seconde concerne essentiellement les systèmes de
dimension finie (par exemple ceux obtenus après semi-discrétisation du problème en espace).

On s’intéresse dans cette thèse à la reconstruction de la donnée initiale d’un système
d’évolution, en travaillant autant que possible sur le système infini-dimensionnel, à l’aide de
l’algorithme développé dans Ramdani, Tucsnak et Weiss [72]. Dans la dernière décennie, de
nouveaux algorithmes basés sur la construction de deux systèmes d’évolution, l’un direct,
l’autre rétrograde (en tirant partie du retournement temporel [37, 38]), ont vu le jour. Ces
deux systèmes ont l’avantage d’être uniquement déterminés par la mesure que l’on a du sys-
tème initial. En 2005, Auroux et Blum [4, 5, 6] ont proposé le premier de ces algorithmes,
nommé “Back and Forth Nudging”. Dans leurs travaux, Auroux et Blum justifient mathéma-
tiquement l’utilisation de ce type de méthode en dimension finie (avec observation totale). Ils
ont également montré numériquement l’efficacité de l’algorithme dans des cas plus généraux
(en particulier non-linéaires). Par la suite, Phung et Zhang ont proposé, pour l’équation de
Kirchhoff [69], l’algorithme “Time Reversal Focusing”, qui a inspiré les travaux de Ramdani,
Tucsnak et Weiss. Ces nouvelles méthodes de reconstruction de données initiales s’appuient
sur la généralisation infini-dimensionnelle d’un outil bien connu des automaticiens depuis
les années soixante : les observateurs de Luenberger [59].

La généralisation du concept d’observateurs à la dimension infinie est apparu il y a
une trentaine d’année (voir par exemple [45, 44]), et fait suite aux travaux de la décennie
précédente sur la stabilisation des systèmes infini-dimensionnels [79, 80, 85, 30], dans le but
d’estimer l’état d’un système à partir d’une observation partielle de celui-ci. Cet outil est
depuis souvent utilisé, et constitue toujours un champ de recherche actif, dans les problèmes
linéaires [54, 81, 25] ou non-linéaires [1, 15, 13, 14, 41].

Le cas de la dimension finie

En guise d’introduction, nous présentons l’algorithme en dimension finie. Soient n ∈ N∗,
et A ∈Mn(C). On considère le système dynamique

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0, (1)
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où z(t) désigne l’état du système et ż(t) sa dérivée temporelle à l’instant t. On suppose
que l’on dispose d’une mesure partielle y(t) obtenue à partir de l’état du système via un
opérateur linéaire d’observation C ∈Mn,m(C), m ∈ N∗ (éventuellement distinct de n) :

y(t) = Cz(t), ∀ t ≥ 0. (2)

Le problème qui nous intéresse ici est de pouvoir reconstruire z0, la donnée initiale du
système (1), à partir de la connaissance de la mesure y. Notons Ψτ l’opérateur qui à z0

associe la mesure y(t) sur [0, τ ]. Autrement dit (Ψτz0) (t) = Cz(t) = CetAz0 pour t ∈ [0, τ ].
Le problème se réduit alors à

Ψτz0 = y,

et reconstruire z0 à partir de y sera possible si Ψτ est injectif (et en particulier borné inférieu-
rement puisque nous sommes en dimension finie). On dit alors que le système est observable.
Remarquons qu’en dimension finie, le temps τ n’a pas d’influence sur l’observabilité : un
système observable en un certain temps T > 0, le sera pour tout τ > 0. Nous verrons par la
suite que cette hypothèse d’observabilité se généralise en dimension infinie par l’observabilité
exacte, et conduit toujours à des problèmes bien posés.

Le Grammien d’observabilité, que nous avons mentionné plus haut, est donné en fonction
de Ψτ par G = Ψ∗τΨτ , et la méthode de reconstruction de données initiales s’appuyant sur
cet opérateur consiste à l’inverser dans la relation

Gz0 =

∫ τ

0

etA
∗
C∗CetAz0dt = Ψ∗τy.

De nombreuses méthodes ont été élaborées pour calculer G (directement ou approximative-
ment) comme la solution d’une certaine équation de Lyapunov (voir par exemple [65, 62] et
leurs références). Nous proposons d’utiliser une alternative à ces méthodes, qui se révèlent
souvent trop coûteuses numériquement. Par ailleurs, le système à résoudre est parfois mal
conditionné à cause des données “difficilement observables” (voir par exemple [31]).

Nous supposerons dans la majeure partie de ce travail que le problème inverse considéré
est bien posé (autrement dit, que G est inversible). Nous allons construire deux autres
systèmes d’évolution, l’un direct, l’autre rétrograde, ne faisant appel qu’à y défini par (2).
En itérant ces deux systèmes, on espère reconstruire la donnée initiale z0 ∈ Cn de (1), comme
on le schématise sur la Figure 2.
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Figure 2 – Observateurs itératifs convergeant vers la donnée initiale z0 inconnue.

On suppose que le système (A,C) est détectable dans les sens direct et rétrograde.
Autrement dit, on suppose qu’il existe deux matrices de gain H+, H− ∈Mm,n(C) telles que
A+ = A + H+C et A− = −A + H−C soient de Hurwitz (c’est-à-dire dont le spectre est
situé dans le demi-plan complexe Re s < 0). Nous allons voir que sous cette hypothèse (et
en s’assurant que (6) est vérifiée), on peut obtenir un algorithme itératif de reconstruction
de z0. Remarquons que ces hypothèses impliquent en particulier l’observabilité du système
par le principe de Russell (voir par exemple la Proposition 0.2.2).

Si l’on note ω+ = max
λ∈σ(A+)

Reλ < 0 et ω− = max
λ∈σ(A−)

Reλ < 0, et que l’on choisit ω de

sorte que max{ω+, ω−} < ω < 0, alors il existe un Mω > 0 tel que{
‖etA+

z‖ ≤Mωe
ωt‖z‖, ∀ z ∈ Cn,

‖etA−z‖ ≤Mωe
ωt‖z‖, ∀ z ∈ Cn.

(3)

Considérons alors l’observateur (direct){
ż+(t) = A+z+(t)−H+y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+(0) = z+
0 ∈ Cn,

(4)

ainsi que l’observateur rétrograde{
ż−(t) = −A−z−(t) +H−y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−(τ) = z+(τ) ∈ Cn,
(5)

où τ > 0 est suffisamment grand pour que

αω = Mωe
ωτ < 1. (6)
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Posons e+(t) = z+(t)− z(t), on a alors

ė+(t) = ż+(t)− ż(t),

= A+z+(t)−H+Cz(t)− Az(t),

= A+z+(t)− A+z(t) = A+e+(t),

d’où e+(τ) = eτA
+
e+(0). Posant e−(t) = z−(t)− z(t), on a également ė−(t) = −A−e−(t), ce

qui nous donne e−(0) = eτA
−
e−(τ). Or e+(τ) = e−(τ), donc

e−(0) = eτA
−
eτA

+

e+(0),

ou encore
z−(0)− z0 = eτA

−
eτA

+ (
z+

0 − z0

)
,

ce qui implique par (3) que

‖z−(0)− z0‖ ≤ α2
ω‖z+

0 − z0‖. (7)

On voit qu’en horizon infini, i.e. quand τ tend vers l’infini, z−(0) constitue une bonne
approximation de l’état initial recherché. Si on se place en horizon fini, il suffit d’itérer le
processus décrit ci-dessus. Plus précisément, en résolvant de nouveau (4) et (5) mais en
posant cette fois-ci z+

0 = z−1 (0) (la première estimation de z0), on obtient une nouvelle
estimée de z0 notée z−2 (0). Par (7), on obtient

‖z−2 (0)− z0‖ ≤ α2
ω‖z−1 (0)− z0‖ ≤ α4

ω‖z+
0 − z0‖.

De cette façon, en itérant N fois ce procédé, on obtient par récurrence l’estimation suivante
pour la qualité de la reconstruction

‖z−N(0)− z0‖ ≤ α2N
ω ‖z+

0 − z0‖,

de sorte que, grâce à (6), la différence entre la donnée reconstruite z−N(0) et la donnée initiale
z0 tend bien vers zéro exponentiellement quand le nombre d’itérations N tend vers l’infini.

En résumé, l’algorithme de reconstruction consiste à résoudre de manière itérative deux
équations d’évolution (à savoir (4) et (5)) ayant un terme de rappel à la mesure et dont seules
les conditions initiales ou finales changent. Plus précisément, l’algorithme itératif prend la
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forme suivante : pour tout k ≥ 1
ż+
k (t) = A+z+

k (t)−H+y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+
k (0) = z−k−1(0),

z+
0 (0) = z+

0 ,{
ż−k (t) = −A−z−k (t) +H−y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−k (τ) = z+
k (τ).

Contenu de la thèse

Les deux aspects qui nous intéressent dans cette thèse sont les suivants :

• Applications de l’algorithme à quelques équations conservatives, avec ana-
lyse numérique et/ou simulations.
• Les extensions et autres utilisations possibles de cet algorithme.

Nous abordons en particulier l’analyse numérique de l’algorithme de reconstruction de
données initiales présenté plus haut dans le cadre des équations de Schrödinger et des ondes
avec observation interne. Nous étudions les espaces fonctionnels adéquates pour l’utilisation
de cet algorithme dans les équations de Maxwell, avec observations interne et frontière.
Enfin, nous tentons d’étendre le cadre d’application de cet algorithme lorsque le système
initial est perturbé ou que le problème inverse n’est plus bien posé, avec application à la
tomographie thermo-acoustique.

Préliminaires

Dans le Chapitre 0, nous rappelons les définitions et résultats d’analyse fonctionnelle qui
nous seront nécessaires tout au long de ce manuscrit. Nous poursuivons par le rappel de
l’algorithme de reconstruction proposé par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72] dans un cadre
général, et introduit ci-dessus en dimension finie.

Cette partie se termine par un rappel sur la façon de transformer un problème de re-
construction de source (vérifiant certaines hypothèses) en un problème de reconstruction de
donnée initiale, comme cela est fait dans Alves, Silvestre, Takahashi et Tucsnak [2].

Équation de Schrödinger

Soient Ω ⊂ Rd un domaine borné, d ∈ N∗, de frontière ∂Ω régulière. On s’intéresse dans
le Chapitre 1 à l’équation de Schrödinger sur Ω avec condition de Dirichlet homogène au
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bord, qui s’écrit
∂

∂t
z(x, t) = −i

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

z(x, t), ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

z(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

z(x, 0) = z0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

On suppose que l’on observe l’état z, sur un sous-domaine non vide de Ω durant un intervalle
de temps [0, τ ], conduisant à l’observabilité exacte du système (voir par exemple [52, 88]).

Après une réécriture sous forme abstraite de cette EDP, nous écrivons l’algorithme de
reconstruction de données initiales rappelé au Chapitre 0. L’algorithme itératif permet alors
de reconstruire la donnée initiale z0 dans L2(Ω).

Nous donnons ensuite l’analyse numérique de la discrétisation spatiale (de type Galerkin)
de l’algorithme de reconstruction, puis l’analyse numérique de sa discrétisation totale (avec
un Schéma d’Euler implicite en temps). Ces travaux, parus dans [43], sont rédigés sous
forme abstraite, c’est-à-dire en considérant un opérateur auto-adjoint positif A0 général en

lieu et place du Laplacien–Dirichlet ∆Dir =
d∑

k=1

∂2

∂x2
k

de l’EDP précédente et un opérateur

d’observation borné C “suffisamment régulier”. Remarquons en particulier que le cas d’une
observation frontière n’entre pas dans le cadre de ce Chapitre 1.

Nous concluons par quelques simulations numériques en une dimension d’espace pour
illustrer nos résultats. Nous exhibons en particulier la robustesse de l’algorithme au bruit,
ainsi que pour la reconstruction de données initiales à haute fréquence.

Équation des ondes

Soient Ω ⊂ Rd un domaine borné, d ∈ N∗, de frontière ∂Ω régulière. On s’intéresse dans
le Chapitre 2 à l’équation des ondes sur Ω avec condition de Dirichlet homogène au bord,
qui s’écrit 

∂2

∂t2
w(x, t)−

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

w(x, 0) = w0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

∂

∂t
w(x, 0) = w1(x) ∈ H1

0 (Ω).

On suppose que l’on observe la vitesse de l’état
∂

∂t
w, sur un sous-domaine non vide de Ω

durant un intervalle de temps [0, τ ], conduisant à l’observabilité exacte du système (voir par

15



INTRODUCTION

exemple [8, 58, 88]).

Après avoir réécrit, comme dans le cas de l’équation de Schrödinger, le problème sous
forme abstraite, puis sous forme d’équation du premier ordre, nous pouvons définir l’algo-
rithme de reconstruction du Chapitre 0 qui nous permet de reconstruire la donnée initiale
(w0, w1) dans l’espace d’énergie H1

0 (Ω)× L2(Ω).
Nous donnons ensuite l’analyse numérique des discrétisations spatiale et totale de l’algo-

rithme. Les méthodes utilisées et les résultats obtenus sont très proches de ceux du Chapitre
1, et sont parus dans [42, 43]. Encore une fois, nous considérons un opérateur auto-adjoint
positif A0 quelconque en lieu et place du Laplacien–Dirichlet et un opérateur d’observation
borné C “suffisamment régulier” (ne permettant pas de considérer une observation frontière).
Bien que la démarche soit similaire, nous ne pouvons pas appliquer les résultats obtenus au
Chapitre 1 pour obtenir ceux du Chapitre 2.

Nous concluons par des simulations numériques pour illustrer nos résultats. Nous com-
mençons par des tests en dimension un, où nous vérifions en particulier l’ordre de conver-
gence obtenu théoriquement. Quelques simulations en deux dimensions d’espace sont ensuite
proposées, avant de terminer par un exemple en trois dimensions.

Équations de Maxwell

Les travaux de ce Chapitre 3 sont issus d’une collaboration avec Kim Dang Phung, Maître
de Conférence à l’Université d’Orléans.

Soit Ω un domaine borné de R3, situé localement d’un seul coté de sa frontière ∂Ω

régulière. On note ν la normale extérieure à Ω. On suppose que le domaine Ω est constitué
d’un matériau parfaitement conducteur et caractérisé par une permittivité diélectrique ε et
une perméabilité magnétique µ, supposés constants. Les champs électrique E et magnétique
H vérifient alors les équations de Maxwell

ε
∂

∂t
E(x, t)− rotH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
H(x, t) + rotE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

E(x, t) ∧ ν(x) = 0, H(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

E(x, 0) = E0(x), ∀ x ∈ Ω,

H(x, 0) = H0(x), ∀ x ∈ Ω.

Dans ce Chapitre 3, nous nous intéressons à la reconstruction des champs initiaux
(E0, H0) par l’algorithme itératif du Chapitre 0. La principale difficulté de ces travaux
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consiste à déterminer le bon cadre fonctionnel permettant l’utilisation de l’algorithme.

Nous rappellerons dans un premier temps les espaces fonctionnels et notations utilisés
(nous utilisons principalement les monographies de Dautray et Lions [29], Cessenat [19] et
Monk [61]), puis des résultats de stabilisation interne et frontière des équations de Maxwell.
Ce domaine fut très actif à la fin des années quatre-vingt-dix, on peut citer par exemple les
travaux de Barucq [10, 11], Nicaise [64, 32] et Phung [66, 67, 68].

De ces résultats de stabilisation, on déduit des opérateurs d’observation permettant la
reconstruction des champs initiaux. Dans le cas interne, on observe le champ électrique E
sur un sous-domaine non vide de Ω, ce qui conduit à un opérateur d’observation borné.
Dans le cas frontière, on observe le courant surfacique induit ν ∧ H sur une partie de la
frontière ∂Ω. Bien entendu, des conditions sur le domaine d’observation seront nécessaires
pour obtenir observabilité exacte, et donc convergence de l’algorithme.

Nous verrons ensuite que l’on peut reconstruire certains termes source dans les équations
de Maxwell.

Quelques variations autour des observateurs

Nous essayons dans ce Chapitre 4 d’étendre le cadre d’application de l’algorithme de
reconstruction de données initiales.

Dans la première Section, nous abordons un problème naturel, concernant la robustesse
de l’algorithme vis à vis des perturbations de la dynamique du système étudié. En d’autres
termes, si l’on peut reconstruire la donnée initiale z0 du système

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A),

y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

où A est le générateur d’un C0-semi-groupe et C un opérateur d’observation, peut-on encore
reconstruire la donnée initiale z0 de

żP (t) = (A+ P )zP (t), ∀ t ≥ 0,

zP (0) = z0 ∈ D(A),

y(t) = CzP (t), ∀ t ∈ [0, τ ],

où P est un opérateur tel que A + P soit encore le générateur d’un C0-semi-groupe, en
utilisant les mêmes observateurs direct et rétrograde auxquels nous aurions ajouté la per-
turbation P ?

Nous donnons une réponse positive dans le cas d’un opérateur A anti-adjoint, avec C
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borné tel que (A,C) soit exactement observable et d’une perturbation P bornée, suffisam-
ment “petite” (voir la Proposition 4.1.6). En particulier, on en déduit un résultat de robus-
tesse de l’observabilité exacte, par le principe de Russel [75, 76].

Nous illustrons nos résultats par quelques simulations sur l’équation de Schrödinger avec
potentiel (indépendant du temps) en une dimension d’espace.

Nous abordons ensuite la question de systèmes semi-linéaires. Cependant, la construction
d’un observateur direct dans ce cas se révèle être une tâche difficile (voir [17, 23]). On
démontre toutefois un résultat abstrait, en généralisant un Théorème issu de la dimension
finie [28], qui dit que si la perturbation est localement Lipschitzienne, et si la donnée initiale
est suffisamment petite, alors l’observateur direct du système linéaire, auquel on ajoute
la perturbation, constitue un observateur direct du système semi-linéaire. Nous n’avons
cependant pas réussi à construire d’observateur rétrograde, et donc a fortiori, à adapter
l’algorithme itératif dans ce cas. En particulier, nous n’avons pas d’information sur la “taille”
de l’estimation de l’état final obtenu, qui est censé initialiser l’observateur rétrograde.

Nous illustrons notre résultat sur une équation des ondes semi-linéaires en une dimension
d’espace.

Dans la Section suivante, nous nous intéressons au comportement de l’algorithme itératif
en l’absence de l’hypothèse d’observabilité exacte (toujours dans le cas de systèmes conser-
vatifs avec opérateur d’observation borné). En effet, cette hypothèse n’est pas nécessaire
pour que les systèmes direct et rétrograde soient bien posés (on ne peut cependant plus les
qualifier d’observateur). On démontre dans ce cas, i.e. pour un opérateur d’observation C
borné et un τ > 0 quelconques, avec les pseudo-observateurs suivant

ż+
n (t) = (A− γC∗C)zn(t) + γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+
1 (0) = z+

0 ∈ X,
z+
n (0) = z−n (0), ∀ n ≥ 2,{
ż−n (t) = (A+ γC∗C)zn(t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−n (τ) = z+
n (τ), ∀ n ≥ 1,

que l’espace des états s’écrit en somme directe X = X1 ⊕X2. L’espace X1 représente alors
l’espace des données “non observables”, qui n’a aucune influence sur l’algorithme, et X2 l’es-
pace des “atteignables”, ou encore des “observables”, que l’algorithme reconstruira. Nous ne
sommes pas parvenu cependant, en toute généralité, à caractériser l’ordre de convergence de
l’algorithme (exponentiel dans le cas exactement observable). L’argument principal utilisé
dans ces travaux est l’invariance des espaces X1 et X2 sous l’action d’un certain opérateur,
associé au cycle de résolution direct–rétrograde de l’algorithme.
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Dans la dernière Section de ce Chapitre 4, nous revenons au problème de la tomogra-
phie thermo-acoustique. Le premier obstacle que l’on rencontre pour appliquer la méthode
des observateurs à ce problème concerne le caractère non-borné du domaine dans lequel
évolue l’onde ultra-sonore. En effet, l’observabilité exacte n’est pas une hypothèse physique
raisonnable dans ce cas. Nous supposons que la vitesse initiale est nulle, et l’on souhaite re-
construire la position initiale à partir de la mesure de la vitesse sur un domaine “entourant”
son support pendant un intervalle de temps suffisamment grand [0, τ ] (voir par exemple la
Figure 4.21). Nous bornons artificiellement le domaine à l’aide du principe de Huygens,
c’est-à-dire en supposant la condition de Dirichlet homogène suffisamment loin pour que
l’onde ne rencontre pas la frontière en temps τ , en particulier il n’y a pas observabilité
exacte. Nous montrons cependant que les données initiales que l’on considère (en dimension
un et trois) appartiennent à l’espace des “observables” et les résultats de la Section pré-
cédente nous permettent de dire que l’on peut reconstruire la position initiale de l’onde à
l’aide de l’algorithme.

Nous concluons par deux exemples numériques (en dimension un et en dimension trois)
pour illustrer nos propos.
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Nous présentons dans ce chapitre 0 les principaux outils utilisés dans cette thèse. La
première Section est dévolue aux rappels d’analyse fonctionnelle, qui peuvent être omis par
les lecteurs familiers avec la théorie des semi-groupes et la théorie du contrôle. La seconde
Section rappelle l’algorithme (abstrait) de reconstruction de données initiales proposé dans
l’article de Ramdani, Tucsnak et Weiss [72]. Enfin, nous utilisons cet algorithme pour la
reconstruction de certains termes sources.

0.1 Rappels d’analyse fonctionnelle et notations

Nous présentons ici les définitions et résultats d’analyse fonctionnelle qui nous seront
utiles. Nous n’en donnons pas les démonstrations, elles pourront être lues dans la monogra-
phie de Marius Tucsnak et George Weiss [88].

Soit X un espace de Hilbert (complexe) muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et de sa norme
associée ‖ · ‖. Lorsqu’une confusion est possible, nous indiçons ces notations. L’espace des
opérateurs bornés d’un espace de Hilbert X dans un autre espace de Hilbert Z est noté
L(X,Z), et si Z = X, on note L(X) = L(X,X). La convergence en norme est indiquée par
une flèche xn → x, alors que la convergence faible est notée xn ⇀ x. Si T est un opéra-
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teur linéaire, nous notons D(T ) son domaine, ImT son image, KerT son noyau, ρ(T ) son
ensemble résolvant et σ(T ) son spectre. On note T ∗ l’adjoint d’un opérateur T lorsqu’il est
bien défini. L’opérateur identité de X dans X est noté I que nous indiçons IX s’il peut y
avoir confusion. Pour tout α ∈ R, on note Cα le demi-plan droit {z ∈ C | Re z > α}. Nous
noterons souvent les constantes M , qui pourront différer d’une ligne à l’autre, et seront
indicées par les paramètres dont elles dépendent lorsque cela sera utile.

Commençons par rappeler les définitions des outils principaux de cette thèse.

Définition 0.1.1 (C0-semi-groupe). Un C0-semi-groupe sur X, ou semi-groupe fortement
continu sur X, est une famille T = (T)t≥0 d’opérateurs dans L(X) tel que
• T0 = I,
• Tt+τ = TtTτ pour tout t, τ ≥ 0 (Propriété de semi-groupe),
• lim

t→0,t>0
Ttz = z pour tout z ∈ X (Continuité forte).

Définition 0.1.2 (Taux de croissance). Soit T un C0-semi-groupe sur X, on appelle taux
de croissance de T le réel ω0(T) défini par

ω0(T) = inf
t∈(0,∞)

1

t
ln ‖Tt‖.

Proposition 0.1.1. Soit T un C0-semi-groupe sur X, de taux de croissance ω0(T).

• ω0(T) = lim
t→∞

1

t
ln ‖Tt‖,

• pour tout ω > ω0(T), il existe une constante Mω ∈ [1,∞) telle que

‖Tt‖ ≤Mωe
ωt, ∀ t ∈ [0,∞), (0.1.1)

• la fonction ϕ : [0,∞)×X → X définie par ϕ(t, z) = Ttz est continue pour la topologie
produit.

De cette proposition, nous déduisons un critère de stabilité que nous utilisons comme
définition.

Définition 0.1.3 (Stabilité exponentielle). Un C0-semi-groupe T sur X est exponentielle-
ment stable si ω0(T) < 0.

Définition 0.1.4 (Générateur infinitésimal). Soit T un C0-semi-groupe sur X, l’opérateur
A : D(A)→ X défini par

D(A) =

{
z ∈ X | lim

t→0,t>0

Ttz − z
t

existe.
}
,

Az = lim
t→0,t>0

Ttz − z
t

, ∀ z ∈ D(A),
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est appelé le générateur infinitésimal , ou plus simplement générateur, du C0-semi-groupe T.

Proposition 0.1.2. Soit T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A. Alors Cω0(T) ⊂ ρ(A),
en particulier ρ(A) 6= ∅. De plus, pour tout s ∈ Cω0(T), on a

(sI − A)−1z =

∫ ∞
0

e−stTtzdt, ∀ z ∈ X. (0.1.2)

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur l’ensemble résolvant
de A (caractérisation fréquentielle) pour qu’il soit générateur.

Théorème 0.1.3 (Hille-Yosida). Un opérateur A densément défini sur X est le générateur
d’un C0-semi-groupe T sur X vérifiant la relation (0.1.1) si et seulement si Cω ⊂ ρ(A) et
pour tout s ∈ Cω

‖(sI − A)−n‖ ≤ Mω

(Re s− ω)n
, ∀ n ∈ N. (0.1.3)

On a également une caractérisation fréquentielle de la stabilité exponentielle.

Théorème 0.1.4 (Gearhart-Huang-Prüss). Soit T un C0-semi-groupe sur X, de générateur
A. Il y a équivalence entre les affirmations suivantes.
• T est exponentiellement stable.
• C0 ⊂ ρ(A) et sup

s∈iR
{‖(sI − A)−1‖} <∞.

Proposition 0.1.5. Soit T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A. Alors D(A) est
dense dans X, et pour tout z ∈ D(A) et t ≥ 0, on a Ttz ∈ D(A) et

d

dt
Ttz = ATtz = TtAz.

Proposition 0.1.6. Soit A : D(A) → X et β ∈ ρ(A). On note X1 l’ensemble D(A) muni
de la norme du graphe, et X−1 la complétion de l’espace X par la norme

‖z‖−1 = ‖(βI − A)−1z‖X , ∀ z ∈ X,

que l’on muni de cette norme. Alors X1 et X−1 sont encore des espaces de Hilbert, A ∈
L(X1, X) et admet une unique extension à L(X,X−1). De plus

(βI − A)−1 ∈ L(X,X1), (βI − A)−1 ∈ L(X−1, X),

et ces opérateurs sont unitaires.

Cette proposition nous permet de montrer que la restriction de T à X1 est encore un
C0-semi-groupe, qui est l’image de T par (βI − A)−1, de générateur la restriction de A à
D(A2). De la même façon, l’image de T par (βI −A) forme encore un semi-groupe sur X−1
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de générateur l’extension de A à X. L’itération de ces procédés de restriction et d’extension
conduit à une suite infinie d’espaces de Hilbert

· · · ⊂ X2 ⊂ X1 ⊂ X ⊂ X−1 ⊂ X−2 ⊂ · · · , (0.1.4)

toutes les inclusions étant denses et continues. On peut également démontrer que, lorsque
ces objets ont un sens, on a D(Aα) ⊂ D(Aβ) pour tout α ≥ β, avec injections denses et
continues.

Si V et H sont deux espaces de Hilbert avec inclusion dense et continue V ⊂ H, on
rappelle la chaîne d’inclusion V ⊂ H ⊂ V ′, où V ′ est l’espace dual de V par rapport à
l’espace pivot H. En particulier, on a

〈z, ϕ〉V ′,V = 〈z, ϕ〉H , ∀ z ∈ H,ϕ ∈ V. (0.1.5)

On peut alors montrer que les espaces XK−k sont les duaux des XK+k par rapport à l’espace
pivot XK , pour tout K ∈ Z, k ∈ N.

Théorème 0.1.7 (Théorème 4.1.6. de [88]). Soient T un C0-semi-groupe sur X, de géné-
rateur A, f ∈ H1

`oc((0,∞), X−1) et z0 ∈ X. Alors l’équation différentielle{
ż(t) = Az(t) + f(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0,

possède une unique solution forte donnée par la formule de Duhamel

z(t) = Ttz0 +

∫ t

0

Tt−sf(s)ds. (0.1.6)

De plus, on a z ∈ C([0,∞), X) ∩ C1([0,∞), X−1).

Remarque 0.1.1. En utilisant la Proposition 0.1.6 (par l’intermédiaire de la chaîne d’in-
clusion (0.1.4)), le Théorème précédent peut s’écrire en prenant n’importe quel Xk (k ∈ Z),
avec f ∈ H1

`oc((0,∞), Xk−1). Dans ce cas, la solution unique vérifie

z ∈ C([0,∞), Xk) ∩ C1([0,∞), Xk−1). (0.1.7)

Les définitions et résultats qui suivent sont des cas particuliers importants de générateurs
et C0-semi-groupes.

Définition 0.1.5 (C0-Semi-groupe de contraction). On dit d’un C0-semi-groupe qu’il est
de contraction si ‖Tt‖ ≤ 1 pour tout t ≥ 0.
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Définition 0.1.6 (Opérateur m-dissipatif). Un opérateur A est dit dissipatif si

Re 〈Az, z〉 ≤ 0, ∀ z ∈ D(A).

Il est dit m-dissipatif , s’il existe un s ∈ C0 tel que Im (sI − A) = X.

Proposition 0.1.8. Un opérateur A est m-dissipatif si et seulement si A∗ est m-dissipatif.

Définition 0.1.7 (Opérateur positif). Un opérateur A est dit positif si

〈Az, z〉 ≥ 0, ∀ z ∈ D(A).

Il est dit défini positif , s’il existe une constante M > 0 telle que

〈Az, z〉 ≥M‖z‖2, ∀ z ∈ D(A).

Proposition 0.1.9. Soit A est un opérateur positif, alors −A est m-dissipatif.

Théorème 0.1.10 (Lumer-Phillips). Soit T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes.
• T est un C0-semi-groupe de contraction.
• A est m-dissipatif.

Définition 0.1.8 (Opérateur anti-adjoint). Un opérateur A est dit anti-symétrique si

〈Az1, z2〉 = −〈z1, Az2〉, ∀ z1, z2 ∈ D(A).

Il est dit anti-adjoint , si A∗ = −A (c’est-à-dire s’il est anti-symétrique et si D(A∗) = D(A)).

Proposition 0.1.11. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes.
• A est anti-adjoint.
• A et −A sont m-dissipatifs.

On appelle C0-groupe un C0-semi-groupe inversible. On montre facilement que dans ce
cas T−1

t = T−t pour tout t ∈ R. On dit que le C0-groupe est unitaire, si de plus ‖Tt‖ = 1

pour tout t ∈ R. Un système dont la solution est donnée par un groupe unitaire est dit
conservatif .

Théorème 0.1.12 (Stone). Soit A : D(A)→ X, alors il y a équivalence entre les affirma-
tions suivantes.
• A est le générateur d’un C0-groupe unitaire sur X.
• A est anti-adjoint.
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Nous noterons S les C0-groupes unitaires dans la suite.

Nous introduisons maintenant deux classes particulières d’opérateurs : les opérateurs
de contrôle et d’observation admissibles. Il s’agit d’une forme de régularité des opérateurs
non-bornés, par rapport aux trajectoires d’un C0-semi-groupe.
On note T un C0-semi-groupe sur X (appelé espace des états), de générateur A.

Soit B ∈ L(U,X−1), où U est un autre espace de Hilbert (appelé espace des entrées).
On considère le système{

ż(t) = Az(t) +Bu(t), ∀ ∈ [0, τ ],

z(0) = z0 ∈ X,

où u ∈ L2
`oc([0,∞), U).

B est appelé opérateur de contrôle, puisqu’il permet de contrôler l’état z du système sur
l’intervalle de temps [0, τ ] via la fonction u(t).

On définit l’opérateur entrée–état Φτ ∈ L(L2([0,∞), U), X−1) par

Φτu =

∫ τ

0

Tτ−tBu(t)dt. (0.1.8)

Définition 0.1.9 (Opérateur de contrôle admissible). Soient T un C0-semi-groupe sur X,
de générateur A, et B ∈ L(U,X−1). On dit que B est un opérateur de contrôle admissible
pour T, si ImΦτ ⊂ X pour un certain τ (donc pour tout τ > 0).

Clairement, tout opérateur borné, i.e. dans L(U,X), est un opérateur de contrôle ad-
missible, pour n’importe quel C0-semi-groupe.

Soit C ∈ L(X1, Y ), où Y est un autre espace de Hilbert (appelé espace des sorties). On
considère le système 

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A),

y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ].

C est appelé opérateur d’observation, puisqu’il permet d’observer l’état z du système sur
l’intervalle de temps [0, τ ] via la sortie y.

Par le Théorème 0.1.7, on sait que z(t) = Ttz0. On introduit alors l’opérateur état–sortie
Ψτ défini par

(Ψτz0)(t) =

{
CTτz0, ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ.
(0.1.9)

Il est clair que Ψτ ∈ L(X1, L
2([0,∞), Y )).
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Définition 0.1.10 (Opérateur d’observation admissible). Soient T un C0-semi-groupe sur
X, de générateur A, et C ∈ L(X1, Y ). On dit que C est un opérateur d’observation admissible
pour T, si l’opérateur état–sortie Ψτ admet un prolongement continu à X pour un certain
τ (donc pour tout τ > 0).

Remarquons que cette définition revient à dire qu’il existe un τ > 0 et une constante
Mτ > 0 telle que ∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt ≤Mτ‖z0‖2

X , ∀ z0 ∈ D(A). (0.1.10)

Il est donc clair que tout opérateur d’observation borné, i.e. dans L(X, Y ), est admissible
pour n’importe quel C0-semi-groupe.

Le théorème suivant caractérise la dualité qui existe entre observation et contrôle. Nous
raisonnerons souvent dans le cadre de l’observation, et ce théorème nous permettra alors
d’utiliser les résultats issus de la théorie du contrôle.

Théorème 0.1.13. Soit B ∈ L(U,X−1). B est un opérateur de contrôle admissible pour T
si et seulement si B∗ est un opérateur d’observation admissible pour T∗.

Théorème 0.1.14. Soient T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A, de taux de crois-
sance ω0(T), et C un opérateur d’observation admissible pour T en temps infini, autrement
dit, vérifiant l’existence d’une constante M > 0 telle que∫ ∞

0

‖CTtz0‖2
Y dt ≤M‖z0‖2

X , ∀ z0 ∈ D(A).

On note Ψ = Ψ∞ l’opérateur état–sortie étendu, qui est bien défini par l’inégalité précédente.
Pour tout z0 ∈ X et tout s ∈ Cω0(T), la transformée de de Laplace de Ψz0, notée Ψ̂z0, existe
en s et est donnée par

Ψ̂z0(s) = C(sI − A)−1z0.

De plus, pour tout α > ω0(T), il existe un Mα ≥ 0 tel que

‖C(sI − A)−1‖ ≤ Mα√
Re s− α

, ∀ s ∈ Cα.

Nous donnons maintenant une définition primordiale dans ces travaux, qui nous servira
souvent à montrer que les opérateurs d’observation que l’on considère sont pertinents, en
un certain sens.

Définition 0.1.11 (Observabilité exacte). Soient T un C0-semi-groupe surX, de générateur
A, et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation. On dit du couple (A,C) qu’il est exactement
observable en temps τ si l’opérateur état–sortie Ψτ est borné inférieurement, i.e. il existe
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une constante kτ > 0 tel que

‖Ψτz0‖L2([0,τ ],Y ) ≥ kτ‖z0‖X , ∀ z0 ∈ D(A).

On dit que (A,C) est exactement observable s’il existe un τ > 0 vérifiant cette propriété.

Remarque 0.1.2. En particulier, l’observabilité exacte est équivalente à l’existence d’une
constante mτ (= k2

τ ) > 0 telle que∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt ≥ mτ‖z0‖2

X , ∀ z0 ∈ D(A). (0.1.11)

Remarquons que si (A,C) est exactement observable en temps τ , alors il l’est en temps
t ≥ τ .
Bien qu’il ne soit pas nécessaire de supposer l’admissibilité de l’opérateur d’observation pour
définir l’observabilité exacte, nous ne considèrerons pas d’exemple d’opérateur d’observation
non-admissible dans la suite. Nous supposerons donc toujours que l’opérateur d’observation
considéré est admissible.

Définition 0.1.12 (Contrôlabilité exacte). Soient T un C0-semi-groupe surX, de générateur
A, et B ∈ L(U,X−1) un opérateur de contrôle. On dit du couple (A,B) qu’il est exactement
contrôlable en temps τ si ImΦτ = X. Autrement dit si pour tout z0, z1 ∈ X, il existe un
contrôle u ∈ L2([0, τ ], U) tel que la solution de l’équation différentielle{

ż(t) = Az(t) +Bu(t), ∀ ∈ [0, τ ],

z(0) = z0 ∈ X,

vérifie z(τ) = z1. On dit que (A,B) est exactement contrôlable s’il existe un τ > 0 vérifiant
cette propriété.

Comme nous l’avons déjà dit, l’observabilité et la contrôlabilité sont duales. Plus préci-
sément, on a la proposition suivante.

Proposition 0.1.15. Soient T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A, et B ∈ L(U,X−1)

un opérateur de contrôle admissible pour T. Alors (A,B) est exactement contrôlable en temps
τ si et seulement si (A∗, B∗) est exactement observable en temps τ .

Définition 0.1.13 (Stabilisabilité). Soient T un C0-semi-groupe sur X, de générateur A,
et B ∈ L(U,X−1) un opérateur de contrôle admissible pour T. On dit du couple (A,B) qu’il
est exponentiellement stabilisable s’il existe un opérateur K ∈ L(X1, U) tel que A+BK soit
le générateur d’un C0-semi-groupe exponentiellement stable sur X.

Nous concluons ces rappels sur l’observabilité par deux résultats très importants dans les
problèmes qui seront traités par la suite. Ils expliquent, comme annoncé ci-dessus, pourquoi
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l’on s’intéresse à l’hypothèse d’observabilité exacte. L’un de ces résultats est dû à Liu [58].
Il donne une suite d’équivalence à l’observabilité exacte dans le cas d’un générateur anti-
adjoint avec opérateur d’observation borné. L’autre, de Urquiza [89] (donnée ici sous une
forme duale), généralise un résultat de Slemrod [80] (utilisé dans l’une des équivalences du
théorème de Liu).

Théorème 0.1.16 (Liu [58]). Soient A∗ = −A et C ∈ L(X, Y ). Alors les affirmations
suivantes sont équivalentes.
• (A,C∗) est exponentiellement stabilisable avec un taux de décroissance exponentielle
préfixé.
• (A,C∗) est exponentiellement stabilisable.
• Pour tout opérateur S ∈ L(Y ) auto-adjoint défini positif, A−C∗SC est le générateur
d’un C0-semi-groupe exponentiellement stable sur X.
• (A,C∗) est exactement contrôlable.
• (A,C) est exactement observable.
• On a la caractérisation fréquentielle

iR ⊂ ρ(A− C∗C), sup
s∈iR
{‖(sI − A+ C∗C)−1‖} <∞.

Théorème 0.1.17 (Urquiza [89]). Soient A le générateur d’un C0-groupe T sur X, et
C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation admissible pour T−1. Si (−A,C) est exactement
observable, alors il existe un opérateur S ∈ L(X) auto-adjoint défini positif tel que A −
S−1C∗C, défini sur D(A− S−1C∗C) = SD(A∗), soit le générateur d’un C0-semi-groupe T+

exponentiellement stable avec un taux de décroissance exponentielle préfixé.

Remarque 0.1.3 (sur la preuve). L’opérateur S est donné explicitement par une modifi-
cation du grammien, plus précisément

〈Sx, z〉X =

∫ ∞
0

e−2ωt〈CT−tx,CT−tz〉Y dt, ∀ x, z ∈ X1.

Il est clair que cet opérateur est auto-adjoint et défini positif (voir Définition 0.1.7), sa
positivité venant de l’hypothèse d’observabilité exacte sur (−A,C), qui est donc essentielle
puisqu’elle permet l’inversion. De plus, on a la valeur exacte de la modification du taux de
croissance avec un tel S : ω0(T+) = ω0(T−1)− 2ω.

On ajoute à ces résultats classiques deux lemmes faciles à démontrer qui nous serviront
régulièrement dans les Chapitres 1 et 2.

Lemme 0.1.18. Soient A : D(A) → X un opérateur anti-adjoint et C ∈ L(X, Y ) tel que
C∗C ∈ L (D(A)). Si A − C∗C engendre un C0-semi-groupe de contraction sur X, alors
A− C∗C engendre encore un C0-semi-groupe de contraction sur D(A) et D(A2).
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Démonstration. Puisque C ∈ L(X, Y ) est borné, on a clairement D(A) = D (A− C∗C). De
plus, de C∗C ∈ L (D(A)), on déduit que D(A2) = D

(
(A− C∗C)2). Le reste provient de la

Proposition 0.1.6. �

Lemme 0.1.19. Soient A : D(A) → X un opérateur anti-adjoint et C ∈ L(X, Y ) tel que
C∗C ∈ L (D(A)). Si z0 ∈ D(A2), F ∈ C ([0, τ ],D(A2))∩C1 ([0, τ ],D(A)) et z est la solution
du problème de Cauchy{

ż(t) = Az(t)− C∗Cz(t) + F (t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z(0) = z0.

Alors, les affirmations suivantes sont vérifiées.

1. Régularité

z ∈ C
(
[0, τ ],D(A2)

)
∩ C1 ([0, τ ],D(A)) ∩ C2 ([0, τ ], X) , (0.1.12)

2. z est borné
‖z(t)‖α ≤ ‖z0‖α + t‖F‖α,∞, pour α = 0, 1, 2, (0.1.13)

3. ż est borné : il existe une constante M > 0 telle que

‖ż(t)‖α ≤M (‖z0‖α+1 + t‖F‖α+1,∞) + ‖F‖α,∞, pour α = 0, 1, (0.1.14)

où ‖F‖α,∞ = sup
t∈[0,τ ]

‖F (t)‖α.

Démonstration.
1. Par le Théorème 0.1.7, et plus précisément l’inégalité (0.1.7), on sait que

z ∈ C
(
[0, τ ],D(A2)

)
∩ C1 ([0, τ ],D(A)) .

Puisque C∗C ∈ L (D(A)) et F ∈ C ([0, τ ],D(A2)) ∩ C1 ([0, τ ],D(A)), on a

(A− C∗C) z(t) ∈ C ([0, τ ],D(A)) ∩ C1 ([0, τ ], X) .

La conclusion vient de l’égalité ż(t) = (A− C∗C)z(t) dans D(A).
2. Par la formule de Duhamel (0.1.6), on a

‖z(t)‖α =

∥∥∥∥Ttz0 +

∫ t

0

Tt−sF (s)ds

∥∥∥∥
α

,

≤ ‖Ttz0‖α +

∫ t

0

‖Tt−sF (s)‖α ds,

≤ ‖z0‖α + t‖F‖α,∞,
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où l’on a utilisé le Lemme 0.1.18 précédent dans la dernière inégalité.
3. En utilisant l’inégalité (0.1.13) obtenue pour z(t) et les inclusions continues D(A2) ↪→

D(A) ↪→ X, on obtient

‖ż(t)‖α = ‖(A− C∗C)z(t) + F (t)‖α,
≤ ‖z(t)‖α+1 +M‖z(t)‖α + ‖F‖α,∞,
≤M (‖z0‖α+1 + t‖F‖α+1,∞) + ‖F‖α,∞.

�

On donne enfin quelques résultats de perturbations. On s’intéresse plus particulièrement
aux perturbations P ∈ L(X1, X) telles que si A est un générateur, A+ P l’est encore.

Théorème 0.1.20. Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X, et P ∈ L(X).
On note ω > ω0(T) et Mω ≥ 1 deux constantes vérifiant

‖Tt‖ ≤Mωe
ωt,

Posons α = ω + Mω‖P‖, alors A + P est le générateur d’un C0-semi-groupe TP sur X
vérifiant

‖TPt ‖ ≤Mωe
αt.

De plus, TP satisfait

TPt z = Ttz +

∫ t

0

Tt−sPTPs zds, ∀ z ∈ X, t ≥ 0.

Remarquons que la dernière égalité implique en particulier que tout opérateur d’ob-
servation admissible pour T l’est encore pour TP . Ce résultat se généralise dans le cas de
perturbations composées d’un opérateur borné par un opérateur d’observation admissible.

Théorème 0.1.21 (Théorème 5.4.2. de [88]). Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe
T sur X, B ∈ L(Y,X) et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation admissible pour T. Alors
A+BC : D(A)→ X est le générateur d’un C0-semi-groupe TP sur X. Il satisfait

TPt z = Ttz +

∫ t

0

Tt−sBCTPs zds, ∀ z ∈ D(A), t ≥ 0.

De plus, la classe des opérateurs d’observation admissibles pour TP est égale à celle pour T.

Par dualité, on obtient également

Corollaire 0.1.22 (Corollaire 5.5.1. de [88]). Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe
T sur X, B ∈ L(U,X−1) un opérateur de contrôle admissible pour T et C ∈ L(X,U). Alors

31



CHAPITRE 0. PRÉLIMINAIRES

A+BC : D(A+BC)→ X, avec

D(A+BC) = {z ∈ X | (A+BC)z ∈ X},

est le générateur d’un C0-semi-groupe TP sur X. Il satisfait

TPt z = Ttz +

∫ t

0

Tt−sBCTPs zds, ∀ z ∈ D(A+BC), t ≥ 0.

De plus, la classe des opérateurs de contrôle admissibles pour TP est égale à celle pour T.

0.2 Reconstruction de données initiales

Cette Section correspond à l’article de Ramdani, Tucsnak et Weiss [72], qui constitue le
point de départ de cette thèse. On en rappelle les principaux résultats.

Soient X un espace de Hilbert et A : D(A) → X le générateur d’un C0-semi-groupe T
sur X. On considère l’équation différentielle{

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A).
(0.2.1)

On observe ce système au travers d’un opérateur d’observation C ∈ L(X1, Y ), où Y est un
autre espace de Hilbert, pendant un intervalle de temps [0, τ ] avec τ > 0. Ceci conduit à la
mesure

y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ]. (0.2.2)

On montre dans [72] que l’on peut reconstruire z0 (la donnée initiale inconnue) à partir de
la connaissance de la mesure y(t) sur [0, τ ] et de l’opérateur A qui régit l’état z, sous certaines
hypothèses, par une méthode utilisant des observateurs itératifs. C’est cette méthode que
nous allons décrire ici, et que nous utiliserons par la suite dans nos travaux.
Rappelons que l’on s’intéresse dans cette thèse aux applications de l’algorithme à quelques
équations conservatives, avec analyse numérique et/ou simulations, ainsi qu’à ses extensions
et autres utilisations possibles.

0.2.1 Observateur direct, observateur rétrograde

Nous commençons par donner une définition.

Définition 0.2.1 (Estimabilité). Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X, et
C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T. On dit du
couple (A,C) qu’il est estimable s’il existe
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• un opérateur A+ : D(A+) → X générateur d’un C0-semi-groupe T+ exponentielle-
ment stable sur X,
• et un opérateur de contrôle H+ ∈ L(Y,X+

−1) admissible pour T+ tel que

Az = A+z −H+Cz, ∀ z ∈ D(A).

On dit alors que (A,C) est estimable par (A+, H+).

Remarque 0.2.1. Notons que les termes A+z et H+Cz sont en fait dans X+
−1, mais que

leur différence est dans X. On peut réécrire cette égalité sous une forme faible équivalente,
i.e.

〈Az, φ〉X = 〈z,
(
A+
)∗
φ〉X − 〈Cz, (H+)∗φ〉Y , ∀ z ∈ D(A), φ ∈ D

((
A+
)∗)

. (0.2.3)

Remarque 0.2.2. Remarquons que dans le cas d’un opérateur d’observation admissible,
l’observabilité exacte implique l’estimabilité (voir Rebarber et Weiss [74]).

Supposons dorénavant que (A,C) soit estimable par (A+, H+), et prenons τ = +∞
pour un moment. On considère l’équation différentielle suivante, appelé observateur direct ,
généralisation infini-dimensionnelle des observateurs de Luenberger [59].{

ż+(t) = A+z+(t)−H+y(t), ∀ t ≥ 0,

z+(0) = z+
0 ∈ X.

(0.2.4)

Notons que ce système est bien posé. En effet, z0 ∈ D(A) implique par le Théorème 0.1.7
(avec X1 à la place de X et f ≡ 0) que y ∈ C1([0, τ ], Y ), et donc H+y ∈ H1

`oc([0, τ ], X+
−1) et

l’on peut à nouveau appliquer le Théorème 0.1.7.

Alors, en soustrayant (0.2.1) à (0.2.4), on obtient (formellement, voir [72, Proposition
2.5] pour la démonstration rigoureuse)

z+(t)− z(t) = T+
τ (z+

0 − z0), ∀ t ≥ 0.

En particulier, il existe un ω > 0 et un Mω ≥ 1 tel que

‖z+(t)− z(t)‖ = Mωe
−ωt‖z+

0 − z0‖, ∀ t ≥ 0. (0.2.5)

En d’autres termes, z+ approche (dans X) l’état z en temps long.

Pour reconstruire la donné initiale z0, on construit maintenant un autre système, ana-
logue au précédent, qui permet de remonter (dans le temps) d’une approximation de l’état
finale de z (en fait z(τ), pour τ assez grand) vers z0.
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Définition 0.2.2 (Estimabilité rétrograde). Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe T
sur X, et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T.
On dit du couple (A,C) qu’il est estimable dans le sens rétrograde s’il existe
• un opérateur A− : D(A−) → X générateur d’un C0-semi-groupe T− exponentielle-

ment stable sur X,
• et un opérateur de contrôle H− ∈ L(Y,X−−1) admissible pour T− tel que

−Az = A−z −H−Cz, ∀ z ∈ D(A).

On dit alors que (A,C) est estimable dans le sens rétrograde par (A−, H−).

Remarque 0.2.3. Encore une fois, les termes A−z etH−Cz sont en fait dansX−−1, mais leur
différence est dans X, et on peut alors réécrire cette égalité sous une forme faible équivalente,
i.e.

− 〈Az, φ〉X = 〈z,
(
A−
)∗
φ〉X − 〈Cz, (H−)∗φ〉Y , ∀ z ∈ D(A), φ ∈ D

((
A−
)∗)

. (0.2.6)

Remarque 0.2.4. Dans le cas où A est le générateur d’un C0-groupe T surX (en particulier,
−A est encore un générateur) et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d’observation admissible pour
T, alors (A,C) est estimable dans le sens rétrograde si et seulement si (−A,C) est estimable.

Proposition 0.2.1. Soient A le générateur d’un C0-groupe T sur X, et C ∈ L(X1, Y ) un
opérateur d’observation admissible pour T. Si (A,C) est exactement observable, alors (A,C)

est estimable et estimable dans le sens rétrograde.

Démonstration. La Remarque 0.2.2 nous dit que (A,C) est estimable. Comme (A,C) est
exactement observable (en temps τ), alors (−A,C) est encore exactement observable (en
temps τ). En effet, quelque soit t ∈ R, Tt est inversible. En particulier, pour tout x ∈ X,
il existe un unique z ∈ X tel que Tτz = x et il existe une constante kτ > 0 telle que
‖T−τz‖ ≥ kτ‖z‖ pour tout z ∈ X. On écrit alors pour tout x ∈ D(A)∫ τ

0

‖CT−tx‖2dt =

∫ τ

0

‖CT−tTτz‖2dt,

=

∫ τ

0

‖CTτ−tz‖2dt,

=

∫ τ

0

‖CTsz‖2ds,

≥ mτ‖z‖2,

≥ mτkτ‖x‖2,

où mτ est la constante d’observabilité apparaissant dans l’inégalité (0.1.11).
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De nouveau, la Remarque 0.2.2 nous dit que (−A,C) est estimable et la Remarque 0.2.4
permet de conclure. �

Supposons que (A,C) soit aussi estimable dans le sens rétrograde par (A−, H−), et
prenons 0 < τ < ∞. On considère l’équation différentielle suivante, appelée observateur
rétrograde, qui peut être vu (formellement) comme un observateur direct de l’équation dif-
férentielle (0.2.1) retournée temporellement.{

ż−(t) = −A−z−(t) +H−y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−(τ) = z+(τ).
(0.2.7)

On montre encore une fois que ce système est bien posé à l’aide du Théorème 0.1.7.

Alors, en soustrayant (0.2.1) à (0.2.7), on obtient (voir [72, Proposition 3.3])

z−(0)− z0 = T−τ T+
τ (z+

0 − z0).

Puisque les C0-semi-groupes T+ et T− sont exponentiellement stables, z−(0) → z0 quand
τ →∞. On en déduit le principe de Russell suivant (voir Russell [75, 76] et Russell et Weiss
[77])

Proposition 0.2.2. Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X, et C ∈ L(X1, Y )

un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T. Si (A,C) est estimable
et estimable dans le sens rétrograde, alors (A,C) est exactement observable en tout temps
τ > 0 tel que ‖T−τ T+

τ ‖ < 1.

Démonstration. Prenons z+
0 = 0, alors

z−(0) = (I − T−τ T+
τ )z0.

Comme ‖T−τ T+
τ ‖ < 1, on peut inverser cette égalité et obtenir

z0 = (I − T−τ T+
τ )−1z−(0). (0.2.8)

Mais par la formule de Duhamel (0.1.6),

z−(0) = −T−τ
∫ τ

0

T+
τ−tH

+y(t)dt−
∫ τ

0

T−τ−tH−y(t)dt.

Se rappelant que y(t) = Cz(t) = CTtz0, l’admissibilité de H+ et H− implique alors l’exis-
tence d’une constante Kτ > 0 telle que ‖z−(0)‖2 ≤ Kτ

∫ τ
0
‖CTtz0‖2ds. Finalement, po-

sant Mτ = ‖(I − T−τ T+
τ )−1‖2, on obtient l’inégalité d’observabilité exacte (0.1.11) avec
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mτ = (MτKτ )
−1 puisque

‖z0‖2 = ‖(I − T−τ T+
τ )−1z−(0)‖2 ≤MτKτ

∫ τ

0

‖CTtz0‖2ds, ∀ z0 ∈ D(A).

�

Proposition 0.2.3. Soient A le générateur d’un C0-groupe T, et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur
d’observation admissible pour T, alors il y a équivalence entre les affirmations suivantes

• (A,C) est estimable et estimable dans le sens rétrograde.
• (A,C) est exactement observable.

Démonstration. Il s’agit des Propositions 0.2.2 et 0.2.1. �

0.2.2 Itérations des observateurs

Nous sommes capables, à ce stade, de reconstruire une approximation de z0 dans X
aussi précise que souhaitée, pourvu que le temps de mesure τ puisse être aussi grand que
nécessaire. En effet, l’égalité

z−(0)− z0 = T−τ T+
τ (z+

0 − z0)

implique en particulier, puisque T+ et T− sont exponentiellement stables, l’existence de deux
constantes ω > 0 et Mω ≥ 1 telles que

‖z−(0)− z0‖ = Mωe
−ωτ (z+

0 − z0), ∀ z0 ∈ D(A), z+
0 ∈ X.

Cependant, il est peu envisageable en pratique de mesurer un système pendant un très grand
laps de temps. On impose alors la contrainte supplémentaire de mesurer sur un intervalle de
temps [0, τ ] fini, que l’on espère le plus petit possible. Il faut donc trouver une méthode qui
permette d’améliorer la qualité de la reconstruction, sans avoir recours à la modification du
temps de mesure.

Un premier algorithme itératif, appelé “Back and Forth Nudging”, a été proposé par
Auroux et Blum dans [4, 5]. Puis Phung et Zhang [69] ont introduit un algorithme pour
l’équation de Kirchhoff, en se basant sur des méthodes de retournement temporel [37, 38],
qui sera généralisé par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72].

L’idée consiste à répéter le cycle d’approximation décrit précédemment, conduisant à
l’algorithme suivant. Soit τ > 0 tel que ‖T−τ T+

τ ‖ < 1. Pour tout z0 ∈ D(A), z+
0 ∈ X une

première estimation arbitraire de z0 (souvent prise égale à 0 par la suite), on considère les
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suites (z+
n )n∈N et (z−n )n∈N dans C([0, τ ], X) définies par les équations différentielles

ż+
n (t) = A+z+

n (t)−H+y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+
n (0) = z−n−1(0), ∀ n ≥ 1,

z+
0 (0) = z+

0 ∈ X,{
ż−n (t) = −A−z−n (t) +H−y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−n (τ) = z+
n (τ).

Alors après N ≥ 1 itérations, on a

z−N(0)− z0 = (T−τ T+
τ )N+1(z+

0 − z0).

En particulier, en posant α = ‖T−τ T+
τ ‖ < 1, ceci implique

‖z−N(0)− z0‖ ≤ αN+1‖z+
0 − z0‖ → 0, N →∞. (0.2.9)

La question de trouver un τ > 0 tel que ‖T−τ T+
τ ‖ < 1 est en partie résolue dans le cadre

des systèmes conservatifs (A∗ = −A) avec opérateur d’observation borné C ∈ L(X, Y ). En
effet, Ito, Ramdani et Tucsnak [48] ont montré la proposition suivante.

Proposition 0.2.4. Soient A∗ = −A et C ∈ L(X, Y ). Si (A,C) est exactement obser-
vable en τobs, alors pour tout γ > 0, A − γC∗C est le générateur d’un C0-semi-groupe T
exponentiellement stable sur X et pour tout τ ≥ τobs, ‖Tτ‖ < 1.

Démonstration. Le fait que A − γC∗C soit le générateur d’un C0-semi-groupe T exponen-
tiellement stable sur X provient de la troisième équivalence du Théorème de Liu 0.1.16 avec
S = γI.

Soit z0 ∈ D(A) et t ≥ 0. On note S le C0-groupe d’isométrie engendré par A (voir
Théorème 0.1.12) et on pose z(t) = Stz0 et v(t) = Ttz0. La différence w = z − v vérifie{

ẇ(t) = Aw(t)− γC∗Cv(t), ∀ t ≥ 0,

w(0) = 0.

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

w(t) = −γ
∫ t

0

St−sC∗Cv(s)ds.

Ceci implique facilement

sup
t∈[0,τ ]

‖w(t)‖ ≤ γ

∫ τ

0

‖C∗Cv(t)‖dt,
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et on montre donc que ∫ τ

0

‖Cw(t)‖2
Y dt ≤ γ2τ‖C‖4

∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt.

D’où, puisque Cz = Cv − Cw∫ τ

0

‖CStz0‖2
Y dt ≤ 2(1 + γ2τ‖C‖4)

∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt,

ce qui, par observabilité exacte de (A,C) en temps τobs, nous dit que (A − γC∗C,C) est
exactement observable en temps τobs. En particulier, pour tout τ ≥ τobs, il existe une
constante mτ > 0 telle que∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt ≥ mτ‖z0‖2, ∀ z0 ∈ D(A).

Finalement, en multipliant par v l’équation différentielle vérifiée par v, et en intégrant de 0
à τ , on obtient pour tout z0 ∈ D(A)

‖Tτz0‖2 = ‖v(τ)‖2 = ‖z0‖2 − 2γ

∫ τ

0

‖CTtz0‖2
Y dt ≤ (1− 2γmτ )‖z0‖2,

d’où
‖Tτ‖ ≤

√
(1− 2γmτ ) < 1.

�

On déduit facilement de cette Proposition le Corollaire suivant.

Corollaire 0.2.5. Si A est anti-adjoint, C ∈ L(X, Y ) et (A,C) exactement observable en
temps τobs > 0, alors ‖T−τ T+

τ ‖ < 1 pour tout τ ≥ τobs, où T+ et T− sont les C0-semi-groupes
engendrés par A− γC∗C et −A− γC∗C respectivement, pour tout γ > 0.

Enfin, nous terminons par deux remarques qui nous seront utiles par la suite.

Remarque 0.2.5. Lorsque C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur d’observation admissible, l’al-
gorithme s’étend par continuité et permet la reconstruction de données initiales z0 ∈ X (et
pas seulement dans D(A)).

Remarque 0.2.6. Lorsque l’on choisit la première estimation de z0 égale à 0, l’identité
(I − T−τ T+

τ )z0 = z−(0) peut être inversée à l’aide d’une série de Neumann

z0 =
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )nz−(0). (0.2.10)
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Donc, au moins théoriquement, la reconstruction nécessite un premier cycle d’estimation
(0.2.4)-(0.2.7) pour calculer z−(0) puis la résolution successive de systèmes linéaires homo-
gènes (i.e. (0.2.4)-(0.2.7) avec y ≡ 0) en adaptant les données initiales et finales.

0.3 Application à la reconstruction de source

Nous montrons maintenant que l’on peut utiliser l’algorithme de reconstruction de don-
nées initiales pour la reconstruction de certains termes source (i.e. à variables séparées). On
peut se référer à l’article de Alves, Silvestre, Takahashi et Tucsnak [2] pour la théorie géné-
rale, dans lequel les auteurs montrent en particulier que l’hypothèse d’observabilité exacte
est suffisante pour que le problème soit bien posé.

Soient X un espace de Hilbert, A : D(A)→ X le générateur d’un C0-semi-groupe T sur
X et F ∈ H1

`oc((0,∞), X1) une fonction inconnue. On considère l’équation différentielle{
ż(t) = Az(t) + F (t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ X.
(0.3.1)

Notons que ce système est bien posé d’après le Théorème 0.1.7.
On l’observe au travers d’un opérateur d’observation C ∈ L(X1, Y ), où Y est un autre
espace de Hilbert, pendant un intervalle de temps [0, τ ] avec τ > 0. Ceci conduit à la mesure

y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ]. (0.3.2)

On se pose la question suivante : peut-on reconstruire l’inconnue F à partir de l’obser-
vation y ?

Pour répondre à cette question, on suppose que
• F est à variables séparées F (x, t) = λ(t)f(x),
• l’intensité, c’est-à-dire la dépendance temporelle λ, est connue,
• λ(0) 6= 0.

Par la formule de Duhamel (0.1.6), y(t) peut s’écrire

y(t) = Ttz0 +

∫ t

0

λ(t− s)CTsfds, ∀ t ∈ [0, τ ].

La donnée initiale z0 étant connue, on peut construire

ỹ(t) = y(t)− Ttz0 =

∫ t

0

λ(t− s)Y (s)ds, ∀ t ∈ [0, τ ]. (0.3.3)

où Y (t) = CTtf .
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Remarquons que Y (t) = CTtf n’est rien d’autre que l’observation, au travers de l’opé-
rateur C, durant l’intervalle de temps [0, τ ], de la solution du système{

Ż(t) = AZ(t), ∀ t ≥ 0,

Z(0) = f ∈ X1.

On s’est ramené à la reconstruction d’une donnée initiale, après résolution de l’équation
de Volterra (0.3.3), et on peut donc appliquer l’algorithme itératif de la Section précédente
si (A,C) est estimable et estimable dans le sens rétrograde.

Remarque 0.3.1. En utilisant la Remarque 0.2.5, on peut reconstruire des sources f ∈ X
si C est admissible pour T.

La résolution de l’équation de Volterra (0.3.3) peut se faire en utilisant la transformée de
Laplace L (voir Arendt [3] pour la définition de la transformée de Laplace sur des espaces
de Hilbert). En l’appliquant à l’équation (0.3.3), et puisque la transformée de Laplace d’une
convolution est égale au produit des tranformées de Laplace, on obtient

L(ỹ(t))(ξ) = L(λ(t))(ξ)L(Y (t))(ξ),

et donc
Y (t) = L−1

(
L(ỹ(t))(ξ)

L(λ(t))(ξ)

)
(t).

Il est possible d’éviter le calcul de la transformée de Laplace de l’observation ỹ. D’après
Manzhirov et Polyanin [60, p. 114], on a

Y (t) = ˙̃y(t) +

∫ t

0

R(t− s) ˙̃y(s)ds, ∀ t ∈ [0, τ ], (0.3.4)

où
R(t) = L−1

(
1

ξL(λ(t))(ξ)
− 1

)
(t).

En effet, on a

L(Y (t))(ξ) =
L(ỹ(t))(ξ)

L(λ(t))(ξ)
,

=
ξL(ỹ(t))(ξ)

ξL(λ(t))(ξ)
,

= L( ˙̃y(t))(ξ) +

(
1

ξL(λ(t))(ξ)
− 1

)
L( ˙̃y(t))(ξ),

= L( ˙̃y(t))(ξ) + L(R(t))(ξ)L( ˙̃y(t))(ξ),

= L( ˙̃y(t))(ξ) + L
(∫ t

0

R(t− s) ˙̃y(s)ds

)
(ξ),

d’où l’égalité (0.3.4) annoncée.
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Chapitre 1

Équation de Schrödinger
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Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans l’article [43] écrit
conjointement avec Karim Ramdani.

Nous présentons dans ce Chapitre 1 des résultats d’analyse numérique sur la discréti-
sation spatiale (dans un premier temps) puis totale de l’algorithme de reconstruction de
données initiales, rappelé au Chapitre 0, appliqué à une équation de Schrödinger abstraite
avec opérateur d’observation borné. En particulier, nous donnons dans les Corollaires 1.2.2
et 1.3.2 le nombre d’itérations optimal à calculer, et l’ordre de convergence correspondant.
Nous concluons par quelques simulations MATLAB numériques en une dimension d’espace.

1.1 Le problème continu

Soient Ω ⊂ Rd un domaine borné, d ∈ N∗, de frontière ∂Ω régulière. On s’intéresse dans
ce chapitre à l’équation de Schrödinger sur Ω avec condition de Dirichlet homogène au bord,
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qui s’écrit 
∂

∂t
z(x, t) = −i

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

z(x, t), ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

z(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

z(x, 0) = z0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

La question qui nous intéresse dans cette Section concerne la possibilité de reconstruire z0

dans L2(Ω) à partir de la connaissance de l’état z(x, t) sur un sous-domaine O ⊂ Ω pendant
un intervalle de temps [0, τ ], d’où le terme d’observation interne. On réécrit ce problème de
manière abstraite, en posant

A0 = −∆ = −
d∑

k=1

∂2

∂x2
k

: D(A0) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)→ X = L2(Ω),

et
C : X → Y = L2(Ω), Cz = χ|Oz, ∀ z ∈ X,

où χ|O est la fonction caractéristique de O. On obtient alors l’équation différentielle (1.1.1)
à laquelle nous allons appliquer la méthode de reconstruction par observateurs décrite dans
les préliminaires. Plus précisément, on se place dans le cadre suivant.

Soient X un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et de sa norme associée ‖ ·‖
et A0 : D(A0) → X un opérateur auto-adjoint défini positif. Pour tout α ∈ R, on notera
〈·, ·〉α et ‖ · ‖α, le produit scalaire et la norme associée dans D(Aα0 ). L’équation de (type)
Schrödinger est donnée par {

ż(t) = iA0z(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A0).
(1.1.1)

Soient C ∈ L(X, Y ) un opérateur d’observation, où Y est un autre espace de Hilbert,
et y(t), la mesure sur [0, τ ] donnée par (0.2.2). On suppose que τ > 0 est tel que (iA0, C)

est exactement observable en temps τ . En particulier, si Ω est un rectangle dans Rd, alors
(iA0, C) est exactement observable en tout temps τ > 0, quelque soit la zone d’observation
(voir par exemple Komornik [52] ou Tucsnak et Weiss [88, Théorème 8.5.1.]).

On commence par remarquer que iA0 est anti-adjoint, en d’autres termes, l’équation de
Schrödinger (1.1.1) est conservative. Alors par le Théorème de Liu 0.1.16, A+ = iA0−C∗C
(resp. A− = −iA0−C∗C) est le générateur d’un C0-semi-groupe T+ (resp. T−) exponentiel-
lement stable. Alors les observateurs direct et rétrograde (0.2.4) et (0.2.7) sont donnés par
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(on choisit z+
0 = 0 comme première estimation de z0){

ż+(t) = iA0z
+(t)− C∗Cz+(t) + C∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+(0) = 0,
(1.1.2)

{
ż−(t) = iA0z

−(t) + C∗Cz−(t)− C∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−(τ) = z+(τ).
(1.1.3)

D’après la Remarque (0.2.6), on a l’équation (0.2.10), que l’on rappelle

z0 =
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )nz−(0).

En pratique, il faut donc discrétiser les observateurs (1.1.2)-(1.1.3) et tronquer la série de
Neumann pour reconstruire numériquement z0. Nous allons dans la suite faire l’analyse
numérique d’un schéma combinant la méthode de Galerkin en espace et la méthode d’Eu-
ler implicite en temps. Pour cela, nous avons besoin de supposer quelques hypothèses de
régularité supplémentaires.

• On ne reconstruit que les données initiales z0 ∈ D (A2
0).

• On suppose que C∗C ∈ L(D (A2
0))∩L(D(A0)) (en pratique, cela signifie que la fonction

χ|O est approchée par une fonction lisse).

1.2 Discrétisation en espace

1.2.1 Résultat principal

Clairement, les deux systèmes (1.1.2)-(1.1.3) peuvent se réécrire sous la forme plus gé-
nérale d’un problème de Cauchy avec donnée initiale (le second est simplement retourné
temporellement) {

q̇(t) = ±iA0q(t)− C∗Cq(t) + F (t), ∀ t ∈ [0, τ ],

q(0) = q0,
(1.2.1)

où l’on a posé

• pour l’observateur direct (1.1.2) : F (t) = C∗y(t) = C∗Cz(t) et q0 = 0,
• pour l’observateur rétrograde (1.1.3) : F (t) = C∗y(τ − t) = C∗Cz(τ − t) et q0 = z+(τ).

Nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour discrétiser l’équation (1.2.1). Plus pré-
cisément, on suppose que l’on dispose d’une suite de sous-espaces de dimension finie (Xh)h>0

dans D
(
A

1
2
0

)
, muni de la norme héritée de X. On note πh la projection de D

(
A

1
2
0

)
dans
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Xh, et on suppose qu’il existe M > 0, θ > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗), on ait

‖πhϕ− ϕ‖ ≤Mhθ‖ϕ‖ 1
2
, ∀ ϕ ∈ D

(
A

1
2
0

)
. (1.2.2)

Pour tout q0 ∈ D (A2
0), la formulation variationnelle de (1.2.1) s’écrit 〈q̇(t), ϕ〉 = ±i〈q(t), ϕ〉 1

2
− 〈C∗Cq(t), ϕ〉+ 〈F (t), ϕ〉, ∀ t ∈ [0, τ ], ϕ ∈ D

(
A

1
2
0

)
,

q(0) = q0.

(1.2.3)
On suppose que l’on dispose d’approximations de q0 et F , notées q0,h ∈ Xh et Fh, dans
leurs espaces respectifs X et L1([0, τ ], X). Pour tout t ∈ [0, τ ], on définit qh(t) ∈ Xh comme
l’unique solution du problème variationnel{

〈q̇h(t), ϕh〉 = ±i〈qh(t), ϕh〉 1
2
− 〈C∗Cqh(t), ϕh〉+ 〈Fh(t), ϕh〉, ∀ ϕh ∈ Xh,

qh(0) = q0,h.
(1.2.4)

Ceci conduit en particulier à la définition des versions semi-discrétisées T±h des C0 -semi-
groupes T±. En effet, il suffit de poser

T+
h,tq0 = qh(t), T−h,tq0 = qh(τ − t),

où qh est la solution de (1.2.4) avec le signe correspondant, Fh ≡ 0 et q0,h = πhq0.

On suppose maintenant que l’on dispose d’une approximation yh de y (correspondant à
notre pas de discrétisation h) dans L1([0, τ ], Y ). Soient z+

h et z−h les approximations respec-
tives de z+, solution de (1.1.2), et z−, solution de (1.1.3), données par le schéma (1.2.4).
Autrement dit, z+

h et z−h sont les solutions de{
〈ż+
h (t), ϕh〉 = i〈z+

h (t), ϕh〉 1
2
− 〈C∗Cz+

h (t), ϕh〉+ 〈C∗yh(t), ϕh〉,
z+
h (0) = 0,{
〈ż−h (t), ϕh〉 = −i〈z−h (t), ϕh〉 1

2
+ 〈C∗Cz−h (t), ϕh〉 − 〈C∗yh(t), ϕh〉,

z−h (τ) = z+
h (τ),

pour tout t ∈ [0, τ ] et tout ϕh ∈ Xh. On écrit alors une version discrétisée de l’égalité (0.2.10)

z0,h =

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

nz−h (0), (1.2.5)

où Nh est un réel positif (on somme donc jusqu’à sa partie entière). En particulier, nous
verrons qu’il existe un nombre d’itérations optimal (on exclut donc de faire tendre Nh vers
l’infini) en fonction du pas de discrétisation.
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Les résultats suivants nous garantissent que z0,h est une “bonne” approximation de z0.

Théorème 1.2.1. Soient A0 : D(A0) → X un opérateur auto-adjoint défini positif et
C ∈ L(X, Y ) tel que C∗C ∈ L(D (A2

0))∩L(D(A0)). On suppose que (iA0, C) est exactement
observable en temps τ > 0 et on pose η = ‖T−τ T+

τ ‖ < 1. Si z0 ∈ D (A2
0) est la donnée initiale

de (1.1.1), on définit z0,h par (1.2.5).

Alors il existe M ≥ 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗)

‖z0 − z0,h‖ ≤M

[(
ηNh+1

1− η
+ hθτN2

h

)
‖z0‖2 +Nh

∫ τ

0

‖C∗(y(t)− yh(t))‖dt
]
.

Un choix particulier de Nh permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h.

Corollaire 1.2.2. Sous les hypothèses du Théorème 1.2.1, on pose

Nh = θ
lnh

ln η
.

Alors il existe Mτ > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗)

‖z0 − z0,h‖ ≤Mτ

(
hθ ln2 h‖z0‖2 + | lnh|

∫ τ

0

‖C∗(y(t)− yh(t))‖dt
)
.

Remarque 1.2.1. En fait, ces résultats restent vrais pour z0 ∈ D
(
A

3
2
0

)
, avec les mêmes

preuves (il suffit d’adapter les espaces). Cependant, ce n’est plus vrai dans le cas totalement
discrétisé, on limitera donc notre analyse aux données initiales z0 ∈ D (A2

0).

Remarque 1.2.2. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement
une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction de h, garantissant la convergence.

1.2.2 Démonstration

Avant de démontrer le Théorème 1.2.1, nous avons besoin de quelques résultats préli-
minaires. La proposition suivante donne une estimation entre l’approximation en espace qh
donnée par (1.2.4) et πhq, projection sur Xh de la solution de (1.2.3), dans X. On peut
retrouver ce type d’approximation dans le livre de Raviart et Thomas [73] ou dans le papier
de Johnson et Thomée [49]. Bien que classique, il s’agit de l’étape la plus importante dans
la démonstration du Théorème 1.2.1.

Proposition 1.2.3. Soient q0 ∈ D (A2
0), q0,h ∈ Xh, q et qh les solutions respectives de

(1.2.3) et (1.2.4). Supposons que C∗C ∈ L (D(A0)), alors il existe M > 0 et h∗ > 0 tels que
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pour tout t ∈ [0, τ ] et tout h ∈ (0, h∗)

‖πhq(t)−qh(t)‖ ≤ ‖πhq0−q0,h‖+Mhθ
[
t (‖q0‖2 + ‖F‖1,∞) + t2‖F‖2,∞

]
+

∫ t

0

‖F (s)−Fh(s)‖ds,

où ‖F‖α,∞ = sup
t∈[0,τ ]

‖F (t)‖α.

Démonstration. Premièrement, on soustrait (1.2.4) de (1.2.3). On obtient (on omet la dé-
pendance en temps pour plus de clarté)

〈q̇ − q̇h, ϕh〉 = ±i〈q − qh, ϕh〉 1
2
− 〈C∗C(q − qh), ϕh〉+ 〈F − Fh, ϕh〉, ∀ ϕh ∈ Xh.

En se rappelant que 〈πhq − q, ϕh〉 1
2

= 0 (par propriété de la projection) pour tout ϕh ∈ Xh

et que πhq̇ a un sens par la régularité de q (voir (0.1.7) avec D (A2
0) à la place de X), on

obtient de l’égalité précédente que pour tout ϕh ∈ Xh

〈πhq̇ − q̇h, ϕh〉 = 〈πhq̇ − q̇, ϕh〉 ± i 〈πhq − qh, ϕh〉 1
2
− 〈C∗C (q − qh) , ϕh〉+ 〈F − Fh, ϕh〉 .

(1.2.6)
D’un autre coté, en posant

Eh =
1

2
‖πhq − qh‖2,

on obtient
Ėh = Re 〈πhq̇ − q̇h, πhq − qh〉 .

En appliquant (1.2.6) avec ϕh = πhq − qh et en substituant le résultat dans l’équation
précédente, on obtient en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que C est borné
qu’il existe une constante M > 0 telle que

Ėh ≤ (‖πhq̇ − q̇‖+M‖πhq − q‖+ ‖F − Fh‖) ‖πhq − qh‖︸ ︷︷ ︸
=
√

2Eh

.

Puisque
Ėh√
2Eh

=
d

dt

√
2Eh, intégrer de 0 à t nous donne

‖πhq(t)− qh(t)‖ ≤ ‖πhq0 − q0,h‖+

∫ t

0

(‖πhq̇(s)− q̇(s)‖+M‖πhq(s)− q(s)‖) ds

+

∫ t

0

‖F (s)− Fh(s)‖ds. (1.2.7)

Il nous reste à borner ‖πhq̇(t) − q̇(t)‖ et ‖πhq(t) − q(t)‖ pour tout t ∈ [0, τ ]. En utilisant
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(1.2.2) et l’injection continue de D(Aα0 ) dans D(Aβ0 ) pour α ≥ β, on obtient{
‖πhq̇(t)− q̇(t)‖ ≤Mhθ‖q̇(t)‖ 1

2
≤Mhθ‖q̇(t)‖1,

‖πhq(t)− q(t)‖ ≤Mhθ‖q(t)‖ 1
2
≤Mhθ‖q(t)‖2,

∀ t ∈ [0, τ ], h ∈ (0, h∗).

En utilisant les relations (0.1.13) et (0.1.14) prouvées dans le Lemme 0.1.19, on obtient pour
tout t ∈ [0, τ ] et tout h ∈ (0, h∗)

‖πhq̇(t)− q̇(t)‖+ ‖πhq(t)− q(t)‖ ≤Mhθ (‖q0‖2 + t‖F‖2,∞ + ‖F‖1,∞) .

En substituant cette inégalité dans (1.2.7), on obtient le résultat. �

En utilisant ce dernier résultat, on déduit une estimation d’erreur sur les discrétisations
des C0-semi-groupes T±.

Proposition 1.2.4. Sous les hypothèses de la Proposition 1.2.3, les affirmations suivantes
sont vraies.

1. Il existe un M > 0 et un h∗ > 0 tels que pour tout t ∈ (0, τ) et tout h ∈ (0, h∗), on ait

∥∥πhT+
t q0 − T+

h,tq0

∥∥ ≤Mthθ‖q0‖2, (1.2.8)

∥∥πhT−t q0 − T−h,tq0

∥∥ ≤M(τ − t)hθ‖q0‖2. (1.2.9)

2. Il existe un M > 0 et un h∗ > 0 tels que pour tout n ∈ N, tout t ∈ [0, τ ] et tout
h ∈ (0, h∗), on ait

‖(T−t T+
t )nq0 − (T−h,tT

+
h,t)

nq0‖ ≤M(1 + nτ)hθ‖q0‖2. (1.2.10)

Démonstration.
1. Il suffit de prendre F = Fh = 0 et q0,h = πhq0 dans la Proposition 1.2.3.
2. On remarque en premier lieu que

‖(T−t T+
t )nq0−(T−h,tT

+
h,t)

nq0‖ ≤ ‖(T−t T+
t )nq0−πh(T−t T+

t )nq0‖+‖πh(T−t T+
t )nq0−(T−h,tT

+
h,t)

nq0‖.
(1.2.11)

En utilisant (1.2.2) et le fait que ‖T−t T+
t ‖L(D(A)) ≤ 1 prouvé dans le Lemme 0.1.18, le premier

terme de l’inégalité précédente peut être estimé par

‖(T−t T+
t )nq0 − πh(T−t T+

t )nq0‖ ≤Mhθ‖q0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗). (1.2.12)

Pour le second terme de (1.2.11), on prouve par récurrence que pour tout n ∈ N

‖πh(T−t T+
t )nq0 − (T−h,tT

+
h,t)

nq0‖ ≤Mnτhθ‖q0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗). (1.2.13)
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En effet

∥∥πhT−t T+
t q0 − T−h,tT

+
h,tq0

∥∥ ≤ ∥∥πhT−t T+
t q0 − T−h,tT

+
t q0

∥∥+
∥∥T−h,t(T+

t q0 − T+
h,tq0)

∥∥ .
Par le Lemme 0.1.18 et la relation (1.2.9), on obtient

‖πhT−t T+
t q0 − T−h,tT

+
t q0‖ ≤M(τ − t)hθ‖q0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗).

Évidemment, ‖T−h ‖L(X) est uniformément borné en h (cela vient par exemple de (1.2.9)), et
donc par (1.2.2) et la relation (1.2.8), on a pour tout h ∈ (0, h∗)

‖T−h,t(T
+
t q0 − T+

h,tq0)‖ ≤ ‖T+
t q0 − πhT+

t q0‖+ ‖πhT+
t q0 − T+

h,tq0‖,
≤Mthθ‖q0‖2.

En conséquence

‖πhT−t T+
t q0 − T−h,tT

+
h,tq0‖ ≤Mτhθ‖q0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗), (1.2.14)

ce qui montre que (1.2.13) est vrai pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vérifiée
pour n ≥ 1, alors

‖πh(T−t T+
t )n−1q0 − (T−h,tT

+
h,t)

n−1q0‖ ≤M(n− 1)τhθ‖q0‖2. (1.2.15)

On écrit

‖πh(T−t T+
t )nq0 − T−h,tT

+
h,tq0‖ ≤ ‖πhT−t T+

t (T−t T+
t )n−1q0 − T−h,tT

+
h,t(T

−
t T+

t )n−1q0‖

+ ‖T−h,tT
+
h,t((T

−
t T+

t )n−1q0 − (T−h,tT
+
h,t)

n−1q0)‖.

Grâce au Lemme 0.1.18 et au fait que ‖T−h,tT
+
h,t‖L(X) est uniformément borné en h (puisque

c’est le cas pour ‖T±h,t‖), en utilisant (1.2.14) et (1.2.15), on obtient

‖πh(T−t T+
t )nq0 − (T−t T+

t )nq0‖ ≤M(τ + (n− 1)τ)hθ‖q0‖2,

qui est exactement (1.2.13). En substituant (1.2.12) et (1.2.13) dans (1.2.11), on obtient le
résultat annoncé. �

Nous somme dorénavant capable de démontrer le Théorème 1.2.1.

Démonstration du Théorème 1.2.1. En ajoutant le terme
Nh∑
n=0

(T−h,tT
+
h,t)

nz−(0), on réécrit la
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différence z0 − z0,h de la façon suivante

z0 − z0,h =
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )nz−(0)−

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

nz−h (0),

=
∑
n>Nh

(T−τ T+
τ )nz−(0) +

Nh∑
n=0

(
(T−τ T+

τ )n − (T−h,τT
+
h,τ )

n
)
z−(0)

+

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

n
(
z−(0)− z−h (0)

)
.

Alors
‖z0 − z0,h‖ ≤ S1 + S2 + S3, (1.2.16)

où l’on a posé 

S1 =
∑
n>Nh

∥∥(T−τ T+
τ )nz−(0)

∥∥ ,
S2 =

Nh∑
n=0

∥∥((T−τ T+
τ )n − (T−h,τT

+
h,τ )

n
)
z−(0)

∥∥ ,
S3 =

(
Nh∑
n=0

∥∥(T−h,τT
+
h,τ )

n
∥∥
L(X)

)∥∥z−(0)− z−h (0)
∥∥ .

Remarquons que le terme S1 est le reste de la série (0.2.10) tronquée à Nh itérations, que le
terme S2 représente l’erreur cumulée (à chaque itération) due à l’approximation des semi-
groupes T± alors que le terme S3 provient de l’approximation de z−(0).

Puisque η = ‖T−τ T+
τ ‖L(X) < 1, en utilisant (0.2.8), le premier terme ne pose pas de

problème

S1 ≤M
ηNh+1

1− η
‖z0‖2. (1.2.17)

S2 peut être estimé en utilisant la relation (1.2.10) de la Proposition 1.2.4

S2 ≤M

(
Nh∑
n=0

(1 + nτ)

)
hθ‖z−(0)‖2, ∀ h ∈ (0, h∗).

De plus, en utilisant encore une fois (0.2.8) et le fait que ‖T−τ T+
τ ‖D(A2) < 1 dans la relation

précédente, on obtient finalement

S2 ≤M
[
1 + (1 + τ)Nh +N2

hτ
]
hθ‖z0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗). (1.2.18)

Il reste à borner le terme S3. Puisque ‖T−τ T+
τ ‖L(X) < 1, l’erreur sur la composition des

semi-groupes (1.2.10) implique que ‖T−h,τT
+
h,τ‖L(X) est uniformément borné en h par 1, pour
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h suffisamment petit. Alors, on a

S3 ≤MNh

∥∥z−(0)− z−h (0)
∥∥ ,

≤MNh

(∥∥z−(0)− πhz−(0)
∥∥+

∥∥πhz−(0)− z−h (0)
∥∥) . (1.2.19)

Par (1.2.2) et (0.2.8), on obtient immédiatement

∥∥z−(0)− πhz−(0)
∥∥ ≤Mhθ‖z0‖2. (1.2.20)

Pour borner le second terme πhz−(0) − z−h (0), on applique deux fois la Proposition 1.2.3.
Premièrement pour l’observateur rétrograde retourné temporellement z−(τ−·) et pour l’ob-
servateur direct z+ (le retournement temporel n’est nécessaire que parce que l’on a écrit la
Proposition 1.2.3 pour des problèmes de Cauchy avec donnée initiale et non finale). Après
quelques calculs, on obtient pour tout h ∈ (0, h∗)

∥∥πhz−(0)− z−h (0)
∥∥ ≤Mhθ

[
τ(‖z+(τ)‖2 + ‖C∗y‖1,∞) + τ 2‖C∗y‖2,∞

]
+

∫ τ

0

‖C∗ (y(τ − s)− yh(τ − s)) ‖ds+

∫ τ

0

‖C∗ (y(s)− yh(s)) ‖ds. (1.2.21)

Grâce à l’estimation d’énergie (0.1.13) du Lemme 0.1.19, avec une donnée initiale nulle, on
a

‖z+(τ)‖2 ≤ τ‖C∗y‖2,∞.

Alors (1.2.21) peut s’écrire

∥∥πhz−(0)− z−h (0)
∥∥ ≤Mhθ(τ + τ 2)‖C∗y‖2,∞ + 2

∫ τ

0

‖C∗ (y(s)− yh(s)) ‖ds.

Puisque C∗C ∈ L (D (A2
0))∩L (D(A0)) et ‖z‖2,∞ = ‖z0‖2 (iA0 est anti-adjoint), la dernière

relation devient

∥∥πhz−(0)− z−h (0)
∥∥ ≤Mhθ(τ + τ 2)‖z0‖2 + 2

∫ τ

0

‖C∗ (y(s)− yh(s)) ‖ds.

En substituant l’inégalité précédente et (1.2.20) dans (1.2.19), il vient

S3 ≤MNh

(
hθ(1 + τ + τ 2)‖z0‖2 +

∫ τ

0

‖C∗ (y(s)− yh(s)) ‖ds
)
. (1.2.22)
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En substituant (1.2.17), (1.2.18) et (1.2.22) dans (1.2.16), on obtient pour tout h ∈ (0, h∗)

‖z0 − z0,h‖ ≤M

[(
ηNh+1

1− η
+ hθ

[
1 + (1 + τ + τ 2)Nh + τN2

h

])
‖z0‖2

+Nh

∫ τ

0

‖C∗ (y(s)− yh(s)) ‖ds

]
,

ce qui amène au résultat annoncé (en réduisant h∗ si nécessaire). �

Le Corollaire 1.2.2 n’est alors qu’un choix particulier de Nh dans ce Théorème.

Démonstration du Corollaire 1.2.2. On souhaite faire en sorte que le terme(
ηNh+1

1− η
+ hθτN2

h

)
‖z0‖2,

tende vers zéro, quand h tend vers zéro, dans le Théorème 1.2.1. En posant

Nh = θ
lnh

ln η
,

il existe un Mτ > 0 tel que(
ηNh+1

1− η
+ hθτN2

h

)
‖z0‖2 = Mτh

θ ln2 h‖z0‖2 −→
h→0

0.

�

1.3 Discrétisation totale

1.3.1 Résultat principal

L’objectif de cette sous-section est de discrétiser totalement les observateurs direct et
rétrograde pour reconstruire la donnée initiale z0 du problème (1.1.1). On va pour cela
ajouter un schéma d’Euler implicite en temps au schéma de Galerkin en espace, en repartant
de la forme faible (1.2.3). En d’autres termes, on discrétise l’intervalle [0, τ ] par un pas de
temps ∆t > 0, en posant tk = k∆t pour tout entier 0 ≤ k ≤ K, où l’on suppose, sans
perte de généralité, que τ = K∆t. Alors la dérivée d’une fonction du temps f continument
dérivable sera approchée en tk par

f ′(tk) ' Dtf(tk) =
f(tk)− f(tk−1)

∆t
.
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On suppose que q0,h ∈ X et F k
h , pour 0 ≤ k ≤ K, sont des approximations de q0 et F (tk)

dans X. On définit (qkh)0≤k≤K comme la solution du problème suivant : pour tout 0 ≤ k ≤ K{ 〈
Dtq

k
h, ϕh

〉
= ±i

〈
qkh, ϕh

〉
1
2

−
〈
C∗Cqkh, ϕh

〉
+
〈
F k
h , ϕh

〉
, ∀ ϕh ∈ Xh,

q0
h = q0,h.

(1.3.1)

Cette formulation conduit en particulier à une approximation naturelle T±h,∆t,k des C0-semi-
groupes T±tk en posant

T+
h,∆t,kq0 = qkh, T−h,∆t,kq0 = qK−kh ,

où qkh est solution de (1.3.1) avec F k
h = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ K et q0,h = πhq0.

Si l’on dispose, pour tout 0 ≤ k ≤ K, de ykh, une approximation de y(tk) dans Y , on
définit les suites

((
z+
h

)k)
0≤k≤K

et
((
z−h
)k)

0≤k≤K
, approximations respectives de (1.1.2) et

(1.1.3), vérifiant{ 〈
Dt(z

+
h )k, ϕh

〉
= i
〈
(z+
h )k, ϕh

〉
1
2

−
〈
C∗C(z+

h )k, ϕh
〉

+
〈
C∗ykh, ϕh

〉
, ∀ ϕh ∈ Xh,

(z+
h )0 = 0.

{ 〈
Dt(z

−
h )k, ϕh

〉
= i
〈
(z−h )k, ϕh

〉
1
2

+
〈
C∗C(z−h )k, ϕh

〉
−
〈
C∗ykh, ϕh

〉
, ∀ ϕh ∈ Xh,

(z−h )K = (z+
h )K .

De cette discrétisation, on déduit une version totalement discrétisée de l’égalité (0.2.10)

z0,h,∆t =

Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n(z−h )0, (1.3.2)

où Nh,∆t est un réel positif (on somme donc jusqu’à sa partie entière).

Alors on a le résultat principal de cette sous-section, qui est la contre-partie totalement
discrétisée du Théorème 1.2.1, qui garantit le fait que z0,h,∆t est une “bonne” approximation
de z0.

Théorème 1.3.1. Soient A0 : D(A0) → X un opérateur auto-adjoint défini positif et C ∈
L(X, Y ) tel que C∗C ∈ L (D (A2

0)) ∩ L (D(A0)). On suppose que (iA0, C) est exactement
observable en temps τ > 0 et on pose η = ‖T−τ T+

τ ‖ < 1. Si z0 ∈ D (A2
0) est la donnée initiale

de (1.1.1), on définit z0,h,∆t par (1.3.2).

Alors il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) et tout ∆t ∈
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1.3. DISCRÉTISATION TOTALE

(0,∆t∗)

‖z0 − z0,h,∆t‖ ≤M

[(
ηNh,∆t+1

1− η
+ (hθ + ∆t)(1 + τ)N2

h,∆t

)
‖z0‖2

+Nh,∆t∆t
K∑
`=0

∥∥C∗ (y(t`)− y`h
)∥∥].

Un choix particulier de Nh,∆t permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h
et ∆t.

Corollaire 1.3.2. Sous les hypothèses du Théorème 1.3.1, on pose

Nh,∆t =
ln(hθ + ∆t)

ln η
.

Alors il existe Mτ > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) et ∆t ∈ (0,∆t∗)

‖z0−z0,h,∆t‖ ≤Mτ

[
(hθ + ∆t) ln2(hθ + ∆t)‖z0‖2 +

∣∣ln(hθ + ∆t)
∣∣∆t K∑

`=0

∥∥C∗ (y(t`)− y`h
)∥∥] .

Remarque 1.3.1. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement,
comme dans le cas semi-discrétisé, une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction
de h et ∆t, permettant la convergence.

1.3.2 Démonstration

Comme dans le cas semi-discret, la proposition qui suit (la contre-partie de la Propo-
sition 1.2.3) est l’outil principal de ce résultat. Elle donne une estimation de l’erreur de la
discrétisation totale de (1.2.3) par (1.3.1).

Proposition 1.3.3. Soient q0 ∈ D (A2
0), q0,h ∈ Xh, q et (qkh)0≤k≤K les solutions respectives

de (1.2.3) et (1.3.1). Supposons que C∗C ∈ L (D(A0)), alors il existe M > 0, h∗ > 0 et
∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗), tout ∆t ∈ (0,∆t∗) et tout 0 ≤ k ≤ K

‖πhq(tk)− qkh‖ ≤ ‖πhq0 − q0,h‖

+M

(
∆t

k∑
`=1

‖F (t`)− F `
h‖+

(
hθ + ∆t

) [
tk
(
‖q0‖2 + ‖F‖1,∞ + ‖Ḟ‖∞

)
+ t2k‖F‖2,∞

])
.

Démonstration. On note r1(tk) le reste d’ordre un du développement en série de Taylor de
q autour de tk−1, alors

q̇(tk) =
q(tk)− q(tk−1)

∆t
− 1

∆t
r1(tk) = Dtq(tk)−

1

∆t
r1(tk). (1.3.3)
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En soustrayant (1.3.1) de (1.2.3), on obtient pour tout 1 ≤ k ≤ K pour tout ϕh ∈ Xh

〈
Dt

(
πhq(tk)− qkh

)
, ϕh
〉

= 〈Dt (πhq(tk)− q(tk)) , ϕh〉 ± i
〈
πhq(tk)− qkh, ϕh

〉
1
2

−
〈
C∗C

(
q(tk)− qkh

)
, ϕh
〉

+
1

∆t
〈r1(tk), ϕh〉+

〈
F (tk)− F k

h , ϕh
〉
. (1.3.4)

Pour tout 1 ≤ k ≤ K, on pose

Ekh =
1

2
‖πhq(tk)− qkh‖2.

En utilisant l’identité

1

2

(
‖u‖2 − ‖v‖2 + ‖u− v‖2

)
= Re 〈u− v, u〉 , ∀ u, v ∈ X,

on obtient facilement pour tout 1 ≤ k ≤ K

DtEkh ≤ Re
〈
Dt

(
πhq(tk)− qkh

)
, πhq(tk)− qkh

〉
. (1.3.5)

En substituant (1.3.4) avec ϕh = πhq(tk)− qkh dans la précédente inégalité et en utilisant
le fait que C soit borné, on obtient l’existence d’un M > 0 tel que pour tout 1 ≤ k ≤ K

DtEkh ≤
[
‖Dt (πhq(tk)− q(tk)) ‖+M‖πhq(tk)− q(tk)‖

+
1

∆t
‖r1(tk)‖+ ‖F (tk)− F k

h ‖
]
‖πhq(tk)− qkh‖. (1.3.6)

En utilisant les relations (faciles à vérifier)

DtEkh = Dt

√
Ekh
(√
Ekh +

√
Ek−1
h

)
, (1.3.7)

et
‖πhq(tk)− qkh‖ ≤

√
2

(√
Ekh +

√
Ek−1
h

)
, (1.3.8)

on obtient de (1.2.2) and (1.3.6) que pour tout h ∈ (0, h∗)

Dt

√
Ekh ≤M

(
hθ
(
‖Dtq(tk)‖ 1

2
+ ‖q(tk)‖ 1

2

)
+

1

∆t
‖r1(tk)‖+ ‖F (tk)− F k

h ‖
)
.

D’après (1.3.3) et en utilisant les estimations d’énergie (0.1.13) et (0.1.14) du Lemme 0.1.19,
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la dernière inégalité nous donne

Dt

√
Ekh ≤M

(
hθ (‖q0‖2 + tk‖F‖2,∞ + ‖F‖1,∞) + ‖F (tk)− F k

h ‖

+
hθ

∆t
‖r1(tk)‖ 1

2
+

1

∆t
‖r1(tk)‖

)
. (1.3.9)

Pour finir, il faut borner les deux derniers termes provenant du développement de Taylor.
Par définition de r1, on a

r1(tk) = q(tk−1)− q(tk) + ∆t q̇(tk),

dans D
(
A

1
2
0

)
, et par le théorème des accroissements finis, on obtient

‖r1(tk)‖ 1
2
≤ ∆t sup

s∈[tk−1,tk]

‖q̇(s)‖ 1
2

+ ∆t‖q̇(tk)‖ 1
2
.

En utilisant encore une fois (0.1.14), on obtient l’existence d’un M > 0 tel que

‖r1(tk)‖ 1
2
≤M∆t (‖q0‖2 + tk‖F‖2,∞ + ‖F‖1,∞) . (1.3.10)

Alors par la régularité de q (voir le Lemme 0.1.19), le reste r1 peut s’écrire sous forme
intégrale

r1(tk) =

∫ tk

tk−1

q̈(s) (tk−1 − s) ds,

dans X, et donc
‖r1(tk)‖ ≤ ∆t2 sup

s∈[tk−1,tk]

‖q̈(s)‖.

En utilisant l’équation (1.2.1) verifiée par q et le fait que C soit borné, on a

‖q̈(t)‖ =
∥∥∥dq̇
dt

(t)
∥∥∥ =

∥∥∥ d
dt

{
± iA0q(t)− C∗Cq(t) + F (t)

}∥∥∥,
≤ ‖q̇(t)‖1 +M‖q̇(t)‖+ ‖Ḟ (t)‖.

D’où, encore une fois par (0.1.14), il vient

‖r1(tk)‖ ≤ ∆t2
(
‖q0‖2 + tk‖F‖2,∞ + ‖F‖1,∞ + ‖Ḟ‖∞

)
. (1.3.11)

En substituant (1.3.10) et (1.3.11) dans (1.3.9), on obtient le résultat. �

Remarque 1.3.2. C’est l’inégalité (1.3.5) qui nous dicte d’utiliser un schéma implicite.
Un autre schéma en temps sera utilisable (sans modifier cette démonstration), si une telle
relation est vérifiée. On pourra aussi s’intéresser aux travaux d’Ervedoza, Zheng et Zua-
zua [34, 35], qui ajoutent une viscosité numérique pour conserver le caractère dissipatif du
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problème discrétisé lors de l’utilisation d’autres schémas.

De cette Proposition, on dérive une estimation de l’erreur pour T±tk (pour tout 1 ≤ k ≤
K), la contrepartie de la Proposition 1.2.4.

Proposition 1.3.4. Sous les hypothèses de la Proposition 1.3.3, les affirmations suivantes
sont vérifiées.

1. Il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗), tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

et tout 0 ≤ k ≤ K

∥∥πhT+
tk
q0 − T+

h,∆t,kq0

∥∥ ≤Mtk(h
θ + ∆t)‖q0‖2, (1.3.12)

∥∥πhT−tkq0 − T−h,∆t,kq0

∥∥ ≤M(τ − tk)(hθ + ∆t)‖q0‖2. (1.3.13)

2. Il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout n ∈ N, tout h ∈ (0, h∗), tout
∆t ∈ (0,∆t∗) et tout 0 ≤ k ≤ K

‖((T−tkT
+
tk

)n − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

n)q0‖ ≤M
[
hθ + nτ

(
hθ + ∆t

)]
‖q0‖2. (1.3.14)

Démonstration.
1. Il suffit d’appliquer la Proposition 1.3.3 avec F (tk) = F k

h = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ K et
q0,h,∆t = πhq0.

2. Remarquons dans un premier temps que

‖(T−tkT
+
tk

)nq0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

nq0‖ ≤ ‖(T−tkT
+
tk

)nq0 − πh(T−tkT
+
tk

)nq0‖

+ ‖πh(T−tkT
+
tk

)nq0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

nq0‖. (1.3.15)

En utilisant (1.2.2), le fait que ‖(T−t T+
t )n‖L(D(A)) ≤ 1 (voir le Lemme 0.1.18), le premier

terme de l’inégalité précédente devient

‖(T−tkT
+
tk

)nq0 − πh(T−tkT
+
tk

)nq0‖ ≤Mhθ‖q0‖2, ∀ h ∈ (0, h∗). (1.3.16)

Pour le second terme de (1.3.15), on montre par récurrence que pour tout n ∈ N, tout
h ∈ (0, h∗) et tout ∆t ∈ (0,∆t∗) (pour un certain ∆t∗ > 0), on a

‖πh(T−tkT
+
tk

)nq0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

nq0‖ ≤Mntk
(
hθ + ∆t

)
‖q0‖2. (1.3.17)

En effet

∥∥πhT−tkT+
tk
q0 − T−h,∆t,kT

+
h,∆t,kq0

∥∥
≤
∥∥πhT−tkT+

tk
q0 − T−h,∆t,kT

+
tk
q0

∥∥+
∥∥T−h,∆t,k (T+

tk
q0 − T+

h,∆t,kq0

)∥∥ .
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En utilisant (1.3.13) et le Lemme 0.1.18, on obtient

∥∥πhT−tkT+
tk
q0 − T−h,∆t,kT

+
tk
q0

∥∥ ≤Mtk
(
hθ + ∆t

)
‖q0‖2.

Évidemment ‖T−h,∆t,k‖L(X) est uniformément borné en h et ∆t, et donc par (1.2.2) et (1.3.12),
on obtient∥∥T−h,∆t,k (T+

tk
− T+

h,∆t,k

)
q0

∥∥ ≤ ∥∥T+
tk
q0 − πhT+

tk
q0

∥∥+
∥∥πhT+

tk
q0 − T+

h,∆t,kq0

∥∥
≤Mtk

(
hθ + ∆t

)
‖q0‖2.

Donc ∥∥πhT−tkT+
tk
q0 − T−h,∆t,kT

+
h,∆t,kq0

∥∥ ≤Mtk
(
hθ + ∆t

)
‖q0‖2, (1.3.18)

ce qui montre que (1.3.17) est vérifiée pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vérifiée
pour n ≥ 1

‖πh(T−tkT
+
tk

)n−1q0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

n−1q0‖ ≤M(n− 1)tk
(
hθ + ∆t

)
‖q0‖2. (1.3.19)

En écrivant

‖πh(T−tkT
+
tk

)nq0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

nq0‖

≤ ‖πhT−tkT
+
tk

(T−tkT
+
tk

)n−1q0 − T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k(T

−
tk
T+
tk

)n−1q0‖

+ ‖T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k((T

−
tk
T+
tk

)n−1q0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

n−1q0)‖,

on obtient par le Lemme 0.1.18, le fait que ‖T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k‖L(X) soit uniformément borné en

h et ∆t, (1.3.18) et (1.3.19) que

‖πh(T−tkT
+
tk

)nq0 − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

nq0‖ ≤M
[
(1 + (n− 1))tk

(
hθ + ∆t

)]
‖q0‖2,

qui est exactement (1.3.17). En substituant (1.3.16) et (1.3.17) dans (1.3.15), on obtient le
résultat annoncé. �

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théorème 1.3.1.

Démonstration du Théorème 1.3.1. Comme dans le cas de la semi-discrétisation, on com-
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mence par introduire le terme
Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)nz−(0) dans la différence z0 − z0,h,∆t

z0 − z0,h,∆t =
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )nz−(0)−

Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

(
z−h
)0
,

=
∑

n>Nh,∆t

(T−τ T+
τ )nz−(0) +

Nh,∆t∑
n=0

(
(T−τ T+

τ )n − (T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

)
z−(0)

+

Nh∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

(
z−(0)−

(
z−h
)0
)
.

Alors on a
‖z0 − z0,h,∆t‖ ≤ S1 + S2 + S3, (1.3.20)

avec 

S1 =
∑

n>Nh,∆t

∥∥(T−τ T+
τ )nz−(0)

∥∥ ,
S2 =

Nh,∆t∑
n=0

∥∥((T−τ T+
τ )n − (T−h,∆t,KT

+
h,∆t,K)n

)
z−(0)

∥∥ ,
S3 =

(
Nh∑
n=0

∥∥(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

∥∥
L(X)

)∥∥∥z−(0)−
(
z−h
)0
∥∥∥ .

Puisque η = ‖T−τ T+
τ ‖L(X) < 1, Le premier terme est facilement borné

S1 ≤M
ηNh,∆t+1

1− η
‖z0‖2. (1.3.21)

S2 quant à lui peut être borné par l’estimation (1.3.14) de la Proposition 1.3.4

S2 ≤M

Nh,∆t∑
n=0

(
hθ + nτ(hθ + ∆t)

) ‖z−(0)‖2, ∀ h ∈ (0, h∗),∆t ∈ (0,∆t∗).

D’après (0.2.8) et le fait que ‖T−τ T+
τ ‖D(A2) < 1 (voir Lemme 0.1.18), on a pour tout h ∈ (0, h∗)

et tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

S2 ≤M
[
1 + (1 + τ)Nh,∆t + (1 + τ)N2

h,∆t

] (
hθ + ∆t

)
‖z0‖2. (1.3.22)

Il reste le terme S3, mais puisque ‖T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K‖L(X) est uniformément borné en h et ∆t,

on a
S3 ≤MNh,∆t

∥∥z−(0)− (z−h )0
∥∥ ,

≤MNh,∆t

(∥∥z−(0)− πhz−(0)
∥∥+

∥∥πhz−(0)− (z−h )0
∥∥) . (1.3.23)
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Par (1.2.2) et (0.2.8), on obtient immédiatement que

∥∥z−(0)− πhz−(0)
∥∥ ≤Mhθ‖z0‖2. (1.3.24)

Pour le second terme πhz−(0) − (z−h )0, on applique deux fois la Proposition 1.3.3. Une
première fois à l’observateur rétrograde retourné en temps z−(τ − ·) puis à l’observateur
direct z+ (le retournement temporel n’est là que parce que la Proposition 1.3.3 est écrite
pour des problèmes de Cauchy avec donnée initiale et non finale). Après quelques calculs,
on obtient pour tout h ∈ (0, h∗) et tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

∥∥πhz−(0)− (z−h )0
∥∥ ≤M(hθ + ∆t)

[
τ(‖z+(τ)‖2 + ‖C∗y‖1,∞ + ‖C∗ẏ‖∞) + τ 2‖C∗y‖2,∞

]
+ ∆t

K∑
`=1

‖C∗
(
y(τ − t`)− yK−`h

)
‖+ ∆t

K∑
`=1

‖C∗
(
y(t`)− y`h

)
‖. (1.3.25)

En appliquant le résultat de régularité (0.1.13) du Lemme 0.1.19 avec une donnée initiale
nulle, on obtient

‖z+(τ)‖2 ≤ τ‖C∗y‖2,∞.

Puisque C∗C ∈ L (D (A2
0)) ∩ L (D(A0)) et ‖z‖2,∞ = ‖z0‖2 (iA0 est anti-adjoint), (1.3.25)

devient

∥∥πhz−(0)− (z−h )0
∥∥ ≤M(hθ + ∆t)(τ + τ 2)‖z0‖2 + 2∆t

K∑
`=0

‖C∗
(
y(t`)− y`h

)
‖.

En substituant la relation précédente et (1.3.24) dans (1.3.23), on obtient

S3 ≤MNh,∆t

(
(hθ + ∆t)(1 + τ + τ 2)‖z0‖2 + ∆t

K∑
`=0

‖C∗
(
y(t`)− y`h

)
‖

)
. (1.3.26)

En substituant (1.3.21), (1.3.22) et (1.3.26) dans (1.3.20), on obtient pour tout h ∈ (0, h∗)

et tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

‖z0 − z0,h,∆t‖ ≤M

(
Nh,∆t∆t

K∑
`=0

∥∥C∗ (y(t`)− y`h
)∥∥+

ηNh,∆t+1

1− η
‖z0‖2

+ (hθ + ∆t)
[
1 + (1 + τ + τ 2)Nh,∆t + (1 + τ)N2

h,∆t

]
‖z0‖2

)
,

ce qui amène au résultat (en réduisant h∗ et ∆t∗ si nécessaire). �

Le Corollaire 1.3.2 n’est alors, comme dans le cas semi-discrétisé, qu’un choix particulier
de Nh,∆t dans ce Théorème.
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Démonstration du Corollaire 1.3.2. On souhaite faire en sorte que le terme(
ηNh,∆t+1

1− η
+ (hθ + ∆t)(1 + τ)N2

h,∆t

)
‖z0‖2

tende vers zéro, quand h et ∆t tendent vers zéro, dans le Théorème 1.3.1. En posant

Nh,∆t = θ
ln(hθ + ∆t)

ln η
,

il existe un Mτ > 0 tel que(
ηNh,∆t+1

1− η
+ (hθ + ∆t)(1 + τ)N2

h,∆t

)
‖z0‖2 = Mτ (h

θ + ∆t) ln2(hθ + ∆t)‖z0‖2 −→
h,∆t→0

0.

�

Remarque 1.3.3. Remarquons qu’en particulier, nous n’avons pas besoin de condition de
type CFL.

1.4 Simulations numériques

Les simulations numériques de cette section ont été effectuées sous MATLAB.

Nous allons étudier numériquement l’estimation d’erreur du Théorème 1.3.1 sur l’exemple
de l’équation de Schrödinger sur l’intervalle [0, 1], avec condition de Dirichlet. On discrétise
pour cela les observateurs continus (1.1.2)–(1.1.3), en utilisant une discrétisation en espace
(paramètre h) par éléments finis d’ordre un, et par différence finie implicite en temps (pa-
ramètre ∆t). On suppose que l’on observe l’état sur l’intervalle [0, 1

10
], durant un intervalle

de temps [0, τ ], τ > 0. D’après Tucsnak et Weiss [88, Théorème 8.5.1.] (voir aussi Komornik
[52] dont la démonstration pour l’équation de Petrowski est identique à celle pour l’équation
de Schrödinger), le système continu est alors exactement observable en tout temps τ > 0.

Qualité de la reconstruction

Nous commençons par tester la qualité de la reconstruction, en choisissant τ = 0, 2. On
ajoute 5% de bruit composé de sinusoïdes de fréquence différente et d’aléatoire uniforme.
Le nombre d’itérations Nh,∆t est choisi égal à 15. Le choix du gain γ = 500 sera discuté plus
loin.
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Figure 1.1 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites, après 15 itérations, avec
τ = 0, 2, γ = 500 et 5% de bruit.

La donnée initiale z0 à reconstruire est la suivante

z0(x) = 100 cos(2πx) sin(πx) exp
{
−50(x− 0, 325)2

}
+ 30i cos(7πx) sin

(π
2
x
)

exp
{
−50(x− 0, 75)2

}
, ∀ x ∈ [0, 1].

On peut apprécier sur la Figure 1.1 la qualité remarquable de la reconstruction.

Figure 1.2 – Erreur de reconstruction de donnée initiale, avec τ = 0, 2, γ = 500 et 5% de
bruit.

On remarque sur la Figure 1.2 que l’erreur totale de reconstruction est inférieure à 5%
après une dizaine d’itérations, et continue de décroître.

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire des données initiales à
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haute fréquence. On teste avec la donnée initiale z0 suivante

z0(x) = 100 cos(150πx) sin(πx) exp{−50(x− 0, 325)2}

+ 30i cos(7πx) sin (75πx) exp{−50(x− 0, 75)2}, ∀ x ∈ [0, 1].

Contrairement aux cas de l’équation des ondes (comme on le verra sur les Figure 2.4 et

Figure 1.3 – Parties réelle et imaginaire initiales très oscillante, après 15 itérations, avec
τ = 0, 2, γ = 500 et 5% de bruit.

Figure 1.4 – Erreur de reconstruction de donnée initiale très oscillante, avec τ = 0, 2,
γ = 500 et 5% de bruit.

Figure 2.5), il semble que les données haute fréquence soient bien, voire mieux reconstruites,
que les données basse fréquence, comme on peut le voir sur la Figure 1.3. Dès la première
itération, l’erreur relative est déjà sous la barre des 5% (voir Figure 1.4). Le profil croissant
des erreurs est dû aux 5% de bruit ajouté à la mesure, on retrouve bien le profil exponentiel
lorsqu’on ne bruite pas la mesure.
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On choisira maintenant la première donnée initiale pour le reste de nos tests.

Influence du gain

Les simulations numériques montrent qu’en faisant varier le paramètre de gain γ, on peut
sensiblement agir sur le taux de décroissance exponentielle de l’erreur (voir Figure 1.5).
Ainsi, l’erreur relative globale n’atteint pas les 50% pour γ = 5, même après 15 itérations.
Elle est de 32% pour γ = 50, après 5 itérations, alors qu’elle est inférieure à 10% pour γ = 250

et γ = 500. Nous choisirons dorénavant un gain γ = 500 (arbitrairement en comparaison
avec les résultats obtenus pour γ = 250).

Figure 1.5 – Modification de l’erreur de reconstruction en fonction du gain, sans bruit.

Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse de l’algorithme à un bruit composé de
sinusoïdes de fréquence différente et d’aléatoire uniforme. Sur la Figure 1.6, on compare
la reconstruction avec respectivement 0, 2, 5 et 15% de bruit (par rapport à la norme L2

de la mesure). On remarque que le bruit agit essentiellement, dans notre exemple, sur la
reconstruction de la partie imaginaire. On peut raisonnablement dire que l’algorithme est
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Figure 1.6 – Robustesse de la reconstruction à un bruit composé de sinusoïdes de fréquences
différentes et d’aléatoire uniforme : 0%, 2%, 5% et 10%.

robuste. Nous nous sommes cependant posé une autre question, concernant la robustesse à
des bruits de même intensité, mais de fréquences différentes.

En regardant la Figure 1.7, il semble que les bruits basse fréquence, comme on pouvait
s’en douter, affectent plus l’algorithme de reconstruction que les bruits haute fréquence.
On peut même remarquer une augmentation de l’erreur sur la reconstruction de la partie
imaginaire de la donnée initiale dans le premier cas. Remarquons également que le bruit
choisi dans les tests sur la qualité de reconstruction avait plus affecté l’algorithme lorsque
la donnée initiale était très oscillante (voir Figure 1.4). Ceci étant probablement dû à
l’excellente qualité obtenue dès la première itération.
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Figure 1.7 – Robustesse de la reconstruction à un bruit composé de sinusoïdes de fréquence
de plus en plus élevées.

Temps d’observation

Comme nous l’avons dit, l’exemple que nous considérons est exactement observable en
tout temps τ > 0. Nous allons donc regarder l’influence du temps d’observation sur la qualité
de la reconstruction.

Bien que la qualité finale de la reconstruction n’est pas efficacement améliorée, le nombre
d’itérations nécessaire pour atteindre cette précision est d’autant plus réduit qu’on augmente
le temps d’observation, comme on le voit sur la Figure 1.8. En particulier, avec un temps
d’observation τ = 0, 1, il faut plus de 50 itérations pour atteindre moins de 2% d’erreur
relative, alors que 8 itérations suffisent lorsque τ = 0, 3.
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Figure 1.8 – Parties réelle et imaginaire initiales, après 15 itérations, avec τ = 0, 1, τ = 0, 2
puis τ = 0, 3, γ = 500 et sans bruit.
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Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans les articles [42, 43]
écrit conjointement avec Karim Ramdani.

Dans ce Chapitre 2, nous montrons des résultats d’analyse numérique sur la discrétisa-
tion spatiale, puis totale, de l’algorithme de reconstruction de données initiales appliqué à
une équation des ondes abstraite avec opérateur d’observation borné. En particulier, nous
donnons dans les Corollaires 2.2.2 et 2.3.2 le nombre d’itérations optimal à calculer, et l’ordre
de convergence correspondant. Nous concluons par quelques simulations numériques (avec
MATLAB) en une dimension d’espace, où l’on pousse l’étude plus loin que dans le Chapitre
1 pour l’équation de Schrödinger, en vérifiant par exemple l’ordre de convergence. Quelques
exemples (avec MATLAB) en deux dimensions d’espaces sont également présentés, et nous
terminons par un exemple en trois dimensions (avec Gmsh et GetDP).
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La méthode est sensiblement la même que pour l’équation de Schrödinger traitée dans
le Chapitre 1, et les calculs, lorsqu’ils différent, ne sont que des adaptations de ceux déjà
effectués, c’est pourquoi nous réduirons succinctement les démonstrations.

2.1 Le problème continu

Soient Ω ⊂ Rd un domaine borné, d ∈ N∗, de frontière ∂Ω régulière. On s’intéresse dans
ce chapitre à l’équation des ondes sur Ω avec condition de Dirichlet homogène au bord, qui
s’écrit 

∂2

∂t2
w(x, t)−

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

w(x, 0) = w0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

∂

∂t
w(x, 0) = w1(x) ∈ H1

0 (Ω).

La question qui nous intéresse ici concerne la possibilité de reconstruire le couple (w0, w1)

dans H1
0 (Ω) × L2(Ω) à partir de la connaissance de la vitesse de déplacement de l’état

ẇ(x, t) sur un sous-domaine O ⊂ Ω pendant un intervalle de temps [0, τ ], d’où le terme
d’observation interne. On réécrit ce problème de manière abstraite, en posant

A0 = −∆ = −
d∑

k=1

∂2

∂x2
k

: D(A0) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)→ H = L2(Ω),

et
C0 : H → Y = L2(Ω), C0z = χ|Oz, ∀ z ∈ H,

où χ|O est la fonction caractéristique de O. On obtient alors l’équation différentielle ẅ(t) + A0w(t) = 0, ∀ t ≥ 0,

w(0) = w0 ∈ D(A0), ẇ(0) = w1 ∈ D
(
A

1
2
0

)
.

(2.1.1)

Cependant, notre méthode est écrite pour des systèmes du premier ordre. On pose donc
également les définitions suivantes.

z(t) =

[
w(t)

ẇ(t)

]
, X = D

(
A

1
2
0

)
×H, (2.1.2)

A =

(
0 I

−A0 0

)
, D(A) = D(A0)×D

(
A

1
2
0

)
, (2.1.3)

C ∈ L(X, Y ), C =
[
0 C0

]
. (2.1.4)
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L’espace X est muni de la norme produit définie par

‖z‖ =
√
‖z1‖2

1
2

+ ‖z2‖2, ∀ z =

[
z1

z2

]
∈ X.

On obtient alors l’équation différentielle (2.1.5) à laquelle nous allons appliquer la méthode
de reconstruction par observateurs décrite dans les préliminaires. Plus précisément, on se
place dans le cadre suivant.

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et de sa norme associée ‖ ·‖
et A0 : D(A0) → H un opérateur auto-adjoint défini positif. Pour tout α ∈ R, on notera
〈·, ·〉α et ‖ · ‖α, le produit scalaire et la norme associée dans D(Aα0 ). L’équation de (type)
ondes sous forme du premier ordre, avec les définitions (2.1.2) et (2.1.3), est donnée par{

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A).
(2.1.5)

Soit C0 ∈ L(H,Y ) un opérateur d’observation, où Y est un autre espace de Hilbert.
En définissant C par (2.1.4), on considère y(t) la mesure sur [0, τ ] donnée par (0.2.2). On
suppose que τ > 0 est tel que (A,C) soit exactement observable en temps τ .

On commence par remarquer que A est anti-adjoint, en d’autres termes, l’équation des
ondes est conservative. Cependant, si iA est auto-adjoint, il n’a pas de signe, et le problème
que l’on regarde ici ne rentre donc pas dans le cadre de l’équation de Schrödinger traitée
dans le Chapitre 1.
Par le Théorème de Liu 0.1.16, A+ = A − C∗C (resp. A− = −A − C∗C) est le générateur
d’un C0-semi-groupe T+ (resp. T−). Alors les observateurs direct et rétrograde (0.2.4) et
(0.2.7) sont donnés par (on choisit z+

0 = 0 comme première estimation de z0){
ż+(t) = Az+(t)− C∗Cz+(t) + C∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+(0) = 0,
(2.1.6)

{
ż−(t) = Az−(t) + C∗Cz−(t)− C∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−(τ) = z+(τ).
(2.1.7)

D’après la Remarque (0.2.6), on a l’équation (0.2.10), que l’on rappelle

z0 =
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )nz−(0).

En pratique, il faut donc discrétiser les observateurs (2.1.6)-(2.1.7) et tronquer la série de
Neumann pour reconstruire numériquement z0. Nous allons dans la suite faire l’analyse
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numérique d’un schéma combinant la méthode de Galerkin en espace et la méthode d’Eu-
ler implicite en temps. Pour cela, nous avons besoin de supposer quelques hypothèses de
régularité supplémentaires.
• On ne reconstruit que les données initiales z0 ∈ D(A2) = D

(
A

3
2
0

)
×D(A0).

• On suppose que C∗0C0 ∈ L
(
D
(
A

3
2
0

))
∩L

(
D
(
A

1
2
0

))
(en pratique, cela signifie que la

fonction χ|O est approchée par une fonction lisse).
Dans l’analyse numérique que nous allons faire, nous travaillons plus souvent sur les équa-
tions du second ordre. On réécrit donc les observateurs (2.1.6) et (2.1.7) sous cette forme.{

ẅ+(t) + A0w
+(t) + C∗0C0ẇ

+(t) = C∗0y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

w+(0) = 0, ẇ+(0) = 0,
(2.1.8)

{
ẅ−(t) + A0w

−(t)− C∗0C0ẇ
−(t) = −C∗0y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

w−(τ) = w+(τ), ẇ−(τ) = ẇ+(τ).
(2.1.9)

Nos preuves sont basées sur l’analyse de convergence des discrétisations spatiale et totale
des equations différentielles du second ordre. Pour plus de clarté, nous omettons les démons-
trations redondantes avec le cas de l’équation de Schrödinger traité au Chapitre 1. À notre
connaissance, seuls les cas particuliers des systèmes conservatifs (i.e. sans amortissement),
voir par exemple Raviart et Thomas [73, p. 197] ou Dautray et Lions [29, p. 921], et des sys-
tèmes avec amortissement constant, voir Geveci et Kok [40], sont traités dans la littérature
sur l’analyse de convergence de la discrétisation totale d’un système de type ondes. Pour un
récent panorama de l’approximation numérique des équations des ondes dans la théorie du
contrôle, nous recommandons le papier de Zuazua [92] au lecteur.

2.2 Discrétisation en espace

2.2.1 Résultat principal

Clairement, les deux observateurs (2.1.8)-(2.1.9) peuvent se réécrire sous la forme plus
générale d’un problème de Cauchy avec donnée initiale (le second est simplement retourné
temporellement) {

p̈(t) + A0p(t) + C∗0C0ṗ(t) = f(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

p(0) = p0, ṗ(0) = p1,
(2.2.1)

où l’on a posé
• pour l’observateur direct (2.1.8) : f(t) = C∗0y(t) = C∗0C0ẇ(t) et (p0, p1) = (0, 0),
• pour l’observateur rétrograde (2.1.9) :
f(t) = −C∗0y(τ − t) = −C∗0C0ẇ(τ − t) et (p0, p1) = (w+(τ),−ẇ+(τ)) ∈ D(A2).
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Remarquons qu’avec ces notations, les C0-semi-groupes T± sont donnés par

T+
t

[
p0

p1

]
=

[
p(t)

ṗ(t)

]
T−t

[
p0

p1

]
=

[
p(τ − t)
−ṗ(τ − t)

]

où p est la solution de (2.2.1) avec f = 0.
Nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour discrétiser l’équation (2.2.1). Plus pré-

cisement, on suppose que l’on dispose d’une suite de sous-espaces de dimension finie (Hh)h>0

dans D
(
A

1
2
0

)
, muni de la norme héritée de H. On note πh la projection de D

(
A

1
2
0

)
dans

Hh, et on suppose qu’il existe M > 0, θ > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) , on ait

‖πhϕ− ϕ‖ ≤Mhθ ‖ϕ‖ 1
2
, ∀ ϕ ∈ D

(
A

1
2
0

)
. (2.2.2)

Pour tout (p0, p1) ∈ D(A2), la formulation variationnelle de (2.2.1) s’écrit{
〈p̈(t), ϕ〉+ 〈p(t), ϕ〉 1

2
+ 〈C∗0C0ṗ(t), ϕ〉 = 〈f(t), ϕ〉 ,

p(0) = p0, ṗ(0) = p1,
(2.2.3)

pour tout t ∈ [0, τ ] et tout ϕ ∈ D
(
A

1
2
0

)
. On suppose que l’on dispose d’approximations

de p0, p1 et f , notées p0,h ∈ Hh, p1,h ∈ Hh et fh, dans leurs espaces respectifs D
(
A

1
2
0

)
,

H et L1([0, τ ], H). Pour tout t ∈ [0, τ ], on définit ph(t) ∈ Hh comme l’unique solution du
problème variationnel{

〈p̈h(t), ϕh〉+ 〈ph(t), ϕh〉 1
2

+ 〈C∗0C0ṗh(t), ϕh〉 = 〈fh(t), ϕh〉 ,
ph(0) = p0,h, ṗh(0) = p1,h.

(2.2.4)

pour tout ϕh ∈ Hh.
Ceci conduit en particulier à la définition des versions semi-discrétisées T±h des C0-semi-

groupes T±. En effet, il suffit de poser

T+
h,t

[
p0

p1

]
=

[
ph(t)

ṗh(t)

]
T−h,t

[
p0

p1

]
=

[
ph(τ − t)
−ṗh(τ − t)

]

où ph est la solution de (2.2.4), avec fh = 0 et (p0,h, p1,h) = (πhp0, πhp1).
On suppose maintenant que l’on dispose d’une approximation yh de y (correspondant au

pas de discrétisation h) dans L1([0, τ ], Y ). Soient w+
h et w−h les approximations respectives de

w+, solution de (2.1.8), et w−, solution de (2.1.9), données par le schéma (2.2.4). Autrement
dit, w+

h et w−h sont les solutions de{ 〈
ẅ+
h (t), ϕh

〉
+
〈
w+
h (t), ϕh

〉
1
2

+
〈
C∗0C0ẇ

+
h (t), ϕh

〉
= 〈C∗0yh(t), ϕh〉 ,

w+
h (0) = 0, ẇ+

h (0) = 0,

71



CHAPITRE 2. ÉQUATION DES ONDES

{ 〈
ẅ−h (t), ϕh

〉
+
〈
w−h (t), ϕh

〉
1
2

−
〈
C∗0C0ẇ

−
h (t), ϕh

〉
= −〈C∗0yh(t), ϕh〉 ,

w−h (τ) = w+
h (τ), ẇ−h (τ) = ẇ+

h (τ),

pour tout t ∈ [0, τ ] et tout ϕh ∈ Hh. On écrit alors une version discrétisée de l’égalité (0.2.10)[
w0,h

w1,h

]
=

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

n

[
w−h (0)

ẇ−h (0)

]
, (2.2.5)

où Nh est un réel positif (on somme donc jusqu’à sa partie entière).

Les résultats suivants nous garantissent que (w0,h, w1,h) est une “bonne” approximation
de (w0, w1).

Théorème 2.2.1. Soient A0 : D(A0) → H un opérateur auto-adjoint défini positif et
C0 ∈ L(H,Y ) tel que C∗0C0 ∈ L

(
D
(
A

3
2
0

))
∩ L

(
D
(
A

1
2
0

))
. On définit (A,C) par (2.1.3)

et (2.1.4), on suppose que (A,C) est exactement observable en temps τ > 0 et on pose
η = ‖T−τ T+

τ ‖L(X) < 1. Si (w0, w1) ∈ D
(
A

3
2
0

)
× D(A0) est la donnée initiale de (2.1.1), on

définit (w0,h, w1,h) par (2.2.5).

Alors il existe M > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗)

‖w0 − w0,h‖ 1
2

+ ‖w1 − w1,h‖ ≤M

[(
ηNh+1

1− η
+ hθτN2

h

)(
‖w0‖ 3

2
+ ‖w1‖1

)
+Nh

∫ τ

0

‖C∗0 (y(s)− yh(s)) ‖ds

]
.

Un choix particulier de Nh permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h.

Corollaire 2.2.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.1, on pose

Nh = θ
lnh

ln η
.

Alors il existe Mτ > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗)

‖w0 − w0,h‖ 1
2

+ ‖w1 − w1,h‖ ≤Mτ

[
hθ ln2 h

(
‖w0‖ 3

2
+ ‖w1‖1

)
+ | lnh|

∫ τ

0

‖C∗0 (y(s)− yh(s)) ‖ds

]
.

Remarque 2.2.1. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement
une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction de h, permettant la convergence.
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2.2.2 Démonstrations

La Proposition suivante nous donne une estimation de l’erreur d’approximation de (2.2.3)
par le schéma de Galerkin (2.2.4). Ce type d’estimation est connu, on peut se référer par
exemple à [73, 7].

Proposition 2.2.3. Soient (p0, p1) ∈ D
(
A

3
2
0

)
× D(A0), (p0,h, p1,h) ∈ Hh ×Hh, p, solution

de (2.2.3), et ph, solution de (2.2.4). Supposons que C∗0C0 ∈ L
(
D
(
A

1
2
0

))
, alors il existe

M > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout t ∈ [0, τ ] et tout h ∈ (0, h∗)

‖πhp(t)− ph(t)‖ 1
2

+ ‖πhṗ(t)− ṗh(t)‖ ≤M

(
‖πhp0 − p0,h‖ 1

2
+ ‖πhp1 − p1,h‖

+ hθ
[
t
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + ‖f‖ 1

2
,∞

)
+ t2‖f‖1,∞

])
+

∫ t

0

‖f(s)− fh(s)‖ds.

Démonstration. En soustrayant (2.2.3) de (2.2.4), on obtient (on omet la dépendance en
temps pour plus de lisibilité) pour tout ϕh ∈ Hh

〈p̈− p̈h, ϕh〉+ 〈p− ph, ϕh〉 1
2

+ 〈C∗0C0 (ṗ− ṗh) , ϕh〉 = 〈f − fh, ϕh〉 .

En se rappelant que 〈πhp− p, ϕh〉 1
2

= 0 pour tout ϕh ∈ Hh (propriété de la projection) et
que πhp̈ a un sens grâce à la régularité de p (c’est une conséquence directe de l’affirmation

(0.1.12) avec q =

[
p

ṗ

]
), on obtient de l’égalité précédente, pour tout ϕh ∈ Hh

〈πhp̈− p̈h, ϕh〉 + 〈πhp− ph, ϕh〉 1
2

= 〈πhp̈− p̈, ϕh〉 + 〈C∗0C0 (ṗh − ṗ) , ϕh〉 + 〈f − fh, ϕh〉 .
(2.2.6)

En posant

Eh =
1

2
‖πhṗ− ṗh‖2 +

1

2
‖πhp− ph‖2

1
2
,

on a
Ėh = 〈πhp̈− p̈h, πhṗ− ṗh〉+ 〈πhp− ph, πhṗ− ṗh〉 1

2
.

En appliquant (2.2.6) avec ϕh = πhṗ− ṗh et en substituant le résultat dans l’équatin précé-
dente, on obtient par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que C0 soit borné et l’existence
d’un M > 0 tel que

Ėh ≤
(
‖πhp̈− p̈‖+M‖πhṗ− ṗ‖+ ‖f − fh‖

)
‖πhṗ− ṗh‖︸ ︷︷ ︸
≤
√

2Eh

.
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Puisque
Ėh√
2Eh

=
d

dt

√
2Eh, en obtient en intégrant de 0 à t

‖πhp(t)− ph(t)‖ 1
2

+ ‖πhṗ(t)− ṗh(t)‖ ≤M

(
‖πhp0 − p0,h‖ 1

2
+ ‖πhp1 − p1,h‖

+

∫ t

0

(‖πhp̈(s)− p̈(s)‖+ ‖πhṗ(s)− ṗ(s)‖) ds+

∫ t

0

‖f(s)− fh(s)‖ds

)
. (2.2.7)

Il reste alors à borner ‖πhp̈(t) − p̈(t)‖ et ‖πhṗ(t) − ṗ(t)‖ pour tout t ∈ [0, τ ]. En utilisant
(2.2.2) et l’injection continue de D(Aα) dans D(Aβ) pour α ≥ β, on obtient{

‖πhp̈(t)− p̈(t)‖ ≤Mhθ‖p̈(t)‖ 1
2
,

‖πhṗ(t)− ṗ(t)‖ ≤Mhθ‖ṗ(t)‖ 1
2
≤Mhθ‖ṗ(t)‖1,

∀ t ∈ [0, τ ], h ∈ (0, h∗).

Alors par la relation (0.1.14) prouvée dans le Lemme 0.1.19 pour l’équation d’ordre 1 (ob-

tenue en posant q =

[
p

ṗ

]
et F =

[
0

f

]
), on obtient pour tout t ∈ [0, τ ] et tout h ∈ (0, h∗)

‖πhp̈(t)− p̈(t)‖+ ‖πhṗ(t)− ṗ(t)‖ ≤Mhθ
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + t‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞

)
.

En substituant cette inégalité dans (2.2.7), on obtient le résultat. �

Ce résultat nous permet d’obtenir une estimation des erreurs de discrétisation de T±.
Soulignons le fait que ce résultat a été prouvé récemment dans [21], on ne donnera donc pas
la démonstration, qui est très proche de celle de la Proposition 1.2.4.

Proposition 2.2.4. Soit Πh =

[
πh 0

0 πh

]
. Sous les hypothèses de la Proposition 2.2.3, les

affirmations suivantes sont vérifiées.

1. Il existe M > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout t ∈ (0, τ) et tout h ∈ (0, h∗)∥∥∥∥∥(ΠhT+
t − T+

h,t)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤Mthθ
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
,

∥∥∥∥∥(ΠhT−t − T−h,t)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤M(τ − t)hθ
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
.

2. Il existe M > 0 et h∗ > 0 tels que pour tout n ∈ N, tout t ∈ [0, τ ] et tout h ∈ (0, h∗),
on ait ∥∥∥∥∥((T−t T+

t )n − (T−h,tT
+
h,t)

n)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤M(1 + nτ)hθ
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
.
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On peut maintenant démontrer le Théorème 2.2.1

Démonstration du Théorème 2.2.1. En introduisant le terme
Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
, on

peut réécrire la différence

[
w0

w1

]
−

[
w0,h

w1,h

]
=
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
−

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

n

[
w−h (0)

ẇ−h (0)

]
sous la forme[

w0

w1

]
−

[
w0,h

w1,h

]
=
∑
n>Nh

(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
+

Nh∑
n=0

(
(T−τ T+

τ )n − (T−h,τT
+
h,τ )

n
) [w−(0)

ẇ−(0)

]

+

Nh∑
n=0

(T−h,τT
+
h,τ )

n

[
w−(0)− w−h (0)

ẇ−(0)− ẇ−h (0)

]
.

Alors ∥∥∥∥∥
[
w0

w1

]
−

[
w0,h

w1,h

]∥∥∥∥∥ ≤ S1 + S2 + S3,

où l’on a posé 

S1 =
∑
n>Nh

∥∥∥∥∥(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]∥∥∥∥∥ ,
S2 =

Nh∑
n=0

∥∥∥∥∥((T−τ T+
τ )n − (T−h,τT

+
h,τ )

n
) [w−(0)

ẇ−(0)

]∥∥∥∥∥ ,
S3 =

(
Nh∑
n=0

∥∥(T−h,τT
+
h,τ )

n
∥∥
L(X)

)∥∥∥∥∥
[
w−(0)− w−h (0)

ẇ−(0)− ẇ−h (0)

]∥∥∥∥∥ .
En suivant exactement la même méthode que dans la démonstration du Théorème 1.2.1 du
Chapitre 1 dans le cas de l’équation de Schrödinger, on obtient le résultat annoncé. �

2.3 Discrétisation totale

2.3.1 Résultat principal

Pour approcher numériquement la solution de (2.2.3) en espace et en temps, on combine
un schéma d’Euler implicite en temps avec la méthode de Galerkin utilisée précédemment.
On discrétise l’intervalle [0, τ ] par un pas de temps ∆t > 0, en posant tk = k∆t pour
tout entier 0 ≤ k ≤ K, où l’on suppose, sans perte de généralité, que τ = K∆t. Alors les
dérivées première et seconde d’une fonction du temps f deux fois continument dérivable
seront approchées en tk par

f ′(tk) ' Dtf(tk) =
f(tk)− f(tk−1)

∆t
.
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f ′′(tk) ' Dttf(tk) =
f(tk)− 2f(tk−1) + f(tk−2)

∆t2
.

On suppose que (p0,h,∆t, p1,h,∆t) ∈ Hh×Hh et fkh , pour 0 ≤ k ≤ K, sont des approximations
de (p0, p1) et f(tk) dans X et H respectivement. On définit (pkh)0≤k≤K comme la solution du
problème suivant : pour tout ϕh ∈ Hh{ 〈

Dttp
k
h, ϕh

〉
+
〈
pkh, ϕh

〉
1
2

+
〈
C∗0C0Dtp

k
h, ϕh

〉
=
〈
fkh , ϕh

〉
, 2 ≤ k ≤ K,

p0
h = p0,h,∆t, p1

h = p0
h + ∆t p1,h,∆t.

(2.3.1)

Cela conduit en particulier à des approximations T±h,∆t,k des opérateurs T±tk en posant
T+
tk

[
p0

p1

]
' T+

h,∆t,k

[
p0

p1

]
:=

[
pkh
Dtp

k
h

]
,

T−tk

[
p0

p1

]
' T−h,∆t,k

[
p0

p1

]
:=

[
pK−kh

−Dtp
K−k
h

]
,

où pkh est solution de (2.3.1) avec fkh = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ K et (p0,h,∆t, p1,h,∆t) =

(πhp0, πhp1).
Si l’on dispose, pour tout 0 ≤ k ≤ K, de ykh, une approximation de y(tk) dans Y , on

définit les suites
(
(w+

h )k
)

0≤k≤K et
(
(w−h )k

)
0≤k≤K , approximations respectives de (2.1.8) et

(2.1.9), vérifiant pour tout ϕh ∈ Hh{ 〈
Dtt(w

+
h )k, ϕh

〉
+
〈
(w+

h )k, ϕh
〉

1
2

+
〈
C∗0C0Dt(w

+
h )k, ϕh

〉
=
〈
C∗0(yh)

k, ϕh
〉
, 2 ≤ k ≤ K,

(w+
h )0 = 0, (w+

h )1 = 0,

{ 〈
Dtt(w

−
h )k, ϕh

〉
+
〈
(w−h )k, ϕh

〉
1
2

−
〈
C∗0C0Dt(w

−
h )k, ϕh

〉
= −

〈
C∗0(yh)

k, ϕh
〉
, 2 ≤ k ≤ K,

(w−h )K = (w+
h )K , (w−h )K−1 = (w+

h )K−1.

De cette discrétisation, on déduit une version totalement discrétisée de l’égalité (0.2.10)[
w0,h,∆t

w1,h,∆t

]
=

Nh∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

[
(w−h )0

Dt(w
−
h )1

]
. (2.3.2)

Alors notre résultat principal, qui est la contre-partie totalement discrétisée du Théorème
2.2.1, garantit le fait que (w0,h,∆t, w1,h,∆t) est une “bonne” approximation de (w0, w1).

Théorème 2.3.1. Soient A0 : D(A0) → H un opérateur auto-adjoint défini positif et
C0 ∈ L(H,Y ) tel que C∗0C0 ∈ L

(
D
(
A

3
2
0

))
∩ L

(
D
(
A

1
2
0

))
. On définit (A,C) par (2.1.3)

et (2.1.4), on suppose que (A,C) est exactement observable en temps τ > 0 et on pose
η = ‖T−τ T+

τ ‖L(X) < 1. Si (w0, w1) ∈ D
(
A

3
2
0

)
× D(A0) est la donnée initiale de (2.1.1), on

définit (w0,h,∆t, w1,h,∆t) par (2.3.2)
Alors il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) et tout ∆t ∈
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(0,∆t∗)

‖w0 − w0,h,∆t‖ 1
2

+ ‖w1 − w1,h,∆t‖

≤M

[(
ηNh,∆t+1

1− η
+
(
hθ + ∆t

)
(1 + τ)N2

h,∆t

)(
‖w0‖ 3

2
+ ‖w1‖1

)
+Nh,∆t∆t

K∑
`=0

∥∥C∗0(y(t`)− y`h)
∥∥].

Comme dans le cas semi-discrétisé, on peut choisir Nh,∆t de telle façon que l’on ait une
erreur en h et ∆t uniquement.

Corollaire 2.3.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.3.1, on pose

Nh,∆t =
ln(hθ + ∆t)

ln η
. (2.3.3)

Alors il existe Mτ > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) et ∆t ∈ (0,∆t∗)

‖w0 − w0,h,∆t‖ 1
2

+ ‖w1 − w1,h,∆t‖ ≤Mτ

[
(hθ + ∆t) ln2(hθ + ∆t)

(
‖w0‖ 3

2
+ ‖w1‖1

)
+
∣∣ln(hθ + ∆t)

∣∣∆t K∑
`=0

∥∥C∗0 (y(t`)− y`h
)∥∥ ].

2.3.2 Démonstrations

Encore une fois, l’outil principal de ces résultats est une estimation de l’erreur de la
discrétisation totale (2.3.1) de l’équation (2.2.3), contre-partie de la Proposition 2.2.3.

Proposition 2.3.3. Soient (p0, p1) ∈ D
(
A

3
2
0

)
× D(A0), (p0,h,∆t, p1,h,∆t) ∈ Hh × Hh, p, la

solution de (2.2.3), et (pkh)k, la solution de (2.3.1). Supposons que C∗0C0 ∈ L
(
D
(
A

1
2
0

))
,

alors il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout 1 ≤ k ≤ K, tout h ∈ (0, h∗) et
tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

‖πhp(tk)− pkh‖ 1
2

+ ‖πhṗ(tk)−Dtp
k
h‖ ≤M

(
‖πhp0 − p0,h,∆t‖ 1

2
+ ‖πhp1 − p1,h,∆t‖

+
(
hθ + ∆t

) [
tk

(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + ‖f‖ 1

2
,∞ + ‖ḟ‖∞

)
+ t2k‖f‖1,∞

]
+ ∆t

k∑
`=1

‖f(t`)− f `h‖
)
.

Démonstration. On note r1(tk) le reste d’ordre un du développement en série de Taylor p
autour de tk−1. Alors

ṗ(tk) =
p(tk)− p(tk−1)

∆t
− 1

∆t
r1(tk) = Dtp(tk)−

1

∆t
r1(tk), (2.3.4)
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On a
‖πhṗ(tk)−Dtp

k
h‖ ≤ ‖πhṗ(tk)− πhDtp(tk)‖+ ‖Dt(πhp(tk)− pkh)‖,

≤ 1

∆t
‖r1(tk)‖+ ‖Dt(πhp(tk)− pkh)‖.

De là, l’erreur que l’on a à borner devient

‖πhp(tk)− pkh‖ 1
2

+ ‖πhṗ(tk)−Dtp
k
h‖ ≤ 2

√
Ekh +

1

∆t
‖r1(tk)‖ (2.3.5)

où l’on a posé pour tout 1 ≤ k ≤ K

Ekh =
1

2

{∥∥Dt

(
πhp(tk)− pkh

)∥∥2
+
∥∥πhp(tk)− pkh∥∥2

1
2

}
.

D’un autre coté, si on note r2(tk) le reste d’ordre un du développement de ṗ autour de tk−1,
alors

p̈(tk) = Dttp(tk)− γk, (2.3.6)

où
γk =

1

∆t2
(r1(tk)− r1(tk−1)) +

1

∆t
r2(tk).

En utilisant (2.3.4) et (2.3.6), en soustrayant (2.3.1) de la formulation variationnelle (2.2.3)
en t = tk et pour tout ϕ = ϕh ∈ Hh, on obtient facilement

〈
Dtt

(
πhp(tk)− pkh

)
, ϕh
〉

+
〈
πhp(tk)− pkh, ϕh

〉
1
2

= 〈Dtt (πhp(tk)− p(tk)) , ϕh〉

−
〈
C∗0C0Dt

(
p(tk)− pkh

)
, ϕh
〉

+
〈
γk, ϕh

〉
+

1

∆t
〈C∗0C0r1(tk), ϕh〉+

〈
f(tk)− fkh , ϕh

〉
.

(2.3.7)

D’après l’identité

1

2

(
‖u‖2 − ‖v‖2 + ‖u− v‖2

)
= Re 〈u− v, u〉 , ∀ u, v ∈ H,

on a pour tout 2 ≤ k ≤ K

DtEkh ≤
〈
Dtt

(
πhp(tk)− pkh

)
, Dt

(
πhp(tk)− pkh

)〉
+
〈
πhp(tk)− pkh, Dt

(
πhp(tk)− pkh

)〉
1
2

.

En prenant ϕh = Dt

(
πhp(tk)− pkh

)
dans (2.3.7), en substituant l’inégalité précédente et en

utilisant le fait que C0 soit borné, on obtient l’existence d’un M > 0 tels que pour tout
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2 ≤ k ≤ K

DtEkh ≤M

[
‖Dtt (πhp(tk)− p(tk))‖+ ‖Dt (πhp(tk)− p(tk))‖+ ‖γk‖

+
1

∆t
‖r1(tk)‖+ ‖f(tk)− fkh‖

] ∥∥Dt(πhp(tk)− pkh)
∥∥ . (2.3.8)

En utilisant les relations (1.3.7) et (1.3.8), on obtient des estimations (2.2.2), (2.3.8), (2.3.4),
(2.3.6) et des inégalités (0.1.13) et (0.1.14) du Lemme 0.1.19 appliquées à l’équation générale
des observateurs (2.2.1) sous leur forme du premier ordre, que pour tout h ∈ (0, h∗)

Dt

√
Ekh ≤M

{
hθ
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞

)
+ ‖f(tk)− fkh‖

+
hθ

∆t2
‖r1(tk)− r1(tk−1)‖ 1

2
+
hθ

∆t

(
‖r1(tk)‖ 1

2
+ ‖r2(tk)‖ 1

2

)
+

1

∆t2
‖r1(tk)− r1(tk−1)‖+

1

∆t

(
‖r1(tk)‖+ ‖r2(tk)‖

)}
. (2.3.9)

Pour conclure, il reste les termes résiduels r1 et r2 à borner. Par définition de r2, le théorème
des accroissements finis et (0.1.14), on obtient l’existence d’un M > 0 tel que

‖r2(tk)‖ 1
2
≤M∆t

(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞

)
. (2.3.10)

Par régularité de p (voir le Lemme 0.1.19 appliquée à la forme générale des observateurs
(2.2.1) sous leur forme du premier ordre), le terme r2 peut s’écrire sous forme intégrale

r2(tk) =

∫ tk

tk−1

d3p

ds3
(s) (tk−1 − s) ds,

dans H. D’après l’équation générale (2.2.1) vérifiée par p et le fait que C0 soit borné, on a∥∥∥∥d3p

dt3
(t)

∥∥∥∥ =
∥∥∥dp̈
dt

(t)
∥∥∥ =

∥∥∥ d
dt

{
− A0p(t)− C∗0C0ṗ(t) + f(t)

}∥∥∥,
≤ ‖ṗ(t)‖1 +M‖p̈(t)‖+ ‖ḟ(t)‖.

(2.3.11)

D’où, encore une fois par (0.1.14)

‖r2(tk)‖ ≤M∆t2
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞ + ‖ḟ‖∞

)
. (2.3.12)

Pour le terme impliquant r1, on remarque que

r1(tk) =

∫ tk

tk−1

p̈(s)(tk−1 − s)ds,
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dans D
(
A

1
2
0

)
. Alors par des arguments similaires et toujours grâce à (0.1.14)

‖r1(tk)‖ ≤M‖r1(tk)‖ 1
2
≤M∆t2

(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞

)
. (2.3.13)

On écrit ensuite la différence r1(tk) − r1(tk−1) sous forme intégrale dans D
(
A

1
2
0

)
. En

utilisant la relation précédente, il vient, toujours par (0.1.14)

‖r1(tk)− r1(tk−1)‖ 1
2
≤ M∆t2 sup

s∈(tk−2,tk−1)

‖p̈(s)‖ 1
2
,

≤ M∆t2
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk−1‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞

)
. (2.3.14)

Finalement

‖r1(tk)− r1(tk−1)‖ ≤ ∆t

∫ tk−1

tk−2

∫ s

s−∆t

∥∥∥∥d3p

dσ3
(σ)

∥∥∥∥ dσ ds,
≤ M∆t3 sup

s∈(tk−3,tk−1)

∥∥∥∥d3p

ds3
(s)

∥∥∥∥ .
Par (2.3.11) et (0.1.14), on obtient

‖r1(tk)− r1(tk−1)‖ ≤M∆t3
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1 + tk−1‖f‖1,∞ + ‖f‖ 1

2
,∞ + ‖ḟ‖∞

)
. (2.3.15)

En substituant (2.3.10), (2.3.12), (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.15) dans la relation (2.3.9) on

obtient une estimation pour Dt

√
Ekh =

√
Ekh −

√
Ek−1
h

∆t
, pour k = 1, . . . , K. En additionnant

toutes ces inégalités, on obtient immédiatement une borne supérieure pour
√
Ekh , et donc

l’inégalité recherchée par (2.3.5) et (2.3.13). �

Cette Proposition nous donne une estimation de l’erreur de discrétisation des opérateurs
T±tk (pour tout 0 ≤ k ≤ K). On omet la preuve, qui est presque la même que celle de la
Proposition 1.3.4.

Proposition 2.3.4. Soit Πh =

[
πh 0

0 πh

]
. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.3, les

affirmations suivantes sont vérifiées.

1. Il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗), tout ∆t ∈ (0,∆t∗)

et tout 0 ≤ k ≤ K∥∥∥∥∥(ΠhT+
tk
− T+

h,∆t,k)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤Mtk(h
θ + ∆t)

(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
,
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∥∥∥∥∥(ΠhT−tk − T−h,∆t,k)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤M(τ − tk)(hθ + ∆t)
(
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
.

2. Il existe M > 0, h∗ > 0 et ∆t∗ > 0 tels que pour tout n ∈ N, tout h ∈ (0, h∗), tout
∆t ∈ (0,∆t∗) et tout 0 ≤ k ≤ K∥∥∥∥∥((T−tkT

+
tk

)n − (T−h,∆t,kT
+
h,∆t,k)

n)

[
p0

p1

]∥∥∥∥∥ ≤M
[
hθ + nτ(hθ + ∆t)

] (
‖p0‖ 3

2
+ ‖p1‖1

)
.

On démontre maintenant le Théorème 2.3.1.

Démonstration du Théorème 2.3.1. On introduit le terme
Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
dans

la différence[
w0

w1

]
−

[
w0,h,∆t

w1,h,∆t

]
=
∞∑
n=0

(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
−

Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

[
(w−h )0

Dt(w
−
h )1

]
,

=
∑

n>Nh,∆t

(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]
+

Nh,∆t∑
n=0

(
(T−τ T+

τ )n − (T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

) [w−(0)

ẇ−(0)

]

+

Nh,∆t∑
n=0

(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

([
w−(0)− (w−h )0

ẇ−(0)−Dt(w
−
h )1

])
.

alors on a
‖w0 − w0,h,∆t‖ 1

2
+ ‖w1 − w1,h,∆t‖ ≤ S1 + S2 + S3,

où l’on a posé

S1 =
∑

n>Nh,∆t

∥∥∥∥∥(T−τ T+
τ )n

[
w−(0)

ẇ−(0)

]∥∥∥∥∥ ,
S2 =

Nh,∆t∑
n=0

∥∥∥∥∥((T−τ T+
τ )n − (T−h,∆t,KT

+
h,∆t,K)n

) [w−(0)

ẇ−(0)

]∥∥∥∥∥ ,
S3 =

Nh,∆t,K∑
n=0

∥∥(T−h,∆t,KT
+
h,∆t,K)n

∥∥
L(X)

∥∥∥∥∥
[
w−(0)− (w−h )0

ẇ−(0)−Dt(w
−
h )1

]∥∥∥∥∥ .
Encore une fois, le résultat annoncé vient en utilisant des méthodes similaires à celles de la
démonstration dans le cas de l’équation de Schrödinger du Chapitre 1. �
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2.4 Simulations numériques

2.4.1 Tests en dimension un

Nous allons maintenant présenter quelques résultats numériques sur l’exemple de l’équa-
tion de la corde vibrante obtenus par la discrétisation des observateurs continus (2.1.8)–
(2.1.9).
On considère une corde de longueur 1, dont les extrémités sont fixées (condition de Dirichlet
homogène). On suppose que la vitesse de propagation est constante égale à un et on observe
la vitesse de déplacement de la corde sur l’intervalle [0, 1

10
], durant un intervalle de temps

[0, τ ], avec τ ≥ 2, conduisant à l’observabilité exacte de la corde, par la condition d’optique
géométrique de Bardos, Lebeau et Rauch [8]. On reconstruit alors la position et la vitesse
initiale à l’aide de l’algorithme itératif. Nous discrétisons les observateurs par éléments finis
d’ordre un en espace (paramètre de discrétisation h), et par différence finie implicite en
temps (paramètre de discrétisation ∆t).

Figure 2.1 – Corde vibrante, dont les extrémités sont fixées, avec observation de la vitesse
sur la partie en rouge.

Remarque 2.4.1. Pour générer la mesure y(t) utilisée dans les simulations, nous choisis-
sons une donnée initiale nous permettant de calculer analytiquement la solution exacte du
système à tout instant. Cette précaution supplémentaire est prise afin d’éviter le risque de
commettre un crime inverse 1, au moins dans les tests en dimension un.

Qualité de la reconstruction

Nous commençons par tester la qualité de reconstruction. On ajoute 5% (en norme
L2) de bruit composé de sinusoïdes de fréquences différentes et d’aléatoire uniforme. Le
nombre d’itérations Nh,∆t est choisi par la formule donnée par (2.3.3), avec une estimation
“numérique” du paramètre η = ‖T−τ T+

τ ‖L(H1
0 ([0,1])×L2([0,1])) = 0, 25. Le choix du gain γ = 10

sera discuté plus loin.
La donnée initiale (w0, w1) à reconstruire est la suivante

w0(x) = w1(x) = sin(3πx) + 2 sin(4πx) +
1

4
sin(15πx) +

1

2
sin(7πx), ∀ x ∈ [0, 1].

1. On désigne par ce terme des reconstructions dont l’excellente qualité est un artefact dû à une interac-
tion entre les schémas numériques utilisés pour résoudre les problèmes direct (pour générer les données) et
inverse ; voir par exemple Colton et Kress [22].
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Figure 2.2 – Position et vitesse initiales reconstruites, à la convergence, avec τ = 2, γ = 10
et 5% de bruit.

On peut apprécier sur la Figure 2.2 le peu de différences entre données exactes et données
reconstruites.

Figure 2.3 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière dans différents espaces
d’énergie, avec τ = 2, γ = 10 et 5% de bruit.

On voit sur la Figure 2.3 que dès la troisième itération, l’erreur sur la position, en
norme L2 et H1, est déjà inférieur à 5%, ainsi que l’erreur dans l’espace d’énergie H1

0 ([0, 1])×
L2([0, 1]). L’erreur sur la vitesse, quant à elle, atteint les 14% après 6 itérations. On pourrait
penser que le manque de qualité sur la reconstruction de la vitesse est dû au schéma d’ordre
2 utilisé en temps, cependant, les résultats ne sont pas significativement améliorés en utili-
sant le schéma d’ordre 4 proposé par Joly et Rodríguez [50]. Les erreurs de reconstruction
sur la vitesse semblent donc être dues principalement à l’algorithme (et particulièrement au
choix du gain, comme on peut le remarquer sur la Figure 2.6), et non à l’ordre du schéma
de discrétisation en temps. On peut toutefois améliorer cette qualité en diminuant le pas de
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temps comme nous le verrons plus loin.

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire des données initiales à
haute fréquence. Comme on peut s’en douter, on perd en qualité dans ce cas là puisque les
normes H3 et H2 des position et vitesse dans le terme de droite du Corollaire 2.3.2 sont plus
élevées.

Figure 2.4 – Position et vitesse initiales très oscillantes, à la convergence, avec τ = 2,
γ = 10 et 5% de bruit.

La donnée initiale (w0, w1) à reconstruire ici est la suivante

w0(x) = w1(x) = 5 sin(2πx) + 2 sin(30πx) +
1

4
sin(4πx) + 4 sin(5πx), ∀ x ∈ [0, 1].

On peut remarquer sur la Figure 2.4 que si la position est relativement bien reconstruite,

Figure 2.5 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière mais très oscillante dans
différents espaces d’énergie, avec τ = 2, γ = 10 et 5% de bruit.
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la vitesse initiale ne l’est pas, avec une erreur relative supérieure à 150% (et donc non visible
sur la Figure 2.5).

On reprendra les premières données initiales testées dans la suite des simulations.

Influence du gain

Les simulations numériques effectuées montrent qu’en faisant varier le paramètre de
gain γ, on peut sensiblement agir sur le taux de décroissance exponentielle de l’erreur (voir
Figure 2.6). Ainsi, dès la première itération, l’erreur relative globale (dans X) est de l’ordre
de 13% pour γ = 15, de 23% pour γ = 10 alors qu’elle est supérieure à 85% pour γ = 1.
Nous choisirons dorénavant un gain γ = 10, qui est proche de la valeur numérique opti-
male permettant de réduire le plus rapidement et simultanément les erreurs relatives sur la
position et la vitesse.

Figure 2.6 – Modification de l’erreur de reconstruction en fonction du gain (attention, la
première figure n’est pas à la même échelle que les trois autres), sans bruit.
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Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse de l’algorithme à un bruit composé de
sinusoïdes de fréquence différente et d’aléatoire uniforme. Sur la Figure 2.7, on compare la
reconstruction avec respectivement 0, 5 et 15% de bruit (par rapport à la norme L2 de la
mesure).

Figure 2.7 – Robustesse de la reconstruction à un bruit composé de sinusoïdes de fréquence
différente et d’aléatoire uniforme : 0%, 5% et 15%.

On remarque que le bruit agit essentiellement (avec perte de convergence) sur les normes
L2 des reconstructions, alors que la convergence de la position en norme H1 et de l’état en
norme d’énergie semble peu affectée malgré une augmentation de l’erreur relative au final
(de 3 à 6% en passant de 0 à 15% de bruit). On peut raisonnablement dire qu’en norme
d’énergie, l’algorithme est robuste. Nous nous sommes cependant posé une autre question,
concernant la robustesse à des bruits de même intensité, mais de fréquence différente.

Comme on pouvait s’en douter, en se rappelant par exemple que l’on perd en efficacité
face à des données initiales très oscillantes (voir Figure 2.5), l’algorithme est plus sensible
au bruit basse fréquence, comme on peut s’en apercevoir sur la Figure 2.8. Dans cette
simulation, nous avons pris 15% de bruit composé uniquement d’une sinusoïde, dont on
a fait varier la fréquence : 1

5
, 1

50
et 1

100
. Dans le premier cas, la convergence de la méthode
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Figure 2.8 – Robustesse de la reconstruction à un bruit composé d’une sinusoïde de fré-
quence de plus en plus élevée : 1

5
, 1

50
et 1

100
.

n’est même plus assurée, quelque soit la norme. Dans le deuxième cas, la reconstruction de la
vitesse initiale de la corde dans L2 n’est toujours pas assurée, bien que les trois autres erreurs
observées convergent à nouveau. Enfin, à haute fréquence, l’algorithme ne semble plus gêné
par le bruit pour converger, bien que l’erreur relative ait augmenté significativement par
rapport à la reconstruction sans aucun bruit (voir la première image de la Figure 2.7).

Vitesse de convergence

Dans ces tests numériques, nous nous interrogeons sur l’optimalité de l’ordre de conver-
gence du Corollaire 2.3.2 sans bruit. Nous avons donc, dans un premier temps, fixé h = 0.0002

et fait varier ∆t. Nous avons approché Mτ

(
‖w0‖ 3

2
+ ‖w1‖1

)
dans le Corollaire 2.3.2 par la

moyenne du rapport erreur(h,∆t)

(h2+∆t) ln2(h2+∆t)
, pour pouvoir comparer les profils. Les erreurs théo-

riques apparaissant dans les Figure 2.9 et Figure 2.10 sont donc à comprendre à une
constante multiplicative près. Ensuite, nous fixons ∆t = 4.10−5, et faisons varier h. La
constante utilisée pour comparer les profils est la même que dans le cas précédent.

Les images de droite dans les figures sont des zooms des zones d’accumulation de points
des images de gauche. Clairement, l’ordre de convergence obtenu dans le Corollaire 2.3.2
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Figure 2.9 – Vérification de l’ordre de convergence en ∆t.

Figure 2.10 – Vérification de l’ordre de convergence en h.

semble être optimal. Comme on l’imaginait, on améliore également plus rapidement la re-
construction en diminuant le pas de discrétisation en temps qu’en diminuant le pas en
espace.

Temps d’observation

Rappelons que nous avons montré que l’algorithme continu est convergent sous l’hypo-
thèse d’observabilité exacte du système. Dans le cas d’étude que nous considérons ici, le
temps d’observabilité exacte est égal à 1,8 (le temps que tout rayon atteigne le premier
dixième de la corde). On peut alors se demander ce que l’on obtient lorsque le temps d’ob-
servation est trop petit, ou beaucoup plus grand.

La Figure 2.11 nous montre que lorsque le temps d’observation est inférieur (τ = 1) au
temps d’observabilité exacte, la reconstruction n’a pas lieu. On montre cependant dans le
Chapitre 4, Section 4.2, que l’algorithme converge vers la “partie observable” de la donnée
initiale. Intuitivement, toutes les informations n’ont pas encore atteint la zone d’observation,
et la mesure utilisée n’est donc pas assez riche pour reconstruire complètement les données
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Figure 2.11 – Influence du temps d’observation, et existence d’un temps minimal.

initiales. La deuxième image de la figure est le cas τ = 2 que l’on a considéré jusqu’à présent.
Lorsque l’on double ce temps d’observation, il est naturel de s’attendre à améliorer, d’une
certaine manière, la reconstruction, puisque l’on a enrichi la mesure. C’est effectivement le
cas, on peut voir qu’il n’est nécessaire d’attendre que 2 itérations, contre 4, pour obtenir 8%
d’erreur, même si la qualité finale de la reconstruction ne s’en trouve pas améliorée.

Reconstruction de donnée moins régulière

Nous avons montré, et vérifié numériquement, que l’algorithme était convergent dans
le cas où les données initiales étaient régulières (w0 ∈ D

(
A

3
2
0

)
, w1 ∈ D(A0)). Nous tes-

tons maintenant l’utilisation de cette méthode pour la reconstruction d’une position initiale
discontinue, avec vitesse initiale très régulière.

Comme nous nous en doutions, la reconstruction dans l’espace d’énergie n’a pas lieu.
Cependant, la position est bien reconstruite dans l’espace L2, avec 18% d’erreur relative
après 14 itérations (voir Figure 2.12). Il semblerait que l’algorithme converge en fait, dans
ce cas là, dans l’espace extrapolé X−1 = L2([0, 1]) × H−1([0, 1]) (voir par exemple la Pro-
position 0.1.6). Visuellement, on peut apprécier le profil de la position reconstruite sur la
Figure 2.13.
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Figure 2.12 – Erreur de reconstruction de donnée initiale discontinue dans différents espaces
d’énergie, avec τ = 2 et 5% de bruit, et zoom sur la convergence L2 de la position.

Figure 2.13 – Position et vitesse initiales reconstruites, après 14 itérations, avec τ = 2,
γ = 10 et 5% de bruit.

Placement du sous-domaine d’observation

Bien que le système soit toujours exactement observable dans le cas unidimensionnel, le
placement du sous-domaine influe sur la norme de ‖T−τ T+

τ ‖L(X), même si elle est toujours
strictement inférieure à 1 (voir la Proposition 4.1.2). En effet, d’après Hébrard et Henrot
[46] (on peut aussi citer Cox et Zuazua [24]), un placement judicieux du sous-domaine
d’amortissement, et donc d’observation, permet d’optimiser la première valeur propre du
Laplacien Dirichlet, et donc le taux de décroissance exponentielle de T+ et T−. De plus, la
valeur optimale du gain dépend également de ce placement comme on le voit par exemple sur
la figure [46, Fig. 1]. On pourrait penser, d’après ces travaux, qu’il est préférable d’observer
au centre de la corde, et non sur l’une des extrémités.

On s’aperçoit sur la Figure 2.14 qu’il n’en est rien. La raison de ce phénomène est que
si nous avons amélioré le taux de décroissance exponentielle ω des C0-semi-groupes T+ et
T−, nous avons probablement augmenté la constante Mω ≥ 1 apparaissant dans (0.1.1),
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Figure 2.14 – Influence du placement du sous-domaine d’observation sur l’algorithme ité-
ratif. Reconstruction avec observation sur un intervalle de 1

10
de longueur à gauche de la

corde, au centre de la corde, puis de 1
20

de longueur à chaque extrémité de la corde, avec
τ = 2, γ = 15 et sans bruit.

et donc la valeur de ‖T−τ T+
τ ‖L(X). Le phénomène s’accroît encore lorsque l’on observe sur

un vingtième à chaque extrémité de la corde (malgré la réduction du temps d’observation
minimal que cela entraîne).

2.4.2 Tests en dimension deux

Nous considérons dans ces tests l’équation des ondes sur un carré de coté 1. On suppose
que les bords de la membrane vibrante sont fixés (condition de Dirichlet homogène) et que
la vitesse de propagation des ondes est constante égale à un. On suppose que l’on observe la
vitesse de déplacement de la membrane sur le sous-domaine du carré formé par une bande
de un dixième de large le long du bord gauche et du bord bas (Figure 2.15) durant un
intervalle de temps τ = 3 (conduisant à l’observabilité exacte du système par la condition
d’optique géométrique de Bardos, Lebeau et Rauch [8]).

On reconstruit alors la position et la vitesse initiales de la membrane en discrétisant les
observateurs par éléments finis en espace (pas de discrétisation h), et par différence finie
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Figure 2.15 – Membrane vibrante, avec observation de la vitesse sur la partie en rouge.

implicite en temps (paramètre de discrétisation ∆t).
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Qualité de la reconstruction

Nous commençons par tester la qualité de la reconstruction. On ajoute 5% (en norme
L2) de bruit aléatoire uniforme. Le nombre d’itérations est 15 et le choix du gain γ = 20

sera discuté plus loin. La donnée initiale (w0, w1) à reconstruire est la suivante

w0(x, y) = 10 cos(3πy) sin(πy) exp{−50((x− 0, 325)2 + (y − 0, 625)2)}
+3 cos(7πy) sin(π

2
y) exp{−50((x− 0, 75)2 + (y − 0, 625)2)}, ∀ x, y ∈ [0, 1],

w1(x, y) = 30 cos(5πy) sin(5πy) exp{−50((x− 0, 25)2 + (y − 0, 75)2)}
+25 cos(2πy) sin(π

2
y) exp{−35((x− 0, 5)2 + (y − 0, 5)2)}, ∀ x, y ∈ [0, 1].

On voit sur la Figure 2.16 que dès la troisième itération, l’erreur sur la position, en norme

Figure 2.16 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière dans différents espaces
d’énergie, avec τ = 3, γ = 20 et 5% de bruit.

L2 et H1, est déjà inférieur à 4%, ainsi que l’erreur dans l’espace d’énergie H1
0 ([0, 1]) ×

L2([0, 1]). L’erreur sur la vitesse, quant à elle, atteint les 7% après 5 itérations. Comme
dans le cas unidimensionnel, on peut améliorer la qualité de la reconstruction de la vitesse
en diminuant le pas de discrétisation. On peut apprécier sur la Figure 2.17 le peu de
différences entre données exactes et données reconstruites.
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Figure 2.17 – Position et vitesse initiales reconstruites, à la convergence, avec τ = 3, γ = 20
et 5% de bruit aléatoire.

Influence du gain

Comme dans le cas de la dimension un, on voit sur la Figure 2.18 que le gain joue
un rôle très important dans l’efficacité de l’algorithme de reconstruction. Cependant, on
retrouve également l’effet de seuil (appelé “overdamping”, Münch, Pedregal et Periago ont
exhibé ce phénomène dans leur papier [63]) au-delà duquel on n’améliore plus la qualité
de la reconstruction, voire on l’empire. On choisira dorénavant γ = 20 dans le reste des
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simulations.

Figure 2.18 – Modification de l’erreur de reconstruction en fonction du gain, sans bruit.

Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse à un bruit aléatoire quelconque. Comme
on le voit sur la Figure 2.19, il n’a que très peu d’influence. D’après ce que nous avons vu
en une dimension d’espace, nous aurions pu le prédire puisque qu’un bruit uniformément
aléatoire peut s’apparenter à un bruit très haute fréquence. On ajoute alors un bruit à
variables séparées, de la forme suivante

b(x, y, t) = (sin(k1π(x− t)) + sin(k1π(x+ t))) y(y − 1)

+ (sin(k2π(y − t)) + sin(k2π(y + t)))x(x− 1), ∀ x, y ∈ [0, 1], t ∈ [0, 3],

où k1 > 0 et k2 > 0 sont les réelles sur lesquelles nous allons jouer (en gardant toujours 20%
de bruit en norme L2).

On observe sur la Figure 2.20 que les bruits basse fréquence perturbent plus l’algorithme
de reconstruction que les bruits haute fréquence, comme dans le cas unidimensionnel. En
particulier, on peut remarquer que dans le cas (k1, k2) = (1, 1), les erreurs croissent et que
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Figure 2.19 – Robustesse de la reconstruction à un bruit aléatoire uniforme : 0%, 5%, 10%
et 20% de la mesure (en norme L2).

le seul cas reconstruisant la dérivée de manière acceptable est (k1, k2) = (15, 15) (rappelons
toutefois que nous avons pris ici 20% de bruit !). L’algorithme de reconstruction de données
initiales semble donc, encore une fois, robuste à des bruits haute fréquence.
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Figure 2.20 – Robustesse de la reconstruction à des bruits (à 20%) de fréquence différente :
(k1, k2) = (1, 1), (5, 5), (15, 5) et (15, 15).

Temps d’observation

On retrouve ici le même phénomène qu’en dimension un concernant l’existence d’un
temps d’observation minimal nécessaire. Rappelons que ceci est dû au fait que la vitesse de
propagation est finie. Les erreurs de reconstruction obtenues sur la Figure 2.21 montrent
bien que si l’on observe le système pendant un temps trop court, alors on ne dispose plus de
toutes les informations nécessaires à la reconstruction des données initiales. Dans notre cas,
on pourra toujours reconstruire les données si le temps d’observation τ vérifie τ ≥ 2

√
2, ce

qui correspond à deux fois la diagonale du carré (la vitesse de propagation étant constante
égale à un). C’est pourquoi on peut observer l’absence de reconstruction sur le premier tracé
(avec τ = 1) de la Figure 2.21. Comme précédemment, augmenter le temps d’observation
n’améliore pas efficacement la qualité finale de la reconstruction, mais permet de diminuer
le nombre d’itérations pour l’atteindre.
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Figure 2.21 – Influence du temps d’observation, et existence d’un temps minimal.

Placement du sous-domaine d’observation

Nous nous intéressons dans cette partie à un phénomène qui n’apparaît pas en dimension
1. En effet, dans le cas unidimensionnel, si le temps d’observation est suffisamment long,
toute l’information aura atteint l’intervalle où l’on observe (par la condition d’optique géo-
métrique), autrement dit, il n’y aucune configuration ayant des rayons piégés. En dimension
2, c’est possible, et nous observons alors que les simulations n’aboutissent plus, comme la
théorie le prévoyait. Nous considérons les deux configurations de la Figure 2.22. On obtient

Figure 2.22 – Membrane vibrante, avec observation de la vitesse sur la partie en rouge, et
un exemple de rayon piégé en bleu.
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les tracés de la Figure 2.23. Le premier correspond au cas exactement observable que nous
avions jusqu’à présent. Le deuxième correspond à une observation sur le bord gauche et le
dernier à une observation au centre du carré (voir la Figure 2.22).

Figure 2.23 – Influence de la zone d’observation, et existence de “mauvaises configurations” :
cas exactement observable (Figure 2.15), puis sans observabilité exacte avec observation à
gauche et au centre (Figure 2.22).

2.4.3 Un exemple en dimension trois

Pour le cas tri-dimensionnel, nous avons préféré utiliser le couple de logiciels Gmsh–
GetDP 2 développés par Christophe Geuzaine et son équipe à l’université de Liège. Les deux
grands avantages de ces logiciels sont qu’ils permettent de changer rapidement de géométrie,
le passage de la dimension deux à la dimension trois ne requiert alors que peu de temps dans
Gmsh, et la rapidité d’écriture des codes puisque GetDP interprète directement l’équation
variationnelle du problème à résoudre.

On considère l’équation des ondes avec condition de Dirichlet homogène sur une sphère
de rayon un, et l’on observe la vitesse de déplacement de l’onde sur la couronne B0(1)\B0(4

5
),

i.e. sur un cinquième le long du bord. Nous discrétisons les observateurs direct et rétrograde

2. http ://geuz.org/gmsh/, http ://geuz.org/getdp/
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continus (2.1.8)–(2.1.9), en utilisant des éléments finis en espace, et un schéma de Crank-
Nicholson en temps. Les position et vitesse initiales à reconstruire sont les suivantes

w0(x, y, z) = sin(π
√
x2 + y2 + z2)

×
{

10 exp
[
−50((x− 0, 5)2 + (y − 0, 25)2 + (z + 0, 75)2)

]
+ 5 exp

[
−75((x− 0, 25)2 + (y + 0, 25)2 + (z + 0, 2)2)

]
− 15 exp

[
−35((x+ 0, 5)2 + y2 + (z − 0, 5)2)

]}
,

w1(x, y, z) = 2 exp
[
−50((x− 0, 75)2 + (y − 0, 25)2 + (z + 0, 125)2)

]
+ x2 − yz.

Compte-tenu des limitations techniques (plus de sept heures ont été nécessaires pour
obtenir ces résultats sur les machines de calcul du laboratoire 3), les discrétisations que l’on
considère sont assez grossières et le nombre d’itérations est choisi égal à 5. On peut remarquer
sur la Figure 2.24 que les erreurs relatives obtenues sont, par suite, assez élevées. L’erreur
sur la vitesse initiale n’est même pas visible sur la Figure 2.24 (ceci est peut-être également
dû à sa faible norme).

Figure 2.24 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière dans différents espaces
d’énergie, avec τ = 2, γ = 15 et sans bruit.

Cependant, on peut tout de même apprécier la qualité des reconstructions obtenues sur
les Figure 2.25 et Figure 2.26. On remarque toutefois une perturbation sur la recons-
truction de la vitesse initiale à l’emplacement de la position initiale, probablement due à la
faible discrétisation en temps (ce phénomène apparaît déjà en deux dimensions d’espace, et
est d’autant plus faible que la discrétisation temporelle est fine).

3. Le laboratoire dispose de machines dédiées au calcul, reliées ensemble et constituant le BabyCluster.
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Figure 2.25 – Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la position initiale (à gauche)
et de la reconstruction (à droite) obtenue après 5 itérations. Nous n’avons affiché que les
données de valeur absolue supérieure à 1. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée
exacte et la donnée reconstruite.
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Figure 2.26 – Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la vitesse initiale (à gauche) et de
la reconstruction (à droite) obtenue après 5 itérations. Nous n’avons affiché que les données
de valeur absolue supérieure à 0,4. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée exacte
et la donnée reconstruite.
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Chapitre 3

Équations de Maxwell

Sommaire

3.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.1.1 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.1.2 Un résultat de stabilisation interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.1.3 Un résultat de stabilisation frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.2 Reconstruction des données initiales . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.2.1 Avec observation interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.2.2 Avec observation frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.3 Reconstruction d’un terme source . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.3.1 Avec observation interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.3.2 Avec observation frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été menés en collaboration avec Kim Dang
Phung.

On montre dans ce Chapitre 3 que l’on peut appliquer l’algorithme itératif de recons-
truction de données initiales aux équations de Maxwell dans un domaine borné de R3.
Nous considérons dans un premier temps avec observation du champ électrique sur un sous-
domaine suffisamment grand, puis du courant surfacique induit sur une partie bien choisie
du bord du domaine. Remarquons que physiquement, il est plus réaliste de considérer le cas
frontière. On pourra s’intéresser aux travaux récents de Staffans et Weiss [82, 83] pour une
étude théorique des équations de Maxwell avec contrôle et observation frontières.

On commence par rappeler des résultats de stabilisation interne et frontière des équations
de Maxwell. Nous les utilisons ensuite pour montrer que l’on peut construire les observateurs
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direct (0.2.4) et rétrograde (0.2.7) et obtenir les Théorèmes 3.2.2 et 3.2.5, ainsi que les
Théorèmes 3.3.1 et 3.3.2 pour la reconstruction de termes sources.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Espaces fonctionnels

Soit Ω un domaine borné de R3, situé localement d’un seul coté de sa frontière ∂Ω

régulière. On note ν la normale extérieure à Ω. On suppose que le domaine Ω est constitué
d’un matériau parfaitement conducteur et caractérisé par une permittivité diélectrique ε
et une perméabilité magnétique µ, supposés strictement positifs et constants. Les champs
électrique E et magnétique H vérifient alors les équations de Maxwell

ε
∂

∂t
E(x, t)− rotH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
H(x, t) + rotE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

E(x, t) ∧ ν(x) = 0, H(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

E(x, 0) = E0(x), ∀ x ∈ Ω,

H(x, 0) = H0(x), ∀ x ∈ Ω.

(3.1.1)

Nous utilisons les espaces fonctionnels suivants dans ce chapitre

H = (L2(Ω))3,

H(rot ,Ω) = {f ∈ H | rot f ∈ H},
H(div ,Ω) = {f ∈ H | div f ∈ L2(Ω)}.

Ces espaces sont des espaces de Hilbert (voir [61, Chapitre 3]) quand on les munit des normes
respectives suivantes

‖f‖ =
(∫

Ω
|f |2
) 1

2 ,

‖f‖rot =
(
‖f‖2 + ‖rot f‖2

) 1
2
,

‖f‖div =
(
‖f‖2 + ‖div f‖2

L2

) 1
2
.

Le produit scalaire sur H sera noté 〈·, ·〉. Nous aurons également besoin du sous-espace des
fonctions à divergence nulle, ainsi qu’à rotationnel nul

H0(div ,Ω) = {f ∈ H | div f = 0},
H0(rot ,Ω) = {f ∈ H | rot f = 0}.

Pour prendre en compte la condition aux limites de conducteur parfait, on introduit égale-
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ment les sous-espaces suivants

HN(rot ,Ω) = {f ∈ H(rot ,Ω), f ∧ ν|∂Ω = 0},
HT (div ,Ω) = {f ∈ H(div ,Ω), f · ν|∂Ω = 0},
HN

0 (rot ,Ω) = H0(rot ,Ω) ∩HN(rot ,Ω),

HT
0 (div ,Ω) = H0(div ,Ω) ∩HT (div ,Ω).

Finalement, on rappelle ce résultat (d’intégration par partie) utile dans les calculs (voir par
exemple [61, p. 55]).

Proposition 3.1.1. On a l’identité

〈rotu, v〉 = 〈u, rot v〉, ∀ (u, v) ∈ HN(rot ,Ω)×H(rot ,Ω).

On montre maintenant que le système de Maxwell (3.1.1) que l’on considère est bien
posé (en suivant Cessenat [19, p. 255]). Soit X = H × H muni de la norme ‖(f, g)‖2

X =

ε‖f‖2
H + µ‖g‖2

H pour tout (f, g) ∈ X. On définit l’opérateur différentiel non-borné

A =

(
0 ε−1rot

−µ−1rot 0

)
, (3.1.2)

de domaine
D(A) = HN(rot ,Ω)×H(rot ,Ω).

Clairement, A est fermé et de domaine dense. En adaptant légèrement la preuve du Théorème
1 de [29, p. 299], on obtient facilement que A est anti-adjoint (la seule différence, mineure,
entre notre cas et celui de [29] vient de la dépendance en ε et µ, mais la norme que l’on a
choisie sur X permet de contourner le problème).

Pour prendre en compte les divergences nulles et la condition de conducteur parfait du
matériau, on introduit les sous-espaces de X suivants

V = H0(div ,Ω)×HT
0 (div ,Ω), W = D(A) ∩V.

Remarquons que W est invariant sous le groupe S engendré par l’opérateur anti-adjoint A
(Théorème de Stone 0.1.12). En effet, étant donnée (E0, H0) ∈ D(A), on a (E(t), H(t)) =

St(E0, H0) ∈ C1(R, X) ∩ C(R,D(A)) (Théorème 0.1.7) et (E(t), H(t)) est la solution du
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problème suivant

ε
∂

∂t
E(x, t)− rotH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
H(x, t) + rotE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

E(x, t) ∧ ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

E(x, 0) = E0(x) ∈ HN(rot ,Ω), ∀ x ∈ Ω,

H(x, 0) = H0(x) ∈ H(rot ,Ω), ∀ x ∈ Ω.

En prenant la divergence des deux premières équations, on obtient directement

divE(t) = divE0 divH(t) = divH0, ∀ t ≥ 0.

D’un autre coté, puisque rot
(
HN(rot ,Ω)

)
⊂ HT

0 (div ,Ω) (voir [61, Theorem 3.40]) et E(t) ∈
HN(rot ,Ω) pour tout t ≥ 0 on a

rotE(t) = −µḢ(t) ∈ HT (div ,Ω), ∀ t ≥ 0.

En conséquence
H(t) · ν|∂Ω

= H0 · ν|∂Ω
, ∀ t ≥ 0.

Donc, si (E0, H0) ∈W, on obtient que (E(t), H(t)) ∈ C1(R,V)∩C(R,W) est une solution
de (3.1.1).
Puisque V est fermé et A de domaine dense, le sous-espace V est la fermeture de W dans
X. Ainsi, V est aussi S−invariant et le système (3.1.1) se réécrit sous la forme (0.2.1) sur
l’espace des états V.

3.1.2 Un résultat de stabilisation interne

Pour pouvoir appliquer l’algorithme itératif dans la suite, nous utilisons un résultat de
stabilisation interne, montré par Phung [68, Théorème 5.5.], que nous rappelons ici.

Soit O un sous-domaine non vide de Ω, et τ > 0 un réel positif. Nous supposons que O
et τ satisfont une condition d’optique géométrique (voir par exemple [68, 91, 90]), qui assure
la stabilisabilité du système de Maxwell, lorsque ∂Ω est connexe.
De manière équivalente, sous cette condition, l’opérateur état–sortie Ψτ (voir (0.1.9)) qui
associe les données initiales à la mesure du champ électrique E de (3.1.1) sur O est borné
inférieurement, i.e. vérifie l’inégalité d’observabilité (0.1.11).

Cette condition d’optique géométrique, notée (COG), est équivalente à celle des ondes
de Bardos, Lebeau et Rauch [8]. Phung montre dans son article [68] que l’on peut réécrire,
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de manière équivalente grâce à l’hypothèse de divergence nulle, les équations de Maxwell
(3.1.1) sous la forme d’une équation des ondes vectorielles (en éliminant le champ électrique
ou le champ magnétique).
On peut par exemple imaginer des configurations en trois dimensions du même type que
celle (en deux dimensions pour plus de lisibilité) de la Figure 3.1.

Figure 3.1 – Configurations (en deux dimensions) respectant la condition d’optique géo-
métrique (COG).

Nous avons vu que la condition de divergence nulle sur le champ électrique E dans (3.1.1)
est une conséquence de la divergence nulle de la donnée initiale. La stabilisation interne du
système (3.1.1) que nous allons utiliser ne permet pas de conserver cette condition. En
particulier, la stabilisation n’a pas lieu dans l’espace des états V. On introduit alors un
autre sous-espace de X qui est aussi S−invariant (avec la même démonstration)

XO =
{
f ∈ H | f ∈ H0(div ,Ω \ O)

}
×HT

0 (div ,Ω).

Cependant, ce sous-espace n’est toujours pas celui permettant la stabilisation. En effet,
les équations de Maxwell admettent des solutions stationnaires non nécessairement nulles.
En suivant Monk [61, Section 3.7], ces solutions stationnaires sont données par les espaces
de cohomologie normal et tangentiel. On note l’espace de cohomologie tangentiel

KT (Ω) = HT
0 (div ,Ω) ∩H0(rot ,Ω).

On sait (voir [61, Théorème 3.44.]) que KT (Ω) est de dimension égale au nombre de décou-
pages intérieurs nécessaires pour rendre Ω simplement connexe (en particulier, si Ω est déjà
simplement connexe, KT (Ω) = {0}). Notons S = H×

(
KT (Ω)

)⊥.
Nous nous plaçons sur

Vobs = XO ∩ S.

On montre aisément que Vobs est S−invariant par invariance de XO et de S, l’invariance de
S se démontrant en multipliant µ ∂

∂t
H(x, t) + rotE(x, t) = 0 (dans (3.1.1)) par un élément

de KT (Ω) et en intégrant par parties.
C’est sur ce sous-espace stable que Phung a démontré que (3.1.1) est exponentiellement
stabilisable, en agissant sur O.
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Théorème 3.1.2. On suppose que (Ω,O, τ) satisfait la condition d’optique géométrique
(COG) et que ∂Ω, O et Ω \ O sont connexes. Alors le système

ε
∂

∂t
e(x, t)− roth(x, t) + χ|O(x)e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
h(x, t) + rot e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

div e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω \ O, t ≥ 0,

divh(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

e(x, t) ∧ ν(x) = 0, h(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

e(x, 0) = e0(x), ∀ x ∈ Ω,

h(x, 0) = h0(x), ∀ x ∈ Ω.

(3.1.3)

est exponentiellement stable sur Vobs.
Autrement dit, il existe deux constantes M,β > 0 telles que

ε

∫
Ω

|e(t)|2 + µ

∫
Ω

|h(t)|2 ≤Me−βt
{
ε

∫
Ω

|e0|2 + µ

∫
Ω

|h0|2
}
, ∀(e0, h0) ∈ Vobs, t ≥ 0.

Remarque 3.1.1. La nécessité d’introduire le sous-espace XO provient du fait que le terme
dissipatif de l’équation (3.1.3) ne permet pas d’obtenir la divergence nulle du champ élec-
trique dans tout Ω (un saut apparaît sur ∂O ∩ Ω). On agrandit donc l’espace des états V
pour pallier ce problème.

Remarque 3.1.2. La condition de connexité imposée à la frontière ∂Ω assure la convergence
vers zéro. Sans elle, le système précédent convergerait vers une solution stationnaire non
nécessairement nulle (l’espace de cohomologie normal n’est pas réduit à l’espace trivial).

3.1.3 Un résultat de stabilisation frontière

Nous nous appuyons sur des résultats de stabilisation des équations de Maxwell par la
condition absorbante de Silver-Müller (voir par exemple Barucq [10], Barucq et Hanouzet
[11], Eller, Lagnese et Nicaise [32], Eller et Masters [33], Komornik [53], Lagnese [56], Nicaise
[64] et Phung [66, 68]) pour appliquer l’algorithme itératif de reconstruction de données
initiales du Chapitre 0.

Soit Γ un sous-espace du bord ∂Ω (on notera Σ = ∂Ω \ Γ). La stabilisabilité du système
de Maxwell (3.1.1) par la condition de Silver-Müller a lieu sous certaines hypothèses sur le
couple (Ω,Γ). Phung [68] montre par exemple que sous une hypothèse de type optique géo-
métrique (toujours analogue à celle donnée par Bardos, Lebeau et Rauch [8] pour l’équation
des ondes), les équations de Maxwell avec condition de Silver-Müller sont exponentiellement
stables.
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On suppose dorénavant que Ω est de classe C∞, que Σ ∪ Γ = ∂Ω et Σ ∩ Γ = ∅, et que Γ

contrôle géométriquement Ω en temps τ > 0 au sens de Phung [68, Définition 1.2]. On dira
que (Ω,Γ, τ) vérifie (COGF). On peut par exemple imaginer deux tores concentriques, en
observant sur le tore extérieur Γ, comme sur la Figure 3.2, où l’on peut calculer la plus
grande corde assez facilement (en fonction des rayons des tores).

Figure 3.2 – Configuration (Ω,Γ, τ) respectant la condition d’optique géométrique
(COGF) : Σ ∪ Γ = ∂Ω et Σ ∩ Γ = ∅ (en prenant τ suffisamment grand).

Avant toute chose, nous rappelons quelques résultats classiques sur les opérateurs de
trace pour le système de Maxwell (voir par exemple [29, 19, 61]).

Quelques rappels sur les opérateurs de trace

On définit un opérateur linéaire de trace γt par

γtϕ = ϕ|∂Ω
∧ ν, ∀ ϕ ∈

(
D(Ω)

)3
.

Théorème 3.1.3. Si Ω est borné, situé localement d’un seul coté de sa frontière lipschit-
zienne, l’application γt s’étend par continuité en une application linéaire continue de H(rot ,Ω)

dans
(
H−

1
2 (∂Ω)

)3

.
On a de plus la formule de Green

〈rotu, v〉 = 〈u, rot v〉 − 〈γtu, v|∂Ω
〉− 1

2
, 1
2
, ∀ u ∈ H(rot ,Ω), v ∈

(
H1(Ω)

)3
, (3.1.4)

où 〈·, ·〉− 1
2
, 1
2
désigne le crochet de dualité

(
H−

1
2 (∂Ω)

)3

,
(
H

1
2 (∂Ω)

)3

.

Démonstration. Voir Dautray-Lions [29, pp. 240-243]. L’essentiel de la démonstration repose
sur la formule de Green pour des fonctions régulières et la densité de

(
D(Ω)

)3 dans les espaces
H(rot ,Ω) et (H1(Ω))

3. �
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On notera dans la suite H−
1
2 (div , ∂Ω) = γtH(rot ,Ω). On pourra se référer à Cesse-

nat [19] ou Monk [61] pour plus de détails sur cet espace.

On peut aussi écrire la formule de Green pour tout élément dans φ ∈ H(rot ,Ω) ayant
une trace γtφ ∈ (L2(∂Ω))

3, ce qui permet d’éviter le crochet de dualité dans les calculs.

Théorème 3.1.4. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 3.1.3, soit

U =
{
φ ∈ H(rot ,Ω) | γtφ ∈

(
L2(∂Ω)

)3
}
, (3.1.5)

alors on a
〈rotu, v〉 = 〈u, rot v〉 − 〈γtu, v|∂Ω

〉(L2(∂Ω))3 , ∀ u, v ∈ U. (3.1.6)

Démonstration. Voir Eller, Lagnese et Nicaise [32, Lemme 2.2.]. La démonstration utilise
un résultat de densité de (H1(Ω))

3 dans W. �

Théorème 3.1.5. (Dautray-Lions [29, p. 247])
Si Ω est de classe C2, on a identification entre (H1(Ω))

3 et les espaces{
z ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ,Ω) | z|∂Ω

· ν ∈ H
1
2 (∂Ω)

}
,

{
z ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ,Ω) | z|∂Ω

∧ ν ∈
(
H

1
2 (∂Ω)

)3
}
.

Stabilisation frontière

Nous commençons par nous placer sur les bons espaces fonctionnels. On définit

V+ = H0(div ,Ω)×HΣ
0 (div ,Ω),

où
HΣ

0 (div ,Ω) = {ϕ ∈ H0(div ,Ω) | ϕ|Σ · ν = 0}.

Cependant, comme nous l’avons déjà expliqué, les équations de Maxwell admettent des
solutions stationnaires non nulles en toute généralité. Notons l’espace de cohomologie normal
(voir Monk [61, p. 66])

KN(Ω) = HN
0 (rot ,Ω) ∩H0(div ,Ω).

On sait alors (voir [61, Théorème 4.42]) que KN(Ω) est de dimension égale au nombre de
composantes connexes du bord, moins un. En particulier, si ∂Ω est connexe, KN(Ω) = {0}
(remarquons que ceci implique que Σ = ∅, et que l’on observe donc sur toute la frontière).
NotonsM =

(
KN(Ω)

)⊥ ×H et
V+

obs = V+ ∩M. (3.1.7)
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On montre aisément que V+
obs est S−invariant par invariance de V+ et deM, l’invariance de

M se démontrant en multipliant ε ∂
∂t
E(x, t)− rotH(x, t) = 0 (dans (3.1.1)) par un élément

de KN(Ω) et en intégrant par parties.
C’est sur ce sous-espace S−invariant que Phung a démontré que (3.1.1) est exponentiel-

lement stabilisable par la condition de Silver-Müller sur Γ.

Théorème 3.1.6 (Théorème 4.1, Phung [68]). On suppose que (Ω,Γ, τ) satisfait la condition

d’optique géométrique (COGF). Soit ξ =

√
µ

ε
, alors le système



ε
∂

∂t
e(x, t)− roth(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
h(x, t) + rot e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

div e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divh(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

e(x, t) ∧ ν(x) = 0, h(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ Σ, t ≥ 0,

e(x, t) ∧ ν(x) + ξν(x) ∧ (h(x, t) ∧ ν(x)) = 0, ∀ x ∈ Γ, t ≥ 0,

e(x, 0) = e0(x), ∀ x ∈ Ω,

h(x, 0) = h0(x), ∀ x ∈ Ω.

(3.1.8)

est exponentiellement stable sur V+
obs.

Autrement dit, il existe deux constantes M,β > 0 telles que

ε

∫
Ω

|e(t)|2 + µ

∫
Ω

|h(t)|2 ≤Me−βt
{
ε

∫
Ω

|e0|2 + µ

∫
Ω

|h0|2
}
, ∀(e0, h0) ∈ V+

obs, t ≥ 0.

3.2 Reconstruction des données initiales

3.2.1 Avec observation interne

On suppose que le champ électrique E de la solution de (3.1.1) est mesuré sur un sous-
domaine non vide O de Ω, durant un intervalle de temps [0, τ ], τ > 0, conduisant à l’obser-
vation

y(t) = χ|OE(t), ∀ t ∈ [0, τ ], (3.2.1)

où χ|O est la fonction caractéristique de O.
En définissant C =

[
χ|O 0

]
, on peut réécrire (3.2.1) sous la forme (0.2.2).

Le problème inverse qui nous intéresse est la reconstruction de (E0, H0) à partir de la
connaissance de la mesure y. Clairement, cette question n’est pas pertinente si le domaine
d’observation O et le temps τ ne sont pas bien choisis. Nous supposons donc que (Ω,O, τ)

vérifie la condition d’optique géométrique (COG).
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On souhaite utiliser l’algorithme décrit dans les préliminaires de cette thèse pour résoudre
ce problème inverse. Nous avons besoin pour cela de montrer l’estimabilité et l’estimabilité
dans le sens rétrograde de (A,C), où A est défini par (3.1.2), sur Vobs.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.1.2, l’opérateur A+ = A − ε−1C∗C est
le générateur d’un C0-groupe T+ exponentiellement stable sur Vobs.

Démonstration. Remarquons dans un premier temps que l’opérateur A+ = A− ε−1C∗C est
une perturbation bornée de l’opérateur A sur X = H ×H, et engendre donc un C0-semi-
groupe que l’on notera T+.

Il reste alors à montrer que Vobs est T+−invariant et à appliquer le Théorème 3.1.2.

On commence par montrer que XO est T+−invariant en remarquant que la perturbation
ε−1C∗C n’agit que sur la partie du champ électrique e dans O. En prenant la divergence
de la première ligne de (3.1.3), on obtient alors que div e(x, t) est nulle sur Ω \ O pour tout
t ≥ 0.
L’invariance de S sous T+ se montre de la même façon que pour S, c’est-à-dire en multipliant
µ ∂
∂t
h(x, t) + rot e(x, t) = 0 par un élément de KT (Ω) et en intégrant par parties.

Ainsi, Vobs est T+−invariant.

Enfin, en remarquant que

[
e(t)

h(t)

]
= T+

t

[
e0

h0

]
est solution de (3.1.3), le Théorème 3.1.2

permet de conclure. �

Le Lemme précédent nous dit que (A,C) est estimable (voir Définition 0.2.1) en prenant
H+ = −ε−1C∗ sur l’espace des états Vobs.

On déduit facilement de ce résultat que (A,C) est estimable dans le sens rétrograde sur
Vobs en prenant A− = −A − ε−1C∗C. En effet, d’après le Théorème de Liu 0.1.16, (A,C)

est exponentiellement stabilisable si et seulement si (A,C∗) est exactement contrôlable. La
dualité entre contrôlabilité exacte et observabilité exacte (Proposition 0.1.15) nous dit que
(−A,C) est exactement observable, et le Théorème de Liu permet alors de conclure.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer l’algorithme itératif sur Vobs.

Pour tout n ∈ N, on définit les observateurs direct z+
n =

[
E+
n

H+
n

]
et rétrograde z−n =

[
E−n

H−n

]
solutions de (0.2.4), respectivement (0.2.7). Réécrits sous forme d’équations aux dérivées
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partielles, on obtient

ε
∂

∂t
E+
n (x, t)− rotH+

n (x, t) + χ|O(x)E+
n (x, t) = y(x, t), ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

µ
∂

∂t
H+
n (x, t) + rotE+

n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divE+
n (x, t) = 0, ∀x ∈ Ω \ O, t ∈ [0, τ ],

divH+
n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

E+
n (x, t) ∧ ν(x) = 0, H+

n (x, t) · ν(x) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, τ ],

E+
n (x, 0) = E−n−1(x, 0), ∀x ∈ Ω,

H+
n (x, 0) = H−n−1(x, 0), ∀x ∈ Ω,

(3.2.2)



ε
∂

∂t
E−n (x, t)− rotH−n (x, t)− χ|O(x)E−n (x, t) = −y(x, t), ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

µ
∂

∂t
H−n (x, t) + rotE−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divE−n (x, t) = 0, ∀x ∈ Ω \ O, t ∈ [0, τ ],

divH−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

E−n (x, t) ∧ ν = 0, H−n (x, t) · ν = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, τ ],

E−n (x, τ) = E+
n (x, τ), ∀x ∈ Ω,

H−n (x, τ) = H+
n (x, τ), ∀x ∈ Ω,

(3.2.3)

où l’on a posé
E+

0 (x, 0) = 0, H+
0 (x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω.

En appliquant le résultat théorique (0.2.9), on obtient directement le théorème principal
de cette Section pour τ suffisamment grand. Cependant, nous sommes dans le cas où A est
anti-adjoint, C est borné et (A,C) est exactement observable. Le Corollaire (0.2.5) nous dit
alors que l’algorithme est convergent dès que τ ≥ τobs où τobs est le temps minimal donnant
l’observabilité exacte de (A,C). Or, Phung démontre ([67, 68]) que (A,C) est exactement
contrôlable en tout temps τobs > 0 donnant le contrôle géométrique (COG).

Théorème 3.2.2. Soient Ω un domaine borné de R3, de frontière ∂Ω connexe et O ⊂ Ω

tel que (Ω,O, τ) vérifie (COG), avec O et Ω \ O connexes. Alors il existe une constante
0 < α < 1 telle que pour toute donnée initiale E0 ∈ (L2(Ω))3, H0 ∈

(
KT (Ω)

)⊥ vérifiant

divE0(x) = divH0(x) = 0, ∀ x ∈ Ω,

H0(x) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω,

on ait pour tout n ≥ 1

ε

∫
Ω

∣∣E0 − E−n (0)
∣∣2 + µ

∫
Ω

∣∣H0 −H−n (0)
∣∣2 ≤ αn

{
ε

∫
Ω

|E0|2 + µ

∫
Ω

|H0|2
}
.
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3.2.2 Avec observation frontière

On suppose maintenant que la composante tangentielle du champ magnétique H de la
solution de (3.1.1) est observée sur un sous-espace Γ du bord ∂Ω (on notera Σ = ∂Ω \ Γ),
durant un intervalle de temps [0, τ ], conduisant à l’observation

y(t) = ν ∧H(t)|Γ, ∀ t ∈ [0, τ ], (3.2.4)

où l’on rappelle que ν est la normale extérieure à Ω.
Le problème inverse qui nous intéresse est toujours la reconstruction des champs initiaux

(E0, H0) à partir de y. Évidemment, ce problème n’est pertinent que si Γ et τ sont bien
choisis. Nous nous appuyons pour cela sur les résultats de stabilisation frontière rappelés
dans la Sous-Section 3.1.3. Nous supposons donc que (Ω,Γ, τ) vérifie la condition d’optique
géométrique (COGF).

Cadre fonctionnel abstrait

Nous commençons par un Lemme qui étend le cadre d’application de l’algorithme itératif
donné par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72] et rappelé au chapitre 0. Ce Lemme dit que les
observateurs direct et rétrograde ne doivent pas nécessairement être restreints à l’espace des
états X.

Lemme 3.2.3. L’algorithme itératif rappelé au chapitre 0 est encore valable si l’espace des
états X est un sous-espace fermé de l’espace des observateurs X+.

Démonstration. Il suffit de reprendre les démonstrations des Propositions 2.5 et 3.3 de [72],
qui aboutissent au résultat sans modification. En effet, il suffit de remarquer que la solution
z de (0.2.1) est continue dans X (par le Théorème 0.1.7), donc dans X+. Le reste de la
démonstration est identique en prenant X+ au lieu de X, et la reconstruction a donc lieu
dans X+. �

Remarque 3.2.1. Dans le paragraphe précédent, nous avons implicitement utilisé un espace
X+, lorsque nous avons remplacé V par Vobs.

Les observateurs développés dans ce paragraphe ne vérifie pas la condition H · ν = 0.
On pourrait être tenté de “l’oublier” comme on l’a fait précédemment pour la condition
de divergence nulle (avec l’introduction du sous-espace Vobs). Toutefois, cette condition
est utile à notre analyse car c’est elle qui garantira suffisamment de régularité sur H
(par le Théorème 3.1.5). Autrement dit, le système observé (3.1.1) est regardé sur l’es-
pace V = H0(div ,Ω) × HT

0 (div ,Ω), alors que les observateurs sont vus sur l’espace V+
obs

défini par (3.1.7).
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Le système (3.1.8) se réécrit en posant q(t) =

[
e(t)

h(t)

]
et q0 =

[
e0

h0

]
{
q̇(t) = A+q(t), ∀ t ≥ 0,

q(0) = q0,

où l’on a défini

A+ =

(
0 ε−1rot

−µ−1rot 0

)
,

de domaine

D(A+) = V+
obs

⋂{
(u, v) ∈ U×U | u|Σ ∧ ν = 0, u|Γ ∧ ν + ξν ∧

(
v|Γ ∧ ν

)
= 0
}
,

avec U défini par (3.1.5).
On peut montrer facilement que A+ est m-dissipatif. De plus, si (Ω,Γ, τ) vérifie (COGF),
le Théorème 3.1.6 nous dit que A+ est le générateur d’un C0-semi-groupe exponentiellement
stable sur V+

obs.
On définit maintenant l’opérateur d’observation linéaire

C

(
φ

ψ

)
= ψ|Γ ∧ ν = χ|Γγtψ, ∀

(
φ

ψ

)
∈ H×H(rot ,Ω),

où χ|Γ est la fonction caractéristique de la partie Γ de la frontière ∂Ω.
Si on pose Y = (L2(∂Ω))

3, on a C ∈ L(D(A), Y ) par les Théorèmes 3.1.3 et 3.1.5.

Théorème 3.2.4. Si (Ω,Γ, τ) vérifie la condition d’optique géométrique (COGF), alors
le couple (A,C) est estimable par (A+,−ξC∗) et estimable dans le sens rétrograde par
((A+)∗,−ξC∗).

Démonstration. Notons T+ le semi-groupe de contraction exponentiellement stable engendré
par A+ (par hypothèse sur (Ω,Γ) et parce que A+ est m-dissipatif par le Théorème 0.1.10).
Il faut montrer que

1. −ξC∗ est un opérateur de contrôle admissible pour T+, i.e. (par dualité d’après le
Théorème 0.1.13)

∃T > 0,MT > 0,

∫ T

0

‖C(T+
s )∗z‖2

Y ds ≤MT‖z‖2
X , ∀ z ∈ D((A+)∗).

2. On utilise la formulation faible de l’estimabilité, donnée dans la Remarque 0.2.1.

〈Az1, z2〉X = 〈z1,
(
A+
)∗
z2〉X + ξ〈Cz1, Cz2〉Y , ∀ z1 ∈ D(A), z2 ∈ D((A+)∗).
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3. −ξC∗ est un opérateur de contrôle admissible pour (T+)∗

∃T > 0,MT > 0,

∫ T

0

‖CT+
s z‖2

Y ds ≤MT‖z‖2
X , ∀ z ∈ D(A+).

4. De la même façon, on utilise la formulation faible de l’estimabilité dans le sens rétro-
grade, donnée dans la Remarque 0.2.3.

−〈Az1, z2〉X = 〈z1, A
+z2〉X + ξ〈Cz1, Cz2〉Y , ∀ z1 ∈ D(A), z2 ∈ D(A+).

Remarquons dans un premier temps que (T+)∗ est engendré par

(A+)∗ =

(
0 −ε−1rot

µ−1rot 0

)
,

de domaine

D((A+)∗) = V+
obs

⋂{
(u, v) ∈ U2 | u|Σ ∧ ν = 0, u|Γ ∧ ν = ξν ∧

(
v|Γ ∧ ν

)}
.

En effet, par la formule de Green (3.1.6), on a pour tous

(
φ

ψ

)
∈ D(A+),

(
φ̃

ψ̃

)
∈ D((A+)∗)

〈
A+

(
φ

ψ

)
,

(
φ̃

ψ̃

)〉
= −

〈(
φ

ψ

)
, A+

(
φ̃

ψ̃

)〉
−
〈
ψ|Σ , φ̃|Σ ∧ ν

〉
Y

+
〈
ψ|Γ , φ̃|Γ ∧ ν − ξν ∧

(
ψ̃|Γ ∧ ν

)〉
Y
.

1. Notons

(
e0

h0

)
= z ∈ D((A+)∗) et

(
e(t)

h(t)

)
= (T+

t )∗

(
e0

h0

)
. Alors

(
e(t)

h(t)

)
est solution

de 

ε
∂

∂t
e(x, t) + roth(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
h(x, t)− rot e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

div e(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divh(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

e(x, t) ∧ ν(x) = 0, h(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ Σ, t ≥ 0,

e(x, t) ∧ ν(x) = ξν(x) ∧ (h(x, t) ∧ ν(x)) , ∀ x ∈ Γ, t ≥ 0,

e(x, 0) = e0(x), ∀ x ∈ Ω,

h(x, 0) = h0(x), ∀ x ∈ Ω.

A+ étant m-dissipatif, il en est de même pour (A+)∗ (par la Proposition 0.1.8), et
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(T+)∗ est donc de contraction (par le Théorème 0.1.10). En particulier, on a

1

2

d

dt

∥∥∥∥∥
(
e(t)

h(t)

)∥∥∥∥∥
2

X

= Re

〈(
ė(t)

ḣ(t)

)
,

(
e(t)

h(t)

)〉
X

,

= −ξ‖χ|Γγth(t)‖2
Y .

En intégrant de 0 à T > 0, on obtient∥∥∥∥∥
(
e(T )

h(T )

)∥∥∥∥∥
2

X

−

∥∥∥∥∥
(
e0

h0

)∥∥∥∥∥
2

X

= −2ξ

∫ T

0

‖χ|Γγth(s)‖2
Y ds.

Or ∫ T

0

‖C(T+
s )∗z‖2

Y ds =

∫ T

0

‖χ|Γγth(s)‖2
Y ds,

et on obtient donc l’admissibilité de C pour (T+)∗, i.e.∫ T

0

‖C(T+
s )∗z‖2

Y ds ≤
1

2ξ
‖z‖2

X , ∀ z ∈ D((A+)∗).

Par dualité, C∗ est un opérateur de contrôle admissible pour T+.

2. Pour tout

(
φ

ψ

)
∈ D(A) et

(
φ̃

ψ̃

)
∈ D((A+)∗), on a

〈
A

(
φ

ψ

)
,

(
φ̃

ψ̃

)〉
X

= 〈rotψ, φ̃〉 − 〈rotφ, ψ̃〉.

Par ailleurs, par le Thèorème 3.1.5, on a D(A) ⊂ (H1(Ω))
3 × (H1(Ω))

3, et on peut
alors utiliser la formule de Green (3.1.4) pour obtenir〈(

φ

ψ

)
,
(
A+
)∗(φ̃

ψ̃

)〉
X

= 〈rotψ, φ̃〉 − 〈rotφ, ψ̃〉+ 〈φ|∂Ω
, γtψ̃〉 1

2
,− 1

2
− 〈ψ|∂Ω

, γtφ̃〉 1
2
,− 1

2
.

Or γtψ̃ et γtφ̃ ∈ (L2(∂Ω))
3 puisqueD((A+)∗) ⊂ U (défini par (3.1.5)), et les crochets de

dualité s’identifie donc au produit scalaire dans (L2(∂Ω))
3 par l’égalité (0.1.5) puisque(

H−
1
2 (∂Ω)

)3

est le dual de
(
H

1
2 (∂Ω)

)3

par rapport à l’espace pivot (L2(∂Ω))
3. Alors

〈φ|∂Ω
, γtψ̃〉 1

2
,− 1

2
= 〈φ|∂Ω

, γtψ̃〉Y ,
= −〈φ|∂Ω

, ν ∧ ψ̃|∂Ω
〉Y ,

= −〈φ|∂Ω
∧ ν, ψ̃|∂Ω

〉Y ,
= 0.
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De la même façon

〈ψ|∂Ω
, γtφ̃〉 1

2
,− 1

2
= 〈ψ|∂Ω

, γtφ̃〉Y ,
= ξ〈ψ|Γ , ν ∧

(
ψ̃|Γ ∧ ν

)
〉Y ,

= ξ〈ψ|Γ ∧ ν, ψ̃|Γ ∧ ν〉Y ,

où l’on a utilisé le fait que φ̃|Γ ∧ ν = ξν ∧
(
ψ̃|Γ ∧ ν

)
. Et on a donc

〈(
φ

ψ

)
,
(
A+
)∗(φ̃

ψ̃

)〉
X

= 〈rotψ, φ̃〉 − 〈rotφ, ψ̃〉 − ξ〈ψ|Γ ∧ ν, ψ̃|Γ ∧ ν〉Y .

Enfin, on a 〈
C

(
φ

ψ

)
, C

(
φ̃

ψ̃

)〉
Y

= 〈ψ|Γ ∧ ν, ψ̃|Γ ∧ ν〉Y .

En combinant les égalités précédentes, on obtient

〈Az1, z2〉X = 〈z1,
(
A+
)∗
z2〉X + ξ〈Cz1, Cz2〉Y , ∀ z1 ∈ D(A), z2 ∈ D((A+)∗).

3. On peut refaire le même type de calculs pour obtenir l’admissibilité de C pour T+,
i.e. ∫ T

0

‖CT+
s z‖2

Y ds ≤
1

2ξ
‖z‖2

X , ∀ z ∈ D(A+).

Autrement dit, par le Théorème 0.1.13, C∗ est un opérateur de contrôle admissible
pour (T+)∗.

4. Les calculs sont similaires à l’estimabilité.

�

On reconstruit alors les champs initiaux en définissant, pour tout n ∈ N, les observateurs
direct et rétrograde z+

n et z−n solutions de (0.2.4) et (0.2.7). En réécrivant les observateurs sous

forme d’équations aux dérivées partielles, en posant

[
E+
n

H+
n

]
= z+

n et rétrograde

[
E−n

H−n

]
= z−n ,

on obtient pour tout n ∈ N (on a réécrit la condition de Silver-Müller autrement pour faire
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apparaître directement y)

ε
∂

∂t
E+
n (x, t)− rotH+

n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

µ
∂

∂t
H+
n (x, t) + rotE+

n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divE+
n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divH+
n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

E+
n (x, t) ∧ ν(x) = 0, H+

n (x, t) · ν(x) = 0, ∀(x, t) ∈ Σ× [0, τ ],

(E+
n (x, t) ∧ ν(x)) ∧ ν(x) + ξH+

n (x, t) ∧ ν(x) = ξy(x, t), ∀(x, t) ∈ Γ× [0, τ ],

E+
n (x, 0) = E−n−1(x, 0), ∀x ∈ Ω,

H+
n (x, 0) = H−n−1(x, 0), ∀x ∈ Ω,

(3.2.5)



ε
∂

∂t
E−n (x, t)− rotH−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

µ
∂

∂t
H−n (x, t) + rotE−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divE−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

divH−n (x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

E−n (x, t) ∧ ν = 0, H−n (x, t) · ν = 0, ∀(x, t) ∈ Σ× [0, τ ],

(E−n (x, t) ∧ ν(x)) ∧ ν(x)− ξH−n (x, t) ∧ ν(x) = −ξy(x, t), ∀(x, t) ∈ Γ× [0, τ ],

E−n (x, τ) = E+
n (x, τ), ∀x ∈ Ω,

H−n (x, τ) = H+
n (x, τ), ∀x ∈ Ω,

(3.2.6)

où l’on a posé
E+

0 (x, 0) = 0, H+
0 (x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω.

Remarque 3.2.2. Si l’on raisonne directement sur ces équations, on remarque qu’il est aisé
de leur donner un sens (i.e. l’existence d’une solution forte) si la condition d’impédance
sur Γ a un sens. Or en toute généralité, y(x, t) = H|Γ(x, t) ∧ ν(x) ∈ H−

1
2 (div , ∂Ω), et

l’égalité n’a donc pas lieu dans (L2(∂Ω))
3. Mais la régularité présente dans le système initial

(conséquence du fait que H · ν = 0 sur tout le bord), montre (par le Théorème 3.1.5) que
l’on peut considèrer cette égalité dans (L2(∂Ω))

3. On pourrait par exemple s’inspirer des
méthodes développées dans Tucsnak et Weiss [86, 87] pour les équations du second ordre.

Contrairement au cas précédent, où l’opérateur d’observation était borné, nous n’avons
pas de critère permettant de choisir τ de telle sorte que l’algorithme itératif du Chapitre 0
soit convergent.

En utilisant les observateurs (3.2.5)–(3.2.6), on obtient le théorème suivant.

Théorème 3.2.5. Soient Ω est un domaine borné de R3, de frontière ∂Ω et Γ ⊂ ∂Ω tel que
(Ω,Γ, τobs) vérifie (COGF). Alors si τobs est suffisamment grand, il existe une constante
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0 < α < 1 telle que pour toute donnée initiale E0 ∈
(
KN(Ω)

)⊥, H0 ∈ (L2(Ω))
3 vérifiant

divE0(x) = divH0(x) = 0, ∀ x ∈ Ω,

H0(x) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω,

on ait pour tout n ≥ 1

ε

∫
Ω

∣∣E0 − E−n (0)
∣∣2 + µ

∫
Ω

∣∣H0 −H−n (0)
∣∣2 ≤ αn

{
ε

∫
Ω

|E0|2 + µ

∫
Ω

|H0|2
}
.

Démonstration. Il s’agit d’une application directe de l’algorithme itératif de reconstruction
de données initiales, à l’aide du Théorème 3.2.4. �

3.3 Reconstruction d’un terme source

On s’intéresse dans cette Section à la reconstruction d’un terme source dans les équations
de Maxwell. On utilisera pour cela la méthode décrite dans la Section 0.3 du Chapitre 0.

Soient λ ∈ H1
`oc((0,∞),R) connue, telle que λ(0) 6= 0, et (f, g) ∈ V inconnue. On

considère le système

ε
∂

∂t
E(x, t)− rotH(x, t) + λ(t)f(x) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

µ
∂

∂t
H(x, t) + rotE(x, t) + λ(t)g(x) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divE(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

divH(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

E(x, t) ∧ ν(x) = 0, H(x, t) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

E(x, 0) = E0(x), ∀ x ∈ Ω,

H(x, 0) = H0(x), ∀ x ∈ Ω.

(3.3.1)

On souhaite reconstruire (f, g) à partir d’une observation y(t) de ce système, sur un intervalle
de temps [0, τ ].

En utilisant les définitions du début de ce chapitre, et en posant F = λ

[
f

g

]
, on peut

réécrire (3.3.1) sous la forme{
ż(t) = Az(t) + F (t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0,

Remarquons dans un premier temps que ce système est bien posé d’après le Théorème 0.1.7,
et en remarquant que les conditions additionnelles divE = divH = 0 et H · ν = 0 sont

encore vérifiées. En effet,

[
f

g

]
∈ V, i.e. div f = div g = 0 et g ∧ ν = 0 et le terme source n’a
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donc aucune influence.

3.3.1 Avec observation interne

On suppose que l’on dispose du champ électrique E sur un sous-domaineO de Ω, pendant
un intervalle de temps [0, τ ] (Sous-section 3.2.1). Alors on a le théorème suivant.

Théorème 3.3.1. Si Ω est un domaine borné de R3, de frontière ∂Ω connexe et O ⊂ Ω tel
que (Ω,O) vérifie (COG) en temps τ > 0, avec O et Ω\O connexes. Si de plus f ∈ (L2(Ω))3,
g ∈

(
KT (Ω)

)⊥ vérifient

div f(x) = div g(x) = 0, ∀ x ∈ Ω,

g(x) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω,

alors on peut reconstruire (f, g) à l’aide de l’algorithme de la Section 0.3.

3.3.2 Avec observation frontière

On suppose maintenant que l’on dispose de H ∧ ν sur un sous-ensemble Γ de ∂Ω (Sous-
section 3.2.2). Alors on a le théorème suivant.

Théorème 3.3.2. Si Ω est un domaine borné de R3, de frontière ∂Ω et Γ ⊂ ∂Ω tel que (Ω,Γ)

vérifie (COGF) en temps τobs > 0. Si de plus τ est suffisamment grand, et si f ∈
(
KN(Ω)

)⊥,
g ∈ (L2(Ω))

3 vérifient

div f(x) = div g(x) = 0, ∀ x ∈ Ω,

g(x) · ν(x) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω,

alors on peut reconstruire (f, g) à l’aide de l’algorithme de la Section 0.3.
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Chapitre 4

Quelques variations autour des
observateurs
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Nous tentons dans ce Chapitre 4 d’étendre le cadre d’application de l’algorithme de
reconstruction de données initiales. Nous donnons dans une première Section quelques ré-
sultats de robustesse des observateurs aux perturbations, linéaires dans un premier temps,
puis non-linéaires. Nous nous attardons plus particulièrement sur le cas des perturbations
de systèmes conservatifs (i.e. avec A∗ = −A), avec opérateur d’observation borné, puisque
le Théorème de Liu 0.1.16 permet, lorsqu’il y a observabilité exacte, d’obtenir facilement
des observateurs direct et rétrograde dans ce cas. Nous donnons quelques simulations numé-
riques pour illustrer nos résultats. Dans la deuxième Section, nous nous posons la question
de l’utilisation de l’algorithme lorsqu’il n’y a pas observabilité exacte (toujours dans le cas
conservatif avec opérateur d’observation borné). En effet, les observateurs direct et rétro-
grade sont toujours bien définis dans ce cas, et il est naturel de se demander ce que reconstruit
l’algorithme itératif s’il converge. Nous nous sommes intéressés dans la dernière Section à la
reconstruction de données initiales pour les équations des ondes en domaine non borné.
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CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

4.1 Perturbations

Jusqu’à présent, nous avons toujours considéré des systèmes conservatifs, bien que l’al-
gorithme de reconstruction de données initiales ne se limite pas à ce type de système. La
principale difficulté dans le cas général concerne la construction des opérateurs H+ et H−.
En effet, même lorsque l’on sait qu’ils existent, ils peuvent s’avérer difficile à calculer.

Supposons par exemple que (A,C) et (A+P,C) soient exactement observables, avec A un
opérateur anti-adjoint, C ∈ L(X, Y ) un opérateur d’observation borné et P une perturbation
linéaire bornée. On sait, par hypothèse d’observabilité exacte, que (A+ P,C) est estimable
et estimable dans le sens rétrograde par la Proposition 0.2.1. On peut même obtenir des
opérateurs H+ explicites en utilisant un résultat de Slemrod [80] (rappelé sous sa forme gé-
néralisée dans le Théorème 0.1.17). Cependant, le calcul effectif de ces opérateurs nécessitent
l’inversion d’une modification du Grammien d’observabilité (voir Remarque 0.1.3), ce qui
est numériquement très coûteux, voire plus coûteux que l’inversion directe de l’opérateur
état–sortie Ψτ dans l’égalité y = Ψτz0. Il est donc peu envisageable d’utiliser ces opéra-
teurs en combinaison avec les résultats connus de robustesse d’observabilité exacte (voir par
exemple Tucsnak et Weiss [88], Cîndea et Tucsnak [26, 27] ou encore Baroun et Jacob [9]
dans le cas semi-linéaire). Dans notre exemple, (A,C) est estimable par (A−C∗C,−C∗) et
estimable dans le sens rétrograde par (−A−C∗C,−C∗) (par le Théorème de Liu 0.1.16). Il
est alors naturel de se demander si l’on peut encore utiliser H+ = −C∗ après perturbation.
Autrement dit, le couple (A + P,C) est-il estimable par (A + P − C∗C,−C∗) et estimable
dans le sens rétrograde par (−A− P − C∗C,−C∗) ?

Plus généralement, on s’intéresse à la question suivante : si (A,C) est estimable par
(A+, H+), et estimable dans le sens rétrograde par (A−, H−), a-t-on (A+ P,C) es-
timable par (A+ +P,H+), et estimable dans le sens rétrograde par (A−−P,H−) ?

Par la Proposition 0.2.2, une réponse affirmative à la précédente question entraîne un ré-
sultat sur la robustesse de l’observabilité exacte par rapport aux perturbations. Le problème
que l’on considère ici est donc le suivant. Soient X un espace de Hilbert et A : D(A)→ X

le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X, et un opérateur d’observation C ∈ L(X1, Y ),
où Y est un autre espace de Hilbert. On suppose que (A,C) est estimable par (A+, H+)

et estimable dans le sens rétrograde par (A−, H−). Soit P : D(A) → X un opérateur de
perturbation, on considère alors l’équation différentielle (que l’on suppose bien posée){

ż(t) = (A+ P ) z(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A).
(4.1.1)

Nous observons ce système au travers de l’opérateur C sur un intervalle de temps [0, τ ], i.e.
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4.1. PERTURBATIONS

on dispose de la mesure
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ]. (4.1.2)

On cherche alors à reconstruire z0 à partir de la connaissance de y, en utilisant la méthode
par observateurs itératifs. Nous allons voir dans la suite qu’il s’agit d’un problème très dif-
ficile, auquel nous n’avons apporté que quelques résultats partiels.

Nous avons pu montrer que l’algorithme est stable vis à vis des “petites” perturbations
linéaires, bien que les observateurs utilisés soient alors difficilement constructibles en pra-
tique, soit parce que les opérateurs H+ et H− ne sont pas aisément calculables (Proposition
4.1.3 et Théorème 4.1.5), soit parce que le gain est difficilement optimisable (Proposition
4.1.6). Nous testons numériquement la reconstruction des données initiales d’une équation
de Schrödinger avec potentiel.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas des perturbations localement lipschitziennes,
et avons construit un observateur direct sous certaines hypothèses (voir le Théorème 4.1.8).
Nous donnons quelques simulations sur l’équation de Klein-Gordon dissipative. Nous ne
sommes cependant pas parvenus à construire d’observateur rétrograde et n’avons donc pas
pu généraliser l’algorithme aux systèmes non-linéairement perturbés.

Dans la Section 4.2, nous étudions le comportement de l’algorithme itératif dans le cas
où A est anti-adjoint, C est borné, H+ = H− = −γC∗, avec γ > 0, lorsque (A,C) n’est pas
exactement observable. Notre principal résultat (Théorème 4.2.3) affirme que l’algorithme
converge vers la “partie observable” de la donnée initiale.

Enfin, nous concluons par une application des résultats de la Section 4.2 à la tomographie
thermo-acoustique en dimension un et trois (Théorèmes 4.3.2 et 4.3.3).

4.1.1 Perturbations linéaires

Dans cette Section, nous supposons que A est le générateur d’un C0-groupe T, et que
C ∈ L(X, Y ). En particulier, l’estimabilité et l’estimabilité rétrograde sont équivalentes à
l’observabilité exacte (Proposition 0.2.3).

On se propose de montrer la Proposition 4.1.3 pour commencer. On y affirme que si
P ∈ L(X) est de norme suffisamment petite, alors les opérateurs H± donnés par Slemrod
[80] (Proposition 4.1.1 suivante) permettent encore d’estimer (A,C) dans les sens direct et
rétrograde. Autrement dit, il n’est pas nécessaire de calculer les nouveaux H±P correspondant
au système perturbé, ce qui nécessiterait également de montrer que (A + P,C) est encore
exactement observable, alors que notre résultat l’impliquera par la Proposition 0.2.3.

Proposition 4.1.1. Slemrod [80, Théorème 2.1]
Soient A le générateur d’un C0-groupe T sur l’espace de Hilbert X, et C ∈ L(X, Y ) un
opérateur d’observation borné, où Y est un autre espace de Hilbert. Supposons que (A,C)
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soit exactement observable en temps τ > 0.

Alors (A,C) est estimable avec un taux de décroissance exponentielle préfixé.

Plus précisément, pour tout ω > 0

• L’opérateur Λω défini par

Λωz =

∫ τ

0

e−2ωsT∗−sC∗CT−szds, ∀ z ∈ X, (4.1.3)

est symétrique défini positif.
• L’opérateur A+ = A−Λ−1

τ C∗C est le générateur d’un C0-groupe T+ exponentiellement
stable et il existe une constante Mω ≥ 1 telle que

‖T+
t z‖ ≤Mωe

−ωt‖z‖, ∀ t ≥ 0.

Démonstration. Il est clair que Λω est borné et auto-adjoint défini positif. En effet, le ca-
ractère borné de Λω découle directement du caractère borné de C, et puisque (A,C) est
exactement observable, il en va de même pour (−A,C) (le calcul est fait dans la démons-
tration de la Proposition 0.2.1). En particulier, il existe une constante kτ > 0 telle que

〈Λωz, z〉 =

∫ τ

0

e−2ωs‖CT−sz‖2ds ≥ kτ‖z‖2, ∀ z ∈ X,

et alors Λω est défini positif, et en particulier inversible.

On définit maintenant A+
ω = A + Hω + ωI, où Hω = −Λ−1

ω C∗ ∈ L(X, Y ). A étant le
générateur d’un groupe, et Hω+ωI étant borné, A+

ω est encore le générateur d’un C0-groupe
T̃+
t (il suffit de se rappeler qu’un opérateur A est le générateur d’un groupe si et seulement

si son spectre est compris dans une bande verticale du plan complexe).

On a alors pour tout z ∈ D(A)

d

dt

〈
ΛωT̃+

t z, T̃+
t z
〉

= 2
〈

ΛωAT̃+
t z, T̃+

t z
〉

+ 2ω
〈

ΛωT̃+
t z, T̃+

t z
〉
− 2‖CT̃+

t z‖2,

= 2

∫ τ

0

e−2ωsRe
〈
CT−sAT̃+

t z, CT−sT̃+
t z
〉
ds

+2ω
〈

ΛωT̃+
t z, T̃+

t z
〉
− 2‖CT̃+

t z‖2,

= −2

∫ τ

0

e−2ωsRe
〈
d

ds
CT−sT̃+

t z, CT−sT̃+
t z

〉
ds

+2ω
〈

ΛωT̃+
t z, T̃+

t z
〉
− 2‖CT̃+

t z‖2,

= −
∫ τ

0

d

ds

(
e−2ωs‖CT−sT̃+

t z‖2
)
ds− 2‖CT̃+

t z‖2,

= −‖e−ωτCT−τ T̃+
t z‖2 − ‖CT̃+

t z‖2,

≤ 0.
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En d’autres termes, par densité de D(A) dans X,
∥∥∥Λ

1
2
ω T̃+

t z
∥∥∥2

est décroissante en t pour
tout z ∈ X. Puisque Λω est borné inférieurement, il existe une constante Mω > 0 telle que
‖T̃+

t ‖ ≤Mω pour tout t ≥ 0. Enfin, A+ = A+HλC = A+
ω − ωI engendre un C0-groupe T+

tel que ‖T+
t ‖ = ‖e−ωtT̃+

t ‖ ≤Mωe
−ωt pour tout t ≥ 0. �

Choix de τ pour la convergence de l’algorithme ?

Bien que la stabilisation proposée par Slemrod soit difficilement calculable du fait de la
nécessité d’inverser la modification du Grammien d’observabilité (4.1.3), et donc exploitable
en pratique, nous montrons un résultat intéressant en soi. Les calculs développés pour ce
résultat nous servirons par la suite dans la démonstration de la Proposition 4.1.3 sur la
robustesse de l’algorithme itératif vis à vis des petites perturbations linéaires.

Dans le cas où A est anti-adjoint et C ∈ L(X, Y ) tels que (A,C) soit exactement ob-
servable en temps τ > 0, Ito, Ramdani et Tucsnak [48] ont montré (voir Proposition 0.2.4)
que ‖T+

τ ‖L(X) < 1 quand on prend H+ = −γC∗ pour tout γ > 0. On montre dans ce para-
graphe que la stabilisation proposée par Slemrod a la même propriété, pourvu que le taux
de décroissance exponentielle choisi soit suffisamment grand.

Proposition 4.1.2. Soit A le générateur d’un C0-groupe T sur l’espace de Hilbert X, et C ∈
L(X, Y ) un opérateur d’observation borné, où Y est un autre espace de Hilbert. Supposons
que (A,C) soit exactement observable en temps τ > 0, de constante kτ > 0.
On définit Λω par (4.1.3) et Λ̃ω par (4.1.3) avec −A en lieu et place de A.

On suppose que

ω ≥ ‖C‖
2

2kτ
max

{
‖Tτ‖2

L(X)M
−,M+

}
.

où M± = sup
s∈[0,τ ]

‖T±s‖2
L(X).

Alors (A,C) est
• estimable par (A− Λ−1

ω C∗C,−Λ−1
ω C∗),

• estimable dans le sens rétrograde par (−A− Λ̃−1
ω C∗C,−Λ̃−1

ω C∗).
Notons T+ et T− les deux C0-groupes engendrés par A− Λ−1

ω C∗C et −A− Λ̃−1
ω C∗C respec-

tivement. On a
1 > ‖T+

τ ‖L(X) −→
ω→+∞

0, 1 > ‖T−τ ‖L(X) −→
ω→+∞

0.

Démonstration. À partir de∫ τ

0

‖CT−sz‖2ds =

∫ τ

0

‖CTσT−τz‖2dσ, ∀ z ∈ X,

on obtient facilement que (−A,C) est exactement observable en temps τ > 0 de constante

κτ =
kτ

‖Tτ‖2
L(X)

.
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D’après la Proposition 4.1.1, A−Λ−1
ω C∗C est le générateur d’un C0-groupe T+ exponen-

tiellement stable. En regardant de plus près la démonstration de cette Proposition, on voit
que ∥∥∥Λ

1
2
ωT+

t z
∥∥∥2

≤ e−2ωt
∥∥∥Λ

1
2
ωz
∥∥∥2

, ∀ z ∈ X.

D’où, d’après la définition de Λω,

κτe
−2ωτ‖T+

t z‖2 ≤M−‖C‖2 1− e−2ωτ

2ω
e−2ωt‖z‖2, ∀ z ∈ X. (4.1.4)

En effet, on a d’une part ∥∥∥Λ
1
2
ωz
∥∥∥2

=

∫ τ

0

e−2ωs‖CT−sz‖2ds,

≥ e−2ωτ

∫ τ

0

‖CT−sz‖2ds,

≥ e−2ωτkτ‖z‖2.

et d’autre part ∥∥∥Λ
1
2
ωz
∥∥∥2

=

∫ τ

0

e−2ωs‖CT−sz‖2ds,

≤ ‖C‖2M−
∫ τ

0

e−2ωsds‖z‖2,

≤ ‖C‖2M−1− e−2ωτ

2ω
‖z‖2.

On peut réécrire (4.1.4) sous la forme

‖T+
t z‖2 ≤ (e2ωτ − 1)M−‖C‖2

2ωκτ
e−2ωt‖z‖2, ∀ z ∈ X.

Posons K =
M−‖C‖2

2κτ
, on a alors

‖T+
t z‖2 ≤ K

e2ωτ − 1

ω
e−2ωt‖z‖2, ∀ z ∈ X. (4.1.5)

En prenant t = τ , on obtient

‖T+
τ z‖2 ≤ K

1− e−2ωτ

ω
‖z‖2, ∀ z ∈ X,

et si ω ≥ K, K
1− e−2ωτ

ω
< 1.

Des arguments similaires pour (−A,C) permettent de montrer que −A− Λ̃−1
ω C∗C est le
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générateur d’un C0-groupe T− exponentiellement stable vérifiant

‖T−τ z‖2 ≤ K̃
1− e−2ωτ

ω
‖z‖2, ∀ z ∈ X,

où K̃ =
‖C‖2M+

2kτ
.

Il est clair qu’en faisant tendre ω vers l’infini, on obtient le résultat annoncé. �

Robustesse de l’observabilité exacte

Rappelons que si A est le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X vérifiant ‖Tt‖L(X) ≤
Meωt, on sait (voir le Théorème 0.1.20) que pour toute perturbation bornée P ∈ L(X),
A+ P est encore le générateur d’un C0-semi-groupe TP tel que

‖TPt z‖ ≤Me(ω+M‖P‖L(X))t‖z‖, ∀ z ∈ X.

On peut combiner l’inégalité (4.1.5) obtenue dans la preuve de la Proposition 4.1.2 avec
ce résultat sur les perturbations pour en déduire la Proposition suivante.

Proposition 4.1.3. Soit A le générateur d’un C0-groupe T sur l’espace de Hilbert X, C ∈
L(X, Y ) un opérateur d’observation borné, où Y est un autre espace de Hilbert et P ∈ L(X)

une perturbation bornée. Supposons que (A,C) soit exactement observable en temps τ > 0,
de constante kτ > 0, et notons

M± = sup
s∈[0,τ ]

‖T±s‖2
L(X), K =

M−‖C‖2‖Tτ‖2
L(X)

2kτ
, K̃ =

M+‖C‖2

2kτ
.

Si

‖P‖L(X) ≤
(

3

eτ

) 3
2 kτ

2‖C‖2
min

{
1

M−‖Tτ‖2
L(X)

,
1

M+

}
,

alors (A+ P,C) est

• estimable par (A+ P − Λ−1
ω C∗C,−Λ−1

ω C∗),
• estimable dans le sens rétrograde par (−A− P − Λ̃−1

ω C∗C,−Λ̃−1
ω C∗).

En particulier, (A+ P,C) est encore exactement observable.

Démonstration. Dans la démonstration de la Proposition 4.1.2, nous avons établi l’inégalité
(4.1.5), i.e.

‖T+
t z‖2 ≤ K

e2ωτ − 1

ω
e−2ωt‖z‖2, ∀ z ∈ X.

129



CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

On pose dans la suite

M2
α =

e2αKτ − 1

α
, M̃2

β =
e2βK̃τ − 1

β
,

pour α, β > 0. Alors en notant α =
ω

K
> 0, on a

‖T+
t z‖ ≤Mαe

−αKt‖z‖, ∀ z ∈ X,

et donc A+ P − Λ−1
τ C∗C est le générateur d’un C0-groupe TP+ vérifiant

‖TP+
t z‖ ≤Mαe

(−αK+Mα‖P‖L(X))t‖z‖, ∀ z ∈ X.

De la même façon, en notant β =
ω

K̃
> 0, A+P − Λ̃−1

τ C∗C est le générateur d’un C0-groupe

TP− vérifiant
‖TP−t z‖ ≤ M̃βe

(−βK̃+M̃β‖P‖L(X))t‖z‖, ∀ z ∈ X.

Les C0-groupes TP+ et TP− seront exponentiellement stables s’il existe deux réels α et
β strictement positifs tels que

‖P‖L(X) <
αK

Mα

, ‖P‖L(X) <
βK̃

M̃β

.

PuisqueM2
α <

e2αKτ

α
et M̃2

β <
e2βK̃τ

β
, on peut calculer les valeurs maximales de

√
ααKe−αKτ

et
√
ββK̃e−βK̃τ . Comme P doit vérifier les deux inégalités, il doit vérifier le minimum,

correspondant à l’hypothèse donnée dans l’énoncé.
Le fait que (A+P,C) soit encore exactement observable provient alors de la Proposition

0.2.2. �

On montre maintenant un résultat plus abstrait de robustesse de l’estimabilité d’un
couple (A,C). On utilisera ensuite une méthode similaire pour le cas particulier des systèmes
conservatifs avec opérateur d’observation borné et perturbation bornée suffisamment petite
(en norme). Encore une fois, l’intérêt est d’avoir explicitement les opérateurs H+ et H− pour
l’application de l’algorithme itératif de reconstruction, i.e. ceux donnés par le Théorème
0.1.16 (de Liu) : H+ = H− = −γC∗ pour γ > 0.

Proposition 4.1.4. Soit (A,C) un couple estimable par le couple (A+, H+) (on note T+ le
C0-semi-groupe exponentiellement stable engendré par A+) et soit P = EF un opérateur de
perturbation linéaire vérifiant

1. F ∈ L(D(A+), Y ) est un opérateur d’observation admissible en temps infini pour
T+. En particulier (voir Théorème 0.1.14), pour tout ω0(T+) < α < 0 il existe une
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constante Mα > 0 telle que

‖F (sI − A+)−1‖ ≤ Mα√
Re s− α

, ∀ s ∈ Cα. (4.1.6)

2. E ∈ L(Y,X) est tel que

‖E‖ <
√
−α
Mα

.

Alors (A+ P,C) est estimable par (A+ + P,H+).

Démonstration. Par le Théorème 0.1.21, A+ + P est encore le générateur d’un C0-semi-
groupe TP+.

Pour tout s ∈ ρ(A+ + P ) ∩ ρ(A+), il est facile de vérifier que

(sI − A+ − P )−1 − (sI − A+)−1 = (sI − A+ − P )−1P (sI − A+)−1,

et donc
(sI − A+)−1 = (sI − A+ − P )−1(I − P (sI − A+)−1).

De ‖E‖ <
√
−α
Mα

, on déduit qu’il existe un ε > 0 tel que

‖P (sI − A+)−1‖ ≤ ‖E‖Mα√
Re s− α

< 1, ∀ s ∈ C−ε. (4.1.7)

En effet, il existe un ε > 0 tel que ‖E‖ =
√
−α−ε
Mα

, et donc

‖P (sI − A+)−1‖ ≤ ‖E‖Mα√
Re s− α

≤
√
−ε− α√
Re s− α

, ∀ s ∈ Cα,

d’où ce que nous avons annoncé, et (I − P (sI − A+)−1) est donc inversible. On a alors

(sI − A+ − P )−1 = (sI − A+)−1(I − P (sI − A+)−1)−1, ∀ s ∈ ρ(A+ + P ) ∩ ρ(A+),

et (sI−A+−P )−1 admet donc un prolongement analytique sur C−ε. De plus, par le Théorème
0.1.3 (de Hille-Yosida), il existe une constante Mε > 0 telle que

‖(sI − A+)−1‖ ≤ Mε

Re s+ ε
, ∀ s ∈ C−ε,

et puisque

‖(I − P (sI − A+)−1)−1‖ ≤ 1

1 + ‖P (sI − A+)−1‖
≤ 1, ∀ s ∈ C−ε,
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on obtient que

sup
Re s≥0

‖(sI − A+ − P )−1‖ ≤M =
Mε

ε
.

Donc, par le Théorème 0.1.4 (de Gearhart-Huang-Prüss), TP+ est exponentiellement stable.
Enfin, il est évident que

(A+ P )x = (A+ + P )x−HCx, ∀ x ∈ D(A),

par hypothèse d’estimabilité sur (A,C), d’où le résultat. �

Cette Proposition nous permet d’obtenir directement le Théorème suivant.

Théorème 4.1.5. Soient (A,C) un couple estimable par (A+, H+) et estimable dans le sens
rétrograde par (A−, H−) et P = EF un opérateur de perturbation linéaire vérifiant

1. F ∈ L(D(A+), Y ) ∩ L(D(A−), Y ) est un opérateur d’observation admissible en temps
infini pour A+ et A−. On note (α+,M+

α+) et (α−,M−
α−) les constantes correspondantes

à T+ et T− dans (4.1.6) respectivement.

2. E ∈ L(Y,X) est tel que

‖E‖ < min

{√
−α+

Mα+

,

√
−α−
Mα−

}
.

Alors (A + P,C) est estimable par (A+ + P,H+) et estimable dans le sens rétrograde par
(A− − P,H−). En particulier, (A+ P,C) est encore exactement observable.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 4.1.4 et de la Proposition
0.2.2. �

On obtient également, en suivant la même démonstration, la Proposition suivante, dans
le cas plus simple qui nous intéressait : A anti-adjoint et C borné, avec (A,C) exactement
observable, et P une perturbation bornée.

Proposition 4.1.6. Soient A anti-adjoint sur X, C ∈ L(X, Y ) tel que (A,C) soit exacte-
ment observable, et P ∈ L(X). Pour tout γ > 0, on note T+ le C0-semi-groupe exponentiel-
lement stable engendré par A− γC∗C.

Si ‖P‖L(X) < −ω0(T+), alors (A+ P,C) est
• estimable par (A+ P − γC∗C,−γC∗),
• estimable dans le sens rétrograde par (−A− P − γC∗C,−γC∗).

En particulier, (A+ P,C) est encore exactement observable.

Démonstration. Notons A+ = A − γC∗C et A− = −A − γC∗C et T+ et T− les C0-semi-
groupes exeponentiellement stables (par le Théorème de Liu 0.1.16) qu’ils engendrent res-
pectivement. De (A+)∗ = A−, on déduit que (T+)

∗
= T−, et donc ω0(T+) = ω0(T−). Il est
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clair que A+ et A− sont m-dissipatif, et en particulier, par la Proposition 3.1.9 de [88] et
l’égalité ω0(T+) = ω0(T−), on a pour tout α ∈ (ω0(T+), 0)

‖(sI − A±)‖ ≤ 1

Re s− α
, ∀ s ∈ Cα.

Comme ‖P‖ < −ω0(T+), il existe un α ∈ (ω0(T+), 0) et un ε > 0 tels que ‖P‖ = −α− ε et

‖P (sI − A±)‖ ≤ ‖P‖
Re s− α

=
−α− ε
Re s− α

, ∀ z ∈ Cα,

et donc
‖P (sI − A±)‖ < 1, ∀ s ∈ C−ε.

Alors l’inégalité stricte (4.1.7) est encore vérifiée. Le reste de la démonstration de la Propo-
sition 4.1.4 reste encore valide et on obtient donc que (A,C) est estimable et estimable dans
le sens rétrograde par (A+ + P,−γC∗) et (A− − P,−γC∗) respectivement. Le Proposition
0.2.2 permet de conclure que (A+ P,C) est encore exactement observable. �

Remarque 4.1.1. Remarquons que le Théorème 4.1.5 nous permet d’améliorer sensible-
ment ce que l’on obtient de l’estimation (Théorème 0.1.20) sur le semi-groupe perturbé TP

engendré par A+ P − γC∗C

‖TPt ‖ ≤Mωe
(−ω+Mω‖P‖L(X))t,

c’est-à-dire ‖P‖L(X) <
−ω0(T+)

Mω

, en se rappelant que Mω ≥ 1 en général.

Une équation de Schrödinger avec potentiel

On considère dans cet exemple l’équation de Schrödinger avec un potentiel indépendant
du temps V (x) ∈ L2(Ω), avec condition au bord de Dirichlet homogène, sur un domaine
Ω ⊂ Rd, d ∈ N∗.

∂

∂t
z(x, t) = −i

n∑
k=1

∂2

∂x2
k

z(x, t) + V (x)z(x, t), ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0,

z(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

z(x, 0) = z0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Nous reprenons les simulations faites au Chapite 1, c’est-à-dire avec Ω = [0, 1] et observation
interne de l’état sur l’intervalle [0, 1

10
]. La donnée initiale z0 à reconstruire est

z0(x) = 100 cos(5πx) sin(πx) exp{−50(x− 0, 325)2}

+ 30i cos(7πx) sin
(π

2
x
)

exp{−50(x− 0, 75)2}, ∀ x ∈ [0, 1].

133



CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

Rappelons que le système non perturbé est exactement observable en tout temps τ > 0. La
Proposition 4.1.6 nous assure alors que le système est encore exactement observable lorsqu’on
ajoute un potentiel suffisamment petit. Remarquons toutefois que nous n’avons aucune
information sur le temps τ > 0 conduisant à l’observabilité exacte du système perturbé.
Nous choisissons dans nos simulations τ = 0, 2. On ajoute le potentiel arbitrairement choisi

V (x) = M
(
x2 sin(πx) + i(x(x− 1) cos(2πx)

)
, ∀ x ∈ [0, 1],

où le paramètre M > 0 est l’amplitude qui nous permettra de modifier la norme de la
perturbation. On commence avec M = 25, et on obtient

Figure 4.1 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 25.

On peut apprécier sur la Figure 4.1 le peu de différences entre données exactes et
données reconstruites.

On voit sur la Figure 4.2 que la décroissance exponentielle de l’erreur a bien lieu, comme
l’assurait la Proposition 4.1.6. On teste ensuite la même reconstruction avec M = 90, on
s’attend bien entendu à perdre en qualité de reconstruction. En effet, on s’aperçoit sur les
Figure 4.3 et Figure 4.4 que la reconstruction commence à se révéler difficile.

Augmenter encore un peuM fait perdre complétement la convergence de l’algorithme de
reconstruction, comme on peut le voir sur les Figure 4.5 et Figure 4.6, avec M = 100. On
pourrait penser qu’il s’agit du fait que le temps d’observation est trop faible dans ce dernier
cas. En effet, comme nous l’avons déjà évoquer, si la Proposition 4.1.6 permet d’obtenir
l’observabilité exacte du système perturbé (sous réserve que la perturbation soit suffisam-
ment petite), elle ne dit rien sur le temps d’observation. Malheureusement, les tests que nous
avons effectués en augmentant le temps d’observation n’ont montré aucune amélioration.

Nous avons donc cherché à voir si le gain γ pouvait améliorer ce résultat, i.e. peut-on
retrouver la convergence en l’augmentant ? Il se trouve que c’est le cas, jusqu’à un certain
point. On peut comprendre cela comme l’optimisation du taux de décroissance exponentielle
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Figure 4.2 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 25.

Figure 4.3 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 90.

du C0-semi-groupe engendré par A − γC∗C en fonction de γ, qui permet de prendre en
compte de plus grandes perturbations d’après la Proposition 4.1.6. Par exemple, si dans
l’exemple précédent on prend γ = 1000000, on obtient de nouveau une courbe d’erreur
ayant le bon profil sur la Figure 4.8, et les reconstructions des parties réelles et imaginaires
sont alors plus satisfaisantes, comme on le voit sur la Figure 4.7. Cependant, il faudra une
discrétisation beaucoup plus fine pour obtenir une qualité de reconstruction acceptable, et
bien choisir le nombre d’itérations (on voit déjà la reconstruction de la partie imaginaire se
détériorer sur la Figure 4.8).
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Figure 4.4 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 90.

Figure 4.5 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 100.
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Figure 4.6 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel, avec τ = 0, 2, γ = 500, sans bruit et M = 100.

Figure 4.7 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 1000000, sans bruit et M = 100.

137



CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

Figure 4.8 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel, avec τ = 0, 2, γ = 1000000, sans bruit et M = 100.
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Jusqu’à présent, le potentiel choisi était totalement arbitraire. On regarde pour conclure
cette partie la reconstruction dans le cas de potentiels classiques, autrement dit de la forme
Mx2 et −Mx2, M > 0, qualifiés respectivement de répulsif et attractif.

Figure 4.9 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel répulsif, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 250, sans bruit et M = 50.

Figure 4.10 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel répulsif, avec τ = 0, 2, γ = 250, sans bruit et M = 50.

Comme on le voit sur les Figure 4.9, Figure 4.10, Figure 4.11 et Figure 4.12, la
qualité des reconstructions n’est que peu modifiée, que le potentiel soit répulsif ou attractif.
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Figure 4.11 – Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de l’équation de Schrödinger
avec potentiel attractif, après 15 itérations, avec τ = 0, 2, γ = 250, sans bruit et M = 50.

Figure 4.12 – Erreur de reconstruction de donnée initiale pour l’équation de Schrödinger
avec potentiel attractif, avec τ = 0, 2, γ = 250, sans bruit et M = 50.

4.1.2 Perturbations non linéaires

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire la donnée initiale d’un
système perturbé non-linéairement. On se heurte alors à plusieurs obstacles de taille.

1. Peut-on construire un observateur direct ? Dans l’affirmative, peut-on utiliser l’obser-
vateur du linéaire perturbé ?

2. Peut-on construire un observateur rétrograde ? Et si oui, peut-on aussi utiliser l’obser-
vateur du linéaire perturbé ?

3. Peut-on itérer le procédé, pour obtenir l’algorithme itératif ?

Nous donnons une réponse positive au premier point sous certaines conditions, pour
de petites données initiales. Nous n’avons cependant pas de réponse satisfaisante pour la
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construction d’un observateur rétrograde, et a fortiori, pour adapter l’algorithme de recons-
truction de données initiales. Le manque d’information sur l’état final et son estimation
constitue le principal obstacle à la construction de l’observateur rétrograde à l’aide des
résultats développés pour la construction de l’observateur direct.

La construction d’observateur pour un système non-linéaire est déjà une tâche difficile
en elle-même, même en dimension finie. On peut citer Ciccarella, Dalla Mora et Germani
[20] et Dalla Mora, Germani et Manes [28] pour la dimension finie, et Carmichael, Pritchard
et Quinn [17] et Couchouron et Ligarius [23] pour la dimension infinie.

Un résultat abstrait

Soient A le générateur d’un C0-semi-groupe T sur X un espace de Hilbert, B ∈ L(X) un
opérateur surjectif et N : X → X un opérateur non-linéaire localement lipschitzien. Pour
tout z0 ∈ D(A), on suppose que le système suivant est bien posé,{

ż(t) = Az(t) +BNz(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A).
(4.1.8)

On observe ce système au travers d’un opérateur d’observation C ∈ L(D(A), Y ), où Y est
un autre espace de Hilbert, conduisant à la mesure

y(t) = Cz(t), ∀ t ≥ 0. (4.1.9)

Notre objectif étant (dans un premier temps) de construire un observateur direct, remar-
quons que nous observons le système “en temps long” (i.e. pour tout t ≥ 0), et non sur un
intervalle fini.

On suppose que le couple (A,C) est estimable par (A+, H+) dans le sens direct. Pour
tout z+

0 ∈ D(A+), on définit l’observateur direct, que l’on suppose bien posé,{
ż+(t) = A+z(t) +BNz(t)−H+y(t), ∀ t ≥ 0,

z+(0) = z+
0 ∈ D(A+).

(4.1.10)

On suppose de plus qu’il existe deux constantes positives Mz0 et Mz0,z
+
0
telles que

‖z(t)‖ ≤Mz0 , ‖z+(t)‖ ≤Mz0,z
+
0
, ∀ t ≥ 0. (4.1.11)

En d’autres termes, on suppose que les trajectoires z(t) et z+(t) restent dans la boule de
rayon R = max

{
Mz0 ,Mz0,z

+
0

}
. On note ` la constante de Lipschitz de l’opérateur N sur

cette boule, i.e.

‖Nz1 −Nz2‖ ≤ `‖z1 − z2‖, ∀ z1, z2 ∈ B(0, R).
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On note e(t) = z+(t)− z(t) l’erreur entre le système initial et l’observateur. Alors e est
solution de {

ė(t) = A+e(t) +B (Nz+(t)−Nz(t)) , ∀ t ≥ 0,

e(0) = z+
0 − z0.

On se propose de montrer dans la Proposition suivante que cette erreur tend exponentielle-
ment vers 0 si une inégalité de type Riccati est vérifiée. Il s’agit d’une adaptation au cas de
la dimension infinie d’un résultat de Dalla Mora, Germani et Manes [28].

Proposition 4.1.7. Soient z0 ∈ D(A) et z+
0 ∈ D(A+). On suppose que (A,C) est estimable

par (A+, H+) et on définit z et z+ par (4.1.8) et (4.1.10) respectivement. On suppose de
plus que (4.1.11) est vérifiée et on note ` la constante de Lipschitz correspondante.

S’il existe un opérateur auto-adjoint défini positif Π ∈ L(X) et une constante α > 0 tels
que

A+Π + Π(A+)∗ +BB∗ + 2αΠ + `2Π2 ≤ 0, (4.1.12)

alors il existe une constante M > 0 telle que

‖e(t)‖ ≤Me−αt‖e(0)‖, ∀ t ≥ 0.

Démonstration. L’idée consiste à construire une fonctionnelle de Lyapunov [18, Chapitre 9]
adaptée. Soit v(t) = 〈Π−1e(t), e(t)〉, on a

v̇(t) =
〈(

Π−1A+ + (A+)∗Π−1
)
e(t), e(t)

〉
+
〈
B∗Π−1e(t), Nz+(t)−Nz(t)

〉
+
〈
Nz+(t)−Nz(t), B∗Π−1e(t)

〉
.

En utilisant l’inégalité 〈a, b〉+ 〈b, a〉 ≤ ‖a‖2 + ‖b‖2, on obtient

v̇(t) ≤
〈(

Π−1A+ + (A+)∗Π−1
)
e(t), e(t)

〉
+
〈
Π−1BB∗Π−1e(t), e(t)

〉
+ ‖Nz+(t)−Nz(t)‖2.

Puisque N est localement lipschitzien, de constante ` sur la boule B(0, R), on déduit de
l’hypothèse (4.1.11) que pour tout t ≥ 0

v̇(t) ≤
〈(

Π−1A+ + (A+)∗Π−1
)
e(t), e(t)

〉
+
〈
Π−1BB∗Π−1e(t), e(t)

〉
+ `2‖e(t)‖2,

ou autrement dit

v̇(t) ≤
〈(

Π−1A+ + (A+)∗Π−1 + Π−1BB∗Π−1 + `2I
)
e(t), e(t)

〉
.

On obtient alors facilement

v̇(t) ≤
〈(
A+Π + Π(A+)∗ +BB∗ + `2Π2

)
Π−1e(t),Π−1e(t)

〉
.
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Or par l’inégalité de Riccati (4.1.12), cette inégalité devient

v̇(t) ≤ −2αv(t).

Le Lemme de Gronwall permet de conclure que

v(t) ≤ e−2αtv(0).

Enfin, Π > 0 implique que Π−
1
2 > 0, et donc l’existence d’une constante M > 0 telle que

‖e(t)‖ ≤Me−αt‖e(0)‖, ∀ t ≥ 0,

par définition même de v(t). �

On utilise cette Proposition pour obtenir le Théorème suivant.

Théorème 4.1.8. Soient z0 ∈ D(A) et z+
0 ∈ D(A+). On suppose que (A,C) est estimable

par (A+, H+), on note T+ le C0-semi-groupe exponentiellement stable engendré par A+ et
on définit z et z+ par (4.1.8) et (4.1.10) respectivement. On suppose de plus que T+ est
un C0-groupe et qu’il existe une boule B(0, R) telle que (4.1.11) soit vérifiée et telle que la
constante de Lipschitz ` > 0 de N vérifie

` <
ω

Mω‖B‖
√

2
, (4.1.13)

où ω et Mω sont les constantes apparaissant dans

‖T+
t z‖ ≤Mωe

−ωt‖z‖, ∀ z ∈ X, t ≥ 0.

Alors il existe une constante M > 0 telle que

‖z+(t)− z(t)‖ ≤Me−αt‖z+
0 − z0‖, ∀ t ≥ 0,

où α =
ω2 − 2`2M2

ω‖B‖2

2ω
> 0.

Remarque 4.1.2. Remarquons que la vérification de (4.1.13) implique plus de connaissance
sur Mω que sa simple existence.

Remarque 4.1.3. Remarquons que dans le cas où BN = P ∈ L(X), le Théorème 4.1.8
est moins performant (d’un facteur 1√

2
) que ce que permet d’obtenir l’estimation (Théorème

0.1.20) sur le semi-groupe perturbé TP engendré par A+ + P

‖TPt ‖ ≤Mωe
(−ω+Mω‖P‖L(X))t,
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c’est-à-dire ‖P‖L(X) <
−ω0(T+)

Mω

.

Démonstration du Théorème 4.1.8. Soit β ∈ (0, ω), le C0-semi-groupe Tβt = eβtT+
t , engen-

dré par A+ + βI, est encore exponentiellement stable. B∗ étant borné, c’est un opérateur
d’observation admissible en temps infini pour

(
Tβ
)∗ (par stabilité exponentielle). D’après

Tucsnak et Weiss [88, Théorème 5.1.1], il existe un opérateur auto-adjoint Π ∈ L(X) tel que

(
A+ + βI

)
Π + Π

(
A+ + βI

)∗
+BB∗ = 0.

Autrement dit
A+Π + Π

(
A+
)∗

+BB∗ + 2βΠ = 0. (4.1.14)

On commence par montrer que Π est défini positif. De manière équivalente, cela revient
à montrer que (A+ + βI,B) est exactement contrôlable (puisque l’on a Π = Ψ∗BΨB par [88,
Théorème 5.1.1] où (ΨBz) (t) = B∗

(
Tβ
)∗
t
z). Autrement dit, il faut montrer qu’il existe un

τ > 0 tel qu’il existe une constante kτ > 0 telle que

‖ΨBz‖2 ≥
∫ τ

0

‖B∗
(
Tβt
)∗
z‖2dt ≥ kτ‖z‖2, ∀ z ∈ X.

Par hypothèse, B est surjectif, donc B∗ est borné inférieurement (voir par exemple [88,
Proposition 12.1.3]), et donc il existe une constante m > 0 telle que∫ τ

0

∥∥∥B∗ (Tβt )∗ z∥∥∥2

dt ≥ m2

∫ τ

0

∥∥∥(Tβt )∗ z∥∥∥2

dt, ∀ z ∈ X.

Comme Tβt est une perturbation bornée d’un C0-groupe (par hypothèse), c’est encore un
C0-groupe, donc inversible à gauche. On en déduit que Π est défini positif.

Par ailleurs, on a

‖Π
1
2 z‖2 = 〈Πz, z〉 = ‖ΨBz‖2 =

∫ ∞
0

∥∥∥B∗ (Tβ)∗
t
z
∥∥∥2

dt ≤ M2
ω‖B‖2

2(ω − β)
‖z‖2, ∀ z ∈ X.

Posons K = Kβ,ω =
M2

ω‖B‖2

2(ω − β)
. On a

‖Π
1
2‖2 ≤ K,

et on obtient alors

〈
Π2z, z

〉
−K 〈Πz, z〉 = ‖Πz‖2 −K‖Π

1
2 z‖2 ≤ 0, ∀ z ∈ X.
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Finalement (4.1.14) devient

A+Π + Π(A+)∗ +BB∗ + 2αβΠ + `2Π2 ≤ 0,

où αβ = β−`2K. On peut alors appliquer la Proposition 4.1.7 si on trouve un réel β ∈ (0, ω)

tel que αβ > 0. Or

αβ > 0⇐⇒ β − `2M2
ω‖B‖2

2(ω − β)
> 0,

et comme β ∈ (0, ω), on a

αβ > 0⇐⇒ −2β2 + 2ωβ − (`Mω‖B‖)2 > 0.

Mais par l’hypothèse (4.1.13), on obtient que αβ > 0 si et seulement si

ω −
√
ω2 −

(√
2`Mω‖B‖

)2

2
< β <

ω +

√
ω2 −

(√
2`Mω‖B‖

)2

2
.

En prenant β =
ω

2
, le résultat suit en appliquant directement la Proposition 4.1.7. �

Une équation des ondes semi-linéaire

Pour illustrer le résultat démontré dans le Théorème 4.1.8, nous nous intéressons à une
équation de Klein-Gordon semi-linéaire avec dissipation, en une dimension d’espace,

∂2

∂t2
w(x, t)− ∂2

∂x2
w(x, t) + d

∂

∂t
w(x, t) + w3(x, t) = 0, ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

w(0, t) = w(1, t) = 0, ∀ t ≥ 0,

w(x, 0) = w0(x) ∈ H1
0 (0, 1),

∂

∂t
w(x, 0) = w1(x) ∈ L2(0, 1),

(4.1.15)
où d > 0 est un coefficient de dissipation. On observe ce système (4.1.15) de la façon suivante

y(x, t) = χ
∂

∂t
w(x, t), ∀ t ≥ 0, (4.1.16)

où χ est la fonction caractéristique d’un sous-intervalle de mesure non nulle de [0, 1].

On se propose d’illustrer le Théorème 4.1.8 en montrant que le système suivant est un
observateur direct du système (4.1.15), si les données initiales sont suffisamment petites. On
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note comme avant γ > 0 le gain de l’observateur, défini par

∂2

∂t2
w+(x, t)− ∂2

∂x2
w+(x, t) + (d+ γχ(x))

∂

∂t
w+(x, t)

+(w+)3(x, t) = γy(x, t), ∀x ∈ [0, 1], t ≥ 0

w+(0, t) = w(1, t) = 0, ∀t ≥ 0,

w+(x, 0) = w+
0 (x) ∈ H1

0 (0, 1),
∂

∂t
w+(x, 0) = w+

1 (x) ∈ L2(0, 1),

(4.1.17)

Remarque 4.1.4. Le lecteur pourrait se demander pourquoi nous avons considéré des
systèmes dissipatifs. Nous verrons que nous en avons besoin pour garantir la condition
(4.1.11) nécessaire dans notre construction d’un observateur direct.

Posons

X = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1), A =

(
0 I

∆ 0

)
, D(A+) = (H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1))×H1
0 (0, 1),

Y = L2(0, 1), C =
(

0 χ
)
, A+ = A− γC∗C, D =

(
0 0

0 dI

)
,

z =

 w
∂

∂t
w

 , z+ =

 w+

∂

∂t
w+

 , B = I, N

(
φ

ψ

)
=

(
0

−φ3

)
.

On montre facilement que A est le générateur d’un C0-groupe unitaire S, C ∈ L(X, Y ), et
(4.1.15) se réécrit {

ż(t) = (A−D)z(t) +BNz(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ D(A).
(4.1.18)

D’autre part, (4.1.17) se réécrit{
ż+(t) = (A+ −D)z+(t) +BNz+(t), ∀ t ≥ 0,

z+(0) = z+
0 ∈ D(A).

(4.1.19)

La condition d’optique géométrique (voir Bardos, Lebeau et Rauch [8]) implique que (A,C)

est exactement observable en tout temps τ ≥ 2. Ainsi, le Théorème de Liu 0.1.16 nous dit
que A+ est le générateur d’un C0-groupe T exponentiellement stable, pour tout γ > 0. Par
ailleurs, rappelons le résultat suivant.

Théorème 4.1.9 (Théorème 3.5 [58]). Soit A est le générateur d’un C0-semi-groupe expo-
nentiellement stable sur un espace de Hilbert X. Si P ∈ L(X) satisfait

1. Re 〈Pz, z〉 ≤ 0, pour tout z ∈ X,
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2. Re 〈Pzn, zn〉 → 0 =⇒ ‖Pzn‖ → 0, pour toute suite (zn)n∈N ⊂ X,

alors A+ P est encore le générateur d’un C0-semi-groupe exponentiellement stable.

On appliquant ce Théorème avec A = A+ et P = −D, l’opérateur A+ −D est encore le
générateur d’un C0-groupe T+ exponentiellement stable sur X.

Avant toute chose, il faut montrer que les systèmes (4.1.15) et (4.1.17) sont bien posés.

Proposition 4.1.10. Soit g ∈ L2
`oc((0,∞), L2(0, 1)), on considère le système suivant

∂2

∂t2
v(x, t)− ∂2

∂x2
v(x, t) + (d+ γχ(x))

∂

∂t
v(x, t) + v3(x, t) = g(x, t), ∀x ∈ [0, 1], t ≥ 0

v(0, t) = v(1, t) = 0, ∀t ≥ 0,

v(x, 0) = v0(x) ∈ H1
0 (0, 1), ∀x ∈ [0, 1],

∂

∂t
v(x, 0) = v1(x) ∈ L2(0, 1), ∀x ∈ [0, 1],

(4.1.20)
Alors pour tout d > 0, γ ≥ 0, il existe une unique solution globale v vérifiant

v ∈ C([0,∞), H1
0 (0, 1)) ∩ C1([0,∞), L2(0, 1)).

Démonstration. On décompose la démonstration en trois parties.
Étape I

Soient T > 0 et f ∈ L2((0, T ), L2(0, 1)), on montre dans un premier temps que le système

∂2

∂t2
v(x, t)− ∂2

∂x2
v(x, t) + (d+ γχ(x))

∂

∂t
v(x, t) + f(x, t) = g(x, t), ∀x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]

v(0, t) = v(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],

v(x, 0) = v0(x) ∈ H1
0 (0, 1), ∀x ∈ [0, 1],

∂

∂t
v(x, 0) = v1(x) ∈ L2(0, 1), ∀x ∈ [0, 1],

(4.1.21)

est bien posé. On pose V =

 v
∂

∂t
v

, V0 =

(
v0

v1

)
et F =

(
0

g − f

)
. Avec les notations qui

précèdent, on obtient {
V̇ (t) = (A+ −D)V (t) + F (t), t ∈ [0, T ],

V (0) = V0 ∈ D(A+ −D).
(4.1.22)

En prolongeant f par 0 pour t > T , on obtient f ∈ L2((0,∞), L2(0, 1)). Ainsi, F ∈
L1
`oc((0,∞), X) et en suivant la Section 1 du Chapitre 4 de [88], il existe alors une solu-

tion V à (4.1.22) vérifiant

V ∈ C([0, T ), X) ∩ L1
`oc([0, T ),D(A+ −D)), ∀ V0 ∈ D(A+ −D).
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Par injection de Sobolev, on a H1
0 (0, 1) ⊂ C([0, 1]) et on obtient que v ∈ C([0, T ]× [0, 1]) et

donc v3 ∈ C([0, T ]× [0, 1]).

Étape II
Notons S l’opérateur qui à f associe v3 où v est la solution de (4.1.21). D’après la première
étape, S est défini de L2((0, T ), L2(0, 1)) dans C([0, T ]× [0, 1]) ↪→ L2((0, T ), L2(0, 1)). Nous
allons montrer que pour tout K > 0, il existe un T > 0 tel que S soit une contraction stricte
sur

BT,K = {f ∈ L2((0, T ), L2(0, 1)) | ‖f‖L2(L2) < K}.

En multipliant (4.1.22) par V , on obtient pour tout t ∈ [0, T ]

1

2

d

dt
‖V (t)‖2 = −γ2‖CV (t)‖2 − ‖DV (t)‖2 + 〈F (t), V (t)〉

≤ 1

2
(‖F (t)‖2 + ‖V (t)‖2)− γ2‖CV (t)‖2 − ‖DV (t)‖2.

En multipliant l’inégalité par e−t, il vient

d

dt

(
‖V (t)‖2e−t

)
≤ ‖F (t)‖2e−t, ∀ t ∈ [0, T ].

En intégrant de 0 à t, cette inégalité devient

‖V (t)‖2 ≤ eT
(
‖F‖2

L2(H1×L2) + ‖V0‖2
)
, ∀ t ∈ [0, T ].

Et par définition de V , F et C

‖v(t)‖2
H1 ≤ eT

(
‖g − f‖2

L2(L2) + ‖v0‖2
H1 + ‖v1‖2

L2

)
, ∀ t ∈ [0, T ].

L’injection continue H1(0, 1) ↪→ C([0, 1]) implique l’existence d’une constante M > 0 telle
que

‖v‖2
∞ ≤MeT

(
‖g‖2

L2(L2) + ‖f‖2
L2(L2) + ‖v0‖2

H1 + ‖v1‖2
L2

)
, (4.1.23)

où ‖ · ‖∞ désigne la norme dans L∞. On a

‖S(f)‖2
L2(L2) = ‖v3‖2

L2(L2) =

∫ T

0

∫ 1

0

|v3(x, t)|2dxdt.

Mais par (4.1.23)

∫ T

0

∫ 1

0

|v3(x, t)|2dxdt ≤ TM3e3T

‖g‖2
L2(L2) + ‖f‖2

L2(L2)︸ ︷︷ ︸
≤K2

+‖v0‖2
H1 + ‖v1‖2

L2


3

.
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Donc pour T > 0 suffisamment petit

‖S(f)‖2
L2(L2) ≤ K2.

Autrement dit S(BT,K) ⊂ BT,K .

Soient f1 et f2 ∈ L2((0, T ), L2(0, 1)), on note respectivement v1 et v2 les solutions de
(4.1.21). Une démarche similaire permet d’obtenir

‖v1 − v2‖2
∞ ≤ TMeT‖f1 − f2‖2

L2(L2), (4.1.24)

Comme
‖v3

1 − v3
2‖2
∞ ≤ ‖v2

1 + v1v2 + v2
2‖2
∞‖v1 − v2‖2

∞,

en utilisant (4.1.23) et (4.1.24), on obtient

‖v3
1 − v3

2‖2
∞ ≤ 3M2e2T

(
‖g‖2

L2(L2) + ‖v0‖2
H1 + ‖v1‖2

L2 +K2
)
‖f1 − f2‖2

L2(L2),

Ainsi

‖S(f1)− S(f2)‖2
L2(L2) ≤ 3M2Te2T

(
‖g‖2

L2(L2) + ‖v0‖2
H1 + ‖v1‖2

L2 +K2
)
‖f1 − f2‖2

L2(L2).

Donc S est une contraction stricte de BT,K pour T > 0 suffisamment petit.

Étape III
Le Théorème du point fixe de Banach (voir par exemple [47]) implique l’existence d’une
solution locale v à (4.1.20) sur un intervalle de temps [0, Tmax) pour un certain Tmax > 0.
Cette solution vérifie

v ∈ C([0, Tmax), H1
0 (0, 1)) ∩ C1([0, Tmax), L2(0, 1)).

Une analyse de l’énergie (en multipliant (4.1.20) par
∂

∂t
v) nous donne

1

2

d

dt

{∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1

}
+ γ

∥∥∥∥χ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ d

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+
1

4

d

dt
‖v(t)‖4

L4 =

〈
g(t),

d

dt
v(t)

〉
, ∀ t ∈ [0, Tmax).

L’inégalité de Young

〈a, b〉 ≤ 1

2

(
ε‖a‖2

L2 +
1

ε
‖b‖2

L2

)
, ∀ ε > 0,
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nous donne après intégration de 0 à t

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1 ≤ ‖v1‖2

L2 + ‖v0‖2
H1 +

1

2
‖v0‖4

L4

− 1

2
‖v(t)‖4

L4 −
∫ t

0

2γ

∥∥∥∥χ ddsv(s)

∥∥∥∥2

L2

+ d

∥∥∥∥ ddsv(s)

∥∥∥∥2

L2

ds

+
1

d

∫ t

0

‖g(s)‖2
L2ds, ∀ t ∈ [0, Tmax). (4.1.25)

Tmax étant donné par le temps minimal d’explosion des solutions, l’inégalité précédente
nous montre que la solution est globale. �

La Proposition 4.1.10 que nous venons de voir permet de montrer que les systèmes
(4.1.15) et (4.1.17) que l’on considère sont bien posés. En effet, il suffit de prendre γ = 0 et
g ≡ 0 pour le système initial et γ > 0 et g = γχw pour l’observateur. Il faut encore montrer
que l’hypothèse (4.1.11) du Théorème 4.1.8 est vérifiée. Autrement dit, que les solutions w
et w+ de (4.1.15) et (4.1.17) respectivement, vivent dans une boule en temps long.

C’est à cette étape que la dissipation d intervenant dans notre exemple va jouer. En effet,
l’estimation d’énergie (4.1.25) nous dit en particulier que si l’on veut que w+ reste dans une
boule en norme X, il suffit que la mesure y = χw soit L2([0,∞), L2([0, 1])).

Proposition 4.1.11. Sous les hypothèses de la Proposition 4.1.10, si γ = 0, g ≡ 0 et d > 0,
alors il existe deux constantes M > 0 et δ > 0 telles que la solution v du système (4.1.20)
vérifie ∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1 ≤Me−δt, ∀ t ≥ 0.

Démonstration. Nous suivons la démonstration du Théorème 8.4.5 de Cazenave et Haraux
[18], que nous réécrivons sous la forme simplifiée correspondant à notre exemple.

Soit ε > 0, on définit

f(t) =

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1 +

1

2
‖v(t)‖4

L4 + ε

〈
v(t),

d

dt
v(t)

〉
.

Soit δ ∈ (0, ε), on calcule facilement que

f ′(t) + δf(t) = −(d− ε− δ)
∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

− (ε− δ)‖v(t)‖2
H1

− ε(d− δ)
〈
v(t),

d

dt
v(t)

〉
−
(
ε− δ

2

)
‖v(t)‖4

L4 .
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Notons k > 0 la constante de Poincaré dans

‖v‖2
L2 ≤ k‖v‖H1 , ∀ v ∈ H1

0 (0, 1), (4.1.26)

alors on a

f ′(t) + δf(t) ≤ −(d− ε− δ)
∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

− k(ε− δ)‖v(t)‖2
L2

− ε(d− δ)
〈
v(t),

d

dt
v(t)

〉
−
(
ε− δ

2

)
‖v(t)‖4

L4 .

De l’inégalité de Young

ab ≤ c

2
a2 +

1

2c
b2, (4.1.27)

on déduit en prenant c =
2ε(d− δ)

d
que

−ε(d− δ)
〈
v(t),

d

dt
v(t)

〉
≤ ε2d‖v(t)‖2

L2 +
d

4

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

,

et donc

f ′(t) + δf(t) ≤ −
(

3

4
d− ε− δ

)∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

− (k(ε− δ)− ε2d)‖v(t)‖2
L2 −

(
ε− δ

2

)
‖v(t)‖4

L4 .

Donc si ε > 0 est suffisamment petit, on obtient que

f(t) ≤ e−δtf(0), ∀ t ≥ 0. (4.1.28)

Enfin, l’inégalité de Young (4.1.27) avec c = 2ε et l’inégalité (4.1.26) nous donne

ε

∣∣∣∣〈v(t),
d

dt
v(t)

〉∣∣∣∣ ≤ kε2‖v(t)‖2
L2 +

1

4

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

, ∀ t ≥ 0,

et donc

f(t) ≥
∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1 − ε

∣∣∣∣〈v(t),
d

dt
v(t)

〉∣∣∣∣ ,
≥ 3

4

∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ (1− kε2)‖v(t)‖2
H1 ,
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Ainsi pour ε > 0 suffisamment petit, il existe une constante m > 0 telle que

f(t) ≥ m

(∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1

)
, ∀ t ≥ 0.

Finalement, à l’aide de (4.1.28), on obtient∥∥∥∥ ddtv(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖v(t)‖2
H1 ≤

f(0)

m
e−δt, ∀ t ≥ 0.

�

On utilise cette Proposition 4.1.11 et l’estimation d’énergie (4.1.25) pour montrer que
l’hypothèse (4.1.11) est bien vérifiée. Autrement dit, les solutions z et z+ des systèmes
abstraits (4.1.18) et (4.1.19) restent dans la boule B(0, R) de rayon R donné par

R = ‖w+
1 ‖2

L2 + ‖w+
0 ‖2

H1 +
1

2
‖w+

0 ‖4
L4 +

1

d
‖z‖2

L2([0,∞),X).

On notera ` > 0 la constante de Lipschitz de la non-linéarité sur cette boule.

Théorème 4.1.12. Si les données initiales w0, w1, w+
0 et w+

1 sont suffisamment petites,
alors il existe deux constantes M > 0 et α > 0 telles que les solutions w et w+ des systèmes
(4.1.15) et (4.1.17) vérifient

∥∥∥∥ ddtw+(t)− d

dt
w(t)

∥∥∥∥2

L2

+ ‖w+(t)− w(t)‖2
H1

≤Me−αt
(
‖w+

1 − w1‖2
L2 + ‖w+

0 − w0‖2
H1

)
, ∀ t ≥ 0.

Démonstration. On reprend les notations du début de Section, que l’on rappelle ici

X = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1), A =

(
0 I

∆ 0

)
, D(A) = (H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1))×H1
0 (0, 1),

Y = L2(0, 1), C =
(

0 χ
)
, A+ = A− γC∗C, D =

(
0 0

0 dI

)
,

z =

 w
∂

∂t
w

 , z+ =

 w+

∂

∂t
w+

 , B = I, N

(
φ

ψ

)
=

(
0

−φ3

)
.

En utilisant l’identité
a3 − b3 = (a2 + ab+ b2)(a− b),
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On obtient (avec k la constante de Poincaré apparaissant dans (4.1.26))

‖Nz1 −Nz2‖ ≤ 3kR2‖z1 − z2‖, ∀ z1, z2 ∈ B(0, R) ∩ D(A).

Autrement dit, N est localement lipschitzien, de constante ` ≤ 3kR2 sur la boule B(0, R).
On souhaite maintenant appliquer le Théorème 4.1.8 pour conclure. Il faut pour cela

vérifier l’hypothèse (4.1.13), i.e. (car B = I)

` <
ω

Mω

√
2
, (4.1.29)

où ω et Mω sont les constantes apparaissant dans

‖T+
t z‖ ≤Mωe

−ωt‖z‖, ∀ z ∈ X, t ≥ 0.

avec T+ le C0-groupe exponentiellement stable engendré par l’opérateur A − γC∗C − D.
Clairement, l’hypothèse (4.1.29) sera vérifiée si

3kR2 <
ω

Mω

√
2
,

c’est-à-dire si
R <

√
ω

3kMω

√
2
,

ce qui revient à dire qu’il faut des données initiales suffisamment petites. �

Simulations numériques

On considère toujours le système (4.1.15), que l’on observe sur le premier dixième de
l’intervalle [0, 1] conduisant à la mesure (4.1.16). Nous effectuons quelques simulations nu-
mériques en utilisant H+ = −γC∗, où γ > 0 est le coefficient de gain, conduisant à l’obser-
vateur (4.1.17). Nous regardons en particulier l’influence de la dissipation (paramètre d) et
de la taille des données initiales.

Avec dissipation et petites données initiales
On considère (4.1.15), avec d = 0.15, w0(x) = 10−4(sin(2πx2)+sin(πx)) et w1 = 0 sur l’in-

tervalle [0, 20]. On discrétise l’observateur par éléments finis en espace et un schéma d’Euler
implicite en temps. Soit h = 0.005 le pas de discrétisation en espace, et ∆t = 2.5× 10−5 le
pas de temps.

On prend dans un premier temps γ = 1. La Figure 4.13 représente l’erreur d’approxima-
tion de l’état par l’observateur au cours du temps. Comme on peut s’en douter, augmenter la
valeur du gain permet d’optimiser l’efficacité de l’observateur (Figure 4.14). Nous prenons
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Figure 4.13 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 20, avec γ = 1.

Figure 4.14 – Recherche d’un gain optimal en comparant les erreurs à l’instant T = 20
(γ = 1, 10, 20, · · · , 150).

alors γ = 90, et on obtient la Figure 4.15.
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Figure 4.15 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 20, avec γ = 90.

Sans dissipation et/ou avec de grandes données initiales
Il semble que les résultats précédents soient encore valables sans dissipation (d = 0)

comme on peut le voir sur la Figure 4.16. On peut voir sur la Figure 4.17 qu’augmenter
la taille des données initiales (en supprimant le terme multiplicatif 10−4) est suffisant pour
perdre la convergence à l’instant T = 20. Comme nous l’avons déjà vu, le gain joue un rôle
important dans l’algorithme que nous utilisons. Nous nous sommes alors demandé si l’on
pouvait améliorer les résultats de la Figure 4.17 en faisant varier ce paramètre, mais les
tests effectués n’ont rien donné. Évidemment, la situation est encore pire sans dissipation
(voire la Figure 4.18). Cependant, il semble que la convergence ait bien lieu pour de
grandes valeurs de T , confirmant la décroissance exponentielle (T = 60 Figure 4.19 avec
de la dissipation, T = 400 Figure 4.20 sans dissipation).
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Figure 4.16 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 20, avec γ = 90, sans dissipation.
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Figure 4.17 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 20, avec γ = 90, avec de grandes données
initiales.
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Figure 4.18 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 20, avec γ = 90, avec de grandes données
initiales, sans dissipation.
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4.1. PERTURBATIONS

Figure 4.19 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 60, avec γ = 90, avec de grandes données
initiales, avec dissipation.
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Figure 4.20 – Erreur relative entre le système et son observateur au cours du temps, puis
état du système et de l’observateur à l’instant T = 400, avec γ = 90, avec de grandes
données initiales, sans dissipation.
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4.2 Sans observabilité exacte

Soient X et Y deux espace de Hilbert, A le générateur d’un C0-groupe unitaire S sur
X et C ∈ L(X, Y ) un opérateur d’observation. Nous nous intéressons encore une fois à la
reconstruction de la donnée initiale z0 du système suivant{

ż(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,

z(0) = z0 ∈ X.

On suppose que nous avons accès à z au travers de l’opérateur C, durant un intervalle de
temps [0, τ ], conduisant à la mesure

y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ].

Nous avons vu dans le Chapitre 0 que lorsque (A,C) est exactement observable en temps
τ > 0, ce problème inverse est bien posé. Sachant que les observateurs direct (0.2.4) et
rétrograde (0.2.7) sont bien définis, même lorsque cette hypothèse n’est pas vérifiée, nous
nous posons ici les questions suivantes :

1. Est-ce que l’algorithme du Chapitre 0 converge ?

2. Si oui, que reconstruit-il pour un opérateur d’observation C ∈ L(X, Y ) et
un temps τ > 0 donnés ?

À partir de maintenant, C et τ > 0 sont supposés fixés, et tels que (A,C) ne soit pas
exactement observable.
Rappelons les définitions des opérateurs entrée–état Φτ et état–sortie Ψτ données au Cha-
pitre 0. L’opérateur entrée–état Φτ ∈ L (L2([0,∞), Y ), X), est donné par

Φτu =

∫ τ

0

S∗τ−tC∗u(t)dt.

Remarquons que Φτu = w(τ) où w est solution de{
ẇ(t) = A∗w(t) + C∗u(t), ∀ t ≥ 0,

w(0) = 0 ∈ X.

L’opérateur état–sortie Ψτ ∈ L (X,L2([0,∞), Y )), qui à z0 ∈ X associe la mesure corres-
pondante y, est donné par

(Ψτz0)(t) =

{
CStz0, ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ.
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On définit également l’opérateur de retournement temporel Rτ ∈ L (L2([0,∞), Y )) par

(Rτu)(t) =

{
u(τ − t), ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ,

et l’opérateur de troncature Pτ ∈ L (L2([0,∞), Y )) par

(Pτu)(t) =

{
u(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ.

On peut facilement montrer la Proposition suivante.

Proposition 4.2.1. On a les propriétés suivantes

• R∗τ = Rτ ,
• R2

τ = Pτ ,
• ΦτPτ = Φτ ,
• PτΨτ = Ψτ ,
• Φ∗τ = RτΨτ ,
• Ψ∗τ = ΦτRτ ,
• KerRτΨτ = KerΨτ ,
• ImΦτRτ = ImΦτ .

On en déduit facilement le Corollaire suivant.

Corollaire 4.2.2. On a la décomposition orthogonale X = KerΨτ ⊕ ImΦτ .

Tout z0 ∈ X s’écrit donc de manière unique sous la forme z0 = z1 + z2. z1 ∈ ImΨτ

correspond alors à la partie observable de z0 et z2 ∈ KerΨτ à sa partie non observable.

Soient T+ le C0-semi-groupe engendré par A − γC∗C, respectivement T− engendré par
−A− γC∗C, pour un certain γ > 0. On définit deux systèmes que nous appellerons pseudo-
observateurs (puisqu’ils correspondent aux observateurs classiques (0.2.4) et (0.2.7) dans le
cas où l’on a observabilité exacte)

ż+
n (t) = (A− γC∗C)zn(t) + γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+
1 (0) = z+

0 ∈ X,
z+
n (0) = z−n (0), ∀ n ≥ 2,{
ż−n (t) = (A+ γC∗C)zn(t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−n (τ) = z+
n (τ), ∀ n ≥ 1.
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L’erreur dans le sens direct e+
n (t) = z+

n (t)− z(t) vérifie
ė+
n (t) = (A− γC∗C)e+

n (t), ∀ t ∈ [0, τ ],

e+
1 (0) = z+

0 − z0 ∈ X,
e+
n (0) = e−n (0), ∀ n ≥ 2,

et l’erreur dans le sens rétrograde e−n (t) = z−n (t)− z(t) vérifie{
ė−n (t) = (A+ γC∗C)e−n (t), ∀ t ∈ [0, τ ],

e−n (τ) = e+
n (τ), ∀ n ≥ 1.

Alors on a
e−n (0) =

(
T−τ T+

τ

)n
e+

1 (0). (4.2.1)

Encore une fois, on a vu dans le Chapitre 0 que quand (A,C) est exactement observable
en temps τ , il existe une constante α ∈ (0, 1) telle que ‖e−n (0)‖ ≤ αn‖e+

1 (0)‖ → 0 quand
n→∞. Or ici, nous avons supposé qu’il n’y avait pas observabilité exacte. Dans ce cas, on
le Théorème suivant, qui est le résultat principal de cette partie.

Théorème 4.2.3. Reprenons les hypothèses, définitions et notations précédentes et notons
P la projection orthogonale sur ImΦτ . Pour tout z0, z

+
0 ∈ X, on a

1. ∥∥(I − P)
(
z−n (0)− z0

)∥∥ =
∥∥(I − P)

(
z+

0 − z0

)∥∥ , ∀ n ≥ 1.

2. La suite (‖P (z−n (0)− z0)‖)n≥1 est strictement décroissante et vérifie

∥∥P (z−n (0)− z0

)∥∥ −→ 0, n→∞.

3. De plus, la décroissance est exponentielle, i.e. il existe une constante α ∈ (0, 1), indé-
pendante de z0 et z+

0 , telle que

∥∥P (z−n (0)− z0

)∥∥ ≤ αn
∥∥P (z+

0 − z0

)∥∥ , ∀ n ≥ 1,

si et seulement si ImΦτ est fermé dans X.

Autrement dit, ce Théorème confirme ce que l’intuition nous suggère : on reconstruira
la partie de la donnée initiale qui contribue à la mesure, et on ne verra pas la partie non
observable.

Corollaire 4.2.4. Si A est anti-adjoint sur X, C ∈ L(X, Y ) et (A,C) est approximative-
ment observable en temps τ > 0, i.e. KerΨτ = {0}, alors pour tout z0, z

+
0 ∈ X, on a

‖z−n (0)− z0‖ −→ 0, n→∞.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème 4.2.3 en remarquant que

ImΦτ = (KerΨτ )
⊥ = {0}⊥ = X.

�

Le Théorème 4.2.3 nous permet de dire que la projection de z−n (0) sur ImΦτ converge bien
vers la projection de z0. Cependant, il est difficile dans les exemples de caractériser ImΦτ ,
et donc la projection associée. Le Corollaire suivant nous assure que lorsque l’initialisation
z+

0 de l’algorithme appartient à ImΦτ (en prenant par exemple z+
0 = 0), alors c’est le cas

pour toutes les reconstructions successives. Cela signifie que c’est alors directement z−n (0),
et non sa projection, qui converge vers la projection de z0.

Corollaire 4.2.5. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3, et si de plus z+
0 ∈ ImΦτ , alors

on a ∥∥z−n (0)− Pz0

∥∥ −→ 0, n→∞.

De plus, la décroissance est exponentielle si et seulement si ImΦτ est fermé dans X.

Nous démontrerons ce Corollaire après la démonstration du Théorème principal.

Nous aurons besoin de plusieurs résultats intermédiaires avant de pouvoir démontrer le
Théorème 4.2.3.

Lemme 4.2.6. Pour tout z ∈ X, on définit

(Ψ+
τ z)(t) =

{
CT+

t z, ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ.

Alors il existe deux constantes m,M > 0 telles que

m ‖Ψτz‖L2([0,∞),Y ) ≤
∥∥Ψ+

τ z
∥∥
L2([0,∞),Y )

≤M ‖Ψτz‖L2([0,∞),Y ) , ∀ z ∈ X. (4.2.2)

Démonstration. Reprenons le début de la démonstration de la Proposition 0.2.4.

Soit z0 ∈ D(A) et t ≥ 0. On pose z(t) = Stz0 et v(t) = T+
t z0. La différence w = z − v

vérifie {
ẇ(t) = Aw(t)− γC∗Cv(t), ∀ t ≥ 0,

w(0) = 0.

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

w(t) = −γ
∫ t

0

St−sC∗Cv(s)ds.
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Ceci implique facilement

sup
t∈[0,τ ]

‖w(t)‖ ≤ γ

∫ τ

0

‖C∗Cv(t)‖dt,

et on montre donc que ∫ τ

0

‖Cw(t)‖2
Y dt ≤ γ2τ‖C‖4

∫ τ

0

‖CT+
t z0‖2

Y dt.

D’où, puisque Cz = Cv − Cw∫ τ

0

‖CStz0‖2
Y dt ≤ 2(1 + γ2τ‖C‖4)

∫ τ

0

‖CT+
t z0‖2

Y dt,

ou autrement dit

‖Ψτz‖L2([0,∞),Y ) ≤ 2(1 + γ2τ‖C‖4)
∥∥Ψ+

τ z
∥∥
L2([0,∞),Y )

.

En inversant les rôles de A et de A+, i.e. avec z(t) = T+
t z0 et v(t) = Stz0, on obtient que la

différence w = z − v vérifie{
ẇ(t) = A+w(t) + γC∗Cv(t), ∀ t ≥ 0,

w(0) = 0.

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

w(t) = γ

∫ t

0

T+
t−sC

∗Cv(s)ds,

et en se souvenant que T+ est un C0-semi-groupe de contraction, on peut refaire exactement
les mêmes calculs que précédemment et obtenir que

∥∥Ψ+
τ z
∥∥
L2([0,∞),Y )

≤ 2(1 + γ2τ‖C‖4) ‖Ψτz‖L2([0,∞),Y ) .

D’où le résultat en posant m =
1

2(1 + γ2τ‖C‖4)
et M = 2(1 + γ2τ‖C‖4). �

Proposition 4.2.7. Les sous-espaces ImΦτ et KerΨτ sont stables par T−τ T+
τ , i.e.

T−τ T+
τ

(
ImΦτ

)
⊂ ImΦτ , T−τ T+

τ (KerΨτ ) ⊂ KerΨτ .

Cette Proposition garantit que la partie de la donnée initiale qui ne contribue pas à la
mesure ne parasite pas la reconstruction, et qu’à l’inverse, on ne perd aucune information
sur la partie qui contribue en itérant le procédé.
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Démonstration.

1. D’après le Théorème 0.1.20, on a

T+
τ z0 = Sτz0 − γ

∫ τ

0

Sτ−sC∗CT+
s z0ds, ∀ z0 ∈ X,

et
T−τ z1 = S−τz1 − γ

∫ τ

0

Ss−τC∗CT−s z1ds, ∀ z1 ∈ X.

En substituant la première égalité dans la seconde en posant z1 = T+
τ z0, on obtient

T−τ T+
τ z0 = z0 − γ

∫ τ

0

S−sC∗CT+
s z0ds− γ

∫ τ

0

Ss−τC∗CT−s Sτz0ds

+ γ2

∫ τ

0

∫ τ

0

Ss−τC∗CT−s Sτ−σC∗CT+
σ z0dσds, ∀ z0 ∈ X.

Soit θ ∈ X = KerΨτ ⊕ ImΦτ , alors

〈
T−τ T+

τ z0, θ
〉

= 〈z0, θ〉 − γ
∫ τ

0

〈
CT+

s z0, CS∗−sθ
〉
ds− γ

∫ τ

0

〈
CT−s Sτz0, CS∗s−τθ

〉
ds

+ γ2

∫ τ

0

∫ τ

0

〈
CT−s Sτ−σC∗CT+

σ z0, CS∗s−τθ
〉
dσds.

Puisque A∗ = −A, S∗t = S−t pour tout t. Si θ ∈ KerΨτ , les trois intégrales si dessus
sont nulles, et si de plus z0 ∈ ImΦτ = (KerΨτ )

⊥, le premier terme est également nul
et on a donc 〈T−τ T+

τ z0, θ〉 = 0 pour tout θ ∈ KerΨτ . On vient de montrer que

T−τ T+
τ

(
ImΦτ

)
⊂ ImΦτ = (KerΨτ )

⊥ .

2. On définit

(Ψ−τ z)(t) =

{
CT−t z, ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ,

et

(Ψ−τz)(t) =

{
CS−tz, ∀ t ∈ [0, τ ],

0, ∀ t > τ.

On montre que KerΨ−τ = KerΨ−τ . En effet, soit z ∈ KerΨ−τ , par le Théorème 0.1.20,
on a pour tout t ∈ [0, τ ]

0 = CT−t z = CS−tz − γ
∫ t

0

CSs−tC∗CT−s z︸ ︷︷ ︸
=0

ds.
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Alors KerΨ−τ ⊂ KerΨ−τ . De la même manière, soit z ∈ KerΨ−τ , alors

0 = CS−tz = CT−t z + γ

∫ t

0

CT−t−sC∗CS−sz︸ ︷︷ ︸
=0

ds,

et donc KerΨ−τ = KerΨ−τ .

Pour tout z0 ∈ KerΨτ et tout θ ∈ ImΦτ , on peut facilement calculer

〈
T−τ T+

τ z0, θ
〉

= −γ
∫ τ

0

〈
CT−s Sτz0, CSτ−sθ

〉
ds.

Comme z0 ∈ KerΨτ , i.e. CSsz0 = 0 pour tout s ∈ [0, τ ], on a

CS−sSτz0 = CSτ−sz0 = RτCSsz0 = 0,

pour tout s ∈ [0, τ ]. En d’autres termes, Sτz0 ∈ KerΨ−τ = KerΨ−τ ce qui implique
que CT−s Sτz0 = 0. Finalement

〈
T−τ T+

τ z0, θ
〉

= 0, ∀ z0 ∈ KerΨτ , θ ∈ ImΦτ ,

d’où
T−τ T+

τ (KerΨτ ) ⊂ KerΨτ .

�

Corollaire 4.2.8. Notons P la projection de X sur ImΦτ , alors on a

T−τ T+
τ P = PT−τ T+

τ .

Démonstration. Soit z ∈ X, on a

T−τ T+
τ z = T−τ T+

τ Pz + T−τ T+
τ (I − P) z,

et donc
PT−τ T+

τ z = PT−τ T+
τ Pz + PT−τ T+

τ (I − P) z.

Or d’après la Proposition 4.2.7, T−τ T+
τ Pz ∈ ImΦτ et T−τ T+

τ (I − P) z ∈
(
ImΦτ

)⊥
= KerΨτ

et donc
PT−τ T+

τ z = T−τ T+
τ Pz.

�
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Nous utiliserons dans la suite la caractérisation suivante de la fermeture de l’image d’un
opérateur linéaire continu, que nous rappelons sans démonstration (voir par exemple Brézis
[16, Chapitre 2]).

Lemme 4.2.9. Un opérateur borné T ∈ L(Z1, Z2), où Z1 et Z2 sont des espaces de Hilbert,
a une image fermé si et seulement s’il existe une constante k > 0 telle que

‖T ∗f‖ ≥ k‖(I − P )f‖, ∀ f ∈ Z2, (4.2.3)

où P est la projection orthogonale sur KerT ∗.

Nous avons vu dans la Proposition 4.2.7 que l’algorithme préserve la décomposition
donnée par le Corollaire 4.2.2. On s’intéresse donc dans la Proposition suivante à l’opérateur
T−τ T+

τ sur la composante de X où l’on a des chances de reconstruction, i.e. celle qui conduit
à des mesures non nulles : ImΦτ .

Proposition 4.2.10. Notons L l’opérateur T−τ T+
τ restreint au sous-espace stable V = ImΦτ .

On a les propriétés suivantes :

1. L ∈ L(V ) est auto-adjoint,

2. L est défini positif,

3. ‖Lz‖ < ‖z‖, pour tout z ∈ V \ {0},

4. ‖L‖L(V ) < 1 si et seulement si ImΦτ est fermé dans X.

Démonstration.

1. D’après la Proposition 4.2.7, LV ⊂ V , et donc L ∈ L(V ). Remarquons maintenant que
(T−τ )∗ = T+

τ , puisque (A− γC∗C)∗ = −A− γC∗C (A étant anti-adjoint). Le caractère
auto-adjoint de L découle immédiatement de celui de T−τ T+

τ = (T+
τ )∗T+

τ .

2. Le fait que L soit borné inférieurement provient du fait que T+ est borné inférieure-
ment. En effet, c’est un C0-groupe puisque son générateur est une perturbation bornée
du générateur d’un C0-groupe, il est donc inversible en tout temps et il existe une
constante mτ > 0 telle que

〈Lz, z〉 = ‖T+
τ z‖2 ≥ m2

τ‖z‖2, ∀ z ∈ V.

3. Soit z ∈ X, on note v(t) = T+
t z. Alors v est solution du système{

v̇(t) = Av(t)− γC∗Cv(t), ∀ t ≥ 0,

v(0) = z.
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En multipliant cette équation par v(t) et en intégrant sur [0, τ ], on obtient

‖T+
τ z‖2 = ‖z‖2 − 2γ

∫ τ

0

‖CT+
s z‖2ds.

On a donc

〈Lz, z〉 = ‖T+
τ z‖2 = ‖z‖2 − 2γ

∥∥Ψ+
τ z
∥∥2

L2([0,∞),Y )
, ∀ z ∈ X, (4.2.4)

Si z ∈ V \{0} = (KerΨτ )
⊥\{0}, on a ‖Ψ+

τ z‖
2
L2([0,∞),Y ) > 0. On obtient alors en itérant

(4.2.4) que

‖Lz‖2 =
〈
L
(
L

1
2 z
)
, L

1
2 z
〉
,

= ‖L 1
2 z‖2 − 2γ

∥∥∥Ψ+
τ L

1
2 z
∥∥∥2

L2([0,∞),Y )
,

= ‖z‖2 − 2γ

{
‖Ψ+

τ z‖
2
L2([0,∞),Y ) +

∥∥∥Ψ+
τ L

1
2 z
∥∥∥2

L2([0,∞),Y )

}
,

≤ ‖z‖2 − 2γ
∥∥Ψ+

τ z
∥∥2

L2([0,∞),Y )︸ ︷︷ ︸
>0

,

< ‖z‖2.

4. Remarquons que la propriété précédente implique en particulier que ‖L‖L(V ) ≤ 1. Plus
précisément, on a, puisque L est auto-adjoint

‖L‖L(V ) = sup
z∈V, ‖z‖=1

〈Lz, z〉 ,

= sup
z∈V, ‖z‖=1

{
‖z‖2 − 2γ‖Ψ+

τ z‖2
}
,

et donc
‖L‖L(V ) = 1− 2γ inf

z∈V, ‖z‖=1
‖Ψ+

τ z‖2 (4.2.5)

D’après l’inégalité (4.2.3) du Lemme 4.2.9, on sait que ImΦτ est fermé dans X si et
seulement si Ψτ est borné inférieurement sur V . En d’autres termes, ImΦτ 6= V si et
seulement si inf

z∈V, ‖z‖=1
‖Ψτz‖ = 0. Or, d’après (4.2.2) (Lemme 4.2.6), on a

inf
z∈V, ‖z‖=1

‖Ψτz‖ = 0⇐⇒ inf
z∈V, ‖z‖=1

‖Ψ+
τ z‖ = 0

et donc par (4.2.5)
ImΦτ 6= V ⇐⇒ ‖L‖L(V ) = 1.

Finalement, par contraposée, ImΦτ = V
(
= ImΦτ

)
, i.e. est fermé dans X, si et seule-

ment si ‖L‖L(V ) < 1.

�
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Nous sommes dorénavant en mesure de démontrer le Théorème 4.2.3.

Démonstration du Théorème 4.2.3. Soient z0, z
+
0 ∈ X. D’après le Corollaire 4.2.2, on peut

décomposer de manière unique z0 = Pz0 +(I − P) z0 et z+
0 = Pz+

0 +(I − P) z+
0 . Nous allons

démontrer dans l’ordre les points 1, 3 et 2 du Théorème.
Avec les notations de la Proposition 4.2.10, la Proposition 4.2.7 nous assure que l’erreur

(4.2.1) peut se réécrire pour tout n ∈ N

(
T−τ T+

τ

)n (
z+

0 − z0

)
= LnP

(
z+

0 − z0

)
+
(
T−τ T+

τ

)n
(I − P)

(
z+

0 − z0

)
. (4.2.6)

C’est le premier terme de cette égalité qui nous intéresse.

1. On travaille d’abord sur le second terme de (4.2.6). D’après (4.2.4)

〈
T−τ T+

τ z, z
〉

=
∥∥T+

τ z
∥∥2

= ‖z‖2, ∀ z ∈ KerΨτ ,

et donc par la Proposition 4.2.7, on a pour tout z ∈ KerΨτ

‖T−τ T+
τ z‖2 =

〈
T−τ T+

τ

(
T−τ T+

τ

) 1
2 z,
(
T−τ T+

τ

) 1
2 z
〉

= ‖
(
T−τ T+

τ

) 1
2 z‖2 =

〈
T−τ T+

τ z, z
〉

= ‖z‖2.

En itérant, ∥∥(T−τ T+
τ

)n
z
∥∥2

= ‖z‖2, ∀ n ∈ N, z ∈ KerΨτ .

Enfin, d’après le Corollaire 4.2.8, on a

(
T−τ T+

τ

)n
(I − P)

(
z+

0 − z0

)
= (I − P)

(
T−τ T+

τ

)n (
z+

0 − z0

)
= (I − P)

(
z−n (0)− z0

)
,

et la première affirmation du Théorème est donc prouvée

‖ (I − P)
(
z−n (0)− z0

)
‖2 = ‖ (I − P)

(
z+

0 − z0

)
‖2, ∀ n ∈ N,

3. Soit z ∈ V = ImΦτ , d’après la quatrième affirmation de la Proposition 4.2.10, ImΦτ =

ImΦτ si et seulement si ‖L‖L(V ) < 1. Donc si ImΦτ est fermé dans X, on a pour tout
n ∈ N

‖Lnz‖ ≤ αn‖z‖, ∀ z ∈ V,

avec α = ‖L‖L(V ) < 1. Inversement, s’il existe une constante α ∈ (0, 1) telle que pour
tout n ∈ N

‖Lnz‖ ≤ αn‖z‖, ∀ z ∈ V,

alors ‖L‖L(V ) ≤ α < 1 (en prenant n = 1 dans la précédente relation), et la quatrième
affirmation de la Proposition 4.2.10 nous dit à nouveau que ImΦτ est fermé dans X.
La dernière affirmation du Théorème est donc démontrée.
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2. On suppose maintenant que ImΦτ n’est pas fermé dans X. On sait par la Proposition
4.2.10 que L est auto-adjoint défini positif, et donc Ln l’est aussi pour tout n ∈ N. En
particulier, pour tout n ∈ N, ‖Ln‖L(V ) = ‖L‖nL(V ) = 1. En itérant n ∈ N fois (4.2.4),
on obtient

〈Lnz, z〉 = ‖z‖2 − 2γ
n∑
k=1

∥∥∥Ψ+
τ L

k−1
2 z
∥∥∥2

L2([0,∞),Y )
, ∀ z ∈ V,

et donc Ln+1 < Ln puisque

〈Lnz, z〉 −
〈
Ln+1z, z

〉
= 2γ

∥∥Ψ+
τ L

n
2 z
∥∥2

L2([0,∞),Y )
> 0, ∀ z ∈ V.

En particulier, ceci démontre que la suite (‖Lnz‖)n∈N est strictement décroissante,
pour tout z ∈ V . En effet, ‖Lnz‖2 = 〈L2nz, z〉 >

〈
L2(n+1)z, z

〉
= ‖Ln+1z‖2.

Il reste à montrer que pour tout z ∈ V , (‖Lnz‖)n∈N admet 0 pour limite. Nous avons
une suite décroissante d’opérateurs bornés auto-adjoints positifs sur l’espace de Hilbert
V . Le Lemme 12.3.2 de [88] nous dit alors que cette suite converge dans L(V ) vers un
opérateur auto-adjoint positif L∞ ∈ L(V ) tel que

lim
n→∞

Lnz = L∞z, ∀ z ∈ V,

et vérifiant L∞ ≤ Ln pour tout n ∈ N. On montre que pour tout z1, z2 ∈ V〈
L2
∞z1, z2

〉
= 〈L∞z1, L∞z2〉 ,
= lim

n→∞
lim
m→∞

〈Lnz1, L
mz2〉 ,

= lim
n→∞

lim
m→∞

〈
Ln+mz1, z2

〉
,

= 〈L∞z1, z2〉 .

Donc L2
∞ = L∞. De plus, on a pour tout z ∈ V \ {0}

‖L∞z‖2 =
〈
L2
∞z, z

〉
= 〈L∞z, z〉 ≤

〈
L2z, z

〉
= ‖Lz‖2 < ‖z‖2.

Supposons que ImL∞ 6= {0}, alors il existe un z ∈ V tel que L∞z 6= 0 et par ce qui
précède

‖L∞z‖ = ‖L2
∞z‖ < ‖L∞z‖,

ce qui est absurde, donc ImL∞ = {0}, ou autrement dit L∞ ≡ 0. Ceci démontre que

lim
n→∞

LnPz = 0, ∀ z ∈ X.
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Le Corollaire 4.2.8 permet de conclure, en réécrivant

LnPz = PLnz = P
(
z−n (0)− z0

)
−→
n→∞

0, ∀ z ∈ X.

�

Démonstration du Corollaire 4.2.5.
On utilise la formule de Duhamel (0.1.6) pour écrire z−1 (0). On a pour tout z0, z

+
0 ∈ X

z+
1 (τ) = T+

τ z
+
0 + γ

∫ τ

0

T+
τ−sC

∗CSsz0ds,

et
z−1 (0) = T−τ z+

1 (τ) + γ

∫ τ

0

T−τ−sC∗CSτ−sz0ds.

En substituant la première égalité dans la seconde, on obtient

z−1 (0) = T−τ T+
τ z

+
0 + γ

∫ τ

0

T−τ T+
τ−sC

∗CSsz0ds+ γ

∫ τ

0

T−τ−sC∗CSτ−sz0ds.

Pour tout z+
0 , θ ∈ X, on a

〈
z−1 (0), θ

〉
=
〈
T−τ T+

τ z
+
0 , θ
〉

+γ

∫ τ

0

〈
CSsz0, C

(
T−τ T+

τ−s
)∗
θ
〉

+γ

∫ τ

0

〈
CSτ−sz0, C

(
T−τ−s

)∗
θ
〉
ds.

On suppose maintenant que z+
0 ∈ ImΦτ et θ ∈ KerΨτ . On sait, d’après la Proposition 4.2.7,

que le premier terme du membre de droite est nul. Rappelons maintenant que (T−τ )
∗

= T+
τ , on

a donc C
(
T−τ−s

)∗
θ = CT+

τ−sθ. Une conséquence du Lemme 4.2.6 est que KerΨ+
τ = KerΨτ ,

et donc que CT+
τ−sθ = RτCT+

s θ = 0. Enfin, C
(
T−τ T+

τ−s
)∗
θ = RτCT−s T+

τ θ, et ce terme
sera donc nul si et seulement si T+

τ θ ∈ KerΨ−τ . Or on a vu que KerΨ−τ = KerΨ−τ dans la
démonstration de la Proposition 4.2.7, donc T+

τ θ ∈ KerΨ−τ est équivalent à T+
τ θ ∈ KerΨ−τ ,

i.e. CS−sT+
τ θ = 0. La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

CS−sT+
τ θ = CSτ−sθ︸ ︷︷ ︸

=RτCSsθ=0

−γ
∫ τ

0

CSτ−s−σC∗CT+
s θ︸ ︷︷ ︸

=0

ds,

où l’on a utilisé encore une fois KerΨ+
τ = KerΨτ pour la seconde égalité. On a donc

〈
z−1 (0), θ

〉
= 0, ∀ z+

0 ∈ ImΦτ , θ ∈ KerΨτ ,

autrement dit, pour tout z+
0 ∈ ImΦτ , z−1 (0) ∈ ImΦτ par la décomposition orthogonale du

Corollaire 4.2.2. On peut alors itérer les cycles pseudo-observateurs direct et rétrograde et
obtenir que

z+
0 ∈ ImΦτ =⇒

(
z−n (0) ∈ ImΦτ , ∀ n ∈ N

)
.
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On applique pour finir le Théorème 4.2.3 avec z+
0 ∈ ImΦτ et ce qui précède pour obtenir∥∥z−n (0)− Pz0

∥∥ =
∥∥P (z−n (0)− z0

)∥∥ −→ 0, n→∞,

avec décroissance exponentielle si et seulement si ImΦτ est fermé dans X. �

4.3 Les ondes en domaine non-borné

On s’intéresse dans cette partie à la reconstruction de certaine données initiales de l’équa-
tion des ondes dans Rd, d = 1, 3, à support localisé dans un ouvert borné Ω. Plus précisément,
soient w0 ∈ H1

0 (Ω) et w1 ∈ L2(Ω), on considère le système

∂2

∂t2
w(x, t) =

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

w(x, t), ∀ x ∈ Rd, t ≥ 0,

w(x, 0) = w0(x), ∀ x ∈ Ω,

w(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Rd \ Ω,
∂

∂t
w(x, 0) = w1(x), ∀ x ∈ Ω,

∂

∂t
w(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Rd \ Ω.

(4.3.1)

On suppose que l’on observe la vitesse de déplacement de l’onde
∂

∂t
w(x, t) sur O × [0, τ ],

vérifiant (O)

1. O = O1 \ O0, où O0,O1 sont deux ouverts de Rd avec
• O0 ⊂ O1,
• ∂Ω ⊂ O,

2. τ ≥ diam (Ω),

où diam (Ω) est la plus grande corde de Ω. On peut par exemple imaginer le cas de la
Figure 4.21.

173



CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

Figure 4.21 – Coupe dans le plan contenant la plus grande corde de Ω d’un exemple de
configuration en trois dimensions vérifiant (O).

On cherche alors à reconstruire (w0, w1) à partir de la connaissance de y(x, t) =
∂

∂t
w(x, t)

sur O × [0, τ ]. Ce type de problème en domaine non-borné avec données initiales à support
localisé apparaît par exemple en tomographie thermo-acoustique. Dans cette méthode de
reconstruction pour l’imagerie médicale, le support de w0 correspond aux corps du patient,
et w1 ≡ 0 (voir par exemple le survey de Kuchment et Kunyansky [55]). Notre objectif
principal est de proposer l’algorithme itératif sans observabilité exacte de la Section 4.2
comme alternative à la reconstruction de w0. On supposera donc dorénavant que w1 = 0.

Rappelons les formules explicites donnant la solution du système (4.3.1) dans le cas où les
données initiales sont suffisamment régulières (on supposera dans la suite que les fonctions
sont C∞(Rd)). Pour d = 1, nous avons la formule bien connue de d’Alembert

w(x, t) =
1

2
(w0(x+ t) + w0(x− t)) , ∀ x ∈ R, t ≥ 0. (4.3.2)

Pour d = 3, nous avons la formule de Poisson-Kirchhoff, dont on pourra retrouver une
démonstration dans Evans [36, p. 72 équation (21)]

w(x, t) =
∂

∂t
(tRw0(x)) , ∀ x ∈ R3, t ≥ 0, (4.3.3)

où Rf(x, t) =

∫
|v|=1

f(x+ tv)dσ(v) est l’opérateur de moyenne sphérique. En particulier, ces

formules permettent très facilement d’obtenir que le support de la solution est, à tout temps
t ≥ 0, compris dans le dilaté Ωt = {y ∈ Rd | |x− y| ≤ t, x ∈ Ω} de Ω (principe de Huygens
[36, p. 80]). On peut donc, puisque l’on ne s’intéresse finalement à l’équation (4.3.1) que
jusqu’à l’instant τ , ajouter une condition artificielle (par exemple de Dirichlet homogène)
au bord de

Ωτ+ = {y ∈ Rd | |x− y| ≤ τ + ε, x ∈ Ω, ε > 0},
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et ainsi réécrire (4.3.1) sur Ωτ+ × [0, τ ] avec condition de Dirichlet homogène

∂2

∂t2
w(x, t) =

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

w(x, t), ∀ x ∈ Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],

w(x, 0) = w0(x), ∀ x ∈ Ω,

w(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ \ Ω,
∂

∂t
w(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ .

(4.3.4)

Enfin, les formules (4.3.2) et (4.3.3) sur [0, τ ] sont encore valables pour obtenir explicitement
les solutions de (4.3.4) (par unicité). Nous ferons donc souvent dans la suite un abus de
notation : nous noterons w la solution du problème non-borné (4.3.1) ainsi que celle du
problème (4.3.4) (puisqu’elles sont confondues sur [0, τ ]).
En posant les définitions

A0 = −∆ = −
d∑

k=1

∂2

∂x2
k

: D(A0) = H2(Ωτ+) ∩H1
0 (Ωτ+)→ H = L2(Ωτ+),

et
C0 = χ|O · : H → Y = H,

où χ|O est la fonction caractéristique de O, on peut réécrire l’équation (4.3.4) sous la forme
(en omettant pour un moment les hypothèses émises sur les données initiales)

ẅ(t) + A0w(t) = 0, ∀ t ∈ [0, τ ],

w(0) = w0 ∈ D
(
A

1
2
0

)
,

ẇ(0) = w1 ∈ H.

Cependant, notre méthode étant écrite pour des systèmes du premier ordre, on pose égale-
ment

z(t) =

[
w(t)

ẇ(t)

]
, X = D

(
A

1
2
0

)
×H,

A =

(
0 I

−A0 0

)
, D(A) = D(A0)×D

(
A

1
2
0

)
,

C ∈ L(X, Y ), C =
[
0 C0

]
,

pour obtenir {
ż(t) = Az(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z(0) = z0 ∈ X,
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et
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ [0, τ ].

Il est clair que dans ce cas, A est anti-adjoint, C borné, mais (A,C) n’est pas (toujours)
exactement observable en temps τ (et n’a aucune raison de l’être même en temps supérieur).
En effet, il existe des configurations où la condition d’optique géométrique de Bardos, Le-
beau et Rauch [8] ne sera pas vérifiée, comme sur la Figure 4.22.

Figure 4.22 – Coupe dans le plan contenant la plus grande corde de Ω d’un exemple
de configuration en trois dimensions d’espace, vérifiant (O), avec frontière artificielle, sans
observabilité exacte. Le rayon bleu est piégé, il ne rencontrera jamais O.

On reprend les notations et notions de la Section 4.2, en particulier les opérateurs Φτ et
Ψτ définis respectivement par (0.1.8) et (0.1.9). Le Théorème 4.2.3 (ou plus précisément le
Corollaire 4.2.5 lorsque la première estimation est la donnée identiquement nulle) nous dit
que l’algorithme itératif

ż+
n (t) = (A− γC∗C)zn(t) + γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z+
1 (0) = 0 ∈ X,
z+
n (0) = z−n (0), ∀ n ≥ 2,

(4.3.5)

{
ż−n (t) = (A+ γC∗C)zn(t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],

z−n (τ) = z+
n (τ), ∀ n ≥ 1.

(4.3.6)
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reconstruira toutes les données z0 ∈ ImΦτ , au sens où

∥∥z−n (0)− z0

∥∥ −→ 0, n→∞.

Reprenons maintenant l’information sur le support des données initiales, que nous avions
omis quelques instants. Nous allons montrer que la classe de données considérées se trouvent
dans ImΦτ . Commençons par un résultat préliminaire.

Lemme 4.3.1. Supposons que w0 ∈ C∞(Rd) soit à support dans un ouvert borné Ω ∈ Rd,
d = 1, 3, que w1 ≡ 0 et que O × [0, τ ] vérifie (O). Alors une mesure nulle sur O × [0, τ ]

implique que la solution w de (4.3.1) vérifie

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

Démonstration. On a supposé que

y(x, t) = χ|O(x)
∂

∂t
w(x, t) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],

d’où

0 =

∫ t

0

y(x, s)ds = w(x, t)− w0(x), ∀ x ∈ O, t ∈ [0, τ ].

Mais le support de w0 étant dans Ω, on obtient sur sa frontière

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, τ ].

Enfin, des équations (4.3.2) et (4.3.3), on montre facilement que

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ τ.

�

4.3.1 En dimension un

Théorème 4.3.2. Supposons que w0 ∈ H1
0 (Ωτ+) soit à support dans un ouvert borné Ω ∈ R,

et que O × [0, τ ] vérifie (O). Alors (w0, 0) ∈ ImΦτ et

∥∥w−n (0)− w0

∥∥
H1

0 (Ωτ+ )
+

∥∥∥∥ ∂∂tw−n (0)

∥∥∥∥
L2(Ωτ+ )

−→ 0, n→∞,

où les

[
w−n (0)
∂
∂t
w−n (0)

]
= z−n (0) sont définis par (4.3.5)–(4.3.6).
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Démonstration. Si l’on montre que (w0, 0) ∈ ImΦτ , le Corollaire 4.2.5 permet de conclure
puisque la première itération z+

1 (0) = 0 ∈ ImΦτ .
Supposons que w0 ∈ C∞0 (Ωτ+), à support dans Ω (que l’on suppose connexe sans perte

de généralité), conduise à une mesure nulle, i.e. que (w0, 0) ∈ (C∞0 (Ωτ+)× {0}) ∩ KerΨτ .
Alors la solution au problème non-borné (4.3.1) correspondant vérifie (par le Lemme 4.3.1)

w(x, t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

Autrement dit, d’après (4.3.2), on a

1

2
(w0(x+ t) + w0(x− t)) = 0, ∀ x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

Comme nous sommes en dimension un, et que l’on a supposé Ω connexe, ∂Ω = {x0, x1},
avec x0 < x1, et l’hypothèse sur le support nous dit que w0 est nulle à gauche de x0

ainsi qu’à droite de x1. L’égalité précédente implique donc que w0 est identiquement nulle
(puisqu’impaire en x0 et x1).
La décomposition orthogonale X = KerΨτ ⊕ ImΦτ du Corollaire 4.2.2 nous affirme alors
que toute donnée initiale (w0, 0), avec w0 ∈ C∞0 (Ωτ+) à support dans Ω est dans ImΦτ . Et
l’on termine par densité de C∞0 (Ωτ+) dans H1

0 (Ωτ+). �

Nous testons numériquement ce résultat en reprenant le code développé sous Matlab dans
le Chapitre 2. On considère une corde de longueur infinie, dont le support de la position
initiale est dans l’intervalle [1, 2] et la vitesse initiale est nulle. On observe la vitesse de
déplacement de la corde sur [1, 1 + 1

10
]∪ [2− 1

10
, 2]. Le temps d’observation τ est pris égal à

1, ce qui correspond à la longueur de l’intervalle contenant les support des données initiales.
Ainsi, en prenant Ωτ+ = [0, 3], on garantit les hypothèses (O) du Théorème 4.3.2.

Figure 4.23 – Position et vitesse initiale reconstruites, en domaine non borné, à la conver-
gence, avec τ = 1, γ = 15, sans bruit.

On peut apprécier sur la Figure 4.23 le peu de différences entre données exactes et
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données reconstruites.

Figure 4.24 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière en domaine non borné
1D, dans l’espace d’énergie, avec τ = 1, γ = 15, sans bruit.

Bien que l’on n’ait pas obtenu théoriquement de vitesse de convergence de l’algorithme,
il semble que l’on conserve une décroissance exponentielle de l’erreur de reconstruction, dans
ce cas, comme on le voit sur la Figure 4.24.

4.3.2 En dimension trois

Théorème 4.3.3. Supposons que w0 ∈ H1
0 (Ωτ+) soit à support dans un ouvert borné Ω ∈ R3,

et que O × [0, τ ] vérifie (O). Alors (w0, 0) ∈ ImΦτ et

∥∥w−n (0)− w0

∥∥
H1

0 (Ωτ+ )
+

∥∥∥∥ ∂∂tw−n (0)

∥∥∥∥
L2(Ωτ+ )

−→ 0, n→∞,

où les

[
w−n (0)
∂
∂t
w−n (0)

]
= z−n (0) sont définis par (4.3.5)–(4.3.6).

Démonstration. La démonstration est sensiblement la même que pour le Théorème 4.3.2.
La seule différence réside dans l’implication

w(x, t) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, t ≥ 0 =⇒ w0 ≡ 0. (4.3.7)

D’après la formule de Poisson-Kirchhoff (4.3.3), on montre facilement que

w(x, t) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, t ≥ 0 =⇒ Rw0(x)(t) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

On applique alors le Corollaire 2 de [55] pour démontrer (4.3.7). �
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Nous testons ce Théorème en reprenant le code Gmsh/GetDP utilisé au Chapitre 2. On
considère l’équation des ondes en domaine non-borné, dont le support de la position initiale
est dans la boule centrée en 0, de rayon 1

2
, notée B0(1

2
), et la vitesse initiale est nulle. On

observe la vitesse de déplacement de l’onde sur la couronne O = B0(1
2
) \ B0(2

5
). Le temps

d’observation τ est pris égal à 1, ce qui est supérieur à la plus grande corde de toutes les
surfaces fermées contenues dans l’ouvert d’observation O. Ainsi, en prenant Ωτ+ = B0(3

2
),

on garantit les hypothèses (O) du Théorème 4.3.3.

Figure 4.25 – Erreur de reconstruction de donnée initiale régulière en domaine non borné
3D, dans l’espace d’énergie, avec τ = 1, γ = 15, sans bruit.

La Figure 4.25 illustre bien la décroissance de l’erreur dans l’espace d’énergie, et bien
que nous n’ayons pas réussi à démontrer d’ordre de convergence pour l’algorithme dans ce
cas, il semblerait que la décroissance exponentielle soit conservée pour les données initiales
considérées. Le peu d’itérations effectuées (ces résultats ont pris plus de cinquante heures
sur les serveurs de calcul du laboratoire) peut cependant être trompeur pour s’autoriser à
conjecturer un tel résultat.

On peut juger sur la Figure 4.26 de la qualité de la reconstruction obtenue, malgré les
20% d’erreur relative, après 5 itérations.

Nous n’affichons pas la reconstruction de la vitesse initiale, dont nous savons a priori
qu’elle est nulle. Le même phénomène que dans le cas exactement observable Figure 2.26,
dû à la faible discrétisation temporelle, apparaît, et les images obtenues ne sont donc pas
très parlantes.
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4.3. LES ONDES EN DOMAINE NON-BORNÉ

Figure 4.26 – Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la position initiale (à gauche)
et de la reconstruction (à droite) obtenue après 5 itérations. Nous n’avons affiché que les
données de valeur absolue supérieure à 1, et une couronne fictive pour situer la zone d’ob-
servation utilisée. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée exacte et la donnée
reconstruite.
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Conclusion

En conclusion,
• Nous avons réussi à montrer, dans les Chapitres 1 et 2, que l’utilisation de l’algorithme

de reconstruction de données initiales est pertinente, dans le sens où l’approximation
numérique de cette méthode converge. Plus précisément, nous avons obtenu les Corol-
laires 1.2.2, 1.3.2, 2.2.2 et 2.3.2.
• Dans le Chapitre 3, nous avons montré que les équations de Maxwell, avec observation

interne (Théorème 3.2.2) ou frontière (Théorème 3.2.5), vérifient encore les hypothèses
d’application de l’algorithme. Nous avons ensuite appliqué ces résultats pour l’identi-
fication de certains termes source, dans les Théorèmes 3.3.1 et 3.3.2.
• Dans le Chapitre 4, nous nous sommes intéressés à la construction d’observateurs dans

le cas de systèmes perturbés. Nous avons réussi à montrer que de petites perturbations
linéaires bornées n’entravaient pas le bon fonctionnement de l’algorithme de recons-
truction dans le Théorème 4.1.5. Lorsque la perturbation est seulement localement
lipschitzienne, nous ne sommes pas parvenus à construire d’observateur rétrograde, et
a fortiori, à appliquer l’algorithme de reconstruction. Nous avons cependant construit
un observateur direct (Théorème 4.1.8), qui nécessite malgré tout de petites données
initiales. Nous nous sommes ensuite intéressés à l’utilisation des observateurs dans le
cas où le problème inverse que constitue la reconstruction de la donnée initiale n’est
pas bien posé. Nous avons prouvé que la méthode des observateurs a toujours un sens
et permet de reconstruire une certaine classe de données initiales “observables” (voir le
Théorème 4.2.3 et le Corollaire 4.2.5). Nous avons finalement utilisé ces résultats pour
la reconstruction de données initiales dans le cas de la tomographie thermo-acoustique.
Nous avons en particulier démontré les Théorèmes 4.3.2 et 4.3.3.
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Perspectives

Pour aller plus loin, les quelques pistes suivantes sont à prendre en compte
• Nous souhaiterions effectuer l’analyse numérique de l’algorithme appliqué aux équa-

tions de Schrödinger et des ondes, mais avec observation frontière.
• L’analyse numérique des algorithmes obtenus pour les équations de Maxwell reste à

faire, ainsi que des tests numériques plus poussés.
• La robustesse aux perturbations linéaires bornées nous intéresse particulièrement, bien

que cela semble être un problème très difficile.
• Enfin, il serait intéressant de généraliser l’utilisation de l’algorithme sans observabilité

exacte en considérant des opérateurs d’observation non-bornés, ce qui conduirait au
cas physiquement plus réaliste de l’observation sur une surface, et non sur un sous-
domaine de mesure non-nulle, dans le cadre de la tomographie thermo-acoustique (en
trois dimensions).
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Résumé : Dans un grand nombre d’applications modernes, on est amené à estimer l’état initial
(ou final) d’un système infini-dimensionnel (typiquement un système gouverné par une Équation
aux Dérivées Partielles (EDP) d’évolution) à partir de la connaissance partielle du système sur
un intervalle de temps limité. Un champ d’applications dans lequel apparaît fréquemment ce type
de problème d’identification est celui de la médecine. Ainsi, la détection de tumeurs par tomogra-
phie thermo-acoustique peut se ramener à des problèmes de reconstruction de données initiales.
D’autres méthodes nécessitent l’identification d’un terme source, qui, sous certaines hypothèses,
peut également se réécrire sous la forme d’un problème de reconstruction de données initiales.

On s’intéresse dans cette thèse à la reconstruction de la donnée initiale d’un système d’évolution,
en travaillant autant que possible sur le système infini-dimensionnel, à l’aide du nouvel algorithme
développé par Ramdani, Tucsnak et Weiss (Automatica 2010).

Nous abordons en particulier l’analyse numérique de l’algorithme dans le cadre des équations de
Schrödinger et des ondes avec observation interne. Nous étudions les espaces fonctionnels adéquats
pour son utilisation dans les équations de Maxwell, avec observations interne et frontière. Enfin, nous
tentons d’étendre le cadre d’application de cet algorithme lorsque le système initial est perturbé ou
que le problème inverse n’est plus bien posé, avec application à la tomographie thermo-acoustique.

Summary : In a large class of modern applications, we have to estimate the initial (or
final) state of an infinite-dimensional system (typically a system governed by a Partial Differential
Equation) from its partial measurement over some finite time interval. This kind of identification
problems arises in medical imaging. For instance, the detection of sick cells (tumor) by thermo-
acoustic tomography can be viewed as an initial data reconstruction problem. Some other methods
need the identification of a source term, which can be rewritten, under some assumptions, under
the form of an initial data reconstruction problem.

In this thesis, we are dealing with the reconstruction of the initial state of a system of evolution,
working as much as possible on the infinite-dimensional system, using the new algorithm developed
by Ramdani, Tucsnak and Weiss (Automatica 2010).

We perform in particular the numerical analysis of the algorithm in the case of Schrödinger and
wave equations, with internal observation. We study the suitable functional spaces for its use in
Maxwell’s equations, with internal and boundary observation. In the last chapter, we try to extend
the framework of this algorithm when the initial system is perturbed or when the inverse problem
is ill-posed, with application to thermoacoustic tomography.
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