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Introduction générale

Ces dernieres décades, les matériaux intelligents et les structures adaptatives ont
été largement étudiées pour une meilleure connaissance, puis I'amélioration de leurs
propriétés multifonctionnelles. Les structures sandwich comprenant des couches vis-
coélastiques et/ou piézoélectriques sont communément utilisées dans les applications
industrielles pour le controle acoustique et vibratoire. Les vibrations sont généralement
indésirables car elles sont a l'origine de phénomenes tels que la fatigue et les nuisances
sonores. Les fréquences propres jouent un role prépondérant. Leur connaissance permet
de dimensionner les structures par rapport aux sollicitations et d’éviter le phénomene
de résonance. Pour atténuer ou éliminer les vibrations dans les structures, la technique
la plus souvent employée est la dissipation de 1’énergie en incorporant aux structures

des matériaux viscoélastiques dont le pouvoir amortissant est bien connu [1, 2, 3, 4].

Leur modélisation conduit en général a des problemes non-linéaires. A coté de cela,
'analyse de sensibilité tend a devenir un outil classique [5]. Dans le cas des structures
sandwich, les applications concernent la sensibilité par rapport aux imperfections, la
localisation de défauts [6] et ’analyse des vibrations [7, 8]. Plusieurs approches ont été
proposées pour calculer des sensibilités et déterminer les parametres ayant 'influence
la plus forte. Le choix d’une méthode par rapport a une autre dépend en général de la
complexité du modele, de 'existence d’appareils de mesure et du nombre de parametres
a étudier. Par exemple, les sensibilités peuvent étre obtenues au travers d’expériences
de laboratoires [9] ou d’approches analytiques qui peuvent étre entreprises sur des

systemes d’équations relativement simples [7, 10]. La plupart des études analytiques,
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éventuellement basées sur une formulation éléments finis, suppose une différentiation
manuelle adaptée au probleme traité [8, 10]. On note que 'approche “unifiée” proposée
par Choi et al. [11, 7] pour 'analyse de sensibilité des problemes de structures non-
linéaires est incomplete et ne couvre pas toutes les méthodes numériques existantes.
En particulier, elle n’est pas adaptée a la Méthode Asymptotique Numérique (MAN)
[12, 13, 14] utilisée dans cette these pour résoudre les problemes non-linéaires par une
méthode de continuation, cas statique[15] et dynamique[16, 17], issu de la modélisation
des sandwich. De maniere générale, dans les formulations éléments finis implantées
dans les codes de simulation, les sensibilités [18, 19] peuvent étre soit approchées par
une méthode de différences finies (FD), soit calculées en implémentant les équations
continues différentiées puis discrétisées [20, 5, 21], ou bien en codant les équations
discretes différentiées, ou bien encore par différentiation du code implémentant les
équations discretes [22]. Dans ce dernier cas, les outils de différentiation automatique
(DA) [23] peuvent largement simplifier ce travail. Dans cette theése nous exploitons le
potentiel de la différentiation automatique, a un premier niveau, dans le cadre de la
résolution des problemes non-linéaires par la MAN a l'aide de I'approche Diamant,
puis, a un second niveau, pour calculer la sensibilité de ces solutions par rapport a
des parametres de modélisation. Les outils développés bénéficient de la précision de la
MAN en terme de résolution du probleme non-linéaire, et du caractere générique et

facile d’utilisation de la différentiation automatique.

Un état de 'art sur la DA, la MAN et Diamant fait 'objet du chapitre 1. Tres
brievement, la DA considere un code informatique, quel que soit sa taille, comme une
séquence d’opérations élémentaires, de fonctions intrinseques, d’instructions condition-
nelles et de boucles. La DA est alors effectuée en appliquant la regle de différentiation
de la loi de composition des fonctions a la précédente séquence, instruction par instruc-
tion, opération par opération. En utilisant la DA, les dérivéees calculées sont exactes a
la précision machine pres. Cette technique générique constitue également une solution

fiable pour la différentiation de haut dégré, comme démontré pour la version Diamant



[24] de la MAN utilisant la DA. Dans la MAN, sous I'hypothese d’analycité, les solu-
tions du probleme non-linéaire discret étudié sont approchées sous forme de séries de
Taylor tronquées. Celles-ci sont introduites dans ce probléeme particulier. Cela conduit
a une suite de problemes linéaires impliquant la méme matrice linéaire tangente et des
termes de haut degré dans le second membre. Les étapes de différentiation, calcul de la
matrice linéaire tangente et termes de haut degré, ont été automatisé par DA dans ce
que 'on appelle I'approche Diamant [24, 25, 17]. Ce chapitre discute en particulier le
potentiel de Diamant en terme de généricité, d’efficacité et de simplicité d’utilisation
qui permet a l'utilisateur d’entrer son systeme d’équations de maniere naturelle sans
avoir a se préoccuper ni de la méthode de résolution MAN, ni de la dérivation de son
probleme. Comme le montre la figure 1, Diamant a été utilisé dans le cadre de la conti-
nuation classique [25] et de la continuation avec homotopie [17]. Le chapitre 2 de la
these porte sur I’analyse de sensibilité de solutions calculées par continuation classique
et a donné lieu a une premiere publication [15]. Le 3éme chapitre concerne la sensibilité
de solutions calculées a 'aide de la technique d’homotopie. Le chapitre 2 présente les
aspects théoriques de 'analyse de sensibilité des problemes non-linéaires résolus dans
le formalisme Diamant. les sensibilités sont calculées par rapport aux parametres de
modélisation. Comme dans le cas général, le calcul de sensibilité peut étre effectué de
manieres différentes, notamment en appliquant un outil de DA sur un code MAN [26].
Cette méthode peut se révéler peu efficiente car on ne tient pas compte de la nature
mathématique de la MAN. Comme indiqué dans [27], le solveur générique de problemes
non-linéaires Diamant peut étre considéré comme un solveur mathématique de haut
niveau tout comme le sont par exemple les solveurs linéaires et les transformations li-
néaires (FFT ou FWT). Différentier directement les instructions informatiques utilisées
pour coder ces opérateurs linéaires n’est efficace. Il en va de méme pour Diamant. Dans
un premier temps, ce chapitre présente le calcul de sensibilité dans le formalisme Dia-
mant en faisant apparaitre les dérivées mixtes — haut degré en le parametre de chemin,

ordre 1 par rapport aux parametres de modélisation — complétant ainsi ’étude préli-
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Diamant
[24]

Continuation
Homotopie [17]

Continuation
Classique [25]

Sensibilité [15,28] Sensibilité

F1G. 1 — organigramme de calcul de sensibilité par la DA

minaire [28]. L'implémentation de la version Diamant-sensibilité est réalisée en Matlab
de maniere a s’adapter aux codes Diamant-sandwich existants [25]. Les dérivées mixtes
sont calculées en deux logiciels de DA : Diamant pour la DA de haut degré et Adimat
pour la dérivation d’ordre 1. Numériquement, nous avons appliqué notre méthode a la
poutre sandwich viscoélastique Verre/PVB/Verre étudiée Verre/PVB/Verre [25] dans
le cadre des non-linéarités géométriques (cas statique). La modélisation de cette poutre
est réalisée a I'aide de la méthode des éléments finis et d’'un modele de type zigzag. Les
sensibilités sont calculées par rapport a des perturbations de I’épaisseur et du module
d’Young du cceur viscoélastique, mais aussi par rapport a des perturbations d’éléments

de la matrice de rigidité pour simuler un défaut dans le matériau.

Le chapitre 3 s’intéresse a I’étude de la sensibilité des solutions du probleme dy-
namique de vibration libre non-linéaire des structures sandwich viscoélastiques par
rapport a des parametres de modélisation. L’analyse de sensibilité des structures sand-

wich a intéressé plusieurs auteurs. Par exemple, Lima et al. [8] proposent une approche
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basée sur une dérivation analytique qui implique une dérivation manuelle et une re-
formulation du probleme pour chaque loi de comportement, ce qui en limite l'intérét
numérique. Lin et al. Des méthodes numériques basées sur la méthode de perturbation
ont également été publiées [29, 30, 31], mais ces méthodes ne traitent que le cas des
problemes aux valeurs propres linéaires. Apres avoir présenté les différentes méthodes
d’analyse de sensibilité des problemes aux valeurs propres, ce chapitre analyse expose
notre méthode. Comme au chapitre 2, elle est basée sur une différentiation adaptée de
I'algorithme Diamant impliquant ’homotopie utilisée dans [17]. Notre méthode permet
d’analyser la sensibilité des valeurs propres et des modes propres de vibration non-
linéaire des structures sandwich viscoélastiques pour différents modeles viscoélastiques
(module viscoélastique constant, modele faiblement amorti, et modele fortement amor-
tie). La sensibilité des facteurs de perte est également traitée. L’étude de sensibilité
des poutres et plaques sandwich est effectué par rapport aux parametres géométriques,
matériels. L’influence de ses perturbation sur la partie réel et imaginaire des modes
propres est présentée. Dans le cas de la perturbation de la matrice de rigidité élémen-
taire les fréquences propres de la structure ne sont pas considérablement affecté. Mais

elles engendre une déformation local des modes propres.
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Chapitre 1

Etat de ’art

1.1 Introduction

Le calcul des dérivées est un ingrédient essentiel en calcul scientifique. Le gra-
dient, le Jacobien et les dérivées d’ordre supérieur sont nécessaires a la résolution des
problemes non-linéaires ou des problemes d’optimisation par exemple. D'un coté, des
codes de simulation industriels sont tres souvent utilisés en mécanique pour résoudre
ces problemes d’équations aux dérivées partielles, mais ces codes sont, pour la plupart,
dépourvus d’outils offrant la possibilité d’effectuer de maniere simple des analyses de
sensibilité. D'un autre coté, des chercheurs développent leur propres programmes infor-
matiques soit pour répondre a une problématique donnée, soit pour tester de nouvelles
méthodes numériques. De nos jours, ces codes sont généralement écrits en Fortran,
C++ ou Matlab. Dans ces codes, la question du calcul des dérivées se pose réguliere-
ment au niveau de la méthode d’approximation, de la méthode de résolution, de ’étude
de la sensibilité de la solution du probleme a des parametres de modélisation, ou encore

dans la résolution d’un probleme optimisation par une méthode de gradient.

Lorsqu’on dispose d’un code informatique, les dérivées peuvent étre calculées soit
manuellement, soit numériquement par la méthode des différences finies, soit auto-

matiquement par différentiation automatique (DA) [32, 23], soit par différentiation
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symbolique. Cette derniere, limitée a quelques formules, n’est pas adaptée a la diffé-
rentiation de codes de mécanique de grande taille. La méthode des différences finies
a l'avantage d’étre facile a mettre en ceuvre, mais elle a l'inconvénient d’introduire
des erreurs de troncature dans les dérivées, et donc d’avoir une précision liée a 1'usage
d’un pas de calcul optimal. La dérivation manuelle est possible au cours du développe-
ment du code, mais elle est source d’erreurs. Depuis quelques années, la différentiation
automatique est une alternative a ces méthodes. Elle permet d’éviter les erreurs de
troncatures et les erreurs humaines. Des outils de DA ont été développés notamment
en Fortran, C++ et Matlab [33, 34, 35]. Ces outils permettent de calculer les déri-
vées des fonctions implémentées par un code informatique et plus généralement des
programmes informatiques contenant des milliers de lignes [36]. Ces outils différen-
tient les instructions d’affectation, les appels de routines, les instructions de controle et
gerent les trajectoires d’évaluation. Sans entrer dans les détails immédiatement (voir
paragraphe 1.3), la DA permet d’augmenter un programme informatique en ajoutant
des instructions pour le calcul des dérivées. Les dérivées ainsi calculées sont exactes a
la précision machine pres. La différentiation des codes peut se faire en mode linéaire
tangent et en mode adjoint. Les dérivées de haut degré sont également accessibles. La
DA a fait ses preuves dans de nombreux domaines scientifiques [37, 38]. Les apports
de la DA a la simulation numérique concernent la généricité, I'efficacité et la simplicité
d’implémentation du calcul des dérivées. De plus, elle offre de nouvelles opportunités
pour exploiter des codes informatiques (méthodes inverses par exemple). La DA peut

étre utilisée pour le calcul des dérivées de haut degré.

La MAN est une méthode de continuation pour résoudre les problemes non linéaires.
Elle approche les solutions par des séries de Taylor en introduisant ces séries dans le
probleme non-linéaire considéré. On obtient une séquence de problemes linéaires dé-
pendant d’'une méme matrice Jacobienne et de seconds membres différents constitués
de dérivées de haut degré. Comme montré au paragraphe 1.4.3, ces étapes de différen-

tiation peuvent étre automatisées en utilisant 1'outil de différentiation Diamant [25, 24].
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1.2. Meéthodes de résolution et dérivation

Ce chapitre est organisé en trois sections. La premiere, section 1.2, montre I'impli-
cation de la différentiation dans les méthodes de résolution des problemes mécaniques
non-linéaires en faisant apparaitre les calculs de Jacobien et les séries de Taylor. La
section 1.3 présente les principes de base de la DA et les modes de différentiation, puis
décrit divers logiciels de DA. La section 1.4 discute 'automatisation de la Méthode

Asymptotique Numérique [14] réalisée a I’aide de 1'approche Diamant [39, 25].

1.2 Méthodes de résolution et dérivation

En ingénierie, la modélisation implique souvent la résolution d’un probleme non-

linéaire paramétrique s’écrivant sous la forme :

R(u,u,u,\) — F =0, (1.1)

Dans cette équation, le vecteur u € C" et la fonction vectorielle R dépendent des
L X . . Ou . D o

variations du parametre scalaire A. Les vecteurs u = En et u = T sont les dérivées

premiere et seconde de u par rapport au temps. Les solutions de ce systeme d’équations
sous-déterminé définissent des branches de solutions (u, \). Les problemes d’EDP munis
de conditions aux limites adéquates peuvent s’écrire sous cette forme [40, 16, 41]. C’est

le cas des problemes de vibration non-linéaire génériques et libres :
K)u+Cu+Mu=0 (1.2)

Plusieurs algorithmes de résolution peuvent étre utilisés pour résoudre ces pro-
blemes : suivi paramétrique naturel [42], méthode de prédiction-correction, méthode
de continuation par pseudo-longueur d’arc [43]. Cette derniere est particulierement

intéressante car elle introduit 1’équation de pseudo-longueur d’arc a

a—(u—uj)gz—i-()\—)\j)g;\. (1.3)

Cette approche permet de calculer la branche de solutions (u(a), A(a)) & partir un point
de départ (u’, ). Parmi les méthodes figurent notamment la méthode de Newton-

Raphson [44, 45] et la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) [14, 46]. La différence
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entre ces méthodes réside dans le type de prédicteur utilisé. En général, les prédicteurs

sont basés sur le calcul de dérivées, et notamment celui d’un Jacobien.

1.2.1 Principe général des méthodes de prédiction-correction

Nous considérons 1’équation résiduelle non-linéaire (1.1) pour illustrer ces méthodes
et montrer la nécessité du calcul des dérivées dans les problemes mécaniques. Dans
(1.1), la variable u peut représenter par exemple le vecteur déplacement global et la
variable A D'effort appliqué. On suppose que (1.1) admet une solution.

Dans une méthode de prédiction-correction, on ne cherche pas une solution qui

vérifie rigoureusement 1’équation résiduelle (1.1), mais une solution (u, \) vérifiant
IR(u, M| < e, (1.4)

ou € est la précision voulue. La résolution s’effectue itérativement en respectant les 3

phases suivantes.

Prédiction - Elle consiste a calculer une premiere approximation de la solution. Le
point de départ est (u’/, M). Il n’est pas nécessairement solution du probleme, mais
on s’arrange généralement pour que ce point de départ soit proche de la solution. La

prédiction tangente est définie par :

W =l 4+ Au,

. , (1.5)
N =N + AN\
ou les incréments de prédiction Au et AX doivent vérifier :
R(uw + Au, N + AX) = 0. (1.6)

En faisant un développement limité de ’équation (1.6) au point (u/, A’) on obtient

. , v OR OR 10*R
T4+ Au, M+ AN) = TN+ —A —A ———AuA ey (L
R(w + Au, N 4+ AN) R(u,/\)+au ut oy )\+23u2 uAu+ ..., (1.7)

_OR OR PR
Yo oNT ol

u et A. En particulier 0 est la matrice Jacobienne du vecteur résidu par rapport a la
u

sont les dérivées partielles du vecteur résidu par rapport aux variables
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variable vectorielle u. En négligeant les termes de haut degré dans I’équation (1.7) et en
supposant que R(u’/, M) ~ 0, incrément de prédiction peut étre calculé en résolvant

le systeme

OR OR

Ce systeme comporte (n + 1) inconnues pour n équations. Pour le résoudre, on lui
ajoute la condition relative au choix de la longueur du pas de prédiction, par exemple

I'équation de longueur d’arc (1.3). On pose alors v/ = u/ + Au et M1 =N + AN

Correction - Dans le cas ol la prédiction ne vérifie pas la condition ||R(u/ T, M T1)|| <
€, on procede a une ou plusieurs corrections. La correction la plus utilisée est celle dite
de Newton. Le point de départ est (u(®, A\(?)) = (471 \7*1). En supposant que 4 correc-
tions ont déja été effectuées, cette phase consiste & chercher la correction (Au®, AX®)
a apporter & la prédiction (v, A\®)). La détermination de la correction (Au(, AX®)

est faite de maniere similaire a (1.8), en résolvant le systeme :

OR . wy . OR . .4 , :
TEALD £ ZEANG — (i) (i)
uAu + B\ AN R(Au™, AN, (1.9)

auquel on ajoute une condition supplémentaire relative a la longueur d’arc imposée,

comme dans le cas de la prédiction. A chaque étape de correction, on construit :

(1.10)
NG =A@ L AND

Lorsque la condition (1.4) est satisfaite, on met a jour (w/™', M*1) comme étant la

derniere correction (w1 A1) calculée.

Continuation -  Elle consiste a chercher la solution de la branche suivante en prenant
un point de départ sur la branche solution précédemment calculée, puis a reprendre les
deux étapes précédentes. En général, ce point de départ est pris a la fin de la branche

précédente.
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T
Branche solution
1.1F @ Point solution (U, A) i
H Prédiction
1r O suite de corrections (u®A?) g
@ Point solution (U N
09r |
i+l 5 j+
0.8 €. 1,)\1 1) 4
=] O 5 \Correction
orr w920 o 1
o
0.6 ,
0.5F ,
04F Prédiction -
W, N
0.3 |
Il Il Il Il
0.5 1 15 2 25 3

F1G. 1.1 — Principe de la méthode de prédiction-correction.

1.2.2 Calcul des dérivées

Ce bref apercu sur les méthodes de prédiction-correction montre combien le cal-
cul des dérivées est important en mécanique. La méthode de prédiction-correction
ne garantie pas toujours une convergence vers la solution voulue, notamment lorsque
le probleme admet plusieurs solutions. Cette convergence dépend de la méthode de
prédiction-correction utilisée. Ses performances sont fortement liées a la taille du pas
de prédiction et au calcul précis de la matrice Jacobienne. Comme nous le verrons dans
ce manuscrit, la différentiation automatique offre de nouvelles possibilités de calcul des
dérivées dans les méthodes de résolution, mais aussi la perspective d’autres champs
d’application. De premiers exemples sont présentés dans ce paragraphe pour, des a

présent, montrer le potentiel de la technique de DA.

Jacobien En mécanique, la matrice Jacobienne est le plus souvent calculée en diffé-

rentiant manuellement les équations analytiques ou les équations discrétisées. Depuis
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Type d’équations Problemes Formulation générique | Quelques références

Bratu [40, 52, 53, 14, 24]

Elasticité NL géométrique [39]

Valeurs limites R(u,\) =0 Loi de comportement NL [14, 25]
EDP algébriques Vibration forcée NL [54]
Contact [55]
Valeurs propres NL [56]
Valeurs propres PANu=0
Q(u,\) =0 Vibration libre NL [16]

Pendule [57, 51, 49]

EDO/EDA R(u, 34, 2) =0 Plasticité [14]
Dépendance en temps

Friction [58]

EDP R(u, 2%) =0 Probleme EDP d’instabilité [41]

TaAB. 1.1 — Ecriture générique et exemples de problemes non-linéaires.

quelques années, la DA offre une alternative pour le calcul du Jacobien lorsque le pro-
bleme résiduel est représenté par un code informatique. Cette approche, qui reste mé-
connue en mécanique, facilite la mise en ouvre des méthodes de résolution des problemes
non-linéaires. Les composantes de la matrice Jacobienne sont obtenues en évaluant les
codes dérivées produits par DA dans des directions de perturbation bien choisies. La
DA est particulierement efficace dans le cas des matrices creuses issues par exemple

d’une discrétisation par la méthode des éléments finis.

Séries de Taylor Sous des hypotheses d’analycité, les solutions des équations diffé-
rentielles ordinaires (EDO) [47, 48], des équations différentielles algébriques (EDA)
[49, 50, 51|, des équations aux dérivées partielles et des problemes paramétriques
[12, 14, 13] peuvent étre approchées a l'aide de développements en séries de Taylor.

La différentiation automatique de haut degré peut intervenir dans un grand nombre
de problemes mécaniques. Le tableau 1.1 présente, sous forme générique [27], certains
de ces problemes et quelques exemple concrets résolus a l'aide de séries de Taylor.

La méthode de suivi de courbe MAN [14] (Méthode Asymptotique Numérique) est
un cas particulier. Les solutions écrites sous forme de séries tronquées sont introduites

dans le probleme discret ’EDP. Il en résulte une séquence de problemes linéaires pré-
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sentant a chaque ordre la méme matrice linéaire tangente et des termes de second
membre constitués de dérivées de haut degré. Les systemes linéaires obtenus sont ré-
solus en utilisant un solveur direct. Les détails de cette méthode sont fournis dans la
section 1.4. Les séries tronquées calculées en un point donné permettent d’approcher
les solutions dans un voisinage de ce point.

Parmi les nombreux problemes résolus par la MAN, on peut citer les problemes
incluant des non-linéarités géométriques ou matérielles [59, 60], des problemes de mise
en forme (plasticité) [61], des problemes de vibration non-linéaire [60], des problemes
de bifurcation [61, 62], des problemes de contact [63], les problémes de flambement des
structures plaque ou coque [13] et des problemes de coque en grande rotation [61, 59].
Avec ’approche Diamant, la mise en ceuvre de la MAN est devenue générique et simple.
L’efficacité de Diamant, conférée par I'efficacité de la MAN et de la DA, peut étre mise
a profit pour I'analyse de la sensibilité des solutions des problemes non-linéaires a des

variations des parametres de modélisation.

1.2.3 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies (DF') peut étre utilisée pour approcher les dérivées.
Considérons un modele mécanique défini par une fonction M = M(p) ou p représente
I’ensemble des parametres de modélisation, dp une direction de perturbation de norme
1 et « est un parametre scalaire petit. Les dérivées premieres de ce modele peuvent

étre approchées,

M(p + adp) — M(p) Ss(adp) = M(p + adp) — M(p — adp)
« 2cv

dnr(adp) = , (1.11)

par une différence avant (arriere) ou centrée selon les points disponibles et 'ordre
de I'approximation. Ce choix dépend des conditions aux limites du probleme dans le
cas des méthodes de discrétisation des problemes d’EDP. Ces approximations sont
principalement utilisées pour la discrétisation et la résolution des problemes d’EDP, et

pour le calcul approché de gradients dans les méthodes d’optimisation [64].
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Exemple 1 : Résolution des problemes dA’EDP - Dans les méthodes de résolution
basées sur la méthode des DF| les dérivées sont remplacées par leurs approximations.

Considérons le probleme de diffusion défini par le systeme d’équations suivant :

0%u
_&§+a@m@0=f@% (1.12)
u(0) =u(1) =0,

ou z € [0,1], a(x) et f(x) sont des fonctions connues a valeurs réelles, u(z) est la
fonction inconnue. On suppose que le probleme a une solution. Définissons sur [0,1]
une discrétisation équidistribuée a n + 1 points, de pas h = i& On note respectivement
x; et w; Pabscisse et I'inconnue discréte u(x;) correspondant au nceud i. La dérivée
partielle de second ordre est :

82’& (QUZ — Uj—1 — ui—i—l)
—5 = = . (1.13)

(2

0?u
En remplacant 5,2 bar son approximation (1.13) en différences finies dans le systeme
x

(1.12) on obtient le systeme discret (1.14), ou a; = a(x;), fi = f(x;),

2 g — Wi—1 — Uy 1
S 21 u+1+aiui:fi7 vV i=2.,n-1,
- . (1.14)

Uy = u, = 0.

Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle KU = F' avec

U Jo

v=|: | =] (1.15)
Un J

et
2 + agh? —1
-1 24+ ah? —1
K_; o | (1.16)
-1 24 a,1h? -1
-1 2 + a, h?

La précision dépend du pas de discrétisation h choisi.
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Exemple 2 : Analyse de sensibilité par calcul numérique d’une dérivée pre-
mieére - Le code implémentant le modele (quelque soit la méthode de résolution em-
ployée) est exécuté deux fois. Le calcul de dérivée s’effectue en appliquant (1.11). Il a
I’avantage d’étre facile a mettre en ceuvre. Par contre, sa précision est liée a 'utilisation

d’un pas de discrétisation optimal (voir paragraphe 1.3.4).

1.2.4 Différentiation symbolique

La différentiation symbolique (DS) est proposée par certains logiciels de calcul for-
mel comme Maple [65, 66, 67], Mathematica [68]... La fonction a différentier est sup-
posée admettre une représentation symbolique au moyen de formules mathématiques.
Pour Rall [32], le calcul des dérivées symboliques se fait a partir d’une bibliotheque
d’expressions mathématiques et de leur expressions dérivées. Cette approche, appe-
lée différentiation symbolique par transformation, associe une regle de transformation
a chaque fonction mathématique élémentaire. Cela inclut la commande d’intégration
“int” par exemple.

Dans un logiciel de DS, l'utilisateur entre la fonction a différentier puis lance la
requéete de différentiation en précisant les variables symboliques par rapport auxquelles
la différentiation doit etre faite. Le logiciel génere alors la fonction dérivée qui est
une représentation symbolique. Un résultat numérique peut étre obtenu en évaluant
la formule dérivée, c’est a dire en attribuant des valeurs numériques aux variables
symboliques. De maniere générale, les outils de DS ne proposent que le mode direct de
différentiation.

Prenons 'exemple de la formule de Maxwell généralisée

Mazwell(w, Ey,mp) = Eo + twno + > o

AR 1.17
= By + qwny ( )

pour le calcul du module opérationnel d’'un matériau viscoélastique en fonction de
la fréquence de vibration complexe w, du module élastique Ey et des parametres ca-

ractéristiques du matériau viscoélastique 7, et Ejy. Ces parametres sont généralement
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déterminés expérimentalement.

Dans l'équation (1.17), la constante i est l'unité imaginaire et le parametre Fjy
caractérise 1’élasticité statique. Selon le modele viscoélastique, le module opérationnel
peut etre constant ou dépendant de la température. Nous reviendrons plus en détail

sur ces lois de comportements dans le troisieme chapitre qui traite le cas dynamique.

Cette équation est écrite symboliquement, puis différentiée a 1'aide de Maple par
rapport aux variables symboliques Fj, et 1. Les résultats sont reportés dans les figures

1.2 et 1.3. La différentiation symbolique est peu pratique pour la dérivation de codes

Texte Dassin Graphique Animation Masquer

'\ [: 20 Input V_,:l I;_Times IHew Roman v.,] l\ 12 V_,:' B Q =3 :

i-m-T]k
%,k= 1.n
E + oy

M’anvell(m, E, 'r]k) = Ey+ 1o, + sum

n fmn
. ik
E,+ion + 2, —% m
0 0 .t=1E_aL-+“'Jr|_;L.

a‘xﬁ‘( Mevowell (m, E, nk), Ek)

O ] 2

F1G. 1.2 — Différentiation symbolique de (1.17) par rapport a Ej a 'aide de Maple

complets et le calcul des dérivées de haut degré. En effet, la DS ne peut pas différentier
des instructions contenant des instructions conditionnelles ou des boucles. Toutefois,
les logiciels de DS sont de nos jours équipés une panoplie d’outils leurs conférant des
capacités au-dela de la simple différentiation. La différentiation symbolique orientée-

objet [69] en est un exemple.
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Texte Dessin Graphique Animation Masquer

I C 20 tnput ¥ ) | Times Mew Roman ¥ ) (12 ¥ B u = :

o,
%,k: 1.n
E, + o,

.-Uamvell(w, E,. T'k) = E, +1-01, + sum

n fwn
k
Ey+iom,+ D, ——— M
0 0 _;L-=1Ek+1wl’|k

a‘xﬁ‘(?yfax‘weﬂ( w Ep T]k), T'k)

n 2 2
Z ] _ o n.t
k=1

Etion  (E+ion,)

@

F1c. 1.3 — Différentiation symbolique de (1.17) par rapport au parametre 7, a l'aide

de Maple

1.3 Différentiation automatique

1.3.1 Principe

La DA est un ensemble de techniques permettant d’augmenter un programme in-
formatique afin de calculer des dérivées. Son principe est basé sur la différentiation de
la loi de composition des fonctions. Pour une fonction F' définie par F(z) = gof(z), ou

g et f sont des fonctions différentiables, cette dérivation s’écrit comme suit :

F'(z) = g'(f(z)) x f'(x). (1.18)

De maniere générale, si la fonction F' peut étre écrite comme une composition de k

fonctions élémentaires différentiables f;, 1 = 1...k :

F(z) = fr(Xg) o...o fi(Xi)o...o fi(x), (1.19)
alors la regle de différentiation a la chaine s’écrit sous la forme :

Fl'(x) = fi(Xg) X o x fI(X;) x ... x fi(x), (1.20)

ou X; = fi_10...0 fi(z). Dans les outils de DA, la fonction a différentier est considérée

comme une composition de fonctions élémentaires différentiables [36, 23] écrite sous
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forme d’un programme informatique. Les fonctions intermédiaires f; sont les opéra-
tions arithmétiques telles que +, —, %, /, et fonctions intrinseques du langage de pro-
grammation telles que 'exponentielle, le logarithme et les fonctions trigonométriques.
En implémentant les regles de différentiation dans les outils de DA, I'objectif est de

calculer les dérivées analytiques exactes.

TAB. 1.2 — Dérivation des fonctions et opérations élémentaires.

Fonction | Dérivation Opération Dérivation
x dx Tty dz + dy
exp(x) exp(x) * dx T—y dx — dy

d
Log(z) ax T kY drxy—+x*dy

v x dr xy —zxdy
cos(x) sinx * dr - 2

) Y

sin(z) cosx * dx " n * dr * 21 si n entier

Le tableau 1.2 présente les fonctions et opérations élémentaires avec leur dérivée.

Ensuite, quelque soit de le morceau de code considéré, ce principe de dérivation est

appliqué.

La DA s’applique a toutes les fonctions pouvant étre représentées par un programme
informatique. Les logiciels de DA utilisent des approches par transformation de source
en mimant la dérivation manuelle (sans les erreurs humaines), ou par surcharge d’opéra-
teur en tirant partie de la programmation orientée-objet proposée par certains langages
informatiques. Juedes [70] a proposé une classification des outils de différentiation. Il
existe deux modes de différentiation a l'ordre 1 : le mode linéaire tangent ou mode

direct et le mode adjoint ou mode inverse.
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1.3.2 Modes de différentiation
Mode linéaire tangent ou mode direct
Pour illustrer le mode direct de la DA, considérons la fonction :

f: R®=RR3,
(1.21)
(@, y,2) = flz,y,2) = (z,y,x *y),
faisant intervenir une seule multiplication. L’intérét d’utiliser la fonction étendue f
allant de R3 dans R?® se matérialise lors de I’écriture des équations dérivées en mode
adjoint (voir paragraphe 1.3.2.0). On cherche a calculer la perturbation de sortie §° =
(63,0;,07) résultant d'une perturbation ¢° = (d5,d,, 5) des variables d’entrée (x,y, z)

de la fonction f. Pour le faire, on “construit” le Jacobien J; de la fonction f par rapport

aux variables x, y et z, pour écrire

100 5¢ o¢
0°=Jp"=10 10 A I : (1.22)
y x 0 oS Yoy + o,

et ensuite I’évaluer dans la direction d’entrée ¢ souhaitée.
Les instructions dérivées sont obtenues en remplagant dans 1’équation (1.21), les

variables §¢ et §° par les variables informatiques (xd, yd, zd). On obtient :

zd = zd
yd = yd (1.23)

zd =y*xxg+ T %Yy

Les deux premieres instructions n’apportent pas d’information et ne sont pas "écrites”
dans le code dérivé.

En pratique, le Jacobien n’est pas explicitement construit. L’outil de DA écrit les
lignes de codes contenant les instructions dérivées et les instructions originales pour
pouvoir évaluer le Jacobien dans la direction de perturbation souhaitée. Wengert [71] fut

I'un des premiers a adopter cette approche pour une implémentation manuelle. Ce mode
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de différentiation est particulierement adapté au calcul des dérivées directionnelles et

aux calculs de sensibilité.

Exemple : Calcul du coefficient de Lamé Considérons la formule de calcul du

coefficient de Lamé A en fonction du module d"Young E' et du coefficient de Poisson v :
f:R3 = R3,

f(E, v, \) = <E’, v,

Ey (1.24)
(1+v)(1— 2y)>'

Il est un peu long et inutile d’écrire le Jacobien. Les équations linéaires tangentes

correspondant a (1.24) sont

@ 1%
%5 _ (<1 + u)(lE— 2v) ) o . i ) (1.25)
v I+v)(1—-2v) (14+v)’0-20) (1+v)(1-2w)

et 'instruction linéaire tangente est :

lambdad = ((Ed * nu + E * nud) * (1 +nu) * (1 — 2% nu) — E * nu * (nud * (1 — 2% nu) — (1 +nu

x2 % nud))/((1 4+ nu) * (1 — 2% nu)) * x2
(1.26)

Pour calculer (1.25), il suffit d’évaluer (1.26) dans les directions (Ed,nud) égales a
(1,0) pour la premiere composante et et (0, 1) pour la seconde. Cette instruction vient
du code Fortran généré par Tapenade présenté au paragraphe 1.3.3. Fortran est utilisé
ici car les codes dérivés produits par Tapenade sont plus simples a lire que les codes

Matlab dérivés par Adimat [35] produits dans la suite de la these (voir 2.3).

Mode adjoint ou mode inverse

En mode adjoint, on recherche la perturbation 6¢ a imposer en entrée du code pour
obtenir la perturbation 0% désirée en sortie de code. En d’autres termes, cela consiste a
chercher I'opérateur © permettant de calculer la perturbation d’entrée ¢ en fonction

de la perturbation de sortie 5°.
0¢ = 90", (1.27)
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En utilisant une approche de dérivées directionnelles dans ’espace adjoint, et la pro-
priété des produits scalaires dans les espaces de Hilbert, on montre que 'opérateur ©
est exactement la transposée du Jacobien. Le mode inverse n’est pas aussi intuitif que
le mode direct, mais cette astuce permet d’écrire les instructions adjointes relativement

facilement.

Reprenons par exemple le cas de I'instruction z = x * y. Le calcul de la perturbation

5e pour une perturbation 5% & la sortie se fait comme suit :
N T
0¢ = J; 0%, (1.28)

c’est a dire :

T —_ — —_
1 00 s 08 4 yos
F=lo 1o | &=+ | (1.29)
y x 0 55 0

Les instructions de différentiation peuvent étre déduites de I’équation précédente en

remplagant les directions 5% et 6¢ par les variables informatiques zb, yb et zb :

xb=2xb+ 1y * zb
yb=1yb+ x * 2b (1.30)
zb=10

Le suffixe b des variables dérivées fait référence au terme anglais backward mode qui
désigne le mode adjoint. Toutes les instructions de 1’équation (1.30) portent de I'infor-
mation et doivent étre reproduites dans le code adjoint. Le mode inverse nécessite plus
d’efforts en terme de programmation que le mode linéaire tangent par contre, il est tres
avantageux pour le calcul des gradients de grande taille car toutes les composantes du

gradient peuvent étre évaluées simultanément.
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1.8. Différentiation automatique

1.3.3 Implémentation et utilisation des outils de différentia-

tion automatique
DA par transformation de source

Avec les outils de différentiation par transformation de source [72, 35, 73|, un code
source (programme informatique de 'utilisateur) est augmenté des instructions per-
mettant le calcul des dérivées en plus de I’évaluation du code source. Ces outils de
DA peuvent différentier des programmes contenant des milliers de lignes, ce qui inclut
le traitement des instructions événementielles telles que les boucles itératives et les
expressions conditionnelles. La mise en ceuvre de la DA par transformation de source
peut toute fois nécessiter une modification du code source. C’est le cas en Matlab qui
propose de nombreuses fonctions non-différentiables ou non-traitées par le logiciel de

différentiation Adimat.

L’outil de DA par transformation de source peut faire une différentiation partielle
ou totale. Dans cette these, nous utilisons principalement Matlab et I'outil de DA
Adimat, mais pour ce premier exemple il est plus lisible d’utiliser Fortran et ’outil de
DA Tapenade. Reprenons la formule de coefficient de Lamé (1.24) écrite en Fortran de

la maniere suivante :

1 C Generated by TAPENADE (INRIA, Tropics team)
2 C Tapenade 3.6 (r4343) 10 Feb 2012 10:52

3 C

4 SUBROUTINE COEF _LAME(e, nu, lambda)

5 IMPLICIT NONE

6 REAL e, nu, lambda

7 lambda = enu/((1+nuX(1—2xnu))

8 END

ligne de code pour le calcul du coefficient de Lamé La différentiation par transformation
de source avec Tapenade de la fonction par rapport au module de Young E et au

coefficient de poisson

Code linéaire tangent
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Generated by TAPENADE (INRIA, Tropics team)
Tapenade 3.6 (r4343) 10 Feb 2012 10:52

Differentiation of coef_lame in forward (tangent) mode:
variations of useful results: lambda
with respect to varying inputs: e nu
RW status of diff variables: e:in nu:in lambda:out
SUBROUTINE COEF_LAME D(e, ed, nu, nud, lambda, lambdad)
IMPLICIT NONE
REAL e, nu, lambda
REAL ed, nud, lambdad
lambdad = ((eé@nu+exnud)*(1+nu)(1—2xnu)—exnux(nuds(1—2xnu)—(1l+nu)
+ *«2xnud))/((1+nu}(1—2%xnu))** 2
lambda = enu/((1+nu)x(1—2+nu))
END

O000000

© 0 N O U R W N

i
S T R )

Contrairement a la différentiation symbolique, les dérivées ed et nud des parametres
d’entrée e et nu ne sont pas supposé égales a 1. Ils apparaissent dans le code différentié
comme des variables. Ils définissent la direction de perturbation (ed,nud). Pour éva-
luer les dérivées, il est donc nécessaire d’attribuer des valeurs aux variables linéaires

tangentes : c¢’est ce qui permet de calculer des dérivées directionnelles.

DA par surcharge d’opérateur d’ordre un

La surcharge d’opérateur consiste a redéfinir des opérations mathématiques et les
fonctions élémentaires pour un type de variable créé par le développeur. Dans le cas
de la DA, le type est construit pour que les variables de ce type contiennent la valeur
de la variable, et la valeur de sa dérivée. Pour le calcul des dérivées premieres, nous
définissons un type de variables nommé Deriv auquel nous associons les champs val et
deriv. Considérons maintenant une variable réelle z dont la dérivée est notéé zd. Avec
le type Deriv, ces deux valeurs peuvent étre regroupées en une seule variable X telle

que :

Xoval =z
X = (1.31)

X.deriv = xd

En Matlab, le type Deriv est codé par le constructeur Deriv.m d’une classe appelée
@Deriv. Le constructeur définit les propriétés des objets de cette classe. Le constructeur

du type Deriv est donné par les lignes de code suivant.
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Constructeur de la classe Deriv

© 0 N O Ok W N

N e
S N R =)

17

function b=Deriv(varargin)

if nargin==0
b.val=[];
b.deriv=[];
b=class (b, Deriv');
return

end

if nargin==
b.val=varargin{1};
b.deriv=1;
b=class (b, Deriv");
return

end

if nargin==2
b.val=varargin{1};
b.deriv=varargin{2};
b=class (b, Deriv');
return

end

Pour ce nouveau type de variable, le produit de deux variables, par exemple Z =

X %Y, est effectué comme suit :

Z.wal = X.val * Y.val
7 — (1.32)

Z.deriv = X.deriv x Y.val + X.val * Y.deriv

La surcharge de I'opérateur est une redéfinition de 'opération de multiplication * pour

les variables du type Deriv. En Matlab, les lignes de code sont :

Code de surcharge de I'opération multiplication x

W N =

0w N o v

function r=times(a,b)
if isa(a, Deriv")

if isa(b,'Deriv")
r.val=a.vakb.val;
r.deriv=a.deriwb.val+a.vakb.deriv;
r=Deriv(r.val,r.deriv);
return
else
r.val=a.vakb;
r.deriv=a.deriwb;
r=Deriv(r.val,r.deriv);
return
end
else
r.val=ab.val;
r.deriv=axb.deriv;
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18 r=Deriv(r.val,r.deriv);
19 return
20 end

On tient compte ici de la multiplication entre deux variables de type Deriv, mais

aussi entre une variable réelle et une variable de type Deriv, et vice et versa.

Les opérateurs surchargés sont regroupés dans une bibliotheque, celle-ci est écrite
et validée une fois pour toutes. La différentiation est mise en place a la compilation
du code surchargé (Fortran et C++), ou lors de I'interprétation dans le cas de Matlab
par exemple. Elle en devient "invisible” a l'utilisateur. C’est le cas dans la figure 1.4
présentant les lignes de code nécessaires au calcul de la sensibilité du coefficient de Lamé
A par rapport a v uniquement. La variable réelle £ = 6.89.10'° est le module d’Young,
tandis que la variable v est de type Deriv : sa valeur est 0.3, la perturbation est choisie
égale a 0.1. On en déduit qu’une perturbation de 10% de nu induit une sensibilité
négative d’environ 25% de lambda La fonction coef_Lame utilise implicitement la
bibliotheque de surcharge d’opérateurs pour attribuer le type Deriv a A et calculer a
la fois sa valeur et sa dérivée.

Command Window

>» E=6.8%9el10; nu=Deriv(0.3,0.1); %initialisation des wvariables d'entrée
>> lambda=Coef Lame (E,nu) %Calcul du coeficient de Lamé
lambda is Deriv object 1 x 1
Val=
3.9750e+4010

deriv=
-9.6827e+009

fr >>

-

Fi1G. 1.4 — Calcul de dérivée par surcharge d’opérateur en Matlab

Utilisée par Rall [74], cette technique permet de minimiser les transformations du
code source devant étre effectuées par 1'utilisateur avant la différentiation de celui-ci.
Lors de I’évaluation des instructions, chaque opération est effectuée en fonction du type

de ses opérandes, il en va de méme pour les fonctions.
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DA d’ordre supérieur et la bibliotheque Diamant

La dérivation d’ordre supérieur obéit a des formules de récurrence ( voir tableau
1.3). De nos jours, les outils de différentiation automatique qui calculent les dérivées de
haut degré utilisent généralement la technique de surcharge d’opérateurs. Des formules
de récurrence [23] ont été établies pour les opérations élémentaires et les fonctions
intrinseques du langage de programmation. La dérivation de haut degré implémente
par exemple la formule de Leibniz pour calculer le coefficient de Taylor d’ordre k& du

produit de deux variables écrites sous forme de séries :

k
(W) =Y uj vk (1.33)
=0
10%u 1 0% 1 0%w

ou u, = t w —— sont les coefficients de Taylor de la

Kok T Ko T R e
fonction u(a), v(a) et w(a). Dans le tableau 1.3, les termes avec le caractere ~ sont tels
que u; = ju; ol u; est le coefficient de Taylor de u. Notons que pour les fonctions
trigonométriques sin et cos, le calcul de coefficient s et ¢; se fait alternativement.
L’outil de DA Diamant [24, 25| suit I'approche de programmation orienté-objet dite
de surcharge d’opérateur pour cacher les aspects de la différentiation a 'utilisateur.
Le type de données abstrait T'aylorSeries est utilisé pour stocker des coefficients de
Taylor jusqu’a l'ordre K. Les objets T'aylorSeries disposent de trois champs :

— le champs Value qui stocke la valeur de la variable (ordre 0),

— le champs order qui représente l'ordre de troncature de la série,

— le champs Coef qui stocke les valeurs des coefficients de Taylor (voir figure 1.5)

En Matlab, le constructeur de la classe est donné par le code présenté ci-dessous.

Code de surcharge de I'opération multiplication x

function p=TaylorSeries(varargin)
if nargin==0
% EMPTY/DEFAULT CONSTRUCTOR
p.value =[];
p.coef=[];
p.order=[];
p=class(p, TaylorSeries);

N O Ok N
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fonction formule de récurrence k
wW=u-+"v Wi = U + Vg
k
w = u.v Wy, = Y UjVk—j
Jj=0
U 1 k
w = — Wi = — uk—ijvk_j
(% Vo =0
1 k—1
w:\/ﬂ W = —— uk—ij.wk,j
211)0 -_
7=0
~ k —~
w=-exp(u) | Wy = | X Wip_;U;
i=1
1 k
w = Log(u) | Wy, = — |y — Zuk,fwk
Uo I j=1
1 k k—1
, ~ _ _
w=u W = — |7 ) Wiy = > up
o | j=1 j=1
. ~ k ~
s=sin(u) | sp= 2 Ujck_j
J=1
~ k ~
c=cos(u) |G = > —UjSk_;
j=1

TaAB. 1.3 — Formule de récurrence pour le calcul des dérivées d’ordre k des fonctions et

opérations élémentaires.
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8 return;

10 elseif nargin==1

11 obj=varargin{1};

12

13 switch class(obj)

14

15 case 'TaylorSeries"'

16 % COPY CONSTRUCTOR

17 p.value=obj.value;

18 p.coef=obj.coef;

19 p.order=obj.order;

20 p=class(p, TaylorSeries);

21 return ;

22

23 case 'TaylorSeries2"'

24 % CONVERSION CONSTRUCTOR

25 p.value=obj.value;

26 p.coef=obj.coef;

27 p.order=obj.order;

28 p=class(p, TaylorSeries);

29 return;

30

31 case 'double’

32 % CONVERT A 2-D or 1-D ARRAY TO TaylorSeries
33 p.value=obj;

34 p.order=20; % Default differentiation order
35 p.coef=zeros ([ size(0obj) p.order]);
36 p.coef(:,:,1)=0;

37 p=class(p, TaylorSeries);

38 return ;

39 end

40
41  elseif nargin==

42 obj_value=varargin{1};

43 obj_order=varargin{2};

44

45 p.value=obj_value;

46 p.order=obj_order;

47 p.coef=eros ([ size(obj_value) p.order]);
48 p.coef(:,:,1)=0;

49 p=class(p, TaylorSeries);

50 return;

51

52 elseif margin==3

53 obj_value=varargin{1};

54 obj_order=varargin{2};

55 obj_coef=varargin{3};

56

57 % Check if the dimensions of coef and value match well

58 scoef=size (obj_coef);

59 svalue=size (0bj_value);

60

61 if numel(scoef)==2]|| scoef(¥psvalue (1)...

62 || scoef(2)svalue (2)|| scoef(39obj_order
63 error ( 'Objet.value and Objet.coef dimensions mismatgh'
64 end

65

66 p.value=obj_value;

67 p.order=obj_order;

68 p.coef=obj_coef;

69 p=class(p, TaylorSeries);
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70 return ;

71 end

72

73 error('Unsupported use of the Class TaylorSerieg; '

>» x=TlaylorSeriesl([1 2 3],5)
X is TaylorSeriesl object 1 x 3
Value=
1 2 3
Coefficients=
{t,:,1) =
0 0 0
lip:,2) =
0 0 0
(2,:,3) =
0 0 0
(i,:,4) =
0 0 0
li,5,5)
0 0 0
Jx s>

Fic. 1.5 — Apercu d’écran définissant un objet TaylorSeries

Issu d’une modification des premiers développements de la librairie Diamant [25], le
constructeur prendre en compte les deux types définis pour les variables de T'aylorSeries
(T'aylorSeriesl et TaylorSeries2). Le premier développement de la boite a outil Dia-
mant utilise la classe TaylorSeriesl qui recalcule a chaque ordre les coefficients de
I'ordre 1 a l'ordre courant k. Cette version a été améliorée plus tard pour ne calcu-
ler que les coefficients a l'ordre courant (figures 1.6 et 1.7). La version 1 de Diamant
(TaylorSeriesl) recalcule les coefficients de I'ordre 1 a 'ordre courant k& a chaque ordre
alors que la version 2 de Diamant (T'aylorSeries2) calcule les coefficients exactement

a lordre courant &
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Diamantl Diamant2
A A
10| ® 10 o
| "' B /.
=i - < | .
S T ® o [ ,‘
50 ' e .
=Rl S5t &
B o B '/
| ' . o
-8 -
1t
‘ - 8 1 | | L 1 | 1 | L
| 5 10 - 1 5 10 =
Fi1Gc. 1.6 — Diamant 1 Fi1g. 1.7 — Diamant 2

Selon le nombre et le type des arguments en entrée, plusieurs cas sont considérés.
Ces cas sont présentés dans le constructeur de classe en utilisant la syntaxe “case”.
Un objet TaylorSeries peut étre créé de plusieurs manieres. Par exemple, on peut le
définir en fournissant une valeur pour le champ value et un ordre de troncature comme
dans la figure 1.5. Dans ce cas, les coefficients de Taylor sont initialisés a zéro. Diamant
implémente la formule de Leibniz comme suit :

Code de surcharge de I'opération multiplication x

function r=mtimes(x,y)
BMTIMES objects multiplication.

global Ck % Current order of differentiation

if isa(y, TaylorSeries)
r.value=x.valuey.value;

1
2
3
4
5
¢ if isa(x,'TaylorSeries)
7
8
9 r.coef=zeros ([ size(r.value),x.order]);

10 r.order=x.order;

11

12 for kk=Ck:Ck

13 for ii=1:kk-1

14 r.coef(:,:,kk)=r.coef(:,: ,kk)+...

15 x.coef(:,:,ii)xy.coef(:,:,kk-ii);

16 end

17 r.coef(:,:,kk)=r.coef(:,:,kk)+...

18 x.valuexy.coef(:,:,kk)+x.coef (:,:,kkjy.value;
19 end
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20 r=TaylorSeries(r.value,r.order,r.coef);
21 return ;

22

23 else %X is aTaylorSeries while y is a double

24 r.value=x.valuey;

25 r.coef=zeros ([ size(r.value),x.order]);
26 r.order=x.order;

27

28 for kk=Ck:Ck

29 r.coef(:,:,kk)=x.coef(:,:,kkjy;

30 end

31 r=TaylorSeries(r.value,r.order,r.coef);
32 return;

33 end

35 else %y is aTaylorSeries while x is a double

37 r.value=xy.value;

38 r.coef=zeros ([ size(r.value),y.order]);
39 r.order=y.order;

40

41 for kk=Ck:Ck

42 r.coef(:,:,kk)=xy.coef(:,:,kk);

43 end

44 r=TaylorSeries(r.value,r.order ,r.coef);
45 return;

46 end

Lorsque tous les opérateurs et fonctions élémentaires ont été surchargés, validés et
regroupés dans la bibliotheque Diamant, la dérivation d’une instruction mathématique
complexe est effectuée opérateur par opérateur, fonction par fonction, en reproduisant

implicitement la regle de dérivation des fonctions composées décrite plus haut.

1.3.4 Test de Taylor

Le test de Taylor est indispensable pour s’assurer que le code différentié ne comporte
pas d’erreur. Ce test consiste a comparer les dérivées calculées avec le code linéaire

tangent (ou le code adjoint) a celles calculées par la méthode des différences finies.

Soit un code M ayant pour variable d’entrée x € R™ et pour variable de sortie
y € R™. Pour le test, on choisit généralement une fonction objectif F : R" — R a

résultat scalaire et une direction de perturbation § € R™. Puis on calcule le ratio r,
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pour des parametres o décroissants (en général en puissances de 10 négatives).

S |FoM(x + ad) — FoM(x)|
o |A(FoM(x)).0]

(1.34)

TAB. 1.4 — Variation de ratio pour un code dérivé correct.

« T

1071 0.9741206349039363
1072 0.9977449190883242
1073 0.9997776685869196
1074 0.9999777980912296
1075 0.9999977896326924
1076 0.9999995500256210
1077 1.000000532685758
1078 0.9999827671112931
1079 0.9998133918902934
10710  0.9995718686253795

Le tableau 1.4 donne la variation du ratio r,. Lorsque le code dérivée est correct, ce
ratio tend lindairement vers 1 jusqu’a ce que « soit égal au pas optimal qui est de 1076
dans ce test. le parametre « doit étre suffisamment petit pour permettre une bonne
approximation des dérivées par la méthode des différences finies, et minimiser ainsi les
erreurs de troncature. Par contre, lorsque « est trop petit, cela engendre des erreurs

d’arrondi dues a la soustraction de nombres tres proches.

1.4 De la MAN a P’approche Diamant

La MAN est basée essentiellement sur :

33



Chapitre 1. FEtat de l'art

— la technique de perturbation qui consiste approcher les solutions par des séries
tronquées, puis a transformer le probleme non-linéaire en une suite de problemes
linéaires faisant intervenir la matrice linéaire tangente et des dérivations de haut
degré. Cette technique ne peut étre appliquée que si la solution cherchée est
analytique, et

— la technique de continuation. La branche de solutions j + 1 est calculée a partir

de la solution (u’/, \) comme suit
. K
w(a) =uw + 3 afuy,
' - = (1.35)
N a) = N + 2 af )y,
k=1

Elle est fréquemment associée a une technique de discrétisation qui consiste a ré-

soudre le probleme EDP non-linéaire par la méthode des éléments finis par exemple.
Les principaux freins a l'usage de la MAN sont ’hypothese d’analycité (qui peut
étre levée par régularisation des équations) et Iécriture des termes de haut degré.

L’approche Diamant, basée sur la DA, leve cette seconde limitation de maniere simple

et efficace.

1.4.1 Principe de la MAN

La Méthode Asymptotique Numérique (MAN) est une méthode de suivi de courbe
dédiée la résolution des équations différentielles non-linéaires. Dans cette méthode, les
solutions d’un probléme non-linéaire R(U,\) = 0 supposé analytique sont cherchées
sous la forme de séries de Taylor tronquées a 'ordre K développées par rapport a un

parametre de chemin a [14]

u(a) =" a"u, Aa) =" a" A, (1.36)
k=0 k=0

1 ouF N 1 ONF
Moar ™ T 1 oar
k de u et X\ évalués au point a = 0. Le principe de la MAN est de transformer ce

ou les variables u = sont les coefficients de Taylor a l'ordre

probleme non-linéaire en une succession de problemes linéaires permettant de calculer

itérativement ces coefficients de Taylor.
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Les développements en série des inconnues u et A sont introduits dans le probleme
non-linéaire pour obtenir une séquence d’équations linéaires dont la matrice linéaire
tangente est commune a chaque ordre, et dont les seconds membres font intervenir des
dérivées de haut degré [14]. Une seule inversion de matrice est nécessaire par branche
(Fig. 1.8). Les approximations sous forme de séries sont utilisées pour calculer une
branche (ou un morceau de branche) de la solution. Cette approximation est valide
dans un domaine plus grand que les méthodes itératives d’ordre 1 comme la méthode
de Newton-Raphson. Pour des raisons de clarté, la dépendance par rapport a a est

généralement omise par la suite.

U

I (u', 2')

(v 2%
Branche 2

Branche 3

Branche 1

Fi1G. 1.8 — Branches calculées par la MAN

L’équation résiduelle (1.1) est sous-déterminée . On ajoute donc une équation de

chemin a (1.1). Le probleme est alors formulé par le systéme suivant :

R(u,u,u,\) — F =0,

u (1.37)
o= {ul0) = w0, 3200 ) + () - A0) 5210),

Les inconnues uy et A sont calculées de maniere itérative par la résolution des systemes

linéaires successifs. Cette étape faite, on détermine le rayon de convergence de la série
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[0, @maz] en choisissant par exemple :

w1
(Unas = (6 ol ) , (1.38)

[l

ou € est un parametre de précision choisi par 'utilisateur. En général, la MAN ne néces-
site pas de corrections. Une facon d’améliorer 'efficacité de la MAN est de remplacer
les séries par des approximations de Padé [75] pour augmenter le domaine de validité

des séries.

1.4.2 Exemple : Probleme de Bratu

Cet exemple classique illustre les différents aspects de la MAN

9%*u

Rlu, \) = 55 + @ =0, u(0) =u(l) =0. (1.39)

Discrétisation

Dans la MAN, pour calculer de maniere simple les dérivées de haut degré, ce pro-
bleme est écrit sous forme "quadratique” en introduisant la variable supplémentaire

v = exp(u). Le probleme devient alors :

82;;5) + Mv(x) =0, z € [0,1],
R(u, \) = v(z) = €@, (1.40)
u(0) =u(1) = 0.

Nous procédons d’abord a la discrétisation du probleme en utilisant une méthode de
différences finies. Le segment [0, 1] est discrétisé en utilisant n+ 1 points équidistribués.

Les conditions aux limites sont u® = u™ = 0. Le probleéme discret s’écrit sous la forme :

Ry = | Kol ALI=0. (1.41)
[v] — el =0,

1
ou Ky, [u] et h = — sont respectivement le Laplacien discret, les inconnues et le pas de
n

discrétisation.
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Pertubation de systeme discret

La technique de pertubation consiste a remplacer les inconnues u et A par leurs

séries tronquées a 'ordre k (1.36). Le probleme a 'ordre 1 s’écrit sous la forme :

Ko [ug] + N [u1] [Uj] + A1 [Uj] =0, (1.42)

[v1] — uy [07] = 0.
ou les vecteurs [uq] et [v1] sont les vecteurs de coefficients de Taylor de [u] et [v] &

l'ordre 1.

A Tordre k, le systeme s’écrit sous la forme :

Ko [ug] + N [ug] [07] + Mo? = f12, (1.43)

[vi] = ug [v7] = vt

Dans la terminologie MAN; les termes f7 et v issus du développement en séries de

et et e® vérifient les formules de récurrence :

k-1
ph= = oup! — ; ArUk—ry
Blp : (1.44)
vgl = Z ? Up V.

r=1

Le systeme s’écrit sous la forme :

Ko [ug] + N [ug] [v] + Mo? = f7

(1.45)
(o] — uy, [07] = v,
En isolant les inconnues, les systemes a résoudre sont :
al’ordre 1 :
K, [ui] + M\ [v7] = 0,
tfa] ' ) (1.46)
[v1] — uy [07] = 0.
a Pordre £ :
K [ug] + X\ [07] = 4
¢ [ur] + Ag [v7] = fi (1.47)

[ve] — g [07] = v},
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ou la matrice linéaire tangente K; = Ky + K, avec :

A0
Ky = . (1.48)
N pin

Ces dérivées de haut de degré écrites sous forme de coefficients de Taylor différent
des formules de récurrence de dérivation classiques par 1’absence des contributions
linéaires tangentes de la k"¢ dérivée (somme sur k& — 1). Cet exemple simple montre
les difficultés d’implémentation liées a la mise en ceuvre de la MAN : décomposition
quadratique (introduction de la variable v) et calcul des termes de haut degré a 1’aide de
formules de récurrence. Méme si la décomposition L0+ L(u) + Q(u, u) [54] a longtemps
été employée pour automatiser le calcul des formules de récurrence, le probleme de la
décomposition quadratique demeure. Lorsque le nombre d’opérations est important, le

développement manuel devient rapidement fastidieux et source d’erreur.
L’approche Diamant, paragraphe 1.4.3, repose sur une initialisation judicieuse. Il
est donc possible de calculer automatiquement ces termes par DA, sans avoir recours

a la décomposition quadratique.

1.4.3 Approche Diamant de la MAN

L’objectif de Diamant est d’automatiser de maniere générique et efficace le calcul des
termes de haut degré f7* résultant de la MAN grace a la technique de la différentiation
automatique.

L’approche Diamant est basée sur la formule de Fad di Bruno [76] pour le calcul

des dérivées de haut degré d'une fonction composée H = fog. La formule s’écrit :

T = gt o T (22 (1.49)

n !
Ox Jalet j!
ou la somme est effectuée sur les partitions entieres (mq,...,m,) de n. Dans cette

formule, ) et g) sont respectivement les dérivées de f et g a ordre j. On regroupe
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les termes (my,...,m,) correspondants & un méme entier et on écrit cette formule a

I’aide des polynomes de Bell

O"H X
- (k) B 1) @  —k+D) 1.50
(9:1:” ];)f (g(l’)) n,k (g 7g 9 7g ) ) ( )
ol les polynomes de Bell By (g, ..., gk=1+b), pour | = 1.k, satisfont
a:
k! g\ g\ gin—ktD) e
B M, gy = — | = — | 1.51
bl g ) Zil!...in_kH! 1 21 (k—1—1) » (1.51)

Cette somme implique toutes les suites d’entiers positifs i1, ...i5_;11 telles que i1 + 19 +
ig + ... =L et iy + 2ig + 3ig + ... = k.

L’approche Diamant repose sur les éléments suivants. L’équation résiduelle (1.1) est
une composition de fonctions et la formule de Faa di Bruno peut étre appliquée pour

subdiviser de maniere générique le coefficient de Taylor de R d’ordre de k :

Ri = {R1|u1:1d,A1:0} uy + {Rl\u1:07/\1:1} Ak + {Rk|uk:0,)\k20} =0, (1.52)

ou {R1|U1:1d7,\1:0} est la matrice linéaire tangente en wu, {Rl|u1:0,,\1:1} est la dérivée
partielle de R par rapport au parametre A, et {Ryju, =00} représente la contribution
des dérivées de haute degré fi'. Dans ce nouveau formalisme, I'initialisation des coeffi-
cients de Taylor a 'ordre k£ de u et A a zéro annule la contribution des termes linéaires
tangents déja pris en compte dans les deux premiers termes. Cette formule générique
permet d’automatiser la MAN car les termes de I’équation (1.52) peuvent étre calculés
par un outil de différentiation automatique :

— Le Jacobian {Rnulzld,,\l:o} est le méme quelque soit 1'ordre de troncature. Il
peut étre calculé de maniere efficace en tenant compte du caractere creux des
matrices issues d’'une discrétisation par éléments finis, et en particulier en basant
sa construction sur le mécanisme d’assemblage.

— les termes contenant les dérivées d’ordre élevé et {Rpju,—or,—0} peuvent étre
calculés automatiquement en utilisant la librairie de surcharge d’opérateur de

Diamant.
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Avec le formalisme Diamant, la séquence des K systemes linéaires de la MAN s’écrit
sous la forme :
{R1|u1:Id,)\1:0} ug + {Rl|u1:0,)\1:1} Ap = — {Rmukzo,x,c:o} )
a = (ur — up)us + (Mg — o) A1

(1.53)

En pratique, le terme {Rk‘uk:& ,\1:0} et la solution du systeme (1.53) sont calculés de

maniere itérative de l'ordre 1 a K.

1.4.4 Implémentation générique en Matlab

Matlab est un environnement de calcul scientifique offrant de nombreuses boites a
outils appelées toolboxes et notamment un langage de programmation orienté-objet.
A la différence des langages compilés comme Fortran ou C, Matlab est un langage
interprété qui propose un grand nombre de fonctions et de "toolboxes” pour simplifier
le développement de nouvelles applications. De ce fait, Matlab est tres utilisé pour la
simulaton numérique. Dans notre cas, nous sommes intéressés par la toolbox EDP.

Mais, aussi complet soit-il, Matlab ne dispose pas d’une boite a outils officielle
consacrée a la différentiation automatique car il est difficile de prendre en compte de
toutes les fonctions différentiables de Matlab. Aujourd’hui, a I'exception d’Adimat,
les outils de différentiation automatiques compatibles avec Matlab reposent sur des
bibliotheques de surcharge d’opérateurs.

Notre implémentation de la méthode des éléments finis utilise les variables structu-
rées de Matlab dans une implémentation générique des problemes d’EDP en dimension
1, 2 ou 3. Ces variables structurées décrivent la géométrie, le maillage et les proprié-
tés matérielles de la structure mécanique. Par exemple, les épaisseurs sont prises en
compte dans la variable geometry alors que le module de Young est une composante
de la variable properties. Les fonctions de forme sont fournies par 1'utilisateur sous
forme de fichier matlab en fonction de 1’élément fini choisi pour la discrétisation. Ce
choix de programmation permet a l'utilisateur de modifier facilement les parametres

de simulation, sans toucher a I'algorithme de résolution [15].
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Routines de surcharge
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F1G. 1.9 — Graphe générique du code implémentant R(u, \) dépendant des parametres

p. La partie surchargée avec Diamant est encadrée en bleu .

La figure 1.9 présente le graphe générique du code implémentant le résidu R (u, A, p).
La variable p est une des variables d’entrée. La fonction R est vue comme une com-
position de fonctions incluant la loi de comportement non-linéaire et la discrétisation
éléments finis. L’algorithme de résolution de R(u, A,p) = 0 pour déterminer les va-

riables de sortie (u, A) est présenté dans la table 1.5.

1.5 Conclusions

L’état de I'art sur I'usage des dérivées présenté dans ce chapitre a mis en lumiere le
calcul de Jacobiens et de séries de Taylor dans les méthodes de résolution des problemes
mécaniques non-linéaires. Les approches traditionnelles (la dérivation manuelle, la dé-
rivation symbolique), 'approximation par la méthode des différences finies, et la diffé-
rentiation automatique sont discutées en indiquant les avantages et les inconvénients
de chacune d’entre elles. Une large place est offerte a la technique de différentiation
automatique comme :

— approche théorique adaptée au développement de certaines méthodes numériques.

En particulier, les principes de la DA sont introduits pour mettre en évidence sa
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U, Ag connus,

Initialisation a 0 de ug et A
u=(u,\)

Construction de K7 = {Riju,=1d,x,=0}
Ordre k=1,

Calcul de Ry = —F,

Résolution de Kr.u = — Ry,
1

V1+ata’
Ordre k=2,.... K

Calcul de A\ = =

Calcul du coefficient {Rpju,=0,1,=0}
Résolution de K7t = —{Ryju, =0 =0},

Calcul de A\, = A.uq.4, up, = Ap.uq + 1,

TAB. 1.5 — Algorithme de Diamant

généralité,

— solution technologique permettant de calculer des dérivées premieres ou de haut
degré de maniere efficace et générique. La description des outils logiciels discute
notamment les différents modes et les techniques d’implémentation de la DA dans
les logiciels.

La section 1.4 traite 'automatisation de la Méthode Asymptotique Numérique [14] par
DA, connue sous le nom d’approche Diamant [39, 25]. Le cadre de travail Diamant
est discuté en détail car il est le support des développements autour de l'analyse de

sensibilité des solutions calculées par la MAN présentée dans les Chapitres 2 et 3.
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Chapitre 2

Analyse de sensibilité des solutions

calculées par la MAN

2.1 Introduction

Ces dernieres décennies, les matériaux intelligents et les structures adaptatives ont
été intensivement étudiés dans le but d’améliorer leurs propriétés multifonctionnelles.
Les structures sandwichs contenant des couches viscoélastiques ou piézoélectriques sont
utilisées dans des applications industrielles pour le controle du son et de la vibration.

De leur modélisation résulte souvent des problemes non-linéaires.

L’analyse de sensibilité de modeles mécaniques tend a devenir un outil classique
[5]. Elle permet d’évaluer I'impact de perturbations des parametres d’entrée sur les
variables de sortie d’'un modele. Ses applications concernent 1’étude de sensibilité par
rapport aux imperfections géométriques et matérielles des structures [20], a la locali-
sation des endommagements [6] et a I’étude des vibrations [7, 8]. Plusieurs approches
peuvent étre utilisées. Les méthodes d’analyse de sensibilité sont groupées en trois
classes [77] : (i) les méthodes de screening [78, 79, 80] qui effectuent une analyse quali-
tative de I'influence des parametres d’entrée sur les variables de sortie, (i7) les méthodes

d’analyse locale [81, 82] qui évaluent quantitativement I'influence d’une faible variation
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des parametres d’entrés, (iii) les méthodes d’analyse de sensibilité globale [83, 84] qui
évaluent l'influence générale des parametres d’entrée sur le comportement du modele.
Le choix d'une méthode ou l'autre dépend de la complexité des équations du modele,
des outils de mesure et du nombre de parametres a étudier. La sensibilité peut étre
obtenue soit par expérimentation en laboratoire [9], soit par des approches analytiques

[7, 10] ou numériques [85, 86.

Dans les codes de simulation par éléments finis, le calcul de sensibilité [18, 19] peut
étre effectué soit par la méthode des différences finies, soit en différentiant les équa-
tions continues ou les équations discretes, soit en différentiant le code implémentant
les équations discretes manuellement [8, 10] ou & l'aide d’outils de différentiation auto-
matique [23]. Méme si le code a différentier a une taille importante, la DA le considere
comme une séquence d’opérations élémentaires, de fonctions intrinseques, d’instruction
de controle et de boucles. La DA est effectuée en appliquant la regle de dérivation a la
chaine (1.20) a chaque instruction de ce code. L'utilisation de la DA permet de calculer
des dérivées a la précision machine pres. Cette technique générique est également fiable
pour le calcul des dérivées de haut degré. L’analyse de sensibilité des solutions obtenues
par la MAN est brievement présentée dans [28] et dans [15]. Dans ce chapitre, nous
proposons une discussion plus approfondie. Une attention particuliere est portée sur la
facilité d’utilisation, I'aspect générique, et la précision de Diamant pour la résolution

d’un probleme de mécanique conséquent et les calculs de sensibilité.

Ce chapitre présente les aspects théoriques de I'analyse de sensibilité des probléemes
non-linéaires. Pour I'implémentation, une technique de calcul de dérivée mixte est déve-
loppée en combinant deux logiciels de DA. Les résultats numériques concernent I’étude
du comportement non-linéaire (non-linéarité de type géométrique) d’'une poutre sand-
wich Verre/PVB/Verre. Les études de sensibilité sont faites par rapport aux épaisseurs
des couches et par rapport a une perturbation de certains éléments de la matrice linéaire

tangente.
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2.2 Aspects théoriques

Comme décrit dans le Chapitre 1, la Méthode Asymptotique Numérique (MAN)
a fait ses preuves dans des problemes mécaniques incluant différents types de non-
linéarités. L’objectif de cette partie est de mettre en place un algorithme de calcul de
sensibilité adapté a Diamant en se basant sur les techniques de différentiation automa-

tique.

2.2.1 Position du probleme

Comme illustration, on considere le probleme résiduel défini par I'équation (2.1).

R (u(a,p), Aa,p)) = 0, .

o= {(wlen) = u0.0), T 4 (30 p) = 20,5 PP o
Outre la dépendance par rapport au parametre de chemin a, on suppose que le probleme
dépend également d’un ensemble de parametres p de nature géométrique, matérielle ou
technique (parametre de régularisation par exemple) sur lesquels peut se greffer une
perturbation. Un parametre et la perturbation correspondante peuvent étre scalaires,
vectoriels ou matriciels. Par la suite, la dépendance en p est omise pour plus de clarté

dans les équations. Les systemes linéaires issus de Diamant, voir équation (1.52),

{Ruulzld,,\l:o} ug + {Rl|u1:0,)\1:1} Ak = — {Rk|uk:0,/\k:(}} )

(2.2)
a = (uk — UO)Ul + <)\k - )\O>)\l>
dépendent implicitement des parametres de modélisation p.
ou O\
Les sensibilités 87]6 et a—k des variables u et A\, par rapport a p sont les dérivées
P P

mixtes en a et p. Elles sont notées uf et \{ dans la suite du manuscrit.

La figure 2.1 présente les différentes manieres d’effectuer un calcul de sensibilité, par
rapport aux parametres, des solutions calculées avec la MAN ou Diamant. Dans chaque

cas, le calcul de sensibilité peut étre effectué de trois manieres différentes. La méthode
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Calcul de sensibilités

Différences finies™

5 5 Surcharge
MAN ala n
areman o (DIAMANT)

Transformation®

de source
(ADIMAT)

Probléme non
linéaire

Différences finies™®

Transformation*®

de source

k (ADIMAT) /

F1G. 2.1 — Analyse de sensibilité des solutions de la MAN

des différences finies présentée au chapitre 1 reste une méthode approchée. Elle ne
nécessite pas de développement théorique. L’application d’un outil de DA sur un code
MAN est réalisable de maniere assez simple [26], mais peut se révéler peu efficiente car
on ne tient pas compte de la nature de la MAN. En effet, comme démontré dans [27],
MAN et Diamant peuvent étre considérés comme des solveurs mathématiques de haut
niveau tout comme le sont par exemple les solveurs linéaires ou les transformations
linéaires (FFT ou FWT). La Différentiation Automatique de Diamant, nécessaire pour
le calcul des sensibilités, doit étre effectuée en prenant en compte cette remarque pour

étre efficace.
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2.2.2 Différentiation d’un probleme résolu par Diamant

Pour calculer les sensibilités ud et A{ | il est naturel de différentier les systémes

génériques (2.2) par rapport a p. On obtient les systemes :

{731\u1:1d,A1:o } uj, + {Ruul:omzl } A=

(2.3)
- {R?\ulzm,xlzo } up — {Ril|u1:0,)\1:1 } Ak — {Rﬂuk:o,)\k:o} ;

ol les termes R{ sont les dérivées du coefficient de Taylor R, avec des initialisations
particulieres de uy, et \g. Le systeme (2.3) dépend de la matrice linéaire tangente uti-
lisée dans (1.52). Par contre, le second membre comporte des termes supplémentaires.
Utilisée pour clore le systéme, 1’'équation de chemin (1.3) doit elle aussi étre dérivée.

La dérivée du parametre de chemin satisfait a la condition :
a® = (uf — uByuy + (up — up)ud + AL = AHA + (A — Ao) A% (2.4)

Le calcul des sensibilités implémenté dans le solveur Diamant est effectué en résolvant
(1.53) et (2.3) de maniere itérative de 'ordre 1 & I'ordre K. Les sensibilités u?, A%, sont

déduite des séries de Taylor par les expressions suivantes :

K
u =ud + > (kadak_luk + akuz),

K (2.5)
M =M+ 3 (kaah ' + aF)).

k

I
—

Les équations (2.3) et (2.4) sont génériques elles aussi. Tous ces termes peuvent étre

calculés par DA.

2.2.3 Algorithmique du calcul de sensibilité

La résolution des équations (2.2)-(2.3) peut étre entierement automatisée en uti-
lisant une combinaison d’outils de DA [15, 24] car les développements théoriques
montrent la nécessité a la fois du calcul de dérivée de haut degré et des dérivées pre-

mieres.
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Comme Matlab a été utilisé dans le développement de codes mécaniques [87, 88,
89] pour la résolution des problemes non-linéaires avec la MAN, il nous a sembler
intéressant de compléter la version Matlab de Diamant pour pouvoir lui faire calculer
des sensibilités. Pour cela, nous avons choisi de coupler les logiciels de différentiation
Adimat et Diamant, Diamant pour le calcul des dérivées de haut degré de la MAN
et Adimat pour la dérivation source a source des codes mécaniques par rapport au
parametre p. Cet outil est décrit en détail au paragraphe 2.3.

La mise en ceuvre du calcul de sensibilité dans Diamant peut se résumer aux étapes

suivantes :

1. Différentiation automatique avec Adimat du probleme résiduel R(u, A) pour ob-

tenir le code lindaire tangent R¢(ud, u, A4, \),
2. Implémentation du calcul des séries (2.2) et du calcul de sensibilité (2.3),

3. Implémentation du pilote de continuation gérant la résolution des systemes li-

néaires le long des branches de solutions.

Le pilote Diamant de calcul de sensibilité, tableau 2.1, est tres voisin de celui de Dia-
mant. Il est codé une fois pour toutes. Les taches essentielles de I'utilisateur sont d’im-
plémenter le probleme résiduel comme pour Diamant, de le différentier en mode linéaire
tangent avec Adimat, d’interfacer les codes résultants avec la bibliotheque Diamant de

DA par surcharge d’opérateurs, d’exécuter le code, puis d’interpréter les résultats.

2.3 ADiMat

ADiMat [35] est un outil de différentiation automatique pour les codes Matlab.
C’est un outil tres original car il combine les techniques de transformation de source
et de surcharge d’opérateurs pour produire des codes dérivés d’ordres 1 (mode linéaire
tangent) et 2 (mode Hessien). Il a été développé a I’Université RWTH Aachen.

Comme Diamant, ADiMat s’appuie sur un type de variable particulier noté Adderiv

pour effectuer la dérivation. Les champs des objets de type Adderiv sont :
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J=1

ud, ug A&, Ao connus,

initialisation & 0 de ug, ug, A%, A\, pour k =1,..., K
introduction de @ = (u, \) construction de Kr = R et de K¢
Ordre 1

calcul de R¢ = —F et Ry = —F,

résolution de Kr.ii = —R et Kr.a? = —R{ — K4.1,

1 N -4 ud .u |

Vitata "t T (14 ata)
Ordre £ =2,.... K,

calcul de \; = £

caleul du coefficient {Ryju, =01, =0}

résolution de K7t = —{Rkjuy=or=0}

calcul de A\, = Aj.uq.u, up = Ap.uq + u,

calcul de —R¢ = — {R’ﬂulzfd,,\l:o } U — {Rﬂul:omzl } e — {Rﬂuk:o,Ak:o}
résolution de K¢ = —RY,

calcul de \¢; ud

TaB. 2.1 — Calcul de séries pour 'algorithme Diamant sensibilité
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— Dwvm pour 'ordre de dérivation. Il est égal a 1 en mode linéaire tangent et a 2 en
mode Hessien ;

— ndd pour le nombre de directions directionnelles propagées lors de 1’évaluation
du code dérivé. Lorsqu’il est supérieur a 2, les dérivées sont écrites sous forme
matricielle. Cette approche est particulierement intéressante lorsqu’on cherche a
calculer un gradient ou un Jacobien en utilisant simultanément plusieurs direc-
tions de perturbation (base canonique par exemple).

— le champ deriv stocke la valeur numérique de la dérivée.

Dans la figure 2.2 sont présentées les instructions permettant de créer une variable
de type Adderiv de dimension (3 x 3) dont le nombre de dérivées directionnelles ndd
est égal a 1. Le champ deriv est tout d’abord initialisé a 0, puis affecté a l'aide de la

seconde instruction.

>> x=adderiv(1,3)|

adderiv: number of directional derivatiwves: 1

aQ aQ aQ
aQ aQ aQ
Q Q Q

>» ®{1}=[1 2 3; 4 5 &; 7 & 9]

adderiv: number of directional derivatives: 1

1 2 3
4 5 [
7 8 9

F1G. 2.2 — Création et affectation d’une variable de type Adderiv.

Une description détaillée du constructeur de la classe Adderiv est fournie dans
la documentation d’ADiMat. En plus des fonctions mathématiques usuelles, la classe
Adderiv contient des méthodes spécifiques pour la différentiation de certaines fonctions
mathématiques. Par exemple les méthodes [s_mprod et [s_mexp sont utilisées pour

dériver 'opération de multiplication et la fonction exponentielle. Un grand nombre de
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fonctions mathématiques de Matlab ont été surchargées. Les fonctionnalités de Matlab

supportées par ADiMat sont présentées dans [35].

2.3.1 Différentiation de code avec ADiMat

L’objectif de ce paragraphe n’est pas de reprendre la documentation d’ADiMat,
mais de décrire les bases de la différentiation de codes Matlab avec ADiMat permet-
tant au lecteur de ce manuscrit d’éviter les difficultés que nous avons rencontrées au
début. Quelques précautions doivent étre prises pour faciliter la différentiation par
transformation de source par le logiciel Adimat.

L’instruction pour différentier un code avec ADiMat est
addif f(Q fname, indeps, deps) (2.6)

ou fname est le nom de la fonction a différentier, indeps représente les variables in-
dépendantes (parametres d’entrée) par rapport auxquelles la différentiation est faite,
deps représente les variables dépendantes (variables de sortie). Une fonction fname ne
peut étre différentiée que si elle admet au moins une variable d’entrée et une variable
de sortie.

ADiMat, appliqué au code source R(u, A, p), permet de générer un code pour le
calcul des dérivées de premier ordre par rapport aux parametres de modélisation p. Le
code linéaire tangent ainsi produit se nomme g_R(g_u, u, g_\, A\g_p, p). Les variables et
parametres préfixés par g_ sont les dérivées premieres des variables de méme radical.
Ainsi, g_u, g_\ et g_p désignent respectivement la dérivée de u, A et p.

Prenons par exemple le code source permetant de calculer le module complexe d'un
matériau viscoélastique en fonction de la fréquence.

Code source

function Ec=V(EO, netaO, E,w,neta,N)
wi=wx1j;

Ec=EO+wi netaO ;

for k=1:N

[V SR
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5 Ec=Ec+(wi neta (kxE(k))/(E(k)+wixneta(k));
6 end

La différentiation de ce code par ADiMat nous donne le code linéaire tangent suivant :

Code lineaire tangent

1 function [g_Ec, Ec]= g_V(g_EO, EO, g_neta0, netaO, g_E,...
2 E, g_w, w, g_neta, neta, N)

3 g_wi= g w 1j;

4 wi= wx 1j;

5 g_tmp_V_00000= Is_mprod(g_wi, wi, g_neta0O, neta0);

6 tmp_V_00000= wi netal;

7 g _Ec= g EO+ g_tmp_V_00000;

8 Ec= EO+ tmp_V_00000;

9 clear tmp_V_00000 g_tmp_V_00000 ;

10 for k= 1: N

11 g_tmp_V_00001= (g_wi neta(k} E(k)+ wix g_neta(ky} E(k)+...
12 wix neta(k)yx g_E(k));

13 tmp_V_00001= wi neta (k) E(k);

14 g_tmp_V_00002= Is_mprod(g_wi, wi, g_neta(k), neta(k));
15 tmp_V_00002= wi neta(k);

16 g_tmp_V_00003= g _E(k)+ g_tmp_V_00002;

17 tmp_V_00003= E(k)+ tmp_V_00002;

18 g_tmp_V_00004= Is_mquot ((g_tmp_V_00001), .

19 (tmp_V_00001), (g_tmp_V_00003), (tmp_V_00003));
20 tmp_V_00004= (tmp_V_00001)/ (tmp_V_00003);

21 g_tmp_V_00005= g_Ec+ g_tmp_V_00004;

22 tmp_V_00005= Ec+ tmp_V_00004;

23 % Update detected : Ec= some_expression(Ec,...)

24 g _Ec= g_tmp_V_00005;

25 Ec= tmp_V_00005;

26 end

On remarque que les instructions du code source ont été décomposées en instructions
élémentaires. Pour certaines opérations élémentaires “complexes” comme la multipli-
cation et la division (leur différentiation implique plusieurs opérations), des méthodes
spécifiques au type Adderiv sont codées dans Adimat pour “simplifier” le calcul de

dérivées et “augmenter” la lisibilité du code linéaire tangent.

En pratique, la différentiation des codes avec ADiMat n’est pas aussi triviale que
ne 'est la différentiation de codes fortran avec Tapenade par exemple. Il en a résulté
plusieurs difficultés dans la mise en ceuvre en Matlab du calcul des sensibilités des

solutions MAN.
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2.3.2 Différentiation d’un code surchargé par Diamant

Notre implémentation de la méthode des éléments finis utilise des variables struc-
turées dont la différentiation est gérée par Adimat. Mais Adimat ne différentie pas les
classes. C’est la principale difficulté que nous avons rencontrée car la DA de haut degré
de la bibliotheque Diamant est basée sur la classe T'aylorSeries. Deux options sont
possibles.

La premiere solution consiste a dériver le code mécanique implémentant I’équation
résiduelle avec Adimat, puis a modifier le type des variables impliquées dans les calculs
de séries. Ces variables prennent le type TaylorSeries. Comme Matlab propage lui-
méme le type des variables, il suffit a I'utilisateur de modifier le type des variables
au moment de leur initialisation. Ceci se fait de maniere simple en dehors du code
mécanique différentié par Adimat. Cette option nécessite quelques fois une gestion
judicieuse des variables.

La seconde option consiste a mettre toutes les instructions relatives au Type TaylorSeries
en commentaire, puis a différentier le code avec ADiMat. Une fois le code différentié,
les instructions commentées sont rétablies. Les instructions a commenter concernent
I'initialisation des variables TaylorSeries et les fonctions conversion des variables de
type TaylorSeries en variables réelles.

Nous avons testé les deux options sur les codes développés dans [25, 17]. Sur des
codes existants, la premiere option est plus facile a mettre en ceuvre. Quelques imperfec-
tions d’Adimat nous sont apparues. Les difficultés rencontrées dans I'usage d’ADiMat
sont exposées ci-dessous. Certaines sont reportées dans le guide utilisateur d’Adimat.

Pour assurer une différentiation correcte du code, il est important d’en tenir compte.

Non-différentiation de certaines fonctions Matlab - Matlab est un langage de
programmation interprété tres complet, et les développeurs de 'outil Adimat n’ont pas
a ce jour réussi a prendre en compte la différentiation de toutes ces fonctions. C’est le

cas des instructions d’optimisation de code ou d’espace mémoire telles que sparse, et
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de fonctions non-différentiables telles que abs. La présence de ces instructions génere
des erreurs au cours de la différentiation du code.
Pour remédier a ce probleme, ces fonctions peuvent étre programmées de maniere

explicite.

Appels de fonctions - Des difficultés peuvent surgir lorsque la méme fonction (dans
le code utilisateur) est appelée plusieurs fois avec des arguments différant par leur
nombre, ou par leur nature (variable active pour la différentiation, variable non-active
ou constante).

Adimat génere une fonction différentiée a chaque appel de la fonction en gardant
toujours le méme nom pour la routine différentiée. Au final Adimat n’a généré qu’une
fonction différentiée, celle correspondant chronologiquement au dernier appel. Si les
arguments de la fonctions different au fil du code, le code linéaire tangent résultant est
faux. Comme toujours, un test de Taylor (chapitre 1) s'impose, mais ce type d’erreur

est tres difficile a localiser.

2.3.3 Couplage ADimat-Diamant

L’objectif est maintenant d’organiser le calcul de la dérivation mixte de 1’équation
résiduelle R(u, \) par rapport au parametre de modélisation et par rapport au para-
metre de chemin. Comme discuté dans le paragraphe 2.3.2.0.0, on a choisi d’utiliser la

premiere option car AdiMat ne sait pas différentier les variables de type Taylorseries.

Principes - Le couplage ADiMat-Diamant repose sur trois éléments : la différen-
tiation avec Adimat du code R, la surcharge du code différentié a ’aide de Diamant,
la mise en ceuvre de l'algorithme Diamant-sensibilité (Table 2.1) pour résoudre le pro-
bléeme non-linéaire et calculer la sensibilité des solutions simultanément.

La figure 2.3 indique les parties de code impactées par la différentiation linéaire

tangente réalisée par rapport aux parametres de modélisation. On observe que tout le
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Différentiation par Adimat

: — -~ \ |
1 g |
o !
! _§ —> | Loide comportement | ——> o i
N R B < I
|
2 = R
: '8 8 = " I
& & 22|
l = ©
! *g E« a ||
x |
! g > Modele EF e P |
L~ :
N ~——— |

FiG. 2.3 — Différentiation par ADiMat.

modele mécanique est concerné partant des parametres de modélisation qui sont les
“variables actives indépendantes” de la DA, aux solutions du probléme non-linéaire qui
sont les variables dépendantes dont la sensibilité nous intéresse. Suivant la regle de
différentiation des fonctions composées, les variables dépendantes des parametres in-
tervenant dans la modélisation éléments finis et la loi de comportement sont également
différentiées.

La différentiation du modele mécanique R(u, A, p) permet d’obtenir g_R(g_u, u, g-\, A, g_p, p).
Nous avons vu dans le paragraphe 2.3.1 consacré a la différentiation avec Adimat que
des fonctions comme ls_mprod, ls_exp spécifiques peuvent étre présentes dans le code
linéaire tangent g_R. Le couplage Adimat-Diamant repose essentiellement sur la sur-
charge de ces fonctions pour les variables de type TaylorSeries de la librairie Diamant.

Ceci conduit a Uextension de la librairie Diamant.

Extension de la librairie Diamant - ADiMat utilise une approche combinant les
deux techniques de différentiation que sont la transformation de source et la surcharge
d’opérateur. La technique utilisée pour chaque opération ou fonction dépend des dimen-
sions des variables impliquées (matrice, réel, vecteur). Ainsi une multiplication entre

variables matricielles n’est pas différentiée de la méme maniere qu’une multiplication
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entre variables réelles. Dans Adimat, la premiere est faite par transformation du code
en introduisant [s_mprod, puis utilisation de 'opérateur surchargé de ls_mprod, tandis
que la seconde est faite par transformation de source.

La librairie Diamant est étendue a toutes les fonctions Adimat intervenant dans la
différentiation linéaire tangente. Pour ce faire, nous avons consulté la liste des fonctions
disponibles dans ADiMat. La surcharge de ces fonctions pour la dérivation de haut degré
peut étre faite explicitement en codant les formules de récurrence, ou implicitement en
faisant appel aux fonctions préexistantes de Diamant. Cette seconde option est utilisée
pour la surcharge de la fonction ls_mprod. Elle s’écrit :

function [r] = ls_mprod(ad, a,bd, b); @7)

r = mtimes(ad, b) + mtimes(a, bd); |
ol la fonction mtimes est la multiplication matricielle déja surchargée dans Diamant.
Ici, les variables matricielles a et b peuvent représentées ou non une série, mais sont
actives pour la différentiation. Les variables dérivées sont notées ad et bd, et sont de
meéme nature et de méme dimension que a et b. Il en va de méme pour la fonction
Is_quot d’Adimat qui calcule le quotient de deux variables qui est surchargée comme
suit :

function[r] = ls_quot(ad, a, bd, b)

_ mtimes(ad, b) — mtimes(a, bd) (2.8)
" mpower (b, 2) ’

Couplage effectif

Le code doit ensuite étre interfacé a la bibliotheque Diamant pour calculer les
dérivées de haut degré par rapport au parametre de chemin a. Pour le faire, nous avons
opté pour une conversion des variables de type Adderiv en variables de type double
dans les cas des parametres, et en variables de type T'aylorSeries pour les inconnues

du probleme nécessitant un développement en séries.
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Routines de surcharge

Différentiation par Adimat

—> Loi de comportement | ——>

u, A

Entrée: p
Sorties:

—> Modele EF —>

arametres de modélisation

[p
|

FiG. 2.4 — Couplage ADiMat-Diamant. Les différentes étapes du couplage : différen-

tiation ADiMat (cadre vert en pointillés), différentiation avec Diamant (cadre bleu)

2.3.4 Validation de l’algorithme de sensibilité : Probleme de

Bratu modifié

Le probleme de Bratu traité au paragraphe 1.4.2 par Diamant est utilisé pour
valider nos calculs de sensibilité par comparaison avec les résultats publiés dans [28].
Ce probleme est modifié en ajoutant une perturbation p sur les termes diagonaux de
la matrice de rigidité :

0*u(z, p)
—— 5+ pu(z,p) + A(p)e"P =0,
o2 T pu,p) + Alp)e (2.9)

u(0,p) = u(l,p) =0.

Ce probleme a été étudié a la fois par utilisation de I’algorithme Diamant sensibi-
lité et le couplage Adimat-Diamant, mais aussi par la différentiation par Adimat du
code MAN codant les équations a l'aide de la décomposition quadratique [14]. Comme
attendu, les deux approches donnent exactement les mémes résultats numériques. La
figure 2.5 compare la solution obtenue par I'approche Diamant (courbe en en trait

bleu) a celle obtenue en utilisant un code MAN (losange rouge). Ces deux solutions se
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(u, A) Diamant+Adimat
(ud, A) Diamant+Adimat

1 (u, )\d) Diamant+Adimat
O (u, ) MAN+Adimat
1 © (u, A% MAN+Adimat

+ (u%, A) MAN+Adimat

FiG. 2.5 — Analyse de sensibilité de probleme de Bratu

superposent parfaitement. Il en va de méme pour leurs sensibilités.

2.4 Analyse de sensibilités des matériaux sandwich

Les structures sandwich, au travers de leurs propriétés mécaniques, ont prouvé leur
utilité dans des domaines tels que ’aéronautique, la construction automobile ou le ba-
timent. Un matériau sandwich est constitué de trois couches au moins, des parements
élastiques (en particulier en face extérieure), assemblés entre eux par au moins une
autre couche. Dans un matériau sandwich viscoélastique tricouche, la couche intermé-
diaire est généralement un matériau polymere. Ces matériaux peuvent présenter des
défauts liées au procédé de fabrication, ou résultant du chargement. Ces défauts ont une
influence sur le comportement mécanique des matériaux et sont a l’origine de probleme
de délamination [90, 91, 92, 93] (voir figure 2.6). L’'impact de la géométrie, épaisseurs
asymétriques [94], sur les vibrations libre des matériaux sandwich a également fait
I'objet d’études. Ces différents problemes peuvent étre étudiés au moyen d’analyse de
sensibilité.
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Delamination

\ Laminated

structure

F1G. 2.6 — Délamination dans les structures sansdwich

Cette section a pour objectif d’étudier la sensibilité du matériau a une variation
de I’épaisseur d'une des couches, ou en présence d'un défaut pouvant engendrer une
perturbation sur la matrice de rigidité. Le probleme étudié est décrit dans le paragraphe

24.1.

2.4.1 Sollicitation statique d’une poutre Verre/PVB/Verre

Considérons une poutre sandwich en verre feuilleté tricouche (Verre/PVB/Verre)
(figure 2.7) constitué de deux couches de verre assemblées entre elles par une couche
viscoélastique de polyvinyl butyral (PVB) en sollicitation statique. Les propriétés mé-
caniques et géométriques sont présentées dans le tableau 2.4.1. La poutre est encastrée

des deux cotés. Une force concentrée F' = \(Q) est appliquée au milieu de la poutre.

AZ

|

|

|

|

|

I

I

I

|

|

|
Ny
Nl

|

|

I

|
v

Fi1G. 2.7 — Poutre sandwich en verre laminé
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Faces élastiques Module de Young F; = 6.45'° Pa
Coefficient de Poisson vy = 0.22
Masse volumique p; = 2737Kg.m™
Epaisseur hy = hs = 5 x 1073m

Ceeur viscoélastique Module d"Young E, = 2.980 x 10°Pa
Coefficient de Poisson v, = 0.4
Masse volumique p. = 999K g.m 3
Epaisseur hy = 0.76 x 1073m

Poutre Longueur L = 1m

Largeur b = 0.1m

TAB. 2.2 — Propriétés mécaniques et géométriques de la poutre sandwich

Ce paragraphe présente successivement des modeles cinématiques et la formulation

du probleme résiduel.

Modeles cinématiques

Le caractere amortissant apporté par la couche viscoélastique se traduit par un
effet de cisaillement dans cette couche. Les premiers modeles cinématiques développés
sont basés sur les approximations de Kirchhoff-Love [95] ou de Reissner-Mindlin [96].
L’hypothese faite est une déformation de cisaillement négligeable par rapport aux autres
déformations. Cette hypothese revient a considérer une variation linéaire du champ de
déplacement dans 1’épaisseur du matériau sandwich qui est alors considéré comme
mono-couche. Cette hypothese conduit a la théorie classique des stratifiés qui n’est
pas adaptée aux matériaux sandwich dont le coeur viscoélastique est considéré mou.
D’autres modeles ont été proposés pour tenir compte du cisaillement dans la couche
viscoélastique. Il existe des modeles linéaires et des modeles non-linéaires. Mindlin [97]
a proposé un modele permettant la variation linéaire du champs de déplacement dans

I’épaisseur et la prise en compte d’une déformation de cisaillement dans le coeur. Reddy
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[98] a proposé une description cubique du champ de déplacement dans I’épaisseur de
la structure sandwich. Touratier [99] quant a lui propose une description sinusoidale
du champ déplacement. Ces deux modeles non-linéaires ont été utilisés dans plusieurs
études sur les matériaux stratifiés [100, 101], et notamment les matériaux sandwich a
coeur viscoélastique. Celles-ci ont montré 'efficacité de ces modeles pour I'estimation
des propriétés mécaniques des sandwichs notamment la rigidité, la fréquence propre et
I’amortissement. Deux approches peuvent étre considérées. Une approche mono-couche
dite non-zigzag, figure 2.9, considere le matériau sandwich comme un matériau mono-
couche. Ce choix permet d’affecter aux trois couches la méme description cinématique et
d’assurer la continuité champ de déplacement aux interfaces. Pour améliorer et rendre
plus précise la modélisation des sandwichs, une description du champ de déplacement
pour chaque couche est plus intéressante. Les modeles utilisant cette approche sont
appelés modeles zigzag, figure 2.8. Dans cette approche, la continuité du déplacement

est imposée aux interfaces.

z T S Linéaire Non-linéair
Linéaire Non-linéaire Nown-linéaire

Elastique

Elastique

- Viscodlastigue Viscoélastique
Elastique Elastigue
Fia. 2.8 — Modele zig-zag Fi1ac. 2.9 — Modele non zig-zag

Modeles non-zigzag Considérons par exemple une structure de type poutre sand-
wich a trois couches. Notons hq, hs, hz les épaisseurs des 3 couches, le coeur portant
le numero 2 (figure 2.7). L’épaisseur totale est notée h. Le champ de déplacement du
modele non-zigzag peut étre exprimé par la formule suivante :

ow(x,t)

Uz, z,t) =U"x,t) — 2 e

+ f(2)8(x, 1), (2.10)
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Chapitre 2. Analyse de sensibilité des solutions calculées par la MAN

ol U est le déplacement longitudinal, U° le déplacement de la ligne moyenne, 3 la
rotation de la normale a la ligne moyenne, w(x,t) est le déplacement transversal sup-
posé le méme suivant 'épaisseur et f la fonction de cisaillement qui définit le type
d’approximation :
— f(z) = 0 le modele d’Euler-Bernoulli [102] dans le cas des poutres et le modele
de Kirchhoff-Love [95] dans le cas des plaques;
— f(z) = z pour le modele de Timoshenko [103] et le modele de Mindlin [97] pour
les plaques ;

3

4
- fz)=2— 3—;2 pour le modele de Reddy [98];

h
~ f(z) = —sin <7;LZ> pour le modele de Touratier [99].
m

Modeles zigzag

Les modeles zigzag utilisent des cinématiques différentes pour le déplacement dans
les faces et dans le cceur. Classiquement le modele de Bernouilli (poutre) et le modele
Kirchhoff-Love (plaque) sont utilisés pour les faces. Un modele adapté est utilisé pour
prendre en compte le cisaillement. Dans le cas des poutres sandwich, le champ de

déplacement est alors écrit pour chaque couche sous la forme suivante :

hy + he Ow(x,t) h

[0 _(y_ AT ’ =2 =
Ul(l'azvt> - Ul (:E7t) (Za ( t% )n or ) 2 < Zh< 2 .
Usla, 1) = U, t) = 222 £ 3 fi(2)Bw,t), -5 <2< (211)

i=1
hy + hy, Ow(x,t) h h

_ 770 1 2 ) o 2

Us(xz,z,t) =U; — (2 + 5 ) P 5 <F< T3

ot U; est le déplacement longitudinal dans la couche i = 1,2, 3, U? est le déplacement
de la ligne médiane de la couche 7, les [3; sont les rotations additionnelles. Le coeur a
pour indice 2. Les fonctions f; sont telles que :

-~ n=1, fi(z) = z pour le modele de Rao [104];

R

3k
—n =2, fi(z) =z, f2(2) = 23 pour le modele mixte.

pour le modele de Bickford [98];
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2.4. Analyse de sensibilités des matériaux sandwich

L’efficacité de ces modeles dans la description du comportement mécanique des
structures sandwichs dépend des propriétés mécaniques et géométriques du matériau
sandwich. Ainsi Hu et al [105] ont montré que le modele zigzag de Rao est performant
lorsque les épaisseurs et les modules d’Young des faces et du coeur vérifient respecti-
vement ha < 10 et E—c < 0.01. La poutre sandwich que nous considérons peut étre

1 !
étudiée a l'aide de ce modele zigzag.

Formulation de I’équation résiduelle

Dans le cas statique, le probleme est indépendant du temps. Le modele zigzag
de Rao est utilisé. La déformation de cisaillement est prise en compte dans la couche
viscoélastique. En considérant la théorie classique des poutres d’Euler-Bernoulli [106, 4],

le champ de déplacement peut étre écrit sous la forme :

O—]>W(x z) =U. = ul(x) + (Z - Zz)ﬁz(l’)

o ' (2.12)
Bz' - a, 7 = 1’37
B2 = Blz),

ou U; est le vecteur déplacement de la couche i, u; est le déplacement longitudinal dans
le plan moyen des faces, z; est la cote du plan moyen de la couche i, By = 5(z) est une
rotation additionnelle dans la couche viscoélastique qui permet de prendre en compte
le cisaillement dans cette couche. Le déplacement transversal W (z) est commun aux
trois couches. Le repere considéré est tel que le plan (x,y) coincide avec la plan médian
de la couche viscoélastique. On a :

hy+ h hs + h
1; 2 =0, etz= 3; 2 (2.13)

21 =

La convention ¢, = % et la condition de continuité du déplacement aux interfaces
x

nous permettent d’écrire :

U1 + usg hl — h3
Ug = + W

2 4
ﬁ Uy — us i hl + ]’L3 (214)
= W 5
Y hy 2hy
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Chapitre 2. Analyse de sensibilité des solutions calculées par la MAN

oun w, = %—Vf. L’équation résiduelle est formulée en utilisant le principe des travaux

virtuels :

5pint + 5pe:rt - 07
L 3
Opiai = [ S 40TY " {Si}da (2.15)
1=1

L
OPeat :/ AgoWdzx,
0

ou I représente la déformation virtuelle, S; est le tenseur des contraintes défini par la

relation :
Si = [DT} = [DHT; + T}, (2.16)

avee It = {u; g, Bia, Wo + B2} et TP = {5(w,)?, 0,0}

D’un point de vue numérique, le probleme est discrétisé en utilisant des éléments
poutres. En remplacant les variables uy et B par leur expression en fonction de uq,
us, w, (2.14), chaque noeud a quatre degrés de liberté. Le vecteur nodal est égal a
Uy
us

v = . L’équation résiduelle discrete est :
w

Wy

R(v, ) = 3o/ (/ i (B! + B (v)) Si(v)da — )\fe> — 0, (2.17)

avec

|
S, = D, (Bg + QB;%) v, (2.18)

ou v est le vecteur des déplacements nodaux et f,. est le vecteur des efforts nodaux. Dans
'équation (2.17), les variables B et B™ sont respectivement la partie linéaire et la
partie non-linéaire de la matrice d’interpolation des fonctions de forme. Ces fonctions de

forme sont données dans [107]. La matrice de comportement mécanique D; est donnée
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2.4. Analyse de sensibilités des matériaux sandwich

par la formule :

EA; 0 0
Di= 10 E;I; 0 : (2.19)
0 0
ou E;, u;, A; et I; sont respectivement le module de Young, le module de cisaillement,

la section droite et le moment quadratique de la i™® couche.

Implémentation et différentiation

L’équation résiduelle R(v, ) (2.17) est implémentée en Matlab, puis différentiée
par rapport aux parametres de modélisation par AdiMat. Le code est ensuite interfacé
avec Diamant. L’ordre de troncature des séries de Taylor est K = 20, le parametre €
qui intervient dans le calcul du rayon de convergence a,,q, (1.38) est pris égal & 1075,

Dans la figure 2.10, la déflection W normalisée calculée avec le solveur Diamant
est tracée et comparée a la solution obtenue dans [108, 102, 25| pour une épaisseur

hy = 0.76 % 1073,

2.4.2 Sensibilité par rapport a I’épaisseur

Nous nous sommes intéressés particulierement a l'effet de la couche viscoélastique
car elle peut favoriser les non-linéarités géométriques.
Test de Taylor

Tout d’abord, nous avons procédé a un test de Taylor pour vérifier I’exactitude du
code linéaire tangent, conformément a la description faite dans le premier chapitre.
Les résultats sont présentés dans le tableau 2.3. Pour ce faire, la perturbation e, est

appliquée suivant 1’équation :
h = ho(1 + €4); (2.20)
ou hg est I’épaisseur initiale
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*
1.2+ Q *
¥
*
N e dyp,d
A QW)
dy,,d
1+ — (Q !W )N
= QWY
— (Q,W)
#
S —@ ’W#)h#zl 5h
= o8l 2 2
c x  Asik
je)
e
(&)
Q
G
3
< 06
5]
N
S 0.92
e
| -
)
Z 0.4r 0.915
0.91
0.2}
0.905
0.255 026 0.265 0.27
O | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Load Q

F1G. 2.10 — Sensibilité¢ (Q?, W9) pour une perturbation de 0.5hy la couche viscoélas-

tique.
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2.4. Analyse de sensibilités des matériaux sandwich

TAB. 2.3 — Test de Taylor pour une perturbation dans la direction hy de I’épaisseur de

la couche viscoélastique.

h R
Q re = —QZFD To = WPjD
¢ Qap ¢ Wib

1.00e-04 1.12747181414205e+00 1.12601796420455e+00

1.00e-05 1.01267409471703e+00 1.01253047198618e+00
1.00e-06 1.00126674295063e+00 1.00125240152212e+00
1.00e-07  1.00012666722343e+4-00 1.00012523528360e+00
1.00e-08  1.00001266101696e+00 1.00001254231613e+00
1.00e-09  1.00000131458209e+00 1.00000146450978e+00
1.00e-10  9.99997298080056e-01  9.99997648328058e-01

1.00e-11  9.99980260786093e-01  1.00002297228905e+00
1.00e-12  1.00007424037155e+00 1.00018373134196e+00
1.00e-13  1.00068548512531e+4-00 1.00234530587274e+00

Ce tableau présente les résultats du test de Taylor pour le parametre de charge @)
et la déflection maximale W' = max(w) au centre de la poutre. On observe que le ratio
7o tend linéairement vers 1 jusqu’a la valeur « égale & 1072 qui est, pour cet exemple,
le pas optimal pour 'approximation par la méthode des différences finies. Ce résultat
montre que le code linéaire tangent est correct et peut étre utilisé pour le calcul de

sensibilité.

Résultats de sensibilité a 1’épaisseur de la couche viscoélastique

La figure 2.11 trace les sensibilités de la poutre a une variation de I’épaisseur de
la couche viscoélastique. La courbe (@, W) (ligne solide noir) est la solution obtenue
suite a la modélisation et a la résolution par Diamant [25]. Elle reproduit les résultats
expérimentaux exposés dans [108] indiqués par une *.

En un point de la courbe, les sensibilités calculées (Q4, W) sont décomposées en
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Chapitre 2. Analyse de sensibilité des solutions calculées par la MAN

une partie tangentielle (Q4, W9) et une partie normale (Q¢, W?)y. Les fleches sur la
figure 2.11 les représentent sous forme de vecteurs issus de la solution (@, W). Comme
les sensibilités sont petites, elles sont présentées pour une perturbation dhs = 0.5h.
Comme attendu, on observe une bonne concordance entre les pointes de fleches des
vecteurs de sensibilité issus de la courbe et la solution perturbée (Q#, W#) calculée a

I’aide de Diamant pour un cceur d’épaisseur ki = 1.5hs.

La sensibilité est d’ordre 1 et la perturbation de 50%, ce qui explique les écarts
dans le zoom de la figure 2.11. Dans le zoom, les courbes sont tracées dans un repere
orthonormé pour permettre une mesure visuelle des angles. La partie tangentielle in-
dique la maniere dont la perturbation va allonger ou raccourcir la branche solution
calculée par la méthode de résolution MAN. La partie normale informe sur ’écart que
cette perturbation crée entre la branche de solution “exacte” et la branche de solutions

perturbée.

L’analyse de sensibilité par 'approche Diamant permet également de tracer la sen-
sibilité de la déflection 2.11. La figure de gauche compare la solution initiale avec la
solution perturbée comme souvent pratiqué en mécanique pour l'analyse de sensibilité.
On n’observe pas de différences majeures, cette approche comparative est limitée. La
figure de droite montre I’évolution de la sensibilité de la déflection avec un niveau de dé-
tails qui ne peut étre obtenu ni par comparaison de courbes, ni par une approximation

par la méthode des différences finies.
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wih ‘ ‘ 0

-0.005

-0.011

-0.015

-0.02

Normalized deflection W/h
Normalized sensitivity W d

-0.025F

02 L L L L ~0.03 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 2.11 — Gauche : Déflection normalisée. Droite : Sensibilité de la déflection & une

perturbation de 50% de I’épaiseur de la couche viscoélastique.

2.4.3 Sensibilité par rapport au module de Young de la couche

viscoélastique

Dans le code, une perturbation € est ajoutée au module Young de la couche visco-

élastique E. a l’aide de I'instruction :

Ec = Ec * (1 + epsilon); (2.21)
pour mesurer son influence sur la solution. L’instruction linéarisée est

Ecd = Ec * (epsilond) + Ecd * (1 + epsilon); (2.22)

Le code linéaire tangent est évalué avec (Ec,epsilon,Ecd,epsilond)=(2.98e+6,0,0,1).
I1 suffit alors de multiplier le résultat du code linéaire tangent par la valeur de la per-
turbation € pour obtenir les sensibilités correspondant a epsilond=e.

Les vecteurs sensibilité (Q, W9) et leur décomposition tangentielle/normale sont
tracés sur la courbe solution (@), W) dans la figure (2.12) pour un € = 0.5. Comme
pour le cas précédent, ces résultats sont comparés & la solution perturbée (\#, W#)
calculée avec un module de Young E# = 1.5F, par le solveur Diamant. On remarque

que I'écart entre la téte de la fleche normale des vecteurs de sensibilité et la solution
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perturbée est tres faible : les dérivées de premier ordre fournissent a nouveau une bonne

approximation de la solution perturbée.

1,2+
=@
n ——= QW
QWY
— QW)
§ - (Q#'W#)E#:l.SE
c c
08F
c
i
=
(&)
Q
N
S
S 06F
o
N
T 0.96
£
5 0.95 y
Z 04r /|
0.94 |
0.93
0.92
02F
0.91
0.91//
0.28 0.3 0.32
0 1 1 1 1 1

0 01 02 03 04 05
Load Q

FIG. 2.12 — Sensibilité (Q4, W4) pour une perturbation de ¢ = 0.5 sur le module de

Young de la couche viscoélastique.

On note aussi, comme prévu, qu’une perturbation positive sur I'épaisseur de coeur
viscoélastique agit comme une perturbation négative sur le module de Young. En

d’autres termes, une perturbation positive sur I’épaisseur du coeur assoupli la poutre.

2.4.4 Sensibilité par rapport aux éléments de la matrice de
rigidité
Les matériaux composites peuvent présenter des imperfections localisées dans les

zones de collage pauvre aux interfaces coeur/face imparfaites [20], ou résulter d'un
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2.4. Analyse de sensibilités des matériaux sandwich

alignement imparfait pour les composites a fibre [109]. Dans ces différents cas, le calcul
de sensibilité peut produire des informations quantitative et qualitative [20, 109].

Du point de vue numérique, la présence d’hétérogénéités dans le matériau est prise
en compte par une perturbation locale de la matrice de rigidité. Pour étudier I'influence
de cette perturbation, nous avons implémenté le défaut 6 comme une perturbation de

certains éléments de la matrice de rigidité élémentaire :

Ke(8) = (1 + 6)K¢, (2.23)

......

—Qw
—= tangent
—=Emt1

1.2r

—=EImt5
—=EImt 10
—=EImt15
Elmt 20
—=EImt25
= Elmt 30
—EImt 35
Elmt 40

o
©
T

Elmt 45
= EImt 50

o
o
T

Deflection W(0.5)

©
IS
-

0.2

0 0.2 0.4
Load Q(0.5)

F1a. 2.13 — Vecteurs de sensibilité normalisés tracés sur la courbe de réponse(Q, W)

pour une perturbation de 10% de la matrice de rigidité élémentaire.

Le code informatique implémentant le probleme résiduel est alors différentié par
rapport a § par l'outil Adimat et évalué avec 6 = §¢ = 0 pour tous les éléments, ct
d¢ = 1 pour I’élément que 'on veux perturbé. Les calculs ont été faits pour les éléments
de numéros 5i (i = 1,2, ...,10). Pour une meilleure visualisation, nous avons décidé de
tracer des vecteurs normalisés SY. (i = 1,2, ..., 10) construits tels que :

Sgi = {M} (2.24)
1(Q4, W),
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Dans la figure 2.13, on oberve que l'orientation du vecteur de sensibilité dépend de la
position de I’élément perturbé.

Les vecteurs de sensibilité SY, présentés sur la figure 2.13 sont aussi décomposés
en une partie tangentielle et une partie normale. La norme de la partie normale est

présentée sur la figure 2.14. On remarque une discontinuité a la fin de la premiere

—=—Eimt1
EImt 5
Elmt 10

Elmt 15

—6— EImt 20
0.8F | ——EImt25
—— EImt 30
> Elmt 35
L —+— Elmt 40
2 o6l | —=—Emias
5- 0
g — EImt 50
S
= e
S
=z

o
IS
T

0.2 -

0 0‘.1 0‘.2 0.‘3 0‘.4 0‘.5
Load Q(0.5)
Fi1G. 2.14 — Norme de la partie normale des vecteurs de sensibilité pour une perturbation

de 10 % de la matrice de rigidité élémentaire

branche de la MAN. C’est un résultat attendu car la MAN assure la continué de la
solution, pas celle de la sensibilité. Cette norme permet, selon la position du défaut
et le chargement A, de quantifier I'influence de la perturbation sur le comportement
mécanique de la poutre.

La figure 2.15 présente la sensibilité de la déflection. Les courbes de gauche sont
relatives a un défaut localisé dans le milieu de la poutre (pour z € [0.35,0.65]). La
courbe de sensibilité y apparait comme la réponse de la structure a une faible sollicita-
tion. Cet effet est moins visible sur les courbes de la figure de droite ou 'amplitude des
sensibilités dépend de la position de I’élément perturbé par rapport au bord encastré de
la poutre. Ce phénomene peut étre expliqué par 'effet de bord qui atténue 'amplitude

de la sensibilité.
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F1G. 2.15 — Sensibilités de la déflection par rapport aux perturbations de la matrice de

rigidité élémentaire.
2.5 Conclusions

Les études de sensibilité sont classiques en mécanique comme présenté dans le pa-
ragraphe 2.1. Elles peuvent étre déduites de données expérimentales ou de simula-
tions numériques réalisées en faisant varier les parametres d’entrée, puis en tracant des
courbes pour comparaison visuelle ou bien encore, dans le cas numérique, en calculant
des sensibilités approchées au moyen de la méthode des différences finies. D’un coté, les
comparaisons visuelles ne permettent pas de rendre compte de maniere fine des varia-
tions survenant d’'une expérience a I’autre car, dans le cas de perturbations faibles, les
courbes peuvent se confondre. De 'autre coté, la méthode des différences finies reste
une méthode approchée et difficile & mettre en ceuvre lorsqu’on résout des problemes
non-linéaires par une méthode de continuation.

Dans ce chapitre et dans I’article [15], nous avons développé une méthode d’analyse
de sensibilité pour les solutions de problemes non-linéaires en exploitant le cadre de
travail offert par Diamant. La sensibilité des solutions de la MAN par rapport aux
parametres de modélisation demande de différentier les équations du modele par rap-
port a ces parametres, mais aussi par rapport au parametre de chemin. Pour le faire

de maniere efficace, nous avons dérivé la formule de base de 'approche Diamant afin
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de construire le systeme d’équations permettant de calculer les sensibilités. Celui-ci
présente le méme Jacobien que le systéeme original, et des termes de haut-degré qui
peuvent étre calculés par DA. Nous les avons calculés automatiquement en couplant
Adimat avec Diamant pour calculer les dérivées mixtes.

Pour prouver I'intérét de nos travaux, nous avons étudié une poutre sandwich visco-
élastique dans le cadre des non-linéarités géométriques (cas statique). La modélisation
de cette poutre est réalisée a l'aide de la méthode des éléments finis et d’'un modele
de type zigzag. La sensibilité des solutions est étudiée par rapport a des perturbation
de T'épaisseur et du module d’Young du cceur viscoélastique, mais aussi par rapport
a des perturbations d’éléments de la matrice de rigidité pour simuler un défaut dans
le matériau. Les résultat obtenus sont originaux et tres précis. Ils montrent la perti-
nence de notre approche et de nos calculs, et notamment leurs capacités a fournir des
informations complémentaires.

En conclusion, 'analyse de sensibilité, si elle bien est faite, fournit des informa-
tions qualitatives et quantitatives de premier ordre sur le comportement mécanique
des structures. Elle offre aussi un acces aux gradients qui peuvent étre utilisés dans
le cadre de problemes d’identification et d’optimisation. Nous avons montré que ces
informations précieuses peuvent étre obtenues avec un cout de développement faible en

appliquant des outils de différentiation automatique au code informatique concerné.
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité des modes
propres des structures sandwich

viscoélastiques

3.1 Introduction

Au chapitre 2, nous avons montré que la DA permet d’aborder de maniere efficace
I’analyse de sensibilité des problemes mécaniques en statique. Nous nous intéressons a
présent au probleme des vibrations libres des structures sandwich viscoélastiques dont
la résolution permet de caractériser les propriétés amortissantes de ces structures [17,
16, 110]. Dans les structures mécaniques, les vibrations sont généralement indésirables
car elles sont a 'origine de phénomenes tels que la fatigue et les nuisances sonores. La
connaissance des fréquences propres permet de dimensionner les structures par rapport
aux sollicitations et d’éviter le phénomene de résonance. Pour atténuer ou éliminer les
vibrations dans les structures, la technique la plus souvent employée est la dissipation
de I’énergie en incorporant aux structures des matériaux viscoélastiques dont le pouvoir

amortissant est bien connu.

Les modes propres et les fréquences propres peuvent étre obtenus par des approches
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analytiques, expérimentales, ou numériques. La détermination des facteurs de perte qui
caractérisent 'amortissement de ces structures est aussi importante. Un grand nombre
d’études s’intéressent aux vibrations dans les structures sandwich [111, 112, 60, 17, 16,
110, 1, 2, 3, 4]. Toutes ces études ont proposé des méthodologies pour faciliter la mo-
délisation de ces structures qui doivent en prenant en compte des lois viscoélastiques
non-linéaires, des non-linéarités géométriques et des cinématiques complexes. Les tra-
vaux d’Asik [108] ont abordé le probleme de la non-linéarité géométrique sans toutefois
tenir en compte la dépendance en fréquence de la loi de comportement. Des travaux
[16, 113, 110] ont montré que la MAN est capable de résoudre les problemes aux valeurs
propres non-linéaires dépendant de la fréquence. La version Diamant de cet algorithme

de continuation a été implémentée ultérieurement dans [88].

En ingénierie des structures, pour assurer de bonnes propriétés dans le domaine de
vibration, il devient important d’estimer avec précision le comportement dynamique de
ces structures lorsqu’elles sont soumises a des perturbations. L’analyse de sensibilité des
structures sandwich a intéressé plusieurs auteurs. Lima et al. [8] proposent une approche
d’analyse de sensibilité basée sur une dérivation analytique. Elle nécessite pour chaque
loi de comportement une dérivation manuelle et une reformulation du probleme, ce qui
en limite I'intérét numérique eu égard a la complexité des lois viscoélastiques. Lin et
al. [114] ont également proposé une approche d’analyse de sensibilité des structures
amorties basée sur une dérivation analytique des équations effectuée en supposant que
les modes propres dérivés sont une combinaison linéaire des modes propres. D’autres
méthodes numériques basés sur la méthode de perturbation sont proposées [29, 30, 31].
Cependant ces méthodes ne traitent que le cas des problemes aux valeurs propres

linéaires.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche d’analyse de sensibilité des pro-
blemes aux valeurs propres non-linéaires basée sur la DA. Apres avoir présenté un état
de T'art des méthodes d’analyse de sensibilité des problemes aux valeurs propres, ce

chapitre expose notre contribution, puis étudie la sensibilité des structures sandwich
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viscoélastiques modélisées a 'aide de divers modeles viscoélastiques. La sensibilité des
fréquences propres, des modes propres et des facteurs de perte a des perturbations

géométriques et matérielles est traitée.

3.2 Analyse de sensibilité des modes propres et fré-
quences propres de vibration

L’analyse de sensibilité des modes propres de vibration permet de caractériser le
comportement dynamique des structures lorsqu’elles sont soumises a des perturbations

[29]. Le probleme linéaire de vibration libre peut étre écrit sous la forme :
[K — w?*M]u =0, (3.1)

ou K et M sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse; w et U
sont la fréquence propre et le vecteur propre. Plusieurs méthodes sont proposées dans la
littérature pour I’étude de sensibilité des solutions de ce probleme linéaire [115, 8, 29].
La plupart de ces méthodes ne permettent pas de traiter la sensibilité des problemes

aux valeurs propres non-linéaires écrits sous la forme :
[K(w) — w*M]u =0, (3.2)

représentant le probleme des vibrations des structures viscoélastiques dont la loi de
comportement est une fonction complexe dépendant de la fréquence. Dans cette section,
nous présentons un état de 'art sur ’étude de sensibilité des modes propres et des

fréquences propres des structures viscoélastiques (3.1).

3.2.1 Analyse de sensibilité des probléemes aux valeurs propres
linéaires
Dans le cas du probleme a valeur propre linéaire (3.1), la méthode de Lanczos

[116] et la méthode des sous espaces [117] permettent de déterminer les solutions de
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I’équation (3.1) avec la condition d’orthogonalité des modes propres par rapport a la

matrice de rigidité.
bl Ku' =0, (3.3)
ou en normalisant les modes propres par rapport a la matrice de masse.
u'Mu' = 1. (3.4)

L’étude de sensibilité des structures en dynamique permet de caractériser le compor-
tement dynamique des structures lorsque les parametres de modélisation sont modifiés
ou soumis a une perturbation. Elle fait partie des méthodes SDM [115] (Structural
dynamic modification) qui regroupent 1’ensemble des méthodes permettant de caracté-
riser le comportement dynamique des structures lorsque les parametres de modélisation
sont modifiés.

Dans la littérature, deux démarches sont présentées :

1. la sensibilité des modes propres et des fréquences propres est effectuée par une

étude de la réponse fréquentielle de la structure [8];

2. la sensibilité des modes propres et des fréquences propres est étudiée directement

30, 31, 10].

Ces deux approches peuvent étre mises en ceuvre soit par une méthode de perturbation,
soit par une méthode de dérivation analytique. Nous présentons dans ce qui suit une
revue bibliographique des méthodes utilisés pour étudier la sensibilité des problemes

aux valeurs propres linéaire.

3.2.2 Meéthodes de perturbation

Pour réduire les temps de calcul, plusieurs auteurs ont proposé d’utiliser des mé-

thodes de perturbations.
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Méthode de perturbation matricielle

Proposée par Chen [118, 30], cette approche est assez facile a mettre en ceuvre et
tres utilisée pour déterminer les solutions propres d’une structure dont les parametres
de modélisation modifiés affectent la matrice de masse et la matrice de rigidité. Les
solutions perturbées sont determinées a partir de la solution non perturbée. Pour illus-
trer cette méthode, nous considérons le probleme générique (3.1) dont on suppose que
Ao = w? et ugy sont solutions. On applique a la matrice de rigidité et & la matrice de

masse une perturbation de la forme :

K = K + eAK,
(3.5)

M = M +cAM,

ou e = mar{Aai, Aay, ..., Aa, }. Les Aq; sont les parametres de modélisation modifiés,
et K et M sont respectivement les matrices de rigidité et la matrice de masse perturbées.

Le probleme linéaire aux valeurs propres a résoudre est alors écrit sous la forme :
K — XM = 0. (3.6)
Les solutions de ce probléme perturbé (3.6) sont cherchées sous la forme de séries :

N = A 4Nl 4+ 2N 44 e\
o | (37)

ut = uh +eul + e2ub + .. 4 e"ul
Les termes des séries i et u}, peuvent étre calculés en introduisant (3.7) dans (3.5).

Par exemple, les termes sont :

a l'ordre 1,

A = (o) ARy — Xo("ug) AMug,

: n 1 : 4 oo | . . 3.8
wi= Y o () AR — Ny ("ud) AMu| ) — < [(“uh) AMu]| (38)
T N — N 2
Jj=1,j#i 70 0
a l'ordre 2,
Ny = ("uf ) AKu, — MNytug AMut — N (fud) Mou® — N ("ul ) AMu,
=Y (AR — N AMu§ — N ("ud) M — N (‘) AMuf | .
j=1,j#i 70 — 20
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(3.9)

Ces formules, issues du développement en séries d’opérations multiplicatives peuvent
étre fastidieuses a obtenir par un développement manuel, ce qui limite en pratique
I'usage de la méthode aux premiers ordres. On remarquera que le calcul des dérivées
d’ordre plus élevé pourrait étre effectué par différentiation automatique. Par ailleurs,
cette méthode ne prend en compte que la perturbation maximale alors que, dans la

réalité, I'influence d’un parametre n’est pas forcement proportionnelle a sa valeur.

Méthode de perturbation matricielle optimisée

Pour améliorer la précision de 'approximation de premier ordre de la matrice de
masse et de la matrice de rigidité, Bickford [31] propose une méthode basée sur le calcul
de coefficient de Rayleigh. Contrairement a la méthode de perturbation matricielle
proposée dans [118], Bickford utilise une approximation de premier ordre pour calculer
les solutions du systeme modifié sous la forme :

AL, = Ay + AN, (3.10)

i i
ur, = uy + Aul,,

i

i) est la i®™€ solution propre du systeme modifié. Pour obtenir les approxi-

ot (AL u
mations de premier ordre, on divise 'équation (3.8) par le terme (‘uf)Muj, pour en
déduire les approximations du premier ordre suivant I’'équation :
Al
Gt Mt (3.11)
Auly =" ciyup,
j=1

AN, =

ou les coefficients ¢jj sont définis par :

_ (ful) AKu - N (Pud ) A My
K (A — A) (Pu) M
(fuly) AMujy
2(tuly) Muj

; L],
(3.12)
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En utilisant I’équation (3.6), Bickford a montré que la M yaleur propre du systeme
perturbé peut étre directement calculée sous la forme du quotient de Rayleigh :
o (tug) Mu,

Cette méthode limitée a l'ordre 1 est peu précise. Elle a été améliorée dans [30] en

(3.13)

utilisant les formules suivantes :

o (") (K +eAKuY)

P ¢ ¢ 3.14
(i) (M + eAMul)’ (3.14)
e () (eAK)u] — Mo(‘uf) (eAMus — AN (fug) Muf
o CEAM (i |
o 2 ) A

a la place des formules (3.12), (3.13). Une méthode similaire a été utilisée dans [115]
pour le calcul de sensibilité en vibration libre d'une structure poutre sandwich contenant

une couche viscoélastique a module complexe constant.

3.2.3 Méthodes hybrides

Les calculs numériques ont montré que les méthodes de Chen [118, 30] et de Bick-
ford [31] basées sur des approximations d’ordre faible sont efficaces pour prédire les
solutions propres dans le cas de perturbations faibles. Pour des perturbations élevées,
des méthodes dites hybrides permet d’avoir des résultats plus précis. Ces méthodes
hybrides associent a la méthode de perturbation une méthode supplémentaire. Par
exemple dans le cas de 'approximation de Padé [119], la décomposition en fraction ra-
tionnelle est associé a la méthode de perturbation. La méthode de Kirsch [120], quant
a elle utilise une combinaison linéaire des termes de la série calculée par la méthode de

perturbation.

Méthode d’approximation de Padé

Proposée dans [119, 121, 122], elle combine le développement en série et le déve-

loppement en fraction rationnelle. L’approximation de Padé est utilisée pour mieux
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restructurer les vecteurs de base qui sont utilisés pour 'approximation de la valeur
propre a partir du quotient de Rayleigh. Cela permet d’augmenter le rayon de conver-
gence des séries. La méthode de perturbation approche les Au et A\ sous la forme de
séries :
Au' = cuy + €®uy + Sug + ..., (3.16)
AN = el + 2y + 305 + ...

Ici cette approximation en séries est remplacée par une approximation en fractions

rationnelles (aproximation de Padé), le développement en série du vecteur u est :
u=ceVi +e*Vo+eVa+ ..., (3.17)

ou les vecteurs V, sont définis a partir d’'une base orthogonale de Schmidt telle que :

p
V,=> apV'y, (3.18)
k=1
avec
of = Wl g
P W) (3.19)
ab =1,

ol V' représente un vecteur de base et (,) est le produit scalaire. En utilisant (3.18)

dans (3.17), le vecteur u peut étre écrit sous la forme
u = Zgjfj(e)Vj', avec fie) =3 ale. (3.20)
=1 =

En remplagant f;(¢) par son approximation de Padé P, [%] (¢), o L; et M; sont
J
les ordres des polynomes au numérateur et au dénominateur de la fraction rationnelle,

le vecteur u peut étre écrit sous la forme :
> L, /
u(e) =Y P | =H(e)V . (3.21)
j=1 MJ’

Ces développements sont appliqués pour calculer Au. Puis, la e yaleur propre du
systeme perturbé est calculée en utilisant le quotient de Rayleigh :

o () + AR (uh+ Au)
P () + D) M (ah+ A

(3.22)
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Méthode de Kirsch étendue

La méthode de Kirsch est initialement développée pour étudier les problemes sta-
tiques [120, 123], cependant elle peut étre facilement étendue aux cas des problemes
dynamiques comme par exemple les problemes aux valeur propres. Dans cette méthode,
une perturbation de second ordre est utilisée pour déterminer les modes propres et les
fréquences propres d’'une structure dont les parametres de modélisation sont modifiés.

Les vecteurs propres sont cherchés sous la forme :

u' = yruh + yo(euh) + ys(e2uh) = ulgy’, (3.23)
ott la matrice u’y et le vecteur ' sont donnés par

up = {up,eur,ennt, et () = {y1, vz} (3.24)

Les variables eu} et e%ul, sont respectivement les perturbations de premier ordre et de
second ordre obtenues par les équations (3.8) et (3.9).
En remplacant (3.24) dans le probleme perturbé (3.6) et en multipliant par (‘u’),

on obtient :
(fup) (Ko + AK)uly' = N ("uly) (Mo + e AM)u'zy'. (3.25)

En introduisant les notations :

K;’% = (tUB)(KO + EAK)UzB,

. A A (3.26)
M}, = ("uly) (Mo + e AM)u'y,
le vecteur propre peut étre déterminé en résolvant 1’équation
Ky = N'Mpy'. (3.27)

La valeur propre A’ est calculée en utilisant le quotient de Rayleigh (3.22). Dans cette
approche, seule I'approximation de premier ordre est utilisée pour calculer le vecteur
propre u’ car Iexpérience a montré qu’elle donne des résultats plus précis que les autres.
Cette approche a été étendue dans [124] pour prendre en compte les problemes aux

valeurs propres linéaires complexes.

83



Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Méthode par homotopie

Rappel de la technique d’homotopie — Depuis les travaux des pionniers [125,
126, 127], une bibliographie conséquente explique en détail la relation entre ’homo-
topie et les méthodes de continuation [128]. Dans les méthodes de continuation [27],
I’homotopie peut étre aussi utilisée pour déterminer une solution initiale par exemple.

Pour décrire I’homotopie, nous considérons le probleme
h(z) = g(x) + f(z) =0, (3.28)

qui est supposé difficile a résoudre. On suppose que le probleme g(z) = 0 admet une
solution connue. L’idée de base de 'homotopie est de voir le probleme (3.28) comme

un probleme paramétrique écrit sous la forme :
H(z,a) = g(x) +af(x), avec a € 10,1], (3.29)

ol a est le parametre d’homotopie. Cela permet de déterminer la solution de H(z,1) =

g(x) + f(z) = 0 & partir de la solution connue pour H(z,0) = g(x) = 0. La figure

FiG. 3.1 — Courbes homotopiques de la fonction g a la fonction h.

3.1 présente un exemple de courbes homotopiques allant de la fonction g a la fonction
f. L’homotopie est souvent associée a la méthode de continuation. Nous détaillerons

I'usage de '’homotopie pour les problemes de type (3.52) dans le paragraphe 3.3.1.
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La méthode — La méthode d’analyse de sensibilité des solutions propres linéaires
par homotopie [10] utilise la technique de perturbation et le développement en série.
A la différence des méthodes présentées plus haut, elle n’est pas associée au calcul
du quotient de Rayleigh. Cette technique est utilisée par Sliva [10] pour I’étude de

sensibilité du probleme aux valeurs propres linéaire suivant :

Ko — N Myl u, =0,
o = XMal a0
(ful) Mouh, = 1,

ou My et Ky sont respectivement la matrice de masse et la matrice de rigidité de la

structure initiale dont les vecteurs propres et les fréquences propres sont ug et Ag. Les

perturbations de la structure sont exprimées sous la forme :
E = Ey(1+ Ag), p=po(l+A4,), h = ho(1+4+ Ap). (3.31)

Avec ces perturbations, la structure initiale et la structure perturbée sont liées par les

relations

K= K(] + CL(SK(), (3 32)

M = M() + CL(SM(),

ou M et K sont la matrice de masse et la matrice de rigidité de la structure perturbée,
et a le parametre d’homotopie. On considere que ces matrices sont soumises a la méme
perturbation, ce qui suppose que les perturbations Ag, A, et Ay soient égales. Le

probleme a résoudre s’écrit alors :

[K — N'M]u' =0,

o (3.33)
(fu"YMu' =1,
En utilisant (3.32) dans (3.33), le probleme d’homotopie s’écrit :
Ko+ a(K — Ky v' — B [My + a(M — My)|v* =0,
[Ko + a( 0)]v' = 8" [Mo + a( 0] (3.34)

(1 —a)("v*) Mov' + a(*v)Mv' = 1.
A nouveau, on part de la solution initiale correspondant a a = 0 pour calculer détermi-

ner la solution du systeme perturbé correspondant a a = 1. Pour ce faire, les inconnues

85



Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

que sont la fréquence propre /3 et le mode propre v*, sont cherchés sous forme de séries :

. P .
B = ot £ @,
p:

, P , (3.35)
V' =ug+ >, apv;.
p=1
En introduisant (3.35) dans (3.34), le systeme a résoudre s’écrit :
alordrep=1
(K() - ABM{))’U% = Fll,
= BiMou}y — (K — Ko)up + Ny (M — My)up, (3.36)
2('ul) Movt =1 — ("up) Mu.
a l'ordre p > 2
(KO — AéM@)U; = Fi,
= B;M(Ju% (K — KO) gt Z /BkMOU kT Z Bi(M — M), Up—1—k>
o (3.37)
2("uh) Movl, = F,,
p—1 . p—1 ) )
= IEO V(M — Mo)v, | 4 — k;l (tv,@)Mov;;_k

Les inconnues /3 et v} sont déterminées en résolvant les systemes (3.36) et (3.37). Le

coefficient de Taylor a 'ordre 1 est calculé en premier :
Br = (‘ug) Kuf — Ny ("ug) Mug. (3.38)
A partir de 'ordre 2, on résout séquentiellement :

B, = ('up) (K — Ko)v, —Zﬁk 0) Mo, Zﬁz J(M = Mo)v,_y_ (3.39)

Ensuite on procede au calcul des vecteurs propres. Pour ce faire, on utilise une méthode
de projection suivant I’équation :
v, =oug+ Y adup = F, 1<n<N. (3.40)

=1,

Dans cette équation, N est le nombre de modes propres recherchés, pour lever la sin-
gularité de la matrice [Ky — A\gMp]. Le probleme revient a déterminer les coefficients
at en résolvant 1’équation :
. n . .
(KO — AoMo)(a;UO + Z ozg)u%) (341)
j=Lj#i
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En multipliant (3.41) par (‘ug), les coefficients o peuvent étre calculés suivant :

(tuk)Fi '
Oé];:)\koxz‘)’ k#z’
S (3.42)
az‘_l_(%)MUo o/—lF/
1 2 ) P 9T P

La méthode d’homotopie proposée par Sliva et al. [10] est une approche assez facile a
mettre en ceuvre. Les limites de cette méthode sont, d’une part, qu’elle ne traite que le
cas des valeurs propres linéaires et d’autre part, que les perturbations des parametres
de modélisation Ag, Ap et Ah doivent étre égales. On notera que le calcul des dérivées
de haut degré pourrait étre rendu completement transparent en utilisant la DA. Nous

reviendrons sur cet aspect au paragraphe 3.3.1.

3.2.4 Méthodes de dérivation analytique

Les méthodes de dérivation analytique sont basées sur la différentiation du probleme

linéaire de valeurs propres :

Ku® — XMu' = 0,
- (3.43)
(*u'Mu') =1,

par rapport aux parametres de modélisation p. Dans cette équation, I’'exposant ¢ signifie

que l'on considere la i°™€ solution propre. Il en résulte un systeme d’équations

(K — NM) (') = —(K* = X MY’ + (N M, (3.44)
K M : Lo A
o K% = a@p’ M = a@p’ (u’)d = aE;]L) ,()\’)d = a@p sont respectivement les dérivées

premieres de la matrice de rigidité, de la matrice de masse, du vecteur propre et de la

valeur propre. En multipliant (3.44) par (*u'), on obtient la dérivée de la valeur propre :
() =) (! = XM (3.45)

La matrice (K — A*M) étant singulicre, la dérivée du vecteur propre ne peut étre
calculée par une inversion matricielle. Plusieurs méthodes sont disponibles dans la

littérature pour résoudre ce type de problemes. Par exemple, la méthode de Nelson
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[129] et la méthode de Rudisill et Chu [130] permettent de résoudre de maniere efficace
ce probleme. Une approche algébrique basée sur la dérivation analytique est proposée
dans [131, 132]. Dans cette approche, le calcul de sensibilité se résume a la résolution

du systeme linéaire :

K—XNM —Mu u®

—

Kd o )\sz} ui
- (3.46)

_(tui)M 0 )\di (tui)Mdui

N[ =

Pour des problemes mécaniques, d’autres études ont opté pour une dérivation analy-
tique des équations constitutives du modele numérique ou analytique. Comme dans
le cas de méthodes de perturbation, la solution est cherchée sous forme d’approxima-
tion de Taylor de premier ordre ou d’ordre n, ce dernier étant généralement égal 2.
En adoptant cette approche, Lima et al [8] se sont intéressés a 1'étude de sensibilité
de la réponse fréquentielle des structures plaques sandwich contenant des couches vis-
coélastiques. Leur approche basée sur la dérivation analytique permet de calculer la
sensibilité par rapport aux parametres de modélisation et par rapport a la tempéra-
ture. Elle prend en compte la dépendance en fréquence, la dépendance en température

et le module complexe en considérant une loi viscoélastique écrite sous la forme :
Gw,T)=Gw,T)+iG"(w,T) = G (w, T)[1 + ing(w, T)], (3.47)

ou w et T représentent la fréquence d’excitation et la température respectivement,

G(w, T) représente le module de cisaillement, i le nombre complexe unité. Le parametre

G'(w,T)
T)= —F—"=
160 1) = G, 7)

PVC (Polyvinyl chloride) généralement utilisés, le module de cisaillement viscoélastique

est appelé facteur de perte. Moreau [133] a montré que pour les

peut étre lié au module d’Young viscoélastique par la relation :

E(w,T)

Gw,T) = m,

(3.48)

ou v est le coefficient de cisaillement. La dépendance en température est prise en
compte en exprimant la fréquence réduite w, a une température T en fonction de la

température de référence T, suivant la relation w,(7) = ar(T)w ou ap(T') est une
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fonction variable [8]. Cette fonction az(T') peut étre obtenue expérimentalement. Pour
un matériau spécifique, ces parametres peuvent étre obtenus expérimentalement ou
a partir des courbes de fréquences réduites (courbes maitresse). Par exemple, pour le
matériau 1.SD112, la courbe présentée dans la figure 3.2 permet de déterminer la valeur

de a pour une température de référence T° donnée.

8 N

Température de
& \ référence
g2
a0 .
—
0
2k
4 ] L 1 ! L . L
200 220 240 250 280 290 300 320 340 360

Température [K]
Fi1G. 3.2 — Courbe de la fonction ar pour le matériau ISD112,

Considérons par exemple un probleme de vibration forcée écrit sous la forme :
[Ke+ K,(w,T) — w*M]u(w,T) = F(w), (3.49)

ou K(w,T) et M sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse
obtenues a partir du modele éléments finis. On suppose qu’elles dépendent des para-
metres de modélisation p. En réponse fréquentielle, le probleme de sensibilité conduit

au calcul de la matrice dérivée

aH(waTap) _ 8K(W,T0,p) 28M<p)
ap - H(W,To,p) ap w ap H(W’TOap)> (350)
ou
H(w, Ty, p) = [Ke + K,(w,T) —w?M] ™. (3.51)
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Comme nous l'avons évoqué dans le chapitre 1, la dérivation analytique de (3.50) peut
étre fastidieuse et source d’erreur dans le cas des lois viscoélastiques complexes. La
méthode proposée dans [8] peut étre améliorée en calculant ces dérivées automati-
quement. Par ailleurs, cette approche nécessite I'inversion de la matrice H(w,T) =
[Ke + K,(w,T) — w?M] pour chaque fréquence, ce qui engendre un temps de calcul
élevé. Ce temps de calcul peut étre réduit en adoptant la méthode de perturbation

proposée dans [134]. Une seule inversion matricielle est alors nécessaire.

Dans le méme cadre, Aryana et al [135] ont proposé une méthode d’analyse de sen-
sibilité des modes propres de vibration basée sur ’approximation de second ordre. Leur
approche utilise une discrétisation éléments finis. Dans cette approche, le probleme aux
valeurs propres (3.4) est différentié par rapport aux parametres de modélisation d'un
élément 7 du modele éléments finis. L’équation de premier ordre obtenue est différentiée
pour obtenir le probleme de second ordre. Cette approche est essentiellement destinée
a étudier I'influence de la présence de défauts dans les structures. Cette méthode est
applicable a n’importe quelle structure, mais nécessite un effort de développement

considérable sans utilisation de la différentiation automatique.

En utilisant la méthode de dérivation, Lin [114] a étudié les sensibilités pour 'iden-
tification des parametres modaux de deux modes proches. Pour séparer les deux modes,
il introduit une perturbation dans les parametres de modélisation qui impactent soit la
matrice de rigidité, soit la matrice de masse. Dans cette approche, les modes complexes
sont traités en considérant une matrice de rigidité complexe de la forme K = K +iD.
Cette approche est d’intérét limité car, dans le cas de structures contenant des maté-
riaux viscoélastiques, elle ne peut traiter que le cas de module constant, ne tenant pas

compte de la dépendance en fréquence de la matrice de rigidité.

Pour conclure, la précision de ces méthodes dépend de la taille de la perturbation.
L’étude proposée dans [136] montre que, pour des perturbations de I'ordre de € = 0.1,
les méthode d’approximation de premier ordre comme celles de Chen [30] ou de Bickford

[31] sont efficaces. Par contre, pour des perturbations élevées, par exemple ¢ = 0.3 il
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est nécessaire d’opter au minimum pour les méthodes d’approximation de second ordre

ou la méthode d’approximation de Padé.

3.3 Analyse de sensibilité de problemes aux valeurs
propres non-linéaires

Ce chapitre propose, une méthode d’analyse de sensibilité des problemes aux valeurs

propres non-linéaire écrits sous la forme :
[K(w) — w?’M]u = 0. (3.52)

La non-linéarité matérielle induite par la loi viscoélastique ne permet pas d’utiliser
les méthodes classiques de résolution des probléemes aux valeurs propres. Dans cette
these nous proposons une analyse de sensibilité des probleme de vibration des struc-
tures viscoélastiques écrit sous la forme (3.52). Notre méthode utilise la technique de

I’homotopie, la MAN et la différentiation automatique.

3.3.1 Homotopie et MAN

Dans le chapitre 2, nous avons montré que les problemes non-linéaires peuvent étre
résolus de maniere générique et efficace par I'approche Diamant de la MAN. Pour ré-
soudre un probleme aux valeurs propres dépendant de la fréquence, on peut utiliser une
méthode d’homotopie et évaluer la branche de solutions représentant cette déformation
continue par la MAN [16] pour obtenir, en fin de branche, la solution de ce probleme.

Pour illustrer la technique d’homotopie dans la résolution d’un probleme mécanique

non-linéaire, nous considérons le probleme générique [17] :
R(u, A) = S(uX) + T (u,\) =0, (3.53)

ou S(u, \) est un probleme dont on sait calculer les solutions analytiquement ou nu-

mériquement, et 7 = R — S est le probleme incluant les non-linéarités. La procédure
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d’homotopie consiste a introduire un parametre a dans le probleme non-linéaire :
R(u, A\, a) = S(uX) +aT (u, ) = 0. (3.54)

Dans cette équation, le parametre a qui pilote 'homotopie devient le parametre de
chemin au sens de la MAN. L’idée est de partir de la solution connue pour le probleme
linéaire R(u, A\,0) = S(u,\) = 0 pour obtenir la solution du probléeme non-linéaire
R(u, A\, 1) = S(u,A) + T(u,A) = 0. D’un point de vue numérique, cela consiste a
déterminer une suite {a(j)}jzl,m,‘] telle que a¢;y = 0 et a¢;y = 1 ou l'indice J est

déterminé lors de la procédure de continuation.

3.3.2 Procédure de continuation

Pour que la suite a(j) atteigne a(;) = 1, on introduit le parametre da tel que a1y =

a¢jy + oa. Le probleme résiduel a chaque itération j est :
R(u, N) = S(u, A) + (ag) + da)T (u, A). (3.55)

On cherche les solutions u et A sous la forme de séries développées par rapport au

parametre da :

K
u(agyy + da) = Up(ay) + 2 dakuy,

'“;1 (3.56)
)\(a(j) + 5@) = Ao(a(j)) + kgl 5ak)\k.

Ces approximations en séries permettent d’écrire les parties linéaire et non-linéaire S

et T sous la forme de séries :

K
S(CL(]‘) + (5@) = So(a(j)) + Z (5a’“8k,
Rt (3.57)
T(a(j) + 5a) = 76(@(3')) + k2—:1 5&’“776.

En introduisant ces approximations dans (3.55) et en reprenant le formalisme Diamant,

I'équation (3.55) peut étre écrite sous la forme d’un systeéme linéaire générique :

<{Sl|“121d»/\1=0} +ag) {ﬂIU1=Id,A1=O}) U + ({Sl|u1:0,)\1:1} + ag) {71|u1:07>\1:1}) A =
B {S’“\UFOAFO} ) {77€|uk:0,Ak=o} — Ti-1-
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(3.58)

Les termes ({Sl\ulzld,)q:O} + agj {71|u1=1d,)\1=0}) désignent le Jacobien relatif a la
branche j. Les variables {Sk\uk=0,kk=0} et {E\uFO,x\k:O} sont les coefficients de Tay-
lor de § et 7 a lordre k, respectivement, calculés en initialisant les coefficients de
Taylor uy et Ay a zéro. Contrairement a I’approche Diamant présentée dans le premier
chapitre, il apparait dans I’équation (3.57) le coefficient supplémentaire 71 qui est
une conséquence de I'homotopie. Le systéme sous-déterminé (3.57) peut étre résolu en
ajoutant une condition d’orthogonalité [137]. Ces coefficients peuvent étre calculés de
maniere efficace avec la boite a outils Diamant. En associant I’homotopie avec la MAN

[16, 138] la solution est obtenue en un nombre d’itérations faibles (2 a 5 itérations).

Dans les précédents travaux, 'implémentation de ’homotopie [139] n’utilise qu’oc-
casionnellement la différentiation automatique pour le calcul des Jacobiens [140]. A
nouveau, 'usage de la DA facilite le calcul des dérivées de haut degré. L’efficacité du
couplage homotopie-MAN-DA a été démontrée par Bilasse dans [17, 60]. La prise en
compte de I'homotopie dans Diamant réside dans I'implémentation des formules (3.57)
et (3.58) et la dérivation automatique des termes non-linéaires de haut degré. Cette
implémentation a été présentée dans [17, 138] et utilisée dans la résolution de problemes
de vibration non-linéaire dépendant de la fréquence. Dans cette these, nous proposons

en complément une approche d’analyse de sensibilité basée sur la DA et la MAN.

3.3.3 Calcul de sensibilité par DA

Comme dans le cas de 'approche Diamant sensibilité, le systeme linéaire (3.57) peut

étre différentié par rapport aux parametres de modélisation. Les problemes linéaires a
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résoudre sont alors :

({81|U1:id,)\120} + agj) {TuUl =id,\ = 0}) U + ({51\U1 =0\ = 1} + ag) {71|U1=0,A1:1}) M=
_{Sg|Uk:07/\k=0} {ElUk =0,\p= 0} agj) {77@\Uk =0 \p= o}

({SﬁUl:id,)\l:O}_'_a(j){ 1|U1=id,\ =0 ((ig) 71\U1 —id M\ = o}) Ur—

oy {
({Sfl|U1:id,A1:1}+a(j){ U1 =id A= 1} aflj){ 1Ur1=id A1 = 1}) Ao = Ty

a

(3.59)

La matrice linéaire tangente de (3.59) est le méme que celle de (3.57)
La difficulté réside dans le calcul des dérivées mixtes apparaissant au second membre.
On adopte la technique du couplage AdiMat-Diamant de la différentiation par trans-

formation de source et la surcharge d’opérateur décrite au chapitre 1 et dans [15, 28].

3.4 Analyse de sensibilité des solutions propres dé-
pendant de la fréquence

Considérons un probleme aux valeurs propres non-linéaire écrit sous la forme :
[K(A\) — AM]u = 0, A=W (3.60)

ou K et M sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse. On

suppose que la matrice de rigidité peut éte décomposée sous la forme :
K(\) = Ko+ K, (\), (3.61)

ou Ky et K, représentent respectivement la partie linéaire et la partie non-linéaire de

la matrice de rigidité. Le probleme non-linéaire (3.61) peut étre écrit sous la forme :
(Ko — AMu+ K,(A\)u=0. (3.62)

A partir de cette formulation [88], la technique d’homotopie peut étre appliquée en

choisissant [17] :
S = [Ko — A\M]u, et T = K,(\u. (3.63)
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Pour des raisons de clarté, la dépendance par rapport au parametre de modélisation
p a été omise dans le probleme de vibration (3.63). La modélisation du probleme de

vibration linéaire s’écrit donc :

S(u(p), AMp)) = [Ko(p) = AMp)M(p)]u(p) = 0. (3.64)

Par la suite, nous n’indiquons plus le parametre p.
La solution du probleme linéaire étant indispensable pour le calcul de la solution
non-linéaire, nous allons tout d’abord procéder a I'analyse de sensibilité de la solution

linéaire.

3.4.1 Analyse de sensibilité du probleme réel

La résolution du probleme aux valeurs propres réel ne pose pas de difficulté majeure.
Il peut étre résolu par les méthodes numériques de calcul de valeurs propres et de
vecteurs propres. Cette sensibilité est calculée en déterminants des dérivées wg et ud
qui sont respectivement les sensibilités de la fréquence propre wy et du mode propre
ug du probleme linéaire. Elles peuvent étre calculées en utilisant 1'une des méthodes
proposées au paragraphe 3.2.1. Pour des résultats plus précis, nous utilisons la méthode
de dérivation analytique (voir paragraphe 3.2.4), en effectuant les dérivations avec
I'outil de DA Adimat.

Pour le calcul des sensibilités, I’équation (3.64) est différentiée par rapport au pa-

rametre de modélisation p. On obtient I’équation :
{K - w%M} ug + [Kd} uy — 2wiwo [M] ug — wi [Md} up = 0, (3.65)

ot [K9) et [M?) sont les matrices de rigidité [K] et de masse [M] dérivées. Dans la
MAN, le probléeme mécanique est résolu par un programme informatique. Dans ce cas,
au lieu de procéder a une dérivation analytique ou symbolique pour calculer ces matrices
(3.46) comme dans [114], il est plus judicieux et facile de procéder a une différentiation

automatique de tout le code de résolution. Ceci permet d’obtenir a la fois les matrices

95



Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

dérivées, mais aussi les dérivées de tous les parametres intervenant dans la résolution
[22].

Cette équation peut étre écrite pour chaque solution propre sous la forme :
[K — wf)M} ugi—i-[Kd} b — 2w [M] vl —w' [Md} ufy = 0, Vie {1,2,...,n}. (3.66)

Ceci permet d’obtenir un systeme a n équations pour n+1 inconnues. Pour résoudre
ce systeme, on ajoute la condition de normalisation des modes propres par rapport a la
matrice de masse (3.4). Cette condition de normalité des modes propres est différentiée
par rapport au parametre de modélisation pour faire apparaitre la dérivée du mode

propre recherché. On obtient :
2("ud) [Muly 4 ui [MYul = 0. (3.67)

En associant les équations (3.67) et (3.66), on obtient un systeme linéaire a n + 1

équations :
[~ M} e o} ugi. 1 [.Md} , (3.68)
{2[M] {up}} 0 wif ()} [M] {uh}

La résolution de ce systeme permet de calculer la sensibilité des modes propres réels.
Ici, la différentiation automatique intervient dans le calcul des dérivées K¢ et M?. Ces
dérivées sont obtenues facilement par une différentiation source a source du code implé-
mentant le modele éléments finis R(u, A). La différentiation avec Adimat de I’équation

R(u, A) permet d’obtenir ces matrices.

3.4.2 Analyse de sensibilité du probleme complexe

......

de présenter d’abord I’approche de résolution du probleme de modes propres et valeurs
propres non-linéaires [60] approchant les solutions sous forme de séries. Dans cette

m

partie exposant i désignant la i*™€ solution propre sera omis pour éviter de surcharger

les termes des séries de Taylor.
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En appliquant la technique d’homotopie décrite au paragraphe 3.3.1, le probleme

non-linéaire a résoudre peut étre écrit a I'ordre k sous la forme :

[{Soluo:id} T4 {%\uo:mH u =0, k=0,

[{Sl|u1:id,>\1:0} +a; {ﬂ\ul:id,xlzo” U = — {Sk|uk:0} —aj {ﬁm:o} — Ti—1, kE>1.
(3.69)

Notons

A= HSO\uozid} + a; {76|u0:idH (3.70)

Le probleme a l'ordre k& = 0 montre que la matrice linéaire tangente A est singuliere.
Pour lever la singularité, on prend en compte la condition d’orthogonalité ‘uguy = 0
des modes propres en introduisant le multiplicateur de Lagrange yx, le systeme linéaire

est donné par :

A o | oun | ] = {Skueo) = {Thwo) + Tict 3.71
(‘ug) 0 X : | o

La singularité de la matrice A implique que le probleme a l'ordre k£ > 1 n’admet de

solution que si 'équation (3.72) est vérifiée :

tuo [{Sk\ukzo} —ay {E\ukZO} - 7271] =0, (3-72)

Pour faire apparaitre le coefficient de Taylor A,, dans cette équation, les termes {Skju, =0 }
et {Tkju,=0} sont réécrits en utilisant la décomposition du principe générique de 'ap-

proche diamant présenté dans [17] :

{77c|uk=0} = {Sl|)\1=1})\n + {7;L|An=0}7

(3.73)
{Sk|uk:0} = {81|>\1:1}/\n + {Sn|>\n:0}7
les coefficients de Taylors A\; peuvent étre calculés comme suit :
= tuo Hsmuk:o,,\k:o} — Gy {ﬁ\ukzo,Akzo} - 72—1} . (3‘74)

bug [{Sl\ulzo,)\lzl} — aj {71|u1=0,>\1:1H
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3.4.3 Calcul de sensibilité du probleme non-linéaire

Le calcul de sensibilité est fait en différentiant les équations (3.74) et (3.71) par
rapport aux parametres de modélisation p. L’objectif est de montrer que les termes
intervenant dans le résolution du probleme de sensibilité peuvent étre calculés facile-
ment au utilisant le couplage Adimat-Diamant. Pour le calcul de la sensibilité de la

fréquence propre A, nous posons :

O = {Sk|uk:0,)\k:(]} — aj {ﬁ\ukzo,xkzo} — Ti—1
P = {Sl\ulzo)\l:l} — a; {7'1|u1:0,)\1:1}7

oll ¢y, et ¢ sont respectivement les termes du numérateur et du dénominateur de I'équa-

(3.75)

tion (3.74). La sensibilité de la valeur propre s’écrit en fonction de 1 et ¢, comme suit :

("ufor + "uodf) ("uoth) — (“uger) ("uft) +" ugy?)
(fugrp)? 7

ot1 ¢¢ et 1)? représente les dérivées par rapport a p de ¢y et . Ces dérivées sont données

(3.76)

£ =

par :

d_ fcd d f7d d d
P = {Sk|uk:0,>\k:0} —a; {7;%:0%:0} — G {77€|uk20,)\k:0} —Tia
d_ [cd d 7
Ui = {Suulzo,xlzl} — 4 {T”“FO’AFI} — 4 {Tlmlzo,h:l}'

Le mode propre non-linéaire dérivé peut étre calculé en différentiant I’équation (3.74)

(3.77)

par rapport a p. Le systeme a résoudre est linéaire :

A g uj )~ {ng:o} - {E‘fuk:o} + Ty B AT ug Uk
bug 0 ¢ 0 tud 0 %
(3.78)

3.4.4 Implémentation

Comme au chapitre 2, les dérivées mixtes S¢ et T,¢ de S(U, \) et T'(U, \) peuvent
étre calculées de maniere automatique en utilisant le couplage Adimat-Diamant. En
pratique, cette approche nécessite moins de développement car les opérations de dé-

rivation sont faites automatiquement. L’algorithme de calcul de sensibilité (table 3.1)
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est le méme quelque soit le modele viscoélastique. La DA peut donc étre appliquée
localement a la loi viscoélastique, ce qui permet de prendre en compte plusieurs mo-
deles viscoélastiques sans redifférentier entierement le code. Celui-ci peut donc étre

implémenté dans une fonction Matlab.

1. Sensibilité des solutions propres réelles :

Différentiation du probleme résiduel R(u, A) = S(u, A\) + a7 (u, \) =
g-R(g-u,ug- A\, \) = g_S(“u,u, g A, ) + T(_u, u, g\, \)

Calcul des solution propres réelles (U, Ag) solution de S(U,\) = 0 et wy = v/ Ao
Calcul de (ud, wd) solution de (3.68)

2. Calcul des séries pour £ =1,..., K.

Intinialisation de u et A comme des variables TaylorSeries

Evaluation de {Sl|u1:id,)\1:0}7 {7]|ulzid7A1:0} puis de A suivant (3.70),
Calcul de ¢y, ¥, ¢¢ et ¢¢ suivant les équations (3.75), (3.77)

Calcul de )\, suivant 'équation (3.74) et \¢ suivant (3.76),

Calcul de uy, et uf solution respective de (3.71) et (3.78),

3. Test de convergence :

Calcul de da,mqz,

Calcul a1 = a; + damaqe

Si ajy1 < 1 retour au étape 2 avec ug = u(j), Ao = A(J)

TAB. 3.1 — Algorithme de Diamant sensibilité

Dans cet algorithme, u(j) et A(j) représentent la solution calculée a l'itération j de

la procédure de continuation. Cet algorithme est implémenté en Matlab.
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3.5 modélisation directe des structures sandwich

viscoélastiques en vibration libre

Considérons une structure sandwich symétrique constituée de trois couches. Les
faces élastiques sont assemblées entre elles par une couche viscoélastique. Les pro-
priétés amortissantes de ces structures proviennent d’un écart entre les déplacements
longitudinaux dans les faces rigides et dans la couche viscoélastique soumise a un ci-

saillement important. Pour cette raison, le modele cinématique de type zigzag est utilisé

141, 142, 4].
3
Z, W ht
A e
h¢
1
O > X,U

L

Fia. 3.3 — Structure sandwich avec le systeme de cordonnées.

La figure 3.3 présente une structure sandwich avec le systeme de cordonnées (z, y, 2)
ainsi que les déplacements suivant chaque axe. Les hypotheses cinématiques sont iden-
tiques a celles de la poutre sandwich traitée dans le deuxieme chapitre :

— les trois couches subissent la méme déflection w,

— les interfaces sont supposées parfaites, ce qui implique la continuité des déplace-

ments aux interfaces,

— les faces sont supposées homogenes et isotropes,

— la couche viscoélastique a un module d’Young ou de cisaillement complexe dé-

pendant de la fréquence.
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Pour traiter a la fois le cas des structures poutre et plaque, nous avons opté pour une
formulation en deux dimensions. Sous ces hypotheses, dans la théorie des plaques de

Kirchoff-love, les champs de déplacements pour les faces sont donnés par :

ow(x,y,t
Uz‘(%%»’«'at) - uz(x7y7t) - (Z - Zi)%?
V;("L‘7ya th) - Ui(x7y7t) - (2 - zz)Mgmy 1= 1737 (379)
Y

W(.ﬁlf, Y, =, t) = UJ(ZE, Y, t)a
ol u; et v; sont les déplacements dans le plan médian de la couche ¢ suivant les axes
or et oy, et w est le déplacement suivant l'axe (0z). En positionnant lorigine du

repere dans le plan médian de la couche centrale viscoélastique, nous pouvons écrire :
- h r+ he
2

déformation peut étre écrit sous la forme :

21 = —23 , zo = 0. En utilisant le tenseur de Green-Lagrange, le tenseur de

g = Fz + (Z — Zi>l€, 1= ]_, 3. (380)

Les tenseurs I' et k sont respectivement le vecteur de déformation de membrane, le
vecteur de déformation en flexion. Pour les faces, ces vecteurs de déformation sont

donnés par :

Usj, g Wz
I = Viy ; K= —Wyy (> (3.81)
Uiz + Viy —2W gy
. : 23 o ,
ou la convention £, = 9 est utilisée. Le champ de déplacements dans la couche
x

viscoélastique ¢ = 2 est donné par :
UQ(xa Y, z, t) = U(l‘,:y, t) - (Z - Zz)ﬁaw
Va(,y, 2,t) = v(w,y,t) — (2 — 2:)B,, (3.82)
Wa(x,y, z,t) = w(z,y,t).

Les tenseurs de déplacement qui en découlent sont :

uzx /81,:'0
W o + Bac
FQ == Uy s Ro = 6y7y y f == . (383)
wy + By
Ug + 0y Bey + Byx
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3.5.1 Lois de comportement

Les lois de comportement de la plaque sandwich expriment les efforts de membrane
résultants et les moments de flexion résultants dans les faces. En utilisant la loi de
Hooke généralisée, les efforts de membrane N; et les efforts de flexion sont définis dans
les faces par :

N
Ni=4¢ Ny, (= [Cr){T:}, 1=1,3,
Ny (3.84)
Mize
M;=1{ My, =I[CH{x},
Mizy
ou [Cy,] et [Cy] sont respectivement les matrices symétriques de rigidité en membrane
et en flexion des faces élastiques. Ces matrices sont fournies en Annexe A. Pour la
couche centrale (i = 2) dont la viscoélasticité est supposée linéaire et dépendante de la
fréquence, un effort de cisaillement est engendré en plus des efforts de membrane et de

flexion. Ces efforts peuvent étre écrits sous la forme :

No=1 Ny, | = [Canlt)] g #4120,

(3.85)
My =13 My, ¢=I[Cou(t)]2 *{ra},

0
Q= o [0+ 6

Dans cette équation, 'opérateur * représente le produit de convolution. Les matrices
[Caom], [Cap] et [Cas] sont respectivement les matrices rigidité en membrane, en flexion
et en cisaillement de la couche viscoélastique. Selon le matériau viscoélastique, ces ma-

trices peuvent étre fonction d’un module d’Young complexe constant, ou d’'une fonction
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Température (°K)

- 353 333 313303 292 283 273 254 "
EG— E3 R o . A : —E3
[ ¢ =
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v | W E2 o 7 R P 1=
= o s
@ = ] 3
a — 7 i
BE=l = 3 yl @]
T R =
= C [¢1]
: o3 2
o
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Frégquence réduite @ w (Hz)

F1G. 3.4 — Monogramme en fréquence réduite d’un matériau viscoélastique

viscoélastique dont les parametres sont déterminés expérimentalement. Elles peuvent
également étre fonction de la température. Mais cette derniere n’est pas prise en compte
dans notre étude. Par exemple, le monogramme représenté sur la figure 3.4, issu de
données expérimentales, permet de déterminer la variation du module d’Young E* en

fonction du facteur de perte n et du module de stockage E'.

L’équation du mouvement de vibration des plaques sandwich symétriques est for-
mulée de maniere variationnelle a ’aide du principe des travaux virtuels d’'un systeme

non-conservatif :

5pint + 5pext + 5pacc = 07 (386)

OU OPint, OPest €6 OPace SONt respectivement la puissance virtuelle des efforts intérieurs,
la puissance virtuelle des efforts extérieurs et la puissance virtuelle des efforts d’accélé-

ration. Leur expression pour une structure plaque sandwich symétrique est donné par :
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Spis = = | [ (S CNDHATY + 35 HMHbR} +{Ma}Hima} + {(QHEDs
OPeat = //F(I,y,t)5wds

0*w
OPace = —// 207 % hy + pehe)—— BT 5wds
(3.87)

Dans "équation (3.87), F(z,y,t) représente les efforts extérieurs transversaux appli-
qués, les constantes p; et p. représentent la densité massique respective des faces et
de la couche viscoélastique. La surface de la structure sandwich considérée est notée
s. Dans cette formulation, seule I'inertie du déplacement transversal w est considérée.
Les inerties des déplacements en membrane u et v sont négligées. En utilisant une dis-
crétisation par éléments finis, le probleme non-linéaire de vibration libre est écrit sous

la forme :
(Ko + E(w)K, — w*M]u = 0. (3.88)

Des éléments quadratiques ont été utilisés avec des fonctions de forme de type Hermite
pour la variable le déplacement transversal w. Les fonctions de forme classiques sont
utilisées pour les déplacements en membrane u et v. Notre approche est appliquée pour
I’étude de sensibilité des poutres et plaques sandwich. Pour la couche viscoélastique,
plusieurs matériaux ont été considérés :

— un matériau viscoélastique a module complexe constant [4] dont la loi viscoélas-

tique est écrite sous la forme :
B(w) = Eo(1 +in.), (3.89)

ou E(0) = Ej est le module d’Young d’élasticité retardé, n est le facteur de perte.
Cette formule n’est valable que dans le cas ol le module de stockage du matériau
viscoélastique et le facteur de perte varient tres peu en fonction de la fréquence.
Dans ce cas, le probleme (3.88) est ramené a un probleme aux valeurs propres

linéaire complexe.
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3.5. modélisation directe des structures sandwich viscoélastiques en vibration libre

20°C 27°C
j | Go(Pa) A wi(rad.s™t | Go(Pa) A; Sw;(rad.s”

1

1| 0.510° 2.8164 31.1176 | 0.0511.10° 0,746 468.7
13.1162  446.4542 3.265 4742.4

2
3 45.46655 5502.5318 43.284 71532.5

TAB. 3.2 — Parametres du modele Maxwell généralisé pour I'ISD112 a 20°C' et 27°C

— Un matériau viscoélastique, le PVB (polyvinyl de butyral) [60] par exemple étudié
pour son amortissement faible, dont la loi viscoélastique est donnée par le module

de cisaillement :
GH(w) = Goo + (Gy — Goo)[1 + (iwr) ™77, (3.90)

ou, «, 3 et 7 sont des coefficients dépendant de la température associés a la loi,
G est le module de cisaillement instantané (t=0) et G, le module de cisaillement
a t = oo. Dans nos applications, le PVB est considéré a 20°C. Les coefficients
associés sont Gy = 479.103Pa, G = 2.3510%Pa, 7 = 0.3979, o = 0.46 et [ =
0.1946. Le module d’Young complexe est donné par E*(w) = 2(1 + v,.)G:(w).

— Le polymere ISD112 choisi pour son amortissement élevé. La loi d’évolution du
module de cisaillement est donnée par la formule de Maxwell généralisée [143,

144] :

Gi(w) = (1 + Z — ) (3.91)

ou Gy est le module de cisaillement d’élasticité retardée, A; et w; sont des para-
metres du modele obtenus par lissage de la courbe maitresse. Ces coefficients sont
fonction de la température. Dans notre exemple nous allons les considérer aux
températures de 20°C' [144], et de 27°C' [143]. Les parametres correspondants a
cette température sont regroupés dans le tableau 3.2 pour une structure sandwich

aluminium/ISD112/aluminium.
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

3.6 Résultats numériques

Le code de résolution basé sur I’algorithme 3.1 et implémentant le probleme résiduel
(3.88) a été différentié par rapport au parametre de modélisation p par Adimat. Pour les
structures sandwichs viscoélastique, les parametre p peut étre I’épaisseur des couches,

le module de de Young ou le module de cisaillement ou encore une rigidité élémentaire.

3.6.1 Analyse de sensibilité par rapport a ’épaisseurs et par

rapport au module d’Young

Pour effectuer le calcul de sensibilité par rapport a I'épaisseur, nous introduisons

une perturbation dans le code de résolution sous la forme :
he = heo(1 + 0h), hy = hyo(1 4 0h), (3.92)

ou he, hpo sont respectivement les épaisseurs initiales respectives de la couche vis-
coélastique et des faces, et 0h est la perturbation appliquée. Le code ainsi modifié
est différentié par rapport a I'épaisseur. Les sensibilités sont obtenues en calculant les
dérivées directionnelles par rapport a la perturbation dh. De la méme maniere, les sen-
sibilités par rapport au module d"Young ou par rapport au module de cisaillement sont

calculées en introduisant une perturbation 0 F ou G comme suit :
E=FEy(1+0E), ou G = Go(1+9G), (3.93)

ou Ey et Gq représentent respectivement le module d’Young et le module de cisaille-
ment du matériau considéré. Comme dans le cas de la perturbation de ’épaisseur, les

sensibilités sont obtenues en calculant les dérivées directionnelles par rapport a 0 E ou

0G.
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3.6. Résultats numériques

3.6.2 Sensibilité par rapport aux éléments de la matrice de
rigidité

La sensibilité par rapport a la matrice de rigidité élémentaire est tres peu étudiée
dans le cas des modes propres de vibration. Une approche analytique a été proposée
dans [135]. Elle peut étre utilisée pour la détection de défaut ou d’'un endommagement
dans une structure. Dans cette these, nous avons utilisé notre approche pour I'étude
de sensibilité des solutions propres par rapport a une perturbation de la matrice de
rigidité élémentaire. La perturbation est appliquée a un élément de la discrétisation en

modifiant sa matrice de rigidité K.y suivant 1’équation :

K.=(1+6Ke)Ke. (3.94)

En pratique, la perturbation est appliquée en considérant un point déterminé par sa
position dans la structure. Une procédure permet de localiser 1’élément contenant ce
point. La perturbation est alors appliquée a cet élément. La perturbation de la matrice
de rigidité élémentaire peut étre appliquée simultanément a plusieurs éléments. Comme

dans les autres cas, le code modifié est différentié par rapport a la perturbation dKe.

3.6.3 Validation du code linéaire tangent

L’objectif du test de Taylor, voir paragraphe 1.3.4, est de valider I'exactitude des
dérivées K et M?. Pour ce faire, nous avons considéré une plaque sandwich dont les
caractéristiques sont fournies dans le tableau 3.3. La loi de comportement viscoélastique

du matériau DYADG606 est similaire a celle de ISD112.

Les résultats du test de Taylor réalisé sur la matrice de masse M, la matrice de
rigidité K et sur la valeur propre \g sont donnés dans le tableau 3.4. Notons que les

solutions propres calculées sont conformes a celles obtenues dans les précédentes études

60, 17, 134].

107



Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Faces élastiques

Coeur viscoélastique DYADG606

Poutre

Module de Young E; = 6.89'°Pa

Coefficient de Poisson vy = 0.3

Masse volumique p; = 2740K g.m ™

Epaisseur hy = 0.762mm

Module d"Young Ey = 1794 x 103 Pa

Coefficient de Poisson v, = 0.3

Masse volumique p. = 1104K g.m ™3

Epaisseur h, = 0.254 x 1073m

Longueur L = 348mm

Largeur | = 304mm

TAB. 3.3 — Propriétés mécaniques et géométriques de la plaque sandwich

«

Kd \"
_ OrD
Fa =\ &2
04D

h
d
r. o= Mg p
¢ \Mip

(Ag )h
r.o o= FD

« )\d

0ap

1.00e-00
1.00e-01
1.00e-02
1.00e-03
1.00e-04
1.00e-05
1.00e-06
1.00e-07
1.00e-08
1.00e-09

8.537652632359007e-001
9.813764965541341e-001
9.980760653204313e-001
9.998069452609518¢-001
9.999803023019962¢-001
9.999971110185502e-001
1.000022955523101e+000
1.000262744559671e+000
1.003048720213047¢+000
1.015916020230264e+000

8.537652632161403e-001
9.813764957225397e-001
9.980760612223713e-001
9.998069133406696¢-001
9.999804914417448e-001
9.999993457435168e-001
9.999373786573207e-001
9.998594679727527e-001
9.980805836957792e-001
9.936846703452384e-001

5.877009072111190e-001
9.322946226195408e-001
9.927552138746980e-001
9.992703969355088e-001
9.999276504913326e-001
9.999979782184000e-001
9.999482297737214e-001
9.9987129762335198e-001
9.9840710840176365¢e-001
9.874760567142390e-001

TAB. 3.4 — Test de Taylor pour une perturbation h? dans la direction h, de I'épaisseur

de la couche viscoélastique.
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3.6. Résultats numériques

Module de Young E; = 6.9'°Pa

Coefficient de Poisson vy = 0.3
Faces élastiques

Masse volumique p; = 2766 K g.m ™

Epaisseur hy = 1.524mm

Module d’Young, loi (3.89), Gy = 479 x 10*Pa
Coefficient de Poisson v, = 0.3

Cceur polymere PVB
Masse volumique p, = 999K g.m 3

Epaisseur h, = 0.127mm

Longueur L = 177.8mm
Dimension
Largeur [ = 12.7mm

TaB. 3.5 — Caractéristiques de la poutre sandwich a cceur viscoélastique a module

constant.

3.6.4 Analyse de sensibilité du modele viscoélastique a mo-

dule complexe constant

Nous avons utilisé notre approche pour calculer la sensibilité des solutions propres
des structures sandwich poutre et plaque. Le coeur est constitué d’un matériau polymere

dont le module d"Young viscoélastique vérifie (3.89).

Cas de la poutre encastrée-libre

Les caractéristiques de la poutre sandwich considérée sont données dans le tableau
(3.5). Cette poutre a fait 'objet de plusieurs études [138, 115]. Les faces élastiques sont
en aluminium. Les sensibilités sont étudiées par rapport aux épaisseurs et aux modules
de Young.

Nous nous intéressons principalement a I’évolution des fréquences propres, des fac-
teurs de perte et des modes propres par rapport a une perturbation d'un parametre de

modélisation. Les résultats numériques calculés pour divers valeurs du facteur de perte
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

sont présentés dans les tableaux 3.6 et 3.7 pour une poutre encastrée-libre a laquelle
une perturbation de I’épaisseur de la couche viscoélastique est appliquée.

La premiere colonne des tableaux 3.6 présente les fréquences propres de la poutre
non perturbée. La deuxieme colonne présente les sensibilités calculées par notre mé-
thode pour une perturbation de dh. = 10% de la couche viscoélastique. La troisieme
colonne présente les fréquences propres obtenues par un calcul direct en prenant une
épaisseur h. = he(1 + dh.). La colonne 4 des tableaux est la somme des valeurs de
la premiere colonne et de celles de la deuxieme colonne. Cette colonne montre que la
sensibilité calculée prédit bien la fréquence propre et le facteur de perte de la poutre
lorsque 1’épaisseur de la couche viscoélastique est modifiée.

Le test réalisé en perturbant ’épaisseur des faces donne des résultats similaires. Ces
résultats sont présentés dans les tableaux 3.8 et 3.9. Il apparait que le comportement
dynamique de la poutre est plus sensible a une perturbation de I’épaisseur des faces
qu’a celle de I’épaisseur de la couche viscoélastique. Ceci est attendu car, de maniere gé-
nérale, les fréquences propres d’une structure sandwich viscoélastique sont déterminées
par les parametres des faces élastiques.

L’importance de la sensibilité de la poutre a une perturbation des faces élastiques
peut étre également visualisée en tragant les modes propres pour un facteur de perte n =
1.5. Sur les figures 3.6 et 3.7, on remarque que 'amplitude de la déflection dérivée W4
tracée pour les trois premiers modes est plus importante dans le cas de la perturbation

des faces que dans le cas de la perturbation du coeur.

Cas de la plaque

Notre approche a été appliquée a une structure plaque sandwich a module visco-
élastique constant. Les caractéristiques de la plaque sandwich sont données dans le
tableau 3.12. La plaque considérée est en appui simple sur les quatre cotés. Les résul-
tats sont présentés dans les tableaux 3.13 et 3.14 pour une perturbation du module de

cisaillement de la couche viscoélastique.
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3.6. Résultats numériques

Ui Wshe=0 Wghc=0.1 Whe=0.1 (Wshe=o + QghC:O.l) erreur (%)
0,1 | 64,3664271 -0,65547738 63,7391884 63,7109497 0,04430358
298,051035 -3,08765918 295,169873 294,963376 0,06995862
748,836614 -5,32411409 743,906147 743,5125 0,05291628
1406,59922 -6,23282985 1400,81986 1400,36639 0,03237216
2288,01509 -7,13150066 2281,36897 2280,88359 0,02127606
0,6 | 65,7796882 -0,66042272 65,1454695 65,1192655 0,04022379
300,545861 -3,23880021 297,524457 297,307061 0,07306841
750,613734 -5,55987471  745,471795 745,05386 0,05606316
1407,56282 -6,36624218 1401,66541 1401,19657 0,03344874
2288,65995 -7,22925048 2281,92753 2281,43069 0,02177256
1 | 67,7086322 -0,64430348 67,0870079 67,0643287 0,03380558
304,441252  -3,45998669 301,216192 300,981266 0,07799274
753,754164 -5,97262891  748,24149 747,781535 0,06147139
1409,24652 -6,60398971  1403,13919 1402,64253 0,03539635
2289,80689 -7,40464035  2282,9198 2282,40225 0,02267052
1,5 | 70,1874838 -0,59042782 69,6143177 69,597056 0,02479627
310,526552 -3,80268181 306,989789 306,72387 0,08662164
759,585384  -6,72453253  753,394942 752,860852 0,07089114
1412,36104 -7,05908628 1405,85264 1405,30196 0,03917086
2291,97099 -7,74010002 2284,78806 2284,23089 0,0243863

TAB. 3.6 — Sensibilité des fréquences propres de la poutre encastrée-libre par rapport

a une perturbation d0h, = 10% de la couche viscoélastique a module constant.
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Ui T5he=0 Wfslhczo.l T5he=0.1 (Msh.=0 + Ughczo.l) erreur (%)
0,1 | 0,28083492 0,00991482  0,29018783 0,29074974 0,19363752
0,24162385 -0,00573525 0,23614663 0,2358886 0,10926735
0,15314392 -0,00828936 0,14539672 0,14485456 0,37288238
0,08804717 -0,0060067  0,08251445 0,08204047 0,57441573
0,05646453 -0,00418484 0,05262843 0,05227969 0,66265497
0,6 | 0,2454124  0,00992822  0,2548445 0,25534062 0,19467612
0,23157798 -0,00507387  0,2267259 0,22650411 0,09782134
0,15173204 -0,00804726 0,14419764 0,14368478 0,35566755
0,08774191 -0,00596417 0,08224657 0,08177773 0,57003378
0,05637737 -0,00417045 0,05255379 0,05220692 0,66003797
1 0,2016454  0,00941202 0,21065016 0,21105742 0,19333507
0,21703561 -0,00425741  0,2129533 0,2127782 0,08222071
0,1493269 -0,00763616 0,14215394 0,14169075 0,32583929
0,08725562 -0,00589466 0,08182082 0,08136095 0,56204051
0,056234  -0,00414614 0,05243143 0,05208785 0,65529445
1,5 | 0,15260553  0,00825048 0,16054538 0,16085601 0,19348442
0,19695116 -0,00328239 0,19377304 0,19366877 0,05381012
0,14507962 -0,00691446 0,13854265 0,13816516 0,27247056
0,0864629 -0,00577174 0,08113384 0,08069116 0,54561486
0,05598957 -0,00410218 0,05222477 0,05188739 0,64600427

TaAB. 3.7 — Sensibilité des facteurs de perte de la poutre encastrée-libre par rapport a

une perturbation 0k, = 10% de la couche viscoélastique & module constant.
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3.6. Résultats numériques

n Qsn,=0 Weh=0.1 Wony=01  (Wong=0 + Wiy, —o.1) erreur (%)
0,1 | 64,3664271 5,27647092 69,6009917 69,642898 0,06020932
298,051035  25,67217  323,670142 323,723205 0,01639407
748.836614 68,7223278 817,563169 817,558941 0,00051706
1406,59921 134,498545 1541,14148 1541,09776 0,00283683
2288,01509 223,007374 2511,08489 2511,02246 0,00248638
0,6 | 65,7796882 5,38878156 71,1232095 71,1684698 0,06363651
300,545861  25,71245  326,201956 326,258311 0,01727596
750,613733 68,6131278 819,238244 819,22686 0,00138954
1407,5628  134,432807 1542,04546 1541,99561 0,00323261
2288,65994 222,954801 2511,68198 2511,61474 0,00267682
1 67,7086321  5,56359777 73,2238066 73,2722298 0,06613045
304,441252  25,7938365 330,174976 330,235089 0,01820629
753,754164 68,4244179 822,201729 822,178582 0,00281527
1409,24651 134,313123 1543,62097 1543,55963 0,00397331
2289,80689 222,859668 2512,74262 2512,66656 0,00302692
1.5 | 70,1874837 5,81743026 75,9543449 76,004914 0,06657825
310,526552  25,9323536 336,396761 336,458905 0,01847344
759,585385 68,0905705 827,717113 827,675955 0,00497251
1412,36105 134,075982 1546,52123 1546,43703 0,00544475
2291,97099 222,675389 2514,73947 2514,64637 0,00370188

TaAB. 3.8 — Sensibilité des fréquences propres d’une poutre encastrée-libre par rapport

a une perturbation dhy = 10% de la couche viscoélastique & module constant.
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

n Msh ;=0 n?hf:o,l Tohy=0.1 (Msny=0 + Ughfzoﬂ erreur (%)
0,1 ] 0,28083492 0,00662724  0,28694672 0,28746216 0,17963111
0,24162385 -0,01039833 0,23173186 0,23122552 0,21850161
0,15314392  -0,0121322  0,1419026 0,14101172 0,62781136
0,08804717 -0,00845064 0,08033919 0,07959653 0,92439738
0,05646453 -0,00581708 0,05118889 0,05064745 1,05772254
0,6 | 0,2454124  0,00704822 0,25200162 0,25246061 0,18213988
0,23157798 -0,00944549 0,22257617 0,22213249 0,19933746
0,15173204 -0,01183093 0,14075085 0,13990111 0,60372045
0,08774191 -0,00839587 0,08008121 0,07934604 0,91802614
0,05637738 -0,00579921  0,051117 0,05057817 1,05411057
1 0,2016454  0,00701503  0,20827574 0,20866043 0,18470366
0,21703561 -0,00822429 0,20917697 0,20881132 0,17480278
0,1493269  -0,0113184  0,13878854 0,1380085 0,56203082
0,08725562 -0,00830625 0,07967165 0,07894937 0,90656808
0,056234  -0,00576903 0,05099924 0,05046496 1,04762442
1,5 | 0,15260553  0,0064049  0,15869895 0,15901043 0,19627595
0,19695116  -0,0067273  0,19048547 0,19022387 0,13733623
0,14507962  -0,0104177  0,13532178 0,13466192 0,48762089
0,0864629  -0,00814906 0,07901195 0,07831384 0,88355518
0,05598957 -0,00571472  0,05080063 0,05027486 1,03498074

TaB. 3.9 — Sensibilité des facteurs de perte de la poutre encastrée-libre par rapport a

une perturbation dhy = 10% de la couche viscoélastique & module constante.
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3.6. Résultats numériques
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Fi1G. 3.5 — Partie réelle et imaginaire des trois premiers modes de la poutre viscoélas-

tique a module constant avec un facteur de perte n = 1.5
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F1G. 3.6 — Sensibilité des trois premiers F1G. 3.7 — Sensibilité des trois premiers
mode de la poutre viscoélastique a mo- mode de la poutre viscoélastique a mo-
dule constant avec un facteur de perte dule constant avec un facteur de perte
n = 1.5 pour une perturbation de 0hy = 17 = 1.5 pour une perturbation de dh,. =
10% 10%
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n=15
Mode  wsg,—o wis 01 WoB.—01  (Wsg.—0 +Wip.—1) erreur (%)
1 70,187484  0,89587357 71,0254079 71,0833576 0,08159019
2 310,526552 4,46150176 314,880595 314,988053 0,03412663
3 759,585386  7,29628544  766,825947 766,881671 0,00726692
4 1412,36103  7,10967596 1419,45995 1419,47071 0,00075779
) 2291971 7,13102597 2299,09768 2299,10202 0,00018878

TaAB. 3.10 — Sensibilité des fréquences propres par rapport a une perturbation dE. =

10% de la couche viscoélastique a module constant.

n=15
Mode  7nsg.=o 85,01 Mog=01  (Msma—o +Nip.—o1) erreur (%)
1 0,15260553 -0,00732769 0,14562059 0,14527784 0,235371
2 0,19695116  0,00500487  0,20157747 0,20195603 0,18780242
3 0,14507962 0,00866613 0,15335043 0,15374576 0,25779346
4 0,0864629  0,00696048 0,09328696 0,09342338 0,14623352
5) 0,05598957  0,00490854  0,06083795 0,06089811 0,09889251

TAB. 3.11 — Sensibilité des facteurs de perte de la poutre encastrée-libre par rapport a

une perturbation §E¢ = 0.1 de la couche viscoélastique a module constant.
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3.6. Résultats numériques

Module de Young E; = 6.9'°Pa

Coefficient de Poisson vy = 0.3
Faces élastiques
Masse volumique py = 2766 K g.m >

Epaisseur hy = 0.762
Module d’Young, loi (3.90), £, = 2670.08 x 10*Pa
Coefficient de Poisson v, = 0.49
Cceur polymere
Masse volumique p, = 999K g.m =3
Epaisseur h, = 0.254mmm
Longueur L = 348mm

Dimension
Largeur [ = 304.8mm

TAB. 3.12 — Propriétés mécaniques et géométriques de la plaque sandwich a module

constant.
Mode  wsg.—o W01 Wip=01  (Wsp—0 +Wip,_o,) erreur (%)
1 59,9406461 1,23976034 61,1120797 61,1804065 0,11180569
2 114,284411 2,82715805 117,030314 117,111569 0,06943125
2 129,208781 3,13699581 132,273152 132,345776 0,05490516
3 175,058699 3,61117968  178,61138 178,669879 0,03275197

TaAB. 3.13 — Sensibilité des fréquences propres de la plaque sandwich viscoélastique a
module constant par rapport a une perturbation du module de cisaillement G de 10%

de la couche viscoélastique a module constant
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Mode  nsc.=o 15G.=0.1 MoG.=01  (NsG.=0 + M§g.—o1) Erreur (%)
1 0,24032605 -0,00865431 0,23192446 0,23167173 0,1089697
2 0,30458011  -0,0001107  0,30376662 0,30446942 0,23136142
3 0,30908117  0,0027787  0,31099077 0,31185987 0,27946135
4 0,28130199 0,00761492 0,28800957 0,28891691 0,31503808

TAB. 3.14 — Sensibilité des facteurs de perte de la plaque sandwich viscoélastique a
module constant par rapport a une perturbation du module de cisaillement G, de 10%

de la couche viscoélastique a module constant

Ces résultats montrent que dans le cas des structures plaques viscoélastique a mo-
dule constant, les sensibilités prédisent bien les fréquences propres et les facteurs de
perte. Pour cette plaque, les figures 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 et 3.13 présentent la partie
réelle et imaginaire des modes propres et leur sensibilités. Ces figures montrent que la
perturbation du module de cisaillement affecte plus la partie imaginaire que la partie

réelle du mode propre et donc 'amortissement de la structure.

3.7 Analyse de sensibilité du modele viscoélastique

faiblement amorti dépendant de la fréquence

(PVB)

3.7.1 Analyse de sensibilité de la poutre viscoélastique en

PBYV par rapport au module de cisaillement

Pour étudier la sensibilité des modeles dépendant de la fréquence, nous avons
d’abord considéré une poutre sandwich dont le coeur est en PVB. La loi de comporte-

ment du matériau PVB est donnée par 1'équation (3.90). Les faces sont en aluminium.
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques
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Fi1G. 3.12 — Partie imaginaire du mode 4 FiGc. 3.13 — Partie réelle du mode 4 et
et sa sensibilité pour la plaque sandwich sa sensibilité pour la plaque sandwich
viscoélastique a module constant viscoélastique a module constant

Les caractéristiques de la poutre sont données dans le tableau 3.15. Les propriétés

modales de cette poutre ont été étudiées dans [60].

Module de Young E; = 6.9' Pa
Coefficient de Poisson vy = 0.3
Faces élastiques
Masse volumique p; = 2766 K g.m ™3
Epaisseur hy = 1.524mmm
Module d’Young, loi (3.90), Ey = 1794 x 103Pa
Coefficient de Poisson v, = 0.4

Ceceur polymere PVB
Masse volumique p, = 999K g.m =3

Epaisseur h, = 0.127mmm
Longueur L = 177.8mm

Dimension
Largeur | = 12.7mm

TAB. 3.15 — Propriétés mécaniques et géométriques de la poutre sandwich Alumi-

nium/PVB/Aluminium.
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE

Mode

WoE =0 Wflef:OQ Wsg—02  (Wsm;—0 + wglEf:O.Q) Erreurs (%)
1 82,0656713 8,14892995 89,8400265 90,2146013 0,41693534
2 506,285317 48,8558355 552,682262 555,141152 0,44490123
3 1387,91815  128,870981 1509,62851 1516,78913 0,4743303
4 2646,38065 234,234116 2866,10217 2880,61477 0,50635306

TAB. 3.16 — Sensibilité des fréquences propres de la poutre sandwich en PVB par

rapport a une perturbation du module de cisaillement G de 20%

"15E=0 ngEf:O.Q Nsg.~02  (MsE;=0 + nglEf:O,Z) Erreurs (%)
1 0,00140375 0,00023054  0,0016057 0,00163429 1,78066676
2 0,00518539 0,00074894 0,00596024 0,00593433 0,4347023
3 0,0088319 0,00116999 0,01005762 0,01000189 0,55412091
4 0,01274523 0,00147845 0,01432436 0,01422367 0,70289739

TAB. 3.17 — Sensibilité des facteurs de perte de la poutre sandwich en PVB par rapport

a une perturbation du module de cisaillement G de 20%
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE

Mode  wsk.=o WiK,=0.1 WiK,=01 — WsK.=0 T Wik, —o.1
1 82,0656711 0,02722943 82,0951424 82,0929005
2 506,285305 0,03236072 506,305245 506,317666
3 1387,9181  -0,05159893 1388,32621 1387,8665
4 1628,83903 4,29708145 1629,38696 1633,13612
5 2646,38051  1,27150339 2647,06358 2647,65201

TaB. 3.18 — Evolution des fréquences propres de la poutre avec un coeur en PVB pour

une perturbation de la matrice de rigidité élémentaire aux point x = L/2

3.7.2 Sensibilité par rapport a la matrice de rigidité élémen-

taire

Nous reprenons la poutre a coeur en PVB et dont les caractéristiques sont données
dans le tableau 3.15. La perturbation étant localisée, elle n’affecte pas considérablement
la fréquence propre de la structure. Le tableau 3.18 donne pour la poutre encastrée-
libre ’évolution des fréquences propres pour une perturbation de 10% d’une matrice
de rigidité élémentaire. On note que les variations sont faibles, pour des perturbations
de faible valeur les modes perturbés et les modes non perturbés se superposent figure
3.19, et 3.18. L’effet de la perturbation est tres visible sur les courbes de sensibilité des
modes propres. Les figures 3.18 et 3.20 présentent la partie réelle et la partie imaginaire

de sensibilité des modes 1 et 2.

3.7.3 Etude de sensibilité du modele viscoélastique fortement

amorti (ISD112)

Pour montrer 'efficacité de notre approche dans le cas du modele de Maxwell gé-
néralisé, nous considérons les structures poutre et plaque sandwich dont la couche

viscoélastique est constituée de ISD112 dont la loi de comportement est donnée par la
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE

Module de Young F; = 6.89'°Pa

Coefficient de Poisson vy = 0.3
Faces élastiques
Masse volumique p; = 2766 K g.m ™

Epaisseur hy = 1.524
Module d’Young, loi (3.91), £, = 2670.08 x 10*Pa
Coefficient de Poisson v, = 0.5
Ceeur IDS112
Masse volumique p. = 1600K g.m >
Epaisseur h. = 0.127mm
Longueur L = 177.8mm

Dimension
Largeur | = 12.7mm

TaAB. 3.19 — Propriétés mécaniques et géométriques d’une poutre sandwich a cceur en

ISD112.

formule (3.91). Ces structures ont fait 'objet de plusieurs études [138, 4]. Les caracté-

ristiques de la poutre et de la plaque sont données dans les tableaux 3.19 et 3.22.

Cas de la poutre

La poutre est prise a une température de 27°C'. Les résultats de sensibilité calculés
par rapport au module de Young E; et par rapport a la perturbation de la matrice de
rigidité élémentaire sont présentés dans les tableaux 3.20 et 3.21 Ils résultats montrent
que notre approche prédit bien les fréquences propres de la structure pour une modifi-

cation du module de Young de la couche des faces.

cas de la plaque en ISD112

Pour vérifier la précision de 'approximation des modes propres, nous avons procédé
a la comparaison de la norme. Le tableau 3.25 présente le résultat pour les cing premiers

modes.
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Mode

WoE;=0 WgEfzo.l WoE;=0.1 (wsrp=0 + Wflef:(n) erreur (%)
1 70,1874838  2,61350048 72,7016525 72,8009842 0,13662927
2 310,526552  11,0648258 321,327127 321,591377 0,08223721
3 759,585384  30,6829838 789,656148 790,268368 0,07752991
4 1412,36103 63,5083764 1474,50846 1475,86941 0,09229857
5 2291,97098 107,467524 2397,03673 2399,4385 0,10019739

TAB. 3.20 — Sensibilité des fréquences propres de la poutre encastrée-libre en ISD112

par rapport a une perturbation 0Ey = 20% de I'épaisseur des faces

Mode

Wik =0 ngfzoa Wsg;=01  (WsEp=o0 + wglEf:O,l) erreur (%)
1 0,15260553  0,00732769 0,15958137 0,15993322 0,22048105
2 0,19695116 -0,00500487 0,19205472 0,19194629 0,0564579
3 0,14507962 -0,00866613 0,13685442 0,13641349 0,32218788
4 0,0864629 -0,00696048 0,08001996 0,07950243 0,64675543
5 0,05598957 -0,00490854 0,05147672 0,05108104 0,76866042

TaAB. 3.21 — Sensibilité des facteurs de perte de la poutre sandwich encastrée-libre en

ISD112 rapport a une perturbation 0 Ey = 10% de 1'épaisseur des faces
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE

Module de Young F; = 6.89'°Pa

Coefficient de Poisson vy = 0.3
Faces élastiques
Masse volumique py = 2740K g.m >

Epaisseur hy = 0.762
Module d’Young, loi (3.90), E, = 2670.08 x 10*Pa
Coeflicient de Poisson v, = 0.5
Ceeur IDS112
Masse volumique p. = 1600K g.m =3
Epaisseur h. = 0.254mm
Longueur L = 348mm

Dimension
Largeur [ = 304.8mm

TAB. 3.22 — Propriétés mécaniques et géométriques de la plaque sandwich a coeur en

ISD112.

Conditions limites WSE ;=0 ngf 02 W5 E,=0.2 (w(gEf:O + W?Efzoa) Erreurs (%)

CFCF 46,2850669  1,40747083  47,6827853 47,6925377 0,02045282
57,9900444 1,9482101 59,8861389 59,9382545 0,08702461
111,766466  3,76182697  115,328268 115,528293 0,17343935
116,701912  3,91631183  120,528147 120,618223 0,0747346

CSCS 66,364885 2,12074168  68,4233827 68,4856267 0,09096896
132,502467  4,04261231  136,492801 136,54508 0,03830172
136,097809  4,57769497  140,570396 140,675504 0,07477259
194,800766  6,48737692 201,32216 201,288143 -0,0168968

SSSS 53,4911585  1,70857945  55,1394449 55,1997379 0,10934645
109,594261  3,31881058 112,8218 112,913071 0,08089854
125,675659  3,81295985  129,390772 129,488619 0,07562075

TAB. 3.23 — Sensibilité des fréquences propres de la plaque sandwich en ISD112 a 27°C

par rapport a une perturbation du module de cisaillement G de 20%
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Chapitre 3. Analyse de sensibilité des modes propres des structures sandwich viscoélastiques

Conditions limites N5E ;=0 ngEf —0.2 N5 E,=0.2 (n(;Efzo + ngEf:OQ) Erreurs (%)
CFCF 0,24423287 0,00520737 0,24396968 0,24944024 2,24231115
0,2328597 -0,00092149  0,23166869 0,23193821 0,11633709
0,2708639 0,0064725 0,27361056 0,2773364 1,36173147
0,27987118  -0,00576209  0,27411653 0,27410909 -0,00271383
CSCS 0,26192189  0,00052736  0,26203086 0,26244925 0,15967223
0,32528184 0,0071949 0,32189125 0,33247674 3,2885297
0,28906242  -0,00529676 0,2837237 0,28376567 0,01479254
0,32516665  0,00029044  0,31849328 0,32545709 2,18648364
SSSS 0,23959682  0,00604353 0,2450316 0,24564035 0,24843875
0,31291022  -0,00058435 0,31184944 0,31232587 0,15277549
0,32682515  -0,00116927  0,32427491 0,32565588 0,42586426
0,33742872 0,00616013 0,33265105 0,34358885 3,28807121

TAB. 3.24 — Sensibilité des facteurs de perte de la plaque sandwich en IDS112 a 27°C'

par rapport a une perturbation du module de cisaillement G de 20%

Mode \|W5Gf:0+W5de:D.2H HW(SGf:O.QH Erreur (%)

1 47,8506333 45,8515087  45,9517877  0,04359997
2 47,9104593 45,5427386  45,6872728 0,04776614
3 47,4667424 45,1056514  45,2512974  0,04926628
4 46,6263525 442230581  44,4535826 0,05148434
5 46,2496857 43,8032300 44,1208015 0,05217717

TAB. 3.25 — Normes des cing premiers modes propres pour une perturbation de 20%

du module de cisaillement Gy pour une plaque sandwich en IDS112 a 27°C

Dans le tableau 3.25, Wig,—o représente le mode propre sans la perturbation,
Wédgfzoz la sensibilité pour une perturbation de 20% du module de cisaillement des
faces, Wsa,=0.2 représente le mode propre obtenu par un calcul direct en prenant un
module de cisaillement Gy = (1 + 0.2)G. Ce tableau montre que pour une perturba-

tion de 20%, les dérivées de premier ordre calculées approchent bien la réponse de la
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3.7. Analyse de sensibilité du modéle viscoélastique faiblement amorti dépendant de la fréquence (PVE

structure pour ces cing modes.

3.7.4 Sensibilité par rapport a la matrice de rigidité élémen-

taire de la plaque sandwich en ISD112

L’étude est réalisée a une température de 20°C'. Les parametres relatifs a cette tem-
pérature sont donnés dans le tableau 3.2. Le calcul de sensibilité est tout d’abord mené
sur une plaque encastrée de deux cotés (CFCF). La présence d’une perturbation locale
se traduit par une déflection dérivée w? présentant une déformation locale plus accen-
tuée dans la zone de perturbation. On voit remarque bien sur la figure 3.22 I'influence
locale de la perturbation appliquée au point (L/2,1/2) de la plaque. Sur les figures, les
dimensions de la plaque sont normalisées pour mettre en évidence le positionnement
de I'élément ou des éléments perturbés. Comme dans le cas de la poutre PVB, cet effet
local est plus prononcé sur la partie réelle de la sensibilité de la déflection. Ceci peut
étre expliqué par le fait que les parametres mécaniques des faces élastiques sont plus
importants que ceux de la couche viscoélastique. En utilisant un calcul direct, ces effets
sont difficiles a déceler (voir figure 3.23). Le méme test effectué sur une plaque dont les
quatre cotés sont encastrés (CCCC) confirme la présence d'une zone de forte déforma-
tion locale sur la partie réelle de la dérivée du mode 1. Sur la figure 3.25 qui représente
la partie imaginaire, cette zone est moins prononcée pour la partie imaginaire. Elle est
cerclée en rouge.

Pour aller plus loin dans notre étude, nous avons appliqué la perturbation en deux
points différents de la plaque. Sur les figures 3.26 et 3.27, les perturbations sont ap-
pliquées aux points (L/4,1/2) et (3L/4,L/2). Le caractere local de I'influence de la
perturbation peut toujours étre observé méme si leurs effets se superposent. La partie
réelle de la déflection dérivée W reste toujours la plus affectée. L'effet local de la per-
turbation peut étre utile dans la détection des défauts comme la délamination ou des
défauts de collage dans les structures sandwich. Il serait intéressant de confirmer cela

par une étude qui associe nos résultats avec des données expérimentales. Par ailleurs,
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Fic. 3.22 — Sensibilité du mode 1
de la plaque avec un ceceur en ISD112
pour une perturbation 20% de la ma-
trice de rigidité élémentaire au point

p(0.5L,0.5]) avec la condition limite
CFCF.

Fi1G. 3.24 — Sensibilité de la partie réelle
du mode 1 de la déflection par rapport a
une perturbations de 40% de la matrice

de rigidité aux points (L/4,1/2)
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3.8. Estimation des temps de calcul

g
hy i w

Dérivée de la Déflection (W %)
: o
Dérivée de la déflection (W d)
v

Fic. 3.26 — Partie réelle de la déri- F1G. 3.27 — Partie Imaginaire de la dé-
vée du mode 1 de la déflection de la rivée du mode 1 de la déflection de la
plaque pour une double perturbations plaque pour une double perturbations
aux points (L/4,1/2) et (3L/4,1/2) aux points (L/4,1/2) et (3L/4,1/2)

en placant ces perturbations en des points bien précis, on peut agir sur I'amplitude
d’un mode propre bien défini. Par exemple en appliquant la perturbation aux points
(L/4,1/2) et (3L/4, L/2), amplitude du mode 2 de la plaque est directement affecté
(figures 3.28 et 3.29). Ces résultats confirment les résultats obtenus dans le cas statique

présentés au chapitre 2

3.8 Estimation des temps de calcul

Notre algorithme de calcul de sensibilité peut étre subdivisé en deux parties. la pre-
miere partie calcule la sensibilité de la solution propre réelle, la second calcule la sensi-
bilité la solution propre non-linéaire ou complexe par 'homotopie. les temps de calcul
moyens estimés pour ces deux parties sont résumés dans le tableau 3.26. La deuxieme
colonne donne le temps de calcul pour la solution du probléeme réel La deuxieme co-
lonne donne le temps de calcul de la solution complexe et sa sensibilité. La premiere

ligne du tableau donne le temps du calcul direct sans la sensibilité. La deuxieme ligne
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x10°

-1 E
oy 0, 02 04 o8 °°
Ox
F1G. 3.28 — Sensibilité de la partie réelle F1G. 3.29 — Sensibilité de la partie ima-
du mode 2 de la déflection par rapport ginaire du mode 2 de la déflection par
a une perturbations de 0.4 de la ma- rapport a une perturbations de 0.4 de la
trice de rigidité aux points (L/4,1/2), matrice de rigidité aux points (L/4,1/2),
(3L/4,1/2) (3L/4,1/2)

du tableau donne les temps de notre approche et la derniere ligne donne les temps du
calcul par la méthodes des différences finies. Par rapport a la Méthode des différences
finies, notre approche permet de gagner 25% du temps de calcul. ce gain de temps est
essentiellement du a la méthode utilisée pour calculer la solution réel et a la mise en
donne du modele élément finis qui est fait une fois dans notre approche alors qu’elle

est répétée dans la méthode de différence finis.

Probleme réel | Probleme complexe

Calcul direct 15,33s 27.,47s
Calcul direct + sensibilité 15,58 42,64s
Différences finies 30,74s 56,22s

TAB. 3.26 — Temps de calcul pour une plaque constitué de 896 éléments
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3.9. Conclusion

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’analyse de sensibilité des pro-
blemes mécaniques aux valeurs propres non-linéaires basée la différentiation automa-
tique, la MAN et la technique d’homotopie. Dans cette approche, les non-linéarités ma-
térielles de type viscoélastique ont été prises en compte. Comme dans le cas statique, la
modélisation de la vibration libre non-linéaire de la structure sandwich est effectuée par
la méthode des éléments finis et le modele de type zigzag. Des résultats sont produits
pour des structures poutre et plaque sandwich a coeur viscoélastique. Pour le coeur
viscoélastique, trois types de lois complexes ont été utilisés : une loi viscoélastique a
module complexe constant, une loi viscoélastique induisant un amortissement faible et
une loi viscoélastique induisant un amortissement élevé. La prise en compte de ces lois
est facilitée par 'usage de la différentiation par transformation de source et le couplage
Diamant-ADiMat. Les résultats obtenus par un calcul de sensibilité sont comparés a
ceux obtenus par un calcul direct. Ces résultats montrent que ’approximation de pre-
mier ordre permet de prédire de maniere efficace les fréquences propres, les facteurs
de perte et les modes propres des structures sandwich viscoélastiques lorsque les para-
metres de modélisation sont modifiés. Les sensibilités calculées par la DA permettent
d’obtenir I'impact "exact” d'une perturbation matérielle ou géométrique localisée ou
non sur les propriétés amortissantes et de maniere plus visible sur les modes propres.
Notre approche permet de lever les difficulté induit par la dépendance en fréquence
des lois de comportement viscoélastique, de réduire le temps de calcul. elle peut étre

utilisée pour résoudre d’autre type de probléemes non-linéaires.
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De nos jours, les matériaux sandwich viscoélastiques sont utilisés dans des domaines
de la mécanique tels que I'aéronautique, le génie civil, ou I'automobile pour leurs pro-
priétés amortissantes. La dépendance en fréquence et leur modélisation en grande dé-
placement induit des non-linéarités dont la modélisation nécessite des outils numériques
adéquats. Dans cette these, la modélisation des structures sandwich est basée sur la mé-
thode des éléments finis et des lois viscoélastiques. Les problemes non-linéaires discrets
sont résolus par la méthode de continuation MAN (Méthode Asymptotique Numérique)
dans sa version Diamant qui utilise les techniques de Différentiation Automatique (DA).
Les informations obtenues par résolution directe du modele peuvent étre complétées par
des analyses de sensibilité. De telles études sont de plus en plus utilisées dans les pro-
cessus de modélisation afin de mieux comprendre I'impact des différents parametres de
modélisation sur le comportement mécanique du modele pour, par exemple, simplifier

ou améliorer le modele mécanique.

Dans cette these, nous montrons l'intéret de la différentiation automatique dans les
codes éléments finis mécaniques pour le calcul de sensibilité des problemes non-linéaires
par rapport aux parametres de la modélisation. Cette étude est abordée de maniere
générique en exploitant le potentiel de la DA utilisée, & un premier niveau, pour le
calcul de la solution du probleme non-linéaire par la MAN dans sa version Diamant et,

a un second niveau pour le calcul de sensibilité.
Au chapitre 1, un état de l'art présente en détail la DA, la MAN et sa version

Diamant. Les avantages et les inconvénients des différentes méthodes de calcul des dé-
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rivées sont discutées. Une description du principe de la DA, ses modes de différentiation
(linéaire tangent, adjoint, haut degré) et ses techniques d’implémentation (transforma-
tion de source et surcharge d’opérateur) est proposée pour, notamment, démontré que
la DA est générique, permettant d’occulter les étapes de différentiation a I'utilisateur
tout en calculant les dérivées de maniere efficaces a la précision machine pres. C'est le
cas pour le calcul des dérivées de haut degré apparaissant dans la MAN qui ont été

rendu transparent a l'utilisateur dans la version Diamant de la MAN.

Au chapitre 2, nous avons exploité la généricité de Diamant pour proposer une mé-
thode d’analyse de sensibilité des solutions des problémes non-linéaires. Tout comme
pour la résolution directe des problemes non-linéaires, les aspects théoriques, numé-
riques et algorithmiques que nous décrivons sont génériques, c’est-a-dire indépendant
des équations non-linéaires a résoudre et en particulier du modele éléments finis utilisé
et de la loi viscoélastique. Les développements théoriques font apparaitre des déri-
vées mixtes : de degré 1 par rapport aux parametres de modélisation, de haut degré
par rapport au parametre de continuation. L’implémentation est réalisée en Matlab.
L’originalité repose sur le couplage des outils de différentiation automatique - ADi-
mat et Diamant - pour le calcul de dérivées mixtes. Pour montrer ’efficacité de notre
approche, nous avons étudié une poutre sandwich viscoélastique dans le cas des non-
linéarités géométriques (cas statique). La modélisation de cette poutre est réalisée a
I’aide de la méthode des éléments finis et d’'un modele de type zigzag. La sensibilité
des solutions est étudiée par rapport a des perturbations de I’épaisseur et du module
d’Young mais aussi par rapport a des perturbations d’éléments de la matrice de rigidité
pour simuler un défaut dans le matériau. Cette étude a fait 'objet d’un article publié

dans un revu internationale [15].

Pour I’étude du cas dynamique, au chapitre 3, le couplage Diamant-ADiMat est as-
socié a la technique d’homotopie pour prendre en compte les non-linéarités matérielles
induites par la dépendance en fréquence des lois viscoélastiques. Un algorithme a été

implémenté pour le calcul des sensibilités des solutions propres complexes de vibration
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des structures (poutre et plaque) sandwich viscoélastiques. Dans cette approche, la
sensibilité des modes réels est d’abord calculée en différentiant le probleme de valeur
propre classique et la condition d’orthogonalité des modes propre par rapport a la ma-
trice de masse. Les résultats du mode réel permettent d’initialiser I’homotopie pour le
calcul de la sensibilité des modes complexes. L’aspect générique de la méthode pro-
posée permet de prendre en compte plusieurs lois viscoélastiques sans développement
supplémentaire. La seule tache qui revient a l'utilisateur est de fournir la fonction im-
plémentant le modele viscoélastique. Comparé a I’approximation par différences finies
souvent utilisée en mécanique pour le calcul de sensibilité, notre approche fournit des
résultats plus précis pour la prédiction de la réponse d’une structure sandwich en vibra-
tion libre lorsque les parametres de conception sont modifiés. Cet algorithme permet
de réduire le temps de calcul. Les résultats obtenus sont tres précis. Ils montrent la
pertinence de notre approche et de nos calculs, et notamment leurs capacités a fournir
des informations complémentaires.

Le caractere générique des outils développés dans cette these ouvrent de nombreuses
perspectives. En fonction de sa problématique de recherche, 'utilisateur fournit le mo-
dele éléments finis et la loi de comportement, puis résout son probleme non-linéaire
avec Diamant. Pour procéder a une étude de sensibilité, 1'utilisateur différentie son
modele, puis utilise une des implémentations que nous avons proposées. Les résultats
de sensibilité peuvent aussi étre associés aux données expérimentales pour résoudre des

problemes d’optimisation ou d’identification.
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Annexe A

Matrices de comportement

Les matrices de comportement utilisées dans le chapitre 3 sont données pour les

faces élastiques i = 1,3 :

1 Vg 0
E¢h h?
Cul=LL vy 1 0 |0 (Gl=32 1G] (A1)
0 0 1-— Vf
2

ou Ly, vy et hy sont respectivement le module d”Young, le coefficient de Poisson et
I’épaisseur des faces élastiques. Les matrices de comportement pour le coeur viscoélas-

tique 7 = 2 sont :

1 v, 0
(Cin(w)] = it i [Con(B)] et = e |,y
¢ 1—v,
0 O 5
: h2 (A.2)
(Cop()] = iw g [Cop(O)] e™"dt = 5 [C5,(w)]
(V] — iy [0 it gy Ee(w)he (10
[023(("})] = w 0+ [CQS(t)] (& dt = m 01

ou Ef(w), v, et h. sont respectivement le module d’Young complexe, le coefficient de

Poisson et I’épaisseur de la couche centrale. En écrivant le module d’Young complexe
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sous la forme Ef(w) = EX(0) + F(w), les matrices de comportement (A.2) peuvent étre

écrites sous la forme :

[Cop(w)] = [C34(0)] + E(w) [Ca]
[Cos(w)] = 1C3,(0)] + E(w) [Cas]

(A.3)

ou les nouvelles matrices [Cy) et [Cas] sont données par :

1 v, 0
(o) = —Te 0 G = Lo |10 (A4)
2b — T o Ve ]- ) 2s| — o~ .
12(1 — Vc2> 1 v, 2(1 + Vc) 0 1
0 0 5
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Résumé

En ingénierie, pour mieux comprendre le comportement mécanique d’une structure sou-
mise a une certaine perturbation des parametres de conception, on procede souvent a une
analyse de sensibilité. Celle-ci fournit des informations quantitatives et qualitatives sur le
comportement du modele étudié et offre un acces aux gradients utilisables dans des méthodes
d’identification et d’optimisation. Dans cette these, nous démontrons que ces informations
peuvent étre obtenues a un cott de développement faible en appliquant un outil de Différen-
tiation Automatique (DA) au code informatique qui implémente le modele. Nous adaptons
la technique de DA a la Méthode Asymptotique Numérique, dans sa version Diamant, pour
le calcul de la sensibilité des solutions numériques de problemes non-linéaires discrétisés par
la méthode des éléments finis. Nous discutons de maniere générique a la fois les aspects
théoriques et I'implémentation de plusieurs algorithmes écrits en Matlab. Les applications
concernent des poutres et des plaques sandwich dans les cas statique et dynamique (vibra-
tion libre). Les sensibilités sont calculées par rapport aux parametres géométriques, mécanique
permet de prendre en compte plusieurs lois viscoélastiques sans effort supplémentaire. Trois
types de modeles viscoélastiques sont étudiés : module complexe constant, faible amortisse-
ment et fort amortissement. Comparée a ’approximation par différences finis souvent utilisée
en mécanique, notre approche fournit des résultats plus précis pour la sensibilité de la ré-
ponse d’une structure lorsque les parametres de conception sont perturbés. Elle permet aussi

de réduire le temps de calcul.

Mots-clés: calcul de sensibilité, différentiation automatique, sandwich viscoélastique, vi-
bration libre non linéaire, amortissement, élement fini, fréquence propre, mode réel, mode
complexe, méthode asymptotique numérique, facteur de perte, Diamant, ADiMat, série de

Taylor



Abstract

in engineering, for a better understanding of the mechanical behavior of a structure
submitted to some perturbation of the modelling parameters, one often proceed to a sensitivity
analysis. This provides quantitative and qualitative information on the behavior of the model
under study and gives access to gradients that may be used in identification and optimization
methods. In this thesis, we demonstrate that this information may be obtained at a low
development effort by applying an Automatic Differentiation (AD) tool to the computer
code that implements the model. We adapt the AD techniques to the Asymptotic Numerical
Method (ANM), in its Diamant version, for sensitivity computations of numerical solutions
of nonlinear problems discretized through a finite element method. We discuss in a generic
manner both the theoretical aspects and the implementation of several algorithms written
in Matlab. Applications are concerned with sandwich beams and sandwich plates in both
the static and dynamic (free vibration) cases. Sensitivities are computed with respect to
geometric and mechanical parameters, and with respect to elementary stiffness matrix. The
generality of our developments allows to take into account several viscoelastic laws with no
additional effort. Three kind of viscoelastic models are studied : contant complex modulus,
low damping, higher damping. In comparison with the finite difference approximation often
used in mechanics, our approach provides more accurate results for the sensitivity of the
structure response to a perturbation of the modelling parameters. It also allows a reduction

of the computation effort.

Keywords: sensitivity computation, automatic differentiation, viscoelastic sandwich, non-
linear free vibration, damping, finite element, eigenfrequency, real eigenmode, complex eigen-

mode, asymptotic numerical method,lost facteur, Diamant, ADiMat, Taylor expansion.
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