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Introduction

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à divers problèmes
mettant en oeuvre des structures algébriques de certains anneaux fonc-
tionnels, en particulier dans l’espace H∞ des fonctions holomorphes
bornées dans le disque unité, dans l’algèbre de Sarason H∞ + C et dans
C(X, τ) = {f ∈ C(X) : f ◦ τ = f̄}, avec X un espace compact séparé et τ
une involution topologique sur X.

Plus précisement, dans un premier temps, nous avons caractérisé les
idéaux radicaux finiment engendrés dans H∞ + C.

En second lieu, nous avons démontré que le rang stable absolu de
C(X, τ) cöıncide avec le rang stable Bass et topologique de cette dernière.

En dernier lieu, nous nous sommes intéressés au problème de la cou-
ronne généralisé dans H∞.

A cela s’est greffé deux parties annexes, la première permettant de
mieux comprendre la géométrie pseudohyperbolique et la deuxième appor-
tant une généralisation d’une propriété de Mortini (dans [Mor12]) sur les
zéros mélangeant.

La structure étant établie, donnons des détails sur chacune des par-
ties.

L’étude de la structure des idéaux de certaines algèbres de fonctions
est un problème qui semble provenir du professeur von Renteln lors d’un
séminaire sur la théorie des fonctions à Karlsruhe dans les années 1980
en relation avec les travaux novateurs de Hedenmalm, incluant H∞ + C.
Très peu de papiers traitent de la structure des idéaux de H∞ + C, les
principaux étant [GHM87], [GM00] and [GM02]. Ces papiers caractérisent
la structure des idéaux fermés et des idéaux premiers fermés de H∞ + C.
Un idéal premier étant radical, il est naturel de se demander quels sont les
idéaux radicaux finiment engendrés dans H∞ + C. Dans l’algèbre H∞, ce
problème avait été résolu par U. Daepp, P. Gorkin and R. Mortini dans
[DGM92]. Ils avaient montré que les idéaux radicaux finiment engendrés de
H∞ sont les idéaux engendrés par un produit de Blaschke ayant des zéros
simples. Un résultat similaire dans A(D) avait été découvert dans [Mor86]
à la seule différence que le produit de Blaschke doit être fini.

Dans H∞ + C, la situation est un peu différente. Nous avons montré
notamment le théorème suivant qui a été publié dans Journal of Functional
Analysis ([MN12]).
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Théorème. Soit I �= (0) un idéal radical finiment engendré dans
H∞ + C. Alors I est un idéal principal engendré par un produit d’interpo-
lation de Blaschke.

Pour arriver à ce résultat, il nous a fallu notamment démontrer les
propriétés suivantes et dans l’ordre suivant.

Théorème. Soit I �= (0) un idéal radical finiment engendré dans
H∞ + C.

(1) Alors Z(I) ne rencontre pas la frontière de Shilov M(L∞).

(2) Alors Z(I) est d’intérieur vide.

(3) Alors I est engendré par un nombre fini de produits de Carleson-
Newman Blaschke.

(4) I est endendré par un nombre fini de produits d’interpolation de
Blaschke.

Il restait alors à réduire à un produit d’interpolation de Blaschke. Mais
pour cela, nous sommes passés par une étape intermédiaire, c’est-à-dire
deux produits d’interpolation de Blaschke en démontrant un résultat qui
existait déjà dans H∞ ([Tol84]).

Théorème. Soit I un idéal finiment engendré dans H∞ + C conte-
nant un produit d’interpolation de Blaschke ϕ. Alors I est engendré par
deux produits d’interpolation de Blaschke, ϕ et un autre.

Ces étapes de démonstration ont non seulement permis d’arriver au
résultat mais aussi d’obtenir certaines propriétés sur les générateurs.

Théorème. Soit I un idéal dans H∞ + C.

(1) Si l’ensemble des zéros de I ne rencontre pas la frontière de Shilov
M(L∞), alors I est engendré par des produits de Blaschke.

(2) Si l’ensemble des zéros de I ne rencontre pas l’ensemble des points
triviaux, alors I est engendré par des produits de Carleson-Newman
Blaschke.

(3) Si I est un idéal d’ordre 1, alors I est endendré par des produits
d’interpolation de Blaschke.
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La deuxième partie est consacrée à l’étude du rang stable absolue de
C(X, τ), où

C(X, τ) = {f ∈ C(X) : f ◦ τ = f̄},
avec X un espace compact séparé et τ une involution topologique sur X.
Le concept de rang stable a été introduit par H. Bass dans [Bas54] et s’est
révélé très utile dans la K-théorie algébrique. Plusieurs notions de rang
stable se sont développées autour, notamment le rang stable topologique
[Rie83] et le rang stable absolu [MKV88, SV86]. Nous allons porter notre
attention plus particulièrement sur la deuxième notion. Cette dernière est
encore peu connu. R. Swan and L. Vaserstein avait déterminé la rang stable
absolu de C(X) et CR(X) dans [SV86]. L’algèbre C(X, τ) est un objet plus
général que C(X) et CR(X). Ainsi en caractérisant le rang stable absolu de
cette algèbre, nous retrouvons les cas particuliers. De plus, l’algèbre C(X, τ)
joue un rôle fondamental dans la théorie des algèbres réelles de fonctions
comme on peut le voir dans le livre de Kulkarni et Limaye ([KL92]). Dans
un récent article [MR11b], il a été montré que

bsrC(X, τ) = tsrC(X, τ) = max
{[

dim X
2

]
, dim E

}
+ 1,

où E est l’ensemble des points fixes de τ et dim X la dimension de
recouvrement de X. Après avoir obtenu le lemme d’extension suivant :

Lemme. Soient X un espace compact séparé, 0 < ε ≤ 1, et M un sous-
ensemble fermé τ -invariant de X. Supposons que m = bsrC(X, τ) < ∞.
Soit f un m-uplet dans C(X, τ) tel que

|f | > ε > 0 sur M.

Alors f |M admet une extension inversible F ∈ Um(C(X, τ)) tel que

|f − F | < 6ε et |F | > ε.

Nous sommes arrivés au fait que

Théorème.
asrC(X, τ) = bsrC(X, τ) = tsrC(X, τ)

avec deux approches différentes et ceci fut publié dans [MN11].

Enfin la troisième partie est consacrée au problème de la couronne
généralisé.
Le célèbre théorème de la couronne de Carleson nous dit que D est dense
dans M(H∞), où D est vu comme les évaluations en z ∈ D. Une formulation
équivalente nous dit que l’idéal I = I(f1, ..., fn) = {∑n

j=1 gjfj : gj ∈ H∞}
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est égal à H∞ si et seulement si
∑n

j=1 |fj | ≥ δ > 0 dans D. Introduisons
l’idéal

J = J(f1, . . . , fn) = {f ∈ H∞ : ∃C > 0, |f | ≤ C

n∑
j=1

|fj | dans D}.

On a clairement I ⊆ J et le théorème de la couronne nous dit que
1 ∈ J ⇔ 1 ∈ I.
Le problème est alors de se demander si l’on a toujours la I-forme qui est
égal à la J-forme. En fait, ce n’est pas le cas. Un exemple de Rao montre
que l’inclusion I ⊆ J peut être propre. En effet, si B et C sont deux
produits de Blaschke sans zéros en commun avec infz∈D(|B(z)|+ |C(z)|) = 0
alors BC ∈ J(B2, C2) mais BC /∈ I(B2, C2).

Dans le cas de deux générateurs, Gorkin, Mortini et Nicolau ont ob-
tenu des conditions nécessaires et suffisantes. En effet, ils ont montré le
théorème suivant :

Théorème. Supposons que f1,f2 ∈ H∞ n’ont pas de facteurs en
commun. Soient I = I(f1, f2) et J = J(f1, f2). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(1) I = J ;

(2) ord(I,m) = 1 pour tout m ∈ Z(I) ;

(3) I contient un produit d’interpolation de Blaschke ;

(4) J contient un produit d’interpolation de Blaschke ;

(5) |f1(z)|2 + (1− |z|2)|f ′
1(z)|+ |f2(z)|2 + (1− |z|2)|f ′

2(z)| ≥ δ > 0 pour
tout z ∈ D.

Pour n ≥ 3 générateurs, Mortini (dans [Mor12]) a obtenu soit des conditions
nécessaires, soit des conditions suffisantes. J’ai, à mon tour, obtenu deux
conditions suffisantes :
- La première pour une certaine classe d’idéaux ;

Proposition. Pour N ≥ 3, considérons l’idéal

I = I

⎛⎝ N∏
j=1

Bj , (

N−1∏
j=1

Bj)CN , ...,

N∏
j=1

Cj

⎞⎠ ,

où Bj et Ck sont des produits d’interpolation de Blaschke tels que
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(i) ZD(Bi+1) ⊂ ZD(Ci) pour tout i ∈ {1, ..., N − 2},

(ii) Bj et Ck n’ont pas de zéros en commun dans D pour j �= k + 1,

alors I = J .

- La deuxième pour les idéaux d’ordre N .

Proposition. Soient N ≥ 2 et I un idéal d’ordre N , il est donc de
la forme

I = I (A0, . . . , AN )

avec pour i ∈ {1, ..., N − 1}

Ai = Ci

N∏
j=i+1

Bj , A0 =

N∏
j=1

Bj , AN = CN

et Bj des produits d’interpolation de Blaschke et Cj des produits de
Carleson-Newman Blaschke d’ordre j. Supposons que

Ak

Ai
est bornée sur ZD(Bi) pour tout i ∈ {1, ..., N − 1} et k ∈ {i+ 1, ..., N},

alors I = J .
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Chapitre 1

Les idéaux radicaux finiment
engendrés dans H∞ + C

Soit A un anneau commutatif unitaire.

Rappelons qu’un idéal P est dit premier si pour tout élément f, g ∈ A, la
condition fg ∈ P implique que f soit dans P ou g soit dans P .

Soit I un idéal de A. Le radical de I est défini par

rad(I) = {x ∈ A : ∃n ∈ N, xn ∈ I}.

On a bien évidemment l’inclusion I ⊆ rad(I). On dit alors qu’un idéal I
est radical si l’inclusion précédente est en fait une égalité, et de manière
équivalente, cela revient à caractériser les idéaux qui vérifient la condition
suivante :

S’il existe n ∈ N tel que xn ∈ I, alors x ∈ I.

Un idéal premier est donc radical et en fait on peut montrer facilement que

rad(I) =
⋂
J⊃I

J premier

J.

Nous allons nous intéresser ici aux idéaux radicaux finiment engendrés de
l’algrèbre de Sarason H∞+C, algèbre qui sera introduite plus tard. Comme
il n’existe pas d’idéaux premiers finiment engendrés dans H∞+C ([Gor86]),
nous ne pouvons pas en déduire directement certaines classes d’idéaux radi-
caux finiment engendrés de H∞ +C. Nous allons introduire quelques outils
qui nous seront utiles par la suite.
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1.1. QUELQUES DÉFINITIONS AUTOUR DE L’ALGÈBRE H∞ + C

1.1 Quelques définitions autour de l’algèbre
H∞ + C

Soit (A, ||.||) une algèbre de Banach complexe commutative unitaire.
On note M(A) l’ensemble des caractères de A, c’est-à-dire l’ensemble des
morphismes d’algèbres non nuls de A dans C. Cet ensemble est appelé le
spectre de A ou l’espace des idéaux maximaux de A. Nous pouvons en effet
caratériser les idéaux maximaux d’une algèbre de Banach par le théorème
suivant.

Théorème 1.1 ([Gar81, p. 177]). Soit m un caractère non nul de l’algèbre
de Banach unitaire A. Alors m est une forme linéaire continue de norme 1.
De plus, on a une bijection entre l’ensemble M(A) des caractères de A avec
l’ensemble des idéaux maximaux.

On munit M(A) de la topologie faible étoile, appelée la topologie de
Gelfand . Introduisons l’application

f̂ : M(A) → C,m 
→ m(f).

Alors l’homomorphisme

G : A → C(M(A)), f 
→ f̂

s’appelle le transformée de Gelfand . Grâce à cette transformée et le théorème
précédent, on peut caractériser les éléments inversibles de l’algèbre A de la
manière suivante :

f ∈ A−1 ⇔ ∀m ∈ M(A), f̂(m) �= 0.

Définition 1.1. L’algèbre de Banach A est appelée une algèbre uniforme
si la transformée de Gelfand est une isométrie, c’est-à-dire si

∀f ∈ A, ||f̂ || = ||f ||.

Rappelons une caractérisation des algèbres uniformes.

Théorème 1.2 ([Gar81, p. 179]). La transformée de Gelfand est une
isométrie si et seulement si pour tout f dans A, on a

||f2|| = ||f ||2.

On en déduit que lorsque A est une algèbre uniforme, l’image de la
transformée de Gelfand est isométriquement isomorphe à A et nous pouvons
identifier f avec f̂ . De plus, A peut être vue comme une algèbre uniforme
fermée de fonctions continues de M(A). Rappelons aussi la définition de la
frontière de Shilov.
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1.1. QUELQUES DÉFINITIONS AUTOUR DE L’ALGÈBRE H∞ + C

Définition 1.2. Un sous-ensemble K fermé de M(A) est appelé une
frontière pour A si pour tout f dans A

||f || = sup
m∈K

|f(m)|.

Théorème 1.3 ([Gar81, p. 182]). Il existe une plus petite frontière fermée
qui est contenue dans toute les frontières fermées pour A et cette frontière
s’appelle la frontière de Shilov de A.

Soit H∞ l’algèbre uniforme de toutes les fonctions holomorphes bornées
dans le disque unité D. Soit L∞, l’algèbre des fonctions mesurables au
sens de Lebesgue essentiellement bornées sur le cercle unité T = ∂D.
Puisqu’une fonction f ∈ H∞ a une limite non tangentielle f∗ presque
partout sur la frontière T et que f∗ ∈ L∞, nous regardons H∞ comme
l’algèbre des fonctions de ϕ ∈ L∞ qui ont des coefficients de Fourier
cn(ϕ) = 1

2π

∫ 2π
0 ϕ(t)e−nitdt nuls pour tout entier n < 0. H∞ est alors une

sous-algèbre fermée de L∞. Nous allons nous intéresser aux algèbres situées
entre H∞ et L∞ et à une en particulier, H∞ + C, où C dénote l’ensemble
des fonctions continues sur T à valeurs complexes. Le spectre et la frontière
de Shilov de ces algèbres sont caractérisés par le théorème suivant :

Théorème 1.4 ([Gar81, p. 365]). Si A est une sous-algèbre fermée de L∞

contenant H∞, alors M(A) peut être identifié à un sous-ensemble fermé de
M(H∞) qui contient M(L∞), et M(L∞) peut être identifié à la frontière de
Shilov de A.

Celle qui va nous intéresser est la suivante.

Théorème 1.5 ([Gar81, p. 366]). La plus petite sous-algèbre fermée de
L∞ contenant strictement H∞ est appelée l’algèbre de Sarason et cöıncide
avec l’ensemble H∞ + C. De plus, H∞ + C cöıncide avec l’algèbre fermée
engendrée par H∞ et z̄ et

M(H∞ + C) = M(H∞) \ D.

Notons X = M(L∞). Nous pouvons donc identifier X avec la frontière
de Shilov de H∞ + C (ou de H∞). Rappelons des propriétés topologiques
de X et M(H∞ + C).

Proposition 1.6 ([Gam84, p. 18]). L’espace X est extrêmement disconnexe,
c’est-à-dire que le fermeture de tout ouvert U de X est aussi un ouvert.

Proposition 1.7 ([Hof88, Hof67]). L’espace M(H∞ + C) est un espace
connexe.

La fonction caractéristique de E ⊆ X est notée par χE . Comme X
est extrêmement disconnexe, χE est continue sur X si et seulement si E

11



1.1. QUELQUES DÉFINITIONS AUTOUR DE L’ALGÈBRE H∞ + C

est un ouvert-fermé. Comme nous pouvons identifier L∞ avec C(X) par
la transformée de Gelfand, χE = f̂ pour un certain f ∈ L∞. Or comme
χ2

E
= χE , on en déduit que f2 = f et ainsi f = χS pour un ensemble

mesurable S de T. D’où
χE = χ̂S .

Théorème 1.8 ([Gar81, p. 193]). Soit A une algèbre uniforme sur un espace
compact séparé Y et soit m ∈ M(A). Alors il existe une mesure de Borel
positive μ sur Y telle que μ(Y ) = 1 et

∀f ∈ A, m(f) =

∫
Y
fdμ.

De plus, si A est une algèbre logmodulaire sur Y , c’est-à-dire si
log|A−1| = {log |f | : f ∈ A−1} est dense dans l’espace CR(Y ) des fonctions
continues réelles sur Y , alors μ est unique.

On appelle cette mesure μ la mesure représentative de m. Puisque H∞

est une algèbre logmodulaire sur X, chaque m ∈ M(H∞) a une unique
mesure représentative μm sur X. Et donc chaque fonction f ∈ L∞ = C(X)
a une extension continue canonique à M(H∞) donnée par

f(m) =

∫
supp m

fdμm,

où supp m est le support de la mesure représentative μm pour un
m ∈ M(H∞). En particulier, la fonction χE ∈ C(X) admet une extension
continue canonique à M(H∞), donc à M(H∞ + C), donnée par

∀m ∈ M(H∞ + C), χE (m) =

∫
supp m

χEdμm.

Ainsi l’extension χE est à valeur dans [0, 1] et vérifie{
χE (m) = 0 ⇔ supp m ∩ E = ∅
χE (m) = 1 ⇔ supp m ⊆ E

.

Il est bien connu que χE n’est pas dans H∞ + C mais nous allons donner
une preuve simple de ce résultat.

Proposition 1.9. Soit E un ensemble non-vide et propre de X. Alors χE

n’appartient pas à H∞ + C.

Démonstration. Supposons que χE soit dans H∞+C, c’est-à-dire que χS ∈
H∞+C pour un ensemble S mesurable dans T et tel que χ̂S = χE . Comme
χ2

S
= χS , on a aussi

χE = χ̂S = χ̂2
S
= χ̂S

2 = χ2
E
.

Or M(H∞ + C) est connexe (proposition 1.7), l’égalité n’est donc possible
que si χE ≡ 0 ou χE ≡ 1, ce qui est en contradiction avec les hypothèses.
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1.1. QUELQUES DÉFINITIONS AUTOUR DE L’ALGÈBRE H∞ + C

Nous avons aussi besoin de connâıtre certaines choses au niveau de la
structure analytique de M(H∞). Soit A une algèbre uniforme.

Définition 1.3. Pour deux points m1,m2 dans M(A), on définit la distance
pseudohyperbolique entre m1 et m2 par

ρA(m1,m2) = sup{|f(m2)| : f ∈ A, ||f || ≤ 1, f(m1) = 0}.

On peut donner une autre expression de ρA de la façon suivante :

ρA(m1,m2) = sup{ρD(f(m1), f(m2)) : f ∈ A, ||f || < 1},

où ρD est la distance pseudohyperbolique sur D définie par

ρD(z1, z2) =

∣∣∣∣ z2 − z1
1− z̄2z1

∣∣∣∣ .
Dans l’annexe A, on a une caractérisation de la frontière de l’union⋃
a∈[0,1]

DρD(a, δ) et quelques propriétés géométriques. Le lemme de Schwarz

permet de conclure que la distance pseudohyperbolique surM(H∞) cöıncide
avec la distance pseudohyperbolique sur D si m1 = φz1 et m2 = φz2 , où φz

est l’évaluation en z. On a clairement ρA(m1,m2) ≤ 1 et la relation

m1 ∼ m2 si et seulement si ρA(m1,m2) < 1

est une relation d’équivalence sur M(A).

Définitions 1.4. Soit m ∈ M(A).

• La classe d’équivalence d’un point m pour la relation d’équivalence
ci-dessus est appelée la partie de Gleason de m et est notée par

P (m) = {x ∈ M(A) : ρA(m,x) < 1}.

• Si P (m) = {m}, alors on appelle m un point trivial. Si P (m) contient
au moins deux points, on dit que le point est non trivial et on note G
l’ensemble des points non triviaux.

Définitions 1.5.

• Un ensemble I non vide est dit filtrant s’il existe une relation notée
”≤” sur I telle que
1) α ≤ α (réflexive),
2) α ≤ β, β ≤ γ ⇒ α ≤ γ (transitive),
3) ∀α, β ∈ I, ∃γ ∈ I tel que α ≤ γ, β ≤ γ.

13



1.1. QUELQUES DÉFINITIONS AUTOUR DE L’ALGÈBRE H∞ + C

Soit X un espace topologique et I un ensemble filtrant.

• Une suite généralisée est une application de I → X, α 
→ xα. On la
note (xα)α∈I ∈ XI .

• Une suite généralisée (xα)α∈I converge vers x ∈ X si pour tout
voisinage N de x, il existe β ∈ I telle que xα ∈ N pour tout α > β.
On écrit : lim

α∈I
xα = x.

• Une suite généralisée (xα)α∈I a x ∈ X comme valeur d’adhérence si
pour tout voisinage N de x, pour tout β ∈ I, il existe α > β tel que
xα ∈ N .

• Soient (xα)α∈I et (yβ)β∈J deux suites généralisées. La suite généralisée
(xα)α∈I est une sous-suite généralisée de (yβ)β∈J s’il existe une ap-
plication F : I → J telle que

1) xα = yF (α), α ∈ I,
2) ∀β ∈ J , ∃α′ ∈ I tel que F (α) > β si α > α′.

Proposition 1.10. On a les propositions suivantes :

1) Soit A ⊆ X. Alors x ∈ A si et seulement si il existe une suite
généralisée (xα)α∈I telle que lim

α
xα = x.

2) Un point x ∈ X est une valeur d’adhérence de (xα)α∈I si et seulement
si il existe une sous-suite généralisée de (xα) qui converge vers x.

Hoffman [Hof67] montre dans H∞ que pour toute partie de Gleason
P (m) il existe une application continue Lm : D → P (m) avec Lm(0) = m
telle que pour tout f ∈ H∞, l’application f ◦Lm est analytique sur D. Cette
application s’appelle l’application de Hoffman associée à m. Si (zα) est une
suite généralisée dans D convergeant vers m, alors l’application de Hoffman
est donnée par

Lm(z) = lim
α

z + zα
1 + z̄αz

dans M(H∞)D. Lorsque m est un point trivial, l’application de Hoffman est
juste l’application constante. Lorsque m est un point non trivial, l’applica-
tion Lm est une bijection.

Définitions 1.6. Soit f ∈ A, où A = H∞ ou A = H∞ + C.

• Alors on définit l’ensemble des zéros de f dans M(A) par

ZA(f) = {m ∈ M(A) : f(m) = 0}.

14



1.2. QUELQUES LEMMES UTILES

• Si m ∈ ZA(f), alors n ∈ N est appelé l’ordre du zéro m de f si
la fonction analytique f ◦ Lm a un zéro d’ordre n en 0, où Lm est
l’application de Hoffman associée à m. On note n = ord(f,m).

• Si f ◦ Lm est la fonction nulle, c’est-à-dire f s’annule identiquement
sur la partie de Gleason P (m), alors on pose ord(f,m) = ∞. On note
ZA,∞(f) l’ensemble des zéros d’ordre infini de f .

• Si m /∈ ZA(f), alors on pose ord(f,m) = 0.

Par la suite, si il n’y a pas d’ambiguité dans quelle algèbre on se situe,
on notera pour f ∈ A, Z(f) et Z∞(f) au lieu de ZA(f) et ZA,∞(f).

Définitions 1.7. Soit I un idéal dans A.

• On note ZA(I) =
⋂

f∈I ZA(f) l’ensemble des zéros de I dans A et
ZA,∞(I) =

⋂
f∈I ZA,∞(f) l’ensemble des zéros d’ordre infini de I

dans A.

• Si m ∈ M(A), on définit ord(I,m) = min{ord(f,m) : f ∈ I}.

• Enfin, I est appelé un idéal d’ordre N ∈ N∗ ∪ {∞} si

sup{ord(I,m) : m ∈ M(A)} = N.

On note N = ord I.

Nous allons maintenant introduire quelques lemmes qui nous servirons
pour la cararctérisation des idéaux radicaux de type fini de H∞ + C.

1.2 Quelques lemmes utiles

Nous devons introduire les notions de produit de Blaschke et de produit
d’interpolation de Blaschke.

Définitions 1.8. Soit (an)n∈N une suite dans D vérifiant
∑

n∈N 1−|an| < ∞.
Une suite dans D qui vérifie cette condition s’appelle une suite de Blaschke.

• Alors le produit de Blaschke associé à la suite (an)n∈N est la fonction
définie par

B(z) =

∞∏
n=0

|an|
an

an − z

1− ānz
.

15



1.2. QUELQUES LEMMES UTILES

• Si (an)n∈N est une suite d’interpolation, c’est-à-dire si pour toute suite
(wn)n∈N bornée de C il existe une fonction f ∈ H∞ telle f(an) = wn

pour tout n ∈ N, alors le produit de Blaschke associé à la suite
(an)n∈N est appelé un produit d’interpolation de Blaschke.

• Un produit fini de produits d’interpolation de Baschke s’appelle un
produit de Carleson-Newman Blaschke.

Rappelons alors un résultat de Axler.

Lemme 1.11 ([Axl77]). Soit g ∈ L∞. Alors il existe un produit de Blaschke
B et une fonction h ∈ H∞ + C tel que g = h

B .

En d’autres mots, toute fonction de L∞ peut être multipliée par un
produit de Blaschke afin d’obtenir une fonction dans H∞ +C. Par la suite,
pour alléger les notations, les zéros d’un produit d’interpolation de Blaschke
b dans H∞ + C seront notés par Z(b). Rappelons une propriété des zéros
d’un produit d’interpolation de Blaschke dans H∞ + C.

Lemme 1.12 ([Hof88]). Si b est un produit d’interpolation de Blaschke
associé à (an)n∈N. Alors Z(b) = {an : n ∈ N} \ D où l’adhérence est prise
dans M(H∞).

Nous allons aussi utiliser fréquemment un résultat de Hoffman.

Lemme 1.13 ([Hof67]). Pour tout ouvert non vide U de M(H∞ + C), il
existe un produit d’interpolation de Blaschke b tel que Z(b) ⊆ U .

Démonstration. Soit U un ouvert de M(H∞ +C) et x ∈ U . Choisissons un
ouvert V de M(H∞) tel que

x ∈ V et M(H∞ + C) ∩ V ⊆ U.

Par le théorème de la couronne, il existe une suite généralisée (zα) dans
V ∩D qui converge vers x. En fait, la suite généralisée (zα) peut être choisie
comme une sous-suite généralisée d’une certaine suite (zn) de V ∩ D (voir
[Hof67, Corollaire p. 85]). Choisissons une sous-suite d’interpolation (znk

)
de (zn) et posons b le produit d’interpolation associé à la suite (znk

). Alors
on a

Z(b) ⊆ M(H∞ + C) ∩ V ⊆ U.

Par la suite, les ensembles de la forme

{x ∈ M(H∞ + C) : τ < |f(x)| < σ}

seront notés de manière plus courte {τ < |f | < σ}.
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Lemme 1.14 ([Mar76]). Soit E un sous-ensemble non vide, propre, ouvert-
fermé de X. Alors il existe un produit d’interpolation de Blaschke bM tel que

{0 < χE < 1} = {|bM | < 1}.

De plus, on a
χE (x) = 0 ⇔ supp x ⊆ Ec

et
χE (x) = 1 ⇔ supp x ⊆ E.

On appelera la fonction bM le produit d’interpolation de Blaschke de
Marshall .

Lemme 1.15 ([GM99]). Soient f ∈ H∞+C et E un sous-ensemble ouvert-
fermé de X. Alors

fχE ∈ H∞ + C ⇐⇒ f ≡ 0 sur {0 < χE < 1}.

De plus, on a
Z(f) ⊆ Z(fχE ), Z(f)◦ ⊆ Z(fχE )

◦,

aussi bien que
Z∞(f) ⊆ Z∞(fχE ).

Gorkin et Mortini montrent dans [GM02] que pour toute fonction
f ∈ H∞ + C, nous avons Z(f)◦ = Z∞(f). Nous avons besoin d’une pe-
tite généralisation.

Corollaire 1.16. Soit I un idéal finiment engendré de H∞ + C.

(1) Alors Z(I)◦ = Z∞(I).

(2) Il existe des idéaux de H∞+C pour lesquels l’assertion dans (1) n’a
pas lieu.

Démonstration.

(1) Supposons que

I = I(f1, . . . , fn) = {
n∑

j=1

fjgj : gj ∈ H∞ + C}.

Alors

Z(I)◦ =
n⋂

j=1

Z(fj)
◦ ⊆

n⋂
j=1

Z∞(fj) = Z∞(I).

Afin de montrer que Z(I)◦ est dense dans Z∞(I), nous allons nous
baser sur la démonstration du théorème 1.5 de [GM02].
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1.2. QUELQUES LEMMES UTILES

Soit x ∈ Z∞(I) et U un voisinage de x dans M(H∞+C), nous devons
montrer que U∩Z(I)◦ �= ∅. Pour cela, montrons qu’il existe un produit
d’interpolation de Blaschke b tel que

Z(b) ⊆ U ∩ Z∞(I) = U ∩
n⋂

j=1

Z∞(fj).

Choissisons un ouvert V contenant x de M(H∞) tel que

M(H∞ + C) ∩ V ⊆ U.

Par le théorème de la couronne, il existe une suite généralisée (zα)
dans V ∩ D qui converge vers x. La suite généralisée (zα) peut être
choisie comme une sous-suite généralisée d’une certaine suite (zn) de
V ∩ D (voir [Hof67, Corollaire p.85]). Choisissons une sous-suite d’in-
terpolation (znk

) de (zn) et posons b le produit d’interpolation associé
à la suite (znk

). Alors Z(b) ⊆ Z∞(I) et donc

Z(b) ⊆ U ∩ Z∞(I).

Ainsi, en utilisant le résultat de [AG84] ou [GIS84], toutes les puis-
sances de b divisent les fonctions fj dans H∞ + C. Donc, pour tout
j ∈ {1, . . . , n}, fj ≡ 0 sur {|b| < 1} et par suite

{|b| < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(fj)
◦ =

⎛⎝ n⋂
j=1

Z(fj)

⎞⎠◦

= Z(I)◦.

On en déduit en particulier que Z(b) ⊆ U∩Z(I)◦ et donc U∩Z(I)◦ �= ∅.

(2) Il suffit de prendre un idéal maximal M = kerm tel que la partie
de Gleason P (m) est réduite au singleton {m}. Il en découle par la
théorie de Hoffman que Z(M) = Z∞(M) = {m} mais Z(M)◦ = ∅.

Rappelons un lemme qui a été prouvé indépendamment par K. Izuchi
[Izu98] et P. Gorkin [GM00] qui nous servira pour démontrer le lemme 1.18.
Avant cela rappelons la définition d’une puissance faible d’un produit de
Blaschke.

Définition 1.9. Soit b(z) =
∏
n∈N

|an|
an

an − z

1− ānz
un produit de Blaschke as-

socié à la suite (an)n∈N. Soit (kn)n∈N une suite d’éléments de N∗ qui vérifie∑
n≥0 kn(1− |an|) < +∞. Alors une puissance faible B de b est donnée par

B(z) =
∏
n∈N

( |an|
an

an − z

1− ānz

)kn

.
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Lemme 1.17. Soit b un produit de Blaschke et (Kn) une suite de sous-
ensembles fermés de M(H∞ + C) tel que pour tout n ∈ N, on a

{|b| < 1} ∩Kn = ∅.

Alors il existe une puissance faible B de b s’annulant identiquement sur
{|b| < 1} tel que |B| = 1 sur

⋃
n∈NKn.

Lemme 1.18. Pour un sous-ensemble E non vide, propre, ouvert-fermé de
X, soit Bj (j = 1, . . . , n) des produits de Blaschke tels que les fonctions
BjχE soient dans H∞ + C. Alors

n⋂
j=1

Z(Bj)
◦ \ {0 < χE < 1} �= ∅.

De plus, il existe un produit d’interpolation de Blaschke b et un x ∈ Z(b)
tels que

{0 < χE < 1} = {|b| < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦

et
suppx ⊆ E.

Démonstration. Soit bM le produit d’interpolation de Blaschke de Marshall
satisfaisant {|bM | < 1} = {0 < χE < 1}. Par le lemme 1.15, on a

BjχE ∈ H∞ + C ⇐⇒ Bj ≡ 0 sur {0 < χE < 1}.

Donc en particulier

{|bM | < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦.

En utilisant la preuve de la Proposition 1.4 dans [GM02], on peut montrer
en fait que

{|bM | < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦.

En effet, de l’inclusion {|bM | < 1} ⊆ Z(Bj)
◦, on tire que {|bM | < 1} ⊆ Z(Bj)

et ainsi
{|bM | < 1} ∩ Z(Bj)

c = ∅.
Or Z(Bj)

c = {|Bj | > 0} =
⋃

m∈N∗{|Bj | ≥ 1
m}, donc pour tout m ∈ N∗

{|bM | < 1} ∩
n⋃

j=1

{|Bj | ≥
1

m
} = ∅.
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Ainsi, en utilisant le lemme 1.17, il existe une puissance faible B de bM telle
que

|B| = 1 sur
⋃

m∈N∗

n⋃
j=1

{|Bj | ≥
1

m
} =

n⋃
j=1

⋃
m∈N∗

{|Bj | ≥
1

m
}.

Par suite, pour tout j ∈ {1, . . . , n},

|B| = 1 sur
⋃

m∈N∗
{|Bj | ≥

1

m
} = {|Bj | > 0} = Z(Bj)c = (Z(Bj)

◦)c.

Mais puisque B s’annule identiquement sur {|bM | < 1}, on déduit que

{|bM | < 1}
⋂ n⋃

j=1

(Z(Bj)
◦)c = ∅

et ainsi

{|bM | < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦;

c’est-à-dire

{0 < χE < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦.

Puisque M(H∞ + C) est connexe (proposition 1.7), ∅ et M(H∞ + C) sont
les seuls ensembles ouverts-fermés dans M(H∞ + C) et par suite

U :=
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦ \ {0 < χE < 1} �= ∅.

Montrons que U rencontre {χE = 0}◦ et {χE = 1}◦.

Remarquons d’abord que ces deux ensembles sont non vides. En ef-
fet, on a la décomposition suivante

M(H∞ + C) = {χE = 1} ∪ {χE = 0} ∪ {0 < χE < 1}.

Donc comme

({0 < χE < 1})c =
˚︷ ︸︸ ︷

{0 < χE < 1}c

=
˚︷ ︸︸ ︷

{χE = 0} ∪ {χE = 1}
= {χE = 0}◦ ∪ {χE = 1}◦ puisque les ensembles sont disjoints,

on en déduit que

M(H∞ + C) = {χE = 1}◦ ∪ {χE = 0}◦ ∪ {0 < χE < 1}.
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Or on sait que {0 < χE < 1} ∩X = ∅ (d’après [GM99]), donc

{χE = 0}◦ = {x ∈ M(H∞ + C) : supp x ⊆ Ec}◦ ⊇ Ec �= ∅

puisque E est un sous-ensemble propre de X. De même, {χE = 1}◦ ⊇ E �= ∅.
Supposons par exemple que

U ∩ {χE = 1}◦ = ∅.

De la décomposition précédente, on déduit que

M(H∞ + C) = {χE = 1}◦
⋃[

{χE = 0}◦ ∪
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦
]
.

On obtient alors une décomposition de M(H∞ + C) en deux ouverts, non
vides, disjoints qui est un espace connexe. On aboutit donc a une contradic-
tion. Donc

U ∩ {χE = 1}◦ �= ∅.
On peut montrer de même que U ∩ {χE = 0}◦ �= ∅ en remplaçant E par Ec

et en utilisant le fait que {χ
Ec = 1} = {χE = 0}.

Puisque l’ensemble des points non triviaux G dans M(H∞ + C) est dense
dans M(H∞ + C), il existe un point x qui est dans (U ∩ {χE = 0}◦) ∩ G.
De nouveau par la proposition 1.4 de [GM02], il existe un produit
d’interpolation de Blaschke b avec x ∈ Z(b) tel que

{|b| < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦.

On a aussi par construction supp x ⊆ E.

1.3 Idéaux radicaux finiment engendrés

Soit A une algèbre uniforme. Si pour tout j ∈ {1, . . . , n}, fj ∈ A, alors

I = I(f1, . . . , fn) =

{ n∑
j=1

gjfj : gj ∈ A

}

est l’idéal dans A engendré par les fonctions fj . En particulier, I(f) est
l’idéal principal f A.

Nous allons dans un premier temps démontrer que les zéros d’un idéal
radical finiment engendré de H∞ +C ne peut pas rencontrer la frontière de
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Shilov X.

Pour cela, nous allons avoir besoin de plusieurs théorèmes. En premier
lieu, rappelons un théorème de Axler-Gorkin dans [AG84] qui permet de
caractériser la divisibilité d’une fonction de H∞+C par un produit d’inter-
polation de Blaschke.

Théorème 1.19. Soit f une fonction de H∞ + C et b un produit d’inter-
polation de Blaschke. Si

Z(b) ⊆ Z(f)

alors b divise f dans H∞ + C.

En second lieu, nous aurons aussi besoin d’un théorème de Guillory-
Izuchi-Sarason dans [GIS84] qui donne une factorisation intéressante des
fonctions de H∞ + C qui sont inversibles dans L∞.

Théorème 1.20. Soit f une fonction de H∞ + C qui est inversible dans
L∞. Alors f est le produit d’une fonction inversible g dans H∞+C et d’un
produit de Blaschke B.

En fait, les auteurs dans l’article montrent un résultat plus précis en
regardant attentivement la preuve. Il montre la chose suivante.

Théorème 1.21. Soit f une fonction de H∞+C telle que Z(f) ⊆ G. Alors
f est le produit d’une fonction inversible g dans H∞ +C et d’un produit de
Carleson-Newman Blaschke.

Enfin, rappellons un lemme de Nakayama [Kap70, Théorème 76] qui nous
sera utile dans plusieurs démonstrations.

Lemme 1.22. Soit R un anneau commutatif unitaire, où l’on note 1 son
élément neutre. Soient I un idéal finiment engendré de R et M un idéal
arbitraire de R. Supposons que

I = IM := {
∑
k∈E

ikmk : E ensemble fini, ik ∈ I, mk ∈ M}.

Alors il existe un élément m ∈ M tel que (1 +m)I = 0

Nous utiliserons également le lemme suivant.

Lemme 1.23. Soient f une fonction de L∞, B la tibu borélienne de C et
T = {B ∩ T : B ∈ B} la tribu trace sur T . Alors la fonction u : (T, T ) →
(C,B) définie par

∀λ ∈ T, u(λ) =

⎧⎨⎩
|f(λ)|
f(λ)

si f(λ) �= 0

1 sinon

est (T ,B)-mesurable.
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Démonstration. Nous allons écrire u de la manière suivante :

u =
|f |
f
1Z(f)c + 1Z(f).

Comme la fonction f est (T ,B)-mesurable, la fonction |f | est (T ,B)-
mesurable. Comme Z(f)c ⊆ T, la restrictition f|Z(f)c et |f ||Z(f)c sont des
applications (TZ(f)c ,B)-mesurables où TZ(f)c est la tribu trace sur Z(f)c. Il

en est donc de même du quotient. Ainsi l’application u|Z(f)c =
|f |
f 1Z(f)c est

bien (TZ(f)c ,B)-mesurable. De plus, u|Z(f) = 1Z(f) est (TZ(f),B)-mesurable.
Donc pour tout B ∈ B, on a

u−1(B) =
(
u−1(B) ∩ Z(f)

)
∪
(
u−1(B) ∩ Z(f)c

)
= u−1

|Z(f)(B) ∪ u−1
|Z(f)c(B)

∈ TZ(f) ∪ TZ(f)c ⊆ T .

Proposition 1.24. Soit I �= (0) un idéal radical finiment engendré dans
H∞ + C. Alors Z(I) ∩X = ∅.

Démonstration. Soit I = I(f1, . . . , fn). Nous regardons les fonctions fj
comme étant définies partout sur T. On introduit les fonctions uj définies
sur T par

∀λ ∈ T, uj(λ) =

⎧⎨⎩
|fj(λ)|
fj(λ)

si fj(λ) �= 0

1 sinon

D’après le lemme 1.23, les fonctions uj sont bien mesurables. Elles sont en
plus unimodulaires, donc pour tout j ∈ {1, . . . , n}, uj ∈ L∞. Par le théorème
1.11 de Axler, il existe des produits de Blaschke Bj tel que Bjuj ∈ H∞ +C

et il existe un produit de Blaschke B0 tel que B0

√∑n
j=1 |fj | ∈ H∞ + C.

Ainsi en considérant le produit de Blaschke B =

n∏
j=0

Bj , on a

∀j ∈ {1, . . . , n}, Buj ∈ H∞ + C et B

√√√√ n∑
j=1

|fj | ∈ H∞ + C.

D’où ⎛⎝B

√√√√ n∑
j=1

|fj |

⎞⎠2

= B2
n∑

j=1

|fj | = B
n∑

j=1

(Buj)fj ∈ I.
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Puisque I est un idéal radical, u := B
√∑n

j=1 |fj | ∈ I. Nous allons mainte-

nant regarder les fonctions ci-dessus comme des fonctions continues sur X.
Posons q =

∑n
j=1 |fj |. Alors

Z(I) ∩X = {x ∈ M(L∞) : q(x) = 0}.

De plus, puisque u ∈ I, sur X, on a√√√√ n∑
j=1

|fj | =

∣∣∣∣∣∣B ·

√√√√ n∑
j=1

|fj |

∣∣∣∣∣∣ = |u| ≤ c

n∑
j=1

|fj |

pour une certaine constante c > 0. Ainsi sur X \ Z(I),

0 <
1

c
≤

√√√√ n∑
j=1

|fj |. (1.1)

Soit E la fermeture dans X de X \Z(I). Supposons que E �= X et montrons
que l’on aboutit à une contradiction.
Puisque X est extrêmement disconnexe (proposition 1.6) et X \Z(I) est un
ouvert, on en déduit que E = X \ Z(I) est un ouvert-fermé de X. Ainsi par
continuité, on a

|q| ≥ 1

c2
=: ε > 0 sur E.

De plus, Ec ⊆ Z(I), q est nul sur Ec et on peut écrire q de la façon suivante
q = qχE . On peut écrire de la même manière pour tout f ∈ I, f = fχE .
Choisissons un produit de Blaschke φ tel que φχE ∈ H∞ + C. Nous allons
maintenant considérer sur X les fonctions suivantes{

f0 := 2u2 = 2B2q ∈ I,

hj := f0 + fj + φχ
Ec pour j ∈ {1, . . . , n}.

Montrons que les fonctions hj qui sont dans H∞ + C vérifient

|hj | ≥ εj > 0 sur X.

Remarquons d’abord que sur Ec, on a f0 = fj = 0 et ainsi hj = φ. D’où
|hj | = |φ| = 1 sur Ec. Sur E, on a hj = f0+fj . Supposons qu’il existe x ∈ E
tel que hj(x) = 0. alors

|fj(x)| = |f0(x)| = 2q(x) = 2

n∑
k=1

|fk(x)| = 2|fj(x)|+ r(x)

avec r(x) ≥ 0. Donc r(x) = fj(x) = 0 et par suite q(x) = 0, ce qui est en
contradiction avec le fait que q ≥ ε > 0 sur E.
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Nous pouvons alors utiliser le théorème 1.20 puisque les fonctions hj sont
inversibles dans L∞. Il existe des fonctions inversibles vj dans H∞ + C et
des produits de Blaschke Bj tels que

hj = vjBj .

Ainsi
f0 + fj = (f0 + fj)χE = hjχE = vj(BjχE ).

De cette égalité, on peut déduire que BjχE est dans H∞+C puisque vj est
inversible dans H∞ + C et que f0 + fj ∈ H∞ + C.
Comme f0 ∈ I, on a

I = I(f1, . . . , fn) = I(f0, f1, . . . , fn)

= I(f0 + f0, f1 + f0, . . . , fn + f0)

= I(B0χE , B1χE , . . . , BnχE )

Le lemme 1.18 appliqué à l’ouvert-fermé E, qui est bien un ensemble non-
vide, propre d’après notre hypothèse, nous permet de dire qu’il existe un
produit d’interpolation de Blaschke b et un certain point x0 ∈ Z(b) tel que

Z(b) ⊆ {|b| < 1} = {0 < χE < 1} ⊆
n⋂

j=1

Z(Bj)
◦

et supp x0 ⊆ E. Par le théorème 1.19 de Axler-Gorkin, pour tout k ∈ N∗,
bk divise les fonctions Bj . Mais comme

Z(b
k
Bj)

◦ = Z(Bj)
◦ ⊇ {0 < χE < 1}

par le lemme 1.15, on a

(b
k
Bj)χE ∈ H∞ + C.

En particulier, on a

(bBjχE )
2 = (b

2
BjχE )BjχE︸ ︷︷ ︸

∈I

∈ I.

I étant radical, on déduit que qj := bBjχE ∈ I. Ainsi

bI ⊆ I = (bq1, . . . , bqn) = b(q1, . . . , qn) ⊆ bI,

et donc I = bI.
Par le lemme 1.22 de Nakayama appliqué à M = I(b),

∃h ∈ H∞ + C, (1 + hb)I = 0.
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En particulier, comme supp x0
1.15
⊆ E, B1χE ∈ I ne s’annule pas sur supp x0.

Donc
1 + hb ≡ 0 sur supp x0

et ainsi b|suppx0 est inversible dans H∞|supp x0. Cela implique que b est
une constante unimodulaire sur supp x0 (voir [CG78]). Mais ceci est en
contradiction avec le fait que x0 ∈ Z(b).

En conclusion, on a E = X et donc |q| ≥ ε > 0 sur X. Ce qui revient à
dire que

Z(I) = Z(q) ⊆ Xc ⇔ Z(I) ∩X = ∅.

Nous allons maintenant montrer notre théorème principal. Avant cela,
nous aurons besoin d’un lemme. Pour cela, rappelons la définition d’une
algèbre séparante et d’ensemble d’unicité.

Définition 1.10. Soient X un espace compact séparé et A une algèbre
de Banach de fonctions sur X. On appelle A une algèbre séparante si tout
sous-ensemble fermé S de X est un L-ensemble, c’est-à-dire que

S = L(S) :=
⋂
f∈A

f−1(f(S)).

Csordas et Reiter donne une caractérisation équivalente dans [CR72].

Proposition 1.25. Soient X un espace compact séparé et A une algèbre
de Banach de fonctions sur X. L’algèbre A est séparante si et seulement si
pour tout x ∈ X et pour tout ensemble fermé non-vide E ⊆ X ne contenant
pas x, il existe une fonction f ∈ A telle que f(x) /∈ f(E).

On se servira des deux propositions suivantes dues à Suarez dans [Sua94,
p. 242-244].

Proposition 1.26. L’algèbre H∞ vu comme une algèbre de fonctions sur
M(H∞) est une algèbre séparante.

Proposition 1.27. Soit A une algèbre de Banach séparante pour son
spectre. Si E ⊆ M(A) est fermé et I un idéal de A tel que Z(I) ∩ E = ∅,
alors il existe une fonction f ∈ I telle que Z(f) ∩ E = ∅.

Définition 1.11. Soit A une algèbre de Banach de fonctions. Un sous-
ensemble non vide E de M(A) est appelé un ensemble d’unicité pour A
si

f = g sur E ⇒ f = g.

Lemme 1.28. Soit I �= (0) un idéal radical finiment engendré de H∞ +C.
Alors on a Z(I)◦ = ∅.
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Démonstration. Soit I = I(f1, . . . , fn). Supposons que Z(I)◦ �= ∅.
Par le lemme 1.13, il existe un produit d’interpolation de Blaschke b tel que

∅ �= Z(b) ⊆ Z(I)◦.

Le théorème de Axler-Gorkin nous dit que pour tout k ∈ N∗, bk divise tous
les éléments de I. A partir de cela, nous allons montrer que

I = bI.

Soit f ∈ I. On sait que bf ∈ H∞ + C et que b
2
f ∈ H∞ + C. Donc

(bf)2 = (b
2
f)︸ ︷︷ ︸

∈H∞+C

f ∈ I.

L’idéal I étant radical, on en déduit que bf ∈ I et donc f ∈ bI. Utilisons de
nouveau le lemme de Nakayama 1.22 pour déduire qu’il existe une fonction
h ∈ H∞ + C telle que

(1 + hb)I = 0.

Puisque l’algèbre H∞ est séparante (Proposition 1.26), il en est de même de
l’algèbre H∞ +C. En particulier, puisque Z(I)∩X = ∅ (Proposition 1.24),
il existe f ∈ I tel que

Z(f) ∩X = ∅ (d’après la proposition 1.27).

Donc comme (1 + hb)f = 0, on a

1 + hb = 0 sur X.

Puisque la frontière de Shilov X est un ensemble d’unicité, on a en fait

1 + hb = 0 sur H∞ + C.

Cette dernière égalité est en contradiction avec le fait que Z(b) �= ∅.

Introduisons d’autres lemmes concernant des classes particulières
d’idéaux radicaux finiment engendrés. Le premier concerne les idéaux ra-
dicaux engendrés par des produits de Carleson-Newman Blaschke.

Lemme 1.29. Soient B0, . . . , Bn des produits de Carleson-Newman
Blaschke et I = I(B0, . . . , Bn) un idéal radical dans H∞ + C. Alors
ord I = 1.

Démonstration. Supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe x ∈ Z(I) tel
que

N := ord(I, x) ≥ 2.
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Comme pour tout m ∈ M(H∞ + C),

min
f∈I

ord(f,m) = ord(I,m) = min
0≤j≤n

ord(Bj ,m),

nous voyons que pour tout j ∈ {0, . . . , n}, ord(Bj , x) ≥ N et qu’il existe
i0 ∈ {0, . . . , n} tel que ord(Bi0 , x) = N .

Par le théorème de factorisation de Hoffman [Hof67], nous pouvons écrire

Bj = bj,1 . . . bj,NCj ,

où les bj,k sont des produits d’interpolation de Blaschke s’annulant en x et
Cj sont des produits de Carleson-Newmann Blaschke.

Introduisons l’idéal de H∞ suivant

I ′ :=
N∑
k=1

n∑
j=0

bj,kH
∞.

Puique x ∈ Z∞
H (I ′), l’idéal est propre. Donc par le théorème de la couronne,

il existe une suite (zm)m∈N dans D telle que bj,k(zm) −→
m→+∞ 0 pour tout

j ∈ {0, . . . , n} et pour tout k ∈ {1, . . . , N}. Quitte à extraire une sous-suite,
on peut supposer que la suite (zm)m∈N est une suite d’interpolation. Posons
b le produit d’interpolation associé à la suite (zm)m∈N. Il vérifie

∀j ∈ {0, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , N}, Z(b) ⊆ Z(bj,k).

Par le théorème 1.19, b divise les fonctions bj,k dans H∞ + C. Comme
ord(bj,k, ξ) = 1 pour tout ξ ∈ Z(bj,k), nous avons

∀y ∈ Z(b), ord(bbj,k, y) = 0.

Posons qj = Cj
∏N

k=1(bbj,k). Alors on a bien qj ∈ H∞+C et Bj = bNqj . On
en déduit que

I = bNI(q0, . . . , qn).

Posons l’idéal J = I(q0, . . . , qn). Alors on a les relations suivantes. D’une
part

∀y ∈ Z(b), ord(I, y) = ord(bNJ, y) = Nord(b, y) + ord(J, y) ≥ N.

D’autre part, puisque I est radical et que (bqj)
N = Bjq

N−1
j ∈ I, on a bqj ∈ I

pour tout j ∈ {0, . . . , n} et ainsi

bJ ⊆ I.
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On en déduit que

∀y ∈ Z(b), ord(I, y) ≤ ord(bJ, y) = ord(b, y) + ord(J, y)

< Nord(b, y) + ord(J, y)

= ord(I, y).

On aboutit à une contradiction.
En conclusion, ord I = 1.

Le deuxième lemme concerne une classe plus précise, celle des idéaux
radicaux qui contiennent un produit d’interpolation de Blaschke. Pour mon-
trons ce dernier, nous aurons besoin du théorème d’interpolation de Earl
(voir [Gar81]).

Théorème 1.30. Si (zn)n∈N est une suite d’interpolation, alors pour toute
suite (wn)n∈N ∈ l∞, il existe une fonction interpolante, c’est-à-dire une
fonction vérifiant f(zn) = wn, de la forme Cb(z), avec C une constante et
b un produit d’interpolation de Blaschke.

Nous aurons aussi besoin de la définition d’un ensemble interpolant.

Définition 1.12. Un sous-ensemble fermé E de M(H∞) est appelé un en-
semble interpolant pour H∞ si la restriction de H∞ sur E, H∞|E , cöıncide
avec C(E), l’espace des fonctions continues sur E.

Nous allons alors montrer un résultat dans H∞+C qui est similaire à la
situation de H∞. En effet, Tolokonnikov avait montré dans [Tol84] que si I
est un idéal finiment engendré dans H∞ contenant un produit d’interpola-
tion de Blaschke, alors I est engendré par deux produits d’interpolation de
Blaschke.

Lemme 1.31. Soit I = I(f1, . . . , fn) un idéal finiment engendré dans H∞+
C contenant un produit d’interpolation de Blaschke ϕ. Alors I est engendré
par deux produits d’interpolation de Blaschke, ϕ et un autre.

Démonstration. Soit I = I(f1, . . . , fn) et ϕ ∈ I un produit d’interpolation
de Blaschke.
Considérons une extension continue de fk ∈ C(M(H∞ +C)) à C(M(H∞))
(k ∈ {1, . . . , n}) que l’on notera par le même symbole. Si {zj : j ∈ N} dénote
l’ensemble des zéros de ϕ dans D, nous pouvons utiliser le théorème 1.30
d’interpolation de Earl pour obtenir un deuxième produit d’interpolation ψ
et une constante M > 0 tels que

∀j ∈ N, Mψ(zj) =

√√√√ n∑
k=1

|fk(zj)|.
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Nous considérons ce problème d’interpolation pour arriver au fait que
ψ2 est dans I et puisque l’idéal est radical, on en déduira que ψ ∈ I. Or

M2ψ2(zj) =

n∑
k=1

e−i arg(fk(zj))fk(zj).

Introduisons la fonction hk ∈ H∞ satisfaisant le problème d’interpolation

hk(zj) =

{
e−i arg(fk(zj)) si fk(zj) �= 0

1 sinon.

Alors

M2ψ2(zj) =

n∑
k=1

hk(zj)fk(zj).

Donc sur Z(ϕ) = {zj : j ∈ N} \ D, on a

M2ψ2 −
n∑

k=1

hkfk ≡ 0.

De nouveau en utilisant le théorème 1.19, comme

Z(ϕ) ⊆ Z(M2ψ2 −
n∑

k=1

hkfk),

on en déduit que ϕ divise M2ψ2 −∑n
k=1 hkfk et donc on peut écrire

M2ψ2 =

n∑
k=1

hkfk + h0ϕ

pour une certaine fonction h0 ∈ H∞ + C. Il s’en suit que ψ2 ∈ I et donc
ψ ∈ I.

Montrons maintenant que I = I(ϕ, ψ).

L’inclusion ⊇ est évidente.

Montrons l’autre inclusion ⊆ . Soit f ∈ I. Alors sur M(H∞ + C),

|f | ≤ κ
n∑

k=1

|fk|

pour une certaine constante κ > 0. Donc sur Z(ϕ),

|f | ≤ κ

n∑
k=1

|fk| = κM2ψ2.
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Ainsi la fonction

q(x) =

⎧⎨⎩
f(x)

ψ(x)
si x ∈ Z(ϕ) et ψ(x) �= 0

0 si x ∈ Z(ϕ) et ψ(x) = 0

est continue sur Z(ϕ). Comme Z(ϕ) est un ensemble interpolant pour H∞

(voir [Hof88]), il existe g ∈ H∞ telle que

q = g sur Z(ϕ).

D’où f −ψg ≡ 0 sur Z(ϕ) et toujours par le théorème 1.19 de Axler-Gorkin,
on en déduit qu’il existe h ∈ H∞ + C telle que

f = ψg + ϕh

Rappelons aussi un théorème de Izuchi [Izu85].

Théorème 1.32. Soient b1 et b2 deux produits d’interpolation de Blaschke.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Z(b1) ∪ Z(b2) est un ensemble interpolant pour H∞.

(2) Z(b1) ∩ Z(b2) est un sous-ensemble ouvert-fermé de Z(b1).

(3) Il existe un produit d’interpolation de Blaschke b3 tel que
Z(b3) = Z(b1) ∩ Z(b2).

Venons-en à notre théorème principal.

Théorème 1.33. Soit I �= (0) un idéal radical finiment engendré dans
H∞ + C. Alors I est un idéal principal engendré par un produit d’interpo-
lation de Blaschke.

Démonstration. Soit I = I(f1, . . . , fn).

Étape 1 Nous allons montrer que I est engendré par un nombre fini de
produits de Carleson-Newman Blaschke.

Par le corollaire 1.16, on a Z∞(I) = Z(I)◦. En utilisant le lemme 1.28,
on a Z∞(I) = ∅ et donc Z(I) ⊆ G. En utilisant toujours le fait que H∞+C
est séparante, il existe f ∈ I avec Z(f) ⊆ G. En utilisant le théorème 1.21, il
existe une fonction inversible g dans H∞ +C et B un produit de Carleson-
Newman Blaschke tel que

f = Bg.

Comme f ∈ I, B ∈ I. Donc I = I(B, f1, . . . , fn) et aussi, pour tout ε > 0,

I = I(B,B + εf1, . . . , B + εfn).
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Choisissons alors un ε assez petit afin que les fonctions B+εfj ne s’annulent
pas sur l’ensemble des points triviaux. Ceci étant possible puisque |B| ≥ σ
sur l’ensemble des points triviaux. En particulier, on a Z(B+εfj) ⊆ G. Donc
en appliquant de nouveau le théorème 1.21 de Guillory-Izuchi-Sarason, il
existe des fonctions gj inversibles dans H

∞+C et des produits de Carleson-
Newman Blaschke Bj tels que

B + εfj = Bjgj

et
I = I(B,B1, . . . , Bn).

D’après le lemme 1.29, l’idéal I est d’ordre 1.

Étape 2 Nous allons maintenant montrer que I est en fait endendré
par un nombre fini de produits d’interpolation de Blaschke.

On sait d’après ce qui précède que I est un idéal d’ordre 1 engendré
par un nombre fini de produits de Carleson-Newman Blaschke, par exemple
I = I(B0, . . . , Bn).
Cela implique qu’il existe r ∈]0, 1[ tel que pour tout a ∈ D, avec |a| ≥ r, on
a

min
j∈{0,...,n}

ord(Bj , a) ≤ 1.

En effet, supposons le contraire. Il existe donc une suite (ak)k∈N dans D
convergeant vers la frontière tel que

∀j ∈ {0, . . . , n}, ord(Bj , ak) ≥ 2.

Mais alors pour tout point d’accumulation m de (ak)k∈N, ord(Bj ,m) ≥ 2.
Ce qui est en contradiction avec le fait que ord I = 1, et donc que pour
tout m ∈ Z(I), ord(I,m) ≤ 1.

Quitte à diviser par les zéros de Bj dans le disque |z| ≤ r, nous pouvons
supposer que min

j∈{0,...,n}
ord(Bj , a) ≤ 1 pour tout a ∈ D. Notons que les

nouveaux produits de Blaschke engendrent encore l’idéal I, puisque les
produits finis de Blaschke sont inversibles dans H∞ + C.
Considérons maintenant l’idéal L = I ∩H∞. Evidemment Bj ∈ L. Notons
qu’en général L est plus grand que l’idéal engendré par les Bj dans H∞.
Néanmoins, nous avons ord L = ord I = 1. Donc par [Mor94], L est
engendré (de manière non dénombrable) par des produits d’interpolation
de Blaschke, disons L = I(bλ, λ ∈ Λ).

Mais alors Bj =
∑N(j)

ν=1 hν,jbλν,j
pour certains hν,j ∈ H∞. Donc I est

engendré par la famille {bλn,j
: j = 0, . . . , n; n = 1, . . . , N(j)}.
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1.3. IDÉAUX RADICAUX FINIMENT ENGENDRÉS

D’après le lemme 1.31, I = I(ϕ, ψ) avec ϕ et ψ deux produits d’inter-
polation de Blaschke.

Étape 3 Nous allons montrer que si l’idéal I = I(ϕ, ψ) est radical, alors
il existe un produit d’interpolation de Blaschke b tel que I = I(b).

Pour cela, nous allons distinguer deux cas :

Cas 1 : Si Z(ϕ) ∩ Z(ψ) est un sous-ensemble ouvert-fermé de Z(ϕ),

Cas 2 : Si Z(ϕ)∩Z(ψ) n’est pas un sous-ensemble ouvert-fermé de Z(ϕ).

Cas 1 : Si Z(ϕ) ∩ Z(ψ) est un sous-ensemble ouvert-fermé de Z(ϕ).
Par le théorème 1.32, il existe un produit d’interpolation de Blaschke b tel
que

Z(b) = Z(ϕ) ∩ Z(ψ).

Montrons alors que I = I(b).

En effet, comme Z(b) ⊆ Z(ϕ), par le théorème 1.19, b divise ϕ dans
H∞+C. De même, b divise ψ dans H∞+C. Donc il existe q1, q2 ∈ H∞+C
telles que

ϕ = bq1 et ψ = bq2.

D’où
I = bI(q1, q2) ⊆ I(b)

Or q1 et q2 n’ont pas de zéros en commun car si q1(x) = q2(x) = 0 alors
x ∈ Z(ϕ)∩Z(ψ) = Z(b). Par suite, ord(ϕ, x) ≥ 2 ce qui est en contradiction
avec le fait que l’ordre des zéros d’un produit d’interpolation de Blaschke
est 1. Ainsi I(q1, q2) = H∞ + C et I = I(b).

Cas 2 : Si Z(ϕ) ∩ Z(ψ) n’est pas un ouvert-fermé dans Z(ϕ).
En particulier Z(ϕ)\Z(ψ) n’est pas fermé. Donc Z(ϕ)\Z(ψ) � Z(ϕ) \ Z(ψ)
et ainsi

S := Z(ϕ) \ Z(ψ) ∩ Z(ψ) �= ∅.
Nous allons montrer que ψ > 0 sur S si l’idéal I = I(ϕ, ψ) est radical, ce
qui sera en contradiction avec le fait que S ⊆ Z(ψ).
Soit (zn)n∈N la suite des zéros dans D du produit d’interpolation ϕ.
Considérons la suite (

√
|ψ(zn)|)n∈N qui est dans l∞. Il existe donc une fonc-

tion f ∈ H∞ telle que pour tout n ∈ N,

f(zn) =
√

|ψ(zn)|.
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De même il existe une fonction h ∈ H∞ telle que pour tout n ∈ N,

h(zn) =

{
|ψ(zn)|/ψ(zn) si ψ(zn) �= 0,

1 si ψ(zn) = 0.

Puisque f2−hψ = 0 sur ZH∞(ϕ), par le théorème de factorisation de Riesz,
il existe k ∈ H∞ telle que

f2 = hψ + kϕ ∈ I.

L’idéal étant radical, on en déduit que f ∈ I. Ainsi pour tout
x ∈ M(H∞ + C), il existe une constante κ > 0 telle que

|f(x)| ≤ κ (|ϕ(x)|+ |ψ(x)|) .

En particulier, sur Z(ϕ), on a√
ψ(x) = |f(x)| ≤ κ|ψ(x)|.

Et on obtient sur Z(ϕ) \ Z(ψ) que

1 ≤ κ
√

|ψ(x)|.

Comme Z(ϕ) \ Z(ψ) est non-vide, nous obtenons |ψ(x)| ≥ κ−2 pour tout
x ∈ Z(ϕ) \ Z(ψ) ⊃ S.
Nous avons donc montrer que ce cas ne peut pas avoir lieu.

En conclusion, I est un idéal principal engendré par un produit d’inter-
polation de Blaschke.

Rappelons qu’une fonction inversible dans une algèbre est appelée une
unité.

Corollaire 1.34. Soit f ∈ H∞+C. Alors l’idéal principal I(f) est un idéal
radical si et seulement si f est la fonction nulle ou f est le produit d’une
unité et d’un produit d’interpolation de Blaschke.

Démonstration. Soit 0 �= f ∈ H∞ + C.

⇒ Soit I(f) un idéal radical dans H∞ + C.
En reprenant l’étape 1 de la preuve du théorème 1.33, on en déduit que
ord I = 1, c’est-à-dire que pour tout x ∈ Z(f), ord(f, x) = 1. En utilisant le
résultat d’Izuchi [Izu94, p. 557] appliqué à E = Z(f), nous obtenons f = bg
avec b un produit d’interpolation de Blaschke et g une unité de H∞ + C.

⇐ Si f = bg avec b un produit d’interpolation de Blaschke et g une unité de
H∞ + C. Alors I(f) = I(b). Or par le théorème 1.19 de Axler-Gorkin, I(b)
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correspond à l’ensemble des fonctions f ∈ H∞ + C telles que Z(b) ⊆ Z(f).
Donc si fn ∈ I(b) pour un certain n ∈ N∗, on a

Z(b) ⊆ Z(fn) = Z(f),

et ainsi f ∈ I(b).

Enfin, puisque l’idéal zéro dans H∞+C est l’intersection d’idéaux maxi-
maux (donc premiers), il est radical.

Le corollaire 1.34 se révèle plutôt surprenant comparé à la situation de
H∞. En fait, il a été démontré par Daepp, Gorkin et Mortini dans [DGM92]
qu’un idéal radical dans H∞ est finiment engendré si et seulement si c’est
un idéal principal engendré par un produit de Blaschke avec des zéros
simples et non nécessairement un produit d’interpolation de Blaschke.

Nous notons aussi que dans l’ensemble H∞ + C, un produit de Blaschke
fini B est une unité puisque Z(B) = ∅. Donc il se peut qu’un générateur
pour un idéal radical dans H∞+C n’a pas nécessairement des zéros simples
des D.

1.4 Résultats sur les générateurs

Dans cette section, nous allons ajouter quelques résultats qui ont été
observés dans les preuves précédentes.

Théorème 1.35. Soit I un idéal dans H∞ + C.

(1) Si l’ensemble des zéros de I ne rencontre pas la frontière de Shilov
X, alors I est engendré par des produits de Blaschke.

(2) Si l’ensemble des zéros de I ne rencontre pas l’ensemble des points
triviaux, alors I est engendré par des produits de Carleson-Newman
Blaschke.

(3) Si I est un idéal d’ordre 1, alors I est endendré par des produits
d’interpolation de Blaschke.

Démonstration.

(1) Si I est un idéal dans H∞ + C tel que Z(I) ∩ X = ∅. Alors
X ⊆ Z(I)c =

⋃
f∈I Z(f)c. Puisque X est compact, il existe un sous-

recouvrement fini de X. Donc il existe des fonctions f1, . . . , fn ∈ I
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telles que

X ⊆
n⋃

i=1

Z(fi)
c ⇔

n⋂
i=1

Z(fi) ∩X = ∅.

Considérons alors un produit de Blaschke B tel que Bf j ∈ H∞ + C
pour j = 1, . . . , n et posons

f0 := B
n∑

j=1

|fj |2 =
n∑

j=1

(Bf j)fj ∈ I.

Or on a |f0| ≥ ε > 0 sur X. Introduisons les fonctions

hλ := 2ε−1f0 + fλ/||fλ||,

où fλ parcourt tous les éléments de I comme dans la proposition 1.24.
Ainsi les fonctions hλ n’ont pas de zéros sur X et donc hλ = Bλvλ
pour un certain produit de Blaschke Bλ et une fonction inversible
vλ ∈ H∞ + C.
L’ensemble {Bλ : λ ∈ Λ} est alors l’ensemble des générateurs désirés
pour I.

(2) Comme Z(I) ⊆ G, il suffit de suivre l’étape 1 de la démonstation
du théorème 1.33 pour en déduire le résultat.

(3) Ce résultat provient de l’étape 2 de la démonstation du théorème
1.33.

Alors que (2) et (3) sont valables dans l’espace H∞ (pour (2) voir
[GIM00] et pour (3) voir [Mor94]), ce n’est pas le cas pour (1). En effet,
il suffit de prendre l’idéal principal engendré par la fonction intérieur

S(z) = e−
1+z
1−z .

Les zéros de S ne rencontre pas la frontière de Shilov et cet idéal ne peut
pas être engendré par des produits de Blaschke. Un autre résultat que l’on
obtient est le suivant.

Théorème 1.36. Soit I un idéal dans H∞+C pour lequel Z(I)∩X est un
ouvert-fermé. Alors I est engendré par des fonctions de la forme BχE , où
E = X \ Z(I) et B est un produit de Blaschke.

Démonstration. D’après notre hypothèse, Z(I)∩X est un ouvert-fermé. En
particulier, E = X \Z(I) est fermé. De la même manière que dans la preuve
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1.4. RÉSULTATS SUR LES GÉNÉRATEURS

(1) du théorème 1.35, un argument de compacité nous permet de déduire
qu’il existe un nombre fini de fonctions fj ∈ I tel que

n⋂
j=1

Z(fj) ∩X = Z(I) ∩X.

Il suffit alors de reprendre la preuve (1) du théorème 1.35 en introduisant
avec les mêmes notations les fonctions

hλ := 2ε−1f0 + fλ/||fλ||+ ϕχ
Ec ,

où fλ parcourt tous les éléments de I. Comme dans la proposition 1.24, les
fonctions hλ n’ont pas de zéros sur X. Ainsi hλ = Bλvλ pour un certain
produit de Blaschke Bλ et une fonction inversible vλ ∈ H∞ + C.
On en déduit donc que l’ensemble {BλχE : λ ∈ Λ} engendre I.
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Chapitre 2

Le rang stable absolu de
C(X, τ )

2.1 Introduction

Soit X un espace topologique compact séparé. On note par C(X) l’en-
semble des fonctions continues sur X à valeurs complexes. Alors C(X) est
une algèbre de Banach complexe commutative pour la norme

||f || = sup
x∈X

|f(x)|.

Les algèbres de fonctions complexes sont des sous-algèbres complexes
fermées de C(X) séparant les points de X, contenant les constantes.

Soit K un sous-ensemble non-vide fermé de X. On note l’ensemble

{f ∈ C(X) : f(K) ⊆ R}

par CK . C’est alors une algèbre de Banach commutative réelle. Si K = X
alors on note cette algèbre par CR(X). Donnons un autre exemple d’algèbre
de fonctions réelle. Soit τ : X → X un homéomorphisme involutif, c’est-à-
dire τ2 = Id. On dit aussi que τ est une involution topologique. Alors

C(X, τ) = {f ∈ C(X) : f(τ(x)) = f(x) ∀x ∈ X}

est une algèbre de Banach de fonctions réelle.

En fait, C(X, τ) est un objet plus général que CR(X), C(X) et CK

avec K sous-ensemble fermé de X.

Proposition 2.1. Tous les algèbres CR(X), C(X) et CK avec K sous-
ensemble fermé de X peut être vu comme une algèbre C(Y, τ).
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Démonstration. Le cas de CR(X) est facile. Il suffit de prendre pour τ
l’identité sur X et alors C(X, τ) = CR(X).

L’algèbre C(X) peut être vu comme C(Y, τ) avec Y = X × {0, 1} et
l’application τ : Y → Y définie par

τ(x, j) =

{
(x, 1) si j = 0
(x, 0) si j = 1

.

En effet, tout d’abord τ est bien une involution topologique sur Y . De plus,
introduisons l’application ϕ : C(X) → C(Y, τ) définie par

ϕ(f)(x, j) =

{
f(x) si j = 0

f(x) si j = 1
.

pour tout f ∈ C(X) et x ∈ X. Alors ϕ est un isomorphisme isométrique de
C(X) (vu comme une algèbre de fonctions réelle) dans C(Y, τ).

Enfin pour CK , considérons Y = (K ×{0})∪ (X \K ×{0, 1}) et l’appli-
cation τ : Y → Y définie par

τ(x, j) =

⎧⎨⎩
(x, 0) si (x, j) ∈ K × {0}
(x, 1) si (x, j) ∈ X \K × {0}
(x, 0) si (x, j) ∈ X \K × {1}

De la même façon que précédemment, τ est bien une involution topologique
et il suffit de considérer l’application ψ : CK → C(Y, τ) définie par

ψ(f)(x, j) =

⎧⎨⎩
f(x) si (x, j) ∈ K × {0}
f(x) si (x, j) ∈ X \K × {0}
f(x) si (x, j) ∈ X \K × {1}

.

qui est bien un isomorphisme isométrique de CK dans C(Y, τ).

Ainsi C(X, τ) est un objet plus général que CR(X), C(X) et CK

et tous les résultats obtenus sur cette algèbre pourront permettre de
déduire des résultats sur ces autres algèbres. Kulkarni et Limaye se sont
particulièrement intéressés à cette algèbre avec la théorie dans algèbres de
fonctions réelles ([KL92]). En effet, les algèbres de fonctions réelles sont les
sous-algèbres fermées de C(X, τ) qui séparent les points de X et contenant
les constantes.

Nous allons alors citer quelques propriétés et théorèmes importants.

Définition 2.1. Soient X un espace compact séparé et τ une involution
topologique sur X. Une algèbre de fonctions réelle sur (X, τ) est une sous-
algèbre réelle A de C(X, τ) telle que A soit fermée et sépare les points de
X.

39



2.1. INTRODUCTION

Kulkarni et Limaye se sont alors demandés quand est-ce que A est égale
à C(X, τ).

Théorème 2.2. [KL92, p. 57, 72, 79] Soient X un espace compact séparé,
τ une involution topologique sur X et A une algèbre de fonctions réelle sur
(X, τ).

(1) Si pour tout f ∈ A, on a f ∈ A, alors A = C(X, τ) ;

(2) Si �A = {�f : f ∈ A} est fermée, alors A = C(X, τ) ;

(3) Si �A est un anneau, alors A = C(X, τ).

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’algèbre C(X, τ).

(i) X = D, τ(z) = z̄.

(ii) X = {z ∈ C : |z| ≤ 1/2}︸ ︷︷ ︸
:=D0

∪{z ∈ C : |z − 2| ≤ 1}︸ ︷︷ ︸
:=D1

∪{z ∈ C : |z + 2| ≤ 1}︸ ︷︷ ︸
:=D2

,

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3−−23 0

0

D2 D1

D0

Figure 2.1 – Exemple (ii)

τ(z) =

⎧⎨⎩
z si z ∈ D0

z − 4 si z ∈ D1

z + 4 si z ∈ D2
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2 3 4−2−3−4

2

4

−2

−

−4

2 3−23

2

−2

Figure 2.2 – Exemple (iii) pour a=1/3

(iii) Soient 0 < a < 1 et X = {z ∈ C : a ≤ |z| ≤ 1
a}.

L’application τ(z) = 1
z convient.

2.2 Dimension de recouvrement

La dimension de recouvrement d’un espace topologique est définie en
termes d’ordre d’un raffinement ouvert d’un recourvement ouvert fini de
l’espace.

Définition 2.2. L’ordre d’une famille {Aλ}λ∈Λ de sous-ensembles non tous
vides d’un ensemble X est le plus grand entier n pour lequel il existe un
sous-ensemble M de Λ avec n+ 1 éléments tel que⋂

λ∈M
Aλ �= ∅.

L’ordre est infini si un tel n n’existe pas.
Pour une famille d’ensembles vides, on dit que l’ordre est −1.

Définition 2.3. Un raffinement d’un recouvrement U de X est un recrou-
vrement dont chaque élément est inclu dans un élément de U .

Définition 2.4. La dimension de recouvrement d’un espace topologique X,
notée dimX, est le plus petit entier n tel que tout recouvrement ouvert fini
de X possède un raffinement ouvert d’ordre n’excédant pas n. Si un tel n
n’existe pas, la dimension est infinie.
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On a donc dimX = −1 si et seulement si X est vide et dimX ≤ n si
chaque recouvrement ouvert fini de X possède un raffinement ouvert d’ordre
n’excédant pas n. Rappelons quelques propriétés connues sur la dimension
de recouvrement.

Proposition 2.3. [Pea76] Si X est un espace compact séparé, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) dimX = 0,

(2) X a une base de topologie formée d’ensembles ouverts-fermés,

(3) X est totalement disconnexe, c’est-à-dire un espace dont les seules
parties connexes sont les singletons.

Proposition 2.4. [Pea76] Si A est un sous-ensemble fermé de X, alors

dimA ≤ dimX.

Donnons quelques exemples : dim[0, 1] = 1, dimRn = n.

2.3 Notations et définitions

Soit A une algèbre de Banach commutative (réelle ou complexe) unitaire
d’élément unité 1.

Définition 2.5. Un n-uplet (a1, . . . , an) ∈ An est dit inversible s’il existe
(b1, . . . , bn) ∈ An tel que

n∑
j=1

ajbj = 1.

L’ensemble de tous les n-uplets inversibles est noté par Un(A).

Définition 2.6. Un (n + 1)-uplet inversible est dit réductible s’il existe
(b1, . . . , bn) ∈ An tel que

(a1 + b1an+1, . . . , an + bnan+1) ∈ Un(A).

Venons-en à la définition du rang stable Bass.

Définition 2.7. Le plus petit entier n pour lequel tout élément dans
Un+1(A) est réductible est appelé le rang stable Bass de A et est dénoté
par bsrA. Si un tel n n’existe pas, alors bsrA = ∞.

Donnons quelques exemples de rang stable Bass connus :
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- Vaserstein a montré dans [Var71] que{
bsrCR(X) = dimX + 1

bsrC(X) =
[
dimX

2

]
+ 1

.

- Soit A(D) l’algèbre du disque, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions
holomorphes dans D et continues sur T. Jones, Marshall et Wolff ont
montré dans [JMW86] que

bsrA(D) = 1.

- Treil dans [Tre81] a caractérisé celui de H∞, plus précisement

bsr (H∞) = 1.

Une autre notion de rang stable a été introduite par Rieffel, celle de rang
stable topologique.

Définition 2.8. Le rang stable topologique de A, noté par tsrA, est le plus
petit entier n pour lequel Un(A) est dense dans A

n. Si un tel n n’existe pas,
alors tsrA = ∞.

Donnons aussi quelques exemples de rang stable topologique :
- {

tsrCR(X) = dimX + 1

tsrC(X) =
[
dimX

2

]
+ 1

.

(Vaserstein [Var71]).
- tsr (A(D)) = 2 (Rieffel [Rie83]).
- tsr (H∞) = 2 (Suárez [Sua96]).

Il est bien connu que
bsrA ≤ tsrA.

Pour une preuve simple, regarder par exemple [MW10]. L’inégalité peut
être stricte ou large comme on le voit sur les exemples précédents.

Finalement, introduisons la définition du rang stable absolu. La
définition qui est donnée ici n’est pas la définition originale donnée dans
[MKV88] et [SV86] mais nous verrons que ces définitions sont équivalentes.

Définition 2.9. Le rang stable absolu de A est le plus petit entier n tel que
pour tout (a1, . . . , an+1) ∈ An, il existe (b1, . . . , bn) ∈ An tel que

n∑
j=1

|âj + b̂j ân+1| > 0 en dehors Z(an+1).

On le note par asrA.
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Pour la commodité du lecteur, présentons une preuve que la définition
originale (avec une caractérisation équivalente) et la définition ci-dessus sont
bien équivalentes.

Proposition 2.5. Soit A une algèbre de Banach commutative (réelle ou
complexe) unitaire. Pour un sous-ensemble S de A, on note l’intersection des
idéaux maximaux de A qui contiennent S par R(S). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) ∀(a1, . . . , an, an+1) ∈ An+1 ∃(x1, . . . , xn) ∈ An :

an+1 ∈ R

⎛⎝ n∑
j=1

A(aj + xjan+1)

⎞⎠ ;

(2) ∀(a1, . . . , an, an+1) ∈ An+1 ∃(x1, . . . , xn) ∈ An ∀h ∈ A :

n∑
j=1

A(aj + xjan+1) +A(1 + han+1) = A ;

(3) ∀(a1, . . . , an, an+1) ∈ An+1 ∃(x1, . . . , xn) ∈ An :

n∑
j=1

|âj + x̂j ân+1| > 0 sur M(A) \ Z(an+1).

Le (1) est la définition originale ([MKV88] et [SV86]) donnée de manière
plus générale pour un anneau commutatif unitaire. Le (2) est une ca-
ractérisation équivalente donnée dans [MKV88].

Démonstration.
(1) ⇒ (2) Soit (a1, . . . , an+1) ∈ An+1. D’après l’hypothèse il existe

(x1, ..., xn) ∈ An tels que

an+1 ∈ R

⎛⎝ n∑
j=1

A(aj + xjan+1)

⎞⎠ ,

ce qui revient à dire que an+1 est dans tous les idéaux maximaux qui
contiennent

∑n
j=1A(aj + xjan+1).

Soit h ∈ A. Considérons l’idéal

I := A(1 + han+1) +

n∑
j=1

A(aj + xjan+1).

Supposons que I � A. Il existe donc un idéal maximal M qui contient I.
Par suite,

∀(b, b1, ..., bn) ∈ An+1, b(1 + han+1) +

n∑
j=1

bj(aj + xjan+1) ∈ M.
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Or
∑n

j=1A(aj + xjan+1) ⊂ M donc an+1 ∈ M par hypothèse. Ainsi b ∈ M
et A = M . Ce qui est en contradiction avec le fait que M est un idéal
maximal.
Donc pour tout h ∈ A, on a A(1 + han+1) +

∑n
j=1A(aj + xjan+1) = A.

(2) ⇒ (1) Soit (a1, . . . , an+1) ∈ An+1. Il existe donc (x1, ..., xn) ∈ An tels

que pour tout h ∈ A, on a

A(1 + han+1) +

n∑
j=1

A(aj + xjan+1) = A.

Supposons que an+1 n’appartient pas à un idéal maximal M qui contient∑n
j=1A(aj + xjan+1). Alors considérons l’idéal M +Aan+1. Comme

M +Aan+1 � M

puisque an+1 /∈ M et que M est maximal, on en déduit que

M +Aan+1 = A.

Ainsi −1 ∈ M + Aan+1 ce qui veut dire qu’il existe m ∈ M et h ∈ A tels
que

−1 = m+ han+1 ⇔ m = 1 + han+1.

Mais alors on aurait A(1 + han+1) +
∑n

j=1A(aj + xjan+1) ⊂ M � A. Ce
qui apporte une contradiction.

(1) ⇒ (3) Supposons que an+1 ∈ R
(∑n

j=1A(aj + xjan+1)
)

et sup-

posons qu’il existe m ∈ M(A) \Z(an+1) tel que
∑n

j=1 |m(aj +xjan+1)| = 0.
Alors

∑n
j=1A(aj + xjan+1) ⊂ kerm. Or kerm est un idéal maximal, qui

contient
∑n

j=1A(aj + xjan+1), donc par hypothèse an+1 ∈ kerm. Ce qui
est une contradiction.

(3) ⇐ (1) Supposons que an+1 /∈ R
(∑n

j=1A(aj + xjan+1)
)
. Donc il

existe un idéal maximal M qui contient
∑n

j=1A(aj + xjan+1) mais tel
que an+1 /∈ M . On sait qu’il existe m ∈ M(A) tel que M = kerm. D’où∑n

j=1 |m(aj + xjan+1)| = 0 avec m ∈ M(A) \ Z(an+1).

On peut aussi montrer de manière directe (2) ⇔ (3).

(3) ⇒ (2) Le (3) implique bien évidemment que pour tout h ∈ A,

|1 + ĥân+1|+
n∑

j=1

|âj + x̂j ân+1| > 0
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sur M(A). Donc on obtient (2).

(2) ⇒ (3) Soit m ∈ M(A) \ Z(an+1) satisfaisant

(âj + x̂j ân+1)(m) = 0 for all j = 1, . . . , n.

Montrons qu’il existe h ∈ A afin que ĥ(m) = −ân+1(m)−1.

A chaque fois que w := ân+1(m) est non-réel, w et w + 1 sont linéairement
indépendant dans C vu comme un espace vectoriel réel. Ainsi il existe
α, β ∈ R tels que

−ân+1(m)−1 = αw + β(w + 1).

Il suffit alors de poser

h := αan+1 + β(an+1 + 1)

pour avoir le résultat voulu.
Alors (1 + ĥân+1)(m) = 0. Donc 1 + han+1 et tous les aj + xjan+1 appar-
tiennent à un idéal maximal commun.

Il est alors facile de voir d’après la proposition (et bien connu) que

bsrA ≤ asrA.

Question : Y a-t-il une relation entre tsrA et asrA ?

2.4 Extension d’uplets inversibles

Dans cette section, X désignera un espace compact séparé et τ une
involution topologique sur X.

Il est bien connu que les questions de rang stable sont liées aux questions
d’extension d’uplets inversibles. En effet, Rupp a montré que dans le cas de
A = C(X) ou CR(X) le théorème suivant.

Théorème 2.6. [Rup99] Soit (f1, . . . , fn, g) un (n + 1)-uplet inversible de
A. Supposons que g ne soit pas inversible. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) (f1, . . . , fn, g) est réductible ;

(2) (f1, . . . , fn)|Z(g) admet une extension à un n-uplet (F1, . . . , Fn) in-
versible de A.

Mortini et Rupp ont généralisé ce résultat pour C(X, τ) en introduisant
une extension de Tietze τ -invariante.
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Lemme 2.7. [MR11b]
(1) Soient S un sous-ensemble fermé τ -invariant de X, c’est-à-dire

τ(S) = S, et f ∈ C(S, τ). Alors f admet une extension F dans
C(X, τ). On l’appelle l’extension de Tietze τ -invariante de f .

(2) Soit X0 et X1 deux sous-ensembles disjoints τ -invariants de X.
Alors il existe f ∈ C(X, τ) telle que 0 ≤ f ≤ 1 et

f ≡ 0 sur X0 et f ≡ 1 sur X1.

Théorème 2.8. [MR11b] Soit (f1, . . . , fn, g) un (n + 1)-uplet inversible
de C(X, τ). Supposons que g ne soit pas inversible. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) (f1, . . . , fn, g) est réductible ;

(2) Il existe un voisinage τ -invariant V de Z(g) tel que (f1, . . . , fn)|V
admet une extension à un n-uplet (F1, . . . , Fn) inversible de C(X, τ).

Nous allons nous intéresser à C(X, τ) et pour cela rappelons tout d’abord
un résultat de [KL92].

Proposition 2.9. L’espace des idéaux maximaux de C(X, τ) peut être
identifié (via les évaluations) avec X. En particulier, on a :

(1) f ∈ C(X, τ) est inversible si et seulement si f n’a pas de zéros dans
X.

(2) Soit (f1, . . . , fn) ∈ C(X, τ)n. Alors l’équation de Bézout∑n
j=1 fjgj = 1 a une solution (g1, . . . , gn) ∈ C(X, τ)n si et seulement

si
∑n

j=1 |fj | ≥ δ > 0.

Pour un n-uplet f = (f1, . . . , fn), on note |f | =
√∑n

j=1 |fj |2.
Venons-en à notre lemme principal qui montre l’existence d’une extension
inversible d’un uplet inversible sur un sous-ensemble fermé de X qui est non
seulement proche du uplet de départ mais de plus on arrive à contrôler sa
borne inférieure sur X.

Lemme 2.10. Soient X un espace compact séparé, 0 < ε ≤ 1, et M un sous-
ensemble fermé τ -invariant de X. Supposons que m = bsrC(X, τ) < ∞.
Soit f un m-uplet dans C(X, τ) tel que

|f | > ε > 0 sur M.

Alors f |M admet une extension inversible F ∈ Um(C(X, τ)) tel que

|f − F | < 6ε et |F | > ε.
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Démonstration. Puisque M est compact, nous pouvons choisir ε1 et ε2 tels
que

0 < ε < ε1 < ε2 < 2ε

et |f | > ε2 sur M . Soit

Eε1 = {x ∈ X : |f(x)| ≥ ε1}.

Considérons la fonction vectorielle ϕ :=
f

|f | sur Eε1 .

Montrons qu’il existe une extension f̃ ∈ C(X, τ)m de ϕ ∈ C(Eε1 , τ)
m tel

que |f̃ | = 1.

Pour cela, considérons l’extension de Tietze τ -invariante Φ = (Φ1, . . . ,Φm)
de ϕ. Soit g ∈ C(X, τ) la fonction telle que 0 ≤ g ≤ 1 et

g ≡ 0 sur Eε1 et g ≡ 1 sur
m⋂
j=1

Z(Φj).

Alors le (m + 1)-uplet (Φ, g) est inversible dans C(X, τ)m puisque⋂m
j=1 Z(Φj) ∩ Z(g) = ∅. Comme bsrC(X, τ) = m,

∃H ∈ C(X, τ)m tel que (Φ+ gH) ∈ Um(C(X, τ)).

Par suite, le m-uplet

f̃ :=
Φ+ gH

|Φ+ gH|
est l’extension désirée.

Ensuite, considérons la fonction k ∈ C(X, τ) telle que 0 ≤ k ≤ 1 et

k ≡ 0 sur M et k ≡ 1 sur |f | ≤ ε1.

Alors montrons que la fonction F définie par

F := (|f |+ ε1k) f̃

est l’approximation désirée de f .

Pour cela, nous devons montrer trois points :
(i) F = f sur M ;
(ii) |F − f | < 6ε ;
(iii) |F | > ε.
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En effet, sur M , nous avons

F = |f | f̃ = |f | Φ

|Φ| = f .

Pour le deuxième point, distingons deux cas.

Sur Eε1 , on a f̃ =
f

|f | et donc

|F − f | =
∣∣∣|f | f̃ + ε1k f̃ − f

∣∣∣ = ε1k |f̃ | ≤ ε1 < 2ε.

Sur X \ Eε1 , on a

|F − f | =
∣∣∣|f | f̃ + ε1k f̃ − f

∣∣∣
≤
∣∣∣|f | f̃ − f

∣∣∣+ ε1k|f̃ |
≤ 2ε1 + ε1 = 3ε1 < 6ε.

Enfin, pour montrer le dernier point, distingons de nouveau les mêmes cas.
Sur Eε1 ,

|F | = |f |+ ε1k ≥ |f | ≥ ε1 > ε,

et sur X \ Eε1 ,
|F | = |f |+ ε1k ≥ ε1k = ε1 > ε.

Nous aurons besoin par la suite d’un corollaire du lemme 2.10 un peu
plus fin où l’extension ne cöıncide pas seulement surM mais sur un ensemble
plus grand.

Corollaire 2.11. Soit Y un espace compact séparé pour lequel
m := bsrC(Y, τ) < ∞. Soient g ∈ C(Y, τ) et V = Y \ Z(g).
Supposons que M,R et S sont des sous-ensembles compacts τ -invariants de
V satisfaisant ∅ �= M ⊆ R ⊆ S◦ ⊆ S ⊆ V .
Soit h ∈ C(V, τ)m qui vérifie |h| > ε sur M pour un certain ε > 0. Alors il
existe H ∈ C(V, τ)m tel que

(1) |H − h| < 6ε ;

(2) |H| > ε sur R ;

(3) H = h sur M ∪ (V \ S).
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Démonstration. Soit α ∈ C(Y, τ) satisfaisant à 0 ≤ α ≤ 1 et

α ≡ 0 sur V \ S et α ≡ 1 sur R.

Soit F ∈ C(S, τ)m la fonction du lemme 2.10 (où nous avons pris X = S et
f = h). Alors en considérant le m-uplet défini par

H = αF + (1− α)h,

les trois points sont bien vérifiés. En effet,
(1) |H − h| = |α(F − h)| < 6ε d’après le lemme 2.10.
(2) Sur R, on a α = 1 et par suite |H| = |F | > ε d’après le lemme 2.10.
(3) Sur V \S, α = 0 et donc H = h. Sur M , α = 1 et ainsi H = F = h.

2.5 Le résultat principal

Soit E l’ensemble des points fixes de l’involution topologique τ sur X.
Mortini et Rupp ont montré dans [MR11b] le théorème suivant.

Théorème 2.12.

bsrC(X, τ) = tsrC(X, τ) = max
{[

dim X
2

]
, dim E

}
+ 1.

Nous allons montrer qu’en fait, le rang stable absolu de C(X, τ) est le
même que le rang stable Bass et ainsi topologique.

Théorème 2.13.

bsrC(X, τ) = tsrC(X, τ) = asrC(X, τ) = max
{[

dim X
2

]
, dim E

}
+ 1.

Démonstration. Puisque bsrC(X, τ) ≤ asrC(X, τ), nous allons montrer
l’autre inégalité.
Supposons que m = bsrC(X, τ) < ∞. Soient (a, g) = (a1, . . . , am, g) un
(m+ 1)-uplet de C(X, τ) et V = X \ Z(g).

Nous devons montrer qu’il existe un m-uplet (h1, . . . , hm) ∈ C(X, τ)m tel
que

m∑
j=1

|aj + ghj | > 0 sur V .

Pour cela, soient f = a/g2 et ε ∈ ]0, 1]. Alors f est clairement dans
C(V, τ)m.
Si a = 0, alors nous pouvons poser hj = 1.
Sinon il existe x0 ∈ V tel que f(x0) �= 0 et nous pouvons choisir ε tel que

0 < ε < |f(x0)|.
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Soit V =
⋃∞

n=0Xn, où X0 = {x0, τ(x0)} et où chaque Xn est τ -invariant et
compact. Nous pouvons supposer que Xn ⊆ X◦

n+1 pour tout n.
Soit F 0 = f . Par le corollaire 2.11 appliqué à M = Xn−1, R = Xn et
S = Xn+1, il existe une suite F n de m-uplets dans C(V, τ) tel que⎧⎪⎨⎪⎩

|F n − F n−1| < 6ε

minXn |F n| > ε

F n = F n−1 sur Xn−1 ∪ (V \Xn+1).

La dernière propriété nous apporte que F n = F 0 = f sur V \ Xn+1. En
effet F n = F n−1 sur V \Xn+1 et F n−1 = F n−2 sur V \Xn ⊇ V \Xn+1. En
particulier, F n = F n−2 sur V \Xn+1. Ainsi par récurrence descendante, on
arrive au fait que

F n = f sur V \Xn+1.

Par suite, posons{
F (x) = f(x) si x ∈ X0

F (x) = F n(x) si x ∈ Xn \Xn−1 pour n ≥ 1

Alors F est bien définie sur V et F ∈ C(V, τ)m. De plus, on a |F | > ε et
|F − f | ≤ 12ε. En effet, si x ∈ Xn \Xn−1 avec n ≥ 2, on a

|F (x)− f(x)| = |F n(x)− f(x)|
≤ |F n(x)− F n−1(x)|+ |F n−1(x)− F n−2(x)|+ |F n−2(x)− f(x)|︸ ︷︷ ︸

=0

≤ 12ε.

Donc
|g2F − a| = |g2F − g2f | < 12|g|2 et |g2F | > 0 sur V.

De plus, on a |g2F | ≤ |a|+ 12||g||2X . D’où g2F ∈ Cb(V, τ)
m.

Considérons le m-uplet

K :=
g2F − a

g2

qui est continue sur V et borné par 12. Alors h := gK ∈ C(X, τ)m et ainsi

a+ gh = a+ g2K = g2F .

Nous en déduisons que |a+ gh| > 0 sur V .
Nous avons bien montré que asrC(X, τ) ≤ bsrC(X, τ) et ainsi nous en
déduisons le résultat grâce au théorème 2.12.

Nous allons présenter une preuve alternative du théorème 2.13 basée
sur la méthode de Swan-Vaserstein. Pour cela, nous avons besoin d’un
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résultat qui découle du lemme 2.10 sur le rang stable topologique de Cb(V, τ),
l’algèbre des fonctions continues bornées sur V , où V est un certain sous-
ensemble ouvert τ -invariant de X, et vérifiant f ◦ τ = f . Rappelons avant
cela la définition d’un Fσ-ensemble.

Définition 2.10. Un Fσ-ensemble de X est une union dénombrable d’en-
sembles fermés de X.

Corollaire 2.14. Soit V un Fσ-ensemble ouvert de X. Alors

tsrCb(V, τ) ≤ tsrC(X, τ).

Démonstration. Soient m := tsrC(X, τ) < ∞ et f = (f1, . . . , fm) un m-
uplet dans Cb(V, τ). Soit ε ∈ ]0, 1] fixé.
Si f = 0, alors F = (ε, 0, . . . , 0) convient.
Si f �= 0, soit x0 satisfaisant à |f(x0)| �= 0. Quitte à passer à un epsilon plus
petit, nous pouvons supposer que |f(x0)| > ε/12. Par la même construction
que dans la preuve du théorème 2.13, il existe F ∈ Cb(V, τ)

m afin que sur
V , on a

|F − f | ≤ ε et |F | ≥ ε/12.

En particulier, F est inversible dans Cb(V, τ). D’où

tsrCb(V, τ) ≤ m = tsrC(X, τ).

Deuxième démonstration du théorème 2.13.

Démonstration. Soient m = bsrC(X, τ) = tsrC(X, τ) et
f = (f1, . . . , fm, fm+1) un (m+ 1)-uplet dans C(X, τ).
Nous devons montrer l’existence de fonctions hj ∈ C(X, τ) telles que∑m

j=1 |fj + hjfm+1| > 0 en dehors de Z(fm+1).

Pour cela, posons F = (f1, . . . , fm, |f |fm+1). Alors |F | est clairement
dans C(X, τ). Soit V = {x ∈ X,f(x) �= 0}. Notons que

{x ∈ X : fm+1(x) �= 0} ⊆ V.

Puisque f a les mêmes zéros que F , nous avons donc

V = {x ∈ X,F (x) �= 0}.

Soit a = (a1, . . . , am+1) le (m+ 1)-uplet défini sur V par

aj =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
fj
|F | si j ∈ {1, . . . ,m}
fm+1|f |

|F | si j = m+ 1.
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Alors, par définition, a ∈ Cb(V, τ)
m+1. De plus, le fait de diviser par

|F | permet d’obtenir un (m + 1)-uplet unimodulaire. En effet, on a∑m+1
j=1 |aj |2 = 1. Ainsi a est un (m+ 1)-uplet inversible. D’où

a ∈ Um+1(Cb(V, τ)).

Maintenant par le corollaire 2.14,

bsrCb(V, τ) ≤ tsrCb(V, τ) ≤ tsrC(X, τ) = bsrC(X, τ) = m.

Donc il existe b = (b1, . . . , bm) ∈ Cb(V, τ)
m tel que

(a1 + b1am+1, . . . , am + bmam+1) ∈ Um(Cb(V, τ)).

Soit h = (h1, . . . , hm) le m-uplet défini sur X par

hj =

{
|f | bj sur V

0 sinon.

Par définition, h est dans C(X, τ)m. Donc fj + hjfm+1 ∈ C(X, τ) et

(fj + hjfm+1)|V = (aj + bjam+1) |F |.
Notons alors que le m-uplet

(a1 + b1am+1, . . . , am + bmam+1) |F | ∈ Um(C(V, τ)).

Puisque {x ∈ X : fm+1(x) �= 0} ⊆ V , nous avons donc trouvé h =
(h1, . . . , hm) ∈ C(X, τ)m tel que

|f + fm+1h| > 0 en dehors de Z(fm+1).

Donc asrC(X, τ) ≤ m.

On peut ainsi déduire les résultats suivants, qui avaient été démontrés
par Swan et Vaserstein dans [SV86].

Théorème 2.15. Soit X un espace compact séparé. Alors

bsrCR(X) = tsrCR(X) = asrCR(X) = dimX + 1,

et

bsrC(X) = tsrC(X) = asrC(X) =

[
dimX

2

]
+ 1,

Démonstration. Comme CR(X) = C(X, τ) avec τ = id, l’ensemble des
points fixes de τ est X tout entier. En appliquant le théorème 2.13, on a
bien le résultat.

Pour C(X), nous avons vu que C(X) = C(Y, τ) avec Y = X × {0, 1} et
l’application τ : Y → Y définie par

τ(x, j) =

{
(x, 1) si j = 0
(x, 0) si j = 1

.

Donc l’ensemble des points fixes de τ est vide et dimY = dimX, d’où le
résultat.
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2.6 L’algèbre C(K)sym

Dans cette partie, nous allons mentionner un cas particulier de C(X, τ).
Soit K ⊆ C un ensemble compact réel-symétrique, c’est-à-dire que z̄ ∈ K
chaque fois que z ∈ K.

2 3−1−−3

1

2

3

−1

−2

−3

KK

−1

Figure 2.3 – Exemple d’un ensemble K réel-symétrique

Soit τ donné par τ(z) = z̄. Nous obtenons l’algèbre C(K, τ) dénotée par

C(K)sym = {f ∈ C(K,C) : f(z) = f(z̄)}.

Les rangs stables Bass et topologique pour cette algèbre ont été récemment
déterminés (voir [MR11a]). En utilisant notre théorème 2.13, nous pouvons
aussi déduire le rang stable absolu de C(K)sym.

Corollaire 2.16. Le rang stable absolu de C(K)sym est donné par :

(1)
asrC(K)sym = bsrC(K)sym = tsrC(K)sym = 1

si et seulement si l’intérieur K̊ = ∅ et K∩R est totalement disconnexe
ou vide ;

54



2.6. L’ALGÈBRE C(K)SYM

(2)
asrC(K)sym = bsrC(K)sym = tsrC(K)sym = 2

si et seulement si l’intérieur K̊ �= ∅ ou K ∩ R contient un intervalle.

Démonstration. L’ensemble des points fixes de τ est K ∩R ou vide. Puisque
dim (K ∩ R) ≤ dimR = 1, nous obtenons

dim (K ∩ R) =

{
0 si K ∩ R est totalement disconnexe ou vide

1 si K ∩ R contient un intervalle.

De plus, dimK = 2 si et seulement si K̊ �= ∅. Donc il suffit d’appliquer le
théorème 2.13 pour avoir le résultat.
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Chapitre 3

Le problème de la couronne
généralisé

Le célèbre théorème de la couronne de Carleson nous dit que D est
dense dans M(H∞). Une formulation équivalente nous dit que l’idéal I =
I(f1, ..., fn) = {∑n

j=1 gjfj : gj ∈ H∞} est égal à H∞ si et seulement si∑n
j=1 |fj | ≥ δ > 0 dans D. Introduisons l’idéal

J = J(f1, . . . , fn) = {f ∈ H∞ : ∃C > 0, |f | ≤ C
n∑

j=1

|fj | dans D}.

On a clairement que I ⊆ J et le théorème de la couronne nous dit que
1 ∈ J ⇔ 1 ∈ I.

Nous pouvons alors nous demander : A-t-on toujours I = J ?

Un exemple de Rao montre que l’inclusion I ⊆ J peut être propre. En
effet, si B et C sont deux produits de Blaschke sans zéros en commun avec
infz∈D(|B(z)| + |C(z)|) = 0 alors BC ∈ J(B2, C2) mais BC /∈ I(B2, C2).
Nous allons alors essayer de trouver des conditions nécessaires et suffisantes
pour I = J .

3.1 Premiers résultats

Le premier résultat est dû à von Renteln (I-version) [Ren75] et Tolo-
konnikov (J-version) [Tol84]. Une preuve plus courte a été découverte par
Mortini dans [Mor94].

Théorème 3.1. Supposons que I soit finiment engendré et que I ou J
contienne un produit d’interpolation de Blaschke. Alors I = J .
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Le résultat suivant a été établi par Gorkin, Mortini et Nicolau dans
[GMN95].

Théorème 3.2. Supposons que f1,f2 ∈ H∞ n’ont pas de facteurs en
commun. Soient I = I(f1, f2) et J = J(f1, f2). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) I = J ;

(2) ord(I,m) = 1 pour tout m ∈ Z(I) ;

(3) I contient un produit d’interpolation de Blaschke ;

(4) J contient un produit d’interpolation de Blaschke ;

(5) |f1(z)|2 + (1− |z|2)|f ′
1(z)|+ |f2(z)|2 + (1− |z|2)|f ′

2(z)| ≥ δ > 0 pour
tout z ∈ D.

Nous connaissons donc des conditions nécessaires et suffisantes pour que
I = J dans le cas de deux générateurs. Nous allons donc nous intéresser
aux cas de plus de trois générateurs.

Question : Soit I un idéal finiment engendré d’ordre 2 tel que son
nombre minimal de générateurs est 3. A-t-on I=J ?

Remarquons que si on ôte l’hypothèse que son nombre minimal de
générateurs est 3, le résultat est faux. Il suffit de considérer l’idéal

I = I(B2, C2, C2)

avec B,C deux produits de Blaschke sans zéros en commun vérifiant
infz∈D(|B(z)|+ |C(z)|) = 0.

3.2 Nombre de générateurs

Définition 3.1. Le degré de Newman d’un produit de Carleson-Newman
Blaschke, noté par degCN (B), est l’entier naturel donné par

max{ord(B,m) : m ∈ M(H∞)}.

Le résultat suivant de Tolokonnikov fait le lien entre le degré de Newman
d’un produit fini de produits d’interpolation de Blaschke et sa factorisation.
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3.3. CONDITIONS NÉCESSAIRES RESPECTIVEMENT
SUFFISANTES POUR I = J

Théorème 3.3 ([Tol88]). Soit B un produit fini de produits d’interpolation
de Baschke. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) degCN (B) = N ;

(2) N = min{n ∈ N : B = b1...bn} où bj parcourt l’ensemble des
produits d’interpolation de Blaschke.

Enonçons un résultat de Mortini sur les idéaux finiment engendrés
d’ordre N .

Théorème 3.4 ([Mor12]). Soit I = I(f1, . . . , fm) un idéal d’ordre N dans
H∞. Alors I est engendré par N +1 produit de Carleson-Newman Blaschke
d’ordre N . De plus, soit une fonction f dans I de la forme f =

∏N
j=1Bj,

où les Bj sont des produits d’interpolation de Blaschke, alors il existe des
produits d’interpolation de Blaschke Ck,j (k = 1, . . . , N, j = 1, . . . , k) tels
que

I = I

⎛⎝ N∏
j=1

Bj , C1,1(
N−1∏
j=1

Bj), . . . , (
N−1∏
j=1

CN−1,j)B1,
N∏
j=1

CN,J

⎞⎠
Corollaire 3.5. Soit J = J(f1, ..., fn) un idéal d’ordre N dans H∞. Alors
il existe des produits d’interpolation Bj (j = 1, . . . , N) et des produits de
Carleson-Newman Blaschke Ck d’ordre k (k = 1, ..., N) tels que

J = J

⎛⎝ N∏
j=1

Bj , C1

N∏
j=2

Bj , . . . , CN−1BN , CN

⎞⎠ .

En général, nous ne pouvons pas réduire le nombre de générateurs.

Théorème 3.6 ([Mor12]). Supposons que C et D sont des produits de Bla-
schke sans zéros en commun dans D tel que I(C,D) est un idéal propre.
Soit I := I(CN , CN−1D, . . . ,DN ). Si f1, . . . , fm est un autre système de
générateurs de I alors m ≥ N + 1. Ainsi N + 1 est le nombre minimal de
générateurs pour I.

3.3 Conditions nécessaires respectivement suffi-
santes pour I = J

Enonçons tout d’abord un résultat de Mortini qui donne une condition
nécessaire pour que I soit égal à sa J-forme mais pour une certaine classe
d’idéaux.
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Théorème 3.7 ([Mor12]). Soient fj , gj ∈ H∞. Supposons que pour tout
couple (j, k) les fonctions fj et gk n’ont pas de facteurs en commun. Pour
n ∈ N∗, considérons les idéaux

In = I

⎛⎝ n∏
j=1

fj , (

n−1∏
j=1

fj)gn, ...,

n∏
j=1

gj

⎞⎠ ,

et soit Jn les J-formes associées. Soit N ≥ 2 un entier naturel. Pour que
IN = JN , il faut que Ik = Jk pour tout k ∈ {1, ..., N − 1}. De plus, I(fj , gj)
est engendré par deux produits d’interpolation de Blaschke pour tout j ∈
{1, ..., N}.

Dans le cas n = 2, Mortini a montré la proposition suivante.

Proposition 3.8 ([Mor12]). Soient B1, B2, C1, C2 des produits d’interpola-
tion de Blaschke. Alors

I(B1B2, B1C2, C1C2) = J(B1B2, B1C2, C1C2).

On a même un résultat plus fort si l’on regarde la preuve d’un peu plus
près. En effet, il suffit de supposer que B1 et C2 sont des produits d’interpo-
lation de Blaschke pour avoir que I(B1f,B1C2, gC2) = J(B1f,B1C2, gC2)
pour f, g ∈ H∞.

Question : Supposons que I est un idéal d’ordre 2 tel que I = J . Est-ce
que nécessairement I est de la forme I(B1B2, B1C2, C1C2) avec Bj , Cj des
produits d’interpolation de Blaschke ?

On voit avec la proposition précédente que I2 = J2 dès que fj , gj sont des
produits d’interpolation de Blaschke. Est-ce que cela est encore vrai pour
IN = JN (N ≥ 3) ?
La réponse est donnée de manière positive par Mortini sous des hypothèses
additionnelles.

Proposition 3.9 ([Mor12]). Pour N ≥ 3, considérons l’idéal

I = I

⎛⎝ N∏
j=1

Bj , (

N−1∏
j=1

Bj)CN , ...,

N∏
j=1

Cj

⎞⎠ ,

où Bj et Ck sont des produits d’interpolation de Blaschke sans zéros
en commun dans D et J la J-forme associée. Supposons que pour tout
k ∈ {1, ..., N − 2} les fonctions

Cj

Bj
pour j ∈ {1, ..., k} sont bornées sur

ZD(Bk+1), alors I = J .

Avec d’autres hypothèses, on peut arriver à la même conclusion.
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Proposition 3.10. Pour N ≥ 3, considérons l’idéal

I = I

⎛⎝ N∏
j=1

Bj , (

N−1∏
j=1

Bj)CN , ...,

N∏
j=1

Cj

⎞⎠ ,

où Bj et Ck sont des produits d’interpolation de Blaschke tels que

(i) ZD(Bi+1) ⊂ ZD(Ci) pour tout i ∈ {1, ..., N − 2},

(ii) Bj et Ck n’ont pas de zéros en commun dans D pour j �= k + 1,

alors I = J .

Démonstration. Soit f ∈ J . Il existe donc une constante κ > 0 telle que

|f | ≤ κ

⎛⎝∣∣∣∣∣∣
N∏
j=1

Bj

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣(
N−1∏
j=1

Bj)CN

∣∣∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣∣∣
N∏
j=1

Cj

∣∣∣∣∣∣
⎞⎠ .

• Sur Z(B1), on a |f | ≤ κ
∣∣∣∏N

j=1Cj

∣∣∣. En utilisant le fait que B1 est

un produit d’interpolation de Blaschke, nous avons qu’il existe une
fonction xN ∈ H∞ telle que f = xN

∏N
j=1Cj sur Z(B1) et en utilisant

le théorème de factorisation de Riesz, on a qu’il existe yN telle que

f = xN

N∏
j=1

Cj + yNB1.

• Sur Z(B2), on a |f | ≤ κ
∣∣∣B1
∏N

j=2Cj

∣∣∣ puisque Z(B2) ⊂ Z(C1). Ainsi
f

B1
∏N

j=2 Cj
est bornée sur Z(B2). Or

f

B1
∏N

j=2Cj

= xN
C1

B1
+

yN∏N
j=2Cj

.

Donc yN∏N
j=2 Cj

est bornée sur Z(B2). Après utilisation du fait que B2

est un produit d’interpolation de Blaschke et le théorème de Riesz
comme précédemment, il existe des fonctions xN−1, yN−1 ∈ H∞ telles
que yN = xN−1

∏N
j=2Cj + yN−1B2 et donc

f = xN

N∏
j=1

Cj + xN−1B1

N∏
j=2

Cj + yN−1B1B2.
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Soit i ∈ {1, ..., N−3}, et supposons xN , ...xN−i, yN , ..., yN−i construit comme
précédemment, c’est-à-dire

f = xN

N∏
j=1

Cj + ...+ xN−i(

i∏
j=1

Bj)(

N∏
j=i+1

Cj) + yN−i

i+1∏
j=1

Bj .

• Sur Z(Bi+2), on a |f | ≤ κ
∣∣∣(∏i+1

j=1Bj)(
∏N

j=i+2Cj)
∣∣∣. Or

f

(
∏i+1

j=1Bj)(
∏N

j=i+2Cj)
= xN

i+1∏
j=1

Cj

Bj
+xN−1

i+1∏
j=2

Cj

Bj
+...+xN−i

Ci+1

Bi+1
+

yN−i∏N
j=i+2Cj

.

Puisque Z(Bi+2) ⊂ Z(Ci+1) et f

(
∏i+1

j=1 Bj)(
∏N

j=i+2 Cj)
est bornée sur

Z(Bi+2), on a
yN−i∏N
j=i+2 Cj

qui est bornée sur Z(Bi+2). D’où il existe des

fonctions xN−i−1, yN−i−1 ∈ H∞ telles que yN−i = xN−i−1
∏N

j=i+2Cj+
yN−i−1Bi+2. Ainsi

f = xN

N∏
j=1

Cj+...+xN−i(
i∏

j=1

Bj)(
N∏

j=i+1

Cj)+xN−i−1(
i+1∏
j=1

Bj)(
N∏

j=i+2

Cj)+yN−i−1

i+2∏
j=1

Bj .

Pour i = N − 3, on obtient

f = xN

N∏
j=1

Cj + · · ·+ x2(

N−2∏
j=1

Bj)CN−1CN + y2

N−1∏
j=1

Bj .

• Sur Z(CN ), on a |f | ≤ C
∣∣∣∏N

j=1Bj

∣∣∣. De plus

f∏N
j=1Bj

= xN

∏N
j=1Cj∏N
j=1Bj

+ · · ·+ x2
CN−1CN

BN−1BN
+

y2
BN

.

Donc puisque f
∏N

j=1 Bj
est bornée sur Z(CN ), y2

BN
est bornée sur Z(CN ).

De nouveau, il existe des fonctions x1, y1 ∈ H∞ telles que y2 = x1CN+
y1BN et ainsi

f = xN

N∏
j=1

Cj + · · ·+ x1(
N−1∏
j=1

Bj)CN + y1

N∏
j=1

Bj .

On conclut donc que f ∈ I et donc I = J .

Enfin voici une généralisation de la proposition 3.9.
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Proposition 3.11. Soient N ≥ 2 et I un idéal d’ordre N , il est donc de la
forme

I = I (A0, . . . , AN )

avec pour i ∈ {1, ..., N − 1}

Ai = Ci

N∏
j=i+1

Bj , A0 =

N∏
j=1

Bj , AN = CN

et Bj des produits d’interpolation de Blaschke et Cj des produits de Carleson-
Newman Blaschke d’ordre j. Supposons que

Ak

Ai
est bornée sur ZD(Bi) pour tout i ∈ {1, ..., N − 1} et k ∈ {i+ 1, ..., N},

alors I = J .

Démonstration. Soit f ∈ J , il existe donc une constante κ > 0 telle que

|f | ≤ κ
N∑
i=0

|Ai|.

• Sur Z(BN ), on a |f | ≤ κ|AN |. Avec les mêmes arguments que dans la
proposition précédente, on a qu’il existe des fonctions xN , yN ∈ H∞

telles que f = xNAN + yNBN . En divisant par AN−1 cette égalité, on
a

f

AN−1
= xN

AN

AN−1
+

yN
CN−1

• Sur Z(BN−1), on a |f | ≤ κ(|AN−1|+ |AN |). D’où∣∣∣∣ f

AN−1

∣∣∣∣ ≤ κ(1 +

∣∣∣∣ AN

AN−1

∣∣∣∣).
Or par hypothèse AN

AN−1
est bornée sur Z(BN−1) donc on obtient que

f
AN−1

est bornée sur Z(BN−1) et ainsi
yN

CN−1
aussi. Donc il existe des

fonctions xN−1, yN−1 telles que yN = xN−1CN−1 + yN−1BN−1 et

f = xNAN + xN−1AN−1 + yN−1BN−1BN .

Soit i ∈ {1, . . . , N − 1} et supposons xN , . . . , xN−i+1, yN , . . . , yN−i+1

construit comme précédemment, c’est-à-dire

f = xNAN + xN−1AN−1 + · · ·+ xN−i+1AN−i+1 + yN−i+1BN−i+1 . . . BN .

En divisant par AN−i, on obtient

f

AN−i
= xN

AN

AN−i
+ · · ·+ xN−i+1

AN−i+1

AN−i
+

yN−i+1

CN−i
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• Sur Z(BN−i), on a |f | ≤ κ (|AN−i|+ · · ·+ |AN |). D’où∣∣∣∣ f

AN−i

∣∣∣∣ ≤ κ(1 +

∣∣∣∣AN−i+1

AN−i

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣ AN

AN−i

∣∣∣∣).
Or tous les quotients qui apparaisent dans le membre de droite de
l’inégalité sont bornés sur Z(BN−i) par hypothèse, ainsi f

AN−i
est

bornée sur Z(BN−i) et par suite
yN−i+1

CN−i
est bornée sur Z(BN−i).

Il existe donc xN−i, yN−i ∈ H∞ telles que yN−i+1 = xN−iCN−i +
yN−iBN−i et

f = xNAN + · · ·+ xN−iAN−i + yN−iBN−i . . . BN .

En conclusion, pour i = N − 1, on arrive au fait que

f = y1A0 +

N∑
i=1

xiAi

et donc f ∈ I.

Pour voir que c’est une généralisation, il suffit de prendre pour tout
i ∈ {1, . . . , N},

Bi = B̃N−i+1 et Ci =

N∏
j=N−i+1

C̃j .

Ainsi l’idéal I = I(A0, . . . , AN ) correspond à l’idéal

I

⎛⎝ N∏
j=1

B̃j , (

N−1∏
j=1

B̃j)C̃N , ...,

N∏
j=1

C̃j

⎞⎠ .

De plus, réécrivons les hypothèses

”
Ak

Ai
est bornée sur ZD(Bi) pour tout i ∈ {1, . . . , N−1} et k ∈ {i+1, . . . , N}”

à l’aide des B̃j et C̃j . On a

Ak

Ai
=

B̃1 . . . B̃N−kC̃N−k+1 . . . C̃N−i+1 . . . C̃N

B̃1 . . . B̃N−k . . . B̃N−iC̃N−i+1 . . . C̃N

=
C̃N−k+1

B̃N−k+1

. . .
C̃N−i

B̃N−i

bornée sur ZD(B̃N−i+1).

Donc pour i = N − 1, on a
C̃1

B̃1

bornée sur ZD(B̃2).

Pour i = N − 2, on a
C̃2

B̃2

et
C̃1C̃2

B̃1B̃1

bornée sur ZD(B̃3).

On remarque donc que les hypothèses de la proposition 3.9 impliquent les
hypothèses ci-dessus.
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Annexe A

Les disques
pseudohyperboliques

Dans cette partie, nous allons étudier la frontière de la réunion des
disques pseudohyperboliques

Dρ(a, δ) = {z ∈ D : ρ(z, a) ≤ δ}

avec δ fixé dans ]0, 1[, a réel parcourant [−1, 1] et ρ(z, a) =
∣∣∣ a−z
1−āz

∣∣∣.
Le disque pseudohyperbolique de centre a et de rayon δ est en fait un disque
euclidien de centre

C(a) = a
1− δ2

1− δ2a2

et de rayon

R(a) = δ
1− a2

1− δ2a2
.

Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème A.1. la frontière de l’union
⋃

a∈[−1,1]

Dρ(a, δ) est l’union de deux

courbes.
La première est la courbe, notée C, donnée par la représentation pa-
ramétrique sur [−1, 1] suivante⎧⎪⎨⎪⎩

x(a) =
a(1 + δ2)

1 + δ2a2

y(a) =
δ(1− a2)

1 + δ2a2

.

La deuxième courbe est la courbe symétrique à C par rapport à l’axe des
abscisses. Elle est donnée par la représentation paramétrique sur [−1, 1] sui-
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vante ⎧⎪⎨⎪⎩
x1(a) =

a(1 + δ2)

1 + δ2a2

y1(a) = −δ(1− a2)

1 + δ2a2

.

0 1−1

0

1

−1

δ = 1
2

Figure A.1 – Frontière des disques pseudohyperboliques

Démonstration. Pour représenter la frontière, nous allons déterminer les
points d’intersection de la frontière de Dρ(a, δ) et de la frontière de
Dρ(a + h, δ) avec h ∈ R petit que l’on fera tendre vers 0. Nous obtien-
drons alors une représentation paramétrique d’une partie de la frontière. La
justification sera mise après l’étude de cette courbe.
Ainsi, un point (x, y) ∈ ∂Dρ(a, δ) ∩ ∂Dρ(a+ h, δ) si et seulement s’il vérifie
le système suivant{

(x− C(a))2 + y2 = R(a)2

(x− C(a+ h))2 + y2 = R(a+ h)2

En retranchant la seconde ligne à la première ligne, on a

(C(a+ h)− C(a))(2x− (C(a+ h) + C(a))) = R(a)2 −R(a+ h)2

⇔ x =
1

2

(
C(a) + C(a+ h)− R(a+ h)2 −R(a)2

C(a+ h)− C(a)

)
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Si on fait tendre h → 0, on obtient

x(a) = C(a)− R′(a)R(a)

C ′(a)
,

et donc

y(a)2 = R(a)2 − (x(a)− C(a))2 = R(a)2
(
1− R′(a)2

C ′(a)2

)

⇔ y(a) = ±R(a)

√
1−
(
R′(a)
C ′(a)

)2

En remplaçant par les expressions de R, C, R′ et C ′, on a

x(a) =
a(1− δ2)

1− δ2a2
+ 2δa

1− δ2

(1− δ2a2)2
δ(1− a2)

1− δ2a2
(1− δ2a2)2

(1− δ2)(1 + δ2a2)

=
a(1− δ2)

1− δ2a2
+

2δ2(1− a2)

(1− δ2)(1 + δ2a2)

= a
(1− δ2)(1 + δ2a2) + 2δ2(1− a2)

(1− δ2a2)(1 + δ2a2)

= a
(1 + δ2)(1− δ2a2)

(1− δ2a2)(1 + δ2a2)

= a
1 + δ2

1 + a2δ2

Pour ce qui concerne y(a), calculons d’abord C ′(a)2 −R′(a)2.

C ′(a)2 −R′(a)2 =
(1− δ2)2

(1− δ2a2)4
((1 + δ2a2)2 − 4δ2a2)

= (1− δ2)2
(1− δ2a2)2

(1− δ2a2)4

=

(
1− δ2

1− δ2a2

)2

D’où

y(a) =
R(a)

C ′(a)

√
C ′(a)2 −R′(a)2

=

δ(1−a2)
1−δ2a2

(1−δ2)(1+δ2a2)
(1−δ2a2)2

1− δ2

1− δ2a2

=
δ(1− a2)

1 + δ2a2
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On obtient donc une courbe paramétrée donnée par{
x(a) = a(1+δ2)

1+δ2a2

y(a) = δ(1−a2)
1+δ2a2

.

On trouve pour les dérivées premières

x′(a) = (1 + δ2)
1− δ2a2

(1 + δ2a2)2
> 0

et

y′(a) = −2δa
1 + δ2

(1 + δ2a2)2

qui est du signe de a. De plus, le quotient y′/x′ est donné par

y′

x′
(a) = − 2δa

1− δ2a2
.

On conclut que la pente est décroissante puisque la dérivée de y′
x′ vaut

−2δ 1+δ2a2

(1−δ2a2)2
< 0 et qu’elle vaut − 2δ

1−δ2
en 1.

Il nous reste à justifier que cette courbe représente bien la frontière
de l’union des disques hyperboliques.

Tout d’abord, par symétrie nous considérerons seulement le cas a ∈ [0, 1].
Le point P de coordonnées (x(a), y(a)) est bien sur la frontière du disque
Dρ(a, δ). Mais montrons qu’il est à l’extérieur de tous les autres disques
Dρ(b, δ) avec b ∈ [0, 1] \ a. Cette assertion est vraie si et seulement si

(x(a)− C(b))2 + y(a)2 > R(b)2

⇔
(
a(1 + δ2)

1 + δ2a2
− b(1− δ2)

1− δ2b2

)2

+
δ2(1− a2)2

(1 + δ2a2)2
>

δ2(1− b2)2

(1− δ2b2)2

⇔ a2(1 + δ2)2 + δ2(1− a2)2

(1 + δ2a2)
+

b2(1− δ2)2 − δ2(1− b2)2)

(1− δ2b2)2
>

2ab(1− δ4)

(1 + δ2a2)(1− δ2b2)

⇔ δ2 + a2

1 + δ2a2
+

b2 − δ2

(1− δ2b2)
>

2ab(1− δ4)

(1 + δ2a2)(1− δ2b2)

⇔ (δ2 + a2)(1− δ2b2) + (b2 − δ2)(1 + δ2a2) > 2ab(1− δ4)

⇔ a2 + b2 − δ4(a2 + b2) > 2ab(1− δ4)

⇔ (a− b)2 > 0.

Ceci étant vrai, il reste à montrer que si on prend un point qui n’est pas
sur cette courbe, alors il est soit à l’extérieur de l’union des disques hyper-
boliques, soit à l’intérieur. Plaçons nous dans le premiers cas et prenons un
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point M(s, t), avec s ∈ [0, 1], qui est au-dessus de la courbe. Puisque l’ap-
plication x est bijective, il existe a ∈ [0, 1] tel que s = x(a). Ainsi t > y(a).
D’où, pour tout b ∈ [0, 1], M /∈ Dρ(b, δ) car

(s− C(b))2 + t2 = (x(a)− C(b))2 + t2 > (x(a)− C(b))2 + y(a)2 ≥ R(b)2.

La dernière inégalité découle de l’équivalence ci-dessus. D’autre part, si on
prend un point M(s, t), avec t > 0, qui est en-dessous de la courbe. De
la même manière, il existe a ∈ [0, 1] tel que s = x(a). Ainsi t < y(a) et
M ∈ Dρ(a, δ) \ ∂Dρ(a, δ).

Regardons ce que cela donne pour trois valeurs de delta différentes.

Exemple 1 : Avec δ = 1
4 .

0 1−1

0

1

−1

68



Annexe A. LES DISQUES PSEUDOHYPERBOLIQUES

Exemple 2 : Avec δ = 1
2 .

0 1−1

0

1

−1

Exemple 3 : Avec δ = 5
6 .

0 1−1

0

1

−1
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Théorème A.2. La courbe C vérifie les propriétés suivantes :

(i) Elle est concave.

(ii) La longueur de C est L := 21+δ2

δ arctan δ.

(iii) L’aire sous la courbe de C vaut A := 2
(
1+δ2

2δ

)2
arctan δ − 1−δ2

2δ .

Démonstration. Le premier point découle du fait que la pente est
décroissante et que l’on a bien x qui est croissant.

Pour les deuxième point, nous devons calculer

L =

∫ 1

−1

√
x′(a)2 + y′(a)2da = 2

∫ 1

0

√
x′(a)2 + y′(a)2da.

Or

x′(a)2 + y′(a)2 =
(1 + δ2)2

(1 + δ2a2)4
((1− δ2a2)2 + 4δ2a2) =

(
1 + δ2

1 + δ2a2

)2

.

D’où

L = 2

∫ 1

0

1 + δ2

1 + δ2a2
da

= 2(1 + δ2)

∫ 1

0

1

1 + δ2a2
da

= 2
1 + δ2

δ
[arctan(δa)]10

= 2
1 + δ2

δ
arctan δ

Enfin pour le dernier point, nous devons calculer A = 2
∫ 1
0 y(x−1(s))ds. En

faisant le changement de variable s = x(a), on obtient

A = 2

∫ 1

0
y(a)x′(a)da = 2δ(1 + δ2)

∫ 1

0

(1− a2)(1− δ2a2)

(1 + δ2a2)3
da.

La décomposition en élément simple nous donne

(1− a2)(1− δ2a2)

(1 + δ2a2)3
=

1

δ2

(
1

1 + δ2a2
− (3 + δ2)

1

(1 + δ2a2)2
+ 2(1 + δ2)

1

(1 + δ2a2)3

)
.

Nous avons donc trois intégrales à calculer

I1 =

∫ 1

0

1

1 + δ2a2
da, I2 =

∫ 1

0

1

(1 + δ2a2)2
da, I3 =

∫ 1

0

1

(1 + δ2a2)3
da.
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Comme nous l’avons déjà vu précédemment, I1 = arctan δ
δ . Pour obtenir I2,

il faut intégrer par partie I1.

I1 =

∫ 1

0

1

1 + δ2a2
da =

[
a

1 + δ2a2

]1
0

+

∫ 1

0

2δ2a2

(1 + δ2a2)2
da

=
1

1 + δ2
+ 2I1 − 2I2

Par suite,

I2 =
1

2(1 + δ2)
+

arctan δ

2δ
.

De même, pour I3, on intègre par partie I2.

I2 =

∫ 1

0

1

(1 + δ2a2)2
da =

[
a

(1 + δ2a2)2

]1
0

+

∫ 1

0

4δ2a2

(1 + δ2a2)3
da

=
1

(1 + δ2)2
+ 4I2 − 4I3

D’où

I3 =
1

4(1 + δ2)2
+

3

8(1 + δ2)
+

3

8δ
arctan δ.

On en déduit donc la valeur de A.

A = 2
1 + δ2

δ
I1 − 2

(3 + δ2)(1 + δ2)

δ
I2 +

4(1 + δ2)2

δ
I3

= 2

(
1 + δ2

δ2
− (3 + δ2)(1 + δ2)

2δ2
+

3(1 + δ2)2

4δ2

)
arctan δ +

(
1

δ
+

3(1 + δ2)

2δ
− 3 + δ2

δ

)
= 2

(
4(1 + δ2)− 2(1 + δ2)(3 + δ2) + 3(1 + δ2)2

4δ2

)
arctan δ − 1− δ2

2δ

= 2
1 + δ2

4δ2
(4− 2(3 + δ2) + 3(1 + δ2)) arctan δ − 1− δ2

2δ

= 2

(
1 + δ2

2δ

)2

arctan δ − 1− δ2

2δ

En observant les graphiques et en regardant le cas particulier δ = 1, on
peut se demander si la courbe C n’est pas un arc de cercle. La réponse est
donnée par la proposition suivante.

Théorème A.3. La courbe C est un arc du cercle de centre
(
0,−1−δ2

2δ

)
et

de rayon 1+δ2

2δ .
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Démonstration. Si cette courbe est un arc de cercle, alors le centre du cercle
aura pour coordonnées (0,−c) avec c ≥ 0. Cette assertion est dû au fait que
le cercle passerait par les points (1, 0) et (−1, 0) (par symétrie). Donc

x(a)2 + (y(a) + c)2 =
a2(1 + δ2) + (δ(1− a2) + c(1 + δ2a2))2

(1 + δ2a2)2

=
a2(1 + δ2) + δ2(1− a2)2 + c2(1 + δ2a2)2 + 2δc(1− a2)(1 + δ2a2)

(1 + δ2a2)2
.

Or a2(1 + δ2) + δ2(1− a2)2 = (δ2 + a2)(1 + δ2a2). Donc

x(a)2 + (y(a) + c)2 =
(δ2 + a2) + c2(1 + δ2a2) + 2δc(1− a2)

1 + δ2a2

=
(c2 + 2δc+ δ2) + (δ2c2 − 2δc+ 1)a2

1 + δ2a2

Comme le rayon r et le centre c doivent être indépendant de a, il faudrait
qu’il existe c tel que {

c2 + 2δc+ δ2 = r2

δ2c2 − 2δc+ 1 = δ2r2

En multipliant la première ligne par δ2 et en lui retranchant la deuxième,
on obtient

2δ3c+ 2δc+ δ4 − 1 = 0

⇔ 2δc(δ2 + 1) = 1− δ4

⇔ c =
1− δ2

2δ

Et on en déduit que r2 = 1 + c2 =
(
1+δ2

2δ

)2
. D’où la proposition.

δ

−1−δ2

2δ

0 1−1

θ
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Remarque : On retrouve alors les résultats sur la longueur d’arc L et l’aire
A à l’aide de la géométrie élémentaire sur les cercles. En effet, on appelle θ
l’angle formé par les points (0, δ), (0,−1−δ2

2δ ) et (1, 0). Alors θ
2 = arctan δ et

de plus L = 2rθ = 4r arctan δ et A = r2θ − c = 2r2 arctan δ − c.

Dans l’article [Mor12], Mortini a introduit la notion de n-châınes afin
de prouver un résultat de structure sur les δ-voisinages de l’ensemble des
zéros du produit de Carleson-Newman Blaschke. Rappelons cette définition
et la proposition.

Définition A.1. Soient n ∈ N∗ et D1, . . . , Dn des disques pseudohyper-
boliques fermés dans D. Alors l’ensemble {D1, . . . , Dn} est appelée une n-
châıne si

⋃n
j=1Dj est connexe.

Il a alors démontré la proposition suivante.

Proposition A.4. Soit B un produit de Carleson-Newman Blaschke d’ordre
N avec pour zéros (zj). Alors il existe δ0 tel que pour tout 0 < δ ≤ δ0
l’ensemble

⋃
j Dρ(zj , δ) est une union de n-châınes deux à deux disjointes

avec n ∈ {1, . . . , N} et de plus, il existe η > 0 tel que

|B| ≥ η sur D \
⋃
j

Dρ(zj , δ).

On va alors caractériser les n-chaines adjacentes.

Proposition A.5. Soient δ ∈]0, 1[ et des réels {x1, . . . , xn} de [δ, 1[
vérifiant x1 = δ et xj+1 > xj. Alors l’ensemble {Dρ(x1, δ), . . . , Dρ(xn, δ)}
est une n-châıne adjacente extérieurement si et seulement si pour tout

j ∈ {1, . . . , n−1}, on a xj+1 = f2(xj) où f2(x) = f ◦f(x) et f(x) = x+ δ

1 + δx
.

Démonstration. Nous savons que le disque pseudohyperbolique Dρ(xj , δ)

est un disque euclidien de centre C(xj) =
xj(1− δ2)

1− δ2x2j
et de rayon

R(xj) =
δ(1− x2j )

1− δ2x2j
. Ainsi les disques Dρ(xj , δ) et Dρ(xj+1, δ) sont adjacents

extérieurement si et seulement si

R(xj) +R(xj+1) = C(xj+1)− C(xj)

⇔ δ

[
(1− x2j )

1− δ2x2j
+

(1− x2j+1)

1− δ2x2j+1

]
= (1− δ2)

[
xj+1

1− δ2x2j+1

− xj
1− δ2x2j

]

Après réduction au même dénominateur et regroupement de certains termes,
nous arrivons à l’équation

x2j+1Axj ,δ + xj+1Bxj ,δ + Cxj ,δ = 0,
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avec ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Axj ,δ = δ
(
2δ2x2j − δxj(1− δ2)− (1 + δ2)

)
= δ
(
2δxj(δxj − 1) + δxj(1 + δ2)− (1 + δ2)

)
= δ(δxj − 1)(2δxj + δ2 + 1)

Bxj ,δ = (1− δ2)(δ2x2j − 1)

Cxj ,δ = δ(2− δx2j (δ
2 + 1)) + (1− δ2)xj

.

Le discriminant de cette équation du second degré vaut alors

B2
xj ,δ

− 4Axj ,δCxj ,δ

=(δxj − 1)2
[
(1− δ2)2(δxj + 1)2 − 4(2δxj + δ2 + 1)(Cxj ,δ)

]
=(δxj − 1)2(δxj(δ

2 + 3) + 3δ2 + 1)2

Le discriminant étant strictement positif, on a deux racines. Comme Axj ,δ <
0 et Cxj ,δ > 0, les deux racines sont de signes opposées. Celle qui nous
intéresse est celle qui est positive. D’où

xj+1 =
−(1− δ2)(δ2x2j − 1) + (δxj − 1)(δxj(δ

2 + 3) + 3δ2 + 1)

2δ(δxj − 1)(2δxj + δ2 + 1)

=
−(1− δ2)(δxj + 1) + (δxj(δ

2 + 3) + 3δ2 + 1)

2δ(2δxj + δ2 + 1)

=
xj(δ

2 + 1) + 2δ

2δxj + δ2 + 1

=
(xj + δ) + δ(1 + δxj)

(1 + δxj) + δ(δxj + δ)

=
f(xj) + δ

1 + δf(xj)

= f2(xj)
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Les zéros mélangeant

Dans [Mor12], Mortini s’est intéressé à une procédure qui consiste à
mélanger les zéros des facteurs engendrant un certain idéal et se demandait
si les nouveaux facteurs obtenus engendrent toujours le même idéal. Il a
ainsi obtenu les deux propositions suivantes.

Proposition B.1. Pour j ∈ {1, 2}, soient bj et b∗j des produits d’interpola-
tion de Blaschke vérifiant bj = bj,1bj,2 et b∗j = b1,jb2,j. Alors

I(b1, b2) = I(b∗1, b
∗
2).

Ce qui revient à prendre pour bj (respectivement b∗j ) les lignes (respec-
tivement les colonnes) de la matrice( )

b1,1 b1,2 → b1
b2,1 b2,2 → b2
↓ ↓
b∗1 b∗2

Voici la deuxième proposition similaire avec trois générateurs.

Proposition B.2. Pour j ∈ {1, 2, 3}, soient bj et b∗j des produits d’interpo-
lation de Blaschke vérifiant bj = bj,1bj,2bj,3 et b∗j = b1,jb2,jb3,j. Alors

I(b1, b2, b3) = I(b∗1, b
∗
2, b

∗
3).

Il pensait alors que le résultat se généralisait à un nombre n ≥ 4 de
générateurs. La réponse est donnée positivement par la proposition suivante.

Proposition B.3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Pour j ∈
{1, . . . , n}, soient bj et b∗j des produits d’interpolation de Blaschke vérifiant

bj =

n∏
i=1

bj,i et b
∗
j =

n∏
i=1

bi,j. Alors

I(b1, . . . , bn) = I(b∗1, . . . , b
∗
n).
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Démonstration. Pour démontrer ce résultat, nous allons introduire quelques
notations :

- Pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, on note bi,j

̂

:=
n∏

k=1
k �=j

bi,k. On enlève le terme

bi,j dans bi.

- Pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, on note b∗i,j

̂

:=

n∏
k=1
k �=i

bk,j . On enlève le terme

bi,j dans b∗j .
Nous avons alors les deux propriétés suivantes :

∀i, j ∈ {1, . . . , n}, bi = bi,j

̂

bi,j et b∗j = b∗i,j

̂

bi,j .

Nous voulons montrer dans un premier temps que I(b∗1, . . . , b∗n) ⊂
I(b1, . . . , bn).

Puisque pour tout j ∈ {1, . . . , n}, les produits b∗1,j

̂

, . . . , b∗n,j

̂

n’ont pas de

zéros en commun sur le spectre de H∞, nous avons I(b∗1,j

̂

, . . . , b∗n,j

̂

) = H∞.
Ainsi, nous pouvons écrire 1 de n-façons différentes. Donc

∀j ∈ {1, . . . , n}, 1 =
n∑

i=1

xi,jb
∗
i,j

̂
Maintenant écrivons la chose suivante

∀k ∈ {1, . . . , n}, b∗k = b∗k × 1× · · · × 1︸ ︷︷ ︸
nfois

,

où 1 est écrit des n-façons différentes écrites ci-dessus. Le produit 1× · · · × 1︸ ︷︷ ︸
nfois

va donner nn termes. Pour écrire le résultat de manière simplifiée, introdui-
sons l’ensemble En des applications de {1, . . . , n} dans {1, . . . , n}. Alors

∀k ∈ {1, . . . , n}, b∗k = b∗k×1× · · · × 1︸ ︷︷ ︸
nfois

=
∑
σ∈En

b∗k

⎛⎝ n∏
j=1

b∗σ(j),j

̂⎞⎠⎛⎝ n∏
j=1

xσ(j),j

⎞⎠ .

Posons pour tout k ∈ {1, . . . , n} et σ ∈ En, Δk,σ = b∗k
∏n

j=1 b
∗
σ(j),j

̂

et

montrons que Δk,σ ∈ I(b1, . . . , bn).

Pour cela, nous allons distinguer deux cas :
Cas 1) Si σ est une bijection de {1, . . . , n} dans {1, . . . , n},
Cas 2) si σ n’est pas une bijection de {1, . . . , n} dans {1, . . . , n}, ce qui
est équivalent au fait que σ n’est pas surjective.
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Cas 1) :
Soit σ une bijection de {1, . . . , n} dans {1, . . . , n}. Alors

n∏
j=1

b∗σ(j),j

̂

=
n∏

j=1

bσ(j),j

̂

.

En effet,
n∏

j=1

b∗σ(j),j

̂

=
n∏

j=1

n∏
k′=1

k′ �=σ(j)

bk′,j =
n∏

j=1

n∏
k=1
k �=j

bσ(k),j ,

la dernière égalité étant obtenue en posant k = σ−1(k′), et

n∏
j=1

bσ(j),j

̂

=

n∏
j=1

n∏
k=1
k �=j

bσ(j),k.

Notons ai,j = bi,j si i �= σ(j) et sinon aσ(j),j = 1. Alors

n∏
j=1

b∗σ(j),j

̂

=
n∏

j=1

n∏
k=1

aσ(k),j =
n∏

k=1

n∏
j=1

aσ(k),j

et
n∏

j=1

bσ(j),j

̂

=

n∏
j=1

n∏
k=1

aσ(j),k =

n∏
j=1

b∗σ(j),j

̂

On en déduit que pour tout k ∈ {1, . . . , n} et pour toute bijection σ de
{1, . . . , n} dans {1, . . . , n}, on a

Δk,σ = b∗k
n∏

j=1

b∗σ(j),j

̂

= b∗k
n∏

j=1

bσ(j),j

̂

= b∗kbσ(k),k

̂

n∏
j=1
j �=k

b∗σ(j),j

̂

= b∗σ(k),k

̂

bσ(k),kbσ(k),k

̂

n∏
j=1
j �=k

b∗σ(j),j

̂

= bσ(k)

⎛⎜⎜⎝b∗σ(k),k

̂

n∏
j=1
j �=k

b∗σ(j),j

̂

⎞⎟⎟⎠ ∈ I(bσ(k)) ⊂ I(b1, . . . , bn)
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Cas 2) :
Si σ n’est pas surjective, alors il existe i0 ∈ {1, . . . , n} tel que σ(j) �= i0 pour
tout j ∈ {1, . . . , n}. Ainsi

n∏
j=1

b∗σ(j),j

̂

=
n∏

j=1

n∏
k=1

k �=σ(j)

bk,j

=

n∏
j=1

⎛⎜⎜⎝bi0,j

n∏
k=1

k �=σ(j),i0

bk,j

⎞⎟⎟⎠
=

⎛⎝ n∏
j=1

bi0,j

⎞⎠ n∏
j=1

n∏
k=1

k �=σ(j),i0

bk,j

= bi0

n∏
j=1

n∏
k=1

k �=σ(j),i0

bk,j ∈ I(bi0) ⊂ I(b1, . . . , bn)

Dans les deux cas Δk,σ ∈ I(b1, . . . , bn). Par suite, pour tout k ∈ {1, . . . , n},
b∗k ∈ I(b1, . . . , bn) et ainsi

I(b∗1, . . . , b
∗
n) ⊂ I(b1, . . . , bn).

On montre de la même façon l’autre inclusion en échangeant b∗j et bj . D’où

I(b1, . . . , bn) = I(b∗1, . . . , b
∗
n).
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Ensemble d’unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Ensemble interpolant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Extension de Tietze τ -invariante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
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Inversibilité d’un n-uplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Involution topologique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37

M
Mesure représentative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

O
Ordre d’une famille d’ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

P
Partie de Gleason . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
Produit d’interpolation de Blaschke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Produit d’interpolation de Blaschke de Marshall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Produit de Blaschke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Produit de Carleson-Newman Blaschke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Puissance faible d’un produit d’interpolation de Blaschke . . . . . . . . . . . . . . . 17

R
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