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Introduction

A. Ce travail a pour objet l’étude des processus croissants pour l’ordre convexe,
connus aussi sous le nom de "Peacocks" (voir [HPRY11]). Le mot "peacock" est
issu de l’abréviation P.C.O.C (qui en anglais se prononce "peacock") du terme
Processus Croissant pour Ordre convexe. Notons qu’en anglais "peacock" signifie
paon. De même que les auteurs de ([HPRY11]), nous désignons sous le nom de
"peacock" tout processus à valeurs réelles qui croît pour l’ordre convexe. Plus
précisément :

Définition 0.1. On appelle peacock un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles,
intégrable, i.e.

∀ t > 0, E[|Xt|] <∞,

et tel que pour toute fonction convexe ψ : R→ R :

t ∈ R+ 7→ E[ψ(Xt)] ∈]−∞,+∞] est une fonction croissante.

Remarquons que la définition 0.1 ne fait intervenir que les marginales uni-
dimensionnelles du processus X. Nous aurons donc recours alternativement à la
définition ci-après :

Définition 0.2. Une famille de mesures de probabilité (µt, t ≥ 0) sur R est un
peacock si elle est intégrable, i.e.

∫
|x|µt(dx) <∞

et si, pour toute fonction convexe ψ : R→ R,

t ∈ R+ 7→
∫
ψ(x)µt(dx) ∈]−∞,+∞] est une fonction croissante.

La notion de peacock est liée à celle (apparemment différente) de 1-martingale.

Définition 0.3.

1) Deux processus (Xt, t ≥ 0) et (Yt, t ≥ 0) (éventuellement définis sur des espaces
de probabilité différents) sont dits associés si

∀ t ≥ 0, Xt
(loi)
= Yt.

v



Introduction

2) Un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est une 1-martingale s’il existe une
martingale (Mt, t ≥ 0) associée à X.

3) Une famille de mesures de probabilité (µt, t ≥ 0) sur R est une 1-martingale s’il
existe une martingale (Mt, t ≥ 0) telle que, pour tout t ≥ 0, µt est la loi de Mt .

Notons que si (Xt, t ≥ 0) est un peacock, E[Xt] ne dépend pas de t.
En fait, un théorème célèbre de Kellerer [Kel72] établit l’équivalence des notions
de peacock et de 1-martingale.

Théorème 0.4. ( Kellerer [Kel72])
Un processus à valeurs réelles (Xt, t ≥ 0) est un peacock si et seulement si c’est
une 1-martingale.

La preuve proposée par Kellerer n’étant pas constructive, il est naturel d’exhi-
ber des peacocks et de construire aussi explicitement que possible une (ou plu-
sieurs) martingales associées. Cette question a été largement développée dans
[HPRY11], où les auteurs proposent une grande classe de peacocks tout en construi-
sant, pour beaucoup d’entre eux une (ou plusieurs) martingales associées. Notre
travail complète les résultats obtenus dans [HPRY11].
L’un des exemples importants de peacock est dû à Carr-Ewald-Xiao [CEX08]. Ces
auteurs montrent en effet que, si (Bs, s ≥ 0) est un mouvement brownien issu de
0, alors (

Nt :=
1

t

∫ t

0

eBs− s
2ds, t ≥ 0

)
est un peacock. (0.1)

D’autre part, Baker-Yor [BY09] ont construit une martingale associée à ce peacock
en utilisant le drap brownien.
Comme autres exemples de peacocks, nous avons (voir [HPRY11]) :

(
X

(1)
t :=

∫ t

0

Bs ds, t ≥ 0

)
et

(
X

(2)
t :=

1

t

∫ t

0

Bs ds, t ≥ 0

)
,

où (Bs, s ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.
On vérifie aisément que X

(1) et X(2) sont des processus gaussiens centrés, à varia-
tion bornée, et sont respectivement associés aux martingales :

(
M

(1)
t := Bt3/3, t ≥ 0

)
et
(
M

(2)
t := Bt/3, t ≥ 0

)
.

B. La propriété de monotonie conditionnelle.
Nous utilisons la notion de monotonie conditionnelle pour construire plusieurs

classes de peacocks. On dit qu’un processus (Xλ, λ ≥ 0) à valeurs réelles est
conditionnellement monotone si, pour tout n ∈ N∗, tout i ∈ {1, · · · , n}, tout
0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction borélienne bornée φ : Rn → R croissante en
chacun de ses arguments :

z 7−→ E[φ(Xλ1 , Xλ2, · · · , Xλn)|Xλi
= z] est une fonction croissante. (MC)

vi



Introduction

Notons que "M.C" est l’abréviation de "Monotonie Conditionnelle". Nous men-
tionnons aussi que la notion de monotonie conditionnelle est définie dans [HPRY11]
et qu’elle apparaît sous une forme légèrement différente dans [SS94] et [SS07].
L’utilisation de la monotonie conditionnelle permet de généraliser (0.1) dans deux
directions :
1) Les peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive fi-
nie.
Notons qu’ après le changement de variable s = tλ dans (0.1),

Nt :=

∫ 1

0

eBtλ− tλ
2 dλ

(loi)
=

∫ 1

0

e
√
tBλ− tλ

2 dλ.

Ainsi : (
At :=

∫ ∞

0

e
√
tBλ

E
[
e
√
tBλ

]1[0,1](λ)dλ, t ≥ 0

)
est un peacock. (0.2)

Dans le Chapitre 1, nous généralisons (0.1) en donnant des conditions suffisantes
sur le processus X = (Xλ, λ ≥ 0) pour que, pour toute mesure positive finie ν sur
R+, (

A
(ν)
t :=

∫ ∞

0

etXλ

E [etXλ ]
ν(dλ), t ≥ 0

)
soit un peacock. (0.3)

Nous montrons par exemple que si X est conditionnellement monotone, alors (0.3)
est satisfaite. L’intérêt de ce résultat est qu’il existe de nombreux processus de Mar-
kov qui possèdent la propriété de monotonie conditionnelle. En particulier, nous
prouvons que les processus "bien-réversibles" à temps fixe sont conditionnellement
monotones (cf. Théorème 1.14).
2) Les peacocks obtenus par centrage et par normalisation.
Définissons :

Vt :=

∫ t

0

eBs− s
2ds,

de sorte que

Nt =
Vt

E[Vt]
.

Une autre façon de généraliser (0.1) consiste donc à chercher des processus (Vt, t ≥
0) tels que (

Nt :=
Vt

E[Vt]
, t ≥ 0

)
soit un peacock. (0.4)

Définissons par ailleurs (Ct := Vt − E[Vt], t ≥ 0). Ce processus étant d’espérance
constante (égale à 0), il est naturel (puisque l’espérance d’un peacock ne dépend
pas de t) de chercher des processus (Vt, t ≥ 0) tels que (Ct, t ≥ 0) soit un peacock.
Voici les deux principaux résultats que nous obtenons :
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i) Si (Xt, t ≥ 0) est un processus conditionnellement monotone et continu à
droite, q : R+ × R → R+ une fonction continue telle que, pour tout s ≥ 0,
x 7−→ q(s, x) est continue et E[q(s,Xs)] > 0, et si θ : R+ → R∗+ est convexe
et croissante, alors, sous certaines conditions d’intégrabilité,

(
Ct := θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h(t), t ≥ 0

)
est un peacock, (0.5)

où

h(t) := E

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
(cf. Théorème 1.39).

ii) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus conditionnellement monotone, à valeurs dans
un intervalle I, et solution de l’EDS

Yt = x0 +

∫ t

0

σ(s, Ys)dBs +

∫ t

0

b(s, Ys)ds,

où σ, b : R+×R→ R sont lipschitziennes en x, uniformément sur les compacts
en s. Soit As l’opérateur espace-temps défini par :

As :=
∂

∂s
+
1

2
σ2(s, x)

∂2

∂x2
+ b(s, x)

∂

∂x
. (0.6)

Soit q : R+ × I → R+ une fonction strictement positive de classe C2 telle
que :

(a) pour tout s ≥ 0, les fonctions qs : x ∈ I 7→ q(s, x) et

fs : x ∈ I 7→
Asq(s, x)

q(s, x)
(0.7)

sont croissantes.

(b)

(
Zt := q(t, Xt)− q(0, x0)−

∫ t

0

Asq(s,Xs)ds, t ≥ 0

)
est une martin-

gale.

Alors, pour toute mesure de Radon positive ν sur R+ (cf. Théorème 1.43) :


Nt :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0


 est un peacock. (0.8)

C. Peacocks forts et Peacocks très forts.
Au Chapitre 2, nous définissons les notions de peacock fort et de peacock très

fort. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus intégrable à valeurs réelles.
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i) On dit que (Xt, t ≥ 0) est un peacock fort si, pour tous 0 ≤ s < t et toute
fonction croissante et bornée φ : R→ R :

E[φ(Xs)(Xt −Xs)] ≥ 0.

ii) On dit que (Xt, t ≥ 0) est un peacock très fort si, pour tout n ∈ N∗, tout
0 ≤ t1 < · · · < tn < tn+1 et toute fonction φ : Rn → R bornée et croissante
en chacun de ses arguments :

E[φ(Xt1 , · · · , Xtn)(Xtn+1 −Xtn)] ≥ 0.

Notons que toute martingale est un peacock fort et un peacock très fort.
Cette notion de peacock très fort va nous être utile pour exhiber de nouvelles
classes de peacocks généralisant (0.1). Observons que si (Bt, t ≥ 0) est un mouve-
ment brownien standard issu de 0, alors (Xt := eBt− t

2 , t ≥ 0) est une martingale,
donc, en particulier, un peacock très fort. Nous montrons que si (Xt, t ≥ 0) est un
peacock très fort, continu à droite, et tel que pour tout t ≥ 0 :

E

[
sup
s∈[0,t]

|Xs|
]
<∞,

alors, pour toute fonction continue à droite et strictement croissante α : R+ → R+

telle que α(0) = 0 (cf. Théorème 2.13),

(
Qt :=

1

α(t)

∫ t

0

Xs dα(s), t ≥ 0

)
est un peacock. (0.9)

Nous en déduisons également un analogue de (0.8). Nous prouvons en effet que si
(Xt, t ≥ 0) est un processus à valeurs dans R, continu à droite, et si q : R+×R→
R+ est une fonction continue et strictement positive telle que :

•
(

q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
, t ≥ 0

)
est un peacock très fort,

et, pour tout t ≥ 0,

• E

[
sup
0≤s≤t

q(s,Xs)

]
<∞ et inf

0≤s≤t
E[q(s,Xs)] > 0,

alors, pour toute mesure de Radon positive ν sur R+ (cf. Théorème 2.15),


N

ν
t :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0


 est un peacock.
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Introduction

Nous terminons ce chapitre par un résultat de comparaison des lois multidimen-
sionnelles de peacocks ayant les mêmes marginales unidimensionnelles.
Les Chapitres 1 et 2 sont extraits des deux articles "Some examples of peacocks
in a Markovian set-up" [BPR12a] et "Peacocks obtained by normalisation : strong
and very strong peacocks" [BPR12b], écrits en collaboration avec C. Profeta et B.
Roynette.

D. Notion de Positivité totale.
Nous introduisons au Chapitre 3 la notion de positivité totale qui intervient

dans plusieurs branches des Mathématiques dont l’algèbre linéaire, la théorie des
équations aux dérivées partielles, les statistiques et la théorie des probabilités. En
théorie des probabilités par exemple, elle est liée à des notions comme la crois-
sance pour l’ordre stochastique (resp. convexe), l’ergodicité, et la continuité des
trajectoires pour les processus de Markov. Nous nous intéressons ici à la classe des
processus de Markov à noyaux de transition totalement positifs. Suivant la termi-
nologie utilisée par Karlin [Ka64], on dira que la fonction de transition Ps,t(x, dy)
d’un processus de Markov (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans un intervalle I de R est to-
talement positive d’ordre 2 (TP2) si, pour tous 0 ≤ s < t, tous x1 < x2, et pour
tous boréliens E1 < E2 de I (i.e. y1 < y2 pour tous y1 ∈ E1, y2 ∈ E2),

det




Ps,t(x1, E1) Ps,t(x1, E2)

Ps,t(x2, E1) Ps,t(x2, E2)


 ≥ 0. (TP2)

Notons que si Ps,t(x, dy) est absolument continue (par rapport à la mesure de
Lebesgue), i.e. Ps,t(x, dy) = ps,t(x, y)dy, alors (TP2) équivaut à :

det




ps,t(x1, y1) ps,t(x1, y2)

ps,t(x2, y1) ps,t(x2, y2)


 ≥ 0.

Parmi les processus à noyaux de transition TP2 on trouve les processus à accrois-
sements indépendants et log-concaves, les processus de naissance et de mort, et les
diffusions homogènes. Les processus de Markov dont la fonction de transition est
TP2 satisfont une propriété de monotonie plus forte que l’hypothèse de monotonie
conditionnelle (MC). En effet :

Théorème 0.5. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus de Markov ayant une fonction de
transition TP2 et absolument continue (par rapport à la mesure de Lebesgue). Soit
(fk : I → R+, k ∈ N∗) une famille de fonctions continues et strictement positives
telles que : pour tout x ∈ R, tout d ∈ N∗ et tous 0 ≤ η1 < · · · < ηd :

Ex

[
d∏

k=1

fk(Xηk)

]
<∞.
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Alors, pour tout n ≥ 2, tout i ∈ {1, · · · , n}, tout 0 < λ1 < · · · < λn et toute
fonction borélienne bornée φ : In → R croissante (resp. décroissante) en chacun
de ses arguments :

z ∈ I 7−→ Kx,i(n, z) :=

Ex

[
φ(Xλ1 , · · · , Xλn)

n∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
n∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

est une fonction croissante (resp. décroissante).





(MCG)

Notons que "M.C.G" est l’abréviation de "Monotonie Conditionnelle Généralisée".
Le Théorème 0.5 est l’outil fondamental pour montrer que certains processus

sont des peacocks. Plus précisément :
Observons d’abord que si fk = 1 pour tout k, on obtient la condition (MC),
ce qui permet d’élargir de façon non négligeable les classes de peacocks étudiées
au Chapitre 1. D’autre part, nous montrons (grâce à (MCG)) que si ((Xt, t ≥
0); (Px, x ∈ I)) est un processus de Markov à valeurs dans I, ayant une fonction
de transition TP2 et absolument continue (par rapport à la mesure de Lebesgue),
et si ν est une mesure de Radon positive sur R+ telle que, pour tout x ∈ I :

Ex

[
exp

(
ν([0, t]) sup

0≤s≤t
Xs

)]
<∞,

et

Ex

[
exp

(
ν([0, t]) inf

0≤s≤t
Xs

)]
> 0,

alors, pour tout x ∈ I (cf. Théorème 3.60),

Nt :=

exp

(∫ t

0

Xs ν(ds)

)

Ex

[
exp

(∫ t

0

Xs ν(ds)

)] , t ≥ 0


 est un peacock. (0.10)

L’utilisation de la notion de positivité totale pour l’étude des peacocks est nou-
velle. Cependant, pour beaucoup de ces peacocks, construire une martingale asso-
ciée reste une question ouverte.

E. Quelques martingales associées à des peacocks précédem-
ment décrits.

Le chapitre 4 est réservé à la construction de martingales associées à des pea-
cocks obtenus aux chapitres précédents. Pour cela, nous utilisons la notion de
plongement de Skorokhod :
Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock, et soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0.
Supposons qu’il existe une famille (Tt, t ≥ 0) de temps d’arrêt telle que :
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i) pour tout t ≥ 0, BTt

(loi)
= Xt, et (Bu∧Tt , u ≥ 0) est uniformément intégrable,

ii) la fonction t 7−→ Tt est p.s. croissante.

Alors, le processus (BTt , t ≥ 0) est une martingale associée à (Xt, t ≥ 0).
Nous illustrons cette approche sur deux méthodes de plongements, celle d’Azéma-
Yor, et celle de Bertoin-Le Jan.
1) Nous nous intéressons d’abord au plongement d’Azéma-Yor étudié en détail
dans [HPRY11]. Nous proposons ici une nouvelle approche de l’étude de ce plon-
gement reposant sur le résultat ci-dessous :

Théorème 0.6. Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock intégrable et centré. Soit C : R+×R→
R+ la fonction double queue de (Xt, t ≥ 0), i.e. pour tous t ≥ 0 et x ∈ R,

C(t, x) = E
[
(Xt − x)+

]
.

Alors, le plongement d’Azéma-Yor permet d’associer une martingale à (Xt, t ≥ 0)
si et seulement si C est totalement positive d’ordre 2.

Nous illustrons ce résultat lorsque les peacocks étudiés sont de la forme
(φ(t, X), t ≥ 0) (cf. Théorème 4.12), ou plus particulièrement (

√
tX, t ≥ 0) (cf.

Propositions 4.24 et 4.25).
2) Nous terminons ce chapitre par le plongement de Bertoin-Le Jan qui permet
d’associer une martingale aux peacocks de la forme (

√
tX, t ≥ 0) (cf. Théorème

4.31). L’application de la positivité totale à l’étude du plongement d’Azéma-Yor
est nouvelle.

F. Table des principaux peacocks obtenus.
Dans la table 1 :

• α : R+ → R+ est une fonction croissante, continue à droite, et telle que
α(0) = 0,

• k : R+ → R est une fonction strictement croissante,

• q : R+ × R → R est une fonction continue telle que, pour tout s ≥ 0,
x 7→ qs(x) := q(s, x) est croissante,

• Un processus est dit (MC) s’il satisfait l’hypothèse de monotonie condition-
nelle,

• µ est une mesure positive finie sur R+,

• ν est une mesure de Radon positive sur R+.
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Hypothèses Peacocks Références

(Xt, t ≥ 0) est (MC) (
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

etXζ

E [etXζ ]
µ(dζ), t ≥ 0

)
Théorème 1.9

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

(Xζ − k(t))+

E [(Xζ − k(t))+]
µ(dζ), t ≥ 0

)
Remarque 1.10

(Xt, t ≥ 0) est (MC),
θ est positive, convexe
et croissante, et q est
positive.

(
Ct := θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− γ(t), t ≥ 0

)

avec γ(t) = E

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
Théorème 1.39

(Xt, t ≥ 0) est (MC)
et solution d’une EDS,
et q est strictement
positif.


Nt :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0




Théorème 1.43

(Xt, t ≥ 0) est un

peacock très fort et
centré.

(
Qt :=

1

α(t)

∫ t

0

Xs dα(s), t ≥ 0

)
Théorème 2.13

(
Ct :=

∫ t

0

Xs dα(s), t ≥ 0

)
Théorème 2.13

(Xt, t ≥ 0) est un

processus de Markov
à densités de
transition totalement
positives d’ordre 2.


Nt :=

exp

(∫ t

0

q(s,Xs) ν(ds)

)

E

[
exp

(∫ t

0

q(s,Xs) ν(ds)

)] , t ≥ 0




Théorème 3.60


Nt :=

exp

(∫ ∞

0

qζ(tXζ)µ(dζ)

)

E

[
exp

(∫ ∞

0

qζ(tXζ)µ(dζ)

)] , t ≥ 0




Théorème 3.64.

(Xt, t ≥ 0) est une dif-
fusion homogène, so-
lution d’une EDS, et
dont le générateur sa-
tisfait une condition
de monotonie, q est
positive, et θ est stric-
tement positive.


Nt :=

θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xs)ds

)

E

[
θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xs)ds

)] , t ≥ 0




Théorème 3.69.

Table 1 – Principaux peacocks exhibés.
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Chapitre 1

Peacocks sous l’hypothèse de

monotonie conditionnelle

1.1 Préliminaires

Nous commençons par définir la notion de peacock.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. (peacock). On appelle peacock, tout processus (Xt, t ≥ 0) inté-
grable, i.e. tel que :

∀ t ≥ 0, E[|Xt|] <∞,

et tel que pour toute fonction convexe ψ : R→ R,

t ∈ R+ 7→ E[ψ(Xt)] ∈]−∞,+∞] est une fonction croissante. (1.1)

Le mot "peacock" provient de la prononciation anglaise de l’abréviation
P.C.O.C (du terme "Processus Croissant pour l’Ordre Convexe"). Notons qu’en
anglais, "peacock" signifie paon.

Remarque 1.2.
1) Pour prouver qu’un processus est un peacock, on peut se restreindre à montrer
(1.1) pour des fonctions ψ appartenant à C, avec :

C := {ψ : R→ R; convexe de classe C2 telle que ψ′′ est à support compact}.

En effet, toute fonction convexe s’écrit comme limite croissante des sups finis
de fonctions affines qui lui sont inférieures ; par conséquent, elle s’écrit, après
régularisation, comme une limite croissante de fonctions de C, et on obtient le
résultat en passant à la limite.
Remarquons que si ψ ∈ C, alors ψ′ est bornée et il existe des réels positifs k1 et k2
tels que :

|ψ(x)| ≤ k1 + k2|x|. (1.2)

1



1.1. Préliminaires

2) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus intégrable tel que E[Xt] ne dépende pas de t.
Alors, pour prouver que (Xt, t ≥ 0) est un peacock, il suffit de montrer (1.1) pour
ψ appartenant à la classe de fonctions :

C
↓↑ := {θ ∈ C; θ(0) = θ′(0) = 0} .

En effet, pour ψ ∈ C, définissons

θ(x) := ψ(x)− ψ(0)− xψ′(0),

alors θ ∈ C
↓↑, et E[ψ(Xt)] ne diffère de E[θ(Xt)] que par une constante.

Définition 1.3. (1-martingale). Un processus (Xt, t ≥ 0) est une 1-martingale
s’il existe une martingale (Mt, t ≥ 0) (éventuellement définie sur un autre espace
de probabilité) ayant les mêmes marginales unidimensionnelles que (Xt, t ≥ 0),

i.e. telle que pour tout t ≥ 0 fixé, Mt
(loi)
= Xt. Nous disons alors que les processus

(Xt, t ≥ 0) et (Mt, t ≥ 0) sont associés et nous écrivons :

Xt
(1.d)
= Mt.

Le résultat qui suit établit l’équivalence des notions de peacock et de 1-martingale.

Théorème 1.4. (Kellerer [Kel72]). Un processus (Xt, t ≥ 0) est un peacock si et
seulement si c’est une 1-martingale.

D’après l’inégalité de Jensen, il est clair qu’une 1-martingale est un peacock.
La réciproque, nettement plus difficile à établir, a été obtenue grâce aux travaux
successifs de Strassen [Str65], Doob [Doo68] et Kellerer [Kel72]. Malheureusement,
les preuves présentées dans ces articles ne sont pas constructives, et il est en
général difficile d’exhiber une telle martingale. Nous présentons quelques exemples
de construction dans le Chapitre 4, à partir de plongements de Skorokhod.

1.1.2 Les classes de peacocks étudiées

Dans [CEX08], Carr, Ewald et Xiao ont prouvé que le processus
(
At :=

1

t

∫ t

0

exp
(
Bs −

s

2

)
ds =

∫ 1

0

exp

(
Btλ −

tλ

2

)
dλ, t ≥ 0

)
, (1.3)

où (Bs, s ≥ 0) un mouvement brownien standard, est un peacock. Peu après,
Baker-Yor [BY09] ont exhibé une martingale associée à ce peacock, construite à
partir de la méthode du drap Brownien. Ceci est le point de départ de plusieurs
travaux dont l’objet est de trouver de nouvelles familles de peacocks en s’inspirant
de l’exemple (1.3), et de construire des martingales associées (voir par exemple
[HPRY11]).
Nous étudions deux extensions du processus (1.3).

2



Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

1) Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie.
Soient, pour tout t ≥ 0,

Z·,t := (Zλ,t, λ ≥ 0)

un processus mesurable à valeurs réelles tel que

∀λ ∈ R+, ∀ t ∈ R+, E
[
eZλ,t

]
<∞,

et µ une mesure positive finie sur R+. On considère le processus :
(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

eZλ,t

E [eZλ,t ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
. (1.4)

Notons qu’en prenant Zλ,t = Bλt et µ(dλ) = 1[0,1]dλ dans (1.4), on retrouve
(1.3).
Notre objectif est de donner des conditions sur (Zλ,t, λ ≥ 0, t ≥ 0) sous
lesquelles (A(µ)

t , t ≥ 0) est un peacock. Nous savons que c’est le cas pour les
exemples suivants :

a) Zλ,t = λtX , où X est une v.a. telle que E
[
etX
]
< ∞ pour tout t ≥ 0

(voir [HPRY11], Chapitre 1),

b) Zλ,t = tLλ, où (Lλ, λ ≥ 0) est un processus de Lévy tel que E
[
eL1
]
<∞

(voir [HRY10b]),

c) Zλ,t = Gλ,t, où (Gλ,t, λ ≥ 0, t ≥ 0) est un processus gaussien tel que
la fonction t 7→ E[Gλ1,tGλ2,t] est croissante pour tout λ1, λ2 ≥ 0 (voir
[HRY10a]).

Nous nous intéresserons, en particulier, aux processus de la forme (Zλ,t :=
tXλ, t ≥ 0, λ ≥ 0). Nous montrerons d’abord que si (Xλ, λ ≥ 0) est condition-
nellement monotone et satisfait à quelques conditions d’intégrabilité, alors
(A

(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock. Nous donnerons ensuite un autre jeu d’hypo-

thèses sur (Xλ, λ ≥ 0) qui implique que (A(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock.

2) Peacocks obtenus soit par centrage, soit par normalisation.
Soit (Vt, t ≥ 0) un processus intégrable et continu à droite. Nous considérons
les familles de processus

(Ct := Vt − E[Vt], t ≥ 0), (1.5)

et

Nt :=

(
Vt

E[Vt]
, t ≥ 0

)
, où E[Vt] > 0 pour tout t ≥ 0. (1.6)

Remarquons qu’en prenant Vt =

∫ t

0

exp
(
Bs −

s

2

)
ds dans (1.6), resp. Vt =

1

t

∫ t

0

exp
(
Bs −

s

2

)
ds dans (1.5), on obtient (At, t ≥ 0), resp. (At−1, t ≥ 0).
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Nous montrons que les propriétés de peacock respectifs de C et N sont
liées sans pour autant être équivalentes. C’est ce qui justifie l’intérêt d’une
étude séparée des processus définis par (1.5) et par (1.6). Nous utilisons la
monotonie conditionnelle pour exhiber des processus (Vt, t ≥ 0) pour lesquels
(Ct, t ≥ 0), resp. (Nt, t ≥ 0) est un peacock.

Nous utiliserons fréquemment le Lemme immédiat suivant :

Lemme 1.5. Soit ϕ : R→ R une fonction croissante et bornée, et soit b : R→ R
une fonction croissante. Pour tout y ∈ R, on définit

b−1(y) := inf{z ∈ R; b(z) > y} ∈ R (= [−∞,+∞]).

Alors,

∀ x, y ∈ R, ϕ(x)(b(x)− y) ≥ ϕ
(
b−1(y)

)
(b(x)− y),

où, ϕ étant croissante et bornée, se prolonge à R.

1.2 Peacocks obtenus par intégration contre une
mesure positive finie

1.2.1 Propriété de monotonie conditionnelle

Nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle qui apparaît sous une
forme légèrement différente dans ([SS94], Chapter 4.B, p.114-126).

Définition 1.6. (Monotonie conditionnelle). On dit qu’un processus (Xλ, λ ≥ 0)
est conditionnellement monotone si, pour tout n ∈ N∗, tout i ∈ {1, · · · , n}, tout
0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction borélienne bornée φ : Rn → R croissante,
resp. décroissante, en chacun de ses arguments :

E[φ(Xλ1 , Xλ2 , · · · , Xλn)|Xλi
] = φi(Xλi

), (MC)

où φi : R→ R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Remarque 1.7.

1) S’il existe un intervalle I de R tel que, pour tout λ ≥ 0, Xλ ∈ I, alors, dans
la Définition 1.6, la fonction φ, resp. φi, sera supposée simplement définie
sur In, resp. I.

2) Notons que (Xλ, λ ≥ 0) est conditionnellement monotone si et seulement si
(−Xλ, λ ≥ 0) l’est.

3) Pour toute fonction continue et stictement monotone ϕ : R→ R, (Xλ, λ ≥ 0)
est conditionnellement monotone si, et seulement si (ϕ(Xλ), λ ≥ 0) l’est.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Pour prouver qu’un processus est conditionnellement monotone, on peut, quitte à
remplacer φ par −φ, se restreindre aux fonctions φ boréliennes, bornées et crois-
santes en chacun de leurs arguments.

Définition 1.8. On désigne par In l’ensemble des fonctions φ : Rn → R continues,
bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.

Voici une première classe de peacocks.

Théorème 1.9. Soit (Xλ, λ ≥ 0) un processus continu à droite, conditionnelle-
ment monotone et satisfaisant les conditions d’intégrabilité suivantes : pour tout
compact K ⊂ R+ et tout t ≥ 0,

ΘK,t := sup
λ∈K

exp(tXλ) = exp

(
t sup
λ∈K

Xλ

)
est intégrable, (INT1)

et
kK,t := inf

λ∈K
E[exp(tXλ)] > 0. (INT2)

Posons hλ(t) = logE[exp(tXλ)]. Alors, pour toute mesure positive finie µ sur R+ :

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

etXλ−hλ(t) µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock. (1.7)

Démonstration.
1) D’après (INT1), E[exp(tXλ)] < ∞ pour tous λ ≥ 0 et t ≥ 0. Le théorème
de convergence dominée implique alors que hλ est continue sur R+, dérivable sur
]0,+∞[, et puisque E

[
etXλ−hλ(t)

]
= 1, on obtient :

h′λ(t)e
hλ(t) = E

[
Xλe

tXλ
]
,

i.e :
E
[
(Xλ − h′λ(t))e

tXλ−hλ(t)
]
= 0. (1.8)

De plus, il découle de (INT1) que, pour tout t ≥ 0, la fonction λ ∈ R+ 7→ hλ(t)
est continue à droite.
2) Considérons d’abord le cas

µ =
n∑

i=1

aiδλi
, (1.9)

où n ∈ N∗, a1 ≥ 0, · · · , an ≥ 0, 0 ≤ λ1 < · · · < λn, et où δλ désigne la mesure de
Dirac au point λ.
Soit ψ ∈ C ; pour tout t > 0, on a :

∂

∂t
E
[
ψ
(
A

(µ)
t

)]
=

n∑

i=1

aiE
[
ψ′

(
A

(µ)
t

)
(Xλi

− h′λi
(t)) exp(tXλi

− hλi
(t))

]
.
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Il nous suffit alors de montrer, pour tout i ∈ {1, · · · , n}, que :

∆i := E
[
ψ′

(
A

(µ)
t

)
(Xλi

− h′λi
(t)) exp(tXλi

− hλi
(t))

]
≥ 0.

Observons que la fonction

(x1, · · · , xn) 7→ ψ′

(
n∑

j=1

aj exp(txj − hλj
(t))

)

appartient à In, i.e. est continue, bornée et croissante en chacun de ses arguments.
Ainsi, de la propriété de monotonie conditionnelle de (Xλ, λ ≥ 0), on déduit :

∆i = E
[
E
[
ψ′
(
A

(µ)
t

)
(Xλi

− h′λi
(t))etXλi

−hλi
(t)|Xλi

]]

= E
[
(Xλi

− h′λi
(t))etXλi

−hλi
(t)φi(Xλi

)
]
,

où φi est une fonction croissante et bornée. En notant par ailleurs que (cf. Lemme
1.5) :

(Xλi
− h′λi

(t))(φi(Xλi
)− φi(h

′
λi
(t))) ≥ 0,

on obtient :

∆i ≥ φi(h
′
λi
(t))E

[
(Xλi

− h′λi
(t))etXλi

−hλi
(t)
]
= 0 d’après (1.8).

3) Nous supposons maintenant que µ est une mesure à support compact, contenu
dans un intervalle compact K ⊂ R+. Puisque la fonction λ 7→ exp(tXλ−hλ(t)) est
continue à droite et bornée supérieurement par la variable k−1K,tΘK,t qui est finie
p.s., il existe une suite de mesures (µn, n ∈ N) de la forme (1.9), avec suppµn ⊂ K,∫
µn(dλ) =

∫
µ(dλ), pour tout n ∈ N et lim

n→+∞
A

(µn)
t = A

(µ)
t p.s. pour tout t ≥ 0.

En outre, d’après (INT1) et (INT2) :

|A(µn)
t | ≤ ΘK,t

kK,t

∫
µ(dλ),

et d’après le point 2) :

∀ 0 ≤ s ≤ t, ∀n ∈ N, E
[
ψ(A(µn)

s )
]
≤ E

[
ψ(A

(µn)
t )

]
. (1.10)

Ainsi, la fonction ψ étant sous-linéaire, il ne nous reste plus qu’à appliquer le
théorème de convergence dominée et à passer à la limite lorsque n → +∞ dans
l’inégalité (1.10) pour obtenir que (A(µ)

t , t ≥ 0) est un peacock.
4) Dans le cas général, on pose µn(dλ) = 1[0,n](λ)µ(dλ) et on observe que(
A(µn), n ∈ N

)
est une suite croissante de processus. Soit θ ∈ C

↓↑. D’après le
point 3),

∀ 0 ≤ s ≤ t, ∀n ∈ N, E
[
θ
(
A(µn)

s

)]
≤ E

[
θ
(
A

(µn)
t

)]
,

et puisque θ est une fonction croissante sur R+, nous obtenons le résultat grâce au
théorème de convergence monotone.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Remarque 1.10. Soit k : R+ → R une fonction strictement croissante.

1) Pour toute v.a. réelle intégrable X dont la loi a pour support R,

(
Nt :=

(X − k(t))+

E [(X − k(t))+]
, t ≥ 0

)
est un peacock.

2) Soit (Xλ, λ ≥ 0) est un processus conditionnellement monotone, continu à droite,
tel que, pour tout t ≥ 0 et pour tout compact K ⊂ R+,

E

[
sup
λ∈K

|Xλ|
]
<∞ et inf

λ∈K
E
[
(Xλ − k(t))+

]
> 0.

On suppose que, pour tout λ ≥ 0, le support de la loi de Xλ est égal à R. Alors,
en utilisant le Point 1) et la preuve du Théorème 1.9, on montre que, pour toute
mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

(Xλ − k(t))+

E [(Xλ − k(t))+]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock. (1.11)

Nous obtenons (1.11) en remplaçant dans (1.7) la fonction (t, x) 7−→ etx par la
fonction (t, x) 7−→ (x− k(t))+.
Signalons que Müller et Scarsini [MS01] ont obtenu un résultat semblable à (1.11)
sous des hypothèses différentes. En effet, étant donnés deux vecteurs aléatoires

X = (X1, · · · , Xn) et Y = (Y1, · · · , Yn) ayant un même copule, et tels que Xi

(c)

≤ Yi
pour tout i = 1, · · · , n, ces auteurs fournissent une condition de monotonie du
copule suffisante pour que

n∑

i=1

aiXi

(c)

≤
n∑

i=1

aiYi,

quelque soient a1 ≥ 0, · · · , an ≥ 0.

Démonstration du Point 1).
Pour tous t ≥ 0 et x ∈ R, nous définissons :

p(t) := E[(X − k(t))+] et ft(x) :=
1

p(t)
(x− k(t))+,

de sorte que Nt = ft(X) pour tout t ≥ 0. Observons que ft est croissante pour
tout t ≥ 0. De plus, comme k est strictement croissante, p est décroissante et,

en conséquence,
k

p
est strictement croissante. Remarquons aussi que, pour tous

0 ≤ s < t,

ft(x) ≤ fs(x) si et seulement si x ≤ xs,t :=
p(s)p(t)

p(s)− p(t)

(
k(t)

p(t)
− k(s)

p(s)

)
. (1.12)
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Soit ψ ∈ C, et soient 0 ≤ s < t. Alors, en distinguant les cas ft(X) ≤ fs(X) et
ft(X) > fs(X), nous obtenons :

E[ψ(Nt)]− E[ψ(Ns)] ≥ E [ψ′(Ns)(Nt −Ns)]

= E[ψ′(fs(X))(ft(X)− fs(X))]

≥ ψ′(fs(xs,t))E[ft(X)− fs(X)] = 0.

Donc (Nt, t ≥ 0) est un peacock.

Il est clair que le Théorème 1.9 et le Point 2) de la Remarque 1.10 n’ont d’in-
térêt pratique que si l’on réussit à trouver suffisamment d’exemples de processus
possédant la propriété de monotonie conditionnelle (MC). Nous exhibons trois
grandes familles de processus conditionnellement monotones : la famille des pro-
cessus "bien réversibles" à temps fixe qui fait l’objet du prochain paragraphe et
la famille des processus de Markov à noyaux de transition totalement positif (cf.
Chapitre 3).

Avant de présenter la classe des diffusions "bien réversibles" à temps fixe, nous
donnons un exemple simple de processus conditionnellement monotone.

Exemple 1.11. Pour toute v.a. X et pour toute fonction α : R+ → R+ continue et
positive, le processus (α(λ)X, λ ≥ 0) est conditionnellement monotone. En outre,
si E[eα(λ)X ] < ∞ pour tout λ ≥ 0, alors (α(λ)X, λ ≥ 0) vérifie les conditions du
Théorème 1.9, et pour toute mesure positive finie µ sur R+ :

(∫ +∞

0

etα(λ)X

E [etα(λ)X ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

1.2.2 Les diffusions "bien réversibles" à temps fixe

Nous présentons une classe importante de processus conditionnellement mono-
tones : les diffusions "bien réversibles" à temps fixe.

Notations

Soient σ : R+ × R → R et b : R+ × R → R deux fonctions mesurables et
soit (Bu, u ≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0. Considérons l’EDS
suivante :

Xλ = x+

∫ λ

0

σ(s,Xs) dBs +

∫ λ

0

b(s,Xs) ds, λ ≥ 0. (1.13)

Supposons :

(A1) Pour tout x ∈ R, l’EDS (1.13) admet une unique solution trajectorielle
(X

(x)
λ , λ ≥ 0), et l’application x 7→ (X

(x)
λ , λ ≥ 0) peut être choisie mesurable.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Il résulte du théorème de Yamada-Watanabe [YW71] que (X
(x)
λ , λ ≥ 0) est une

solution forte de l’équation (1.13) qui, par conséquent, possède la propriété de
Markov forte. En outre, le noyau de transition Pλ(x, dy) = P(X(x)

λ ∈ dy) est
mesurable.
Notons que, pour x ≤ y, le processus (X

(y)
λ , λ ≥ 0) est stochastiquement plus

grand que (X(x)
λ , λ ≥ 0) au sens où, pour tout a ∈ R et λ ≥ 0,

P
(
X

(y)
λ ≥ a

)
≥ P

(
X

(x)
λ ≥ a

)
. (1.14)

En effet, si on suppose que (X(y)
λ , λ ≥ 0) et (X(x)

λ , λ ≥ 0) sont tous deux définis
sur le même espace de probabilité et si on note T le temps de couplage défini par :

T = inf{λ ≥ 0;X
(x)
λ = X

(y)
λ }

( = +∞ si {λ ≥ 0;X
(x)
λ = X

(y)
λ } = ∅),

alors, sur {T = +∞},

X
(y)
λ ≥ X

(x)
λ (puisque y ≥ x),

tandis que sur {T < +∞}, on a :

X
(y)
λ > X

(x)
λ , pour tout λ ∈ [0, T [

et
X

(y)
λ = X

(x)
λ , pour tout λ ∈ [T,+∞[

puisque, d’après l’hypothèse (A1), (1.13) admet une unique solution qui est forte-
ment markovienne.
D’autre part, (1.14) équivaut à : pour toute fonction croissante (resp. décroissante)
bornée φ : R→ R, et pour tout λ ≥ 0,

x 7→ Ex[φ(Xλ)] =

∫

R

Pλ(x, dy)φ(y) est croissante (resp. décroissante). (1.15)

Lemme 1.12. Soit ((Xλ)λ≥0, (Fλ)λ≥0, (Px)x∈R) un processus de Markov satisfai-
sant la propriété (1.14). Alors, pour tout n ≥ 1, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn, tout
i ∈ {1, · · · , n}, toute fonction φ : Rn → R dans In, et tout x ≥ 0,

Ex [φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Fλi
] = φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi

), (1.16)

où φ̃i : Ri → R appartient à Ii. En particulier,

x 7→ Ex [φ(Xλ1 , · · · , Xλn)] est croissante. (1.17)
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Démonstration.
Si i = n, alors (1.16) est satisfaite puisque φ ∈ In. Si i = n − 1, (1.16) est aussi
satisfaite car :

Ex[φ(Xλ1 , · · · , Xλn−1 , Xλn)|Fλn−1 ] =

∫

R

φ(Xλ1 , · · · , Xλn−1 , y)Pλn−λn−1(Xλn−1 , dy).

Donc, pour i = n − 1, (1.16) résulte de (1.15). Il suffit alors de procéder par
itération descendante pour obtenir (1.16) pour tout i.

Comme conséquence du Lemme (1.12), nous avons le

Lemme 1.13. Pour tout processus de Markov ((Xλ)λ≥0, (Fλ)λ≥0, (Px)x∈R) qui sa-
tisfait (1.14), la propriété de monotonie conditionnelle (MC) est équivalente à la
condition suivante : pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction
φ : Rn → R appartenant à In,

E[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Xλn] = φn(Xλn), (M̃C)

où φn est une fonction croissante et bornée.

Démonstration.
Si la propriété (MC) est vérifiée pour (Xλ, λ ≥ 0), alors il en est de même de la
propriété (M̃C), puisqu’elle correspond au cas particulier i = n.
Réciproquement, supposons (M̃C). Alors, d’après le Lemme 1.12, il suffit d’obser-
ver que pour tout i ∈ {1, · · · , n} :

E[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Xλi
] = E [E[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Fλi

]|Xλi
]

= E
[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi

)|Xλi

]
,

où φ̃i : Ri → R appartient à Ii.

Retournement à temps fixe

Soit x ∈ R fixé. Nous supposons :

(A2) Pour tout λ > 0, σ(λ, ·) est une fonction dérivable et Xλ admet une densité
p de classe C1,2 sur ]0,+∞[×R.

En posant
a(λ, y) := σ2(λ, y), pour tout λ ≥ 0 et y ∈ R,

on définit successivement, pour tout λ0 > 0 fixé et pour tout y ∈ R :




aλ0(λ, y) = a(λ0 − λ, y),

b
λ0
(λ, y) = −b(λ0 − λ, y) +

1

p(λ0 − λ, y)

∂

∂y
(a(λ0 − λ, y)p(λ0 − λ, y)), (0 ≤ λ < λ0)

(1.18)
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Sous de "bonnes hypothèses" sur les fonctions a et b, Haussmann et Pardoux
[HP86] (voir aussi Meyer [Mey94]) ont prouvé que :

(A3) Le processus (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) obtenu en retournant (Xλ, 0 < λ ≤ λ0) au
temps λ0 :

(X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) := (Xλ0−λ, 0 ≤ λ < λ0)

est une diffusion et il existe un mouvement brownien (Bu, 0 ≤ u ≤ λ0),

indépendant de Xλ0 , tel que (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) soit une solution forte de
l’EDS :





dYλ = σλ0(λ, Yλ)dBλ + b
λ0
(λ, Yλ)dλ (0 ≤ λ < λ0)

Y0 = Xλ0 (avec σλ0(λ, y) = σ(λ0 − λ, y)).

(1.19)

Notons que les coefficients b
λ0 et σλ0 dépendent de x.

(A4) Nous supposons de plus que l’EDS (1.19) possède une unique solution forte
sur [0, λ0[ qui, de ce fait, est fortement markovienne.

Notons qu’à priori, la solution de (1.19) n’est définie que sur [0, λ0[. Il est cependant

possible de prolonger cette solution sur [0, λ0] en posant X
λ0

λ0
= x.

Résultat principal

Nous ne donnons pas ici des conditions optimales sous lesquelles les asser-
tions (A1)-(A4) sont satisfaites. Nous renvoyons pour une telle étude à [HP86]
ou [MNS89]. Nous présentons néanmoins deux jeux d’hypothèses (H1) et (H2)
impliquant chacun les assertions (A1)-(A4).

(H1) Supposons que :

i) les fonctions (λ, y) 7→ σ(λ, y) et (λ, y) 7→ b(λ, y) sont de classe C1,2 sur
]0,+∞[×R, localement Lipschitziennes en y uniformément en λ, et la
solution de (1.13) n’explose pas sur [0, λ0],

ii) il existe α > 0 tel que :

∀ y ∈ R, 0 ≤ λ ≤ λ0, a(λ, y) ≡ σ2(λ, y) ≥ α,

et
∂2a

∂y2
∈ L∞(]0, λ0]× R+).

(H2) Supposons que :

i) les fonctions σ et b sont de classe C1,2 sur ]0,+∞[×R, localement Lip-
schitziennes en y uniformément en λ, et la solution de (1.13) n’explose
pas sur [0, λ0],
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

ii) les fonctions a et b sont de classe C∞ sur ]0,+∞[×R en (λ, y) et l’opé-
rateur différentiel

L =
∂

∂λ
+ Lλ

est hypo-elliptique (voir Ikeda-Watanabe ([IW89], p.411) pour la défi-
nition et les propriétés des opérateurs hypo-elliptiques), où (Lλ, λ ≥ 0)
est le générateur de la diffusion (1.13) :

Lλ =
1

2
a(λ, · d

dy2
) + b(λ, ·) d

dy
. (1.20)

Alors, sous chacune des conditions (H1) ou (H2), les assertions (Ai)i=1,2,3,4 pré-
cédentes sont satisfaites. Nous énonçons maintenant le résultat principal de ce
paragraphe.

Théorème 1.14. Sous l’une ou l’autre des hypothèses (H1) ou (H2), et pour tout
x ∈ R, le processus (Xλ, λ > 0) est conditionnellement monotone sous Px.

Démonstration.
Il suffit, d’après le Lemme 1.13, de montrer que (Xλ, λ > 0) possède la propriété
(M̃C) sous Px. Soient n ∈ N∗ et φ : Rn → R appartenant à In. Pour tout
0 < λ1 < · · · < λn,

Ex[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Xλn = z]

= Ex

[
φ(X

λn

λn−λ1
, · · · , Xλn

0 )|Xλn

0 = z
]

(par retournement du temps à l’instant λn)

= Ez

[
φ(X

λn

λn−λ1
, · · · , Xλn

λn−λn−1
, z)

]
,

et il découle de (1.17) appliqué au processus retourné (X
λn

λ , 0 ≤ λ < λn) que cette
dernière expression est une fonction bornée croissante en la variable z.

Remarque 1.15. On observe que le point λ1 = 0 a été délibérément exclu dans
le Théorème 1.14, puisque les diffusions "bien-réversibles" peuvent être retournées

uniquement à priori sur ]0, λ0] : (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) := (Xλ0−λ, 0 ≤ λ < λ0).

Corollaire 1.16. Soit (Xλ, λ > 0) l’unique solution forte de (1.13), à valeurs dans
R+, où b et σ satisfont (H1) ou (H2). Alors, pour toute mesure positive finie µ sur
]0,+∞[ et pour toute fonction ϕ : R+ → R+ continue et strictement croissante, le
processus :

(
A

(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞

0

e−tϕ(Xλ)

E [e−tϕ(Xλ)]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock. (1.21)

12



Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Démonstration.
Pour ε > 0, soit µ(ε) la restriction de µ à l’intervalle [ε,+∞[, i.e. µ(ε) := µ|[ε,+∞[.
Le processus (−ϕ(Xλ), λ ≥ ε) étant continu et négatif, les conditions (INT1) et
(INT2) sont satisfaites, et on peut appliquer les Théorèmes 1.9 et 1.14 pour obtenir
que, pour tout θ ∈ C

↓↑ et tout 0 ≤ s ≤ t :

E
[
θ
(
A(µ(ε),ϕ)

s

)]
≤ E

[
θ
(
A

(µ(ε) ,ϕ)
t

)]
.

Il ne reste plus qu’à procéder comme dans le Point 4) de la preuve du Théorème
1.9 et le résultat s’ensuit en faisant tendre ε vers 0.

Quelques exemples de diffusions "bien-réversibles" à temps fixe

Exemple 1.17. (Mouvement brownien avec dérive ν).
On prend σ ≡ 1, b(s, y) = ν et Xλ = x+ Bλ + νλ. Alors,

p(t, x, y) =
1√
2πt

exp

(
−(y − (x+ νt))2

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

x− Yu
λ0 − u

du,

où (Bλ, 0 ≤ λ < λ0) est indépendant de X
λ0

0 = X
(x)
λ0

.
Nous référons à Jeulin-Yor [JY79] pour des calculs similaires.

Exemple 1.18. (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramètres c et ν).
On prend σ ≡ 1, b(s, y) = c(ν − y) et Xλ = x+Bλ + c

∫ λ

0
(ν −Xu) du. Alors,

p(t, x, y) =

√
cect

2π sinh(ct)
exp

(
−cect (y − xe−ct − ν(1 − e−ct))2

2 sinh(ct)

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ− ν
[
cλ+ 2 ln

(
ec(λ0−λ) + 1

2

)]
+ c

∫ λ

0

(
Yu −

x− ec(λ0−u)Yu
sinh(c(λ0 − u))

)
du,

où (Bλ, 0 ≤ λ < λ0) est indépendant de X
λ0

0 = X
(x)
λ0

.

Exemple 1.19. (Processus de Bessel de dimension δ ≥ 2).

On prend σ ≡ 1 et b(s, y) =
δ − 1

2y
, avec δ = 2(ν + 1), δ ≥ 2. Alors,

i) pour x > 0,

p(t, x, y) =
1

t

yν+1

xν
exp

(
−x

2 + y2

2t

)
Iν

(xy
t

)
,
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

où Iν désigne la fonction de Bessel modifiée d’index ν, et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la
solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

(
1

2Yu
− Yu
λ0 − u

+
x

λ0 − u

I ′ν
Iν

(
xYu
λ0 − u

))
du,

ii) pour x = 0,

p(t, 0, y) =
1

2νtν+1Γ(ν + 1)
y2ν+1 exp

(
−y

2

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

(
2ν + 1

2Yu
− Yu
λ0 − u

)
du.

Exemple 1.20. (Carrés de Bessel de dimension δ > 0).
On prend σ(s, y) = 2

√
y et b ≡ δ. Alors :

i) pour x > 0,

p(t, x, y) =
1

2t

(y
x

)ν/2

exp

(
−x+ y

2t

)
Iν

(√
xy

t

)
, (où δ = 2(ν + 1))

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 + 2

∫ λ

0

√
Yu dBu + 2λ− 2

∫ λ

0

(
Yu

λ0 − u
−
√
xYu

λ0 − u

I ′ν
Iν

( √
xYu

λ0 − u

))
du;

ii) pour x = 0 :

p(t, 0, y) =

(
1

2t

)δ/2
1

Γ(δ/2)
yδ/2−1 exp

(
− y

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 + 2

∫ λ

0

√
Yu dBu + δλ−

∫ λ

0

2Yu
λ0 − u

du.

Notons qu’il est possible d’obtenir cet exemple en élevant au carré les résultats de
l’exemple 1.19 sur les processus de Bessel.

Remarque 1.21. Tous les exemples précédents sont liés à la notion de grossisse-
ment initial d’une filtration (par la valeur terminale). Nous renvoyons à Mansuy-
Yor [MaY06] pour plus de détails.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

1.2.3 Une autre classe de processus (Xλ, λ ≥ 0) pour laquelle

(A
(µ)
λ , λ ≥ 0) est un peacock.

Voici un autre jeu d’hypothèses, reposant essentiellement sur la transformée
de Laplace et sans rapport avec la monotonie conditionnelle, qui assurent que
(A

(µ)
λ , λ ≥ 0) est un peacock.

Définition 1.22. (condition (L)). Soit (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R) un processus de
Markov à valeurs dans R+, continu à droite. On dit que ce processus satisfait la
condition (L) si les conditions i) et ii) ci-dessous sont vérifiées :

i) Pour tout λ ≥ 0 et tous 0 ≤ x ≤ y, la loi de Xλ sous Py est stochastiquement
plus grande que la loi de Xλ sous Px, i.e. pour tout a ≥ 0 :

Py(Xλ ≥ a) ≥ Px(Xλ ≥ a). (1.22)

ii) La transformée de Laplace Ex

[
e−tXλ

]
est de la forme :

Ex

[
e−tXλ

]
= C1(t, λ) exp(−xC2(t, λ)), (1.23)

où C1 et C2 sont des fonctions positives telles que :

• Pour tout t > 0 et λ ≥ 0,
∂

∂t
C2(t, λ) > 0. (1.24)

• Pour tout t ≥ 0 et tout compact K, il existe deux constantes kK(t) > 0 et

k̃K(t) < +∞ telles que :

kK(t) ≤ inf
λ∈K

C1(t, λ); sup
λ∈K

C2(t, λ) ≤ k̃K(t). (1.25)

Remarque 1.23. En prenant x = 0 dans (1.23), on s’aperçoit que, pour tout λ, la
fonction C1(·, λ) est strictement monotone, de classe C∞ sur ]0,+∞[ et continue
en t = 0. Par conséquent, pour tout λ ≥ 0, la fonction C2(·, λ) est également de
classe C∞ sur ]0,+∞[ et continue en t = 0. En outre, pour tous t > 0 et λ ≥ 0,
nous avons :

Ex

[
Xλe

−tXλ
]
=

(
− ∂

∂t
C1(t, λ) + xC1(t, λ)

∂

∂t
C2(t, λ)

)
exp(−xC2(t, λ)).

Nous ferons usage des notations suivantes : pour t > 0, λ ≥ 0 et y ∈ R,




α(t, λ, y) := − ∂

∂t
C1(t, λ) + yC1(t, λ),

β(t, λ) := C1(t, λ)
∂

∂t
C2(t, λ) > 0.

(1.26)

Avant de s’intéresser au résultat principal de cette partie, nous donnons deux
exemples de processus qui vérifient la condition (L).

15



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Exemple 1.24. Soit (Xλ, λ ≥ 0;Qx, x ∈ R+) un carré de Bessel de dimension δ ≥
0 (noté BESQδ, (voir [RY99], Chapitre IX)). Ce processus satisfait la condition
(L) puisque :

• Pour tout λ ≥ 0 et tous 0 ≤ x ≤ y, la loi de Xλ sous Qy est stochastiquement
plus grande que celle de Xλ sous Qx ; en effet, étant l’unique solution forte
d’une EDS, un BESQδ possède la propriété de Markov forte (voir sous-
section 1.2.2).

• Pour tout t > 0, nous avons :

Qx

[
e−tXλ

]
=

1

(1 + 2tλ)
δ
2

exp

(
− tx

1 + 2tλ

)
,

ce qui montre qu’un BESQδ satisfait la condition ii) de la Définition 1.22.

En particulier, si (Xλ, λ ≥ 0) est un carré de Bessel de dimension 0, (A(µ)
t , t ≥ 0)

est un peacock. Notons que l’Exemple 1.20 exclut les carrés de Bessel de dimension
0.

Exemple 1.25. (Une généralisation de l’exemple précédent pour δ = 0).
Soit (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) un processus de branchement à espace d’états continu
(que nous notons CSBP, suivant la terminologie anglo-saxonne (voir [LG99])).
Nous désignons par Pλ(x, dy) la loi de Xλ sous Px, (avec x 6= 0), et par ∗ le
produit de convolution. Alors (Pλ) satisfait :

∀λ ≥ 0, x ≥ 0, x′ ≥ 0, Pλ(x, ·) ∗ Pλ(x
′, ·) = Pλ(x+ x′, ·),

ce qui entraîne (1.22) (voir [LG99], p.21-23). En conséquence, nous avons :

Ex

[
e−tXλ

]
= exp(−xC(t, λ)), (1.27)

où C : R+ × R+ → R+ est une fonction telle que :

• pour tout λ ≥ 0, C(·, λ) est continue sur R+, dérivable sur ]0,+∞[, et

∀ t > 0,
∂C

∂t
(t, λ) > 0,

• pour tout t ≥ 0 et tout compact K, il existe une constante kK(t) <∞ telle
que :

sup
λ∈K

C(t, λ) ≤ kK(t). (1.28)

Donc, (Xλ, λ ≥ 0) satisfait (1.25).

Remarque 1.26. Cet exemple généralise le précédent dans le sens suivant. Soit
(Yt, t ≥ 0) un processus de Lévy d’exposant caractéristique ψ(λ) = cλα, (c > 0,
α ∈]1, 2]) :

E
[
e−λYt

]
= exp(−ctλα).
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

On note (Ht, t ≥ 0) le processus des hauteurs associé à (Yt, t ≥ 0). Ce pro-
cessus admet une famille de temps locaux (La

t (H), t ≥ 0, a ≥ 0) et, en notant
τr(H) := inf{s ≥ 0; L0

s(H) > r} son inverse continu à droite, le processus(
La
τr(H), a ≥ 0

)
est un CSBP stable d’index α (voir [LG99]). Observons que, pour

α = 2 et c = 1
2
, (Yt := Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0,

(Ht, t ≥ 0)
(loi)
= (|Bt|, t ≥ 0) a même loi qu’un mouvement brownien réfléchi en 0,

et, d’après le théorème de Ray-Knight,
(
La
τr(H), a ≥ 0

)
est un carré de Bessel de

dimension 0 issu de r.
On pourra consulter ([HPRY11], Chapitre 4) pour une description d’autres pea-
cocks construits à partir de CSBP, ainsi que quelques martingales associées.

Nous allons à présent énoncer et prouver le résultat annoncé.

Théorème 1.27. Soient (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) un processus de Markov qui
satisfait la condition (L) et µ une mesure positive finie sur R+. On définit, pour
x ≥ 0, λ ≥ 0 et t ≥ 0, hλ(t) := log

(
Ex

[
e−tXλ

])
. Alors, pour tout x ≥ 0 :

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

e−tXλ−hλ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock sous Px.

En particulier, si (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) est soit un BESQδ (avec δ ≥ 0) ou un
CSBP, alors, pour tout x ≥ 0 :

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

e−tXλ−hλ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock sous Px.

Démonstration.
Soit (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) un processus de Markov qui satisfait la condition (L).
Alors :

1) le processus (−Xλ, λ ≥ 0) étant à valeurs négatives, (INT1) est clairement vé-
rifiée. La condition (INT2) l’est également d’après (1.25). Ainsi, en s’inspirant de
la preuve du Théorème 1.9, il suffit de prouver que (A(µ)

t , t ≥ 0) est un peacock
lorsque µ est une combinaison linéaire de mesures de Dirac à coefficients positifs.

2) Pour t ≥ 0, a1 ≥ 0, · · · , an ≥ 0 et 0 ≤ λ1 < · · · < λn, nous définissons :

At :=

n∑

i=1

aie
−tXλi

−hλi
(t).

Pour tout ψ ∈ C, on a :

∂

∂t
Ex[ψ(At)] = −Ex

[
ψ′(At)

n∑

i=1

aie
−tXλi

−hλi (h′λi
(t) +Xλi

)

]
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

et, comme dans la preuve du Théorème 1.9, nous montrons que, pour tout i ∈
{1, · · · , n}, la quantité ∆i ci-dessous est négative, où :

∆i = Ex

[
ψ′(At)e

−tXλi
−hλi (h′λi

(t) +Xλi
)
]

= Ex[ψ
′(At)eλi

(Xλi
)],

avec
eλi
(z) := e−tz−hλi,x

(t)(h′λi
(t) + z).

Notons que, puisque Ex

[
e−tXλi

−hλi
(t)
]
= 1 :

Ex[eλi
(Xλi

)] = 0 (1.29)

et que la fonction

(y1, · · · , yn) 7→ ψ′

(
n∑

j=0

aje
−tyj−hλj

(t)

)

est bornée et décroît en chacun de ses arguments. Il suffit donc de montrer que,
pour toute fonction borélienne bornée φ : Rn → R+ qui décroît en chacun de ses
arguments, et pour tout i ∈ {1, · · · , n},

Ex [φ(Xλ1, · · · , Xλn)eλi
(Xλi

)] ≤ 0. (1.30)

3) Prouvons (1.30).

a) Nous pouvons supposer i = n. En effet, grâce à (1.22) et au Lemme 1.12,
nous avons, pour i < n :

Ex[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)eλi
(Xλi

)] = Ex[Ex[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)eλi
(Xλi

)|Fλi
]eλi

(Xλi
)]

= Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi

)eλi
(Xλi

)
]
,

où φ̃i : Ri → R est une fonction borélienne bornée qui décroît en chacun de
ses arguments.

b) D’autre part, on a :

Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi

)eλi
(Xλi

)
]

= Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi

)e−tXλi
−hλi

(t)(h′λi
(t) +Xλi

)
]

≤ Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi−1

,−h′λi
(t))eλi

(Xλi
)
]

(puisque φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi
)(h′λi

(t) +Xλi
) ≤ φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi−1

,−h′λi
(t))(h′λi

(t) +Xλi
))

= Ex

[
˜̃
φi(Xλ1, · · · , Xλi−1

)eλi
(Xλi

)

]
,
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

où ˜̃
φi : R

i−1 → R est une fonction borélienne bornée qui décroît en chacun
de ses arguments, et qui est définie par :

˜̃
φi(z1, · · · , zi−1) = φ̃(z1, · · · , zi−1,−h′λi

(t)). (1.31)

c) Il ne reste plus qu’à montrer le lemme suivant :

Lemme 1.28. Pour tous i ∈ {1, · · · , n} et j ∈ {0, 1, · · · , i−1}, soit φ : Rj →
R une fonction borélienne bornée qui décroît en chacun de ses arguments.
Alors,

Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλj

)eλi
(Xλi

)
]
≤ 0. (1.32)

En particulier,

Ex

[
φ̃i(Xλ1 , · · · , Xλi−1

)eλi
(Xλi

)
]
≤ 0. (1.33)

Démonstration.
Nous prouvons ce lemme par récurrence sur j.
• Pour j = 0, φ est constant et on a :

Ex[φeλi
(Xλi

)] = φEx[eλi
(Xλi

)] = 0 (d’après (1.29)).

• D’autre part, si on suppose (1.32) pour tout 0 ≤ j < i− 1, alors

Ex

[
φ(Xλ1 , · · · , Xλj

, Xλj+1
)eλi

(Xλi
)
]

= Ex

[
φ(Xλ1, · · · , Xλj

, Xλj+1
)Pλi−λj+1

eλi
(Xλj+1

)
]

(d’après la propriété de Markov)

= Ex[φ(Xλ1, · · · , Xλj
, Xλj+1

)e−Xλj+1
C2(t,λi−λj+1)−hλi

(t)

·
(
α(t, λi − λj+1, h

′
λi
(t)) +Xλj+1

β(t, λi − λj+1)
)
] (d’après (1.23) et (1.26), où β > 0)

≤ Ex

[
φ

(
Xλ1 , · · · , Xλj

,−α(t, λi − λj+1, h
′
λi
(t))

β(t, λi − λj+1)

)
Pλi−λj+1

eλi
(Xλj+1

)

]

= Ex

[
φ̃(Xλ1 , · · · , Xλj

)eλi
(Xλi

)
]
≤ 0 (d’après l’hypothèse de récurrence),

où φ̃ : Rj → R est donnée par :

φ̃(z1, · · · , zj) = φ

(
z1, · · · , zj ,−

α(t, λi − λj+1, h
′
λi
(t))

β(t, λi − λj+1)

)
.
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1.3. Peacocks obtenus sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

1.3 Peacocks obtenus sous l’hypothèse de mono-
tonie conditionnelle soit par centrage, soit par
normalisation

1.3.1 Présentation de deux familles de processus et de

quelques exemples

Soit (Vt, t ≥ 0) un processus continu et intégrable, i.e. E[|Vt|] < ∞, pour tout
t ≥ 0. Nous considérons les deux familles suivantes :

(Ct := Vt − E[Vt], t ≥ 0), (1.34)(
Nt :=

Vt
E[Vt]

, t ≥ 0

)
avec E[Vt] > 0 pour tout t ≥ 0. (1.35)

Observons que, pour tout t ≥ 0, E[Ct] = 0 et E[Nt] = 1, et que de ce fait, nous
adoptons la notation C pour centré et N pour normalisé. Puisque les quantités
E[Ct] et E[Nt] ne dépendent pas de t, il se pose naturellement la question de savoir
sous quelles conditions sur (Vt, t ≥ 0) les processus (Ct, t ≥ 0) et (Nt, t ≥ 0) sont
des peacocks.
Commençons par donner quelques exemples.

Exemple 1.29. (Carr-Ewald-Xiao [CEX08]).

Si Vt =

∫ t

0

eBs− s
2ds, où (Bs, s ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, alors

Carr, Ewald et Xiao ont montré que

(
Nt :=

1

t

∫ t

0

eBs− s
2ds, t ≥ 0

)
est un peacock. (1.36)

Notons que E[Vt] = t pour tout t ≥ 0. Dans [BY09], Baker-Yor ont exhibé une
martingale associée à (Nt, t ≥ 0).

Exemple 1.30. Soient σ : R+×R→ R, b : R+×R→ R deux fonctions boréliennes
telles que les applications σs : x 7→ σ(s, x) et bs : x 7→ b(s, x) soient localement
lipschitziennes en x, uniformément sur les compacts en s. On considère l’EDS :

Yt = x0 +

∫ t

0

σ(s, Ys)dBs +

∫ t

0

b(s, Ys)ds. (1.37)

Soit (Xt, t ≥ 0) une solution de (1.37) à valeurs dans un intervalle I de R. Pour
tout s ≥ 0, on désigne par Ls l’opérateur différentiel du second ordre :

Ls :=
1

2
σ2(s, x)

∂2

∂x2
+ b(s, x)

∂

∂x
.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Soit θ : I → R+ une fonction croissante de classe C2 telle que :
(
Mt := θ(Xt)− θ(x0)−

∫ t

0

Lsθ(Xs)ds, t ≥ 0

)
est une martingale.

i) Si pour tout s ≥ 0, x 7→ Lsθ(x) est croissante, alors

(Ct := θ(Xt)− E[θ(Xt)], t ≥ 0) est un peacock.

En particulier, si θ(x) = x et si pour tout s ≥ 0, x 7→ Lsθ(x) = b(s, x) est
croissante, alors (Ct := Xt − E[Xt], t ≥ 0) est un peacock.

ii) Si θ est strictement positive et si, pour tout s ≥ 0 :

vs : x ∈ I 7→
Lsθ(x)

θ(x)
est une fonction croissante, (1.38)

alors : (
Nt :=

θ(Xt)

E[θ(Xt)]
, t ≥ 0

)
est un peacock.

Démonstration.
Montrons déjà i).

Soient ψ ∈ C, h(t) = E[θ(Xt)] et 0 ≤ s < t. D’après la formule d’Itô, nous avons :

ψ(θ(Xt)− h(t))− ψ(θ(Xs)− h(s)) =
∫ t

s

ψ′(θ(Xu)− h(u))[dMu + Luθ(Xu)du− h′(u)du]+

1

2

∫ t

s

ψ′′(θ(Xu)− h(u))d〈M〉u.

Il suffit alors, pour tout s ≤ u < t, de montrer que :

E [ψ′(θ(Xu)− h(u))(Luθ(Xu)− h′(u))] ≥ 0. (1.39)

Mais, puisque

E[Luθ(Xu)− h′(u)] = 0, pour tout s ≤ u < t, (1.40)

nous avons (d’après le Lemme 1.5) :

E [ψ′(θ(Xu)− h(u))(Luθ(Xu)− h′(u))] ≥
ψ′

(
θ
[
(Luθ)

−1(h′(u))
]
− h(u)

)
E [Luθ(Xu)− h′(u)] = 0,

ce qui donne (1.39).
Prouvons maintenant ii).
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1.3. Peacocks obtenus sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

Pour tout t ≥ 0, posons h(t) = E[θ(Xt)] et notons que h est strictement positive.
En appliquant la formule d’Itô pour ψ ∈ C et 0 ≤ s < t, on a :

ψ

(
θ(Xt)

h(t)

)
= ψ

(
θ(Xs)

h(s)

)
+

∫ t

s

ψ′
(
θ(Xu)

h(u)

)[
dMu

h(u)
+
Luθ(Xu)du

h(u)

]

−
∫ t

s

ψ′
(
θ(Xu)

h(u)

)
h′(u)θ(Xu)

h2(u)
du

+
1

2

∫ t

s

ψ′′
(
θ(Xu)

h(u)

)
1

h2(u)
d〈M〉u.

Il suffit donc de montrer que : pour tout s ≤ u < t,

K(u) := E

[
ψ′

(
θ(Xu)

h(u)

)[Luθ(Xu)

h(u)
− h′(u)θ(Xu)

h2(u)

]]
≥ 0. (1.41)

Pour cela, observons que :

E

[Luθ(Xu)

h(u)
− h′(u)θ(Xu)

h2(u)

]
= 0, (1.42)

puisque u 7−→ 1

h(u)
E [θ(Xu)] est constant et

d

du
E [θ(Xu)] = E[Luθ(Xu)].

Comme x 7−→ vu(x) est croissante (d’après (1.38)), alors, pour tout s ≤ u < t,
nous avons (cf. Lemme 1.5) :

K(u) = E

[
ψ′

(
θ(Xu)

h(u)

)
θ(Xu)

h(u)

(
vu(Xu)−

h′(u)

h(u)

)]

≥ ψ′



θ

(
v−1u

(
h′(u)

h(u)

))

h(u)


E

[
θ(Xu)

h(u)

(
vu(Xu)−

h′(u)

h(u)

)]
= 0,

ce qui entraîne le résultat annoncé.

Exemple 1.31.

i) Si Vt = tX , où X est une v.a. intégrable, alors (Ct := t(X −E[X ]), t ≥ 0) est un
peacock (voir [HPRY11], Chapitre 1).

ii) Si Vt = etX , où X est une v.a. réelle telle que, pour tout t ≥ 0, E[etX ] < ∞,
alors, d’après l’exemple 1.11 appliqué à µ = δ1, où δ1 est la mesure de Dirac au
point 1, nous avons :

(
Nt :=

etX

E[etX ]
, t ≥ 0

)
est un peacock.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

En particulier, si (Gu, u ≥ 0) est un processus mesurable, gaussien et centré ayant
pour fonction de covariance K(s, t) := E[GsGt], et si ν est une mesure de Radon
positive sur R+, alors :


N

(ν)
t :=

exp

(∫ t

0

Guν(du)

)

E

[
exp

(∫ t

0

Guν(du)

)] , t ≥ 0


 est un peacock

dès que

t 7→ γ(t) :=

∫ t

0

∫ t

0

K(u, v)ν(du)ν(dv) est une fonction croissante.

En effet, ∫ t

0

Guν(du)
(loi)
=

√
γ(t)G,

où G est une gaussienne centrée réduite. De plus, si (Bt, t ≥ 0) est un mouvement

brownien issu de 0, alors

(
Mt := exp

(
Bγ(t) −

γ(t)

2

)
, t ≥ 0

)
est une martingale

associée à
(
N

(ν)
t , t ≥ 0

)
.

Il peut arriver que l’on obtienne simultanément un peacock et l’une de ses
martingales associées. Les résultats de l’exemple ci-dessous en sont l’illustration.
Nous les énonçons sans démonstration puisqu’ils sont assez proches des résultats
présentés dans ([HPRY11], Chapitre 2).

Exemple 1.32. Soit (Lt, t ≥ 0) un processus de Lévy tel que :

E

[
exp

(∫ t

0

Lsds

)]
<∞, pour tout t ≥ 0.

Alors :

1) 
Nt :=

exp

(∫ t

0

Ls ds

)

E

[
exp

(∫ t

0

Ls ds

)] , t ≥ 0


 est un peacock

et 
Mt :=

exp

(∫ t

0

s dLs

)

E

[
exp

(∫ t

0

s dLs

)] , t ≥ 0




est une martingale associée à (Nt, t ≥ 0).
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2) 
Ñt :=

exp

(
1

t

∫ t

0

Ls ds

)

E

[
exp

(
1

t

∫ t

0

Ls ds

)] , t ≥ 0


 est un peacock

et 
M̃t :=

exp

(∫ 1

0

W
(L)
u,t du

)

E

[
exp

(∫ 1

0

W
(L)
u,t du

)] , t ≥ 0




est une (G(L)
t , t ≥ 0)-martingale associée à (Ñt, t ≥ 0), où

(
W

(L)
u,t , u ≥ 0, t ≥ 0

)

désigne le drap de Lévy associé à (Lt, t ≥ 0) et

G(L)
t = σ

(
W (L)

u,s , u ≥ 0, 0 ≤ s ≤ t
)

(voir [HRY11]).

Il existe des processus (Vt, t ≥ 0) pour lesquels (Nt, t ≥ 0) n’est pas un peacock.
Nous présentons, en particulier, des situations où (Nt, t ≥ 0) décroît pour l’ordre
convexe.

Contre-exemple 1.33. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus mesurable à valeurs dans
R+ satisfaisant 0 < E[Xt] <∞, tel que :

∀ 0 ≤ s ≤ t, ϕs,t : x 7→
1

x
E[Xs|Xt = x] est une fonction croissante. (1.43)

Un exemple de processus vérifiant la propriété (1.43) est donné à la fin de ce
paragraphe.
On a :

a) (
Nt :=

Xt

E[Xt]
, t ≥ 0

)
décroît pour l’ordre convexe,

b) et si de plus, (Xt, t ≥ 0) est càdlàg et vérifie

E

[
sup
0≤u≤t

|Xu|
]
<∞,

alors, pour toute mesure de Radon positive ν sur R+,


Nt :=

∫ t

0

Xuν(du)

E

[∫ t

0

Xuν(du)

] , t ≥ 0


 décroît pour l’ordre convexe.
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

Démontration.
a) Pour toute fonction positive ψ ∈ C, et tous 0 ≤ s < t, nous avons :

E

[
ψ

(
Xt

E[Xt]

)]
− E

[
ψ

(
Xs

E[Xs]

)]

≤ E

[
ψ′

(
Xt

E[Xt]

)(
Xt

E[Xt]
− Xs

E[Xs]

)]
(puisque ψ est convexe)

= E

[
ψ′

(
Xt

E[Xt]

)
Xt

E[Xt]

(
1− E[Xt]

E[Xs]

E[Xs|Xt]

Xt

)]

= E

[
ψ′

(
Xt

E[Xt]

)
Xt

E[Xt]

(
1− E[Xt]

E[Xs]
ϕs,t(Xt)

)]

Soit ϕ−1s,t l’inverse continu à droite de la fonction ϕs,t. Puisque ψ′ est croissante,

alors, en distinguant les cas
E[Xt]

E[Xs]
ϕs,t(Xt) ≤ 1 et

E[Xt]

E[Xs]
ϕs,t(Xt) ≥ 1, on obtient :

E

[
ψ

(
Xt

E[Xt]

)]
− E

[
ψ

(
Xs

E[Xs]

)]

≤ ψ′
(

1

E[Xt]
ϕ−1s,t

(
E[Xs]

E[Xt]

))
E

[
Xt

E[Xt]

(
1− E[Xt]

E[Xs]
ϕs,t(Xt)

)]
(d’après le Lemme 1.5)

= ψ′
(

1

E[Xt]
ϕ−1s,t

(
E[Xs]

E[Xt]

))
E

[
Xt

E[Xt]
− Xs

E[Xs]

]
= 0

b) Par approximation, on peut se restreindre aux mesures ν qui sont absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue et qui admettent une densité conti-
nue ρ, i.e.

ν(dt) = ρ(t)dt.

Alors, avec ψ ∈ C et h(t) := E

[∫ t

0

Xuρ(u)du

]
, nous avons :

d

dt
E

[
ψ

(∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)

)]

= E

[
ψ′

(∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)

)(
Xtρ(t)

h(t)
− h′(t)

h2(t)

∫ t

0

Xuρ(u)du

)]

≤ 1

h(t)
E

[
ψ′
(
Xtρ(t)

h′(t)

)(
Xtρ(t)−

h′(t)

h(t)

∫ t

0

Xuρ(u)du

)]

car ψ′ est croissante, et si

Xtρ(t)

h(t)
≥ h′(t)

h2(t)

∫ t

0

Xuρ(u)du (resp.
Xtρ(t)

h(t)
≤ h′(t)

h2(t)

∫ t

0

Xuρ(u)du),
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alors
Xtρ(t)

h′(t)
≥

∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)
(resp.

Xtρ(t)

h′(t)
≤

∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)
).

Ainsi, en conditionnant par rapport à Xt,

d

dt
E

[
ψ

(∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)

)]

≤ 1

h(t)
E

[
ψ′
(
Xtρ(t)

h′(t)

)(
Xtρ(t)−

h′(t)

h(t)

∫ t

0

E[Xu|Xt]ρ(u)du

)]

=
1

h(t)
E

[
ψ′
(
Xtρ(t)

h′(t)

)
Xt

(
ρ(t)− h′(t)

h(t)

∫ t

0

ϕu,t(Xt)ρ(u)du

)]

=
1

h(t)
E

[
ψ′
(
Xtρ(t)

h′(t)

)
Xt

(
ρ(t)− h′(t)

h(t)
ϕ̂t(Xt)

)]
,

(où ϕ̂t : x 7→
∫ t

0

ϕu,t(x)ρ(u)du est une fonction croissante),

et si ϕ̂−1t désigne l’inverse continu à droite de ϕ̂t, alors

d

dt
E

[
ψ

(∫ t

0
Xuρ(u)du

h(t)

)]

≤ 1

h(t)
ψ′
(
ρ(t)

h′(t)
ϕ̂−1t

(
ρ(t)h(t)

h′(t)

))
E

[
Xt

(
ρ(t)− h′(t)

h(t)
ϕ̂t(Xt)

)]
(cf. Lemme 1.5)

=
1

h(t)
ψ′
(
ρ(t)

h′(t)
ϕ̂−1t

(
ρ(t)h(t)

h′(t)

))
E

[
Xtρ(t)−

h′(t)

h(t)

∫ t

0

Xuρ(u)du

]
= 0.

En particulier, si f : R+ → R+ est une fonction croissante de classe C1 telle que

x 7→ xf ′(x)

f(x)
est décroissante, et si (γt, t ≥ 0) désigne le subordinateur Gamma,

alors les processus (
Na

t :=
f(γt)

E[f(γt)]
, t ≥ 0

)

et 
N

b
t :=

∫ t

0

f(γs) ds

E

[∫ t

0

f(γs) ds

] , t ≥ 0




décroissent pour l’ordre convexe. Cette assertion résulte des Points a) et b) ci-
dessus et d’une propriété classique du subordinateur Gamma : pour tout t ≥ 0, le

processus (de Dirichlet)

(
γs
γt
, 0 ≤ s ≤ t

)
est indépendant de la v.a. γt.
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Dans la suite de ce chapitre, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.34. Soit U une variable aléatoire intégrable. Alors, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1) pour tout réel c, E
[
1{U≥c}U

]
≥ 0,

2) pour toute fonction bornée et croissante h : R→ R+ :

E[h(U)U ] ≥ 0,

3) E[U ] ≥ 0.

1.3.2 Lien entre les propriétés de peacock de C et N

Soit (Vt, t ≥ 0) un processus tel que 0 < E[Vt] < +∞. Nous montrons que la

propriété de peacock de (Ct := Vt − E[Vt], t ≥ 0) et celle de

(
Nt :=

Vt
E[Vt]

, t ≥ 0

)

sont liées. Pour cela, nous utilisons le résultat immédiat ci-après :

Proposition 1.35. Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock centré et ϕ : R+ → R+ une
fonction croissante. Alors (ϕ(t)Xt, t ≥ 0) est un peacock.

La Proposition 1.35 permet de lier les propriétés de peacock de C et de N .
Nous avons en effet :

Corollaire 1.36. On suppose que (Vt, t ≥ 0) satisfait 0 < E[Vt] < +∞ pour tout
t ≥ 0, et que t 7→ E[Vt] est monotone. Alors :

1) Si t 7→ E[Vt] est croissante, nous avons l’implication :

(Nt, t ≥ 0) est un peacock ⇒ (Ct, t ≥ 0) est un peacock.

2) Si t 7→ E[Vt] est décroissante, nous obtenons l’implication inverse :

(Ct, t ≥ 0) est un peacock ⇒ (Nt, t ≥ 0) est un peacock.

Démonstration.
Il suffit d’appliquer la Proposition 1.35 : pour prouver 1), on prend Xt = Nt − 1
et ϕ(t) = E[Vt], et on en déduit que (Ct = ϕ(t)Xt, t ≥ 0) est un peacock ; tandis

que pour 2), on prend Xt = Ct et ϕ(t) =
1

E[Vt]
, et on obtient le peacock (Nt =

ϕ(t)Xt + 1, t ≥ 0).

Les deux exemples suivants montrent qu’il existe des processus (Vt, t ≥ 0) pour

lesquels

(
Nt :=

Vt
E[Vt]

, t ≥ 0

)
est un peacock bien que (Ct := Vt −E[Vt], t ≥ 0) ne

le soit pas.
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Exemple 1.37. (Dû à F. Hirsch).
Soit G une variable normale, et soient α, β : R+ → R+ des fonctions strictement
positives. Si on pose Vt = α(t)G+ β(t), alors

i)

(
Nt :=

Vt
E[Vt]

, t ≥ 0

)
est un peacock si et seulement si t 7−→ α(t)

β(t)
est croissante,

ii) (Ct := Vt − E[Vt], t ≥ 0) est un peacock si et seulement si α est croissante.

Exemple 1.38. Soit X une v.a. et soit µ la loi de X. Supposons que E[|X|etX ] <
∞ pour tout t ≥ 0 et que supp µ = R. Posons α(t) := E

[
etX

]
. Alors :

1)

(
Nt :=

etX

α(t)
, t ≥ 0

)
est un peacock.

2) (Ct := etX − α(t), t ≥ 0) est un peacock si et seulement si α est croissante.

Notons que, si E[X ] > 0, alors, d’après le Lemme 1.34,

α′(t) = E[XetX ] ≥ 0. (1.44)

Démonstration.
Le premier point découle du Point ii) de l’Exemple 1.31. Pour prouver le Point 2),
nous notons que

0 =
∂

∂t
E[Ct] = E

[
XetX − α′(t)

]
, for every t ≥ 0 (1.45)

et, pour toute fonction convexe ψ ∈ C :

∂

∂t
E[ψ(Ct)] = E[ψ′(etX − α(t))(XetX − α′(t))]. (1.46)

i) Supposons que α est croissante. La fonction ft : x 7→ xetx − α′(t) ne s’annule
alors qu’en un seul point a ≥ 0 et

ft(x) > 0, pour tout x > a.

−1
t a

ft(−1
t
)

−α′(t)−
−

p
0

fig.1. Graphe de ft lorsque α est strictement croissante et t > 0.
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En effet, la dérivée f ′t de ft étant strictement positive sur [0,+∞[, ft est une
fonction continue et strictement croissante, i.e., une bijection de [0,+∞[ sur
[−α′(t),+∞[, 0 ∈ [−α′(t),+∞[ puisque α′(t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0, et f−1t (0) = a ;
De plus, ft(x) < 0 pour tout x < 0 ; il ne reste plus qu’à distinguer les cas X ≤ a
et X ≥ a pour obtenir :

∂

∂t
E[ψ(Ct)] ≥ ψ′

(
eta − α(t)

)
E
[
XetX − α′(t)

]
= 0,

ce qui montre que (Ct := etX − α(t), t ≥ 0) est un peacock.
ii) Si α n’est pas croissante, alors il existe t0 > 0 tel que α′(t0) < 0. Ainsi, la
fonction ft0 : x 7→ xet0x − α′(t0) possède exactement deux zéros a1 < a2 < 0 et

ft0(x) est





strictement positive si x < a1,
strictement négative si a1 < x < a2,
strictement positive si x > a2.

a1 a2 0

−−α′(t0)− 1
t0
p

− ft0(− 1
t0
)

fig.2. Graphe de ft0 .

Observons que, si µ est la loi de X :
∫ a1

−∞
ft0(x)µ(dx) > 0 (1.47)

et, d’après (1.45) : ∫ ∞

−∞
ft0(x)µ(dx) = 0. (1.48)

Il résulte de (1.47) et (1.48) que :

E
[
1{X>a1}

(
Xet0X − α′(t0)

)]
=

∫ ∞

a1

ft0(x)µ(dx) < 0 (puisque supp µ = R).

En prenant ψ′
(
etx − α(t)

)
= 1[a1,∞[(x) dans (1.46), nous en déduisons que (Ct :=

etX − α(t), t ≥ 0) n’est pas un peacock.
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1.3. Peacocks obtenus sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

Notons que si α est croissante et

(
etX

α(t)
, t ≥ 0

)
est un peacock, alors, d’après le

Corollaire 1.36, (Ct := etX − α(t), t ≥ 0) est un peacock. Ceci fournit une autre
preuve du Point i) ci-dessus.

1.3.3 Peacocks obtenus par centrage

Nous énonçons et prouvons le :

Théorème 1.39. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu à droite et conditionnel-
lement monotone. Soit q : R+ × R → R+ une fonction positive et continue telle
que : pour tout s ≥ 0, qs : x 7→ q(s, x) est croissante et E[q(s,Xs)] > 0. Soit
θ : R+ → R+ une fonction positive, convexe croissante, de classe C1, satisfaisant :

∀ t ≥ 0, E

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞ (1.49)

et

∀ a > 0, E

[
sup
0<t≤a

q(t, Xt)θ
′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞. (1.50)

On pose h(t) := E

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
. Alors :

(
Ct := θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h(t), t ≥ 0

)
est un peacock.

Pour prouver ce résultat nous aurons recours à une conséquence immédiate de
la propriété de monotonie conditionnelle (voir Définition 1.6) :

Lemme 1.40. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu à droite qui est conditionnel-
lement monotone, et soit q : R+ × R → R une fonction continue telle que : pour
tout s ≥ 0, qs : x 7→ q(s, x) est croissante. Alors, pour toute fonction croissante et
bornée φ, toute mesure de Radon positive ν sur R+ et tout t > 0 :

E

[
φ

(∫ t

0

q(s,Xs) ν(ds)

)∣∣∣∣Xt

]
= φt(Xt), (1.51)

où φt est une fonction croissante.

Démonstration du Théorème 1.39.
Pour toute fonction convexe ψ ∈ C, nous avons :

d

dt
E[ψ(Ct)] = E

[
ψ′(Ct)

(
q(t, Xt)θ

′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h′(t)

)]

= E

[
ψ′(Ct)q(t, Xt)

(
θ′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h′(t)

E[q(t, Xt)]

)]

+ E

[
ψ′(Ct)h

′(t)

(
q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
− 1

)]

:= K1(t) +K2(t).
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Montrons que K1(t) ≥ 0.
Nous notons que, pour tout t ≥ 0 :

E

[
q(t, Xt)

(
θ′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h′(t)

E[q(t, Xt)]

)]
= 0, (1.52)

puisque

E

[
q(t, Xt)θ

′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
= h′(t).

Comme θ′ est croissante, alors, d’après le Lemme 1.5, nous avons :

K1(t) = E

[
ψ′(Ct)q(t, Xt)

(
θ′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h′(t)

E[q(t, Xt)]

)]

≥ ψ′
(
θ ◦ θ′−1

(
h′(t)

E[q(t, Xt)]

)
− h(t)

)
×

E

[
q(t, Xt)

(
θ′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h′(t)

E[q(t, Xt)]

)]
= 0,

où θ′−1 est l’inverse continu à droite de la fonction θ′.
Montrons que K2(t) ≥ 0.
Nous avons :

K2(t) = h′(t)E

[
ψ′(Ct)

(
q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
− 1

)]

= h′(t)E

[
E[ψ′(Ct)|Xt]

(
q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
− 1

)]
.

Mais, d’après le Lemme 1.40,

E[ψ′(Ct)|Xt] = E

[
ψ′

(
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− h(t)

)∣∣∣∣Xt

]
= ϕt(Xt),

où ϕt est une fonction croissante. En utilisant le fait que qt : x 7−→ q(t, x) est
croissante et en notant q−1t son inverse continu à droite, nous déduisons du Lemme
1.5 que :

K2(t) = h′(t)E

[
ϕt(Xt)

(
q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
− 1

)]

≥ h′(t)ϕt ◦ q−1t (E[q(t, Xt)])E

[
q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
− 1

]
= 0,

ce qui achève la démonstration.
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Exemple 1.41. Supposons que (Xt, t ≥ 0) et q : R × R+ → R+ satisfont les
conditions du Théorème 1.39. En prenant successivement θ(x) = x et θ(x) = ex,
nous obtenons :

(∫ t

0

q(s,Xs)ds− E

[∫ t

0

q(s,Xs)ds

]
, t ≥ 0

)
est un peacock

et
(
exp

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− E

[
exp

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
, t ≥ 0

)
est un peacock.

Remarque 1.42. En vertu du Théorème 1.39, une question naturelle est :


Nt :=

1

E
[
θ
(∫ t

0
q(s,Xs) ds

)]θ
(∫ t

0

q(s,Xs) ds

)
, t ≥ 0


 est-il un peacock ?

Nous ne répondons à cette question que pour θ(x) = x et pour θ(x) = ex. Dans
la sous-section 1.3.4, nous traitons le cas θ(x) = x lorsque (Xt, t ≥ 0) est une
diffusion satisfaisant la propriété de monotonie conditionnelle. Le cas θ(x) = ex

fait l’objet du Chapitre 3.

1.3.4 Peacocks obtenus par normalisation d’une fonction-

nelle additive brownienne

Considérons σ : R+ × R → R et b : R+ × R → R deux fonctions mesurables
telles que σs := σ(s, x) et bs(x) := b(s, x) sont lipschitziennes en x, uniformément
sur les compacts en s, et (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans un intervalle
I ⊂ R, solution de l’EDS :

Yt = x0 +

∫ t

0

σ(s, Ys)dBs +

∫ t

0

b(s, Ys)ds, (1.53)

où x0 ∈ I et où (Bs, s ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0. Soit
As l’opérateur espace-temps défini par :

As :=
∂

∂s
+
1

2
σ2(s, x)

∂2

∂x2
+ b(s, x)

∂

∂x
. (1.54)

Nous prouvons le résultat suivant :

Théorème 1.43. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans I, solution de (1.53)
et conditionnellement monotone (cf. Remarque 1.44). Soit q : R+ × I → R+ une
fonction strictement positive de classe C2 telle que :
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1) pour tout s ≥ 0, les fonctions qs : x ∈ I 7→ q(s, x) et

fs : x ∈ I 7→
Asq(s, x)

q(s, x)
(1.55)

sont croissantes.

2)

(
Zt := q(t, Xt)− q(0, x0)−

∫ t

0

Asq(s,Xs)ds, t ≥ 0

)
est une martingale.

Alors, pour toute mesure de Radon positive ν sur R+ :

Nt :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0


 est un peacock.

Remarque 1.44. Comme nous l’avons montré dans la sous-section 1.2.2, il existe
de nombreux exemples de diffusions qui possèdent la propriété de monotonie condi-
tionnelle, celle-ci étant liée au caractère "bien-réversible" de ces processus.

Démonstration du Théorème 1.43.
Posons :

Γu :=
1

E[q(u,Xu)]
, pour tout u ≥ 0. (1.56)

En appliquant la formule d’Itô, on a :

Γuq(u,Xu) = 1 +

∫ u

0

ΓvdZv +

∫ u

0

(Γ′vq(v,Xv) + ΓvAvq(v,Xv)) dv

:=Mu +Hu,

où (
Mu := 1 +

∫ u

0

ΓvdZv, u ≥ 0

)
est une martingale (1.57)

et
(
Hu :=

∫ u

0

(Γ′vq(v,Xv) + ΓvAvq(v,Xv)) dv, u ≥ 0

)
est centré, (1.58)

car E[Γuq(u,Xu)] = 1 et
d

du
E[q(u,Xu)] = E[Auq(u,Xu)].

En posant,

h(t) :=

∫ t

0

1

Γu
ν(du) = E

[∫ t

0

q(u,Xu)ν(du)

]
, (1.59)

il vient :

Nt =
1

h(t)

∫ t

0

q(u,Xu)ν(du) =
1

h(t)

∫ t

0

Γuq(u,Xu)
1

Γu
ν(du)

=
1

h(t)

∫ t

0

(Mu +Hu)dh(u).
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Grâce à une intégration par parties, nous obtenons :

dNt =
dh(t)

h2(t)

(
M

(h)
t +H

(h)
t

)
, (1.60)

avec

M
(h)
t =

∫ t

0

h(u)dMu et H(h)
t =

∫ t

0

h(s)dHs.

Ainsi, pour tous ψ ∈ C et tout 0 ≤ s < t, nous avons :

E[ψ(Nt)]− E[ψ(Ns)] = E

[∫ t

s

ψ′(Nu)dNu

]

= E

[∫ t

s

ψ′(Nu)
(
M (h)

u +H(h)
u

) dh(u)
h2(u)

]

=

∫ t

s

dh(u)

h2(u)
E

[∫ u

0

ψ′′(Nv)
(
M (h)

v +H(h)
v

)2 dh(v)
h2(v)

]
+

∫ t

s

dh(u)

h2(u)
E

[∫ u

0

ψ′(Nv)
(
dM (h)

v + dH(h)
v

)]
.

Il reste à voir que, pour tout u > 0 :

E

[∫ u

0

ψ′(Nv)dH
(h)
v

]
=

E

[∫ u

0

ψ′(Nv)h(v) (ΓvAvq(v,Xv) + Γ′vq(v,Xv)) dv

]
≥ 0. (1.61)

Mais, pour tout 0 ≤ v ≤ u,

K(v) := E [ψ′(Nv)h(v) (ΓvAvq(v,Xv) + Γ′vq(v,Xv))]

= h(v)Γv E

[
ψ′(Nv)q(v,Xv)

(
fv(Xv) +

Γ′v
Γv

)]
(où fv est définie par (1.55))

= h(v)Γv E

[
E[ψ′(Nv)|Xv]q(v,Xv)

(
fv(Xv) +

Γ′v
Γv

)]

et, d’après le Lemme 1.40,

E[ψ′(Nv)|Xv] = E

[
ψ′

(
1

h(v)

∫ v

0

q(u,Xu)ν(du)

)∣∣∣∣Xv

]
= ϕv(Xv), (1.62)

où ϕv est une fonction croissante. Nous savons en outre que :

E

[
q(v,Xv)

(
fv(Xv) +

Γ′v
Γv

)]
= 0, (1.63)
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Chapitre 1. Peacocks sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle

puisque E[Γvq(v,Xv)] = 1.
Donc, en utilisant (1.62), (1.63) et le Lemme 1.5, on obtient :

K(v) = Γvh(v)E

[
ψ′(Nv)q(v,Xv)

(
fv(Xv) +

Γ′v
Γv

)]

≥ h(v)Γvϕv

(
f−1v

[
−Γ

′
v

Γv

])
E

[
q(v,Xv)

(
fv(Xv) +

Γ′v
Γv

)]
= 0.

Commentaires

Les sections 1.2 et 1.3 sont respectivement extraites de [BPR12a] et de
[BPR12b]. Mentionnons que le lemme 1.5 et la Proposition 1.35 nous ont été
suggérés par Francis Hirsch.
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1.3. Peacocks obtenus sous l’hypothèse de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

36



Chapitre 2

Peacocks forts et très forts,

peacocks obtenus par un quotient

2.1 Peacocks forts et très forts

2.1.1 Peacocks forts

Définition 2.1. Un processus intégrable (Xt, t ≥ 0) est un peacock fort si, pour
tous 0 ≤ s < t et toute fonction borélienne bornée croissante φ : R→ R :

E[φ(Xs)(Xt −Xs)] ≥ 0. (SP)

Remarque 2.2.

1) La donnée des marginales unidimensionnelles suffit à définir un peacock tandis
que la définition d’un peacock fort fait intervenir les marginales bidimensionnelles.

2) Tout peacock fort est un peacock. En effet, si ψ ∈ C,

E[ψ(Xt)]− E[ψ(Xs)] ≥ E[ψ′(Xs)(Xt −Xs)] ≥ 0.

3) Si (Xt) est un peacock fort tel que E[X2
t ] <∞ pour tout t ≥ 0, alors :

E[Xs(Xt −Xs)] ≥ 0, pour tout 0 ≤ s < t. (2.1)

4) Si X et Y sont deux processus ayant les mêmes marginales unidimensionnelles,
alors il est possible que X soit un peacock fort et que Y ne le soit pas. Considérons

par exemple (Xt := t
1
4B1, t ≥ 0) et

(
Yt :=

Bt

t
1
4

, t ≥ 0

)
, où (Bt, t ≥ 0) est un

mouvement brownien issu de 0. On montre, grâce au Lemme 1.34, que (Xt, t ≥ 0)
est un peacock fort ; par contre, (Yt, t ≥ 0) n’en est pas un puisque, pour tous a ∈ R
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2.1. Peacocks forts et très forts

et 0 < s ≤ t :

E


1


Bs

s
1
4

> a





(
Bt

t
1
4

− Bs

s
1
4

)

 =

(
1

t
1
4

− 1

s
1
4

)
E

[
1{
Bs > as

1
4

}Bs

]
< 0,

(
car

1

t
1
4

<
1

s
1
4

et E

[
1{

Bs>as
1
4

}Bs

]
> 0 d’après le Lemme 1.34

)
.

Plus généralement, pour toute martingale non nulle (Mt, t ≥ 0) et toute fonction

borélienne strictement croissante α : R+ → R+,

(
Mt

α(t)
, t ≥ 0

)
n’est pas un peacock

fort.

5) Le Corollaire 1.36 reste vrai si on remplace "peacock" par "peacock fort".

Exemple 2.3. Donnons quelques exemples de peacocks forts.

a) Toute martingale est un peacock fort : En effet, si (Mt, t ≥ 0) est une martingale
par rapport à une filtration (Ft, t ≥ 0), alors, pour toute fonction borélienne bornée
φ : R→ R :

E[φ(Ms)(Mt −Ms)] = E[φ(Ms)(E[Mt|Fs]−Ms)] = 0.

b) Si (Mu, u ≥ 0) est une martingale appartenant à H1
loc et si α : R+ → R+ est une

fonction borélienne strictement croissante telle que α(0) = 0, alors
(
Qt :=

1

α(t)

∫ t

0

Mudα(u), t ≥ 0

)

est un peacock fort (voir [HPRY11], Chapitre 1).

c) Pour toute v.a. intégrable et centrée X, le processus (Ct := tX, t ≥ 0) est un
peacock fort.

d) Si X est une v.a. telle que E[etX ] <∞ pour tout t ≥ 0, alors
(
Nt :=

etX

E[etX ]
, t ≥ 0

)

est un peacock fort (voir [HPRY11], Chapitre 1).

Dans le cadre des processus gaussiens, nous obtenons une caractérisation des
peacocks forts qui repose sur le comportement de la fonction de covariance. En
effet :

Proposition 2.4. Un processus gaussien centré (Xt, t ≥ 0) est un peacock fort si
et seulement si, pour tous 0 ≤ s < t :

E[XtXs] ≥ E[X2
s ]. (2.2)
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Chapitre 2. Peacocks forts et très forts, peacocks obtenus par un quotient

Notons qu’un processus gaussien centré (Xt, t ≥ 0) est un peacock si et seulement
si

t 7→ E[X2
t ] est une fonction croissante (2.3)

et que (2.2) implique (2.3) ; en effet, si (2.2) est vérifiée, alors, pour tous 0 ≤ s < t :

E[X2
s ] ≤ E[XsXt] ≤ E[X2

s ]
1
2E[X2

t ]
1
2 , ( d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz)

ce qui entraîne (2.3).

Démonstration.
1) Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock fort gaussien centré. En prenant φ(x) = x dans
(SP), nous avons :

E[Xs(Xt −Xs)] ≥ 0 pour tout 0 < s ≤ t,

i.e.
K(s, t) ≥ K(s, s) pour tout 0 < s ≤ t.

2) Réciproquement, si (2.2) est vérifiée, alors, pour tous 0 < s ≤ t et toute fonction
borélienne bornée croissante φ : R→ R :

E[φ(Xs)(Xt −Xs)] = E[φ(Xs)(E[Xt|Xs]−Xs)]

=

(
K(s, t)

K(s, s)
− 1

)
E[φ(Xs)Xs] ≥ 0,

d’après le Lemme 1.34.

Exemple 2.5.

a) Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramètre c ∈ R, i.e. l’unique solution
forte de :

Xt = Bt + c

∫ t

0

Xudu,

où (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, est un peacock pour tout c
et un peacock fort pour c ≥ 0. En effet, pour tout t ≥ 0,

Xt = ect
∫ t

0

e−csdBs

et pour tous 0 < s ≤ t, puisque

E[XsXt] =
sinh(cs)

c
ect,

nous avons :

E[XsXt]− E[X2
s ] =

sinh(cs)

c
[ect − ecs].

Donc,
E[XsXt]− E[X2

s ] ≥ 0 si, et seulement si c ≥ 0.
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2.1. Peacocks forts et très forts

b) Le mouvement brownien fractionnaire d’index H ∈ [0, 1], dont la fonction de
covariance est :

K(s, t) =
1

2

(
t2H + s2H − (t− s)2H

)
,

est un peacock pour tout H et un peacock fort pour H ≥ 1

2
. Ceci résulte du fait

que K satisfait :

(
∀ 0 < s ≤ t, K(s, t)−K(s, s) =

1

2

(
t2H − s2H − (t− s)2H

)
≥ 0

)
⇔ H ≥ 1

2
.

2.1.2 Peacocks très forts

Définition 2.6. Un processus intégrable (Xt, t ≥ 0) est appelé peacock très fort si,
pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ t1 < · · · < tn < tn+1 et tout φ ∈ In, nous avons :

E[φ(Xt1 , · · · , Xtn)(Xtn+1 −Xtn)] ≥ 0. (VSP)

Remarque 2.7.

1) Pour définir un peacock fort, nous n’avons utilisé que les marginales bidimen-
sionnelles. Mais, pour définir un peacock très fort, nous faisons intervenir toutes
les marginales fini-dimensionnelles.

2) Une martingale est un peacock très fort.

3) Tout peacock très fort est un peacock fort. Mais, la réciproque est fausse. Nous
donnons deux exemples :

a) Soient G1 et G2 deux v.a. gaussiennes indépendantes et centrées telles que :
E[G2

1] = E[G2
2] = 1. Soient α et β deux constantes qui vérifient 1 + 2α2 ≤ β.

On considère le vecteur gaussien défini par :

X1 = G1 − αG2, X2 = βG1, X3 = βG1 + αG2.

Alors, (X1, X2, X3) est un peacock fort (d’après la Proposition 2.4) qui ne
vérifie pas (VSP), puisque :

E[X1(X3 −X2)] = −α2E[G2
1] < 0.

b) De même, si G1 et G2 sont deux v.a. aléatoires symétriques, identiquement
distribuées et indépendantes telles que E[G2

i ] = 1 (i = 1, 2), alors, pour tout
β ≥ 3, le vecteur (X1, X2, X3) défini par :

X1 = G1 −G2, X2 = βG1, X3 = βG1 +G2.
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Chapitre 2. Peacocks forts et très forts, peacocks obtenus par un quotient

est un peacock fort pour lequel la condition (VSP) n’est pas vérifiée.
Démonstration du Point b).
Comme G1 et G2 sont indépendantes et centrées, nous avons :

E
[
1{X2≥a}(X3 −X2)

]
= E

[
1{βG1≥a}G2

]
= 0.

En outre,

E
[
1{X1≥a}(X2 −X1)

]
= E

[
1{G1−G2≥a}((β − 1)G1 +G2)

]

= (β − 1)E
[
1{G1−G2≥a}G1

]
+ E

[
1{G1−G2≥a}G2

]

= (β − 1)E
[
1{G2−G1≥a}G2

]
︸ ︷︷ ︸

(en permutant G1 et G2)

+E
[
1{G1−G2≥a}G2

]

= (β − 2)E
[
1{G2−G1≥a}G2

]
︸ ︷︷ ︸

(≥0 d’après le Lemme 1.34, puisque β>2)

+E
[
1{|G1−G2|≥a}G2

]

≥ E
[
1{|G1−G2|≥a}G2

]
= 0, (car G1 et G2 sont symétriques)

et de façon similaire,

E
[
1{X1≥a}(X3 −X1)

]
= E

[
1{G1−G2≥a}((β − 1)G1 + 2G2)

]

= (β − 1)E
[
1{G1−G2≥a}G1

]
+ 2E

[
1{G1−G2≥a}G2

]

= (β − 1)E
[
1{G2−G1≥a}G2

]
+ 2E

[
1{G1−G2≥a}G2

]

= (β − 3)E
[
1{G2−G1≥a}G2

]
︸ ︷︷ ︸

(≥0 en appliquant le Lemme 1.34, puisque β≥3)

+2E
[
1{|G1−G2|≥a}G2

]

≥ 2E
[
1{|G1−G2|≥a}G2

]
= 0.

Donc, (X1, X2, X3) est un peacock fort. Mais, (X1, X2, X3) n’est pas un pea-
cock très fort comme le montre l’inégalité ci-dessous :

E[X1(X3 −X2)] = −E
[
G2

1

]
< 0.

Nous donnons quelques exemples de peacocks très forts.

Exemple 2.8.

1) Tous les peacocks forts de l’Exemple 2.3 satisfont (VSP).

2) Soit (τt, t ≥ 0) un processus croissant dont les accroissements sont indépendants
(et pas nécessairement stationnaires). Soit f : R → R une fonction convexe et
croissante (resp. concave et décroissante) telle que E[|f(τt)|] <∞, pour tout t ≥ 0.
Alors :

(Ct := f(τt)− E[f(τt)], t ≥ 0) est un peacock très fort.
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Démonstration du Point 2).
Soit f : R → R une fonction convexe et croissante. Soient n ≥ 1, 0 ≤ t1 < t2 <
· · · < tn < tn+1 et φ ∈ In. Notons d’abord que :

φ̃ : (x1, . . . , xn) 7−→ φ (f(x1)− E[f(τt1)], . . . , f(xn)− E[f(τtn)]) appartient à In
(2.4)

et, qu’en posant cn := E[f(τtn+1)]− E[f(τtn)], nous avons :

E
[
φ(Ct1 , . . . , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)

]
= E

[
φ̃(τt1 , . . . , τtn)(f(τtn+1)− f(τtn)− cn)

]
.

(2.5)
Montrons alors par récurrence qu’il existe, pour tout i ∈ J1, nK, une fonction ϕi de
Ii telle que :

E
[
φ(Ct1, . . . , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)

]
≥ E

[
ϕi(τt1 , . . . , τti)(f(τtn+1)− f(τtn)− cn)

]
.

(2.6)
Observons que pour i = n, on peut choisir ϕn = φ̃. Supposons donc que (2.6) est
vérifié pour un indice i ∈ J1, nK. Alors, comme τti est indépendant de τtn+1 − τti et
de τtn − τti , on a :

E
[
φ(Ct1 , . . . , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)

]

≥ E
[
ϕi(τt1 , . . . , τti)(f(τtn+1)− f(τtn)− cn)

]
(par récurrence)

= E
[
ϕi(τt1 , . . . , τti)

(
f(τti + τtn+1 − τti)− f(τti + τtn − τti)− cn

)]

= E
[
ϕi(τt1 , . . . , τti)

(
E[f(τti + τtn+1 − τti)|Fti ]− E[f(τti + τtn − τti)|Fti]− cn

)]

(où Fti := σ(τs, 0 ≤ s ≤ ti))

= E
[
ϕi(τt1 , . . . , τti)f̂i (τti)

]
,

(où f̂i(x) = E[f(x+ τtn+1 − τti)]− E[f(x+ τtn − τti)]− cn).

Mais, la fonction f̂i est croissante puisque f est convexe et τtn+1 ≥ τtn . Par consé-
quent,

E
[
φ(Ct1, . . . , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)

]
≥ E

[
ϕi

(
τt1 , . . . , τti−1

, τti
)
f̂i (τti)

]
(d’après le Lemme 1.5)

≥ E
[
ϕi

(
τt1 , . . . , τti−1

, f̂−1i (0)
)
f̂i (τti)

]

= E
[
ϕi

(
τt1 , . . . , τti−1

, f̂−1i (0)
) (
f(τtn+1)− f(τtn)− cn

)]
,

i.e. (2.6) est également vérifié pour i− 1 avec

ϕi−1 : (x1, . . . , xi−1) 7−→ ϕi

(
x1, . . . , xi−1, f̂

−1
i (0)

)
.

Donc, (2.6) est satisfaite pour tout i ∈ J1, nK. En particulier, pour i = 1, il existe
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ϕ1 ∈ I1 tel que :

E
[
φ(Ct1, . . . , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)

]
≥ E

[
ϕ1 (τt1) f̂1 (τt1)

]

≥ ϕ1

(
f̂−11 (0)

)
E
[
f̂1 (τt1)

]

= ϕ1

(
f̂−11 (0)

)
E
[
f(τtn+1)− f(τtn)− cn

]
= 0.

Exemple 2.9. (Diffusions "bien-réversibles")
Soit (Zt, t ≥ 0) une diffusion "bien réversible" satisfaisant (1.13), telle que bs :
y 7→ b(s, y) soit une fonction croissante pour tout s ≥ 0. Alors :

(Ct := Zt − E[Zt], t ≥ 0) est un peacock très fort.

En effet, avec h(t) := E[Zt], 0 < t1 < · · · < tn+1 (n ∈ N∗) et φ ∈ In, et à l’aide du
retournement du temps à l’instant tn+1, nous obtenons :

E[φ(Ct1 , · · · , Ctn)(Ctn+1 − Ctn)]

=E
[
φ
(
C

(tn+1)

tn+1−t1 , . . . , C
(tn+1)

tn+1−tn

)(
C

(tn+1)

0 − C
(tn+1)

tn+1−tn

)]

=E
[
E
[
φ
(
C

(tn+1)

tn+1−t1 , . . . , C
(tn+1)

tn+1−tn

)
|F tn+1−tn

] (
C

(tn+1)

0 − C
(tn+1)

tn+1−tn

)]

=E
[
φ̃
(
C

(tn+1)

tn+1−tn

)(
C

(tn+1)

0 − C
(tn+1)

tn+1−tn

)]

(où φ̃ est une fonction croissante)

=E
[
φ̃ (Ctn) (Ctn+1 − Ctn)

]
.

À présent, d’après (1.13) :

E

[
φ̃ (Ztn − h(tn))

(∫ tn+1

tn

σ(s, Zs)dBs +

∫ tn+1

tn

b(s, Zs)ds− h(tn+1) + h(tn)

)]

=

∫ tn+1

tn

E
[
φ̃ (Ztn − h(tn)) (b(s, Zs)− h′(s))

]
ds

=

∫ tn+1

tn

E
[
φ̃ (Ztn − h(tn)) (̃b(s, Ztn)− h′(s))

]
ds

où x 7−→ b̃(s, x) := E[b(s, Zs)|Ztn = x] est une fonction croissante telle que

E
[
b̃(s, Ztn)

]
= E[b(s, Zs)] = h′(s). En notant b̃−1s son inverse continu à droite,

nous déduisons du Lemme 1.5 que :

E
[
φ̃ (Ctn) (Ctn+1 − Ctn)

]

≥
∫ tn+1

tn

φ̃
(
b̃−1s (h′(s))− h(tn)

)
E
[
b̃(s, Ztn)− h′(s)

]
ds = 0.
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2.2 Peacocks obtenus par un quotient sous l’hypo-
thèse de peacock très fort

Soient (Wt, t ≥ 0) un processus intégrable et centré, i.e. E[Wt] = 0 pour tout
t ≥ 0, et α : R+ → R+ une fonction borélienne (quelconque) strictement positive.
Nous cherchons des conditions sur W et α pour que :

Qt :=

(
Wt

α(t)
, t ≥ 0

)
soit un peacock. (2.7)

Notons qu’on pourrait ramener l’étude des processus de type (Qt, t ≥ 0) à celle des
processus (Ct, t ≥ 0) et (Nt, t ≥ 0) définis par (1.5) et (1.6). En effet, en prenant
Vt := Qt, resp Vt := α(t)(Qt + 1), nous avons :

Ct := Vt − E[Vt] = Qt, resp. Nt :=
Vt

E[Vt]
= Qt + 1.

Mais, pour la plupart des processus de type (Qt, t ≥ 0) que nous considérons,
le lien avec la famille des processus de type (Ct, t ≥ 0) et (Nt, t ≥ 0) ne nous
donne pas d’information sur la monotonie pour l’ordre convexe. Pour certains de
ces processus, nous n’utiliserons plus la monotonie conditionnelle pour prouver la
propriété de peacock mais plutôt la notion de peacock très fort.

Nous donnons quelques exemples et contre-exemples.

Exemple 2.10. (Une extension de (1.36)). Si (Ms, s ≥ 0) est une martingale de
H1

loc et α : R+ → R+ est une fonction continue croissante telle que α(0) = 0, alors
on montre dans ([HPRY11], Chapitre 1) que :

(
Qt :=

1

α(t)

∫ t

0

(Ms −M0)dα(s), t ≥ 0

)
(2.8)

et (
Ct :=

∫ t

0

(Ms −M0)dα(s), t ≥ 0

)
(2.9)

sont des peacocks ; c’est ce que nous généraliserons à l’aide de la propriété de
"peacock très fort" en remplaçant l’hypothèse "(Mt, t ≥ 0) est une martingale"
par la condition "(Mt, t ≥ 0) est un peacock très fort" (cf. Theorem 2.13).

Exemple et Contre-exemple 2.11.

1) Soient L := (Lt, t ≥ 0) un processus de Lévy intégrable et ν une mesure de
Radon positive sur R∗+. Alors :

a) si L est centré,

(
Q

(ν)
t :=

1

ν(]0, t])

∫ t

0

Luν(du), t ≥ 0

)
est un peacock,
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b)


N

(ν)
t :=

∫ t

0

Luν(du)
∫ t

0

uν(du)

, t ≥ 0


 décroît pour l’ordre convexe.

Démonstration.
L’assertion a) découle de (2.8) puisque (Lt, t ≥ 0) est une martingale centrée.
Pour prouver b), nous supposons, sans nuire à la généralité, que L est centré et

que ν(du) = f(u)du, où f est continue. Posons h(t) :=
∫ t

0

uf(u)du. Alors, pour

tout ψ ∈ C, nous avons :

d

dt
E

[
ψ

(∫ t

0
Luf(u)du

h(t)

)]

= E

[
ψ′

(∫ t

0
Luf(u)du

h(t)

)(
Ltf(t)

h(t)
− tf(t)

h2(t)

∫ t

0

Luf(u)du

)]

≤ tf(t)

h(t)
E

[
ψ′
(
Lt

t

)(
Lt

t
− 1

h(t)

∫ t

0

Luf(u)du

)]

=
tf(t)

h(t)
E

[
ψ′
(
Lt

t

)(
Lt

t
− 1

h(t)

∫ t

0

E
[
Lu|F+

t

]
f(u)du

)]

(où F+
t = σ(Lu, u ≥ t)).

En observant que

(
Lt

t
, t ≥ 0

)
est une martingale inverse par rapport à la filtration

(
F+

t , t ≥ 0
)

(i.e., pour tout 0 < s ≤ t, E

[
Ls

s

∣∣∣∣F+
t

]
=

Lt

t
, voir [JP88]), nous

obtenons :

d

dt
E

[
ψ

(∫ t

0
Luf(u)du

h(t)

)]

≤ tf(t)

h(t)
E

[
ψ′
(
Lt

t

)
Lt

t

(
1− 1

h(t)

∫ t

0

uf(u)du

)]
= 0.

2) Dès lors, on pourrait en particulier se demander pour quelles valeurs de α(
1

tα

∫ t

0

Ludu, t ≥ 0

)
est un peacock (c’est le cas pour α ≤ 1 d’après la Proposition

1.35).

i) Si (Ls, s ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, alors, par la propriété

d’échelle,

(
1

tα

∫ t

0

Ludu, t ≥ 0

)
est un peacock si et seulement si α ≤ 3

2
.
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous l’hypothèse de peacock très fort

ii) Si (Ls, s ≥ 0) est un processus de Lévy symétrique et stable d’index γ (1 <

γ ≤ 2), alors

(
1

tα

∫ t

0

Ludu, t ≥ 0

)
est un peacock si et seulement si α ≤

1 +
1

γ
.

iii) Si (Ls, s ≥ 0) est un processus de Lévy centré et de carré intégrable, alors

E

[(
1

tα

∫ t

0

Ludu

)2
]
=
t3−2α

3
E
[
L2
1

]

et

(
1

tα

∫ t

0

Ludu, t ≥ 0

)
n’est pas un peacock pour α >

3

2
.

Le résultat qui suit concerne deux propriétés essentielles des peacocks très forts.

Lemme 2.12. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus intégrable.

1) (Xt, t ≥ 0) satisfait (VSP) si et seulement si, pour tout n ∈ N∗, tous 0 ≤ t1 <
· · · < tn < tn+1, tout i ≤ n et tout φ ∈ In :

E[φ(Xt1 , · · · , Xtn)(Xtn+1 −Xti)] ≥ 0. (Ṽ SP )

2) Si (Xt, t ≥ 0) est centré et vérifie (VSP), alors, pour tout n ∈ N∗, tous 0 ≤ t1 <
· · · < tn et tout φ ∈ In :

E[φ(Xt1 , · · · , Xtn)Xtn ] ≥ 0. (2.10)

Démonstration.

1) On démontre (Ṽ SP ) par récurrence sur n (en supposant (VSP) vérifié).

i) Le cas n = 1 est immédiat par (VSP).

ii) On suppose (Ṽ SP ) pour n. Soit φ ∈ In+1.
-Si i = n+ 1, alors il suffit d’appliquer (VSP).
-Si 1 ≤ i ≤ n, alors on a :

E
[
φ(Xt1, Xt2 , · · · , Xtn+1)(Xtn+2 −Xti)

]

= E
[
φ(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn+1)(Xtn+2 −Xtn+1)

]
︸ ︷︷ ︸

≥0 (d’après (V SP ))

+E
[
φ(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn+1)(Xtn+1 −Xti)

]

≥ E
[
φ(Xt1 , · · · , Xtn , Xti)(Xtn+1 −Xti)

]

≥ 0 (par hypothèse de récurrence).

2) Nous prouvons (2.10) par récurrence sur n ∈ N∗.
Si n = 1, alors (2.10) est vérifiée d’après le Lemme 1.34, puisque Xt1 est centré
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Chapitre 2. Peacocks forts et très forts, peacocks obtenus par un quotient

et φ est croissante. En outre, si (2.10) est vérifiée pour n, alors il en est de même
pour n + 1, puisque :

E
[
φ(Xt1 , · · · , Xtn , Xtn+1)Xtn+1

]

≥ E
[
φ(Xt1 , · · · , Xtn , 0)Xtn+1

]

= E
[
φ(Xt1 , · · · , Xtn , 0)(Xtn+1 −Xtn)

]
︸ ︷︷ ︸

(≥0 d’après (VSP))

+E [φ(Xt1, · · · , Xtn, 0)Xtn ]

≥ E [φ(Xt1, · · · , Xtn, 0)Xtn ] ≥ 0 (d’après l’hypothèse de récurrence).

L’importance de la notion de peacock très fort repose sur le résultat ci-après :

Théorème 2.13. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu à droite, satisfaisant
(VSP) et tel que, pour tout t ≥ 0 :

E

[
sup
s∈[0,t]

|Xs|
]
<∞. (2.11)

Alors, pour toute fonction continue à droite et strictement croissante α : R+ → R+

telle que α(0) = 0, les processus

(
Ct :=

∫ t

0

(Xs − E[Xs])dα(s), t ≥ 0

)

et (
Qt :=

1

α(t)

∫ t

0

Xs dα(s), t ≥ 0

)

sont des peacocks.

Démonstration.
Soit T > 0 fixé. Nous supposerons sans nuire à la généralité que (Xt, t ≥ 0) est
centré.

1) Nous montrons d’abord que si 1[0,T ]dα est une combinaison linéaire de mesures
de Dirac, i.e.

1[0,T ]dα :=
r∑

i=1

aiδλi
, (2.12)

avec r ∈ J2,∞K, a1 > 0, a2 > 0, . . . , ar > 0 tels que

α(r) :=

r∑

i=1

ai = α(T ),
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous l’hypothèse de peacock très fort

et 0 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λn ≤ T , alors :
(
Cn :=

n∑
i=1

aiXλi
, n ∈ J1, rK

)
et

(
Qn :=

1

α(n)

n∑
i=1

aiXλi
, n ∈ J1, rK

)
sont des peacocks.





(2.13)

Soient ψ ∈ C et n ≥ 2. Pour tout n ∈ J2, rK, on a :

E[ψ(Cn)]− E[ψ(Cn−1)] ≥ E[ψ′(Cn−1)(Cn − Cn−1)]

= anE
[
φ
(
Xλ1 , · · · , Xλn−1

)
Xλn

]

= an
(
E[φ

(
Xλ1, · · · , Xλn−1

)
(Xλn −Xλn−1)] + E[φ

(
Xλ1 , · · · , Xλn−1

)
Xλn−1 ]

)

et

E[ψ(Qn)]− E[ψ(Qn−1)] ≥ E[ψ′(Qn−1)(Qn −Qn−1)]

= E

[
ψ′

(
1

α(n− 1)

n−1∑

i=1

aiXλi

)(
1

α(n)

n∑

i=1

aiXλi
− 1

α(n− 1)

n−1∑

i=1

aiXλi

)]

=
an

α(n)α(n− 1)

n−1∑

i=1

aiE
[
φ̃
(
Xλ1 , · · · , Xλn−1

)
(Xλn −Xλi

)
]
,

où

φ : (x1, . . . , xn−1) 7−→ ψ′

(
n−1∑

i=1

aixi

)

et

φ̃ : (x1, . . . , xn−1) 7−→ ψ′

(
1

α(n− 1)

n−1∑

i=1

aixi

)

sont des fonctions de In−1. Il ne reste plus qu’à appliquer le Lemme 2.12 pour
obtenir (2.13).

2) Posons µ = 1[0,T ]dα et, pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

C
(µ)
t :=

∫ t

0

Xuµ(du) et Q
(µ)
t :=

1

µ([0, t])

∫ t

0

Xuµ(du).

Puisque la fonction λ ∈ [0, T ] 7−→ Xλ est continue à droite et bornée supérieure-
ment par la variable sup

0≤λ≤T
|Xλ| qui est finie p.s., alors il existe une suite de mesures

(µn, n ≥ 0) de la forme (2.12), telles que : pour tout n ∈ N, supp µn ⊂ [0, T ],∫
µn(du) =

∫
µ(du) et, pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

lim
n→∞

∫ t

0

Xuµn(du) =

∫ t

0

Xuµ(du) a.s. (2.14)
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et
lim
n→∞

µn([0, t]) = µ([0, t]). (2.15)

Alors, d’après (2.14) et (2.15), il en résulte que, pour tout 0 ≤ t ≤ T :

lim
n→∞

Q
(µn)
t = Q

(µ)
t p.s. et lim

n→∞
C

(µn)
t = C

(µ)
t p.s. (2.16)

Mais, grâce au Point 1) ci-dessus, pour tout n ∈ N :
(
C

(µn)
t , 0 ≤ t ≤ T

)
et

(
Q

(µn)
t , 0 ≤ t ≤ T

)
sont des peacocks, (2.17)

i.e. pour tout 0 ≤ s < t ≤ T , E
[
C

(µn)
s

]
= E

[
C

(µn)
t

]
, E

[
Q

(µn)
s

]
= E

[
Q

(µn)
t

]
et,

pour tout ψ ∈ C+ :

E
[
ψ(C(µn)

s )
]
≤ E

[
ψ(C

(µn)
t )

]
et E

[
ψ(Q(µn)

s )
]
≤ E

[
ψ(Q

(µn)
t )

]
. (2.18)

En outre,

sup
0≤t≤T

sup
n≥0

∣∣∣C(µn)
t

∣∣∣ ≤ µ([0, T ]) sup
0≤λ≤T

|Xλ|

et sup
0≤t≤T

sup
n≥0

∣∣∣Q(µn)
t

∣∣∣ ≤ sup
0≤λ≤T

|Xλ|,





(2.19)

où la variable sup
0≤λ≤T

|Xλ| est intégrable d’après (2.11).

Ainsi, en utilisant (1.2), (2.16)-(2.19) et le Théorème de convergence dominée,

nous en déduisons que
(
C

(µ)
t , 0 ≤ t ≤ T

)
et

(
Q

(µ)
t , 0 ≤ t ≤ T

)
sont des peacocks

pour tout T > 0.

Remarque 2.14.

1) Le Théorème 2.13 est une extension de l’exemple 2.10.

2) Soient (τs, s ≥ 0) un subordinateur, f : R+ → R une fonction convexe croissante
telle que E[f(τt)] < ∞, pour tout t ≥ 0 et α : R+ → R+ une fonction continue à
droite et strictement croissante satisfaisant α(0) = 0. Alors, d’après le Point 2)
de l’Exemple 2.8 et le Théorème 2.13,

(
Ct :=

∫ t

0

(f(τs)− E[f(τs)])dα(s), t ≥ 0

)

et (
Qt :=

1

α(s)

∫ t

0

(f(τs)− E[f(τs)])dα(s)

)

sont des peacocks.
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous l’hypothèse de peacock très fort

3) Soit (Zt, t ≥ 0) une diffusion "bien réversible" à temps fixe satisfaisant (1.13),
telle que bs : y 7→ b(s, y) soit une fonction croissante pour tout s ≥ 0. Alors,
d’après l’Exemple 2.9,

(Ct := Zt − E[Zt], t ≥ 0) est un peacock très fort,

et, pour toute fonction continue à droite et strictement croissante α : R+ → R+

telle que α(0) = 0, il résulte du Théorème 2.13 que :

(
C̃t :=

∫ t

0

Csdα(s), t ≥ 0

)
et

(
Q̃t :=

1

α(t)

∫ t

0

Csdα(s)

)
sont des peacocks.

Une conséquence du Théorème 2.13 est qu’il permet d’obtenir une nouvelle
approche de l’étude des peacocks de la forme


N

(ν)
t :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0


 ,

où ν est une mesure de Radon positive sur R+. Notons que le Théorème 1.43
fournit des conditions suffisantes sur le processus (Xt, t ≥ 0) et sur la fonction q

pour que (N (ν)
t , t ≥ 0) soit un peacock.

Théorème 2.15. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans R, continu à droite,
et soit q : R+ × R→ R+ une fonction continue et strictement positive telle que :

(
Yt :=

q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
, t ≥ 0

)
est un peacock très fort. (2.20)

Supposons que pour tout t ≥ 0,

E

[
sup
0≤s≤t

q(s,Xs)

]
<∞ et inf

0≤s≤t
E[q(s,Xs)] > 0.

Alors, pour toute mesure de Radon positive ν sur R+,


N

(ν)
t :=

∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

E

[∫ t

0

q(s,Xs)ν(ds)

] , t ≥ 0


 est un peacock. (2.21)

Démonstration.
En s’inspirant de la preuve du Théorème 2.13, il nous suffit de vérifier que pour
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toute suite (an, n ≥ 1) de R+ et pour toute suite croissante (λn, n ≥ 1) telle que
λ1 ≥ 0, on a :


Nn :=

n∑
i=1

aiq(λi, Xλi
)

E

[
n∑

i=1

aiq(λi, Xλi
)

] , n ≥ 1


 est un peacock. (2.22)

Si on pose

α(n) := E

[
n∑

i=1

aiq(λi, Xλi
)

]

et, pour tout i ≥ 1,

bi := aiE[q(λi, Xλi
)], Yλi

:=
q(λi, Xλi

)

E[q(λi, Xλi
)]
,

alors on s’aperçoit que (2.22) équivaut à :
(
Nn =

1

α(n)

n∑

i=1

biYλi
, n ≥ 1

)
est un peacock ; (2.23)

que nous obtenons en procédant comme dans la preuve du Théorème 2.13.

Exemple 2.16. (Les diffusions "bien réversibles" à temps fixe.)
Soit X := (Xt, t ≥ 0) une diffusion "bien réversible" à temps fixe qui est l’unique
solution forte de :

dZt = σ(t, Zt)dBt + b(t, Zt)dt, Z0 = x ∈ R,

où (Bt, t ≥ 0) désigne un mouvement brownien standard.
Pour tout s ≥ 0, on définit le générateur espace-temps :

As :=
∂

∂s
+
1

2
σ2(s, y)

∂2

∂y2
+ b(s, y)

∂

∂y
.

Soit q : R+ × R → R+ une fonction strictement positive de C1,2(R+ × R) telle
que pour tout s ≥ 0, E[q(s,Xs)] < ∞ et les fonctions qs : y 7−→ q(s, y) et

fs : y 7−→
Asq(s, y)

q(s, y)
sont croissantes (resp. décroissantes). Alors,

(
Yt :=

q(t, Xt)

E[q(t, Xt)]
, t ≥ 0

)
est un peacock très fort.

Considérons en effet n ∈ N∗, 0 < λ1 < · · · < λn < λn+1 et φ ∈ In. Définissons
ensuite :

∀ i ∈ J1, n+ 1K, x ∈ R, q̃i(x) :=
q(λi, x)

E[q(λi, Xλi
)]
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous l’hypothèse de peacock très fort

et

∀ (x1, · · · , xn) ∈ Rn, Φ(x1, · · · , xn) := φ (q̃1(x1), · · · , q̃n(xn)) .

Supposons que pour tout s ≥ 0, les fonctions qs et fs sont croissantes. Alors, Φ est
croissante en chacun de ses arguments ; de plus, en retournant le processus X au
temps λn+1, nous avons :

E
[
φ(Yλ1, · · · , Yλn)(Yλn+1 − Yλn)

]

= E
[
Φ(Xλ1 , · · · , Xλn)(q̃n+1(Xλn+1)− q̃n(Xλn))

]

= E
[
Φ
(
X

(λn+1)

λn+1−λ1
, · · · , X(λn+1)

λn+1−λn

)(
q̃n+1(X

(λn+1)

0 )− q̃n(X
(λn+1)

λn+1−λn
)
)]

= E
[
E
[
Φ
(
X

(λn+1)

λn+1−λ1
, · · · , X(λn+1)

λn+1−λn

)∣∣∣Fλn+1−λn

] (
q̃n+1(X

(λn+1)

0 )− q̃n(X
(λn+1)

λn+1−λn
)
)]

= E
[
Φ̃
(
X

(λn+1)

λn+1−λn

)(
q̃n+1(X

(λn+1)

0 )− q̃n(X
(λn+1)

λn+1−λn
)
)]

= E
[
Φ̃(Xλn)

(
q̃n+1(Xλn+1)− q̃n(Xλn)

)]
,

où Φ̃ est une fonction croissante (voir Lemme 1.12 ou Exemple 2.9).
Maintenant, si on pose

∀ s ≥ 0, Γs :=
1

E[q(s,Xs)]
,

et si on applique la formule d’Itô, alors, pour tout s ≥ 0, on obtient :

0 =
d

ds
E[Γsq(s,Xs)] = E [Γ′sq(s,Xs) + ΓsAsq(s,Xs)] (2.24)

D’autre part, il résulte de la formule d’Itô que :

E
[
Φ̃(Xλn)

(
q̃n+1(Xλn+1)− q̃n(Xλn)

)]

= E
[
Φ̃(Xλn)

(
Γλn+1q(λn+1, Xλn+1)− Γλnq(λn, Xλn)

)]

= E

[
Φ̃(Xλn)

(∫ λn+1

λn

Γs
∂q

∂y
(s,Xs)dBs +

∫ λn+1

λn

(Γ′sq(s,Xs) + ΓsAsq(s,Xs))ds

)]

=

∫ λn+1

λn

E
[
Φ̃(Xλn)q(s,Xs) (Γ

′
s + Γsfs(Xs))

]
ds.

Comme X est conditionnellement monotone (voir Théorème 1.14), alors, pour tout
λn ≤ s ≤ λn+1,

Φ̃λn,s : z 7−→ E
[
Φ̃(Xλn)|Xs = z

]
est une fonction croissante.
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D’après (2.24), on en déduit que :

E
[
Φ̃(Xλn)

(
q̃n+1(Xλn+1)− q̃n(Xλn)

)]

=

∫ λn+1

λn

E
[
E
[
Φ̃(Xλn)

∣∣∣Xs

]
q(s,Xs) (Γ

′
s + Γsfs(Xs))

]
ds

=

∫ λn+1

λn

E
[
Φ̃λn,s(Xs)q(s,Xs) (Γ

′
s + Γsfs(Xs))

]
ds

≥
∫ λn+1

λn

Φ̃λn,s

(
f−1s

(
−Γ

′
s

Γs

))
E [Γ′sq(s,Xs) + ΓsAsq(s,Xs)] ds = 0.

Remarque 2.17.

1) Si Γ′s = 0, i.e. Γs ne dépend pas de s, alors l’hypothèse

y 7−→ Asq(s, y) est une fonction croissante, (2.25)

implique que (q(t, Xt), t ≥ 0) est un peacock très fort.

2) Plus généralement, si q : R+ × R → R est une fonction qui satisfait (2.25), et
telle que, pour tout s ≥ 0, y 7−→ q(s, y) soit croissante, alors

(q(t, Xt)− E[q(t, Xt)], t ≥ 0) est un peacock très fort.

2.3 Quelques résultats de comparaison des pea-
cocks

Nous allons maintenant, pour une famille de lois de probabilité croissante pour
l’ordre convexe µ := (µt, t ≥ 0) fixée, nous intéresser à l’ensemble D+

µ des peacocks
forts dont la famille des marginales unidimensionnelles est µ, i.e.

D+
µ := {(Xt, t ≥ 0); X est un peacock fort, et pour tout t ≥ 0, Xt suit la loi µt}.

Plus précisément, supposons que µ soit de carré intégrable, i.e.

∀ t ≥ 0,

∫
x2µt(dx) <∞.

Nous souhaitons, pour toute mesure de probabilité ν sur {(s, t); 0 ≤ s ≤ t},
déterminer les processus (Xt, t ≥ 0) de D+

µ pour lesquels la quantité :

Πν(X) :=

∫∫

{0≤s≤t}
E[(Xt −Xs)

2]ν(ds, dt)

atteint son maximum, resp. son minimum.
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2.3. Résultats comparaison des peacocks

2.3.1 Ordres de l’orthant supérieur et inférieur

Les définitions suivantes sont tirées de M. Shaked et J Shantikumar, ([SS94],
p.140).

Définition 2.18. (Ordre de l’orthant supérieur). Soient X = (X1, X2, · · · , Xp) et
Y = (Y1, Y2, · · · , Yp) deux vecteurs aléatoires de dimension p (p ∈ N∗).

1) Le vecteur X est dit plus petit que Y pour l’ordre de l’orthant supérieur (on note
X ≤

u.o
Y ) si pour tout p-uplet λ1, λ2, · · · , λp de réels :

P(X1 > λ1, X2 > λ2, · · · , Xp > λp) ≤ P(Y1 > λ1, Y2 > λ2, · · · , Yp > λp). (2.26)

2) Un processus (Xt, t ≥ 0) est dit plus petit qu’un processus (Yt, t ≥ 0) pour l’ordre
de l’orthant supérieur si, pour tout p ∈ N∗ et tous 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tp :

(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtp) ≤
u.o

(Yt1 , Yt2 , · · · , Ytp). (2.27)

Définition 2.19. (Ordre de l’orthant inférieur). Soient X = (X1, X2, · · · , Xp) et
Y = (Y1, Y2, · · · , Yp) deux vecteurs aléatoires de dimension p (p ∈ N∗).

1) Le vecteur X est dit plus petit que Y pour l’ordre de l’orthant inférieur (on note
X ≤

l.o
Y ) si pour tout p-uplet λ1, λ2, · · · , λp de réels :

P(X1 ≤ λ1, X2 ≤ λ2, · · · , Xp ≤ λp) ≥ P(Y1 ≤ λ1, Y2 ≤ λ2, · · · , Yp ≤ λp). (2.28)

2) Un processus (Xt, t ≥ 0) est dit plus petit qu’un processus (Yt, t ≥ 0) pour l’ordre
de l’orthant inférieur (on note (Xt, t ≥ 0) ≤

l.o
(Yt, t ≥ 0)) si, pour tout p ∈ N∗ et

tous 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tp :

(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtp) ≤
l.o
(Yt1, Yt2 , · · · , Ytp). (2.29)

Remarque 2.20.

1) Si X = (Xt, t ≥ 0) et Y = (Yt, t ≥ 0) sont deux processus tels que X ≤
l.o
Y ≤

u.o
X,

alors (Xt, t ≥ 0)
(1.d)
= (Yt, t ≥ 0).

2) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus mesurable et, pour t ≥ 0, soit Ft la fonction de
répartition de Xt. Si U est une v.a. uniforme sur [0, 1], alors :

(Xt, t ≥ 0)
(1.d)
= (F−1t (U)).

Proposition 2.21. On considère un processus mesurable (Xt, t ≥ 0) et, pour tout
t ≥ 0, on désigne par Ft la fonction de répartition de Xt. Alors, si U est une v.a.
uniforme sur [0, 1], on a :

(
F−1t (U), t ≥ 0

)
≤
l.o
(Xt, t ≥ 0) ≤

u.o

(
F−1t (U), t ≥ 0

)
.
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Autrement dit, pour toute famille de mesures de probabilité donnée µ := (µt, t ≥ 0),
si Dµ désigne la classe des processus mesurables dont l’ensemble des marginales
unidimensionnelles est µ, i.e.

Dµ := {(Xt, t ≥ 0); pour tout t ≥ 0, Xt suit la loi µt},

alors
(
F−1t (U), t ≥ 0

)
est un maximum absolu de Dµ pour l’ordre de l’orthant

supérieur et un minimum absolu de Dµ pour l’ordre de l’orthant inférieur.

Démonstration.
Pour tout p ∈ N∗, tout p-uplet λ1, λ2, · · · , λp de réels et tous 0 ≤ t1 < t2 < · · · <
tp :

P(Xt1 > λ1, Xt2 > λ2, . . . , Xtp > λp) ≤ min
i=1,2,...,p

P(Xti > λi)

= 1− max
i=1,2,...,p

Fti(λi)

= P

(
U > max

i=1,2,...,p
Fti(λi)

)

= P
(
U > Ft1(λ1), U > Ft2(λ2), . . . , U > Ftp(λp)

)

= P
(
F−1t1

(U) > λ1, F
−1
t2
(U) > λ2, . . . , F

−1
tp (U) > λp

)
.

D’autre part, nous avons :

P(Xt1 ≤ λ1, Xt2 ≤ λ2, . . . , Xtp ≤ λp) ≤ min
i=1,2,...,p

P(Xti ≤ λi)

= P
(
F−1t1

(U) ≤ λ1, F
−1
t2
(U) ≤ λ2, . . . , F

−1
tp (U) ≤ λp

)
.

Le résultat qui suit est dû à S. Cambanis, G. Simons et W. Stout [CSS76].

Théorème 2.22. Soient (X1, X2) et (Y1, Y2) deux vecteurs aléatoires de dimension
2 tels que :

X1
(loi)
= Y1, X2

(loi)
= Y2 et (X1, X2) ≤

l.o
(Y1, Y2).

Soit k : R× R→ R une fonction continue à droite (en chaque variable) et quasi-
monotone, i.e.

k(x, y) + k(x′, y′)− k(x, y′)− k(x′, y) ≥ 0, for every x ≤ x′, y ≤ y′.

Supposons que les moments E[k(X1, X2)] et E[k(Y1, Y2)] existent (étant éventuel-
lement infinis) et que l’une ou l’autre des conditions ci-après est satisfaite :

(i) k est symétrique et les moments E[k(X1, X1)] et E[k(X2, X2)] sont finis,

(ii) il existe des réels x1 et x2 tels que E[k(X1, x1)] et E[k(x2, X2)] soient finis.
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Alors :
E[k(X1, X2)] ≥ E[k(Y1, Y2)].

Comme conséquence de la Proposition 2.21 et du Théorème 2.22, nous avons le :

Corollaire 2.23. On considère un peacock (Xt, t ≥ 0) et, pour tout t ≥ 0, on
désigne par Ft la fonction de répartition de Xt. Soit U une v.a. uniforme sur
[0, 1]. Alors :

1) pour tout processus (Yt, t ≥ 0) tel que (Yt, t ≥ 0)
(loi)
= (Xt, t ≥ 0) et toute fonction

quasi-monotone k : R×R→ R satisfaisant les conditions du Théorème 2.22, nous
avons :

∀(s, t) ∈ R+ × R+, E
[
k
(
F−1s (U), F−1t (U)

)]
≥ E[k(Ys, Yt)].

En particulier, pour tout p ≥ 1 tel que E[|Xu|p] < ∞, tout u ≥ 0 et tout (s, t) ∈
R+ × R+,

E
[∣∣F−1t (U)− F−1s (U)

∣∣p] ≤ E [|Yt − Ys|p] , (2.30)

2) (F−1t (U), t ≥ 0) est un peacock fort.

Pour prouver le Corollaire 2.23, on peut observer, pour ce qui est du premier point,
que la fonction k : (x, y) 7→ −|x−y|p est quasi-monotone et, concernant le second,
que si φ : R → R est croissante, alors la fonction k : (x, y) 7→ φ(x)(y − x) est
quasi-monotone.

2.3.2 Un Théorème de comparaison des peacocks

Nous pouvons à présent, pour toute mesure de probabilité ν sur {(s, t); 0 ≤
s ≤ t}, déterminer les processus de D+

µ pour lesquels Πν atteint son maximum,
resp. son minimum.

Théorème 2.24. Supposons que

∀ t ≥ 0,

∫
x2µt(x) <∞.

Alors :

1) la valeur maximale de Πν dans D+
µ est égale à :

max
X∈D+

µ

Πν(X) =

∫∫

{0≤s≤t}
(E[X2

t ]− E[X2
s ])ν(ds, dt),

et elle est atteinte lorsque (Xt, t ≥ 0) est une martingale,

2) la valeur minimale de Πν dans D+
µ est égale à :

min
X∈D+

µ

Πν(X) = Πν

(
F−1t (U)

)
=

∫∫

{0≤s≤t}
E
[(
F−1t (U)− F−1s (U)

)2]
ν(ds, dt).
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Démonstration. Pour prouver le Point 1), considérons un peacock fort (Xt, t ≥
0). Pour tous 0 ≤ s ≤ t, nous avons :

E
[
(Xt −Xs)

2
]
= E

[
X2

t

]
+ E

[
X2

s

]
− 2E[XtXs]

= E
[
X2

t

]
− E

[
X2

s

]
− 2E[(Xt −Xs)Xs]

≤ E
[
X2

t

]
− E

[
X2

s

]
(d’après (SP)).

Ainsi, en intégrant contre la mesure ν, nous obtenons :

max
X∈D+

µ

Πν(X) ≤
∫∫

{0≤s≤t}

(
E
[
X2

t

]
− E

[
X2

s

])
ν(ds, dt) :=M(X),

et M(X) est clairement atteinte lorsque (Xt, t ≥ 0) est une martingale.
Le Point 2) est une conséquence directe du Théorème 2.22 et du Corollaire 2.23.

Commentaires

Ce chapitre est pour l’essentiel extrait de [BPR12b]. Des résultats de comparai-
son des lois multidimensionnelles de peacocks sont obtenus dans ([HPRY11], Sec-
tion 8.2). Notons que le Théorème 2.24 est semblable aux résultats de comparaison
des lois bidimensionnelles de processus de Markov obtenus par Rüschendorf-Wolf
([RW11], Corollaires 3.7 et 3.11).
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Chapitre 3

Processus de Markov à noyaux de

transition totalement positifs

L’objectif de ce chapitre est d’exhiber de nouvelles classes de peacocks en uti-
lisant la propriété de positivité totale que possèdent les fonctions de transitions de
nombreux processus de Markov.

3.1 Notion de positivité totale

Commençons par définir la notion de positivité totale suivant la terminologie
utilisée par Karlin [Ka64] (voir aussi Schoenberg [Sch51]).

Définition 3.1. Une fonction p : R×R→ R+ est dite totalement positive d’ordre
2 (TP2) si pour tous réels x1 < x2 et y1 < y2, on a :

p

(
x1, x2
y1, y2

)
:= det




p(x1, y1) p(x1, y2)

p(x2, y1) p(x2, y2)


 ≥ 0. (TP2)

Définition 3.2. Une fonction p : Z×Z→ R+ est dite totalement positive d’ordre
2 (TP2) si pour tous entiers k1 < k2 et l1 < l2, on a :

p

(
k1, k2
l1, l2

)
:= det




p(k1, l1) p(k1, l2)

p(k2, l1) p(k2, l2)


 ≥ 0. (3.1)

Notons qu’on définit de la même manière les fonctions totalement positives d’ordre
supérieur à deux (voir [Ka64] pour plus de détails).

Remarque 3.3. Soit D un ensemble connexe de R × R satisfaisant la propriété
suivante : pour tous réels x1 < x2 et y1 < y2,

[(x1, y2) ∈ D et (x2, y1) ∈ D] =⇒ [(x1, y1) ∈ D et (x2, y2) ∈ D]. (P)

59



3.1. Notion de positivité totale

Soit p : D → R+ une fonction totalement positive d’ordre 2 (TP2), i.e. pour tous
réels x1 < x2, y1 < y2 tels que (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1) et (x2, y2) appartiennent à
D, on a :

p

(
x1, x2
y1, y2

)
≥ 0.

Alors, la fonction p̂ définie sur R× R par :

p̂(x, y) =

{
p(x, y) si (x, y) ∈ D,
0 sinon

est TP2.
Voici quelques exemples de parties de R× R qui vérifient la propriété (P).

i) Si I et J sont deux intervalles de R, alors D = I × J vérifie (P).

ii) Pour tous k0 < k1 dans R, et tout (α, β) dans R+ × R+ \ {(0, 0)},

D = {(x, y) ∈ R× R; k0 ≤ αx− βy ≤ k1} vérifie (P).

Nous donnons les propriétés des fonctions TP2 en supposant que celles-ci sont dé-
finies sur R×R. D’après ce qui précède, on peut étendre ces résultats aux fonctions
définies sur des parties connexes du plan satisfaisant la propriété (P).

Nous avons des critères de positivité totale d’ordre deux pour les fonctions
p : R× R→ R+ régulières.

Proposition 3.4. ([Ka57]). Soit p : R × R → R+ une fonction telle qu’en tout

point (x, y) les dérivées partielles
∂p

∂x
,
∂p

∂y
et

∂2p

∂x∂y
existent.

1) Si p est TP2, alors, pour tous réels x1 < x2 et tout réel y :

det




p(x1, y)
∂p

∂y
(x1, y)

p(x2, y)
∂p

∂y
(x2, y)


 ≥ 0, (3.2)

et, pour tout (x, y),

det




p(x, y)
∂p

∂y
(x, y)

∂p

∂x
(x, y)

∂2p

∂x∂y
(x, y)


 ≥ 0. (3.3)

2) Réciproquement, si p(x, y) > 0 pour tout (x, y) ∈ R × R, alors (3.3) implique
(3.2) qui, à son tour, implique la propriété TP2 de p.
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Démonstration.

1) Si p est TP2, alors, pour tous réels y, ε > 0 et x1 < x2 nous avons :

0 ≤ 1

ε
det




p(x1, y) p(x1, y + ε)

p(x2, y) p(x2, y + ε)


 = det




p(x1, y)
p(x1, y + ε)− p(x1, y)

ε

p(x2, y)
p(x2, y + ε)− p(x2, y)

ε


 ,

et (3.2) s’ensuit en faisant tendre ε vers 0. De même, pour tous réels x, y et ε > 0,
(3.2) entraîne que :

0 ≤ det




p(x, y)
∂p

∂y
(x, y)

p(x+ ε, y)− p(x, y)

ε

∂p

∂y
(x+ ε, y)− ∂p

∂y
(x, y)

ε



,

et on en déduit (3.3) en faisant tendre ε vers 0.

2) Réciproquement, observons que, si p(x, y) > 0 pour tous réels x et y, on a :

p2(x, y)
∂

∂x

(
1

p(x, y)

∂p(x, y)

∂y

)
= det




p(x, y)
∂p

∂y
(x, y)

∂p

∂x

∂2p

∂x∂y
(x, y)


 .

Ainsi, on déduit de (3.3) que, pour tout y ∈ R, x 7−→ 1

p(x, y)

∂p

∂y
(x, y) est une

fonction croissante, ce qui équivaut à (3.2). De même, en remarquant que, pour
tous réels y et x1 < x2, on a :

p2(x1, y)
∂

∂y

(
p(x2, y)

p(x1, y)

)
= det




p(x1, y)
∂p

∂y
(x1, y)

p(x2, y)
∂p

∂y
(x2, y)


 ,

(3.2) entraîne que p est TP2.

Nous pouvons déduire de la Proposition 3.4 un second critère de la propriété
TP2.

Corollaire 3.5. ([Ka57]). Soit p : R×R→ R+ une fonction strictement positive

telle qu’en tout point (x, y) ∈ R × R,
∂2(log p)

∂x∂y
(x, y) existe. Alors p est TP2 si et

seulement si
∂2(log p)

∂x∂y
(x, y) ≥ 0.
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Démonstration.
Ce résultat découle du point 2) de la proposition 3.4 et de l’égalité :

p2(x, y)
∂2(log p)

∂x∂y
(x, y) = det




p(x, y)
∂p

∂y
(x, y)

∂p

∂x
(x, y)

∂2p

∂x∂y
(x, y)


 .

Exemple 3.6. (densités de transition du mouvement brownien).
Considérons l’ensemble des fonctions (pt : R× R→ R+, t > 0) définies par :

∀ (x, y) ∈ R× R, pt(x, y) =
1√
2πt

exp

(−(x− y)2

2t

)
.

Nous déduisons du corollaire 3.5 que, pour tout t > 0, pt est TP2. En effet, pour
tout t > 0, nous avons :

∂2(log pt)

∂x∂y
(x, y) =

1

t
> 0.

Plus généralement, si f : R → R+ est une fonction strictement positive de classe
C2. Alors la fonction (x, y) 7−→ f(x−y) est TP2 si et seulement si f est log-concave.
En effet, nous avons :

∂2

∂x∂y
[log f(x− y)] = −(log f)′′(x− y).

Exemple 3.7. (densités de transition du processus d’Ornstein-Uhlenbeck).
Soit (pt, t > 0) l’ensemble des fonctions définies sur R× R par :

pt(x, y) =

√
cect

2π sinh(ct)
exp

(
−cect (y − xe−ct − ν(1− e−ct))2

2 sinh(ct)

)
(c, ν ∈ R).

On a :
∂2(log pt)

∂x∂y
(x, y) =

c

sinh(c t)
> 0,

et, d’après le corollaire 3.5, pt est TP2 pour tout t > 0.

Contre-exemple 3.8. La fonction p définie par :

p(x, y) =
1

1 + (x− y)2
, pour tout x, y ∈ R

n’est pas TP2.
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Nous pouvons régulariser les fonctions TP2 grâce aux résultats suivants :

Lemme 3.9. Soient p, q : R×R→ R deux fonctions boréliennes et µ une mesure
positive sur R telle que :

∀ x, z ∈ R,

∫

R

|p|(x, y)|q|(y, z)µ(dy) <∞.

Soit r la fonction définie sur R× R par :

∀ x, z ∈ R, r(x, z) =

∫

R

p(x, y)q(y, z)µ(dy).

Alors, pour tous réels x1 < x2, z1 < z2,

r

(
x1, x2
z1, z2

)
=

∫∫

y1<y2

p

(
x1, x2
y1, y2

)
q

(
y1, y2
z1, z2

)
µ(dy1)µ(dy2). (3.4)

En particulier, si p et q sont deux fonctions intégrables par rapport à la mesure de
Lebesgue, et si r := p ∗ q désigne le produit de convolution de p et q, i.e.

∀ x ∈ R, r(x) =

∫

R

p(x− y)q(y) dy,

alors, pour tous x1 < x2, z1 < z2,

det




r(x1 − z1) r(x1 − z2)

r(x2 − z1) r(x2 − z2)




=

∫∫

y1<y2

det




p(x1 − y1) p(x1 − y2)

p(x2 − y1) p(x2 − y2)


 det




q(y1 − z1) q(y1 − z2)

q(y2 − z1) q(y2 − z2)


 dy1dy2.

Démonstration.
On désigne par σ, l’image par l’application (y, y) 7−→ y de la restriction de µ⊗ µ
à la diagonale {(y, y); y ∈ R}. Pour tous réels x1 < x2, z1 < z2, on a :

r

(
x1, x2
z1, z2

)
= r(x1, z1)r(x2, z2)− r(x1, z2)r(x2, z1),

avec

r(x1, z1)r(x2, z2) =

∫∫

y1<y2

p(x1, y1)q(y1, z1)p(x2, y2)q(y2, z2)µ(dy1)µ(dy2)

+

∫∫

y1<y2

p(x1, y2)q(y2, z1)p(x2, y1)q(y1, z2)µ(dy1)µ(dy2)

+

∫

R

p(x1, y)q(y, z1)p(x2, y)q(y, z2) σ(dy)

63
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et

r(x1, z2)r(x2, z1) =

∫∫

y1<y2

p(x1, y1)q(y1, z2)p(x2, y2)q(y2, z1)µ(dy1)µ(dy2)

+

∫∫

y1<y2

p(x1, y2)q(y2, z2)p(x2, y1)q(y1, z1)µ(dy1)µ(dy2)

+

∫

R

p(x1, y)q(y, z2)p(x2, y)q(y, z1) σ(dy).

Ainsi,

r(x1, z1)r(x2, z2)− r(x1, z2)r(x2, z1)

=

∫∫

y1<y2

p(x1, y1)p(x2, y2)[q(y1, z1)q(y2, z2)− q(y2, z1)q(y1, z2)]µ(dy1)µ(dy2)

−
∫∫

y1<y2

p(x1, y2)p(x2, y1)[q(y1, z1)q(y2, z2)− q(y2, z1)q(y1, z2)]µ(dy1)µ(dy2);

ce qui équivaut à :

r(x1, z1)r(x2, z2)− r(x1, z2)r(x2, z1)

=

∫∫

y1<y2

p

(
x1, x2
y1, y2

)
q

(
y1, y2
z1, z2

)
µ(dy1)µ(dy2).

Comme conséquence immédiate du Lemme 3.9, nous avons :

Proposition 3.10. Soient p, q : R × R → R+ deux fonctions TP2 telles que la
fonction r : R× R→ R définie par :

r(x, z) =

∫

R

p(x, y)q(y, z)dy, pour tout x, z ∈ R, (3.5)

soit finie. Alors r possède la propriété TP2. En particulier, si p et q sont deux
fonctions log-concaves intégrables (cf. Lemme 3.9, Définition 3.16, et Théorème
3.20), alors leur produit de convolution r = p ∗ q est log-concave.

Remarque 3.11. La Proposition 3.10 permet de régulariser les fonctions TP2 de
manière à conserver la propriété de positivité totale. En effet, pour toute fonction
TP2 q telle que, pour tout z ∈ R, q(·, z) est intégrable, et pour tout ε > 0, la
fonction qε définie par :

qε(x, z) =
1

ε
√
2π

∫

R

exp

[
−(x− y)2

2ε2

]
q(y, z)dy, pour tout x, z ∈ R, (3.6)

est TP2. En outre, nous avons :

∀ z ∈ R, lim
ε→0

qε(·, z) = q(·, z) dans L1(R).

Dans le prochain paragraphe, nous donnons des exemples de noyaux de tran-
sition markoviens qui possèdent la propriété TP2.
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3.2 Positivité totale dans le cadre des processus de
Markov

3.2.1 Définitions

Définition 3.12. Soit P := (Ps,t(x, dy), 0 ≤ s < t, x ∈ I) la fonction de transition
d’un processus de Markov ((Xt, t ≥ 0), (Px, x ∈ I)) à valeurs dans un intervalle I
de R. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TP2) si pour tous 0 ≤ s < t,
tous x1 < x2 dans I, et tous sous-ensembles boréliens E1, E2 de I tels que E1 < E2

(i.e. a1 < a2 pour tous a1 ∈ E1 et a2 ∈ E2), on a :

Ps,t

(
x1, x2
E1, E2

)
:= det




Ps,t(x1, E1) Ps,t(x1, E2)

Ps,t(x2, E1) Ps,t(x2, E2)


 ≥ 0. (3.7)

En particulier, si (Xt, t ≥ 0) est homogène en temps, (3.7) équivaut à :

Pt

(
x1, x2
E1, E2

)
:= det




Pt(x1, E1) Pt(x1, E2)

Pt(x2, E1) Pt(x2, E2)


 ≥ 0. (3.8)

Remarque 3.13. Soit P := (Ps,t(x, dy), 0 ≤ s < t, x ∈ I) la fonction de transition
d’un processus de Markov ((Xt, t ≥ 0), (Px, x ∈ I)) à valeurs dans un intervalle I
de R. On suppose que, pour tous 0 ≤ s < t et x ∈ I, Ps,t(x, dy) admet une densité
ps,t(x, y) (par rapport à la mesure de Lebesgue) qui est continue. Alors, P est TP2

si et seulement si la fonction ps,t est TP2, i.e. pour tous x1 < x2, y1 < y2 dans I,

ps,t

(
x1, x2
y1, y2

)
:= det




ps,t(x1, y1) ps,t(x1, y2)

ps,t(x2, y1) ps,t(x2, y2)


 ≥ 0.

Définition 3.14. Soit P := (Ps,t(k, l), 0 ≤ s < t, (k, l) ∈ I × I) la fonction de
transition d’une chaîne de Markov à temps continu (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans un
intervalle I de Z. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TP2), si pour tous
réels 0 ≤ s < t et pour tous entiers k1 < k2 et l1 < l2 dans I, on a :

Ps,t

(
k1, k2
l1, l2

)
:= det




Ps,t(k1, l1) Ps,t(k1, l2)

Ps,t(k2, l1) Ps,t(k2, l2)


 ≥ 0. (3.9)

En particulier, si (Xt, t ≥ 0) est homogène en temps, (3.9) équivaut à :

Pt

(
k1, k2
l1, l2

)
:= det




Pt(k1, l1) Pt(k1, l2)

Pt(k2, l1) Pt(k2, l2)


 ≥ 0. (3.10)
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Nous définissons de façon similaire la propriété TP2 pour les chaînes de Markov
à temps discret et à espace d’états discret.

Définition 3.15. Soit P := (Pn,n+1(k, l), (k, l) ∈ I × I) la famille des matrices
de transition d’une chaîne de Markov à temps discret X := (Xn, n ∈ N) à valeurs
dans un intervalle I de Z. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TP2), si
pour tous réels n ∈ N et pour tous entiers k1 < k2 et l1 < l2 dans I, on a :

Pn,n+1

(
k1, k2
l1, l2

)
:= det




Pn,n+1(k1, l1) Pn,n+1(k1, l2)

Pn,n+1(k2, l1) Pn,n+1(k2, l2)


 ≥ 0. (3.11)

En particulier, si X est homogène, et si P désigne la matrice de transition de X,
alors (3.11) équivaut à :

P

(
k1, k2
l1, l2

)
:= det




P (k1, l1) P (k1, l2)

P (k2, l1) P (k2, l2)


 ≥ 0. (3.12)

Voici quelques exemples de processus Markoviens ayant une fonction de transition
TP2.

3.2.2 Les processus à accroissements indépendants et log-

concaves

Commençons par introduire les notions de v.a. PF2 et log-concaves (voir
Schoenberg [Sch51] ou Daduna-Szekli [DS96]).

Définition 3.16. (V.a. PF2 réelle).
Une v.a. réelle X est dite PF2 si :

1) X admet une densité de probabilité f ,

2) pour tous x2 ≥ x1, y2 ≥ y1,

det




f(x1 − y1) f(x1 − y2)

f(x2 − y1) f(x2 − y2)


 ≥ 0.

Définition 3.17. (V.a. PF2 discrète à valeurs dans Z).
Une v.a. discrète X est dite PF2 si, en posant f(x) = P(X = x) pour x ∈ Z, on
a : pour tout x1 ≥ x2, y1 ≥ y2,

det




f(x1 − y1) f(x1 − y2)

f(x2 − y1) f(x2 − y2)


 ≥ 0.
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Définition 3.18. (V.a. log-concave réelle).
Une v.a. réelle est dite log-concave si :

1) X admet une densité de probabilité f ,

2) f est une fonction log-concave sur R, i.e. pour tout x, y ∈ R et tout θ ∈]0, 1[,

f(θx+ (1− θ)y) ≥ (f(x))θ(f(y))1−θ.

Définition 3.19. (V.a. log-concave à valeurs dans Z).
Une variable aléatoire à valeurs dans Z est dite log-concave, si pour tout n ∈ Z :

(P(X = n))2 ≥ P(X = n + 1)P(X = n− 1).

Nous rappelons l’équivalence suivante :

Théorème 3.20. ([An97] ou [DS96]). Une variable aléatoire à valeurs dans R ou
Z est PF2 si et seulement si elle est log-concave.

Remarque 3.21.

1) Si f : R→ R+ est une densité de probabilité log-concave, alors f est bornée.

2) Soient f, g : R→ R+ deux fonctions log-concaves. Alors le produit de convolution
f ∗ g, défini par

(f ∗ g)(x) :=
∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y)dy, pour tout x ∈ R,

est log-concave (cf. Lemme 3.9 et Proposition 3.10).

3) Notons que f est log-concave sur R si et seulement si l’ensemble Sf := {f > 0}
est un intervalle et log f est une fonction concave sur Sf .

Remarque 3.22. Comme précédemment, notons que :

1) si f : Z→ R+ est une densité de probabilité log-concave, alors f est bornée.

2) si f, g : Z → R+ sont deux fonctions log-concaves, alors leur produit de convo-
lution f ∗ g, défini par

(f ∗ g)(n) :=
∑

p∈Z
f(p)g(n− p), pour tout n ∈ Z,

est log-concave (cf. Lemme 3.9 et Proposition 3.10).

3) f est une fonction log-concave sur Z si et seulement si l’ensemble Sf := {f > 0}
est un intervalle de Z et log f est une fonction concave sur Sf .

Exemple et Contre-exemple 3.23. La plupart des v.a. usuelles sur R (ou Z)
sont log-concaves. En effet, les variables normales, uniformes, exponentielles, bi-
nomiales, binomiales négative, géométriques et de Poisson sont log-concaves. Nous
renvoyons à [An97] pour plus d’exemples. Notons que :
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a) La variable Gamma de paramètre a > 0, i.e. de densité

fa(x) =
1

Γ(a)
e−xxa−11[0,+∞[(x)

n’est pas log-concave si a < 1.

b) Une v.a. de Bernouilli X telle que P(X = 1) = p = 1 − P(X = −1) n’est pas
log-concave.

Nous définissons les processus à accroissements indépendants comme suit :

Définition 3.24. on appelle processus à accroissements indépendants un processus
(Xλ, λ ≥ 0) vérifiant :

∀ 0 ≤ ξ ≤ η, Xη −Xξ est indépendant de Fξ := σ(Xs; 0 ≤ s ≤ ξ). (PAI)

Remarque 3.25. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans un intervalle I de
R dont les accroissements sont indépendants et log-concaves. Alors, (Xt, t ≥ 0) est
un processus de Markov dont la fonction de transition est donnée par :

∀ 0 ≤ s < t, x ∈ R, Ps,t(x, dy) = ps,t(y − x)dy,

où ps,t désigne la densité de la v.a. Xt − Xs. Comme la loi de Xt − Xs est log-
concave, la fonction (x, y) 7→ ps,t(y − x) est TP2 (voir Théorème 3.20).

3.2.3 Les processus à accroissements indépendants, symé-

triques et PF∞

Les définitions suivantes sont tirées de [Ka64].

Définition 3.26.

1) Une fonction f : R → R est dite PFr, 1 ≤ r < ∞, si pour tout m ∈ J1, rK et
pour tous réels x1 < x2 < · · · < xm, y1 < y2 < · · · < ym,

det




f(x1 − y1) f(x1 − y2) · · · f(x1 − ym)

f(x2 − y1) f(x2 − y2) · · · f(x2 − ym)
...

...
...

f(xm − y1) f(xm − y2) · · · f(xm − ym)



≥ 0. (PFr)

2) Une fonction f : Z → R est dite PFr, 1 ≤ r < ∞, si pour tous k ∈ Z et
m ∈ J1, rK,

det




f(k) f(k − 1) · · · f(k −m+ 1)

f(k + 1) f(k) · · · f(k −m+ 2)
...

...
...

f(k +m− 1) f(k +m− 2) · · · f(k)



≥ 0. (PFr)
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3) Une fonction f est dite PF∞ si f est PFr pour tout r ≥ 1.

Remarque 3.27.

1) Toute fonction PFr (1 ≤ r ≤ +∞) est positive.

2) La propriété PF2 caractérise les fonctions log-concaves (voir Théorème 3.20).

3) Soit r ∈ J2,+∞K.

i) Toute fonction f : R→ R+ satisfaisant (PFr) est log-concave et son support
Sf := {x ∈ R; f(x) > 0} est un intervalle de R.

ii) Toute fonction f : Z→ R+ satisfaisant (PFr) est log-concave et son support
Sf := {k ∈ Z; f(x) > 0} est un intervalle de Z.

Définition 3.28. Une v.a. réelle X est dite PFr, (1 ≤ r ≤ ∞), si

i) X admet une densité f ,

ii) f vérifie la propriété (PFr).

Définition 3.29. Une v.a. discrète X est dite PFr,(1 ≤ r ≤ ∞) si la fonction
f : Z→ R+, définie par f(i) := P(X = i), satisfait l’hypothèse (PFr).

Notons qu’on peut caractériser les v.a. réelles (resp. discrètes) PF∞ à l’aide
de leurs transformées de Laplace (resp. leurs fonctions génératrices). Plus précisé-
ment :

Théorème 3.30. ([Sch51]). Une v.a. réelle X est PF∞ si et seulement si :

i) sa transformée de Laplace Φ est définie sur une bande (du plan complexe)
dont l’intérieur comprend l’axe imaginaire, i.e. {s ∈ C; Re s = 0},

ii) Φ est de la forme :

Φ(s) =
eµs

2+νs

∞∏
i=1

(1 + ais) e−ais
, (3.13)

où µ ≥ 0, ν ∈ R, ai ∈ R pour tout i, et 0 < µ+
∞∑
i=1

a2i <∞.

Si X est symétrique, i.e. X
(loi)
= −X, alors (3.13) devient :

Φ(s) =
eµs

2

∞∏
i=1

(1− b2i s
2)
, (3.14)

où µ ≥ 0, bi ∈ R pour tout i, et 0 < µ+
∞∑
i=1

b2i <∞.

Nous énonçons aussi un analogue discret du Théorème 3.30.
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Théorème 3.31. ([Ed53]). Une v.a. discrète X de densité (f(k) := P(X = k), k =
0,±1,±2, · · · ) est PF∞ si et seulement si :

i) la série de Laurent S(z) =
∞∑

k=−∞
f(k)zk converge dans une couronne (du plan

complexe) dont l’intérieur comprend le cercle unité, i.e. {z ∈ C; |z| = 1},
ii) le prolongement analytique S̃ de S est de la forme :

S̃(z) = C exp(az + bz−1)

∞∏
i=1

(1 + αiz)
∞∏
i=1

(1 + βiz
−1)

∞∏
i=1

(1− γiz)
∞∏
i=1

(1− δiz−1)
, (3.15)

où C ≥ 0, a ≥ 0, b ≥ 0, αi ≥ 0, βi ≥ 0, 0 ≤ γi < 1, 0 ≤ δi < 1, pour tout

i ∈ J1,+∞J et
∞∑
i=1

(αi + βi + γi + δi) <∞.

Si X est symétrique, i.e. f(k) = f(−k), alors (3.15) devient :

S̃(z) = C exp
(
a
(
z + z−1

))
∞∏
i=1

(
(1 + α2

i ) + αi

(
z +

1

z

))

∞∏
i=1

(1− γiz)(1 − γiz−1)
, (3.16)

où C ≥ 0, a ≥ 0, αi ≥ 0, 0 ≤ γi < 1 pour tout i ∈ J1,+∞K, et
∞∑
i=1

(αi + γi) <∞.

Nous allons à présent nous intéresser aux v.a. X qui sont symétriques et PF∞,

i.e., telles que X
(loi)
= − X. Observons que la densité f d’une variable aléatoire

symétrique X est paire, i.e. pour tout x ∈ R, f(x) = f(−x).
Une des propriétés essentielles des variables PF∞ et symétriques est donnée dans
le résultat qui suit ( voir [Ka64], Section 11) :

Théorème 3.32. ([Ka64]). Soit X une v.a. à valeurs réelles, symétrique et PF∞.
On note f la densité de X. Soit f ∗ : R+ × R+ → R+ la fonction définie par :

f ∗(x, y) = f(x− y) + f(−x− y), pour tous x, y ≥ 0. (3.17)

Alors, pour tous réels positifs x1 < x2, y1 < y2, on a :

det




f ∗(x1, y1) f ∗(x1, y2)

f ∗(x2, y1) f ∗(x2, y2)


 ≥ 0. (3.18)

Il existe une version discrète du Théorème 3.32 :
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Théorème 3.33. ([Ka64]). Soit X une v.a. à valeurs réelles, symétrique et PF∞.
On considère la fonction f donnée par f(k) = P(X = k), pour tout k ∈ Z. Soit
f ∗ : N× N→ R+ définie par :

f ∗(k, l) = f(k − l) + f(−k − l), pour tous k, l ≥ 0. (3.19)

Alors, pour tous entiers naturels k1 < k2, l1 < l2, on a :

det




f ∗(k1, l1) f ∗(k1, l2)

f ∗(k2, l1) f ∗(k2, l2)


 ≥ 0. (3.20)

Voici quelques propriétés de la fonction f ∗ definie par (3.17).

Remarque 3.34. Soit X une v.a. symétrique de densité f . Alors :

1) pour tout u ≥ 0 fixé, f ∗(u, ·) est la densité de |u+X|,
2) pour tous (x, y) ∈ R+ × R+, f ∗(x, y) = f ∗(y, x).

Remarque 3.35. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes, symétriques et
PF∞ de densités respectives f et g. Alors Z = X + Y est une v.a. symétrique et
PF∞. En outre, si h désigne la densité de Z, alors

∀ (x, z) ∈ R+ × R+, h∗(x, z) =

∫ ∞

0

f ∗(x, y)g∗(y, z) dy, (3.21)

où f ∗, g∗ et h∗ sont définis par (3.17). En effet, nous avons :

h∗(x, z) = h(x− z) + h(−x− z)

=

∫ ∞

−∞
[f(x− z − u) + f(−x− z − u)]g(u)du

=

∫ ∞

−∞
[f(x− v) + f(−x− v)]g(−z + v)dv (en posant v = z + u)

=

∫ ∞

0

[f(x− v) + f(−x− v)][g(−z + v) + g(−z − v)]dv (car f et g sont paires)

=

∫ ∞

0

f ∗(x, y)g∗(y, z) dy.

Notons enfin qu’il existe un analogue discret de (3.21) :
Soient X et Y deux v.a. discrètes indépendantes, symétriques et PF∞. On pose
f(i) = P(X = i) et g(i) = P(Y = i), pour tout i ∈ Z. Alors, la v.a. Z = X + Y
est symétrique et PF∞, et, en posant h(i) = P(Z = i), on a :

∀ (k,m) ∈ N× N, h∗(k,m) =

∞∑

l=1

f ∗(k, l)g∗(l, m).
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Nous présentons quelques exemples de v.a. symétriques et PF∞ usuelles.

Exemple 3.36. En appliquant le Théorème 3.30, on vérifie que :

i) toute loi gaussienne centrée est PF∞,

ii) pour tout λ > 0, la loi µλ(dx) =
λ

2
exp(−λ|x|)dx est PF∞.

Exemple 3.37. De même, en utilisant le Théorème 3.31, on peut montrer que :

i) La variable aléatoire X telle que

P(X = 0) =
1 + α2

(1 + α)2
et P(X = 1) = P(X = −1) = α

(1 + α)2
,

où α ∈ R+, est PF∞. En effet, si on pose

S(z) :=

∞∑

k=−∞
P(X = k)zk,

alors on a :

S(z) =
1

(1 + α)2

[
(1 + α2) + α

(
z +

1

z

)]

qui est de la forme (3.16).

ii) Soient a > 0 et c =
(1− e−a)2

1− e−2a
. Si Y désigne la variable aléatoire telle que :

P(Y = 0) = c et P(Y = k) = ce−a|k|, k = ±1,±2, · · · ,
alors Y est PF∞, puisqu’une représentation de la série de Laurent

S(z) =
∞∑

k=−∞
P(Y = k)zk

est donnée par :

S̃(z) =
(1− e−a)2

(1− e−az)(1− e−az−1)

qui est de la forme (3.16).

Remarque 3.38.

1) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus à accroissements indépendants (au sens de (PAI)),
symétriques et PF∞. Alors, (|Xt|, t ≥ 0) est un processus de Markov ayant pour
fonction de transition :

Ps,t(x, dy) = p∗s,t(x, y)dy (0 ≤ s < t, x ∈ R),

où ps,t est la densité de la v.a. Xt −Xs, et où

p∗s,t(x, y) = ps,t(y − x) + ps,t(−x− y).

Puisque Xt −Xs est symétrique et PF∞, alors, d’après le Théorème 3.32, p∗s,t est
TP2.
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2) Les seuls processus de Lévy à accroissements symétriques et PF∞ sont ceux de la
forme (Bct, t ≥ 0), c ≥ 0, où (Bt, t ≥ 0) désigne un mouvement brownien standard
issu de 0 (cf. [Sch51]).

3.2.4 Les diffusions homogènes

Nous donnons à présent une classe importante de processus de Markov dont
les fonctions de transitions sont TP2. Il s’agit des diffusions homogènes en temps.
Nous avons pour cela besoin du lemme ci-après dû à Blumenthal (voir [Bl57],
Théorème 1.1 ou [KaMG59], Section 6) :

Lemme 3.39. (Blumenthal [Bl57])
Soient Z := (Zt, t ≥ 0) un processus de Markov homogène à valeurs dans un
espace métrique E et (Qt(x, dy), t ≥ 0, x ∈ E) sa fonction de transition. Si Z est à
trajectoires continues à droite et si, pour toute fonction continue bornée h : E → R,
la fonction (t, x)→

∫
E h(y)Qt(x, dy) est continue en x pour tout t, alors Z possède

la propriété de Markov forte.

Le résultat qui suit est à l’origine dû à Karlin-McGregor (voir [KaMG59],
Sections 2-6). Nous n’en donnons qu’une version tirée de ([KaT81], Chapitre 15,
Problème 21).

Théorème 3.40. Soit (X := (Xt, t ≥ 0), (Px, x ∈ I)) une diffusion homogène en
temps à valeurs dans un intervalle I de R et (Pt(x, dy), t ≥ 0, x ∈ I) sa fonction
de transition. On suppose que la fonction (t, x) 7−→ Pt(x, dy) est continue en x
pour tout t. Alors, pour tout t ≥ 0, tous x1, x2 dans I et tous boréliens E1 < E2

de I, nous avons :

det




Pt(x1, E1) Pt(x1, E2)

Pt(x2, E1) Pt(x2, E2)


 ≥ 0. (3.22)

En particulier, si Pt(x, dy) = pt(x, y)dy, où pt est continu en y pour tout x, alors,
pour tous x1 < x2, y1 < y2 dans I,

det




pt(x1, y1) pt(x1, y2)

pt(x2, y1) pt(x2, y2)


 ≥ 0. (3.23)

En d’autres termes, la loi de Xt pour tout t vérifie la propriété TP2.

Démonstration.
Nous reprenons les idées de Karlin-McGregor [KaMG59].

1) Nous montrons que (3.22) a une interprétation probabiliste. En effet, nous prou-
vons que si deux particules q1 et q2 issues respectivement de x1 et x2 à l’instant
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t = 0, avec x1 < x2 dans I, se déplacent simultanément et indépendamment
suivant le processus X, alors, pour tous boréliens E1 < E2 de I et tout t > 0,

det




Pt(x1, E1) Pt(x1, E2)

Pt(x2, E1) Pt(x2, E2)




est égale à la probabilité qu’à la date t, q1 soit dans E1, q2 soit dans E2 et qu’aucune
coïncidence n’ait eu lieu avant cet instant. Plus précisément :
Soient X(1) et X(2) deux copies indépendantes de X définies sur le même espace
de probabilité (Ω,F ,P). Soient Ω1, Ω2 des copies de Ω, F1, F2 des copies de F et
P1, P2 des copies de P. Sur l’espace de probabilité

(Ω1 × Ω2,F1 ⊗F2,P1 ⊗ P2),

on définit le processus
(
(X

(1)
t , X

(2)
t ), t ≥ 0

)
par :

(X
(1)
t , X

(2)
t )(ω1, ω2) =

(
X

(1)
t (ω1), X

(2)
t (ω2)

)
, pour tous t ≥ 0, (ω1, ω2) ∈ Ω1×Ω2.

Alors, (
(X

(1)
t , X

(2)
t ), t ≥ 0; (P1 ⊗ P2)(x1,x2), (x1, x2) ∈ I × I

)

est un processus de Markov homogène en temps, à trajectoires continues dont la
fonction de transition P est définie par : pour tous t ≥ 0 et (x1, x2) ∈ I × I,

P t[(x1, x2), (dy1, dy2)] := P1
x1

(
X

(1)
t ∈ dy1

)
P2
x2

(
X

(2)
t ∈ dy2

)

= Pt(x1, dy1)Pt(x2, dy2). (3.24)

En outre, d’après le Lemme 3.39, (X(1), X(2)) possède la propriété de Markov forte.
Comme (X1, X2) est à trajectoires continues, la v.a. τ , définie par :

τ(ω1, ω2) := inf{t ≥ 0; X
(1)
t (ω1) = X

(2)
t (ω2)},

est un temps d’arrêt.
On se propose de prouver que pour tous x1 < x2 dans I, E1 < E2 boréliens de I et t > 0, on a :

det




Pt(x1, E1) Pt(x1, E2)

Pt(x2, E1) Pt(x2, E2)


 = P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2, t < τ

)
≥ 0.

(3.25)
Posons :

P(dy1, dy2) = P1(dy1)P
2(dy2)

et, pour t ≥ 0,

F1
t = σ(X(1)

s ; s ≤ t) et F2
t = σ(X(2)

s ; s ≤ t),

74
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et
F t = F1

t ⊗F2
t := σ(A1 × A2; A1 ∈ F1

t , A2 ∈ F2
t ).

Pour tous x1 < x2 dans I, E1 < E2 boréliens de I et t > 0, on a :

Pt(x1, E1)Pt(x2, E2)

= P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2

)

= P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2, t < τ

)
+ P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2, t > τ

)
.

(3.26)

Mais,

P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 ×E2, t > τ

)

= E(x1,x2)

[
1{t>τ}E(x1,x2)

[
1{(X(1)

t ,X
(2)
t )∈E1×E2}

∣∣∣Fτ

]]
. (3.27)

Puisque (X(1), X(2)) est homogène et possède la propriété de Markov forte, alors,
conditionnellement à {t > τ} :

E(x1,x2)

[
1{(X(1)

t ,X
(2)
t )∈E1×E2}

∣∣∣F τ

]
= P t−τ

[
(X(1)

τ , X(2)
τ ), E1 ×E2

]

= P1

X
(1)
τ

(
X

(1)
t−τ ∈ E1

)
P2

X
(2)
τ

(
X

(2)
t−τ ∈ E2

)
. (3.28)

Or, X(1)
τ = X

(2)
τ , P1 = P2 et X(1) (loi)

= X(2) ; ainsi, conditionnellement à {t > τ}, on
a :

P1

X
(1)
τ

(
X

(1)
t−τ ∈ E1

)
= P2

X
(2)
τ

(
X

(2)
t−τ ∈ E1

)

et
P2

X
(2)
τ

(
X

(2)
t−τ ∈ E2

)
= P1

X
(1)
τ

(
X

(1)
t−τ ∈ E2

)
;

ce qui implique :

P
(X

(1)
τ ,X

(2)
τ )

(
(X

(1)
t−τ , X

(2)
t−τ ) ∈ E1 × E2

)
= P

(X
(1)
τ ,X

(2)
τ )

(
(X

(1)
t−τ , X

(2)
t−τ ) ∈ E2 × E1

)

(3.29)
Nous déduisons de (3.28) et (3.29) que :

1{t>τ}E(x1,x2)

[
1{(X(1)

t ,X
(2)
t )∈E1×E2}

∣∣∣Fτ

]

= 1{t>τ}P(X
(1)
τ ,X

(2)
τ )

(
(X

(1)
t−τ , X

(2)
t−τ ) ∈ E2 × E1

)

= 1{t>τ}E(x1,x2)

[
1{(X(1)

t ,X
(2)
t )∈E2×E1}

∣∣∣F τ

]
. (3.30)
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En comparant (3.27) et (3.30), on déduit :

P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2, t > τ

)

= 1{t>τ}E(x1,x2)

[
1{(X(1)

t ,X
(2)
t )∈E2×E1}

∣∣∣Fτ

]

= P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E2 × E1, t > τ

)
. (3.31)

Mais, puisque (X(1), X(2)) est à trajectoires continues,

P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E2 × E1, t < τ

)
= 0.

En conséquence, (3.31) équivaut à :

P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 × E2, t > τ

)
= P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E2 × E1

)

= P1
x1
(X

(1)
t ∈ E2)P

2
x2
(X

(2)
t ∈ E1)

= Pt(x1, E2)Pt(x2, E1). (3.32)

Finalement, (3.26) et (3.32) entraînent que :

P(x1,x2)

(
(X

(1)
t , X

(2)
t ) ∈ E1 ×E2, t < τ

)
= Pt(x1, E1)Pt(x2, E2)−Pt(x1, E2)Pt(x2, E1);

(3.33)
ce qui donne la relation (3.25) souhaitée.

2) La relation (3.23) est une conséquence de (3.22) et de la Remarque 3.13.

Remarque 3.41.

1) Notons que Karlin-McGregor [KaMG57] montrent également que si (Pt(i, j), t ≥
0, (i, j) ∈ N × N) est la fonction de transition d’un processus de naissance et de
mort, alors, pour tout t ≥ 0, tous k1 < k2 et l1 < l2,

det




Pt(k1, l1) Pt(k1, l2)

Pt(k2, l1) Pt(k2, l2)


 ≥ 0. (3.34)

2) L’interprétation probabiliste énoncée dans la preuve du Théorème 3.40 pour les
diffusions homogènes en temps s’étend aux processus de naissance et de mort (voir
[KaMG59]).

Nous terminons par l’exemple ci-dessous qui traite des processus de naissance
et de mort à espaces d’états finis.

Exemple 3.42. ([KaT81], Problème 11). (Les processus de naissance et de mort).
Soit (Pt(k, l), (k, l) ∈ I × I, t ≥ 0) la fonction de transition d’une chaîne de Markov
à temps continu homogène, à espace d’états fini I ⊂ Z , et de matrice infinitésimale
A. Alors, il y a équivalence entre :
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Chapitre 3. Processus de Markov à noyaux de transition totalement positifs

1) pour tout (i, j) ∈ I × I tel que |i− j| > 1, A(i, j) = 0 ;

2) pour tout t ≥ 0, Pt est TP2, i.e. pour tous k1 < k2 et l1 < l2,

Pt

(
k1 k2
l1 l2

)
= det




Pt(k1, l1) Pt(k1, l2)

Pt(k2, l1) Pt(k2, l2)


 ≥ 0.

Supposons en effet que 1) est satisfait ; puisque A est une matrice infinitésimale,
alors

A(i, j) ≥ 0, pour tous i, j ∈ I tels que j 6= i, et A(i, i) = −
∑

j∈I,j 6=i

A(i, j).

Ainsi, pour tout i ∈ I tel que i+ 1 ∈ I,
A(i, i)A(i+ 1, i+ 1) ≥ A(i, i+ 1)A(i+ 1, i);

ce qui implique que A est TP2. On en déduit que pour tout t ≥ 0, il existe nt ∈ N
tel que pour tout n ≥ nt,

Bt,n := Id+
t

n
A est TP2,

où Id désigne la matrice identité. En effet, si pour i ∈ I fixé, on prend nt,i ∈ N∗

tel que

1 +
t

nt,i

(A(i, i) + A(i+ 1, i+ 1)) ≥ 0, (avec la convention A(j, j) = 0 si j /∈ I),

alors, pour tout n ≥ nt := max
i∈I

nt,i, Bt,n est TP2.

En appliquant la formule du déterminant d’un produit de matrices, nous déduisons
que

∀n ≥ nt,

(
Id+

t

n
A

)n

est TP2.

D’où

Pt = eAt = lim
n→∞

(
Id+

t

n
A

)n

est TP2.

Inversement, si Pt est TP2 pour tout t ≥ 0, alors pour tous i, j ∈ I tels que
j > i+ 1 :

0 ≤ det




Pt(i, i+ 1) Pt(i, j)

Pt(i+ 1, i+ 1) Pt(i+ 1, j)




= det




A(i, i+ 1)t+ o(t) A(i, j)t+ o(t)

1− A(i+ 1, i+ 1)t+ o(t) A(i+ 1, j)t+ o(t)




= −A(i, j)t + o(t);
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3.3. Résultats de monotonie conditionnelle

ce qui implique que A(i, j) = 0 si j > i+1. On utilise un argument similaire pour
j < i− 1.

3.3 Résultats de monotonie conditionnelle

L’importance de la notion de positivité totale d’ordre 2 repose sur le résultat
que nous énonçons et prouvons à présent : (Nous renvoyons à Pagès [Pa13] pour
des considérations semblables.)

Théorème 3.43. Soient I :=]l, r[ (−∞ ≤ l < r ≤ +∞) un intervalle réel et
X := (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ I) un processus de Markov à valeurs dans I. On suppose
que la fonction de transition (Pζ,η(x, dy), 0 ≤ ζ < η, x ∈ I) de X est TP2 et qu’elle
est de la forme :

Pζ,η(x, dy) = pζ,η(x, y)dy, pour tous 0 ≤ ζ < η, x ∈ I, (3.35)

où y ∈ I 7−→ pζ,η(x, y) est une fonction continue pour tous 0 ≤ ζ < η et x ∈ I.
Soit (fk : I → R+, k ∈ N∗) une famille de fonctions continues et strictement
positives telles que : pour tout x ∈ R, tout d ∈ N∗ et tous 0 ≤ η1 < · · · < ηd :

Ex

[
d∏

k=1

fk(Xηk)

]
<∞. (3.36)

Alors, pour tout n ≥ 2, tout i ∈ {1, · · · , n}, tout 0 < λ1 < · · · < λn et toute
fonction continue bornée φ : In → R croissante (resp. décroissante) en chacun de
ses arguments :

z ∈ I 7−→ Kx,i(n, z) :=

Ex

[
φ(Xλ1 , · · · , Xλn)

n∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
n∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

est une fonction croissante (resp. décroissante).





(MCG)

Remarque 3.44. Observons qu’en prenant fk = 1, pour tout k ∈ N∗ dans (MCG),
on déduit la propriété de monotonie conditionnelle (CM) du processus X.

Pour prouver le Théorème 3.43, nous commençons par vérifier la propriété
(MCG) lorsque i = n.

Lemme 3.45. Supposons que l’intervalle I et le processus X satisfont aux condi-
tions du Théorème 3.43. Soit (fk : I → R+, k ∈ N∗) une famille de fonctions
continues et strictement positives telles que (3.36) est vérifiée. Alors, pour tout
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Chapitre 3. Processus de Markov à noyaux de transition totalement positifs

n ≥ 2, tout 0 < λ1 < · · · < λn et toute fonction continue bornée φ : In → R
croissante (resp. décroissante) en chacun de ses arguments :

z ∈ I 7−→ Kx(n, z) :=

Ex

[
φ(Xλ1 , · · · , Xλn)

n∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn = z

]

Ex

[
n∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn = z

]

est une fonction croissante (resp. décroissante).





(M̃CG)

Démonstration.

i) Nous ne considérons que le cas où les v.a. sont à valeurs réelles (le cas discret
se traite de façon similaire).

ii) Par troncature, nous supposons que les fonctions fk sont bornées, et par
régularisation, que toutes les densités pζ,η sont continues et strictement po-
sitives.

iii) Nous ne nous intéressons qu’aux fonctions croissantes en chacun de leurs ar-
guments et, pour tout n ∈ N∗, nous désignons par Jn l’ensemble des fonctions
continues φ : In → R, bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.

Nous prouvons ce résultat par récurrence sur n ≥ 2.

• Pour n = 2 : Soient z ∈ I et φ : I × I → R dans J2. Nous avons :

Kx(2, z) :=
Ex [φ(Xλ1, z)f1(Xλ1)|Xλ2 = z]

Ex [f1(Xλ1)|Xλ2 = z]

=

∫ r

l

φ(a, z)f1(a)p0,λ1(x, a)pλ1,λ2(a, z)da
∫ r

l

f1(a)p0,λ1(x, a)pλ1,λ2(a, z)da

=

∫ r

l

φ(a, z)p̃0,λ1(x, a)pλ1,λ2(a, z)da
∫ r

l

p̃0,λ1(x, a)pλ1,λ2(a, z)da

avec
p̃0,λ1(x, a) := f1(a)p0,λ1(x, a).

En posant

Fx,z(a) :=

∫ a

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)dv
∫ r

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)dv

,
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3.3. Résultats de monotonie conditionnelle

nous obtenons :

Kx(2, z) =

∫ r

l

φ(a, z)dFx,z(a) =

∫ 1

0

φ
(
F−1x,z (u), z

)
du,

puisque Fx,z est continue et strictement croissante.
Il suffit alors de montrer que, pour tous u ∈ [0, 1] et x ∈ I,

z 7→ F−1x,z (u) est une fonction croissante. (3.37)

Mais (3.37) est vérifié dès que z 7→ Fx,z(a) est une fonction décroissante pour tout
a. En effet, pour tous z ≤ z′ et tout u ∈ [0, 1], on a :

Fx,z′
(
F−1x,z (u)

)
≤ Fx,z

(
F−1x,z (u)

)
(car z 7→ Fx,z(a) est décroissante pour tous a et x)

= u = Fx,z′
(
F−1x,z′(u)

)
.

Comme pλ1,λ2 est TP2, alors, pour tout z ≤ z′ dans I, nous avons :

pλ1,λ2(v, z
′)pλ1,λ2(a, z) ≥ pλ1,λ2(v, z)pλ1,λ2(a, z

′) pour tout v ≥ a,

et
pλ1,λ2(v, z)pλ1,λ2(a, z

′) ≥ pλ1,λ2(v, z
′)pλ1,λ2(a, z) pour tout v ≤ a.

Ainsi, pour tous a et z ≤ z′ dans I,

1

Fx,z(a)
= 1 +

∫ r

a

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)dv
∫ a

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)dv

= 1 +

∫ r

a

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)pλ1,λ2(a, z
′)dv

∫ a

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z)pλ1,λ2(a, z
′)dv

≤ 1 +

∫ r

a

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z
′)pλ1,λ2(a, z)dv

∫ a

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z
′)pλ1,λ2(a, z)dv

= 1 +

∫ r

a

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z
′)dv

∫ a

l

p̃0,λ1(x, v)pλ1,λ2(v, z
′)dv

:=
1

Fx,z′(a)
;

ce qui prouve que z 7→ Fx,z(a) est une fonction décroissante pour tous x et a.
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• pour n ≥ 3 : Supposons que, pour tout x ∈ I et pour toute fonction appartenant
à Jn−1, Kx(n− 1, z) soit une fonction croissante de z. On pose

X := (Xλ1 , · · · , Xλn−2), a := (a1, · · · , an−2), (ak ∈ I, k = 1, · · · , n− 2),

et pour tous φ ∈ Jn, y, z ∈ I, on définit la fonction Φ(·, y, z) : In−2 → R par :

Φ(x1, · · · , xn−2, y, z) = φ(x1, · · · , xn−2, y, z).

Ainsi, avec λ0 = 0 et a0 = x, on a :

Kx(n, z) =

Ex

[
Φ(X,Xλn−1 , z)

n∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn = z

]

Ex

[
n∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn = z

]

=

∫ r

l

(∫

In−2

Φ(a, an−1, z)

n−1∏

k=1

fk(ak)pλk−1,λk
(ak−1, ak) dak

)
pλn−1,λn(an−1, z)

∫ r

l

(∫

In−2

n−1∏

i=1

fk(ak)pλk−1,λk
(ak−1, ak) dak

)
pλn−1−λn(an−1, z)

.

Pour x ∈ I, soient ϕx : I × I → R et p̃0,λn−1(x, ·) : I → R les fonctions définies
par :

ϕx(u, v) :=

∫

In−2

Φ(a, u, v)

(
n−2∏

k=1

fk(ak)pλk−1,λk
(ak−1, ak)dak

)
pλn−2,λn−1(an−2, u)

∫

In−2

(
n−2∏

k=1

fk(ak)pλk−1,λk
(ak−1, ak)dak

)
pλn−2,λn−1(an−2, u)

=

Ex

[
Φ(X, u, v)

n−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn−1 = u

]

Ex

[
n−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλn−1 = u

]

et

p̃0,λn−1(x, u) =

∫

In−2

(
n−2∏

k=1

fk(ak)pλk−1,λk
(ak−1, ak)dak

)
fn−1(u)pλn−2,λn−1(an−2, u),

avec a0 = x et λ0 = 0.
Alors,

i) puisque φ ∈ Jn, il découle de l’hypothèse de récurrence que ϕx ∈ J2.
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ii) On a :

Kx(n, z) =

∫ r

l

ϕx(an−1, z)p̃0,λn−1(x, an−1)pλn−1,λn(an−1, z) dan−1
∫ r

l

p̃0,λn−1(x, an−1)pλn−1,λn(an−1, z) dan−1

qui est une fonction croissante de z d’après le cas n = 2 traité ci-dessus. En
effet, pλn−1,λn étant TP2, on montre que, pour tout a ∈ I,

F̃x,z(a) :=

∫ a

l

p̃0,λn−1(x, an−1)pλn−1,λn(an−1, z) dan−1
∫ r

l

p̃0,λn−1(x, an−1)pλn−1,λn(an−1, z) dan−1

est une fonction décroissante de z.

En vertu du Lemme 3.45, la preuve du Théorème 3.43 se réduit donc à montrer
l’équivalence des propriétés (MCG) et (M̃CG). Pour cela, nous avons besoin du
résultat suivant :

Lemme 3.46. On suppose que l’intervalle I et le processus X := (Xλ, λ ≥ 0) sont
choisis comme dans le Théorème 3.43. Soit f : I → R+ une fonction continue et
strictement positive telle que :

∀λ ≥ 0, E[f(Xλ)] <∞.

Alors, pour tout x0 ∈ I, tous 0 ≤ ζ < η, et pour toute fonction φ : I → R continue,
bornée et croissante,

x 7−→ Ex0 [φ(Xη)f(Xη)|Xζ = x]

Ex0 [f(Xη)|Xζ = x]
est une fonction croissante. (3.38)

Démonstration.
Observons que :

Ex0 [φ(Xη)f(Xη)|Xζ = x]

Ex0 [f(Xη)|Xζ = x]
=

∫ r

l

φ(y)f(y)pζ,η(x, y)dy
∫ r

l

f(y)pζ,η(x, y)dy

.

Comme dans la preuve du Lemme 3.45, nous supposons sans perte de généralité
que pζ,η est continue et strictement positive. Nous utilisons ensuite la propriété
TP2 de pζ,η pour montrer que :

∀ a ∈ I, x 7−→

∫ a

l

f(y)pζ,η(x, y)dy
∫ r

l

f(y)pζ,η(x, y)dy

est décroissante ;

ce qui implique (3.38).
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Démonstration du Théorème 3.43.
Nous nous proposons d’établir l’équivalence entre les propriétés (MCG) et (M̃CG).
Puisque (MCG) implique (M̃CG), il suffit de prouver la réciproque.
Soit i < n fixé. Grâce au Lemme 3.46, nous montrons par récurrence descendante
que pour tout m ∈ {i, i+ 1, · · · , n}, il existe φm : Im → R dans Jm, f̂m : I → R+

continue et strictement positive, tels que :

Ki,x(n, z) =

Ex

[
φm(Xλ1 , · · · , Xλm)f̂m(Xλm)

m−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
f̂m(Xλm)

m−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

] . (3.39)

Si m = n, nous avons (3.39) avec φn = φ et f̂n = fn.
Supposons donc qu’on ait (3.39) pour un nombre m ∈ {i+ 1, · · · , n} et montrons
que (3.39) est satisfaite au rang m− 1.
En effet, si Fλm−1 = σ(Xζ; 0 ≤ ζ ≤ λm−1), alors nous avons :

Ki,x(n, z) =

Ex

[
Ex

[
φm(Xλ1, · · · , Xλm)f̂m(Xλm)

m−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Fλm−1

]∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
Ex

[
f̂m(Xλm)

m−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Fλm−1

]∣∣∣∣Xλi
= z

]

=

Ex

[∫ r

l

φm(Xλ1 , · · · , Xλm−1 , y)f̂m(y)Pλm−1,λm(Xλm−1 , dy)
m−1∏

k=1

f(Xλk
)

∣∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[∫ r

l

f̂m(y)Pλm−1,λm(Xλm−1 , dy)

m−1∏

k=1

f(Xλk
)

∣∣∣∣∣Xλi
= z

]

Considérons les fonctions φm−1 : I
m−1 → R et f̂m−1 : I → R+ définies respective-

ment par :

φm−1(x1, · · · , xm−1) =

∫ r

l

φm(x1, · · · , xm−1, y)f̂m(y)Pλm−1,λm(xm−1, dy)
∫ r

l

f̂m(y)Pλm−1,λm(xm−1, dy)

=
Ex

[
φm(x1, · · · , xm−1, Xλm)f̂m(Xλm)

∣∣∣Xλm−1 = xm−1

]

Ex

[
f̂m(Xλm)

∣∣∣Xλm−1 = xm−1

]

et

f̂m−1(x) = fm−1(x)

∫ r

l

f̂m(y)Pλm−1,λm(x, dy).
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Alors, on déduit du Lemme 3.46 que φm−1 ∈ Jm−1. D’autre part, nous avons :

Ki,x(n, z) =

Ex

[
φm−1(Xλ1, · · · , Xλm−1)f̂m−1(Xλm−1)

m−2∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
f̂m−1(Xλm−1)

m−2∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

] .

En particulier, pour m = i + 1, il existe φi ∈ Ji et f̂i : I i → R+ continue et
strictement positive, telles que :

Ki,x(n, z) =

Ex

[
φi(Xλ1 , · · · , Xλi

)f̂i(Xλi
)
i−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

]

Ex

[
f̂i(Xλi

)
i−1∏
k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣Xλi
= z

] .

Nous en déduisons que (M̃CG) implique (MCG) ; ce qui achève la preuve du
Théorème 3.43.

3.4 Peacocks construits à partir de processus de
Markov à noyaux de transition totalement po-
sitifs

Considérons un intervalle I :=]l, r[, où −∞ ≤ l < r ≤ +∞, et X := (Xλ, λ ≥
0;Px, x ∈ I) un processus de Markov à valeurs dans I dont la fonction de transition
Pζ,η(x, dy) vérifie :

∀ 0 ≤ ζ < η, x ∈ I, Pζ,η(x, dy) = pζ,η(x, y)dy, (3.40)

et
∀ 0 ≤ ζ < η, pζ,η est continue et TP2. (3.41)

Voici des exemples de peacocks obtenus à partir des processus de Markov X sa-
tisfaisant (3.40) et (3.41).

3.4.1 Peacocks obtenus par intégration contre une mesure

positive finie

Le résultat suivant est une conséquence du Théorème 1.9 et de la propriété de
monotonie conditionnelle du processus X (voir Théorème 3.43 et Remarque 3.44).

Théorème 3.47. Soit X un processus de Markov à valeurs dans I, continu à
droite, tel que sa fonction de transition Pζ,η(x, dy) satisfait (3.40) et (3.41). On
suppose en outre que les conditions d’intégrabilité (INT1) et (INT2) sont vérifiées.
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Posons hλ,x(t) = logEx [exp(tXλ)], pour tous t, λ ∈ R+ et pour tout x ∈ I.
Alors, pour tout x ∈ I et pour toute mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(X,µ)
t :=

∫ ∞

0

etXλ−hλ,x(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock (sous Px). (3.42)

Voici quelques exemples :

Exemple 3.48. (Les processus à accroissements indépendants et log-concaves).
Soit X := (Xλ, λ ≥ 0) un processus à accroissements indépendants et log-concaves
à valeurs dans un intervalle I de R. Alors X est un processus de Markov dont la
fonction de transition est définie par :

Pζ,η(x, dy) = pζ,η(y − x)dy,

où pζ,η désigne la densité de l’accroissement Xη −Xζ .
D’après le Théorème 3.43, X est conditionnellement monotone. Et si nous suppo-
sons que X est continu à droite et satisfait aux hypothèses (INT1) et (INT2) du
Théorème 1.9, alors on en déduit que, pour toute mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

etXλ−hλ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock,

où, pour tous λ, t ∈ R+, hλ(t) := logE
[
etXλ

]
.

Exemple 3.49. (Les processus à accroissements indépendants symétriques et
PF∞).
Soit (Xλ, λ ≥ 0) un processus à accroissements indépendants et PF∞ issu de 0
(voir Section 3.2.3). Alors (|Xλ|, λ ≥ 0) est un processus de Markov ayant pour
densités de transitions les fonctions p∗ζ,η (0 ≤ ζ < η) données par :

∀ x, y ≥ 0, p∗ζ,η(x, y) = pζ,η(−x+ y) + pζ,η(−x− y),

où pζ,η est la densité de l’accroissement Xη −Xζ .
Supposons en outre que (|Xλ|, λ ≥ 0) est continu à droite et vérifie (INT1). On
pose h∗λ(t) = logE[exp(t|Xλ|)]. Alors, pour toute mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(µ)
t :=

∫ ∞

0

et|Xλ|−h∗λ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

Exemple 3.50. (Les diffusions homogènes).
SiX est une diffusion homogène à valeurs dans I satisfaisant aux conditions (INT1)
et (INT2), et si sa fonction de transition (Pt(x, dy), t ≥ 0, x ∈ I) vérifie (3.40) et
(3.41), alors, pour tout x ∈ I et pour toute mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(X,µ)
t :=

∫ t

0

etXλ−hλ,x(t) µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock (sous Px).
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En particulier, si X est un mouvement brownien avec dérive, un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, un carré de Bessel de dimension δ > 0 ou un processus

de Bessel de dimension δ > 0, alors
(
A

(X,µ)
t , t ≥ 0

)
est un peacock.

Notons que pour certains de ces processus, les résultats du Chapitre 1 ne s’ap-

pliquent pas. Nous avons en effet montré au Chapitre 1 que
(
A

(X,µ)
t , t ≥ 0

)
est un

peacock si X est "bien réversible" à temps fixe, ce qui n’est pas (par exemple) le
cas des processus de Bessel de dimension δ ∈]0, 2[.

Exemple 3.51. (Les ponts de diffusions homogènes).
Soit X une diffusion homogène à valeurs dans I =]l, r[ telle que sa fonction de
transition (Pt(x, dy), t ≥ 0, x ∈ I) vérifie (3.40) et (3.41). On suppose que pt est
strictement positive pour tout t ≥ 0, et que X vérifie (INT1) et (INT2).
Pour tous a, b ∈ I et λ > 0, on appelle pont deX de longueur λ, de a à b la diffusion(
Xa,λ,b

ζ , 0 ≤ ζ ≤ λ
)

ayant pour fonction de transition P a,λ,b
ζ,η (x, dy) définie par :

∀ 0 ≤ ζ < η ≤ λ, x ∈ I, P a,λ,b
ζ,η (x, dy) = qζ,η(x, y)dy,

où

∀ y ∈ I, qζ,η(x, y) =
pη−ζ(x, y)pλ−η(y, b)

pλ−ζ(x, b)
,

(voir [FPY93] pour une définition rigoureuse des ponts de processus de Markov).

Comme pt est TP2, continue et strictement positive pour tout t ≥ 0, alors, pour
tous 0 ≤ ζ < η ≤ λ, la fonction qζ,η est TP2, continue et strictement positive. En
appliquant le Théorème 3.47, nous déduisons que :

(
A

(µ)
t :=

∫ λ

0

etX
a,λ,b
ζ −ha,λ,b(ζ,t)µ(dζ), t ≥ 0

)
est un peacock,

où µ est une mesure positive finie sur [0, λ] et ha,λ,b(ζ, t) = logE
[
etX

a,λ,b
ζ

]
.

Notons qu’il existe des processus de Markov conditionnellement monotones
dont les fonctions de transitions ne sont pas TP2. Les exemples que nous donnons
sont ceux de processus à accroissements indépendants mais pas log-concaves. Nous
utilisons pour cela le résultat ci-après :

Proposition 3.52. Pour un processus à accroissements indépendants (Xλ, λ ≥ 0),
la propriété de monotonie conditionnelle est équivalente à la condition suivante :
Pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction φ : Rn → R
appartenant à In,

E [φ(Xλ1, · · · , Xλn)|Xλn] = φn(Xλn), (C̃M)

où φn est une fonction croissante.
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Démonstration.
Nous rappelons que In désigne l’ensemble des fonctions φ : Rn → R continues,
bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.
Pour n ∈ N∗, i ∈ {1, · · · , n} et φ ∈ In, l’hypothèse d’accroissements indépendants
implique :

E [φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Xλi
]

= E [E[φ(Xλ1 , · · · , Xλn)|Fλi
]|Xλi

] (où Fλi
= σ(Xu; u ≤ λi))

= E
[
E[φ(Xλ1 , · · · , Xλi

, Xλi+1
−Xλi

+Xλi
, · · · , Xλn −Xλi

+Xλi
)|Fλi

]|Xλi

]

= E
[
φ̃(Xλ1 , · · · , Xλi

)|Xλi

]
,

où

φ̃ : (x1, · · · , xi) 7→ E[φ(x1, · · · , xi, Xλi+1
−Xλi

+ xi, · · · , Xλn −Xλi
+ xi)]

appartient à Ii.
Les exemples dont il s’agit sont ceux du processus Gamma et de la marche

aléatoire simple.

Exemple 3.53. (Le subordinateur Gamma).
Le subordinateur Gamma (γλ, λ ≥ 0) est le processus de Lévy croissant caractérisé
par :

E
[
e−tγλ

]
=

1

(1 + t)λ
= exp

(
−λ

∫ ∞

0

(1− e−tx)
e−x

x
dx

)
.

En particulier, γλ est une v.a. gamma de paramètre λ. D’après la proposition 3.52,
il suffit de montrer que pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction
φ : Rn → R dans In :

E[φ(γλ1 , · · · , γλn)|γλn] = φn(γλn), (où φn est une fonction croissante.)

Mais d’après [ÉY04], le pont gamma

(
Πu :=

γu
γλn

, u ≤ λn

)
est indépendant de

γλn . Ainsi, on a :

E[φ(γλ1, · · · , γλn)|γλn=x] = E[φ(xΠλ1 , · · · , xΠλn−1 , x)]

qui est une fonction croissante de x.

Corollaire 3.54. On suppose que X := (Xλ, λ ≥ 0) désigne le processus Gamma
et que ϕ : R+ → R est une fonction croissante telle que le processus (ϕ(Xλ), λ ≥ 0)
satisfait aux conditions (INT1) et (INT2). Pour tous λ, t ≥ 0, on pose hλ,ϕ(t) :=
logE

[
etϕ(Xλ)

]
. Alors, pour toute mesure positive finie µ sur R+,

(
A

(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞

0

etϕ(Xλ)−hλ,ϕ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.
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Exemple 3.55. (La marche aléatoire simple).
Soit (εi, i ∈ N∗) une suite de v.a. i.i.d telles que, pour tout i ∈ N∗ :

P(εi = 1) = p, P(εi = −1) = q avec p, q > 0 et p + q = 1.

On définit la marche aléatoire (Sn, n ∈ N) par S0 = 0 et

Sn =
n∑

i=1

εi, pour tout n ∈ N∗.

Alors, (Sn, n ∈ N) est conditionnellement monotone.

Démonstration.
Nous allons prouver que pour tout r ∈ J2,+∞J, tout 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nr <
+∞ et toute fonction φ : Rr−1 → R dans Ir−1,

k ∈ Inr 7→ E[φ(Sn1 , Sn2, · · · , Snr−1)|Snr = k] est une fonction croissante sur Inr ,
(3.43)

où Ix ⊂ J−x, xK représente l’ensemble des valeurs que peut prendre la v.a. Sx.
Observons que (3.43) est vérifiée si et seulement si : pour tout N ∈ J2,+∞J et
toute fonction φ : RN−1 → R dans IN−1 :

k ∈ IN 7→ E[φ(S1, · · · , SN−1)|SN = k] est une fonction croissante sur IN .

Nous allons donc distinguer deux cas :

1) Si N et k sont pairs, on pose N = 2n (n ∈ J1,+∞J) et k = 2x (x ∈ J−n, nK).
Pour tout n ∈ J1,+∞J et tout x ∈ J−n, nK, notons P2x

2n , l’ensemble des lignes
polygonales ω := (ωi, i ∈ J0, 2nK) telles que ω0 = 0, ωp+1 = ωp±1, (p ∈ J0, 2n−1K)
et ω2n = 2x. Remarquons que tout ω ∈ P2x

2n possède n+x pentes positives et n−x
pentes négatives. Ainsi, ∣∣P2x

2n

∣∣ = Cn+x
2n ,

où | · | représente le cardinal de l’ensemble P2x
2n . En outre, conditionnellement à

{S2n = 2x}, la loi du vecteur aléatoire (S0, S1, · · · , S2n) est la loi uniforme sur P2x
2n .

Soient n ∈ J1,+∞J et x ∈ J−n, nK fixés. Considérons l’application

Πi : P2x+2
2n → P2x

2n

définie par : pour tout ω ∈ P2x+2
2n , Πi(ω) a les mêmes pentes négatives et les

mêmes pentes positives que ω excepté la ime pente positive qui est remplacée par
une pente négative.
Pour tout ω ∈ P2x+2

2n et toute fonction φ : R2n → R dans I2n,

φ(ω) ≥ φ(Πi(ω)).
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En sommant cette relation, on obtient :

(n+ x+ 1)
∑

ω∈P2x+2
2n

φ(ω) ≥
∑

ω∈P2x+2
2n

n+x+1∑

i=1

φ(Πi(ω))

=
∑

ω∈P2x
2n

n+x+1∑

i=1

|Π−1i (ω)|φ(ω)

= (n− x)
∑

ω∈P2x
2n

φ(ω).

Nous avons ainsi prouvé que pour tout n ∈ N∗ et toute fonction φ : R2n → R dans
I2n,

1∣∣P2x+2
2n

∣∣
∑

ω∈P2x+2
2n

φ(ω) ≥ 1

|P2x
2n |

∑

ω∈P2x
2n

φ(ω);

ce qui signifie que (S2n, n ∈ N) est conditionnellement monotone.

2) En procédant de même, il n’est pas difficile d’établir un résultat similaire lorsque
k et N sont impairs.

Corollaire 3.56. Soient X := (Xn, n ∈ N) est une marche aléatoire simple et
ϕ : R+ → R une fonction croissante telle que le processus (ϕ(Xn), n ≥ 0) vérifie
(INT1) et (INT2). Pour tous n ∈ N et t ≥ 0, on définit hn,ϕ(t) := logE

[
etϕ(Xn)

]
.

Alors, pour toute mesure positive finie
∑
n∈N

anδn (δn désignant la mesure de Dirac

au point n),

(
A

(ϕ)
t :=

∑

n∈N
ane

tϕ(Xn)−hn,ϕ(t), t ≥ 0

)
est un peacock.

3.4.2 Peacocks obtenus par centrage

Le résultat qui suit est une conséquence du Théorème 1.39 qui s’applique en
particulier aux processus à noyaux de transition TP2, puisqu’ils sont conditionnel-
lement monotones (voir Théorème 3.43 et Remarque 3.44).

Théorème 3.57. Soit X un processus de Markov à valeurs dans I, continu à
droite, tel que sa fonction de transition Ps,t(x, dy) satisfait (3.40) et (3.41). Soit
q : R+ × I → R+ une fonction positive et continue telle que : pour tous s ≥ 0 et
x ∈ I, qs : y ∈ I 7→ q(s, y) est croissante et Ex[q(s,Xs)] > 0. Soit θ : R+ → R+

une fonction positive, convexe croissante, de classe C1, satisfaisant :

∀ t ≥ 0, Ex

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞ (3.44)
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et

∀ a > 0, Ex

[
sup
0<t≤a

q(t, Xt)θ
′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞. (3.45)

Pour tout x ∈ I, on pose hx(t) := Ex

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
. Alors :

(
Ct := θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− hx(t), t ≥ 0

)
est un peacock.

Remarque 3.58. Le Théorème 3.57 s’applique aux exemples 3.48, 3.49, 3.50 et
3.51.

Le Théorème 1.39 s’applique également au processus Gamma qui est condi-
tionnellement monotone (voir Exemple 3.53) :

Proposition 3.59. Soit X := (Xt, t ≥ 0) le processus Gamma, et soit q : R+ ×
R+ → R+ une fonction positive et continue telle que : pour tous s ≥ 0, qs : y 7→
q(s, y) est croissante et E[q(s,Xs)] > 0. Soit θ : R+ → R+ une fonction positive,
convexe croissante, de classe C1, satisfaisant :

∀ t ≥ 0, Ex

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞ (3.46)

et

∀ a > 0, Ex

[
sup
0<t≤a

q(t, Xt)θ
′
(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
<∞. (3.47)

Pour tout x ∈ I, on pose hx(t) := Ex

[
θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)]
. Alors :

(
Ct := θ

(∫ t

0

q(s,Xs)ds

)
− hx(t), t ≥ 0

)
est un peacock.

3.4.3 Peacocks obtenus par normalisation

Voici une première famille de peacocks obtenu grâce au Théorème 3.43 et pour
laquelle l’hypothèse de monotonie conditionnelle (MC) ne s’applique pas.

Théorème 3.60. Soit X un processus de Markov à valeurs dans I, continu à
droite, ayant une fonction de transition qui satisfait (3.40) et (3.41). Soient µ une
mesure de Radon positive sur R+ et q : R+ × I → R une fonction continue telle
que, pour tout t ≥ 0 :

i) y ∈ I 7−→ q(t, y) est croissante (resp. décroissante),
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ii) pour tout x ∈ I,

Θt := exp

(
µ([0, t]) sup

0≤s≤t
q(s,Xs)

)
est Px-intégrable (INH1)

et

∆t := Ex

[
exp

(
µ([0, t]) inf

0≤s≤t
q(s,Xs)

)]
> 0. (INH2)

Alors, pour tout x ∈ I,

Nt :=

exp

(∫ t

0

q(s,Xs)µ(ds)

)

Ex

[
exp

(∫ t

0

q(s,Xs)µ(ds)

)] , t ≥ 0


 est un peacock sous Px. (3.48)

Démonstration.
Nous prouvons ce théorème seulement dans le cas où y ∈ I 7−→ q(λ, y) est crois-
sante.
Soit T > 0 fixé. On note Jn l’ensemble des fonctions φ : In → R continues, bornées
et croissantes en chaque argument.
1) Nous supposons d’abord que µ est de la forme :

1[0,T ]dµ =

r∑

i=1

aiδλi
, (3.49)

où r ∈ J2,∞J, a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, . . . , ar ≥ 0,
∑r

i=1 ai = µ([0, T ]), 0 ≤ λ1 < λ2 <
· · · < λr ≤ T , et où δλi

est la mesure de Dirac au point λi.
Montrons que, pour tout x ∈ I fixé :

(
Nn := exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Xλi
)− hx(n)

)
, n ∈ J1, rK

)
est un peacock,

où

hx(n) := logEx

[
exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Xλi
)

)]
, pour tout n ∈ J1, rK.

Notons que :
Ex[Nn −Nn−1] = 0, pour tout n ∈ J2, rK

avec

Nn −Nn−1 = Nn−1
(
eanq(λn,Xλn)−hx(n)+hx(n−1) − 1

)
= Nn−1

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)

et
q̃n(y) = anq(λn, y)− hx(n) + hx(n− 1).
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Pour toute fonction convexe ψ ∈ C, nous obtenons alors :

Ex[ψ(Nn)]− Ex[ψ(Nn−1)] ≥ Ex

[
ψ′(Nn−1)Nn−1

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)]

= Ex

[
K(n,Xλn)Ex[Nn−1|Xλn]

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)]
,

où

Kx(n, z) =
Ex[ψ

′(Nn−1)Nn−1|Xλn = z]

Ex[Nn−1|Xλn = z]
.

Observons que la fonction φ : Rn−1 → R+ définie par :

φ(x1, . . . , xn−1) = ψ′

[
exp

(
n−1∑

i=1

aiq(λi, xi)− hx(n− 1)

)]

appartient à In−1. Si pour i ∈ N∗, on définit :

fi(y) = eaiq(λi,x), pour tout y ∈ R;

alors, pour tout n ∈ J2, rK, on a :

Nn−1 = e−hx(n−1)
n−1∏

k=1

fk(Xλk
).

Ainsi,

Kx(n, z) =

Ex

[
φ(Xλ1, . . . , Xλn−1)

n−1∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣∣Xλn = z

]

Ex

[
n−1∏

k=1

fk(Xλk
)

∣∣∣∣∣Xλn = z

] .

En outre, pour tout n ∈ J1, rK,

Ex

[
n∏

k=1

fk(Xλk
)

]
= Ex

[
exp

(
n∑

k=1

aiq(λi, Xλi
)

)]

≤ Ex

[
exp

(
sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

n∑

k=1

ai

)]

≤ Ex

[
exp

(
sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

r∑

k=1

ai

)
∨ 1

]

= Ex

[
exp

(
α(T ) sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

)
∨ 1

]

= Ex[ΘT ∨ 1] <∞.
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Nous en déduisons donc, grâce au Lemme 3.46, que Kx(n, z) est une fonction
croissante de z. À présent, pour n ∈ N∗, on désigne par (q̃n)−1, l’inverse continu à
droite de q̃n et on définit la variable :

Vx(n,Xλn) := Kx(n,Xλn)Ex[Nn−1|Xλn]
(
eq̃n(Xλn) − 1

)
.

Ainsi (cf. Lemme 1.5),

i) si Xλn ≤ (q̃n)
−1(0), alors eq̃n(Xλn ) − 1 ≤ 0 et

Vx(n,Xλn) ≥ Kx

(
n, (q̃n)

−1(0)
)
Ex[Nn−1|Xλn ]

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)
,

ii) si Xλn ≥ (q̃n)
−1(0), alors eq̃n(Xλn ) − 1 ≥ 0 et

Vx(n,Xλn) ≥ Kx

(
n, (q̃n)

−1(0)
)
Ex[Nn−1|Xλn ]

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)
.

Par conséquent,

Ex[ψ(Nn)]− Ex[ψ(Nn−1)]

≥ Ex[Vx(n,Xλn)] ≥ Kx

(
n, (q̃n)

−1(0)
)
Ex

[
Ex[Nn−1|Xλn ]

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)]

= Kx

(
n, (q̃n)

−1(0)
)
Ex

[
Nn−1

(
eq̃n(Xλn ) − 1

)]

= Kx

(
n, (q̃n)

−1(0)
)
Ex [Nn −Nn−1] = 0.

Donc, pour tout r ∈ J2,∞J :

(
Nn := exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Xλi
)− h(n)

)
, n ∈ J1, rK

)
est un peacock.

2) On pose ν = 1[0,T ]dµ et, pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

N
(ν)
t =

exp

(∫ t

0

q(u,Xu)ν(du)

)

Ex

[
exp

(∫ t

0

q(u,Xu)ν(du)

)] .

Comme la fonction λ ∈ [0, T ] 7−→ q(λ,Xλ) est continue à droite et bornée su-
périeurement par la v.a. sup

0≤λ≤T
|q(λ,Xλ)| qui est finie p.s., il existe une suite

(νn, n ∈ N) de mesures de la forme (3.49), avec, pour tout n ∈ N, supp νn ⊂ [0, T ],∫
νn(du) =

∫
ν(du) et, pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

lim
n→∞

exp

(∫ t

0

q(u,Xu)νn(du)

)
= exp

(∫ t

0

q(u,Xu)ν(du)

)
a.s. (3.50)
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De plus, pour tout 0 ≤ t ≤ T et tout n ∈ N,

sup
n≥0

exp

(∫ t

0

q(u,Xu)νn(du)

)

≤ exp

(
sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

∫ t

0

νn(du)

)

= exp

(
sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

∫ T

0

νn(du)

)
∨ 1

= exp

(
sup

0≤λ≤T
q(λ,Xλ)

∫ T

0

ν(du)

)
∨ 1 = ΘT ∨ 1

qui est intégrable d’après (INH1). D’après le Théorème de convergence dominée,

lim
n→∞

Ex

[
exp

(∫ t

0

q(u,Xu)νn(du)

)]
= Ex

[
exp

(∫ t

0

q(u,Xu)ν(du)

)]
. (3.51)

En utilisant (3.50) et (3.51), nous obtenons :

lim
n→∞

N
(νn)
t = N

(ν)
t a.s., for every 0 ≤ t ≤ T. (3.52)

Mais, il découle de 1), que :
(
N

(νn)
t , 0 ≤ t ≤ T

)
est un peacock pour tout n ∈ N, (3.53)

i.e., pour tout 0 ≤ s < t ≤ T et tout ψ ∈ C :

Ex

[
ψ(N (νn)

s )
]
≤ Ex

[
ψ(N

(νn)
t )

]
. (3.54)

Par ailleurs,

sup
0≤t≤T

sup
n≥0

∣∣∣N (νn)
t

∣∣∣ ≤ ΘT ∨ 1
∆T ∧ 1

, (3.55)

qui est intégrable d’après (INH1) et (INH2). Il suffit alors de passer à la limite
dans (3.54) lorsque n → ∞ et d’appliquer le Théorème de convergence dominée
pour déduire que (N (µ)

t , 0 ≤ t ≤ T ) est un peacock pour tout T > 0.

Remarque 3.61. Observons que le Théorème 3.60 s’applique aux exemples 3.48,
3.49, 3.50 et 3.51.

Nous donnons à présent un exemple d’application du Théorème 3.60 au carré
de Bessel de dimension 0. Notons que la fonction de transition d’un carré de Bessel
de dimension 0 n’est pas absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
En conséquence, le Théorème 3.43 tel que nous l’avons énoncé ne s’applique pas.
Néanmoins, des résultats d’approximations dû à Feller [Fe51] des carrés de Bessel
de dimension 0 par des processus de Galton-Watson critiques permettent d’exhiber
des peacocks du type (3.48).
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Exemple 3.62. (Carré de Bessel de dimension 0 obtenu comme limite en loi d’une
suite de processus de Galton-Watson critiques).
Pour tout k ∈ N∗, on désigne par Zk :=

(
Zk

n, n ∈ N
)

un processus de Galton-
Watson avec population initiale k, et de loi de reproduction la loi géométrique ν

de paramètre
1

2
, i.e.

ν(i) = 2−i−1, pour tout i ∈ N.

Le processus Zk (k ∈ N∗) est markovien homogène, à valeurs dans N et de matrice
de transition Q donnée par :

∀ j ∈ N, Q(0, j) =

{
1 si j = 0
0 sinon

et

∀ (i, j) ∈ N∗ × N, Q(i, j) =

(
i+ j − 1

j

)
2−(i+j).

On considère la suite des fonctions de transition
(
Q(n), n ∈ N

)
définies sur N× N

par :

Q(0)(i, j) =

{
1 si i = j
0 sinon

et

∀n ≥ 1, Q(n+1)(i, j) =
∑

m∈N
Q(i,m)Q(n)(m, j).

Puisque la fonction (i, j) 7−→
(
i+ j − 1

j

)
est TP2, on déduit de (3.4) que Q(n)

est TP2 pour tout n ∈ N.
Pour tous λ ≥ 0 et k ∈ N∗, nous définissons :

Y k
λ =

1

k
Zk

[kλ],

où [·] désigne la fonction partie entière. Alors,
(
Y k
λ , λ ≥ 0

)
est un processus de

Markov à valeurs dans
1

k
N, de fonction de transition (Pζ,η, 0 ≤ ζ < η) définie par :

∀ x, y ∈ 1

k
N, Pζ,η(x, y) = Q([kη]−[kζ])(kx, ky).

Notons que la fonction Pζ,η est TP2 pour tous ζ et η.
Soit q : R+ × R → R une fonction continue et bornée telle que, pour tout λ ≥ 0,
x 7−→ q(λ, x) est croissante. On déduit du Théorème 3.60 que pour toute suite de
réels positifs (ai, i ≥ 1) et pour toute suite strictement croissante (λi, i ≥ 1) de
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R∗+,


Nk

n :=

exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Y
k
λi
)

)

E

[
exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Y
k
λi
)

)] , n ∈ N




est un peacock. (3.56)

Or, d’après un résultat dû à Feller [Fe51], lorsque k tend vers ∞,
(
Y k
λ , λ ≥ 0

)

converge en loi vers le processus (Y ∞λ , λ ≥ 0) qui est l’unique solution forte de :

dZλ =
√
2ZλdBλ, Z0 = 1,

où (Bλ, λ ≥ 0) désigne un mouvement brownien. En particulier, lorsque k tend
vers ∞, le n-uplet (n ∈ N∗)

(
Y k
λ1
, · · · , Y k

λn

)
converge en loi vers

(
Y ∞λ1

, · · · , Y ∞λn

)
. Il

en résulte que


N∞

n :=

exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Y
∞
λi
)

)

E

[
exp

(
n∑

i=1

aiq(λi, Y
∞
λi
)

)] , n ∈ N




est un peacock. (3.57)

Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Corollaire 3.63. Soit (Yt, t ≥ 0) un carré de Bessel de dimension 0 issu de 1, et
soit q : R+ × R+ → R une fonction continue et bornée telle que y 7−→ q(λ, y) est
croissante pour tout λ ≥ 0. Alors, pour toute mesure de Radon positive µ sur R+,


Nt :=

exp

(∫ t

0

q(s, Ys)µ(ds)

)

E

[
exp

(∫ t

0

q(s, Ys)µ(ds)

)] , t ≥ 0


 est un peacock.

3.4.4 Une classe de peacocks en la volatilité obtenus par

normalisation

En utilisant les Théorèmes 3.43 et 3.60, nous prouvons le résultat qui suit :

Théorème 3.64. Soit X un processus de Markov à valeurs dans I (I = R ou R+),
continue à droite, dont la fonction de transition vérifie (3.40) et (3.41). Soit x ∈ I.
Soit q : R+× I → R une fonction continue telle que pour tout λ ≥ 0, y 7−→ q(λ, y)
est de classe C1, et soit µ une mesure de Radon positive sur R+ qui vérifie :

∀ t ≥ 0, Ex

[
exp

(∫ ∞

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)]
<∞.

On suppose que :
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(i) pour tout λ ≥ 0, les fonctions y 7−→ q(λ, y) et y 7−→ y
∂q

∂y
(λ, y) sont crois-

santes (resp. décroissantes),

(ii) pour tous t ≥ 0 et λ ≥ 0, il existe α := α(t, λ) > 1 tel que :

Ex

[
|Xλ|α

(
∂q

∂y

)α

(λ, tXλ)

]
<∞, (HM0)

(iii) pour tous t, β > 0, et pour tout compact K ⊂ R+,

Θ
(K)
t,β := exp

(
β sup

ζ∈K
q(ζ, tXζ)

)
est Px-intégrable, (HM1)

i.e. Ex

[
Θ

(K)
t,β

]
<∞, et

∆
(K)
t,β := Ex

[
exp

(
β inf

ζ∈K
q(ζ, tXζ)

)]
> 0. (HM2)

Alors,


N

(µ)
t :=

exp

(∫ ∞

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)

Ex

[
exp

(∫ ∞

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)] , t ≥ 0


 est un peacock sous Px.

(3.58)

Remarque 3.65. Au lieu d’être un paramètre de temps, t apparait plutôt comme
un coefficient de dilatation. C’est ce qui justifie le choix du terme "peacock en la
volatilité" pour désigner les processus de la forme (3.58).

Démonstration.
Soit x ∈ I fixé. Nous supposons sans perte de généralité que les fonctions y 7−→
q(ζ, y) et y 7−→ y

∂q

∂y
(ζ, y) sont croissantes.

1) Nous traitons d’abord le cas où µ est de la forme

µ =
m∑

i=1

aiδζi , (3.59)

où m ∈ N∗, a1 ≥ 0, · · · , am ≥ 0, 0 < ζ1 < · · · < ζm, et où δζ est la mesure de Dirac
au point ζ . Plus précisément, nous montrons que :

(
Nt := exp

(
m∑

i=1

aiq(ζi, tXζi)− h(t)

)
, t ≥ 0

)
est un peacock,
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avec

h(t) = logEx

[
exp

(
m∑

i=1

aiq(ζi, tXζi)

)]
.

Posons µ :=
m∑
i=1

ai. Puisque, pour tout λ ≥ 0, les fonctions y 7−→ q(λ, y) et

y 7−→ y
∂q

∂y
(λ, y) sont croissantes, alors pour tous 0 < b < c et t ∈ [b, c],

exp

(
m∑

i=1

aiq(ζi, tXζi)

)
≤ exp

(
µ sup

i∈{1,··· ,m}
q(ζi, 0)

)
+exp

(
µ sup

i∈{1,··· ,m}
q(ζi, cXζi)

)
,

(3.60)
et pour tout i ∈ {1, · · · , m},

|Xζi|
∂q

∂y
(ζi, tXζi) ≤

c

b
|Xζi |

∂q

∂y
(ζi, cXζi). (3.61)

Il résulte de (HM0), (HM1), (3.60) et (3.61) que pour tous 0 < b < c,

Ex

[
sup
t∈[b,c]

{
m∑

i=1

ai|Xζi|
∂q

∂y
(ζi, tXζi) exp

(
m∑

k=1

akq(ζk, tXζk)

)}]
<∞. (3.62)

Nous en déduisons que h est continue sur [0,+∞[, différentiable sur ]0,+∞[ et
pour tout t > 0,

h′(t)eh(t) =
m∑

i=1

ai Ex

[
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi) exp

(
m∑

k=1

akq(ζk, tXζk)

)]
,

i.e.

h′(t) =
m∑

i=1

ai Ex

[
NtXζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)

]
. (3.63)

On pose

h̃ζi(t) = Ex

[
NtXζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)

]
(3.64)

de sorte que

h′(t) =

m∑

i=1

aih̃ζi(t). (3.65)

Comme Ex[Nt] = 1, il résulte de (3.64) que pour tous t > 0 et i ∈ {1, · · · , n},

Ex

[
Nt

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]
= 0. (3.66)
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D’autre part, pour tout ψ ∈ C, (HM1), (3.63) et (3.65) impliquent que

∂

∂t
Ex[ψ(Nt)] =

m∑

i=1

ai Ex

[
ψ′(Nt)Nt

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]
.

Nous allons donc montrer que pour tout i ∈ {1, · · · , m},

Ei := Ex

[
ψ′(Nt)Nt

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]
≥ 0. (3.67)

Observons que la fonction

φ : (y1, · · · , ym) 7−→ ψ′

(
exp

(
m∑

k=1

akq(ζk, tyk)− h(t)

))

est croissante en chacun de ses arguments, et que si on pose

∀ k ∈ {1, · · · , m}, fk(y) = exp(akq(ζk, ty)),

alors

Nt = e−h(t)
m∏

k=1

fk(Xζk).

Ainsi, en définissant

Ki,x(m, z) :=

Ex

[
φ(Xζ1, · · · , Xζm)

m∏
k=1

fk(Xζk)

∣∣∣∣Xζi = z

]

Ex

[
m∏
k=1

fk(Xζk)

∣∣∣∣Xζi = z

] ,

pour tous z ∈ I, et pour tout i ∈ {1, · · · , m}, nous obtenons

Ei = Ex

[
Ki,x(m,Xζi)Ex[Nt|Xζi]

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]
.

L’hypothèse i) entraîne que la fonction q̃ζi : y 7−→ y
∂q

∂y
(ζi, ty)− h̃ζi(t) est continue

et croissante ; on désigne par q̃−1ζi
son inverse continu à droite. D’après le Théorème

3.43, la fonction z 7−→ Ki,x(m, z) est croissante, et on déduit de (3.66) que :

Ei ≥ Ki,x

(
m, q̃−1ζi

(0)
)
Ex

[
Ex[Nt|Xζi]

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]

= Ki,x

(
m, q̃−1ζi

(0)
)
Ex

[
Nt

(
Xζi

∂q

∂y
(ζi, tXζi)− h̃ζi(t)

)]
= 0.

Donc, (Nt, t ≥ 0) est un peacock.
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2) Lorsque µ est à support compact contenu dans un intervalle compact K de R+,
nous procédons comme dans le point 2) de la preuve du Théorème 3.60 ; ce qui

permet de montrer que
(
N

(µ)
t , t ≥ 0

)
est un peacock.

3) Dans le cas général, on considère la suite de mesures(
µn(dζ) := 1[0,n]µ(dζ), n ∈ N

)
. Soit ψ ∈ C. Alors, d’après le point 2) ci-dessus,(

N
(µn)
t , t ≥ 0

)
est un peacock pour tout n, i.e.

∀ 0 ≤ s ≤ t, Ex

[
ψ(N (µn)

s )
]
≤ Ex

[
ψ(N

(µn)
t )

]
. (3.68)

De plus, il résulte du Théorème 3.60 que, pour tout t ≥ 0,


N

(µn)
t =

exp

(∫ n

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)

Ex

[
exp

(∫ n

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)] , n ≥ 0


 est un peacock,

autrement dit,
(
Ex

[
ψ(N

(µn)
t )

]
, n ≥ 0

)
est une suite croissante et majorée qui

admet Ex

[
ψ(N

(µ)
t )

]
pour borne supérieure. En passant donc à la limite lorsque n

tend vers ∞ dans (3.68), on obtient :

∀ 0 ≤ s ≤ t, Ex

[
ψ(N (µ)

s )
]
≤ Ex

[
ψ(N

(µ)
t )

]
;

ce qui montre que
(
N

(µ)
t , t ≥ 0

)
est un peacock.

Exemple 3.66. Soit µ une mesure de Radon sur R+, et soit X un processus de
Markov à valeurs dans R, continu à droite tel que pour tous x ∈ R et β > 0,

Ex

[
exp

(
β sup

0≤ζ≤1
Xζ

)]
<∞ (3.69)

et

Ex

[
exp

(
β inf

0≤ζ≤1
Xζ

)]
> 0. (3.70)

On suppose que sa fonction de transition Pζ,η(x, dy) satisfait (3.40) et (3.41).
Soit q : [0, 1]× R→ R la fonction définie par :

∀ (ζ, y) ∈ [0, 1]× R, q(ζ, y) = 2y +
√
1 + ζ + y2.

Notons que l’inégalité suivante est satisfaite :

∀ (ζ, y) ∈ [0, 1]× R, e2y ≤ eq(ζ,y) < e2+3y + e2+y. (3.71)
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Nous déduisons de (3.69) et de (3.71) que

∀ t ≥ 0, Ex

[
exp

(
µ([0, 1]) sup

0≤ζ≤1
q(ζ, tXζ)

)]
<∞.

De plus, (3.69), (3.70) et (3.71) assurent que les conditions (HM0), (HM1) et
(HM2) sont vérifiées.

D’autre part, observons que les fonctions y 7−→ q(ζ, y) et y 7−→ y
∂q

∂y
(ζ, y) sont

croissantes. En appliquant le Théorème 3.64, on déduit que :

Nt :=

exp

(∫ 1

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)

Ex

[
exp

(∫ 1

0

q(ζ, tXζ)µ(dζ)

)] , t ≥ 0


 est un peacock.

Exemple 3.67. Soient X := (Xt, t ≥ 0,Px, x ∈ R) un processus de Markov
à valeurs dans R, continu à droite et qui possède la propriété d’échelle d’ordre
γ > 0, i.e.

∀ t > 0, (Xtu, u ≥ 0)
(loi)
= (tγXu, u ≥ 0).

On suppose que la fonction de transition Pζ,η(x, dy) de X satisfait (3.40) et (3.41).
Soit q : R → R une fonction croissante de classe C1 telle que x 7−→ xq′(x) soit
croissante. Supposons que :

i) pour tous β, t > 0 et x ∈ R :

E

[
exp

(
β sup

0≤u≤1
q(tγXu)

)]
<∞ et E

[
exp

(
β inf

0≤u≤1
q(tγXu)

)]
> 0,

ii) pour tous t, u > 0, il existe α = α(t, u) > 1 tel que

E [|Xu|α(q′)α(tγXu)] <∞.

Alors, en effectuant le changement de variable s = tu, on déduit du Théorème 3.64
que 

Nt :=

exp

(
1

t

∫ t

0

q(Xs)ds

)

E

[
exp

(
1

t

∫ t

0

q(Xs)ds

)] , t ≥ 0


 est un peacock.

3.4.5 Autres applications du Lemme 3.46

Cas des chaînes de Markov homogènes

Théorème 3.68. Soit (Xn, n ∈ N) un processus de Markov homogène à valeurs
dans un intervalle I ⊂ R, de noyau de transition P (x, dy) = p(x, y)dy, où p est
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une fonction continue et TP2. Soit θ : I → R∗+ une fonction continue croissante
(resp. décroissante) telle que E[θ(X0)] <∞. Soit q : I → R une fonction continue
croissante (resp. décroissante) telle que :

y ∈ I 7→ q(y) + log
Pθ(y)

θ(y)
est croissante (resp. décroissante), (3.72)

et, pour tous x ∈ I et n ≥ 1,

Ex

[
θ(Xn) exp

(
n−1∑

k=0

q(Xk)

)]
<∞. (3.73)

On pose hx(n) := logEx

[
θ(Xn) exp

(
n−1∑
k=0

q(Xk)

)]
. Alors, pour tout x ∈ I,

(
Nn := θ(Xn) exp

(
n−1∑

k=0

q(Xk)− hx(n)

)
, n ∈ N

)
est un peacock.

Démonstration.

1) Nous ne traitons que le cas où les fonctions θ, q et y 7−→ q(y) + log
Pθ(y)

θ(y)
sont

croissantes. Soit x ∈ I fixé.
Notons que l’hypothèse Ex[θ(X0)] <∞ équivaut à :

(
Mn := θ(Xn)

n−1∏

k=0

θ(Xk)

Pθ(Xk)
, n ∈ N

)
est une martingale.

Posons ensuite A0 = 0,

An := exp

(
n−1∑

k=0

q(Xk)− h(n)

)
n−1∏

k=0

Pθ(Xk)

θ(Xk)
, pour tout n ≥ 1,

et
Fn := σ(Xp, p ≤ n), pour tout n ≥ 0.

Pour tout n ≥ 1, An est Fn−1-mesurable et Nn =MnAn.
D’autre part, il découle de (3.73) que, pour tout n ≥ 1, les variables Nn :=MnAn et
Mn−1An sont intégrables. En outre, puisque (Nn, n ≥ 0) est d’espérance constante
et (Mn, n ≥ 0) est une (Fn)-martingale, alors, pour tout n ≥ 1, nous avons :

0 = Ex[Nn −Nn−1] = Ex[MnAn −Mn−1An−1]

= Ex[An(Mn −Mn−1)] + Ex[Mn−1(An − An−1)]

= Ex[Mn−1(An −An−1)].
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Mais,

Mn−1(An − An−1) = Nn−1

(
An

An−1
− 1

)

= Nn−1

(
Pθ(Xn−1)

θ(Xn−1)
eq(Xn−1)−hx(n)+hx(n−1) − 1

)

= Nn−1
(
eq̃(Xn−1) − 1

)
,

où, d’après (3.72), y 7→ q̃(y) := q(y) + log
Pθ(y)

θ(y)
− hx(n) + hx(n − 1) est une

fonction croissante. D’où :

Ex

[
Nn−1

(
eq̃(Xn−1) − 1

)]
= 0. (3.74)

2) Pour tout ψ ∈ C, on a :

Ex[ψ(Nn)]− Ex[ψ(Nn−1)] ≥ Ex [ψ
′(Nn−1)(Nn −Nn−1)] (par convexité)

= Ex [ψ
′(Nn−1)An(Mn −Mn−1)] + Ex [ψ

′(Nn−1)Mn−1(An −An−1)]

= Ex [ψ
′(Nn−1)Mn−1(An − An−1)]

(puisque An est Fn−1-mesurable et (Mn, n ≥ 0) est une martingale)

= Ex

[
ψ′(Nn−1)Nn−1

(
eq̃(Xn−1) − 1

)]

= Ex

[
E[ψ′(Nn−1)Nn−1|Xn−1]

Ex[Nn−1|Xn−1]
Ex[Nn−1|Xn−1]

(
eq̃(Xn−1) − 1

)]
.

Maintenant, pour n ≥ 1 et x ∈ R, nous définissons :

Kx(n, z) :=
Ex [ψ

′(Nn−1)Nn−1|Xn−1 = z]

Ex[Nn−1|Xn−1 = z]

et
Vx(n, z) := Ex[Nn−1|Xn−1 = z]

(
eq̃(z) − 1

)
.

Remarquons que :

∀n ≥ 1, Ex[Vx(n,Xn−1)] = 0, (d’après (3.74))

et, d’après le Lemme 3.45, z 7→ Kx(n, z) est croissante.
On désigne par (q̃)−1 l’inverse continu à droite de q̃. Alors, d’après le Lemme 1.5,

∀n ≥ 1, Kx(n,Xn−1)Vx(n,Xn−1) ≥ Kx

(
n, (q̃)−1(0)

)
Vx(n,Xn−1),

et finalement,

Ex[ψ(Nn)]− Ex[ψ(Nn−1)] ≥ Ex[K(n,Xn−1)Vx(n,Xn−1)]

≥ Kx

(
n, (q̃)−1(0)

)
Ex[Vx(n,Xn−1)] = 0.
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Cas des diffusions homogènes

Théorème 3.69. Soit X := (Xt, t ≥ 0) une diffusion homogène à valeurs dans
un intervalle I ⊂ R, de générateur

L :=
1

2
σ2(y)

d2

dy2
+ b(y)

d

dy
,

où σ, b : I → R sont de classe C∞. On suppose que la fonction de transition de X
est de la forme

Pt(x, dy) = pt(x, y)dy, (3.75)

où p est une fonction continue et TP2.
Soit θ : R+ → R∗+ une fonction continue croissante (resp. décroissante) de classe
C2. Soit q : R+ → R une fonction continue croissante (resp. décroissante) telle
que :

i) q +
Lθ
θ

est croissante (resp. décroissante),

ii) pour tous x ∈ I et t ≥ 0 :

Ex

[(
sup
0≤s≤t

(θ + |q|θ + |Lθ|) (Xs)

)
exp

(∫ t

0

|q|(Xs) ds

)]
<∞ (3.76)

et

Ex

[
θ(Xt) exp

(
t sup
0≤s≤t

q(Xs)

)]
<∞. (3.77)

Si on pose hx(t) := logEx

[
θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xs) ds

)]
, alors :

(
Nt := θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xs) ds− hx(t)

)
, t ≥ 0

)
est un peacock.

Démonstration.
1) Nous utilisons le résultat ci-après qui est une conséquence du Lemme 3.46.

Lemme 3.70. Soit (Xt, t ≥ 0) une diffusion homogène à valeurs dans un intervalle
I de R, ayant une fonction de transition de la forme (3.75). Soit q : R+ → R une
fonction continue croissante, et soit θ : R+ → R∗+ une fonction continue croissante
de classe C2 telle que :

∀ x ∈ I, Ex

[
θ(Xt) exp

(
t sup
0≤s≤t

q(Xs)

)]
<∞. (3.78)

Si on pose

∀ t ≥ 0, Nt := θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xs) ds

)
,
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alors, pour tout t ≥ 0 et tout φ : R→ R appartenant à In,

z 7−→ Kx(t, z) :=
Ex[φ(Nt)Nt|Xt = z]

Ex[Nt|Xt = z]
est une fonction croissante.

La preuve de ce résultat est similaire à celle du Lemme 3.46.
2) Pour prouver le Théorème 3.69, nous allons sans perte de généralité ne consi-

dérer que le cas où les fonctions θ, q et q +
Lθ
θ

sont croissantes.

En remarquant que :
(
Mt := θ(Xt) exp

(
−

∫ t

0

Lθ
θ
(Xu) du

)
, t ≥ 0

)

est une martingale locale continue, l’hypothèse (3.76) assure que hx est dérivable
et que

∀ t ≥ 0, h′x(t) = Ex [q̃(Xt)Nt] , (3.79)

où

∀ y ∈ I, q̃(y) := q(y) +
Lθ
θ
(y). (3.80)

En effet, si, pour tout t ≥ 0, on pose :

Ct := exp

(∫ t

0

(
q +

Lθ
θ

)
(Xu) du

)

et

Lt := θ(Xt) exp

(∫ t

0

q(Xu) du

)
,

alors Lt =MtCt et, d’après la formule d’Itô :

Lt − L0 =

∫ t

0

Cu dMu +

∫ t

0

Mu dCu

= M̃t +

∫ t

0

(
q +

Lθ
θ

)
(Xu)MuCu du

= M̃t +

∫ t

0

q̃(Xu)Lu du,

où (
M̃t :=

∫ t

0

Cu dMu, t ≥ 0

)
est une martingale locale continue.

D’autre part, pour tout 0 ≤ s ≤ t :
∣∣∣M̃s

∣∣∣ ≤ |L0|+ |Ls|+
∫ s

0

|q̃(Xu)|Lu du

≤ |L0|+ (1 + s)

(
sup

0≤u≤s
(θ + |q|θ + |Lθ|)(Xu)

)
exp

(∫ s

0

|q|(Xu) du

)

≤ |L0|+ (1 + t)

(
sup
0≤u≤t

(θ + |q|θ + |Lθ|)(Xu)

)
exp

(∫ t

0

|q|(Xu) du

)
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qui est intégrable d’après (3.76). D’où, Ex

[
sup
0≤s≤t

M̃s

]
< ∞ et, en conséquence,

(M̃t, t ≥ 0) appartient à la classe (DL) (voir [RY99], Chapter IV, Définition 1.6 et

Proposition 1.7). Ainsi,
(
M̃t, t ≥ 0

)
est une vraie martingale. D’où :

∀ t ≥ 0, Ex[Lt]− Ex[L0] =

∫ t

0

Ex [q̃(Xu)Lu] du

et

h′x(t) =
d

dt
logEx[Lt] =

d

dt
Ex[Lt]

Ex[Lt]
=

Ex [q̃(Xt)Lt]

Ex[Lt]
= Ex [q̃(Xt)Nt]

ce qui équivaut à :

∀ t ≥ 0, Ex [(q̃(Xt)− h′x(t))Nt] = 0 (puisque Ex[Nt] = 1). (3.81)

De même si pour t ≥ 0, on pose

Dt := exp

(∫ t

0

(
q +

Lθ
θ

)
(Xu) du− hx(t)

)
,

alors
∀ t ≥ 0, Nt =MtDt

et, pour tout 0 ≤ s < t,

Nt −Ns =MtDt −MsDs =

∫ t

s

Du dMu +

∫ t

s

Mu dDu

= M̃t − M̃s +

∫ t

s

[(
q +

Lθ
θ

)
(Xu)− h′x(u)

]
MuDu du

= M̃t − M̃s +

∫ t

s

[q̃(Xu)− h′x(u)]Nu du,

où, q̃ := q +
Lθ
θ

est croissante par hypothèse.

3) À présent, soit ψ ∈ C. Alors, pour tout 0 ≤ s < t,

Ex[ψ(Nt)]− Ex[ψ(Ns)] ≥ Ex

[∫ t

s

ψ′(Nu) dNu

]

= Ex

[∫ t

s

ψ′(Nu) dM̃u

]
+ Ex

[∫ t

s

ψ′(Nu)Nu (q̃(Xu)− h′x(u)) du

]

=

∫ t

s

Ex [ψ
′(Nu)Nu (q̃(Xu)− h′x(u))] du.
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En outre, pour tout u ≥ 0, nous avons :

Ex [ψ
′(Nu)Nu (q̃(Xu)− h′x(u))]

= Ex

[
Ex[ψ

′(Nu)Nu|Xu]

Ex[Nu|Xu]
Ex[Nu|Xu] (q̃(Xu)− h′x(u))

]
.

Pour tout u ≥ 0 et x ∈ R, nous définissons :

Kx(u, z) :=
Ex [ψ

′(Nu)Nu|Xu = z]

Ex[Nu|Xu = z]

et
Vx(u, z) := Ex[Nu|Xu = z] (q̃(z)− h′x(t)) .

Observons que :
∀ u ≥ 0, Ex[Vx(u,Xu)] = 0.

D’autre part, il découle de (3.77) et du Lemme 3.70 que la fonction z 7−→ Kx(u, z)
est croissante.
Si on note q̃−1 l’inverse continu à droite de q̃, alors, d’après le Lemme 1.5, nous
avons :

∀ u ≥ 0, Kx(u,Xu)Vx(u,Xu) ≥ Kx

(
u, q̃−1(0)

)
Vx(u,Xu).

Ainsi, pour tous 0 ≤ s < t :

Ex[ψ(Nt)]− Ex[ψ(Ns)] ≥
∫ t

s

Ex[Kx(u,Xu)Vx(u,Xu)] du

≥
∫ t

s

Kx

(
u, q̃−1(0)

)
Ex[Vx(u,Xu)] du = 0.

Remarque 3.71. On suppose que (Xt, t ≥ 0) est un mouvement brownien issu de
0. Soit q̄ : R→ R+ une fonction telle que :

∫ ∞

0

(1 + |x|)q̄(x) dx <∞ et lim inf
x→−∞

|x|2αq̄(x) > 0, pour un α < 1,

et soit θ l’unique solution de l’équation de Sturm-Liouville suivante :




θ′′(x) = θ(x)q̄(x)

lim
x→∞

θ′(x) =

√
2

π
, lim

x→−∞
θ(x) = 0.

Alors,
(
Nt := θ(Xt) exp

(
−1
2

∫ t

0

q̄(Xu) du

)
, t ≥ 0

)
est une martingale locale,

et on montre dans [RVY06] que (Nt, t ≥ 0) est une vraie martingale. Nous sommes

ici dans la situation du Théorème 3.69 avec −1
2
q̄ +

1

2

θ′′

θ
= 0. En d’autres termes,

dans ce cas précis, (Mt, t ≥ 0) est plus qu’un peacock : c’est une martingale.
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Commentaires

La définition de la notion de positivité totale s’inspire à la fois de [Ka64] et de
[Ka57]. En particulier, les critères de positivité totale pour les fonctions régulières
sont donnés dans [Ka57]. Le lemme 3.9 est un cas particulier du Lemme 0.1 de
[Ka64]. Pour l’étude des processus de Markov ayant une fonction de transition to-
talement positive (d’ordre 2), nous nous référons à [Ka64], [KaMG57], [KaMG59],
et [KaMG60]. Le Théorème 3.43 (section 3.3) peut être comparé à d’autres résul-
tats de monotonie conditionnelle dont ceux obtenus par Efron [Efr65], Berk [Be78],
et Karlin-Rinot [KR80]. Enfin, l’utilisation de la notion de positivité totale dans
l’étude des peacocks est nouvelle.
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Chapitre 4

Construction de martingales

associées pour une classe de

peacocks

D’après un résultat dû à Kellerer [Kel72], il existe pour tout peacock X :=
(Xt, t ≥ 0) une martingale (Mt, t ≥ 0) ayant les mêmes marginales unidimension-
nelles que X. Il est donc naturel de vouloir exhiber pour chaque peacock étudié
une martingale associée, i.e. une martingale qui possède les mêmes marginales uni-
dimensionnelles. De nombreux exemples de construction de martingales associées
sont présentés dans [HPRY11], mais pour beaucoup de peacocks, construire des
martingales associées reste un problème ouvert.
Nous allons nous intéresser à des méthodes de plongement de Skorokhod qui per-
mettent, en particulier, d’exhiber des martingales associées aux peacocks de la
forme (Ct :=

√
tX, t ≥ 0), où X est une v.a. intégrable et centrée.

4.1 Le plongement de Skorokhod

Soit X une v.a. intégrable et centrée, et soit B := (Bt, t ≥ 0) un mouvement
brownien.

Définition 4.1. Un plongement de Skorokhod de X dans le mouvement brownien
B est la donnée d’un temps d’arrêt τ par rapport à une filtration (Ft, t ≥ 0), pour
laquelle (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien, qui vérifie :

i) Bτ
(loi)
= X,

ii) (Bu∧τ , u ≥ 0) est une (Fu, u ≥ 0)-martingale uniformément intégrable.

Il existe plusieurs méthodes permettant de réaliser un tel plongement. Oblòj
[Obl04] en a recensé vingt et une que l’on peut scinder en deux groupes :

1) le temps τ est un temps d’arrêt par rapport à la filtration naturelle du
mouvement brownien B,
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2) le temps τ est un temps d’arrêt par rapport à un grossissement (Ft, t ≥ 0)
de la filtration naturelle.

Dans le second cas on dit que le temps d’arrêt τ est randomisé, et le plongement de
Skorokhod correspondant est appelé plongement de Skorokhod randomisé. Nous
ne nous intéressons ici qu’au premier cas, celui où τ est un temps d’arrêt par
rapport à la filtration naturelle du mouvement brownien.

Nous allons construire des martingales associées à certains peacocks grâce au
résultat élémentaire suivant :

Théorème 4.2. ([HPRY11]).
Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock fixé, et soit (Ft, t ≥ 0) une filtration. Soit (Bt, t ≥ 0)
un mouvement brownien par rapport à (Ft, t ≥ 0). Supposons que pour tout t ≥ 0,
il existe un temps d’arrêt τt par rapport à (Ft, t ≥ 0) tel que :

(i) pour tout t ≥ 0, Xt
(loi)
= Bτt,

(ii) pour tout t ≥ 0, (Bu∧τt , u ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable,

(iii) (τt, t ≥ 0) est croissante p.s.

Alors, (Mt := Bτt , t ≥ 0) est une martingale associée à X, i.e. telle que :

∀ t ≥ 0, Mt
(loi)
= Xt.

Pour chacune des méthodes de plongement étudiées, nous allons fournir des condi-
tions suffisantes qui permettent d’obtenir une famille de temps d’arrêt possédant
les propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus.

4.2 Le plongement d’Azéma-Yor

4.2.1 Description de la méthode

Soit (µt, t ≥ 0) un peacock intégrable et centré, i.e. une famille de lois de
probabilité sur R telle que :

∀ t ≥ 0,

∫ +∞

−∞
|y|µt(dy) <∞ et

∫ +∞

−∞
yµt(dy) = 0, (4.1)

et telle que pour tout ψ ∈ C (voir Remarque 1.2) :

t 7−→
∫ +∞

−∞
ψ(y)µt(dy) est une fonction croissante. (4.2)

Les résultats de ce paragraphe sont liés aux propriétés de la fonction de Hardy-
Littlewood associée au peacock (µt, t ≥ 0).
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Définition 4.3. Pour tout t ≥ 0, on pose µt(x) = µt([x,+∞[). On appelle fonction
de Hardy-Littlewood de µ := (µt, t ≥ 0) l’application Ψµ : R+ × R → R définie
par :

Ψµ(t, x) :=





1

µt(x)

∫

[x,+∞[

y µt(dy) si µt(x) 6= 0,

x si µt(x) = 0.

(4.3)

Remarque 4.4. Pour tout t ≥ 0, x 7−→ Ψµ(t, x) est croissante, continue à gauche
et, pour tout x ∈ R, Ψµ(t, x) ≥ x.

Soient (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0 et (St, t ≥ 0) le
processus croissant défini par :

∀ t ≥ 0, St := sup
0≤s≤t

Bs. (4.4)

Considérons la famille des temps d’arrêt introduite par Azéma-Yor [AY79] :

T µ
t := inf{v ≥ 0; Sv ≥ Ψµ(t, Bv)}. (4.5)

Théorème 4.5. Soient µ := (µt, t ≥ 0) un peacock centré, (Bt, t ≥ 0) un mou-
vement brownien standard issu de 0 et (T µ

t , t ≥ 0) la famille des temps d’arrêt
définis par (4.5). Alors,

1) pour tout t ≥ 0, la loi de BTµ
t

est µt et
(
Bv∧Tµ

t
, v ≥ 0

)
est une martingale uni-

formément intégrable ;

2) De plus, si la famille (T µ
t , t ≥ 0) est presque sûrement croissante, alors(

BTµ
t
, t ≥ 0

)
est une martingale associée à (µt, t ≥ 0).

La preuve du point 1), due à Azéma-Yor [AY79], s’appuie sur les martingales
définies par

(
Mu := ϕ(Su)(Su −Bu) +

∫ +∞

Su

ϕ(x)dx, u ≥ 0

)
,

pour toute fonction ϕ ∈ L1(R+, dx). Mentionnons que Rogers [Rog81] fournit une
nouvelle preuve de ce résultat à partir de la théorie des excursions. Le point 2) est
une conséquence immédiate du point 1).

Remarque 4.6. La famille (T µ
t , t ≥ 0) est presque sûrement croissante si et

seulement si :

∀ x ∈ R, t 7−→ Ψµ(t, x) est une fonction croissante. (4.6)

Nous allons maintenant donner une condition équivalente à (4.6).
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4.2.2 Une condition nécessaire et suffisante pour obtenir

une famille croissante de temps d’arrêt

Nous commençons par définir la fonction double queue d’une famille intégrable
de mesures de probabilité (µt, t ≥ 0) .

Définition 4.7. On appelle fonction double queue d’une famille intégrable de
mesures de probabilité µ := (µt, t ≥ 0) l’application Cµ : R+×R→ R définie par :

∀ t ≥ 0, x ∈ R, Cµ(t, x) :=

∫ +∞

x

(y − x)µt(dy). (4.7)

Remarque 4.8.

1) Il existe une caractérisation des peacocks à partir de leurs fonctions double queue
(voir [HPRY11], Exercice 1.7). En effet, une famille intégrable de mesures de
probabilité (µt, t ≥ 0) est un peacock si et seulement si :

i) la fonction t 7−→
∫ +∞

−∞
yµt(dy) est constante.

ii) pour tout x ∈ R, t 7−→ Cµ(t, x) est croissante.

2) Soient (µt, t ≥ 0) un peacock et Cµ sa fonction double queue. Posons

a :=

∫ +∞

−∞
yµt(dy).

Alors :

i) pour tout t ≥ 0, x 7−→ Cµ(t, x) est une fonction positive, convexe et décrois-
sante, et pour tout t ≥ 0,

lim
x→+∞

Cµ(t, x) = 0 et lim
x→−∞

Cµ(t, x) + x = a;

ii) pour tout x ∈ R, t 7−→ Cµ(t, x) est croissante.

3) Pour toute application C : R+ × R → R qui vérifie i) et ii), il existe un unique
peacock (µt, t ≥ 0) telle que C = Cµ. En particulier,

µt(dx) =
∂2C

∂x2
(t, x) et

∫ +∞

−∞
xµt(dx) = lim

x→−∞
C(t, x) + x.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4.9. ([Pie80] ou [RY99], Chapitre VI, Lemme 5.1).
Soit ν une mesure de probabilité sur R. Désignons par ν la queue de ν, i.e. ν(x) =
ν([x,+∞[), et par Cν la fonction double queue de ν, i.e. la fonction définie par :

∀ x ∈ R, Cν(x) =

∫ +∞

x

(y − x)ν(dy).
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Soit Ψν la fonction de Hardy-Littlewood associée à ν :

∀ x ∈ R, Ψν(x) =





1

ν(x)

∫

[x,+∞[

y ν(dy) si ν(x) 6= 0,

x sinon.

Alors, pour tout b ∈ R tel que Cν(b) > 0, et pour tout a ≤ b,

Cν(b)

Cν(a)
= exp

(∫ b

a

dx

x−Ψν(x)

)
. (4.8)

Démonstration.
Soit x ∈ [a, b]. Observons que

Cν(x) =

∫ +∞

x

∫ y

x

dz ν(dy) =

∫ +∞

x

ν(z)dz, (4.9)

et que
ν(x)Ψν(x) = x ν(x) + Cν(x). (4.10)

Comme Cν(x) ≥ Cν(b) > 0, alors (4.10) implique que ν(x) > 0 et Ψν(x) > x.
Nous déduisons donc de (4.9) et de (4.10) que

C ′ν(x)

Cν(x)
= − ν(x)

Cν(x)
=

1

x−Ψν(x)
. (4.11)

Nous obtenons (4.8) en intégrant (4.11) le long du segment [a, b].

Grâce au Lemme 4.9, nous montrons que la condition (4.6) est équivalente à
la propriété de positivité totale d’ordre 2 de la fonction double queue Cµ (voir
Définition 3.1).

Théorème 4.10. Soit µ := (µt, t ≥ 0) un peacock centré. On désigne par Ψµ

(resp. Cµ) sa fonction de Hardy-Littlewood (resp. sa fonction double queue). Il y’a
équivalence entre :

i) pour tout x ∈ R, t 7−→ Ψµ(t, x) est une fonction croissante ;

ii) La fonction Cµ est TP2.

Démonstration.
Supposons que pour tout x ∈ R, t 7−→ Ψµ(t, x) soit croissante. Nous allons montrer
que pour tous 0 ≤ s < t et a < b :

Cµ(s, a)Cµ(t, b) ≥ Cµ(s, b)Cµ(t, a). (4.12)

Si Cµ(s, b) = 0, la relation (4.12) est évidemment satisfaite.
Supposons que Cµ(s, b) > 0.
Alors,

Cµ(t, a) ≥ Cµ(s, a) ≥ Cµ(s, b) > 0,
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(car x 7−→ Cµ(s, x) est décroissante et v 7−→ Cµ(v, b) est croissante)

et
Cµ(t, b) ≥ Cµ(s, b) > 0 (puisque v 7−→ Cµ(v, b) est croissante).

Puisque v ∈ [s, t] 7−→ Ψµ(v, x) est croissante, alors, en appliquant le Lemme 4.9,
nous avons :

Cµ(s, b)

Cµ(s, a)
= exp

(∫ b

a

dx

x−Ψµ(s, x)

)

≤ exp

(∫ b

a

dx

x−Ψµ(t, x)

)
=
Cµ(t, b)

Cµ(t, a)
,

ce qui équivaut à (4.12).
Réciproquement, supposons que Cµ soit TP2 et montrons que

∀ x ∈ R, t 7−→ Ψµ(t, x) est croissante. (4.13)

Soit x ∈ R fixé.
Si {t ≥ 0, Cµ(t, x) > 0} = ∅, alors Ψµ(t, x) = x pour tout t et (4.13) est vérifié.
Sinon, comme Cµ est TP2, la fonction (définie sur l’ensemble {t ≥ 0, Cµ(t, x) > 0})

t 7−→ 1

Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x) =

1

x−Ψµ(t, x)

est croissante. Nous en déduisons (4.13).

On pourra consulter Dupire [Du94] et Lowther [Low08b] où la fonction double
queue C joue aussi un rôle essentiel.

4.2.3 Construction de martingales associées pour une classe

de peacocks

Nous commençons par présenter une famille importante de peacocks.

Théorème 4.11. Soit φ : R+ × R → R une fonction continue sur R+ × R, de
classe C1 sur R∗+ × R, et telle que :

∀ t > 0, ∀ x ∈ R,
∂φ

∂x
(t, x) > 0. (4.14)

On suppose que :

∀ t > 0, x 7−→ φ̃(t, x) :=

∂φ

∂t
(t, x)

∂φ

∂x
(t, x)

est croissante. (4.15)

114



Chapitre 4. Construction de martingales associées pour une classe de peacocks

Soit X une v.a. réelle telle que, pour tout t > 0,

E[|φ(t, X)|] <∞ et E[φ(t, X)] = 0; (4.16)

et, pour tout T > 0,

E

[
sup

0<s≤T

∣∣∣∣
∂φ

∂t
(s,X)

∣∣∣∣
]
<∞. (4.17)

Alors :

1) Le processus (φ(t, X), t ≥ 0) est un peacock.

2) Si (Xλ, λ ≥ 0) est un processus continu à droite, conditionnellement monotone,
tel que, pour tout λ ≥ 0, le processus (φ(t, Xλ), t ≥ 0) satisfait (4.16)-(4.17), et
tel que, pour tout t > 0 et pour tout compact K ⊂ R+ :

E

[
sup
λ∈K

|φ(t, Xλ)|
]
<∞,

alors, pour toute mesure positive finie ν sur R+,

(
A

(ν)
t :=

∫ ∞

0

φ(t, Xλ)ν(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

Démonstration.
Nous ne montrons que le Point 1), la preuve du Point 2) étant similaire à celle du
Théorème 1.9.
Soit ψ ∈ C. Alors, en utilisant l’hypothèse (4.17), on a :

∂

∂t
E [ψ(φ(t, X))] = E

[
∂φ

∂t
(t, X)ψ′(φ(t, X))

]

= E

[
∂φ

∂x
(t, X)φ̃(t, X)ψ′(φ(t, X))

]
,

et si φ̃−1t désigne l’inverse continu à droite de la fonction x 7−→ φ̃(t, x), on déduit :

∂

∂t
E [ψ(φ(t, X))] ≥ ψ′

(
φ(t, φ̃−1t (0))

)
E

[
∂φ

∂x
(t, X)φ̃(t, X)

]

= ψ′
(
φ(t, φ̃−1t (0))

)
E

[
∂φ

∂t
(t, X)

]

= 0 (d’après (4.16) et (4.17));

ce qui montre que (φ(t, X), t ≥ 0) est un peacock.

Comme application du Théorème 4.10, nous construisons une martingale asso-
ciée à chaque peacock de la forme (φ(t, X), t ≥ 0). Le résultat qui suit généralise
les résultats obtenus dans ([HPRY11], Exercices 7.12 et 7.13).
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Théorème 4.12. Soient φ : R+ × R → R et X une v.a. réelle qui satisfont aux
conditions (4.14)-(4.17) du Théorème 4.11. Pour tout t ≥ 0, on note µt la loi de
φ(t, X), et µ := (µt, t ≥ 0). Supposons que :

1) pour tout t > 0, l’intervalle φ(t,R) =]τ−, τ+[ ne dépend pas de t, avec

∀ t > 0, τ− := lim
y→−∞

φ(t, y) et τ+ := lim
y→+∞

φ(t, y),

2) la v.a. X admet une densité f strictement positive, et sa queue

m : x 7−→ P(X ≥ x) =

∫ +∞

x

f(u) du

est log-concave.

Alors, la famille des temps d’arrêt (T µ
t , t ≥ 0) donnés par (4.5) est croissante

p.s., i.e., si (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, alors
(BTµ

t
, t ≥ 0) est une martingale associée à (µt, t ≥ 0).

Voici quelques exemples d’application du Théorème 4.12.

Exemple 4.13. Soit X une v.a. réelle de densité f strictement positive dont la

queue m : x 7−→
∫ +∞

x

f(y)dy est log-concave.

1) Soit V : R → R une fonction convexe de classe C1 vérifiant V ′ > 0. Supposons
que

lim
y→−∞

V (y) = −∞ et lim
y→+∞

V (y) = +∞,

et que pour tout t > 0,

E
[
eV (tX)

]
<∞ et E

[
sup
0<s≤t

|X|V ′(sX)eV (sX)

]
<∞. (4.18)

On déduit de (4.18) que la fonction h : t ∈ R∗+ 7−→ logE
[
eV (tX)

]
est dérivable. De

plus, si h est croissante, alors :

∀ t > 0, x 7−→ x− h′(t)

V ′(tx)
est croissante,

et par conséquent, (
φ(t, X) := eV (tX)−h(t) − 1, t ≥ 0

)

satisfait aux hypothèses du Théorème 4.12, avec

τ− = −1 et τ+ = +∞.

En particulier, si E
[
etX

]
<∞ pour tout t > 0, alors
(
φ(t, X) :=

etX

E [etX ]
− 1, t ≥ 0

)

satisfait aux hypothèses du Théorème 4.12.
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2) Soit ϕ : R → R une fonction de classe C1 telle que ϕ′ > 0. On suppose que ϕ
vérifie :

∀ t > 0, E

[
sup
0<s≤t

|X|ϕ′(sX)
]
<∞ et E [Xϕ′(tX)] = 0.

Alors,
(φ(t, X) := ϕ(tX)− E[ϕ(tX)], t ≥ 0)

vérifie les hypothèses du Théorème 4.12, avec

τ− = lim
y→−∞

ϕ(y) et τ+ = lim
y→+∞

ϕ(y).

3) Soit ϕ : R → R une fonction convexe de classe C1 satisfaisant ϕ′ > 0, et telle
que :

∀ t > 0, E

[
sup
0<s≤t

|X|ϕ′(sX)
]
<∞. (4.19)

Supposons que :

lim
y→−∞

ϕ(y) = −∞ et lim
y→+∞

ϕ(y) = +∞.

Il résulte de (4.19) que h : t 7−→ E[ϕ(tX)] est dérivable sur R∗+. En outre, si h est
croissante, alors

x 7−→ x− h′(t)

ϕ′(tx)
est croissante.

On en déduit que :
(φ(t, X) := ϕ(tX)− h(t), t ≥ 0)

vérifie les hypothèses du Théorème 4.12, avec

τ− = −∞ et τ+ = +∞.

En particulier, si, pour tout t > 0, E
[
etX

]
< ∞, et si h : t 7−→ E

[
tX + etX

]
est

croissante, alors (
φ(t, X) := tX + etX − h(t), t ≥ 0

)

satisfait aux hypothèses du Théorème 4.12.

Dans la preuve du Théorème 4.12, nous utilisons le

Lemme 4.14. Supposons que la famille des lois de probabilité µ = (µt, t ≥ 0) soit
celle du Théorème 4.12. Soit Ψµ (resp. Cµ) sa fonction de Hardy-Littlewood (resp.
sa fonction double queue). On note µt la fonction queue de µt (t ≥ 0). Alors, pour
tous t > 0 et x ∈]τ−, τ+[ tels que µt > 0, nous avons :

Ψµ(t, x) = x+
1

m(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

m(φ−1(t, y))dy.
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Démonstration.
En effet, pour tous t > 0 et x ∈]τ−, τ+[,

−∂Cµ

∂x
(t, x) = µt(x) = P(φ(t, X) ≥ x)

= P(X ≥ φ−1(t, x))

= m(φ−1(t, x)),

et de ce fait,

Cµ(t, x) =

∫ τ+

x

m(φ−1(t, y))dy.

Nous en déduisons que

Ψµ(t, x) = x− Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x)

= x+
1

m(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

m(φ−1(t, y))dy.

Démonstration du Théorème 4.12.
Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0. Comme µt est inté-
grable et centré, le plongement d’Azéma-Yor permet de construire un temps d’arrêt

T µ
t tel que BTµ

t

(loi)
= µt. Pour montrer que la famille (T µ

t , t ≥ 0) est presque sûre-
ment croissante, il suffit de prouver que la fonction double queue Cµ de (µt, t ≥ 0)
est TP2 (voir Théorème 4.10 et Remarque 4.6).
Plus précisément, nous montrons que pour tout x ∈]τ−, τ+[ :

t ∈ R∗+ 7−→
1

Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x) est une fonction croissante.

Pour tous t > 0 et x ∈]τ−, τ+[, on note φ−1(t, x) l’unique réel tel que :

φ(t, φ−1(t, x)) = x. (4.20)

En appliquant le Lemme 4.14, on a :

1

Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x) =

−µ(t, x)
Cµ(t, x)

=
−m(φ−1(t, x))∫ τ+

x

m(φ−1(t, y))dy

. (4.21)

En dérivant (4.20) par rapport à t, nous obtenons :

∂φ−1

∂t
(t, x) = −

∂φ

∂t
(t, φ−1(t, x))

∂φ

∂x
(t, φ−1(t, x))

= −φ̃(t, φ−1(t, x)). (4.22)
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Si nous dérivons (4.21), alors, en utilisant (4.22), nous avons :

C2
µ(t, x)

∂

∂t

[
1

Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x)

]
= −∂φ

−1

∂t
(t, x)

dm

dx
(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

m(φ−1(t, y))dy

+m(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

∂φ−1

∂t
(t, y)

dm

dx
(φ−1(t, y))dy

= −f(φ−1(t, x))
∫ τ+

x

φ̃(t, φ−1(t, x))m(φ−1(t, y))dy

+m(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

φ̃(t, φ−1(t, y))f(φ−1(t, y))dy;

c’est-à-dire :

C2
µ(t, x)

∂

∂t

[
1

Cµ(t, x)

∂Cµ

∂x
(t, x)

]

= f(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

[
φ̃(t, φ−1(t, y))− φ̃(t, φ−1(t, x))

]
m(φ−1(t, y))dy

+ f(φ−1(t, x))

∫ τ+

x

(
m(φ−1(t, x))

f(φ−1(t, x))
− m(φ−1(t, y))

f(φ−1(t, y))

)
φ̃(t, φ−1(t, y))f(φ−1(t, y))dy.

Posons

K1 :=

∫ τ+

x

[
φ̃(t, φ−1(t, y))− φ̃(t, φ−1(t, x))

]
m(φ−1(t, y))dy

et

K2 :=

∫ τ+

τ−

1[x,τ+[(y)

(
m(φ−1(t, x))

f(φ−1(t, x))
− m(φ−1(t, y))

f(φ−1(t, y))

)
φ̃(t, φ−1(t, y))f(φ−1(t, y))dy.

Puisque les fonctions y ∈]τ−, τ+[7−→ φ−1(t, y) et x 7−→ φ̃(t, x) sont croissantes, on
a K1 ≥ 0. En outre, comme m est log-concave, alors pour tout x fixé, la fonction

θx : y 7−→ 1[x,τ+[(y)

(
m(φ−1(t, x))

f(φ−1(t, x))
− m(φ−1(t, y))

f(φ−1(t, y))

)

est croissante et positive.
En notant φ̃−1t l’inverse continu à droite de la fonction x 7−→ φ̃(t, x), nous dédui-
sons :

K2 =

∫ τ+

τ−

θx(y)φ̃(t, φ
−1(t, y))f(φ−1(t, y))dy

≥ θx

(
φ(t, φ̃−1t (0))

)∫ τ+

τ−

φ̃(t, φ−1(t, y))f(φ−1(t, y))dy

= θx

(
φ(t, φ̃−1t (0))

)∫ +∞

−∞

∂φ

∂t
(t, z)f(z)dz = 0

(après le changement de variable z = φ−1(t, y)).
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Donc, Cµ est TP2. Par conséquent, la famille des temps d’arrêt (T µ
t , t ≥ 0) est

presque sûrement croissante.

Remarque 4.15.

1) Le Théorème 4.12 s’étend aux fonctions f qui sont strictement positives sur un
intervalle ]l, r[ et nulle sur son complémentaire ]l, r[c.

2) Si f est log-concave, alors la fonction m : x 7−→
∫ +∞

x

f(u) du est log-concave

et, avec les notations du Théorème 4.12, (BTµ
t
, t ≥ 0) est une martingale associée

à (µt, t ≥ 0). Il suffit en effet de voir que (x, y) 7−→ m(x− y) est TP2 ; mais :

m(x− y) =

∫ +∞

x

f(v − y) dv =

∫ +∞

−∞
1x≤vf(v − y) dv,

et puisque les fonctions (x, y) 7−→ 1{x≤y} et (x, y) 7−→ f(x − y) sont TP2, alors
l’application (x, y) 7−→ m(x − y) est TP2 comme produit de convolution de deux
applications TP2 (voir Proposition 3.10).
Signalons une autre méthode pour prouver que m est log-concave. Pour cela, ap-
pliquons le Théorème 6 de [Pré73] qui stipule que si g : R2 → R est une fonction
log-concave, i.e. pour tous x, y ∈ R2, et pour tout α ∈ [0, 1],

g(αx+ (1− α)y) ≥ g(x)αg(y)1−α,

alors

x 7−→
∫

R

g(x, y)dy est log-concave.

En effet, la fonction g définie par g(x, y) = 1y≥xf(y) est log-concave.

Le Théorème 4.12 permet en particulier d’associer des martingales aux pea-
cocks de la forme (

√
tX, t ≥ 0) lorsque la queue de X est log-concave. Nous verrons

dans le prochain paragraphe qu’il existe de nombreux exemples de processus du
type (

√
tX, t ≥ 0) pour lesquels on peut construire une martingale associée sans

que X soit log-concave ; nous construisons en particulier une martingale associée
au processus (

√
tX, t ≥ 0) lorsque X est une variable de Student intégrable.

4.2.4 Martingales associées au processus (
√
tX, t ≥ 0)

SoitX une v.a. intégrable et centrée. Nous présentons des conditions suffisantes
sur la loi de X pour qu’il existe une martingale (Mt, t ≥ 0) telle que :

(a) (Mt, t ≥ 0) est associée au peacock (
√
tX, t ≥ 0), i.e.

∀ t ≥ 0, Mt
(loi)
=
√
tX,
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(b) (Mt, t ≥ 0) possède la propriété d’échelle du mouvement brownien, i.e.

∀ c > 0, (Mc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cMt, t ≥ 0), (4.23)

(c) (Mt, t ≥ 0) est un processus de Markov (inhomogène).

Nous commençons par énoncer l’analogue du Théorème 4.5 pour les processus de
la forme (

√
tX, t ≥ 0).

Théorème 4.16. ([HPRY11]). Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi µ. Pour
tout t ≥ 0, on note µt la loi de

√
tX. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien

standard issu de 0. On désigne par Ψ la fonction de Hardy-Littlewood de (µt, t ≥
0) :

Ψt(x) := Ψµ(t, x) =
1

µt([x,+∞[)

∫ +∞

x

yµt(dy) =
√
tΨ1

(
x√
t

)
(4.24)

(avec Ψt(x) = x lorsque µt([x,+∞[) = 0),

et par (T µ
t , t ≥ 0) la famille des temps d’arrêt d’Azéma-Yor (que nous notons aussi

(TΨt , t ≥ 0)) :
T µ
t = {v ≥ 0 : Sv ≥ Ψt(Bv)}. (4.25)

Nous supposons que la famille (T µ
t , t ≥ 0) est presque sûrement croissante. Alors,

1)
(
Mµ

t := BTµ
t
, t ≥ 0

)
est une martingale et un processus de Markov (inhomogène),

2) (Mµ
t , t ≥ 0) possède la propriété d’échelle du mouvement brownien (voir (4.23)),

3) (Mµ
t , t ≥ 0) est associée à (

√
tX, t ≥ 0), i.e., pour tout t ≥ 0, Mµ

t

(loi)
=
√
tX.

Démonstration.
Les points 1) et 3) découlent du Théorème 4.5. Nous renvoyons en particulier à
[MY02], où le générateur infinitésimal de (Mµ

t , t ≥ 0) est calculé. Le point 2)
résulte de la propriété d’échelle du mouvement brownien : en effet, cette propriété
implique que :

∀ c > 0, (Sc2t, Bc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cSt, cBt, t ≥ 0),

ce qui permet de déduire de la définition (4.25) de TΨt que :

∀ c > 0,
(
BTΨt

, t ≥ 0
) (loi)
=

(
cBT

Ψ
(c)
t

, t ≥ 0

)
, (4.26)

où Ψ
(c)
t (x) :=

1

c
Ψt(cx).

En outre, il découle de la relation (voir (4.24))

Ψt(x) =
√
tΨ1

(
x√
t

)
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que, pour tout c > 0 :

Ψ
(c)
c2t(x) =

1

c
Ψc2t(cx) =

√
tΨ

(
x√
t

)
= Ψt(x). (4.27)

En combinant (4.26) et (4.27), nous obtenons :

(
BTΨ

c2t
, t ≥ 0

)
(loi)
=

(
cBT

Ψ
(c)

c2t

, t ≥ 0

)
(loi)
=

(
cBTΨt

, t ≥ 0
)
.

Exemple 4.17. Voici des exemples d’application du Théorème 4.16 qui sont étu-
diés en détails dans [MYY12].

i) L’exemple du "barrage" :

µt(dx) =
1√
t
exp

(
− 1√

t
(x+

√
t)

)
1[−

√
t,+∞[(x)dx

qui donne le temps d’arrêt Tt := inf{v ≥ 0; Sv − Bv =
√
t}. Notons que

d’après le Théorème de Lévy, (Sv − Bv, v ≥ 0) est un mouvement brownien
réfléchi en 0.

ii) L’exemple du "BES3 de Pitman" :

µt(dx) =
1

2
√
t
1[−

√
t,
√
t](x)dx

qui correspond au temps d’arrêt Tt := {v ≥ 0; 2Sv−Bv =
√
t}. Remarquons

que d’après le Théorème de Pitman, (2Sv − Bv, v ≥ 0) a même loi qu’un
processus de Bessel de dimension 3 issu de 0.

iii) L’"éventail" d’Azéma-Yor (qui est une généralisation des deux exemples pré-
cédents) :

µ
(α)
t =

α√
t

(
α− (1− α)x√

t

) 2α−1
1−α

1[−
√
t, α

√
t

1−α

](x)dx, (0 < α < 1)

qui est associé au temps d’arrêt T (α)
t := {v ≥ 0; Sv = α(Bv+

√
t)}. Observons

que l’exemple ii) correspond au cas α =
1

2
, tandis que l’exemple i) s’obtient

en faisant tendre α vers 1.

4.2.5 La condition de Madan-Yor

Nous énonçons et prouvons l’analogue du Théorème 4.10 pour les processus de
la forme (

√
tX, t ≥ 0).
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Lemme 4.18. (Madan-Yor [MY02], Lemme 3). Soit X une variable aléatoire
de loi µ, soit Ψ1 sa fonction de Hardy-Littlewood :

Ψ1(x) =





1

µ(x)

∫

[x,+∞[

yµ(dy) si µ(x) > 0,

x si µ(x) = 0,

et soit C1 sa fonction double queue :

∀ x ∈ R, C1(x) := Cµ(1, x) =

∫ +∞

x

µ(y)dy,

où µ(y) = P(X ≥ y). Alors, il y a équivalence entre :

i) la famille des temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) est telle que :

t 7−→ Tt est p.s. croissante, (I)

ii) la fonction Ψ1 vérifie :

D1 : x 7−→
x

Ψ1(x)
est croissante sur R+, (MY)

iii) la fonction C1 satisfait :

κ : x 7−→ −xC
′
1(x)

C1(x)
est croissante sur R+. (M̃Y )

Démonstration.

1) Montrons que i)⇐⇒ ii).
Nous savons que la famille des temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) est p.s. croissante si et
seulement si :

∀ x ∈ R, t 7−→ Ψt(x) est une fonction croissante.

Mais, Ψt(x) =
√
tΨ1

(
x√
t

)
. Ainsi, si x ≤ 0, alors t 7−→ Ψt(x) est croissante,

puisque Ψ1 est une fonction croissante et positive, et puisque t 7−→ x√
t

est crois-

sante. Lorsque x > 0, on pose at =
x√
t

et on obtient :

Ψt(x) =
√
tΨ

(
x√
t

)
= x

Ψ1(at)

at
.

Comme t 7−→ at est décroissante, on déduit que la famille (Tt, t ≥ 0) est p.s.

croissante si et seulement si D1 : x 7−→
x

Ψ1(x)
est croissante sur R+.
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2) Montrons que ii) ⇐⇒ iii).

Il suffit de vérifier l’équivalence des conditions (MY) et (M̃Y ). En effet, pour tout
x ∈ R+ tel que C1(x) > 0, nous avons :

κ(x) = −xC
′
1(x)

C1(x)
=
xµ(x)

C1(x)
=

x

Ψ1(x)− x
=

1
1

D1(x)
− 1

;

ce qui montre que κ est croissante si et seulement si D1 est croissante.

Définition 4.19.

1) Nous dirons qu’une fonction F : [0, l[→ R (0 < l ≤ +∞) satisfait (M̃Y ) si F
est de classe C1 et vérifie

x 7−→ −xF
′(x)

F (x)
est croissante ;

2) Soit µ une mesure positive finie sur [0, l[ (0 < l ≤ +∞) telle que

∫

[0,l[

yµ(dy) <∞.

Nous dirons que µ satisfait (M̃Y ) si la fonction double queue Cµ de µ satisfait

(M̃Y ) ;

3) nous dirons qu’une v.a. intégrable X à valeurs dans ] − ∞, l[ (0 < l ≤ +∞)

satisfait (M̃Y ) si la restriction à [0, l[ de la fonction double queue de X satisfait

(M̃Y ).

Dans [MY02], Madan-Yor montrent que (I) équivaut à (MY). Mais, (M̃Y ) est
une réécriture de (MY) qui offre au moins deux avantages. Le premier est qu’il
existe une caractérisation des fonctions de classe C1 sur ]0, l[ (0 < l ≤ +∞) qui
vérifient (M̃Y ).

Proposition 4.20. ([HPRY11], Proposition 7.1). Soit F une fonction de
classe C1 sur ]0, l[ (0 < l ≤ +∞), et strictement positive. Il y a équivalence entre :

i) La fonction ε : x 7−→ −xF
′(x)

F (x)
est croissante, i.e. F satisfait (M̃Y ).

ii) Pour tout c ∈]0, 1[, la fonction x 7−→ F (x)

F (x c)
est décroissante.

iii) La fonction F est de la forme :

F (x) = e−V (x), où x 7−→ xV ′(x) est croissante. (4.28)
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Sous l’une de ces hypothèses, on a alors : pour tous x, y ∈]0, l[,

V (y)− V (x) =

∫ y

x

ε(z)

z
dz,

de sorte que :

F (y) = F (x) exp

(
−

∫ y

x

ε(z)

z
dz

)
. (4.29)

Démonstration.

1) Montrons que i) ⇐⇒ ii).
Si i) est vérifié, alors ii) l’est aussi. En effet, pour tout c ∈]0, 1[, on a :

F (x)

F (xc)
= exp

(
−

∫ x

xc

ε(z)

z
dz

)
= exp

(
−

∫ 1

c

ε(xv)

v
dv

)
(4.30)

qui décroît en la variable x (car ε est croissante et 0 < c < 1). Inversement, on
déduit de (4.30) que pour tout c ∈]0, 1[,

x 7−→
∫ x

xc

ε(z)

z
dz est une fonction croissante.

Ainsi, en dérivant, on obtient :

∀ x ∈]0, l[, c ∈]0, 1[, ε(x)− ε(xc) ≥ 0,

ce qui prouve que ε est une fonction croissante.

2) Montrons que ii) ⇐⇒ iii).
En utilisant les représentations (4.28) et (4.29) de F , on déduit que

∀ x, y ∈]0, l[, V (y) =
∫ y

x

ε(v)

v
dv − lnF (x); (4.31)

et en dérivant (4.31), on obtient

∀ x ∈]0, l[, xV ′(x) = ε(x),

ce qui montre que ii) et iii) sont équivalents.

Le second avantage est lié au fait qu’une variable aléatoire à densité possède la
propriété (M̃Y ) dès que sa densité ou sa queue satisfait (M̃Y ). Plus précisément,
on montre que :

Lemme 4.21. Soit X une variable aléatoire de loi µ(dx) = f(x)dx, où f est
strictement positive de classe C1 sur ]0, l[ (0 < l ≤ +∞). On note µ, resp. µ la
queue, resp. la fonction double queue de X.

1) Si f satisfait (M̃Y ), alors µ et µ satisfont (M̃Y ).
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2) Si µ vérifie (M̃Y ), alors il en est de même de µ.

Démonstration.

1) Supposons que f vérifie (M̃Y ).

i) Montrons que µ satisfait (M̃Y ).
D’après la proposition 4.20, il suffit de vérifier que pour tout c ∈]0, 1[,

x ∈]0, l[ 7−→ µ(x)

µ(cx)
est décroissante. (4.32)

Pour tous x ∈]0, l[ et c ∈]0, 1[, nous avons :

µ(cx)

µ(x)
=

∫ l

cx

f(y)dy

∫ l

x

f(y)dy

=

∫ l/x

c

f(xz)dz

∫ l/x

1

f(xz)dz

(en posant y = xz)

= 1 +

∫ 1

c

f(xz)dz

∫ l/x

1

f(xz)dz

= 1 +

∫ 1

c

f(xz)

f(x)
dz

∫ l/x

1

f(xz)

f(x)
dz

.

Puisque f satisfait (4.32) (d’après la Proposition 4.20), alors :

∀ z ∈ [c, 1], x 7−→ f(xz)

f(x)
est croissante,

et

∀ z ∈ [1,+∞[ , x 7−→ 1[1, lx ]
(z)

f(xz)

f(x)
est décroissante,

comme produit de deux fonctions décroissantes positives.
On en déduit que

∀ c ∈]0, 1[, x ∈]0, l[ 7−→ µ(cx)

µ(x)
est croissante,

ce qui équivaut à (4.32).

ii) Si on remplace f par µ, et µ par µ, alors, en s’inspirant de i), on montre que
µ vérifie (4.32).

2) La preuve du point 2) est identique à celle du point ii) de 1).

Remarque 4.22. La preuve du Lemme 4.21 peut s’effectuer en remarquant qu’une
fonction strictement positive f de classe C1 sur ]0, l[ (0 < l ≤ +∞) satisfait (M̃Y )
si et seulement si

f̃ : (t, x) 7−→ 1]0,
√
t l[(x)f

(
x√
t

)
est TP2 sur R∗+ × R∗+.
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En effet, pour tous 0 < x <
√
t l ≤ +∞, on a :

2t

f̃(t, x)

∂f̃

∂t
(t, x) = −

x√
t
f ′

(
x√
t

)

f

(
x√
t

) ,

ce qui montre que f vérifie (M̃Y ) si et seulement si f̃ est TP2 sur R∗+ × R∗+.

Exemple 4.23. Parmi les variables aléatoires intégrables qui possèdent la pro-
priété (M̃Y ), on trouve les variables gaussiennes, les variables uniformes, les va-
riables exponentielles et les variables de Student intégrables.

Nous obtenons d’autres exemples de variables aléatoires satisfaisant (M̃Y )
grâce aux résultats ci-après :

Proposition 4.24. Soit X une v.a. intégrable et centrée, de loi µ(dx) = f(x)dx,
où f est une fonction continue et strictement positive sur R+. Alors, les conditions

suivantes impliquent que µ satisfait (M̃Y ).

(A0) La fonction x 7−→ log(xµ(x)) est concave sur R+,

(Ã0) La fonction x 7−→ log(x f(x)) est concave sur R+.

Démonstration.

1) Pour montrer que X satisfait (M̃Y ), il suffit de vérifier que :

∀ x ∈ R+, ∆x := (µ(x)− xf(x))

∫ +∞

x

µ(y)dy + xµ2(x) ≥ 0.

En effet :

∆x = C2
1(x)

d

dx

(
xµ(x)

C1(x)

)
= C2

1 (x)
d

dx

(
−xC

′
1(x)

C1(x)

)
,

où, pour tout x ∈ R,

µ(x) =

∫ +∞

x

f(y)dy et C1(x) =

∫ +∞

x

µ(y)dy.

Notons que (A0) équivaut à :

∀ 0 ≤ x ≤ y,
1

x
− f(x)

µ(x)
≥ 1

y
− f(y)

µ(y)
. (4.33)

D’autre part,

∆x = µ(x)

∫ +∞

x

µ(y) dy − xf(x)

∫ +∞

x

µ(y)dy + xµ(x)

∫ +∞

x

f(y)dy

= xµ(x)

∫ +∞

x

µ(y)

[
1

x
− f(x)

µ(x)
+
f(y)

µ(y)

]
dy ≥ 0 (d’après (4.33)).
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2) Nous montrons à l’aide de (Ã0) que la queue de X vérifie (M̃Y ) ; ce qui, d’après
le Lemme 4.21, entraîne que la fonction double queue de X satisfait (M̃Y ).
Commençons par observer que la queue µ de X vérifie (M̃Y ) si et seulement si :

x 7−→ x f(x)

µ(x)
est une fonction croissante sur R+.

i.e.

∀ x ∈ R+, δx := (f(x) + xf ′(x))

∫ +∞

x

f(y)dy + xf 2(x) ≥ 0, (4.34)

où f ′ désigne la dérivée à droite de f (qui est bien définie d’après (Ã0)).
Pour tout x ∈ R+, on a :

δx = f(x)

∫ +∞

x

f(y)dy + xf ′(x)

∫ +∞

x

f(y)dy − xf(x)

∫ +∞

x

f ′(y)dy

= xf(x)

∫ +∞

x

f(y)

(
1

x
+
f ′(x)

f(x)
− f ′(y)

f(y)

)
dy.

Mais, (Ã0) équivaut à :

x 7−→ 1

x
+
f ′(x)

f(x)
est une fonction croissante sur R+.

Autrement dit, pour tous 0 < x ≤ y,

1

x
+
f ′(x)

f(x)
≥ 1

y
+
f ′(y)

f(y)
≥ f ′(y)

f(y)
,

ce qui prouve (4.34).

Le second résultat concerne les variables aléatoires à valeurs dans ]−∞, 1].

Proposition 4.25. ([HPRY11], Théorème 7.13 et Exercice 7.10). Soit X une
v.a. sur ] −∞, 1] intégrable et centrée, de loi µ(dx) = f(x)dx, où f est continue
et strictement positive sur ]0, 1[.

1) X satisfait (M̃Y ) dès que (A1) ou (A2) est satisfait, avec :

(A1) pour tout x ∈]0, 1[

µ(x) :=

∫ 1

x

f(y)dy ≥ x(1 − x)f(x),

(A2) la fonction x 7−→ log(xµ(x)) est concave sur ]0, 1[.

2) On suppose en outre que f est continue en x0 = 1, et de classe C1 sur ]0, 1[.

Alors, X satisfait (M̃Y ) dès que (A3) ou (A4) est satisfait, avec :
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(A3) f est décroissante sur ]0, 1[ et la fonction x 7−→ xf(x)

1− x
est croissante sur

]0, 1[,

(A4) la fonction x 7−→ log(x f(x)) est concave sur ]0, 1[.

Démonstration.

1) Nous montrons, sous chacune des hypothèses (A1) et (A2), que la fonction double
queue de X vérifie (M̃Y ) sur ]0, 1[, i.e. que :

∀ x ∈]0, 1[, ∆̂x := (µ(x)− xf(x))

∫ 1

x

µ(y)dy + xµ2(x) ≥ 0. (4.35)

i) Supposons (A1).
Remarquons que (A1) équivaut à :

∀ x ∈]0, 1[, µ(x)− xf(x) ≥ − x

1− x
µ(x),

de sorte que

∆̂x ≥ xµ(x)

(
µ(x)− 1

1− x

∫ 1

x

µ(y)dy

)
=
xµ(x)

1− x

∫ 1

x

[µ(x)− µ(y)]dy ≥ 0.

ii) La démonstration du cas (A2) est identique à celle du Point 1) de la Propo-
sition 4.24.

2) Nous allons montrer que chacune des hypothèses (A3) et (A4) implique que la
queue de X vérifie (M̃Y ). Nous savons que la queue µ de X vérifie (M̃Y ) si et
seulement si :

∀ x ∈]0, 1[, δ̂x := (f(x) + xf ′(x))

∫ 1

x

f(y)dy + xf 2(x) ≥ 0. (4.36)

i) Supposons (A3).

Comme x ∈]0, 1[ 7−→ x f(x)

1− x
est croissante, alors :

∀ x ∈]0, 1[, f(x) + x(1− x)f ′(x) ≥ 0,

i.e.

∀ x ∈]0, 1[, f(x) + xf ′(x) ≥ −x f(x)
1− x

.

Ainsi, pour tout x ∈]0, 1[,

δ̂x ≥ −
x f(x)

1− x

∫ 1

x

f(y)dy + xf 2(x)

= xf(x)

(
f(x)− 1

1− x

∫ 1

x

f(y)dy

)

=
xf(x)

1− x

∫ 1

x

[f(x)− f(y)]dy ≥ 0 (car f est décroissante).

129



4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

ii) Supposons (A4).
Pour tout x ∈]0, 1[, on a :

δ̂x = f(x)

∫ 1

x

f(y)dy + xf ′(x)

∫ 1

x

f(y)dy + xf(x)[f(x)− f(1) + f(1)]

≥ f(x)

∫ 1

x

f(y)dy + xf ′(x)

∫ 1

x

f(y)dy + xf(x)[f(x)− f(1)]

≥ f(x)

∫ 1

x

f(y)dy + xf ′(x)

∫ 1

x

f(y)dy − xf(x)

∫ 1

x

f ′(y)dy

= xf(x)

∫ 1

x

f(y)

(
1

x
+
f ′(x)

f(x)
− f ′(y)

f(y)

)
dy;

et, puisque (A4) équivaut à :

x ∈]0, 1[ 7−→ 1

x
+
f ′(x)

f(x)
est une fonction croissante,

on déduit :

∀ 0 < x ≤ y ≤ 1,
1

x
+
f ′(x)

f(x)
≥ 1

y
+
f ′(y)

f(y)
≥ f ′(y)

f(y)
,

ce qui prouve (4.36).

Nous donnons quelques exemples de densités de mesures satisfaisant la pro-
priété (M̃Y ).

Exemple 4.26.

1) Les densités f(x) = xα cosh(xβ)1]0,1](x) (α > −1, β ≥ 0) vérifient :

x ∈]0, 1[ 7−→ x2f(x) est croissante. (4.37)

On en déduit que :

µ(x) :=

∫ 1

x

f(y)dy =

∫ 1

x

y2f(y)

y2
dy ≥ x2f(x)

(
1

x
− 1

)
= x(1 − x)f(x),

i.e. f satisfait (A1), ce qui implique (M̃Y ) (voir Proposition 4.25).
Le raisonnement précédent s’applique aux densités

f(x) = xα cosh(xβ)1]0,1](x) (α > −1, β ≥ 0).

2) Les densités f(x) = (1− x)αex
β
1[0,1[(x) avec α > −1 et 0 ≤ β ≤ 1.
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i) Si −1 < α ≤ 0 et 0 ≤ β ≤ 1, alors

x 7−→ x2f(x) est croissante

et l’hypothèse (A1) est satisfaite.

ii) Si α > 0 et 0 ≤ β ≤ 1, alors (A4) est vérifiée, puisque

x ∈]0, 1[ 7−→ log(xf(x)) = log x+ α log(1− x) + xβ est concave,

ce qui, d’après la Proposition 4.25, implique (M̃Y ).

3) Les densités f(x) = (1− x)α sinh(xβ)1]0,1](x), où α > −1 et 0 ≤ β ≤ 1.

i) Si −1 < α ≤ 0 (et 0 ≤ β ≤ 1), alors

x 7−→ x2f(x) est une fonction croissante,

ce qui implique (A1).

ii) Si α > 0, alors

x ∈]0, 1[ 7−→ 1

x
+
f ′(x)

f(x)
=
1

x
− α

1− x
+ β

1

x1−β tanh(xβ)
est décroissante.

Par conséquent :

x ∈]0, 1[ 7−→ log(x f(x)) est une fonction concave,

qui est l’hypothèse (A4).

4) Les mesures de densités f(x) = xαe−x
β
1]0,+∞[ (α > −1, β ∈ R) vérifient

(M̃Y ), puisque h satisfait (M̃Y ) pour tous α > −1 et β ∈ R.

Nous renvoyons à [HPRY11], Section 7.4 pour d’autres exemples de mesures
satisfaisant (M̃Y ). Nous terminons cette section par deux exemples où (M̃Y ) n’est
pas (toujours) vérifiée.

Exemple 4.27. ([HPRY11]).
Soit µ la mesure de densité f définie par :

f(x) = c1[0,p[(x) + 1[p,1](x) (c ≥ 0, p ∈]0, 1[).

Alors, pour tout x ∈ [0, 1],

µ(x) =

∫ 1

x

f(y)dy = [c(p− x) + (1− p)]1[0,p[(x) + (1− x)1[p,1](x)

= [(c− 1)(p− x) + (1− x)]1[0,p[(x) + (1− x)1[p,1](x).
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Ainsi, pour tout x ∈ [0, p[,

Cµ(x) :=

∫ 1

x

µ(y)dy =

∫ p

x

[c(p− y) + (1− p)]dy +

∫ 1

p

(1− y)dy

= (1− p)(p− x) +
c

2
(p− x)2 +

1

2
(1− p)2

=
1

2

[
(c− 1)(p− x)2 + (1− x)2

]
,

et

g(x) :=
xµ(x)

Cµ(x)
= 2

x [(c− 1)(p− x) + (1− x)]

(c− 1)(p− x)2 + (1− x)2
.

Rappelons que µ satisfait (M̃Y ) si et seulement si g est croissante (cf. Théorème
4.16). Mais, pour tout x ∈ [0, p[,

1

2
C2

µ(x)g
′(x) = [(c− 1)(p− x) + (1− x)− cx]

[
(c− 1)(p− x)2 + (1− x)2

]

+ 2x[(c− 1)(p− x) + (1− x)]2.

En particulier,

1

2
C2

µ(p
−)g′(p−) = (1− p− cp)(1− p)2 + 2p(1− p)2 = [1− (c− 1)p](1− p)2.

On en déduit que pour c ≤ 1 +
1

p
, g′(p−) ≥ 0, et pour c > 1 +

1

p
, g′(p−) < 0. En

d’autres termes, µ vérifie (M̃Y ) si et seulement si c ≤ 1 +
1

p
.

Exemple 4.28. Soit µ la mesure de densité f donnée par :

∀ x ∈ R+, f(x) = c1[0,p[(x) + e−x1[p,+∞[(x) (c ≥ 0, p > 0).

Pour tout x ∈ R+,

µ(x) =

∫ +∞

x

f(y)dy =
(
c(p− x) + e−p

)
1[0,p[(x) + e−p1[p,+∞[(x).

Par conséquent, pour x ∈ [0, p[,

Cµ(x) =

∫ +∞

x

µ(y)dy =

∫ p

x

[
c(p− y) + e−p

]
dy +

∫ +∞

p

e−ydy

=
c

2
(p− x)2 + (1 + p− x)e−p,

et

g(x) :=
xµ(x)

Cµ(x)
= 2

x [c(p− x) + e−p]

c(p− x)2 + 2(1 + p− x)e−p
.
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Ainsi,

1

2
C2

µ(x)g
′(x) =

(
c(p− x) + e−p − cx

) (
c(p− x)2 + 2(1 + p− x)e−p

)

+ 2x
(
c(p− x) + e−p

)2
,

et, en particulier,

1

2
C2

µ(p
−)g′(p−) = 2

[
(e−p − c p)e−p + e−2p

]
= 2e−p

(
2e−p − c p

)
.

Donc, µ satisfait (M̃Y ) si et seulement si c ≤ 2e−p

p
.

4.2.6 Modification de martingales

Nous commençons par énoncer un équivalent du théorème de Kellerer.

Théorème 4.29. ([Kel72]). Soit C une fonction réelle sur R+ × R. Alors, il y a
équivalence entre :

1) Il existe une martingale (Mt, t ≥ 0) telle que, pour tout x ∈ R,

E[(Mt − x)+] = C(t, x).

2) i) Pour tout x ∈ R, t 7−→ C(t, x) est croissante.

ii) Pour tout t ≥ 0, x 7−→ C(t, x) est convexe.

iii) lim
x→+∞

C(t, x) = 0 et il existe α ∈ R tel que, pour tout t ≥ 0,

lim
x→−∞

C(t, x) + x = α.

Dans ce cas, α = E[Mt] et la loi µt de Mt est égale à
∂2C

∂x2
(au sens des distribu-

tions).

Soit C : R+ × R→ R+ une fonction satisfaisant aux hypothèses du Théorème
4.29, et soit (Mt, t ≥ 0) une martingale càdlàg associée. Soient a, b ∈ R tels que
a < b. Nous définissons la fonction Ca,b : R+ × R→ R+ par :

Ca,b(t, x) =





b− x

b− a
C(t, a) +

x− a

b− a
C(t, b) si x ∈ [a, b]

C(t, x) si x /∈]a, b[.
(4.38)

En d’autres termes, Ca,b(t, ·) est obtenu en remplaçant C(t, ·) sur l’intervalle [a, b]
par sa corde.
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p
a

p
bO

C(t, ·) Cab(t, ·)

C(t, b)

C(t, a)

−

−

x x′

y

y′

(D1) : y = −x

fig.3. Graphes de C(t, ·) et de Ca,b(t, ·).

La fonction Ca,b possède les mêmes propriétés que C, et d’après le Théorème 4.29,
il existe une martingale càdlàg (Ma,b

t , t ≥ 0) telle que, pour tout x ∈ R,

E
[
(Ma,b

t − x)+
]
= Ca,b(t, x).

En particulier, pour tout t ≥ 0, la loi µa,b
t de Ma,b

t est égale à :

µa,b
t (dx) =

(
1]−∞,a[ + 1]b,+∞[

)
µt(dx) + α(t)δa(dx) + β(t)δb(dx),

avec

α(t) =
C(t, b)− C(t, a)

b− a
− ∂C

∂x−
(t, a)

et

β(t) =
∂C

∂x+
(t, b)− C(t, b)− C(t, a)

b− a
,

où
∂C

∂x−
(t, a) = µt([a,+∞[) et

∂C

∂x+
(t, b) = µt(]b,+∞[).

Nous nous proposons de montrer à l’aide du plongement d’Azéma-Yor qu’il
est possible, sous certaines conditions, de construire (Ma,b

t , t ≥ 0) à partir de
(Mt, t ≥ 0).
Supposons que (µt, t ≥ 0) est centré, i.e. que la fonction double queue C de (µt, t ≥
0) vérifie :

lim
x→−∞

x+ C(t, x) = 0.

134



Chapitre 4. Construction de martingales associées pour une classe de peacocks

Soient Ψ et Ψa,b les fonctions de Hardy-Littlewood associées respectivement à C
et Ca,b, i.e. les fonctions Ψ,Ψa,b : R+ × R→ R+ définies par :

Ψ(t, x) =





x+
C(t, x)

µt(x)
si µt(x) 6= 0

x si µt(x) = 0

et

Ψa,b(t, x) =





x+
Ca,b(t, x)

µa,b
t (x)

si µa,b
t (x) 6= 0

x si µab
t (x) = 0.

pa p
bO

Ψ(t, ·)

Ψ(t, ·)
Ψab(t, ·)

−
Ψ(t, a)

−Ψ(t, b)

(D2) : y = x

x x′

y

y′

fig.4. Graphes de Ψ(t, ·) et de Ψa,b(t, ·).
Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0, et soit (St, t ≥ 0)

le processus du maximum unilatère défini par :

∀ t ≥ 0, St = sup
0≤u≤t

Bu.

Nous considérons les familles des temps d’arrêt d’Azéma-Yor

(Tt := inf{u ≥ 0, Su ≥ Ψ(t, Bu)}, t ≥ 0) ,

et (
T a,b
t := inf{u ≥ 0, Su ≥ Ψab(t, Bu)}, t ≥ 0

)
.

Nous montrons que :

Théorème 4.30. La famille (Tt, t ≥ 0) est presque sûrement croissante si et
seulement si, pour tous a, b ∈ R tels que a < b, la famille (T a,b

t , t ≥ 0) est presque
sûrement croissante. En particulier, si la fonction t 7−→ Tt est presque sûrement
croissante, alors (BTa,b

t
, t ≥ 0) est une martingale associée à Ca,b.
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Démonstration.
Il suffit de prouver que t 7−→ Ψ(t, x) est croissante pour tout x si et seulement si
t 7−→ Ψa,b(t, x) est croissante pour tout x ; ce qui équivaut à montrer que C est
TP2 si et seulement si Ca,b est TP2.
Nous rappelons que Ca,b : R+ × R→ R+ est défini par :

Ca,b(t, x) =





b− x

b− a
C(t, a) +

x− a

b− a
C(t, b) si x ∈ [a, b]

C(t, x) si x /∈]a, b[.

1) Supposons d’abord que C est TP2. Nous allons prouver que, pour tous t1 < t2
et x1 < x2,

Ca,b(t1, x1)C
a,b(t2, x2) ≥ Ca,b(t1, x2)C

a,b(t2, x1). (4.39)

Soient 0 ≤ t1 < t2. Nous distinguons trois cas :

i) Si x1 /∈ [a, b] et x2 /∈ [a, b], alors on a (4.39).

ii) Si x1 < a ≤ x2 ≤ b, alors :

Ca,b(t1, x1)C
a,b(t2, x2)

= C(t1, x1)

(
b− x2
b− a

C(t2, a) +
x2 − a

b− a
C(t2, b)

)
(par définition de Cab)

=
b− x2
b− a

C(t1, x1)C(t2, a) +
x2 − a

b− a
C(t1, x1)C(t2, b)

≥ b− x2
b− a

C(t1, a)C(t2, x1) +
x2 − a

b− a
C(t1, b)C(t2, x1) (car C est TP2)

=

(
b− x2
b− a

C(t1, a) +
x2 − a

b− a
C(t1, b)

)
C(t2, x1)

= Ca,b(t1, x2)C
a,b(t2, x1).

On effectue un calcul similaire lorsque a ≤ x1 ≤ b < x2.

iii) Supposons que a ≤ x1 < x2 ≤ b. Par définition de Ca,b,

Ca,b(t1, x1)C
a,b(t2, x2)

=

(
b− x1
b− a

C(t1, a) +
x1 − a

b− a
C(t1, b)

)(
b− x2
b− a

C(t2, a) +
x2 − a

b− a
C(t2, b)

)

et

Ca,b(t1, x2)C
a,b(t2, x1)

=

(
b− x2
b− a

C(t1, a) +
x1 − a

b− a
C(t1, b)

)(
b− x1
b− a

C(t2, a) +
x2 − a

b− a
C(t2, b)

)
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Ainsi, un calcul simple donne :

Cab(t1, x1)C
ab(t2, x2)− Cab(t1, x2)C

ab(t2, x1)

= [C(t1, a)C(t2, b)− C(t1, b)C(t2, a)]
x2 − x1
b− a

≥ 0.

ce qui achève la preuve de (4.39).

2) La réciproque est immédiate puisque, pour tous 0 ≤ t1 < t2, et pour tous
x1 < x2,

C(t1, x1)C(t2, x2)− C(t2, x1)C(t1, x2)

= Cx1,x2(t1, x1)C
x1,x2(t2, x2)− Cx1,x2(t2, x1)C

x1,x2(t1, x2) ≥ 0.

4.3 Le plongement de Bertoin-Le Jan

4.3.1 La solution de Bertoin-Le Jan au problème de Skoro-

khod

Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0, et soit (Lx
v ; v ≥ 0, x ∈ R) la

famille bicontinue de ses temps locaux. Soit X une v.a. de loi µ telle que :

E[|X|] =
∫ +∞

−∞
|x|µ(dx) <∞ et E[X] =

∫ +∞

−∞
xµ(dx) = 0. (4.40)

On suppose que le support de µ est égal à R. Nous définissons

γ := 2

∫ +∞

0

yµ(dy) = −2
∫ 0

−∞
yµ(dy), (4.41)

et C : R→ R+ par :

C(x) :=





2

∫ +∞

x

(a− x)µ(da) si x ≥ 0

2

∫ x

−∞
(x− a)µ(da) si x ≤ 0.

(4.42)

Soit T (µ) le temps d’arrêt défini par :

T (µ) := inf

{
v ≥ 0; γ

∫ +∞

−∞

Lx
v

C(x)
µ(dx) > L0

v

}
. (4.43)

Le résultat qui suit est dû à Bertoin-Le Jan [BLJ92].
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Théorème 4.31. (Bertoin-Le Jan [BLJ92]). Sous les hypothèses précédentes :

1) La v.a. BT (µ) suit la loi µ, i.e.

BT (µ)

(loi)
= X.

2) Le processus (Bv∧T (µ) , v ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable.

4.3.2 Application à la construction de martingales associées

au peacock (
√
tX, t ≥ 0)

Soit X une v.a. de loi µ, intégrable et centrée, i.e. qui vérifie (4.40). On se
propose de construire une martingale (Mt, t ≥ 0) associée au peacock (

√
tX, t ≥ 0),

qui possède la propriété d’échelle du mouvement brownien, i.e.

∀ c > 0, (Mc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cMt, t ≥ 0). (4.44)

Théorème 4.32. Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi µ. Pour tout t ≥ 0,
on note µt la loi de

√
tX. Pour chaque µt, on considère γ(t), Ct et T (µt) définis

respectivement par (4.41), (4.42) et (4.43), où µt remplace µ. On suppose que :

∀ v ∈ R+, t 7−→ A(µ)(t, v) := γ(t)

∫ +∞

−∞

Lx
v

Ct(x)
µt(dx) est p.s. décroissante. (Ib)

Alors :

1) Le processus
(
M

(µ)
t := BT (µt), t ≥ 0

)
est une martingale associée à (

√
tX, t ≥ 0).

2) Le processus
(
M

(µ)
t := BT (µt), t ≥ 0

)
possède la propriété d’échelle (4.44).

Démonstration.

1) Il suffit de remarquer que (Ib) implique que la fonction

t 7−→ T (µt) est p.s. croissante. (4.45)

En effet, il résulte de (Ib) que pour tous 0 ≤ s ≤ t,

{
v ≥ 0; A(µ)(t, v) > L0

v

}
⊂

{
v ≥ 0; A(µ)(s, v) > L0

v

}
,

et puisque
∀ t ≥ 0, T (µt) = inf

{
v ≥ 0; A(µ)(t, v) > L0

v

}
, (4.46)

on obtient :
∀ s ≤ t, T (µs) ≤ T (µt).
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2) Il résulte de la propriété d’échelle (cf. [RY99], Chapitre VI, Exercice 2.11.)

∀ c > 0, (cBv, cL
y
v; v ≥ 0, y ∈ R)

(loi)
=

(
Bc2v, L

cy
c2v; v ≥ 0, y ∈ R

)
,

que :

(BT (µt), t ≥ 0)
(loi)
=

(
cB

T
(µt)
c

, t ≥ 0
)
, (4.47)

où
T (µt)
c := inf

{
v ≥ 0; A(µ)

c (t, v) > L0
v

}

et

A(µ)
c (t, v) = γ(t)

∫ +∞

−∞
Lx/c
v

µt(dx)

Ct(x)
.

D’autre part,

µt(dx) = µ

(
dx√
t

)
, γ(t) =

√
tγ, et Ct(x) =

√
tC

(
x√
t

)
. (4.48)

Par conséquent,

A(µ)
c (t, v) = γ

∫ +∞

−∞
Lx/c
v

µ
(

dx√
t

)

C
(

x√
t

)

= γ

∫ +∞

−∞
Ly
v

µ
(

c dy√
t

)

C
(

c y√
t

) (en posant x = c y)

= γ

(
t

c2

)∫ +∞

−∞
Ly
v

µt/c2(dy)

Ct/c2(y)
dy = A(µ)

(
t

c2
, v

)
.

D’où
T (µt)
c = T (µt/c2 ). (4.49)

Nous déduisons de (4.47) et de (4.49) que :
(
M

(µ)

c2t , t ≥ 0
)
=

(
B

T
(µ

c2t
) , t ≥ 0

)

(loi)
=

(
cB

T
(µ

c2t
)

c

, t ≥ 0
)

(d’après (4.47)

= (cBT (µt), t ≥ 0) (d’après (4.49)

=
(
cM

(µ)
t , t ≥ 0

)
.

Donc,
(
M

(µ)
t , t ≥ 0

)
possède la propriété d’échelle (4.44).

Nous présentons deux conditions qui suffisent à obtenir (4.45).
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Théorème 4.33. Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi µ(dx) = f(x)dx, où
f est à support égal à R. Pour tout t ≥ 0, on note µt la loi de

√
tX. On suppose

que l’une ou l’autre des conditions suivantes est satisfaite :

1) La fonction x 7−→ log(|x|f(x)) est concave sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[.

2) La densité f est de classe C1, lim
|x|→+∞

xf(x) = 0, et

x 7−→ f(x) + xf ′(x)

C ′(x)
est croissante. (4.50)

Alors (µt, t ≥ 0) satisfait (4.45).

Dans chacun des cas 1) et 2), (M
(µ)
t = BT (µt), t ≥ 0) est une martingale associée

au peacock (
√
tX, t ≥ 0).

Démonstration.
Notons que :

A(µ)(t, v) = γ

∫ +∞

−∞

Lx
v

|x|

|x|√
t
f
(

x√
t

)

C
(

x√
t

) dx.

Ainsi, t 7−→ A(µ)(t, v) est décroissante pour tout v ≥ 0 si la fonction F : x 7−→
xf(x)

C(x)
est croissante sur R.

a) Supposons que 1) soit vérifiée.
Si x > 0, alors :

C(x)

2
=

∫ +∞

x

(y − x)f(y)dy =

∫ +∞

x

(∫ +∞

y

f(z)dz

)
dy.

Notons que l’hypothèse 1) implique que la dérivée à droite f ′ de f existe ; Nous
avons alors :

C2(x)

2
F ′(x) = (f(x) + xf ′(x))

C(x)

2
+ xf(x)

∫ +∞

x

f(y)dy

= (f(x) + xf ′(x))

∫ +∞

x

(∫ +∞

y

f(z)dz

)
dy − xf(x)

∫ +∞

x

∫ +∞

y

f ′(z)dz

= xf(x)

∫ ∞

x

∫ +∞

y

f(z)

(
1

x
+
f ′(x)

f(x)
− f ′(z)

f(z)

)
dz dy.

Comme z ∈]0,+∞[7−→ log(zf(z)) est concave, alors

z ∈]0,+∞[7−→ 1

z
+
f ′(z)

f(z)
est croissante.
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Nous en déduisons que pour tout z ≥ x,

1

x
+
f ′(x)

f(x)
≥ 1

z
+
f ′(z)

f(z)
≥ f ′(z)

f(z)
.

Donc, x 7−→ xf(x)

C(x)
est croissante sur ]0,+∞[.

A l’aide d’un calcul similaire, nous montrons également que x 7−→ xf(x)

C(x)
est

croissante sur ]−∞, 0[.

2) Supposons qu’on ait 2).
Si x ≥ 0,

−C
′(x)

2
=

∫ +∞

x

f(y)dy := µ(x),

et, puisque f est de classe C1, on a :

C2(x)

2
F ′(x) = (f(x) + xf ′(x))

C(x)

2
− xf(x)µ(x)

= (f(x) + xf ′(x))

∫ +∞

x

µ(y)dy − µ(x)

∫ +∞

x

(f(y) + yf ′(y))dy

= µ(x)

∫ +∞

x

µ(y)

(
f(x) + xf ′(x)

µ(x)
− f(y) + yf ′(y)

µ(y)

)
dy

≥ 0 (d’après (4.50)).

Le cas x ≤ 0 se résout de façon analogue.

Commentaires

La méthode de plongement de Skorokhod que nous décrivons est celle utili-
sée dans ([HPRY11], Chapitre 7). Pour ce qui est du plongement d’Azéma-Yor,
des résultats sont obtenus dans [MY02], [Pro10], et [HPRY11]. Il existe beaucoup
d’autres méthodes permettant de construire explicitement une martingale associée
à des peacocks. Pour cela, nous renvoyons à ([HPRY11], Chapitres 2-7), [BY09],
[BY10], [BDMY10], [HRY10a], [HRY10b] et [HRY11]. Mentionnons que l’utilisa-
tion de la positivité totale dans l’étude du plongement d’Azéma-Yor est originale.
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Étude de peacocks sous des hypothèses de
monotonie conditionnelle et de positivité totale

Cette thèse porte sur les processus croissants pour l’ordre convexe que nous dési-
gnons sous le nom de “peacocks”. Un résultat remarquable dû à Kellerer stipule qu’un
processus stochastique à valeurs réelles est un peacock si et seulement s’il possède les
mêmes marginales unidimensionnelles qu’une martingale. Une telle martingale est
dite associée à ce processus. Mais dans son article, Kellerer ne donne ni d’exemple
de peacock, ni d’idée précise sur la construction d’une martingale associée pour un
peacock donné. Ainsi, comme d’autres travaux sur les peacocks, notre étude vise
deux objectifs. Il s’agit d’exhiber de nouvelles familles de peacocks et de construire
des martingales associées pour certains peacocks.
Dans les trois premiers chapitres, nous exhibons diverses classes de peacocks en
utilisant successivement les notions de monotonie conditionnelle, de peacock très fort
et de positivité totale d’ordre 2. En particulier, nous fournissons plusieurs extensions
du résultat de Carr-Ewald-Xiao selon lequel la moyenne arithmétique du mouvement
brownien géométrique, encore appelée “option asiatique” est un peacock. L’objet
du dernier chapitre est de construire des martingales associées pour une classe de
peacocks. Pour cela, nous utilisons les plongements d’Azéma-Yor et de Bertoin-Le
Jan. L’originalité de ce chapitre est l’utilisation de la positivité totale d’ordre 2 dans
l’étude du plongement d’Azéma-Yor.

A study of peacocks under the assumptions of
conditional monotonicity and total positivity

This thesis deals with real valued stochastic processes which increase in the convex
order. We call them “peacocks”. A remarkable result due to Kellerer states that a real
valued process is a peacock if and only if it has the same one-dimensional marginals
as a martingale. Such a martingale is said to be associated to this process. But in
his article, Kellerer provides neither an example of peacock nor a concrete idea to
construct an associated martingale to a given peacock. Hence, as other investigations
on peacocks, our study has two purposes. We first exhibit new families of peacocks
and then, we contruct associated martingales to certain of them.
In the first three chapters, we exhibit several classes of peacocks using successively
the notions of conditional monotonicity, very strong peacock and total positivity of
order 2. In particular, we provide many extensions of Carr-Ewald-Xiao result which
states that the arithmetic mean of geometric Brownian motion, also called “Asian
option” is a peacock. The purpose of the last chapter is to construct associated
martingales to certain peacocks. To this end, we use Azéma-Yor and Bertoin-Le Jan
embedding algorithms. The originality of this chapter is the use of total positivity
of order 2 in the study of Azéma-Yor embedding algorithm.
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